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Introducción 

En luUures 1n11y ~.encillas pnedC" haber irnplirita nna ~··ric de datu:-> q1w ~,un 
útiles para inte1·esantes apliraciones dentro de lns rno.tern<í.tiras. Cn etnúgrafu. 
de aruerdu a i-.;_1::.gvs fisunl~rnicus de las persuna.s {rulur dP pi1.•L ,,.~tat11r·a. 

tipo de ujos:. lnbius. nariz. l?'tr.) dPh•rmina p\ gn1pu tarinl :d q1ie l)PJt1>nere 

nnn persuna; un astrúnomu. observa el tamai"lu. htrnin'""'ido.d. culor·. t ip•..J ch~ 

movimiento, ('te. para indi.car qtH! clase de ruerpu reJt_'Sl.l' <·st ú ...,~,t 11.-linndu; 11n 

médicv. gniánduse pur: las resµ;1estas al nrest.iunariv an_'IT~ <.h.• lus sln.ttJtnas 
que presenta e-1 euferrnu. por la a.11.scnltu("ÍÜn. ai<á!is1s dínírus. •'t<·. runrl11:,·0 
cunl es la enfernH•dad que paden"' Pl paciPr,tP Inclt1:;c; vn al¡!IJ 1 a11 s• ... nrillu 
cumo distinguir varius liln-us cntn? sí :"uJ..J nrrC":-1ia?n"~ •·nli~t:1!· -~11 .~1•.>:"•>1. 

culur. anchu. la1gu. tc-Ina. ''ti- p.tra :~Pp~ra1l"- ··n d:!!:tt•>-··- d1•·•·!"ll«tl.,.- .,. 

atlas. 

Las ar.! j,_·ir.iadE'~~ antt·r·1u1 <'!. t JC'IH.'Il t•n curn1111 (jl l<" ¡,¡ ,,cP<!i1111t_'!l1 •_,., •·11 

dund~ dadu nn c>bjt'ft• (11na p(·r~un;l, 11n <ll'·'l'}J<> ,.,.¡, .. .;'"· 11n parie11tP" 1111 li
bro respectivarnt-:>ntt~ en radn unu c.h· lu:..'> cas• '~- nnt ~-.-iu1 ·~!>) ·-•-· t"Plltl'.' i11f•...11 n1;_1r·11»n 
de die hu objf:"tu (las ruracft'rl-.<,f 1rn. .... u ntS[l(':-. c-h~l rni~,JTH_,) pa! ~1 difvi-c-nria1 lu d{;'> 
ütros oLjetus ~·asignarlo a 1""it·rta ,·/ru,,· (e!1 lus <>_j ..... rnpl•·:-- :-1nh·1i1ne~~ "-Pr·ían Pl 

tipo racial. el c11erpu cel('ste tlel q11e sP trata. ia enfe1·nu~i-L1'-~ q111..• ~t· t i0110 u el 
t.ipo de liLt·CJ): PS dc-cir. q11e identifirarnu::, :o:.i ~·i¡!'lH' 1:.1\ ¡>.1t!·1in d0 <'1Jrnpu1-

tnmientu fH·1·rnn ienclu a:-,l 11r: rr«·r1no1·1111u ntr' ./.· ;,r¡/l·r.•11 1 "\ 1!t:;1 , .'n -..1f1,·.u·1nu 

de los ol>jt:>tus e~-t, 1diadvs. 

Para lvJ;r~r la 1·/u.-.zfi,·1lt't<Í7t y trcono:·nnu ulr• rh· ¡111/1, ."!• ... ( /¡'/'~ :-;1' h.;.in 
desa1Tullnciu •.·ariu<-. n1Ptudus rnat<'rn.í.rir,1~; .d,~;;1:r.-». d·· .-ll f¡or:'a. <f,· 

lt'."torcs. ,·fa:;iji1·a,·1ún h11..11'""·-u1nu. T•'tÍt.'i n•·t:rnnu/c._ 1 /1'.\·,·. u11íÍl!.-.1-. rh.·>r-r<rr11-

nauf.c y tnuíliszs de cú11111/o-; (lu~, 1íltinHJS dus rnt;tudu:~ nu ~(·rán \"istu~ en •-•ste 

trabajo). 

Lus fundamentos :--.· <>~tilu d<· r·ada llnu d" lu:~ n1t'·tudu~ n1enciunadus sun 
muy diferentes: la te~ri~ dt• t<•'°-turt.':-. .._-e L•asa 1·n 1111 fu111Hd1~-rnu ¡,_:..gir:"u - rum-



binatorio para lograr la rcdUCC?.ÓTL flt~ 1JU.ria/J[1-!S )" la clu.'iificación e identzji
CUCiÓn de objetos. En cambio la clasifir:nc-ión bnyesinna se basa en el cálculc.-' 
de probabilidades y, específic-nrnente, en el teu1·emn de Bayes µara llevar n 
cabu la separuciún de objetos en sns i·espert.ivas duses. Por utru lado, las 
redes neuronales surgen de la modclación de la urganizariün Lásira de neu
ronas biológiras y ronstan dt> lns llnmada::; ··nr' 1uo1u1s 111"11.fir:udc,.;'' quP in
terconectadas de diversas funnas. llevan a cabu, entre otras urtivi<lades. la 
("lasificaciOn de ubjetus. 

Los objetivos del presente traL.:i.j1-' sun: dar a runurer lus jJI"inriµius Lási<"us 
de lus tres métodos de rlasifi.c:aciún anteriun.!s. enfatiz.u.ndu en oe1·tu ti} .. "'-' de 
redes, los perceptrun€'s multicnpa (P::\IC); uLsen:ar l.o:-ts rnan·.;::l<lns difen:-ncias 
entre los rnét.odos; conucer qué es In ~eµaraL1lidad linc-al ent.t·P dn~es ya ql~~,. 
esta es 11na información de mucha. ayuda para sul>er 1·11<.il IIH~t.udu 11tiliz3r ·~n 
determinados pruLle1na.s: rnustra1· In 1na:vur rapalidad para clasdirar de un 
P~IC r:umpa1·ndo <YJil 11n pet-cE"'ptrún tc;in1ple dand,, rurnu ••.J<'lll!-Jl'' l.a. ~ulitciún 
de ln función X()R (()- ':'Xrlnsivo..J) :---· dar la Ji~,T a d·-· v~1r1,1-~ apli< ariun~~s al 
realizar la dasificacil.Jn de ubjetu:~. 

La urg:anizaciún. de este tral,aju es r·uint...• !--i~llP 

En el Caµítul<..> 1 .. la prinv .. ·r•.1. SPC•~1 .... ·,n <"'-..•lll i1.:·n·~· ,·,;11-:-•."'p~ •1:· ·· id~·.v, 1-lásic.::i.!.. 
del rcronocinüt..•nto de patruIH~.s. la :.-Pg;~inda :~e( r·1•~•ll IIl''n1·1•1tl« llrt ..i.sµectu 
esencial del n1isrr1u cu1nu l•-' e~. <...ietenuin~u J.;::i. .~1.¡lln·alnlulurl !L.1,1.,!~ _,¡ ni· l111ui.1 

de lln grupu de uLjetos cun la <·xµlica.ci<..:.n de e.ad.a i1n.i <le '-'li....1 __ , 
El Capitulo :..! SP rcfien~ a métudus para t:l l"'::'r•.1nucin11t·nr.o d•:' ¡Ja! run0s: en 

la primera sección S\'. ... da la definiciún del 1nét.vdo d·~ tcurla de tt•::.tu1cs y al
gunos curnentariu!; del niismu y l.:1. seg11nda S(.'rriVn trata ... uLn:• la c·l;.:i.sifin.1.riún 
ba;..~esinna; a partir de la ti,.rc·f'.•ra .st• .-xplii-a 1111 n-1i::"·tudu d,.,. n•d nP11!"i>nal (H.:"). 
el perceptrVn sirnpk·: s11 dC"finiritJn. hi~~t .... 1ria. 11n n1u<lelu de H.:\". r1pu~ .. de R~. 
el U}Jrendizaje de R~. capacidades y lirnitaciunes. i,) que h.iy q1H• ~um.ar en 
cnenta a1 realizar una R::" :> algunas aplicaciun("s. 

El Cnpít.1110 ~J ("n s11 yrin1era ~f"'r·nún runt ic-ne la histo...ina ·~n la inv~""sti

g:aciVn de P:'\lC; la s•.•gunda. e::. i1na. desrripciún d··· '1rq11it• .. •rtnra. y !eng,naje 
mutetnático. n.lguritmus. rap:ir.idndes y limitaciunP.s arPrra d-::- lus P\IC. 

En el C'.apit 11lu -l. finaln1ente. st:.• rurnentaní arC"'1<a de In~; rapacidades .\· 
limituciune.s de kJs nv··todu.s ant.t-tiure!..> µara t(:·ne1· nn c1 ll•.•riv cpH~ nus aynde 
a elegir el más aderun.du para J.nuLl<:>mns qui? se .sul11r::ivnan rnediante el usu 
de los misrnus. además d~ alb'1Hln.s aplicaciones d .... lu::. P::'\lC. 

ii 



Capítulo 1 

Reconocimiento de patrones 

1.1 Descripción del proble1na 

Partiendu de nn cvnjuntu inicial dt..• ...:.Ujlf"tu:::. n .. ._,_ cada uby·tv lu llarnarernus 
(J •. 1· = 1. . , 11 y cH<la nnu ser~i 1·epresPnr ad,, pur 'ir.. /'( cfor t!r· rn ru.-.;qps 

{X1 , ... _'(.,,).donde los <"utnpun€'nte~• <l<" est··~ ,-._·rtur Sl:..lu sP1Ún núni.erus. lJ111 

ejemµlu. -l. ü. l. -l. etr.,(a11nqnt..· p11cdcn tur•~al vak.r("~ 11<• n11n1~:ricu .... <••Hh..>: 
nltu. verd('.tn.:l-rníferu. (•te.). C'unvent[.amus en cp1e a rn.d.o. ubjetu l•: cu1t·e~,pun
de uno y súh·J \ln vectur. Cada V\."'Ctur µne<le s~·r identifirad<> cu1nu un p11ntu 

en el es¡.K\.eiu TTl-tli7nt-:7L'itU711Ll (pu('s hay n1 rasg1.is) y n t .. 1.\ c-spac1u ~;e le nurnli1·a 
espacio dt: rasr;c.'-"'· La detc-cc-iún de ·-;i.t.egurias u cln.ses en n. <•st11<liandu lus 
vect.ures (X 1 .... , ~Xm) es la µi·irncra et apLi del ¡..1rublen1::i de U/"". Dirha ~·topa 
pertenCC'P a ln .Pstudistiro. n1L:ltiva1-inda y se· tt-.?"alizn. rnC>diant•• t..'1 :ln:.í.lisi~" d.<• 
cún,ulos. ~~,Jlu q11e r:.u PS el <Jlijcti'••.) d1:- f~str t1aba.iu. p:u·a cun.:11l1 .. l1°l•• (\"(·1 
{Rnlstun ~· Reíll:v. ¡99: 1,; Bcn.lP ~· Jark<>un. 19~)1. Helrnnt Spi1th lD/(__l~,·. 

Si St"' da lln nnc•vu ,_...l ... y:>!u ()_ q11~ nu pi:·!·tc·n<:'r··-· al ruri.\11nt" ini•·?::l, ~~ •·l 
problen,a qlte nus plant(•arnus PS el <.\...--. der:-idi.r a cnñ.l de l.,~ cl:i~1...·~·· d••tt..•1 r .\(:-1.•:-. 
pcrtPneco-;>. E.<.ta lalH-'l" PS la ~·t:•g11nda ("tapo. ilP 11n ¡.fful.Jl,.1n¡• dv }{}' _.....: -c;p h• 
llama rfr1stfin1c16H. 

Dc-5(TilKnnus de utrn f<.Jrnlil. lu antt .. •riur: El rccortc.>e11n1t:11IP 1h ¡iu.tron( s 

{llI') es (_•l pruc:~so mt:>dinnte e-! rllnl do.da una cult:-1-ci1:Jn de uL.i·~t.,_.s. <ndn 11nv 
de ellus idcntificad0 pur sus c:~u·art<.·ris.ticns. sean sepa1·nck ... ..:. lus 11n<..JS d<" lus 
utrus en gruµus u clases dondt::- rn.d:. •"">bjetu pnedn. pcrtcn1..•c .. ·r sulam(·nte :i. 

11na de ellas. Si l•Js ul.>jetus :::;qn d.Pl 1nisrn(, µ:rnpu e:=- pvrq1\p t Í•:'"l1>-'"n cú•1 t::ts 
rararterísticas <'n ,,_,rn1"1n; ti c~'af; , 111u1 f• r·fsf 1·(J.-. ,.. •• l• .. ·s llarn•t t d1nl..1i.'·n l"tl ... !1"·" 



2 CAPITULO l. RECONOCIA1IENTO DE PATROIVES 

o atribulo.">. Los ra.sgo!i sun ln medida turnada sulne el µatn:.n de entrada 
que se va a clasificar. Además. los r·asgus desr.riben a 11n ul>jeto dn.ndu las 
características que pueden .ser u nu de utilidad pa1·a clist.ing11irlv de cualquier 
utro. 

Un sistema de R.P tien0' dus etapas o }Jr0Ulern;1s a i·esolver: 

la .. Extracdún de rusg0s. 

2a .. Clnsificnci~Jn de uüjetus. 

Unu de lus ul>jctivos f.Jl'incipa!Ps de 11n ~-;istPma de.• n?<unor.irniento de pa
trones es r.lusificar <.>IJjPtos. 

1.2 Separabilidad lineal 

Pensemus en c>l c~su d0 que los ob.Jt:'tos son re¡ . .n·es<>ntadus en s11 vector de 
rasgos por compun<:"ntC's sólo ron .-nlc>rP!, numéricu~. Entunre~>. rada ubjeto 
puede repn~scntarse runiu un µ11ntu (->n un eospni~iu d.,.. 1n dimensiones mediante 
so vector de rasgu:;. La mancr·a en c¡11p l< .. >s ul1jt·t • ,:; qn<~dun I"t.'JH·esentndus en 
el c>sµaciu de rasgus, divide lu~~ prubl('rn.c.s df:> Rf' en ch..m grnndf'~.' grupos: lus 
qne tic-nen .'U'f)(lT"flbdidad lu1r·aL y lus qtt<.' <'nrercn de Plia. Lu:;; pn .. lil(->Jnas ron 
separnLilidad lin!¿'al sun aqnellu~ f'~n los qn<" run nna t>stri1rt11ra !1nenl (una 
línea rc-rt.n, un planu u un hiperplnnu) se p11cdf:•n :,.;eµarar curnp]Pt.arncnt<• las 
re!:,ri0n0s del C""spartu q11p rl>ntii:>nPn a lu:~ 1·PJ->IC':.-Pnt:i.ntc·.s dt.• ,·J.-1st.''-' ajenn.S; de 
otru modo son µroblernas sin s<'pnrnLlli.dad linPal. La Fig:11r;_i J l n1!h:"~tra 

ejemplus µar;:i ;:in1l .. u~ r:.su~· r·1•andu !l/. ·.= ;!, ·~s decir r11andu l•>~ ul>i•·to!.' est6.n 
en 11n planu bidi1nensiunal. 

Lus clnsifiradures c¡nr sC1lo S< •n caµacc!· de rr-:c;ul .._·,_·1· pI uL.oI••!n~•~ eun ~~c·1.1ara
bilidud lineal '.-.''--'n llarnadus r·las1Jl>adon s Li11u1/( .., 

En gt_•ne1·.:d. :c:1 las c!.i~t·:.; sun lin·-·alrnent.- .c,e¡1.:a1~tl..>l-:-..,. ,_,nl••THf':, !."ts c·las,_•s 
son ~rpus:idas pur 11n hip•.-rpl.c1.n<> irn.-1 i dun1·11.qo11n!. --.:,¡{) q·.¡,. la~, c!a:,e:; t.'~,tán 
dent.r1_, de 11n t~spar1u Ut> din1ensi~Jn r11. 

En 1u1 ptuGlt.>rn:t rJ._, cln:.>ificar:ir.in d.- 11LJvt1~:c.. 11na .._-,·;~ q11P ·~~· tl"ll<..•n ck•tPt·

rninadar-. las das,~~. 1u si!:,rilit~ntt! e:.; uvt:'riguar si hay <> !I'-' '.:-.f•pa1·al.1il1dad lineal, 
para sn.Ler qué tipu de métudo utlli:~ar en Ja dasifiraciún de un n11evu objeto. 
Ln den1ustrar:i1Jn dP dicha ~ifirrnnric'.•n nu ~ºt' VlT:i .i.qlIÍ (n.•¡· ~::\Iindcy y Pape1·t. 
1969]). 



1.2. SEPARABILIDAD LINEAL 3 

Figura 1.1: Prol.Jlernas con diferentes tJ}JOS de st•para.G1lida<l. A)Cun .separabi
lidnd lineal. B)Sin separnbilidad lineal. Las n·ucc-s y h.)s clrcnlus representan 
objetos que pertenecen a d.ast.•s diferentes. 

1.2.1 Aspectos geométricos de la separabilidad lineal 

· Pnrn determinar ~1 clases de ubj•:-tus t.it::>nen separn.!.>1li<lad lint."al u ca1et:"en 

de ella, se ntiliza como (Titerio la cn.vnUun1 co1uu:xa. 1u1 ejerr1plu <le Pstns 
envolf.uras se puede ver c-n la Fi~ura 1.2. 

Definición 1.1 La t!Tlvolt.uru ronve:ra de un con111n.tu de p1Lnfu.-; ,• .. ; (~11. JfP, 

la fronte1-a rbd do1ni.11io corn•cxo rnás pcque7Lo <~n flP r¡ur; confirnc a S. 

Dos C"lases son linc-almente sPpnra.1-.. les súlu si sus '?tl"'.:ult nrn.:5 cunvexas ~'un 
ajenas. 

Lus ubjetus pnedcn ser "'i~t.O!:> con10 puntos t?n el espaclu E11rli<lianu tl. -
dirnensional. RP, C"'u;.·us cuvrdenndas ·~:;t;:in dadas pur lu•; ra~:bus. _-\.sí. p•Jdl::-
mos definir a una. envc.ltnra ronvexn en lus sigui(_•nt•::-.; :-f·rnliru_.s· 

ble: 

Teorern.a 1.1 ([B1:afo y Jackson, 1991; Fr['pa.rata y S'hauins, 19,..,'8}) Sca11 
C1 y C2 dos rn1•olfurns C071l't'.r.as . . ';'Z C-~1 n e~:!. = 0. 1-11fo11r•:.'i el prohl1•11ui es 
li11eal1nt:T1fe sc¡Ja1Y1hlr.. 
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{;:=-;:::-~~/ 

/ ~·. -
17),~~ (~ ';',; 

'1' -;:::, 

x, 

Figura 1.2: Dos clases son lin("a.lment.e se¡.Hl.rablcs s(>lu sí sus cnvultnras con
vexas son disjnnta.s. Los rírcalus y lu.s n1adi·ados representan ubjetos que 
pertenecen n clases diferentC's. La~ línf'•as cuntinuas ::>un la envultnra convexa 
de su cla$e respertiva. 

La demostración de t..~st.c t.curema !"e µnede runsulto.r en lUeale :-.· .lnC"ksun. 
1991: Preparata y Shamus. 19881. 

Hay distint.us métudus para saber cuál es lu envultura runvexa de un de
terminado cunjuntu de puntos sólo q11e éste es un pnJblernn dificil de resulver 
cuando se tienen tnó.s de dus dimcnsiune::. y nu es el ubjet.ivu ininripnl del 
presente tral>ajv dar estus algurittnus; para ellu se pllede ("onsnlt.ar (Prepnrata. 
y Sharnos, 1988]. 

Exü.te un nlguritmo diseñado t.~n t~l Centro de Gcutnett·ía C•Jtnpl1tacionn.l 
de la Cniversidad de :\1innesutn. llarnadu QH11ll qtte perrnitt.~ runuret· ln en
voltura c-unvexa para µru\..Jle1nas rnultidin1ensiunnlt."S, lo c-nn.l e!:' de Tn11cha 
ayuda. El prugramn es públicu y se }.>nede olitene'r en Pl int(~rn<'t: 

(http: / ¡'w·w'\V .gcun->._1..7).I:--.;. Ed11/Suft-..vatP / duwnluad). 



Capítulo 2 

lVlétodos para reconocimiento 
de patrones 

2.1 Teoría de testares 

.A.l d€'srribir vl>jetus o fenón1enus d•-' 11n nertu i1ni'-·Pr.s1;, pata ... life1enciarlus. 
existe el problema dP df:"tenninar la. in1µortanci:i. d1:• dist.intas ,·a1·ial_,lc."s que 
lus carnc-tPrice-n. Este prublPrna c.•s n_.1nueid0 run10 <>-1 p1·•JlJlerna de r1·d1tcczc511 

de 11aru1hlt·s y para rf'.'solvPrlu ha)-", ""nt re vtru~'. rni•tudus c--~t adfst iros ~· µ1ubn
bilísticus; o.demás. dc-ntro df' la c..-nnputariún se rnPnta cun utia~~ ft:.cniras <le 
ln rnatem¡itica discreta curnu la ll.:.nnada tnn·úL de ¡,,_..,/ ,, d1 f1· ..... fpn· ..... c¡iw 

emplea m0tudos estadísticu~• sinu <lr¡S111nentus dP lúg1ra y cun1bin;:'lt '-'' i~1 

La teoría d.e testures adernrí.s d{~ rf'suh·1-i- ~.>l ¡H·ublen1.:i. d.._• re ch trci<..J1~ dP 

variaOles ~:,;útil µara la chz..~Hfio1c1l)11 t: 11l1:nll}ic•t•'.HÍfl rlr· r•li.;1•/(1.-.. Esta t1•uria 

fue µr-opuesL:l. uriginnln1~nt.e µur Zhuruvllov ..-..n In •.·x-L"nil)n Svviét1r·a ·"' fue 
extendida pur el grupu d<" Ruiz Slntlcluper en ._.i lnstit11t" d.:· ~Ll..tl.'1111í.tira.; 

Aplicadas y CiLe1·nt·t ica de la Acadernio. dt' Ci•·nq . .._~, de CuL~i E..,r•· pr0l_,leir1ci 

es in1purtuntc pnt_·~ tiene aplira•'iun0s <.•n: cla~iCiro.ciúri, JU·. diagnú:.,ti<1..• n11-

tomatizudo, cu1nprensiún de inf1,rmn("iún. •'tr.,(v1..·1 [~lu1.J.l••:-: v ~lir:unvntPs. 

1988]). 
""\ lus (•lcmentus qnr int.PrVll'I1P!1 .-n Pl ¡11ubl•·n1a ch~ la :.1 li 1T;r>11 il1 1·,rr:u

blcs lvs denutaren1os run1v: 

Seo. { ()J };' .. 1 uno. culerciún de n ubj•:~u:; dü .. tintus :--· <lundP nlg;ún subcun
juntu de este conjuntu \::d1.sicu de uLjetos lu denutaremos pur s11s índices {.11 }. 
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Sea { Vk }k~~-l un Cl.,nj11nto de 1n varinLles medidas en cada ( J.J, ~· t!n una funnn 
similar, denotemos nlgún suLconjuntu de dic.hus variables cu1nu { I<.}; pude
inos pensar que un examen clínico {q11ímico nutro sernejante) ~s aplicado a 
cado. objeto y l-k es la respuesta del objet.u. Cunsidere aplicar nn cunjttntu 
de n-1 prueLas u exárnenes a cu.da uno de lus ubjt:>t us en { (J.,} y registrar 
las respueeytas en 111u.1. mat1·iz A 0 ...,. La entrada ª.ik = ().1(\ ~) t"n .·\mn es ln 
k - é8irna variaLle mC"dida en el ubjetu J-t'.sL1no. Oenutem1...,s pur A...,,...,./{/'i. .• } 
a la subrnatriz ubr.enidn runsiderandu súlu la::. rulinnnas { /\.·,} dc- ~·1,,m-

Cun ln nut.aciún antenvr y las sig1uentes drfiniriunes . .-.n t•st e ca¡.>Ítnlu 
verernos cúmu resulver el µruUlema de la selerciún de varinl>k·s y 1 tn ejetnplu 
sencillo de ln aplirariún del 1nétudu de la teoría de test.un-'&. 

2.1.1 Definiciones 

Snpongamus, pur Gimplici<l.ad, qne las cntni.das ele .·l .. "' súlu svn U ú 1 (In 
teoría de testures µuPde manejar súlu datvs en 1in cunjuntu de valores dis
creto y finítu), que ~igt11fic~~ que cada exarnen en nttestru runjnntu obtiene 
de cada objeto nna resp11estn: O '--> l. Furmalrn-:-nte. snpungam11::. la siguiente 
hipút.esis: 

Si dos ul>jct:us distintos tienen In misma resp11est.n. parn cada una de 
las pr11eUas. no pudremus distinguidos entrf' sí. Entunres. du~ renglones 
idénticus sibrnifiran dus ubjetus igua.le~. La Hi}>Ütesi~ '.2.1 t~xdn.ve e~ta sit.uac;i._',n. 
Pvr otro Indo. si. todos los ol>jetos muestran el rnü•n1u valvr pura unn vurinLle. 
entoncc-s est::i. vnrinb}P. no es de ayuda para o.pai·t.ar luf; .... bjetu::. "Ó"ntre sí; ln 
,·ariable tiene un valor in.f0rtno.tivu de cero. >:"u decini.u5 q11e la vn.úable nu es 
importante; en nna sit.11aciún médica puede ser rnu:--· impurt.ant.c, ¡._..or ejern
plu. la presenria dP nn virus letal en t.od0s lus 1_;Ljetus. pe-re, s.11 prevalencia 
en todos <"llos nu e~ de n:'n.lcia pau1 distinguirlos. 

Definición 2.1 r:n lt~stor t·s un ..... ul1conp11ttn { ;..-, } tic { i·;.) rou lu propú·dad 
de (/1.1<' .·l,un/{f\',} no l1c7LC T"Cf!.'Ji01lt-:s n:¡Jt;fuln.'-. _·\si. ¡io<Ít·ino . .., rlt·cir IJUC IL11 

!.estor 1-s un. .'itdJCVt1JILHfu rlt: las varuihlc.'> ur;_gina!t·s tjlti ha.-.ta JHJ.nJ tiisti71guir 
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f1. ubjctos tlifn·enles. 

Lema 2.1 .-lnm tiene al 1ru~110 . .,· un testar. 

La dernostraciún df>l len1a nnteriur es la siguiente: 
De la HiIJÓtesis 2.1 se tiene que el conjunto { \tk} es 11n testar. Estu es así 

pues -"ln·m nu tiene renglones repetidos. Por· otro lndu, { \.k} es s11Lcunj11ntu 
de {Vk} y, Aum/{J<~} es exnctam"~nte An.,. en el en.su de que {h:,} es igual u 
{Vk} . Por lu t.nnto {\'k} cumple c0n los requisitos de> la Definición 2.1 para. 
ser t.estor . 

. A ront.innaciün <lefini1nus un tipu de tt::·sture~. 

Definición 2.2 lin lt~slor ti¡11co c:s aqur~l <JIH', ,'>lt'11.do un tcslor, 11a tiene: un 
te~o.;lor coTno un suhr.011ju.nto propio. 

En utrns palabras. si .snstrnemus nna sola variablP di(' un testur típico 
(si burru1nu!.-> una colurnnn con-1pleta a la 1natriz .'lnrro) éste dejurú d~ ser 
un testui-. Un tC"slur típico es un subconjunto e:.perial de vai:iables ya que 
es un sul>r.unjunto 1nínirnu de vnrinbles suficientes par¿t distinguir diferentes 
objetus y, si quitu.rnus ttnn sula v.:u·i<J,ble de un tcstur ti'piro, al 1ncnos dus 
objetos diferentes apnrer~rán c-urno el mismo. 

En In literatura poderno~. encontrnr a lus test.ores t.íµic-us llamados también 
como testures míni1nos. 

Sea { r.} el conjnntu de tudus lu::; te~tures típicos de.• 11na 1natriz. S1 una 
variable no está contenida en algún elemento de este cunjunt.u, entonces dicha 
variable es intítil deliido a que nu se requiere al diferenciar lus olijetos entre 
sí. En el utru en.su, si un.:::.. variaLllc está contenida en tudus lus elen1cntus de 
{• .. },entonces ('Sta .,,·ariable es esencial parn la. S('paraciún de los ulijetos y, 
consecuenternente, c.•n s11 clasificación. 

Así, pa1·0.. lus casos intt."rn1edius, la sib>ltit.•nte definiciún !":'1trg;e nat.111·n}n,ente: 

Definición 2.3 ¡;;¡ ¡H~so inforrnativo de la i - ésirna variable lo dcfinfrnu.s 
COTno: 
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7' 
p; = -;f 

donde T-s es el núrnr.ro de teston~s /:{picos que CV71.tú~11.Pn a la ·1•ario.blc i-/:.-;;irna 
11 T es el 11úrncro total de /t'."ilon~s típicos. 

El peso informativo de las variables nus da 11n u1·den en la e~1~ala de ceru a 
uno part:t. todas lns vnrinbles. Podemos rechazar aquellas variables que tienen 
valores p iguales a cero o cercnnos u reru; lo cual dn un rrite1·iu µara reducir 
las variables en un experimento. 

Los objetos heredan una c-ln.sificnción del peso infurrnat.ivu de las varia
bles. Esto se precisa en la siguiente definirión. 

Definición 2~4 El peso inforrncitivu dd j - t"";_.;;iuu.J obp:l.o t:.s: 

a'(O,) = 2:: P• · o,(h) 

El objeto con el 1nás alto peso infonnatú•o r5 lla1nado el objt:/Cl t.ipico. 

Ahora supongamos que la n-1atriz de datus está di .... ·ididn en dos rlases 
ajenns. por ejemplo, si { 0_,} representa pei-s•->DUS, pudt-"mvs d)Yididus en nnn. 
primera clase de personas enfennas y en otra ~('g:11nda clase (indeµendient<" 
de la primera clase) de personas so.nas. Después usemos el primer renglón 
en la matriz parn escribir a las personas sanas y el rc~to pura las p"..'rsonas 
enfermas. Por lo tanto. podernos TPesrribir la Definir.iún 2.1 rornu sigi1e: 

Definición 2.5 [Jn {.r,,<;for es 11.fl subcu11JU7LIV { r:.} rlt: { \.~. ~ Cl•1t !tL prop?.t.:tla.d 
de que en ~4nm/{ A.'~} rada ob]clo t:71 la pránt'1TI clu .... ·r· r•• d;ft.!Ltlf•· ,if· Indos lo8 
objetos t~n la st:gu11da cla.•;r;. 
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Como es fácil de- ilTHlbrinar, es pusible generalizar estu ul rnso en q11P la 
matriz es construida pur objetos prrtenecientes n r dnses njeua$: de h0rhu: ln 
Definición 2.1 es; el rasu particular de la Definidún 2.5 ruando 11. = r :v ra<la 
clase tiene un s0lo ubjet.o y así nu tene1nos que preon1parrHJS <lcl rnida<lu dPl 
noinbre testur en ambas. La genern.lizaciún de las Definiei~JtH"'s 2.:1 y 2..l es 
directa: can1biur la p µur nna r y snstit11ir la frase "pesu infurrnatlvu'' pur 
peso tlifcn:ncianfe (PJJ) Je la i - t~ .... in1ti. variaLle. El pesu difr•n•nriant<.~ rnidr> 
la c:apncidad de una ,·ariuble- µartic:11lnx para sepan.tr Pnt n_ ... rlases aj,..nas de 
objetus; una variable cun rcru }'/) (."S 1nnecr.·~n.ria p:.ua disting11ir (•ntn.· dasPs 
mientras, en el otro lf'Xtrern.u. una vnnaLh-~ run 11na califiraciún de P/J igual a 
nno, separa rigurusn1nent("' a lns clnsf's. Si lo exµlicadu Pn las últirnas lineas es 
claro, podemos usa1· infunnativu y diferenc1ante cu1nu sinUni1nus. Entonces. 
la Definición '.2.--1 cuando PS aplirada p1..>t· f'Pµaradu a cada clnsc ajt">nn da una 
infonTiación pura un oby'.l.O reprr:.•wnlutivo de la:-; -- (~si1no dai-.e. (),en otros 
términos, un objr::!fv ill<:o.l (trÍJico) par'1.. la ... ~ <~.-;i1na rlast:. 

2.1.2 Clasificación de objetos 

Cunsidereni.os que la ;nnt.nz de datos ...\, . .,. c~,t.ú div1di<lo. en du:o. clasei;. a.jcnns 
K 1 y I<·i. dunde los ubjetu~ {(),E' 1 µert.f.>neren a la rlase K 1 y lus ubjetos 
{O.J}}-.~t pel"tenecen a la d.i.l.SP K:!-

Rccordcmus qne al gen~I"nlizar la Definición '.2.:\ ~- la D(.'finici1..::.n 2.-1 el peso 
diferenciante de ln i - <;.<;inu:i v¡_•ria.Lle es: 

donde 7~ <'Sel nÚnH~r<.> de tcst.urc~• tíµicos q11e rontienPn n 1a vnriablc j -~¿,;,;;1na. 

i = 1, .... n.. y.'"/' es el nún1ero t.otal de 1cstores t.ípicl'J~;-
A contin11nción <?Xl-JlicarnoD lu que :~e Pnt iendt..~ put· lln problt·7nll rlf' cln.-;1Ji-

caciún. 
Sen un ubjeto nuevu ()., (cptP nu pe1·tencre a la n1alri? ~·\ 711 ,.) y q11e est..i 

determinado µur m ....-.-niables que furrnnn su VP.ct.ur de i·a~gu:c.. es decir. 0 0 
= (X 1 •.... Xm.)· Para c:lasificar (),., es ncce~;ario run1parar la dist·nnrio. entl"e 
cada unu de los rasgos de dichu uüjcto r.un rn.dn uno de kis rasgos de los 
objetus pe:-t.enecientes, prirneru. a la clase K1 y <lc~;p1v:.s a ln rlase l{:i. :µaro. 
nsí snber con Cllril df"' las dos dascs curnp:l.r1r~ rna:o--·or n1Ín1Pru d1.c' atributos 
iguales y. ~n c1.. .. nsl:"cucnc1n.. ::\ qn•·· rlase l-H.'tten .. ~ct.'. 
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Formalmente, lo anterior se denota como sigue: 

Definamos al oper·ndor 

d(E,15) = { ~ si~ -=¡f 15 
en otru rasu. 

Ln distancia t.~ntre el uLjetu nuevo, O,., y cada uno de lus uLjetos, Oi, de 
la clase K 1 con respecto n cada. uno de sus rasgos, In calc11lnmos de a.cuerdo 
al operador anterior aplirándolo rasgo por rasgu en cndn objetu. De forma 
semejante se c-nkula la distancia entre el objet".u nnevu y los ubjet.os de In 
clase 1(2 en cada uno de sus rasgos. 

Definición 2.6 La di.'>lancia rnt1r el objeto n111·110 !J la dr:.':ic h-1 c.'>: 

donde rk es el peso di/crenciante 1Jt.; la i - t-~.-;iTna. 1•ariabfr. 

Luego de terminar cun la clase I{ 1 ha.y que hacer 11n procedimiento análogo 
para la clase K2-

Primero, en el r.D.So de lus vbjet0s O_, que pertenc-cen n la dase K 2 , hay 
que obtener la distancia rntr~ el ubjetu n11e...:u, (),,. >' cadn nnu dt> lus lJbjetos 
OJ cun respecto n cndn unu de s~1s rn.._sgus 

E..xtendiendo ln Definición 2.6 al caso de ln <listuncia entr<" t:l ubjeto nuevo 
y la clase K2 tenemos: 

Una vc-z que ya fueron ubtcni<lns las distnnria...., entre d ubjetu nuevo con 
respecto u. cada una de las dus clast."s. dicho ubjt..>t(..1 pertenece a la c:lnse con 
ln. que tengn. menus disirnilit11des. es derir, a aq11<-lln clar~e ('n que la distancia 
entre an1bus :::ea menur. 
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Las distancias nnteriures indiran el total de las diferencias del uUjetu 
desconurid ...... run cada 11na dP 1ns clases pundcrn.do nl peso discriminante de 
cada una de las varial>les. es decir indira el nlÍmeru de disimilitudes de las 
variables del uüjetu 0 0 cun i·esµectu a cada una de las Yaríables de las clases 
K1 y K2. 

Cumu un rasu específico. si las dos distancias ant("'riure:s quedan it'm
patadas estu signifira que el algoritmo fne inrapaz dr cln:o:ifir~H al uLjrto 
debido a q11e no hubu 11nn clase qnc tuYici·a una distancia n1enur q11P la vtni. 

ron respert l.> al uLjetu nuevu O,,. 
Además de la forma anterio1· de rlasifirar 11n n11evo ul>jet•> exi~tc ut.ra. 

Esta la exµlicnmus cnseguicb .. 

Rerurden1<Js que al ubjt-:-tu cun t->l n1.i::; alt•-' µcsu 1nforn1ativu seo le llarnu el 
objeto típiru. Obtengarnus el ul)jetv típicu <lP la cla~t~ K 1 .v el uL}t"'tu típiru de> 
la clase K 7 denutándolos ronl.u ()t 1 y C)t z r-esµertivament e. Calridc>n1us ah(..na. 
~n una forma similar a In d(""srritu ('Il t:"l método anter·iur, la <listnncia entre ("'1 
objeto nllf;'"\."O on y el ul>jeto t.ípiru d(• l;:-1 clasP K1' ()t l · d(~5p11é:;: In distancia 
entre el objeto nuevu y el uLjto"'tu tíµiru <le la rla~>e K~~· Ot...,. C'un1parn.nd~.1 

ambas distancias. t.•l oltjetu n11eY•J !Jt'tt"'-"ner•·rá ;.1 la ( l~c::.-c q;;t~ ,-.._nn.'!-·!J'--''1<la ..i la 
distancia rn.:is peq11eiHl.. De este n1l>du se runclny,_~ la cla~1fic<lri ... :1n d~-.J uLjPto 

nuevo en f>ll rlase curTe~;pundicntP. 

Ahora c.lar·ernus 11n ejcrnplu peq11 ...... i1u. peru il11st1·ar:Í"\"<>. dú la Í•.Jnni1 Pn que 
se aplica b. reut"Ía de te.stures para rla.slfirn.r 11n ul>jetu. 

Suµun _:,amos que tene1nos cinru librus, <lcnut.ndus pu1· O •. i =·· l, ... 5. Di
chos libros , .. st.ii.n divididos <"n du~. da.ses: unn. de liL:·os de matemáticas. n. la 
rual llamaremus T...: 1 -;...· utr.a de iibnx. infanti!""s ;:i ln. q11e n<:imLni.rernos l\: 2 . De 
lus cincu liLn.1s 0 1 y O:: pl[>1·ten~·cen a In rla.:c.e dP. nl.aten16.ticas, l[>S dPc-ir a K,, 
y Ü3, 0.1 y o!. f.Jertenec-en n. l;:i. <l.,. info.ntilPS. es derir n. K~·· C¿tda liLru está 
de~•critu de nrucrdu a las sib0ti0:nte:-: ''ari.:i.bles: 

X 1 indica que tiene co.ricaturLl..s, 
x . .! indica que tiene f(:.rrnulas rnat.~máticas. 
X 3 indic.:-. que tiene po..st.a dura, 
X-.¡ indica que es de papel fino, 
X.:;. indica que es n colures. 
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Si el libro sati¡c;,face lo que indir.a tina varialilc- dnda. entunres la variable 
tendrá el valor de 1 y sinu ln so.tisfare valdrá U. 

Los valores de lns variublcs en el vertor d(~ lasg:us pai-.-1 c.-1 uLjet.u 0 1 
son: (O,l,0,0,0). es decir, el libro 0 1 nu tiene caricntura.s, sí tiPne fórmulas 
matemáticas, no tiene pasta dura, no E>s de papel fino ni es a rulu1·es. EL ver.tui· 

de rasgos para el ubjet.u ():.! t•~: (Ü.1.1.Q.0). µara€'! ubjrtu 0.\ (>S; (l).Ü,l.},Q), 

para. 0 4 es: {l.ü.0.0,1). pnra 0:-, ~s: (1,0.1,1.0). 
Observemos que en el casu de lu~• libros infantiles la µresencia de las va

riables pa.rn rlasifirar a nn objetu c_h·ntro de la misnw. es: 

X 1 muy ini.purtante. 

X 2 puco importante, 
X 3 irrelevante. 
X.1 en.si imµurt ante. 
X 5 cnsi importante. 

Si se trn.tn de libros dfO' mntemáticn.s la presencia de las variables para 
clasificar n un ubjeto dcnt.ru de ella es: 

X 1 puco impurtu.nte. 
X:z muy impurtnnte. 
X:1 i1·relevnnte. 
X 4 irrelevante. 
Xr, poco important""°. 

Así. la mutriz A.~5 que registro. a las variables Xn, 1 m = 1, .... 5 de cada 
objeto O,. i =l ... ,5 es: 

X1 X2 Xa X,, x,. 
o, 

( 
u l o u o 

) o, u o o 
()_¡ o o 1 l o 
o., t) o o 
o,, o u 

Ahora el proble1na es que dado un nuevo ubjeto O...,,. no perteneciente a. la 
muestra. hny que clasificadu en su rln~e rurn•spundientc. El "\'Cc-tor de rnsgos 
de 0 0 es (0,1.1.1.0). 
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Primero obtengamos todus los testores de la mnt.riz A.'>!io· 

x, X2 x, x. x. 
01 u 1 o o o 

) 02 1 o o 
o, o o 
º• o o o l 
Os o u 

Ivlatriz A!'os 

X1 x, X:\ X. 

º• u l o o 

) 02 l o 
o, u 1 

º• o o o 
o,, o 

Matriz A 5 ,/{K4 } 

x, x, Xa 

º• u 1 o 

) o, 
Ü3 u l 

º·• u o 
º• o 

::\latriz A .. / {K3 ) 

X1 X2 
o, u l ) o, 1 
o, o 
º• o 
o, o 

~1atriz A"/ {K2 } 
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x, 

g~ ( ºoo J 
º" º·• o,. 

:Vfatriz A,,,./ { K 1} 

De los testores anteriores Ar....-./ { K 1 }. A: • .r,/ { J'(2 } y A,., .. ,/ { K,-1} son test.01·es 

típicos. 
Después calculemos el peso infurmat.ivo d(' ca<ln una de las variables: 

T 1 3 
T1=-=-=l 

J~ ~ 
T•=-r=3=l 

7'1 3=1 
T:J=+.=~ 

T.¡= T = 3 
r_, l 

Tr,=-r=3 
.Ahorn. obtengamos la distan e in entre 0 0 y la dase K 1 : 

~ [t. {r1d{Oa1, Oo) + ... + Tod(On,, o,,)}] 
l 2 [r1d(On1' 011) + ... + Tod(On,. o,,)+ T1d(Oa1, 021) + ... 
+r,.d(On,. 020)) 

l [ 2 l 2 1(0) + 1(0) + l{l) + 3(!) + 3(0) + l(OJ + 1(0) +!(O) 

2 1 l +3(!) + 3(0) 

~ G) 
7 

6 
Ahorn obtengamos la distancia entre 0 0 y lo. clase K 2 : 
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~ [t. {•1d(Oo1, O,i) + ... + Tr,d(O,,,, o,,,))] 
l 3 [•1d(On1. Ü¡¡) + ... + T,,d(On,, o,,,)+ T1d(Ü,.¡, o,,)+ ... 

+•sd(00 :;, O,.)+ T¡d(Ü~¡, O,¡)+ ... + Tr,d(O,,,,, 03',] 

~ [1(0) + 1(1) + 1(0) +}(o)+ ~(O)+ 1(1) + 1(1) + 1(1) 

2 l ,., l J 
+3(1) + 3(1) + 1(1) + 1(1) + 1(0) + i<ºl + 3(0) 

1 
3 (7) 

7 
3 

15 

Debido n que Ün pertenece- a la dase cnya distancin entre ambos sen 
menor, entonces 0 0 es de la c-lase J{ 1 . 

Recordemus que hay utra forma para rlasifir;u- n (),,, así: 
Primero obtengamos a lus uLjetus típirus. 

2 1 
l(IJ) + 1(1) + l(Ol + J(O) +:-¡(U)= 1 

" l 
L~-, ,,,OJl.'d ~- 1(0) + 1(1) + 1(1)-+- ~(U)+ 3(0) = 2 

'W(Ot) 

W(0 2 ) 

:.:? 1 5 
l (O) + l (U) ·•- 1 ( 1) +- ;j ( l) -+- :i (O) ~ 

·). 1 1 
W(O.,) :CZ 1 µ,O,,(V;.) 1(1) - !(U)-+- 1(0) -•-~\U)_,_ 3(1) 

W(O,,) ;;:::z.cl p.O,,(\·,,; = 1(1) + 1(0) + 1(1) + ~(l) + ~(ü) 
Por lo tantu. el objPtV típico de la el.ase K 1 es 0 2 y el de la 

~ 
:3 

clase 1(2 es 
Os, a los runles denutnremos r.omu Ür 1 .Y O,i respect.ivan1cnte. 

Ahora. la distancia entre Ün y o,1 es; 

d(0 0 ,0,,) 
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l e 2 l ) Z 1(0) + 1(0) + l(U) + ;j(l) + ;j(O) 

~ (~) = .!. 
2 3 3 

y lo. distancia entre 0 0 y Üt'..l es: 

Entonces O,.. pertenece a K 1 . 

2.1.3 Comentarios 

Ha.y 11na situación difícil que conduce al peso informativv 1ni:Ís a.lt.o µara 
una varin.ble: si los r 1·englones correspondientes n dos objetos son el mismo 
excepto por u.na entrudn., entonces lo. variable corre~µoncücnte nparecerñ en 
todos los testores típicos y tendrá una calificación de PD de 11110. Pcx-o esta 
vnrinble sólo nos infurrnará que los objetos tienen r::aracterístir:ns cerr.anas. 
Si este es el <:aso. se sugiere se anule la variable y uno de lvs uLjetos, ruyn 
{mica deferencin ron los demás oLjet.us es dicha ,·ariable. 

La Definiciún 2.·1 nmcritn una explir.aciún: e:::tn definic-iUn <lep-::-nde dc
Innsiado de la información que nporten las varíaLles µara rlasificar a lu!:i 
ubjetos en sus clases respectivas. Para extraer un uLjctu reµrc~.entativu tene
mos que definir a las vario.bles tcniendu en mente qtH.· el vbj(_•t u que acnrr1u.lc 
mas respuestas "sí''' (u '"11no") es t->l ''rncjor'' run. respectv a lln iasgo parn. 
representar a nna clase; pur ejemplo, si des<"arnus aVC"rib•uar acc~rcn del t."'S

quimal típico, entonces nuestras preguntas pueden ser: ¿es rncnor de cincu 
pies de e~taturn?. ¿vive de la cnc:erín~'. ¿vive- arriLa del µaralelu 80'?. cte. Las 
anteriores serían variables elegidas adecuad,;,:unente para realizar 11na b11ena 
clasificncitJn de esquimnles. En cambio, vn.rinbles q11P nu ayudarían a logra1· la 
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clasificaciún pueden ser: ¿tiene brazos?, ¿,es de cabello largu?. ;_. es cn1·nív•_ffur!. 
¿tiene orejas?, etc. 

La r.antidad de lus rúlrttlus a fin de uLtener lu~ testu10.o;. 1 ípir'--'" d<" 11no:t 

rnatriz usandu súlu la definiciún. c-s rnuy b'Tandf..•. La t.:.i.tpa t"Pal <le la te1•1Ía df.• 
testores PS dur 11n L!.lguritn"lu rtí..µidu y eficiente para hJs r;,'í.lc11los de tc~stcn-es 
típicos de una mntriz dada. El alg;oritmu indnye una t1'•r-nica paru disting11i1 
los test.ores mínimos (u típic:us) dunde parn lugrar la rla-..;ificari1._.1n d(" q\Jjetus 

ln cantidad de descripciones que impide difPn•nciar a a.lg11naf, vnri.a'ules de 
entre todas las que descriLen nl uL_jetu se runr;itlera r<11nu una tn('clldn de su 
"erro1·", siendo un test<Jr aquel snLreonjunru <h_• variables ruyo t>tTur 1_•s ig;110.l 
a cero y un testar mínimo aq\lt~l q11e nu sulaTnent<.> ti(•l)I' errur nlllu. sino que 
lo alcanza con un núrneru rnínirnu de vn.rin.lile~'. El inrl1ut .,¡ ::-dg;uritmu rurn
pleto llevaría demasiado tien1pu, adc•n1.1.s dt• <¡uP nu <'s t•I ubjt·tivo p11nr.:ipal 
de esta tesis, pur lo que .si f11era <lt· intc-ri>.., para Pl lPrt•.•l. p11•_•d1_• •.·nruntr.rn·lo 
en [l\Iorale.s y ~1iro.rnuntes. l~t::.81. 

Por ut1·0 lndu, ~i se tiene i1n pú1bk•rna cun ri uL>jetu;, u f<>n<Jrn<'nus y si lo;-.; 
cálculos necesarius µara clasifirar\í_.,~~ en clnst.'~ e:--. exactanient.:• ll. <·ntur\res SfC' 

dice que !;;"'\ prublernn P!> de r1nlcn. hn1·nl. Si ~,t' ··nna•ntr:\ nn rn~u rn.'ú> urd('n 
nu es polinomial, 0(1\'l'), al c·uul :...~v le 110.111~ :'\'!"' •·nrnpfrlr'. ni s1q1ticr:.1. es 
posible só'.lber c11ánt0s cálc11h.>;, :-un rH.'CPsariu.'. pata r~-·~,ul\·<'r .,¡ ¡nuLlo::·n1a }.,11es 
no existe 11n núrnero p, entc-rv ;.· flnitu tul cpte ('l ni'1nw!•.> d·· róh·1du~ para 

clasificar a los ul>jt:"tus se.:i. rnenu1· u i:;n:·d a. n 1'. lFrPP1-n;1n .Y Skapt1ta. 199:2). 
Algunas de l.:ts lirnita<::ivne~ en.,¡ ll~-•-J cit.-.. la t,:,Jria ,1 .. tec,t,,rr·.,~., c-.un· 

l. Entre rn.5.s grande (_•:-; la rnalnz, 3.Utnent.a P1 gradu de d1hn1lt.id µara 
realizar los rúlc11lvs y se ll('gn al c-a~,u c:h~ • .. >Tc.lt•n nu p()lir.u1nial :·iPndo 
imposible resuh·~·::. el pr0Lil<'::1a 

2. Pa1·n. en<"ont.rar tudus h.•.'-- rc~·t••!e~; t1'1•icu:, (.lt·· i;na nn1~·~-t: .. i. c:k• :\pt('ndi;:ajc 
!:ion '2..,. ~11Ucunj11ntus diferPntes pa1 a n ,,·:n ~aLlr~' lu c11al <·;:-. 11n g-ran 

espaciu de búsq11t:'da. 

3. Otru inconveniente de vsta tof-!cnicn es que nu ha;.· ¡,usiL>1licLtcL PI1 pan<-' 
por la falta de inv•_·~:;tig;:1r·i•:1n al rc:,¡wrt(•, d-:- sab1~1· f;i rs nphc::i.Ll<:> en 
prublemas li.nc:.üni.cnte :...-•·µ~11J.Lle~; u er. lus n•.> lin•~al1nf"'t>tP .separ~blt.~s. 
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En conclusión. la teoría de t.estures sólu es viable para matri('eS pequeñas. 
En la siguiente secciún se presenta utrn forma de dasificaciún qne también 

se ha usado en la literatura acerca de c>ste tema. 

2.2 Clasificación. bayesian.a 

El profundiznr en la furrna de ul>tener las prubabili<la.des nu P:,. d ul>Jetivu 
principal de esta te-sis, µur Pllu súlu se <lan.i una visiún ni.pida df">l t(."rna, (Yt:iase 
[Beale y Jacksun, 1991; Bernardu. 1981]). 

La cln.sificnci•:m baycsiana ~s una ti•cnic'a estadisti<:a q11<:' 11tilizn la pr·oba
bilidad. Se usa µara hnc-er nna e.stimnciún de la semejanza u proLabilidad de 
que 11n pat.rún µertenezca a 1u1a clase en especial. 

Pensemos en que tenen1us rlases ya dctern1inadas y dcsc>n1nus clasificar 
un nuevo ubjetu.Dcsde c•l l-lllntu de vista Pst.._adístiru est.u se p11ede hacer obte
niendo la mnyur infonnariún µusiblc . .-\.sí. t•n nn pruLlemu de derisiún es
pccíficc.o, qui~n hene q11e tornar las df:"cisiunes inicia prerisandu la infurrnnrión 
con la que dispone inicialmente; luego uLiti(>ne n11evus datus qqe den infor
mación n:•levn.nte y finalmente-, rurnbina c-~ta infurmnri•.'.°•n aq11elia run In cp1e 
incinlrnente ya disponía para entunce~ tu1nn1· la derisiún n"lás aµruµinda. 

A <"Ontinunriún enunriaro:-rnu~> rl l.<•on:nui df~ /Jayf:s que nus n:v11dnn:i. a 
I"t;>n}iznr la cln.sificnción de objetos, si&riliendo el enfuque estadísticu: 

Teorema 2~1 (/lle:afo y .lack<>vu, 1991/). ~'·it:an unu. colccciáu tle cla.-;cs posi
bles (;1 , i = 1, ... , Tl, !J fl1l <'01l)UT1lo dr~ cu.tnctrrútica.<:> c1u1.1ztijicablcs .1( = 
( ... \"" 1 , ••• , ... \:'".-.), (,."<e:-, ,.,z 1•ccluT· nis90 fÍ(; 1LJ1 pafrt>11. conoctdo). ~'i~i 1-'(C;,) t:s la 
prubu.bi/idacJ dt~ l/Ut: 1l7l p11fT"Ú1l Jl!~T·fc:nc.::ra U fL1/tJ. CÍfl.SC e:,. f =~ l, ... ,TI, C07l. 

(U :s;: l'(C:.) ::S !) y 1-'(.,-'>:/<J,) r-:.-; la pn•bubilulad tlc obtener ~:l 1•1:rlor ¡m.trón X 
en cada 1Lna de las clases poszblcs, 1:ntonces, 

l'(C:,¡'X) = f'(XiG,)P(G,) 
)_,- F(X/G,)l'(G,) 

donde EJ(Ga/4'Y) t~.<> la pr-obabzlitlad dr· r¡ur. el patrón torr1.e el valor X 7 dado 
que está en la clase. CJi. 
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El teoretna de Buyes desrrilic- la infunnnciún qne St" µu:-:;eP suL1·e lvs Sll<"'t"'sus 

inriertos lnego de añadir n la infurn-1nciún inicial ln que <lan lus n:.•stdt.udus 
experin1entales y esto lo hure relncionnndu F'(C;,¡ .\'.") :v JJ( ~X/r:,). 

Cütnu el vector rasgo X es de un patrún conucidu, ~ntunrPs indica la 
forrna de raknlar la probabilidad de que perr.ent_ .. zca a cnda 11nn de las rlases 
e;,.···- e;,.; C'} teorema de Bu.-..--es determinan r11ril cif:' esa~ rlasrs l-H'"J"t("'n~tf?. En 
este c-nfuq11e el. µruble1na se plantea nsí: 

Decidir si.\:. µertenecE>a laclnsr-1 pa1·n r1((/,/.Y) /'((,'
1 

·.\'."). / 

i -0 J. 
Es decir, q11e asignarnos 11n µntrVn n la clasp q1t<' t iPne la prul1aLilidad 

<:"ondic-ional más alta de qu~ el vectu1· .X pe1 tcn~zc;\ a ella.. Sf"_' pnP<lP pruJ_,;:u· 
que ést.n es la mejor estinHl.Cit)n qne se pn<lu haL-:::'T espct·a.du (si n1edirnus estu 
en términos del <uciente de errur tnás ¡ .. H."<..pieñu). Pen:; Pn t~~nnin•..>S ¡ .. .irci.cticus 
hay dificultades para obtener dichas p1·ubabilidades p11Ps las prulinl..álidades 
c-undicionales necesarias c>n r.l teon•n-1.'..l. de Ba:.\/CS f1·er11entPni.ent(> .sun d0srunu
cidas y, pnrn. estirnurlas. ~;,... hacen hipótesis acerca ch .. •l pul n.Jr1 rl_..,. da.tus :'--" en 
el dntu se descriLen distriLuriunes dcscunucidas 11s:-i.ndu 1n•..1ck·lu~~ de prubn·
bilidad. 

Dado qne runucernus el pat 1 ún .. ·~~~r.c deben';_l. }J"rt •'n•.•c<'t L1 1u1u de lu!--- 11 

b'TUpus. que f".•s la prub.a.Uilidac!. /'(.\'./(;~) 1nenciunada :-1nt(•:iunn .. ·ntc .. :\11nque 

no conorcrnus el valor dC" esta p1ul,abilidad lu p•.Jd<>n1u~, aptu:-:irnat 11:~·andu t.•l 
teorema de Bayes. 

1..,(-X/C:,) se estima suµ•Jnit.•ndu qn~ sign<::> 11na di.stnl.J1tciV11 nunnal <lf'."L>1du 
a que es una buena .npruxÍnl.ariún para ni.11rhns '-..H.rns duo;;tríbuciunes y ~-·s fáril 
de trabajar pues ha sidl, Li•!n invt.~:;;tiga<la. DcLernu~ turnnr f'~n <""\H'nta que 
hay vt.rv tiµu de <..li.st i-ibnriunt.'S de pruOaLilidad aclcrnó.s de la norm.:.i.l (rurno 
la Puissun. pu1· Pjcn1plo). peru para el caf;u dPl teure1na <le Ba:ve.s sUlo se 
manejan los p1·uLh:-mas en lu~ que la.s va1iable.s qne npn.r<:."'c-Pn er:. ellu~ ~ig;nen 
11na distxibnrilJn (nurrnnl'l. !•·ni"'nclo. Pn run~·-·•Ht.•nc-ia .. un ran1pu rPstringidv 
en el r.1!al t>:,, 1üil. 

F'(<;,) a l:::i. cnal haUía1nus nuni.brad.<J la t~rvL~i.Lilid;iU dC'" qnP tHI pan·ün 
pc1·tc-nezra a la rlas•· (7, se pitcdC'" ha.llar fár.ilnH .. 'nte ndcJptand•..1 rn<Jdt•lus parn 
la proboibilidad cundirlunal 1'(_\.""/C:,) La!-;advs en una ci1<.t1ibud'-'>n nurmal. 
y aplicnndu 01 tc-,H"c1na de Bayt·s ~'-' ¡Juc<lc df:"finir un rla:-.ificn.<lu1 e:-oradlstiru 
reln.tivani.ent.t.• di1·ect.u. La. t'"jertlciún de¡..H.·n<lcrri. ¿,_. qui.· tan r:-erca se ajusta 
el patnJn de da.tus al 1nudelu Pleg;id0, peru gene1n.lmen1e lus cla!5ificadores 
Layesianu~ pueden U!Jt inlizat!.;e pa•·:l hac('rlo •_•xtrc-rnn.d;.:i.rn••nlr- lJit.·n .-.n o:: .. l sen
tido de quP s(_~ µuede di~1nin11ir la <l:fic::1lt:..i.d para rc~uh·p1· t~l p1uLlern.::1 11san<lu 
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métodus nparenternente nu estadísticus. 

El teorema de Bayes súlu es nplirnble .._.,,n pru\Jl01nas linealn1t>nte sepatn
bles, (véase (Br.alP. y .Jncksun, 1991)). 

:Los clasific.adures l>ayesianus tienen 1nnch.1.!" dific11ltnch·,s pata rPalizat el 
recunocitnicntu llu lineal <le µattt.Jn('s :-.· estu se dl'l>P a q11•.., i1n¡.H.Jllt.'n tnuchu::. 
requisitos a lus do.tus qne ~('> rlas\fir::ixún. D(·nt1u dP ,·.'.~tu!- S•' tÍPnP11; rc-g1ila

ridad, distriL11ciún gnuss1ana. et.e. (véas1:_• \l3e.1l€- y .J~rk:::.un. l~J~J i: J. 

Pura dist.riLuriunes t.•n du::: dln1t .. n~iun("t>, run du:-. rlast>s. '-'"' dt-rnu.st n1lilr .. 
(véase [Ben.le y Jarkson, 1991]) que el eS}J.'.lCiu pat1·1:,n ~-.(· di.,.·ic_h.• ntÚ!'.i sencilla 
y eficientemente l1tilizand0 una ... u¡u ... rjicic tic t!t:ruací11 ruatlnilicu.. es <lc>ri1·. 
una gráfica de una f11nriún }-'ulinurnial de ~1·adu <lu.s. Esta s1qJt.'I fici(~ p11ecle 
ser modificada al r.asu m:_-i.s ~irnple <le un rlasifiradur lineal, cunsig;11Íl."'lldu harrJ1· 
la hipútesis de que urnLa.s distribnriuric•s <l~~ da~ .. c- tienPn ig11al0s 1n.atxices de 
covarianza. lo c11nl indicaría qt1e la~~ d1strib11c1•->rll.'S tt~'n.t~n an:\Las la rnis1na 
forma y ext.ensiún y. t•n run!:.t>rt1Pncia. la pn1 t ici1.jn nl.Úf.. <:'xact a del Psµariu 
patrón se obtiene rnedia-nte una línt:>a l!~1·t:.1 ( 1¡ uu:-+- r). '\."<i-a:o.P la Fig;nrn 
2.l. 

2.3 Redes neurona.les 

2.3.1 Cerebro y comput.adora,; 

La idea de que una rnúqninn llC"g1u~ a tenp1· las rrüsrnas rnparidndes qne el 
rerebru t•s muy ntrn.rtivn. ,.~ pur Pll" q11c- de~~d" ol.nt<~c. de lq:~U ~P hu investigndo 
al respl•ctu y anuqll(" run un a.v:incc n.~lativnnv.•ntl' lt.•ntu dada la difirnltad del 
proyecto. se cuntinúa. t ra.Lajnndu dt·r..t ro (_i.e ln int••hgPrH·i.rl art ifiri::d 1-'ara al
rnnzar eose c..iLJct ivu. Para <é'll<.• t·~· n<.~c-~-.:.anü ub!->f:'l""\"at rierta:> rara<tPrÍ~-t.ira~ del 
cerebru que lo hnrPn m:l.:c-. venta_¡usu q11~-· las n,rnp11tnd.,r.;:i.s: 

1nente. 
~.Es n:..b11stv ~·- tult...·!antt• a í.-111.~~' .'"ª 1¡11•· ,-;·l11ia', 11ct\'l•Y-a:.. 1·,-.r"l .... 1a!t:os 

muC'1·en tudlJS !u:..~ <líü<:: ~,in :.1ff'rta1 L~ efiracid. ,1,. l.t <"••I:.•·«!¡\·¡(:.ad :·tg!1ifirat1-

vo.n-ientc. Falla cic i1na n .. :.an01·a t;d q1¡c• :;<• i·t•c1t¡H·ra ,1:1 g1:>r1d••:- dai'i.us :'-' S.t°' 

µuede a\lturepnrar. Si ••l rPn:Lru :.eciLH-. 1111 ~t,lpc :· ··•• (la1\d :..•.'!\'1Jll.{·•nt.:·. 1.~n

tunces lus sisten1ns distrib111d•J<.. par.:i.lplarn•·n''' ;n:~n1fi•~'",ran lu q11°.~ :"~_· runurP 
rumu dcgrurlal·1ón f}Tu1·:, .... .,L. dun,le la •'J'-·r-!1ci0n d··l ·~!~,!Prn.i c.- .. · (L~\jó'..l.) t.io.• un 
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Figura 2.1: La clasificación La_yesinna ~e i(>d11c1_• a nnu rbsificnciún lineal bnju 
ciertas condiciones. 

nivel alto parn reduci1· el ni~·el. pi"llJ ~;in c:ac-r catn.st.n'ificamcnte a rero. 
3.Es flexible pues se puede ::qn~tar a un ambiente n11evu pur '·ap1·endiznje". 

Ade1nris se programa µ01· si n"lismu ndn.µtá.nduse a m~dius rnn:1bínntc~. 
-l. Puede manejar infonnaciún .:·uníusn.. prubabilístira. 11~id<isa <1 inrunsts

tente. 
5.Tiene un ultu br-i·adu de ¡xu-n1'~lisn1u ('lltn.' !~ns ;-w11tunas, ("> d.t'Cil" q11f-:" 

puede des<:>ni.peñar difetente~ tnteas nl rnisrnu tien1p•.1. 
6.Es pequeño. comparto y 1·cq11i(•Te p<J(""i\ ('nC'rg;ín. 
7.Pur c.tru lndu, sucede qu•::- la c:urnµutadurn. °""j~rntn una nii-.t ntcrio.:>n tras 

otra niµidamt_•nte. ul grado de puder calcular millones de u¡H•n1rionP.s. por 
segun.do. n1ientras que t;-l Ct:"'rPbn., e-~ t:nn\'ho ni.~ís l<>nto r<.Jtn¡1;trado r~_,n t->ll.:i 

De lv ~nterior concluirnos qll(", aunque la~ cornpntadur¡-¡_:-; ni.ant:.,,jen n:ny 
bien oµerac:iones en scrit:, eso nu i1nplic-.o. •-:1ue sean tan i:>f-::·rtiv.1.s para llevu1-
a rnbu tareas simultáneas cornu la visión. runtr(Jl ni.ut•ii-. <l~"'cisiunes subrt"." 
las bases d<" d-'1.tus ruidosas e 1nrumph."tns, o rec-unur1mi•-"'ntu dc-l hal,la: que 
involucran gran cantidad dp tipus de dntus. una amplia rncni.<...)ri;::t.. n.<lt"mñs 
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de tnurhas ;..• difc-rr>ntes ideoas cun1¡Jleja.s. ~tiestru rPrelnv ("'jec11ta fácilmente 
tn1·en.s paralelas. rnientras q11e i1nu rump11t.n.dun_1. las realiza ;.un difir11ltn.d. 
Lo i1nµurtante e.s ~sa. capacidad de pru·nlc-lisrnu rprC'lJrnl. no la veluridad <ll"l 
misinu. 

~~11nque el dis<•ñu dt:>l cerel>ru t-!S en ¡Jaralelu. es P'->.sil,le .-.1,,111/ur cicl"tas 
actividades qt1e é·~t~ hare llsandu {'l c:lit-:eiiu en :-,.;•1ie d0 11na r-utnp11tndura. 

Dirhn sim11ln.ri,)n SP realiza 7nodr_/a71flo n. las n"des do::• nt..•11n .. 1na~- cen:'Urales. es 
decir. hariendu una versiún simplificada dPl siste1nn dP las nPllronas que tenga 
el rnismu run-1µul"lan1ient<--' general: c.stu !."(' ll>g-r;_l 1•.xttnyPndu puros nl.sgus 
que se cunside1·en imµurtantes. a11nque paxa sirnphfica.r la irnplementaciún 
se tengan que ignurnx mnrhus oti·us. y n.1'1n asi realizar tatt.•as ú1 ill?s. Este 
carnpu es cunuri<lu rurr1u 11curocornp11f11c1ón. f·un1p11far:?.Ú11 11r urrr11al, rr:tlt•s 
asociativas, r:o1npuf o.c1.ú11 r-oln·/; 11a. coH•! non i.-;77u>. et i·. 

La simulaciún pe,¡· rumµ11taclura 1 ien,. al lTH'T1<..J~ dos aplic-a(·iun.c>s en es re 
campo: 

1- Estudio de mudelu!_-> <le- si.sternas Li1ulúgicus. 

2- Estudiu de tedes dP n~_~111unas art ifido.lPs H~ada.s para cu1npnt.o.ciOn 
y control. t.rut.ando de lug;nl.r la f:'fidencia de 11na arquiter.t11ra elect.rónicn 
basada en neuronas. 

:;\:us enfuc.aremu~ sularnc>nte hnda las H.:". L~!_'. H>: sim11ladas pu1· con1-

p11tadora sirven µara t.un1u1· dPcis1one!" :v sun llarnaclas 111·11n•r·<1111p1Lfa.don1s. 

Primero vea1nus .1.l elernc-nl o Liulúg;icu q11~ diu ung,~n a estl-' : ipu de diseñv: 
lns nenrunas_ 

2.3.2 Ncn1ronas l->iol6gicas 

El !'>istema nerviusu cet"f•lnal de lv.s .St~res h11marh.J'., est;i cun1p1H·~,tu por. C:C'J"("a 
de 10 11 nPu1·on.1s (e élnla:, llt'l"\.-i•.J~ as) d.t~ •,·a:·iu.-, r ip.,-; 1 :.na ~:.,.111 <.1na t.iµica ,,_.s 

cun1u la llustrnci•..Jn ele- la Figu1·a "2.'.2. 
l"na 11c11ro111.1. •.·:-. 11na i1nid.ad f11nc-ivnal y .-_•! 0 tn1rt 11r:ll (ir•\ o-i~-t••:11.i. ne1·viusu 

ci11e ~e (.'nca1·g;a d+_-. int•!t<'arnLia1 lrifvrmac1,Jn run <_;lta,, 11•_•111·un~L- a tr.'.'.l.Vot;s ch_· 
c-an1Lius quín1irus en la sinnps10 .. La .'>lrtap ...... i.'> •::-, {~l p11ntu ÜP nintnctu entr<:> 
nc11ronas acl:vac:<:!nl~·:, th..Jnde lus unp11lo;u~ n.._•tYlU.<":u:. sun t.ran~->ni.itidu~; d~ 11nu. 
a la otra (las ne11!·onns '-e un .. ::-n PXceptu }Jur 11n espariu n1icru:scúpiru, la hcn
tiulllru .--,11uípf1n1.1 La n•_·111ur1,1 p1u·d1· ten<..•r nn1cha'., •,inap:-t.·_ d'-' .--.ntrnda qlle 
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Figurn 2.2: Diliujo e::.qneni.áttcu de nna neurona l>iológicn. 

llegan al cuerpo relular u ... onu1 a traves de lns dendritas. Las de.:ntln.tu,., sun 
redes de fib1·as nerviosas (partc.s eléctrica.mente pasivas de la neurona), que 
se encargan de reribir la sinapsis de entrada. Ln.s sinaµsis df? salida de la neu
rona se llevan a cabo µur el a.rón (parte eléctricarnent<> activa de la neurunn.) 
que es una fibra larga individual a través de la r11al los imµnlsus rcrugidos 
y s11madus µur el su1na sun t rnnsfe1·idus a otras nt:~11tun:::i.s El axún realiza 
11n procesarniPntu no lin"'"·al, y ejec11t.:t la luUur de uml1ru..l (nivPl rnínimc_. de..• 
excitaciú~1 de ent.-·rgía). 

La trans1nisiún de la si:.-ñnl de..• una nenruna a otra en la sinapsis es un cun1-
plejo proccsu q11ím;co en el r11al ciertas sustaneia.s tninsrnisur.-i.s sun lilH~1·adas 
del ludu de la transmisión de la nniün co..-.lnlnr. Estu ¡.H"u'-·uca un aumcntu 
u disminuc:iUn del put.encial t."léctricu int.eriur de la neuruna rect:'ptora. Si 
este purencinl alc:nnza un 111nUral. entc.nces d a .. "(Ún envía 11na descarga df?' la 
neurona a. vtrus n1.."11ronus. sino alcanza el t.unb1·al nu hay descarga. Luegv 
de desrargar, la ci-l11la tiene que esperar por un tietnpu llarnndo JUTHHiu rc

Jrar.lurio antes de que puc-da desrL"l.rgar 0t.ra vez. [.-\l.H~rcroi-nl>i1.:- .v llickman, 
1990]. 
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2.3.3 N eurocornputaci6n 

En la Yida c:otidiann tealizani.us tareas rumu ver .'-" i·ecunur~·t l.JLjetus. uír 
sonidos y asuciarlus ('On eventus del pasadu, cscurha1· n11estra meludía fai.-urita 
y reconucerla cun súlu percibir l1na partP d1' t~lla. (•Ir Para 11na 1núq11inn 
no es así; aunque sun mnrho más eficares en In Pxartit1uJ y rapidC'z para 
lleva1· a cal.Ju alguna:-; up(•rariunes lúgiras )'. put· PjP1nplu. para <J]Jc>rar rc1n 
inmensas cantida<l("s aritrn~tiras; sin ernb.argu sun n1.S.s ln~~ tare<..ls d(•nu_tsiadu 
complejas y tardadas para ellas. rni1:-ntrns flll<.' para 11n !---r1· h11n1anu (inrl11s0 
para ulgunus anini.ales irracionales, <ligarnus pa1 a 11nn n1a~r·ut .l. <-'l 1·i:>curda1· 
n. su dueño) sun senrilla!•. D~nt ru <le lu!> Pjernplu:, ant ('riun·~ .. ~.t ún dc-srri tas 
nlguna.s características rl,rnu: la a~,uriaril:.n. la 1neifl•Jl"ILl. la ,·la~~¡fi,·ar-il'.in ~· el 
reconocimientu de µatrutH•s quP ~-:un pastP de la r'.1parid.ad ,·v1el1r;d Pn n1urha:-: 
especies nnimnles. 

La curnputaciún p11cc.h• rlasihrarsc rurnu la aly(.>r·//r11u·11 . ....- l.:-1 no 11./.y(Jrz'lnur·a. 
[Benle y Jacksun. 1991] .. La r•..>n1p11t.ariüt1 cutT\"t:>nciunal <'s ia q1tf' 11til1za algu
rit.mos indiC'o.ndv a la 1n~í.q11ina pasu a pasv lu que dt.•bt· liact.·1. Pt·1·,, s11c<>de q•H' 

hay tareas po.ra lat:. qtic- lus algur1t1n•>~• nu Pxisten ni rxü;:ir.:-~n. u para !.:is q11t· 

siguiendo 11na :o>C'I·ir de pasu~ l1..'1giru:-> u arit1n<·tic·u~~ •;" lif""\"P •l l.:-1 n·:•p11('~,ta )' 
hay• mnrhos d~ ("Sf us en~.,,;._ .-\ct.11aln11•nte nu ha,· '·:~<1ff · .... -~t: r- :di~· 11 í• n1ir1>·· pnt n 

11n piloto de allt• . .l?ll.~:.vil. 11n l("ctur dP rararlen.•s rn;:u1;1bc1í1""· ll:l t1·ad11ctur 

de lenguaje hnbludu, un s1stema. qn~- µ11(•da idcnrifir::11 at:.~runa\•"• •"'nl•niign~'- u 
uno que reconuzra lln disc11rsu run~innu sin 1n1¡H>rl tlT cp1i.-:·n hal,l:! 

Est.as tat·c-n5 tienen c.ar:i.r.tPtlst.ir.as ru111111H':- lu:: ·~1~r('o- l1111n;;n1u~; surnus 

capaces de harC'1·ln.s, ::,e plt<:'den gPn("rar gr.:.indc:• g111p<J'.· dt• •·.i~·111plu.-. <le lns 
metas que S("' P'.:'r·sih,r"IH:>n y rada tc1ro·a invul11rra u·-u,·111t·11ín ,f, ,,/,_;1·/p-.: d•.::· 1JT1 

grupu con uLjetu~~ en utru g;y11pu. F>or ej('tnplv. 1u1;\ '"'ulTlp\1t~·;.ciur¡1 CjlH' pttt.•da 
leer en vuz nlt a dt.•be a.~uria1 gn1pu:-. d» lt>tr.•'· P~r·:·1t ~t~; r·un .;"nid"~ "~IH'l"lfiru~;. 

}>or utru ladu. (~l lPI"t..>l..11·u p11t.::·dp 11pr1·r11i1·r· l't> . .,11.., ;¡ '1:1.11., n:.1 ;u1;.·.1. ;\pr"ll

diendo de ejernpl<..•S e:-- ···..1rriu 1111 1111\ •. , hal.J¡l. ~q,I<.':ld" a•''-< nLir ,·.,n1 1 ·1. iH·L•"'! 
etr. 

Del dcseu ele lu;.....'T<ll" n_•.:dizar la::. t.:n·t•a:o- dn1<·r:.<11••:. y 1n1:c'.;,\" "!:;1; dP 'l!Hl 

furma no algv1itn:1•a y ..i..pr··-~ndit?ndu (igual qi1v ¡., h<Wl' ,.; ,· .. ·r··lJ1•,; t~~ q111.· 

surbriú la 11curocurn.p1tluctún. ln ri1al •:stú lJ,"\.~jad;\ •.·n t•l f11nr1,_,nam;0tnu d., las 
/f.\' rercbr·ales. La neurvcvn1p11t acrún 11t 11iza JL\: 111·! !Ji··:ulr·s que d·~~.a! tullan 
asocinciunes (trnnsfurn1nr1unes u rn.a¡.H.'u'-') ''ntre ub_]et<..is d" :1r1101·dv al tnediu 
en q111::• PSt"Cn. L~1 Ji.\" ;:__i1tific1nl !~f'Df'l":l ~~1:.;.:; plt;p!."J.:~ I•.•glac, 1ntP!J:~1:- ;1tilizo.ndu 
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sobre todo la nsuri~"lriún y refina éstas n•glas rurnparandu su~ rcsnltaduf; cun 
los ejernµlus. La red sP a11tuense!""'i.a n realizar tarPas ap1·endiPn<lu de f~11s 

errures. lu Cllal harP rnús at i·activ1) usada cu1nu u¡Jc-iL,n. n. lu~ l-•1·ug1·nn1as •·un
venciunale~ dundE> 11s11alrnente hn~· 11n largt.) y rumpliradl) prug1 nnh~ q11P e-11t n:
ni.ás largu et:.. d.;:i rn¡i::; pruLaLilidn.d a qne ~'--' .- 1._.¡net an ~-:-n '-•t•·-~ _.,- 1 ,, .1· • ·J\,, <>~ rn:i~ 
difícil enruntrados. exig;iend.u así, de in11rhu t1e1n¡,u ch~ dl•dic.i.ci~'in. 

En el t.ipu de prore~amiPntu <le las If.IV tPnPnl.us mncho~~ pn1r1·!-'ado1es. 

radn unu ejec11tnndu un pr·ugran1a n111y sin1ple. en lug;ar ch· l:~ sit11ari•Jn ~~un
vencional donde nno u a lu nnis 1u1us pucus prun . .'!>adu1'"·~.; Pjec11t.an ptlJgrarnas 
muy complicados. "\". rn cunt r.:1~tP cun la rubnstpz de \lll..l UJ\', un 1·úlc-11lu 
secnenrial ordino.riu puch-íü fár-iln1entP ::.t~l ~1-i-11in<-1dv }Hit" c-1 e11 u1 dr 11n ~ .... -,1..__. 
bit (es d€'cit". pur el errur en 1111 ~ulu i"1~u t •_1du ~<· an i11n:'I.. por c_ien1plu. al 
realizar llna Qperaciún ant1nt::'•t1ca (··~1:t ~~(· ;·q"t"11inn. si. 1i.11 11111(''-' c:í.lnil<• fall.1.). 
El ciclo de ticmµu típ1<:u dP la~, acti·.·ida<l(·~, entr.~ la.'; r.e1111,l\iló' •"- d1_· iuius 

cuantos n1iliseg11ndus, t.•l c11al t-:; 11nus niillun~··s dt> VP• Pi-: rr1•Í.~ lPntu q11~ el clt> 

sus rontrn.µnrt(.•s dP silicún. la:-> entradns dE> sen1Ícund11ctun_·~- Sn1 c>111IJ.::n·g •. 1. 

estu es µusible súlu purque Liilune:-. de neurona~ 'Jperan ~;irnnlt:inearrH·ntf:'. 

La. nc-1n·uc•Jrnp1ltaciún '!:_•s aphcablP Pn r11alqnicr rnrnp•i 1H'rq11e ~e pitt"d"-'n 

desarrollo.r nuevns rapacidades de pr1_wf'.'sarnientu de inÍ(irm.aci•'Jn, :-· lu.s r·<>stus 

de desnrrulhJ ~· tiempv fno•ruf:"nten1ente disrninH:O••en ru1np:1.radu:-. C•~n lus de 
la cornpntnciún algorítmica. lJe:•tacnn su~_; a~Jliraciunf"s ,1 la u1g;Pnierín. la 
c<Jmput.aciUn. ln ¡..>s1co}c.gía sensorial y del C•JnurirniPr1Tli Pn dund.-. p11t·dP sp1--.... ·ir 
comu nn gcneradur d.r rnudelvs. 

Sin en1ln.1.rgv. la IIP'-ll·ucumµnt.a<·it'•n n•> 1.-.. ~rnpla:~•i a 1:1. })l"u~~ramari•'in ~1-

gui-ítrnica debido a que hay ricrto ti pu de p!·ublerna~ q1H' la :n~·111or:• .. >rnpntaciún 
no puede 1esuh:er y lu programaci,Jn alg;orítrnirn sí (11n t>jPmplu de estos pro
blemas c5 el pn>cPsamientu mo.sivu df.' dn.t.1_,.:, n.ritn1{'tirv:..;). >.Irl.s Dien, lo ne11-
rucomputn.ciün y la µrobrrumnciún alguritrnira s1~ µ1.!edPn 11'.:',at cunj11ntatnente 

para resulver pruLlemo.s d.-. nn murl.u 1nús ~-·ficient <' 

2.3.4 Aprendizaje en las recles ue11ro11a.lcs 

C11ando se cunorf:'n de nntemanu ¡,is patrvnes clt"' cnt.rn<ln. ~· ~alida. 1<-·.s men10-
rins asoc-iat1vn.s p11~d<~n s<:>r disC"J1n.das cun u ~in ll;V. Inc-111~-u h~:..v alguritrnvs de 
entrenamiento de lliV cornplirndus y lc-nt,tJS qur> µu0den !:'C'T 11t!lizadus <"n al
gunas nplirariones chJnde la red es ~;1d1-e1Huia de 11na V<'Z pu1· todas~· entonces 
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sirve µaro. la asociaciün de patrones súlu µara ·'recurdnr··. 
Pero las RN tienen nnn utilidad ni.ri.s urent.uadn cuundv la meinorin nsu

ciativn debe rula¡ita.r,-;e. n patrones n11evus que rarnLian. Hay ent0n~es dus 
prol>lernas: e} diseñu óptimo de nna me1nuria a:::;urintiva t-tnra ··no"curdar'" 
patrones runucidus. y la forrn.11lariún de algol'itmus <lto' apn•ndiza.ie qlle se 
aµn:..xirn1:-n al úpti1no patn'.,n. n1icntras las n.--..dt•s t•n el p1ucpsu •i" ruinar dP
risiunes se adaptan n nuevas rundici1.1nes. El apn•n<lizajt• ~u.laptnt1vu. en las 
máquinas, así rurnu <:"D l0s utgnnif;rnu~ ("S, a Pl 1n1-·t<.J<h• rn.<i:-. Jlr<Í.ct1c-u 

µarn uptimiza1· u afinar un diseño. 

El tiµo de enlares de n.'trunlin1r:-ntaci'-·in d(.' la Ji.V dPtPnn111n q11,:• tan 
factible es de ser entrenada; el g;radu de int.Pr-runt·xlun ~Ps ch-·nr, t~l n,~1rn~1u 

de conexiones entre lus nudo~ <le la H.>:) detennina <::.11 punilr:Íl..-.1no . . -\. rada 
11na. de las conexiunes de lu tPd se lP a~1gna 11n v.rilur d('nrru dt• lu~ n1'1nt('rus 

reales. llo.rnadu pr-so. Ln. fnnci<'•n dP tudus 1·1~- pe•,u:,; d._. !d p·d. "TI ('unj11ntu. 

es lograr que la n1Ís1na .tqJt•:-n<la a d.:i.1 la ~,ali<la cun·pcf rL 

. ..\ una I? . ..'V nu ~·.:- le prugra1na C<JJll•. • ,\ qn;1 c·unq.1; 1t.-i.d•J1 ;.1 ,_i1!-',!I al: "P i.~ 

''ensetl.a" a dnr n·~sp11e,stas arepL .. i.lJh·~-. 111.H . .ie su VPlvcid.:i.d 11'--J "•l ·1:1~ 1 r11criun.e:~-

l-H.Jr segundo s1nu ron int(•rcun•:>xiun•.'~ !-HJl" ~vgunc..lv. y -,:1 ·r;:••n1uti.i n•J ~.,. tnid•~ 

en bytes sino en int1. ... n:·.-Jnexiunt'!· 
El cnt.1·E;11n1n1rnlo d(> 11na ted '-'~-- 11n p1ur·p:_ .. .._, ciund•_· P:o.ta aJJ!<'tHh' .t .-:c1.~vci;u· 

un µatrún de rntra<la run la lesp11esta c011Prta. Dir-hu ;..q..11t·ndizaJ.._. :;e 1ea

liza int.roducicndu [1. In. 1ed <lnt•Js nllt.'Yu~;. q1H! ublilf,i'..t!t a epi<.· ],,s pl--'~us (q11r 

pneden ser núrnerus 1eales) ~je aj11~,te11. ,va sea 1ri.::.n11.:d u ;u11{)ni.út1carnent<-. 

Du1·ante el .nprendiza.ie sUlu c;:nnb1an lus ....-alute~; cl•· l•>~- pesu~> d·~ la~; r•.•nexiunPs 
siná.pr.ir.ns. L·n:.... rr·.,~~;.:; por .. :.-,,uiu 1" rfr· p• .,uc;) ('Ilttt• cunt·x1<Jll.l"':- perrnitc a 

la I-i.N aµrender y rccu1 da1 l. n<'. .._.,...;-: q11<' 1'1 :·•""'d ;qH 1_•1H.iP l<J:- -...·n\ure:-< de lus 
pesos asoci.adus a ius nudus <l.:·jan. d" r.an1L>1.11. ~1: •-'l.-:· ,_L_1 11na !Hl'-"'-"ª .:.•nt1nd•1 
ql1e nu est(· nlni.a1~enrc1.da.. L:i. ¡-pd a1í.n i.J11Pc-!e dar t»~·]Jl:•''---1 ª" <td••1·11ad'-\'~. 

El aµrendiza.i•-' de llna lt"'d jJ\tt•dp <..PI e 1q,••rv1:oad<_J. nu '"l\¡H'l"'-"i -adu \J a11-

tusupervisndu (u .::u1tu1nat1zaUu). 

:\pn:nrÍl:::u)'' .'>llJH 1-t'::-udr~ La n·<.l ti~•n(• l\':c ,.,,¡n;_Jar;it .;~.!ida~, {~,_,11 L:1s 

resp11estas c-urr<:>r~ns _v.1 ,-,Jnuc1cL1~. l1h'g";u flI<•C<'~-;,_ ;.:. r•:_;':l.' ;:Jall•-,n .Y lu cu1npara 

con la salida deseada, rur ri~c c-i1alqnir.r- difer('nc1ü _.._. ! •.·pi ':t-~ la .-i.ct i -...·idad si PS 

neresadu, hasta q11e. :.-;1 ha:-· e! rut ,:.~,r..-' :.•:•a n-.ínnn<> ,_, d("~~~apa1·vzc:l. l:::..t1.• i_•f.. 

a veces. ilamadv u.µn:ndz::-a.1r ,.,,TI :nu ... '>tru. ··l :n;_n·:.~~I<J <lict~ ;1 l.\ t"::·d cuuies 
son sus respuestas currcrta!' u. al ITH'nus (r~n ,,.1 ("8.!".<..• r·spt:_&cial de H]Jl'E!11lÍ'l-=ujc 

rcfor::;ado). si sus r"'.>spt1Psta~, !:.~..1:n ruttPc-t.a~; u inrurr<-_•et.a.s :-·no q11~· r(~spnesta 
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es la correcta. El algodt.1no de ret1·upropa.gac.-iún es nni..t de lus métodus rnás 
utilizndus :'-~que requien:-n este tipo de aprendizaje. 

Aprc11rii::a1e no ,<;ILpervisado. Lus da.tus entran sin intervenr:-iün lnununa: 
Aquí no hay maestro ni respuestas COITeC"tns o incorrectas; la re<l delie <les
cul.Jrir µur sí inisma la:-:; rutegudu~ •..J cnrncterísticas interesantes ('n el dato <le 
entra.da. por ejen1plu, lus patrones q11e ocurren f1·en1enternente. Este pruresu 
conduce o. un ngn1pumiento de datus internos, q11c PS el res1llt.'.:l.du desen.du. 

En lugar de tene1· qne esµerificar pnsu a paso un cálcnlu ·qne deLe eje
cntnrse. sólo hay que rornpilnr 11n conjuntu <le c-nttE"namientu de cje-mplus 
representativos. Estu sign.ifica que podernos t r·ata1· pnJLl<'tnas clundc> reglo.s 
apropiadas son rnuy difíciles de <:onurer p<....11· adclant ad¡,, r<J!Tlu en los :-;is te-mas 
expertos y robút icus; además tl<...JS pucdt• ahl1ITar rruichu dPi tPdtus.l_, y ca1 lJ 

diseño de suft,vare y µrubri·amacicjn a11..n c11andu tengarnu~ .. r0glas explicitas. 
Este es a menudo 11sndo para pruLlcmas de- dasificn.ri•:in . 

.AprcndizaJt' r111tu.-;upervi.vulo. S1H ... f'dc r11andu la n .. d ~:e autocuntn..>la y 
corrige er1·ores en la intc1·pr(."tnciún dC' \,_,5 dntu~ pur rl"'fI<..1alinv~ntac16n. 

2.4 El perceptrón siYnplc 

En rt=-sumcn. un 111udc[p di· JU\' o l<l\' a.rl1_fictal ·~st á bnsadu en la simnlo.riUn 
de las neuruna.s Uiolúgirns. El 1:un.inntu de ht>tirunas que funciunalnl.ente se 
asernejnn nl cereb1·u que µneden recuno<:ci- patrones, rt:"uq,~anizar datos y, lo 
nuis inteJ..·eso.nte aptt_•ndPr. Las Ft:---: artificiales c:unstun de uLjetus llarnndvs 
unidades (o rH."'llrunas t?.i-tificialc:.•. nudos. ~2lcment.::is de pr<.J<"esu. '="'lem,.!n.1os 
procesa.dures.u inclusu neurunas n1ate1nút.ica.s). Las Hnidades están runec
tadas pur nniones. las r11alPs .'.:lrt.úan curno luf> axune~; -y }"1.s dendi-iL.1s d.-. llna 

neta-una Liul.'Jgira. L:::i. ll!"llt:,n rn'llt1µlir::a l:-t ~alida d•-. nr.a 1~nid:-td pur 1;.n :":wt()t· 

de pesu, un valu1 an::í..1,_,gu a la:.; Íll(•rzas Ue conPxiZ:1n en la ~.in.:1.ps) . ..; ( l:i~ 1u1i<nH•s 

;..· lus ....-alure>s de ¡11.•su ~.:un t·hnn•"'nto~_; <liscn·:·tu~. r1tya c:-i.racten-~t\c~1 pt1nr'1p.d P:c, 

que t.icnen puru~ J.!,rad.J_, d<' liLPrtad, 1nte;:·:1ct11.<lndu enttT' :o;Í dt.• f,_,rn":.a n1.1 lincn.l. 
generandu prupiedade~. no deducil..1lc.> clP 1.-i.s ricll• un<l!':. \)¡,_,1,.=..g1ca:. ! . Ent unce~. 
la uniún tio.nsfietf.• el vn.11...,r µc~'>u dP la salida a utra nnida<l. la.. rnal ~;1una lus 
valores qur pasurun a ~-.Un con to dar.; lns otras uniunes que 1~nt ran. Si el Ya.lor 
de la entrada rutn.l ':"XCL•de algún valur \nnLral. la unidad ~··· 1·ncit-nd•.' 

Lus f-l~\.' n:lroc1/irr1cntadas (este cuncepto :->C- defin1r.-i po·:-tL•riurrn(,_~ntcj 1n:::is 
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sencillas son l<.>s p1·r·ccptror1t·s si1npl1·s (]>,...,·; tnrnl,\•'•n llan1al_kis ¡i11n:plnJr11·,.., 

unicupa, estus run!-'isten c-n una fila de n,P\ll'•.1nas d." <>nt·!:n(_la 11arna<la n:t111u ;.

en una rapa de salida Hu:-.t..•nL•ln1 t *"n ;;11 liU1·,, --p¡ 1111·ipl•--.:_.... • ,[ ~P111ud'>nan1ir~0:· 

desc1-ibe n lus t--H''tTPptn . .Jnc-s c•.>rn<• redf-"S .,.,i1n11lifir·ad.,1.~ (•n l•~~ 1·11a\1·s 1·iPrtah 

propiedades de sist erna~ nt~1·vi•.1sus ve-1 dad'-"'l'.IS :_..,un PXa.~t·radu:_...., 1n1.-·nt ras q1 H~ 

utrus son ignurn.dus. Rui-,t>nLlatt ::,eñalú q1tP las H.>." 11<• lnl••11t ;.tn hfT r<_>pias 
detnllndn.s de ~ih.!;Ün sisten1.a n<-·r\·1usu ven.1nden-'. 

).·lcCulluch y Pit.1:- ( l~)-l:~i }->n•pl'lsiPtutl 1111 n1,nit'tu :oirn1•~" el•· 11t1<.t neur1,Jn'-\ 

como una ILrtulad 1n11lnnl b111<11~u1. E::..;te Tll.• d;:1 'lna •'xp\icar1l:1n dr> lu:;, ¡.H.l.trunes 

complejos y sincrunizüc:iún de ln artn·idad rv.'l"Vlu~;\ •·n :-.1stcn1as dl' llt."llrunas 

verdaderas ni tiene rarart<'rísticas rumplicadn.s h<-dl:.idr1" e>n 1::-l r11e1 pu de nell
ronas biulúgirns, de rnan,,-.ra qllC' se µnedf.' ,..:1rn11l::n· 1•n 11na, ~.rnpnt ad<>ra cligit.al. 

El mudelo de ~lcCulluch y Pitts •'s ("'l .sig:niPnu·: 

Para n1udelar La cfiricnrla de \ac; cunc-xiun~=-~ ,L;lnÚpt ic;:i.c:. .c.;p asigna nn. peso 

sináptico n cada unn. de l.'.1!" entradas al~ rw11runa 

Llo.rnernos ;\. al cunjtlntu U.e cnfrudti_<.; a. ;:t 1H•11r<nh1. dun(l._, racl:-t ele-rncntu 
de ese ronj11ntu ._•s \!n 1 a:.;gu .\:", 1 -;"O l u y s.-.;1 '\ • .. 1 runj11nto de ln-"> 
cunexiories, <iunde lo~ r<.1n1¡.,urv·ntL':. \\· •. ; .. ,IJ ],,;_ ¡'H'·"''"' --.1n11¡1!11·1·--. "s (iPcir. hJ$ 
pesos entt'e ln::: C<JneXiunes Í \ \ .. •-= Ft.) ', f'•~t q '"tµ;n: rir.:i. qi l\._' o.i h.n· 11 r::-nl radns. 
entonces hay n pesus nsu(:iadu~ Pn la:, lin•.·a:-~ •h! t'r111ada St'<\ /·.' <ll r ..... fa1ln 1ll' 

la neurona. En \a Figiua '.2:.:3 ¡.K1d('1nu<.; ver 1tn P~. 

El modelo de las nt.·11runa.s <le .:\IcC""'11llucl1 :-; P1Tt!.- calrnla t.~ s11rr1a de !'i\15 

entrad.ns para •J'Gtener lo. t.'rH Li.<ln t <.1t•··L 1 u111.\ l., pt unt.'l"a ••nt rada, la n1nltiplir.a 
pur el peso en esa línea. d8~ Pntrada. :-· 111•'1!,<• hac" l" rni~n1u "n la sig;nientc 
Hne.o. de entrada: así. ~~110:-e~ .. 1,·;unPnt'' L.:;. =-·::n" <.Í.•· tutla:-., (l;, el \·;d.ur ~.,tal q11C> 
la neurona reriLa.. 

Estu se e.sr.1ibe ('utnu: 

~ \\",.\', 

' ' 

La snmn. llamada HUT11 n ]JOTHlt-rada. :EiE" rurnµara run lln ric-1 tu 111nln·al en la 
neurona. el valor u-rribrul. al q11e llnmun.'1T1of_; O. Si la sHm.n es 1nn~·0r o igual al 
valor umbral. entonces la nc-11ronn .. descargará" una salida al axún y dirernus 
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Figura 2.3: )..Iodelu de la est.ructurn. de una n<.•11n.n1a en la red. E es el est . .ndo 
de la neurona. Este cstadu PS nnn. función d.e las <"J"ltrndn.:o X, y de los pesos 
sináptiros \\.~, a.sor.indos a rada cuncx..iün run la n~11r0na. 

que la salida t.•s l si la suma t_>S 1nenu1· al u1nLral. la nc-iavna "nu desr.nrgarri·· 
señal alguno. :'-: dircrnus que la salida ~s O. Estu ~e rnuestra en la Figurn. :!.-1: 

Equivalentemente. el valor 1unLrn.l S(> puede restar de la s11n1a ponder.:lda, 
y el n?"sult.ado rornµararlo cun rcru: si el valur e~ µusitivu, entunres la salida 
es 1. sino la salida es O. romo se puede '\."(~¡- c-n la Fip;11ra '.2 5. 

).;ótese que la forma de la f11nóún d(_• In Fignrn. 2.-1 .,_.s In mir.:ma qit•• la de 
la Figura ~.5. peru ahora Pl sal tu nnirn.' en r('tu e-n lngnr d€" qtH"! sttrf>da Pn O. 

Se :µuede conseguir el n1isrnu efectu mPdiante el _..,,.•.;y(; tlc lu 1u· u ron.o, 
dejando al nrnbral fuera del C1:.f?q1u del mud•"'l(J llf?tlrunal y !iH'S(, run('ctúnciulu 
a nn cicrtu Y:l.lur de entrada extra qu("' se deja fiju para •.·st .u "(•nrc·ndicl<J .. t oclo 
el tien1pu. En este ca::.;u, en lugar d(' restar el 11n1bral de la ~:1Hna pund~1 ad."l.. 
la entrada extra de +1 es m11ltiµlicnda pür un p1·~u ig11a! .'1 n('gntivu del valor 
umbrnl. -0. y sumndn comu todas las entradas. El valor de -(J c>S llamado 
el sesgo de la ne11ronn parn hncer qtte In ncHruna descarg\1P. 

Si llamamos Y a la salida. podernos es<:riLlr: 
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------~------~ - - - - - - - - . 
o ll 

Figura 2.4: Función umbral con umbral en (J, (el eje X represento la entrada 
y el eje Y la salido.). 

V 0~ Ji,(~ iv, X, - O) 

La función f,. es la func1ún de Hea-..•iside que uGlign nl estadu de la neu
rona (enc-endido 0 apagado). y ('fl tunsec11encia. a lu salida u peC"mant=>rPr 
en el conjunto {0.l}. La exp1·esü:.n para)' plH''de simµlificarsP si 11sarnus la 
aproxirno.ciún del sesgo df" la n.(.'1:runa pudrn-H..1s definir 11na c--nttadn extra. 
la entr.:ida _\"0 , la n1.:d .-;iem!..1lC' ••.--r;.i ("!l•Y•n<lida (es decir, .\'0 l ). C'<...Jn nn 
peso que repr<'sente el s~sg,_, aplicadu a la nc1111...Jna (PS <lecir. ti¡,:::=- - IJ). Ln 
ecuaci6n que <lPsrrib<> la ~;alida •"s •-'!ll l~Jlr'(.'$ 

OLserve que el lín-iitc infe1·ior <le la suma ha cani.Liado de 1 .a O para así 
incurpornr n .. ~o-Xo = -O o In surnn. dcJnndu en elln irnplícitu al sesgo de la 
neurona. 
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-------'---------t---~ X=salida 
o 6 

Figura 2.5: Función umbral coñ 1..llTlbral en cero. 

Como las entradas pasan a través del modelo neuronal parn dar la salida. 
el sistema es conocido como una rr:troalirr1F-nta.ci6n. 

Comúnmente ln tecnología de nenrocomputndoras se l>asn en la suposición 
de que la actnaliznciún de las seilales dentro de cada nodo ocurre en forma 
discreto. (es decir. no hay niveles intermedios) en lugar de usar un.n. tnanera 
continua o concurrente_ 

Cuando cada neurona calc:nla 11na surna. fJvndcrada de lus entradas de 
otras neuronas y obtiene un número. ésta salida es enviada a otras neurc.Jnas. 
las cuales utilizan el mismo tipo de c-álculo. Ellas están usando diferente~ 
pesos y posiblemente diferentes funciones ganancia que se encargan de C"un
trol.ar la o.duptac.ión de pesos, es decir. ayudan a que lo& valores de los pesos 
cambien hasta obtener los pesos que clasifiquen co:rrectnmente n los objetos. 
Los coeficientes lV. son, en general, diferentes para diferentes i y pudríam0s 
también hacer a la función ganancia denotada por g(x), localmente depen
diente. Estas funciones ganancia y pesos pueden ser pensadas como do.tos 
loC"o.les almncen.o.dos por los procesadores. Se ampliará la inforn1nci<:n1 acerca. 
de la función ganancia en el capítulu -l. 
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2.4.1 En.trena.miento del J->crccptrón si111.¡:>le 

Recordemus q11c el ul>jeti....-u pr·inciµal es, 11tilizandu lu::. pe1r·eµt1uncs. ,~lasiflcur 

objetos en s11 clase respectiva y pura elk.1 es nPrc~anu en1 n~na1 a la red. 
En los procesoB de aprendizaje. ~·u sen q11P s~ trate de h111nan•...1s u de al

gunos animales, cun frec11encin se usa el nfcn·;;a111u•nlt• f)(.J.•;1/i1·0. Dlchu breve
mente este cunsist.e en que si la t areu µu1· apren<lr_!r :-,0 n-~al1za ru1 n:-rt a1nente. 
entone-es ésta Sf' refuei·zn (se pn:•n1ia). en cas.<.1 "}l\lP~.tu ~,,. ··1Pp1·t_•nde" pur el 
error. üsandu dicha idea en la red. hay q111.. .. rcfurzar t>l n .... 1npu1·t arnient.1_.1 que 
deseamos se.• repita y desalentar aq11cl q11e f'~ indct-<>al...l .. •. 

Para 'llle la red sea l,ntrenada es neresnriu qllf.' apn·nd.a dt• su~ f":'lTun .. ,s. Si 
el ver.tor de entrada. es la codifi.rarl~Jn de nn ulJjetu cunur1ciu y si la s[llidn lu es 
de la cudificaciún de una clase u rateg;uría. Pntunres p1H·dl"'I1 <..,JWl'dP1 dus cofiLi.s: 

l. Si la red da un.a snlidn incurrecta. (es derir. q11e la red indique que el 
objeto conocido pertenece a. un:i. rlasc q11e nu h" rurresponde. pur c-jern
plo, dar un O cuando del>iú ser un 1 u viceve1-~;;\). ~::e d(•.sea c.¡11e cstu nu 
vuelva a suceder. 

2. Si la red da la. salida cor-recta. entonces e~ innen .. ":::.a.riu harer c.arn.Lios. 

Entonces pura. que la red sen entrenada d algorit.n1.o de aprcrulizaje para 
el PS sería: 

L Iniciar o. la red colocando los pesos y umbrales aleo.turiun1entc en s11s 
entradas. 

2. Presentar como entrada un objeto (codificndu a través de sll vector de 
rasgos). 

3. Calcular la salid.a. (en el ca.so xnás sencillo, usando lé\ funciún Heaviside). 
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4. Cambiar los pesos el número de veces necesario para obtener todvs 
los pesos sinápticos qne clasifiquen correctamente al cunjunto llamadu 
conjunto de aprendizaje. Lus pesos se van variando para resolver el 
problema de encontrar el error E, definido como: 

donde S es el vector de salida y Se es el vector que codifira la salida correcta. 
Para el cnso del PS, el et-ror es: 

~ ~ <1(1) - 'y"(t) 

donde d(t.) es la respuesta deseo.da y Y(t) es la respl.1Csta d~· ln red; el error es 
importante en el pruc:cso <le uprendizaje. La funci(_')n escalUn. nu se usa aquí, 
excepto para que la c-lasifi.cari0n de ln red µr0dnzc~ -i-1 ú O. 
Si ln salida deseada es 1 y la salida dP la red. es O, entonres 6... = +- 1 y así lus 
pesos son incrementados. 
Si la salida deseada e::; O y la salid~ dt."" la red es 1. Pntonres ~ = -1 y así los 
pesos son derrement.adcs. 
Si lo. salido. deseada es ignal a la salidn de la r~d (es decir. es la c:urrecta). 
~ = O y los µesos no rnrnl>1a.n .. 

5'. Presentar la entrada ::;iguicnte. 

Algoritmo de aprendizaje del perccpt.rón simple 

Ahora usaremos el alg .... nitmo de aprendizaje nnterior nvlic.ándolo a un ejem
plo en particular: 

Si hay diferentes tipos de letro.s, por ejemplo, A y B deseo.mas sean clasi
fico.dos las A en la clase de la letra A y las B en la clase de la letro. B. 

l. Iniciar los pe~os y el urnbral. 
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Definarnus ll"1 (t). cun O :S. 1 :.::; n, r:umu el p(.~su de Pnt i·ada / ("fl el ticrnµu 
/, y E> rorr10 el valor umbral en el nudu de sulida. 

Asignar i·V0 = -E-), que es la desviación y dejar fija a .Xo = l. Asignar 
V\-·"1 (O) a valores nleaturius pequeñus, inir.i.:lndu así tudus lus pesus y el t..unLral. 

2. Presentar la entrada y la salida de:-;eacla. 

Presentar la entrada .\-0 ,.Y 1 .'\2 ,. .\:" .v l.'.1 sali<la deseada d(f). 

3. Calcular la salida de la rcc.1. 

~'(t) = f,,(L_ W,(t.)X,(I)) 
•-'"º 

~l. Adaptar pesos usando el nlgoritn10 Delta VVidroW' - 1-Ioff. 

il = d(t) - Y(I.). 
iV;(t + 1) = IF,(1) + '/~X.(t). 
d(t) = + 1 !'Ü lu ent1·ada pertc>nece a la clase A. 
d(t) = O si la entrada perh~nece a l.<.t clase B. 
donde 0::S T} ::; 1. t>S llnrnnda }a ju.ru·ú)n f}Cl.7/f171f'1l1 (o fr:rTTll710 (lflnClUCill) 

positiva qne cunt rula la ra:r.ún dP adapt ;;H·i(1n. 

5. Pre.sentar la entrada ~íguient-P. 

Cnn. ]{:.\' qne ;1~c ">ST<:' alg• ,e·: t 111•..> d» ;~p:·f"?nd!;:ajc s•.' llan-1a .-\DALl:".""E (AD.·\µ
ta.tivc Llnear >;Enrun~;) :v la 11n1.Jn Pn. •¡na r~ula red dt' varias .~\D.r\LI~ES t.'s 
lln1nndn )..lr\DALl~E 1. ~J Any- .r\.DALI:--;E). L~lrCor<l e Illing'\vurth. 1991}. 

Otra rnancra d°" l'<"~·ulvPr· el pruLlerna dt.~ dasific-aciún es hacer 11nn mudifi
cnciún dt..•l ulgu:·it rnu ante1 iur .:l.ltcrnndv lus pt.~svs para n"forza1· las dPrisiones 
correctas y desalentando \as i.n<"urrer:ta.&, es decir n~ducH· ~l error. Si la i·ed se 
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eqnivura (rasu 1 anterior) hny q110 inr1·ementar la s1.una pundera<lu la signien
te vez para que rel.n1s€• el 11ml>nd ~· de la salida ruITPcta, un l (u disminuida 
pnra q1ie nu c-xreda el 11rnLral :v prud11zc-a In salida CDIT<'rtn. 1ln IJ). Estu 
se logra s1nnandu los vah..11·cs de entrada n lus pc-sus para q11e la salida esté 
encendida (es derir. en l) u i·cstando los "·.:dures de entrada dP lu.s }Jesus µara 
que la salida es1·é apagada (Ps decir. en O): 

o-~+_\·, pat"D. qUP la salida:'-.(."<). l 
l·F1 -~ _\'"1 para que la salida sPn O. 

Xútest-- q11(.• las "~ntra<lus q11t..• \_·:-.16.n acti\"'-l~, L11 1ni:,ff1• ... l1t'1npu .":-t·1·;-i.n afec
tadas; µc1·u las inarti\·a~ nu cun11jL11>-·en a la :3runa pu11d('C'-\cla. pur pJl,,. fé•l 
cambiarlas nu afPctaría <·l tes1iltndu para la cntn:lda p:1z-tir1dnr en r11Psti• . .'1n .'· 
sí µuede dPsordenar lu qu(-' ya sr h:tbín apn~ndidu. 

El algoritn1u de aµrendizaj(.' :1ntPriur e~; 11na -..·nnant•-' del apn ruh::ay ffc

bbiano ( 1YL19), el c11nl sc'1lu es de 1'uncxiunes di:> r-i:"furzan1ic·!1! u ru·t:.1•(l_ 

La ,-ersiún 11sada sülu .:1.ferta ''<J?lcxiun·:~; ;1rt li."~is pi-r'-'· ad,~rn~i:::-. ~~<J!l :·u

bustecidas u dcLditacln.s dC'bidu a qttc pCJd,~n10:-. alterur 1-JS prc;u~- r<i:1furmc 

cunocernu5 cuál res11ltad(J cl(_•!J1'r·1~ d=s.r la t•_•d. e~' d1.·rir •1::;arr~os npn.7!tll::u.1r· 

supt~r1risudo. 

Estn. idea pata apn .... ndizay: f1p_• pn:..L~da <.'!1 l~JO~J t~n '"rPd rn.'1ll"<..•nar· 

construida pur :\L \Iinsky y I). Ed?nunds. 11::anclu para P:<:l<1 11na xnúc¡i1ina 
muy grande. [Be~.de _, .. J arksun. l q!) l '. 

Returnandu lu ante1·jur . ._)u·.::::i v·~r~1<.:.n d<"l µnsu -1 sería. 

4'. Adaptar pc~os 

Si la salida es rurrer:ta, e-nt<. .. mrPs Hp,(t -~ 1) = iV,(t) (es decir, no hay 
cambio). 

Si la salidn es O, y debería hal:H"l" ~ido 1 (dns(" A), c>nt.onres 

\V;(t + 1) = l·F;(t) + X,(t.) . 

Si la salida es 1, y debería haber sido O (clase B), entonces 
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H',(t + 1) = \V,(t) - X,(t) 

Los pesus nu st• ajustan en la~ líneas de t..•ntrnda. lu nw.I nu runt.riUuye a 
la respuesta incurrecta. y.n. que cada pcsu se aj11st u p1>r el valu1 d.~ la entrada 
en esa línea ~X~, la cual seria reru. 

Otrn nltern.at:"n parn a(lnptar lus ¡JeSu!~ (l<• tal tnudu qu(~ si• lugre la clasi
ficación de los objt~t.us es inttudnrir nn fart<_;J r1111ltiplira.tivu rnenur que unu 
en el término de ndaptariún dt.· pes<..1s para a!en1 :i.x 1-·l canlbiu Pn los pesos. 
haciendo que lo. n~d dC peq11pf1us pnsus. kJ (·nal in1µlirnr\a qne el pasu -1 fuera: 

--1". Adaptar pesos (versil'.>n rnodificada). 

Si es correcto, t>ntunres 

\\.°,(t ·'- 1) = H',(1.) 

Si la snlida es O. y debetía halJer sidu 1 (d:::i.se A), entonc:es 

vV,(t + 1) = 1V,(tl + ,,x,(t.) . 
Si la salida es l. y debería haLcr sic:lo O (rlo.se B). entonres 

donde O:S r¡ ~l 
adaptación. 

1\',(t + 1) e~ 11",(1¡ ·- 'IX.(1) 

ténnith.' g;unancia pusit,i\.·,j q\le rontrulo. ln. rnzón de 

Cnn opción más (µnrecida u i.a:; antt.•riurE""~;} P~;. <."'tl l11gar dP ~·!l.7ruda!'-. bi
narias (O ú l). usn.r entrudar; biµula1·e~;. e~ de('"Ír. 1 :, +l. Si se n~.an entro.das 
binadas las que tiPn<:>n O nu t."'st::í.n entre110.da:=.; en ran>Liu. 11sand.1 biµolnres. 
todns la.s entradas ::;er:in ent.rennda.r;, n.prest1randu así el pruce~.,n de- runver
gencia .. A.qui súlu llf'nreni.u:::;; f:"ntr.::i.das Lnnarias. (vt..;a:-,p Hei-t7 1 f al. 1D9~3j. 



2.4. EL PERCEPTRÓN SIAIPLE 

Cun 11n pet-ceµtr·ún 11nirapn es pusible l"PsulvPr 1ínirn1nente pn.•1Jletnas de 
clasifir.aciún de ul>jetus que sean linealni.ente separables pur un hiperplanu 
(plano generalizadu) en un esµario patn~n n-dirrH:11:..io11al. de lu cuntrnxiu sin 
importar rún10 se-a entrenada. la red nu pvdrú -ejeC'11tnr la rarea. ( \.·er [~linsky 
y Papert, 1969]). 

l:n ejemplo de esta limitnr:ión del pe1·ceptrún es tratar de- resulver el pro
blema XOR. el ctw.l veremus a cuntim1aciún. 

El problema XOR 

La fnnciún 0-exrlusivu (XOR) ti~ne dus entradas y una salida c¡11e sr sirnl..n.>
Hzan en la Figura 2.6. 

x-~ 

v~~--~~~~- z 

Figura 2.6: El símbolo lógicu del O-exd11s1Yu. 

Esta produce 11nn salida sólo si 11na u ot1a dP las entn1das está encC'ndida. 
pero no si ambas están encendidas u si ambas est<in o.pagadas. Re¡n-esentnndu 
encendido con 1 y apagado con O. podemos esrriliir t'Sto rv1nu <:-n la Tnlila 
2.1. 

CEntrada 1 Ent!"ada ¡~ 
1 o 1 o 1 o l 

¡--~--·~ ~ r-·- : --J 
[ 1 l : __Ll___; 

Tabla '.2.1 Función O - exclusivo. 

Queremos que el perceptrón aprenda a resolver este J . .>ruLlemn: la :$nlidn 
es 1 si X está encendida y }""" está apagndn, o si }" está encendida. -;.· .. '\. e5tá 
apaga.da. en otro caso la salida es O. Es decir. desea.mus qne el perrcptr6n 
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considere a las entra.das X y )"" qlle den una salida igual a l curno miemb1:os 
de una clase y n lns entt.-n.dns _'-'\.. ~· T' que den nnn salida igual a O como 
miembros de otra clase (distinta a la prirnera dase). y que ndernñ.s seµni·e a 
una rlase de la otra c0rrectnmen.te. Así el perreptr1..'.in hnl.JI"<.Í. rlnsificndora las 
Xs y Ys en su dnse respl::"'etivn.. 

Podernos dibujar estu r:-n nn PSpariu pntTÚn rot-rLu f"] de lo. Fignra 2.7. 

X y 
CD 
ICl 
CWI -

1 a 
f:7"1 
1 n 

a 
.·'0 

'.!·· 

XOR 

~!-:, :~~ r:~ ~- .. ,:l" \._~) 

S J,, - l Snh.d• •. O 

....... ~ 

(~, -(!E) ~ 

tl 1 

1 1 

:H 

Sallda ~O Sohda - l 

Ahora, si el eje .X r·eµn•senta d valur de .\., el c>je Y el valu1· de }'. 
Los círculos OSC'\HOS re¡>rt:>~>entan la~ oen.t.tadns qtH~ ¡n·t.>'-b1ren \Ula ~alida de O. 
Considernndu lus círr:nlus o~r.11n.i::; 1·11n1u elJ:>rnentu:=; de 11na clase~- los c-ircu.los 
claros como elementos de utrn. close ajPna n la ante1·ú.11·. nu pudemus h;:i.llar 
una línea rc>ctn. qnc separe a la:--. dus rl.:.\.SC-S. F'ur lu ta.nt.u, ta1ef> \..Jo.trunes nu 
son linen.lrnente separables (scrc-i•..Jn l .'.2) y pvr E>llu ... ¡ l..Jf'O'rccpt1·ún Hnicnµa. no 
puede resolver el µn..>iJlerna.. 



Capítulo 3 

Perceptrones multicapa 

3.1 Historia 

El estudiu de rov aµlicudu a rnudelus CUfflplltaciunales $(" ul·iginú en el escrito 
de )..lcCullorh y Pitts µnl>licado c>n 19·-l~L En éste st.' 1ntruduju <"l rnudclc) 
descrito en el c:aµítnlo anteriur. 

Duruntc lus !-'ignicntes quince arlus st.."' t raLajú rnncho en la lúg:ica run1pleta 
(ésta puede hacer r.:tialquier c:álctilu qu~· \lna rum1.>11tndurn urdinaria dib<ital 
puede ejec11tat·, a11nq11c nu necesurirunente así de r:i.p:<lu u runvcnic>nte111ent(•) 
de las redes umbral. L~s redes son capaces de cálrnlos <l<' tudu t ipu :-· se 
analizan .... n corno rnó.quinas de t."'stadus finitos. cun ).-Irnvin :'.\.lin::.k:---- t-'n 1 D67. El 
problema de hacer una red qne diera 1es11lt.adus arert.ados u lu rn¡\.s apn .. ,xinr.a
dos posibles a la verdnde["n respuesta utllizandu ya sen '-·leH«-·ntu:~ run c<1.k11lus 
inexactos, con interferencias, etc:-. f11c> rcsucltu por ·vun ;..;~~11n1ar•ll q1_11en 11~ .... :i lu 
redundancia. Estu llevú, tiernpv ck•spués. a rC'prest.~ntnriunors de rhslrih11c1ún 
n•dundantr~ con Vinogra.d y Cu ....... ·an, (ver [Benlc- y Jnck~(Jn. 1~JVlj). 

En el extretno opuesto n la lúgira, st:• desarrollaron t"=·un"a!:., rvntin11n~. Est.e 
enfoque nsó e-cuaciones <liferenciales pn1·a dcr;rTibir pa! 1 une~; ele art ¡,·idad en 
grandes masas neuronales y ~.-e k• cuni.:.1cor rt.nnu 11r!11ror/nuÍ7n1rr;. n frnría rir: 
ca1npv neuronal estudinda pur l-1.asbf:•v;,ky, BPtirh.•. \'Vib,.n. C~u"\V.'.1n. ;-.· .-\:-,-1a1·i. 

(ver [Beale ~· Jnrksun. 1991]). 
Alredf...~dur de 1960 h11l>t..> 1.1n~'\. ula d<> art ¡\.·1<l.ad•_'~ l't'nt ¡·::i.'-h\~ •='n el g;r1\µu de 

Frank Rusenblatt. cnfocúndosc f":'ll •.:-1 p!·uLl<'n1n de cúrnu hallat pe~ .•. ,., .-i¡.nuµia
dos. \l·p, (i = 1 ... , n), pnra tare-as rur11p11tacional<'s p .. at1culare:-,.. Ell•.,s usai-un 
rede~ lln.madn.s ¡u:r·c':ptruru:s. ··l,_,ndE:.• las i1ni<ladr:-~ f:'Stal,.1n ••Ignnizndns en c-n-
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pas run ronexiunes l'f:>tnxtlirnentadns t.•nt.tP nna capu y ln :c.ig11iPnlf· 

Redes muy siinilares llumadns r\DALI~ES fnerun in-vt:•nt.ndn~ ra~i al misrnu 
tiempo por \.Vidru'-V >' Hoff. (v•:--r [Beule .Y Jnrk~un. 1991]). 

Para los pcrccpt1·01u~s unicapa o snnpli:s. que sun nq11ellos sin <:"npas inter
n1edias, Rosenl.ilatt den'l.ust.rú la cunvergenria de 11n alqo1-1t1110 de aprcruú:::.u]<:, 

unn forrnn de carnbiar los pesos repetitivnrnPnte vn.rn realiza1· el rálculo de
seado. :\luchas per·sonas rreyerun que talt""'S rnáq11ina:,., se1ínn la l..1asc de la 
inteligenria nrtifirinl. :v efert.iY.runentt:.• a!-iÍ snrediú. 

Sin ernUargu .:\.lin.sky y Pa¡.H.·1·t en :su lil.Jtu ·'Pr.•rcL~p11·u11s .. --;púnlarun nnn 
limitación del algorittno de aprendizaje-: c·l alg;urittnu s1Jlu :-::e aµlira a lus pro
Ulemo.s raya estr11ct1ira. En C"! libru se dt:'muest.ran fallas <ld p<>rreµt.rún 11ni
capa al resolver problenu\:=; r:un separaLilidnd nu lin(>nl. p, .. l"•..> la dt"tnust rnciún 
de que es incapaz de n::•sulvtc>r pruUlerna"-; de Psle t ipu PS difícil:'-' f;e abandunú. 
En el libro se analizan lns capacicln<lc::; y lirnitariones <ld I-H~1cept11..:H1 11nira:µa. 
!vlinsky y Papen. n1ustrarun que ulgitn'-->S ráln1lus elcni.entrih~s nu pudrían ser 
hechos por el perr.eptrón sirnµle r1~.'-;) de RusPnblatl (a11nq11e hny n11tu1·e:=; que 
n un PS de tres rapas lu nc.nnbt·an a::.Í, pn~s runt:.ideran las cnt rJdas r::umo nnn 
capa además de la capa dc- salida. PPru aquí runvt:•ndr<>mu<;; en nunca contn1· 
las líneas de P.ntrada curnu 11na capa .. A:c.í la Figura :J. l ~,cr:i. 11na n:•d d<" d.u.s. 
capas). El t_->jerrq..>lu rnüs ~JJ1.i.pk• pnra :-r..ust1.i.r i,_,,.. lin1111_·~-; d.,·l PS "" ,.¡ 1•nJl>lt->111a 
del O - exclnsivu (.XOR): se nen_·~ita 11na nnalad ind1vid11al dt> .--ali<la para 
encender (n = + l) :-.i 1 ina '-' la utTa de du~~ línt..•a::; d+.' ('T\t l add e;.r :i. "nrendida, 
peru no ctHl.ndu ning:11na l.' ani.b<:i.$ ,.,,nt.:·ndns PsLni µn ... nd.ida~. 

Rose-nbln.tt esLudiú est n1ct 11ra::-:: ("<...>n rni<> "ªPªS dP 11nid.ad·~~ ;..· rreyú que
podrían suUrepn.sar las lirnitar·iunc;; df~ !u~~ }JS'. Sin •·rnl>aq_~u. nu f"!Tirunt.rú 
nn nlgorit.ni.v de apn.•ndizn.Jt_"' para deterrnin.ar lus pesus rH•cp~;arius para irn
pleni.ent.nr un rúlrtil•J dadu. ~Iinsk.v y Pape1 t d11cLu ,_,n q11P p11l"liPra ~.er C"n
cvntrnd1, ;dgunu :-· 1111:jur í_•xplu:::a:un •.Jn:-..~.· a¡>:uxin1at·\c_J¡;,••·, ·" i:t 1ntelig(•ncia 
o.rtificial. (~un ('f;t.ti. la n1:J.,·uría dP ¡,,<, ri••nt lfir,_,~ •·1; 1·, •ll ip11r.tc j, •Tl clP.J'-11"<.,n <lP 

investignx l'l alguntn1•·., de> ap1,..ndl;~a.it· •~n 11na h'.Y pai-.1 ¡·1>.~¡;l,·~·1 r11.dq111er tipv 
<le p1·ubh--tnn. !-''-'!. r·a~.i .2U a11v~"' 

Pese a •'llu. :..di,'.;11n,:.s P"I:-;,_,11a:~ ;·(,!1t1;111,E<,;> d.:·:-o:;tr·:·;,!Ltr1cL> ::1 ,, . .,¡ ín. d,-~ la 

lli\' en¡..__,:; ail.u:-. 7lJ":.< l~n .c:·~·.1a l.d.l.,..>1· ~;~"· <''.·l11Lh.-, l.-1 rruu;urliL n.su' <11tu·a tl1· con

!t·11itlu dut cr:unu1f1lr.. (n.·r- ){uh•..>nen l'_l/7~ ). •'!1 la cu.L~l dift~1·.-·nte~: patl"•Jn~·~' dP 
~ntrada son asuciadus run aig1in ut.ru. •:s deciI, dan la xn1::orna respuesta~¡ sun 
muy s¡milares. Est.::.. lu pn..>pllsierun rnttrhu ant("':" ·ra:vlur y Steinl111rh. y fnerun 
redescubiertos dr~sp110:.c; por Andersvn. \\"illsha'\v. ::"\latT .'-' !{uhun•~ll. Grussberg 
reformulú el entendimiento del pruLleni.n g•:"neral del apu:-ridiza.ií~ rn una red. 



3.1. HISTORIA -U 

)..lurr desarrullú teuríns de red <l~·l t("'t·ebelu, la neucurt~za ren..:•lJ1·al lrnbiet·tn 
en capas de células qlle r11Lre lo. superficie del re1·ebn..1 en la parte frunt al), 
y del hiporampu (estn1ctnn;.\ prunün.entc del suelu df:'l ventr!r11l1> lutt:-1nl del 
cereliro). asignando funciunes espt:'r.Íficn.s µnra. rada tiµu de n<""ntona. '\:0.1.nas 
personas. inrl11yendo n :Vlarr, V0nde1· >.Ialsb11rg. y Cuupe1-. ···sn1diarun el de
sarrollo-:--· funciunamientu del sistPm.a -..·isnal. (ver \BPale y Jark~un. 1091]). 

Crugg y Ternpedey n~furmulnrun la r~d ).Jc-Cnlluch - Pit ts rurnu un sis
tema de giro (mubrnético). (ver [Hertz y et al. 1D9:Jl) 1nt1:-• runoridu dentru di:
la física. Se creyú que la men1oria residía en la hist1:·n•sis (ver [Trigg,, 1991; 
).lirhels, 1956) ) de lus pntn_1nes dominant._•s t:"Sl_H:•raclus par«i dichv sistema. 
Luegu, Caianiellu cunstn1yú una teurín estadística. nsn.n<l~> idPns de rnera
nismus estadísticos, nt.ilizn.ndu aprendizny:.• cun 1.::i.s idt!ns ch• 1-IeGb ncerra del 
aprendizaje c>n el cerebro. El nüs1n0 terna [ne rPTuni.adu 1_•n lus ailu~; /O·s µut 
Little y de nnevu en 1981 put Hopfield. Hopfid<l nyndú a curn¡nender rnejur 
el aprendizaje en las RN nl utilizar. ch~sdt..· u11 -puntu dP ,-i~"'ta dr> la física. 11na 
función c11crg{a y enfatizar 1nemorias cornu atr:.lctu1·es din.imican1ent<:> t:•sta
Lles. Hintun. Sejnu•vski y Perettu llSutun lL7lHlurlcs f'Sf.PL'tÚ.ltcas qne sig;uen la 

función Y = fh( i: \.\', ~Xo -E->) sólu C"uni.etiendu --t:.·rrure~;'· Li•" a.pruxirnariún con 
,-_1 

nna c::ierta probabilidad -f'i1nihu a la ten1pc-ratnr.i .. r, n1pr;:-\.11'w;_1. ~-·~~tndistir;:i.. El 
poder verdadero de la 1nc•fln1ra e ... :t-.a<lú-;\ ica f11e f~nt<.n~cl'~ t t ;.vídu pa::a l!l<Jst rat 
el problema de red esturústira pur _:\nüt. 11sandu rnétvdv::. de;:¿q n>lLi.dus en la 
teoría de siste1nas n1nb111fitir·.__.~, dt.':"•->rcl('n.:idus ll;>.Tnadu~ 1·1d1-1r> .... de f"Spi11., (ve1· 

[Hertz y et al, 1993]). 
Sin embargo. q1iizás el de~;ntrull{, rn<i~ ~>ulire~•~•lientt._• Pn é~~t a dúcn<l~i. se Unsa 

en los perceptroncs de Rost.~nblatt inltTnnnpi<lus hace '20 aii.us. '\!n.na~ per
sunns han desarrollndu nn algunlnl(J ciue tralln.ja cficiPntctncntC" par~ aj11=-tar 
las unidades de ront.>x.iún ch• pesu f:'n raJ->as suct.•s:vas de pcrccptrv11cs 1n1Llti<·upu 

{P1\f(':} .. Cunocidu cuinu 1c!rop1·opn(JO.CLCi11 par.-.ct:> q11e su f11ndadu1 fue ¡Y.-iinen.) 
\Verbos a tnedi.ados de los añus 7ü·s. e indeµcndient.e1ncnt.e lu rcde~-<-:11brierun 
en 1986 Rumclhri.rt, Hinton y \\-illiarns, y Pn:·ker en 198'.2. L._~ Cun tarnbién 
propuso nn n.lgo1·itrnu 'l·c-laciuna<lv cun ei de ret rupru1_.ag2.c1•Jn. .-\.11n4nP la 
retroprupagnciún nu da a un algu1it.rnu genc10.l. la ca¡...iaciUad nnn¡..oleta do.:.• 
enseñar 'lna tarea cunl.putn.r:ional ~i.rLitrari.a a 11nn. red. sí p11c<le n•sulver :::n1t
chus µruble1nas. talP:o> curnu XOR. que h.">s percept.runes de 11na cnpa sirnp\e 
no podrían suluc1(_•nar.. La mayoría de la n.cti"\.--idad actual s>? centra en l<:\ 
retropro¡iagaciUn y sn~~ extensione~. (vC'"r (B~o.h.• y Ja.cksun. 1991}). 

El desnrrullo trcnulúbri.("o <l._. L.. .. s JU'\' lo hnn 1-eaiizado art 11aln-icnte univer-
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sidades cumu Calt~~ch y rum¡.Ku1ía.s de alta t<"'rn .... luJ.!;Ía run"1•..1 TH\\" __ General 
Electric, y Texas lnstruments }Jara 111ego Jlev¡1rs("' a la pnirtira (pu1· <C".icmpl<J. 
Nestor y Hed1t - ~ielsPn). Esta tPrnología Sl' nLn· pus•• 1_•n n11whnsdi=::3r·i1'lina:s. 
incluyendo psiculugía. Liulugía. fi~iolug-ía. rnar ernát ira,_ fí:o.i<·;1. rícnr -i ..;15 dt• 1.n. 
cornputaciún y lingiiíst ira. 

3.2 ¿Qué son los perceptroncs 1nulticap-a? 

Parn aumentar In 11tiliclad dP lu~, pc•1TPJ..ot1unc·~ 11nír·;i.pa t:.11cgierunlu~ pn-np
trones niult.icapa (f>/11C') qHP son ~i11ulares a J._1~; p1irn.-.r1¡s ::-.t",fu q1a.·ni1ac:=-iiéndoles 
unn o más capas interm"'dias. 

Los F'.l\JC son n;>des jt~rárq11ica~; antPalimP11tada~ •~1i capn!_; qlll' r~~t.J-nsistcn 

de una T"t:lina (c::uyu úniccJ Pªl-'"-'l e::. -.dirnent.:::u- J>atn~nt·s de ••ntradnde::2'ntru<lE" 
ln red, tomando así inf(.>1·n1uril::.t• dt>sch· el rn11ndu r_·xt<'I"ivr·J. <le nna c·apa ¡/,-; 

salida (dunde el n:>s11ltndu (•::. t~l .--.-í,lc11lu kidu. "'l ri1al e~.~ 11na salidn visi:.:1::-h• pnrn. 
el mundo extrrnu) :--·de una u varia::: rapa::> int.Pnrw<lias 11.::i.rnad:\s 1·op11.~ ond/11.~

µorque no tienen 11na runcXilJn diiPc: .i c·un el n111ndu "~xtc-riu1·. ni C'r~"--r- rada u 
salida y act únn rurn•_, nic-Uinc.f.._,tPs ent p• la!-> nnidadL•s de .--.nt 1·ada y [;is 11- .r::::.idndes 
de .salida. Lns raµas urultns pt.'rnlltt~n al ;_-1.StL·n-1<.1 furni.ar i111a IPJllr_..,f? -r,:;.tac-iUn 
interna del I-JroLle·ma. danclu así m.-Í.5 1-'UI ,,_•nr~in a !u~~ }J,":,j(' qn» a lu~, 1.:. _.r1irn¡ia. 

y para ellu es indlsr->l.""nsnblP qu.-:- las relur-Jun"'!' ··ntrP l~1s nct iv.:u·ionp~~s <le In~; 

capas no sean line.n.Ies. ,\dem.á~. ~i el n1l.rrv:.•r<-• dP 11nHL-HJ••s ~·n l.i~ rapa<~ ,____,r11lt:i·. 

es rnuy· p'C'qtieñu, la n~d n1;·re:-.it.:i.rú de n111ch;ts int.-~1r·u1H'Xl<•n•'~ !Ja¡·;i¡•rit r~JlafSl· 

_v le cust.ará rn11r.hu Psfuer:.::u 1·ecurdar run exar·t it11d. 

Cumu lns '"i:nldad.P~; .. dr> ent1 ada i las q1i(• ,,~r;in '"!' 1:c t•·t l! :1) :'.1> i11~.!-~a11 1111 

papel sig:nificati'-·u. •·~~ ·1~~11.al q1i.~ (;·l ,·,11u1 dr ''nlnu/11 ¡¡,, •' ,-¡¡,·:!!". :v--1,¡.;-·"".:t.:aqna 

red c::un una rapa or:1iita dir.:-tnus CjllP 0<.; d(· dus rapa.~ í la• ;qJ;1 u<"tlit:1.\' _ l..;_i. r·npa 

de s.::ilida). De '~~ta n-1anPra :'.-P t 1ot:~ne q110::• 11na n·d d(• .V c¡1p~1:-; r-i,~n~· ,\' 1'.r...=1.p:1s dl· 
rrJn<:"x.ione.s ,,. .\'-/ rapa~; uc1ilt;1..c.. El n1,1rrv·r0 d·· c~tpn.:~ ,,r-~1!r.1.<. y Lir::_:_¡nf1d11d 

d~ ne11runa~ en ell-.~s 1>:c;t.;in t~sl iechana.'nr<• \"lnr1ilad1 •S ,·,,11 1~1 c<..>rnpl(•ji<==lod d('I 
proLlE>n1a a re~>ul,:t->r ,.\~-i. n:;;¡indo e~:;t.:::i.~ 1n.lg1:1r11d1·~ r(•n••• par:íuwr.~ r .... 1s. 1'!> 

¡_..usible ID<..Jdific.:::i.r la capnridad d(' la 1••d p;1r~• 1..-'.-1.l'-·"1· diÍer<_'nt1:.'> ri_:=::-r.;.-1Js dt.> 
prublcmn!;_ Se sal.e q11e 1ln P'-•r-rpptnJn d0 d·.J~· ra}"t~. ¡>1••-·ck· t~·~>ulnr ·-~1 rnso 
mri~ genernl dt .. HF: t<:>l <le la rln.sifirnriún 11u linedl. 

En la Figura :J. l se d.1 la rep1-~.:-sPnt.1.ri.Jn gnifira dP] /'_\[( -
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3.2.1 

RETINA 

CAPAS 

C>Ct:LTAS 
CAPA DE 
SALIDA 

Figura ~-!.1: Arq11itert11ra del P:\IC. 

Arquitectura del PMC 

Este tivu de lll'V está furrn.adu, romu ya se rnenciunú, pur ttna ¡.n-imcrn fila de 
net1ronas que es llamada retina, '-"éHins rnpns ornltns y nna rnpn de salida. 

En la retina ha~· n neuruna~ de ("fltrndn qne furmnn nn v~rtur .\'." F R" de 
rasgos u atrib11tus q11f:" se encarga <l<'"' dar l.~1 infunnaci(~n a la rc-<l; la rnµn de 
neurunas de salida da In inforrnaciún :;a procesada rutnu 11n vertu1- en R 1·. 

L7n r:~lt1do a~:l p1:rcr:pf7·,)11 es 11n ¡.n1nt.u en C'l espaCÍ•.• rn11lt1dimensi<1nal 0-
en el cual se rc-presentan los pesus l·l'", usignud<_.s n l::i.~ r~·nexiun...-...- ~in;ipriea~. 

Para lu~ J>:\JC~ usaremus 11na función esrnlún más suavP q\tP ¡).-::i.ra P} ca!;;u 
de lu:. perceptrones simples. En P':itP ra1nbio haremos qnc <>n mnyur u menor 
cantidnd cnriendn o npnguP. rurnu ant.Ps. pcn..1 ndern.:i~. Pn dirha fun~i·~•n 

existe ll!"ln p<>ndiPnte entre c-l murn~·ntu de <>n("endidu ~·· el dP ap.:i.g"du que 
darü nlb.,lna i~furn1n.("ÍÚn dP las Pntr·ada!-. l-'•>.r.-i. a.si ~.abrr r·1f.11d•, ;ierf•:c•itn.rTH..>S 

for~altc·rer u dtc•bilit.-:.r los I1P~~''"' r,,-.¡p,·antP!':" .. D•' PSt" n1,,rJ,, la :·,.d .tpn'ndo:-!·:1.. 
Dus pusil1ilidud<>~ para la n11•-''·'él. f11nr·1._·,n inn:H·;,l :--<Jll rn<J,o;~¡;:ula!' en !a~ F ::!;111·a..., 

:1.2 y :J.:L 

punderada exr(_'d,._- <l•.·rnasi;u:lu .t! 1trnbr:-i.l. •.· •': rn1:·,- ''•'! r·.c:i'' .1 '"'!•• :--1 ~.: 
ponderada ~·~ n1·drhu rnen•J:: qi..:.•:- •'i 1 1nl.L1r;d ("•1and·.> ,.¡ '!!nl1r;d ·.· :.~ 

pundecnda ~-vn ca$! lb'l.1n}P5. Ll '"'~didn. d~ ... la 11•.>~:.! una r-.-.ndr;l 11n v:dt~1 E-'llt rc
los dus extr~mus. Estu Slbrnifica qnt:-- la s<didn <l"-~ ln n~11runa ('~· r·ap;:iz dc- set· 
o.fin a s11s entrada~ io•n un rnudv rnris útil e 1nfurrnativu q11e r>n el ca~v de ln 
fnnciún 1unUrn.l pui·a un }-lPlTPptrún sirnplc:-. d.,nde s«ihJ uc-11n(• cplP s1 la s111nn 



44 CAPlTULO 3. PERCEPTRONES IvIULTICAPA 

o 

Figura 3.2: Función umbral con llmites entre O y l. 

ponderada excede al umbral la salida será 1 y en casu de ne~ excederlo será 
O. Así la entrada ya nu es sólo encendidn u apagado, sinu que ~e mantiene 
en un cierto rangu. 

Note que se nlterú el mudek1 para an11l~u la dificultnd del i-n·oreso límite 
de aknnznr el uml.Jral que disfraza las entradas de las salidas. y entonces nl 
ajustar el n1odelu estu p11('d~ n:•solvers<:'. 

El F1\lC' 11sa una fnnriún no line.al. que le permite n"S<...>h.-er pr.: .. Gle1nns 
rná::;; complicadus q11e lvs pusibles de sul11riunar run Ull petceptrVn ~ilnple. y 
tiene cnpas ocultas, 1nicntras que los perceµtrunes $irnples usan 11na fnnciún 
escalón lineal y nu tienen capas ucuhn.s. Pvr estas diferencias es qne la regla 
de aprendizaje del Pll!C es difei·ente de la del pt."'l"C~"pttc.'1n ::>imple. 

De las dus Íunciunes i1sare111u<O" la. función u111lnnl de tiµu ."';t._qTllOidc logística 
µara que la t"cd ::i.prc>ndn. n. dn.sificar ubj,~tus. 

3.2.2 El r1ucvo a1:.rendizaje 

La rc-gln de aprendizaje para l0s P.\!C. qne es la generalizar:iún de ln reglo. 
delta para perceµuone~ simples. e:o. llan-inda la rryla df"lta _r¡c:ner<zli::.ada y da las 
repre.sentaciune!:> internas necesanns sobre las unidade!:> ucultas; fue desarro-
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-e o 

Figura 3.3: Función umbrnl sigrnoide. 

lladn en 1986, principalmente por R,_;,melho.rt y l'vlcClelland, quienes adernás, 
produjeron redes multicapa. a las cnales inYestigurun y caracterizaron. Su 
libro "Pnrnllel DistriLuted Processing" es uno de los 1nñs imµurtante~ en el 
cnmµu. (ver [Rtunelhurt .v :\IcClellnnd, 1986)). 

La operación de la red es similni· a la del percepr,rón sirnple. .-\quí 11tl
lizarnos la rrlrcipropo.gacicJn que es un algoritmo de> aprendizaje para lus F':\JC, 
en donde lus µesus son rnodifir.adus (utiliznn<lo la regla delta generalizada) 
propagando 11n erru1· "hacia ntnis" desd~ las salida!'_; baria la.s ("nt rnd . ..-..s. 

Csar la f11nci1.:.n <le tipu sig111uidc lugíst.ic.:i Bignifica que s11firicnte infur
n1aciL..n ar·<'lTLl. de l.:i. salida C':-:;tar:.i. <lisp• .. n1iLlr para las 11nidade!-' ,.n c~q)~i~, pri

mnxia.s. _v Pntonces €'!;as uni<ladr·s pn.:den t•:r1er su:,; pPsos ajnst.nclii~· p.1ra que 
dcrrezc:a t..•l etTur la signientP vcL 

C11andv inostrc-rnus ü la 1Pd nu •.·11l.1er1ada 11n pat.1ún d•-· ._·nt rada. p1·u<l1tcll·a 

una salido alf-~o.tu1·ia. C(_•nucc1n1l0> el pa.tr•Jn "c<Jrrespundi.-.1ttP .. (••.-; 1lr1·1r. IPrH~
rnus 1.in a¡ . .ott-~n(li:o:ajo:· ·.11p«rvi:,ad<J'1 :~· t"lt""ce:;1t.arn•..>:-; d1·finir i1n:l f1u·1c1•'...r1 1:1t<•r q11e 

dé la difr•rt..·nci:l t'Iltl"t' ~~! .• tP .'-- i,l :-,.d1da d,• \a ri~1l P.na nn :tµt•.'!1d1z:1je ;1d01~11ad.0 

necesitarnu.s q 1.1c !.1 salida dt.• la :-·~·d. :~P aprcixirn'~ a la salida Ue~c;pad:t. ••,,ru ('S. 

que el valu1· de la f11nri<:J:-~ etnH ~,.-. n·<lu.zca r:untin11arnente. E~;tu :._~(· hace 
aj11st.an<lu l<-x> p•~:>u:.; en la;_, r(1n•·x:i•J!1(•s Pntrt~ la~; 11nida<lP~; ('-'TI ra:;u nPcC"sario) 
mediante l-1 r1··gl:1. ch•lta µp~;, ... 1 al izad.a rpt<~ ralcula PI ,,-alor <l" Ja f11nr;,_'1n +.'tTut 

par·a esa Pnt.r.l.dn. p::irtir11la1 .. '/ ('ntonc,.s ret.roprupaga ,.¡ crrur de lllHl. capa 
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anterior. 
La retropropngación consiste de dus pnsus: 

l. En el paso hnciu. adelante, las entradns µrvreden a travtis de la red y 
generan una salida. 

2. En el paso hucia atnís. la i.lifc.n.•nria P!il re las '.'.al idas des~adas ~-las de la 
red, genera nnn seiial de errur que se pruµnµ;a de- regreso n través de la 
red en fonnn de térmira_,s, sllresivu~ deltn P"l"n t"ns,,.ña1 !t--. a a¡1ruxinHtrse 

y así producir In salida de~r:'ada. 

La convergencia del algur·itmv se pue<le awjur·ar haric-nclu lo siguiente; 

l. Asibrnar valores de µatrUn discretos. digan1us -0.D y 0.9 1-~n l11g;a1· de -1 
y 1 para alejarse de raract<'rístiras limitnduras ch~ nrtiv:lri(m. 

2. Lirnitur las act.iYacic>n<'::-. d•:- la r:-i.pa de ~,a}ida en 11n su!" la<lu. depen
dif:'ndo dPl sih,71V d"·I t_~IT•Jr 

3. Omitir la litnitant".' d(~ nrti,,,·ari•.:Jn Pn la r;i.¡ .• :i. ck· "'alidn. t. ... n r•Jnjunto. 

4. Aiindir los térrninu5 de cuncxit...'..n d(• sv.ltu de rapa dent tv de caµa5 se
leccionadas. 

Se }Jllede rcC'1npL::i:¿a1· el critcriu dt..• rninirnizac\(,n d•.•l t.•tru1 1·no:u.h-áticu ("'un 
otro basado. por ejernµlu, en PITurcs ab.sol11tus u '-"ll l.a raíz c1l.bira del en·ur. 

Ot.rn t€-cnicn gcne1·almente rnús 1Ítil rs rnrnLiar ]a:-; gan:i.ncw.s <le uµti
mizariün run1u prucc<lirnie:r.tus de cntr('"n<i.1nicntu: -se p1H .... den turnl..1ién 11!'>.a1· 
ganancias de opt.imizaciUn individunl par.--l rurn¡_Jonentes dP t:-1Tu1· dif~u·ntes. 

Si la red resuel,,,·e el prol>lcrnn. habr<.i desr11biertu nn r<•:i.l1!nt1.• de pesos 
q11c- pn.>dnccn la salida rorrecta. pnrn cadn entra<la 

El ajuste de µesos para uni<lade~' <'"n lu rapa de ~alida •-·~- senrillu. debidu 
a que In salid.o. de la red y la deseada sun run<....ic1das. p(~I u pnra unidades 
en la.s capns urnltns el aj11~te nu e-s tar. c~L....-iu. Inn11~i"1.·~1nv'nf•:-. µodemus 
cunjeturar qn<> las ra: .... a.s ur1dt.ns <'<;n<>rtad.1ó-. ;t !n.:· ~"lid.a:-' r·.,;: 1111 !-_~Tan ~=-rrur 
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tendrán que ajustar rnurhas veces sns µesus, mientras q11e las rapns urnltas 
conectadas a salidas rasi currf:'ctas tend1·án q11e ajustar purv s11s pes1...,s. Lv:-:. 
pesos pnra 11na 11nidad µartir11ln!· !:ierán uj11stadus en prupurril'.Jn dirPrta n.I 
error en las unidades a l.:is c11ales est ún runertad1..,s; e~tu sncf'.><le purq11e la 
retropropagación de estos PrrorPs a través dP la rt>d }H"rrnite q11e lu~ pesus 
entre tudas las rapas senn currertamento:" ajn~t:i.dus .. ·\si la fnncil~n <''tTur PS 
reducida y la n.·d aprende. 

A cunt.innaciún enrunt1·atenH>S rund1rlunes .suL!f"' lus p<'su::. quP aseg11ren 
que la fnnci(,n errur PS de<.:-rf•dent<". 

3.2.3 Descripción 1naten-i.ática del proceso de aprcn.
dizaje del PIVIC 

L-na red aJ.H"t..•nde µur n:•j ... HO-t iriunes snce~iYas dP un prul.ilL'?na. disnünnyf"ndu 
los errores con cnda iternrú'Jn. Lv <:pie vnmo~ tl hacer es 1Htscar h ... 5 pe.su~ q11e 

minimicen el erren· pnra túdas lns nnidadtO"s ¿( .. la red. La f11nriún rnris nsnda 
para enC'ontrar el error ,..•s: 

(:l.l) 

donde ET, e~ la funciün errvr pata el patrUn p. tP.J es la salida desea.da para 
el pntrún p en In unidad j. y nr.J PS la salida de la n'd Pr1 la unidad .J para 
el patrón p. 

El factu1· A hare rnás sirnµles 1.:-s r.:iknk .. s rri.-1ten1:iticus. p1H"~ .--.n Pl\us ~;~ 
tiene que calc1-ilar la derivada de /·~·,,que tiene 11n tt'rtninu p\p,·~i.du al r11arlrnd(J. 

La acti....-aciún de cada nnidud .J. para el ¡..;atn:.n p. <..'S la s1Hn.:t µun<l0racla: 

donde i \ ~., es el pes ... J des<le la 11nidad 1 hast.n la 11 nldad ) . 
Lu saÚdn de cada unidad j 1ps la funci•:in umLrn.l JJ o.et uando en la suma 

punderad.a. Aquí nsaremus l:i. f11r~ciUn de tiµu sig1noide h.>&11.s.tica. aunque 
puede uptarsP por r11nlq1Üt"""I" f11nciún rnunútun.a ere-ciente>, cuntlnunmente di
ferenciablc. Entunces: 
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(3.3) 

A fin de obtener el valor de lus pesus qnc min.irnizan el <-'tTut· nsnmos las 
técnic.a.s estnndard del cálcnlo, es decir, hay que ul>rener la derivada de la 
función error, Ep. con respec:-t.u a H"•J• que es el pe-su entre ln..s unidades í y j. 
Así, usando la regla de la cadena tenemc.s: 

Viendo el segundo factor de la igualdnd. en J. L y suLstituyéndolo en 3.2 
se tiene, 

(3.5) 

el último resu.ltndo se obtiene de las si.guientes ignal<lades: 

=O, ... 

debido a que si k =/' '(;-~ntonces nii·_1>-. :::-:. o .... si k :-::: , l'ntonce!:i :1 11·~ =l. 
iJ1F,_. . f)tF,_ 1 

Definamos el caml>iu en Pl (~rrur C'vrno una fi1ncit'.'1n, ó 1,J. del cambio que 
hay en ln.s entrndas de la red a ~1na unidad cumu: 

(3.6) 
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y así 3.4 es: 

(3.7) 

El decremento del vnlor de Ep por lo tanto significa que el peso cnmbia 
proporcionalmente a DpiO,.,~, es decir: 

(:J.8) 

Necesitamos cunorer qué 151,.J es para cada una de las unidades pues si lo 
conocemos podemos disminuir el error, E. Usando 3.6 y la regla de la cadena: 

(:J.9) 

Ah325 r:aJcularemos a los dus últ irnos fat·tures en la ecuación anterior. 

Para Bne;;J considera.mus la ec:-uaciUn :J.3 nsí: 

(:J.10) 

Piu.·a ubtener ,')'JE,, runsidererrius el primer fnctor en la segunda igualdad 
r ("):>J 

de 3.9 y también a 3.1 

(3.11) 
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Lo nnterior lo obtenemus de la siguiente forma: 

Entonces sustituyendo ~L 10 y 3.11 en 3.9: 

(3.12) 

Esto es útil para las unidades de salido.. pues la salida deseada y la salida 
de la red están disponibles, pero no µara las unidades urultas, pues sns salidas 
deseadas son desconocidas. 

Así, pnra el casu en que la nnida<l .J nu Pstú en la unidnd <le- salida (es 
decir, si está. en la rapa oculta), ¡.H .. d('n1us <'srribir. pur ln regla <le la cad€'na: 

111~~,., = ..:;,'!___, __!._) !·.',, ~!!~'--1±._ 
;)(}1'J fl c71t(~t,¡ {)(),,! 

(3.13) 

y ahora sustituyendo a :3.'.2: 

Desarrollando el segundu factor de lu. igualdad nnteriur: 
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N 

= - L 6,,1o,;l 1V.ik (3.14) 
k=?1 

Usando 3.12, sustituyendo 3.11 y n su vez sustituyendo 3.14 tenemos: 

entonces, 

Ópj f;(netp,)(t,,¡ - Op;) 

f;(net,,,) ( - ::;:,) 

Dp3 = fj(rn!l;vJ)L~ ... dV,A:. . (:3.15) 

Esta ec11aciün representa Pl cambio en l.:i func.iún et-rur, cun respertv a !us 
pesos en la red~~- da un método p~l.rn q11"' la f11nri(Jn error se-a segura de ¡·pdurir. 
La función es proporcional a lus errores <\.1,;; en unidade~ ~nUsf-'..'C"11entes, así el 
error se tiene que c.nlcular en las i1nidades de snlidn prin1eru (~1.1'..!) .Y •-•nfunces 
pasarlo hacia atrás a trav~~~ d~ la red hasta las primeras 11nida<lE's µara alte1·ar 
sus pesus de conexión. Este re6•1:eso del valur Jel e1 ror c-s el q11t~ har.._~ qne S(~ 
les llame redes de retroprupagaciún. 

En resumen. para entl"E'nar a la.s t"("dPs m11lt1rapa ~11ndar;1e1iralrr10nt.:.• st. ... 
renlizan dus pasus: 

1) Para l.'.J.s uniones qne v;::in a J.1..-. unidadP~' <le salida t>l Prrur pnedt:> r~-dr.11-
larse direct.amente y la er11.:.:iriun :i. l '2.. indica cú1nu ubt:~·!10::·r 1<.:i.~ d.C'rivadas 

2) Para unidades c..oc-ultas. la de:.-iva.dn depende del valur calcnlndu en todas 
las capas µust.eriore!'>. Es derir. /5 1,J • en la cru~-:..~ ... iún 3.10. delH"' rt:>t.roprvpn.garse 
para calc11lar las derivadas. 

Ahora vere1nos nh
00
runas <.<1.rarterístira!'. de la funciún. f(nt'l) que elegimus. 

Ln funciún de tipo sigmo1de lvgísti<:a: 
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f(nct) = 1 +r. kncr • 

O< f(net) < 1, con k una constante positiva que controla la "'extensión" de 
la función {valores grandes de k cornprimen la función hasta que k tiende a 
infinito y f(net.) tiende a la función Hen-viside). 

Esto. además, actúa como un cuntrul de gananrin: para entradas más 
pequeñas la entrada es más µronunc-iada ;.' la fnnc-iún cani.bia rri.pidamente 

-(la ganancia es mayor), para entradas b'Tandes la pc-ndiente es inenor y en
tonces la ganancia es m(_~nur. Es tu significa que la red puede ac:ept ut· grandes 
entra.das y aún permanecer sensilJle a ratnLil>S peq1ie.ñus. 

Otra razón p~u-a usar la funciún de t.ipu sig;moic:l<' lu!~istirn es que s11 

derivada es simple. Cumu la s.ri.lida de la unidad. í.J1,J e:o.: 

n,,, = f(nl't) = 
1 

1 + (' -kn.-t ' 

la derivada con respecto a aquello. unidnd. f·(nci,) es: 

ke 
f•(nt:t.) ~º (1 +e.""'')' 

= k (1_¡::-f-¡;;;-;-) (1 - e~"'') 
= kJ(nd)(l - fine/)) 

= k0,,,(1 - op,) 

Usando las ecuaciones 3.12 y 3.15 podemos dar a continuación el algoritmo 
de retropropngnciún. 
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3.2.4 Algorit1no de entrenamiento para el PMC usan
do retropropagación 

Para que el P)..!C a¡...ire11d:i. a rlasifin.1r objetus nsan•mos lu. fnnciún de t:iµo 
sigmuide lugística 

f(11t:f) = l +e kner' 

debido a que su deri-vada t_•$ sirnple- (Ps nna funciún urnbral nu lineal. conti
nuamente diferencinble, es decir. es suave dondequiera). 

Entonces, lus pasos n seguir t~n Pl algurit.n1u de entrena.miento para el 
P'?vlC usando retruprupagnc-ión sun: 

l. lnicia1· los pesos y lus umbrales. 

Coluque todu~ los ppsos y 11mbrules <·n pequ~í1us vnlun.•s alenturios. 

2. Presentar la entrada y la salida. deseada. 

Presentar la enr.1·nda :<p .--;o.-; .,,Xo, ... ~I.· .... Yn l _V la su.lid.a. de.';Pada. r¡~, = ln.f 1 ... lrn-
donde n es el núrneru d(• Hnidades de (•ntrada y 111 es el númeru d<" l1nidndes 
de salida_ 

Asigno.r -t>. ln.s diagonales.a. lVi1 y fij:i.r _'\'0 -:.___ l. 
Para la a:_,.uciac1Vn <lP µat.rún, _Y,, y'[~, p_•pn.~!:>Pntan l•i~-. patrunes para ser 

asociados. 
Pura la ('"lasificaciún, -¡~, e~; init·iandu Pn cero, P.XC"0ptu t>JJ. ,,.1 clcn1ent.o que 

corresponda u ln. cln.se qn•-· cuntenga a _....;_ 1,. ~"'n rnyu ca::.u 1~. Sf.:'rá ig11al n. l. 

:_L Calcular l~ salida <le la rc<l. 

Cadn r.np::i c·3lrula 

n- t 

Y,,, "~ f\"2: \,V,X,) 
·---0 

y pasa el valor de la funriún Y,, 3 cumo una entrada a ln siguiente capa.. Lns 
salidas de la caµa final P-..:alüan O¡i;· 
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-1. Adaptar los pesos. 

Iniciar desde la capa de salida. y trabajar hacia atrás, (rett·opropagar), 
es decir, hada la capa de entrada. 

i\·~ 1 (/ + l) e-:::: \\·•, 1 (f.) + 1/l~l'.l()1 , 1 

w~j(t) representa los pesos desde la nnidud i hasta la unidad j en el 
tiempo t, r¡ es un término de ganancia y t'51'J es un termino de error para el 
patrón p en ln unidad j. El término dt'" errur Ps: 

para las unidades de salida 

/;l'J = J.:()l'l(l - ()PJ)(t1'J -- (_),_.j)' 

para las unido.de~ ocultas 

<.,p) = k.·()1,J (1 - ()1'1 ) ¿: O,,k \V_,k 
k 

donde ln suma se hur.e a partir de la:~ unidades k en lu capa superior o. la 
unidad j. 

Las unidades ucultas de Le-rían llan1arsr.- '"dct ec:.t ures ¿,. I a..sgu:" aprendi
dos .. o ··11nidn.des <le n_•-n_•prPsPnt GCl<-,n" pc.>rq11P el patrún d~· ac..ur:iac:ión en 
la cnµu. octtlta es 11na rudifira.ci1'Jn dP lu q11c In red "piensa" sun lus rasgos 
característicos de In entrada La rep1·esent.ncilJn de lHO'Sut.~ .Y la de ¡.Hit.ror11.:•s 
de activnc:ión cstú.n relar-1unada~ rPtT=.1.D.nnv.:-ntt..•. lH.'r•.J l!na <:.':~ 1no.'1-; infvrn"'l.at.i...-a 

que la utra. 
="o f>C pueden rnedir h'~~ pcsus entrP la~ nen1unas lJi•..>lügira:, c•_·n~brales µeru 

si se puede inedir Sll respuc~ta para varia~ entradas. Pur ellu ,-.~; qne se prubU 
a hacer lv mis1nu }Jara analizur R1V artificiales y fnnc:iun0. En proble1nas 
geurnét1·icos. Lang; y \Vit Lruck n10st.raron q11e ('S út 1 l despl~·gar ln ¡·espuesta 
d~ ln unidti.d para n111e:::.treus sistt:>mÓ.t.iros de pnnto~ en la re¡.;i,.Jn de entrado., 
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especialmente cuando ln n•d tiene mús de nna capu urultn. Estu también 
se practica en lns investignciunes de nenrociP.nria rl.:í.sicu:~ del siste1na visual. 
graficandu ln velocidad de dispnI·u de las neurunn.s r:u1 t iraks rnientrns se 
varían pntrunes de estímulos presentados a la ret inn . 

.1\.hora Vl?Ten1us como llJs PMC resnelvPn t•l p1·1..Jblerna XC>lL 

3.2.5 Volviendo al problema XOR 

El µroblenw. XOR fue <lPscrito en t"l ro.pít11lu nnt.enu1 ~d exphcat las linuto.
ciones del pe1ceptn:Jn sini.ple, el cual no lu p11e<lt> rPf.>l.ih-Pr. pnrs "'-'s un µruLlemn 
cun sepnrabilidad no lineal. Sin entbaxg;u, para ies1..,\vedu ~e- pHede utilizar 
un perceptrún de dus ca.pas, run dus nnid¡i,c.les de '.'ntrada {yn qne hay dos 
variables <'11 el µruUlcmn.) y pueden SPr 11na u 1ná.s nnidad~s en la raµa ur11lt.a 
y una unidad en la salida. Los µesos Pstán Pn las conexiones y el 11mbral 
dentru de la unidad. Un ejemplu se vr en ln Figuro. :3.-l. 

UNIDAD DE SALIDA 

n" -2 

i 
ENTRADA 

__ UNIDAD 
OCULTA 

Figura 3.•l: Unn solución o.l prol>lerna XOR: lll. unidad de salid.o. enciende 
{lo cunl se represento. con Hr. l) sólo si al~1na de las unidades de entrada 
está encendida. Lus nÚn1.erus q11e apa1:ccen en las fiechas de conex1ún sun los 
pesos de las uniones y lo::. que e!">tñn dentro de lo.s unidades (círculos) son lus 
valores umbrales. 

~o es 11nt.1. u.rq1titecttlrn. r.onvencional retroalirnentnda, pero es interesante 
porque sólu necesita dos unidades: la 1midnd oculta calcula un A::--.:D e inhibe 
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la unidad de salida cuando ambas entradas están enrendidas. 

Entrada Entrada Unidad Oc11lta l Salid:i 1 

u o () 

l _ _Lj o 1 () 

1 o o 
1 1 1 l±. 

Tabla. 3.1. Funciún XOn. 

La unidad de salida es alim't"nt.ada ron tres inf•.:>nnnriones: si In entrada 
izquierda está encendida, si la entrada dei·erha cst á (.~ncen¿ida.. y si ambas 
entradas {izquierda y derecha) están enrendidns {estu ült:imu debido u que la 
capa oculta enciende sólo cuando ambas están encendidas). Así. Ju un.id.ad de 
salida trata a la unidad oculta cornu utra nnidad de entrada v lus npnr<-"ntc-s 
patrones de entrada que ¡-ecibe sun ahura sufiri<-ntcn1ente disímiles romo para 
que la da.sificación sea aprl:"ndida. 

La unidad oculta actúa conl.O un dctc.clor dr. rn . ..,90. Estu µuede ser Yisto 

como un recodificnmiento o nprcscntar.iá11 tnf,~rna df.' las ~nt I acb.!> bá....sicas 
para que la red pueda aprender el mapeo l"eqneridu d~· l<J:..~ pat r<-'Ilf'S de ~n
trndn para las salidas. Dadas sufiricntes unidílde~ urnlta:-; <>~· IH ·~•ilile fux·rnnr 
representaciones internas de cnulqnier patn~n d'°' entrnda. ~al epa_· las unidades 
de salida puedan dur In. rcs¡ . .Hu:-:·sta rurn·cta para una e11t 1·:.Hia "~'i-H'clfira. 

Es posible producir diferentt·~ t opologíns de red para l "'suh·Pt nn m1sn1u 

pn.:>blema. 

podemos t~ner 11na red rLJrnu en la F1g11I ~l ;~.fi. 

).'otra ca.si idéntica es la Fig-11I.'.i. :L/ 
La regla de nrn·enclizaj•-' nu g;iranrizn IH"u<l!Jt"lr r«•n\···1-gl'!lCia. <,¡n_ Pilllh~rgu, 

es µusible que In red raiga t•n 11na ~:ituacl<.H1 Pn J;\ c11:d l.,; inr·.1!•:«·". dt· apr-"'nch:-1 
la salida correrta. Pn cuyo <a!"'u se d1cP q11P SP "p~fnz1r:··· "" 1111 'n:-11uno lor1__¡l 

(este se explicará en la ~~pcr1ún :L:2.~)). 
Otro probleni.a menor nsan<lu la It't~:.Ia deltLl .!-',''nt•raliz.ida t-:, cp11• cun1u los 

cambios de pesu sun propútTiunnlL•s run lus 1nisn1u:. P<''" J:;_ L,J e! >i'.~t erna inicia 
apngndo con pesos ib111al<'s. Pnto::i.cps \1,:• pPSIJ~; d•.'!:'ig-11.ak·s r111nra p11<'drn ~er 
desarrollados. y así la red nu ¡J11e<lP cfr•renninar la sulnriL'in PrJ e-a~~.; dP q11e lus 
pesos no sean iguah•~.; lu c11al tal v••z SP n1~rr•:..;;itP. •:•·1· l.1 Fig11r·a :L~. 
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Figura. 3.5: Pesos y t1mbrnles de- nnn n'.?d q1te ho. aprcndidu n resolver el 
problema XOR. 

El tiempo de adies~r~•1nientu de pe~us run 7L salidas al nzar <"'.S m11:--· grn.nde: 
cientos de periudus (pasando pur ..,¡ cun.j11nt'--J <le entrenurnicntq) ~;(• rPq\llC'l"Pn 

pura ubtent~1· rt~sultn.do5 adecuado~. 
Lo antc1·iur es sencillo de hac-cr, en realidud lo q11.:- rPs11lta int.e¡-esn.n.tP es 

el caso en que los pesos y tnnLralcs nu pueden ser elegidns, es decir, cnando 
son nleatu1:ius. En.tunees los patt·ones de lns entrada~ y salidas son must.1·ad•:.os 
repetidan-i(>nte y la red pudría aprender lus pesos nercsndos µara implerncnt ar 
cno.lquier ¡..n·ublc1na (en partirnlur XOR) .. .\.ún más. la red puede geneu\l\zar lo 
qne ha aptPndido. Para conjnntus de dntus grandes pnt><le P:?<•.Jnurcr patl•.Jnes 

que nnnca antt...~ ha. "-is.tu. 
Pai-a c1ear tal red se HSa e\ sc!:,go de la ncluuna explir.:idu. nntes t•n ln 

secciún. l.~. 

3.2.6 Paridad 

Ahunl veremos una generalización de XOR. la cual es llanw.dn. paridad (ignal
dnd u semejanza). Este problerna lo realizaron :\llnsky y Po.pert. consta de .Y 
entradas y la unidad de salida necesita estar E.•ncendida si nn númeTu impar 
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~ 
8 0 
l~l .-------¡ ¡~ 

Figura 3.6: Solución' al XOR.._ 

de entradas están encendidas y apagada en otru c~u. Una rapn oculta de 
.J\l unidades basta paro. resulve1· el ¡..iroLlema. cu111~~ =oe m11est.ra en la Figura 
3.9. La unidad oculta j está encendida cunndu o..l r--nenus las nnidades j de 
entrada están encendidas. y nno u ut1·0 excit.n u :ir-thilie l.o. unidad de sali
da dependiendo de si j es in1par o par. AdemlÍ.s 2~ rctrupropngnción hallo. 
estn solución 11snndo unidades de valores c:-ontinuus. -e-xccptc> rnnndo los pesos 
estén multiplicadus por 1u1 factor rnuy grande. 

El prul>lemn de pariclncl (u XOR. c11andu .V:::. :2 .! l'S amen11du n:-n.du para 
µ1ubar u Pvaluat lt.Js dist?ños de la rPci. Sin 1.•ml1.a...r ~u. l'St.<t.o' •:-~.; 11n µroUlen1.n 
muy difíril. purque la. salida deL<>ria ,·a:nlJiar numc:...._,_. alg1m•::.:. ~;ali<la pa.rtirnlar 
r~ambif?. Estv nu P~> t{piru dt.· la rnayuri'a <-h'° J..,~·, ptuLit•rna~ ci"=" rl.:1~iflraci<.:'.>n del 
nl.11n<lu n:-al. el cllal i:sitalrnt>nt..-:~ ti..:·n<.' n-incha 1rni~· ::_-l'µ,tilat !d . .;:u.l v pcrni.it~ la 
generalizariún dc>ntru de da.::.;e~~ de p~t1urH·'~ d" en-: :.-ad<l r,ir::.1.dan~:-- (1'uhln-ian. 
1989). véase el diagro.rna dP la Figura ~L0. 

:\lnchus de las c:aractcristicas asuciado.s al f1!.I-:. ciu11um.icnTu <lP un P:VlC 
para clnsificur sun ni.ús fáciles de entender ~i se ru::-i..sidt.•1an €n térnünos de la 
gráfica de la función t.~rrvr ~·a continnadón veremus -<>n qué c:-unsiste la misma. 
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Figurn 3.7: Una red resolviendo XOR con conexiones de entrada n salidas 
indirectos. 

3.2.7 Función error o función energía 

Como hentus vistu, ln red calcula un errur o una función energía. La que 
hemos escrito ant.es es /:..~P == ~ L(t,.,, ~ 0 1,_,)

2 y representa la diferencia entre 
la salida de ln red y la salida deseada. 

Grandes diferencias corresponden n grandes energías, µeq11eñus diferen
cias corresponden a pequeñas energías. Ln energía es nna función de los ¡...esos 
y de las entro.das n. la red y, de hecho, ta.1nbién la salida es una funciún de 
ambos. 

En nna red de P:'\tC que tiene vnrin::; conexiunes entre sus c:apa.s ha.'-' v~u·i0~ 
pesos asociados a en.da una de estas conexiones. El cornportamientu dC" lus 
errores en la red se puede entender rnejor si grafican1<..1s la funciún <'nergía, 
Csta depende de n µe-sos. (lut:>go, el espacio de los pes0s es n ·- dinu:nsional). 
por lu que su gráfica cstnrá en nn espacio de dimensiún n + l. 

A fin de visualizar la. gráfica de In función energía. conviene bosquejada 
pnra el caso de pocos pesos. 

Por ejemplo, si variamos sólo nno de todos los pesos. la gráfica de E"r. 
tendría el nspecto de In Figlua 3.10. Como puede verse en ésta, In función 



60 CAPíTULO 3. PERCEPTRONES 1HULTICAPA 

-4.5 5.3 

Figura 3.8: Una solucú'..n cst alJlc· q!l.-• nu funr·iun;:l. 

energía tiene intervalus de rreciini•.·ntu _v dt~r1Pr.in1H'Ilfu. +:'~fu ~e d.-.be a qlle 

el PivIC da lll'l cierto t."rrur, t.."f> dPrir nna ciPrr a rnnriUn ent~rgi.l. CJllC' -..:a.ría de 
acuerdo a la elecciún del JJeso q11-::• c-sperarnus (:_i.11nq1w sin garantizar que 1::"'llu 
ocurra) dé el rr.ínirnu en·ux· µosiLdP {'11 l.:i s1gu1•.•nte iter.n.cilín d<~ la red. En 
la siguiente iten:ic-it:'Jn c-1 ppsu v1a•h·c- a r.arnt1ia1· p;i.r,1 cli~.znir1uir in<i.~ a1'1n el 
ei·rur y así ubt.en<"ITH•S utru •--rrvr. Si 1rnlizan1u:. "St" pruc~•:-u li;i:ota anidar· u 
rniniinizar lu máf, pus1l_1J1.._• •c-l erTut !d. gr.ifi(·;t dv ~,H¡,,~, ¡,,s •'l t••l"~· ,,!_.tt-nidu.s "-'~l 

similar a la Fig11ra :$. llJ 

rada 11nu ele ellu~; .... 1.t gr.i.hca de !.1 f1u-1,·i·~n , .. lh"•!.)',!:1 •'~· 

rurnu la que·"'"=' tl11~tra .---n l.~ Fig;::·.¡¡ ::.l..:. 
Si liH .. "'g"O !"'"(..Jl1Sldt:•ru.rr1u[: t!'--"'S pt·~,,,'., Ll ,q;¡·;if[c;-4 dP la f11nr·Jul1 •'Il''l";-::~ia <'~,f aria 

en H. 1. En gen':: .. 1·al, pudc:rnus ~t.J!l~·tar t<Jc!._,.s Ju~; pc·su:.; Pll 11:1.l tf••l. dandv 11na 

fnnc-iún enc>rgía c11_vn grúfira t>~t:l eu 1ir1 t•:-:-¡.J;ti·i<J rn11ltidin1Pn.-.i.,n;1l. La ,...uper
ficic de enerJ:.-?.·a es 11n ¡ .... ai..:ajt.• irro.. .. g;da1· dt• \"allt.•~, .. \· ]urna~-- ¡1uZ• ,., .\· :nunt;:ir1n.s. 
En lus µuzus est.::in luf' p11ntuo' de <'IJC'J~~ia 1ninilll<t ._. l'Tl la" n1:-nl.1H2-s est.:i la 
energia má..."'Cima. 
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Figurn 3.9: l_Tnn red q11e ·resneh·e C>} prc•bleni~ de pn1 idad ¡n1r::i. .Y -=.-- -t run 
0/1 como unidades uml.ll·nles.Los \\" representan l<. . .J!' pe~us dP la ted. 

los pesos h~stn que corrc-sp•:•ndnn >\ nq11éllus en k.10" ritale~• hi. ;,upt•rficie de 
energía PS la rn<.is l>njn. Cn ¡.1ruccditnient.u parn dete1minnr el puntu minin11..1 
de lo. funci•jn de enPrgiu es ll:1.n1::idu el rru:todo dd .11nulu 11lr 1:11. rlcsr·f'7l80. 

Dicho Urevemente, é5te runsiste en qne ln. fnn<'iÜn e-ne1·gia PS rak1ilada ~- lcis 

carnbios sun hechos en la direcci\)n rnás d<?-:-;rendente. P~ d.,.rir en lus JlCSús 

que indi("an la (:'nergíu mínirnn. 

Cada pesu dunde la función f?ne:rgia o.:dcnnza su 1níni1nu c:urresp<:.>rH.le u 
una solución dc- la red, es decir que pnI a vnlurcs de cnc1·~rin tninirnos, que t:...,,5 
donde existe el error n1inirn0. lu red ha k..1h"'Tadu cla.....,.ifi(""nr al oltjeto rorre(""tO.
mente. Cada µosible soh1ciún está rPpresentada (""Ornu 11n hueco pcqueilu. o 
una cuenca en el paisaje. ..\. estns se les llama r11c11ca~ rÍ<: ufracciún. y n."
presentan las soludoncs a los vo.lores de los pesos que dan In snlidn currecrn 
desde una enr1·nda d.adu. e!:> d-:-cir, la :;~Auci•~n de la ,~nr>1·gía 111.:\~ baja c.¡ne la 
red ha aprendido. 

En el c-spaciu de lus pcsus cada µuntu (qlle es nna 11nir:-i run1Linac-iún de 
valores µesu) define un diferente µni.so.je de eno.;-rgia. dun<l-:- las '\"nri.:i.Lles 
los pntrunes y sus energías currPspundiente~;. n~r In Fig1.u·~1 :) 12. 
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ENERGIA 

X 

FiguI'-1 '3.10: Función energía en una dimensión. variando sólo un peso, X, 
parn un patrón fijo. 

3.2.~· PMC como clasificadores 

Para t. n perceptrón de dus cn.µas r.un dos unidades C'n la entrada y una en 
la salida, si estn tiltiina tiene un 1unbrnl que enciende súlu cuando las dos 
unidaCt. de entrada estrin encendldas. ent.unrps (•st':Í. n•alizandu t_•J _.\:--.;O ltJgico 
(que•.': t.n operadur difert->nt(• dt.~ XOR). 

Ya .·;_·.e cadn una d0 las unidades C'n la prirra_•r eap¡t dPfinP nnn linea en 
el espac::<, patrón. la scg;:11ndn 11nidad prudnre un;_t rlasificac-i•:•n ba~ada ('n la 
cornbi:- n:-- ón de ('Stas línens. LI(' ~lH'PdPr q11e 11n.::t itnidad !·.-..·•p<1ndt.• ,-,_,n 1 !'.;i 

la ent.r le~ 1 C"st;:i an·ilia d,~ ~"!l lin•'·'- d.., d0ci~i0n. y l.-.. uf 1,1 cuJ1 1 ·-i Ll n1i!.>rlla 

entrad""<- .tú nbaju <le .:.11 líu('a dP dt~ri::-i,:.Jn. entunces la :--eg1inda c.ipa pn.H.l11cf" 
unn !;,,..j·_i··iún de un 1 :--.i (•stú. UT77.ht1 rlr· la linr:u J !J ah1L.Jt' 1Ú_ .'a !ú1ro ;;, :c.-:•:,..,ri_ín 
In Figu·:i. :3.13. 

~ .. Iñs ce dos 11nid:..ides I-'tt1.>den 11s.1.r!'f:' en la _µrin1ez n 1·a¡J.L !u rirnl dn una 
partlri·j· del espacio µa1n:.n qne PS una cumLinaciVn d,. rn<i.!:> (¡,. rl_us linea.s. 
Todas J.1..-. regiones pn..1d11ridns s~.· l!;inl.Ll.'1 n r¡u•ru· ... , ulr1·r·r:u .... Ch' •~•;ta~' la::- hay 
de dos ti¡. us; 

l. C1:í .. adas: Tienen límite- en r.udu su nh-ededur. 

2. Ab·ú:rtas: Xo en todo su alrededor t:ienen límite. 
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Figura 3.11: En el paisaj~ d.:- C'ne1gía ha_v ..-acivs \"~dles q11,.,. l.icnen m11chos 
huecos pequeños en su fondo. Estvs sun n1ínin1._.s luralrs que pueden at1·aµnr 
a la solución impidiendo que se alcance el pnnl v n1ús profundo q1_1-:-, ha Liando 
globalmente y no sólo purtic11lann(_·nt.e. 0n11Tc- en n'·t!;"i<..ffl"-.:!:'> intern1edias de- l~ 

m.isma. 

La suma de mó..s unidades r::-n la J...irinwra c-apn nu~; pr.'rrnite definir má::; 
y más bordes (el númer0 total dC' lados quoo-• ha.v 1•n la~; l'"'gJune~ 1.."~ rnenor 
o igual al ntímero de 11nidades Pn la prirri.-.r~· ('apa. y !d-.. ! f::'J-':i"!1E·.c. ,IPfinidas 
serán convexas). · 

Sin embargu. si añadin1us ut1·a cap<l. d" 1_,pru.·pr1un('!-. la~ 11nid;1dP::; C"n :-;11 

capa reciLi1·rin curnu entrada:-; n·~!;'.unes "'n\·~··xa!"-, i·n ln,"~1~!· de línea::--. _._. !as 
combinaciones <lP (-'Stas rC'gJuncs q11€· nu ~un r11•c<-·:·;;u i:1n:•:nt•" r·.-:..n•.·,._--.:-:::::-is. 

Estas r.omüinac1~~nes .sP pi l•:U(•¡¡ i nt <·r·!"-1-·r~ ;1r. :·-<>!n·•·¡i• ~n· •¡ " ··~~ t ar· .''ep~u ad;~s 
unns de otras µroduriendu funna,.. :u 1,1 t !".:l l :~1:, 

Entunres rres r·arJa~; dr> 11nidade:; lH'rc·<'pt1•:.r1 p11••dPn f,,nn:\l fi~1ira'."- arbi
trarlnn1cnte rumJJh•ja::-. _v :""Pªi" .. 1.r r11:tic¡11Í"ra d .. • tud;·\'.-. Lt:··· rl0·oes q11.-• :-e l<"'s 
prescntc>n. ver la Fi~111 a :L 1-t. 

Una ¡·cd rnult.irapa r0rllie 1ir1 n1ini<·1v d.- ('nfradas qtl'.' -vn d1r~trilJtli<la!> 

por tlnn rapa de 1lnid:id1."'~; <Í'' P!lt1·.-ida qi11• Tlu ~-p:\Ji:~:tll aJgllll<l Slln.la U llD)

bralnrnientu tpues súlu tit'nc> nn~:i. r>r,rrada c.:u::l.a 11no y¡-;.,_, t1ent~ :;;ent1du snmar 
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ENERGIA 

w 

Figurn 3.12: Diagrama. mostrandu rúmu van rarnLnandu lus µesus en nna red 
alterando el paisaje de ent"rgía. 

su ünica ent.rnda). Est:as entradas pasan a lu ln1·f.~º d(" la. primera caµa de 
pesos adnptativus a la co.µn de unidades parecidas al perceptrún. In cual hnC"e 
la suma .v el 11n1Lnd !..Jaro. ~ns entr.:H.lnt.. E!:-ta cnpa p1tPdc µru<lucir líneas de 
clasificnciún en el <.•!j¡ .. n1.ciu pnt.r .. Jn. La. salida dP c-stn C'npa µas~:~ la utra cal-Ja 
de unido.de:,j parre idas al pcrcc->ptrún a t r·avL·~~ de ¡u_•su~- ada+ t ~1t ivu:, y a ~.;1i vez 
ln. salida de t?SLJ. cnpa funna 11n3 rebriún r0nvt•xa en ~~1 r:-sµ.uriu patrún. L~nu 

ca¡.ia más n.<lelant e, cit." i1nidades µarecidus al ¡ . .H.'I cept rún, <::-~, :dcan:;>:ada pur 
utru runjuntu de pesus adaµtativus .v la salid<'..l p11c<l•: definir r·11alq11ier funTia 

nrbit1·0.ria en el C"~l-Hl.c-iu :µatrón. Cuntan.<lu las raµa~ activa'."' .'.d{_• jH~su activo) 
ésta. "-'s nnu rr_•d <le tt-•-·s rapas. Si ·o;•· inrlny·~ <•l <'(•njnrit<> in;1ct:•.·., de unidades 
dt• entrada. t.'.'ntun<'1:·~· ('~ i1na ;:·.-·d d•· .-:11atn1 rapa:;. l ~»1;:i.lrr1•.•nto..~ :·0 dicP <"¡llt:' C'S 

de tre::; capa:-.. 

El re.sll!TH!Il de lu anteriur ~-·stú en L.i Fig:nrn. :3.1~, 

3.2.9 Capacidades y linJ.itaciones de los l>crceptron.es 

:\11'."Cullurh y Pitt~ prubarun qlle 11nu rP11niún sincrun!Z~1da <le- 1":\J(' es en.paz 
de un cúlc:ulo 1111i1it;rsal pnra cun.Vf_•nientes pesos tt·,. 

l__:n }JC'rccptrún de nu mú.s <l<' t I"C':<:.~ rapas es rap.1.:..~ <l<' n~p1 esenr ur r.un.lquie1· 
función sin imµortnr qué tan compleja se.:i.. 

Las !U\' tienen grr-..n habilidad para gen("r-nliznr, es der.ir-, µnrn clasificar 
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LINEA1 

LINEA2 

Figura 3.Ia: Perceptrun~~s.. 1.1. t<..·g1ún dt.· decisiún prudnrida ¡.>ur la rumbi
nnción de dus perct>ptron•:>s cun utru µPrrE>ptn.Jn. 

adecunda1nent(' patron~s qtl(' nu han sidu µ1·t.•st.·ntndüs previnmentP, (';:; decir, 
los clasifica rvn otros qu<:> run1partPn lus rnisrnos rasgus rl.istintivos. 

Si a lu red se lt-~ da nn pntn~n nt'tn nu vistv y rstf'.' es una mezrln intc>nnedin 
de dos patrones µn-:-'\·ia1nPnl<· ens•··ñadus \u rlnsifirnr:í. run10 11n ..,j,....mplu de 
patrón predumin;:intt~- Si ._-;p lr- d,1 11n patrc~n q11•.~ nu 1·unP~~pund0 a r·11:-ilq11i(_•r 
cosa scrr1cj<-1.ntP a !u q11r- l.l. :.1:-d h;-, '-·ist<..J :1r1tt•:..;. •·ntt>!1<'8_ •. ', l:l cL1:..;1fir~H·iún ~.Prú 

más pobre. 

La~ re<l•:-s <le /·':.'\/('·-:un n:uy tvi~.-·rantc:, a ia.s Lilla:-.. pi1°<' ·,1:_" ,.¡.._':n••ntus 
están en paralelu. L1l''t!.'-' :._,; 11r1a 'lri.idad u :,¡¡s 1-'f.'!><J-"> .. ,JJl ddt1adu·. " p«rdidur;. 
el recuerdo es <larladu en s11 r.-didad, J.H''ru !H_-, J•llcd1:- ll~_·gar a ~cr 11na falla 
cntastróficn sinu 11nil d1>_qrud.!lcuJn _,71ur·to . .,(:. p11t'~'> la +-j~-.c1ir·i..~r1 d"l -..j~;t<'r;.:• <"'"a<:' 
(Unja) <le 11n nivel al tu para 1Pduc1r "-'\ nn:~_,J. pt-·r·'-; ~;in ,·,-;.·~r r::l~ ~1:,t r,_:,fi< ~1n1t.•nf P 

Las J?.\. sun tulerante~_; al r11uiu, delJ1du <l qta_· g.._•n .. L<lilz<tn a ~·:.i·tir d"' 
ejemplos ensci1u<l0.s ~~n Vf:'r~~iunL~~; 1nrurnplcra~ de lus µatn1n(•"- uriginnlt>s. 

El darlo a la red pur p&rdid3 dt.• porn~; nnidadPs o p1,r I utdu "Tl J,_,~ dat1_,s 
de entrenamientu se puede reruperar por ¡_1prendizajc :v ~·~;to es 1·:ipidu frt:"
cuentemente, ver ln. F1g11ra ;{.16. 

La convergencia a la sol11ck}n original fue hacia el fundn del Vil.lle. y fue 
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ba.stnnte lenta. El daf1u herhu altera¡_\ ln i~·d. p•·ru ·~·:, 1n~i;..; ¡)ru1)(_"n~.u a mu,-erla 
hacia lo. solución currecta es derir bac::ia nn ~":-.tndu que ti•-"n<-· 11n g,radicnte 
grande, y nsí cnn.ndu el teapn_•n<l1z¡_ijt" uc1n-11..•. la ¡(•<l ;::p n1\lPVr> hn.cia ('StP 

gradiente pronunr:iado y rftplda1nc_-nt(_• n•rubr..t ln. solur\•~n <..Jriginal. 
Ocasionalmente ln. red fij,'l nnn. ;,uhl('l1Jn t:'stabl•• qitf".> ll•> da l;i :-;oulidu cu

rrecta, entonces la fi1nch'..n E>nt-'lt.~Ía e:>tá ·~n in1 n1h1111111 l<.>r·ril. Estu significa 
qne C'n cada direcci<..-Jn Pn q11P la rt_•d ¡_,._,d1ía Il1"->'>"t.'i-~._. r-n •_·l pai:>•t.i•· .¡,. cnC'rgía. 
la energía es más nlt n. q11t• t•r1 la pusici\>n ,1_ct 11ai. 

Hny api-<.1xirnar\,1r1'.'~' alt•.·;:natl,:¡_~:, pata n--:!n1n1iza1- (>,"-l.a;, 1litlJ·1iltadf:·~, de 
o.pn~ndizaj<>: 

Si la razón Pn la rnal \us pesu:s ::-o-vn altcraclu:s •·:; prug1Y·si varr.e11te decrc
cient.e. entoncE'.'S el nlgonlrn.o tl(:l .1.Jradicnt<: e11 di.sct'n.-,o cvnscg;·ui.rá uno.. rncjur 
solnción. Si el térnünu ganancia I] es g-rnnde al emµeza:r, p::1.sus grandes son 
dados a t.rnvés del pe!';•J -:--· el esµn.ciu energía hacia lo. sulnriún. Conforme la 
gnnnncia. decrece, lus pesos d~~· la n~~d se fijnn dentru de una c-unfi.g;urnción de 
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Estas unida.des sólo Red de 1 capal P.c:d de.2capes1 Red dc3 capitS 
dist:nbuyen la entrada, (Perceptt6n) 1 ¡ 1 
no hact suma m umbral 1 u~., 1 I ~ I ~ I 

1 1 
1 

El nú:mero de entrada:; Urud11de:s e.ctivasj 
define el número ~e H eoce.n :;urna y 
lfucas en la soluo.ón umbral 
hnal 
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Figura 3.15: Resumen de las V<."'rin<lades formlldas pur diferentes números de 
capas de pP.rceptn:.n. 

energía tnínimu sin sobrepasarse de la pusiciún estable, C"unfo1·me el gradiente 
desciende toma pequeños pn:~us cuesta al.Juju. Esta apruximo.ción permite a 
la red rodear un rnínin1u lueal y, entunc~s luraliz.:::i y fija. nlg~1nos mínimus nuí.s 
pruÍ11ndos sin osrilar <le~u1·dpnnda1nentc-. 

2. 4·\dieiún de nnidn<lcs 1nte1 na~-.. 

El rnínirnu lurul ,_,ri111·p r11andu dos u n"l<is el.uses separadas sc.n rat.ego
rizadas cun10 la rni.srna. E:>t<J da nn;i. pulJrP re-presentación int.<."rnu d,.-:.>nt.ro de 
las 11nida.<l<'s urtdtns. y así a:1acliPnd<) m:is 11nidndes a esta r.apa tendríarnos 
un mejor n~gist,ru de l:i.:_... ,~nr i·adas y di'.~Jninnin'nmus la posibilidad de que estus 
1nínimu~ oc11rran. 

:3. T~i-n11nu nt•..>rn•_•nt1nn. 

Lus cun1Lius p11.-.den e:o.tat dandu ulgún "rno111t·1lfu111·· intr•Jdllciendu i1n 
ténnlnu ext l".'.1. dentrv de la Pr1ta1·i.:)11 dP adaptad,Jn de }JC'Su qne darú nn gran 
camLio en t_•l pesu ~i lus ca1nbius sun grande~ nctnalmt..~nte y <lecrcr("rán c:un
fu1·me lu~ caruLius vayan ~lcndu 1nenut<·s. Estu signifira q1a• la red es menos 
aprupiada para fijarse en el 1nini1n(l lur::al pritneramentr ~ncendiclo, pues el 
!t!r111.iuv rno1nc11fu111 (:-mpujnrá lus cnmLios suLrc incrernentus locales en la 



68 CAPfTULO 3. PERCEPTRONES J\JULTJCAPA 

Conve:cgencia. original a. 

la solucilín sobre la parte ""' 

~:.~::diente suave de la "-._ 
"' Recupetación &. pe.rtir de un 

'-~~--"---=~ ~ '.. daño en el sector de la pendiente 

~-~-~·«•····-· 

Fig1ua 3.16: Dio.grumn..mostrnndo cúmo la recuperación del daño se puede 
lograr rápidamente. 

funciún energía. siguiendo totnlrnente la direcciún hacin abajo. El momen
tum ayuda mucho a apresurar la convoergencin n lu largo de gradientes super
ficiales (bajos), dejando nl sendero de ln red llevarlo hnc-in la solución para 
tornar velo(";idad en la dirección cuesta abajo. El pnisnje de l('nergín podría 
consistir de desfiladeros de pendiente 1=,"Tad11alrnentit" ln.1ga ln.s cu.alr.s tc1·mincn 
en mínimos. Ln convergencia n lo largo de estus desfilnderus es lento., pues 
In <lirerciún qne tiene que ser seguida tiene 11n gradiente lige1·u. y nsnnln1ente 
el algoritmo usc-ila cruzando el valle de desfilo.cleros r.unformt:- serpentea hada 
11nn sul11rión. Esto es difícil de apresurar !oÍn n.11mentnr la upurtunidnd <le 
sulirepasar los mínimos, ¡..iero la adición del términv mument11m ~.s nderundu. 
Este térrnino mument11rn 

órlV,,(t + 1) = IV,,(t) + 1¡br,O,,. + n(IV,,(t) - IV,,(/. - 1)) 

o es el factor momentum, O < n < 1, ver la Figura 3.1 7. 

-l. Adición de Ruido. 
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Se:nde.ro a través del espaCJ.o de 

~
/} "<"',,J.asmmomenrum 

- -- ' __.- _I/ _ "-" Sendero con convergencia de 
~- ,, vdoctde.des momcnrum a lo 

---.::!.... _ -: . ~r lMg('I del tondo de i~ ia.dei'3. 

SQluaó~ cst~Í~ 

"-----~ 

Figura 3.17: La suma de un términv rr11.Jment11m puede aµ1esurur la conver·
gencia. especialmente a lo lnrgu d(' l.a. ladera. 

Si el nüdo nlentorio es O..b"Tq.~adu p<:rt.urLn P] nlgoritin.u dc-l brradic•nte Pn 

descenso de la línea de <lesn~IÍ.~v n-1ás <~rnp1nn.<la. y frecnente1ncnte ~-~st.e 111idu 
comunica al siste1na Í11er;1 d..;ol 1nin1rnu iural. Esta .ip1vxin1J.c1(•n tk'íJ(_• la 
ventaja de q11e tvma pucu tiernµu t-Xlta <le r:úlculu. y ~2-{ nu e~, nu1 abl,_•1nente 
1nás lento q11e el u.lgurilrnu <le g:rad1e11tc 1....,,n des("'t.•nsu. 

El tnétodu de gradi(.•nt('> en <l(.'!':,i-c-n:;v es le-ntu paxa C(Jnve1ge1 en un ¡.hli~aje 
complic:adu, deLido n. la rurnplejidad de la s11µerfic1~ de Pnll:'rgía. 

La adiciún del térnlinu mumPrlt 11ni. fn·cncntenv~nt•.' <"<Jn-..:<"rg;P 1·úpidanH'nte, 
mientrns que utru ITI':~t.udu nltf-'J"a el ternünu ~ananria ')· 

Otrn. 51...;l11ciún <.¡llf~ evit:-i. lu~ fal:-.u.:. n-..ín.irnu~; lurait:>s t'.'~ tün1::ir t..'ll cut-•itla lu::. 
efect.us de ::"'eg11nc.k ... un.len •_•n (•l nlgu1itmu de gn_·.dif•nlt.:' Pn desccnsu. Pero el 
inc1·ementu dt-:> exactit.nd ch-' la lln1·•a d(.;' <lesr•·n~.u dudu p~.Jt ~:sta s1...;l11ciún 
comµensad<.• }Jul" la aclii:iunal curnplt~jicb.d run11~11tar:iunai iniplicada. 
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Capítulo 4 

Discusión y conclusiones 

Retomnndu lo expuesto en los c:apít11los nnterii..•n:-s ¡..iodeni.os roncluir que: 

Pura el método de teoría de testures: 

l. Lo. búsqueda de todos los t.esto1·es típicos d(_" la rn11estra de aprendizaje 
se renlizn entre 2n subcunj11ntus dif{;."rentes c-11nndQ !--C' tien~n TI. va1 iubles. 
lo cunl es un espacio de L11ísq11rda rnuy ampli•.1. y p(Jr •'~llo, quiz.t'\.o; desv<"'n
tnjoso de revisar. 

2. Debido a lo poco 11tilizadu de 1•st(• Jn('•t•.i<lu .-~ itllp<...g;jbit:-. tc-n0:;•r certeza 
de si el nlisn1u rE'solverú ~·I JJtublc>n1 .. i. ~1 (:StP ró; linealtnPnte separable u 

curere dP sPpnrnbilldad lineal. 

3. Entul1C(.'S 1;-•l raso tnás factiblt• dC" n.·sulvf·¡· 11snndo teuría de 1(•stures es 

el q11p tenga nna 1nntriz d.(' ,·,L.i<'tu~ !-'t:>cl_itf?'Ti.n, erd.1t.- Jrt<Íi-> µcq11c-ña m.ci.s 
posibl•:' ('~ dP ~ulucionaL 

El rnétudu de rlasifirac:ilin Lay(•sin.na únir.arnente rcsueh.·t-> pru
blen1as line:..dn1cnte ~PparablPs. En ru:::.u de que el pruLlernn sea 
bidimen.siunal -:.· run dPrü,iún r.uadrátira el n1Ú>n1u se p11t.0>dc r0-

durir a un casu ch·· dasificariiSn lineal. 

71 
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El método de pet·ceptrunes simples súlu resl1eb.·t-~ prublernas lineal
mente separaLles. 

El método de RN soluciona tanto pru\Jlemas linealment.e separa
bles corno los que carecen de separabilidad lint:•al. 

Los PMC: 

l. Son robustos. es derir, tolerantes a la~ fnlla::;. al nli<ll, y a ln infurn1uri(1n 
incompleta. pues aún con t:•stus iricunvt>nientes realizan una rlasifirndón 
bastante ac-eptablP. 

2. En casu de perder infurmariún al gra<lu <l•:' d<'jar <le fnn.rilJJ"l.ar adccnadu
mente lu hacen lent.an1ente sin han•du ceon IJnl:o>qtw<lad. 

3. Tienen grnn habilidad para clnsifirar µa.trunes descunuridus para ellos. 

4. Resuelven prublerna.s linealn1ente !;Ppurallles y tan1bién lus que ca.recen 
de separabih<lnd lineal. 

Así: 

l. Para resolver problemas que tienen sepnraLilidad lineal se pueden 11ti

lizar el método bn.yesiano, R:", perceptrones simples y P:VIC. 

2. Para. resolver problenu1.s que carP<"en de seµurabilidad lineal sólo se 
pueden usnr R:--: y P~1C. 

Concluyendo, el método con más amplio rango de aµlicac::iún es el P:\-!C; 
mientras que el de menor es la teoría de tcstores. A11nq11e ellu µ1a~de deberse 
a que la teoría de testares se hn estudiado relntivnrncnte pvn ... :v ujaló. más 
adelante seo unn hE:.'rrnmien.t.a r.ornplernent~1·Ja .\.· qni:;:ás n1~í.:, 1'1til que utrus 
métodos µara rcsulvei· clei-tus prublen1as de c14l~,ifirari•Jn. 



4.1. APLICACIONES DE PMC 

La información de PivIC es la qHe más me agradó debidu a que es mny 
amplia., interesante y diversa. 

Algunos temas ligado:':o' n la clasificación <le ulijetos qne nu fnerun abul"
dados aquí pero inerecen ser ni.encionados sun: tipos de R:"" difonoon.tes n las 
vistas en esta tesis (pur eje1nplo, ln. Hupfield); nnu de lus teurem:1.s ele Kol
mogorov qne o.segin-a q\le si un problerna es r<"'sueltu por nn P!\IC de nuis de 
tres c:o.pns, entonces puede resol-verse c1...1n nnu d(~ sr'>lu tres ("'apas, (ver lBea.le 
y Jackson, 19~H1); utrus m{:•tu<lus de aprendizaje para. 1111 P).lC, prugrmnas 
de cornputaciún que ren.lict•n clasifirnciún de .._,bjPt."-JS cun Yarius 1nétodos (in
cluyendo los vistus en esta t<>sis), la aplicn.ciún de la fHnciün energía €'n r-iertos 
problemas. etr. 

4.1 Aplicaciones de PMC 

Dentro de l::ts H~ ("Xlf't<::' Hll arnµliu <an:i¡->o dP al-Jhca.riune::>, en µarticular parn 
los P.:-..IC .. ·\.lg11nas de ellas sun: 

1. flt:(·oriol"t r lr·11!JIUZjf:s. ·~s (ll'("lI disting1ii1· entre lln run.i11nt.u de palal>ras 
qtie un in.terlucutür d.ig-n, aunqnP Pn l~l. pr.úcticn est{J ~Ulv :.>0 hace «un 
vocabularios peq\H.'i1Ds y ¡.;¿llabra.s bien :,~·p<1.radns entn" sí. 

2. 1VETtulk es un P~IC q11e ap!("Jld(• n prun11nriar ti:"xtus <::-n inglés v fne 
<lesnrrollad'-) pur Sejn<J"\':ski y 11.(Jsenl>•-·r~ Pn 1987 La µ1·11v·ipal ra.rac
terístir« de la red e~ q1H~ patece nnitar J?<iTronPs <h.'l ha1..>la cufftu lus 
bebés. p1·od11cienc.lu 11n l>alL1irt•u inc•.•hc¡··=-n.t•.> 1...1r1tncn:J lJ11C'~~ lu~ pt:"sus 

svn aleaturiu~ -:O" l1a.-~<.1 clP -...::.r·iu"' liPri•..>du~ de.· .1-¡1n"n<liza.'P '-'f" ~·btiPne 11n 
l~ngunje inteligible run nn qo•;;;- dP f~xact~t11cl. 

3. _..\[9011(;;;, .... rJ, ... 1¡¡¡1f,.'!"!r n rr •1 :111u-111 .... ~l··tcnn\n;,_ ¡,,..., ¡~1111ru=-- e11 lvs 
r.11:.:iles nna palabra p11o•de '.·'Cl :.;1·pa14l<:i:< 1!~-.tndu ~uiuilc:-.. !'~~.!<• ¡,,:, lcn11;un

jes c-urn.u P\ 1Ll.n.0;:.:-.. \.'el <>.k·n1.\n ,-.un P:---C~l.~'-'ó; .. ~.tu~; 1-:-11i:•)<_h_,:o- -:--· qiliz6.s 1u11.'\. 
R).. sea la fu!·n-..:'.! rn:1.--. ¡ ;i.pit.L• p:1-: a h:u· 1 ·1 iu. 

-l. Ii.1:c(lT1occr (•l')t'fcis /L.'>ILTl•ÍU ... c,uu.n'.'>. pin t.•jen•i-:lu pat~: ptvli."lX e~tc P).IC 
se rec0nuciú nna rora y n~et;d"s cilíndri.cus {~n •_·i f•.;n.dt..1 de- nnn bahía, 
lu cual µue1...it~ .',••t-...:i1 ¡1:ua ~uc:-i.li:.:at ,,l)i('t'•~· dP rr1;-i.'.:-- :ntPrl·~o. pvr J:>jcmplo. 
Slll.nnariuus. 
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5. Conducir un ca1To, Pornt..~rlcau cunst rny•Í una 1-l:'.'\' cunt 1·1,_,t.,lda par u ron
duc::ir ~n carro en lln c-o.minu s~n11osu. 

6. Reconocer cúdigos C.'iCrtfo,o; 1L rnanu. c::un 11na rt:-d de L"Pt rup1·upagariún 
ZIP en el rurreu de Estadus lJnidus q11C" t(•cun1,r·t• clavt-:~ u cúdigu~ de 
postales n11n1éricns. 

7. F'iUrrLr t·l r11ulo df· 117/ /~'('(,'. l,"n el~·rlrucan:li.._·,~!;r:~f•J 1n11Pst1a lu!:' latidus 
del corazón de 11n paciente>. Sin ("fnba.rgu, Pstus lat1d1_•s Tl!J ~ir-n1¡ne sun 
reb'Lllare::. y el equipo de niunitvt-eu libcr.:-:i. ttna .-.(_•üal a 11na pant:-i.lla qllt;:> 

ront.iene tantu ruidu <-plP put>dP ser difiril Vt•r <"'Xó\Ct.a.mPnte> lu que e-~t.ñ 
en ella. 

Además de las aplicacioneg ant.criures huy muchas rpt\s y pnr:-i cunsultar 
las ya mencionadns •On inás detalle véan~e [Bca.le y Jarkson, 1991] y [Hertz 
y et ni, 1993]. · 
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