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Introduccion

Los conocimientos matemdtlicos son
proposiciones que construye nuestro
intelecto para que siempre funcionen
como verdaderas, porque son innatas
o bien porque las matemdticas se in-
ventardn antes que las otras ciencias

William the Baskeruville

Al hablar de geometria hiperbdlica es dificil no remontarse a los inicios de
ésta, cuando era una materia oscura. Desde la antigiiedad el axioma de las
paralelas desperté la inquietud de los matemadticos pues les parecio el dnico
axioma de la geometria euclidiana que no se podia comprobar con el requisito
de simplicidad y de aceptabilidad intuitiva. Hasta finales del siglo XVIII la
validez del axioma de las paralelas fue cuestionado, de hecho se trabajé mucho
con el intento fallide de probar este axioma por medio de los otros axiomas de
la geometria euclidiana, los cuales se veian mucho mas intuitivos. Alrededor
de 1820, tres matemdticos de manera independiente empezaron a construir
otra geometria con rectas, planos y angulos similares a los usuales pero sin
tomar en cuenta el axioma de las paralelas por el contrario, aceptando que
hay mds de una paralela a una recta que pasa por un punto dado fuera de ella,
estos fueron Jdnos Bolyai en Hungria, Carl F. Gauss en Alemania y Nikolai
I. Lobachevski en Rusia.

Gauss fue el primero en hacer esto, pero no publicé sus conclusiones y
es que la mayoria., no sélo de los matemadticos de la época, sino de gente
culta en general. quizd debido en parte a las doctrinas filoséficas entonces
prevalecientes, estaba firmemente convencida de que no se puede ni siquiera
concebir el espacio apartandose de los axiomas de Euclides. Gauss, pese a su
gran autoridad. temia pues desencadenar una polémica si diera a conocer sus
ideas. Bolyai no recibié reconocimiento de su descubrimiento hasta después
de su muerte, asi la geometria no-euclidiana en sus inicios fue conocida como
geometria Lobachevskiana y no fue sino hasta principios de este sigio cuando
Felix Klein introdujo el término geometria hiperbdlica.

Eugenio Beltrami, en 1868 fue el primero en construir un modelo explicito
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Introduccion

Los conocimientos matemndticos son
proposiciones que construye nuestro
intelecto para que siempre furcionen
como verdaderas, porgue son innatas
o bien porque las matemdticas se in-
ventardn antes que las otras ciencias

Williamn the Baskerville

Al hablar de geometria hiperbdlica es dificil no remontarse a los inicios de
ésta, cuando era una materia oscura. Desde la antigiledad el axioma de las
paralelas desperté la inquietud de los matemadticos pues les parecié el tnico
axioma de la geometria euclidiana que no se podia comprobar con el requisito
de simplicidad y de aceptabilidad intuitiva. Hasta finales del siglo XVIII la
validez del axioma de las paralelas fue cuestionado, de hecho se trabajé mucho
con el intento fallido de probar este axioma por medio de los otros axiomas de
la geometria euclidiana, los cuales se veian mucho mads intuitivos. Alrededor
de 1820, tres matemadticos de manera independiente empezaron a construir
otra geometria con rectas, planos y Angulos similares a los usuales pero sin
tomar en cuenta el axioma de las paralelas por el contrario, aceptando que
hay mas de una paralela a una recta que pasa por un punto dado fuera de ella,
estos fueron Jdnos Bolyai en Hungria, Carl F. Gauss en Alemania y Nikolai
I. Lobachevski en Rusia.

Gauss fue el primero en hacer esto, pero no publicé sus conclusiones y
es que la mayoria, no sélo de los matematicos de la época, sino de gente
culta en general. quizd debido en parte a las doctrinas filoséficas entonces
prevalecientes, estaba firmemente convencida de que no se puede ni siquiera
concebir el espacio apartindose de los axiomas de Euclides. Gauss, pese a su
gran autoridad, temia pues desencadenar una polémica si diera a conocer sus
ideas. Bolyai no recibidé reconocimiento de su descubrimiento hasta después
de su muerte, asi la geometria no-euclidiana en sus inicios fue conocida como
geometria Lobachevskiana y no fue sino hasta principios de este siglo cuando
Felix Klein introdujo el término geometria hiperbdlica.

Eugenio Beltrami, en 1868 fue el primero en construir un modelo explicito



2 Introduccién

del espacio hiperbdlico, algo as{ corno un mapa del espacio hiperbélico en el
espacio euclidiano. Después otros modelos fueron introducidos, cada uno con
sus ventajas y desventajas, estos modelos sirven de la misma forma que un
mapa de la tierra sirve para conocer a ésta.

En los primeros cuarenta afios de existencia de la geometria hiperbdlica, esta
estuvo en una especie de limbo, separada del resto de las matemiaticas y sin
bases firmes que la fundamentaran. Sin embargo con la teoria de superficies de
Gauss en 1827 y la teorin de variedades en dimensiones mayores de Riemann
en 1868 se abric ¢! camino para hacer de la geometria no-euclidiana una
respetable rama de las matemaiticas.

Uno se puede preguntar qué tan distintas son la geomnetria euclidiana y la
hiperbélica, para contestar esto es bueno compararlas también con la geome-
tria esférica.

La geometria esférica y la geometria hiperbdlica son opuestas duales; esta
dualidad empieza de manera natural con el postulado de las paralelas y se hace
mads evidente con los tridngulos en cada geometria. La suma de los #ngulos
de un trisngulo esférico es siempre mayor que 180Y mientras que la suma de
los dngulos de un tridngulo hiperbélico es siempre menor que 180°, entonces
uno podria decir que la geometria euclidiana estd “en medio” de estas dos
geometrias, pues los dngulos de un tridngulo euclidiano suman 180°.

La dualidad continia cuando consideramos las curvaturas de los modelos
de estas geometrias, por ejemplo si adoptamos la esfera unitaria como modelo
de la geometria esférica, vemos que tiene curvatura constante l; igualmente
existen -modelos de la geometria hiperbsilica cuya curvatura es -1, no es de
sorprenderse entonces que un plano euclidiano tenga curvatura O, un valor
intermedio entre -1 y 1.

En 1882 Henri Poincaré introduce el modelo del semi-espacio superior de
la geometria hiperbdlica y lo usa para identificar al grupo de isometrias que
preservan orientacién del plano hiperbélico con el grupo consistente de todas
las transformaciones fraccionales lineales h(z) = 22¥% con coeficientes reales
¥y con determinante uno, llamado PSI2(R); Poincaré usaba este descubrimien~-
to para ilustrar la naturaleza espontdanea de la creatividad matemética, pues
cuenta que al abordar un camidén repentinamente vino a él la idea de que
las transformaciones que él habia usado para definir grupos Fuchsianos eran
idénticas a las de la geometria no-euclidiana.

Los grupos Fuchsianos fueron estudiados primeramente por Poincaré en
1880 después de leer un articulo de L. Fuchs sobre ecuaciones diferenciales,
sin embargo algunos ejemplos particulares como el grupo modular habian sido
trabajados antes.

En muchos aspectos los grupos Fuchsianos estan relacionados con las la-
tices, es decir grupos discretos de isometrias euclidianas cuyos cocientes son
superficies de Riemann compactas homeomorfas al toro; los grupos Fuchsianos
son grupos discretos de isometrias hiperbdlicas y sus cocientes también son
superficies de Riemann.
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Las funciones que son invariantes bajo latices son llamadas elipticas, mien-
tras que, las que son invariantes bajo grupos Fuchsianos son llamadas fun-
ciones automorfas, es por esto que Poincaré enfatizé la importancia de encon-
trar grupos discretos de isometrias hiperbdélicas.

Pero antes de empezar a estudiar grupos Fuchsianos en este trabajo, debe-
mos dar las bases, primnero para construir los modelos adecuados de espacios
hiperbdlicos, y después para encontrar los grupos de isometrias.

La tesis se encuentra dividida en seis rapitulos; iniciamos este trabajo con-
siderando las nociones generales de formas cuadriticas y sus grupos ortogo-
nales asociados; especialmente estudiamos tres tipos de formas cuadraéticas,
las cuales nos dan los tres tipos de geometrias mencionados; luego veremos
propiedades generales del grupo de transformaciones de un espacio vectorial
generado por inversiones y reflexiones en esferas, este serd un grupo de intéres
fundamental en el estudio de las isometrias hiperbdlicas, todo lo anterior esta
en los capitulos 1 y 2 del trabajo.

Regresando a la dualidad entre la geometria esférica y la geometria hi-
perbdlica, en el capitulo 3 hacemos una comparacion de las tres geometrias,
incluyendo a la geometria euclidiana, resaltando la representacion de las geo-
désicas en cada espacio y dotando de una métrica a cada geometria. Al final de
este capitulo introducimos los tres modelos principales del espacio hiperbélico,
haciendo énfasis en el del semi-plano de Poincaré.

Después en el capitulo -4 analizamos con mas detalle las geodésicas del plano
hiperbdlico asi como la trigonometria de ésta, utilizando un espacio vectorial
especial, un espacio de matrices, que nos facilitard los cédlculos.

Finalmente nos adentramnos al tema central de este trabajo: grupos discre-
tos de isometrias del plano hiperbdlico o grupos Fuchsianos, con el modelo
del semi-espacio de Poincarfe G2, donde las isometrias son el grupo de trans-
formaciones generado por inversiones y reflexiones en esferas de E%; haremos
algunas clasificaciones sobre grupos Fuchsianos, teniendo especial interés en
€l Teorema de Nielsen, en donde se caracteriza a los grupo Fuchsianos no ele-
mentales. También se hace un andlisis detallado de las cuspides de un grupo
Fuchsiano, asi como de los espacios cociente. Como la mejor manera de obtener
informacién acerca de un grupo Fuchsiano es a través de los dominios funda-
mentales, estudiaremos los conceptos mads generales acerca de &stos.

Rogelio Valdez Delgado
Ciudad Universitaria, Mexico, DF
Enero 1997
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1 Formas Cuadraticas

En este capitulo, damos las bases para el trabajo subsecuente, vemos aqui la
teoria basica necesaria para el desarrollo de los temas importantes contenidos
en esta tesis.

Iniciamos analizando los principios generales de las formas cuadréiticas y sus
grupos ortogonales asociados. Nuestro interés en estudiar formas cuadraticas
es motivado por la facilidad que estas prestan para trabajar la geometria
hiperbdlica; resaltamos que las formas cuadriticas abundan en el contexto
matematico, asi como en la mecdnica y en la fisica. Dieudonné dijo que eran
dificil encontrar una teoria matemstica que no incluyera formas bilineales.
Mencionamos algunos ejemplos; en andlisis estan presentes en los espacios
de Hilbert y Sobolev; en topologia algebraica, el producto cufia da una forma
cuadratica (o alternante); en aritmética, la descomposicion de enteros en suma
de cuadrados; en geometria diferencial. las métricas de Riemann y de Lorentz
(la 1iltima en la teoria de la relatividad) son formas cuadrdticas.

En especial prestamos atencidn a tres tipos de formas cuadrdticas: las
definidas positivas, las parabdlicas y las hiperbdlicas, con sus correspondientes
grupos ortogonales que junto con los respectivos grupos de isometrias nos dan
las bases de tres geometrias que consideraremos mas adelante.

Estudiaremos el grupo ortogonal de una forma cuadrdtica como una ge-
neralizacién del conocido grupo O{n) de matrices ortogonales en un espacio
vectorial euclidiano, también extendemos el concepto de ortonormalidad a es-
pacios no euclidianos. Veremos la completacién no-singular de un subespacio
arbitrario, dentro de la prueba del Teorema de \Witt, asi como la descom-
posicién de una transformacion ortogonal en transformaciones nds simples.

En la tdltima seccidén introducimos un espacio vectorial, el cual es base para
desarrollar la geometria hiperbdlica que nos interesa, asi como las transfor-
maciones de Lorentz, que resultan las isometrias de la geometria hiperbdlica.

1.1 Ortogonalidad

En este capitulo entenderemos por £ un espacio vectorial de dimensién finita

n sobre un campo &, donde k = R & T, aunque bien se podria tomar un campo
de caracteristica distinta de dos.

Definicién Una forma cuadratica es una funcion Q : £ — k homogénea
de grado 2, es decir

QA=) = 22Q(=») Nek,ze E
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con la propiedad de que

<zy>=3QE+1—QE -Q@w) sycE
es bilinealen T y y.

La igualdad anterior se conoce como férmula de Polarizacién .

Proposicién 1.1 La forrmula de Polarizacidn induce una correspondencia
uno a uno entre formas cuadrdlicas y forrmas bilineales simétricas de E sobre
el camnpo k.

Demostracién:

Sea Q(z) una forma cuadratica, si definimos < z,7 > por la férmula de
Polarizacién es fdcil ver que es bilineal y simétrica.

Reciprocamente, para una forma bilineal simétrica < z,y > definamos Q :
E — & por Q(2) =< 2,z >, asf Q(\2) =< Az, Az >= A2 < 2,2 >= N2Q(2),
por lo que Q{ =) es homogénea de grado 2. Veamos que Q(z) cumple la férmula
de Polarizacién, como

Qz+y) = <zx4+yxz+y>
LT, TH+Y> <y TH+Yy>
= <T,T>+ <Y, Y>+2<z,¥% >

tenemos que Q(x +y) — Q(z) — Q(y) = 2 < =,y >, por lo que

]

<2,y >= F(Q= + 1) — Q=) — QW)
de donde, Q(z) es una forma cuadraitica. -

De esta manera hablaremos de la forma bilineal < , > asociada a la forma

cuadritica Q(<). También (£, Q) denotara la forma cuadritica Q en el espacio
vectorial E.

Definicidn Dos elementos x,y en E son ortogonales si < x,y >= 0. El
subespacio total ortogonal a K, un subespacio lineal de E, se define como
Kir={eeE:Vre K <e,x>=0}.

Definicién Una forma cuadrdtica Q en un espacio vectorial E es no sin-
gular si su forma bilineal asociada < , >, satisface lo siguiente: siVx € E,
< z,y >= 0 entonces y=0.

De la definicién se sigue que Q es no singular si y sélo si £+ = 0. Diremos
en tal caso que £ es no singular entendiéndose que en £ se ha fijado ya una
forma cuadrédtica.
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A las transformaciones lineales con dominio £ y contradominio el campo
Kk, se les denomina formas lineales sobre £. Las formas lineales forman un
espacio vectorial sobre &k, llamado el espacio dual E*, y dimmE" = dimFE;
teniendo en cuenta este hecho, veamos que cada forma lineal no es otra cosa
que la forma cuadritica actuando en un punto fijo, lo cual se sigue por el

siguiente resultado.

Lema 1.1 Sea (£, Q) una forma cuadradtica no singular. Entonces la funcién
q: E— E°, donde qg(e)(x)=<e,xz> ezxelkl

es lineal y biyectiva.

Demostracidn:

Seane, fe Ey )\, pck, entonces q (Ne+ puf) (x) = <de+uf,z>=

A< e, x> 4p < fix>= Aq(e)(x) + uq(f)(z) por lo que es lineal. Sea e € £

tal que e € ker(q) entonces q(e){(z) =< e,z >= 0 Vz € £, es decir e € £~

pero como £ es no singular e = 0, luego ¢ es inyectiva. Por otro lado como

dimE = dim(/m(q)) +dim(ker(q)) = dim(im(q)) +0 = dimmE", tenemos que

q es suprayectiva. -

Definicién Sean £ y F espacios vectoriales de dimension finita sobre el
campo k ¥ sean Q y P formas cuadrdticas en E y F respectivamente. Un
isomorfismo de (£,Q) a (F, P) es un isomorfismo lineal o : £ — F tal que
Q=~FPoo.

En particular, los automorfismos de (£, @) forman un grupo, el grupo or-
togonal de (£, Q) denotado por O(E, Q). Usaremos también O(E) o O(Q) si
esta claro cudl es la forma cuadréatica o espacio considerado, respectivamente.

Sea {&;,--,€n} una base para E£. La matriz de Gram G € M, (k) asocia-
da a Q, es la matriz cuyas entradas son G; =< ei,e; > conZ,j € {1.--+,n},
es decir la matriz

<e,e1> <ene2> ... <ej,eq>
G= : : :
< €n,e; > < en,e2 > s < €n,e5 >

Proposicién 1.2 Sea Q una forma cuadrdtica no singular en E. Entonces

o € O(Q) tiene determinante 1 6 —1.

Demostracion:
Sea {e1,---,€n} una base para £, asi o(e¢;) = Z;\;je; para i, j € {1,---,n},
por lo que la matriz A4 asociada a o es
A1 Mz L. A,

Ant Anz --+ Anm
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de donde tenemos que
< o(e:),o(e;) >=< Txkier, Sndnjen >= Eh pdix < €k, €4 > Apj

por lo que la matriz de Gram para Q o g es A7TGA. Ahora como o € O(E),
Q@ = Qoo entonces ATGA = G. Veamos ahora que detGG # O; suponga-
mos que no, entonces un renglén de la matriz G es combinacién lineal de

los demsis, digamos el primero, entonces existen Az, \3,...,An € & tal que
(<er,er>,--,<enen>) = Aa(<ez, €1 >,---,<eg,en >)+---+ N\,

(< en.€; >,---,< €n,€n >), de donde N\, < ez,€; > -+ A, < e,,€5 >
— < ej,e; >=0. Es decir < X2ez+ -+ Anen —e€1,¢; >=0 Vi€ {1,...,n},

por lo tanto, g = —ep + Aze€2 + ... + Ane, cumple que ¢ # 0 y ¢ € E+-
lo cual es una contradiccién al hecho de que @ es no singular en E. Como
detAT CA = det AT detCG detA = detA? detG = detG y detC 3 O entonces
det.A? = 1, por lo tanto detA = 1. [ ]

El grupo ortogonal para la forma cuadritica usual sobre k™
Qn(z) =z +x+--- +x2
es denotado por On (k).

Teorema 1.1 Sean E un espacio vectorial de dimensidn finita n sobre el
campo T y Q una forma cuadrdtica no singular sobre E. Entonces eciste
€e1,€2,...,en base de E, con < e;,e; >=&;,i,j=1,...,n.

Demostracién:

Como @ no es identicamente cero pues es no singular existe v € £ con
Q(v) # 0, ast @(v) = A2 con A € C, de donde Q(A~'v) = 1, por lo que existe
e € E tal que Q(e) = 1. Sea K el subespacio generado por e y sea F = K,
entonces E = K @ F, (ya que si = € K N F entonces = = ue, por lo que
0 =< 2,z >=< pe, ue >= p?Q(e) = u?, de donde =0 y = == 0).

Ahora veamos que Q restringida a F es no singular. Sea y € F tal que
< z,y >= 0 Vxr € F y sea = € E diferente de cero, entonces es de la forma
z=Ne+ fcon fE€ F,asi < z,y>=< e+ fiy>=A<e,y>+ < f,y >=
O Yz € E por lo que ¥ = 0, entonces Q restringida a F es no singular.

Procederemos por induccién sobre dim(E). Si dim(£) = 1 entonces existe
v EFE., v#0tal que Qv) =<v,v >=1y v genera a E. -

Supongamos el resultado cierto cuando la dimensién es n — 1. Sea E tal
que dim(E) = n y seae € Econ Q(e) =1y K = {)e: A € K}, entonces
E = K @® K+, ademés dim(E) = dim(K) + dim(K+); como dim(K) = 1

tenemos que dim(K*) = n - 1, por lo que existen e2,...,en, tales que
< e;,e; >=&;; coni,j=2,...,ny con < e,e; >=0paraje {2,...,n}.
Considerando la base {e,e2,...,en} tenemos el resultado. [ ]

De esto se sigue que si & = C, cualquier forma cuadréitica no singular sobre
k™ es isomorfa a la forma Qn(z) =z + ... + 22,
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1.2 Teorema de Witt

Sean £ un espacio vectorial de dimensién n y Q una forma cuadrsdtica en E.

Decimos que ™ € E es no Isotrépico si Q(m) # 0, es decir < m,m ># 0.
Un vector 7 no isotrépico define un automorfismo 7, de (£, Q) dado por

< T, m >

Tm(x) = —2——"—"—m xe€ k&
m () < m,m > €
porque

< T (), Tm(T) >=< z,x > T e FE
En particular para {€1,...,en} base de E se tiene que

< Tm(ei), Tm(e;) >=< ei,e; > i,je{1,...,n}

por lo cual @ = Q o Ty,. La definicién de 7o, también garantiza lo siguiente:
el hiperplano ortogonal a m es fijado puntualmente por Tn, Tm(m) = —-m y
T2, = id, es decir es una involucidn; también det(rm) = —1, para convencernos

de esto tomemos una base ortonormal nara el hiperplano ortogonal a m y
completemos a una base de £ con el vector m. A 7, se le llama la reflexién

a través de m.

Proposicién 1.3 Sea Q forma cuadrdtica sobre E. Sea N € k*, entonces
O(E) actia transitivamente en el conjunto {e € £ : Q(e) = \}.

Demostracicn:

Sean e, f € £ con Q(e) = Q(f) = \. entonces < e — f,e + f >=< e,e >
— < f,f »>= 0. Como e es no isotrépico y es combinacién lineal de e + f
y e — f, entonces Q(e + f),Q(e — f) no pueden ser al mismo tiempo cero.
Tenemos dos casos:

SiQ(e—f)#0

Tu—yle—f)=f—e,Ta_s(e+ f) =e+ f, entonces T._s(e) = f.

Si Qe+ f) =0

Terrle—f)=e—~[f, T p(e+ f) = —f —e, entonces 7._s(e) = —f, de donde
TyTews(e) =1,(—f) = f. -

Siguiendo esta idea de transitividad tenemnos el Teorema de Witt, el cual
tendra varias consecuencias a lo largo de este trabajo.

Artin cierta vez dijo que el Teorema de Witt era un escandalo, refiriéndose
al hecho de que se tuvo que esperar hasta 1936 para formular y probar un
teorema tan simple en su enunciado como en los conceptos que contenia; el

teorema es el siguiente:
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Teorema 1.2 (Witt 1936) Sea (E, Q) forma cuadrdtica no singular. Sean
U, V' subespacios lineales de E, entonces cualquier isomorfismo o : (U,Q) —
(V, Q) puede ser extendido a una transformacidn ortogonal de (£, Q).

Demostracién:
Caso 1. U no singular, es decir U+ = 0. Sea o : U — V isomorfismo tal que

Q lu= Q o 0. Procederemos por induccién sobre dim(U).

Si dimn(U) = 1, como Q no es identicamente cero existe u € U con u # 0,
tal que Q(u) = A 7% 0, ademsds u es generador de U, es decir U = {pu: u €
k}. Como Q(o(u)) = Q(u) = A, de la proposicién anterior obtenemos que
existe 7 € O(E) tal que 7(u) = o(u) (pues O(L) actiia transitivamente en
A= {e€ F:Q(e) = \}). Sea £ € U entonces existe u € k tal que z = uu,
asi 7(x) = T(uu) = po(u) = o(uu) = o(x) por lo que T |py= o, es decir T
extiende a o.

Si dim(U) > 1, nuevamente tomemos e € U vector no isotrépico con Q(e) =
Q(o(e)) # O, por la proposicién anterior existe = € O(E) tal que (e)
T(e). Como o : U — V y T : E — FE son isomorfismo y automorfismo
respectivamente entonces 7' oo : U — £ es un isomorfismo de U/ sobre
su imagen, con 7! o o(e) = 7~ ! o 7(e) = e. De esta manera es suficiente
extender o : U -~— £ isomorfismo de U sobre su imagen con o(e) = e, a
una transformacién ortogonal de £. Sea L = {te : t € k} y consideremos
W=Lt*NUF=L+ luegoU = We Ly F=Fa&.L (para ver la validez
de estas sumas directas, se procede como sigue: si existe = € L N W entonces
z=Adey <Ae,Ae>= A2 <¢e,e >=0, entonces A =0 porloque LNW =0
¥ por lo tanto U = W & L, anidlogamente se puede hacer lo mismo para ver
que £ = F& L).

Ahora veamos que W es no singular, sea y € W tal que < z,y >= 0, para
todo =z € W, debemos ver que ¥ = O; como cada u € U puede expresarse como

u=te +w con te € L,w € W, tenemos que:
<u,y>=<tet+w,y>=st<ey>+<wy>=0,VuclU

pero U es no singular por lo que y = 0, por lo tanto W es no singular. Veamos
también que F es no singular, sea ¥y € F tal que < =,y >= 0 Vx € F. Sea
ze€ Fentonces s=te+ fcon feEF, <z, y>=<te+ f,y>= < te, v >+
< f,y >= 0 V=z € E que es no singular, por lo que ¥ = 0, por lo tanto F es no
singular. Como W = L+ N U entonces W C F y tomando w € W obtenemos:

< o(w),e> = <<o(w),o(e)>
= 2[QM(w) +a(e)) — Qo(w)) ~ Qo (eN]

Lo +e)~ Q) - Q)] =< w,e >=0

ya que Q(o(w + e)) = Q(w + e), por tanto o(W) C F. Como dim(F) = 1
entonces dirn(W) < dim(U), y considerando o : W — F, por hipétesis de
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induccién existe T € O(F) talque 7 lw=0c y Q |lr.= QoT. Sea p : E — E

dada por
_ o(x) sizel
wlz) = { T(z) sizeF
la cual estd bien definida ya que £ = F e L, asi ¢ es un isomorfismo lineal de
E, ademas .
glu=¢lwsr= @ lw @@ L=
Tlw &0 |Lt=0 |lw &0 |L=0c
Ahora sélo falta constatar que Q = Qo. Sabemosque para f € F, < f,e >=
0, de donde < 7(f),e >= 0 ya que 7(f) € F = L1 y se sigue directamente
quesiz€ Econ:=te+ f,t€ k y f € F entonces

Q(e(te + f)) =< #(te + ), ¢(te + f) >=< o(te) + 7(f),o(te) + 7(f) >=

< te+7(f),te+T(f) >=t> < e,e > + < f, f >=< te+ f,te+ f >= Q(te+f)
Por lo tanto ¢ € O(E) es el isomorfismo que extiende a o.

Caso 2. U es singular, es decir existe e % 0 tal que e € U NUL. Sean
L = {\e : A € &} ¥y R subespacio tales que RD L = U;sea S : E — k una
transformacién lineal tal que 8(e) = 1 y B(R) = 0, asi 3 € E* (el espacio dual
de E). Consideremos la funcisn ¢ : £ — E*, tal que q(e)(z) =< e,z >, la cual
es biyectiva pues E es no singular. de donde existe b € E tal que g(b) = 3, es
decir 3(xz) =< b,x >, porlotantoVr € R, B(r) =< b,r >=0, por loque b es
ortogonal a R. Como 1 = 3(e) =< b,e >, considerando f = b — ;_‘_; < b,b>e,
tenemos que < f.f > =<b— % <bb>e,b—)<bb>e>=<bb>—
< b,b >=0 por lo que f es isotrépico. Sea r € R, entonces < r, f >= 0 pues
reé RCUyeeglU—, entonces f es ortogonal a Rcon <e, f >=<e,b > —%
< b,b><e,e>=1. Como < e, f >= 1 con e ortogonal a U tenemos que f no
esta en U, de esta forma W = U + A f es la suma directa de dos subespacios
ortogonales R (A\e+tf) con A, t € k. Considerando ahora o(U), o(e) y o(R),
entonces o(U) = o(RO L) = o(RY®o(L) y o(e) € o(U)Nno(U~) con o(e)
ortogonal a o(R). Procediendo de la misma forma que arriba obtenemos g € £
isotrépico tal que es ortogonal a o(R) con < g,0(e) >= 1; ahora extendamos
la funcién ¢ : U — E a una funcién lineal & : W — E con &(f) = g, esta
funcién cumple que 5(W) = o(R) & (Ao(e) +tg). Sen a € W el cual podemos
expresar como a = r + Ae +tf con r € R, entonces

Qa) = <ag,a>=<r+Ne+tf,r+de+tf >=<7r, 7> +2 < Ne,tf >
<7 r> 420 =< o(r),o(r) > 427t < g,0(e) >
o(r) + Xo(e) +tg,o(r) + Ao(e) + tg >=< &(a),5(a) >= Q o 5(a)

es decir preserva producto interior, por lo tanto & es un isomorfismo de W en
su imagen.
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Hagamos un paréntesis aqui: Si /R resultara no singular, entonces W ==
R @ (e +tf) es no singular (pues si existe x € W,z = T + Xe + tf, tal que
< z,y >=0 ¥y € W entonces en particular¥vV s € R, <« z,8 >= 0, es decir
< 1,83 >= 0 y como estamos suponiendo que R es no singular entonces r = 0,
por 1o que = = Ae + tf; ahora O =< T, Age >= tiz, con Nz # 0, entonces
=0, finalmente x = \e pero entonces << N\e,sf >= As = 0, con 5 # 0, por lo
tanto A = 0 y x == 0). De aqui concluimos que & : W — (W) es isomorfismo

de un subespacio no singular, entonces por el Caso 1, existe 7 € O(F) tal que
Tlw=a y por lo tanto T lyu=& ju=o.

Supongamos que dim(/ MU+) = r con e,,€e2,...,€, como base y 7 < mn.
Sean L; = {\e; : A € K}, i = {1,...,7} y para cada i sean R; subespacios tales
que R; @& L; = U. Aplicando el mismo procedimiento del caso 2, obtenemos
fseenfr Y o1, 9, Puntos en £ tales que W =U + X1y + -« + A fn =
R (pner+t1/1) D--- @ (rer +tnfn), donde las sumas son ortogonales, con
R subespacio no singular por la demostracion del paréntesis, este proceso es

conocido como completacién no singular de un subespacio. De esta forma
podemos extender g : U — E a una funcién &

: W — E isomorfismo en su
imagen con f; ~~ g para i = 1,...,7, que nos lleva al Caso 1, de donde existe
T & O(E) tal que T lw= &, por lo tanto 7 ly=oc

-
1.3 Tipos Sylvester

En esta seccidén trataremos espacios vectoriales sobre el campo R. Ademss in-
troduciremos un invariante en (E, Q), denominado la signatura o tipo Sylvester
de una forma cuadraitica.

Pefinicién Un espacio vectorial £ es euclidlano si es de dimensidn finita
y tiene asignada una forma cuadrdtica definida positiva, es decir Q(e) > O
para todo e € E\{O}.

La siguiente proposicion habla acerca de que cada espacio vectorial tiene
en cierto sentido una base ortonormal.

Proposicién 1.4 Sea (E,Q) forma cuadrdtica en £ un espacio vectorial de
dimensién n. Entonces existe base ortonormal {e,,e2,...,e,} de £ tal que
. o it .
< eiej >= { 1,01 i3
Demostracién:
Primero si Q = 0, cualquier base es ortonormal, entonces supongamos

que @Q no identicamente cero. Procederemos por induccidén sobre dim(E). Si
dim{E) = 1, existe e € E tal que € 320 y Q(€) # 0, es decir Q(e) = €\* con
€ = %1, A € K", entonces si e, A-le, Qer) = Q(\"le) = X222 = 1,
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ademsds e; generador de £, luego e; es base ortonormal de E con < e;,e; >=
1. Supongamos que el resultado es cierto para espacios de dimensién n— 1. Si
dim(E) = n, nuevamente existe e; € £ tal que Q(e1) = 1 y sea K = {\e; :
A € R}, entonces E = K1 @ K pues K es no singular y dimK+ = n — 1,

entonces por hipétesis existe ez, ..., e, base de KL tal que
— 0 ixj
< ei e >= { -1,0,1 i=3 i,j={2,..,n}
por lo tanto < e1,¢; >=0, Vi € {2,...,n}. De esta forma la base ortonormal
para £ es ey, e3,...,€p. ]
Teorema 1.3 (Sylvester) Seae;,...,e, una base ortonormal para la forma

cuadrdtica (E,Q) sobre R. La cardinalidad de los conjuntos {i :< e;,e; >=
—1} y{j :< ej,e; >= 1} es independiente de la base ortonormal considerada.

Demostractén:

Sea 31, ..., 9, otra base ortonormal para (E,Q), sea p el niimero de vectores
e; con < g;,e; >= =-1 ¥ g el niimero de vectores ¢; con < e;,¢e; >= 1. Sea £
el subespacio de £ generado por los elementos s; de la base para los cuales
< 8i,8; >= 0, ~1. Supongamos que 3;,,..., 9, son los vectores que generan
E, entoncesVe € £, e = \18;, +...+X,3;, dedonde < g, >= A} < si,,8:, >
+...+22 < 3;,,8:, > < 0, de esta forma q+s = n, por lo que drrn(E) =n—q.
Ahora para cualquier subespacio euclidiane F de E, como Q(e) > O, si
e &€ F — {0}, tenemos FME = 0. Por la férmula de la dimensién tenemos que
dim(F) + dim(£) = dim(F + £) + dim(F N E) entonces ditn(F) +n—qg < n
es decir dim(F) < q. Entonces cualquier subespacio euclidiano no tiene di-
mensién mayor que ¢, asi sup{dim(F) : F C E euclidiuno } = ¢q, entonces
¢l nimero de elementos tales que < 5;,3; >= 1 es ¢, por lo que g es inde-
pendiente de la base ortonormal escogida. Aplicando el mismo argumento a
(£, —Q) concluimos que p también es independiente de la base escogida. =

Como hemos visto que p, ¢ no dependen de la base, podemos hablar de la
forma cuadritica de tipo Sylvester (—p, q). Asi el tipo (—3,1) para R* es el
modelo espacio tiempo en fisica. Un resultado inmediato que obtenemos, es
que si (E,Q), (F, R) son dos formas cuadraiticas tales que dim(E) = dim(F)
y con el mismo tipo Sylvester entonces son isomorfas, para convencernos bas-
tard tomar una funcién que mande una base ortonormnal de E a una base
ortonormal de F.

Proposicién 1.5 (Desigualdad del Discriminante) Sea (£, Q) una for-
ma cuadrdtica no singular de tipo Sylvester (—s,r). Entonces para cualquier
base {e;,...,e,} de E, sign det[< e;, e; >] = (—1)*.
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Demostracién:
Sea hy, h2,...,An una segunda base de £ y sea B la matriz de cambio de
base con respecto a la base e;,...,€n. Si
by by ... byin
B=| : :
bny bpnz ... bun

entonces h; = 3.7, bije;, luego
< hi,h; >=< Epbirer, Eubjae, >= Zp.bir < er-,e5 > b,j;

¥ de aqui concluimos que
det[< hi, h; >)] = detB det[< e,,e, >]detBT = detB? det[< e;,e; >]
por lo que sign det[< ei,e; >] es independiente de la base considerada, en-

tonces tomando una base ortonormal ¢;,...,c,, tal que ¢4,...,c;, cumplan
que < ¢ij,cij >= —1, j € {1,...,3}, tenemos que det[< ¢;,¢; >] = (—1)*. =

1.4 Espacios Vectoriales Euclidianos

Cuando tenemos E un espacio vectorial euclidiano podemos definir una nor-
ma en E por |lef] = (< e,e >)? para e € E. En esta seccién trabajaremos
con este tipo de espacios vectoriales.

Proposicién 1.6 (Deslgualdad de Cauchy-Schwarz) Sean e, f € E en-
tonces | < e, f > | < |lelilfll. La igualdad se da si e, f son linealmente
dependientes.

Demostracién:

Supongamos que e, f son linealmente independientes, entonces generan un
plano euclidiano (E£’, Q), pues Q(e), Q(f) > 0. Por la desigualdad del discri-
minante para (£',Q)

. <ee> <ef> — (110 —
sign det <fle> <ff> =(—-1)0°=1

por lo que (< e,e >< f,f > — < e,f >2) > 0, de donde se sigue la afir-
macién. -

De esta dltima proposicién se sigue inmediatamente la desigualdad del
tridngulo: V e, f € E lle + fll < |lell + ||f]]. También podemos definir el

dngulo entre dos vectores de £ como cosZ(e, f) = i:ﬁﬁ cone, f € E.
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Un ejemplo béasico de una transformacién en el grupo ortogonal O(FE) es la
reflexién 7 en un hiperplano lineal H. Si 72 € £ es un vector unitario normal
para H,17(z) =z —2<z,n>n, r € E.

Teorema 1.4 Una transformacion ortogonal o de un espacio vectorial eucli-

diano E de dimensidn n, es el producto de a lo mids n reflexiones en hiper-
planos de E.

Demostracién:

Vamos a proceder por induccién sobre dim(E). Si dim(£) = 1, como las
iinicas transformaciones ortogonales de E son la identidad y la reflexién por
cero, tenemos el resultado. Supongamos que la dim(£) = n, sea f € E uni-
tario. Tenemos dos casos:

Sio(f) = f,consideremos F = f—, entonces como & es ortogonal o (F) = F,
con dim(F) = n — 1, por hipdStesis de induccién o | se descompone en el
producto de a lo méas n — 1 reflexiones en hiperplanos de F, es decir o |p con
O =T10...0T, con 8 < n—1, donde 7; es la reflexién en el hiperplano S; ¢ F

de F. Entonces consideremos U; = S; @ f, de esta-forma dim(U;) = n— 1; sea
o; la reflexién a lo largo de un vector unitario ortogonal a U, asi o; |s,= 7.
De esta forma o = g, 0...00,, por lo que es el producto de a lo mas n
reflexiones (de hecho de a lo mds n — 1 reflexiones) en hiperplanos de E.
. . 2<z,o(f)—f >
Sio # f, definamos 7(z) = r — o - , ade-
=S o) G e =IO R

més < og(f)—f,o0(f)+f >=0yaquec cumpleque < f, f >=< o(f),o(f) >.
Evaluando T en o(f) + f y o(f) — f tenemos que 7{(o(f) + f) = o(f) + f
y 7(o(f) — f) = f —o(f), y sumando obtenemos 27(a(f)) = 2f, por lo que
To fija f, entonces por el caso anterior 7a es el producto de a lo més n — 1
reflexiones en hiperplanos de E, con lo que concluimos que o es el producto
de a lo méds 7 reflexiones en hiperplanos de E. -

Designamos a SO(E) = {0 € O(F) : deto = 1} como el grupo especial
ortogonal el cual es un subgrupo de O(E) y sus elementos son llamados
rotaciones. Como los elementos de OQ(E) tienen determinante 1 6 -1 se sigue
que SO(E) es un grupo de indice 2. por tanto un subgrupo normal.

Sabemos por la proposicién 1.3, que O(E) actia transitivamente en la esfera
S(E) = {e € E : Q(e) =< e,e >= 1}. Veamos que también SO(E) actia
transitivamente en este conjunto. Para ver esto note que si z,y € S{(&) son
tales que x + Yy 7% O entonces Q(x + y) 7 O y el resultado se sigue de la misma
forma que en la proposicién 1.3. Ahora si Q(z + y) = 0, como Q es definida
positiva entonces T +y = 0, por lo que £ = —y, entonces tomando z ortogonal
a r (y por lo tanto también a ¥) con < =,z >= 1 tenemos que =+ # 0 (pues
de lo contrario = = —x) entonces por el caso anterior existe o € SO(FE) tal que
o(x) ==y T € SO(E) con 7(z) = y. Asi obtenemos que 7(o(x)) = 7(z) = v
y 7o € SO(E).
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Sea {e;,e;} C E base ortonormal, entonces < o(e;),o(ei) >=< e;,e; >= 1
para toda o € O(E), por lo que existe § € R con o(e;) = e; cos8 + ¢e;j sen 0.
Como o(e;) es vector unitario ortogonal a o(e;), es de la forma —e; fen 8 +
e; cos o su negativo, por lo que la matriz para o es una de las siguientes

cos® —sen 8 cosf sen &

sen 8 cos sen § —cosé
En el primer caso su determinante es 1(es decir una rotacién) y en el segundo
caso es -1, y en ese caso es llamada una reflexién. Ademsds con la forma de

la primera matriz podemos definir un isomorfismo entre el grupo “circular”
SO(E) y el grupo aditivo R/27Z.

Proposicién 1.7 (Euler) Sea E un 3-espacio euclidiano y sea o € SO(E).
Entonces existe una recta L (llamada el eje de rotacidn de o) tal que o fija
puntualmente a L y la transformacidn inducida por o en L1 es una rotacidn.
Una transformacidn ortogonal o € O(EF) con detoc = —1, tiene la forma pT
donde p es una rotacién con eje L y T es una reflezion en el plano L*.

Demostracién:

Consideremos el polinomio caracteristico de o € O(FE), es decir p(t) =
det(t] — o), el cual es un polinomio de grado 3 por lo que tiene una rafz real
A, es decir un valor propio real. Sea e # 0 el vector propio correspondiente a \,
o(e) = Ae entonces < €,e >=< o(e),o(e) >= A? < e,e >, por lo que A2 =
es decir, A == 1 0o A = —1. Si 0 € SO(E), entonces p(0) = det(—o) = —1,
ademds como p(t) es un polinomio lim; .. p(t) = +o0o0, por lo que A =1 es
raiz de p(t). Consideremos la recta L con valor propio 1, es decir generada por
e como vector propio, entonces o fija puntualmente a L {(o(te) = to(e) = te).
Ahora consideremos el plano L1 y sean ez y e3 vectores en £ que generan
L+, con lo cual tenemos las siguientes relaciones para \;; € R

o(e) = Ai1e + N\jgez + Azey = €
o(e2) = Az1e + Azze2 + Agaes
o(ea) = Aazr1e + Azzez + Aazes

por lo que la matriz de o es
1 221 A;

O Xzz Az
0O X2z A3z

Calculando el determinante de A obtenemos que Ay2A33 — AzaXaz = 1, por lo
que o restringida a L~ tiene determinante 1 es decir es una rotacién.

Si det(o) = —1 entonces p(0) = det(—c) = 1 y como lim. _ o p(t) = —o0
obtenemos que A\ = —1 es el valor propio. Consideremos la recta L generada




1.4. Espacios Vectoriales Euclidianos 17
por e, el vector propio asociado a A = —1, es decir o(e) = —e. Sean ez y €3
base para L1 entonces
o(e) = A1e + A\jpex + A\jzez = —e
o(ez) = Az;e + Asgez + Ames
o(es) == Agi1e + Agze€2 + Auzes

—1 A21 Az
0 A2z Azs
0O A2z Ass

Nuevamente analizando el determinate concluimos que AgaAgz — A2z a2z = 1,
es decir o es una rotacién en L. Consideremos 7 la reflexién a través de e
que fija LY, entonces 7(e) = —e. Ahora sea p la restriccién de o en L+, es
decir la rotacién con eje L y p(e) = e. Como p fija puntualmente a L, entonces
tenemos las siguientes igualdades:

o(e) = —e = p(~e) = pr(e)

por lo que la matriz de o es

o(ez) = p(e=) = pr{ez)

o(es) = p(es) = pr(ea)
Ya que £ = L & Lt y e,ez,e3 es una base donde o y p7 coinciden, tenemos
que o = pT. -

Lema 1.2 Sea F un espacio vectorial real de dimension finita yo : E — E
un isomorfismo lineal. Entonces existe un subespacio R & E de dimensicn 1
o 2 invariante bajo o.
Demostracién:

Usemos una construccién conocida como complejificacién de un espacio.
Al espacio £E¢c = £ E se le da una estructura de espacio vectorial sobre C; la
suma es coordenada a coordenada y el producto por escalares estd dado por

(@ +1y) (e, f) = (ze —yf,zf +ye) T,y ER,e,.f € E

Vamos a identificar a e € E con (e,0) € Ec,y a (e, f) con e+if,parae, f €
E. Estamos listos para complejificar tanibién a o. Definamos el isomorfismo
C-lineal oc : E¢c — Ec por oc(e + if) = o(e) + io(f), conocido como la
complejificacién de o, la comprobacién de que es isomorfismo lineal se da
enseguida:

oc((e+if)+(c+id)) = og(e+c) +io(f +d) = o(e) +o(c) +ic(f)+io(d) =
ocl{e+if) +oclc+id)
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oc((z +iy) - (e, f)) = oc(xe —yf,zf 4+ ye) = o(xe — yf) +io(zf +ye) =
(za(e) —va(f),zo(f) +vo(e)) = (x +iy) - ocle, f)

Por el teorema fundamental del dlgebra o¢ tiene un valor propio A = a 4 ib.
Sea e + if el vector propio correspondiente a A, entonces oc(e + if) =
(e +ib)(e+if), es decir oc(e, f) = (a+ib)(e, f) = (ae — bf,af — be), entonces
concluimos que o(e) = ae —bf y o(f) = af + be, por lo tanto &, f generan un
subespacio de E invariante bajo o de dimensién 1 6 2 dependiendo si son o
no linealmente independientes. -

Teorema 1.5 Sean E espacio euclidiano de dimensidn n y o un elemento de
O(E). Entonces existe una descomposicion de E en una suma ortogonal de
rectas y planos invariantes bajo o.

Demostracién:

Vamos a utilizar induccién sobre n. Si dimE = 1, entonces E es invariante
bajo o.

Sea E de ditnensién n. Por el lema anterior existe un subespacio lineal
R C E de dimensién 1 6 2 invariante bajo o, as{ dimR+ < n y es invariante
bajo o. Por hipdtesis de induccién existe una descomposicién de R+ en suma
ortogonal de rectas y planos invariantes bajo o, de donde tenemos el resul-
tado. -

1.5 Formas Parabdlicas

Ahora estudiemos un espacio vectorial F sobre R con otro tipo de forma
cuadrdtica Q.

beﬁnlclén Una forma cuadrdtica Q sobre un espacio vectorial F es posi-
tiva 5i Q(f) = O para todo f € F.

Lema 1.3 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)
<e,f>> < <ee><f,f> e, feEE

Demostracién:

Si e, f son linealmente dependientes claramente se da la igualdad. Sean e, f
linealmente independientes, por la propasicién 1.2 el signo del determinante no
cambia si tomamos una base ortonormal de este plano €, €3, pues es conjugada
a la matriz original. entonces como

< e,e; > << e, ep >

det
< eg,ey > < ez, ez >

>0
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tenemos que
<ee> <ef> >0
<f,e> < f,f> =

porlotanto <e,f >2 < <e,e>< f,f>>. . -

det

Corolario 1.1 Sea (F,Q) forma cuadrdtica positiva, f € F es isotrdpico si
ysolo si f € FL (es decir <e,f>=0 V e€ F).

Demostracién: i
S € F isotrépico si y sélosi 0 =< f,f >< e,e > = < f,e >2? para toda
e Fsiysdlosi f g FL. [ ]

Notamos también que si T es una reflexién de F, entonces para cualquier
f € F isotrépico se tiene que 7(f) = f.

Teorema 1.6 Sea Q forma cuadrdtica positiva en un espacio vectorial real
F de dimensidn n. Si o € O(F) es la identidad en F* entonces o puede ser
escrita como el producto de a lo mds n refleziones.

Demostracién:

Procederemos por induccién sobre m. Tenemos dos casos:

1) Im(o — id) no esta contenida en FL. De esta forma existe f € F tal
que (o —id)(f) = o(f) — f &€ FL, por lo que p = o(f) — f es no isotrépico,
entonces o(f) #% f. Sea 1, la reflexién a través de p, es decir

2
Tp(z) =z - 2=TR >
~p,p>
entonces

(e () =N =F—0c(f) Tla(N+fl=oc(f)+f

por lo tanto 7,{(o(f)) = f. Notemos que f es no isotrépico, pues de lo contrario
f € Ft y entonces como o es la identidad en F-+, se tendria que o(f) = f
lo cual no es posible. Consideremos la transformacién m,o : F — F, ésta
nos induce la transformacién 1,0 |y<: f+ — f+, la cual es la identidad en
(fY)t = f y dimf+ = n — 1. De esta manera por hipétesis de induccién
o |s+ puede ser escrita como el producto de a lo mds n. — 1 reflexiones en

Ahora seguiremos la misma idea que en la demostracién del teorema L.4.
Tenemos que 7,0 =71 0...07T; con s < nn — 1, donde 7; es la reflexién en un
hiperplano S; C f1 y consideremos U; = Si®f, de esta forma dim(U;) = n—1.
Sea. o; la reflexién a través de un vector unitario ortogonal a U; asi 0; |s,= Ti.
De esta forma 1,0 = 0j0...00, por loque o = T, 07, 0...00, es el producto
de a lo mas n reflexiones.
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2} Im(o — id) C F*. Podemos descomponer a £ == E @ F* donde £ es la
parte euclidiana de F'. Restrinjamos o a £, entonces o |g= p1p2 - - - ps, donde
P1,---,Ps son reflexiones en hiperplanos de £ y 3 < dim(£)(Teorema 1.4).
Sea S; el hiperplano fijo de p; en E, consideremos C; = S; & F1, el cual es
hiperplano de F y sea o; la correspondiente reflexién en C'; con vector normal,
el correspondiente a la transformacién p;, el cual estd en £ y es ortogonal a
Fl. Asitenemosque o |g=p1---ps =, -~ Cu |[EY O |pr=01---Cu |pa=1id
por loque 0 = Oy --- O,. [ ]

Diremos que (F,Q) es un espacio parabdlico si Q es positiva y el espa-
cio F+ es de dimensién 1. Asi en estos espacios, la recta isotrépica F* es
invariante bajo transformaciones ortogonales.

Consideremos el siguiente homomorfismo de grupos

p:O(F) - R*

donde u(o) denota el valor propio de o € O(F) correspondiente a la recta
isotrépica F+. Sea O (F) = {0 € O(F) : u(o) > 0} el cual es un subgrupo
normal de O(F’) por ser de indice 2. Ahora consideremos el mapeo antipoda

Z: F — F dado por 7(x) = —r, que cumple que
(o(x)) = —o(z) = o(—z) = oT(x)
por lo que estd en el centro de O(F), asi obtenemos una descomposicién del
grupo ortogonal O(F) de un espacio parabélico como
O(F) = Oue(F) x Z2

Ahora estudiaremos los espacios parabélicos, de una manera tal, que la geo-
metria euclidiana sea 1itil en este estudio; para esto construyamos un espacio
parabdélico que serda de suma importancia en el resto de la seccién. Sea £ un
espacio euclidiano de dimensién n, consideremos £ = E®R y la forma bilineal

< (e,a), (f,b) >=< e, f > e, feF a,beR
Claramente esta forma bilineal es positiva ademds

F+ = {(e,a) € F: < (e,a),(f,b) >=<e,f>=0, V (f,b) € F}
es decir
(e,a) eFL & <e,f>=0,VfeF
en particular < e,e >= O, entonces e = 0 pues E es euclidiano, asi F

{(0.a) € F : a € R} estd generado por (0, 1), es decir es de dimensién
entonces (F, Q) es parabdlico y a £+~ le llamaremos la recta al infinito.

1,
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1.5.1 SIMILARIDADES

Definicién Una similaridad de un espacio euclidiano E es una transfor-
macidn afin ® de E, es decir de la formma ¥(z) = A¢(z) + f donde ¢ &
O(E), f € E, A\ € R. Denotaremos el grupo de las similaridades por Siml(E).
Ahora definamos la funcién evaluacién
ev: Fx E—R ev((z,r),y)=<z,y>—+r z,y€ F rekR

Proposicién 1.8 Dada una transformacidn ortogonal o del espacio parabdlico
F = E & R, eriste una unica similaridad & € Siml(E) tal que:

ev(a(f),5(e)) = p(o)ev(f.e) fEF, ec E
La correspondencia o — & induce un isomnorfismo de grupos:
O oo (F)=Simi(E)

en donde la similaridad \¢ +~v, ¢ € O(E), A > 0, v € E es la imagen de
® € O, (F) dada por

B(=,) = (¢(2), — < ¢(2),v > +Ag)

Demostracion:
Dada e € E, definimos una forma lineal ¢ : FF — R por o(f) = ev(f,e)
¥ tenemos que =(0,1) = ev((0,1),e) =< O0,e > +1 = 1. Ahora cualquier

forma lineal ¢ en F con ¢(0, 1) = 1 se puede representar de esta forma ya que
@(z,7) = &(x,0) + ¢(0,7) = ¢(z,0) + r, de donde ¢(x) |g= #(x,0), es decir
¢ |g€ E* y por el Lema 1.1 existe un tnico e € E tal que ¢(e) = ¢ |g es decir
¢z, 1) =< x,e > +r, asi ¢(x,7) =< x,e > +r = ev((z,7), €).

Ahora tomando o € O(F'), tenemos u(o) ‘o F — F un automor-
fismo lineal tal que u(o)~ o (0, 1) = u(o)~'u(o)(0,1) = (0, 1), de esta forma
ev(u(o)~'o(f),e) es una forma lineal que evaluada en el vector (0O, 1) es 1.
Entonces por el andlisis anterior debe existir una tinica &(e) € E tal que

ev(p(a) o(f).e) =ev(f,5(e)) VY fe F
ev(o(f),e) = p(o)ev(f.a(e))

Luego variando € € £ obtenemos la transformacién & : E — E, asi para
o, T € O(F) mostremos que
(o7) = &, id =id

Veamos la primera igualdad; por hipdtesis si f € F y e € E, para todo
o € O(F) se tiene

eu(a(f),e) = m(e)ev(f, 5(e))..(+)
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Primero observemos que si tomamos f == s+rcons € E, 7 € R obtenemos
que

ev(oT(f),e)

ev((o7(s),o7(r)),e)

< o7(s),e > +o7(r)

= p(or)ev(/, (t;"’)(f))

= ulor)ev((s,7), (c7)(e))
= plor)(< s, (oT)(e) > +7)

as{ oT(r) = p(oT)r, y < or(s),e >= u(ot) < s, (c7)(e) >.
Demostremos ahora que para todo e € E, (oT1)(e) = ¥5(e), para esto cal-

culemos u(o7) < 3,7F(e) >; como u es un homomorfirsmo de grupos tenemos
que

plor) < s,¥5(e) >

il

u(o)u(r) < 5, 7(5(e)) >
pn(o) < 17(3),5(e) >=< o7(3),e >
u{or) < s, (r;’r)(e) >

[}

donde las igualdades se siguen de (=), de esto concluimos que (JT) = ¥F.
Tenemos entonces que id = id = (60~ !) = (6) !5, es decir & es invertible
con inversa 1.
Haciendo & = &~ ! y sustituyendo en

ev(a(f),e) = pu(o)ev(f,a(e))
obtenemos el resultado
ev(o(f),5(e)) = p(a)ev(f,e)

Veamos ahora que & es una similaridad, para esto consideremos tres casos:

1. Un vector v € E induce una transformacién 8, € O(F) dada por
0,(z,¢) = (2,(— < v,z >), # € E, { € R. Consideremos 8,(e) = € + v
para e € E, es claro que 8, € Siml(E). Entonces obtenemos

ev(8,(=,€), fu(e)) ev((2,6— < v,z >),e+v)
<z, e4+v> -{-C— < v,z >
< z,e >+
ev((=.¢).e)

porque p(6,) = 1, pues 8,(0,1) = (0,1).

I



N T A W YR s P ae s s e

i
Z
P}

[

1.5. Formas Parabdlicas 23

2. Un escalar A € R° induce una transformacién sx» € O(F) dada por
$x2(2,€) = (2,XC) = € E ( € R, y 3(0,1) = (0, 2), por lo que x(9,) = . Sea
sa(e) = \e para todo e € F, entonces

ev((z, A(), Ae)
< z, e > 4§
A< =, e > 4(¢)
= wulsa)ev((=,¢).€)

ev(sa(z,6), a(e))

I

3. Sea o € O(F), entonces induce a & € O(F) dada por (=, ) = (c(=),(),
asi #(0,1) = (0, 1) y por tanto u(5) = 1. Sea & = o

ew(3(2,0),8(e)) = ev(@(2,$),a(e))
. < a(z),o(e) > +¢
< z,e > +¢
n(@)ev((=,¢),e)

Y como cualquier transformacién en O(F) se puede descomponer como
producto de transformaciones de los tres tipos considerados, hemos encontrado
que a cada o € O(F) le asociamos la transformacién & € Simi(£).

Ahora dado un elemento en Simi(E) de la forma Ao +v con ¢ € O(E) y
A\ > 0, asociémosle la transformacion ® € Og (F), dada por

1]

®B(=,¢) = (¢(2), — < &(z), v > +AC);

primeramente vemos que $(0,1) = (o(0), — < ¢(0),v > +Al) = (0,)) =
A(0, 1), es decir p#(P) = A > 0 por lo que ® € O (F), entonces

]

ev((2(5), — < ¢(2), v > +AQ), Ag(e) +v)
< @(2), Ap(e) +v > — < d(2), v > +N\C
A < o), p(e) > +N¢

A<z, e> A

n(®)ev((=,¢), )

ev(®(z, (), No(e) + v)

lo cual nos da el resultado.
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1.6 Grupo de Lorentz

Sea F un espacio vectorial de dimension n + 1 sobre R, con una forma
cuadriitica de tipo Sylvester {(—n, 1), también conocida como hiperbdlica.
Por ejemplo en el caso de n = 3 con F' = R* tenemos ¢l modelo espacio-
tiempo utilizado en la teoria de la relatividad, como mencionamos antes.

Mas adelante veremos que una forma cuadridtica con este tipo Sylvester es
no singular. Analicemos primero la accion de O(F) en el Hiperboloide o
Pseudoesfera

S(F)y={fe F:<f,f>=1}

Lema 1.4 (Lema del Discriminante) Sea R un plano en F generado por
dos vectores e y f. El tipo Sylvester de R estd determinado por el discriminante

A=<ee>< f,f>—<e f>2
de acuerdo a la siguiente tabla

A<O0|A=0]A>0
-51) [ (-50) | (-50)

Demostracion:

Consideremos una base ortonormal de F y construyamos el hiperplano
E con tipo Sylvester (—n,0). Por la férmula de Dimensién, tenemos que
dim(R) + dim(E) = dim(RN E) +-dim(R+ E) y como dim(R+ E) < n+1,
tenemos que 7+ 2 < dim(R N E) 4+ (n + 1), entonces dim(R N E) = 1, asf
R contiene vectores de norma negativa, por lo que los tinicos tipos Sylvester
posibles para R son (—1,1),(—1,0),(—2,0). Tomemos una base ortonormal
€),ez para R.

Si es de tipo (—1,1), sign det
por lo que A <O.

Si es de tipo (—1,0), entonces para alguna ¢ € {1,2}, digamos ¢ = 1,
tenemos que < e;,e; >= —1,< ez,e2 >= 0 y < e;,ez >= 0. De forma que
det{< e;, e; >] = 0, por lo que A = 0.

Si es de tipo (—2,0), sign det : :;::: Z : z;::: ; =(—1)2 =1, de

donde A > 0. -

<ep,e1 > <<ep, ez > = (=1)! = —1
< ez, e > <ez,ep>

Lema 1.5 Cualesquiera dos puntes z,u € S(F) cumplen:
LS |<z,u>|

¥y la igualdad se da si x y u son linealmente dependientes.



1.6. Grupo de Lorentz 25

Demostracién:

Cuando z,u son linealmente dependientes existe A € R tal que =z = \u,
entonces como < I, T >=< Au, A u >= A? < u,u >= A2 = 1 tenemos que
A = *kl, de donde x = u 0o T = —u y se da la igualdad.

En el caso que son linealmente independientes, generan un plano R de tipo
Sylvester (—1,1), (—1,0) 6 (—2,0) por el lema anterior. Como R contiene vec-
tores de norma positiva (por ejemplo ), su tipo Sylvester es (—1, 1), entonces
A=< uu><z,x>— <z,u>2<0, de donde

<CuUUS<T,T> < <u,x>2

esdecirl < | < u,z>|. -

Por un argumento similar al usado en la demostracién del lema del discrimi-
nante vemos que cualquier hiperplano R en F tiene tipo (~n +1,1) , (—n,0)
6 (—n + 1,0) ya que por medio de la férmula de la Dimensién obtenemos que
dim(RN E) > n — 1, por lo que R contiene a lo mds un generador de norma
positiva.

Proposicién 1.9 El Hiperboloide S{F’) tiene dos componentes conexas.
Dos elementos x,u € S(F) estdn en la misma componente coneza si y sdlo si
< z,u>> 0.

Demostracién:

Sea u € S(F), el hiperplano ortogonal E a u tiene tipo Sylvester (—n,0),
ademés S(F) consta de los conjuntos H = {zr € S(F) < z,u > > 0} y
H- = {x € S(F) :< z,u > < 0} los cuales son intercambiados por la
reflexién r,(x) = — 2 < z,u > u, ya que si r € H entonces < T, (x),u >=
<r—2<z,u>uu>=—<zr,u>< 0.

Veamos que H es convexo (para H~ se procede de manera similar). Sean
a, b€ H y0<t<1, entonces

<(l—tla+tbhu>=[(l—-t)<a,u>+t<bu>]> 0

por lo tanto es convexo y entonces conexo.

Ahora sean x,u € S(F), y supongamos que estidn en la misma componente
conexa, como u puede ser el punto que fijamos al principio para obtener H y
H~- y < u,u>= 1> 0entonces < u,x > > 0. Reciprocamentesi < v,z > >0
entonces r € H por lo que estdn en la misma componente conexa. -

Lema 1.6 Eziste un homeomorfismo entre la componente F y el conjunto
D={ye E:—<y,y><1}.

Demostracién:
Consideremos ¢ : H — E, la proyeccién estereogrifica desde el punto —u
de H sobre el disco unitario D={y € E: - <y, y>< 1}
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Counsideremos la recta que pasa por © € H y —u, la cual parametrizamos
por (z+u)t —u, tE€ Ry sea g(x) la interseccién de esta recta con E; para
calcular g(x) tenemos que encontrar t de tal forma que < (x +u)t—u,u >= 0,
esdecxrl—t(<:z:u>+1).asxt-—zﬁ;ﬁycomo:: we H, <x,u>es
positivo luego < x,u > +1 7 0, entonces

x4 T— < L, uw>u
() = .

—_—u=
< T,u>+1 I+<z,u>

AT f@

FIGURA 1.1. La proyeccidn estereogritica de H sobre D

Ahora veamos que g(x) € H

1
1+ < z,u >)?
1— < x,u>2 L=<z, u>

I+ <z, u>2 1+ <z,u>

< g(z),g(x) > («z,T>+ < z,u>? -2 < z,u>?)

por el Lema 1.5 y por la definicion de H tenemos que < x,u > > 1 de donde
1— <z,u> > —1— < z,u > por tanto }TEZEX > —1, es decir
— < g(x),9(x)> < 1yg(z)eD.

Ahora parametricemos la recta, que pasa por un punto = € D y —u, por
(z+u)t—u, t &€ Ry sea f(z) el punto de la interseccién de esta recta
y H; para calcular esta interseccién debemos encontrar t de tal forma que
< (z+ult —u,(z+ u)t — u >=1, es decir

tP<cru,z+u> -2t <z+u,u>+<uud>=1l =
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<> 42U <u s> =A<z, u> 2 =0=>
(< 2,2 > 1) — 2t = (i< 2,5 > +1) —2) =0 =
2

t=0 0 t = ———u—
<z, 2> +1

por lo que obtenemos que
T+ u
) =2 ——————
(=) < 3, T>+1 “
Calculando < f(z), f(z) > obtenemos que
=+ =4
z z)> = -
<SG s S r =S Y ir<zz>
1<zu>(l+<z,2>)+U+<z,z2>)2 1
(1+ < 2,z >)2 -
donde la dltima igualdad se tiene ya que = € D C £ y entonces < z,u >= 0,
con lo que se concluye que f(=) € S(F). Ahora veamos que f(z) € A

—u >

2
<SEhu> = T S eten> oL
2 I— <z, 2>
= T¥<i=s 'TiIFeEzs T 0

yaque— < z, 2> < l,porloquel+ <z, 2>>0ycomoze€e D, < z,2><0

entonces 1— < =,z > > 0.
Calculando g(f(=)) tenemos que

. _ f(e) =< Sz u>u
9/ = HrcFioas

I

]

I+<z,5>

entonces g(f(=)) = z; de la misma manera obtenemos que f(g(w)) = w, de
-

donde f : D — A es un homeomorfismo.

Definicién Una transformacion ortogonal o € O(F) es de Lorentz, si
preserva las componentes conezas de S(F). El grupo de transformaciones de

Lorentz se denota por Lor(F).
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De la proposicién anterior tenemos que:
o€ Lor(F)y«= <z,0(x)> >0 Vxe S(F)

La funcién antipoda z +— —zx estid en el centro de O(F) pero claramente
no pertenece a Lor(F’), asi Lor(F) tiene indice dos con respecto a O(F) y
entonces

O(F) = Lor(F) x Z

Un ejemplo de una transformacién de Lorentz es una reflexién a través de

c € F con < ¢,¢ >= —1, es decir de la forma

T{T)=x+2 < x,c>C, xze F

<T(z),r>=<z+2<T,c>cr>=1+2<z,c¢>2>0 = S(F)
Las transformaciones de Lorentz con det = 1, son llamadas pares o espe-

clales y forman el grupo especial de Lorentz, Lor™ (F) que es de indice 2
en Lor(F).

Ahora consideremos F de dimensién 2 con tipo Sylvester (—1, 1), éste tiene
una base e, f tal que < e, e >=1,< f, f >= —1, entonces

re+tf € S(F) =o<ze+tfize+tf >=x?—t*=1

si hacemos e = (1,0) y parametrizamos la parte de la hipérbola =2 — t2 =
que contiene a (1,0) por (cosh s,senh 3), 3 € R, entonces para o € Lor(F)
se tiene que o(e) = ecosh s + fsenh 3. Ahora como o(f) tiene norma —1 y es
ortogonal a o{e) tenemos que o(f) = F(esenh s + f cosh s).

En el primer caso la matriz para o es

coshs —senh s
senh s —coshs
asi det(o) = —1,tr(o) = 0. Haciendo un cambio de base para que la matriz
r o0

de o sea , vemos que o es una reflexién a través de un vector h

0o -1
de norma < A,h >= —1.
En el segundo caso se puede comprobar que la matriz para o es

coshs senh s
Lis) = senh s coshs )
y det(L(s)) = 1. Las férmulas de adicién de las funciones trigonométricas

hiperbélicas nos garantizan que L(s +t) = L(s) 4+ L(t), dedonde L : R —
Lor=(F) es un isomorfismo del grupo (R, +) al grupo especial de Lorentz. Es
decir, cuando diin{(F) =2

Lor™~(F) == (R, +)



1.6. Grupo de Lorentz 29

Teorema 1.7 Sea F un espacio vectorial de dimensidn n+1 con tipo Sylvester
(—n, 1). Entonces o € Lor(F) es el producto de a lo mds n+ 1 refleziones
conce F y<c,c>=—1.

Demostracién:

Por induccién sobre n.

Si n. = 1 el resultado se sigue de las observaciones anteriores.

Si n > 2 tomemos el hiperplano E de F de tipo Sylvester (—n,0), y con-
sideremos la funcién ¢ : £ — F tal que ¢(e) = o(e) —e,con e € E.

Si esta funcién no es inyectiva existe e € £ tal que o(e) = e, como < e,e >=
—tcont > 0, entonces < 7l?e‘ 7‘=e >= 1(—t) = —1, por lo que existe un vector
s € FE de norma —1 que es fijado por o; ademas el espacio D = st tiene tipo
Sylvester (—n + 1, 1). Analicemos o |[p: D — F'; sea z € S(F) N D entonces
< o{x),z > > 0, por lo que & |p es de Lorentz y como dim(D) < n + 1 el
resultado se sigue por hipdétesis de induccién, ya que o(s) = s.

Si el mapeo es inyectivo intersecta a £ pues es lineal y como la dimensién
de E es n, la dimensién de la imagen es nn. Luego la imagen contiene vectores
de norma negativa y entonces contiene un vector ¢ € E con < ¢,¢c >= —1.
Supongamos que ¢ = ofe) —e, e € F, < e,e > < 0, como < g,e¢ >=<
o(e),o(e) >, por la proposicién 1.3 existe 7. reflexién tal que 7.(e) = o(e), de
donde 7.0(e) = e, regresando al caso anterior que ya hemos resuelto. -

Ahora consideremos el cono isotrépico.
C(F) ={x € F:< z,x >= 0}

El grupe multiplicativo R* actia sobre C(F)\{0} de manera natural. El es-
pacio de érbitas es llamado el Cono Proyectivizado de F y se denota por
PC(F) (al cual lo podemos pensar como el conjunto de rectas isotrépicas de

F).

Proposicién 1.10 Sea F un espacio vectorial de dimensidon n + 1 con una
forma cuadrdtica de tipo Sylvester (—n, 1). El Cono Proyectivizado PC(F) es
homeomorfo a la esfera S™—'.

Demostracién:
Sean u € S(F’), E el hiperplano ortogonal a u y

D={yeE:—<yy><1}

porloque S*!'=9D ={y € E: <y,y >= —1}.

Definamos ¢ : & — F por ¢(z) = 2z +u— < £,z > u z € E; como
#(8D) < C(F)\{0}, ¢ induce un mapeo ¢ : 9D — PC(F), pues si = € 9D
entonces

< P(2),d(2) >= (< 2,2 > +1)2 =0
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es decir ¢(z) € C(F).
Observamos también que = € 9D y u generan un plano tipo Sylvester
(—1,1). Ahora usando el hecho de que ¢(z) es isotrépico, vemos que

< @(—=),d(—2) >=< p(2),9(z) >=0
por lo que también ¢(—=z) es isotrépico, ademads
P(2) +O(—2) =2(u— < =,z > u) =2(l— < 2,z >)u
() — @(—z) = 4z

por lo que ¢(z),®(—=z) generan a = y u, es decir generan el mismo plano,
entonces son vectores isotrépicos linealmente independientes; también ¢(z),u
generan el mismo plano pues 2 — 2 < z,2 > u — ¢(2) = ¢(—=z).

Para ver que ¢ &s inyectiva, sean 2,2, € 8D, con &(21) = ¢(=2), eutonces
existe A € R tal que o(=;) = Ao(22). pues @(=,), d(=2) € PC(F).

&(21) = A@(22) = 2231+ u— < 3,21 > u= N2 + u— < 22,32 > u)
= 2z 4 2u = A(2z3 + 2u)
=> 2=y = Azg 4+ u(A--1)

-1 = < z,21 >

< Azg 4 u(N — 1), Azz 4 u(A — 1) >
=A% 4 (A —1)2

—2A+1

i

de donde obtenemos que \ = 1, por lo que =, = =22, es decir q; es inyectiva.
Veamos que es suprayectiva. Sea L una recta isotrépica en F, si v € L
entonces < U, 4 >< U,V > — < 2, v >¥= — < u,v >2< 0 por lo que u ¥
v generan un plano R tipo Sylvester (—1,1). Como E tiene tipo Sylvester
(—n.0) entonces £M R tiene dimensién 1 y es generado por un vector z &€ 8D
de norma -1. Sabemos que u y = generan R y vimos que también lo gene-
ran u, o(z) asf como ¢(z), @(—=z), por lo tanto ¢(z) o @¢{—=z) generan a L. Asi
©: 8D — PC(F) es biyectiva y continua, entonces dD = PC(F). -

Corolario 1.2 Cuando dim(F) = 3, Lor(F) actia fielinente en PC(F)
Demostracion:

Llamemos ¢ a la accién de Lor(F) sobre PC(F). Recordemos que la accién
es fiel si es inyectiva, o equivalentemente si

P(s) =idpc(r) & 5 = idrors)
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Tomemos o € Lor(F) que actia trivialmente en PC(F), demostremos
que o es la identidad en Lor(F). Consideremos la funcién introducida en
la proposicién anterior ¢ : S"~1 — PC(F) y sea =z € S™~1, como o actiia tri-
vialmente en PC(F), og(o(z)) € {ro(z) : v € R}. Sea A\(2) el correspondiente
valor propio del vector isotrépico ¢(<) bajo o.
La funcion A : S*"~! — R satisface, para z € S*~!

< oo(z),u> = <A(2)$(=),u>

A(z) < d(2),u>

ARl <22z +u— <z, z2>u,u>
A(z)2 <z 4 u,u >

= 2)\(2)

por lo que obtenemos la expresién A(z) = <—"9-(25&?- , que muestra que A(z) es
continua,

El conjunto de valores que toma \ es finito, porque es un subconjunto del
conjunto de valores propios de . Ahora como n > 2, S*~! es conexo y como
A es continua, A(S™~1) es conexo, entonces \ es constante.

Por un plano hiperbélico entenderemos un espacio vectorial de dimensién
2 generado por dos vectores ¢, e; isotrépicos tales que < e;,ez >37 0. Sea
f € F, vamos a demostrar que f esti contenido en un plano hiperbélico, para
lo cual tenemos dos casos:

i) < f,f > < 0. Entonces f+ tiene tipo Sylvester (—n + 1,1), f* N E
tiene dimensién n — 1 y f- N T % 0, donde T es el generado por u € S(F).
Asi podemos seleccionar un vector e ortogonal a f con < e,e > > 0, de esta
forma A =< e, e >< f,f > — < e, f >2< 0, es decir el plano generado por
e, f es de tipo (—1,1). Escojamos una base ortogonal u«,v para este plano,
con < ¢, u>=1y < v,v >= —1, asi 4+ v,u — v son isotrépicos y generan
un plano hiperbdlico pues < u+v,u — v >= 2 % 0. Ademss si f = \u+ SBv
entonces f = A:,"(u + v) + ’\;B(u — v), por lo que f estid contenido en un
plano hiperbdélico.

ii) < f,f > > 0. Entonces el espacio f1 tiene tipo (—n,0), por lo que
podemos encontrar un vector € ortogonal a f con < e,e > < 0, y el resultado
se sigue igual que en i).

Con estas observaciones hemos demostrado que C(F£) genera F. Como o
actiia trivialmente en PC(F) y C(F) genera F., entonces o actia asi en F:
o(f) = Af; pero la multiplicacién por A no es una transformacién ortogonal,
a menos de que A =1 o0 A\ = —1, y como hemos visto que el mapeo antipodal
intercambia las componentes conexas, entonces A = 1 porque o € Lor(F’); de

lo que se concluye que o = idpon(Fy- [ ]

Algunas observaciones itiles (de hecho algunas de las siguientes ya las
hemos utilizado):
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i) Si < f,f > < O entonces f+ tiene tipo Sylvester (—n + 1,1).

ii) Si < f,f > > O entonces f' tiene tipo Sylvester (—n,0).

iii)Si < f, f >= 0, { no puede estar en el subespacio generado por un u tal
que

< u,u >= 1. Pero tampoco puede estar en un subespacio del tipo (—k,Q),
pues en ese caso < f,f > < O, por lo que f estid en el subespacio generado
por dos vectores €,,e; tal que < €;,e; >= 1y < ez,e2 >= —1, de donde f+
tiene tipo Sylvester (—n 4+ 1,0).

Proposicién 1.11 Elcono isotrépico truncado C*(F) = C(F)\{0} tiene
dos componentes conezas si dim(F) = 3. Las componentes coneras son preser-
vadas por Lor(F).

Demostracién:

Fijemos un vector u € S(F), entonces para toda ¢ € C(F') su hiperplano
ortogonal tiene tipo (—n + 1,0), por lo que < ¢, u > 0. Asi tenemos que

C*(F) = C+(F)u C-(F)
donde
C*(F) = {ce C(F):<c,u>>0}
C (F)={ce C(F):<cu> <0}

Para ver que son conexXas, demostremos Que sOn convexas: sean I,y €
C+(F) y sea A = 0, entonces

<+ (1= Ny, u>=A<z,u>+{1l—-N) <y,u>> 0

Veamos ahora que C+(F) y C~(F) son preservadas por Lor(F). Primero
veamos que las dos componentes no cambian si reemplazamos el punto de
referencia u con otro punto v de la misma hoja del hiperboloide S F), es decir
cuando < u,v > > 0. Sea c € C*(F) y consideremos la funcién ¢ : S(F) — R
con x —< x,c > (que por las observaciones hechas antes de la proposicién no
toma el valor cero). Ademas si 4, v estdn en la misma hoja del hiperboloide,
digamos en H, como la funcién g es continua y H es conexo, g( H) es conexo
y no toma el valor cero, asi los valores de g(u) y g(v) tienen el mismo signo,
es decir < u,c > y < v, ¢ > tienen el mismo signo.

Si x € C* entonces o(x) € C*, con o € Lor(F), ademas o(u) y u estdn
en la misma hoja del hiperboloide. De lo que se concluye que < o(z),u > y
< o(xz),0(u) > tienen el mismo signo.

En particular para z € C*(F)

< o(zx),o0(u) >=< z,u > > 0 entonces < o(z),u > > 0 y o(x) € CT(F)
y para z € C(F)

< o(x),0(u) >=< z,u > < 0 entonces < o(x),u> <0y o(x) € C™(F)
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de lo que se concluye que Lor(F) preserva las componentes conexas. -
Ahoera es momento de ver que en un espacio vectorial £ de dimensién n+ 1

una forma cuadritica de tipo Sylvester (—n, 1) es no singular. Si existe s € F-+,
entonces < 8,3 >= 0 y para u € 4 tenemos que < u,8 >3 0, lo cual es una

contradiccién a menos de que 3 = 0O,
Proposicién 1.12 Sea L una recta isotrdpica en F. Sea Lory(F) el grupo
de Lorentz que estabiliza L. La restriccion de F a L+ define un isomor-
Sfismo Lory (F) = Oxa(L*), donde O (L) denota el subgrupo de O(L+), de
las transformaciones ortogonales que tienen valor propio positivo en la recta
isotrdpica L.
Demostracién:

Antes de la demostracién hagamos un recuento de los grupos introducidos
en esta proposicién.

Ooo(L*) = {o € O(L*) : u(o) > 0}

donde u es el valor propio correspondiente.
O(L+1) son las transformaciones ortogonales de L+,
OL(F) es el subgrupo de O(F) que estabiliza la recta L.

Entonces
Lor(F) < O(F), Lory(F) < OL(F), Lori(F) < Lor(F), Oue(Lt) < O(LY)

Primero veremos que la restriccién o — o |1 de las transformaciones

ortogonales de F, define un isomorfismo O (F) == O(L+).
Sea o € OL(F') tal que restringida a L+ es la identidad. Sea E subespacio de

L+ de dimensién (n—1) con tipo Sylvester (—n-+1,0). Como o tiene restriccién
trivial en F, podemos escribir o = id & o, donde o es una transformacidn
ortogonal de £+ con tipo (—1, 1). Al igual que en la demostracién del corolario
1.2, E+ es plano hiperbélico, por lo que lo podemos escribir como £+ = LB K
donde KX es la otra recta isotrépica. Como « es ortogonal, preserva &KX y L.
Seam+se€ LpK,conm€eELysc . entonces

= <MmM-+S,M+ 3>

= <o(m+s),c{m-+s)>

< a(m+9),a(m +s) >

< AM -+ vS, AMm + vs >

200 < m,3 >

<mm>+2<m,s>+<8,9>

i

pues < mn,m >==< 3,8 >= 0 ya que L y K son isotrépicos, de donde

2<m,8>=2\v<m,s>
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y entonces A = v~!. Ademds como o |p.=id y & C L+, concluimos que
A =1=v, asi 0 |.= id, de donde o = id, por lo que la restriccién de F a L+
es inyectiva.

Veamos la suprayectividad, sea ¢ € O(L~), como F es no singular, por el
Teorema de Witt o se puede extender a una transformacion & : F — F tal
que & |+ = o, luego & estabiliza L, es decir & € O, (F’), entonces la restriccién
es suprayectiva, ¥ tenemos el primer resultado O (F) == O(LL).

Sidim(F) = 3. Sen o0 € O, (F) transformacién de Lorentz, entonces preserva
las componentes conexas de C*(F) y estabiliza L, ademas por lo anterior la
podemos pensar como elemento de O(L+), entonces sélo nos falta ver que su
valor propio en L es positivo. Para esto tomemos ¢ € C*(F) un generador de
L, digamos que ¢ € C+(F) (el otro caso es similar), obtenemos:

< ¢, > >0 entonces 0 < < o(c),u >=< \c,u>= A\ < c,u >

lo que implica que A > 0, por lo que 0 € Ou.(L~). Reciprocamente si T €
Oos(L1) entonces v € O(L+) y por ende 7 € OL(F). Sélo nos falta ver que
T &€ Lor(F).Sea c € C*(F) generador de L, entonces 7(c) = Accon A > O, as{
si < c,u > > Oentonces < 7{c),u >=< Ac,u >= X < ¢,u > > 0, igualmente
si < c,u > < Oentonces < 7(c),u >= \ < ¢c,u> < 0, por lo que preserva las
componentes conexas de C~(F'). Del hecho de que O(F) = Lor(F) x Za, se
concluye que 7 € Lor(F) y por lo tanto 7 € Lor.(F), y tenemos el resultado

Si ditn(F) = 2, sea 0 € Lory(F), entonces o estabiliza a L+ también, por
las observaciones precedentes del Teo. 1.7, el valor propio de L+, ¢t = e* > 0O
resuelve la ecuacién

(¢t — cosh $)? — senh 29 =0

por lo que 0 € O (F). [ ]

Proposicién 1.13 Si la dim(F) = 3, entonces el grupo especial de Loarentz,
Lor=(F) actia transitivamente en el espacio

N(F)={zxe€ F:<z,z>=—1}

Demostracién:
Por la proposicién 1.3, sabemos que O(F’) actia transitivamente en /NV(F).

Definimos el estabilizador de m € NV(F) en O(F), como
O(F)pm = {o € O(F) : a(m) = m}.

Mostremos primero que Lor(F) actia transitivarnente en N(F). Para esto
veamos que O(F)m no estd contenido en Lor(F); simplemente tomemos o €
O(F) cono(m)=my o(x) =—x en m+.

Ahora sean n,m € N(F), entonces existe 7 € O(F) tal que 7(n) = m, y
supongamos que T ¢ Lor(F), entonces —7r € Lor(F). También existe o €
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O(F)\Lor(F) tal que o(m) = m, entonces —g < Lor(F), de esta manera
obtenemos que

—o(—T(n)) =- —o(—m)=—(—m)=m

ademds —7 o —7 € Lor(F), por lo tanto Lor(F) actia transitivamente en
N(F). Ahora, para terminar la demostracién, tnicamente falta dernostrar
qQue Lor(F)m = {0 € Lor(F) : o(m) = m} no estd contenido en Lor*(F).
Para esto, sea s un vector ortogonal a m con < §,8 >= —1, como < m, M >=
—1,m tiene tipo Sylvester (—n + 1, 1), entonces

Tu(x)=z+2<T,8> 5

es una transformacion tal que 7,(m) = m, det(7,) = —1, por lo que 7, €
Lor(F)p,Ts & Lor+(F).

Hagameos algunas observaciones antes de concluir este capitulo, sobre sub-
espacios proyectivizados de £.

El cono proyectivizado PC(F) es subconjunto del espacio proyective P(F),
el conjunto de rectas en F. Sea PS(F) C P(F). el conjunto de rectas de F
generadas por vectores norma positiva, entonces

OPS(F) = PC(F)
que se sigue de 3D = S™~! == PC(F).

Sea H una de las hojas del hiperboloide S(F'). Tenemos el homeomorfismo
natural : A/ — PS(F), & — L donde L es generada por z, asi 8H = PC(F).
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2 Grupo de Mdbius

Enseguida vameos a estudiar el grupo de transformaciones de un espacio vec-
torial euclidiano £ de dimensién n generado por reflexiones en hiperplanos e
inversiones en esferas denominado .\/60{£). Este estudio lo haremos en espa-
cios de dimensién finita arbitraria pues la geometria inversa no es mads Qificil
en dimensién n que en dimensién 2. Este grupo resulta isomorfo a las trans-
formaciones de Lorentz de cierto espacio que depende de £, este hecho serd
de utilidad en el momento de estudiar a los espacios hiperbélicos.

Cotno en M &b(E) juega un papel importante el concepto de esfera, haremos
un breve tratamiento de la geometria de estas, también introduciremos una
operacién entre esferas, invariante bajo Af6b(£) llamada el producto inverso
de esferas.

Finalmente hablaremos del conocido grupo PG:(C) de transformaciones
generado por un nimero par de reflexiones o inversiones en esferas de C =
C U {co}, el cual consta de las transformaciones fraccionales lineales de la
forma = — Estas incluyen las similaridades euclidianas, las isometrias
de la esfera de Rxemann ¥ las isometrias del modelo de Poincaré del plano
hiperbdlico, que conservan la orientacidn.

2.1 Transformaciones de Mébius

Sean £ un espacio vectorial euclidiano de dimensién n y ¥ la esfera con centro
cyradicr >0(esdecirE={r € E:|lz—¢l= /< Z—6& ~c > =r}), éta

da lugar a una transformacién o en £ — {c} dada por
ze E— {c}

a T —cC
o{x) =c+r [P
que cumple 00 = id, o es llamada la inversién en la esfera X

De la definicién de o, observamos que 7(x) es un punto en la recta que une
z con ¢, ademds cualquier punto xr € ¥ es punto fijo de o.

Ahora consideremos la compactacién por un punto £, afiadiendo a £ el
punto co. La inversién o reflexién en la esfera © puede ser extendida a &
involucién de £, simplemente aplicande oo al centro c¢. Es conocido que asi
definida es una transformacién continua y biyectiva por lo que es un homeo-~
meoerfismo.

Consideremos ahora un hiperplano afin &/ de £, que pase por u € £, es
decir de la forma A = u + V', donde V es un subespacio lineal de dimensién
nn — 1 de £. Consideremos un vector unitario n € £ normal a A, la funcién

T 1 E — F definida por
)=z —~2<z—Uu,n>T



38 2. Grupo de Mébius

es la reflexién euclidlana en A o a través de n, la cual se puede extender
como 7 : £ — £ al hacer #(oco0) = co. _

Para unificar definiciones, entederemos por una esfera en £, a una esfera
euclidiana en E o bien a un subconjunto de la forma A U oo donde H es
un hiperplano afin en £. Los dos tipos de transformaciones de £ que intro-
ducimos son llamadas inversiones en esferas de £ y el subgrupo del grupo de
homeomorfismos de £ generados por inversiones en esferas en £, es llamado
el grupo de MI&bius de £, denotado como ME6(E). Nuestro objetivo en
esta seccién es identificar el grupo de M&bius con algiin grupo de Lorentz.

Para esto consideremos la suma directa F = E @ R?, con la siguiente forma
bilineal

< (z,a,b), (¥, c,d) >r=— < z,¥y >g +%(ad+bc), rz,y€ FE a,bc,deER
Una base para £ es (€1,0,0)....,(e,,0,0),(0,1,1),(0, —1,1), donde €;,...,en
es una base ortonormal de £ y (1, 1), (—1, 1) es base de R2, por lo que F tiene
tipo Sylvester (—n — 1, 1).

Una funcién importante en el estudio que haremos es 7 : £ — C(F) dada

por:
nzx) =(r,<z,z>,1)

la cual es inyectiva; comprobemos que () € C(F)\{0}
<n(z),n(x) > = <(z,<z,z>1),(z,<z,z>,1)>
= —-<::,:z:>+-;—2<:1:.a:>
= 0
ésta, induce un mapeo 77 : £ — PC(F) que transforma E biyectivamente al
complemento de la recta representada por el punto (0, 1,0) en PC(F), por lo
que la extendemos a una biyeccién de £ en PC(F’), cubriendo esta recta por
medio del punto oo, es decir (o) =< (0,1,0) >
Teorema 2.1 La accidn del grupo Lor(E & R2) en el cono proyectivizado
PC(E & R?) y el homeomorfismo
n: £ — PC(E®R?
transforma de manera biyectiva el grupo M3b(E) en el grupo Lor(E & R?).
Demostracién:
Sea T una esfera con centro ¢ y radio 7 > 0, si C = (¢,< ¢, ¢ > —r2,1),
tenemos que
<C,C> = <(e.<ece>—31),(c,<c,e>—rZ,1)>
= —<ecc> +%2(< c,e > —r2)

= —r°
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2<c Cn(z)> = 2<(c,<c,c> —1'2,1),(:,<x,:1: >,1) >
<c,c>—1‘2+<:z:,z> —2 << c, x>

= |lr—cf2—r®

para z € F, de esta forma tenemos el siguiente diagrama:

donde o es la inversién en = y 7¢ la reflexién a través del vector C, de donde

i E 7 PC(E ® R?)
; -4 TC

H

g > PC(E & R2)

no(z) = (o(x), < o(z),0(x) >,1),

por lo que necesitamos calcular

2 T—c¢ 2 T —cC

< o(x),olx)> = <c+r Iz—c|2'6+r = — o >

xr—c 12
ErE L

2
le 47 =

I

Ahora hagamos la compesicién

Ten(z) = To(z,<z,z>,1)
_ <(z,<z,z>1,C>_,
= (z,<z,xz>1)—2 —Cc o=

2 2
- —
(z, <z, z>,1) + = —:.lz'—‘_(c, <ce>—r? 1)

Il

entonces
r2lz — ¢| "3 ren(x) = (¢(2), < o(x), o(2) >, 1) = no(z)
por lo que obtenemos la primera [érmula importante
no(z) = r2lz — o~ *ron(z), = € £~ {c}

Regresamos a la reflexién T a través de n, consideremos el vector N =
(n,2 < n,u >,0), de donde tenemos el diagrama conmutativo
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n

W]

PC(E & R?)

TN

PC(E & R?)
Verifiquemos que Tv7 = 717
nT(z) = Nz — 2 < & —u,n > n) = (7(x), < 7(z), T(z) >,1)

Tnn(x)

Tw(T, < z,z >,1)

il

(r,<z,z>1)4+2(<n,u>— < n,z>)n,2 <n,u>,0)
(T (z), < 7(x), 7(z) >, 1)
77 (x)

Ahora, por el teorema 1.7 podemos escribir una transformacién de Lorentz

como producto de transformaciones de la forma 7 donde N € E & R? con
< N,N>< 0.

Sea T = {x € E :< n(x), N >= 0}, demostremos que es una esfera o un
hiperplano afin :

Caso 1: N = (z,a,1).

Sear = /= < N,N >,dedonde r? = — < N,N >= —(— < z,2 > +a)
entonces a =< =,z > —r2. Paraxz € E,

2<(zx),N> = 2<(z,<=z,z>,1),(s,a,1) >

= 2{—<z, 2> +%(< xz,z > +a))

2 <, 2>+ <, >+ < 2,8 > —r?
= |Jz—=z2—1r2
por lo que
<(z), N >=0<« |z —=22—r2=0

es decir T ¢s una esfera de centro = y radio r.

Caso 2: N = (=,a,0).

En este caso tenemos que < N, N >= — < z,z >, en particular z # 0,
por lo que podemos multiplicar por una constante a N para obtener = como
vector unitario. Sea u € F tal que < u,z >= %a., asi tenemos que

1
< n(x), N >=< (z,< =,z > 1),(2,2,0) >= — < T,z > +3

3 =<u—2r,=>
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por lo que para todo ¢ € E
<m{z), N>=0=2<u—z,2>=0 & @) =r—2<r—u,z>z==zx

de donde 7" es un hiperplano con vector normal z.

Sabemos que Lor (£ @ R?) actia fielmente en PC(E & R?), lo que nos va
a permitir hacer la correspondencia que buscamos. Sea o € Lor(E & R?),
entonces existen 7., ,...,T,, reflexiones de E®R?, con s < n+2y < c;, ¢ >=
—1, tales que 0 = T, ---T.,. Entonces para cada ¢; = (zi, ai,n2) donde 2 =
{0, 1}, formemos el conjunto T3 = {z € £ : < 7(x), c: >= 0} que es una esfera
o un hiperplano.

Si T es una esfera de centro z; y radio r,, tomemos &; = (i, < =z, 2: >
—r%,1), y obtenemos

noi(z) = rfz — z| " 27s,9(x)

donde o; es la reflexién en la esfera T;.
Si T, es un hiperplano con vector unitario normal 2, vector director u; y 7
la reflexién en T3, para IN; = (=,2 < =i, u; >, 0) obtenemos que:

TN =TT

En cualquiera de los dos casos a 7., le asociamos o; o 7T;, por lo que a
o € Lor(£ @&R?) se le asocia la composicién de las transformaciones asociadas
a las 7, la cual es un transformacién de Mé&bius de E. Que la asociacion es
inyectiva se sigue de que Lor(E @ R2) actia fielmente en PC(E & R2).

Para ver que es suprayectiva, bastard considerar ¢ € M 5b(E) que sea una
inversion o una reflexién. Si ¢ es la inversién en la esfera de centro ¢ y radio
r tomemos el vector IV = (¢,< ¢,c¢ > —r3,1), por lo que a ¢ le asociamos
T~ € Lor(E @ K?), de la misma manera si o es la reflexién en un hiperplano
con direccién u y vector normal n tomemos N = (n,2 < n,u >,0) y le aso-

ciamos T . -

Corolario 2.1 Cada transformaciin de Mobius del espacio euclidiano £ de
dimension n puede escribirse como el producto de a lo mds n -+ 2 inversiones.

Demaostracién:
Todo elemento de M Gb(E) tiene su correspondiente transformacién en

Lor(E & R?) que puede ser escrita como el producto de a lo més n + 2 refle-
xiones, lo que nos da n + 2 inversiones en E. -

De manera natural, diremos que una transformacién de Mébius de F es
impar o par dependiendo del signo del determinante de la correspondiente
transformacién de Lorentz. Asi una transformacién de M&bius es par si puede
ser escrita como el producto de un numero par de inversiones.
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Corolario 2.2 £l subgrupo de M6b(E) cuyos elementos fijan oo es el grupo
Siml(E).
Demostracién:

Primero mostraremos que una similaridad es una transformacién de Mobius.
Como una similaridad es de la forma \¢ +v,con ¢ € O(E),v € Ey A >0
analicemosla por separado, primero las homotecias o(x) = Az, después las
traslaciones x — x +v y finalmente las ortogonales o(r) = ¢(z) con ¢ € O(E)

i) A o(x) = Az con A > O, asociémosle la transformacién (z,a,b)
(x, Aa, A~1b), ésta es de Lorentz pues si (x,a, d) € S(E & R2) entonces
— < x,x > +ab = 1; como

A>0 = A+AT1z=2
= ab< Elab(,\ +A"hH

luego

=<z, x> +ad < — <z, T> +%ab(A+A") =< (z, a, b), (z, A\a,\"1b) > .

ii) a la transformacién t,(z) = x 4+ v con v € E le asociamos ¢ : £ @ R? —
E & R? dada por @(z,a,b) = (x+bv,a+b<v, 0> +2 < x,v >,b), lacual es
de Lorentz, ya que si (z,a,b) € S(E @ R?) entonces < (z, a, b),p(x,a,b) >=

ab— < x, T > +362 < v, v > >0.
iii) o € O(F) induce en E @ R* la transformacién de Lorentz ¢(z, a,b) =

(o(z),a,b), con (z,a,b) € S(E & R?); es de Lorentz pues
< (o(z),a,b),(x,a,b) >=<zx,r—0(z)>1>0

Ahora como cada transformacién de Lorentz en £ ¢ R? estd asociada a una
de Mbbius de £, tenemos que a cualquier similaridad de E se le asocia una
transformacion de Mdébius de £, entonces Simi(E) C MSU(E).

Para la otra contencién, veamos primero que estos tres tipos de transfor-
maciones de Lorentz generan el grupo Lory (£ & R?) de las transformaciones
de Lorentz que estabilizan la recta L generada por (0, 1,0). Usemos el mapeo
(=,§) — (—:.2¢,0) para identificar £ & R con L+ < £ & R2, lo cual nos
permite expresar el mapeo evaluacién como producto interior

ev: (E®R) x E—R, ev((z¢),z)=
< sz > 40 =< (—2,2¢,0),(z,<z,z>1) >
Por las proposiciones 1.8 y 1.12 tenemos que
Lory (E @ R?) 2 Ouo(Lt) =¢ Ox (£ & R) = Simi(E)
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pero Lorp (E@® R?) son las transformaciones que fijan L, por lo que las corres-
pondientes transformaciones de Mébbius fijan 0o, de donde toda transformacion
de Mobius que fija oo es una similaridad. -

Recordamos la definicién de N = N(£ & R?) como los vectores de norma
—1. Un vector « € /V define una esfera S = {xr € £ :< n(x), ©u >= 0} como
vimos anteriormente y descompone el complemento de S en dos componentes
conexas

D={re€ E:<n(z),u> >0}
D™ ={x e E:<n(x),u> <0}

que son llamados los discos separados por la esfera § y el conjunto D es
llamado el disco con vector normal u«.

Corolario 2.3-Sean ¢ € MSb(E) y S una esfera en E. Entonces p(S) es
una esfera, ademds la inversion en ¢(S) esta dada por gop=1', donde o es la
inversion en la esfera S.

Demostracién:

Sin pérdida de generalidad vamos a suponer que ¢ es una inversién en
una esfera o reflexién en un hiperplano, por el teorema 2.1 tenemos que a
la transformacién ¢ le corresponde una transformacién  en Lor(E & R2?).
Sea S la esfera definida por u € N (£ @ R?), asi u es el vector normal para
D= {zx e £ :<nx)u> >0}ysea D' ={x e £E: < n(z),p) > > 0},
entonces si £ € D tenemos dos posibilidades

< np(x), @lu) >=r3|lz — c|? < n(z),u> >0

< ne(x), G(u) >=< @n(x), P(u) =< n(z),u> > 0

por lo que identificamos D con D’, de la misma manera podemos identificar
D~ con D'~ ;finalmentesi £ € S tenemos que < n(xz), E(u) > =

k < 7(x),u >= 0 donde & puede ser 1 6 r?|z — c|?, con lo que identificamos
S con (S}, la esfera con vector normal F(u). Observamos también que a o
le corresponde la transformacién de Lorentz & = 7Ty y €OMO Tz(n) = FTuf ™}
entonces T5(u) corresponde a la inversidn en ¢(S), por lo que la inversién en
@(S) es o™t [ ]

La accién de M 6b(E) sobre el conjunto de discos en E, puede ser identificada
con la accién de Lor(E&R) en el espacio N{E@GR), la cual es transitiva (prop.
1.13), entonces:

Corolario 2.4 El grupo de MOb(E) actin transitivamente en el conjunto de
discos en K.

Corolario 2.5 Sea S una esfera en E y sea o &€ M5b(E) que fija a S pun-
tualmente. Entonces ¢ es la identidad o la inversion en S.
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Demostracién:

Sea D uno de los discos separados por S, y sea & un vector normal para
D, es decir § = {e € £ : < n(z),k >= 0}. Sea ¢ la inversién en S, como
©(S) = S tenemos que (D) = D 6 »(D) = ¢(D) = D~ . Reemplacemos, si es
necesario, ¢ por ¢y para obtener que (D) = D, es decir, la correspondiente
transformacién de Lorentz cumple que @(&k) = k. Sea F = i, ahora como
S={xe £: <n(x),k>=0}y (S) =5, tenemos que 7(x) € A+ para todo
z € S; del homeomorfismo £ 2 PC(E e R?) tenemos que S = PC(F). De
donde & actia trivialmente en PC(F’) y como la accién es fiel obtenemos que
@ = id por lo tanto o = id. -

Definicién Dos esferas S yT en E son ortogonales si los vectores normales
para los discos separados por las esferas son ortogonales.

Proposicién 2.1 Sean ¢ la inversion en § y o la inversicn enT. Si S# T,
entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1T S yT son ortogonales.

2 wo=o¢

3 o(S)=S5

4 e()Y=T
Demostracién:

2 = 3. Tenemos que o(S) = o(S5) = o(S), entonces por los corolarios
anteriores, tenemos que o(S) es una esfera la cual es fijada puntualmente por
¢, de donde ¢ es la inversién en o(S) luego § = o(S) pues ¢ también es la
inversién en S.

2 = 4. El mismo argumento que el anterior.

3 = 2. © es la inversién en § = g(§}, por lo tanto ¢ = gwo~! de donde
wo = op.

4 = 2. Mismo argumento que arriba.

1 <> 3. Sean A, I vectores normales para S y T respectivamente. Por el
teorema 2.1, a o le corresponde la transformacién T« , entonces

Tk(H)=H+2< H, K> K
de donde 7 (H) = £ H << H, K >= 0. De esta forma S y T son ortogonales
@ T (H) = H < 7x Rja H ,es decir para £ € § < 7x(zx), H >=0 &
o(S) = S. -

Proposicién 2.2 Sean A, B € E puntos conjugados respecto a la esfera S,
es decir puntos no en S intercambiados por la inversion w en S. Cualquier
esfera a través de A, B es ortogonal a 5.
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Demostracién:
Suponganloa que a genera una recta lsonroplca en EeB]Rz representada por

A, (£ = PC(E ® R?)), es decir (1) = (A, < A, 4 >, 1) = a. Sea n el vector
normal para S y sea b = a-+2 < a,n > n, entohces tenemos las siguientes rela-
ciones: si € S entonces < 1(z), 1 >=0, @(A) =B y mh(a) = b, por lo que b
representa a B. Como 4 £ B, < n,a >=< n,7(4) > 0, asf ¢ 77
decir 1 esta en el plano generado por a,b. Sea 7" una esfera a traveés de Ay
B con vector normial s, de donde < n(A4),8 >=< a,8 >=

< n(B),s >=< b, ¢ >= 0, por lo tanto < n,8 >= 0 y T es ortogonal a S.

s
-

Proposicién 2.3 Sea D un disco abierto en E. El grupo de transformaciones
de Moébius que dejan D invariante, M6b(D), es generado por inversiones en
esferas ortogonales a OD.

Demostracién:
Sea n vector normal de D, entonces 0 € M6b(E) deja invariante D si y sélo

si la correspondiente transformacion de Lorentz fija . Entonces O, (E®R?2) =2
O(n~) por lo que Lor,(E & R?) == Lor(n<'), de esta manera identificamos
MSb(D) con Lor(nl), v este tiltimo grupo estd generado por las reflexiones
Tk con < b,k >= —1y < k,n >= 0, por lo tanto A 36(D) estd generado por

las inversiones en esferas ortogonales a 9D. |

Corolaric 2.6 Sean L un hiperplano lineal de E y H uno de los semniespacios
acotados por L. La restriccion de E a L define un isomorfismo

MBb(E) =2 M 5b(L)

2.2 Producto Inverso de Esferas

En esta seccién estudiaremos con mas profundidad el concepto de interseccion
de esferas. Sea E un espacio vectorial euclidiano de dimensién mayor o igual
a 2y sean S y T dos esferas dadas por las ecuaciones:

S:2<z, f>H+b<z,2>4+a=0,n=(f,a,bd),— < f.f>+ab<0

T: —2<z,g>+d<z,z>+c=0,m=(g,¢,d),— < g,g> +cd <0
entonces el producto inverso de estas dos esferas, denotado por & = T, esta

definido por
| < f.g> ——ad— —-bc|

V< LT > —abv/<g,9 > —cd
Como este producto sélo depende de los vectores normales, tenemos que si
@ € MOb(E) entonces

S*xT =

P(S) % (L) =S«T
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Lema 2.1 El tipo de interseccion de dos esferas distintas S y T se caracteriza
por el producto inverso como sigue:

i S«xT<l | S«T=1 | S*xT>1
FEND>1 | #En =1 #ER1) =0

Demostracién:

Sean n,m vectores normales unitarios para discos separados por S y T
respectivamente. Estos dos vectores generan un plano £ y si hacemos la iden-
tificacién SN T = PC(R'L), entonces el discriminante cumple con

i A=<n,na>mm>—-<nm>3=1—(S5*T)2

Si §=T < 1 entonces A > 0, por lo tanto R tiene tipo Sylvester (—2,0),
de donde R* tiene tipo (—n + 1,1). Como n = 2 entonces PC(R+) tiene al
menos dos puntos.

Si § =T = 1 entonces A = 0, por lo que R tiene tipo Sylvester (—1,0) ¥
R*' tiene tipo (—n + 1,0), de donde #PC(R*) = 1.

Si §* T > 1 entonces A < 0, R tiene tipo (—1,1) y R tiene tipo (—n,0),
es decir PC(R—) = @ pues todos los vectores de R+ tienen norma negativa.m

i
}
i
i

Sean S y T esferas, x € SN T, D un disco separado por S y nz(D) € £ el
vector unitario normal exterior a S en z. De la misma manera sean Q el disco
separado por T ¥ nz-(Q) € E el vector unitario normal exterior a T en x, asi
mostraremos que

ST =|<n (D), nz(Q) > |
lo cual es consecuencia del siguiente resultado.

Proposicidén 2.4 Si n(D),n(Q) € N(E ®R?) son los correspondientes vec-
tores normales para S y 1" entonces

< n(D),n(Q) >= — < nx(D),nz(Q) >

Demostracién:

Supongamos que S es una esfera ordinaria en £ y D su interior, asi podemos
tomar 7 = (f.a,1) con f como el centro de S y el radio que cumpla que
2 =< f,f > —a, por lo que n(D) = £L y n(D) = —L(f,a,1).

En el caso que T sea una esfera ordinaria con radio $ y centro g, es decir
m = (g.c,d) con c =< g,g > —s%, podemos escribir n:(Q) = ZX2 y n(Q) =
—1(g,¢,1), haciendo d = 1. De esta forma tenemos que

< (D) (@) > = <—§(/,a,1),—§(g,c.1)>

-< f,9> +éa+ %c
— < n (D), n(Q) >

L
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Cuando T es un hiperplano a través de x con nz(Q) =ny Tm(¥) =y —
2 <y—mn,n>n, entonces n(Q) = (n,2 < xz,n >,0).

< n(D),n(E) > < —é(}‘, a,l),(n,2<zxz,n>,0) >
= é(—<f,n>+<=,n>)
= — < n (D), n(Q) >
Y finalmente cuando S y T son hiperplanos, nz(D) =m y n-(Q) =n

< n(D),n(Q) > < (m2<z,m>,0),(n,2<z,n>,0)>

—<<mn>=— < nz(D),n(Q) > .

Ahora veamos un ejemplo del uso del producto inverso en el caso de di-
mensién 2. i
Ej lo 2.1 Cad de cir ferencias de Stelner. Sean A y B ctrculos
en el plano euclidiano tales que B contiene a A en su interior. Entonces es
posible encontrar una cadena de n circulos tangentes, cada uno tangente tanto
a A en su ezterior como a B en su interior (como en la figura) si y sdlo si

A.B=1+2mn2—:r:

FIGURA 2.1. Cadena de cixcunferencias de Steiner

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que las circunferencias son
concéntricas y con centro en el origen, pues dadas dos circunferencias que no
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se cortan pueden invertirse en un par de circunferencias concéntricas. ((E}], I,
pag. 151)
Entonces supongamos que .4 y B son concéntricas con radios a y b respec-

tivamente y a < b. La condicién de la e:istencia de la cadena de n circunfe-
<, por la ley de senos tenemos que:

rencias es que 2o = 180° —

sen 2*  sena _ sen F—Z
b—a n,—_u +a u_-;h
2sen Z cos Z _ cos T — sen & = b—a,
b—a “;“ n b+a
de donde obtenemos
a_l—sen Z
- b l+4sen T~
Los vectores normales estan dados por n(4) = (0, —a?, 1) y n(B) = (0, =63, 1)
con lo cual concluimos que
1a2 4 102
AwxB = l3a@+ib7]
abd
1l a b
= 3G+
- 1 —sen & 1 +sen T
1+sen Z 1 —sen %

_ 2<l-25en2
- 2 TcostE
= sec? —+tan2;=1+2tan2£

circulos en el plano euclidiano E, determinado por

Definicién Un haz de
es el conjunto circulos de E con

un subespacio R de dimensidn 2 de E & R2,
vector normal en R.
Proposicién 2.5 El haz de circulos en E determinado por un plano R puede
ser descrito como sigue, dependiendo del tipo Sylvester de R:

(—2,0): cfrculos a través de dos puntos distintos p y q.

(—1,0): ctrculos a través de un punto p ortogonales a un circulo C que pasa

por p.
(—1,1): ctreulos que conjugan a dos puntos distintos p y q.

Demostracién:

Casc (—2,0). El espacio R-L tiene tipo (—1, 1) y tiene dos rectas isotrépicas
Py q. Asi R es el conjunto de vectores ortogonales a p y q. De esta forma un
circulo S estd en el haz si y sélo si tiene vector normal en R, por lo que pasa

porpyq.
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Caso (—1,1). R contiene das rectas isotrépicas. Un circulo S.con vector
normal 7 conjuga p y ¢ si y sélo si n € R, es decir un circulo que pasa por p
¥ q es ortogonal a § si y sélo si su vector normal esta en R

Caso (—1,0). R tiene el mismo tipo, por lo que RN R+ = p es una recta
isotrépica. Fijando un circulo C en el haz RL, tenemos que los circulos en R
son los circulos que pasan por p ortogonales a C. =

Ejemplo 2.2 Consideremos la siguiente familia de ctrculos en R?
22 442 - b+22z =0, AER
o lo que es lo mismo
(z+2)2+y?=b+ 2%

1. b > 0, todos los cérculos pasan por (0, Vb) y (0, —VB).
2. b =0, todos los circulos son tangentes al eje x: en el origen.
3. b < 0, haciendo b = —k? obtenemos

(+2)2 +32% =22 —x2
si A = k, entonces la unica solucién es (—k,0); y 3i A = —k la solucidn es

(%, 0) El sistema es ortogonal a la familia de céirculos (haz) que pasa por (k,0)
v (—%,0).

2.3 Esfera de Riemann

La esfera de Riemann € es la compactacién por un punto de C, esta com-
pactacién puede ser hecha de muchas maneras, aqui las usaremos indistinta-
mente, recordemos por ejempio que:
€ = PY(C) = P(C?2) =~ 52

donde P! (C) es el espacio proyectivo complejo. Consideremos la accién escalar
de C* sobre el espacio vectorial complejo € x C, el espacio de érbitas es C.
Las clases de equivalencia para (=, w) 3 (0,0) se denotan por 1'2 ] por lo

u za - z
e | wa w
dada por la férmula

a b z az <+ bw
[c d][w]=[cz+dw]’ad_bc#o'
ademads como una matriz escalar actia trivial te en C t os que

PGI3(C) & Gl (C)/ {Mid : A € C\{0}}.

] ,a € C*. También tenemos la accién de Gl2(C) en T
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Proposiclén 2.6 La accidn de PGla(C) sobre € es triple transitiva.

Demostracién:

Consideremos las ternas de puntos (A4, B,C) y (P,Q, R) y supongamos que
A, B,C estin representados por los vectores a,b,c € C x C. Como son tres
puntos distintos, dos son linealmente independientes, por lo que existen \,z €
C tales que ¢ = Aa + ub, y podemos tomar representantes de manera que
¢ = a—+ b. Asi mismo P,Q, R los podemos representar por p,q ¥y & = p + q.
Sea ¢ un automorfismo lineal de € x C tal que o(a) = p, o(d) = q por lo que
o{c) = r, entonces la imagen de o en PGl2(C) cumple los requerimientos.

Para ver la unicidad, notamos que si existiera otra 7 € PGl(T) con T(a) =
o(a), 7(b) = a(b) y 7(c) = o(c), entonces 7~ 'o fija los tres puntos, por lo que
sSlo basta demostrar que una transformacion que fija tres puntos distintos es
la identidad.

Sean p,q,r € € y f automorfismo lineal de C x C que fija los tres puntos.
Escojamos representantes §, 7, ™ tales que §+ 7 = 7, entonces existen A\, u,v &
C tales que

fB = AP, f§ = pg, f7 = v7

de donde - .
NE@+F)=p=fp=f@+7)=pg+ov7

pero como §,7 son independientes tenemos que A\ = u = v, por lo tanto

f = A\id, y asi [ = id en PGl3(C). e

Definimos €l punto al infinito por co = [ cl) ] e identificamos C con C\{oo}
por medio de =z — ': .
Sea o € Glz2(C) como

[2]-[2 210

az + bw
]=[cz+dw]’ ad — be £ 0
si o{oo) = oo, es decir

(e a)le]=e]=15]

t

entonces ¢ = 0.

Si ¢ 7 0 entonces o(c0) = 2 y 0~ *(c0) = —£ por lo que podemos escribir
az+4+b d
o =va Te#eeC

Teorema 2.2 El grupo Gl2(C) actia sobre C como las transformaciones de
Mébius pares. Es decir, esta accidn induce un isomorfisrmo de grupos

PGl2(C) 22 M6+ (C)
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Demostraciéon:
En primer lugar vemos que una matriz triangular cumple

a b 11 _[a]l_Tf1
0O 4 o] - o~ o
entonces las matrices triangulares superiores fijan co, y como PGIa(C) ==

PSiy(T), 108 Que son el os del grupo de similaridades pares de C.
Ahora teniendo en cuenta la siguiente identidad de matrices con ¢ 3% 0

a b | __ 1 2 o 1 c d

c d} |0 1 1 0 0 b—ad
donde (l) (1) representa a la transformacién & — z~! = £z que por ser
la composicién de la inversién en el circulo unitario segnida de la reflexidn en

el eje z, es una transformacién par en M 66(C), concluimos la primera parte
de la afirmacién, al ver que cada matriz en Gi2(C) es la composicién de tres
transformaciones pares de Mébius.

Ahora como PGl(C) actia transitivamente en C, podemos trabajar con
el punto oo, ya que vimos en el corolario 2.2 que Af6bo(C) = Simi(C), de
donde existe la respectiva correspondencia entre las transformaciones pares,
luego PCI,(C) es isomorfo a M6+ (T). L]

RAZON CRUZADA.

Sean (P,Q, R, S) puntos distintos de €, los cuales seran representados por
matrices de 2 < 1 p,q, 7,3, definimos su razén cruzada como el punto de C

dado por
__ [ det[p.r] - det{q, s)
(PQ.R,S5]= [ detlp, s] - detlq, r]
donde el simbolo [p,7] representa una matriz de 2 x 2 con columnas p y .

Sea o € M5b(C) con matriz asociada Z Z y sean p = (pP1,p2),q9 =

(41, 92) entonces
_ | ap1 +b6p2 _ | ag1 +bq2
ap) = [ cpy + dp2 ] ola) = [ cqy + daz
de donde
det(o(p). o (q)] = (ap1 + bp2)(cqr + dgz) — (cp1 + dpz)(aqy + bgz) =
(ad — be)(prgz — p2q1) = det(o)det[p, q)
por lo que la razén cruzada es invariante bajo transformaciones de Mébius, es
decir:

[e(P), 0(Q),0(R). 0(S)] = [P,Q, R, 5]
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Proposicién 2.7 Sean P,Q,R tres puntos distintos de €. El mapeo §
[P, Q. R,S] es una transformacion de Mébius par la cual transforma P,Q, R
en c0,0,1 respectivamente.

Demostracion:

Como arriba, representemos estos puntos de C por p, q, 7, s. Reescribamaos
la definicién de razén cruzada como

(P, O, R, S| = [ det[p,r] - det[q, s) ] - [ —qzdetp,r] qidet(p, ) ] [ 8 ]

det(p, 5] - det|q, r] —padet{q, ] pidetiq,r] S2
donde s = (31, 52), ¢ = (q1.92), ¥y p = (p1.P2)

(RQ&$=A[“].

S2

como det(A) = detp, rldet|q,rldet[p, q] # O, A estd en PQUz(C); directamente
calculando el valor en los puntos especificados obtenemos

rorr= el =[] -

[¢]
rera=[2]=ovirerr=[1]=1
-
En particular tenemos que [00,0.1,S] = S, para toda § € <, ya qQue la
transformacidn 2(S) = (00,0, 1, 5] fija tres puntos, por lo que es la identidad.

Proposicién 2.8 Dos cuartetas de puntos distintos de la esfera de Riemann
PQ.R,S y X.Y,Z,W, pueden ser transformnadas una en la otra por una
transformacion de Mébius par si y sdlo si

[P.@Q, R, S] = [X.Y, Z,W]

Demostracién:

=>] Se sigue de la observacién previa a la proposicién anterior.

<=] Sean o,7 € PGlz(C) tales que o(P,Q, R) = (c0,0,1) y 7(X,¥, Z) =
(00,0.1). Como

[P.Q. R, S] = [0(P),0(@),0(R), o(S)] = 00,0, 1,0(S)] = o(S)
de la misma manera
(X,v, 2, W] =r(w)
tenemos entonces o(P) = 7(X),o0(Q) = T(Y),a(R) = 7(Z) y o(S) = 7(W)
por lo que la transformacién buscada es 7~ -
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Proposicién 2.9 Una transformacidn de Mébius o impar, satisface que
(L), o(Q),o(R),0(S)] =[P, Q, R, 5]
para puntos distintos de C.

Demostracidn:
Para generar el grupo de AM66(C) necesitamos PG (C) y una transfor-
macién de Mobius impar que puede ser 3, la conjugacién compleja = —

5] J, entonces como [B(P), 8(Q).3(R), 3(S)] = [P, Q, R, 5] tenemos el re-
o. -

Proposicién 2.10 Cuclquier o € PGl,(T), es conjugada a una transfor-
macion dada por alguna matriz de la siguiente forma:

a O 1 1 .
[ 2] [1 o] eee
Demostracién:

Sea o representada por § € Glz2(T): v € C x C es vector propio de S si y
sélo si [’b_’] € C es punto fijo de o, por lo que o # id tiene uno o dos puntos
fijos en C.

Caso 1. o tiene dos puntos fijos A y B. Sea 7 € AMsb(C) con T(oo) =

A,7(0) = B, asi 7~ 'o7(0) = 0 y 7 loT(co) = oo. Por lo que la matriz de

" [ e]le]=Te]=(2]

a 1 a . 1
e ] c| T | O
luego b = ¢ = 0 y la matriz es de la forma g ?

Caso 2. Sea A el iinico punto fijo de o. Sea C # A y sea T € M5b(C) con
7(0c0) = A,7T(0) = C,7(1l) = o(C). De esta manera tenemos que 7~ o7 fija
oo y transforma el O en el 1. Por lo que la matriz de esta composicién debe

[28]08]-12]=[¢]
[z 2][e] =[] =[]

I

I

a8 o8
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a 1

de donde la matriz tiene la forma 0o 1 ] Como sélo fija un punto, puede

tener un iinico valor propio, y calculando su polinomio caracteristico
AN _A(l+ea)+a=0

tenemos que a = 1. . =

Introduzcamos un importante invariante de una transformacién o € PGl2(C):

2 (trS)?

treo = __—detS

donde § € GI2(C) es un representante de la clase de o. Finalmente enunciamos
una proposicién que puede verse en ([JS|, pag. 34).

Proposicién 2.11 Seano,T € PGlL(C), dzferentes de la identidad. Entonces
o es conjugada a T en PGla(C) & tric = tr2r.



3 Tres Tipos de Geometrias

Vamos a estudiar los tres tipos de geometrias relacionadas con las formas
cuadriticas del capitulo 1; la geometria euclidiana, la geometria esférica y
la geometria hiperbdlica, dando a cada una de estas una métrica. Utilizando
el dlgebra de los capitulos previos vamos a clasificar las isometrias de estos

. espacios, asi como analizar las geodésicas respectivas.

Finalmente damos tres modelos para el espacio hiperbdlico; el modelo del
disco de Klein el cual tiene la ventaja de que sus geodésicas son lineas rectas
usuales, pero la desventaja que sus dAngulos no necesariamente son euclidianos;
el modelo del disco de Poincaré cuyos dngulos son euclidianos por lo que
también es llamado el modelo del disco conforme pero sus geodésicas son
discos ortogonales al disco de este modelo; y finalmente el semi-espacio de
Poincaré que estudiaremos mas a fondo en los siguientes dos capitulos.

3.1 Geodésicas

A través de esta seccién trataremos con espacios métricos (X,d), donde & es
la funcién distancia d: X x X — R.

Una funcién o : X — Y entre dos espacios métricos, preserva distancias
si
dy(o(a),o(b)) =dx(a,b), a,be X
de donde deducimos que toda funcién que preserva distancias es inyectiva y
continua.
Definicién Una isometrfa es una funcion o : X — Y que preserva dis-
tancias y es suprayectiva. Claramente la funcidn inversa de una isometria,
también es un isometria. El conjunto de isometrias de un espacio X en si
mismo forma un grupo al que lUamaremos Isom(X). También diremos que
dos espacios X,Y son isométricos si eTiste una isometria de X sobre Y.
Ejemplo 3.3 Una isometria o : R — R, es una traslacion x+— x +a ¢ una
reflezion  +— b — x.
Demostracién:

Sea o una isometria de R, sea 7T la reflexién o traslacién de R que coincide
con o en 0 y 1, tenemos que si o(0) = a entonces o(1l) = az= 1, luego T podria

ser la traslacién con desplazamiento a (si (1) = a + 1) o la reflexién por a
(si (1) = a — 1). Supongamos que existe ¢ € R tal que 7(c) # o(c), como

a = o(0) = 7(0), tenemos
d(o(c), a) = d(o(e), o(0)) = d(c,0) = d(7(c),T(0)) = d(7(c), a)
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de donde a es el punto medio de o(c) y 7(¢); de la misma manera obtenemos
que b = (1) = 7(1) es el punto medio de o(c) y 7(c), contradiciendo el hecho
de que a £ b, por loque o = 7. =

Definicién Sean J € R un intervalo y X un espacio métrico. Una curva
v:.J — X, es una curva geodésica si para cada c € J existe una vecindad
U C J abierta, tal que v : U — X es una funcidn que preserva distancias.

Lema 3.1 Sea J un intervalo abierto de R, u € .J yv:J — R, una curva
geodésica con y(u) = 0. Entonces ¥(t) = =(t —u),t € J

Demostracién:

Veamos que las funciones () y =(¢ — u) valen lo mismo en cualesquiera
dos puntos de J. Sean z,y € J, de donde [z,y] € J, para cada = € [z,y]
existe U: C J vecindad abijerta de = tal que la restriccién de <y en U, preserva
distancias, por lo que 7y es una reflexién ¢ — & o una traslacién t 4+ a. Como
[z, 7] es compacto, existe un numero finito de z; € [x,y] con i = {1,...,n}
tales que [z, y] € UL, U.,, entonces (¢} = t*+a donde a puede tomar a lo mas
n valores; ahora si U;, NU;, # 0 claramente 7 coincide en estos dos abiertos,
¥ como estos n abiertos se van “traslapando” tenemos que a es constante, de
donde ~ coincide en x,y, de hecho coincide en todo el intervalo [z,y]. Ahora

[ ]

como y(u) = 0, entonces () = (¢t — u).

3.2 Espacio Euclidiano

Sea E un espacio vectorial euclidiano de dimensién n, la longitud de un vector

en E estd dada por [¢] = /< ¢, c > y la distancia entre dos puntos 4, 8 de E
es d(A, B) = |4 — B|. Con esta distancia £ es un espacio métrico.
Sean v,e € £, con e de norma 1. Sea t — te 4+ v,t € R, entonces

d(te + v, se +v) = |te + v — se — V| = |[te — se| = |t — s}le] = |t — 3]

por lo que ¢ (t) = te + v es una curva geodésica, y su imagen es llamada una
recta afin.

Proposicién 3.1 Cualquier curva geodésica <y : R — E tiene la forma v(t) =
et+v,t €R, dondev e £ ylef=1.

Demostracion:
Sean a € R y .J su correspondiente intervalo tal que -y : J — E preserva

distancias. Si tomamos 7, 9,t € J con r < 8 < ¢, como

d(r,t) = d(r, 8) +d(g,t)
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tenemos, por ser 7y geodésica, que
d(v(r),7(8)) = d(v(r), () + a(v(2),v(s))

es decir que (), v(s),v(t) estdn en una recta afin, por lo que vy(J) estd
contenida en la recta afin a través de y(a),y(t), de donde (&) = A\(t)e + y(a)
con € de norma 1. De esta forma la funcién

A:R—=FE R
t— A(t)e + y(a) — A(t)
preserva distancias pues
[A(E) = A(8)] = |A(2)e + v(a) — A(s)e — y(a)| = |t — 3|
por el lema anterior
A(t) = =(t — a)

pues A(a) = 0, de donde ¥(t) = et + v, con |e] = 1. [ ]

Ahora surge la pregunta de cudles son las isometrias de £, para esto primero
veamos un ejemplo badsico de isometria. Sea 7 la reflexién en un hiperplano
afin H de £, si n es un vector unitario normal a / y « € H, T tiene la forma

T(z)=2—2<z—u,n>n.IEEﬂ

Y como:
dir(z), 7)) =lx—y+2m<y—z,n>|=/<xT—y,T—y > =dzvy)

7 es isometria y ademads fija /. La imagen de un punto xr € A puede ser
descrita geométricamente observando que la recta afin que une z y (x) es
perpendicular a /' y H intersecta a esa recta en el punto medio de = y 7(x).
Lema 3.2 Para dos sucesiones A,...., A, y By,... By de puntos de E tales

que
d(Aq, Aj) = d(Bi, Bj); i4,5=1,...,p

existe una isometria o de E compuesta de a lo mds p refleviones con o(A;) =
B;, parai=1,...,p.

La demostracién de esta afirmacion la daremos unas cuantas secciones des-
pués.

Por un simplejo euclidiano en E, entenderemos una sucesién Ag,...,An
de puntos de E no contenidos en un hiperplano afin.
Lema 3.3 Sea Aqg,---,A, un simplejo de E. Si dos isometrias o, 8 de E
coinciden en el simplejo, entonces o = 3.
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Demostracién:
Sean o = 8~ 'a y p € E tal que a(p) # p, entonces

d(a(p), A:) = d(o(p), o(A:) = d(p, A:)

para i = 0,...,n, por lo que Ap,...,A, pertenecen al hiperplano afin que
bisecta p y o(p), lo cual es una contradiccidn. -

Corolario 3.1 Sea ¢ una isometria de E que fija un hiperplano afin H pun-
tualmente, entonces o es la reflexion en H o la identidad.

Demostracion:

Supongamos que g # id, sea p € £ con o(p) ¥ p ¥y consideremos el hiper-
plano bisector de p y o(p), H' = {z € £: d(z,p) = d(z,o(p))}. Demostremos
que H = H’, sea = € H entonces d(z, p) = d(o(x),o(p)) = d(z,a(p)), por lo
que x € H', esto demuestra que A C 'y como son hiperplanos, la dimensién
es la misma, por lo que coinciden. Sea r la reflexién en M, entonces 7o fija
p y los puntos de &, por lo que coinciden en un simplejo (7 puntos en el
hiperplano y p), por el lema 3.3 70 = id, es decir o = 7. -

Teorema 3.1 Una isomelria 3 en un espacio euclidiano de dimensidn n
puede descomponerse comno el producto de a lo mds n + 1 refleriones.

Demostracién:
Sea Ao, .- .,.4n un simplejo de £, por ¢l lema 3.2 existe una isometria o que
es la composicién de a lo mds n+ 1 reflexiones con o(4;) = 8(A4;),i =0,...,n,

y por el lema 3.3 tenemos que o = 8. -

Ahora vamos a describir todas las isometrias del espacio euclidiano E. Sea
e € E, definimos la traslacién por e, 7.(x) =e+x,z € E.

Lema 3.4 Toda isometria p del espacio euclidiano E puede ser escrita como
p=T.0 donde e € £ yo & O(F). La funcion o es llamada la linealizacion
de p y es denotada por g.

Demostraciéon:

Sea Isom/(E) el conjunto de isometrias de £ que pueden ser escritas en la
forma 7.0 como en el enunciado de la proposicién. Veremos que es un griupo
que contiene a las reflexiones. Primero observamos que o7, = 7,(.)0 para
o€ O(E) y ec E. Luego si ¢, ¢ € [som/(E) tenemos que

P=TYO, P = Tep => PP = TyOTef = TuTo(a)0P = Tyto(e)OP
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por lo que @¢ € fsom/(E), también si ¢ = 1,0 € Isom'(E), entonces =1 =
o=l = o7 1, = To-1(=v)0~ ! € Isom/(E). Ademas Isom'(E) contiene a
las reflexiones en hiperplanos de E, pues

)=z —2<zx—un>n=zx—2<z,n>n+2<un>n="ro(x)
dondev =2 < un>nyo(x) =xz—2 < x,n > n es una transformacién
ortogonal de E, pues

< o(z), o) >=<z—2<zZrn>nzr—-2<z,n>n>=<z,T>
¥y como toda isometria puede ser escrita como el producto de reflexiones, te-

nemos que [som(E) = [som’(E). a

_Fﬁ importante sefialar aqi algunas observaciones acerca de la “linealizacién™:
(@) = &5, v, ¢ € Isom(E), pues si ¢ = 7T.p y © = T,0, entonces ¢ =
Tuwo(e) PO POT 10 que, ¢ = po = $@.

S8i ¢ € Isom(E), $= id si y sélo si ¢ es una traslacién, por lo que tenemos
la sucesién exacta de grupos

0 — T(E) X Isom(E) % O(E) — 0

con i la inclusién y g la linealizacién, las cuales son inyectiva y suprayectiva
respectivamente. Veamos entonces que Im(3) = ker(g): ¢ € Im(i) si y sélo si
w € T(E), por lo que g(¢) = & = id, si y sélo si ¢ € ker(g).

Finalmente tenemos una férmula importante relacionada con la linealizacién:

o € Isom(E), veEE, ryo-! = Ta(v)
pues si ¢ = T.p y como o™ = p~! por la conmutatividad de la suma del
espacio vectorial, entonces
Fr,o71(z) = Frp "t (z) = F@ +p7 (@) = p(v) + T = Ta(u) ()

Lema 3.5 Cualquier o € O(FE) da lugar a la descomposicion ortogonal E =
ker(o — id) @ Im(oc — id).
Demostracién:

Veamos primero que ker(c — id) y Im(o — id) son ortogonales. Para esto
notemos que si z € ker{oc — id), ¥ € E eatonces

< z,0(y) —y>=<z,0(y) > — <z,y >=< o(z),0) > —<z,y>=0

por lo que son ortogonales, de donde ker(o — id) M Im(oc — id) = 0. Ahora
tomemos el mapeo o —id el cual nos lleva a que dim(ker(o—id))+dim(Im{o—
id)) = n, entonces tenemos el resultado. -
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Tecrema 3.2 (Teorema de Clasificacién) Una isometria ¢ del espacio eu-
clidiano E se descompone en un producto de dos isometrias que conmutan

W= Tu = ¢Ty

donde T, es una traslacidn a lo largo del vector v € E y ¢ es una isometria
con un punto fijo. Tal descomposicion es dnica.

Demostracién:
Sea ¥ € Isom(FE), por el lema 3.4 podemos escribirla como ¥ = 7.0 con
o € O(E) y por el lema anterior € puede ser descompuesto como e = v +

(u — o(u)), donde v € ker(c —id) y u € Im(o — id), ademds o(v) = v. Sea
P = TuOT_y, u € E, ésta cumple con ¢(u) == u y se tiene
ToTuOTy (T) = TuTuo(xz — u)
= o(x)—o(u)+v+u
o(z) +e
Teo (T)
w(x)

1]

]

]

ademads

v~ (z) oTuTuo "t N(Z)

PTuTuo "}z — u)

d(u+v 4o~ (z) —o~ ()
Tu(o@W) + T —u)
c(V)+zz=v+=x

Tu(x)

U T 1V

de donde T,7uoTS ! = Ty$ = ¢7,, por lo que Y = ¢7, = T,¢. La unicidad se
sigue del lema anterior. -

Del hecho de que 7, y & conmuten, tenemos que ¢{(z+v) = @(x)+v,x € E,
lo que muestra que los puntos fijos de ¢ son estabilizados por la traslacién .

Plano euclidiano

Una isometria par del plano euclidiano es una rotacién o una traslacién.
Una isometria impar es lamada reflexién deslizada, es decir la composicién
de una reflexién en una recta L con una traslacién a lo largo de esa recta.

Espacio euclidiano
Una isometria par, llamada “screw”, es la composicién de una rotacién y
una traslacién a lo largo del eje de rotacién. Las isometrias impares son:
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a)la reflexién rotada, es decir la composicién de una reflexién en un plano
¥ una rotacién con eje perpendicular al mismo plano,

b)reflexidn trasladada, compuesta de vna reflexién en un plano y una tras-
lacién a lo largo de este plano.

3.3 Espacio Esférico

Sea F un espacio euclidiano de dimensién n+ 1 y consideremos S™ = S(F) =
{r € F: < z,xr >= 1}. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos
que para p,q € S™, < p,q >& [—1,1). Definimos entonces la distancia
esférica entre dos puntos p,g € S™ como d(p, q), de tal manera que cumpla
cos d(p, q) =< p, q >, por lo que d(p,q) € [0,7].

Con esta definicién, d(p,q) es simétrica y es definida positiva por lo que
falta ver que cumpla la desigualdad del tridngulo, para tener realmente una
métrica.

Definicién Por un vector tangente a p € S", entenderemos un vector
T € F con <T,p>=0. 8 |T| =1 es Uamnmado vector tangente unitario. El
espacio de vectores tangentes a S™ en p es un hiperplano lineal T,,(S™) de F
llamado el espacio tangente a la esfera S™ en p.

Lema 3.6 Sean p,q € S". Un vector tangente unitario U de S™ en p puede
ser escogido de manera que q = pcosd(p, q) + Usen d{(p, q).

Demostracién:

Supongamos que p, g son linealmente independientes. Sea U vector unitario
tangente a p en el plano generado por p,q, luego existen x,¥ € R tales que
q = xp + yU. Como < U,p >= 0 entonces 1 =< q,q >= z2 + y?, por lo
que podemos encontrar 8 € [—m, 7] tal que ¢ = pcoss + Usen s, la férmula
no cambia si en lugar de la pareja (9,U) usamos la pareja (—s,—U), por lo
que s puede ser tomada en [0,7]. Ahora cosd(p,q) =< p,q >= cos s, por lo
tanto 8 = d(p,q). En el caso de que p, ¢ son linealmente dependientes, p = ¢q
o p = —gq, por lo que d(p,q) = 0 o 7, entonces sen d{p, g) = 0, asi cualquier
vector tangente UU a S™ en p nos sirve en este caso. -

Por un triangulo esférico A.48C, entenderemos tres puntos 4, B,C € S™
linealmente independientes en F con a = d(B,C),b = d(A,C),c= d(A4, B)
Usando el lema anterior fijemos vectores tangentes U, V' en A tales que

= Acosc+ Usen ¢, C = Acosb+ Vsen b
con lo que introducimos £4 = ¢ como el dngulo entre U y V', es decir cosx =

< U,V =>.
Ahora veremos una férmula basica de la trigonometria esférica.
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FIGURA 3.1. Tridngulo esférico con vectores tangentes en un vértice

Proposicién 3.2 (Relacién del Coseno)

cosa = cosbcosc -+ sen b sen ccosa

Demostracién:
Sean como antes a = d(B,C), b = d(C, A), ¢ = d(A4,8B) y U, V vectores

tangentes en .4 tales que:
B=Acosc+Usenc, C=Acosb-+ V sen b

Yy sea o el dngulo entre U y V, por lo que cosa =< U, V' >. Ahora

cosa = < B,C>=< Acosc+ U senc,Acosb+ V sen b >
< Acosc,Acosb > + < Acosc,V sen b > +

< U sen ¢c,Acosdb > + < U sen ¢,V sen b >

cosbecosc << A, 4 > +coscsen b<< A,V > +

sen ccosb < U, A > +senbsenc< U,V >

= cosbcosc+ sen b sen ccosox.

I

Lema 3.7 (Desigualdad del Tridngulo) Sean A, B,C € 5™ entonces
d(A,B) < d(A,C)+d(C,B)

¥ la desigualdad es estricta cuando los tres vectores son linealmente indepen-
dientes.
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Demostracién:
Cuando son linealmente independi t os que cosax < 1, donde « es
€l &ngulo en A, entonces usando la relacién del coseno obtenemos que

cosa cosbcosc+ sen bsen ccosa

cosbcosc+ sen bsen c

Al

cos (¢ — b)

es decir cosa < cos(c—b) Sic— b > O entonces debemos tener a > c— b
luego ¢ < a+ b; cuando ¢ — b < O, como a > 0 llegamos a la misma de-
sigualdad, es decir en los dos casos tenemos que ¢ < a + b, por lo tanto
d(A,B) < d(A,C)+d(C, B). Para el caso en que sean linealmente dependien-
tes, deducimos la desigualdad usando cosa < 1. -

La métrica inducida en la esfera S™ define la misma topologia que la
heredada del espacio euclidiano F° donde se encuentra S™. Basta observar
la siguiente relacién entre la distancia euclidiana y la métrica d: |P — Q| =
VS PO P-Q>=v2-2< P,Q>=+2—-2cosd(P,Q).-

Proposicién 3.3 Cualquier curva geodésica v : R — S™ puede ser escrita
en la forma y(t) = Acost +Tsent, t € R, donde A € S™ y T es un vector
tangente unitario a S™ en A.

Demostracién:

Sea J un intervalo alrededor de u € R de longitud menor que 7, tal que
la restriccién de v a J preserva distancias. Por la desigualdad del tridngulo
para cualesquiera r,3,t € J, con » < 8 < £, los puntos y(r),v(s),v(t) son
linealmente dependientes por lo que estan en el plano R generado por y(7) —
¥(s) y ¥(t) — v(s), en donde y(J) esta contenido.

Sea A = ~(u) y T un vector unitario tangente contenido en R, es de-
cir T € T4 (S™). Consideremos la curva 6(s) = Acoss + Tsen s, por lo que
tenemos cos d(8(s), 8(2)) =< 6(s),0(t) >= cos(s —t) es decir una isometria
8 :(—~m, ) — RN S™*N E donde £ es el conjunto de puntos con d{A, x) < m.
Luego la demostracién es similar a la proposicién 3.1 usando el lema 3.6. =

Isometrias de la Esfera

Una transformacién o € O(F) induce una isometria de la esfera S™. Mos-
traremos el reciproco, es decir que cualquier isometria de la esfera proviene
de una transformacién ortogonal del espacio ambiente.

Lema 3.8 Dadas dos sucesiones Ay, ..., Ap ¥ By,... By de puntos de S™ tales
que
d(Ai, A;) =d(B;:,B;) ;i,i=1,....p
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eriste una isornetria o de £ compuesta de a lo mds p refleviones tal que
o(A;) = B,

Este es el mismo lema 3.2, pero para el caso esférico y nuevamente posponemos
1a prueba.

Teorema 3.3 Toda isometria  de 8™ es inducida por una transformacion
ortogonal del espacio euclidiano ambiente.

Demostracién:

Sea Aqg,...,4, € S™ un simplejo esférico, por lo que son linealmente inde-
pendientes en F. Por el lema anterior existe o € O(F) tal que es la composicién
de a lo mas n + 1 reflexiones en hiperplanos con o(A4:) = 8(4),i =0,...,n,
por la prueba del lema 3.3 se sigue que o = 3. -

3.4 Espacio Hiperbdlico

Ahora consideremos un espacio vectorial real F de dimensién n 4- 1 con una
forma cuadritica tipo Sylvester (-—n, 1) y recordemos que S(F) (los vectores
de norma 1) consiste de dos hojas (componentes conexas); denotemos por
™ a alguna de las dos hojas e introdrzcamos aqui una métrica. Sabemos
que si P,Q € H" entonces | < P,.Q > | 2 1 y como estdn en la misma
hoja < P,Q >= 1. Definimos la distancia hiperbdélica entre P y Q como
el nimero d(P, Q) tal que coshd(f, Q) =< P,Q >, la cual es simétrica y
definida positiva por las observaciones anteriores.

Lema 3.9 (Desigualdad del tridangulo) Para A, B,C € "™ se cumple que
d(A4,B) < d(A,C)+d(C, B)

La desigualdad es estricta cuando los tres vectores son linealmente indepen-
dientes.

Demostracion:
Consideremos 4, 8,C & 3™ y sea d(B,C) = a,d(C
Calculemos el determinate de la matriz de Gram de

A

<C,C>»> <BC> <C/A>

det >
>

) =b,d(A,B) =c.

,

A = <B,C> <B,B> <AR-B
<C,.A> <A,B> <A A

1 cosha coshbd ]

,A
B

1 — cosh? a — cosh?® b — cosh® ¢ + 2 coshacosh beosh ¢

det cosha 1 coshc
coshbd coshc 1
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(cosh? b — 1)(cosh® ¢ — 1) — (cosh bcoshc — cosha)?
senh 2b senh %c — (cosh b.:osh ¢ — cosh a)?
(cosha — cosh (b — ¢))(cosh (¢ + b) — cosh a)

4senh %(p— c) senh %(p — b) senh %(p) senh %(p —a)

con p = }(a + b+c) es decir

o

A = 4 senh p senh (p — a) senh (p — b) senh (p — c) ...(*)

Supongamos que A, B, C son linealmente independientes en F', asf generan
un subespacio de F de tipo Sylvester (—2,1) y el signo del determinante
de la matriz formada con los productos interiores es (—1)2 = 1, es decir
A > 0. Analizaremos solamente el caso en que ¢ = a y ¢ = b,(pues los otros
casos son inmediatos) entonces p —a = (¢ —a) + b > 0, lo mismo que
p—b=3i(c—b)+1a > 0; como A > 0y p>0de (+) obtenemos que p—c > 0,
de donde a+b—c=2(p —c) > O, por lo tanto a + b > ¢

Si los vectores son linealmente dependientes entonces A = 0, con p # O
entonces de (») obtenemos que p —a = 0,p— b = 0 6 p — ¢ = 0; en cualquiera
de estos casos obtenemos la igualdad.

Definicién  Un vector tangente T en un punto A € H™ es un punto T' € F
con < T,A >= 0. Un vector tangente de norma —1 es llarmnado vector tangente
unitario. El espacio de vectores tangentes a H™ en A forma un hiperplano de
F de tipo (—n,0) llamado el espacio tangente a H™ en A y es denotado por
Ta(H™).

Lema 3.10 Sean A, B € H", entonces es posible escoger un vector tangente
unitario U de H™ en A tal que

B == Acoshd(A, B) + Usenhd(A, B)
PDemostracién:

Si A = B, cualquier U € H™ unitario sirve. Si A 3£ B, entonces son lineal-
mente independientes y el plano R que generan tiene tipo (—1,1). Sea U uni-
tario tangente a A en R, de esta manera tenemos que B =zA4+yU, z,y € R,
entonces < A, U >= 0 lo que implica que 1 =< B, B >=< A + yU,zA +
yU »>= x2 — 32 asi podemos encontrar s € R tal que B = Acosh s+ Usenh s,
cuyo valor no cambia si tomamos (—U,—s) por (U,s), por lo que pode-

mos escoger s = O. Asi{ obtenemos que coshd(A,B) =< A,B >= coshs,
y s =d(A, B).
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GEODESICAS.

Empezando de un punto 4 € H™, con un vector tangente unitario 77 a ™ en
A, construyamos la curva v : R — H" dada por v(s) = Acoshs+Tsenh s, €
R, la cual cumple que cosh d(vy(t),v(s)) =< v(t),7(s) >= cosh(t — ) =
cosh |t — s| de donde d(y(t),¥(s)) = |t — 3|, por lo que es una curva geodésica.
La imagen de la curva estd contenida en el plano R generado por A y T,
ademads la imagen es H™ N A,

Proposicién 3.4 Cualqui curva geodésica v : R — H™ puede ser escrita
en la forma y(t) = Acosht -+ T'senh t, t € R, donde A € H* y T es el vector
unitario tangente a H™ en A.

Demostracion:
La demostracién es similar a la de la proposicién 3.1, usando el lema 3.10.8

ISOMETRIAS.

Sea o € Lor(F) la cual preserva las hojas de S(F), de hecho induce una
isometria del espacio hiperbdlico H”, mostremos entonces que existe un iso-
morfismo entre Lor(F) y Isom(F).

Lema 3.11 Dadas dos sucesiones A,,...,Ap vy B1,...Bp de puntos de H™
tales que

d(Ai, A;) = d(Bi, B;) ;i,i=1,....p
eTiste una isometria o de F compuesta de a lo mds p refleviones de Lorents
con o(A4;) = B;.
Demostraciéon:

Haremos la demostracién por induccién sobre p.

Veamos la demostracién del Lema 3.2. El hiperplano que bisecta dos puntos
A, B de E el espacio euclidiano, esta dado por {z € E : d(z, A) = d(=x, B)},
por lo que la reflexién en este hiperplano intercambia .4 y B, esto demuestra
el caso p = 1.

Supongamos que tenemos @2 una isometria compuesta de a lo més p — 1
reflexiones en hiperplanos tal que p(A;) = Bi,i = 1,...,p— 1. 8i p(4,) = (8p)
tomamos p = o. Cuando p(A4p,) 7 B, tenemos que

d(p(Ap), B:) = d(p(Ap), p(4:)) = d(Ap, A:) = d(Bp, B;), i=1,...,p—1

es decir By, ..., Bp—) estdn en el plano que bisecta a p(Ap) ¥ By- Si 7 denota
la reflexién en este hiperplano, entonces o = 7p es la transformacidén que sirve.
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Para la demostracién del lema 3.8, simplemente observemos que si 4, B €
S™, entonces el conjunto {p € S™ : d(A,p) = d(B,p)} es la interseccién de un
hiperplano lineal K ortogonal a A — B y S™, entonces < p, A — B >= 0, es
decir < p, A >=<p, B > y d(A4,p) = d(8,p), asi la reflexién ortogonal en ¥
intercambia A y B, ahora el resultado se sigue como en la prueba anterior.

Y finalmente para este lema, tomemos dos puntos distintos A, B € H™
y analicemos la bisectriz perpendicular para 4 y 8B, {p € H™ : d(A4,p) =
d(B,p)}, que es la interseccién de H™ con el hiperplano ortogonal al vector
N=4—B,con < N, N >=2—-2 < A4, B > < 0, asi la reflexién a través de NV
es de Lorentz e intercambia -1 y B. La prueba se concluye como las anteriores. @

Teorema 3.4 Toda § isometria de H™ es inducida por una transformacidn
de Lorentz de F.

Demostracién:

Una sucesién Ag,. .., A, de puntos de H" linealmente independientes en F
es un simplejo hiperbdélico. Por el lema anterior existe o isometria que es la
composicién de a lo més 1+ 1 reflexiones de Lorentz tal que o (A4;) = B(A:),t =
0,...n, por lo que o = 3, como se sigue del Lema 3.3.

Finalmente diremos que una isometria o del espacio hiperbdlico H" es lla-
mada par o impar si la correspondiente transformacidn de Lorentz lo es. Ahora
veremos varios modelos para el espacio hiperbélico H™.

3.5 Modelo del disco de Klein

En esta seccién vamos a construir un modelo del n-espacio hiperbdlico basado
en el disco unitario D" del espacio euclidiano E de dimensién n.

Tomemos el espacio £ @ X con la forma bilineal < (4,qa),({8,b) > =
— < 4,B> +ab, A,B € E,a,be& R que tiene tipo Sylvester (—n, 1).

Para el espacio hiperbdlico ZI” considere la hoja de la hipérbola unitaria en
E ¢ X que consiste de los puntos (A,a) con — < 4, A>+a2=1y a> 0. Sea
p: D" — H"™ dada por

(4,1)

p(d) = =

, Ae D™

con p(A) € H” pues

(4.1) (4,1)
ViE< A4S VIi-< A, A >

(—< A, A>+1)

< p(4),p(A4) > <

It

>

- < A, A >
1

It
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Gezomécricamente, P(A) es la interseccién de H™ y la recta a través de (A, 1)
y O.

\\H“ P(A)

A D
o / |

FIGURA 3.2. Proyeccién desde el origen de D™ en H™

El modelo del n-espacio hiperbdélico de Klein es D™ equipado con la métrica
inducida por la funcién p : D™ — Z" es decir la métrica en el modelo de Klein
esta dada para A, B € D™ por

coshd(4,B) = < p(4),p(B)>
(A, 1) (B,1)
Vi< A, A> V/1— < B, B >
1— < A,B>

Vi< A, A>V1I—-< B,8 >

Las rectas geodésicas en el modelo de Klein son trazas sobre D™ de rec-
tas afines en E, esto por la forma de las geodésicas en H™ y la descripcién
geométrica de la funcién p. La frontera de H™, puede ser parametrizada por la
frontera euclidiana de D™ asignando a 4 € 9D™ la recta isotrépica en £@R
a través de (A4, 1).

= << >

3.6 Modelo del disco de Poincaré

Igual que en la seccién anterior consideremos E @ R, D™ y H™ la hoja del
hiperboloide que pasa a través de (0,1). Ahora sea la parametrizacién f :
D™ — 3™ dada por

(2p.1+ < p,p>)

n
1-<p,p> 1 PED

fp) =
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entonces tenemos que < f(p), f(p) >=< SEI;_»_‘%:'%EZZ’E%_‘%:%E?_I = 1 por
lo que f(p) € H". Geométricamente, es la proyeccién estereogrifica con cen-
tro (0, —1), para ver esto parametrizemos la recta que pasa por (0, —1) y el
punto p € D™; esta recta es t((p,0) — (0,—1)) + (0,—1),t € R, es decir estd
parametrizada como (tp,t — 1). Debemos encontrar ¢ € R de tal forma que

(tp,t — 1) esté en H", es decir < (Ip,t — 1),(tp,t — 1) >= —t2 < p,p >
+(t — 1) = 1 entonces t(t(l— < p,p >) — 2) = 0,t # 0O, por lo tanto
t = ‘—— ¥ tenemos que f tiene esa forma. Nuevanlente transportamnos
la xnetnca de H™ por medio de f para obtener que
coshd(P,Q) = < f(P), f(Q)>
(2P 1+ < P, P >) (20,14 < Q, Q>)
I-< P P> ' 1-<Q,Q>
1P — Q2
= 1+ 2_——-— P,Q e E™
A —iPAa—IQ%’

El disco unitario D" con esta métrica es llamado el disco de Poincaré.

1\&
h = fp)

©-1)¢

FIGURA 3.3. Proyeccién estereogrifica desde (0, —1) de D™ en ™

Definicién El subgrupo de M 6b(E) de transformaciones que dejan invarian-
te D™ es denotado por M sb(D™).

Lema 3.12 Sio € Mbb(D") es la inversidn en la esfera S{a,r) de centro a
v radio r, entonces para x,y € D™ se tiene

2|z — yl

lo(z) — o)l = = = allr = a]
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Demostracidén:
Observemos que
- = p2|{z—a) (w—a)
@ =e@l = iz e ~y—aP
_ 2 1 _2z—e)-@w-—a) , _ 1 *
- |z — al? |z — a|?ly — a|? lv — a}®
= _Tlz—vl
lz ~ a|ly — a]”

Lema 3.13 Si ¢ € Moéb(D™) yz,y € D", entonces

() — s(w)|® _ |z — 2
= Je(@) (1 —Joe@)?) — 1 — =)~ [w]?)
Demostracién:

Como ¢ & Mé6b(D™) entonces deja invariante D", por lo que es la in-
versién en una esfera S(c, r), ortogonal a S*~!, de donde sus vectores normales
cumplen que < (0, —1, 1), (c, |c}]2 — 72, 1) >= 0 y obtenemos que r2 = |c[? — 1.
Como

2 T —C

¢(x) =c+ 7 |Z’——°‘|2

entonces
a<< c,T—C> et

Iz —c|? fz — ef*

—2lzlf=1)
lz —ef?

lo(@)I® = Je|? + 2r
l¢(x)1® —1

L—je(=z)? _ _ r2
T=lzF ~ Jz—cF

¥ usando el lema 3.12 concluimos que

lo(x) —o@)? _ (1 — 1812} (L — |6(¥)]1?)
lz —yl? (1 == = y®)

Teorema 3.5 El grupo de M&b(D™), que deja invariante D™, actia como
el grupo de isometrias del disco de Poincaré D™. En particular cualquier
isometria de D" se extiende a una transformacidn de M6b(E).
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Demostracién:
Primero calculemos f~! : H* — D", para esto sea (A,a) € H",a > 0,

parametrizando la recta que pasa por este punto y por (0,—1), obtenemos
que ((A,a) — (0, —1))t + (0, —1) = (tA,ta+ 1t — 1) y queremos t € R zal que
(tA,ta+t — 1) = (tA,0), es decir t = 717, por lo tanto f~1(A4,a) = i,

ademds < zi;, ;3 >= %ﬁ- < 1, esto se sigue del hecho de que

— < A, A> +a® =1, por lo que f~1(4,a) € D".
Sea 7T la reflexion a lo largo del vector (V,n2) € EDBR de norma —1. Tenemos

la siguiente férmula para p € D™
foiTfe) = U@ +2 < (Vn), () > (V7))
p+n+n<p,p>-—-2<p N >IN
1N —np]?

Y tenemos dos casos:
Cuando n = 0, entonces < NV, [V >= 1 por lo que

— 2 , IV
e =R RS R E N 2 <N >N
que es una reflexiéon euclidiana a través de V.
Cuando nn # 0, entonces L +n? =< N, N > y

- + (Inp — N|2 — L )Nn~! - o P—Nn"!
firf(p) = yd [ p|np_lN|2) =Nn~t4n ZTTD——MT._TP’;’ED"

por lo que es una inversién en la esfera euclidiana C con centro Nn~! y radio
n~!, ademds < Nn~1, Nn~! >=n"2+1. Seay € C, es decir [y—Nn~1| = n—2
por lo que el vector normal para C estd dado por

S=(Nn"l,< VNVn ', Nn !> ~n"2 1) = (~Nn"11,1)

mientras que el vector normal para $"~! = D" esta dado por M = (0, —1,1)
y < M,S >= 0, por lo que C es ortogonal S*~! = 9D,

Hermnos visto anteriormente que el gruno A/8b(D™) es generado por inver-
siones en esferas ortogonales a S™~!. Ahora cualquier isometria de X" es
inducida por transformaciones de Lorentz de £ ¢ R y toda transformacién
de Lorentz es €l producto de a lo méds o + 1 reflexiones 7., c € E®P R y
< c,c>= 1.

Tomemos entonces una isomnetria > de D™, como f es una isometria entonces
la imagen de ¢ bajo f es una isometria de H™, por lo que es inducida por
una transformacién de Lorentz del espacio £ & R, la cual podemos ver como
producto de reflexiones de Lorentz y bajo f~! cada reflexién es una reflexién
euclidiana o una inversién en una esfera ortogonal a S™*~ !, por lo que es de

Moébius de £
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La primera parte del teorema se sigue de la férmula de distancia de este
modelo ¥y el lema anterior.

Lema 3.14 Una isometria ¢ del disco de Poincaré D™ C E, es inducida porr
una transformacidn ortogonal de E <> ¢(0) = Q.
Demostracién:

=] Es claro.

<=] Por el lema anterior una isometria de D™ puede ser representada por
una transformacién de Mobius ¢ de £ la cual conmuta con la inversién o en
la esfera unitaria S*~! pues son esferas ortogonales. Como ¢(0) == O entonces
op(oo) = ¢po(co) = $(0) = 0, como o(o0) == O tenemos que ¢{o0) = oo, por lo
que ¢ es una similaridad de E, es decir tiene la forma ¢(x) = Ag(x) + f con
ANeR",fe Eyype O(E), entonces ¢(0) = \@(0) + f = f = O, por lo que

() = Np(x) y como ¢ es isometria concluimos que \ = 1. -

Proposicién 3.5 Una isometria © del disco de Poincaré D" C E puede ser
escrita como pp donde 1 € O(E) y p es una reflerion en una esfera ortogonal
a S™1

Demostraciéon:

Sea p € D™ tal que ¢(0) = p; si p = O entonces por el lemna anterior &
es ortogonal y terminamos con p = id. Si p # 0, sea v = o(p) donde o es
la inversién en la esfera S™~! y sea S el circulo con centro 7 ortogonal a
Sm—1. Sea p la inversidn en S entonces tenemos que pod = op. Tenemos al-
gunas relaciones: p(o0) = r, de donde p(0) = po(c) = ogp(ov) = o(r) = p
por lo que p(p) = O de donde obtenemos pp(0) = p(p) = 0, como p es la
inversién en una esfera ortogonal a S™~1! entonces p € M3b(D™) por lo que
es una isometria de D™, entonces tenemos que p¢ es una isometria de D™ que
fija O, por lo que es ortogonal de E, es decir p¢ = p € O(E) entonces ¢ = pu @

3.7 Semi-Espacio de Poincaré

Sea L un espacio euclidiano de dimensién n — 1 y formemos ¢l espacio eu-
clidiano E = L @ R. Fijemos nuestra atencién en el semi-espacio superior E*
dado por el conjunto de puntos (p.h) con h >0y pe L.

Consideremos la inversién o : £~ — D™ en la esfera de radio +/2 y centro
el polo sur 3 = (0, —1), ésta transforma a E* de manera suprayectiva al disco
D™; o tiene la forma:

z — (0,—1)

(0 (p.h+1)
== —nE — & Th*2

o(z) = (0,—1)+2 BEXOCFRE z = (p,h),h >0
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(1,2)—"\?
D 1) L

FIGURA 3.4. La inversién o que transfortna E* en D™

También vemos que ¢ induce una proyeccién estereogrifica de 9D™ a la
frontera de L. Usaremos o para llevar la métrica del disco de Poincaré al semi-
espacio superior £+, es decir para P = (p,h),Q = (y, k) € £~ , definamos

coshdg+ (P, Q) = coshd(o(P),o0(Q)) =< o(p, h),o(q, k) >

2
y usando que coshd(o(P),c(Q)) =1+ 2(—1—_7,[%(5?%1—)&1%;)— obtenemos que

1P — o

st , =
coshdg+ (P. Q) 1+ SHE

El semi-espacio £~ con esta métrica es llamado el semi-espacio de Poincaré.

Teorema 3.6 E! grupo de M6b(E™), es decir las transformaciones de Mébius
que dejan invariante £E7, actia como el grupo de isometrias del semi-espacio
de Poincaré. En particular cualquier isometria de E™ puede ser extendida a
una transformacion de Mobius de £E.

Demostracion:

Sea o la inversidn considerada al inicio de esta seccidén (que por la manera de
definir la métrica es una isometria), entonces la conjugacién por o en M 3b(E)
transforma el subgrupo M&b(D™") en el grupo AM65(E™), asi transformamos
este teorema en el tecrema 3.5. -

Corolario 3.2 E! grupo de isomnetrias del semi-espacio £+ de Poincaré es
isomorfo al grupo de Nobius de L = 9E~.
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Demostracién:

El grupo de isometrias del semi-espacio £+ de Poincaré es Mb{(E*+) y estf
generado por inversiones en esferas ortogonales a 9E™ por lo que fijan a JE+.®

3.8 Semi-Plano de Poincaré

El semiplano abierto superior 32 de € es un modelo para el plano hipérbolico,
cuando especificamos la métrica dada en la seccién anterior

coshd(z,w) = 1 + =212 s w e HE
- 2ImzImw’ -

También podemos deducir algunas otras férmulas con la ayuda de la trigono-
metria hiperbdélica como

. 1 jw - z|
h =d(=, = —_—
sz (=) 2V ImzImw

cosh %d(:,w) = lw — 2|

23 ImzImw

Para describir las isometrfas de H? en este modelo, recordemos que Gl2(R)
actia en C\R a través de la férmula

a b _ _ az+b
¢ d )77 cz4d
y es iitil calcular la parte imaginaria de estas transformaciones
az+b Imz a b
Im[cz«i—d] = |c=+d|2d“[ c d ]

Definimos la accién de Gla(R) sobre E2 por

oz =

si deto >0 a b
o= [ 4 ]
si deto < 0 e

Proposicién 3.6 La accidn de Gla(R) en H?, identifica PGla(R) y el grupo
Isom(H?2).
Demostracién:

La accién definida anteriormente preserva IZ° por la férmula de la parte
imaginaria. Por el teorema 3.6 sabemos que el grupo M &b(H?) actia como el
grupo de isometrias de H?, ademsis sabemos que PGL(C) & M&b>(C). Por
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lo que sélo nos falta ver que cualquier transformacién de M&bius de € que
preserva H? tiene esta forma. Por el corolario 3.2 sabemos que M&b(H?) =
M5b(R), por lo que es suficiente identificar M3b(IR) el grupo de Mdbius de R
subespacio de C, con PGlz(R), lo cual se hace de la misma forma que en la
seccién de la esfera de Riemann. -

Proposicién 3.7 Las geodésicas en H? son trasas de circulos en € ortogona-
les a R. Es decir las geodésicas son trazas de ctrculos euclidianos con centros
en el eje x y rectas euclidianas perpendiculares al eje x.

Demostracion:
La curva v : R — H? dada por v(3) = ie’,s € R preserva distancias
1, .-, . e2¢ 4 20 (et — e*)? . .
cosh(s—t)—E(e’ +e ')=W=1+——w——=coshd(ze',ze)
de esta manera el eje imaginario positivo es una geodésica. Ahora como la
accién de PGIl2(R) es tres transitiva tenemos el resultado. -

Otra forma de expresar la distancia entre dos puntos z,w € H? esta dada
por
coshd(z,w) = 1 + 2{z,w,w, 3|

para ver esto simplemente calculemos la razén cruzada de estos puntos

= w w Z
e, @, w, 5] = det 1 1 - det 11 _
T T T sl =z Z w w -
det 11 - det 1 1
—(un—=)2 — (2 —w2)? ] _ _z—wl®
dzawo aImzIimw

de donde obtenemos el resultado.

Lema 3.15 Sea S el cfrculo a través de ~,w € H? ortogonala R y sean =*,w
la interseccidn entre S y R, entonces

d(z, w) = log [z, w,w",z"]

Demostracion:

Bajo una transformacién de Mobius podemos transformar S en el eje ima-
ginario mandando z* al 0 y w* al oo; supongarmos que /mz < /mw, por lo
que [z, w,00,0] = ¥ con z = ie* y w = ie* (s < t). Por la proposicién anterior
tenemos que d(z,w) = t — 5, de donde log [z, w,c0,0] = log¥ = loge*~* =
t— s =d(z,w). -
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Utilizando el invariante que definimos antes, tr2o, podemos clasificar las
transformaciones de Sl2(R).
elfpticas (rotaciones): tr2¢ < 4, con un punto fijo en H*.
hiperbdlicas (traslaciones): tr20 > 4, con dos puntos fijos en 9H?2.
parabélicas (horolaciones): tr20 = 4, con un solo punto fijo en 9?2,



4 Plano Hiperbdlico

Antes de estudiar a los grupos Fuchsianos necesitamos analizar con detalle
el planc hiperbdlico H?, especialmente la clasificacién de isometrias y su
trigonometria. Para esto clasificaremos las isometrias pares de acuerdo a como
se dividen las geodésicas en tres haces distintos. Esto lo haremos con un wmo-
delo especifico de HZ?: el espacio de matrices de dos por dos con traza cero.
Este tiene la ventaja de que es facil realizar los csdlculos de la trigonometria
hiperbdélicd, ademsis de contar con gran riqueza algebraica, pues daremos
varias operaciones en este espacio que servirdn para estudiar el plano hiper-
bélico.

4.1 El espacio si>(R)

Vamos a construir un espacio vectorial de dimensién 3 con producto interior
de tipo Sylvester (—2, 1). Para esto consideremos el espacio vectorial si3(R) =
{4 € AL2(R) : trA = 0} de matrices de 2 x 2 con traza cero; estas matrices
tienen la caracteristica de que sus cuadrados son matrices escalares, en efecto,

si
A= [ e ] € si3(R), entonces

A2 — a b a -] _ a? + bc [¢]
“ l e —a c —a |7 o] cb + a?

por lo que 42 = —7detA.
Definamos una forma bilineal simétrica en sl (R) por

< RS >= —%tr(RS), R, 5 € si2(R)

Observemos que:

1) < R, R >= detR

(2) por la f[6rmula de Polarizacién < R,§> = (< AR+ S, R+ 5> —
<R R>—<S5,8 >)entonces —2 < R, S > I = —Idet(R + S) + [detR +
IdetS = (R+ S)? — R? — S2 para obtener la identidad

RS+SR=—-2<R.,S>1I, R,S € sla(R)

Para ver que este espacio tiene tipo Sylvester (—2, 1), notemos simplemente

que é _01 ] ' [ ? (1) ] . [ _01 é ] es una base ortonormal de 3{2(X) cuyos

determinantes son respectivamente —1, —1, L.
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Para nuestro estudio en este espacio es conveniente introducir una forma
trilineal, denominada vol, dada por:

vol(K, L, M) = —%tr(A’LIVI) K, L, M € sla(R)

la cual es una forma alternante, es decir es cero en cualquier terna de vectores
si dos vectores son iguales, por ejemplo si K" = M entonces tenemos que
tr(KLM) = tr(K LK) = tr(LK?) = —tr((detK)L) = 0

También tenemos que vol(K,L, M) = —vol(L,K, M), ya que tr(LKM) +
tr(KLM) = tr((KL + KL)M) = 0.

Introducimos una tercera operacién en sl2(R), el producto cufia de dos
vectores K, L € sl2(R), dado por

KAL= —;-([{L -~ LK)
¥ tenemos las siguientes relaciones
<KALM> = —ter(kLm— L)

-%vol(l(, L,M)— —;--vol(L, K, M)
vol (K, L, M)

¥ la identidad
ANBAC)y=<A,C>B—<A,B>C, A, B,C € sl2(R)
la cual se sigue de la igualdad
A< A, C>B—-<A,B>C)=ABC—ACB+CBA—-BCA=4(AN(BAC))
Ademss tenemos, para 4, B,C, D € sla(R)
< AAB,CAD>=< A, C><B,D>—-<A,D>< B,C>
pues

]

<AANB,CAD> vol(A, B,C A D)
—vol(A,C A D, B)
vol(B,C A D, A)
< BA(CAD),A>
<< B,D>C—-<B,C>D,4A>
<AC><B,D>—-<A,D>< B, C>
Una ecuacidn itil que relaciona al vol y al det esta dada por
vol( A, Az, Az)vol(B:, B2, Ba) = deti; < A;,B; >

la cual se sigue de una simple evaluacién.

i

i
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4.2 Haces de Geodésicas

Consideremos al plano hiperbdlico H?, como una de las hojas del hiperboloide
en el espacio s{;(R), definido por la ecuacion < 4,4 >= detA = 1, es decir

79

si A= Z _ba , a,b,c € R, entonces det.l = —a? — bec = 1, por lo que
¢ # 0; el signo de c distingue la hoja del hiperboloide 2, tomaremos la hoja

determinada por ¢ > O.

4.2.1 VECTORES NORMALES.

Hemos visto que una curva geodésica v : R — H? tiene parametrizacién
¥(t) = Acosht + Tsenh t,z € R con ¥(0) = A y T = v7(0) vector ortogonal a
Acon <T,T >= —1. Con esta notacién definimos el vector normal a v como

N=vy(t)Avy(t), teR

ademsds este vector [V es independiente de £ como veremos a continuacién:
N = (A senh t + T cosht) A (Acosht + Tsenh t) = %(TA —AT)=TANrA

Otra observacion es que

<N A>=<TAA, A>=vol(T,A4,4) =0, <N, T>=vol(T,AT)=0

ademas /V tiene norma —1 pues

<N N>=<TANATAA>=<TT>< A, 4> — < A, T >< A, T >= -1
¥ finalmente -y/(t) puede ser recuperado ya que

¥(2) AN = (Acosht + T'senh t) A v/(t) A v(t) =< (1), v(t) > v/(t) = v(2)

Proposicién 4.1 El complemento de una geodésica h en H? tiene dos com-
ponentes conexas. La reflexién T a lo largo del vector normal N para h, fija
h puntualmente e intercambia las dos componentes conexas del complemento.

Demostracion:
Sea NNV el vector normal para A, consideremos la funcién X < X, N >,

X € H? la cual es cero en h y es distinta de cero para cualquier otro punto
de H?, por lo que divide al complemento de A4 en dos conjuntos U,V donde
la funcidn es positiva o negativa respectivamente. De esta manera U,V son
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T
>

A
h

FIGURA 4.1. Vectores tangente ¥y normal a una geodésica en un punto

intercambiados por T ya que < X,.V >=< 7(X),T(V) >=< 7(X),—N >=
- < 7T(X), N > X € H2.

Solo falta probar que U, V son conexos, lo cual haremos para U, pues el
otro caso es similar. Consideremos dos puntos 4,8 € U y escojamos un
vector tangente unitario T € H? a A4 tal que B = Acoshd + Tsenh d donde
d = d(A, B). Ahora consideremos (Z) = .4 cosh ¢t + T’senh t para obtener que
< Y(t), N >=< .Acosht + Tsenh t,N >= cosht(< A, N > + < T, N >
tanht),t € R, por definicién de U tenemos que < A,V > > 0. Tenemos dos
casos:

Si<T,N >>0, entonces < (), N > > 0,vt € R por lo tanto y(t) € U.

Cuando << T,V > <« O por las propiedades de la funcién tanht podemos
encontrar r € R tal que coshr(< A, N > + < T, N > tanhr) = 0, de donde
< y(t),N> <0 Vt>ry<~(t),N> >0 Vt<r, con lo que conclhiimos
que v(t) € U para todo t < 7 y por un cambio de variable obtenemos que el
arco [A4, B} esta contenido en U. -

Las dos componentes conexas del complemento de & son llamados los lados
de h, ¥y una vez que la geodésica h es orientada por el vector normal N, se
pueden distinguir los lados de A: una curva geodésica a través de A € A con
vector tangente )N en A pasa del lado negativo de &2 al lado positivo de h.

4.2.2 ANGULOS ORIENTADOS
El espacio tangente de 2 en A es T4 (E?), dos vectores X,Y en este espacio
se dicen positivamente orientados si vol(A4,X,Y) > 0. Dado & € Ta(H?)
tenemos que < SA A, A >=vol(S5,A,A) =0y <SNANASNA>=< S5,5>

< A,A>— <S5 A4A>< S, A > por lo que SAA € T4(H?) ademds se tiene
vol(A4,5,5AnA) =< AANS, AANS >=< A, S >< A, S>> —< A, A>< 5,5 >=
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1, por lo tanto 5,5 A A es una base ortonormal positivamente orientada para
T (H2).
Ahora consideremos dos vectores tangentes unitarios S, 7T a H? en .4, defi-
nimos el dngulo orientado £, (S5,7") de manera que:
T =S5ScosZor (S, T) 4+ S N Asendon(S,T), Lorn(S,T) € R/2TZ
De acuerdo a la geometria euclidiana usaremos otro tipo de dngulo entre
dos vectores, el dngulo interior £Lin:4 € (0, 27] del poligono A en el vértice 4.

4.2.3 INTERSECCION DE GEODESICAS

Sean h, k dos geodésicas orientadas que se intersectan en A € H2. El angulo
direccional cde i a &k, es a = £, (V,=U), es decir ~U = V cosa+V Adsen o

/ V/
FIGURA 4.2. Interseccién de dos geodésicas con sus respectivos vectores tangentes
¥ normales
calculando obtenemos que
<U, V> = <—-Vcosa—~V AAdsenaoa,V >
— < V,V" > cosa—- << VAAV >sen o
cosa — vol(V, A, V)sen o

]

= cosa

Unv (—Veosa—V AAsen a) AV
—cosalV AV —sen @ (VAA)AV
—sen (< V, V> d— <V, A>V)

A sen o

desha o
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En la figura los correspondientes vectores normales son H = U A Ay K =
V' A A, por lo que

< H,K>=< UNA VAA =< U,V >< 4, A> - < U A>< A4,V >=cosa

HAK =Asen o
dedonde | < H,K > | < 1.

Proposicién 4.2 Dos curvas geodésicas h y k en H? se intersectan si y sdlo
3% sus vectores normales H y K cumplen | < H K > | <1
Demostracién:

=] Del andlisis anterior.

<=} Sea F el plano generado por f y K entonces A =< H,H >< K, K >
— < H,K >*= 1— «< H,K >2 por lo que A > D, asi £ tiene tipo Sylvester
(—2,0) y E* tiene tipo (0, 1}, de donde obtenemos que si A € E+ N2 # @
entonces < A, H >==< A, K >=0, por lo tanto A esta en h y k. =

Decimos que dos geodésicas & y k en H? son perpendiculares si se inter-
sectan en un punto A de H? con un dngulo §.

Corolario 4.1 Las geodésicas h y k en H? son perpendiculares si y sdlo si
sus vectores normales H y K satisfacen < H, K >= 0.
Demostracién:

Por el andlisis en el caso en que se intersectan dos geodésicas, obtenemos
que < H, K >= cos § == 0. Reciprocamente si < H, I >= 0 entonces por la
proposicién anterior se intersectan y lo hacen en dngulo recto. -

4.2.4 (GEODESICAS CON UNA PERPENDICULAR COMUN.

Sean h y k geodésicas perpendiculares a otra geodésica €. Sean A, B los puntos
de interseccién respectivamente y sea L el vector normal para £ correspondien-
te a la orientacién de £ de 4 a B.

Sea H = A A L vector normal para hy K = —B A L vector normal para k
entonces tenemos las siguientes igualdades
<H K> = <AANL,-BAL>
= <A L><L,B>-<AB><L,L>
= < A,B>
cosh d(4, B)
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FIGURA 4.3. Geodésicas con una perpendicular en comiin

LANK=LAN(—-BAL)Y=<L,L>(—B)—<L.—B>L=28

luego <« H,B >=< H,LAK >=< LAK,H >= vol(L, K, H) = —vol(L, H, K)
= —(—vol(H, L, K)). Ahora A, B generan un plano y H es un vector tangente
a A por lo que B = A coshd(A, B) 4 Hsenh d(A, B), de esta forma obtenemos
que < K, B >=< H, Acoshd(A, B) + Hsenh d(A, B) >= —senh d(A4, B)

= wvol(H, L, K).

Teorema 4.1 Dos geodésicas h y k son perpendiculares a la misma geodésica
8i y 3dlo si sus vectores normales H,K satisfacen | < H, K > | > 1. La
geodésica perpendicular comin es unica si existe

Demostracién:

Tenemos que 2 y & generan un plano £, asi A =< H. H > < K,K > —
< H, K >2=1—-< H,K >* A <Opues | < H,K > | > 1, es decir E tiene
tipo Sylvester (-1, 1), entonces EL tiene tipo (—1,0) por lo que contiene un
vector L de norma —1, asi la geodésica € con vector normal L es perpendicular
ahyhk.

Reciprocamente sea € una geodésica perpendicular a 2 y &, sea L un vec-
tor normal para € entonces es ortogonal a H y K, es decir L € E*, con
< L,L >= —1, entonces E tiene tipo (—1,1) de donde A <« O, por lo que

| < H#H, K >|>1. -
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4.2.5 RECTAS CON FINAL COMUN.

Una geodésica A en H? genera un plano lineal de tipo (—1,1) pues es de la
forma A(t) = Acosht+ Tsenhtcon < A, A>=1y <T,T >= —1, de esta
forma genera dos rectas isotrépicas que son llamadas las terminaciones de /.
Un vector normal /& para A es ortogonal a las dos terminaciones de #&.
Proposicién 4.3 Dos geodésicas distintas h y k en HP tienen terminacién
cornin si y solo si sus vectores normales H, X satisfacen | << H, K > | = 1.

Demostracién:

Sea E el plano que generan A y K, su discriminante es A = < H, H >
< KK > ~ < H,K >2= 1l— < H, X >2. 8i A y k tienen final comiin S
entonces S &€ E-L, como cada una de las geodésicas A y k& generan planos del
tipo (—1,1), EL es recta isotrépica, es decir £ tiene tipo (—1,0), con & =0

YIi<H,K>|=1
Reciprocamente si | < H, K > | = 1, entonces £ tiene tipo (—1,0), pues
A = 0 asi £+ es recta isotrépica y es terminacién comiin de 42 y k. -

4.2.6 HACES DE GEODESICAS

Un conjunto P de geodésicas en IH? es llamado un haz si existe un plano lineal
P en sia(R), tal que P es el conjunto de geodésicas con vectores normales en .
Como P es un plano, puede tener tipo Sylvester (—2,0), (—1,1) o (—1,0), en
cualquier caso P esta generado por vectores de norma —1, es decir es generado
por vectores normales de geodésicas en el haz que determina. Examinermos las

distintas posibilidades:

Tipo (—2,0). La recta P+ tiene tipo (0, 1) e intersecta a H? en un vector
digamos A. El haz P es el conjunto de geodésicas a través de A.

Tipo (~—1, 1). La recta P+ tiene tipo (—~1,0) y es generado por el vector nor-
mal de una geodésica 2. El haz P es el conjunto de geodésicas perpendiculares
ah.

Tipo (—1,0). En este caso la recta § = PL es isotrépica. El haz P es el
conjunto de geodésicas con final comin S.

Ahora analizaremos la interseccién de dos haces. Por las observaciones an-
teriores dos haces distintos no pueden tener mds de una geodésica en comin.

Teorema 4.2 i) A través de dos puntos dados A y B pasa una geodésica h.
i) A través de un punto dado A pasa una geodésica perpendicular a una

geodésica € dada.
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iii) A través de un punto A pasa una una geodésica con una terminacion
dada.

iv) Hay una inica geodésica con una terminacion dada S perpendicular a
una geodésica h dada siempre y cuando la terminacion de h sea distinta de S.

v) Hay una iinica geodésica con terminaciones dadas R y S.

Demostracion:

Sea A4 un punto de 2 y 4 el haz de geodésicas que pasan por 4. Como A4+
tiene tipo (—2,0), entonces para cualquier otro plano P, AL~ N P es una recta
de tipo (—1,0). Esto prueba los tres primeros enunciados:

i) Escogamos T en .41, tangente unitario tal que B = A cosht + T'senh t,
entonces y(s) = A coshs + Tsenh s es la geodésica buscada.

ii) Sea P el subespacio generado por un vector normal a €, entonces P* tiene
tipo Sylvester (—1, 1), por lo que el haz de geodésicas con vectores normales
en PL es el conjunto de geodésicas perpendiculares a ¢, después escojamos
T € A+ N R+ y consideremos la geodésica con vector normal T, la cual es la
geodésica buscada.

iii) Sea S la terminacién dada, una recta isotrépica por lo que tomemos
P = S+ que tiene tipo (—1,0) y el haz que genera es el conjunto de geodésicas
con final! comin S; nuevamente tomemos 7 € 4+ N P vector normal a la
geodésica buscada.

iv) Sea .V vector normal a &, asi R = N1 tiene tipo (-1, 1), L = S+ tiene
tipo (—1,0) y la interseccién RML es de tipo (—1,0) o es isotrépica. Como S no
es terminacién de & la interseccién es de tipo (—1,0), entonces considerando
la geodésica con vector normal en la interseccién R M L terminamos.

v) En este caso R~ y S+ tienen tipo (—1,0), su interseccién es una recta
de tipo (—1,0) o es isotrdpica, usando el hecho de que la forma es no singu-
lar, tenemos que la interseccion tiene tipo (—1,0), entonces un vector en esta
interseccién es normal a la geodésica buscada. -m

4.3 Clasificacién de Isometrias

Una isometria de 5?2 es el producto de a lo mds 3 reflecciones en H” como se
demostrd en el capitulo anterior,

Teorema 4.3 (Teorema de las tres reflexiones) Sean a.3,+ reflecciones
en ires geodésicas a,b,c que pertenecen al mismo haz P. El producto a3y es
una reflexion en una geodésica del haz P.

Demostracién:
Sea S = 0 vector ortogonal al plano generado por los vectores normales
a las geodésicas de P y sea 0 € Lor(sla(R)) que fija S. Veamos que o es el
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producto de una o dos reflexiones en geodésicas de P. Por la proposicién 1.12
o induce una transformacién ortogonal del plano P = S+

Cuando < S,5 > > 0 el plano P tiene tipo (—2, 0), es decir lo podemos
ver como un subespacio euclidiano de dimensidn 2, por el teorema 1.4 o es el
producto de a lo mis dos reflexiones en niperplanos (geodésicas).

Cuando < S,S >= 0, P tiene tipo (—1,0), es decir es parabdlico, por el
Teorema 1.6, 0 € O(P) y o es la identidad en S, de donde es el producto de
a lo mds 2 reflexiones en geodésicas.

Cuando < S,S > < 0, P tiene tipo (—1,1), es decir es hiperbélico y por el
Teorema 1.7, o es el producto de a lo mas 2 reflexiones en geodésicas.

Tenemos también que S es fijado por a, 3, ~, como son reflexiones entonces
o3y € Lor(sl2(R)), por lo que es el producto de a lo més 2 reflexiones. Ahora
a3y es una isometria impar de H? pues su determinante es —1, por lo que no
puede ser la composicién de dos reflexiones, por lo tanto a3y es la reflexidn
en una geodésica de P. [ ]

Sea el AABC y sean mg, ™My, M. las mediatrices para BC, CA y AB.

C
m,

m,

FIGURA 4.4. Mediatrices de un tridngulo hiperbdlico

Corolario 4.2 Las mediatrices m,, My, M. para un HABC estdn en el mis-
mo haz.

Demostracién:

Sea P el haz que contiene a mp y ™M, y sea a € P la geodésica a través de
A. Las reflexiones en las geodésicas m,, My, a son denotadas por pa, fp, @
respectivamente. Por el teorema anterior tenemos gue t, s es una reflexién
en una geodésica h € P, pappa(A) = paps(A) = p.(C) = B , por lo que
h = m,, pues a cualquier punto que equidiste de A, B la reflexién A lo deja
fijo, entonces m. € P. -
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4.3.1 HOROLACIONES

Definiclén Sea S una recta isotrdpica en slz(R). Una horolacién con cen-
tro S es una isometria de la forma of donde o y B son refleriones en
geodésicas h y k con terminacidn S. El conjunto de horolaciones con cen~

tro S forman un grupo.
Corolario 4.3 FEl grupo de horolaciones con centro S es abeliano.
Demostracién:

Dadas tres reflexiones, p,o, T, con terminacién S, por el Teorema 4.3 su

composicién es una reflexién en una geodésica con terminacién S, de donde
obtenemos que

porT = (poT) ' =177 lo"p" = Top
por lo que concluimos que

(@B)(v6) = (aB7)8 = (YBx)8 = v(Bad) = v(6af) = (v8§)(aB)

es decir conmutan. -

Las 6rbitas en HI? para el grupo de horolaciones con centro S son llamados
horociclos con centro S.

Corolario 4.4 Dos puntos distintos A, B pertenecen al mismo horociclo con
centro S si y sdlo si la mediatriz m para A y B tiene terminacion S.
Demostracién:

<=] Supongamos que la mediatriz 1 tiene terminacién S. Sea p la reflexién
en m y sea & la reflexién en la geodésica a través de A con terminacién 5. De
esta manera tenemos que la horolacién pa transforma A en B, por lo que A
y B pertenecen al mismo horociclo con centro S. .

=] Sea o una horolacién con o(A) = B, sea « la reflexién en la geodésica a
través de A con terminacién S, por el teorema 4.3 g es una reflexién en una

geodésica 77 con terminacién S. Notemos que oa(.4) = B, ademds si C es un
punto que equidista de A y B entonces

d(C,oalA)) = d(C, B) = d(C, A) = d(ca(C),ca(A))

por lo que 7] es la bisectriz perpendicular para A y B.
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Propostcién 4.4 El grupo de horolaciones con centro S actia en el conjunto
de geodésicas con terminacion S de manera transitiva.

Demostracion:

Sean h, & geodésicas con terminacién S y sean M, N vectores normales
para A y A respectivamente. Sea o el automorfismo lineal del plano P = S+
(tipo (—1.0)) tal que o(5) = S y o(M) = N, el cual es ortogonal. Por el
teorema 1.6, o puede ser escrito como el producto de una o dos reflexiones.
Reemplazando si es necesario /V por —/NV podemos asumir que o es el producto
de dos reflexiones, por lo que podemos extender o a una horolacién con centro
S.

Si o fija la geodésica A, entonces para A4 € A tenemos que o(.4) = A pues
de lo contrario la mediatriz para 4 ¥ () tiene teminacién S, contradiciendo
el hecho de que dos rectas perpendiculares no pueden tener la misma termi-

nacién. -

Corolario 4.5 Un horociclo H con centro S y una geodésica h con termi-
nacion S se intersectan en un punto.

Demostracién:

Si H y h tienen dos puntos distintos en comun .4, B, entonces la media-
triz 17 para A4, B tiene terminacién S, llegando a una contradiccién. Veamos
ahora que se intersectan, sea b € 7 ¥ sea o una horolacién que transforma la
geodésica A a través de b con terminacién S en la geodésica A, de esta forma
o(b) es un punto de interseccién entre A y h. ]

4.3.2 ROTACIONES

Por una rotacién alrededor de un punto 4 € H? entenderemos una isometria
de la forma a3 donde o y /3 son reflexiones en geodésicas 2 y k& que pasan por
A. Por el teorema de las tres reflexiones, forman un grupo y las érbitas de la
accién de este grupo son circulos con centro 4. El dngulo de rotacién € de una
rotacién ¢ esta dado por § = L, (£,0(t)), t € Ta(H?) con < ¢,t >= —1. Una
rotacién con angulo 7 es llamada un “medio-giro” o simétrica con respecto a
A. Un medio-giro se puede expresar como K\ donde & y A con reflexiones en
geodésicas perpendiculares a través de A.
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4.3.3 TRASLACIONES

Sea &k una geodésica en H?, una traslacién o a lo largo de &k es una isometria
de la forma a8 donde o y 8 son reflexiones en geodésicas perpendiculares a
%. Las érbitas de este grupo son llamados hiperciclos y & es llamado el eje de
traslacién de o. La longitud de traslaciéon T esta dada por T'= d(4,c(A4)), A €

Si K es la reflexién en &, entonces la podemos descomponer comc a8 =
(ax)(xB), es decir como composicién de dos semi-giros con respecto a puntos
de k; reciprocamente la composicién de dos semi-giros alrededor de puntos de
k es una traslacién a lo largo de k.

Para clasificar las isometrias impares tenemos el siguiente teoremas:
Teorema 4.4 Las isometrias impares de F? son de la forma ¢ = Tx donde
7 es una traslacidn a lo largo de una geodésica h y < es una reflexion en h,
es decir son refleriones trasladadas.

Demostracidn:

¢ (A

FIGURA 4.5. Las isometrias impares son reflexiones trasladadas

Sea ¢ una isometria par y sea 4 € H?Z, si ¢(A) = A entonces ¢ es una
reflexién en una geodésica por A4; si ¢(A4) # A consideremos m la geodésica
por 4 y ¢(A) ¥ € la mediatriz de 4 y ¢(4). Al punto de interseccién entre m
y € lo denotamos por Af mientras que u y A\ denotan las reflexiones en esas
geodésicas. Asi tenemos que A es par y fija A4, de esta manera A¢ es una
rotacién alrededor de 4. Tenemos también que pu\¢$ = v es una reflexién en
una geodésica 77 que pasa por 4, por lo que Ap = uv.

Ahora sea &k la reflexidn en la geodésica A que pasa por A/ perpendicular a

7 por lo que tenemos que

@ = A(pr) = (Au)(vk)k
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y como Au y vk son semi-giros su composicién es una traslacién a lo largo de
h. -

4.4 El Grupo Especial Lineal

Como hemos visto anteriormente el grupo de isometrias del plano hiperbélico
H? es el grupo de Lor(siz(R)), vamos a usar esto para identificar este grupo
de isometrias con el grupo PGl2(R). Para esto usaremos la accién de Gl (R)
en sl3(X) dada por

o(X) = sign(o)oXo~ !, o€ Gla(R), X € slz(R)

donde sign{o) es la funcidn signo del determinante. Veamos ahora que una
transformacién o € GIz2(R), es una transformacién ortogonal del espacio en el
que actia, es decir o € O(sl2(R)), para esto sea X &€ slo(R) entonces

<oX,0X > = < sign(o)oXo~ ! sign(c)oXo~?!>
= sign(o)?det(cXo™")
= det(X)
= <X, X >
por lo que es ortogonal; ahora veamos que es de Lorentz, supongamos que
a

o= e

] entonces
c

1 —a? —b® —ac—bd
—E(deta)tr[ —ac—bd —c2 —a? ]

A
Q
—
~C
ol
-
—
Q
i
—
(o]
ol
-
—
\
[

= Fdet(o)~(a® + 5% + & +d?)

0o -1

ahora si X = [ 1 o ], tenemos que

o € Lor(sla(R)) siysdlosi <oX,X >>0

< oX.X >=< sign(c)eXo~ ', X >= sign(a')%d&t(ar)"’(a2 +b24+c24d?) > 0

por lo que o € Lor(siz(R)).
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Teorema 4.5 La accidn de Glz(R) en slz(R), induce un isomorfismo entre
PGla(R) — Lor(sla2(R))

Demostracién:

Sea T(X) = X + 2 < K, X > K, la reflexién a través del vector A ==
Z _ba € slz(R) de norma —1; al principio del capitulo observamos que

KX +XK =-2< K,X >[I con X € 812(R), multiplicando por K = K~1,
obtenemos que

KXK'+ X=-2< K, X>FK
entonces
TRX) =X +2< K, X > K=—-KXK™ ! =sign(K) KXK™!

entonces como Lor(sl2(R)) es generado por este tipo de reflexiones tenemos
que la funcién Gla(R) — Lor(sl2(R)) es suprayectiva.

a--d a=d
Tenemos ademas que 2 Z = (2) °gd ] + [ é _f;g ], por

lo que M2(R) es generado por slo(R) y I... (=)
Alora mostraremos que el kernel de esta funcién son precisamente las ma-
trices escalares.

Sea o € Glz(R) con det(o) > 0 la cual actiia trivialmente en si2(R), entonces
por (»), o(X) =0Xo~! = X, VX € M2(R), es decir X = Xo. Si tomamos

X = l]tenemos
b ea c d
[d c]=[a b]:Xa

1 0
. 1 0
entonces c = b y a = d y si ahora tomamos X = o o

a 0O a b -
[28]=188]=x
de donde b = ¢ = 0 por lo que o es una matriz escalar.

Ahora sea ¢ € Glz2(R) con det(o) < O que actia trivialmente, es decir

X

oX

o(X) = —oXo~! entorces —oX = Xo, VX € sl2(R); para X = (1) é ]
. a b . i} 0o 1

concluimos que ¢ = , luego si tomamos X = entonces
—b —a [ ]

b =0y finallnente con X = é _y | tenemos que g = 0. Entonces el kernel

de la funcién es {\J : A € X*}, por lo que tenemos el resultado. -
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Corolario 4.6 La accidn de Sl2(R) en si2(R) identifica el grupo PSl2(R) con
el grupo Lor¥ (sl2(R)).

Demostracién:
Vamos a demostrar que la accién de o € Gi2(R), dada por

oX = sign(o)oXo~!
es un transformacién de Lorentz par en sl2(R) si y sélo si det(o) > 0.

Como o € Lor{(slz(R)) existen 7,,...,7s reflexiones a lo largo de vectores
Ki,...,ks de norma —1 tales que o0 = 7 ... 7., por la definicién de la accién
obtenemos que

Tre o T X) =Ty oo Tuma (—Ra XA = (—1)"ky .. K XATY L RTY

y como PGla(R) = Lor(sl2(R)), entonces existe r € R* tal que o =rk; ... ks
asf det(c) = r2(—-1)* por lo que det(c) > O si y sélo si o es par. Al hacer la
identificacién con Sl2(R), la condicién det > O se convierte en det = 1. -

Teorema 4.6 La accidn de o € Sla(R) en H? puede ser descompuesta como
a3 donde &« y 8 son refleriones en geodésicas h y k. Si H y K denotan los
vectores normales para h y k entonces tr2(o) = 4 < H, K >2.

Demostracién:

Si o € Sl2(R), entonces det(o) = 1 por lo que o es el producto de a lo mas
dos reflexiones a y @ en geodésicas h y k. Asi 0 = e K por la parte final de
la demostraciéon del corolario anterior, donde € = =1, entonces

tro = etr(HK) = —2¢ < H, K > = (tro)? =4 < H, K >2

-
Resumimos nuestro estudio en la siguiente tabla:
Posicién de & y & | tr3(o) | Notacién Klein | Notacién Geometrica
Interseccién [0, $) eliptica rotacién
Perpendicular comiin | (-4, +o00) hiperbdlica traslacién
Terminacion comiin 4 parabdlica horolacién

4.5 Trigonometria Hiperbdlica
Relaciones del coseno y seno

cosh a = cosh b cosh ¢ — senh b senh ccos o
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senh @  senh b _ senh ¢

sen o sen 3 ~  sen -y

Demostracién:
Por 4.2.3 tenemos que 8 = Acoshec + Vsenh ¢, C = Acoshd — Usenh b
donde < U,V >= cosa por lo que

cosha =< B,C >= coshbcosh c —senh b senh ccoso

¥ tenemos la primera igualdad.

c
P2
'
b, a
aA<la P>~ g
C

FIGURA 4.6. Relaciones del seno y coseno

Para probar la segunda identidad observemos primero que |vol(A4, B,C)| es
simétrico en A4, B, C; ademsds tenemos la siguiente relacién

vol(A4,B,C) = <AAB,C>
= < AA(Acoshc+ Vsenh ¢),C > .
= < {—,(A(.4 coshc+ Vsenh ¢) — (Acoshe+ Vsenh ¢)A,C >

i

< %(AVsenh c¢— Vdsenh c),C >

< AAVsenh ¢,C >

vol(A, Vsenh ¢,C)

—vol(A4, C, Vsenh ¢}’

—vol(A, Acoshb — Usenh b, Vsenh c)

= — < AA (Acoshb- Usenh b),Vsenh c >

= —< %(A(—Usenh b) — (—Usenh b)A),Vsenh ¢ >
— < AN (—Usenh b), Vsenh c >

senh bsenh e < AAU,V >

I

]
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vol(A, B,C) = vol(A4,U, V)senh b senh ¢
¥ del hecho de que U A V = A4sen o tenemos que

vol(4,B,C) =

por lo tanto

vol(A,B,C) =

¥ como vol es simétrico entonces

vol(B,A,C) =

vol(A,U,V)senh b senh ¢
< UAV,A > senh b senh ¢
sen o senh b senh ¢

sen « senh b senh ¢
sen o

senh e senh b senh ¢
senh a

sen 3 senh ¢ senh a
sen 3

=oh o senh b senh c senh a

de donde obtenemos la segunda identidad. [ |

Segunda relacién del coseno

Demostracién:

FIGURA 4.7. Segunda relacién del coseno

cosha =

cos Bcosy+ cosa
sen [ sen y
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Sean H, K, L vectores normales a los lados del tridngulo, entonces tenemos
que < HAK,LANH >=< H,L >< KH > — < HH >< K, L >=
cos Bcosy +cosw, HANK = Csen ay L AN H= Bsen 3 para obtener que

< HAK,LNH >»>=< B,C > sen «y sen § = cosha sen < sen 3

de donde se obtiene la relacién.

Corolario 4.7 Los dngulos del tridngulo AABC satisfacen que
a+fB4+vy<w
Demostraciéon:

Supongamos que @ = 8 y @ = <, del hecho de que cosha > 1 entonces

cos Bcos vy + cos
sen (3 sen -~y

cosha = >1

de donde obtenemos que

cos B cosy + cosa > sen 3 sen -y

entonces

cosPBcosy —sen 8 sen ¥ = cos (B + ) > —cos a = cos (7T — &)

es decir tenemnos que

cos(m —a) <cos(B+v)...(*)

Cuando 8 4y < 7 entonces m— @ > 3 + v por la relaciones entre el coseno
¥y los dngulos, por lo que tenemos que @ + G + v < 7.

Cuando m < -+~ podemos reescribir la desigualdad (*) como cos (@ + 7) <

cos (B + ), lo cual implica que & + 7 < G + v entonces 7 < & lo cual es una
contradiccién.

-
Teorema 4.7 Sean o, 3,v € (0,7] nimeros reales con a+3-+vy < 7 entonces
eziste un tridngulo AABC en H? con LA = a, 4B = 3,£C = ~.
Demostracidén:
Como ¢ + 3+« < 7 entonces 3+ < 7 — a, por lo tanto cos (7 — a) <

cos (B + v) luego sen 3 sen ¥ < cos G cos-y + cos &, y podemos encontrar a €
(0, +-00) tal que

sen (3 sen ycosha = cos B cosy +cosa...(*)
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Fijemos dos puntos 8,C con d{(8,C) = a y tomemos la geodésica ¢ que
pase por B formando un dngulo &8 con el lado BC y una geodésica k por C
formando un dngulo 7y con la geodésica h; y sean F,K,L vectores normales

dirigidos al interior de esas geodésicas.
Procediendo como en la demostracién de la segunda relacién del coseno,

obtenemos que
cosh a sen (@ sen v = cos Fcosy+ < K, L > ... (**)

y por (*) tenemos que < A,L >= cosa, por lo tanto | < K,L > | < 1, en—

tonces por la proposiciéon 4.2 tenemos que las geodésicas € y k se intersectan

y el dangulo de interseccién es . -

FIGURA 4.8. Construccién de un tridangulo hiperbdlico con los dangulos dados

Ahora analizaremos las funciones trigonométricas para un cuadrildtero
ABCD con tres angulos rectos.

Cuadrdngulo de Lambert

Lema 4.1 Fn un cuadrdngulo de Lamdbert, es decir uno con tres dngulos rec-
tos, se tienen las siguientes relaciones.
cosh d(A4, D) = coshd(B,C)sen

senh d(A, B)senh d(D, A) = cos~y

Demostracién:
Sean Ff,K,L,M vectores normales, sustituyamos 8 = 5 en (%) para

obtener que d(8,C)sen v =< K,L >, por 4.2.4 tenemos que << K,L >=
cosh d(A, B), por lo tanto cosh d(.4, D) = cosh d(8B,C)sen .
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TL

A B

' FIGURA 4.9. Cuadringulo de Lambert

Para la segunda igualdad utilizemos lu relacién entre vol y det para tener

que
[e) < K,L> <IK,H>

VOl(K, M, Lyvol(M,L, H) = det | —1 o <H,H> | =< K,H >
(o] -1 (o]

¥ el resultado se sigue de 4.2.3. -

Angulo de paralelismo

FIGURA 4.10. Angulo de paralelismo

Terminamos nuestro estudio de la trigonometria hiperbdlica considerando
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un tridngulo AABC, en donde B y C =on puntos ordinarios de HI? y A un
punto al infinito(terminacién), es decir el angulo £4 = 0. En este tipo de
trisngulos tenemos la siguiente relacién

cosha sen 3 sen vy =cosBcosy+ 1

Para ver esto observemos que (»x) es vilida en este caso, entonces como dos
de los lados del tridngulo son dos geodésicas con terminacién comiin, entonces
< K,L >= =*£1, pero cosha sen 8 sen v > 0, entonces < K,L >= 1. En
particular si ZC es recto tenemos que cosha sen 8 = 1.

4.6 Cono de Luz

Se estudiara el espacio PC(sl2(R)) de rectas isotrépicas en slz(R), es decir las
rectas generadas por matrices de determinante cero. A cada vector e € R? le
asignamos la matriz

L(e)=[1zuu2’ :ji],sier———[;]ekz

de esta manera detL(e) = O por lo que e € ker(T), donde T es la funcién
lineal con matriz L(e), esto nos define una funcién L : R — PC(sl2(R)) la
cual es inyectiva.

Lema 4.2

L(o(e)) =oL(e)o~ ;0 &€ Cl(R),e &€ R?

Demostracién:

. | a & .o d —b
Sio = c d ] entoncesog” = | _

directo, ya que es {acil comprobar que

va=[5]ew]? 3]

2] (9 = 1=02 < 1le &)

entonces tenemos que

een=[2 J][2]ew]s S][T o ]=ctw@e

] ¥ la demostracién es un cidlculo

y también que
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Ahora daremos otra asociacién: dado un par ordenado (Z,U) de distintos
puntos de R le asignamos el vector L(Z,U) € sl2(R) de determinante —1 dado
por

ra =i [ 2, we=[ ] vo=[Y]

o de otra forma utilizando el producto cuiia
2 z u =z
can=gr[Z]ac[ 2] amae] 5 ¥].
Tenemos una relacién mas
oL(Z, U)o~ = L(a(2),0(U)) ;0 € Gla(R)
la cual se sigue de la siguiente manera:

L(o(2),a(U))

FLE@D) A L))
= -dzg-c'L(Z)a' NoL(U)o~
1

2
= EGL(Z) AL(UYo™?
= oL(Z,U)o™!
donde d, = det{o(Z)o(U)].
Lema 4.3 Sean A, B, P, Qe R puntos Jistintos, entonces
_[AB,PQl+1
< L(A,B),L(P,Q) >= A B PO —1

Demostracién:

Por la relacién anterior y como la razén cruzada es invariante bajo transfor-
maciones de M&bius, ambos lados son invariantes bajo SIx(R), pero como la
accién es triple transitiva, verificaremos la fé6rmula para el caso A = 0, B =
O,P =1,Q = q,.q € R. Sabemos que [00,0,1,¢9] = ¢ de donde solo falta

verificar que < L{oo,0), L(1,q) >= a+1

1 o 1
Tenemosqueoo:[o],0=[1],1=[ll,q.—_—[rll]porloque

1 1 -2
L(°°v0)=‘_l_1[o _1],L(1,q)=q—:l—[ 2" —l—qq , por lo tanto

< L(00,0),L(l.q) > = —%trL(co,O)L(l,q)
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1 l14+q —2q
2(1-.;)"[ —2 l4+g

_ g+1

q—1

4.7 De Poincaré a si;(IR)

Finalmente mostremos que existe una isometria del semiplano de Poincaré 2
al espacio de matrices sl2(XX). Recordemos que la métrica del semiplano de
Poincaré esta dada por

Iz — w|?

mzlmw’ W E H?

coshd(z,w) =1+
Sea la funcién F : H? — sl3(R) tal que a =z = z+iy € H? le asocia la matriz
=12
F(z) = % [ :1: _I;! ] € si2(R). Sean s =z + iy, w = s + it € H? entonces
I_._, —_ .u,".!
1 ——— e
+ 2ImzImw
Lo lE—9) vy =P
2yt
z2 4+ y? + 52 +t2 — 2zs

’

2yt

cosh dgz (=, w)

mientras que
coshd,,(z)(F(2), F(w)) = < F(z2), F(w) >
—tr(F() F(w))

_ _1/71 [ xzs—|z|? *
- 2 \ gyt * —|w|?2 + zs

x4yt 4+ 9% 422 2z
)

2yt

1

por lo que preserva distancias.
Ademads esta funcién F es Glza(R)-equivariante en el sentido de que relaciona
la accién dada en la seccién 3.8 con la accién dada en la seccién 4.4 ya que
F(o(2)) = sign(a)oF(z)o™?

la cual se sigue por simple sustitucién.



5 Grupos Fuchsianos

En este capitulo tratamos el tema principal de esta tesis, grupos discretos de
isometrias del plano hiperbdlico [5?, haremos un anilisis de estos grupos por
medio de la geometria dada por los conmutadores de las isometrias del plano
hiperbdlico, para llegar a una caracterizacién de los grupos elementales y de
los grupos no elementales, ésta dltima debida a Nielsen.

Hacemos también un estudio especial de las ciispides o puntos fijos parabs-
licos, estas cuspides junto con H? definen un espacio (H?)*, consideraremos al
espacio cociente (Hi?)* /T, con I" grupo discreto de isometrias y veremos que
al darle la topologia horociclica a este cociente, se obtiene una superficie de
Riemann.

Cuando tratamos subgrupos discretos de isometrias del plano hiperbélico es
dificil estudiar la accién sobre todo 22, por esto se identifican ciertos subcon-
juntos del plano hiperbdlico donde es m4ds fdcil estudiar esta accién, ademas
de que si sabemos como actiia en estos subconjuntos, tendremos informacién
de la accién en el espacio total; estos conjuntos son llamados Dorninios o
Regiones Fundamentales. Haremos un estudio de algunos tipos de regiones
fundamentales asi como de algunas de sus propiedades.

El modelo 3l;(R) serd usado en las demostraciones mis técnicas.

5.1 Subgrupos Discretos

Consideremos un espacio X localmente compacto, es decir uno que es Haus-
dorff (T2) y donde cada punto tiene una vecindad compacta. Un subconjunto
S C X es discreto si S es localmente finito en X, es decir para toda x € X,
existe vecindad la cual tiene a lo mds un nimero finito de puntos de .

Si S € X es un subconjunto discreto, entonces es cerrado, lo cual se sigue
de que el espacio es Hausdorff; también en un espacio discreto cada punto es
aislado y reciprocamente un cerrado con solo puntos aislados es discreto.

Proposicién 5.1 Un subconjunto S de un espacio localmente compacto X es
discreto si y sdlo si S intersecta cada conjunto compacto de X en un conjunto
finito.
Demostracién:

=] Sea A un compacto de X, entonces para cada x € A existe una vecindad
U, de x tal que intersecta a S en un conjunto finito, y el resultado se sigue
por la compacidad de K, pues a i lo podemos cubrir con un nimero finito
de estas vecindades U,..

<=} Supongamos que no es discreto, entonces existe * € X tal que para toda
vecindad 7 de =, U N S es infinito; ahora como X es localmente compacto
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existe una vecindad V de x tal que V' < K con K compacto de X, entonces

VNS ¢ ANGS es finito lo cual contradice la hipdtesis, por lo tanto S es
-

discreto.

Definicién Un subgrupo discreto I' de un grupo localmente compacto G es
un subgrupo de G el cual es un subconjunto discreto de G

Proposicién 5.2 Sea I' un subgrupo de un grupo topoldgico localmente com-
pacto G. Si eviste una vecindad V de id en G tal que V NT = {id} entonces

T es un subgrupo discreto de G.

Demostracién:
Sea V vecindad de id tal que V NT = {id}. Sea o € G y consideremos dos

posibilidades:

Si oV~-! NI = 0, entonces como V-1 es vecindad de id tenemos que: oV —!
es una vecindad abierta de o disjunta de I'.

Si existe vy € oV~ ! N T, entonces existe £t € V~! tal que v = o, de donde
o = t~! porloqueo € ¥V entonces Y~} (yVMNTI) = VN~ !T = VNI = {id},
es decir YV N T = «; de esta manera V" es una vecindad abierta de o que
intersecta a T en el punto +, por lo que es discreto. -

Corolario 5.1 Sea G un grupo localmente compacto actuando continuamente
en el espacio topoldgico X y sea I' un subgrupo de G. Si eriste x € X, aislado
en su drbita I'r y tal que su estabilizador T'; es un subgrupo discreto en &G,

entonces I" es subgrupo discreto de G.

Demostracion:
Sea UU una vecindad abiertadexz € X talque UNI'z = {z}.Sea 1 : C — X,

dada por 7z (g) = gx, notemos que 77 (/) NT = I'x. Sea V vecindad abierta
de la identidad en G tal que VT = {id}, por lo que VM7 1 (U) es vecindad
abierta de id que la aisla en T, es decir VN7 (U)NT = VNI = {id}
entonces por la proposicién anterior concluimos nuestra afirmacién. =

Sea € = C U {oo} la compactacién por un punto de C, y consideremos
la accidn sobre este espacio del grupo A 6b™(C), de los homeomorfismos 7y :
€ — € de la forma =) = {f__f—:;’ con a,b,c,d € C y ad — be # 0. Es de nuestro
particular interés restringirnos al subgrupo de elementos de M 6(C) que dejan

invariante al conjunto
H? = {z € C: Imfz] > 0}
= HZ2. Un cdlculo muestra que estas trans-

es decir v € M&6(T) con y(EF) =
formaciones son de la forma y(z) = ;‘::"; con a,b,¢c,d € R, ademds podemos




5.1. Subgrupos Discretos 103
suponer que ad —bc¢ = 1, y cada elemento lo podemos representar por una ma-

triz de la forma ‘: Z € Siz(R) en forma iinica salvo por la multiplicacién

1

de la matriz —1 = [ o _01 ] , de donde tenemos que

Sl (R)/ {1} = PSI2(R)

es el grupo de transformaciones de Mabius que actia en H?2,

La topologia en PSIz2(R) es la topologia cociente del grupo topolégico
Si2(R) cuya topologia es la inducida por la funcién inyectiva

[‘; Zz] — (a,b,c,d) € R*

Entonces hemos hecho de PSI;(R) un grupo topolégico con la métrica in-
ducida de R*, por lo que podemos hablar de los subgrupos discretos.

Definicién Un grupo G de homeomorfisinos de un espacio topoldgico X en
3i mismo actia discontinuamente en X si cada x € X tiene una vecindad V'
tal que VN g(V) = @ para todo g 7 id.

Definicién Un grupo G de homeomnorfismos de un espacio topoldgico X en
3i mismo aclia propiamente discontinuamente en X si cada x € X tiene una
vecindad V' tal que 3i g(V)YMV # B con g € G entonces g(x) = x.

Es hora de definir un grupo Fuchsiano, para esto daremos una definicion
as{ como dos resultados que dan condiciones necesarias y suficientes que debe
cumplir un grupo para ser Fuchsiano.

Definicién ([JS]) Un grupo Fuchsiano es un subgrupo discreto de PSlz2(R)

Sea T subgrupo de PSI;(R) Fuchsiano y consideremos la accién natural de
este subgrupo dada por

T x H? — T2
a b _az+b
'r(~)——[ e d ]-— mr g YET ad—bec=1

Asi se tienen los siguientes resultados:
Teorema 5.1 Un subgrupo I de PSlz2(R) es Fuchsiano si y sdle si T actia
propiamente discontinuamente en HZ2.
Demostracién:

=] Seaw € H? y sea W = B.(w) el disco cerrado con centro w y radioe > 0,
como la topologia inducida por la métrica hiperbdlica en X2 coincide con la
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topologia euclidiana, entonces W es compacto luego {v € T : y(w) € W} es
finito por lo que podemos encontrar 0 < § < ¢ tal que Bs(w) no contiene
puntos de la érbita de w, haciendo V = B%('w), tenemos que si existe g € T
tal que (V)N V # 0, es decir existe = € V tal que ¢(z) € V, entonces
d(z, w) < %, d{p(2),w) < % ¥ luego

d(w,p(w)) = d{w,(2)) + d(w(=), w(w))
d(w,p(2)) +d(z,w) < §

i

entonces w(w) = w, es decir T actha propiamente discontinuamente.

<=] Supongamos que p es punto fijo para v € I'\{id}, entonces existe W
vecindad de p tal que si W N ~(IW) £ @ entonces y(p) = p; si existe g € W
tal que es punto fijo para otro elemento ¢ € T, entonces ¢(p) = p y esto pasa
s6lo si ¢ = p. Supongamos que I’ no es discreto y escojamos un punto w € H?2
tal que no es punto fijo por ningin elemento de I' distinto de id, entonces
existe una sucesién (75,) de elementos de T tal que T, — id cuando n — co,
entonces Ty, (w) — w cuando n — oo, luego (T (w)) es una sucesién de puntos
distintos. Entonces cada vecindad de w contiene otros puntos de su 6rbita y
T no actia propiamente discontinuamente. -

Teorema 5.2 Un subgrupo T de PSl2(R) es Fuchsiano si y sdlo si para toda
z € H?, Tz es un subgrupo discreto de HZ2.
Demostracién:

Supongamos que I'z es discreto en HZ2, entonces existe € > 0 tal que B.(z)
no contiene otros puntos de I'z.

Entonces si V' < B3 (=), por el teorema anterior V 1 S(V) # 8 implica que
S(=) = =, entonces T es Fuchsiano. Reciprocamente si I" es Fuchsiano entonces
actia propiamente discontinuamente en H? y cada érbita es discreta. |

Ademiaiis para PGl3(X) tenemos los siguientes resultados:

Teorema 5.3 Para cada punto = € H® y e > 0, el conjunto R(=,€) =

{o € PCGL(R) : d(z,02) £ €} es una vecindad compacta de la identidad
en PGla(R).
Demostracién:

Introducimos la norma ||o|| de la matriz o € PGla(R) definida por

liell2 = )|Al2 = a? 4+ b% 4- % 4- a®

donde .4 = [ Z 3 ] es un representante de o Esta define una funcién con-
tinua
-1l PGla(R) — R
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por lo que el conjunto {o € PGlz(R) : {|o|] < r} con 7 > /2 es una vecindad
de id en PGl2(R), por lo que sélo falta ver que es compacta. Tenemos que este
conjunto es la imagen bajo una funcién continua del conjunto {¢ € Glz2(R) :

lle|l < r,|deta| = 1} el cual es cerrado y acotado en Ad2(R) por lo que es
compacto.
Como la accién de PGz (R) es transitiva en H? solo basta ver el caso cuando

=z = i € H? que en sl2(R) esta dado por i = [ ? _ol' ] ¥ la accién de PGz (R)

esta dada por
o) = 1 a b 0 —1 d —b
T lad—=bc] | ¢ d 1 o —-c a
luego la traza de o(2) - i es
tr(o(i) - i) = —|ad — be| =} (a® + b2 + c? + d*)
por lo que
2 < o(i),i >= |ad ~ be]~ ! (a? + b% + ¢® + d?) => 2cosh d(%, o (i) = ||o]|?

Ahora sabemos que {g € PCIl2(R) : ||o|] < r} es una vecindad compacta
de id en PGl2(R), pero este conjunto es igual al conjunto {o € PGIl:(R) :
(coshd(i,o()))? < 7"5} y el resultado se sigue. -

Corolario 5.2 Sea I'" un subgrupo de PSI:(R). Si " es Fuchsiano, entonces
para z € H? y € > 0 el siguiente conjunto es finito {o € T : d(o(z), =) < €}.
Reciprocamente si para alguna = € H? y € > 0 el conjunto es finito, entonces
T es un subgrupo Fuchsiano de PSl3(R).

Demostracién:
Observemos primero que {o € T : d(o(2),2) < €} = R(2;¢)NT. Si T es
discreto, como 7R(z; €) es compacto, entonces R(z;¢) N T es finito.
Reciprocamente si para alguna ¢ > O y un punto = € [EI? el conjunto
{o € T : d(o(=),z) < €} es finito, podemos tomar ¢ suficientemente pequefa
de tal modo que el conjunto sea sdlo la identidad de donde T es discreto. &

Un ejemplo cldsico de este tipo de grupos, es el grupo modular: con-
sideremos el espacio PSI;(Z), es decir el grupo de matrices de 2 x 2 con

entradas enteras y det = 1, el cual es un subgrupo discreto de PSI2(R) ya
que el nimero de posibles matrices 4 = l: € con a, b, ¢, d enteros tal que

[lAll = Va2 + b* + ¢* + d? < n es finito.

Proposicién 5.3 Un grupo discreto T de PGla(R) actia en el plano hiper-
bolico con orbitas discretas.
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Demostracién:

Sea A una érbita para T y fijemos un punto = € A, por el corolario anterior
un disco D con centro = tiene sélo un ndmero finito de puntos de A entonces
podemos encontrar € > 0, tal que D(z;¢) N A= {z}.

Sean u,v € A.u ¥ v, escojamos o € T tal que o(u) = =z, entonces
o(v) & D(z;¢€) por lo que d(u,v) = d(o(u),o(v)) = € de esta forma cada
punto en A es aislado. Sea w € A, y consideremos el disco abierto D(w; §),
por lo anterior contiene a lo mds dos puntos de A, luego podemos encontrar
un disco abierto con centro w que no intersecta a .4, entonces A es cerrado; y
vimos que todos sus puntos eran aislados por lo que es discreto, asi las érbitas
son discretas. -

Lema 5.1 Sea I’ un grupo Fuchsiano, para cada z € H? existe una vecindad
Udestalque {c €T :o(U)NU #£ 0} ={oe&T:0(z)

Demostracion:
Sea V una vecindad compacta de = en H* ya que es localmente compacto,
entonces el conjunto {o € T : o(V) NV 3 @} es finito, digamos o,...,0-.

Suponga que gi(z) =z 6 F s deacuerdocaque l £ < s 6 s <i<r. Para
cada i > s, considere la vecindad V; de = y una vecindad W; de o0;(z) tal que
V; NIV; = 0, entonces considere la vecindad VN {N».(Vino~1 (W)}, la cual
tiene la propiedad requerida. -

Teorema 5.4 Sea T un grupo Fuchsiano en PSl(R). Para K y L subcon-
Funtos compactos del plano hiperbdlico B2, o(K) y L son ajenos para casi todo
oel.

Demostracién:

Sea K un compacto, z € H? y r > 0. Vamos a demostrar primero que D(z; 7)
y o(K') son ajenos para excepto un niimero finito de o € T'. Sea s > 0 tal que
K < D(=;r+$), entonees el conjunto S = {y € T : v(z) € D(z;r+3)} es finito.
Ademds observemos que YD(z;7) = D(vy(=2),7), por lo que K NyD(z;7) =0
para todo v € T — S. Entonces dado el otro compacto L, escojamos = € L
y r > 0 tal que L < D(z;r), entonces o(K) y L son ajenos excepto para un
numero finitode o € T'. -

Corolario 5.3 SeaT grupo Fuchsiano en PSl3(R) y K subconjunto compacto
de H?, entonces solo un nimero finito de elementos de T tienen puntos fijos
en K.
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Demostracién:

Por el teorema anterior, tenemos quec o(K) y K son disjuntos si o € I'
excepto para un mimero finito de o, por lo que sélo un mimero finito de ele-
mentos de I' puede tener puntos fijos en X . -

Definlcién  Por un punto fijo eliptico para I en H2 entenderemos un punito
= € H? que es fijado por un elemento eliptico deT.

Corolario 6.4 Sea I’ grupo Fuchsiano en PSi3(R). El conjunto P de puntos
fijos elipticos para I’ en H? es un subconjunto discreto de .

Demostracién:
Sea K cualquier compacto de H?, si vemos que A N P es finito terminamos.

Como T es discreto existe sélo un nimero finito de elementos de I'" que tienen

puntos fijos en K y como cada elemento de PSz(R) tiene a lo mds dos puntos
-

fijos, tenemos el resultado.

5.2 Subgrupos Elementales

En esta seccién comenzamos el estudio de subgrupos particulares de PGI;(R),
en especial los subgrupos elementales.

Definicién Un subgrupo de PGl2(R) es elemental, si fija un punto de HZ?,
fija un punto de 8H? o estabiliza una geodésica en H?3.

Definicién Sea = € H?2, entonces el estabilizador de z es el conjunto S, =
{o € Glz(R) : o(2) = z}.

Proposicién 5.4 El estabilizador de un punto = € H? bajo la accidn del grupo
Gi2(R) es conjugado al grupo de matrices de la forma

a b a b o
[—b a]’[b —a]’ a? 4+ b° 0.

PGIz(R) actiia en H? con estabilizadores conjugados a POz(R) = Oz2(R)/{=id}.

Demostracién:

Sea i = -1 Yo = a & entonces
1 o} b a |

a(i)=sign(a')aia“=-—1—. 20 2 —at—ot | |0 Ly
a2+ 62| a*+ b o 1 0]
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por lo que o estabiliza a Z, de la mismma manera podemos ver que [ : _ba ]

también estabiliza a i.

Ahora un elemento o = [ Z’ Z ] estabiliza ¢ si
N 1 ac +bd —a? — b2 0 -1
a(l)—ad—bc[cz-!—d'z —ac—b5d [T |1 O

lo cual pasa si y sélo si —lad—bc| = —a® ~b2, [ad—bc| = d®+c?, y db = —ac por
lo que tenemos la condicién 2jad — bc] = a2 + 82 + 2 + d?; cuando ad — bec > 0
entonces (a — d)? + (b + ¢)® = a? 4 b2 + c? + d? — 2(ad ~ bc), por lo que
a =dy b= —c. En el otro caso, cuando ad — bc¢ < O tenemos la igualdad
(b—c)2+(a+d)? = a? + b2 +c2 +d? —2(bc—ad) de donde b = c y a = —d, por
1o que el estabilizador de i en GI3(R) = {0 € Gla(R) : deto = 3=1} es O2(R)
entonces S; = O,(R)/{*id} es el estabilizador en PCl2(R); ya que la accién
de Gi3(R) es transitiva, existe o tal que o(zs) = i, por lo que el estabilizador
de = es conjugado a S;. -

Proposicién 5.5 El estabilizador en Gl2(R) de una geodésica k en H?, es
conjugado al subgrupo de Gla(R) representado por las matrices

e O o bl "
[0 d],[c 0],ad,—0,bc#0

Demostracion:
1 o]

Sea £ la geodésica con vector normal /N = o 1 , vamos a mostrar

que las matrices de la proposicién son el conjunto de transformaciones que
actuan en s{2(IlR) con vector propio /V. La accién estd dada por

1 a b 1 (o] d —b _ 1 ad + bc —2ad
jad — bc| c d 0o —1 —c a = lad — bef 2cd —ad — be

entonces tenemos que X € A si y sélo si

v 1 O __1 T =¥ | _ _
—z]’[o __1]>— ] =—z=0

n R

<X,N>=<[

|0 v, PR a O
porloqueX—[: 0],entoncssxa—[o d]

Lo S)-mal <a]=%ar[s 2]
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ycuandoa:[o b]

c O
o 1 O .1 be o _ (be)? 1 o
0 —1 ] 7 Jbcl 0 —bc | T bl o -1
a O 0o b . N .
por lo que o al'le o actuan con vector propio IV, es decir fijan A,
de donde el estabilizador en Gi2(R) de h son estos dos tipos de matrices, y el
resultado se sigue para cualquier geodésica por conjugacién. -

Proposicién 5.6 El estabilizador en Gla(R) de una terminacidn de H? es
conjugada al subgrupo de las matrices de la forma
a b
[ o d ] ; ad# O
Demostracién:
Consideremos la terminacioén oo == [ g (1) ], para una matriz de la forma

a b tenemos que
0 d a

a b o 1]_ L a b o 1 d —b1_a* [0 1
c d 0 0]TJad]| O @2} 0 O 0 a |Tladq |0 ©
por lo que este subgrupo estabiliza co.

e Z € Giz(R) que atg’biliza oo entonces

a b o 171 1 —ac a* |1 _[0 1
c d 0 O " Jad—be|]| —¢* ac |~ | O O

de donde ¢ = 0.

Reciprocamente sea

Grupos discretos elementales

A continuacidén queremos describir los grupos discretos elementales. Por los
resultados anteriores vemos que un grupo I' que fija un punto es discreto si y
sélo si es finito; si estabiliza una geodésica &k es discreto si y sélo si el subgrupo
de traslacién es finito.

Proposicién 5.7 Sea T' un subgrupo de PSla(R) el cual fija un punto de
OEI2. El grupo es Fuchsiano si y sdlo si es ciclico.
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Demostracion:

Como T fija un punto de la frontera podemos suponer que este punto es

o 1 . 1es e e .
oo = o o | luego T cousiste, por la dltima proposicién, de las matrices
u T s o _ | T N ) g
delnformao'——[o w1 ].SIU—[O u"]’T—[O =1 |
-

u < 1,v < 1, estdn en T, conjugando con la matriz [ o “"i‘" podemos
suponer que r = 0. Ahora estudiemos el grupo generado por o = [ g u(‘)‘ ]

- 1 c <
y el conmutador ¥y = oTo T = [ o 1 ] , como estos dos elementos estin

contenidos en I', entonces

25 9
vn € Z, a"-ya‘“:[é cu.l ]GT

Sea = = [ _01 é ] y T = o™yo~™ entonces

T(z) = 1 cu?m o 1 1 eu?r 170 [ —eu? SFutt 41
(=)= o 1 -1 0 o 1 - -1 cu?®®

por lo que < T(2),z >= —§tr(T(=)z) = ”"5‘" -+ 1 entonces cosh d(T(z), =) =
< Tz,2 >= ':13;“ + 1 por lo que existe 7 € Z tal que ’11!_'_:‘" + 1 < 2, ya que

u < 1, de donde para toda m € Z,nn < ™M, d{cTyo"™) < cosh"('z), pero

. como I es discreto, esto podrd ser ciertosi ysélosiu =10 c=0.

Si u = 1 tenemos que o = o 1 entonces I esta generado por 7.

Si ¢ = 0 entonces vy = (l) ? ] y el conmutador es la id de donde 67 = 1o

por lo que u?us = vs,3 5% 0 = u? = 1 lo cual es una contradiccién, por lo

v
tanto s =0, T = 0 w—! ¥y T es generado por o. -

Lema 5.2 Sea X un conjunto en donde actia un grupe G. Para cualquier
subgrupo normal N de C el conjunto de puntos fijos XV es estable bajo G.

Demostracién:

Tenemos que demostrar que si £ € X y g € G entonces gz € XV donde
XN ={x &€ X : ht = x,Vh € N}, es decir debemos demostrar que Vh € N,
hgr = gz. Sea v € NN entonces v(gz) = g(g~'vg)r y como N es normal
tenemos que g~ 'ug € IV, entonces tenemos que g~ lvgxr = z por lo tanto
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v(gx) = gz, es decir gz € XNV. »

Terminamos con el teorema principal de esta seccion. Veamas algunas defini-
ciones que nos seran iitiles en la proposicién siguiente. Una serie normal de
un grupo G es una sucesién finita (Ag,...,A4,) de subgrupos de G tal que
<id>= Ag<aA4,4...9A4, = G. Un grupo G es soluble si y sélo si tiene una
serie normal cuyos factores A;;1/A4; son abelianos.

Definimos el subgrupo conmutador D!(G) de G como el subgrupo generado
por elementos de la forma a~ '~ 'ab. La serie derivada de G es la sucesién (G =
D%G), DY (C), D¥G), -..) donde D"+(Q) = D(D™(G)), con esta definicién
tenemas que un grupo G es soluble si y sélo si D™"(G) = id para alguna n € Z.

Proposicién 5.8 Un subgrupo G de PGl(R) es elemental si y sdlo si G es
un grupo soluble.

Demostracién:

=>] Los grupos elementales que fueron mostrados en las primeras tres proposi-
ciones de esta seccién son solubles como veremos a continuacién. Los cdlculos
son faciles, asi que solo se indicardn; hacemos la siguiente convencién:

< Z’ Z ] > denotara el grupo generado por matrices de esa forma.

Cuando un subgrupo fija un punto de H? es conjugado al grupo de matrices

de la forma
[ 8] [5 &) wenno

entonces tenemos la siguiente serie con factores abelianos
. a b a b a b
<zd><<[_b a]>_<’<[—-b a]’[b _a]>

Cuando un subgrupo estabiliza una geodésica de H? es conjugado a un
grupo de matrices de la forma

a O 0o b
[0 d],[co],ad;éo,bc;éo
entonces tenemos que
. a O a O Lo ]
<usa<[3 9]>=<[5 2][2 2]~

Y finalmente cuando un subgrupo estabiliza una terminacién de H? entonces
es conjugado a un grupo de matrices de la forma

[8 g];ad;éo
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Yy en este caso tenemos que

<id><<[g Z]><<[8 :_],[8 ¢bi]>

<=] Sea G un grupo soluble, G # @, entonces existe n € N tal que G =
D%(C) 2 DY(G) 2 ... 2 D'(G) 2 D*Y(G) = {id}, D™"(C) 7 id. Suponga-~
mos primero que G consi de transf i pares.

1. D" (G) contiene una rotacién o corn centro A, por lo que el conjunto de
puntos fijos para o en H? sélo consiste de A. Como D(D™(G)) = D*+1(G) =
{id} entonces D" (G) es abeliano, por lo que todo subgrupo es normal. Sea N el
subgrupo de D™ (() generado por o, entonces por el principio del normalizador
tenemos que (HZ)V = {4} por lo que D™ (G)(.A) = {4}, es decir D"(G) sélo
tiene como punto fijo a 4. Vamos a usar induccién decreciente, para demostrar
que si D'(G) tiene como conjunto de puntos fijos a A en H? tambien D~ (Q).
Tenemos que D~} (@) D D'(G), y que D'~1(G)/D*(G) es abeliano, por lo
que D¥(G) @ D'~ 1(C) de donde

(512(R)P'D = (W*)PD = {A}

que es estabilizado por D*~!((), es decir A es fijado por todos los elementos
de D'~ (@) con lo que concluimos que G fija A en H?, por lo que es elemental.

2. D™*((G) contiene una horolacién o con centro p € IH?, por lo que el
conjunto de puntos fijos para o en 9H? es {p}. Entonces procediendo como
arriba, concluimos que el conjunto de puntos fijos para G en 9 es {p}, por
lo que es elemental.

3. D™(G) contiene una traslacién o # id a lo largo de la geodésica k.
Consideremos G el conjunto de geodésicas en 52, Demostremos que G = {k}.
Supongamos que o estabiliza otra geodésica h por lo que sus terminaciones
{4, B} son estabilizadas por o, entonces o2 fija .1 y B ademss como o2 3 id,
y tiene dos puntos fijos en 9?2, A y B tienen que ser las terminaciones de k,
es decir & = h, y procediendo como antes llegamos a que G es elemental.

Ahora veamos el caso general de & un grupo soluble. Sea G~ el conjunto de
transformaciones pares, el cual es normal en G por lo que es soluble también.
Cuando G* % id podemos asumir que G™ tiene precisamente un punto fijo
en H? o en &H? o en G, por el principio del normalizador obtenemos que G es
elemental. -

Ahora estudiemos como deben de ser los subgrupos de PGl (R) que tienen
tener cierto tipos de transformaciones.

Proposicién 5.9 Todo G subgrupo de PGI(R) no elemental contiene una
traslacion.

Demostracién:
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Sean o y T dos rotaciones con centros A4 y B respectivamente. Sea 3 la re-
flexién en la geodésica que pasa a través de A y B. Como o, T son composicién
de dos reflexiones, usando el teorema de las tres reflexiones obtenemos que
o = s donde s es una reflexién en una geodésica que pasa por A, por lo que
o = sf3. De la misma forma obtenemos que G7 = m donde ™ es una reflexién
en una geodésica que pasa por B y T = m entonces

ore~ 17! = s88mBsmpB = smpPsmpB = (smpB)?

y como smf3 es impar es una reflexién deslizada, por lo que su cuadrado
(a-ra"r") es una traslacién.

El mismo argumento muestra que el ccamutador de dos horolaciones es una
traslacién y el conmutador de una rotacién y una horolacién es también una
traslacién. Si no pasa lo anterior y si suponemos que G no tiene traslaciones,
tenemos que G+ es abeliano entonces G+ es soluble, por lo que G es soluble,
¥ entonces es elemental lo cual es una contradiccién. -

Lema 5.3 Si o0 € Gla(R) actia en 52 como una reflevidn en una geodésica
entonces det(o) <0 y tro =0.
Demostracién: .
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la geodésica es el eje y.
Como es reflexion tenemos que deto < 0 y actia de la forma
a4 b .
(=) = cE+d

. ai+b . . .
entonces como (i) = = { entonces ai + b = ¢ — id por lo que
cit+d a
ro = 0. [}

b= ¢c,a = —d, entonces tro

Lema 5.4 Sea 7 una reflexion en una geodésica kK y o una isomnetria par de
H2. Si To es una reflexion, entonces o es una rotacidn alrededor de un punto
de k o una horolacidn con centro en una de las terminaciones de k o una

traslacidon con eje perpendicular a k

Demostracién:
Nuevamente suponemos que Xk es el eje . Observamos que por el lema an-

terior tr2(70) = O por lo que esa composicién es una rotacién, luego fija sélo
un punto de H?Z; entonces si o es una rotacién su centro debe estar en &, para
que la composicién sea una rotacién; el mismo argumento usamos si o es una
horolacién (pues su punto fijo debe ser una terminacién de k) o una traslaciéon.
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Proposicién 5.10 Sea G un subgrupo no elemental de PCl2(R). Si G # G+
entonces G contiene una reflerion deslizada.

Demostracién:
Supongamos que todas las transformaciones impares de & son reflexiones.
Sea 0 € G+,0 # id; si 0 es rotacién alrededor de un punto 4 entonces

V7 € G\G™*, 7o es una reflexién, entonces por el lema anterior tenemos que .

todos los ejes de reflexién de elementos de G pasan por A4, por lo que es un
punto fijo para GG. Si o es una horolacién con centro §, entonces por el lema
anterior todos los ejes de reflexién de GG pasan por S, entonces GG fija S. Si o
es una traslacién, nuevamente los ejes de reflexién de GG son perpendiculares
al eje de traslacién de S para o, entonces S es estabilizado por G, en todos
los casos G resulta elemental. -

5.3 Geometria de Conmutadores

En esta seccién estudiaremos la relacién entre los conmutadores de PSiz(RR)
y la geometria de H?; lo interesante de esto es que veremos dos tipos de
demostraciones, la algebraica en esta seccién y la geométrica en la siguiente
seccidén.
Lema 5.5 Dadas dos matrices A, B € Ma(R).

Los vectores transformacién U = (A "—4) y V = §(B "— B) satisfacen

1 1 1
L. = ctrA=trB— nv
2t7 (AB) 2tr 4215!3 < U, >

Demostracién:
SeaA=|:a b]entonca
c d
._[a+a o _[1 o
A+a —[ 0 a+d]_[0 1](°+d)

de esta manera tenemos que U = (A" ~A) = §(A+A4"—=24) = ([ trA—-24)
y V = 3({ trB — 2B) entonces tenemos que

2 < U,V >=tr(UV) = itr[([ trd — 24)(J trB — 2B)] =
%tr([ trAtrB) + trAB — itrAtr('ZB) - itr(‘zA)trB
lo que implica que

1 1 1 1 1
= = 2¢r. ——tr — = ztrdA=trB— v
2t7‘(AB) 25tr AtrB s AtrB— < U,V > 3 -lztrB <U,V >
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-

Proposicién 5.11 Sean o, traslaciones cuyos ejes a,b liene una perpen-
dicular en comiin. Si o y @ tienen la misma longitud de traslacion T, pero
con direccidn opuesta, entonces sid = d(a, b), tenemos que

tr¥(af) — 4 = 16senh 2(%1‘) senh 2(%4)[3211[; 2(%7‘) senh 2(%(1) —1]

Demostracion:

Representaremos « por la matriz 4 € Si2(R) con tr4 > 0, y su correspon-
diente vector transformacion U, por lo que trlU = 0, es decir U € sl2(R). El eje
a de la traslacién o tienen la orientacién natural y sea M su correspondiente
vector normal.

Veamos que U = senh (3T)M ...(1), 3trd4 = cosh($T) ...(2). Sea
P € a, con o(P) € a y Q su punto medio y sean H y K vectores uni-
tarios positivamente dirigidos tangentes a a en P y Q respectivamente. Ya
que a la podemos parametrizar como Pcoshs + f senh 3,3 € R entonces
Q = Pcosh(:—},T) + H senh (%T) y K = P senh (1T) 4+ H cosh (37) pues
< K,Q >= 0; de esta forma tenemos que H A K = H A P senh (32-) y
< H, K >= —cosh(37T). Como &« es una traslacién es la composicién de
dos reflexiones en geodésicas ortogonales a a, es decir con vectores normales
tangentes a a, por lo que « la podemos representar por A = K H, de donde

obtenemos que U = H A K y §trdA = 3tr(KH) = — < K, H >= cosh (3T);
por 4.2.3 tenemos que M = H A P, es decir U = M senh (37).
Similarmente para 3 tenemos que B € Si2(R) con §trB = cosh (3T) ¥

si IV es el vector normal para el eje b para 3, entonces como M,N tienen
direcciones opuestas < A/, N >= cosh d(a, b) = cosh d, por 4.2.4.
Sustituyendo en la férmula del lema anterior tenemos que
%tr(AB) = cosh(%T) cosh(%T)— < M senh (5T), N senh (2T) >=
2,1 2,1 2,1 2,1
cosh® (ET) — senh -(ET) < M, N >= cosh® (§T) — senh (ET) coshd
utilizando las igualdades
cosh? (%T) = 1+ senh 2(%T), coshd = 1+ 2 senh 2(%d)
se tiene que:
1 2,1 2,1 2,1
Etr(AB) = 1+ senh (ET) — senh (§T)(1 + 2 senh (Ed))

= 1—2senh 2(%T) senh 2(%:1)
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entonces elevando al cuadrado obtenemos el resultado
tr%(aB) — 4 = 16 senh (27 senh 2(%(1)[ senh 2(%T) senh 2(%4) —1]
-

Corolario 5.5 Sean o, 3 traslaciones con la misma longitud de traslacion T
cuyos ejes a y b tienen perpendicular commiin. Si ninguno de of3 o a3~ ! es
retacion entonces

senh (%T) senh (%d) > 1, d=d(a,b)

Demostracién:
Como ninguno de o aB~! es una rotacién tenemos que tr(af3) = 4 por
lo tanto tr2(aB) — 4 0O, entonces por la proposicién anterior tenemos que

=
senh (37) senh (4d) > 1. »

af

Ahora es tiempo de analizar los conmutadores, para esto remarcamos que
tr(aBa~'3"1)

esta bien definida como funcién de ¢ y 8 en PSi;(R), pues la traza
tr(AB.4-18B"!) es independiente de los representantes .4, B de o y 5.

Lema 5.6 Cualesquiera dos transformaciones «, 8 € PSl;(R) satisfacen
%tr(ﬁaﬁ_la"’) = i-trza+ < U,B(U) >
donde U = (A ~"— .4) ey el vector transformacidn para 4 € Sl2(R) un repre-
sentante de o.
Demostracién:
Sean A y B € Si3(R) que representan a a y 3. Como el vector transfor-
macién para 4 es UV entonces el de BAB~! es
%((BAB“)' —BAB-Y) = %((BAB')' —~ BAB")
= %(BA‘B‘ —~ BAB")
= B34 - A5
= BUB!

¥y el vector transformacion para .4~ ! es —IU/. Sustituimos esto en el lema 5.4
para obtener

Atr(BABTIATY = %tr(B.—‘lB"‘)%tr(A")-f- <BUB™ U >
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entonces
%tr(ﬁaﬁ""a"‘) = %tr(a)%tr(a)-i— < U,BU) >= %trz(a)+ < U,B(U) >
ya que tr(BAB~ ) =trA =trdA-?'. -

Proposicién 5.12 Sean o, 3 dos traslaciones con la misma Ioﬁ_qilud de tras-
lacion T'. Si los ejes a y b para o y 3 se intersectan en un dngulo @ € (0, éw)
entonces

tr?(BaB " 'a"!) — 4 = 16 senh "(%T)sen 29[ senh "(%T)sen 29 —-1)

Demostracién:

FIGURA 5.1. Ejes de traslaciones que se intersectan

Por las f6rmulas de la proposicién 5.11 y el lema 5.5 tenemos que
%tr(ﬂaﬁ_‘a“) = %tra%t/'a+ < U, B(U) >

= cosh® (éT)+ < senh (%T)IVI,,G(U) >
= cosh? (ér) + senh (%T) < M,B(M) > ...%

donde M es el vector normal a a, por lo que G(Af) es vector normal para 8(a).

Haciendo la convencién d = d(a, 8(a)) tenemos — < M,B(M) >= coshd =

1+ 2 senh 2(%&1) por 4.2.4, entonces en el tridngulo rectdngulo formado tene-
senh (3d) _ senh (370)

mos que e = =in 00° de donde se sigue que

senh (%d) = sen 6 senh (%T)
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sustituyendo en (*) obtenemos que
%tr(ﬂnﬁ“a“) = cosh? (-:-T) — senh 2(%T)(l. + 2sen 2@ senh 2(%'1"))
1 — 2 senh 26 senh ‘(-:lle)

de donde se sigue el resultado. -

Corolario 5.6 Sean o, 8 dos traslaciones con la misma longitud de traslacién
T y cuyos ejes a y b se intersectan en un dngulo 8 & (0,-.’25). Entonces el
conmautador 3ad~'a~! no es rotacion si y sdlo st senh *(37) sen 0 > 1.

Demostracion:
Se sigue inmediatamente del hecho de que el conmutador no es una rotacién,
entonces su traza es mayor o igual a cuatro. -

5.4 Teorema de Jacob Nielsen

En esta seccién clasificaremos los grupos discretos de transformaciones no
elementales, por medio del teorema mads importante del capitulo, el cual se
debe a Nielsen.

Antes de comenzar hagamos algunas observaciones y convenciones que nos
seran itiles para la demostracién del teorema. Para esto es conveniente re-
presentar el plano hiperbdlico por el interior E del circulo unitario del plano
complejo €, aqui los puntos al infinito son los puntos del circulo unitario. Los
dos puntos al infinito de una geodésica seran llamados puntos finales. Dos
geodésicas que se intersectan en £ son llamadas concurrentes, dos geodésicas
que tienen un punto final comiin son llamadas paralelas y dos geodésicas sin
puntos en comiin, es decir con una geodésica normal comiin son llamadas
divergentes.

Los tres tipos de curvas analégas a los circulos euclidianos, en esta gecmetria
son conocidas como: circulos (con centro en E), horociclos (con centro en el
infinito) e hiperciclos (los puntos equidistantes a una geodésica).

Algo acerca de las isometrias ¢ de este modelo: las rotaciones son determi-
nadas por su centro ¢, en £ y su angulo de rotacién -, las horolaciones son
determinadas por su centro ¢, en &E, un punto r # ¢, y su imagen o(z) y
una traslacidn es determinada por su eje 1, y el desplazamiento Ao, es decir
la distancia en que un punto del eje es desplazado. Ademds si & es una de
las transformaciones anteriores y 7 cualquier isometria entonces To7" ! es del
mismo tipo que ¢, ¥ en el caso de una rotacién o una traslacién tenemos que

Pror—1 = Po, Apgr—1 = A
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por lo que podemos hablar de invariantes de o. Otro tipo de isometrias son

las reflexiones en geodésicas que pueden ser vista como la composicién de dos
traslaciones y finalmente tenemos las reflexiones deslizadas.

Después de estas observaciones veamos cinco lemas preliminares para re-
solver el problema de clasificacién.

Lema §.7 Seano yT dos traslaciones con ejes divergentes A, y A,, con igual
desplazamiento \ pero con diferente sentido. Si denotamos por 8 la distancia

mds corta entre los ejes, entonces oT es una rotacion, una horolacidn, o una
traslacidn de acuerdo a que

1 1
= enh (=X
senh (26) s (2 )
sea menor, igual o0 mayor a 1.

Demostracién:

FIGURA 5.2, Traslaciones con ejes divergentes

La normal comin NV de 4, y .4, los intersecta en a y b digamos. Denotemos
por z,y puntos de A, y A, cuyas distancias a a y b son :E,\ ¥ que esti
del lado de IV que o desplaza. Los vectores normales de A, y Ar en =,y

denotemosles por r ¥y s y convenimos en representar por r, [V, s las reflexiones
en esas geodésicas también, entonces tenemos que

o =N, T=Ns= 0T =118

Por lo que oT es una rotacién, una horolacién o una traslacién de acuerdo a
que las geodésicas 1, s son concurrentes, paralelas o divergentes.
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En los primeros dos casos el punto comiin p de r,s es el centro de oT; el
vector normal de /V en m, el punto medio de ab bisecta el dngulo en p que es la
mitad del Angulo de rotacién ., el cual es cero en el caso de una horolacidn.
Entonces axpm es un cuadriangulo con tres dangulos rectos y el cuarto dngulo
es Lo y dos lados son 38 y 3. La trigonometria hiperbélica nos da

senh (lb') senh (l \) = cos(—lg:* <1t
2 27 47T =

con igualdad sélo cuando es una horolacién.

Si 7,8 son divergentes, la normal comun es el eje 4,, y el segmento entre
r y s es la mitad del desplazamiento \,,. Las geodésicas NV, 45,7, Asr ¥ la
normal bisectora de ab forman un pentsdgono con cinco dngulos rectos y tres
de sus lados son %,\,,-,-, :1.-5, 7_&;\, nuevamente la trigonometria hiperbdlica nos
da que

1 1 1

senh (56) senh (3,\) = cosh (—‘—\o,) >1

lo que completa la prueba del lema. -

Lema 5.8 Sean o y 7 dos traslaciones con ejes concurrentes A, y By, con
igual desplazamiento \. Si denotamos por ¢ el dngulo entre los ejes, en-
tonces el conmutador k = o7ag~ 17! es una rotacidn, una horolacion, o una

traslacidon de acuerdo a que
sen - senh 2(%,\)
sea menor, igual o mayor a L.

Demostraciéon:

Sea 3 la interseccién de A4, y B, ¥ sean r,t puntos sobre 4, y B: que estan
a distancia %,\ de s tales que las direcciones de s a » y de t a s coinciden
con las direcciones de las traslaciones o y 7T respectivamente. Ahora si r, 3,¢
también denotan las reflexiones en esas geodésicas, tenemos

c=rs, T=3st = ogr=1rt, o 7" = srts = soTs "

por lo que o7 es una traslacién cuyo eje es la geodésica a través de r y t y cuyo
desplazamiento A\, es dos veces la distancia entre esos puntos. Como o~ tr—1t
es obtenida de o7 por conjugacién tiene el mismo desplazamiento y Adg-1,--1
es obtenida de A,, por un semi-giro s, por lo que los ejes son divergentes y
las traslaciones tienen direcciones opuestas, entonces el lema anterior puede
ser aplicado a o7 y o~ '7~!, lo cual nos da que k es rotacién, horolacién o
traslacién de acuerdo a que

senh 7 senh (%,\,,)
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FIGURA 5.3. Traslaciones con ejes concurrentes

sea menor, igual o mayor a 1, donde 77 denota la altura de s en el tridngulo
Arst; por un andlisis trigonométrico obtenemos que

senh 77 senh (%f\a,-) == sen ¢ senh 2(%«\)

con lo que se completa la demostracién. -

Lema 5.9 Sean o y T dos horolaciones con centros diferentes ¢ yd. Entonces
el conmutador k = ogro~'T~! es una traslacién.

Demostracién:

Sea s la linea que une c y d y al mismo tiempo la reflexién en esa geodésica.
Como o y T son horolaciones, existen 7,t reflexiones tal que o = rs y 7 = st,
entonces k = 7tsrts = (rts)?; como rts es impar tenemos que es una re-
flexién o una reflexién deslizada por lo que el cuadrado es la identidad o una
traslacidn, pero el primer caso es imposible pues o y T no conmutan. ]

Lema 5.10 Sean o y T traslaciones, cuyos ejes tienen un sdlo punto final en
1,-1
T es una

comiin u, una terminacidn. Entonces el conmutador k = oro™
horolacion con centro u

Demostracion:
Tenemos que 7o~ !7-! es una traslacién con el mismo desplazamiento que

o pero en sentido opuesto, y con la misma terminacién u. Los horociclos con
centro u cortan iguales segmentos de los dos ejes, entonces cada horocicle con
centro u« es llevado en si mismo por X, pero una transformacién par que lleva
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Tole!

FIGURA 5.4. El conmutador de dos traslaciones con una terminacién en comtn es
una horolacién

un horociclo en si mismo es una horolacién con centro el del horociclo, por lo
que A es una horolacién con centro u. -

Lema 5.11 Si en un grupo no elemental T’ de transformaciones pares dos
ejes de traslacion son paralelos, entonces el grupo contiene rotaciones.

Demostracién:
Sean <y; y 72 las traslaciones que tienen ejes paralelos, es decir un punto

final en comtiin, entonces por el lema anterior el grupo contiene horolaciones.
Sea & un horociclo con centro u, en donde una horolacién con centro u manda
A en si mismo y todos sus puntos son desplazados la misma magnitud. Sea
S, el subgrupo de T" que consiste de todas las horolaciones con centro u y
sea r € K, entonces S,r € K, por lo que SyT es una sucesién de puntos
equidistantes o denso en & de acuerdo a que S, sea discreto o no en .

En el primer caso, tomemos g, € 5, la que tiene el menor desplazamiento
con respecto a A, sea o una traslacién en T tal que su eje 4, tiene a © como
terminacién, entonces 0g,0~ ! es una horolacién con centro u contenido en S,
entonces og,0- ' (4,) = 0g,(4,) por lo que la geodésica og,(.4,) estd entre
A, y 9.(As), entonces el desplazamiento de og.,o~! es menor que el de go, lo
cual es una contradiceidn, por lo tanto Sur es denso en k&, es decir hay en Sy,
horolaciones con centro u con desplazamientos arbitrariamente pequeiios con
respecto a k.

Como T no tiene puntos invariantes, sea g € T, tal que g(u) # u entonces
al menos una de las dos traslaciones gv1g~ 1,979~ " no deja a u invariante.
Asi existe en I una traslacién 7 tal que 7(u) # w.
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FIGURA 5.5. Demostracién del lema 5.11

Sea h € S,. para un desplazamiento suficientemente pequefio de h con res-
pecto a k, los ejes A, y hd, de las traslaciones T y 3 = h7h™! se intersectan
en una angulo @. En particular, escogemos A tal que sin ¢ senh "’(:1;1\,-) <1
entonces por el lema 5.7, 737~ '3~} es una rotacién. =

Teorema 5.5 (Nielsen) Un subgrupo no elemental T de PGl(R) es FPuch-
siano si y sdlo si el congunto P de puntos fijos elipticos en B es discreto.

Demostracion:

Si I es grupo Fuchsiano, el resultado ya fue demostrado anteriormente.

Por la proposicién 5.8 un subgrupo I' de PGl2(R) es elementalsi y sélosi T'+
lo es, por lo que podemos suponer que T consta solamente de transformaciones
pares. Tenemos dos casos: cuando I' tiene rotaciones y cuando I' es libre de
rotaciones.

Supongamos primero que en I hay rotaciones, es decir P # 0 y escojamos
= € P; como T es no elemental existe g € T tal que g(=) = w con w # = y sea
h la rotacidn con centro z, como h(z) = =, también ghg~!(w) = w, por lo que
w € P pues ghg~! es una rotacidén.

La érbita 'z = {g= : g € T'} es discreta clesde que es un subconjunto de £
que lo es, por lo que = es aislado en su 6rbita. Tomemos T (w) = {g(w) : g €
T':} la 6rbita de w bajo T, este es un conjunto finito ya que es subccenjunto
discreto del circulo € con centro = que pasa por w y el cual es comipacto,
ademds T.(w) = T, pues si g,h € T,(w) tal que g(w) = h(w), entonces
gh~'(w) = w lo cual no puede pasar a menos de que h = g, luego T'; es finito
por lo que T es discreto.

Ahora supongamos que [’ no tiene rotaciones; después de la reducciones que
hiemos hecho al teorema, tenemos que mostrar que:

Un grupo no elemental de transformaciones pares I sin rotaciones
es discreto en X2,
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Un grupo que satisface estas condiciones no puede ser abeliano, ya que los
grupos abelianos que constan de horolaciones y traslaciones, son o grupos de
horolaciones con un centro en comiin o grupos de traslaciones con un eje en
comiin, entonces son grupos elementales; ademds debe contener traslaciones,
pues de lo contario tendria sélo horolacicnes, que por hipétesis no tendrian el
mismo centro y el lema 5.9 nos llevaria a que contiene traslaciones.

Sea o € T traslacién, sea .+, su eje y A, su desplazamiento, sea g € I tal
que g no conmuta con o, por lo que T = go®'g~! es una traslacién con el
mismo desplazamineto X, y con eje A, = gA, distinto de .4, por el lema
5.11 no pueden ser paralelos, pues habria rotaciones por lo que los ejes son
divergentes o se intersectan

Si son divergentes, sea § su distancia, y escojamos +1 6 —1 en el exponente
de o de manera que o y 7T tengan desplazamiento opuesto, y como o7 no es
rotacién tenemos por el lema 5.7 o corolario 5.5

senh (%5) senh (%,\,) > 1...(=)

Si son concurrentes, con ¢ el dngulo de interseccién, como el conmutador
no es rotacion, por el lema 5.8 o corolario 5.6 tenemos que

sen ¥ senh 2(-2]-'-,\‘,) >1...(%=)

y primero apliquemos las desigualdades para una g fija y variando o: sea 4
un eje para una traslacién de I' y consideremos el subgrupo abeliano de I' de
traslaciones con eje .4, denotemoslo por S,4; sea g € I'\\S4, por lo que g no
conmuta con estos elementos, entonces g4 7 .4, asi tienen una distancia § o se
intersectan en un dngulo ¢, por lo que las desigualdades (=), (**) se aplican.

Ahora cuando o varia en S4, donde § o w permanecen constantes, nos
da una cota inferior positiva para los desplazamientos de elementos de S4
distintos de la identidad, entonces S.4 es discreto, y tomemos Ag el menor
desplazamiento de S4.

Las mismas desigualdades las vamos a aplicar para o fijo de S4 y g variando
en I'/S 4, es decir en los representantes g, gz, - . - de las clases laterales de S4
en G. Sea o, = g,0g9; "' una traslacién con eje variando en todos los ejes de
las clases de equivalencia de I'.4 de A y los desplazamientos de o, son A, por
lo que las desigualdades se aplican, es decir existe una cota inferior positiva
para la distancia § de dos ejes divergentes o para el dngulo ¢ de interseccién
de dos ejes concurrentes, por lo que estos ejes no se acumulan en D.

Sea z € A, los puntos de la 6rbita 'z estdn en los ejes g.(A); sea o € S4 tal
que el desplazamiento de o es \g, entonces sobre cada uno de esos egjes g, (A4),
los puntos de I'r forman una sucesién de puntos con distancias iguales a Ao.

De esta manera, el circulo C con centro x y radio %,\ no puede contener mas
que un punto de tal sucesién en su interior. Asi el nimero de puntos de I'z
dentro de este circulo es a lo més igual al mimero de ejes g, (.4) que cortan al
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circulo, este niimero es finito ya que no se acumulan en D, por 1o que iz no es
punto de acumulacién de Tz, y entonces I' es discreto. -

5.5 Cuspides

En esta iiltima seccién del capitulo estudiaremos la accién de un grupo Fuch-
siano I en &2, Veamos antes un resultado preliminar.

— 1
Lema 5.12 Sean 4,8 € Gl2(XR) con 4 = 0 } , B = Z Z e o7

0, detB = =*+1. Si . A y B generan un grupo Fuchsiano de PGla(R) entonces
lel 21

Demostracién:
Vamos a suponer que |¢|] < 1 » consideremos la siguiente sucesién de ma-
trices (Bn)nen dada por By = B y Bn.1 = BnAB;!'. Entonces tenemos para

b. PO .
B,=| % " |, 1as siguientes relaciones con n € N

Cn dn
Apiy bnea _ 1L —apcn al
Cn+1  dne1 -2 1+ ancn
con lo que obtenemos |c.| = lco|?” ¥ |an| € 1 + Jao|, 2 € N y como |c} < 1
tenemos que ¢, — 0,7 - co.
Ahora como h(z) = =™ converge para |z| < 1, tenemos que su derivada
h'(z) = 3" nz=""! también converge para |z| < 1, por lo que n|z|"*~! — O para

J=} < L.
Luego como |cy| < 1, entonces njcy|*™ ! — 0 y como |ca|?” < jco|™ !
lanecnl < lealln + laol] < leol® (n + lao)) < nleol” ™" + |co|” " ag) — O
por lo tanto a,c, — 0, dedonde @n—1 = 1—@nCn — 1l y dnoy = l+ancn — 1,
de donde B, — A.
Si ¢ y 3 son los representantes de .4 y B que generan el subgrupo discreto

de PGl3(R), entonces 3, = « para alguna n grande, por lo que 8, fija co,
entonces

oo = a(00) = Bn_108; 1 (c0) = afn_1(c0) = Ba_10(c0) = Bn_1(c0)
entonces o fija B,-1(co), por lo tanto B,_;(c0) = o0, entonces para toda

n € N tenemos que 0, fija oo por lo que también lo hace 3 implicando que
¢ = 0 lo cual es una contradiccién, por lo tanto |¢] = 1. -
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Definicién Un elemento v € T es parabélico si v 5% id y tr3(y) = 4 o
equivalentemente si v tiene un iunico punto fijo s en OH? = R U {oo}. Los
puntos fijos de los elementos parabdlicos son llamados cispides.

El estabilizador de una ciispide esta formado por horolaciones y reflexiones
en geodésicas con terminacién esa cispide.

Un horodisco es una regién en H? acotada por un horociclo, es decir por
Srbitas en H? del grupo de horolaciones con centro s.

Proposicién 5.13 Para una cuspide s € H? de un grupo Fuchsiano I" existe
urn horodisco D con ceniro s € 9E® tal que vy(D)ND =0, Vv —T,.

Demostracién:

Trabajaremos en el semiplano superior de Poincaré y tomaremos s = oo, por
lo que el estabilizador I'; es generado por A = é i ] . Sea B = Z ; ]
que represente a 3 € I’ — T',, entonces ¢ 5% 0. Como 4,8 € T, el subgrupo
generado por estos dos elementos es discreto, por el lema anterior concluimos
que |c| = 1.

a b az+b

Tenemos para = € H* y 8 € I'\I'ss que Bz = [c d] = =3a P°or
a(z +iy)+ b . y
clx+iy)+d T (ex 4+ d)? + (cy)?
yc~2y~2 < ¢y~ !, por tanto fmzIm(Bz) < 1

lo que B(z + iy) = , entonces Im(8z)

Consideremos entonces D = {z : Iz > 1} el horodisco acotado por el
horociclo generado por [ é i , entonces si y € D,y > 1, por lo tanto
y~!'< 1lyentonces Im(Bz) <lcon BET — T. -

Proposicién 5.14 Sea s € 9H* una ciuspide para un grupo Fuchsiano T de
isometrias de H®. Para cualquier subconjunto compacto K de H? erTiste un
horodisco D con centro s € 95 tal que y(D)NK =0 paray € T.

Demostracién:
Nuevamente trabajaremos en el semiplano de Poincaré y con s = oo; como
K es compacto existe 7 > 1 tal que K esta contenido en la regién acotada

por Imz = r y Im=z = r~'. Para v € T, tenemos que ¥(D) = D con
D = {z € H? : Imz > r} por loque ¥y(D)NK =0 y para vy € I’ — T,
tenemos que Im(v(z)) < y~! donde ¥ = Imsz, por lo tanto y~! < r~! y
entonces y(D) N A = 0. -

Corolario 5.7 Dadas dos cispides s,t € 95?2 en diferentes drbitas, para
cualquier horodisco E con centro t existe un horodisco D con centro s tal
que Y(D)MN E =0, para toda vy € T.
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Demostracién:
Supongamos que s = o0 y sea i compacto de @£ (K puede ser todo IF)
tal que I' X' = OFE. Por la proposicién anterior existe un horodisco D con

centro s tal que DN THK = luego (D) N K = ¢ por lo que v(D)NOE = (.

Sea v € T, como D es conexo, ¥(D) es conexo por lo que y(D) C £ o
¥(D) N E = §. Supongamos que tenemos el primer caso, como D = {~ € H? :
Im[z] > r} para alguna r > 0 y £ es un circulo euclidiano tangente al eje =
en t, ¥(oo) = ¢t pues y(co) debe ser una cispide en £, lo cual es absurdo pues
S8,t estan en diferentes Srbitas, luego para toda v €T, (D) N E = 0. -

Corolario 5.8 Si ' es un grupo Fuchsiano de PSl;(R) entonces para cada
compacto K de 152, el conjunto {y € I' : v(K) N K # B} es finito.

Sea C el conjunto de cudspides de I', es decir los puntos fijos de elementos
pardbolicos en I'. Si co € C, existe £ > 0 tal que ¥(z) = =~ + &k pertenece a T,
pues v(oo) = co. Si s € C MK, entonces una transformacién v € I que fija a
¥ tiene la forma

o (L4 Kk9)z — ks?
R4Sty >y spmy

Si s € C existe 7 € I'" con v(s) = 38, entonces para cualquier otro elemento
o €T se tiene que o(s) € C, ya que oyo~! es un elemento parabdlico de T’
(la traza es invariante bajo conjugacién) que fija a o(s).

Ahora consideremos el espacio

() =m*uC

es decir H? unién las ciispides de T el cual depende de I' y acordamos que
(FI%)* = H2 si ¢ = @, es decir cuando I' no tiene elementos parabdlicos.
Ademss por la invarianza de la traza bajo conjugacién, tenemos una accién
bien definida de I en (H?)* inducida de la de T en H>.

Ahora demos una topologia a (H?)°, llamada la topologia Horociclica,
definiendo una base local de vecindades abiertas para cada punto:

i) para un punto = € H?, consideremos las vecindades usuales de = en H?2,
como subespacio de C,

ii) si oo € € definimos las vecindades abiertas basicas de s = oo como los
conjuntos {oo} UL con UV = {: € E?: Imz > Ak > 0} para todo & > 0O,

iii) si s € C y s # oo, las vecindades abiertas bisicas de s seran de la forma
{s} U U con U disco abierto contenido en H? tangente a R en el punto s.

Claramente la topologia generada por este sistema de vecindades locales es
Hausdorff, ademés observamos que (Z1%)*\{co} es un subespacio del Plano de
Moore, de donde R M es subespacio discreto de (EI2)*.

A pesar de que EI2? es localmente compacto, tenemos que (E?)" no lo es,
pues ninguna cispide tiene una vecindad compacta. Para esto basta ver que
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la cerradura de una vecindad basica de s € C nunca es un compacto. Consi-
deremos U vecindad bédsica de s € R, es decir un disco abierto de radio r» > 0
union s, y consideremos V el disco abierto de radio %1‘ tangente a R en s
unién s, entonces Clge)- U\V es un conjunto no cerrado de H? por lo que no
es compacto.

Considerando la accién ' en H2, tenemos el espacio H?/T" de érbitas y la
proyeccién natural

con la cual dotamos al espacio de Srbitas con la topologia cociente por 7, con
esta topologia 7 resulta ser una funcién abierta; de la misma forma conside-
remos la proyeccién natural de

o (B12%)° — (H?)*/T

Lema 5.13 Dados dos puntos =, w € H* no I'-equivalentes, entonces existen
vecindades U de = y V de w tal que g(U)NV =B, VgeT.

Demostracién:
Sean K, L vecindades compactas de = y w respectivamente, por el teorema
5.4 el conjunto B = {g € T : g(K)NL # B} es finito digamos g;,...,9». Como

=z, w no son equivalentes, tenemos que Vi g;(z) 3 w y como H? es un cspacio
Hausdorff, podemos encontrar vecindades ajenas U; de g:(z) y V; de w con
UiNV; =0.entonces U = KNgy " (Ui)N...Ngs (Un) y V =LNVIU...NV,,
son las vecindades que resuelven el problema. |

Una consecuencia de la proposicién 5.14 es la siguiente:

Corolario 5.9 Si ¥2/T" es compacto, entonces I' no contiene horolaciones.

Demostracién:
Sea {Ua}acs una cubierta abierta de discos de HZ, entonces como F?/T
es compacto existen o, ..., an tal que H?/T < UL 7(U,,). De esta manera

obtenemos que un conjunto finito de discos abiertos de E< que intersectan a
todas las drbitas, por lo que existe un compacto que intersecta a todas las
érbitas, por la proposicién 3.14 el grupo no puede tener horolaciones. [ ]

Por los resultados anteriores I2/T es Hausdorff y si H2/I' es compacto
entonces C' = 0. Ahora nos interesaremos en el caso C 7 0. Siempre podemos
suponer que co € C, pues en caso contrario se puede considerar el grupo

conjugado ¥ = 4:!‘01‘0:7'0_1 con sg cuispide de I' ¥ con og = z—:};, entonces si
v € T es parabdlico con cuspide en sg, tenemos que ; = gpYos ! es un
elemento parabdlico del grupo conjugado £ con 7;(c0) = oo. Para co € C

existe 7x € T de la forma T¢(z) = z + k para alguna & > O y 7% genera al
grupo estabilizador 'y del oo.



5.5 Cispides 129

Lema 5.14 Para cada cispide s de T existe vecindad U de (H?)" tal que
={oeT:0(U)NU#0}.

Demostracién:

Sean s = coy V = {z € H? : /mz > 1} entonces si 0 € T\Teoc y 2 € V
implica Im(o(z)) < 1 luego existe r > 1 tal que U = {=z € H? : z > r}
tiene tal propiedad. -»

Teorema 5.6 El espacio cociente (EI2)*/T, con la topologia definida ante-
riormente, €s un espacio de Hausdorff.

Demostracidén:

Se sabe que H2/T es de Hausdorff, entonces basta separar dos cispides no
T-equivalentes o un punto en H? y una cispide. Para un punto en H? y una
cispide tenemos el resultado por la proposicién 5.14.

Entonces consideremos el caso de dos cispides 3,t € C, no T'-equivalentes,
¥ supongamos que $ = oo, entonces ' es generado por matrices de la forma

(l) 1 con h € R.

Consideremos los conjuntos

L={ze€C:Imz=u}

K={s€eL:0<g Rez < |h]}

V= {z e (HE?)": Imz > u}
con u > 0. Como /K es compacto existe U vecindad de t tal que K NTU =@
y supongamos que U es un circulo tangente al eje real R. Supongamos que
existe v € T tal que v(U) NV = 0, como v(z) 3 oo la frontera de v(U) es un
circulo tangente al eje real, de donde v(U)M L 3 0, entonces y(U) intersecta a
alguna traslacién de A por un elemento de ', es decir existe § € T tal que
Y(U)MS(K) 5% U, de donde §- 'y (U)MN K # 0, lo cual es una contradiccién, por

lotantoVy e I', v(U)NV = . Y el resultado se sigue tomando las imagenes
de estas vecindades bajo w. -

Proposictén 5.15 El espacio cociente (I2)* /T es localmente compacto.

Demostracién:

Nuestro préposito es mostrar que si 3 es una cispide de T, entonces 7(s)
tiene una vecindad compacta, tomemos 3 = oo. Por el lema 5.14, existe vecin-
dad U = {= € (H2)" : Imz = r} tal que U/Ts lo podemos identificar con
w(U). Si (]5 ’f es un generador de ', vemos que w(U) coincide con la
imagen del conjunto {t € U : 2 = 00,00 < Rez < h} bajo 7, y este conjunto
es compacto pot lo que (/) es un compacto. -
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Proposicién 5.16 Si (H?2)*/T es compacto entonces el nimero de cuspides
no I-equivalentes es finito.

Demostracién:

Por el lema 5.1, para cada = € H?, existe U. vecindad de z en H? tal que
ningun punto de esta vecindad, excepto tal vez 2 es fijado por algin elemento
de T. Por el lema 5.14 para cada s € C podemos encontrar vecindad U, de
s tal que ningun elemento de T fija algin elemento de esta vecindad excepto
s. Considerando 7 la proyeccién canénica, como (I12)"/T" es compacto, pode-
mos cubrirlo con un nimero finito de vecindades de la forma w(U:) o w(U,),
entonces el nimero de puntos en 7(C) es a lo més el nimero de vecindades
w(U,), que es finito, es decir el nimero de ciispides no I'-equivalentes es finito.®

Y en el caso que (H?)*/T es compacto, se dice que es la compactacién
Horociclica del espacio cociente H?/T.

Teorema 5.7 El espacio X = (H?)*/T =3 compacto si y sdlo si existe K sub-
conjunto compacto de H? y un nidmero finito de vecindades bdsicas D1,... Dr

de cispides 8,,...3, para T tal que cualquier T-drbita en H? intersecta a
KuDyU...UD,.

Demostracién:

<] Sea {Ua}aes una cubierta abierta de (H2)* /T con (E2)* = U, ¢; 7~ 1 {(Ua).-
Como K es compacto solo existe un niimero finito deelemento sde 71,...vn €
T tal que v (K)N K # 0, consideremos entonces x; € v:{ K), entonces es claro
que si tomamos las vecindades U, para i = {i,...m}, tal que 7(z:) € U, ¥
las vecindades U,; tal que m(s;) € U,; tenemos que

n r
@) /T = | JUa, v | Ua,
i=1 =1

por lo que el cociente es compacto.

=] Sea U, una vecindad bisica de z (disco abierto) en (EH?)*, es decir
(H?%)" = U.e@m)-U.. Como 7 : (H?)" — (H?)"/T es abierta, tenemos una
cubierta abierta del cociente. Por hipétesis es compacto por lo que existen
wy,...,wn € (FH2)* tal que

(H2)" /T = | 7(Uus)

i=1

De estos puntos sean wh, ... W, con 7 < n, cispides, con sus correspondien-
tes vecindades bdsicas U,,, = D;; ademss podemos encontrar un compacto
que contenga a las vecindades de wr4,. ..,wWwy, pues son un nimero finito de

discos abiertos en HZ2. [ ]
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Ejemplo 5.4 Consideramos el grupo mmodular T = PSi2(Z) que es subgrupo
de PSI3(R), el cual es discreto y tiene la propiedad de que sus cuspides son

Q U {oo}. Claramente s = oo es ciuspide pues es punto fijo del elemento
11
parabdlico 0o 1 de I'.
Ahora 5t a b es un elemento parabdslico, con punto fijo s € R, tenemos

d
que cs? +(d—a)s—b =0 con c# 0 y como el discriminante se anula tenemos
que 3 € Q. Ahora considerando g € Q, conp,q € Z y (p,q) = 1, entonces
P u
q t
g(oo) = s de donde todas las cuspides son equivalentes al punto 8 = oo.
Entonces (H2)" tiene un nuimero infinito de cuspides, con C\{oco} un sub-
espacio discreto. El espacio cociente
(E%)*/ PS12(Z)

es compacto por el teorema anterior.

existen u,t € Z, tal que pt — qu = 1, de donde [ € I y cumple que

5.6 El espacio cociente como superficie de Riemann

Sea H?/T el espacio cociente, es decir el espacio de I'-6rbitas en H? y consi-
deremos la proyeccién natural 7 : H? — E2/T dada por w(z) = I'z.

Teorema 5.8 Sea I" un grupo Fuchsiano de PSl:(R), entonces H?/T" es una
superficie de Riernann coneza.

Demostracién:

Sean w € H? y §(w) = min{d(w,gw) : g € T\{id}}, §(w) > 0 ya que I'
actia de forma discreta en la érbita Tw. Sea IV, el disco hiperbdlico de centro
w y radio ﬂ%ﬂ, como I actia propiamente discontinuamente en I?, entonces
si para alguna T € T, W, N T(W,) # 0 se deberd tener que T(w) = w,
ademaés para cualquier S € T isometria de H? y para y = S(w) es claro que
W, = S(W.).

Luego tenemos que si W, N T(W,,) 5% @ para alguna T° € T, entonces
tenemos que T(w) = w, por lo que T = id o bien w es punto fijo eliptico de
I y entonces W,, no contiene puntos fijos elipticos de I" diferentes de w.

Sea 1, la restriccién de 7w a W,,, entonces 7,, es continua y abierta por ser
7+ continua, abierta y V,, abierto.

Si m(w) el orden del estabilizador de w en T, entonces m(w) == 1 a menos
de que w sea un punto fijo eliptico de I".

Definamos

2 — O

fo (E® . C, fu(s) = <_

T—w
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como h(z) = £=% € PSI3(C) transforma de manera homeomorfa y analitica

H? sobre D el disco unitario, tenemos f.,(z) es analftica, abierta y fu(w) = 0
por lo que fw(¥Wu) es un abierto de D con 0 € f,,(Wy)

Sea T una transformacién eliptica con punto fijo w en H? y sea @(z) =
3 =% e PSl2(C), entonces @Tw"=! es una transformacién eliptica que fija O y
oo, por lo que es de la forma Uy (=) = az con a™(®) = 1, es decir

PT(2) = Uale(2))
¥ entonces
T(=) —w _ QoW
TEY—w — =—w
donde o es una m{w)-ésima rafz de la unidad.

Ahora podemos ver que fu,(1) = fw(z2) si y sélo si 20 = Vi(=,) donde

o — i m(w)
Vi € T es un elemento eliptico que fija w, esto ya que (% =
zg —
m(w)
zy —w 22 —wY a—w\ _ (Vi) —w
(:l —u‘.r) entonces (:2 g = o (~1 — % = V(zl) = con
V(w) = w es decir V() = z2.

Ahora estamos listos para construir el atlas, para cada w € 2, tomemos
Wi el disco hiperbdélico de centro w y radio -El con §(w) definida ante-
riormente y las cartas del atlas seran {7, (W), ‘b = fwowgz'}. Ya vimos
por ser 7, abierta que w,(W,,) es un abierto en H‘/l‘ Veammos ahora que
Dy Tw(Wy) — fu(W,) es homeomorfismo para cada w € H2.

Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

W, Lo fuwa)
T Dy
Taw(Ww)

Si suponemos que w es un punto fijo elipticode I', y si T € T con W, N
T(Wuw) # 0, entonces T(w) = w, as{ Tw(21) = ww(22) si y sélo si 22 = Vi(=;)
para algin elemento V; € T con Vi(g) = q y esto si ¥y sélo si fuw(21) = fuw(z2),
de donde tenemos que la funcién ®., = fww;! esta bien definida, ya que
Pwiz] = furitl=l = fu ().

Veamos que &, es inyectiva. Si &, (1] = ®,,[=2], entonces f,(=1) = fw(z2),
es decir =3 = Vj(z1) con V; € T que fija a w, un elemento eliptico, entonces
[==1 [Vi(z1)] = [z1], para obtener que &, es inyectiva, ademds como .



;
{
;
!
H

5.6. El espacio cociente como superficie de Riemann 133

y fw son abiertas y continuas, tenemos que Py : Tw(Wiw) — fiu(Wi) es un
homeomorfismo.

Si w no es un punto fijo eliptico tenemos que 73! : 7y (W) — Wy, es
un homeomorfismo, ya que la restriccién mw, de 7 en W,, es inyectiva, pues
si z,y € W, con I‘.z: = I'y implica que existe o € T tal que o(x) = v, por lo
que o(Wy) N W, # @, entonces o(w) = w y esto si y s6lo si ¢ = id; ahora
como m(w) = 1, tenemos que f,, es también un homeomorfismo, entonces la
composicién @, lo es. Asi H?/I" es una superficie y {m,(W3,), <I>,,,} es un atlas
definido en H*/T".

Solo nos falta ver que el atlas es analitico.

Supongamos que T, (W) N7 (1V,) # @ y considere el homeomorfismo

DB By (114 (Wy) M (117)) — ®r (m, (W) M 7 (W5))
dado por @0, ! = (fr7m7'm,) f7 ' entonces

(formZ i M=) = frms 2] = £oT(2)

para alguna T" € T, asi f,ow; 17, 2 — D es analitica. Ahora f! es analitica
excepto en O cuando m(q) > 1. Salvo esta excepcién ®,.®;! es analitica.
Entonces la funcién es continua ¥ analitica excepto en O, de donde es una
singularidad removible y por lo tanto también es analitica en este punto. =

Aun mids interesante, podemos hacer lo anterior no sélo para puntos elipticos
sino también para puntos fijos parabdlicos.
Corolario 5.10 Sea T un grupo Fuchsiano de PSI2(R), entonces (H2)"/T es
una superficie de Riemann.
Demostracién:

Sélo tenemos que definir el atlas para las cispides de I'. Sean s una cispide
de T, U la vecindad de s talque I'y = {vy € T : v(U)NU} y p PSL(R) tal
que p(s) = oo entonces

- 1 R
pret =4[ g v imem

donde A > O, entonces podemos definir un homeomorfismo p de U/T" en un
subconjunto abierto de € por p(¢(z)) = i luego incluimos (U/T, p) en
nuestro atlas. -
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5.7 Dominios Fundamentales

Definicién Un dominio fundamental para un grupo I'" de isomnelrias de
2 es un conjunto abierto U de H? tal que U y o(U) son ajenos para todo
elemento o € T diferenie de la identided y tal que cada T'-drbita intersecta a

Por ejemplo tenemos que el dominio fundamental para el grupo modular
PSiz(Z), es la region acotada por las tres geodésicas Refz] = 1, Re[s] =~}

¥ lzl =1 en H3.

5.7.1 DoMINIOS LOCALMENTE FINITOS

Definicién Sea I' un grupo Fuchsiano de isometrias de H?. Decimos que
P c H? es un dominio fundamental localmente finito si para cada = €
K existe vecindad de = que intersecta a o(P) solo para un ndmero finito de
ocerl.

Proposicién 5.17 Sea P ¢ H? dominio fundamental localrnente finito para
T grupo Puchsiano de HI?. La proyeccidn candnica

p: P/T — H?/T
inducida por la inclusion ¢ . P — 2, es un homeomorfismo.

Demostracién:
Como P/T = {I'zn P : z € P}, la funcién p esta definida por p(T'zN P) =

I'z; siz,y € Py 't = I'y entonces 'z N P = I'y N P de donde p es inyectiva.
Como P es dominio fundamental, cada 6rbita lo intersecta por lo que p es

sobre, entonces p es biyeccién.
Ahora veamos que la funcidn p es continua y abierta; para esto consideremos
P — P /T la proyeccién canénica, entonces tenemos el signiente dingrama

conmutatlvo

P/T w2/

Sea U < H2/T abierto, entonces w~!(U) es abierto en H?, por lo tanto

¢~ Y(r—1(U)) es abierto en P...(*).
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Queremos ver que p~!(l/) es abierto en P/T, para esto basta ver que
77 (p~1(U)) es abierto en P, pero

TP HO)) = (pr )TN U) = () THU) = T H(U))

es abierto en P por (*), de donde p es coutinua.

Sea U < P/I‘ abierto, como 7, es sobre y continua existe V abierto de -
tal que 7, (PNV) = U. Sea W = Uyerg(PNV), entonces w(IW) = 7'r(Pr'\V) =
T(PNV) =pr.(PNV) = P(L7) entonces como 7 es una funcién abietta sélo
basta ver que W es abierto en 2,

Sea w € W, como W es Iinvariante podemos suponer que w € PNV, Camo
P es localmente finito, existe B vecindad abierta de w tal que intersecta sélo
a un nimero finito de T-imagenes de P, digamos ¢, (P),..., gm(P) de donde
obtenemos que B C g1(P) U... U gm(P) y notamos que st w ¢ ¢g; P entonces
B M (g:£)° es una vecindad ublerta de w por lo que podemaos quitar todos los
gi P que no contengan a w, entonces g lw e P, Yie {L,...,m}.

T (o'W =T (g7 tw)NP=TwnNnP=rn(w)eU =7, (PNV)

por lo que g7 'w y w van a la misma érbita y w € gV, Vi € {1,...,m},
por lo que podemos suponer que B C ¢:4:V N... NgmV'. Si x € B entonces
x € g;P N g;V para alguna i, por lo tanto G 9P NV) c W, de donde
B < W por lo que W es abierto y p es un homeomorfismeo. -

Corolario 5.11 Sea P < H? un dominio fundamental localmente finito para
T subgrupo discreto. EI2 /T es compacto si y sdlo si P es acotado.

Demostracion:

<=] Como P es acotado, entonces P es compacto. Como p es un homeo-
morfismo, P es Hausdorff y 7. es continua y sobre, obtenemos que P/T es
compacto lo que implica que E2/T" es compacto.

=>] Tenemos que p7, es una funcién abierta, que transforma abiertos de
P en abiertos de 22 /T de manera sobre, de donde podemos encontrar un
conjunto finito de discos abiertos D,,..., D, con centros en P tal que cada
T-6rbita intersecta a P D;,..., PN D,, de donde P esta contenido en la
union de estos conjuntos, por lo tanto P es acotado. [ ]

Proposicién 5.18 Sea P < BE® dominio fundamental localmente ﬁﬁita para
T un grupo Fuchsiano de isometrias de 112, entonces I' es generado por W =
{veTr:v(P)yn Pz 0}.

Demostracion:
Sea H el subgrupo de TI' generado por W. Para =z € H? existe g € T tal
que gs € P, supongamos que existe otro 2 € T tal que hz € P, entonces
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gz € l-’ﬁgh.“l-’ pues (gz € gh“F—' s (gh~')"lgz = hg~'gz = hz € P),
entonces gh—! € W de donde gh~! &€ H es decir Hg = Hh, por lo que
podemos definir la funcién @ : H? — '/ K dada por 8(z) = Hg donde gz € P.

Como P es localmente finito existe B bola abierta centrada en z que in-
tersecta solo a g1 2,...,9m P y podemos suponer que cada g; P contiene a z,
asfi B C g1 PU...UgnP. Siy € B existei € {1,...,m} tal que y € g; £
por lo que g_-"y € P entonces 8(y) = H(g:)~! = 6(z) luego £ es contante
en B, por lo que #(B) es abierto pues es constante en cada fibra, como H?
es conexo tenemos que & es constante. Sea g € T, u € P,v € g~ ! P entonces
O(u) = H = Hid = §(v) = Hg, por lo que g € /{ de donde H =T. -

Concluiremos esta seccién con resultados acerca de dominios no acotados,
con un tratamiento de las ciispides y de la frontera de un regién fundamental.

Definicién Sea P una region fundamental para un grupo Fuchsiano de iso-
metrias. La frontera horociclica O, P es el conjunto de puntos s € OH? tal que
cualquier horodisco con centro s intersecta P.

s

P
FIGURA 5.6. Demostracién de la proposicién 5.19

Proposicién 5.19 Sean P un dominio fundamental localmente finito para T
grupo Fuchsiano y s € 8H? para el cual eziste un punto p € P tal que el
segmento geodésico [p,s) esta contenido en P. Una transformacidn v € T+
con v(s) = s es parabdlica.

Demostracién:
Como toda transformacién < es eliptica, hiperbdlica o parabélica y como las
transformaciones elipticas no tienen puntos fijos en 8H?, vamos a suponer que
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< es una transformacién hiperbdélica con e¢je de traslacién A; reemplazando, si
es necesario, v por vy~ ! podemos suponer que la direccién de traslacién es ha-
cia 3. Sea w el punto de interseccién de h y el horociclo con centro s a través
de p, y sea r = d(p,w). Para n > 1, sea p, el punto de interseccién entre [p, s)
y el horociclo con centro s a través de ~™(w), luego d(p,,vy™(w)) < d(p,w),
por lo que vy~ (pn) € D(w;r), por lo tanto v~ "(pn) N D{(w;T) # 0, para
n &€ N,n > 1 lo que contradice que P es localmente finito. -

Ejemplo 5.5 Sea I’ un grupe de isometrias del semi-plano de Poincaré ge-
nerado por y(z) = 2z, =& H2. La regidn P acotada por las dos curvas

x + i(2|x| + 1), x + i(2]|x] + 2), ze R
es dominio fundamental localmente finito. Observe que y(oo) = oo ¥y cualquier

horodisco con centro oo intersecta a P, es decir oo € 9, ( P) pero oo no es una
ciuspide para T" pues todos lo elemnentos de I' son hiperbodlicos.

FIGURA 5.7. Dominio fundamental para el grupn generado por v(z) =2z

Proposicién 5.20 Sea s € 9H? una cispide para el grupo Fuchsiano T y D
un horodisco con centro s. Un dominio fundamental localmente finito P para
T intersecta en al menos un punto y en a lo mds en un nimero finito de
T-trasladados de D.

Demostracién:

Supongamos que el horodisco D es cerrado y fijaremos un horodisco abierto
U contenido en D tal que existe una I'-érbita completa fuera de . Sea vy € T
un elemento parabélico que fija .l y tomemos una geodésica h que termina en
A y C un subconjunto compacto de D — U acotado por k& y <y(h). Observamos
que D — U es la unién de los trasladados de C por potencias de «.
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Sean o1(P),...,0n(P) los I'-trasladados de P que intersectan a C y su-
pongamos que o(P) intersecta a Dj; si suponemos que o(P) C U, entonces
a(P) < U, lo cual contradice la existencia de una I'-6rbita completa fuera
de U. Por lo tanto o(P) intersecta a D — U, por lo que existe s € Z tal

que Y*o(P) intersecta a C, entonces v*d = o; para alguna i = 1,...,n asi
a(D) = o;y~*(D) = 0:(D), de donde P intersecta a lo mds a un niimero finito
de T'-trasladados de D. -

Corolario 5.12 Sean T" un grupo Fuchsiano y P un dominio fundamental
localmente finito para T". La T'-drbita de una cuspide intersecta a la frontera
horoctclica On P.

Demostracién:
Sea K un horodisco con centro en la ciispide s y sean

K,0,(K),...,on(K), O1ye..,0n €T

los T-trasladados de K que intersectan a P. Para cualquier horodisco D con-
tenido en K, tenemos que al menos uno de los horodiscos

D,o(D),...,on(D), T1,..., 00 €T

intersecta a P, de esto se sigue que al menos uno de los puntos 3,0,(S),...,0n(3)
pertenece a I, P. -

5.8 Dominios Convexos

En esta seccién estudiaremos regiones fundamentales localmente finitas y con-
vexas.

Teorema 5.9 (Principio de Hahn-Banach) Sea U un subconjunto abierto,
convexo de 352, A través de cualquier punto = € H? fuera de U pasa una
geodésica que no intersecta a U.

Demostracién:

Sea D el circulo unitario en el espacio tangente T3 (FI®); sea g € U, h la
geoddésica orientada de ¢ a = y p(q) € D su vector tangente unitario, por lo
que hemos definido una funcién p : U — D, entonces es facil ver que esta
funcién es continua, ademds V' = P(U) es un abierto de D y no contiene
puntos antipodos. Sea .A : D — D la funcién antipoda, entonces V y A(V)
son abiertos ajenos no vacios de D. Como D es conexo existe d € D tal que
d & VU A(V), de donde la geodésica por = con vector tangente d no intersecta
al. -
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Corolario 5.13 Seca U C H? abierto, convexo y sean a € U y b € aU,
entonces el segmento geodésico [a,b) < U.

Demostracién:
Si existe ¢ € [a,b) tal que q € U, podemos encontrar una geodésica i a
través de ¢ que no intersecta a U. Sea H el semi-plano cerrado con 8H = h

¥ a € H, el cual coutiene a U pero no a b, pues de lo contrario, como H es
convexo contendria al segmento geodésico [a, b], pero este intersecta a it en ¢

lo cual es absurdo. Por lo tanto b es un punto exterior de U, lo cual es una
contradiccién. -

Corolario 5.14 Si U es abierto y convezo de H?, entonces U es un subcon-
Funto convexo de HF=.

Demostraciéon:

Primero veamos que U 2= MyesH donde S = {H : A semiplano cerrado en
B2, U C H}, es claro que se da una de las contenciones. Para ver la otra, sea
w e U y sea u € U tal que = € (u, w) este fuera de U, entonces por el teorema
5.9 existe geodésica h a través de = que no intersecta a U. Consideremos el
semiplano cerrado A con 9 = hy ue& H,entonces U C H y w & H, por lo
que NyesH < U. La convexidad de U se sigue ahora de que la interseccién
de convexos es convexo. -

Corolario 5.18 Si U < H? es abierto y convezo entonces Int(T) =U.

Demostracién:

Sabemos que Int(JU) es el maximo abierto contenido en U, por lo que
U < Int(U). Para la otra contencién consideremos que I = U U aU y sea

= € 89U, entonces existe geodésica & que pasa por = que no intersecta a Uj;
ahora como U es convexo, esta contenido en un semiplano cerrado # acotado
por h, entonces U C H, pero cualquier vecindad de = intersecta al comple-
mento de f, por lo que intersecta al complemento de U, es decir = & Int(U),
de donde obtenemos que si = € Int(J) entonces = € U.

Lema 5.15 Sea P un dorninio fundamental localmente finito y convezo de
un grupo Fuchsiano T'. Un conjunto de la forma PN o(P) con o € T\{id} es
0 vacio o un segmernto geodésico cerrado.

Un congunto de la forma PMo(P)NT(P) con o,7 € T\{id}, o # T es o
bien wacio o bien un punto.

Demostracién:

Primeramente tenemos que P M o(P) es convexo. También sabemos que
c(PYNP=0yquedPnNno(P)y=4.



140 5. Grupos Fuchsianos

Como P = PUJ3P y o(P) = o(P) Uo(IP) obtenemos que
Pno(P)=(PUIP)N(c(P)Uc(dP)) =P No(OP)

por lo que P Mo (P) es subconjunto convexo de &FP. Ahora veamos que esta
interseccién esta contenida en una recta geodésica, para esto supongamos que
no, es decir existen tres puntos er. P Mo (P) = 9P No(2P) no contenidos en
una geodésica. Sean z, y, w tales puntos y sea = un punto interior del tridngulo
formado por estos tres puntos, de esta forma = serfa un punto interior de 9P
lo cual es una contradiccién, por lo tanto P M o(FP) esta contenido en una
geodésica, por lo que es un segmento geodésico cerrado.

Sea = punto interior de § = PN o(P). Sean z,y € S tal que = € (z,y) ¥
sea u € P; el interior del tridngulo £, de vértices z,y, 4 esta contenido en P,
de la misma manera el interior del A,. de vértices z,y, o(u) esta contenido
en o). Entonces existe D disco abierto con centro z, tal que D NS es un
didmetro que divide a D en dos semidiscos £ y £ contenidos en P y o(P)
respectivamente, estos semidiscos son ajenos a 7(P) y la demostracién es si-
milar a la de la primera parte, ya que PNo(P)NT(P) es convexo, y como es
la interseccién de dos segmentos geodésicos, es o vacio © un punto. -

Definicién Sea P dorninio fundamental converoc localrnente finito para T
grupo Fuchsiano. Por un lado de P entenderemos un segmento geodésico ce-
rrado, diferente de un punto, de la fortne PNo(P) con o € T\{id}.

Por un vértice de P, entenderemos un punto el cual puede ser presentado
en la forma PNo(P)N+(P), con o, 7 € T\{id}.
Proposicién 5.21 La frontera P de un dominio fundamental P convexro y
localmente finito es la unidon de sus lados.

Demostracién:
Sea w € 9P, entonces cada disco suficientemente pequefio con centro w,

debe contener puntos de £ y puntos que no son de P, entonces podemos
encontrar una sucesién de puntos wn en &F que tienden a w. Una vecindad
compacta w intersecta sélo a un nimero finito de I'-trasladados de £, por lo
que existe 0 € I' ¥ un nimero infinito de w,, € P No(P), lo que implica que
PN o(P) es un lado que contiene a w. -

Un lado s de P genera una geodésica A. Los puntos frontera para s en ANOF
son llamados puntos finales para el lado s y el nimero de puntos finales para
ses0.162.

Proposicién 5.22 Sea s un lado de un dominio fundamental localmente finito
y convezo P. Un punto = € 8 es un vértice de P si y sdlo si = es un punto

final de s.
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Demostracién:

=] El lema 5.16 garantiza que un punto interior de s no puede ser un vértice
de P.

<] Sea z € s = P Mo(P) tal que no sea vértice de P, entonces existe D
disco abierto con centro = tal que D € PUo(P), asi D = (DN Pyu(DnN
g(P))U(DNs); como D— DN s es disconexo y DM S es un arco geodésico a
través del centro = de D, entonces D M s es un dihAmetro de D, luego z es un
punto interior de S por lo que no es un punto final de s. -

Algunas observaciones titiles son que:

1) P sdlo tiene un niimero a lo mads numerable de lados y vértices.

2) Sdlo un nimero finito de lados y vértices pueden intersectar a un com-
pacto de H?

Corolario 5.16 Un vértice s de P esta contenido en exactamente dos lados
de P.

Demostracién:

Consideremos D un disco abierto con centro s que sélo intersecta los lados
que tienen vértice s, demostremos que no puede haber tres lados con vértice en
8, para esto supongamos que I3, la, I3 son lados con vértice comun s. Ahora P es
convexo, por lo que tambien loes P y {;,l2, I3 € P, sean z, ¥, ¥ puntos en estos
tres lados respectivamente; entonces (2, y], v, ], [z, ], [s, x], [s.¥], [s, 2] € P, ¥
sea T la regién acotada por estos segmentos geodésicos, de donde T es convexo
contenido en P, entonces tomando dos puntos 7 y & en diferentes lados de [s, w1,
tenemos que estan en P pero su segmento geodésico no esta contenido, lo cual
es una contradiccién.

Sélo nos falta ver que son exactamente dos. Por ser s un vértice, es un punto
final para un lado !, entonces supongamos que ningun otro lado de P tiene
vértice 3. Sea D un disco abierto alrededor de s tal que no intersecte a ningun
lado de P, s6lo a l. Como ¢ € 9P existey € DN P, ademds DNIP C !, ysih
es la geodésica generada por [ tenemos que PMA = [; también existez € D tal
que x € A—1ly como Prnh = l entonces x € P. Sea [x,y] el segmento geodésico
que conecta T a y, como £ € ExtP y y € P tenemos que [z,y]NIP # 0, pues
de lo contrario tendriamos que [z.y] = [z, ¥]N PU [z, y] N Ezt P contradiciendo
la conexidad. Sea w € [z,y] MOP. entonces z,weh =>ych=ychn P=1
por lo que ¥ € ! lo cual es una contradiccién pues y € P, por lo tanto existe
otro lado con vértice 4 de donde tenemos el resultado. -

Ahora vamos a identificar dos lados de la siguiente manera: sea G* el con-
junto de elementos g € T tal que PN g(P) es un lado de P y sea S el conjunto
de lados de P. Es claro que cada g € G° produce un dnico lado s en S, es
decir § = P g(P) y cada lado surge de esta manera, por lo que tenemos que
Ia funcién © : G* — S dada por @(g) = P N g(P) es suprayectiva y de hecho
es una biyeccion pues si ©(g) = ©(h) entonces PN g(P) = PN h(P) y esto
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implica que g = .. Asf la existencia de ©~! : § — G* muestra que cada lado
3 tiene asociado un inico g, en G* con 8 = P N g(P), entonces

S =PngiR) ==
también es un lado de P. Ahora vemos que si s* = (g,)”'(s) entonces g, =
(gs) "}, asi hemos construide una funcién ¢ — s de S en si mismo y es llamada
apareadora de lados de P ya que

(s = (9) (") = gs(s) =5
y las correspondientes g, son llamadas transformaciones laterales.

Teorema 5.10 Sea P un dominio fundamental convero para I localmente
finito. Entonces el grupo T es generado por las transformaciones laterales o,
cuando s varia en los lados de P.

Demostracidén:

En la proposicién 5.18 vimos que I" es generado por {v € T : v(P)N P ¢ 0},
por lo que es suficiente probar que si PN A(L) ¢ B entonces A estd en el grupo
generado por_las transformaciones laterales.

Sea w € P N h{P), entonces existe disco abierto D con centro w y ele-
mentos hAo(= id),h1,..., e € T tal que A = h; para algun j # 0, w &
ho(P)N...NMA(P) y DC ho(P)U...Uh(P) ya que P es localmente ﬁnn:o
Decreciendo el radio de D podemos asumir que D no contiene vértices de
ningiin &; () excepto posiblemente w y ningiin ladoe de h;(£) excepto los que
contienen a w. Como 9P es la unién de los lados de P, la frontera de P en
D consiste de sdlo un lado o dos distintos lados con vértice en w. Lo mismo
es cierto para cada uno de los otros h;(#), reordenado los indices podemos
suponer que hg(Ff),...,h:(F) son poligdnos consecutivos en la lista con un
lado en comiin, por lo que PN h;‘h.j.,.l(l_’) es un segmento geodésico de lon-
gitud positiva, luego es un lado para toda 5, ademss hj.; = hjg, para alguna
transformacién lateral , por lo que & esta en el grupo generado por las trans-
formaciones laterales. -

Definicién i) Un cicle C = {z1y.--22n} en P es la interseccion de una
I'-orbita con P y la longitud |C| de C es n.
i) Si C = {=1,...,%n} es un ciclo cntonces los estabilizadores T, son

conjugados entre si y son subgrupos ciclicos finitos de I'. El orden de un ciclo
C, Ord(C) es el orden comun de los T, .

iti)Sea C = {z1,...,2n} un ciclo tal que OP subtiende un dngulo 6; en =z;.
La suma de los dngulos 0(C) del ciclo C es definido por 6, +...+ 6,
Teorema 5.11 Sea P un poligéno fundamnental convezo del grupo Fuchsiano
. Entonces para un ciclo C, se tiene que

Ord(C) 6(C) = 2=
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Demostracion:
Sea C = {z,. Zn} el ciclo, entonces para algun gi1(= id),gz,...,9n,
tenemos que g;{(2;) = =:. Entonces g;(P) tiene a z; como un vértice y el

dngulo de g;(P) en 21 es 6;.

Ahora =, € h(P) si y sélo si h~'(21) es algiin z; y esto si y sélo si para
algin 7, h(g;)~! filJa 2;1. Sea I'; el estabilizador de =, entonces z; € h(P) si y
sélo si para alguna j, h € T1g;. _

Entonces tenemos que 7, € A(P) = h € T, g9; para alguna j, de donde

{ho,....am}=TigU...UT 194,

donde Ah; son tales que z; € h;(P), es decir las imagenes de P que contienen
a =, ademas m = ord T'; - n. Como los elementos de I'; son rotaciones con
centro z;, entonces cada o € I'1g; es tal que o(P) subtiende un &ngulo §; en”
=j, es decir

27 = [ord(T)[(01 + ... + 0n) = ord(CY (1 + ... + )

5.9 Dorminios de Dirichlet

Sea I" un grupo Fuchsiano de isometrias de H*. Como I es a lo méds numerable,
podemos encontrar un punto w que no es punto fijo de ningun elementode T",
es decir I'y, = {id}.

Sean o € I'\{id}, Lo(w) la mediatriz para w y o(w), y sea H,(w) el semi-
plano acotado por L,{w) que contiene a w.

Entonces definimos el dominio de Dirichlet con centro w como el con-
Jjunto

Pw)= (] Ho(w)

oel\ {id}

Proposicién 5.23 El dorminio de Dirichlet P(w) es un dominio fundamental
para T en H?. Ademds su cerradura esta dada por

Plwy= () H,(w)
aal\ {id}

Demostracién:

Primeramente veamos que P(w) es abierto. Sean r > O cualquiera y S =
{e € T\{id} : o(w) € D(w;2r)}, el cual es un conjunto finito pues I" es
discreto. Consideremos los conjuntos K, = H*\ Hy(w) con o € T\{id} en T,
estos conjuntos son cerrados en E2,
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Si D(w; ) es tal que D(uw;r)N K, # @, entonces para € D(w;r) N K,, es
decir con d(w, ) < r y d(z,w) = d(z, o(w)) tenemos que

d(w,o(w)) < d(w, ) + d(xz,o(w)) < d(w,x) + d(z, w) < 2r

entonces D(w;2r) contiene a o(w), pero como S es finito D(w, 2r) sblo con-
tiene un nimero finito de elementos de T'w, por lo que D(w;r) sdlo intersecta
a un nimero finito de X,. Es decir tenemos que la familia de {Ko}oer (i)
es una familia de cerrados, localmente finita, de donde obtenemos que

H2\P(w) = U{K, : o € T\{id}}

es cerrado, por lo que P(w) es abierto.
® Como z € Ho(w) < d(z,w) < d(z,0(w)) <+ d(z,w) < d(z,0(w)) =
d(o~1(z),w) < w € H,-1(z), tenemos que = € P(w) <& w € P(=).

Ahora si 2 es una isometria de 52, veamos que

h(Ho(w)) = Hpgn-1 (A(w)).
Sea =z € h(H-(w)), es decir existe x € A, con h(x) = = entonces

d(z,w) < d(z,o(w)) = d(h(z),r(w)) < d(h(x), ha(w))
= d(z, h(w)) < d(z, ho(w)) = d(z, hoh™th(w)
= =€ Huon-r(2(w))

por lo que A(P(w)) = P(h(w)) para toda h isometria de HZ?.

Ahora demastremos que P{(w) y v(£P(w)) = P(v(w)) son ajenos para v €
T'\{id}. Supongamos que existe = € P(w) N P(y(w)) de donde d(z,w) <
d(z,o0(w)) Vo € T\{id} y d(=, v(w)) < d(z, py(w)) Yu € T\{id} por lo que
haciendo o = v, # = ¥~ ! concluimos que d(z, w) < d(z, v(w)) < d(z,w), lo
cual es imposible, por lo tanto P(w) N y(P(w)) = @ Vy € I'\{id}.

Hagamos una pausa para ver la segunda parte de la proposicién. Por una
parte tenemos que

P(w) = m F s (w) entonces Pw) = ﬂ Ho(w) C ﬂ H, (w)
o€\ {id} oer\ (id} oel\ {id}

y para la otra contencién tomemos = € H? tal que = € H,(w) Vo € I'\{id}
entonces la recta geodésica entre w y = pertenece a H,(w) Vo € T por lo
que_[w,z) € P(w), pues w € P(w) y = € 9P(w) de donde gbtenemos que
z € P(w) por el corolario 5.14, por lo tanto P(w) = (1, e\ (ia) He(w).

Falta ver que cualquier drbita 'z intersecta a P(w). Escogemos gz € T'z
con la menor distancia a w, lo cual es posible pues cualquier bola compacta
de w sélo contiene un alvmero finito de elementos de I'z, pues las érbitas
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son discretas, de donde obtenemos que d(gz,w) < d{h(gz),w) para h # id,
entonces o
d(gz,w) < d(gz,h~'(w)) Yh #% id = gz € Hp-1 (w)
de donde gz € P(w) = Nyer (iay Ho(w), Por lo tanto Tz N P(w) # 0 y con-
cluimos que P(w) es una dominio fundamental. ]

Proposicidn 5.24 Sea T un grupo de isometrias de H? y sea w € H? tal que
Tw = {id}. El domninio de Dirichlet P(w) es un dominio fundamental convero
localmente finito.

Demostracion:

Ya hemos visto que P(w) es un dominio fundamental, ademds es conexo
por ser la interseccién de conexos.

Sea r > 0 y D(w;r), veamos D{(w:r) No(P) # ¥ solo para un niimero
finito de ¢ &€ TI. Si D(w;r) No(P) #% 0, entonces existe = € P tal que -
o(z) € D(w,;7) = d(w,o(w)) < d(w,o(z)) +d(o(=),0(w)) <r+d(z,w) y si
z &€ P=d(z,w) < d(z,0”(w)) = d(c(z),w) < r por lo que d(o(w), w) < 27
¥ esto sélo pasa para un nimero finitode o € T, -

Hace frio en el scriptorium,
Dejo este texto, no sé para quién,

este texto, que ya no sé de qué habla;
stat rosa pristina, nomina nuda tenemus



146 5. Grupos Fuchsianos



Bibliografia

[B]

[Be]
[E]
[F]

[FN]

1
[Is]
L
2]
[R]
[Re]
[s]

[w]

A. F. Beardon, The geometry of discrete groups. Springer Verlag, New

York Inc. 1983.
M. Berger, Geometry [ y /7. Springer Verlag, Berlin 1987.

H. Eves, Estudio de las Geometrias [ y I1. UTEHA, México DF 1969.

W. Fenchel, Flementary geometry in hyperbolic space. Walter de

Gruyter, Berlin 1989

‘W. Fenchel, J. Nielsen, On discontinuos groups of isometric transfor-
mations of the non-euclidean plane. Studies and Essays R. Courant.
Collected Mathematical Papers. 2 Vols. pags. 117-128 Birkhiuser,
Basel 1948.

H. lversen, Hyperbolic Geomnetry. London NMathematical Society, Stu-
dent Texts 25. Cambridge University Press 1992.

G. A. Jones, D. Singerman, Complex functions. Cambridge University
Press, Cambridge 1987.

J. Lehner, A short course in autornorphic functions. Holt, Rinehart
& Winston, New York 1966.

J. Milnor, Hyperbolic geometry: The first 150 years. Bull. Amer. Math.
Soc.6 pags 9-24. 1982.

G. Ratcliffe, fundations of hyperbolic nanifolds. Springer Verlag, New
York 1994.

E. G. Rees, Notes on geometry. Universitext. Springer Verlag, Berlin
1983.

G. Shimura, Introduction to the arithmetic theory of modular forms.
Iwanami Shoten and Princeton University Press, Princeton 1971.

J. B. Wilker, Inversive geometry. The geometric vein, edited by C.
Davies, B. Griinbaum, F. A. Scher. Springer Verlag, Heidelberg 1981.



148



Lista de Sfmbolos

i

i C 1 i 45

i R 1 Gl2(T) 45

H Q(=) 2 PGz (C) 45

‘;’ <, > 2 M Eb*F(E) 46
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S(F) 20 Lor 7
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Lor(F) 24 o 94
Lor*(F) 24 L(e) 94
C(F) 25 L(Z,U) 94
PC(F) 25 T 97
Sn—1 25 'z 98
C*(F) 28 T 98
OL(F) 29 M2(R) 99
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P(F) 31 XN 105
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