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Capítulo 1 

Introducción 

Uno de los modelos estadísticos ampliamente utilizado en aplicaciones es el 
modelo de re¡;,Tesión, en el cual es usual considerar que la medición de la 
variable dependiente ( o respuesta ) se hace con error y que las variables 
independientes ( o reg,Tesores l se miden sin error. 

Existe una gran cantidad de literatura para modelos de re¡;Tes10n, dentro 
de la cual destaca la de los modelos lineales. en los que, como su nombre 
lo indica, la relación entre el valor esperado de la variable dependiente y 
las variables independientes se rnodcla por n1edio de una relación lineal. 
ton1ando en cuenta que la linealidad S<" da en los parií.rnetros y no en las 
variables. 

Los modelos de re¡;Tesión lineal son importantes debido a que la relación que 
tratan de describir se puede aproximar localnlente y con base en ésto predecir 
valores fuera del rango de las variables analizadas ( aunque las predicciones 
serán con.fiables sólo para valores en un rango linlitado ). adem(•s de ésto. la 
interpretación de los parámetros es más sencilla por incorporarse al modelo 
en forma lineal. 

El análisis usual supone que la distribución de los errores en la medición de 
la variable dependiente es nonnal ( gaussiana ). Dicha suposiciÜn se an1para 
en que en cierto modo. los errores son el resultado de ag,Tegar muchas in1pre­
cisiones y por ello el Teorema Central del Límite sugiere que ese agregado 
debiera ser normal. 



En al¡~;unos casos el suponer que las variables independientes se miden sin 
error u.o es lo más conveniente ya que pueden presentar un comportan1ieuto 
aleatorio y es unportante que se vea reflejada en el análisis. la información 
que pueda producir este hecho. 

Se abordará el caso lineal sitnple. centrándose en el i1arán1etra asociado a 
la pendiente del modelo ( un análisis auálo¡;o se puede desarrollar para el 
pan\n1etro reh\cionado cou la ordenada al origen). Para este par{\n1etro es 
de interés comparar el intervalo de coufiauza obtenido en la forma acostun1-
brada contra el que se obtiene al considerar que la variable independiente 
es aleatoria. Es decir. al no condicionar el análisis al valor de la variable 
independiente, que en este trabajo se definen con10 nnrílisis 1·ondirional e 
incondicional. respectiva111ente. 

Esta con1paración servini para tratar de clctcnninar si rea.lrneute es con.ve. 
uieute utilizar un análisis incondicional cuando la variable independiente es 
aleatoria o si se debe realizar un análisis condicional. 

El desarrollo de este trabajo inició con la búsqueda bibliográfica. Los artículos 
más relacionados con el problema fueron, Sampson (197..1), Kinal aud Lahiri 
(1983), Bíukley and Abbott (1987), Judge et al (1988) y Deujamini aud 
Fuchs (1990). Sin embargo, el enfoque que se aborda en estos trabajos 
est(1 orientado a la reducción de variauza priucipalinente. Por esta razón 
se decidió iniciar el estudio desde la parte condicional y con base en ella 
desarrollar la parte incondicional por medio del Teorema de Dayes, usando 
ademéis un enfoque fiducial como el que se utiliza en Sprott and Farewell 
(1993). 

La distribución de este trabajo es la si¡;;uicntc : 

• En el capítulo 2 se explica breven1eute el modelo ele re¡;Tesión 
lineal sin1ple. Debido a que este modelo es tratado ampliamente 
en la literatura. u.o se presenta una descripción detallada del 
n1isn10. e1n1Jero, se describe cón10 se obtienen los esti1naclores de 
los pnrán1etros de la rcg;resióu al no suponer una distribución cu 
los errores~ con10 al suponer una distribución uorn1al. Una vez 
asociada una distribución a los errores. se desarrolla la obtención 
de intervalos ele confiauza. Por último. se plantea la posibilidad 



de que la variable independiente sea aleatoria· y se realice un 
análisis incondicional. 

• En el capítulo 3 se obtiene la distribución incondicional in­
ducida del parámetro de interés. Debido a que no se pudo expre­
sar esta distribución en forma explícita. es decir, no se obtuvo 
una e.xp1-e.sión re.rracla, se recurrió a evaluarla en forn1a uumérica, 
para obtener el intervalo de confianza de longitud mínima. 

• En el capítulo 4 se describe el pro¡;Tan1a que se utilizó para 
determinar el intervalo de lon¡;itud mínima del parámetro estu­
diado. 

• En el capítulo 5 se encuentran las conclusiones de este tra­
bajo. 

• En el apéndice A presenta el pro¡;Tama escrito en len¡;uaje 
Fortran que utiliza al¡;unas subrutinas de Il'vISL 1 • 

• En el apéndice B se presentan los resultados de los casos con­
siderados en las simulaciones. 

• En el apéndice C se presenta el desarrollo algebraico para 
evaluar la función de densidad numéricamente. 

1Internntional Mathema.tical System Libracy. 
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Capítulo 2 

Modelo de Regresión Lineal 
Simple 

2.1 Descripción del modelo 

En muchos problemas prácticos o de investigación es de interés analizar 
cón10 can1bios en una variable afectan cuantitativamente a otra variable. 
Estos can1bios en al.;unas ocasiones se presentan como una relación fun .. 
cioual simple cutre las variables o bien, como una relación funcional más 
complicada. En el caso de que la relación sea complicada, se puede aproxi­
nuu por una relación n1aten1ática sin1ple. como puede ser un polinomio, que 
involucre a las variables de interés y que se aproxin1e a la verdadera relación 
funcional en un rang;o lin1itado de la:-; variables analizadas. 

Si la relación maten1ática. que se desea aproxinu1r es una linea recta, se podrá 
considerar un análisis de re¡;Tesióu lineal. En el cual se define como variable 
independiente a la variable en la que se clan los cambios y como variable de­
pendiente a aquella en la que ocurre algún efecto al presentarse los cambios 
en la variable i11depcuclientc, es decir. se tiene la si¡;·uientc relación 

y ,30 + '31X ('.:U) 

donde X es la variable indepenclieute. Y la variable dependiente, i3o la or­
denada al origen y .i3 1 la pendiente, los parámetros .i3o y i3¡ son desconocidos. 



Aún cuando la verdadera relación funcional entre las dos variables sea una 
linea recta, al tomar observaciones de estas variables y g,Taficarlas, probable­
mente no se obtendrú exactamente una linea recta, pero las observaciones 
se encontrarún en forma aleatoria alrededor de la misma. 

Este comportamiento se presenta en los elatos por defectos en la medición 
ya sea por errores en los aparatos de medición o bien por el efecto de otras 
variables que no se contra !aron al realizar el anúlisis. éste es un error para 
el que no se tiene un control y por lo n1is1110 presenta variaciones aleatorias. 
Por lo cual, el modelo que se ajusta a la relación funcional es 

;-· ;30 + /31.Y + <: ('.?.ZJ 

donde e: es el error aleatorio. 

La variación aleatoria está presente eu la variable dependiente y no en la 
variable independiente, es por .;.stu que la variable independiente se considera 
fija. Con este modelo y una vez observada una n1uestra de tamaño n 

(X1 =.e¡, X2 = x2, .... Y,.= .r,.), 

se puede expresar el modelo en forma muestra! como: 

Yi = ,1.30 + ,81~ci; i = 1, ... , n. 

Por considerar sólo una variable independiente, a este modelo se le conoce 
como IVIodelo de Regresión Lineal Si.n:tple. donde la linealidad se rela­
ciona con los parámetros y no con las variables, es decir. no se requiere que 
la relación sea una función lineal ele X y Y. Se consideran algunos supuestos 
en los errores, los cuales son: 

JE(e:;] =O para toda i = l ..... /1 

v~ar[si] = o- 2 para toda i = 1, ... ' n ('.?.3) 

lE[e:; e: 1] = O para toda i ,= j. 

De esta forma, al condicionar el anúlisis en los valores observados de X. es 
decir (X = ;!:), se tiene lo si¡;,·uientc 
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IE[YI (X = ,r.J) 

Var[YI (X=±)) 

por notación, se define o-~ = ,,.2 • 

80 + ¡3¡a; 

" o-", 
(::l.4) 

Para desarrollar un análisis estadístico del modelo (::?.::?) es necesario explo­
rar el comportamiento de los parámetros /30 y i31, a los cuales se les conoce 
con10 r.oe.ficie.nte.s de. la regresión. Una forma de realizarlo es hacer inferen­
cias sobre el valor de los mismos, por ejemplo, a través de la estimación, 
la cual vuede ser en fornu1. puntual o por intervalo. Para la esti..macióu por 
intervalo se requiere de una distribución asociada a los errores. Este estudio 
.:5C centrarú en la obtención de intervalos de confianza. para los coeficientes 
de la regresión. en particular para 3¡. 

Para la estilnación de los pariin1etros, se obtiene i.la 1nejor', recta que ajuste 
los datos, es decir. los estiniadores de 3o y i31 deben ser tales que la diferen­
cia entre Yi y do + 31.ri sea rnínirna. para toda i = 1, ... , n. . 

De esta manera. se define la Suma de Cuadrados de los Errores (SCE) 
con10: 

SCE(/30, d1) 
u. 2 

I:; (Y; - .80 - 81X;) (::l.5) 
i=J 

Una forma de obtener los <>stimaclores de 80 y 81 es el 1\IIétodo de 1\IIínimos 
Cuadrados. en el cual se busca rninin1izar la SCE. 

Ya que la SCE (ver (:l.5)) es una función convexa y diferenciable con respecto 
a .30 y .3 1, los estimadores se obtienen al i¡;11alar a cero las correspondientes 
derivadas 

iJ~ti SCE(do, .3¡) O 
(::l.6) 

,/fr¡SCE(.do. 31) O. 

de estas ig;ualdacles se desprenden las conocidas ecuaciones normales, 
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E Yi - ni3o - i31 :f: .Y; o 
i=l i=l 

(:J.7) 
n ...... n ..... n 

2 L: XiYi - PO L: X; - ¡3¡ E X¡ o 
i=l i=I i=l 

cuya solución es 

L;(X,-:\')(};-P) (:J.8) 
•=1 

Una vez evaluados 80 y J1 en la SCE. se obtiene su esperanza, es decir, 

(:J.9) 

de donde se obsserva que un estimador insesgado de la varianza es: 

., 
a' .. = 

1J 

SCE(do, d¡) 

n.-~ 

Por otra parte. si el interés radica en la construcción de estimadores por 
intervalo o en poder contrastar hipótesis sobre los parámetros. entonces se 
requiere necesariamente de una distribución para los errores. En la literatu­
ra, el caso n1¿\s estudiado y que obedece al gTan nún1ero de aplicaciones es 
en el que los errores tienen distribución normal. 

Si existe un supuesto distribucional en los errores. otro método para realizar 
las estinrnciones de los parámetros es el !V!étodo de 1VI1ixillla Verosillli­
litud. En este caso, debido a que las observaciones son condicionalmente 
independientes dado X = ,¡¿, la función de verosimilitud tiene la forma ¡;e­
neral 

i 



L( í3o, !31, O';; !!. ) IT f(y;; .Bo, ¡3¡, O'~). 
i=J 

(::?.10) 

Bajo el modelo (::?.::l), la variable aleatoria Y;, para X; habiendo tomado el 
valor fijo y conocido .z:;, tiene distribución normal con media .Bo + Bix; y 
varianza O";, es decir, 

Y;I (.Y;= .z:;) N(do + ,B1x;, O'~); 'ti i = 1, ... , n (::?.11) 

De esta forma (::?.10) es 

" ., _!!. { 1 n .,} (.rrO';;) 'exp - ~ L (y; - do - di.e;)- . 
IJ t=l 

(::?.l::?) 

la n1a..ximización de L produce exactamente los mismos estimadores í3o y Í31 
que el 1\-Iétodo de 1\-Iíninlos Cuadrados. Adicionalmente. el estimador 
máxi.nlo verosín1il de o-; es 

- SCE(.do, Ji) 
O'i = 

n 

En el caso de mínimos cuadrados se sabe que Jo y di cumplen con la propiedad 
de ser de varianza miui.rna dentro de la clase de los estimadores lineales e 
iusesgados. 

Para el caso de n1áxima verosimilitud, las distribuciones asociadas a los 

estimadores do , .Bi y O'~ son: 

(::?.13) 

'<f n-2) 

s 



donde í3o y i31 son independientes de .,.~ y Xfn-2) representa la distribución 
Chi-c·uadracla con (n - '.l) grados de libertad. 

Además de la estinulción puntual de do, ;3¡ y .,.;, se puede obtener una 
estimación por n1edio de intervalos de confian.zt~. Para ésto, se requiere 
utilizar cantidades pivotalcs. donde una cantidad pivotal se define como: 

Una fun1·ión 11" lít muestra y d pítrámetro de interés <'uya dis-
1 

De esta forma 

do-do 

('.l.14) 

(n-2)~~ 
~ 

son cada una, una cantidad pivota! (donde t(n-2) representa la distribución 
t de Studeut con (11 - '.l) g,Tados de libertad). 

Con estas cauticlacles se pueden obtener intervalos de coufia=a de longitud 
n1ínima para cada uno de los parámetros al '"pivotear". Donde un intervalo 
de confianza de longitud míniJ:na se define como: 

Dado d ¡mrámctro de intl'rés (O). una mntidad pivota! ( r¡(.r¡, .x3, ... , x,.; e; 
y ·un rú·vd de 1·onfiunza n fijo (O :'.S " :'.S 1). nis ten Q 1 y Q2 ']Uf' 

de.pendr.n rlt~ n talr.s t¡ue. 

1Vt•ase !\loo<l png. :JíD 

!J 



P[ Q1 :S q(x1, x2, ... , x,.; 9) :S Q2] = 1 - a. 

Es decir, para cacla m'Uestra (x1, ;c2, •.. , x,,) 

Q 1 :5 <¡(.r¡, .c2, ... , .e,,; 9) :S Q2 

sí y sólo si 

para ciertas f1mriones tl y t2 <¡'Ur no drpe.11<lrn rle 9. DP esta. 
foMna ( T1, T2) es d intervnlo al ( l - n) x 100% de r·onfirmzrr 
para-r(IJ). conT; = t;(.c¡,.c2, ... ,.c,.):i = {!,'.:!}. 

El int,,rualo d" longit'Ud mínima <'S aquPl ten el </IL<' Q 1 y Q2 8e 

eligen de. talfonna <f'UP. t2(.r1,.i·2, ... ,.l'11 )- t1(.t·i,.c2, ..... i· 11 ) .'iP.<L 

dP. longitud 1nJnirna. :.! 

De esta forma. los intervalos de confianza de longitud mínima para Jo, Jo y ,,.~ 
a un nivel de confianza n son, respectivan1ente 

;"J f-. X~ 1 
- 1-'J ( • :=í ' ) J 
.r3o - t(n-2) " J 

nZ::(x;-:C) 

,,-, f- .,,J ! 

::; Jo :5 d1 1-~ ( • :=í ' ) J + tc,,...:-2¡ .. - , 
n¿:(.r¡-:C) 

i=l l=I 

- 1''( -, )~ .a1 - tc,-;-JJ .. ,,. - , -
¿:;(.-r¡-.1') 

:5 ,r31 :5 d¡ 1-~ ( ;, ) ~ 
+ t(n_-2) " . -; J 2:: (1,-") 

i=l i=l 

::; 
., 

:5 
(n-2);.! a-;¡ ~ 
'-1 ,,:..:. 

('.:!.15) 

Este análísis para el caso de la regresión lineal simple con una variable inde­
pendiente fija es elemental y aparece en varios líbros de re¡;;resión, incluyendo 
'Weisber¡:; (l!JSO), Draper and Smith (1981) y Mont¡:;omery ancl Peck (199~). 

zv énse t-.Iood png. 379 
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2.2 Plantean:iiento del Problema 

En algunas aplicaciones ele la técnica ele re¡;Tesión lineal, la variable inde­
pendiente que se pretenden relacionar con la variable dependiente mediante 
un nloclelo simple, es aleatoria. Sin embargo, en la práctica para ajustar 
este tipo ele modelos se considera fija y así se lleva a cabo el análisis. ar¡;·u­
mentauclo que es condicional. 

Resulta ele interés preguntarse, ¿qué ocurnna si se considera la variable 
inclepeucliente aleatoria al hacer el correspondiente análisis del modelo de 
re¡;Tesión lineal?. En particular ¿qué ocurriría si la distribnción conjunta de 
X y Y es norrnaJ'I 

El desarrollo de este trabajo será bajo el supuesto de que la variable indepen­
diente, en el modelo de rc¡;Tcsión lineal simple, es aleatoria. En particular. 
se estudiará el intervalo de confianza para 31 suponiendo que el análisis es 
incondicional. 

El análisis utilizado en la ¡;Tau 1nayoría de las apliraciones para obtener un 
estiinaclor por intervalo ( o nu intervalo ele confianza ) es condicional. En 
el presente trabajo se hace una comparación entre el intervalo de confianza 
incondicional para 31 con el intervalo condicional. 

Para este análisis se considerarán los siguientes casos: 

• la variabilidad de la variable independiente es rnayor que la de 
la variable dependiente. 

• la variabilidad de la variable independiente es menor que la de 
la variable dependiente. 

• la variabilidad de la variable independiente y de la variable 
dependiente son similares. 

11 



Capítulo 3 

Obtención de intervalos de 
confianza incondicionales 

Partiendo del modelo de regresión lineal simple en donde la distribución 
de los parámetros es condicional, se obtendrú la distribución incondicional 
del parúmctro asociado a la pendiente, por medio del Teorema de Bayes. 
Es decir, el modelo de re¡;Tcsión lineal sin1ple con (X , Y) conjuntamente 
nonnales es: 

YIX N( do+ i31X, "'~) 

Dada una muestra. X= ,E., la distribución de 31 J (X= >f.) es 

Obsérvese que esta distribución depende de X sólo a través de V 

de esta forma 
- 1 D - 1 ,31 X=:; 31 1-', 

12 
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donde el símbolo ~ significa que son equivalentes en distribución. 

Sea a¡¡,¡v la función de densidad de a1 ¡V y hv la función de densidad 

de V. Al marginalizar la distribución conjunta de Ci31, V) se obtendrá la 
distribución incondicional de B1 ( por notación g3

1 
), es decir. 

(3.3) 

para hacer inferencias incondicionales sobre 8 1• 

Dada la distribución de .Y (ver (3.1)), se tiene que 

\: ~n-1) (3.4) 

con 

~(s,-x)º 
t=l (3.5) 
-n=¡--

De esta forma 

n -2 
2:(.Y;- X) 
i=J 

•) 2 
tr;, · \: ( n - 1 1 (3.6) 

tT_; · Ganu1( 11:¡ 1, !) 
(3. i) 

Gan1a(n;- 1
, ~). 

1 .x~ = Gama(~.&). 
Sea.;:: una v.n. con función de den'iida.d xi t>llt. e:: - Cama(~. fc;}. cloncle 

Gama(a,b) = r~: 1 zª-l exp{-h::} : :; E (O,oo) , a.h >O y e> O 
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por lo que hv(v) se puede expresar como: 

hv(u) (3.8) 

Aunado a esto, dado que d1I V - N(.81, ~),es decir, 

ji!ii exp {-~(J1 - 81)
2

} (3.9) 

al realizar el producto entre (3.S) y j:t9) e integrar con respecto a v, se 
obtiene la densidad incondicional rle d¡ 

g¡ (:31) 
• l 

(3.10) 

"" " 1 { 1 { 1 1 - ''} } x [ vJ'- cxp -2 ~ + ~(d1 - .'31) ... v dv, 

donde el inte¡;Tando es el núcleo de una distribución Gama(a,b) con 

a " 2 

1 { 1 ' 1 (3~ 3 l~} 2 -;;;-r~. 1- 1 

(3.11) 

Al completar esta distribución Gama. la densidad ele J¡ resulta ser 

(3.1:?) 

Con el objeto ele estudiar esta densidad, se define 

p (3.13) 

ya que la función (3.1~) depende de las varianzas sólo a través de p, se puede 
reescribir como: 



(3.14) 

Para analizar la función de densidad de ii1 se consideraron dos casos: 

• p conocido 

• p desconocido. 

3.1 Primer caso, p conocido . 

El pri.n1er caso corresponde a la situación práctica en la que se podría snpouer 
un valor para el cociente de varianzas~ es decir cuando se puede saber qué 
proporción guarda la variabilidad de Y con respecto a la de X. 

Sea p = p 0 conocido, de manera que la distribución de Ji sólo depende de 
!31. es decir 

r("-.) { }-" I+-P1
0
(B1-d1) 2 ", ..¡rrp;; r( Y J 

(3.15} 

en esta función el núcleo corresponde a una densidad t de Stndent con l 11- l) 
¡;Tados de libertad. parámetro de localización d¡ y parámetro de esrala 

l,,!.. 11 Po· 2 Por lo cual 

(3.16) 

con 

~Sea z una v.a. con función <le clen<iiclncl t «}p Stuclrut con /..~ grnclos de libertad, 

parámetro de localizndón 11. y parámetro <lP rsealn " 2 t"Otonct"S 

r( ;+\.) { 1 ,}-~ 
/,(z) = - .:. l+¡;-;;-x(z-1•) 

r(~)(c~•'J' 
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1E[31] 81 

Var P1J _&,,,- si n > 3 . (n-.'1)' 

(3.li) 

De esta distribución se obtiene el intervalo de confianza, de longitud mínitna, 
para '31 por el camino usual. 

Sea 
3¡ - 31 

I .,E!!,_ 
l/ri-1 

una cantidad pivota!. con distribución t ele Student con parúmetro de escala 
O, parámetro de localización l y (11 - l) ¡;Tados de libertad. Así, se puede 
definir el intervalo al ( l - n) x 100% de confianza de lon¡;itud mínima para 
31 como 

Q1 ~
"id 

o 
1 

(3.18) 

donde O :5 '~. :5 l y Q1, Q2 (Q1 = -Q2) son percentiles de una t(n-I)' Es 

decir, si t;;;_:1) es el percentil de una distribución t ele Stuclent, entonces el 
intervalo de longitud mínima para 3 1 es: 

-t 1-'} 
(n-1) 

Al ªpivotear" se obtiene el siguiente intervalo de confianza 

-t, -1l!L< <t.3 t, ..E!!.... ~ 1-" ~ - 1-" M 
t.31 (n-1) ri-1 - 31 - 1 + (n-1) n-1 · 

(3.19) 

(3.::!0) 

Para poder hacer una cornparación de este intervalo con el correspondiente 
1 n. -2 

intervalo condicional. es necesario aproxiinar "'}. por medio de n=T 2: (.Y; - .Y) 
t=I 

esta aproxinu,cióu es adecuada sólo si n es grande. Por la relación que guarda 

a-.; con u~, se puede aproxirnar a-; por niedio dt• ~ f ( 4"'<i - 4y ) 2 
, por 

l=I 



lo cual, se considerará O"~ conocida. 

Al sustituir cr~ por su aproximación en (3.'.:l), se conserva la media pero la 
varianza cambia. siendo ahora rf=¡. 

2 n - 2 
Por considerar fijos y conocidos a cry y 2: (X; - X) se tiene que 

i=l 

.V (O, 1 ), 

ele esta manera. el intervalo de confianza condicional para 31 es: 

3 -•-!f ~ < 3 < -_, . -•-!f ~ 1 - ... .. V n-1 - 1 - , 1 -f""' - .. V n-1 

(3.'.ll} 

(3.'.l'.:l) 

donde z 1-'.t es el percentil de una distribución normal estándar, con O ::; n ::; l. 

La n1otivacióu de tener l~stos dos intervalos de con.fianza L_3.::!0 y 3.::!~) es 
poder compararlos. Dado que ambos están centrados en 3¡, es suficiente 
con cornparar sus long;tudes. 

La longitud del intervalo incondicional es 

'.:ltl-',f (~)~ 
(1'-1) /! - 1 

y la longitud del intervalo condicional es 

'.:l=l-'f(~)~. 
11 -1 

Obsérvese que = l-'j < t!,~}11 , V 11 E IN y el límite cuando /1 - co de t~,~~l) 
es : 1-:f. 

Con10 se tnencionó en párrafos anteriores. para aproxinuir a-.7. se requiere que 
n sea e;raude. por lo cuat la long·ítud de a1nbos intervalos es esencialn1ente 
la ntlsn1a. Para tan1años de n1uestra pequeños. esta comparación no es ade­
cuada. ya que se fundan1enta en la aproxin1acióu de a-.~ . que en este caso 
no es una buena aproxirnación. por la poca inforn1ación que se obtiene al 
tener pocas observaciones. 

lí 



3.2 Segun.do caso, p desconocido 

Como OíJ, depende de un parámetro desconocido ( p ), su distribución se 
considerará condicionada a este valor. Para obtener la distribución incondi­
cional se requiere un procedin1ieuto análo¡;o al que se desarrolló cuando J1 
dependía de V, con la diferencia de que V es una variable aleatoria y p 

es uu paríunetro fijo. Este tipo de consideración es similar al utilizado en 
Sprott and Farewell ( I!l!l3) en el problema de Brhrens-F;shP1', eu el cual se 
obtieue una distribución que depende solamente de un partunetro y a éste 
se le indu1·r una distribución. Este es uu enfoque fid1u·ial, eu el que el papel 
de la cantidad observable (estadística) y el parámetro son. en cierto modo, 
interca1nbiables ya que los une una cantidad pivotal. 

Al considerar que la distrilmcióu de d1 (ver (;l.1-1)) depende de p. utilizando 
como notación u-

1 
I (d1; 31) cu lu¡;ar de g-

1 
(]¡: .3¡, p), se p1'omcdin1'rí 

. 1 p 'l 

!l],jp con respecto a la densidad inducida sobre p (denotada como fp), es 

decir, 

Dado que 

con 

OíJ
1 

(d1) = .7 OíJ
1 
¡)ÍJ1; /3¡, p) fp(p) dp. 

o 

2 
'<('1-1) 

---:-; J n 2 
"'.& ¡,,_ 11 L: (.r; - x) 

z=I 

, .. !..21 f: (v; - (Jo+ :31.i·; )) 

2 

• 
z=J 

(3.23) 

(3.::l-1) 

en el análisis condicional la distribución ele (n-
2);ª no depende de X. En­'7:;; 

tonces "'2 es independiente de :s._, por lo tanto es independiente de 

IS 



E(Xi - X) 2
, es decir, 

i=l 

- n -2 
.,.~ .L :S(Xi-X) =>-

. i=l 

donde el símbolo .L significa que son independientes. 

( ])--~ (rz.-:!);.! 
Sea Sx = n~i a; y s!1 = ~' por el enfoque fiducial se tiene que 

•) 

cr.v 

•) .,.-y 

Al sustituir.,._; y.,.~ en (3.13), se obtiene 

Si se define p = :j_ entonces 
ui 

p= 

p 

--; (~) 
O"!/ tn-1) 

'(~)· o-x ltt-~) 

( -·~- \ 
-~ 
p(~). 

Por la relación dada en ( 3.::l3 ), se tiene que s,. 

ademÍLs, sx .L sy (ver ( 3.::?5)), por lo cual ·1 

(n-2);;¡ 
-<y 

(3.::l5) 

(3.::l6) 

(3.::li) 

3 Sea.n U y F \nrinbles aleatorias independientes L"On distribución Chi-cv.n.dmdn. con u y 

-v grados de libertad respt.•ctivn.mente . t;>Utoncf'S H' = ~: ;~ .'if" distrihuyP como UIUl F con 

(u, v) grados de libNta<l. 
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(~) 
-( s ) - Fcn-1,n-2) · 

(n~2) 

Sea q ~ entonces p = pq =? q = ~· es decir, 

P - Fe n-J .n-2)• 
p 

de esta manera la cantidad ~ es una cantidad pivotal. 

Por notación, sea Qq(q) la función de densidad de q, ~ 

Qq(q) 

(3.28) 

(3.29) 

Dado que se obtuvo la densidad de ~· es conveniente hacer una transfor­

mación para poder promediar DJ,¡,,· Al hacer rl rambio de variable q = ; 
se tiene que 

00 

o-c1 (di)= /o-c1 I (J1;31,q)Qq(q)clq 
1..1 ·· l q 

j¡ 

con 

(3.30) 

/,(:;) = r( "'!-") (~) '!:; "'f1 (1 + -"z.)-"'f" con:; E (O, oo) 
r( '! )r( !i) • " 
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De esta forma O'í], (.81) queda expresada como 

X °J{(l + J...(d1 o qp 

Obsérvese que el inte¡;,Tando es el núcleo de una mezcla infinita de distribu­
ciones t ele Student. con el miszno parámetro de localización (3 1 ) y factor 
de escala (q) que varía de O a oo, ponderadas por la densidad del factor de 
escala. Dacio que esta n1ezcla es sin1étrica con respecto a .31. se puede pen­
sar en ésta con10 la distribución usual para 31 con parámetro d1, así. como 
en la induridfl para di, en donde ahora d¡ es el "parámetroº' (en adelante 
se utilizará esta nomenclatura ). es decir, 

0(3,(d¡) Cx !{ 1 q"::!3(1+J...(;3 -¡3 l2)-:r(1+"-.1q)_, .. ,,}dq 
o ~ qp J l 11.-.! 

(3.3'.?) 
donde 

La integral ( 3.3'.l) no se pudo resolver en forma analítica, por lo que la dis­
tribución de d¡ no se obtuvo en forma explícita. Para dar una expresión del 
intervalo ele confianza de d¡ alrededor de J1, se recurrió a resolver la inte¡;,Tal 
en forma nun1érica.. 

Dicho de otra forma, se desea obtener~ E m+ (fijo). tal que 

J,+~ 
J oa,(81)dB1 

íi.-~ 

con O :5 n :5 l. es decir, 

'.?l 

1- ""· (3.33) 



El resultado obtenido en (3.34) podrá compararse con el correspondiente 
intervalo condicional vara d¡ obtenido en el capítulo anterior. Esta com­
paración indicará qué tan distintas pueden ser las estimaciones por intervalo 
al utilizar un análisis condicional o uno incondicional. 



Capítulo 4 

Programa 

La función de clensiclncl ind11rida para 81, obtenida en el capítulo anterior, 
es 

Dicha densidad depende ele las si¡:;uientes cantidades o parámetros relevantes 
11nra la sin1u \ación 

n 

,6¡ 

tan1año de la n1uestra 
vnlor del parámetro de interés 
en la sinnilación 

p = </p parámetro ele ruido. 

Para cleterrninnr el intervalo al (1-<>) x 100% de confianza para 13 1, obsérvese 
que °' se incorpora como un parámetro n1c•s en el problema ele búsqueda 
uun1érica. 

~3 



Además, habrá que recordar que tanto la variable independiente como la va­
riable dependiente involucran a otros parámetros, ya que X - N ( /Lcr, a>'7, ) y 
Y 1 (X= .z:) - N( 80+8¡;1:, a-.~), por lo que se anexan a la lista de cantidades 
o. controlar ya sea con10 parámetros fijos o de interés. 

Los parámetros que se mantuvieron fijos son los relacionados con la locali­
zación, es decirµ,,= O y i3o = 9.0 x io-v; (este valor se tomó relativamente 
igual a cero, pero para poder utilizar las expresiones de los est i.Inadores tal 
con10 se definieron auteriorxneute era necesario que fuera diferente ele cero). 
El valor ele p se restriu¡:;ió a que tomara los valores { 0.1, 1, :J } que t ieneu 
uu sentido razonable en esta exploración. ya que representan la relación que 
existe cutre la variabilidad de la variable dependiente y la independiente. 
La desviación estánd•\I ch_,. 4y ( a'.r) se generó eu fonna p:>rudoak•atoria y p} 

valor de"'" se obtuvo por tnl~dio de la relación a-,1 = v1P rY'r· El parán1etro 
que falta por analizar es .31 (parámetro ele interés). par" este análisis se de­
cidió asignarle valores de {0.1, l. 10}. 

Debe quedar claro que el fijar las cantidades en pocas combinaciones. fue 
con la intención de poder tener un mejor control rl<•I an(disis. 

Para poder realizar las sinmlaciones se hizo un pro¡;n•ma (ver apéndice A) 
con el que se generaron 111ucstras de normales ele ta1naño 11 = { 10, 50, 100, 500}, 
para cada n y parámetros CJ".r:, i.3 1 y p. se generó uua nnu-~stra con inedia /Lx 

y varianza o-.'7: y una secuencia de obl-~a~rvacioues e;eu.cradas·por 1nedio dP una 
normal con inedia .30 -;.... .3 ¡.c ¿ y varianza pcr,; para cada i = 1, ... , n. Por 
últin10, los dos valores ele n utilizados fueron 0.05 y 0.10. De esta manera, 
los casos a analizar fuerou: 

(n, n, p, 3¡) E { 10, 50, 100, 500} X { 0.5, 0.10} X { 0.1, 1.0, :J.O} X { 0.1, 1.0, 10} . 

Con ci•da una de estas cuartetas se generaron 1000 muestras ele normales 
bivarindas (.e, y) de ta1naño n. 

Para cada una. de las n1uestras e;eneradas ele la n1Ís1na normal biva.rincla se 

obtuvieron los estini.adores ~, ~, .do, .d1 y P~ es decir, 



" . 
;;2 

2:(x;-x) 
i=sl 

X n 1 

íi1 
f:(x;-x)(y;-ii) 
t=l 

f:(x,-x)J 
'=l 

Jo y- d1:r 
(4.3) 

-:, 
t (y;-:1-d1x;)J 
1=1 "'- n-2 y 

p ti. 
<Ti 

Con los estünadores J1, "'~ y valores en tablas de una t de Student con 
(n - ::l) grados de libertad y un nivel ele confianza o:, se calculó el intervalo 
ele confianza condicional ele d1, de éste se obtuvo su longitud, es decir, 

(4.4) 

El intervalo incondicional se cnlculó ele la si¡:;uiente forma. dacia la función 
ele densidad incondicional ele .31 (véase (-tl) ). el estimador .d¡ y un valor 
inicial de~ (~ 0 ). se iuició una búsqueda recursiva. para encontra:;- el inter­
valo de longitud mínima que cubriera el (1- n) x 100% del área, por medio 
del si¡:;uiente algoritmo. 



ALGORITMO DE BÚSQUEDA 

1.- Asir;nar .::l. = .::l.o 

::l.- Evaluar 

3.- Comparar con 1 - n 

4.- FIN 

],+..i. 

J ºª' (/31) d/31 
J,-..i. 

si es mayor 

si es menor 

si es ig;ual 

Asi¡;nar .::l.= .::i. -1-"fl 
Rcs,Tesar a ~.-

Asignar .::l.= .::i. + 1-"f / 
Reg-resar a~--

Ir a 4.-

(4.5) 

La aproximación al valor ( 1 - n) se realizó con 3 dígitos significativos, 1 es 
decir, 

:11-~ 
( 1-o) - J g.,1 (/Ja) dli1 

:1,-~ 

¡c1-o) 1 
< 5 X 10-:1 

(4.6) 

por lo que, para llegar al punto ( 4). la inte¡;Tal evaluada en .::l. deberá estar 
entre 

(1 - n) X (1- (5 X 10-3
)] y (1 - <>) X (1 + (5 X 10-3

)], 

es decir. una aproximación (.::l.•) al verdadero valor de .:l. debe ser tal que 

'Véase Burden (l!JST>}. p.2-1 

::!6 



íJ,+.::..· 
(1 - <>) X (0.995) :S j !J¡j¡ (¡3¡) d8¡ :S (1- <>) X (1.005) 

íi,-..i.· 
(4.7) 

Dado el valor de~•, se evaluó la longitud del intervalo incondicional(::?~*) , para 
después poder compararla con (4.-1). 

Una vez obtenida la simulación se evaluó el cociente de las long;itndes 

P= ~~---,======== 

para luego determinar con todas las sinmlacioncs en qué porcentaje el inter­
valo incondicional resultó ser mayor c¡ue el intervalo condicional. 

Estos resultados se presentan sintetizados en el apéndice B. 



Capítulo 5 

Conclusiones 

En este trabajo se contrastaron, el intervalo de con.fianza condicional y el 
intervalo de confianza incondicional (ambos de longitud mínin1a), asociados 
a la pendiente de la recta del modelo de Re¡;Tesión Lineal Simple. 

Del análisis se derivaron los siguientes casos. 

• p conocido. 

En el capítulo ;¡ se obtuvo el intervalo de confianza íncondicional 
en forma analítica. el cual se comparó con el inten·alo ele con­
fianza condicional. 

Se observó, que para tamaños de muestra ¡;Tandes, la longitud 
ele los intervalos resultó ser esencialn1eute la n1isn1a. ya que la 
diferencia entre las longitudes esta asociada al cuantil de la dis­
tribución que involucra cada uno de los intervalos. Es decir. para 
el intervalo incondicional se asocian cnantiles de una distribución 
t ele Studcnt y para el intervalo condicional corresponden a nnn 
normal, por lo cual la diferencia se tninitniza con.forn1e a au .. 
menta. 

Pero para tan1años de muestra pequeüs. esta comparacton no es 
del tocio adecuada por los supuestos que respaldan a el criterio 
de comparación, en este caso es necesario detern1inar otra forma 

'.!S 



de compararlos. 

• p desconocido. 

En el capítulo 4 se obtuvo el intervalo ele confianza incondicional 
en forma nun1érica. que se con1paró con el intervalo de confianza 
condicional. 

Se pudo observar, que a medida que n crece la longitud de los 
intervalos es, cada vez. n1ús pequeña llegando a oscilar entre dos 
por ciruto por abajo de la longitud condicional y dos por ciento 
por arriba de la. rnisma. esta. variación por abajo de la longitud 
del intervalo codicional se debe a redondeos i.mméricos. 

Para ta1naños de rnuestra pequeños ( 11 = 10). la diferencia. en­
tre la longitud del intervalo incondicional "ºn respecto a la del 
intervalo condicional va disminuyendo, a medida c¡ue el nivel ele 
confianza aumenta, sin cn1bargo no llega a ser t.au pequeña esta 
diferncia, ya que el cociente es al menos 1.0S. lo cual puede con­
ducir a conclusiones diferentes de las que se puedan obtener al 
utilizar un análisis condicional. 

Por lo tanto, se puede concluir que el incorporar el supuesto ele que la varia­
ble independiente es aleatoria produce un incremento sustancial en la longi­
tud del intervalo de confianza del parámetro '31 si el tamaño de muestra es 
pequeño. Para tamaños de rnuestra gTandcs al considerar fija la variable in­
dependiente o aleatoria, los intervalos ele confianza presentan esencialmente 
la misma longitud. 

Por último. es necesario mencionar que en el artículo ele Gnll ( 19S!l) se pre­
senta una solución a este problenu1 desde un enfoque Bayesiano. 

Este problema se puede extender al caso múltiple, que, por supuesto, esta 
abierto para desarrollarse. 



Apéndice A 

Listado del Programa 
cccccc 

cccccc Este es el progama principal que evalua el intervalo de con.fianza 
cccccc para betal. 
cccccc 
cccccc Consta de tres partes 
cccccc 
cccccc la. 
cccccc 
cccccc 
cccccc 
cccccc 
cccccc 
cccccc 2a. 
cccccc 
cccccc 
cccccc 3a. 
cccccc 
cccccc 

Subrutina REG_COND 
Que genera dos muestras de normales y calcula los estimadores 
de la regresion en forma usual. A su vez hace la llamada de otra 
subrutina (Subrutina T_ST) 

Subrutina T_ST 
Obtiene el cuantil de una t de Student 

Subrutina CTTE 
Que evalua la constante ''de normalizacion'' para la densidad 
incondicional de betal 
Subrutina INTERV_BETAl 
Que evalua el intervalo de betal en limites fijos 

integer lllJM, ISEED ,KCOllT ,KSIM ,KTOT 

double precision ALPHA ,PARAM(6) ,BETAlEST ,RHOEST ,DELTA,CTE,AREA, 
* DELTA1,DELTA2,AREA2,COTAINF,COTASUP,COTA,APROX,Al,Bl,DO, 
* Dl. PROMCOll ,DSVCOll ,PROMHIC ,Dsvrnc. TOT. PORCllT ,XVAR. YVAR 

ISEED • 124007 
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KSIM • 1 
KTOT • 1000 
APROX • 5 • Ocl-03 
11UM - 10 
ALPHA • O. lOclO 
COTA • (l .OclO - ALPHA)/2 .OclO 
COTADIF -COTA•APROX 
COTASuP • COTA•APROX 
PROMCON • O.OdO 
PROMINC • O.OdO 
DSVCON 0.0clO 
DSVUIC • O. OclO 

PARAM(l) 
PARAM(2) 
PARAM(3) 
PARAM(4) 

• O .OdO 
• 9 .Od-25 

10.0clO 
2.0dO 

call rnset(ISEED) 
4 if (KSIM .le. KTOT) then 

KCONT • O 
do 1 j • 1,100 

a • rnunf() 

1 continue 
PARAM(S) • 10.0dO•rnunf() 
PARAM(6) = PARAM(5)•sqrt(PARAM(4)) 

call REG_COllD01UM ,ALPHA,PARAM ,BETAlEST ,RHOEST ,DELTAl, 
* XVAR,YVAR) 

cccccc genera las dos normales y calcula los estimadores de la regresion. 
cccccc ademas la longitud del intervalo ele coIÚianza para betal y el 
cccccc estimador de el cociente de varianzas. 

PROMCON • PROMCON + DELTA! 
DSVCOll • DSVCOH + (abs(DELTA1))u2.0cl0 

call C'irE(NUM,RHOEST,CTE) 

cccccc evalua lacte ele la densidad ele betal . 
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Al BETAlEST + 9.0d-25 
Bl BETAlEST + abs(BETAlEST/2.0dO) 

2 if (KCONT .le. 200) then 
call INTERV_BETAl (llUM ,BETAlEST ,RHOEST ,CTE,Al ,Bl ,AREA, 

* DELTA2) 
DEL TA2 • 2. OdO•DEL TA2 
AREA2 • AREA - COTA 

if ((AREA2 .ge. COTAINF).and.(AREA2 .le. COTASUP)) then 
go to 3 

el se 
Dl • Bl 
if (KCOllT .eq. O ) then 

DO •Al 
KCOllT • 

el.se 
KCOllT KCOllT + 1 

end if 
if (AREA2 .gt. COTASUP) then 

Bl • Dl - abs((Dl-D0)/2.0dO) 
go to 2 

el.se 
Bl • Dl + abs((Dl-D0)/2.0dO) 
go to 2 

end if 
end if 

3 PROMINC • PROMillC + DELTA2 
DSVUIC - Dsvnrc + (abs(DELTA2))••2.0d0 
write(•,5)(PARAM(i)••2.0d0,i-S,6),XVAR,YVAR,BETA1EST,RHOEST, 

* DELTA! ,DELTA2 
5 format(8f15.5) 

KSIM • KSIM + 1 

go to 4 
el se 

go to 4 
end if 
end if 
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TOT • dble(KTOT) 
PROMCON • PROMCOH/TOT 
PROMINC • PROMI?IC/TOT 
DSVCON • (DSVCOH - TOT•((abs(PROMCOH))**2.0dO))/(TOT-2.0dO) 
DSVINC • (DSVUIC - TOT• ( (abs(PROMINC)) **2. OdO))/(TOT-2 .OdO) 
write(•,6)ISEED,(PARAM(i),i-3,4) 

6 format(/.i6,2x,2f15.5) 
wri te ( * • 7) PROMCO!I .PRDMIHC ,DSVCON ,DSVINC 

7 format(4f15.5) 
end 

subroutine REG_CDllD(num. alpha.param ,betalest ,rhoest ,del tal, 
xxvar.yyvar) 

cccccc 
cccccc Se genera una muestra de tamanio num. de una Normal con media 
cccccc param(l) y desviacion param(S) que se guarda en el vector xx. 
cccccc 
cccccc Se genera una muestra de tamanio nwn de una Normal con media 
cccccc param(2)+param(3)•xx y desviacion para.m(6) que se guarda en el 
cccccc vector yy. 
cccccc 
cccccc El cociente de varianzas es param(4). 
cccccc 
cccccc Los valores que se obtienen son: 
cccccc estimador de para.m(3) es decir betalest 
cccccc estimador de param(4) es decir rhoest 
cccccc longitud del intervalo condicional al (1-alpha)xlOOY. de 
cccccc con.fianza de beta1est es decir delta 
cccccc 

.. 

integer num 
parameter (max • 500) 
double precision alpha.para.m(6),delta1,xx(max),yy(max),xxmed, 

yymed,sx:x.,sxy,syy,betaOest,betalest,rhoest,;otvar,yyvar, 
yxinterv ,dn, tst 
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tst • O.OdO 
XXllled O.OdO 
yymed • O. OdO 

do j • 1,max 
xx(j) O.OdO 
yy(j) • O.OdO 

end do 

call clrnnoa(num,xx) 
call dscal(num,param(5),xx,1) 
call dadd(num,param(1),xx,1) 
call drnnoa(num,yy) 

do j • 1,num 
yy(j) • param(2) + param(3)*xx(j) + param(6)*yy(j) 

end do 
do j • 1,num 

xxmed xxmed + xx(j) 
yymed • yymed + yy(j) 

end do 

dn .. dble(num) 
xxmed • xxmed/dn 
yymed • yymed/dn 

sxx • O.OdO 
sxy • O.OdO 
do j • 1,num 

sxx • sxx + (abs(xx(j)-xxmed.))**2.0dO 
sxy • sxy + (xx(j)-xxmed)*yy(j) 

end do 

sxy/sxx beta1est 
betaOest yymed xxmed*beta1est 

syy • 0.0dO 
do j • 1,num 

syy • syy + (abs(yy(j)-beta0est-beta1est*XX(j)))**2.0d0 
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end do 

xxvar • sr.x/(cin-1.0ciO) 
yyvar • syy/(cin-2.0ciO) 
rhoest • yyvar/xxvar 
yxinterv • sqrt(yyvar/sxx) 

call T_ST(num,alpha,tst) 

cccccc tst es el cuantil de una t de S~ucient con num-2 g.l y (1-alpha/2: 

cccccc 

delta! • 2.0ciO•tst•yxinterv 
return 
enci 

subroutine T_ST(nu,alp,ts) 

CCCCCC Evalua el cuantil de una t de Stucient con num-2 g.l. y 1-alpha/2 
cccccc 

integer nu 
ciouble precision alp,ts,p,cif,citin,cin 
external citin 

cin • cible (nu) 
cif • cin - 2 .Ocio 
p • 1.0dO - alp/2.0ciO 
ts • citin(p ,cif) 
return 
end 

subroutine CTTE(num,rhoest,cte) 

cccccc 
cccccc El valor de constante que involucra gamas se calcula por 
cccccc descomposicion de las mismas. 
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cccccc 

integer num 
double precision dn,rhoest,cte,cte1,aux1,aux3,aux4,aux5, .. aux6,aux8,aux9,aux10,pi2 

pi2 8.0dO•atan(1.0dO) 
dn • dble (num) 
aux1 dn - 2d0 
aux2 • 2•num - 5 
aux3 • dn - 1d0 
aux7-num - 3 
aux4 0.5dO•aux3•(log(aux3)-log(aux1)) 
aux1 log(auxl) 
auxS O.OdO 

do i 3,aux2,2 
auxS • aux5 + log(dble(i)) 

end do 
aux6 
auxS 

auxl + aux4 + aux5 
O.OdO 

if ( mod(num,2.0) .eq. O.O) then 
do i - a.aux7.2 

aux8 • auxs + log(dble(i)) 
end do 
auxS • 2.•dO•auxS 
aux9 • log(pi2) + O.S•log(rhoest) 
go to 20 

el se 
do i • 2,(aux7/2.0) 

aux8 • aux8 + log(dble(i)) 
end do 
aux8 • 2.0dO•aux8 
aux9 • aux3•log(2.0d0) + O.S•log(rhoest) 
go to 20 

end if 
20 aux10 aux8 + aux9 

cte • exp(aux6-aux10) 
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return 
end 

subroutine INTERV_BETA1(num,beta1est,rhoest,cte,a1,b1, 
* area,delta2) 

cccccc 
cccccc utiliza la subrutina dqdag (basada en la regla de Guass-Kronrod) 
cccccc Este programa evalua la funcion de densidad de beta1 
cccccc 

integer irule,maxsub,num 
double precision g,a1,b1,errabs,errest1,errrel,result1,cte,area, 

* beta1est,rhoest,delta2,beta,rho,aux0,exp1,exp2.exp3,exp4. 
* alist1(800),blist1(800),rlist1(800) ,elist1(800),iord1(800) 

external g,dq2ag 
common /P.st/ beta,rho 
common /para.mi aux0,exp1,exp2,exp3,exp4 
common /err/ errabs,errrel 
common /int/ irule,maxsub 

dn • dble (num) 

irule • 1 
maxsub 800 
erraba • 1.0d-03 
errrel 
auxo 
exp1 
exp2 
exp3 
exp4 
beta 

- 1.0d-05 
(dn-1.0dO)/(dn-2.0dO) 
dn-2.0dO 
dn/2.0dO 
(2.0dO•dn-3.0d0)/2.0dO 
(dn-3.0d0)/2.0dO 
beta1est 

rho • rhoest 

call dq2ag(g,al,b1,errabs,errrel,irule,resul.t1,errestl,maxsub, 
* neval1,nsubin1,alist1,blist1,rlist1,elist1,iord1) 
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* 
* 

area • (e.~p(log(cte) + log(resultl))) 
delta2 • abs(bl - al) 
return 
end 

double precision function g(y) 

integer irule,maxsub 
double precision y,f.a2,b2,result2,errest2,beta12, 

errabs,errrel,beta,rho. 
alist2(800),blist2(800),rlist2(800),elist2(800),iord2(800) 

externa! f,dq2ag 
conunon /est/ beta,rho 
com.mon /err/ errabs,errrel 
common /int/ irule,maxsub 
common /var/ beta12 

a2 • 9.0d-25 
b2 • 1.0dO 
beta12•((abs(y-beta))••2.0d0)/rho 

call dq2ag(f,a2,b2,errabs,errrel,irule,resul.t2,errest2,maxsub, 
neval2,nsubin2,alist2,blist2,rlist2,elist2,iord2) 

g • result2 
return 
end 

double precision function f(x) 

double precision x.aux1,aux2,aux3,aux4,aux5,aux6,Í1,f2, 
* beta12 ,auxo ,expl ,exp2 ,exp3,exp4 

common /var/ beta12 
common /param/ auxO ,expl ,exp2 ,exp3 ,exp4 

auxl • e.~pl•log(x) 
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aux2 • eJtp2•log(abs(x+beta12)) 
aux3 • eJtp3•log(abs(1+x•aux0)) 
f1 • exp(aux1 - aux2 - aux3) 
aux4 • exp4•log(x) 
aux5 • exp2•log(abs(l+x*beta12)) 
aux6 • exp3•log(abs(x+aux0)) 
f2 • exp(aux4 - aux5 - aux6) 
f - f1 + :f2 
return 
end 

39 



Apéndice B 

Simulaciones 

En cada uno de los casos analizados, se define los rangos en los que cae el co­
ciente de longitudes (P). El intervalo incondicional presenta longitud mayor 
que el intervalo condicional, en la mayoría de las simulaciones, en al¡;unos 
casos Ja lon¡;itnd del intervalo incondicional llega a ser más pequeña. esto se 
debe a redondeos ní1mericos. 

Las sin1ulaciones realizadas paran= 10 con los diferentes valores de 31 , p 

y <> se sintetizan en las tablas l y ::?, para n = 50, se localizan en las tablas 
3 y 4. para n = 100, en las tablas 5 y 6, por último. para n = 500, se 
presentan los resultados en las tablas í y S. 
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Trunaño de muestra 10 

Tabla 1. Comparación del cociente de longitudes. 
t.t = 0.05 

p d1 1 1.0 $ p < 1.12 1 1.12 $ p < 1.15 1 1.15 $ p < 1.20 1 p 2: 1.20 1 

0.01 

1.0 

2.0 

0.01 
1.0 

10.0 
0.01 
1.0 

10.0 
0.01 
1.0 

10.0 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

307 
311 
317 
:ll-1 
.102 
323 
308 
313 
.102 

693 
689 
683 
686 
698 
Gil 
692 
687 
698 

Tabla 2. Comparación del cociente de longitudes. 
"'= 0.10 

1 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

p '3 1 jLO<P<l.08ILOS<P<1.lOjl.lO<P<1.13 P>l.13 - - - -
0.01 0.01 o 620 380 o 

1.0 o 599 401 o 
10.0 o 607 393 o 

1.0 0.01 o 587 -113 o 
1.0 o 603 397 o 

10.0 o 570 -130 o 
2.0 0.01 o 59¡ -10:1 o 

1.0 o 566 -!3-1 o 
10.0 o 612 388 o 
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Trunaño de muestra 50 

Tabla 3. Comparación del cociente de longitudes. 
"'= 0.05 

p '31 1 p = 1.0 1 1.0 < p < 1.03 1 1.03 < p < 1.06 1 p > 1.06 1 - -
0.01 0.01 o 6::11 379 o 

1.0 o 597 -!03 o 
10.0 o .5SS -!l::l o 

1.0 0.01 o 60-! 396 o 
1.0 o 60-! 396 o 

10.0 o 593 -!07 o 
::l.O 0.01 o 590 -!10 1 o 

1.0 o 609 :rn1 

1 

o 
10.0 o 631 369 o 

Tabla 4. Comparación del cociente de longitudes. 
(\ = 0.10 

p 81 1 p = 1.0 1 1.0 < p < 1.01 1 1.01 < p < 1.0-! 1 p > 1.04 1 - -
0.01 0.01 o 301 699 o 

1.0 o ::196 70-! o 
10.0 o ::191 709 o 

1.0 0.01 o 30i 693 1 o 
1.0 o ::JS-! 716 

1 

o 
10.0 o 31::1 6SS o 

::l.0 0.01 o 306 69-! 

1 

o 
1.0 o 303 697 o 
10.0 o 3::11 679 o 



Tamaño de muestra 100 

Tabla 5. Comparación del cociente de longitudes. 
l'i = 0.05 

1 p ,3¡ : p < 0.99 1 0.99 ~ p < 1.0 1 1.0 < p < 1.0.J. 1 p > 1.0.J. 1 - -
1 0.01 0.01 o ::!O~ 798 o 

1 

1.0 o ::?lG 78-t o 
10.0 o 31::? 683 o 

1.0 0.01 o 179 8::?1 o 
1.0 o 199 801 o 

10.0 o ::?03 797 o 
::?.O 0.01 o -:!O.J. 796 o 

1.0 o ::?03 797 o 
10.0 o 186 81-í o 

Tabla 6. Comparación del cociente de longitudes. 
" = 0.10 

[ p 3¡ 1 p < 0.99 1 0.99 < p < 1.0 1 1.0 < p < 1.03 1 p > 1.03\ - - -
0.01 0.01 o ~51 7-1.9 o 

1.0 o ::?.J.!J 751 o 
10.0 o ::?.J.6 75-l o 

1.0 0.01 o -:!.J.1 759 o 
1.0 o ::?66 73-l o 

10.0 o ::?-1..J. í56 o 
::?.O 0.01 o ::?50 750 o 

1.0 o ::?50 750 o 
10.0 o ~~ 758 o 



Tamaño de muestra 500 

Tabla 7. Comparación del cociente de longitudes. 
"'= 0.05 

L::ii /31 1 p < 0.98 1 0.98 < p < 1.0 1 1.0 < p < l.03 1 p > 1.03 - - -
0.01 0.01 o 566 -134 o 

1.0 o 573 ~T o 
10.0 o 536 -16-1 o 

1.0 0.01 o 5¡4 426 o 
1.0 o 5i8 -12::! o 

10.0 o 58.1 4li o 
:::l.0 0.01 o 589 411 o 

1.0 o 568 .l:l::? o 
10.0 o 61::! 388 o 

Tabla 8. Comparación del cociente de lou¡:;itudes. 
" = 0.10 

p i31 J P < 0.98 / O.!J8 < P < 1.0 j 1.0 < P < 1.0::! / P > l.02 - -- -
0.01 0.01 o 6-ii 353 o 

1.0 o 658 .1-1::! o 
10.0 o 6-" ,_ .3::!8 o 

1.0 0.01 o 657 3-i:l o 
1.0 o 641 ;359 o 

10.0 o 6::!9 3il o 
2.0 0.01 o 655 .).l,5 o 

1.0 o 6-16 :J5..J, o 
10.0 o 675 :l:::l5 o 



Apéndice C 

Desarrollos Algebraicos 
En este apéndice se presenta el álgebra que se requirió para poder realizar 
el pro¡,;rama hecho en lenguaje Fortran. 

Recuérdese que la función que se va a evaluar nun1érican1ente es 

la cual se puede reescribir como 

(O.!:?) 

dq. 

Se expresará la constante, que sólo depende de /1 en forma más sencilla , es 
decir si 

e (0.3) 



se puede notar que 

r(~)=(~-1)r(~-1), "lieIN. 

Así, de la ecuación (0.3), 

r(~) 

r( ":;') 
= ("-2) 2 . (O • .J.) 

De igual forma en el caso en el que el ar¡;un1ento de la función Gama no sea 
natural. si se puede expresar de la forma i + ! con i E IN, 1 entonces 

. l 
r(t + ::?) 

{ l . ;3 . 5 ... ( ::!i - l)} v'1C 

En la ecuación (0.3) se observa que 

por lo cual 

r( 2"2-3 ) = r((n - ~) + !l 

r( '";-') 
r(~) 

{ ¡.3.¡; ... (2(n-2)-1) }r( A) 
V"-

{ ¡ .3.¡; •.. (2n-.5)} 
2n.-J 

por otro lado, si n es par se tiene 

= { l·H···(~=-:JJ}r"( ,\) 
2----;r-

mientras, que si es impar se obtiene 

r("2') = ("21 - l)! 

= { l . ::! . 3 ... (n2:J) }. 

1Véase Mood pag. 53-t, ecuación (·IO) 

-16 

(0.5) 

(0.6) 

(O.i) 

(O.S) 



De esta forma, dependiendo de si n es par o impar, se tiene una expresión 
particular para la constante (0.3). 

Sin es par: 

e 
{ ~ ,,_, 

{rt_-2) ¡.3.5 ... (2n-5) (!!.=..!.)-:¡-
~ {¡.3.,5 ... ('1-3)}- n-2 • 

(0.9) 

Si n es impar: 

e 
{ } .,_, 

(u.-2)1·3··> .. ·(:?n-.5) (~)-y-

zn-1¡>~ { 1·2·:l···<">"Jf' '1-2 . 
(0.10) 

Por otro lado. la integn1I de (O.:~) se puede reescribir como 

fhq(q)dq 
1 = 

= J hq(q)dq + J hq(q)dq (O.U) 
1) o 1 

donde 

{ -· } q-:l 
hq(q) = - J .. ,,._, • 

(1 + (¡Ji-Lii) ) :; (1 + "-.1 )-,-
qp n=J;'l 

Analizando por separado cada sumando se tiene lo siguiente. el primer 
término del lado derecho es: 

y el segundo término del lado derecho bajo un cambio de variable (v = q-1 ) 

es: 

-li 



Renombrando la variable q, la inte¡;Ta! de la distribución de 8 1 (0.2) se 
transforma en 

Con estos cambios se prog-ran1ó la función, siendo así más eficiente en ]a 
evaluación. 
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