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Capitulo 1

Introduccién

Uno de los modelos estadisticos ampliamente utilizaclo en aplicaciones es el
modelo de regresién, en el cual es usual considerar que la medicién de la
variable dependiente ( o respuesta ) se hace con error y que las variables
independientes ( o regresores ) se miden sin error.

Existe una gran cantidad de literatura para modelos de regresién, dentro
de la cual destaca la de los modelos lineales, en los ¢ue, como su nombre
lo indica, la relacién entre el valor esperado de la variable dependiente y
las variables independientes se modela por medio ce una relacién lineal.
tomando en cuenta que la linealicdad se da en los parimetros y no en las

variables.

Los modelos de regresién lineal son importantes debido a que la relacién que
tratan de describir se puecle aproximar localmente y con base en ésto predecir
valores fuera del rango de las variables analizadas ( auncue las predicciones
serdan confiables s6lo para valores en un rango limitado ). ademas de ésto. la
interpretacién de los pardmetros es mas sencilla por incorporarse al modelo

en forma lineal.

El andlisis usual supone que la distribucién de los errores en la medicién de
la variable dependiente es normal ( gaussiana ). Dicha suposicién se ampara
en que en cierto modo. los errores son el resultado de agregar muchas impre-
cisiones y por ello el Teorema Central del Limite sugiere que ese agregado

debiera ser normal.



En algunos casos el suponer que las variables independientes se miden sin
error no es lo mas conveniente ya que pueden presentar un comportamiento
aleatorio y es importante que se vea reflejada en el analisis, la informacién
que pueda producir este hecho.

Se abordara el caso lineal simple, centriandose en el parametro asociado a
la pendiente del modelo ( un analisis andlogo se puede desarrollar para el
pardmetro relacionado con la ordenada al origen). Para este parimetro es
de interés comparar el intervalo de confiauza obtenido en la forma acostum-
brada contra el que se obtiene al considerar que la variable independiente
es aleatorin. Es decir, al no condicionar el analisis al valor de la variable
independiente, que en este trabajo se definen como anidlisis condicional e
incondicional, respectivamente.

Esta comparacién servird para tratar de determinar si realmente es conve-
niente utilizar un andlisis incondicional cuando la variable independiente es
aleatoria o si se debe realizar un andlisis condicional.

El desarrollo de este trabajo inicié con la bisqueda bibliografica. Los articulos
mas relacionados con el problema fueron, Sampson (197.4), Kinal and Lahiri
(1983), Binkley and Abbott (1987), Judge et al (1988) y Benjamini and
Fuchs (1990). Sin embargo, el enfoque que se aborda en estos trabajos
estd orientado a la reduccién de variauza principalmente. Por esta razén
se decidié iniciar el estudio desde la parte condicional y con base en ella
desarrollar la parte incondicional por medio del Teorema de Bayes, usando
ademas un enfoque fiducial como el que se utiliza en Sprott and Farewell

{1993).

La distribucién de este trabajo es la siguiente :

e En el capitulo 2 se explica brevemente el modelo de regresion
lineal simple. Debido a que este modelo es tratado ampliamente
en la literatura, no se presenta una descripcién detallada del
mismo. empero, se describe cédmo se obtienen los estimadores de
los pardmetros de la regresién al no suponer una distribucién en
los errores, como al suponer una distribucién normal. Una vez
asociada una distribucién a los errores. se desarrolla la obtencion
de intervalos de confianza. Por tltimo. se plantea la posibilidad
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de que la variable independiente sea aleatoria y se realice un
anéalisis incondicional.

e En el capitulo 3 se obtiene la distribucién incondicional in-
ducida del parametro de interés. Debido a que no se pudo expre-
sar esta distribucién en forma explicita, es decir, no se obtuvo
una ezpresion cerrada, se recurrié a evaluarla en forma numeérica,
para obtener el intervalo de confianza de longitud minima.

e En el capitulo 4 se describe el programa cue se utilizé para
determinar el intervalo de longitud minima del parametro estu-
diado.

e En el capitulo 5 se encuentran las conclusiones de este tra-
bajo.

e En el apéndice A presenta el programa escrito en lenguaje
Fortran que utiliza algunas subrutinas de IMSL!.

e En el apéndice B se presentan los resultados de los casos con-
siderados en las simulaciones.

e En el apéndice C se presenta el desarrollo algebraico para
evaluar la funcién de densidad numeéricamente.

International Mathematical System Library.



Capitulo 2

Modelo de Regresién Lineal
Simple

2.1 Descripcién del modelo

o

En muchos problemas practicos o de investigacién es de interés analizar
como cambios en una variable afectan cuantitativamente a otra variable.
Estos cambios en algunas ocasiones se presentan como una relacién fun-
cional simple entre las variables o bien, como una relacién funcional mas
complicada. En el caso de que la relacién sea complicada, se puede aproxi-
mar por una relacién matemdtica simple, como puede ser un polinomio, que
involucre a las variables de interés y que se aproxime a la verdadera relacién
funcional en un rango limitado de las variables analizadas.

Si la relacién matematica que se desea aproximar es una linea recta, se podra
cousiderar un analisis de regresién lineal. En el cual se define como variable
independiente a la variable en la que se dan los cambios y como variable de-
pendiente o aquella en la que ocurre algiin efecto al presentarse los cambios
en la variable independiente, es decir, se ticne la siguiente relacién

Y = 3p+ 31X (2.1)

donde X es la variable independiente, ¥ la variable dependiente, 3p la or-
denada al origen y 3; la pendiente, los parametros 3y y 31 son desconocidos.



Aun cuando la verdadera relacién funcional entre las clos variables sea una
linea recta, al tomar observaciones de estas variables y graficarlas, probable-
mente no se obtendrd exactamente una linea recta, pero las observaciones
se encontrarin en forma aleatoria alrededor de la misma.

Este comportamiento se presenta en los datos por defectos en la medicién
ya sea por errores en los aparatos de medicién o bien por el efecto de otras
variables que no se controlaron al realizar el analisis, éste es un error para
el que no se tiene un control y por lo mismo presenta variaciones aleatorias.
Por lo cual, el modelo que se ajusta a la relacién funcional es

Y = Go+81X +¢ (2.2)
donde ¢ es el error aleatorio.
La variacién aleatoria estd presente en la variable dependiente ¥ no en la

variable independiente, es por ésto que la variable independiente se considera
fija. Con este modelo y una vez observada una muestra de tamafio n

(X1 =1, X2=ux3,... X, =u,).

se puede expresar el modelo en forma muestral como:
yi=080 +Grws; i=1,...,n.

Por considerar sélo una variable independiente, a este modelo se le conoce
como Modelo de Regresién Lineal Simple. donde la linealidad se rela-
ciona con los parametros y no con las variables, es decir. no se requiere que
la relacién sea una funcién lineal de .X y Y. Se consideran algunos supuestos

en los errores, los cuales son:

Els] =0 paratodai=1.....n
Var[e] = o paratodai=1,...,n (2.3)
Fls;cj] = 0 para toda i # j.

De esta forma, al condicionar el analisis en los valores observados de X. es
decir (X = ), se tiene lo siguiente

(&)



ElY|(X=2z)] = 8 +8
(2.4)
Var[Y[(X. =z)] = o3

por notacién, se define a-g =42,

Para desarrollar un analisis estadistico del modelo (2.2) es necesario explo-
rar el comportamiento de los parametros 3p y 3;, a los cuales se les conoce
como coeficientes de la regresidn. Una forma de realizarlo es hacer inferen-
cias sobre el valor de los mismos, por ejemplo, a través de la estimacién,
la cual puede ser en forma puntual o por intervalo. Para la estimacién por
intervalo se requiere de una distribucién asociacda a los errores. Este estudio
se centrard cu la obtencién de intervalos de confianza para los coeficientes
de la regresién. en particular para 3;.

Para la estimacion de los parametros, se obtiene “la mejor” recta que ajuste
los datos, es decir. los estimadores de 3y y 3} deben ser tales que la diferen-

cia entre y; y Jdp + J1x¢ sea minima, paratoda i=1,...,n.

De esta manera, se define la Suma de Cuadrados de los Errores (SCE)

como:

n 9
SCE(3y, 31) = V‘lm-—,ao—a.xi)’ (2.5)

Una forma de obtener los estimadores de 3y y 3) es el Método de Minimos
Cuadrados, en el cual se busca minimizar la SCE.

Ya que la SCE (ver (2.5)) es una funcién convexa y diferenciable con respecto
a 3p y 31, los estimadores se obtienen al igualar a cero las correspondientes
derivadas '
2 ) _
a5 SCE(3n, 31) = 0

5 SCE(30, 31) = 0.

de estas igualdades se desprenden las conocidas ecuaciones normales,



n - -~ n
> Yi—n@y— 3 ';l.Y,‘ = 0
. =

i=

(2.7)
n -~ k3 - n 2
L XiYi—Bo Xi—-B1 X = 0
i=] i=1 i=l
cuya solucién es
,1}() = _)7 b 3]?
_ S (X=F) (15-T) (2.8)
B = =

S (N-X)°

i=l]

Una vez evaluados 3y y 3) en la SCE. se obtiene su esperanza, es decir,

IE[SCE(EQ,E,)] = (n—2)0% (2.9)

de donde se obsserva que un estimador insesgado de la varianza es:

53 o SCE(30,3))

)
v n—2a

Por otra parte. si el interés radica en la construccién de estimadores por
intervalo o en poder contrastar hipétesis sobre los parametros. entonces se
recuiere necesarjamente de una distribucién para los errores. En la literatu-
ra, el caso mis estudiado y que obedece al gran nimero de aplicaciones es
en el que los errores tienen distribucion normal.

Si existe un supuesto distribucional en los errores. otro método para realizar
las estimaciones de los pardmetros es el Método de Mi:ixima Verosimi-
litud. En este caso, debido a que las observaciones son condicionalmente
independientes dado X = &, la funcién de verosimilitud tiene la forma ge-
neral

7




7
L(Bo, Br, o) y) = Tl flyii Bo, 81, o). (2.10)

=1
Bajo el modelo (2.2), la variable aleatoria Y;, para X; habiendo tomado el

valor fijo y conocido .r;, tiene distribucién normal con media 8y + Byzi y

. 2 .
varianza o7, es decir,
Vi (Xi=xz:) ~ N(Bo+bri,0l); Vi=1,...,n (2.11)
De esta forma (2.10) es

P E —_n n B
L( 30, 31, :75; Q) = (era'!-") T exp {—2;; ST (yi— 80— d].c,')z}.
=1
(2.12)

la maximizacién de L produce exactamente los mismos estimadores Eo y E;
que el Método de Minimos Cuadrados. Adicionalmente, el estimador

- . . . 2]
maxuno VEI‘OSUIH] de 0'57 es
= _ SCE(3y, 31)

2 =
os =
y n

En el caso de minimos cuadrados se sabe que 3y y 3 cumplen con la propiedad
de ser de varianza minima dentro de la clase de los estimadores lineales e

insesgados.

Para el caso de maxima verosimilitud, las distribuciones asociadas a los
estimadores 3y, 8 y o2 son:

Bo ~ N(Jo,ag(?;-——
S

L

i=1

8 ~ N(dl. —..—”i-—, (2.13)
S X -F)3
i=1
(11.—2)1;;J 2
oy -~ \(n—2)



donde Eo y 51 son independientes de aﬁ y X’%n_z) representa la distribucién

Chi-cuadrada con (n — 2) grados de libertad.

» . s P 2
Ademas de la estimacién puntual de 8p,31 y o, se puede obtener una
estimacién por medio de intervalos de confianza. Para ésto, se requiere
utilizar cantidades pivotales. donde una cantidad pivotal se define como:

Una funcion de la muestra y el pardmetro de interés cuya dis-

tribucion no depende del pardmetro de interés. !

De esta forma

ooy ~ t(n—‘z)
‘;5 W b ,"':)
\l ST (x-x)"
i=l
e~ t(nog) (2.14)
(S (x-x)7
\Z
(n—=2)o; 2
T~ X(n—-2)

son cada una, una cantidad pivotal (donde #(,,_s) representa la distribucién
t de Student con (n — 2) grados de libertad).

Con estas cantidades se pueden obtener intervalos de confianza de longitud
P

minima para cada uno de los parametros al “pivotear”. Donde un intervalo

de confianza de longitud minima se define como:

Dado el pardmetro de interés (8). una cantidad pivotal (q{y, T2, ..., T4 8,
y un nivel de confiunza « fljo (0 £ x < 1), existen Q; y Q2 que
dependen de « tales que.

'Véase Mood pag. 370



PlQ1<qlznz2,..., 203 0) S Q2]=1—n
Es decir, para cada muestra (z1,x2,...,Zn)
Qi Zqlrr,r2,...,Tni 0) £ Q2

57 y sdlo si

ti{zy e, .., en) S 7(0) < ta (i, L2, .., L0)

para ciertas funciones ty y ta que no dependen de 8. De esta
forma (T, Ty) es el intervalo al (1 — ) x 100% de confianza
para v(8), con Ty = ti(xy, r2,...,Ln)i = {1,2}.

El intervalo de longitud minima es aquel en el que Q1 y Q2 se
eligen de tal forma que ta(wy, T2, ..., 00) — t (L1, L2, . ..., Tn) seq
de longitud minima. °

De esta forma, los intervalos de confianza de longitud minima para 3, 3p y a'g
a un nivel de confianza ~ son, respectivamente

NPRPEE" D DF: SN s IE 4
3o -t > ( =t )- < B0 £ 3+t 3 —u—'=—'—)
(n. 3 uz(z.—.:.) (n=2) uS(m,-—E)J
i= o=l
) 1 - 1
-~ Q 2 -~ ] 2 2
3 t_("” .) < 8 < m+t5(TJ—ﬁ
(=2 (zi—z)" =2 S le=7)"
i==t =1
(’.f_z)f;" < o < ——ﬁ—-l(”,‘?”;‘
BT = y = )
Y Npla
(2.15)

Este andlisis para el caso de la regresién lineal simple con una variable inde-
pendiente fija es elemental y aparece en varios libros de regresién, incluyendo
Weisberg (1980), Draper and Smith (1951) y Montgomery and Peck (1992).

*Véase Mood pag. 379
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2.2 Planteamiento del Problema

En algunas aplicaciones de la técnica de regresién lineal, la variable inde-
pendiente que se pretenden relacionar con la variable dependiente mediante
un modelo simple, es aleatoria. Sin embargo, en la practica para ajustar
este tipo de modelos se considera fija y asi se lleva a cabo el analisis. argu-
mentando que es condicional.

Resulta de interés preguntarse, ;qué ocurriria si se considera la variable
indepencliente aleatoria al hacer el correspondiente analisis del modelo de
regresién lineal?. En particular ;qué ocurriria si la distribucién conjunta de
X ¥ Y es normal?

El desarrollo de este trabajo serd bajo el supuesto de que la variable indepen-
diente, en el modelo de regresién lineal simple, es aleatoria. En particular.
se estudiard el intervalo de confianza para 3; suponiendo cue el analisis es
incondicional.

El andlisis utilizado en la gran mayoria de las aplicaciones para obtener un
estimador por intervalo ( o un intervalo de confianza ) es condicional. En
el presente trabajo se hace una comparacién entre el intervalo de confianza
incondicional para 3; con el intervalo condicional.

Para este andlisis se consideraran los siguientes casos:
e la variabilidad de la variable independiente es mayor que la de
la variable dependiente.

e la variabilidad de la variable independiente es menor que la de
la variable depencdiente.

e la variabilidad de la variable independiente y de la variable
dependiente son similares.

11



Capitulo 3

Obtencion de intervalos de
confianza incondicionales

Partiendo del modelo de regresion lineal simple en donde la distribucién
de los parametros es condicional, se obtendri la distribucién incondicional
del pardmetro asociado a la pendiente. por medio del Teorema de Bayes.
Es decir, el modelo de regresién lineal simple con (.Y, Y) conjuntamente

normales es:

&~ N(O.ai,'})
Y|X ~ N(d+dX, o)) (3.1)

X ~ N(pg,cl)

Dada una muestra, X = .z, la distribucién de §1 \ (X =u) es

il (x=ux) ~ N|a, ——”L——) (3.2)
ST(N=X)2
=1
Obsérvese cue esta distribucién depende de X séloatravésde V. = 3 (X;— X )2
i=1
de esta forma N b -~
S| X = 31|V,

—
(&)




. b ., . . . . s e
donde el simbolo = significa que son equivalentes en distribucién.

Sea ‘qulV la funcién de densidad de Ell V' y hyv la funcién de densidad

de V. Al marginalizar la distribucién conjunta de (/31 , V) se obtendra la
distribucién incondicional de 3; { por notacién 95, ), es decir,

95,81 = fg;;l‘l.(ii], v) - hy(v)dv. (3.3)
para hacer inferencias incondicionales sobre 3.

Dada la distribucién de X (ver (3.1)), se tiene que

n--1)83 2
L~ o (3.4)

Tz
con
(=X 1.5
2 _ =i (3.5)
§2 = =S
De esta forma
d <2 2 2
El(-Yi_-Y) ~ 0 X(n-1) (3.6)
yl

2. Gama(%3, })

I

2. .2
Tr" N(n-1)

(3.7)
n—1 1

= Gama(%3, 3

t\xi= Gama(%. i).

Sea = una v.a. con funciéa de densidad \ff ent. €z ~ C‘-num.(%. 3‘;) donde

Gama(a.b) = r.—’(%‘-:“"lexp{—h:} 1 :€(0.00) . a.b>0yc>0

13



por lo que hy {v) se puede expresar como:

23l v.
U - expy — =T

hyv(v) = =Tl ' (3.8)
(203) 77 r(25h

Aunado a esto, dado que §1| V ~ N (,[31, %i), es decir,

’731["(5“”) = ,/,.,,,-GYP{“‘)—,;:(JI—Bl }, (3.9)

al realizar el producto entre (3.8) y (3.9) ¢ integrar con respecto a v, se
obtiene la densidad incondicional de 3,

1
T — AN 1
VaIrei(202) T r(xzh)

031(31)

(3.10)
>0
31 11 3, 2
x A‘v- CXP{—§{ET;‘5(31—51) }v}dv,
donde el integrando es el nicleo de una distribucion Gama(a,b) con
a = 5
(3.11)
bo= d{Z+AG -7}
Al completar esta distribucién Gama, la densidad de 51 resulta ser
- . 2y =3
g5, (&) = :-m‘rr-(—*) {1+-§(~31—31)2} ) (3.12)
Con el objeto de estudiar esta densidad, se define
p o= . (3.13)

Kt

va que la funcién (3.12) depende de las varianzas sélo a través de p, se puede
reescribir como:

14



o5 Britne) = A 1+4G-a?} . sy

Para analizar la funcién de densidad de 3; se consideraron dos casos:
e p conocido

o p desconocido.

3.1 Primer caso, p conocido .

El primer caso corresponde a la situacion practica en la que se podria suponer
un valor para el cociente de varianzas. es decir cuando se puede saber qué
proporcién guarda la variabilidad de ¥ con respecto a la de X.

Sea p = p, conocido, de manera que la distribucién de 31 sélo depende de

31, es decir

05,18 = et {1+ LG - 907} (3.15)

en esta funcién el nicleo corresponde a una densidad ¢ de Student con {(n—1)
grados de libertad. parimetro de localizacién 3, y parametro ce escala
('n'l—'ﬁ/’t" 2 Por lo cual

31~ tu-1) (3.16)

con

Z%ea z una v.a. con funcién de densidad t de Student con A grados de libertad,

pardametro de localizacién yt y parimetro de escala o2 entonces

e 41 - Lkl
fomy = =T Lyt

r(4)(xme2)?



Bfa] - =

Var[,\]] = z;;”_%ﬁ, sin>3.

(3.17)

De esta distribucion se obtiene el intervalo de confianza, de longitud minima,
para 3 por el camino usual.

Sea N
3y — 3

una cantidad pivotal, con distribucién ¢ de Student con pariametro de escala
0. pardmetro de localizacién 1y (n — 1) gracos de libertad. Asi, se puede
definir el intervalo al (1 — «) x 100%: de confianza de longitud minima para
31 como

Q1 < 7=-"‘:Z' < Qq (3.18)
n~—1

donde 0 < < 1y Qy, Q2 (Q1 = —Q2) son percentiles de una 1) Es
(;fl) es el percentil de una distribucicn ¢ de Student, entonces el
intervalo de longitud minima para 3; es:

. |
decir, si ¢

o

1-3 o i 3
—t(n—l) - ‘—lf=ﬂ=l =< t(u—l) : (3‘19)
V=i
Al “pivotear’ se obtiene el siguicute intervalo de confianza
3 -3 o 3 -3 /%
31— t(n—-l) u,—l £ 3 = i+ t(n.-—l) n—1 " (320)

Para poder hacer una comparaciéon de este intervalo con el correspondiente
T
. . . . . 2 . 2
intervalo condicional. es necesario aproximar ¢ por medio de n—l—l- (X — X)
i==]
esta aproximacién es adecuaca sélo si n es grande. Por la relacién que guarda

L
2 2 ; i 2 i Lo_ (X 2
o; con o, se puede aproximar o7 por medio de £ l(.‘{, — X)), por
i=
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- . 2 .
lo cual, se considerard o} conocida.

. . ¥ . . .
Al sustituir o por su aproximacién en (3.2), se conserva la media pero la

varianza cambia, siendo ahora ;£2.

G n —
Por considerar fijos y conocidos a a’j y S(X:i—- X )2 se tiene que
i=1
Dd ~ N(0,1), (3.21)

2o
V n=1

de esta manera, el intervalo de confianza condicional para 3 es:

3 -% [Pe 3 1= [ pa
3 — ! .:v/:;_—l < 3 <+ 2! RV e (3.22)

o . - - . .
donde z!~% es el percentil de una distribucién nermal estandar, con0 < o < 1.

La motivacion de tener estos dos intervalos de confianza (3.20 y 3.22) es
poder compararlos. Dado que ambos estin centracdos en Jp, es suficiente
con comparar sus longitudes.

La longitud del intervalo incondicional es

=

a5 Lo
:t(n—l)( ) — 1)

y la longitud del intervalo condicional es

(¥

1—2 Lo
2:i-8 (Lo

n —

-2 -3

LI ST IN y el limite cuando n — oo de LT

-3

Obsérvese que =z <

Ky

es z "2,

Como se mencioné en parrafos anteriores, para aproximar o2 se requiere que
n sea grande, por lo cual, la longitud de ambos intervalos es esencialmente
la misma. Para tamafos de muestra pequenos. esta comparacion no es ade-
cuada, ya gue se fundamenta en la aproximacién de o2, que en este caso
no es una buena aproximacién. por la poca informacién gue se obtiene al
tener pocas observaciones.



3.2 Segundo caso, p desconocido

Como 93, depende de un parametro desconocido ( p ), su distribucién se
counsiderara condicionada a este valor. Para obtener la distribucién incondi-
cional se requiere un procedimiento andlogo al ¢ue se desarrollé cuando /§1
dependia de V, con la diferencia de que V' es una variable aleatoria y p
es un parametro fijo. Este tipo de consideracién es similar al utilizado en
Sprott and Farewell (1993) en el problema de Behrens-Fisher, en el cual se
obtiene una distribucién que depende solamente de un parimetro y a éste
se le induce una distribucién. Este es un enfoque fiducial, en el que el papel
de la cantidad observable (estadistica) y el parametro son. en cierto modo,

intercambiables ya cjue los une una canticdad pivotal.

Al considerar que la distribucién de ;1 (ver (3.14)) depende de p. utilizanclo
come notacién g 3 lp(dl; 31) en lugar de !Ijl(dll 31, p), se promediard

con respecto a la densidad inducida sobre p (denotada como fp), es

5 |e
decir,
o0
95,30 = [95,,31:81.0) Folp)do
]
Dado cque
!n.—l);-i;
oz ~ \(n—l)
(3.23)
(n—2)o3
”y! \(n—Z)
con
- - 1= 2
o: = mp 2 (Ei— T)
2 (3.24)
/.\ _ 1 T - . - .
a!-’; = 5= [Z‘] Yi — (,d[) + 31.Li)

—2)a2
en el analisis condicional la distribucién de Qi—;g& no depende de X. En-
v

tonces ;Tj es independiente de X, por lo tanto es independiente de

23
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& <2 .
> (Xi — X)%, es decir,

i=1

— n . — 2y — o .
d L X=X = L’ﬂ L in=yed (3.25)
1=
donde el simbolo L significa que son independientes.
—1)o2 —2)q2 . .
Sea s = ”]-)D' Y sy = (. ”; £, por el enfoque fiducial se tiene que
¥
. o2 . —2) 2
ol o~ GESILE: 05 ~ ("_ )og
-ty =2y
(3.26)
. 1ol .
".f: — (n ﬂlx)o- a_i _

Al sustituir o2 y a';zl en (3.13), se obtiene

- "f ((n—l))
- (o)

. -~ a2
Si se define g = ~£ entonces
az

Por la relacién dada en (3.23), se tiene que s, ~ \"‘Z ety ¥ Sy~ x2(n_2),

ademads, sr L sy (ver {3.25)). por lo cual 3

3Sean U y V" wariables aleatorias independientes con distribucién Chi-cuadmda con u y
v grados de libertad respectivamente . entonces 1V = -L—-/{% se distribuye como una F con
(u,v) grados de libertad.

19



(ins—“) F
-~ n—1,n— . (3.28)
(]ns—2)) ( ‘ #

entouces p=pq = q= 5, es decir,

~ Ftnot.n-2)

™M

de esta manera la cantidad ‘% es una cantidad pivotal.
I

Por notacion, sea Qq(¢) la funcién de deusidad de ¢,

r(dn=3 iy e n=3 n— —nt
Qule) = ooy (328 T " (1 + 82ko) ‘ 3.29)

es conveniente hacer una transfor-

Dado que se obtuvo la deasidad de ﬁ
macién para poder promediar g »’nl/’ Al hacer el cambio de variable ¢ = 5
se tiene que
oo
95, (d1) = /ygll,,(Jx:d:,v)Qq(q)dq
0
con
3 (% 2
751,8581,9) = ———‘————r 1+ (3 - 9p) 3.30)
Aile P (250) (mq) 2 { 'zp } (

3$i 2 ~ Fiu,.) entonces

utw

F(T‘) (u ’3 %{(!-ﬁ-%:)_—?— con = € (0.00)

RO = e



De esta forma 9%, (E;) cqueda expresada como

(5 = r(s)r(st) =t
95,(51) (%) r(222) (77 § n—z)
. {(1 L(31 - 81) ) “5(1+254q)” 2""'_3}dq.

(3.31)

Obsérvese cjue el integrando es el nicleo de una mezcla infinita de distribu.
ciones ¢t de Student. con el mismo parametro de localizacién (J3;) ¥ factor
de escala (q) que varia de 0 a oo, ponderadas por la densidad del factor de
escala. Daclo que esta mezcla es simétrica con respecto a 3|, se puede pen-
sar en ésta como la distribucién usual para 3; con parametro Jjp, asi. como
en la inducide para 3), en donde ahora 3; es el “pardmetro” (en adelante
se utilizard esta nomenclatura ). es decir,

oo 2 _n ' 2m—3
= —_ 2 el E3
9m(81) = Cx g‘{ _rqp)ﬂ (1+ ;;;(d: B1) ) (1 + am3q }dfl
(3.32)
donde

I‘(E)F(Z" F2) n— 1y 23t
1~l> 1-\(11.——-2)( )

n —

La integral (3.32) no se pudo resolver en forma analitica, por lo que la dis-
tribucién de 3; no se obtuvo en forma explicita. Para dar una expresién del
intervalo de confianza de 3; alrededor de 3, se recurrié a resolver la integral

en forma numérica.

Dicho de otra forma, se desea obtener A € IR (fijo). tal que
A+
S 9a(81)dBr = 11—« (3.33)
HBh—

con 0 < a < 1. es decir,



E‘+Aoo ney - —_n _2n-3
l-a = € _f f{—‘;;q T+ S -80%) (1 isle)” T }dqd
Fi—a 0 L(wap)?
(3.34)

El resultado obtenido en (3.34) podrd compurarse con el correspondiente
intervalo condicional para 3; obtenido en el capitulo anterior. Esta com-
paracion indicard qué tan distintas pueclen ser las estimaciones por intervalo
al utilizar un andalisis condicional o uno incondicional.

[ &)
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Capitulo 4

Programa

La funcidén de densidad inducida para 31, obtenida en el capitulo anterior,
es

gd,(,@]) = rig )F("" e )(n.——ll)z—}"‘

F("‘l) [‘(n‘ ] n--2
™ 0 6= 2 0 im0) ™

(£.1)

Dicha densidad depende de las siguientes cantidades o pardmetros relevantes
para la simulaciéon

n tamano de la muestra
81 valor del parimetro de interés
en la simulacién
p = qp parametro de ruido.

Para determinar el intervalo al (1~ ) x 100% de confianza para 3;, obsérvese
que o« se incorpora como un parametro mas en el problema de bisqueda
numeérica.



Ademas, habra que recordar que tanto la variable independiente como la va~
riable dependiente involucran a otros parametros, ya que X ~ N{jz, 02) v
Y (X = z) ~ N(Bo+ 8z, o', ), por lo ¢pue se anexan a la lista de cantidades
a controlar ya sea como parametros fijos o de interés.

Los pardmetros que se mantuvieron fijos son los relacionados con la locali-
zacién, es decir uy = 0 y 8p = 9.0 x 10725 (este valor se tomé relativameunte
igual a cero. pero para poder utilizar las expresiones de los estimadores tal
como se definieron anteriormente era necesario gue fuera diferente de cero).
El valor de p se restriugié a que tomara los valores {0.1,1,2} que tienen
un sentido razonable en esta exploracién, ya que representan la relacién que
existe eutre la variabilidad de la variable dependieute y la independiente.
La desviacién estandar de X (o) se generd en forma pseudoaleatoria v el
valor de 7, se obtuvo por medio de la relacién o, = [/ o,. El pardmetro
que falta por analizar es Jy (pardmetro de interés), para este andalisis se de-
cidié asignarle valores de {0.1,1, 10}.

Debe quedar claro que el fijar las cantidades en pocas combinaciones. fue
con la intencion de poder tener un mejor control del analisis.

Para poder realizar las simulaciones se hizo un programa (ver apéndice A)
con el que se generaron muestras de normales de tamano n = {10, 50, 100, 500},
para cada n y parametros o, 3] Y p. se generd una muestra con media gy

y varianza o7 y una sccuencia de observaciones generadas’por medio de una
normal con media Jy + 3yr; v varianza per para cada i = 1,...,n. Por
altimo, los dos valores de « utilizades fueron 0.05 y 0.10. De esta manera,
los casos a analizar fueron:

(n. o, p, 31) € {10, 50, 100,500} = {0.5,0.10} x {0.1,1.0,2.0} x {0.1, 1.0, 10} .

Con cada una de estas cuartetas se generaron 1000 muestras de normales
bivariadas (&, y) de tamano n.

Para cada una de las muestras generadab de la misma normal bivariada se
obtuvieron los estimadores o2, o,, N 30, 5 y P es decir,



2 3

— 2 (zi—=3)
2 —_ i=1

or = n—1

3= (21—2) (c~7)

/3] o i=1 - 3
> (z:—7)
i=1
- - (4.3)
Bo = Y—BIT
. S (vi—Bo—Brzs)”
[ B, =
Ty = : n—2
Fo= I
a3

Con los estimadores El ,;-E y valores en tablas de una ¢ de Student con
(n — 2) grados de libertad y un nivel de confianza n, se calculé el intervalo
de confianza condicional de 3), de éste se obtuvo su longitud, es decir,

0fd=% I__ 7
“F(n=2) Y"‘(;x:l_z E (4.4}
=

El intervalo incondicional se calculd de la siguiente forma. dada la funcién
de densidad incondicional de 3; (véase (41) ), el estimador J; y un valor
inicial de A (A,), se inicié una busqueda recursiva para encontrar el inter-
valo de longitud minima que cubriera el (1 — ) x 100% del drea, por medio
del siguiente algoritmo. ’



ALGORITMO DE BUSQUEDA

1.— Asignar A =2,

2.— Evaluar
31-9-;.\
_J 9a.(81) a8
Br-A
3.— Comparar con 1 -
si es mayor
Asignar A = A — I—E\-l
Regresar a 2.—
si es menor
Asipnar A = A 4 ’3\‘—,
Regresar a 2.—
si es igual
Ira d.—
4.— FIN
(4.5)
La aproximacién al valor (1 — «) se realizé con 3 digitos significativos, ! es
decir,
Fea
l—a) — L A3,
(1-a) Af gy (O1) didy (4.6)

el < 5 x 10-%

por lo que, para llegar al punto (4), la integral evaluada en 2 debera estar

entre
(I=a)x[1=(5x107%)] y  (1—a)x[1+(5x107%)],

es decir, una aproximacién (A*) al verdadero valor de A, debe ser tal que

Véase Burden (1985). p.24



Bi+as
(1—a)x(0.995) < f 93 (B1)d8; < (1- «) x (1.005) (4.7)

-~

A=A

Dado el valor de A*, se evalué la longitud del intervalo incondicional (2A*) , para

después poder compararla con (4.4).

Una vez obtenida la simulacién se evalué el cociente de las longitudes

A
P =

1—2

t _'3. '-,,——J————.
o "’\_5 3 (wi-7)”
=1

para luego determinar con todas las simulaciones en qué porcentaje el inter-
valo incondicional resulté ser mayor que el intervalo condicional.

Estos resultados se presentan sintetizacdos en el apéndice B.

[&]
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se contrastaron, el intervalo de conflanza condicional y el
intervalo de confianza incondicional (ambos de longitud minima), asociados
a la pendiente de la recta del modelo de Regresion Lineal Simple.

Del andlisis se derivaron los siguientes casos.

® p conocido.

En el capitulo 3 se obtuvo el intervalo de confianza incondicional
en forma analitica, el cual se comparé con el intervalo de con-

fianza condicional.

Se observd, que para tamaos de muestra grandes, la longitud
de los intervalos resulté ser esencialmente la misma. ya que la
diferencia entre las longitudes esta asociada al cuantil de la dis-
tribucidén que involucra cada uno de los intervalos. Es decir, para
el intervalo incondicional se asocian cuantiles de una distribucién
t de Student y para el intervalo condicional corresponden a una
normal, por lo cual la diferencia se minimiza conforme n au-

menta.
Pero para tamaifios de muestra pequeds, esta comparacién no es
del todo adecuada por los supuestos que respaldan a el criterio

de comparacién, en este caso es necesario determinar otra forma
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de compararlos.
e p desconocido.

En el capitulo 4 se obtuvo el intervalo de confianza incondicional
en forma numeérica, que se comparé con el intervalo de confianza
condicional.

Se pudo observar, que a medida que n crece la longitud de los
intervalos es, cada vez, mas pequeiia llegando a oscilar entre dos
por ciento por abajo de la longitud condicional y dos por ciento
por arriba de la misma. esta variacién por abajo de la longitud
del intervalo codicional se debe a redondeos numeéricos.

Para tamafos de muestra pecquenos (n = 10), la diferencia en-
tre la longitud del intervalo incondicional con respecto a la del

intervalo condicional va disminuyendo, & medida que el nivel de

confianza aumenta, sin embargo no llega & ser tan pequeiia esta
diferncia, ya que el cociente es al menos 1.08. lo cual puede con-
ducir a conclusiones diferentes de las que se puedan obtener al
utilizar un andlisis condicional.

Por lo tanto, se puede concluir que el incorporar el supuesto de que la varia-
ble independiente es aleatoria produce un incremento sustancial en la longi-
tud del intervalo de confianza del parametro 3; si el tamaifio de muestra es
pequeno. Para tamanos de muestra grandes al considerar fija la variable in-
dependicnte o aleatoria, los intervalos de confianza presentan esencialmente

la misma longitud.

Por ltimo, es necesario mencionar que en el articulo de Gull (1989) se pre-
senta una solucién a este problema desde un enfoque Bayesiano.

Este problema se puede extender al caso miltiple, que, por supuesto, esta
abierto para desarrollarse.




Apéndice A

Listado del Programa

ccccce
cccecc Este es el progama principal que evalua el intervale de confianza
cccccc para betal.

ccccee

cccccc Consta de tres partes

cccseee

cccccec lta. Subrutina REG_COND
ccccece Que genera dos muestras de normales y calcula los estimadores

cccece de la regresion en forma usual. A su vez hace la llamada de otra

ccccee subrutina (Subrutina T_ST)
Subrutina T_ST

ccccce

ccecccece Obtiene el cuantil de una t de Student

cccecec 2a. Subrutina CTTE

ccccec Que evalua la constante °’de normalizacion’’ para la densidad
cccecee incondicional de betal

ccccec 3a. Subrutina INTERV_BETA1
cccecee Que evalua el intervalo de betal en limites fijos

ccccce
integer NUM,ISEED,KCONT,KSIM,KTOT

double precision ALPHA ,PARAM(6) ,BETALEST ,RHOEST,DELTA,CTE,AREA,
DELTA1 ,DELTA2 ,AREA2,COTAINF ,COTASUP,COTA ,APROX ,AL,B1,DO,

*
D1 ,PROMCON ,DSVCON ,PROMINC,DSVINC, TOT,PORCNT ,XVAR,YVAR

*
ISEED = 124007
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KSIM = 1

KTOT = 1000

APROX = 5.0d-03

NUM = 10

ALPHA = 0.10d0

COTA = (1.0d0 - ALPHA)/2.0d0
COTAINF = —COTA*APROX
COTASUP = COTA*APROX
PROMCON = 0.0d0
PROMINC = 0.0d0
DSVCON = 0.0d0
DSVINC = 0.0d0

PARAM(1) = 0.0dO
PARAM(2) = 9.0d-25
PARAM(3) =~ 10.0d0
PARAM(4) = 2.0d0
call rnset (ISEED)

4 if (KSIM .le. KTOT) then
KCONT = 0O
do t j = 1,100

a = rpunf()

1 continue
PARAM(5) = 10.0d0*rnunf ()
PARAM(6) = PARAM(5)=*sqrt(PARAM(4))

call REG_COND(NUM,ALPHA ,PARAM,BETA1EST,RHOEST,DELTAL,
* XVAR,YVAR)

cccccc genera las dos normales y calcula los estimadores de la regresion,
ccccce ademas la longitud del intervalo de confianza para betal y el
cccccc estimador de el cociente de varianzas.

PROMCON = PROMCON + DELTAL
DSVCON = DSVCON + (abs(DELTA1))*%2.0d0

call CTTE(NUM,RHOEST,CTE)
cccccec evalua la cte de la densidad de betal.
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Al = BETALEST + 9.0d-25
Bi = BETALEST + abs(BETA1EST/2.0d0)

2 if (KCONT .le. 200) then
call INTERV_BETA1(NUM,BETA1EST,RHOEST,CTE,Al,B1,AREA,
* DELTA2)
DELTA2 = 2.0d0*DELTA2
AREA2 = AREA ~ COTA

if ((AREA2 .ge. COTAINF).and.(AREA2 .le. COTASUP)) then

go to 3
else

D1 = Bl

if (KCONT .eq. O ) then
DO = Al
KCONT = 1

else
KCONT = KCONT + 1

end if

if (AREA2 .gt. COTASUP) then
Bl = DL ~ abs((D1-D0)/2.0d40)

go to 2
else
Bl = D1 + abs((D1~D0)/2.0d0)
go to 2
end if
end if

3 PROMINC = PROMINC + DELTA2
DSVINC = DSVINC + (abs(DELTA2))*%2.040
write(*,5) (PARAM(i)**2.0d0,i=5,6) ,XVAR,YVAR,BETALEST ,RHOEST,

* DELTA1,DELTA2

5 format (8£15.5)

KSIM = KSIM + 1
go to 4

else
go to 4

end if

end if



TOT = dble(KTOT)
PROMCON = PROMCON/TOT

PROMINC = PROMINC/TOT
DSVCON = (DSVCON - TOT*((abs(PROMCON))=**2.0d0))/(TOT-2.0d0)

DSVINC = (DSVINC ~ TOT*((abs(PROMINC))**2.0d0))/(TOT-2.0d0)
write(*,6)ISEED, (PARAM(i),i=3,4)
6 format(/,i6,2x,2f15.5)
write(*,7)PROMCON ,PROMINC,DSVCON ,DSVINC
7 format(4£15.5)
end

subroutine REG_COND(num,alpha,param,betalest,rhoest,deltal,
- xxvar ,yyvar)

ccecece

cceccee

Se genera una muestra de tamanio num de una Normal con media
ceccccc param(i) y desviacion param(5) que se guarda en el

vector Xx.

ccccce
cccecce Se genera una muestra de tamanio num de una Normal con media
ccccce param(2)+param(3)*xx y desviacion param(6) que se guarda en el
ccceccc vector Yy.-

ccceccecce
cccccc El1 cociente de varianzas es param(4).

cgccccecc

ccccce Los valores que se obtienen son:

ccccee estimador de param(3) es decir betalest

cccece estimador de param(4) es decir rhoest

ccceec longitud del intervalo condicional al (1-alpha)x100% de
ccccce confianza de betalest es decir delta

ccecee

integer num

parameter (max = 500)
double precision alpha,param(6),deltal,xx(max),yy(max) ,xxmed,

* yymed ,sXx ,SXY,SyY,betalest,betalest ,rhoest ,xxvar,yyvar,

* yxinterv,dn,tst
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tst = 0.0d0
xxmed = 0.0d0
yymed = 0.0d0

do j = 1,max
xx(j) = 0.0d0O
yy{j) = 0.0d0
end do

call drnnoa(num,xx)

call dscal(num,param(5) ,xx,1)
call dadd(num,param(1),xx,1)
call drnnoa(num,yy)

do j = 1,num
yy(j) = param(2) + param(3)+*xx(j) + param(6)*yy(j)
end do
do j = 1,num
xxmed = xxmed + xx(j)
yymed = yymed + yy(j)
end do

dn = dble(num)
xxmed = xxmed/dn

yymed = yymed/dn

sxx = 0.0d0

sxy = 0.0d0

do j = 1,num
sxx = axx + (abs(xx(j)-xxmed))=**2.0d0
sxy = sxy + (xx(j)-xxmed)*yy(j)

end do

betalest = sxy/sxx
betalest = yymed — xxmed*betalest

syy = 0.0d0

do j = 1,num
syy = syy + (abs(yy(j)-betaOest-betalest*xx(j)))**2.0d0
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end do

xxvar = s¥x/{(dn~1.0d0)
yyvar = syy/(dn-2.0d0)
rhoest = yyvar/xxvar
yxinterv = sqrt(yyvar/sxx)

call T_ST(num,alpha,tst)
cccccc tst es el cuantil de una t de Student con num—-2 g.l y (i—alpha/2!

deltal = 2.0d0*tst*yxinterv
return
end

subroutine T_ST(nu,alp,ts)

ccccee
CCCCCC Evalua el cuantil de una t de Student con num-2 g.l. y i—alpha/2
ccceec

integer nu
double precision alp,ts,p,df,dtin,dn
external dtin

dn = dble(nu)

df = dn — 2.0d0

p = 1.0d0 - alp/2.0d0
ts = dtin(p,df)
return

end

subroutine CTTE(num,rhoest,cte)
ccecee
ccccee El valor de constante que involucra gamas se calcula por

cccccc descomposicion de las mismas.
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cccece

20

integer num

double precision dn,rhoest,cte,ctel,auxl,aux3,aux4,aux5s,

* aux6 ,aux8,aux9,aux10,pi2

pi2 = 8.0d0*atan(1.0d0)

dn = dble(num)

auxl = dn -~ 2d0

aux2 = 2*num - 5

aux3 = dn - 1d0

aux7=num - 3

aux4 = 0.5d0*aux3*(log(aux3)—-log(auxi))
auxl = log(auxl)

aux5 = 0.0d0

do i = 3,aux2,2

aux5 = aux5 + log(dble(i))
end do
aux6 = auxi + aux4 + aux5
aux8 = 0.0d0

if ( mod(num,2.0) .eq. 0.0) then
do i = 3,aux7,2
aux8 = aux8 + log(dble(i))
end do
aux8 = 2.xd0xaux8
aux9 = log(pi2) + 0.5*log(rhoest)
go to 20
else
do i = 2,(aux7/2.0)
aux8 = aux8 + log(dble(i))
end do
aux8 = 2.,0d0*auxd
aux9 = aux3*log(2.0d0) + O0.5*log(rhoest)
go to 20
end if
aux10 = aux8 + aux9
cte = exp(aux6-aux10)
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return

subroutine INTERV_BETA1(num,betalest,rhoest,cte,al,bl,

*

cccccce

area,delta2)

ccccce utiliza la subrutina dgqdag (basada en la regla de Guass—Kronrod)
cccccc Este programa evalua la funcion de densidad de betal

cceceece

integer irule,maxsub,num
double precision g,al,bl,errabs,errestl,errrel,resultl,cte,area,

*
*

betalest,rhoest ,delta2,beta,rho,aux0,expl,exp2,exp3,exp4,
alist1(800) ,blist1(800) ,rlist1(800) ,elistl1(800) ,iord1(800)

external g,dqlag

common /est/ beta,rho

common /param/ aux0,expl,exp2,exp3,expd
common /err/ errabs,errrel

common /int/ irule,maxsub

dn = dble(num)

irule =

maxsub = 800
errabs = 1.04-03
errrel = 1.0d-05

auxo
expl
exp2
exp3
exp4d
beta

= (dn-1.0d0)/(dn~2.0d0)
= dn-2.0d0

= an/2.0do

= (2.0d0*dn-3.0d0)/2.0d0
= (dn-3.0d0)/2.0d0

= betalest

rho = rhoest

call
»*

dq2ag(g,al,bl,errabs,errrel,irule,resultl,errestl maxsub,
nevall,nsubinl,alistl,blistl,rlisti,elistl,iordl)
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area = (exp(log(cte) + log(resultl)))
delta2 = abs(bl - at)

return

end

double precision function g(y)

integer irule,maxsub

double precision y.f,a2,b2,result2,errest2,betall,
* errabs,errrel,beta,rho,

alist2(800) ,blist2(800) ,rlist2(800) ,elist2(800),iord2(800)

external f,dqag
common /est/ beta,rho
common /err/ errabs,errrel
commor /int/ irule,maxsub
common /var/ betall

*

a2 = 9.0d~28
b2 = 1.0d0
betal12=((abs(y—-beta))**2.0d0)/rho

call dq2ag(f,a2,b2,errabs,errrel,irule,result2,errest2 maxsub,
neval2,nsubin2,alist2,blist2,rlist2,elist2,iord2)

g = result2

return

end

-

double precision function f(x)

double precision x,auxl,aux2,aux3,aux4,aux5,aux6,f1,£2,
* betal2,aux0,expl,exp2,exp3, expsd

common /var/ betal2
common /param/ aux0,expl,exp2,exp3,exp4

auxl = explxlog(x)
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aux2 = exp2+*log(aba(x+betall))
aux3 = exp3*log(abs(i+x*auxo0))
f1 = exp(auxi - aux2 =~ aux3)
aux4 = exp4*log(x)

auxS = exp2*loglabs(i+x*betal2))
aux6 = exp3*log(abs(x+aux0))

£f2 = exp(aux4 - aux5 = aux8)

f = £f1 + £2

return

end
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Apéndice B

Simulaciones

En cada uno de los casos analizaclos, se define Jos rangos en los que cae e} co-
ciente de longitudes (P). El intervalo incondicional presenta longitud mayor
que el intervalo condicional, en la mayoria de las simulaciones, en algunos
casos la longitud del intervale incondicional llega a ser mas peciuena, esto se

debe a redondeos miimericos.

Las simulaciones realizadas para n = 10 con los diferentes valores cde dy | p

y « se sintetizan en las tablas 1 y 2, para n = g0, se localizan en las tablas
3 y 4. para n = 100, en las tablas 5 y 6, por tltimo, para n = 500, se

presentan los resultados en las tablas 7 y 8.
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Tamaiio de muestra 10

Tabla 1. Comparacién del cociente de longitudes.

l = 0.05
[ m 3 J10<P<I112]1I12<P<115[115<P<120] P> 120
0.017] 0.01 0 307 693 0
1.0 0 311 689 0
10.0 0 317 683 0
1.0 |0.01 0 314 656 0
1.0 0 302 698 0
10.0 0 323 677 0
2.0 [0.01 0 308 692 0
1.0 0 313 687 0
10.0 0 302 698 0
Tabla 2. Comparacién del cociente de longitudes.
[ o= 0.10
U e d; [10<P<1.08[108<P<110]1L10<P<113][P>113
0.01 } 0.01 0 620 : 350 0
1.0 0 599 401 ]
10.0 0 607 393 0
1.0 (0.01 0 587 113 0
1.0 0 603 397 0
10.0 0 57 430 0
2.0 | 0.01 0 597 103 0
1.0 0 566 434 0
10.0 0 612 388 0
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Tamaino de muestra 50

Tabla 3. Comparacidén del cociente de longitudes.

= 0.05 ]
p | 81 [P=10]10<P<103]103<P<106] P>1.06 ]
0.01 | 0.01 0 621 379 4]
1.0 1] 597 103 0
10.0 0 588 412 0
1.0 [ 0.01 0 604 396 0
1.0 0 604 396 0
10.0 0 593 407 0
2.0 | 0.01 0 590 410 0
1.0 0 609 391 0
10.0 0 631 369 0
Tabla 4. Comparacién del cociente de longitudes.
I = 0.10
p | 31 [P=10] 10<P<101[101<P<104[P>104
0.01 | 0.01 0 301 699 0
1.0 0 296 704 0
10.0 0 291 709 0
1.0 | 0.01 0 307 693 0
1.0 0 284 716 0
10.0 0 312 688 0
2.0 {0.01 0 306 694 0
1.0 0 303 697 0
10.0 0 321 679 0
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Tamafio de muestra 100

Tabla 5. Comparacién del cociente de longitudes.

L o = (.05
[ e 31 (P<099[099<P<10] 10<P<104] P=1.04
0.01]0.01 Q 202 798 0
1.0 0 216 T84 0
10.0 0 312 683 0
1.0 {0.01 0 179 821 0
1.0 0 199 801 0
10.0 0 203 TOT 0
2.0 {0.01 0 204 796 0
1.0 0 203 797 0
10.0 0 186 814 0
Tabla 6. Comparacién del cociente de longitudes.
o= 0.10
o 31 | P<099]099<P<10] 10<P<1.03] P>1.03
0.01 | 0.01 0 251 v49 0
1.0 0 249 751 ]
10.0 0 246 751 Q
1.0 {0.01 0 BN 759 [
1.0 0 266 T34 0
10.0 0 244 756 Y
2.0 {0.01 0 250 750 0
1.0 0 250 750 0
10.0 0 240 758 0




Tamaiio de muestra 500

Tabla 7. Comparacién del cociente de longitudes.

l = 0.05
P 51 P<098]098<P<10[10<P<1.03[P>103
0.01 | 0.01 0 566 434 0
1.0 0 573 427 0
10.0 0 536 464 0
1.0 } 0.01 0 574 426 0
1.0 0 578 422 0
10.0 0 583 417 0
2.0 { 0.01 0 589 411 0
1.0 0 568 432 0
10.0 0 612 388 0
Tabla 8. Comparacidn del cociente de longitudes.
L v = 0.10
L~ 31 [P<098[098<P<10] 1.0<P<1.02] P>102
0.01 | 0.01 0 647 353 0
1.0 0 658 342 0
10.0 0 672 328 0
1.0 0.01 0 657 343 0
1.0 0 641 359 0
10.0 0 629 371 0
2.0 | 0.01 1} 655 345 0
1.0 0 6-46 354 0
10.0 0 675 325 0




Apéndice C

Desarrollos Algebraicos

En este apéndice se presenta el algebra que se requirié para poder realizar
el programa hecho en lenguaje Fortran.

Recuérdese que la funcion que se va a evaluar numéricamente es

r(y)r(2es3 25

Qﬁl(-‘al) = r{==t) r(=z2)
3 2

o0

x I{{(nqp) q—_(l-i-’()@l—d,) ) (1+::_:_% —ancd .

la cual se puede reescribir como

oy r(2)r(2est) o1} 5 Ao
96, (B1) = m("_z) P

[

(0.2)

* 0 ( (-’x-'x) ) (l+w,-l) =

Se expresara la constante, cue sélo depende de n en forma mas sencilla , es
decir si

J— (%)r(“"—.‘) n~—1 "_--;l 0.3
= 3 I : . .
¢ (_—_l) r(ez2 )F(—E) (n—z : ( )
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se puede notar que
r(z)=(3-)r(;-1), viem

Asi, de la ecuacién (0.3),

r(%) — (n—’l)' (0.4)

De igual forma en el caso en el que el argumento de la funcién Gama no sea
natural, si se puede expresar de la forma i + % coni € IN,! entonces

1‘(i+é) - {1-:;.5..-ﬁ‘(i2,t—1)}\/;.

En la ecuacién (0.3) se observa que

D(33) =T((n—2)+4)

(0.5)
_ {135 (2(n=2)-1) }r(4)
- 2n—X
por lo cual
r(aes3 3-5.-(2n—5
(1‘(1) Lo benpal (0.6)
X
por otro lado, si n es par se tiene
r(zpl) =T+ )
0.7
{135 (n—m}r(4) (07)
= 5=
2257
mientras, que si es impar se obtiene
rezt) = (2o !
(0.8)

={1.2.3...$%’).}_

'Véase Mood pag. 534, ecuacién (40)
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De esta forma, dependiendo de si n es par o impar, se tiene una expresién
particular para la constante (0.3).

Si n es par:

gu__,:p 35 (”n—o)t(M)L‘s—l. (0.9)

2wp 2 {l 3.5 (n.—'l)} n—2

Si n es impar:

(n=2) {1-35--(2n—3)
am-153 { 123250}

c = (2=4) °. (0.10)
Por otro lado, la integral de (0.3) se puede reescribir como
oo 1
{hq(‘I)d’I J alq)dq + f hq(r)dq (0.11)
i

donde

T 8

hala) = i p—
qlq (14_ L"l)) (l—ﬁq) 3

Analizando por separado cada sumaundo se tiene lo siguiente. el primer
término del lado derecho es:

1 n

— 1 .
— =7 pdq = [ il d
AIE==s e R == K ey

¥ el segundo término del lado derecho bajo un cambio de variable (v = ¢™)
es:

T Tn—3 df] _} "%_‘_‘ Th=T" dv.
(e e R {8 e



Renombrando la variable g, la integral de la distribucion de 3; (0.2) se
transforma en

1 n=3

! n—2

/ = T vv. In=3 dv+/ ERE] o Y
0 (v -+ ———-—(d‘ ;"l) )i (l + %u)_r‘ 0 (I -+ —-—-r-—(ﬂl;"j') v)i(v —+ ﬁ:—;

Con estos cambios se programé la funcidn, siendo asi mds eficiente en la

evaluacién.

In—=3

dv.
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