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Capítulo 1 

Introducción 

Los orígenes .cid estnclio del ul1mrro hl•tcrocromático de hipcrgnificas y de 
Ja definición y desarrollo del cOIHº<'pto dC" hipcrgní.ficas uniformes tensas se 
remonta al problema ele Ja iiu:o1tf'XÍ1°111 acíclica de digráficas. En [NL) se 
introduce la nodcin de inconcxitlu nddic-a <le nnn dignifica D = (\'",A}, como 
el máximo n(mwro dt> componculrs (dl;hilí's) que pncdrn obtenerse al omitir 
un conjunto acíclico ch• flcd1as d<• D. Denotarc•mos a f'Slc mí111cro por "it(D) 
y de <lefine ;;J(D) = ::t(D) +l. , 

Altcrnatimm¡·ntC', ;:;'t (D) p1wcl1• d('finirsc como C'I mínimo mí mero de co­
lores tal que toda colorad611 efectiva 1lr los vértices de D con ese mimcro de 
colores, produce algt'm ciclo dirigido ele forma tal que toda flrcha del mismo 
tiene sus dos cxlrcmo.."i eoloreados dC' distiúto color. 

En clh'l'r!ios toriwos T (<ligní.fi<'as completas sin fl<'chas 1111Htiplcs ni la­
zos) para los ctialf's tJ (T) = 2. M' <·umple la propieclacl adirional de que si 

se colorean sus v(>rtíccs CÍL'Ctívcune11t1• L'Dll 3 colores {¡:;:t(T) = 3), entonces 
aparece 1111 tri;ingldo ríclirnnumtl' urií'ntado tricromático. Esto conduce na­
turalmente a preguntar.se ¡>0r cl 111i11i1110 111ímero ele 3-aristas en una 3-gráfica 
JI que tenga \a propir<lncl <11• que toda coloración efectiva con exactamente 3 
colores, trng;i ;1Jgnna lrl'lla het<•ro<To111:iti<'a, esto es. la tensión en 3-gráfica.'i, 
desarrollad:i en [ADNI] y [AR"\2]. 

En <'l primrr arl írnlo ele lo~ lll<'IWio11arlos con autrrioridacl, se dan las 
dcfinicio11C'S tl1•l 11l111u·ro hC'tt•ro<·rnm;Í.1 iro ch· nna hiJH'rgráfkn }/ = (V, E) y de 
las hipcrgní.fica.-; nuifornws tt•11!->as. qm· l'!l lo nd<•lantl' se llamarán k-gráficas 
{to<lns sus hiprraristas tii•111•n 1•x¡u·t;111u•ntc k vértic<'s). S1• estudian los lla-



mad~s 3-árboles (3-gráficas minimales en el sentido de que si quitamos una 
terna, dejan de ser tensas). Es útil destacar que la definición de hipergráfica 
tensa es una generalización natural de la conexidad de las gráficas (que son 
2-gráficas en el sentido expuesto). Los 3-árboles son igualmente una ex­
tensión del concepto de árboles ya conocidos. Sin embargo, mientras los 
árboles tienen la misma cantidad de aristas para un número fijo de vértices, 
los 3-árboles (y en general los k-árboles, k ?: 3) pueden tener diferente can­
tidad de ternas para un mismo número de vértices (esto es, las propiedades 
matroidales de los árboles se pierden para k?: 3). 

Estos hechos conllevan a plantearse el estudio de los 3-árboles con un 
mínimo número de ternas. En el trabajo referido se construye una familia 
infinita de 3-árboles minimales para todo número primo p tal que el número 
de vértices es n = (p - 1) /2 y el número de aristas es n(n-2)/3. Igualmente, 
se conjetura que para toda n, existe un 3-árbol con f11(11 - 2)/31 aristas. 

En la construcción de la familia descrita de 3-árboles minimales, se de­
muestra un hecho que constituye la principal motivación de este trabajo. 
En especial, se prueba que para todo coloreo con exactamente 3 colores de 
z; = Zp \{O} (el grupo multiplicativo del campo finito de los residuos módulo 
un número primo p) existe una solución de la ecuación x +y= z con colores 
diferentes (véa•e la proposición 3.1 de [ABNl]). 

De aquí se desprende el planteamiento natural del mismo problema para 
ecuaciones de tipo ll.T +by= cz, donde a,b,c E z;, o sea, ¿para qué coe­
ficientes a, b, e la ecuación anterior cumple Ja propieda<l enunciada? A las 
ecuaciones que tienen esta característica se les llamará tensas (a ellas se aso­
cia una 3-gráfica de tnoclo natural que puede ser tensa o no), en otro caso se 
llamará no tensa. Con esta terminología, el problema se traduce en clasificar 
las ecuaciones del tipo dado en tensas y no tensas. 

La proposición 3.1 referida es, en cierto sentido, la versión anti-Ramsey 
de un teorema de Schur de 1916 (véanse [Shu] y [Gra]). Este teorema expresa 
que si coloreamos a N (el conjunto de los números naturales) con un número 
finito de colores, entonces existe una solución ele la ecuación x +y = z con 
x, y, z del mismo color (solución monocromática). Esto es equivalente a decir 
que si N se parte en un nútncro finito de subconjuntos, es decir, 

N = .41 1 A2 1 ... 1 A., 

entonces existe j E {1,2, .. .,r} tal que :r,y, z E A; y x +y= z. Como dato 
histórico, t'.S interesante mencionar que el artículo ele Schur estuvo nlotivado 
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La referencia [Man2) resulta apropiada para consultar detalles y aplicaciones 
de los teoremas de adición en la teoría de los números y en la teoría de gru­
pos. En el capítulo 2 se da un panorama de todo lo expuesto más arriba y se 
demuestran dos nuevos teore1nas de adición necesarios para resolver el pro­
blema en cuestión. Estos dos teoremas caracterizan los pares de subconjuntos 
A, B ~ Zv tales que 

(i) IA+Bl=IAl+IBI y 

(ii) JÁ+BJ = IAI + IBI +l. 

Como en el teorema de Vosper, se da la estructura ele los conjuntos que 
resulta relativamente sencilla de manipular: en la mayoría de los casos se 
trata de progresiones aritméticas o uniones de progresiones aritméticas con 
la misma diferencia. 

Sentadas las bases para la clasificación de las ecuaciones, en los capítulos 
3 y 4 se procede n. demostrar cuáles ecuaciones son no tensas. Además se 
prueba que las ecuaciones resultantes son únicas y por tanto, las que restan 
son tensas. Las ecuaciones se han clivicliclo en dos tipos para facilitar la ex­
posición. Aden1ás, las líneas de razonamiento para ambos casos difieren un 
poco. El proceso de clasificación se basa en la aplicación del Lema Ilásico 
(lema 2.1 de [ADNl] que caracteriza a las k-gráficas tensas) y esto conduce ~1 
análisis de todas las particiones en exactamente 3 partes de z;. Es conocido 
que el nú1ncro de estas particiones es del orden de 3P-1. Luego, es necesa­
rio acotar la cantidad de particiones a analizar y esto se lleva a cabo con 
ayuda de la cardinalidad de las partes y de la suma de pares de ellas. Con 
esto, se reducen considcrablmncntc los casos en cuestión. Con la utilización 
del teórema de Vosper y de los dos resultados demostrados en el capítulo 
2 1 el problema se convierte cu un análisis exhaustivo de casos posibles que 
provienen de las condiciones de los tcoren1as mencionados. 

En las últimas secciones de los capítulos se resume la clasificación y se 
exponen algunos resultados derivados del proceso <le demostración. 

Una lista amplia ele refc1·cnci••• bibliográficas de los temas tratados cierra 
este trabajo, donde confluyen notablemente la teoría de hipcrgráficas, la 
teoría de los números y los teoremas ele adición. Un problema se resuelve y 
como sictnprc, otros nuevos comienzan a perfilarse en el horizonte. 
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Capítulo 1 

Introducción 

Los orígenes .del t>studio cid 111Í11ll'rn lwtC'rocromático de hipcrgriificas y de 
la dcfinicidu y dC'sarrollo del couc·C'pto dí" llipcrgníficas uniformes tensas se 
remonta al prohlr.ma de Ja iuco11Pxib11 acíclica de cHgráfiras. En [NLJ se 
introduce la uodón df' inconexión arklica tle unn digrrifica D = (F, A) 1 como 
el máximo 111i11u•ro <Ir co111po11C'11tc·s (ch"hill's) que puedrn obtenerse al omitir 
un conjunto <tckliro dC' flcd1w.; rll' D. Druorarcmos n c•str. 111í11w~o por -z:J(D) 
y de define ¡;;-t(D) = :J(D) +l. 

Altcrmllimm;•nlc, ;;t(D) p11<•rl1• ckfiHirse como el mínimo mimcro dr co­
lores tal que toda coloraddu decli,·a dL• los \'érticl"S de D con ese ntimcro de 
colores, proclucc alg1í11 ciclo dirigido ele forma tal que toda flecha del mismo 
tiene SUR <los cxtrl'lllO~ colon•ados dr distinto color. 

En dh'crsos Lortu•os T (cligr:itkas c:omplctas sin flechas mültiplcs ni la­
zos) para los cúa!C's i:l(T) == 2. se• c·11111ple Ja propiedad adirional de que si 

se colorean sus vt'rtkcs cfrctfra111e111t• con 3 colores (;;t (T) = 3), entonces 
aparece uu tri;í11gi1Jo dcliramcntc orit'ntado tricronuitko. Esto conduce na­
turalmente a prcguutan;e por el mínimo ulunrro de 3-aristac; cu una 3-gráfica 
H que tenga la pro)liC'dad <le 'Jlll" toda t·oloradón efectiva con exactamente 3 
colores, teuga alguna terna lwt('l'or-ro11uilicn, esto es, In tensión en 3-gni.ficas, 
desarrollada en [ADN l] ." [AD:'-"2]. 

En el primrr mi kulo rl1~ Jos mr1wio11ados con anterioridad, se dan las 
definiciones df'l 111í1111•ro l1cl1•roc·1·om;ílic'ocl<• una hipNgnifkn JI::::(\.', E) y de 
)ns hipergnífieas 1111ifonne~ t1·11!\H.'t. c¡1w c·11 lo adclantC' se JJamarán k-gr<ífkas 
(todas sus l1ip<'rnrh-ta . .., liPllPll (•xm·t<111ll'llf<' k ,·értic<'s). S<• <·studiau Jos Jla-



macias 3-árboles {3-gráficas minimales en el sentido de que si quitamos una 
terna, dejan de ser tens•••). Es útil destacar que la definición de hipergráfica 
tensa es una generalización natural de la conexidad de las gráficas (que son 
2-gráficas en el sentido expuesto). Los 3-árboles son igualmente una ex­
tensión del concepto de árboles ya conocidos. Sin embargo, mientras los 
árboles tienen la misma cantidad de aristas para un número fijo de vértices, 
los 3-árboles (y en general los k-árboles, k ;:: 3) pueden tener diferente can­
tidad de ternas para un mismo número de vértices {esto es, las propiedades 
matroidales de los árboles se pierden para k;:: 3). 

Estos hechos conllevan a plantearse el estudio de los 3-árboles con un 
mínimo número de ternas. En el trabajo referido se construye una familia 
infinita de 3-árboles minimales para todo mímero primo p tal que el número 
de vértices es n = (p - 1) /2 y el número de aristas es n{n-2)/3. Igualmente, 
se conjetura que para toda n, existe un 3-árbol con ín(n - 2)/31 aristas. 

En la construcción de la familia dcscri ta de 3-árboles minimales, se de­
muestra un hecho que constituye la principal motivación de este trabajo. 
En especial, se prueba que para todo coloreo con exactamente 3 colores de 
z; = Zp \{O} {el grupo multiplicativo del campo finito de los residuos módulo 
un número prirno p) existe una solución de la ecuación :z: +y = z con colores 
diferentes (véase la proposición 3.1 de [ABNl]). 

De aquí se desprende el planteamiento natural del mismo problema para 
ecuaciones ele tipo a.T + by = e:, donde a, b, e E z;, o sea, ¿para qué coe­
ficientes a, b, c la ecuación anterior cumple la propiedad enunciada? A las 
ecuaciones que tienen esta característica se les llamant tensas (a ellas se aso­
cia una 3-gráfica de modo natural que puede ser tensa o no), en otro caso se 
llamará no tensa. Con esta terminología, el problema se traduce en clasificar 
las ecuaciones del tipo dado en tensas y no tensas. 

La proposición 3.1 referida es, en cierto sentido, la versión anti-Ramscy 
de un teorema de Schnr de HllG {véanse [ShuJ y [Graj). Este teorema expresa 
que si coloreamos a N (el conjunto de los números naturales) con un número 
finito de colores, entonces existe una solución ele la ecuación x +y = z con 
x,y, z del n1ismo color (solución monocronuít'.r.a). Esto es equivalente a decir 
que si N se parte en un nlnnero finito de subcouj~mtos 1 es decir, 

N = A, 1 A2 1 ... 1 A,, 

entonces existe j E { 1, 2, ... , r} tal que x, y, z E A; y :i: +y= :. Como dato 
histórico, es interesante mencionar que el artículo de Schur estuvo motivado 
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por el último teore111a de Fermat. En particular, probó <le manera tnás sen­
cilla, y con ayuda del teorema mencionado anteriormente, un resultado de 
Dickson (véanse [Die!] y [Dic2]): para toda m , si pes un primo suficiente­
mente grande (p > m!e, donde e denota la base <le los logaritmos naturales), 
entonces la ecuación xm +y'" ::= zm modp tiene solución. 

Por su parte Rado, [Ra<ll] en 1933 generalizó el teorema de Schur. En su 
tesis doctoral demostró lo siguiente. Sea la ecuación 

n 

¿c;x; =O, cr E Z. 
i=l 

Entonces, para toda partición del conjunto <le los números naturales N en 
exactamente r partes, existen xi, x2, ... , Xn que satisfacen la ecuación y están 
en una de las partes si y sólo si existe { CiJ, c¡l, ... , c;1} ~ { c1, c2, ... , Cn} tal que 

1 

Le¡;= o. 
j=l 

Es fácil ver que el teorema ele Schur es consecuencia del de Rada, si ponemos 
la ecuación x + y = z como x 1 + X2 - x3 = O. Los trabajos de Rado fueron 
generalizados con amplitud, para más detalles consí1ltense [Rad2) y [Deu]. 

Luego, el problema que nos concierne puede igualmente considerarse, en 
algún sentido, coino la versión anti-Ramsey del Teorema de Rada para tres 
variables. 

Para la clasificación de las ecuaciones se usan las técnicas de los teoremas 
de adición en la teoría de los números que constituye un área ya clásica ele 
las matemáticas y que ha sido aplicada a diversos problemas combinatorios. 
De hecho, el primer teorema <le adición se debe a A. Cauchy [Can] y data de 
1813. Probó que si A, B ~ z., entonces 

IA +DI;:: miu {p,JAI + JBI -1}, 

donde A + B = {a + b 1 a E A, b E B} . 

El resultado fue redescubierto por H. Davenport en 1935 [Davl] y desde 
entonces se conoce como el teorema ele Cauchy-Da.venport. Igualmente, se 
usa el resultado ele Vosper [Vosl], [Vos2], que caracteriza los pares de conjun­
tos para los cuales se cumple la igualdad en el teorema ele Cauchy-Davenport. 
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La. referencia [Man2] resulta apropiada para. consultar detalles y aplicaciones 
de los teoremas de adición en la teoría de los números y en la teoría de gru­
pos. En el capítulo 2 se da un panorama de todo lo expuesto más arriba y se 
demuestran dos nuevos teoremas de adición necesarios para resolver el pro­
blema en cuestión. Estos dos teoremas caracterizan los pares de subconjuntos 
A, B ~ Zp tales que 

(i) IA+ BI = IAI + IBI y 

(ii) IÁ+ BI = IAI + IBI +l. 

Como en el teorema de Vosper, se da la estructura de los conjuntos que 
resulta relativamente senci!!a. de manipular: en la. mayoría de los casos se 
trata de progresiones aritméticas o uniones de progresiones aritméticas con 
la. misma. difereticia.. 

Sentadas las bases para la clasificación de las ecuaciones, en los capítulos 
3 y 4 se procede a demostrar cuáles ecuaciones son no tensas. Además se 
prueba que las ecuaciones resultantes son únicas y por tanto, las que restan 
son tetisas. Las ecuaciones se han dividido en dos tipos para facilitar la ex­
posición. Además, las lineas de razonainicnto para ambos casos difieren un 
poco. El proceso de clasificación se basa en la aplicación del Lema Básico 
(lema 2.1 de [ADNl] que caracteriza a las k-gráficas tensas) y esto conduce al 
análisis de todas las particiones en exactamente 3 partes de z;,. Es conocido 
que el número de estas particiones es del orden de 3•- 1• Luego, es necesa­
rio acotar la cantidad de particiones a analizar y esto se lleva a. cabo con 
ayuda de la cardinalidad ele las partes y de la suma de pares de ellas. Con 
esto, se reducen considerablemente los casos en cuestión. Con la utilización 
del teórerna de Vosper y ele los dos resultados demostrados en el capítulo 
2, el problema se convierte en un análisis exhansth·o de casos posibles que 
provienen de las condiciones de los teoremas mencionados. 

En las última' secciones ele los capítulos se resume la clasificación y se 
exponen algunos resultados derivados del proceso de demostración. 

Una lista amplia ele referencias bibliognificas de los temas tratados cierra 
este trabajo, donde confluyen notablemente la teoría ele hipergráfica.s, la 
teoría de los números y los teoremas de adición. Un problema se resuelve y 
como sic1nprc, otros nuevos cmnicnzan a perfilarse en el horizonte. 
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Capítulo 2 

De la tensión en hipergráf icas 
a los teoremas de adición 

En la primera parte ele este capítulo, se resumen algunos ele los resultados 
más relevantes ele la tensión de hipcrgrcíficas necesarios para este trabajo. En 
la segunda, se exponen alguno& de los teoremas ele adición conocidos (útiles 
en los siguientes capítulos) y se demuestran dos nuevos teoremas de este tipo 
que serán usados en la clasificación de las ecuaciones que nos ocupan. 

2.1 Tensión en hipergráficas 

Sea H = (V, E) una hipcrgnifica, donde V denota el conjunto de vértices 
y E el conjunto de las hiperaristas, elcfinido como una familia arbitraria de 
subconjuntos de los vértices. Una 3-yrcífica es una hipergráfica para la cual 
todas sus hiperaristas tienen exactamente 3 vértices. A las hiperaristas de 
una 3-gráfica se les llaman ternas. Así, una 2-gráfica es una gráfica en el 
sentido usual. 

En [ADNl] y [ADN2] se introduce la definición de hipergráfica tensa 
y se demuestran los primeros resultados, algunos de los cuales se exhiben a 
continuación. Para la tcnninología usada de teoría de gráficas véase [Har). 

Una coloración ele una 3-gnífica H = (V, E) es una función sobreyectiva 
J: V -t {0,1,2} {de forma er¡uimlcutc, una coloración ele una 3-gráfica 
es una partición no degenerada clcl conjunto de vértices cu tres partes). Al 

. codominio de la función f se le llama conjunto de colores. Una 3-gráfica Hes 
tensa si y sólo si para cualquier coloración de sus vértices con exactamente 3 
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colores, existe al menos una terna hctcrocron1ática, o sea, para toda función 
sobreyectiva f : V -t {O, 1, 2}, existe e E E tal que /(e) = {O, l, 2}. Así, la 
tensión de 3-gráficas generaliza la conexidad de gráficas, que se obtiene si 
se sustituye 3 por 2 en la definición anterior. 

Sea H = (V, E) una 3-gráfica y 0 # X ~ V. Se llama traza de X a la 
gráfica Tr(X) = (V\ X, Ex), donde 

Ex= {{v,w} ~ V\X l 3x E X,{v,w,x} E E}. 

Lema 2.1 {Arocba, Bracbo, Neumann-Lara) H = (V, E) es una 3-grá­
fica tensa si y sólo si ¡mra tocio 0 #X~ V, Tr(X) es una gráfica conexa. 
(Además, es suficiente considerar los conjuntos X de cardinalidad a lo más 
ln/3J, donde n = IVIJ. 

Del lema anterior, se observa que probar la tensión de una 3-gráfica H 
requiere la comprobación <le la conexidad de todas sus trazas. Inversamente, 
para demostrar que H no es tensa, basta con exhibir una partición en 2 
partes de la gráfica T1·(X) que la desconecte. Esta partición conjuntamente 
con X resulta ser una coloración de H sin ternas bcterocromáticas. 

Un 3-rlrbol se define como una 3-gráfica H = (V, E) tensa, tal que para 
toda e E E, la 3-gráfica H\e = (V,E\ {e)) 110 es tensa. Una 3-caclena se 
define como una 3-gráfica tal que para todo v E V, Tr(v) es una cadena. 

Es preciso observar que en el caso de las gráficas conexas, todos los 
árboles con n vértices tienen n. - 1 aristas, o sea los árboles generadores de 
una gráfica forman las bases de un matroide. En el caso de las 3-gráf icas, 
esto no ocurre y se tienen 3-árboles con n vértices con distinto número de 
ternas. En [ABNl] se estudia la cardinalidad mínima<p. de un 3-árbol con n 
vértices y se conjetura que para cualquier n, 'Pn = f n(n - 2)/31- Igualmente, 
se da una familia infinita de 3-árbo\es ele cardinalidad mínima que ele hecho 
son 3-cadenas. Para la construcción de esta familia infinita, se demostró 
la siguiente proposición, que constituye una de las principales motivaciones 
del presente trabajo. Este resultado comienza los intentos para tratar de 
clasificar las ecuaciones con 3 variables sobre el grupo multiplicativo del 
campo finito de los restos módulo p {ntimero primo), en tensas y no tensas. 

Sean p un número primo y z,, ={O, l, ... ,p-1} el campo finito con p 
elenientos. z; = Z1, \ {O} denota el grupo multiplicativo de Zp. 

í 



Proposición 2.1 (Arocha, Bracho, Neumann-Lara) PClrn toda colora­
ción de z; con 3 colores, existe tmr' solución de la ecuación x + y = z con 
colores diferentes {esto es, la ectmción :r +y = z modp es tensa pam todo 
primo p). 

La demostración de este resultado es ingeniosa, sin embargo las ideas 
utilizadas resultan aplicables sólo para este caso especial de ecuaciones. Se 
requieren otras técnicas para lograr clasificar el resto de las ecuaciones. 

Para más detalles en esta temática se recomiendan las referencias citadas 
anteriormente. 

2.2 Teoremas de adición en la teoría de los 
números: definiciones y resultados clási­
cos 

Los teoremas de adición aparecieron primcran1ente en la solución de proble­
mas de la teoría de los ntímcros y posteriormente se extendieron a la teoría 
de grupos y semigrupos (para citar sólo algunos, consúltense [Cau], [Davl], 
[Cho], [She], [Sha], [Kem], [Olsl], [Man3]). Son conocidos muchos teore­
mas sobre la suma de conjuntos, algunos son generalizaciones del famoso 
teorema de Cauchy-Davenport, otros se refieren al conocido problema de 
Erdiis, Giuzburg y Ziv [EGZ], [Ols3], [DEL], a los conjuntos libres de sumas 
maximales [Yapl], [Yap2], [RPl], o a los problemas de densidad de conjuntos 
de números enteros. De la misma forma, ha habido progresos interesantes 
al resolver problemas de la teoría de digráficas (en especial, los relativos al 
estudio de átomos en tligráfica• y a las tligráficas de Cayley), que en al­
gunos casos, hnn conllevado a la prueba de nuevos teoremas de adición o a 
la generalización de otros ya conocidos en la literatura (por ejemplo, véanse 
[Haml], [HLlS], [Ham2], [Ham4]}. Esta temática cuenta con una extensa 
literatura, una referencia apropiada para adentrarse en la teoría es el libro 
de Mann [Man2]. La monografía [Str] es adecuada también para tener un 
panorama ele la relación ele los teoremas de adición con otros problemas. En 
general, el objetiYO ele esta teoría es dar una descripción de la suma ele dos 
conjuntos en términos de cicrta'i propiedades de los sumandos (por ejemplo, 
la cartliualidacl o la medida ele los conjuntos). 
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En lo que sigue, z, y Z., denotarán el grupo aditivo de restos módulo 
p (número primo) y m (número natural) respectivamente. Sea G un grupo 
abeliano finito. Se denota por IAI a la cardinalidad del conjunto A y por A 
el complemento del conjunto A. Si 0 ,¡.A, lJ !;;; G, entonces la suma de estos 
dos subconjuntos de elementos de un grupo se define como 

A+B= {xlx=a+b,aEA,be B}. 

Se definen los conjuntos 

A-B 
-A 
tA 

A+(-IJ), 
{-alaEA} y 
(talaEA}, tEZp. 

Por brevedad, se usarán las notaciones A± c =A :1: {c}, A U c =A U {c}, 
Anc=An {e} y A \c=A \ {c}. 

Se dice que 0 '/. A !;;; Zp está en progresión aritmética si existen a, d E Zp, 
d ,¡. O tales que 

A = {a+ id 1 O :::; i :::; IAI - 1} . 

Uno de los teoremas de adición 1nás sencillos se presenta a continuación. 

Teorema 2.1 (Mann) Sean A,B !;;; G. Entonces 

G =A+[] ó IGI ?: IAI + IIJI . 

El primer teorema de adición conocido fue demostrado por Cauchy (Cau) 
en 1813. 

Teorema 2.2 (Cauchy) Sean 0 ,¡,A, lJ !;;; z.- Entonces 

IA + BI?: min {p, IAI + IIJI - 1}. 

Equivalentemente, este teorema expresa que 

A+[]= z. ó IA + lll ?: IAI + IIJI - l. 

Cauchy aplicó su resultado para demostrar que tocio residuo módulo p se 
puede representar como la su111a de dos residuos cuaclníticos, esto es, que 
toda congruencia :v2 + y2 =: 1· tnodp tiene solución para todo r E z;. 



El mismo resultado de Cauchy fue demostrado independientemente por 
Davenport (Davl] en 1935 y desde entonces se conoce como el teorema de 
Canchy-Dnvenport (TCD en lo adelante). En 1953, Mann (Manl] publicó 
la demostración de un teorema que generaliza el TCD y otros resultados 
obtenidos con anterioridad por I<neser (I<ucl] y Chowla (Cho]. 

Teorema 2.3 (Mann) Sean 0-¡, A, B ~ G. Si e E G y e!/; A+B, entonces 
existen B" e G y H subgru¡io pro¡iio de G tales que: 

(i) B ~B· cG, 

(ii) A + B• = e+ H y 

(iii) IA + B"l - IA + BI = IB"l - IBI. 

Corolario 2.1 (Mann) Si ¡iara todo subgropo propio H de G se cumple que 
IA + HI ~ IAI + IHI - 1, entonces para todo B C G tal que G i- A+ B se 
cumple que IA + BI ~ IAI + IBI - 1. (Si G = z., entonces obtenemos el 
TCD.) 

Corolario 2.2 (Chowla) Sean G = Zm, A= {O} U {a 1 mcd(a, m) = 1} y 
B !:;; G. Si A+ B '# G, entonces ¡ . .J.+ BI ~ IAI + IBI - 1. 

Por otra parte, Vosper (Vosl], [Vos2] en 1956, obtuvo una caracterización 
de todos los pares de subconjuntos A, B ~ Zµ, para los cuales se cumple la 
igualdad en el TCD, o sea, cuando IA + BI = min {p, IAI + IBI - l}. Estos 
pares de conjuntos fueron dcnomínaclos por Vosper, pares críticos. 

Teorema 2.4 (Vosper) Sean 0 '# A, B ~ Zp. E11tonces 

IA + BI = min {¡i,IAI + IBI -1} 

si y sólo si A y B satisfacen una ele las siguientes condiciones: 

{i) IAI + IBI > p, 

(ii) min {!Al, ¡BI} = 1, 

(iii) 7J = e - .4 ¡mm algtín e E z., 
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(ivf A y B están en progresión aritmética con la misma diferencia,. ó se~, 
existen a; b, d E Zp tales que · · 

A={a+idjO:=;i~jAj-1} y B={b+idj0$i$IBl-l}. 

Observemos que las condiciones del teorema de Vosper no son excluyentes. 
Igualmente, la condición (iii) es equivalente a que IA+ BI = p-1y1i = c-A, 
donde e <t A + B. 

Para la prueba de los resultados de la siguiente sección, son necesarias 
algunas definiciones y propiedades ele los subconjuntos de z,,. Primera­
mente, para todos los conjuntos 0 =1- A, B, C, D s:; Zp se tienen las siguientes 
propiedades [Vosl]: 

Si A - B = C - D, entonces A n B = 0 $} C n D = 0 

y como consecuencia 

(A+B)nC=0 $} An(C-8)=0 y (2.1) 
(A-B) n (C + D) = 0 $} (A-C)n (B+D) = 0. 

Obsérvese que A- B = C =?As:; B + C, sin embargo no necesariamente 
se tiene la implicación de que A= D+C. Por ejemplo, sip = 11, A= {0,2,3} 
y B = {3,4}, entonces C= {0,7,8,9,10} y D+C = {0,1,2,3,4,10}. 

En lo adelante, se identificarán los elementos ele Zp con el conjunto 
de números enteros {O, 1, ... ,p-1}. Un intervalo de z,, que se denota por 
[m,n], para m,n E Zp, se define como el conjunto[m,n] = {m,m + l, ... ,n}, 
donde las sumas se toman módulo p. Para completar la definkión, se toma 
el intervalo [n, m] como el conjunto [n, m] = {n, n + 1, ... , m} módulo p. La 
·siguiente figura ilustra esta definición. 
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Por convención, el intervalo vacío, denotado por 0, es aquel que no con­
tiene elementos y Zp = [O,p - 1). El intervalo [m, m) que contiene sólo al 
elemento m se den.ata por [m]. Obsérvese que cualquier subconjunto no 
vacío de Zp es una unión de intervalos. Dos intervalos [mi. n1) y [m2, n2) son 
consecutivos si m2 = n1 + 1 ó n2 = m1 - l. 

Se llaman lntecos (gaps en la literatura) de un conjunto A \;;;; Zp a los 
intervalos de A. Si [p - 1, O]\;;;; (m, n), entonces se escribirá 

(m,n] = [m,p-1) U (0,n). 

2.3 Caracterización de los pares A, B ~ Zp con 
la propiedad JA+ BJ = JAJ + JBJ 

A continuación se dará una caracterización de todos aquellos pares de con­
juntos 0 i A, B \;;;; Zp para los cuales se cumple que IA + BI = IAl+IBI. Para 
probar el teorema correspondiente se requieren los siguientes lemas previos. 
Recordemos que (A, B) es un par crítico si cumple la igualdad en el TCD. 

Lema 2.2 Sean 0 f A, B \;;;; Zp, entonces IA + BI < IAI + IBI si y sólo si 
(A, B) es un píLr crítico. 

Demostración. Supongamos que IA + BI < IAI + IBI , por el TCD se tiene 
que 

min {p, IAI + IBI - 1} :5 IA +DI :5 IAI + IBI - l. 

Analicemos dos casos: 
CASO 1: p :5 IAI + IBI - 1 *> l.4.I + IDI > p = IA + BI y esto es equivalente 
a la condición (i) del teorema 2.4. 
CASO 2: p > IAI + IDI - 1 *> IA + BI = IAI + IBI - 1 < p y esto se cumple 
si alguna de las condiciones (ii), (iii) o (iv) se satisface. • 

De este lema se puede concluir que (.4., B) no es un par crítico si y sólo 
si IA + BI ;o: IAI + IBI. Para lo que resta de esta sección supongamos que se 
cumple esta desigualdad, es decir, que asumiremos las siguientes condiciones: 

·- J,.: ·, .:·., 

IAI + IBI :5 p, 

min {l.41. IBIJ ;o: 2, 
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·'"·· ' . 

ii ;é e -:-A para todo e E Zp y (2.4) 

A y B no están en progresiÓ~ arit~ética con la misiha diferencia. (2.5) 

Sea A un conjunto en pro~resión ari~~~ii~~y IÁI ,;.{es decir, 

A= {a +id i O$ i$/-l} (a;dE z,;,i ;é O), 

entonces podemos suponer q~e ·~:·~:;~·.Y d:=i.l ya que el conjunto A' 
~(A - a) satisface que IAI .· = · IA'i(De esta forma podemos escribir A = 
[0,1-1]. . . . 

Lema 2.3 Sean 0 ;é A, B f;;; Z~, A es una progresión aritmética, IAI = l ~ 2 
y B cumple que: 

(i) O E B, 

(ii) B tiene al menos 2 huecos y 

(iii) el número de intervalos de B es j ~ 2. 

Entonces, si todos los huecos de B tienen longitud$ I - 1, excepto uno .que 
tiene longitud 2! 1, se cumple que 

IA + BI ~ IAI + IBI + j - 2. 

Demostración. B puede escribirse como 

j-1 

B = LJ [s;,t¡ -1], 
i=D 

cloncle j 2! 2, s0 =O, s1 ~ t1_ 1 + l {i E [1,j - l]) y t;-i $ p - 1, además 

j-1 j-1 j-1 

IBI = 2:{t;-s¡) = :Lt1 - :Ls1 
i=O i=D i=I 

y los huecos ele n están dacios por 

j-2 

7J = LJ [t;, s1+1 - lj U (t;-1,p- l]. 
i=O 
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Usando esta notación se tiene que· 

j-1 

A+B= LJ[s1,l+t1 -2]. 
i=O 

Sabemos que B tiene un hueco de longitud ~ 1 y el resto de los huecos de 
longitud :s; 1 - l. Ante todo, se probará que se puede suponer que el hueco 
de longitud~ 1.es [t;-i.P-1]. En caso contrario, si J[t1,s;+1 - l]J ~ 1 para 
algún i E [O,j - 2], definamos un conjunto B' tal que B' = 11 + p - si+i· 

Si. O <f. B', entonces s0 # O y definimos B" = B' - s0. En cualquier caso B' y 
B" cumplen las condiciones del lema, su hueco de longitud ~ 1 está al final 
y además JBJ = JD'J = JB"J y 

IA+BI = IA+B'I = IA+D"I, 

por lo que demostrar el lema para D es equivalente a demostrarlo para B' o 
B". Así se tiene que 

s1+1 - t; ::; 1 - l *> B;+1 ::; 1 + t; - l (para todo i E [O, j - 2]) y 

p - t;-1 ~ 1 *> 1 + t;-1 - 2 ::; p - 2, 

de donde se obtiene que 

A+B=[O,l+t;-1-2] y IA+Bl=l+t;-1-'-l. 

Por otra parte, como s0 =O y s; ~ t1_ 1 + l (i E [l,j - l]), entonces· .. 

j-1 j-2 

L S¡ ~ L t¡ + j - l. . 
i=l i=O 

Consideremos la siguiente diferencia: 

IA+Dl-(JAI + IBll 
j-1 j-1 

1 + t;-1 - l -1 + E S¡ - E t¡ 
i=l i=O 

j-1 j-2 
E S¡ - E t¡ - 1 ~ j - 2, 
i=l i=O 

si hacemos uso de la desigualdad (2.G). 

Del lema anterior. hacemos las siguientes observaciones: 

(2.6) 

• 

_,: ... ,_::·: 



(i) Si j = 2, entonces IA +DI ~ IAI +ID!. 
(ii) Si j = 3, entonces IA +DI ~ IAI + IDI + l. 

Decimos que A ~ Zp es una progresión casi aritmética si A es una 
progresión aritmética a la que le falta un elemento distinto del primero y el 
último, es decir: 

A= {a+ id 1 o$ i $ i - l} u {a+ id 1i + 1 $ i $ IAI - l}, 

para j E (1, !Al - 2]. 

En [Vosl] se prueba que con las suposiciones de que min {!Al, IBI} ~ 2, 
!Al+ IBI < p y (A, D) es un par crítico, si A está en progresión aritmética, 
entonces B y A+ D están en progresión aritmética con la misma diferencia 
(véase el lema 3, p. 203). El recíproco no es cierto como se ve en el siguiente 
ejemplo. 

Sean p = 13, A = [O, 2] y D = [2, 4] U [G, 8]. Entonces, su suma es 
A+B = (2, 10] que está en progresión aritmética y el complemento de )asuma 
es la progresión aritmética A+ B =(O, l] U (11, 12]. Por tanto, considerando 
el lema 2.2, en la condición (iii) del siguiente teorema es necesario asumir 
que A no está en progresión arit1nética. 

Teorema 2.5 Sean 0 ,¡. A, B ~ z,. y supongamos que 

IA+ DI~ IAI+ IDI. (2.7) 

Entonces 
IA + BI = IAI + IBI (2.8) 

si y sólo si A y B satisfacen una de las siguientes condiciones: 

{i) IAI + IBI = p, 

{ii) 7J =(e- A) U t varo e rf. A+ B y algtin t E Zp, 

{iii) 7J = A+ B - A y A no estcí en progresión aritmética, 

(iv) A = { ci, a+ d} y B es la unión ele dos ¡¡rogrcsiones aritméticas con 
diferencia d, cloncle a, d E z,., 
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(v) A y B esltiri en progresión aritmét;~a y ci.s';aritméÍica respectivamente, 
con la misma diferencia. · · .. · 

Dernostroción. 
l. SUFICIENCIA. Se probará que cada. una de las condiciones (i)-(v) implica 
,1 )·grldr {2.8). 
iffii¡=;=¡;¡=¡¡;,Evidente. . 
i(u)~(2.8)1 Suponiendo que la condición (ii) se cumple, entonces 

p-IBI = IBl=l<c-A)UtlSlc-Al+l {2.9) 
= Al + 1 ~ IAI + IBI ?: p - l. 

Por otra patte 

Bn ((e-A) u t) = 0 ~ (Bn (e-A)) u (Bnt) = 0 
~ (Bn(c-A))=0 

. ya que t 'f. B. Luego (2.10) es equivalente a 

(A+ B) ne= 0 ~ IA + BI S p - l. 

Tomando en cuenta (2.7), (2.9) y (2.11) se obtiene que en 

p- i ?: IA +.a¡ ?: IAI + ¡n¡ ?: P - 1, 

.•. (2.10) 

{2.11) 

se cum~le la igualdad y se tiene (2.8). 
l(ui)=:-( .8)1 Supongamos que la condición (iii) se verifica, entonces tenemos 
que IA +BI ;::: 2 (en otro caso, si IA + n¡ = l ~A +B = {e}, entonces 
B =e-A C).Ue contradice (2.4)) y 

¡n¡ = IA + n - Aj ?: IA +ni + IAI , 
porque A no está en progresión aritmética. Si en la expresión anterior se 
cumple la desigualdad estricta, entonces IA + BI > !Al + IBI, luego se tiene 
que 

¡:u¡ = IA + n - Aj = IA +o¡ + ¡.11 ~ IA + 01 = IAI + IBI . 
~l(1-v~)::::>~(=2~.8~)1 Sin perder gcneralidad

1 
podemos suponer que 

A=[O,l] y B=[0,1·-l]U[s,t-lj, 
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donde r ?: 1, r + 1 ::; s ::; t - 1, t ::; p - 1 y !DI = r - s +t .. · Entonces 
· A+B=[O,r]U[s,t] y IA+Bl=r+l+t-s.+l=IAl+IDI. 

\(v)=:-(2.8)! Como A y D está.11 ·en progresióÍl aritmética y· casi' aritmética 
respectivamente, entonces podeinos suponer tjue. · 

A=[0,1-1] con!Al"."1?:2.Y 

B = [0,r- l)U [r+ 1,t . .,-1), !DI= t.-,1 y r;e [1,t-:-2),'.t ?:.3. 

Luego 
A+ D.=[O;l+r-::2)1,J.[r,_ffi_lrt:t :;:-.2¡;.' ,. 

Como 1?: 2 y r E [l, t :-2], ~nton~"5 ''·' ':' /' .··., :: '.' •• -

A+ D:: [o,1ft '-2) y I~~ BI ,;;1+t'~1 =ii1\ +1n1 .. 
ll. NECESIDAD. Supongamos que- -

IA+DI = IAl+IDI. (2.12) 

l. Si !A+ BI = p, entonces evidentemente !Al+ !DI = p, condición (i) del 
teorema. 

2. Snpongamos entonces que 

{i) IA + DI ::; v - 1 <* jA + DI ;;::; 1 y 

(ii) D no está en progresión aritmética. 

Consideremos dos casos. 

2.1. CASO: A no está en progresión aritmética. 
Como 

(A+ D)nA + D = 0 <* Dn(A + D-A) = 0<*1J 2 A+ D-A, 

entonces 
¡11¡ ?: IA + D - Al. {2.13) 
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2.1.1. SUDCASO: Si IA + ª' = 1, entonces At~,,;; M ,(e~ Zp), 

B 2 c,-,A y ¡a¡;::: lc.-ÁI = IJ!I.• Como.noscéu'mple,la 
igualdad (véase {2.4)), se tiene que ' · · . · ,· : ' · 

Luego 

B::> e-A=> !:BI;::: le-Al+ l =IAl+1. 

IA + BI = P -¡A+ a¡ =.P - l - IAI + IAI 
;::: p- 'Bl+IAI =IAl+IBI. 

En la desigualdad anterior se cumple la igualdad. Así, 

B = (e - A) U t para algún t E Zp 

y se cumple la condición (ii) . 
. , 2~1.2. SUDCASO: Si jA + nj ;::: 2, entonces usando (2.13) 

IAI + IBI = IAI + p -181, $ IAI + p - l;;r:;:B - Al 
$ IAI + v - A+ ni - IAI = IA + BI, 

donde para la segunda desigualdad, suponemos que A no 
está en progresión aritmética. En la expresión anterior se 
cumple la igualdad y por tanto jaj = jA + B - Aj. Como 
B 2 A + B - A, entonces se cumple la condición (iii). 

2.2. CASO: A está en progresión aritmética. Se analizarán los inter­
valos de B. Por el lema 2.3 (véase la observación (i) después 
del· 1e111a), es suficiente considerar solamente el caso en que B 
tiene exactamente 2 intervalos. Sin perder generalidad podemos 
suponer que 

A = [O, 1 - lj' IAI = 1 ;::: 2 y 

B= [0,r-ljU[s,t-lj, IBI = r-s+t, 
donde r ;?:: 1, r + 1 $ s $ t - l y t $ p- l. Los huecos de B están 
dados entonces por 

B= [r,s-l]U[t,p- lj 

y la suma de A y B es 

A + B = [O, I + ,. - 2] U [s, 1 + t - 2]. 

Analicemos los siguientes subca'5os: 
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2.2,L 

. . ·' . - ·,· . ·. . .·_·:: .. 

Sunc,\~~:' Los dos Ímecos d~ .ci tienen l~n~itud S 1. - 1, es 
~~ . . . . .· .·• ... ' 

~-;S·l~l.<*sSl+r-1 yp-t~l-l#l+t-l?!p. 
• e. . •' 

Eufonces A + B , = z,, que es una contradicción c~n · 1a su­
posición de que IA + BI s p - L 

· 2.2.2. ·suncAso.:~ Los dos huecos de B tienen longitud> l. Entonces 

$> s?!l+r y 
$> l+t Sp. 

Por tanto en (2.14) los intervalos son disjuntos y esto implica 
que 

IA+BI l[D,I + r-2]1 + l[s,I + t -2]1 
l+r-l+l+t-1-s 
21 + r - s + t - 2. 

Como se cumple (2.12) se tiene que 

~+r-s+t-2=1+r-s+t•l=2 

y se cumple la condición (iv). 
'2.2.3. SUDCASO: Uno de los huecos de B tiene longitud S 1- 1 y el 

otro es de longitud 2: 1. Nuevamente, podemos suponer, sin 
perder generalidad (véase la demostración del lema 2.3) que 

s-rS/-l$>sSl+r-lyp-t?!l$>l+tS~ 

De este modo, en (2.14) los intervalos se intersectan o son 
consecutivos, así 

A + B = [O, 1 + t - 2] y IA + BI = 1 + t - l. 

Como se verifica (2.12) entonces 

y esto significa <JUC I1 es una progresión casi aritmética. Se 
cumple la conclición (v). • 

Obsérvese que la• concliciones (i)-(v) del teorema no son excluyentes. 
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2;4 Caracterización de los pares A, B ~ Zp con 
la propiedad IA + BI = IAI + IBI + 1 

En lo que sigue se caracterizan los pares de conjuntos 0 # A, B ~ Zp tales 
que JA+ BI = JAJ+JBJ+l. Haremos uso de algunos de loslemasproba<los en 
lasecciónanterior. Paracomenzarsupondremosque IA+BI <! JAl+IBJ+l, 
esto es no se cumplen las condiciones (i)-(v) del teorema 2.5: 

IAI + IBI ~ p - 1, 

7J f (e - A) U t para todo t E z., 
7J f A+ B - A para todos A, B ~ z., 

IAI <! 3 o B no es unión de dos progresiones aritméticas y 

A y B no están en progresión aritmética y casi aritmética 

respectivamente, con la misma diferencia. 

Teorema 2.6 Sean 0 f A, B ~ Zp y su¡>0ngamos t¡ue 

IA + BI <! IAI + IBI +l. 

Entonces 
IA + BI = IAI + IBI + 1 

si y sólo si A y B satisfacen una de las siguientes condiciones: 

{i) IAI + IBI = p - 1, 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

(ii) B = (c-A)U {l¡,t2 } pam clf. A+B yti.t2 E Zp talesquet1 f t2 , 

{iii) B = (A+ B -A) U t ¡mra algtÍn t E Zp y A no está en progresión 
aritmetica, 

(iv} A = {a, a+ d, a+ 2d} y B es la unión de dos progresiones aritméticas 
con diferencict d, donde a, d E z,,, · 

{v) A = {a, a+ el) y B es la tmión de tres progresiones aritméticas con 
diferencia el, donde a, el E Zp, 
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' . ,, . 

(vi} A c8td e~ progresión aritmi!tica. con diferonda d y B e~ la .u~ijn de dos. 
o tres ¡1rogicsfonesaritrnéticas c;on difer,C~cia/l t~l ~u•; , ': -

B '= {b + Íd 1 O'.$ i :5 r ..::Í} U {b:+,ÚJr :(2~i $';.:.1}'; 

donde r S s+í. y s $p-:2, ~- •. ····. ,' '_'.':'¿ 
!3 ,;;· {b +id 10 sis ~;j1}ú {b:f:.idl ;;+! :5íí':St-: i} 

. U{b+id_jt+lSi:SV..:.1};· 

donde r St-2, t S v-2 yv :S·p-,_2. 

Demostración. 
!. SUF !CIENCIA. Se probará que cada una de las condiciones (i)-(vi) implica 
la igualdad (2.21). 
1(1)=>(2.21 ll Evidente. 
i(n)=>{2.2I)isupongamos que la condición (ii) se cumple, entonces 

p- IBI = ¡111 = l(c-A) u {ti.t2}i S le-Al+ 2 
= Al + 2 # IAI + fBI :;:: p - 2. 

Por otra parte, 

(2.22) 

Bn((c-A)U{t1,t2})=0 # (Bn(c-A))U(Bn{t.,t2})=0 
# Bn(c-A)=0 

(2.23) 
ya que t1,t2 rf. B. Luego (2.23) es equivalente a que 

(A+B) ne= 0 => IA +BI $p-1. (2.24) 

Tomando en cuenta (2.20), (2.22) y (2.24) se tiene que 

p - 1 :;:: IA + BI :;:: IAI + IBI + 1 ;::: p - 1, 

se cumple la igualdad y se cumple (2.21). . · 
1(111)=>(2.2I)is¡ la condición (iii) se verifica, cntoncesse tiene que IA + BI :;:: 2 

(en otro caso, si IA + nj = 1 <-->A+ B ={e}, entonces 1J =(e-A) Uf, que 
contradice (2.16)) y 

l7JI = l(A + B-A) u ti= IA + B -Al+ 1:;:: IA + BI + IAI + 1 
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. . . . - : . . . . . . . 
. ".:. . . ·. ·, . __ ,. ; 

po~qU:é i:~ A+B-'-AyAllo está en progresión aritmética: si cnl~ exi>rcsÍóri ... 
a1iterio~ se cuniple la desigualdad estricta, entonces IA +DI > IAI ·+ IBI + l; · 
luego sc'tieneAue'. · · 

¡:a¡= i(A+B-A) Utl = IA+Di+IAI + 1 ~ !A+BI = IÁl+IBI +i. 
. ' -:, 

"1(1~v~)=>~(=2~.2~1~)1 Sin perd~r generalidad, podemos suponer qué·_ 

A=(0,2] y B=(O,r-l)LÍ(s,t-1), 

donde r;:: l.'r+2::; s::; t-1, t::; p-1, IAI = 3 y 1.Dl = ;~~+t: ·E~timces 
A+ B = [O,r + l]U [s,t + l] y IA +DI= r+2+t -s+2 = IAI + IBI +l. 

l(v)=>(2.21)1 Como en el caso anterior, podemos suponer que 

A=[O,l] y B=(O,r-l]U[s,t-l)U(u,v-1], 

donde r;:: 1, r+l::; s::; t-1, t+l::; u::; v-1::; p-2 y IDI = r-s+t-u+v. 
Entonces 

A+ D = [O,r] U [s,t] U [u,v] y 

IA + BI = r + 1 + t - s + 1 + v - u+ 1 = IAI + IDI + l. 
rrl(v'"'i'")=>-,-,("'2..,.2""1")1 Nuevamente, se puede asumir, sin perder generalidad que 

A= [0,1-1] con l;:: 3 y IAI = ly 

B = [O,r- l]U (r+2,t- l], 

donde r;:: 1, r + 2::; t - 1 ::; p - 2 y IDI = t - 2 ó 

B =[O, r - l] U [r + l, t - l] U [t + l, v - l], 

con r <:::: 1, r + 1 ::; t - 1, t + 1 ::; v - 1 ::; p - 2 y IDI = v - 2. Entonces, en 
el primer caso 

A+ B = (O, l + r - 2] U (r + 2, l + t - 2) = (O, l + t - 2) 

debido .a que l <:::: 3 y así los dos intervalos de A son consecutivos o se inter­
sectan. Luego 

IA +DI = l + t - 1 = IAI + IDI +l. 
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En el segundo cnso, 

A+B = [O,l+r - 2] u (r + 1,1 + t-2] u [t +1:; ~V~ 2]~ (o;i +,6:....21 
' ....... '¡ ·-···. ,••; 

ya que 1?: 3 y consecuentemente, los intervalos de.A se i11·t~rs,~ct~ri:'Erito~~e5 . ~' . . . - . . ; ... . - . .. . . . . . ' 

IA + BI = 1 +V - 1 = IAI + IBI + 
!I. NECESIDAD. Supongamos que 

IA + BI = IAI + IBI + l. 
l. Si IA + BI = p, entonces fácilmente se tiene que !AL+ IB!.= Z,:,::..j, la 

condición (i) del teorema. · · · ' , · 

2. Supongamos entonces que 

(i) IA + BI :$; p - 1 <* JA+ n¡ ?: 1 y 

(ii) B no está en progresión aritmética. 

Consideremos dos casos. 

2.1. CASO: A no está en progresión aritmética. 
Como 

(A+B)nA+B= 0 # nn(A+B-A) =0<* 71¿ A+B-Ay 

se cumple la condición (2.17), entonces 

(2.26) 

2.1.l. SuncASO: Si IA + n¡ = 1, entonces A+ B = {e} (e E z,,), 
B :::> e-A y J711 ?: le -Al+ l. Por (2.16}, no se cumple la 
igualdad en la expresión anterior. Por tanto 

Luego 

IA+BI 

IBI ?: le - Al + 2 = IAI + 2. 

v -¡A+ n¡ = P - 1 - IAI + IAI 
?: p - :a¡+ 1 + IAI = IAI + IBI +l. 
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En la desigualdad anterior se tiene la igualdad y entonces 

ll=(é.,...A)U{t1;t2} 

paraciért6st!,t2 e~.~~l~~quet1 '1- t2 yti.t:i I/. e-A*> 
c-'ii, c-t:i f:A:. Se c1ún1jle la condiCión (ii). 

· 2.i.2, Su~cÁso:"Si IA +ni ;::: 2, entonces tomando en cuenta (2.26) 
· .. se :tiene que e· , , 

IAI + IBI + 1 = . IAI + 1 + p - l:BI 
:;; IAl+p-,A+B-AI 
:;; IAI + P - A +ni - IAI = IA + BI , 

donde para la segunda desigualdad usamos el hecho de que A 
no está en progresión aritmética. Nuevamente se cumple la 
igualdad, así l'BI = IA + B - Al + l. Como B :i A + B - A, 
entonces 

B=(A+B-A)ut 
para algún t E Zp, se verifica In condición (iii). 

2.2. CASO: A está en progresión aritmética. Analizaremos los inter­
valos de B. Por el lema 2.3 (véanse las observaciones que están 
a continuación del mismo) es suficiente considerar solamente los 
casos en que B tiene exactamente 2 o 3 intervalos. 

2.2.1. SUDCASO. B tiene exactamente 2 intervalos. Sin perder ge­
neralidad, supongamos c¡ne 

A= [0,1-1], IAI = 12:; 2 y 

B = [0,r-l]U[s,t-1], IBI = r-s+t, 
donde r ;::: 1, r + 1 :;; s S: t - 1 S: p - 2. Así los huecos de B 
están dados por 

B= [r,s- l]U[t,p-1) 

y la suma de A y B es 

A+ B = [O, 1 + r - 2] U [s, 1 + t - 2]. (2.27) 

Veamos todas las posibilidades para Jos huecos de B. 
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2.2.Ll. Los dos huecos de B tienen longitud $ 1 - 1, es decir, 
s;_r $1-1.# s $ l+r-1 y p-t $1-1 # l+t-1?. p . 
. Entoiices A+ B = z.,. que contradice la suposición de que 
j.4+BI ~p-1. 

2.2:.i.2. Los dos huecos de B tienen longitud > l. Entonces 

Luego en (2.27) los intervalos son disjuntos y se tiene que 

IA+BI j(O,I +r-2]1 + j[s,I +t -2)1 
l+r-l+l+t-1-s 
21 + r- s + t-2. 

Usando (2.25) se tiene que 

21 + r-s+t-2 = l+r- s+t +1#1=3 

y se cumple la condición (iv). 
2.2.1.3. Uno de los buceos de B tiene longitud $ 1- 1 y el otro es 

de longitud?. l. Podemos suponer, sin perder generalidad 
(véase la demostración del lema 2.3) que 

s-r$1-l#sSl+r-lyp-t?,l#l+t$~ 

De este modo,en (2.27) los intervalos se intersectan o son 
consecutivos, así 

A+ B = [O,/+ t - 2) y IA + BI = 1 + t - l. 

Como se verifica (2.25) entonces 

y esto significa que Bes de la formadescritaen la primera 
parte de la condición (vi) del teorema. 

2.2.2. SUllCASO. B tiene exactamente 3 intervalos. Igual que antc­
riorincnte, po<lc1nos suponer que 

A = [O,/ - 1], IAI = 1 ?. 2 y 
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B = {0,r - l}U [s,t -1] U [u,v _. l}, IBI,;,, r:- s ;ht:- 1L+v, 

da'nde ¡. ~ 1, r+ l ~ s::; t--l:y t41 '$ ú !:;'v~í..:::;¡)::;2; 
Así los liuecos de.B están dados por,· ·. · '' · ·· 

~~~~¿~U~u~~U~p-~ 
i la suma de A y B es 

A+ B =[O,/ +r - 2] U [s,J + t-2} U [u,/ +v-2). (2.28) 

Veamos todas las posibilidades para los huecos de B. 

2.2.2.1. Los tres huecos de B tienen longitud ::; 1 - 1, entonces 
procediendo de manera similar a 2.2.l.l, A+ B = z., 
contradicción. 

2.2.2.2. Los tres huecos de B tienen longitud:;:: 1, entonces 

{
s-r>I} {s>l+r} 
u-t;::/ * u?.l+t . 
p-u;::I l+v:Sp 

Por tanto, en (2.28) todos los intervalos son disjuntos y 
así la suma de A y B es 

IA + BI 1 + r - l + 1 + t. - l - s + 1 + v - l - u 
= 3/+r-s+t-u+v-3. 

Usando (2.25), se obtiene que 

31 +r-s+t-u+v-3 = l+r-s+t-u+v+l # 1=2 

y entonces se cumple la condición (v). 
2.2.2.3. Dos de los huecos de B tienen longitud ?. 1 y el otro tiene 

longitud ::; 1 - l. Si hacemos uso ele los argumentos des­
critos en la demostración del lema 2.3, entonces, podemos 
suponer que 

{ 

s-r:Sl-1 
u-t?.1 
p-v ?;:/ 
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Acorde a lo anterior, en (2.28), los dos. primeros interValos 
son consecutivos o se intersectan, así 

A+ B = [O,l + t-2] U [u,1 +v-2] y 

IA + BI = 1 + t - 1 + l +V - 1 - u = 21 + t - u+ V - 2. 

Como se cumple {2.25), se tiene que 

2/+t-u+v-2= l+r-s+t-u+v+l • 1 = r-s+3. 

Pero r + 1 ::; s ~ 1 :::; 2 y sabemos que l 2: 2, así 1 = 2 y 
s = r + 1, se cumple la condición (v). 

2.2.2.4. Dos de los huecos de B tienen longitud ::; 1 y el otro tiene 
longitud 2: l. Por las mismas razones expuestas en 2.2.2.3, 
podemos suponer que 

{ 
s-r<l-1} { s<l+r-1} 
u-t:s;/-1 • u:s;l+t-1 . 
p-v2:l l+v::;p 

Entonces en la suma (2.28) los intervalos son consecutivos 
o se intersectan dos a dos, excepto el primero y el último 
y se tiene que 

A+ B = [O, 1 +V - 2] y IA + BI = 1 +V - l. 

Por {2.25), 

l+v-l=l+r-s+t-u+v+l•s-r+u-t=~ 

Pero 

{ ~: { ~ ~ } • { ~ = ~ ~ ~ } $> s - r + u - t 2: 2. 

Como se cumple la igualdad, s = r+ l y u = t +l. Luego, 
B tiene la estructura descrita en la segunda parte de la 
condición (vi). • 
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Capítulo 3 

Las ecuaciones tensas y no 
tensas de tipo x + y = cz mod p 

El objetivo principal <le este capítulo es <lar la clasificación <le las ecuaciones 
no tensas <le tipo x+y = czmo<lp. Para ello, se usarán las técnicas expuestas 
en el' capítulo anterior. 

3.1 El problema general 

Sea z; el grupo multiplicativo del campo finito Zp <le los residuos módulo 
p > 3, donde p denota un nl1mcro primo y consideremos la ecuación en tres 
variables 

ax+by=czmoclv, a,b,cez;. 
En la ecuación anterior, podemos poner a = 1 mo<lp, multiplicando por el 
inverso <le a (lo mismo puede hacerse con by e). Así, consideremos la ecuación 

x +by= cz modp. (3.1) 

A esta ecuación le asociamos una 3-gráfica Hb,c = (V, E), tal que su conjunto 
<le vértices es V = z;. y el conjunto de ternas est1í <lacio por 

E= {{x,y,z} 1 x +by= czmod¡>}. 

Diremos que la ecuación (3.1) es tensa si su 3-gráfica asociada Hb,c es tensa 
y no tensa en otro caso. De forma equivalente, la ecuación (3.1) es tensa 
si y sólo si ele cualquier forma que se parta el conjunto z; en tres partes, 

28 



entonces existen x, y, z, uno en cada parte, tal que la ecuación dada se sa­
tisface. Hacemos notar que el grupo de automorfismos ele Hb,c es transitivo 
en vértices y de aquí se tiene que las trazas de conjuntos de un elemento son 
todas isomorfas como gráficas. 

El problema entonces se puede plantear de la siguiente forma: ¿Para 
cuáles b y e la ecuación (3.1) es tensa {respectivamente, no tensa)? Este 
problema se resolverá en dos partes. En el capítulo presente analizaremos el 
caso en que b = 1 mod p y en el siguiente el caso más general. 

En lo que sigue, se clasificarán todas las ecuaciones no tensas del tipo 
x+v= czmodp. 

De aquí en adelante usaremos la siguiente convención. Expresaremos el 
hecho de que as bmodp, simplemente como a= b, siempre que el contexto 
lo permita. Si no ocurriera esto, se especificará en el momento dado. 

Haremos uso de algunas herramientas de la teoría de los números que 
pueden consnltarse, por ejemplo, en [NZM) o [HW). Un entero a se llama 
residuo cuadrático módulo p si la congruencia w2 = a modp tiene solución. 
Hay exactamente 9 residuos cuadráticos y el conjunto de ellos forman el 
mayor subgrupo pr!)pio de z;. Para l' ;::: 3 se define el símbolo de Legendre 

!!. = -1, si a no es residuo cuadrático ( ) { 

1, si a es un residuo cuadrático 

P O, sil' 1 a. 

Se dice que a E Zp es una míz ¡>rimitiva si a es generador del grupo z;, 
en notación (a) = z;. 

La congruencia general de segundo grado 

ax2 + bx + c = O modp, 

donde p ta es equivalente a que {2ax + b) 2 = b2 - 4ncmodp y tiene solución 
si y sólo si ( 62

-;,4nc) = l. Si tiene solución, entonces tiene exactamente dos. 

Se denotará una partición de ttn conjnnto finito S {IS! ;:::: n, n E N) en n 
partes no vacías 8 1,S., ... , s. como S = 81 152 I ... ¡s •. 

Los casos en que p = 5, 7 se tratan de manera especial, debido a que 
los respectivos grupos multiplicativos tienen muy pocos elementos y así las 
ecuaciones se comportan de manera particular. Considcren1os la ecuación 

:r: +y= cz, e E Z5 ó Z:¡. 



Usando el lema 2.1, se prirnban con cálculos sencillos las siguientes proposi­
ciones: 

Proposición 3.1 Si p = 5, entonces todas las ecuaciones no tensas son: 

(i) X + y + Z = Q y 

{ii) X+ y+ 2z = 0. 

Para ambas ecuaciones, la partición l l 2 1 3, 4 sirve como ejemplo de que 
son no tensas, en particular Tr(l) = 7?3, la gráfica totalmente desconexa. 

Proposición 3.2 Si p = 7, entonces todas las ecuaciones no tensas son: 

(i) X +y+ Z = 0, 

(ii} X +y+2z = 0, 

(iii) X+ y+ 3z = 0 y 

(fo) X + y+ 4z = 0. 

Similarmente, las siguientes particiones de Z7 son ejemplos de que las 
ecuaciones son no tensa!): 

(i) l l 3 l 2,4,5,6, 

(ii) 112,3,4,5 I G, 

(iii) ll2,S,6l3,4y 

(iv) 112,513,4,6. 

3.2 Clasificación de la ecuaciones no tensas 
con b = 1 y p > 7 

Sea la ecuación 
x+y =c.:, cE z;, p> 7. 
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Por el lema 2.1, esta e~uación es no tensa si y sólo si existe z; = A 1 Il 1 C 
tal que 

{ 
(A+ B) n cC = 0 } 
(A+ C) n cB = 0 . 
(B+C)ncA=0 

(3.2) 

Observemos que para todo e E z;. la partición cA 1cB1 cC satisface (3.2). 
Luego podemos suponer, sin perder generalidad que !Al ::; IBI y IAI ::; ICI 
y además que a E A (si a !J A, entonces existen b E z; y a' E A tales que 
a'b =a y la partición bA 1 bB 1 bC tiene al elemento a en su primera parte). 

El número de particiones a analizar es extremadamente grande, crece ex­
ponencialmente a medida que p se hace mayor. Dado este hecho, acotaremos 
el número ele particiones. Así (3.2) es equivalente a 

{ 
A+BCCC=cAUcBUO} 
A + C ¡; cB = cA U cC U O • 
B + C ~ cA = cB U cC U O 

(3.3) 

Se incluye el O porque pueden existir a E A y b E B tales que a + b = O y 
similarmente para los otros dos pares de conjuntos. Usando que cA 1 cB 1 cC 
es \lila partición de z;. que icAI = IAI. lcBI = IBI. lcCI = ICI y el TCD, 
{3.3) implica que 

{ 
IAl+IBl-1$IA+Bl$IAl+IBl+l} 
IAI + ¡e¡ - l ::; IA +e¡ ::; IAI + 1c1 + l . 
IBI + ICl-1::; IB+CI::; IBI + ICI +l 

Luego las partes A, B, C que satisfacen (3.2) cumplen las siguientes igual­
dades: 

{ 

IA + BI = IAI + IBI + i } 
IA +CI =!Al+ ¡e¡ +i para i E {-1,0, 1}. 
IB +e¡= IBI + ICl+i 

La estructura de los pares de conjuntos que satisfacen las igualclru:les ante­
riores está caracterizada en los teoremas de Vosper 2.4, 2.5 y 2.G. 

Las consideraciones hechas con antcrimidad nos llevan al siguiente análisis 
de casos que se realiza tomando en cuenta las condiciones de los teoremas 
mencionados. 

l. IA + BI = IAI + IBI - l. 
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1.1. IB+CI =!DI+ ICl-L 
1.1.1. !Al= IBI ::= l. 
1.1.2. !Al = .f, By C están en progresión aritmética con la misma diferencia 

(IBl,ICl;:::2). 
1.1.3. A, B y C están en progresión aritmética con la misma diferencia 

(IAl,IB!,IC!;:::2). 
Observemos que en el teorema {2.4), la condición (i) no se cumple 
porque !Al + IBI + ICI = p - l. De igual forma, la condición (iii) 
implica que !Al+ IBI = p, que no es posible (ocurre lo mismo para B 
y C). Es fácil darse cuenta al revisar con detenimiento las condiciones 
(ii) y (iv) que los casos anteriores son los únicos posibles. 

i.2. IB +e¡ = IBI + ¡e¡. 
1.2.1.. !Al = 1, C = 1T+C - B. 

1.2.2. !Al = 1 ó A en progresión aritmética con diferenciad, B = { b, b + d) y 
e es la unión de dos progresiones aritméticas con diferencia d. 

1.2.3. !Al = 1 ó A en progresión aritmética con diferenciad, B y C están en 
progresión a.ritn1ética y casi aritmética respectivamente, con la misma 
diferencia d. 

Nótese que las condiciones (i) y (ii) del teorema (2.5) no son posibles; 
la primera trivialmente (ver caso anterior), la segunda implica que la 
suma !Al+ IBI = p - l. La combinación de las condiciones que deben 
cumplirse para (A, B) y (B, C) se reducen a las posibilidades anteriores. 
En especial, en el caso 1.2.l A no puede ser nna progresión aritmética, 
porgue entonces B estaría en progresión (casos 1.2.2 y 1.2.3). 

1.3. IB + e¡ = IBI + ¡e¡ + l. 
1.3.1. IAI = 1, B = (d- C) u {t1. t2} para el"' B +e y t., t2 E z; tales que 

t, # f.2. 

1.3.2. IAI = l ó A en progresión aritmética con diferencia el, B es una pro­
gresión aritmética con tres elementos y diferencia el, ~sto es, B = 
{ b, b + d, b + 2d) y C es la unión de dos progresiones aritméticas con 
diferencia d. 
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1.3.3. IAI = 1 ó A en progresión aritmética con diferenciad, B = { b, b + d} y 
e es la unión de tres progresiones aritméticas con diferencia d. 

1.3.4. IAI = 1, B en progresión aritmética con diferencia d y C es la unión 
de dos o tres progresiones aritméticas con diferencia d (de la forma 
descrita en la condición (vi) del teorema 2.6). 

Es fácil ver que las condiciones (i) y (iii) del teorema 2.6 no son posibles; 
la (i) evidentemente, la (iii) porque 

IAI = 1 $} IBI + ICI = r - 2 ~ IB +e¡= r - 1 $} ¡n:¡:c¡ = 1, 

pero jB+Cj ~ 2 (véase la demostración del teorema 2.6, suficiencia, 
(iii)~(2.21)). En particular, en los casos 1.3.1 yl.3.4. A no puede 
ser una progresión aritmética porque IB +e¡ = p - 2 para la primera 
situación y IAI = 1, 2 para la segunda, que ya se analizó en los puntos 
anteriores. 

2. IA+BI = IAl+IBI. 
2.i. IB+c¡ = IBI +¡e¡. 

La inspección de las condiciones del teorema 2.5 muestra que (i) y (ii) 
no son posibles (véase 1.2.3). Igualmente, las condiciones (iv) y (v) 
tampoco se verifican para nna partición del tipo que nos ocupa. Sola­
mente es necesario tomar en cuenta (iii) y se demuestra que tampoco 
es posible. 

2.2. IB + e¡ = ¡n¡ +¡e¡ + i. 
Como en el punto anterior, una simple inspección n los teoremas 2.5 y 
2.6 nos lleva a que la única posibilidad es la condición (iii) en ambos 
teoremas. Ln combinación de las condiciones restantes es imposible. 

3. ¡A+Bl=IAl+IBl+l YIB+Cl=IBl+ICl+l. 
Similar al caso 2.2. 

3.3 Análisis del Caso 1: !A+ BI = IAI + IBI - 1 
i.i. ¡n +e¡= IBI + ICI - i. 
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1.1.1. IAI = IBI = L . - ' . . .. 
.. -~ : ..... - .. ·.· 

Sean A== {ÍL n:;;, {t}, C:: z;\ {1; t}, t.,¡, i. Entiinscs, '.usando las. 
rclacionc8 (2.1); (3'.2te8 equivalente a · · 

··{ ·ki.2)nn~: :} *> { éi(.;:_.>{}~.g: 0.0·····}" .· ... 

.•. (t+ C) ne= 0 . (é- t) ne= 0 , 

i+t . l+t ·. . 
<:} -c-;ct -1, c-t r/. C *> -c-,ct -1,c-t E {0,.1,t}. 

D~notaremos cr = ~. fJ = d - 1 y 'Y = e - t. Veamos todas las 
posibilidades. 

(1) a =O *> t = -1 =? { fJ = -e -
1 

1 
-y=c+ 

a) P =O*> 'Y= O*> e= -1. 

b) P = 1 *>'Y= -1 *>e= -2. 

} *> {J = --y. Entonces, 

e) P = -1 *> 'Y= 1 *> e= O r/. z;, contradicción. 

De a) y b} obtenemos: 

Proposición 3. 3 Las siguientes ecu<tciones son no tensas para todo 
primo p > 7: 

(i) X + y + Z = Ü y 

(ii) X+ y+ 2z = 0. 

Observemos que para ambas ecuaciones, la partición obtenida es 

l l -11 z;\ {1,-1}. 

La siguiente figura muestra la Tr(l) de la 3-gráfica asociada a la ecuación 
x + y + z = O para todo primo l'· 
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. : . . . : : ·. .... ·, ~ ·~; " : .. : . . ' . . .. ;.·_ 

A cóntii;u~ció~, ~e ilusfri l~ Tr(~) de l~ ecu~i¿n ·" + y+ 2z = Ó para 
todo prinw p.,,' ' \«" " , : ' 

1~+.,· .. ··· 
(2) a = 1 ~' ~ ;;, 1 ~ t =i e - 1 * { ~ : i - e -

1 
} . Entonces, 

,;,.) {J =O# e?- - c-1 E Omodp # {2c-1)2 = 5modp # (~) = 1 

, # p = ±1mod10. Denotando por ±V5 a las soluciones de la 
ecuación w2 = 5 modp, se tiene que 

e= l±V5*t= -1±"'5. 
2 2 

b) fJ = 1 # ¿. - e - 1 = 1 # c2 - e - 2 = O # (e+ 1) (e - 2) = O # 
e= -1 ó e= 2. Si e= -1 * t = -2. Si e= 2 * t = 1 que 
contradice c¡ue t 1' l. 

e) fJ = t ~ fJ =e - 1 # c(c- 2) =O# e= O ó e= 2. Ambas son 
imposibles (véanse (l)c) y (2)b)). 

Luego de a) tenemos: 

Proposición 3.4 Si p = ±1mod10, entonces las ecuaciones 

son no tcTLc;as. 

La partición obtenida es 

1±"'5 .,;+y= --2-z 

l¡-1±V5lz·\{1 -1±"'5} 2 ,, , 2 . 
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Ejempl~ 3.1 Paro p = 11, ../5 = 4 y -../5 = 7. Las cc~acioncs 
X +y = Sz y X + y = 4z no son tensas y las particiones son 

1 1 11 z¡, \ {i} v l I 3 I z¡, \ {3}. 

La figura que se presenta a continuación, muestra la Tr(l) del par de 
ecuaciones del ejemplo 3.1 (la de la izquierda para e = 8 y la "de la 
derecha para e= 4). 

2 

6K[;lº .7 

3~·8 
5 

De b) obtenemos Ja ecuación (i) de la proposición 3.3 con la partición 
1 1 -21 z;\ {1, -2}. 

(3) et = t # !±! = t # t = ....L (e# 1) => { /3 = :;.~• => /3 = t }· En-
e c-1 'Y= ;~í't 

tonces 

a) /1 =O# e= 1, imposible, e# l. 
¡=O# é'- - c-1 =O, que es el caso (2)a). 

b) /1 = 1 #e= 2, imposible, caso (2)b). 
¡ = 1 # e (e - 2) = O, imposible, caso (2)c). 

c) ¡ = t # é'- - e- 2 = O # e= -1 ó e= 2. e= 2 es imposible y 
e= -1 => t = -1/2. 

De c) obtm1emos nuevamente la ecuación (i) de la proposición 3.3 con 
la partición l l -1/2 I z;\ {l, -1/2}. 

1.1.2. !Al= 1, By C están en progresión aritmética con la misma diferencia 
(!DI, ICI ~ 2). 

En este caso (y algunos otros que siguen) haremos uso de un lema 
probado por Olson y Mann en [MO]. 
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Lema 3.1 (Mann,Olson) Sea A = {a+ id 1 O $ (5 k} e i., tal 
que 1$k5p-3. Si A= {a'+ id' 1 O$ i $ k}, entonces se cumple 
que d = ±d' modp. 

Podemos suponer que 

A=[kJ, B=[l,k-1}, C=[k+l,p-1), (3.4) 

(donde 3 $ k $ p - 3) en el caso más general. Si A = [l}, entonces 
tenemos B = [2,k} y C = [k + l,p-1] (3 $ k $ p-3) que se resuelve 
exactamente como el caso más general. Si A = [2] , entonces es fácil 
ver que B y C no pueden escribirse como progresiones aritméticas con 
diferencia l. Así, es suficiente remitirnos al planteamiento hecho en 
(3.4). Con A, By C definidas de esta forma 

A+B 
A+C 
B+C 

[k+l,2k-l], 
[2k+l,k-l] y 
[k + 2,k-2]. 

y (3.2) es entonces equivalente a 

{ 

[k+l,2k-l}nc[k+l,p-1]=0} 
[2k+l,k- l}nc[l,k-l] =0 

[k + 2, k - 2] n ck = 0 

{ 

c[k+l,p-l]~[k+l,2k-1]=[2k,k]} 
<* c[l,k-l}C(2k+l,k-l}=[k,2k} . 

ckE(k+2,k-2j={k-l,k,k+l} 

Se tiene que 

p-4;?:l[k+l,p-l}l=p-k-1;?:2 y l[2k,kJl=p-k, 

p-4;?: l[t,k-1JI = k-1;?: 2 y l[k,2kJI = 1.:+1, 

(3.5) 

(3.6) 

y las dos primeras contenciones de (3.6) nos dicen que una progresión 
aritmética con diferencia e es una subprogresión de otra progresión con 
diferencia l. Se cumplen las condiciones del lema 3.1 y por lo tanto, 
e= ±l. Es evidente que si e= 1, entonces en (3.5) ninguna de las tres 
intersecciones es vacía. Si e = -1, entonces 

-k E {k - l,k,k+ 1} ~ k E {1/2,0, -1/2}, 
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pero k ;(o; Luégo,obt~riC1nos nite~mente Ía proposici6n 3.3 coü)iis 
parti_cioti~, ,. .. · 

..... -\~':t~l: ~=f ~:~l :·~ :[;;;±~]/ · ... · 
1.1.3:~, B.>V 6 estánen progresión aritmética con ¡~ ll)iS~a diferencia 

(IAl,IBl,ICl;::2). 
· Entonces, es fácil ver que podemos suponer · 

A= [l,k]. B = [k + l,IJ. C = [l+l,p-1), 

con la condición de que 2 :$ k :$ I - 2 :$ p :_ 5 y se· tiene.que 

A+B 
A+.C =. 
B+C = 

Luego (3.2) es equivalente a 

[k+2,k. +ll. 
[/+2,k-':-1) y 
[k+1+2,/-l]. 

{ 

[k+2,k+ljnc[l+l,p-1]=0} 
(/ +2,k~ 1) nc[k+ l,lj = 0 
[k + I+ 2,/ - lj nc[l,kj = 0 

<'} c(k+l,/]!;;;[1+2,k-l]=(k,/-lj . 
{ 

c[/+l,p-1]~ [k+2,k+lj =[k+l+ l,k+lj} 

c(l,kj ~ (k +l +2,1- 1) = (1,k +I + l] 

(3.7) 

Como en el caso 1.1.2, se tienen las condiciones del lema 3.1 y por lo 
tanto e = ±l. Se repite el análisis ya descrito y se comprueba que 
e f- 1 (por ejemplo, si e = !, la segunda intersección de (3.7) no se 
cumple) y que e= -!, se cumple la proposición 3.3 con las particiones 
que cumplen (3.7). 

1.2. IB+ C[ = 'ª' + ICI. 
1.2.1. IAI = 1, e= B +e - B y B no está en progresión aritmética. 

Como IAI = 1, entonces IB +e¡ = IBI + ICI = p - 2 # 'ª+e¡ = 2. 
Por tanto, B +e está en progresión aritmética (ya que un conjunto 
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con dos elementos siempre está en progresión l\ritmética) y podemos 
suponer que 

'j'f":j'.C =[O, 1] y A= [1]. 

Como ID+ e - DI= IB + cl+IDI (véase la demostración del teorema 

2.5, parte (iii)=> (2.8)) y ID+ el = 2, entonces por la condición (iv) 
del mismo teorema, -B es una unión de dos progresiones aritméticas 
con diferencia 1 y nuevamente se puede suponer que 

B = [2,l-l]U[m,n-1], 

donde 3 :=:; 1 + 1 :=:; m :=:; n - 1 :=:; p - l. Así 

C B + C - B =[O, 1] - ([2, 1- l] U [~i, n - 1]) 
[0,1]+ ([p-n+ 1,p-m] U[p-1+ l,p-2]) 
[p- n + 1,p- m + 1] U [p-1 + l,p -1] 

~ C = [O,p-n]U[p-m +2,p-1]. 

Pero O E C y A= [l] e C, que es una contradicción porque A, By C 
son una partición de z;. · 

1.2.2. IAI = 1 ó A en progresión aritmética con diferenciad, B = { b, b + d} y 
e es la unión de dos progresiones aritméticas con diferencia d. 

Sin perder generalidad, podemos suponer que 

a) A= [l], B = [k,k+l] y C = [2,k--l]U[k+2,p-l] tal que 
3:$k:$p-3ó 

b) A= [l,kj, B = [1,1 + l] y C = [k + 1,1- l]U[I +2,p-1] tal que 
2 :::; k :::; 1 - 2 :::; p - 5. 

Para el caso a) se tiene que 

A+B [k+l,k+2], 
A+C = [3,k]U[k+3,p-l]U[O] y 
B + C = [k+ 2,2k] U [2k + 2,k]. 

Luego (3.2) es equivalente a que 

{ 

[k + l,k+ 2] n c([2,k -1] u [k +2,p- l]) = 0 } 
([3,k] U [k + 3,p- l]U [O]) nc[k,k + l] = 0 

([k + 2,2k] u [2k + 2,k]) ne= 0 
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¡ . ·· .. Cc[Ú-l]U[k+2,p,..-i])!;;[k+l,k+2j .. · ¡· . 
<*·. . .. . . . =[0,k]U[k+3,p-l] .· · .•. · > · 
· . c[k, k + l] e (3, k) u (k+ 3,p-1] u [o]= (1, 2]. u [k+.l,k+ 2].. · 

... · ce(k+2,2k]U(2k+2,k]=[k+l]U[2k+l] . . . · 
De la primera refacióri de'lo anterior se tiene que 

1[2,k-l]l=k-2 y l[k+2,p-l]l=p-k-2, 

l[O,k]l=k+l y l[k+3,p-1Jl=p-k-3. 
La contención es posible si y sólo si 

c(2,k-l]~[k+3,p-l] y c[k+2,p-l]!;;[O,k]. 

es decir, 
p-1 

k - 2 :::; p - k - 3 <* k :::; -2- y 

P -k-2<k+l<*k>p- 3 
- - 2 

y esto es equivalente a que"?.:,; k.:,; '? (k puede tomar dos valores). 

Si k = "?, entonces de la segunda relación se tiene que 

[
p - 3 1' - l] [p - 1 p + ,l] e - 2-,-2- C[l,2]U - 2-,-2-, 

que es imposible para cualquier e E z;. 
Si k = ?, entonces de la segunda relación se obtiene que 

[P - 1 P + l] e [l 2] u [P + 1 P + 3] 
c2'2 1 2'2' 

que también es imposible para tocia e E z;. 
Para el caso b) hay dos posibilidades: k = 2 y k ;o: 3. 

Si k = 2, entonces 

A= [1,2], B = [1,1+1] yC = (3,1-l]U[l+2,p-l]. 

Por otra parte, 

A+B 
A+C 
B+C 

[1+1,1+3], 
[4,l+l]U[l+3,p-l]U[O,l] y 
[I +3,21] U [21+2,1]. 
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. . 

Entonces (3.2) es equivalente·~ ~ue · 

{ 

.. (1+1,1 +31 Ac.((3,F-11u¡1+2.v·.::.1n = 0 ·}· .... 
((4 •. 1 +:1] u (1 +3,v:7.1J u (o~ l]) n c.(1; 1+ l] =; 0 ·. 

•. < .. Wt3,21] \-) (21f 2,1]) n c(l;2J=;,0 · . ¡ . ··' .. ·: ¡,{k1'.:.:i1Ü'¡1+ 2,/-11) !; (1+1,1+3) ·. l 
~. · .. • c(I,(.+ l] 2·(~,:Í·+~ ~¡:1~ J'.: ... \i C't~]' lJ = (2, 3] U (1+2] .. 
· • .• ·• c(l,2] !; (1 +3,21] U [21 +2,1] = (1+1,1+ 2] U [21 + l] 

. De la t~rcera ~elación ·s.e obtiene que 

e = 1 + 1 y 2c = 1 + 2 $> 1 = O, 

. que ·es imposible porque 1 ;:::: 4. Por lo tanto, se tiene que 

e = 1 + 2 y 2c = 1 + 1 $> 1 = p - 3 

y luego, la segunda relación se transforma en 

c(p-3,p-2] e;; (2,3]U(p-l] $>e= -1 

y nuevamente obtenemos la proposición 3.3 con las particiones que 
satisfacen el sistema antel'ior de relaciones. 

Si k ;:::: 3, entonces 

A+B 
A+C 
B+C 

(/+l,k+l+l], 
[k+2,k-l] y 
[k+ / + 1,21) U (2/ + 2,1). 

En este caso (3.2) se convierte en 

{ 

(/+ l,k+I + l]nc([k + 1,1-l)U [/ +2,p-1]) = 0} 
(k +2,k - l]n c[l,I +l] = 0 

((k+ 1+1,21] u [21+2,1]) n c(l,k] = 0 

¡ c((k+l,l-l]U[/+2,p-1))!;(1+1,k+l+l] l 
= (k+l+2,/] 

$> c(/,/+l]!;(k+2,k-l]=(k,k+l] · 
c(l,k] e;; [k+ 1+1,2/] U (2/ +2,/] = [21 + l] U (1 + l,k + /] 
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. : ·. . . . . . . . . 

De Ja seguÍ1d~ rel~ión tenefnos dcis. posibilidades. Si 

{ ctÍ:c~t~\ + 1 }* k = l, 
- ,,_ _, . -~ : :· . : 

entonces el sistema anterior se transforma en 

.. { . .;·([/ + l,/ .:...1¡ u[/ +2,p -1]) !;;; [2/ + 2,/] } .· 
c[l,l + 1] = [/,/ + l] . 

c[l,/] !:;; [/ + 1,21 + l] 

Luego; de Ja segunda relación se tiene que e= 1 y con esto Ja primera 
relación es imposible. Si, por otra parte, 

{ 
cl=k+l } 

c(/+l)=k #k=p-1-1, 

entonces 

{ 

c([p-l,/ -1] U[/+ 2,p-1]) !:;; [1,/] } 
c[/,/+l]=[p-1-/,p-/j . 

c[l,p - 1 - /j ~ [21 + l,p - lj 

Luego, de la segunda relación se tiene que l = ~ y así la primera. 
relación se convierte en 

c(¡P;3,p;l]u[p;3,p-l]) !:;;[l,p;l] 

que evidentemente es imposible para cualquier e E z;. 
1.2.3. fAI = 1 ó A" en progresión aritmética con diferenciad, B y C están en 

progresión aritmética y casi aritmética respectivamente, con la misma 
diferencia d. 

Es fácil ver que si jAJ = 1, entonces hay dos posibilidades 

a) A=[2], B=[3,kJ y C=[k+l,p-l]U[l]talc¡ue5:Sk:Sp-2 
y· 

b) A=[/], B = [I,kj yC = [k+l,/-l]U[/+l,p-1) tal que 
3 :::; k :::; l - 2 :::; p - 4. 
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Para el .caso a) 

Entonces 

. A.+B 
A+c: = 
B+C. -

[5;k+2}, 
{k+3,p-l}U[O,l}U[3j y 
[A:+°4;p- l] U.[O, k + l]. 

{ 

.. [5,k+2]nc({k+ l,p-l]U[l]) =0} 
([k+.3,p-1] u [O, 1] u [3]) n c[3, k] = 0 
· ({k+4,p-l]U[O,k+l]}n2c=0 

*t. . c[3,k] ~ [k + 3,p- l)u [o, 1] u (3] = [2} u [4,k + 2} . 
{ 

c([k+ 1,p-l}U[l]) cl5,k+2j = [k+3,p-l]U[0,4]} 

2cE(k+4,p-1JU(O,k+ 1) = [k +2,k+3J 

Como 
p-k = l[k+l,p-l]U{I]i 

s i[k+ 3,p-1] u [0,4JI = p-k +2 
y Ja contención de la primera relación del sistema anterior muestra 
que hay dos progresiones aritméticas con diferencia e contenidas en 
una progresión de diferencia 1, entonces se cumplen las condiciones del 
lema 3.1 y así e = ±l. Se ve sin dificultad que si e = l, entonces la 
segunda relación del sistema anterior es imposible. Si e= -1, entonces 
se tiene que 

{ 

[1,p-k-l]U(p-1) ~ (0,4]U{k+3,p- l] }. 
[p-k,p-3]~[2]U[4,k+2] . 

-2 E [k +2,k +3] 

De la tercera relación se tiene que k = p - 4 ó k = p - 5 y para 
ambas posibilidades las relaciones anteriores se cumplen. Se tiene la 
proposición 3.3 otra vez. 

Para el caso b) 

A+B 
A+C 
B+C 

[1+ 1,k+I], 
[O,l-l]U(k+l+l,21-l]U[21+1,p-1] y 
[O,k-1] u [k+ 2,p-1]. 
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';.·:.'. 

Entonces 

·{ · · ¡1+1,k+11nc(!k+1,1.,..1Ju[1+1.v,:..1Jl=0} 
. · ([o,1-1] ü (k+I+ 1;21-1) µ. (21 +.1,¡J..,.1).} n é[.1',k).=: 0 .. 

· ·.· · · ·· •• ([O,k-l)U.(k+2,p-l)}n.c1=0 ·. 

. - =[0,l]U[k+l+l,p-1) ¡ c((k+l,1:.::.1]ú(l+l,p.,-l)}!;(l+l,k+IJ ¡· 
<* c[l,k] !;; [0,1-1] U [k+ 1+1,21-1) U [21 + l,p-1) . 

= [1,k+l]U(21) 

Como 

p-k-2 = i(k+l,l-l)U[l+l,p-1)1 
:5 l[O,l)U[k+l+l,p-l)l=p-k 

(3.8) 

y la primera contención de (3.8} indica que dos progresiones aritméticas 
con diferencia e son subprogresiones de otra con diferencial·, se cumplen 
las condiciones del lema 3.1 y por lo tanto c =±l. Si e= 1, entonces 
la segunda relación de (3.8) es imposible. Si e= -1, entonces 

{ 

[l,p-1-l)U[p-l+l,p-k-l]!:;;[O,l)U(k+l+l,p-l)} 
[p-k,p-1) !:;; [1,k+I) U(21) 

-/E (k,k+ 1) 

y estas relaciones se cumplen para k = p - 1 ó k = p - 1 - l. Así se 
tiene nuevamente la proposición 3.3. 

Si A está en progresión aritmética, entonces no es dificil ver que pode­
mos suponer que 

A=(k,1), B=[l+l,m) y C=[m+l,p-l)U[l,k-1], 

donde 3 :5 k + 1 :5 1 y 1+2 :5 m :5 p - 2. Luego 

A+B [k+l+l,l+m), 
A+C = (0,k+l-l)U(k+m+ l,¡i-1] y 
B+C = (0,k+m-l)U[l+m+2,p-l]. 

Entonces se tiene que 

{ 

[k+l+l,l+m]nc([m+l,p-l)U[l,k-1)}=0} 
([O,k +l-1) U[k+m + 1,¡i-1)) ne[/+ l,m] = 0 

([O,k+m- l)U[I+ m+2,¡¡- l)} nc[k,I] = 0 
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c(/ .j.:1,m) s; [O,k +1-1) U [k+ m+ l,p-1) 

1 
c. {.[m·+·· 1,p-: 1} U [1,k-1]) \;; lk +./ + 1,1 + m.]) = [1 +m+ l,p- l}U[O,k +I} 

# . . =[k+l,k+ml · 
· . c(k,I} s;; (0,k+ m- l)U {1+m+2,p- 1) 
. . . = [k + m, 1 + m + l] 

Siguiendo el procedimiento descrito anteriormente y aplicando el lema 
. 3.1 se obtiene nuevamente la proposición 3.3. 

1.3. ¡s+ e¡= IBI +¡e¡+ i. 
1.3.1. IAI = 1, 7J = {d-C}U {t,;t2) parad~ B+C y t1,t2 ez; tales que 

t¡ ,¡,· t2 • . 

Sea:A = {c-1}, e i l. Entonces 

B = {d-C}U {ti.t2} "'CU {0,c-1}. 

· Com~ t¡,t2 ~ d-C # d-t¡,d- t2 ~ C, luego 

B = d-(CU {d-t1,d-t2)) =CU {0,c-1) 

# d-B =Cu {d-t.,d-t2) = d-{Cu {O,c-1}). 

Por otra parte, t,, t2 ~ B ~ ti,t2 E CU {O,c- 1}. La relación anterior 
muestra también que d - t1 , d - t2 ~ B. Esto es equivalente a que 
d - t1 =O y d - t2 =e- 1 $} t¡ = d y t2 = d- e+ l. Entonces 

d-(CU{O,c-1}) = CU{O,c-1} y 
d-B = B. (3.9} 

O sea, lJ y CU {O, e - 1} están formados por pares de elementos que 
suman d. Así (3.2) se escribe como 

{ 

(c- l+B)ncC=0} 
(c-l+C)ncB=0 . 

{B+C)nc(c-1)=0 
(3.10) 

Como IB + CI = p - l (véase el caso {ii) del teorema 2.6 y su de­
mostración) y r/,c(c-1) ~ B + C, entonces 

<i=c(c-1). (3.11) 
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Sean Ai= A-1;;, {c~2},
0

D' =Bc;-1 ye' .;,,,C-: L8vWenten1ente, 
Zp\ {-'-1} = c--:2IB~1 C'.'Nótesé que (ver (3.9)J: · 

. (3.12) .. 

(3.13) 

El elemento -1/c no está en B' ó no está en C' y por lo tanto podemos 
suponer que -1/c <t B' => -1 <t cB'. Entonces, de la segunda relación 
de (3.13) se tiene que 

cB' e(:;;= B' u {e- 2, -1} 

y por lo anterior esto implica que 

cB' e B'u {c-2). (3.14) 

Se tiene el siguiente 

Lema 3.2 Si se cumple (3.1.{}, entonces 

(i) cB' = B', si e- 2 <t cB' ó 

{ii) c(B' U {c-2)) = B'U {c-2}. si c-2 E cB'. 

Demostmción. La primera afirmación es evidente. Para probar la 
segunda, sean'= {b1,b-i, ... ,br), 2::; r :E;p-4 (IA'I = l, IB'l,IC'I <:: 2 
y IA'I + IB'I + IC'I = p - 1). Como e - 2 E cB', entonces existe 
b; E B' (1 ::; i ::; r) tal que cb1 = e - 2 ~ b; = ·~2 • Sin perder 
generalidad, podemos suponer que i = l. Entonces existe b2 E B' tal 
que cb2 = ·~2 ~ b2 = ~· Siguiendo este procedimiento, llegamos a 
que existe bn-l E B' tal que cbri-1 = ;.::.; ~ b,,_z = ; .. -:~, n - 1 S r y 

.JG 
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.. . .. 

e" = 1 (',,,, d~cir (c) =' {1,c~c2,';,;;c•;::~Ü c Mes raíz primitiva, porque 
de lo contrario, (c) :.;, z;¡. As(.°:0- . .' : . 

B' {~,-~·;:::~·~;;··~·~)~';:·~~-.~:i~·:." ... ,b~r · 
=. {~(c~2¡;·c2(c~2),,'..;c"- 1 (c-2),b.,b.+i.··.,b.} 
e cB'Üc{c-2f; . . .. 

donde c{b.,bn+i.'. .. ,b;} ·;;, {b.;'b~~1; ... ,b.} (nótese que este conjunto 
puede ser vacío). Como e,.:.: 2 fB', entonces bn-I = c(c- 2) 1/: cB' y 
b • ...:1 E B'. Luego 

B'U{c-2} 
cB'U c{c-2} 

~ cB'Uc{c-2} y 
~ B'U{c-2}, 

por lo tanto, se tiene la igualdad. • 
Lema 3.3 Si A e z; y g e z; (g no es míz primitiva}, entonces 
gA = A si y s6/o si A es una uni6n de clases laterales módulo el 
subgrupo generado por g, (g). 

Demostración. gA = A <* (g)A = A ~ A = U (g)a. 
a EA • 

Obsérvese que si A e Zp, entonces gA = A si y sólo si A\ {O} es una 
unión de clases laterales módulo (g). Es bien conocido además (véase, 
por ejemplo [NZM]) que si g no es una raíz primitiva, entonces 

¿ g:=Omodp 
gE(g) 

y como consecuencia in1ncdiata, si A e z; es una unión de clases 
laterales módulo (g), entonces 

I:a= Omodp. 
•EA 

El lema 3.2 abre dos posibilidru:lcs: 

CASO 1: cB' = B' (y c(C'U{c-2,-1)) = C'U {c-2,-1}). Esta 
condición es equiva1cntc a que B' es una unión de clases laterales 
módulo (e) y por lo tanto 

Lb'=. Omodp. 
b'Ell' 
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Por (3.12), d-2 -B' = B'.y de aqÚí 

O:: E b'= E (d-2..:.b')::IB'l(d~2)niodp#d.,-2=0. 
HW H• . . 

Así las relaciones (3.12} se ~~nví~rten .en 

. -B' ,;,, B' y 
-(C'U{c"."2,..:.1}) = C'U{c-2,-1}. 

Por otra· parte de. (3.11} y (3,12} se tiene que 

c2 -c-2-B'=B'. 

Así 

{ 
-B'=B'} 

c2-c-2-B'=B' 

y entonces c2 - e - 2 = O <* e = -1 ó e = 2. 

Sí e = -1, obtenemos nuevamente la proposición 3.3. En este caso, las 
particiones que ilustran que esta ecuación no es tensa son 

z.\ {-1} = -3 I B' ¡e', 

donde B' y C' están formados por pares de elementos que suman O y 
1,3 E C'. Esto es, z; = -2 I B 1 C, donde By C están formados por 
pares que suman l y 2 E C. 

Si e = 2, entonces -B' = B' y 2B' = B' que es equivalente a que 
la clase lateral {2, -2}, denotada por 2, no genera al grupo cociente 
Z;f {1,-1} (recordemos c¡ue {l,-1} es subgrupo propio de z; para 
todo primo p). Así se tiene la siguiente 

Proposición 3.5 La ecuación 

:r:+y = 2: 

r:s no tcnsa1mm torio primo p !<ti que (2) "z;/ {1,-1}. 
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En este coso, una partición que ilustra Ja no t~usión sería 

r ¡(2)+.11 z;\ {1,(2)+1} . 

. Los prin1erosnúm~r~s primos (p < 300} para los qu~ (2) 'f'. zif {l, -1} 
son' 

17, 31, 41,43, 73, 89, 97, 109, 113, 127, 137, 151, 157, 193,. 

223, 229, 233, 241, 251, 257, 277, 281, 283. 

Es un problema abierto caracterizar estos primos. 

Ejemplo 3.2 Pam p = 17, In ecuación x + y =. 2z es. no tensa con la 
partición 

l 1 2,3, s, 9, 10, 14, 16 I 4, 6, 7,8, 11; 12, 13, is, 

La siguiente figura ilustra In Tr{l) de la ecuación x .¡:y· .. = 2z para 
p=l~ ... 

Ejemplo 3.3 Pam p = 31, la ecuación x +y = 2z es no tensa con la 
partición l 1 s 1 z;, \ s' done/e 

s = {2,3,5,9, 16, 17,24, 28,30}. 

·A continuación, se muestra In Tr(l) de la ecuación x + y = 2z para 
p = 31. 
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Por (3:12),:d-- 2~p-',~n,!)i<J~ aqiií ••, . .,· 

· # '-~~i~·:\~1cti~l:~. ~ Jf:~·~·~~:úfaj .. ~J~oú~ .·• 
<::> :> · tl - .'·, y,fif+ ~·.t~~oc~-~.'.· ... · ·. 

En ton~~ :};~: r~~~~~Í~~1~--_.,~··:i-~)-~:~~~ .. ; . ·.·-.· , . 

. - - /.·_: _ .... , .···;;;?t-_B'­
~ü~,'.'"' ce· u {e-; 2. -!)) 

IJ'. y . 
c•u¡c.'..2,-1) .. 

Así_; f!C. t~C1l'é cíuC 
.{ -1-2r. _ B' _ Il' l TiFf - \ 

é'-c-2-B'=Il' j 
y· 

4-2c ._2 2 
_,--¡J'Ff" ::c--c-2modp<o>r= 2óc= -1- lll'I. 

--~i. e =:2,, cÍ1tonn;s ·abtcuc.>1110:; la proposición 3.5. Si e= -1 - ll~'I' 
cutouccs 

4 - 2c G IIJ'I + 4 v ,:i _ "_ 2 = G IB'I + 4 .- IB'l2 

--¡J'Ff" = ---¡JJt' . IB'l 2 

GO 



*> IB'I = Omodp *> B' = 0 ó z,, 
:que es una contradicción. 

Para concluir, si e= 1, entonces poniendo A=.{l}, (3.2r se escribe 
como· 

{

. · (1 + B) n e = 0 } 
(r+c)nB=0 . 

· (B+G)n{1}=0 

Como i ~ B +C y IBI + ICI = p - 2, entonces d = l. Como antes, se 
tiene que 1-B = B. Sustituyendo esta igualdad en la segunda relación 
del sistema anterior, se tiene que 

(1 + C) n (1 - B) = 0 *> (B + C) n {O}= 0 

y así, 

o, 1 ~ n +e *> ¡n + e¡ = P - 2 *> IBI + 1c1 = P - 3, 

que es uná. contradicción. 

1.3.2. IAI = 1 ó A en prog. aritmética con diferenciad, B = { b, b + d, b + 2d} 
y C es la unión de dos progresiones aritméticas con diferencia d. 

Sin perder genernlidacl, podemos suponer que 

a) A= (l], B = (k,k+2] y C = (2,k-1) U (k+3,p-l] tal que 
3$k$p-4ó 

b) A= (l,k), B = [1,1 +2) y C = [k+ 1,1-l]U[/ +3,p-1] talque 
2 $ k $ 1 - 2 $ p - G. 

Este caso se resuelve siguiendo exactamente el procedimiento de 1.2.2. 

1.3.3. IAI = 1 ó A en progresión aritmética con diferenciad, B = { b, ó + d} y 
e es la unión de tres progresiones aritméticas con diferencia d. 

Como antes, podemos suponer sin perder generalidad que 

a) A= (k), B = (1.1+1] y C = (1, k - l]U(k + 1,1- l]U(/ + 2,p- lj 
tal que 2 $ k $ 1 - 2 $ p - 5 ó 

b) A= (k,1], B = (m,m+l) y C = [l,k-l]U(l+l,m-l]U 
(m + 2,p -1] tal que 2 $ k $ 1 - 1 $ m - 3 $ p - 7. 
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El caso a) se resuelve similarmente al 1.2.3 b). El caso b) sigue otra vez 
·el procedimiento de 1.2.3 para cuando A está en progresión aritmética. 

1.3.4. IAI = 1, B en progresión aritmética con diferenciad y C es la unión 
de dos o tres progresiones aritméticas con diferencia d (ele la forma 
descrita en la condición (vi) del teorema 2.6). 

Se pueden dar dos casos que, sin perder generalidad, podemos suponer 
que son: 

a) A= [p-1], B = [k,ij y C = [l,k-l]U[l+l,p-2] tal que 
2 :::; k :::; 1 - 2 ::::; p - 5. 

b) A= (k], B = [1,m]yC =[l,k-l]U[k+ 1,1-l)U[m+l,¡i-1] 
tal que 2 :::; k ::::; 1 - 2 y 1 + 2 :5: m :5: p - 2, 

que se resucl ven de manera análoga a como se procede en los casos 
1.2.2 y 1.2.3. 

Los casos anteriores 1.3.2, 1.3.3 y 1.3.4 resultan ser imposibles en oca­
sio11es .y en otras obtenemos que la única posiblidad es que e= -1 y nue­
vamente se tiene la proposició11 3.3 con otras particiones que muestra11 la no 
tensión. Los cálculos y los argumentos (en especial, el uso del lema 3.1) son 
exactame11te análogos a los descritos en el análisis de los subcasos de 1.2. 

3.4 Análisis del Caso 2: IA + BI = IAI + IBI 
2.1. IB + CI = IBI + ICI. 

La situación a analizar es: 7J =A+ B-A, Ay B no están en progresión 
aritmética. 

Se tie11e que B = A U C U {O}, entonces O E B y existe x E A + B n A 
tal que :i: # o (x E A e z;i y o = X - x. Como X rf. A+ B, ento11ces 
para todo a E A se cumple que x-a E AUCU{O} y de aquí se implica 
que 

x-(AUCU {O})= AUCU {O}. 

Usa11do el hecho de que A n D n C = 0, podemos concluir también que 
se verifica x - D = B. De la misma forma, x rf. A+ B lleva a que para 
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todo b.E B, X."'." b .E Í3 u e (se cxd~ye Cl o porque X</:. B) y entonces 

~'uiÚci ;; 'n u i/y .· .. 
'(A u {o})<~ AÜ{<Í} ¡ 

(3,15) 

Porlot~ní~'~iL:\+ . .iJ) 0<A-i-C)u (B+C) $>X E A+ BnA +en 
B -1; C;: Por:otra.i>~~.te, '(3:2) es equivalente a que 

{

. A+BCCC'} 
A+C~cB . 
B+C!;;cA 

(3.16) 

ComolA + BI = IAl+IBI y ¡ce¡= IAl+IBl+l, eutoncesA+B = cC\y, 
con y E CC'. De manera similar, B + C = cA \ z, con z E CA. As{ se 
tiene que :;;r+B' = cCU y yB+C = cAU z. 

Si IA + CI = IAI + ¡e¡, entonces análogamente, A+ C = cB U w, con 
w E cB. En este caso, 

x E (cC U y) n (cB U w) n (cA U z). 

Si X E ce, entonces X= w = z E cC. Supongamos que y E A. Como 
y</:. A+ B, repitiendo el proceso anterior se llega a que 

{ 

y-(AU{O})=AU{O}} 
y-B=B 
y-C=C 

y así X - B = B = y - B y X - e = e = y - e ~ X = y, que es 
una contradicción(.~ E cC, y E cC). Si y E B ó y E C, este mismo 
análisis lleva a la conclusión de que x = y. Repitiendo un razonamiento 
análogo, llegamos a la misma contradicción si x E cB ó x E cA. 

Si IA +e¡= !Al+ ¡e¡+ 1, entonces A+ e = cB y de esto se tiene que 

x E (cCUy) ncBn(cAUz). 
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Esto es posible si y sólo.si x =y= z E cB.S~l~~cionem~s t.f:i A+ C 
tal que t i- x. Este elemento t existe, porque· l.4:+ el. ;::;2 (yéase 
la condición (iii) del teorema 2.5 y su demostración) ... Nuevamente 
aplicamos el procedimiento descrito para t en ·A, B,C para: llegar a: la 
contradicción x = t. · · ' · 
Obsérvese que en este caso, se ha demostrado que no existe· p"artición 
z; = A 1 B 1 C tal que 

a) IA + BI = IAI + IBI , 
b) IB + CI = IBI + ICI y 

c) B=A+B-A. 

2.2. IB + CI = IBI + ICI + l. 
Analizaremos la condición (iii) del teorema 2.5 para A y B, o sea, 
71 = A+ B - A y A no está en progresión aritmética. Siguiendo el 
mismo proceso que en el caso 2.1, exisle O f. x E A+ B n A, tal que 
713 O= x-x, entonces se cumplen las igualdades (3.15) y se concluye 
que X E A+ B n A+ en B+C. Como IA + BI = IAI + IBI, entonces 
por las mismas razones que antes, A+ B = cC U y, con y E cC. De la 
misma forma, IB + CI = IBI + ICI + 1 nos conduce a que B + C = cA. 
Podemos suponer que IA + CI = IAI + ICI + 1 (si IA + CI = IAI + ICI, 
se tendría el caso anterior ya analizado) y así, A+ C = cB. Luego 

xe (cCUy)ncBncA=0, 

que es una contradicción. 

En conclusión, no existe partición z; = A I B 1 C tal que 

a) IA + BI = IAI + IBI , 
b) IB + CI = IBI + ICI + 1 y 

c) 7J = A + B - A. 

3. IA+ BI = IAI +IBI + 1 y IB+CI = IBI +ICI +l. 
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3.5 El teorema de clasificación 

De las proposiciones 3.1-3.5 se tieitc el siguiente 

Teorema 3.1 Las ecuaciones 

x+y=.cz 

son tensas para todo e E z;, p ;::: 5, con las siguientes excepciones q11e son 
todos (as ecuaciones no tensas: · 

(i) e =p-1,p-2 parn todo p;::: 5. 

(ii} e= 3,4 para p = 7. 

(iii) e=~ para todo p = l,9mod 10, donde ±JS denotan las soluciones 
de la ecuaci6n w2 = 5 mod p. 

(iv) e= 2 paro todo ¡irimo p tal que (2) =f z;t {l, -1). 

En general, podemos concluir que salvo pocas excepciones, la mayoría de 
la ecuaciones del tipo que nos ocupa son tensas. En paraticular, para cada 
primo p se tienen p - 1 ecuaciones de este tipo. Si denotamos por S(p) al 
número de ecuaciones tensas para un primo p dado, entonces 

p - 3 ::; S(¡1) ~ p - 6. 

Obsérvese que este teorema generaliza la proposición 2.1. 

Finalmente, del análisis de casos de las secciones anteriores podemos 
asegur.ar el hecho de c¡ue parn que una ecuación x + y = cz sea no tensa es 
necesario y suficiente analizar las particiones de z; con una de las partes de 
cardinalidad l. Esto, en el lenguaje de 3-gráficas, significa que una ecuación es 
no tensa si y sólo si la traza de un elemento no es conexa. Como sabemos que 
el grupo de automorfismos de la 3-gráfica asociada es transitivo en vértices 
y que esto implica que todas las trazas de conjuntos de un elemento son 
isomorfas como gráficas, entonces la no tensión de ccuacionc~ se reduce a 
analizar Tr(l). Así tenemos el siguiente 

Teorema 3.2 La ccttaci6n :r +y= cz, e E z; es tensa si y s6lo si Tr(l) de 
SIL 3-gráfica asociada es conexa. 
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Capítulo 4 

Las ecuaciones tensas y no 
tensas de tipo x + by = cz mod p 

En el capítulo presente se concluye la clasificación de las ecuaciones de tipo 
x + by = cz mod p, con b i 1, en tensns y no tensas. 

4.1 El problema y casos de análisis 

En el capítulo anterior se presentó la clasificación de las ecuaciones cuando 
b = l. Sea entonces z; el grupo multiplicativo del campo finito de los residuos 
módulo un primo p > 3 y consideremos la ecuación 

x+by = cz, 

donde b, e E z;. 11 i l, e i -1, be i 1 y ~ i -1 (estas condiciones para 
b y e excluyen las ecuaciones x +y = cz, analizadas en el capítulo 2). Se 
clasificarán las ecuaciones del tipo anterior en tensas y no tensas. 

Para ello, necesitaremos la siguiente definición de la teoría de los núme­
ros y que pueden consultarse en los textos recomendados en la bibliografía. 
Un entero a se llama residuo ele orrlen k si la congruencia wk = a mod p tiene 
solución, donde k es un divisor de p-1. El coujnnto de los residuos de orden 
k forman un subgrupo de orden e¡l. Obsérvese que si a y -1 son residuos 
de orden k, entonces -a también es un residuo de orden k. 

Es fácil observar que tras cálculos rclativaiucnte sencillos, para p = 5, 7 
todas las ecuaciones del tipo en análisis son tensas, luego nos rcn1itire1nos al 
caso en que p > 7. 
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Por el lema 2.1, esta ecuaéión es no· tensa·si y sólo si existe una'partición 
z; = A 1 B 1 C tal que . 

¡ (A+bB)ncC=0) · (A+bC)ncB=0 
(B+bA)ncC = 0 
(B+bC)ncA=0 . 
(C+bA)ncB=0 
(C + bB) n cA = 0 

(4.1) 

De la misma forma corno se hizo en el capítulo anterior y para acotar el 
número de particiones a analizar, se tiene que (4.1) es equivalente a que 

¡ ~!~g§~~=~~~~~~~ l B + bA ~ cC = cA U cB U O 
B+bC ~ cA = cBUcCUO 
C+bA ~ cB = cAUcCUO 
C + bB ~ cA = cB U cC U O 

y usando el hecho.de que A, B, C forman una partición y el TCD, lo anterior 
implica que 

¡ !Al+ IBI - 1 $ IA + bBI $ IAI + IBI + 1 ) 
IAI + ICI - 1 $ IA + bCI $ IAI + ICI + 1 
IBI + IAl-1 $ IB +bAI $ IBI +IAl+l 
IBI + ICI - 1 $ IB + bCI $ IBI + ICI + 1 . (4.

2> 
1c1 + IAI - 1 ::; ¡e + bAI :::; ¡e¡ + IAI + 1 
ICI + IBI - 1 ::; IC + bBI :::; ICI + 11'1+1 

Entonces las partes A, B, C que satisfacen (4.1), cumplen las siguientes igual-
dades: · 

IX+ w¡ = IXI + IYI + i, 
donde X, Y E {A, B,C}, X# Y e i E {-1,0, l}. La estructura de los pares 
de conjuntos (X, bY) que satisfacen las igualdades anteriores está caracteri­
zada en los teoremas 2.4, 2.5 y 2.6. Con base en estos teoremas, hacemos 
el mismo auálisis de casos que se describe en el capítulo anterior (véanse la 
página 31 y siguientes). Para el tipo de ecuaciones que se analizan, no todos 
estos casos son posibles. El siguiente lema, consecuencia del lema 3.1, es de 
utilidad para detectar los casos que no se pueden dar. 

57 



Lema4.1 SeanZ;= A 1B1 C y d,e,f E z;. Si 

· {i} 1;11 ~ l ó A es una progresión aritmética con difcrcncict d, 

'(ii) .Bes una.progresión aritmética con diferencia e ~81<:;2} y 

(iii) C es una progresión aritmética, una progresión casi aritmética o la 
unión de dos otras progresiones aritmétie<1s con diferencia f descritas 
la condición (vi) del teorema 2.6. 

entonces d =e= f. 

Demostración. 
Sean 

A={a+idji=O,l,. . .,k-1}, 
B = {b+ie I i = 0,1,. .. ,1-1}, 

IAl=k<=; 1, 
IBl=l~2. 

Entonces A = (8 ne) \ {O} (el complemento tomado en Zp) y así la in­
tersección de Jos comp(ementos de B y C excluyendo al O es una progresión 
aritmética con diferencia d. Como 1 ::; k < p - 3, se tienen las condiciones 
del lema 3.1 y por lo tanto d = ::!:e, d = ::l:f y e = ±f, de donde se concluye 
que d= e =f. • 

El lema expresa que si tenemos una partición de z; en tres partes, tal que 
dos de las partes están en progresión aritmética y la tercera es una progresión 
aritmética, casi aritn1ética o una unión de progresiones aritméticas, entonces 
todas estas progresiones tienen la misma diferencia. 

Con estas bases, veamos qué casos son posibles para las ecuaciones del 
tipo que nos ocupau, tomando como referencia los casos analizados en el 
capítulo 2 (página 31 y siguientes). 

Para los casos 1.1.2, 1.1.3, 1.2.2, 1.2.3, 1.3.2, 1.3.3 y 1.3.4, escribiremos 
(4.1) de la siguiente forma equivalente 

~A+~B 
~A+~C 
~B+~A 
~B+~C 
~C+~A 
~C+~D 
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y de aquí s~·im¡;licac(úe (sibilarmcilt.ia comoobtÜviinos (4.2)) 

.
IAI+ ... IBl-,i:5 ~A+~~ :5IAl+IBl+l 1 
IAI + ICI - 1 :5 ~A+ ~e :5 IAI + ICI + 1 
. IBI + IAI - 1 :5 ~B + ~A :5 IBI + IÁI + 1 

IBI + ICI - 1 :5 ¿n +~e :5 IBI + ICI + 1 . 

1c1 + IAI - i :s; ~e+ ~A :s; 1c1 + IAI + 1 

ICI + IBI - 1 :5 ¿e+ ~B :5 ICI + IBI + 1 

Entonces, para cualesquiera pares nx. ~Y) y UY, ~z) tales que X, Y, z E 
{A,B,C}, X# Y# Z y que cumplan las condiciones de los casos 1.1.2, 
1.1.3, 1.2.2, 1.2.3, 1.3.2, 1.3.3 y 1.3.4 (por ejemplo, el caso 1.1.3 para X = 
A, Y = B, Z = G, sería ~A, ~B, ~B y~C en progresión aritmética con la 
misma diferencia), se aplica el lema 4.1 y se tiene que ¿ = ~ # b = 1, que es 
una contradicción con b ~ l. 

Se hará uso de la siguiente observación: ac = aC para todo a e z; y 
z; = A 1 B 1 C porque aC = aA U aB U O = n (A U BU O) = aC, donde el 
complemento se toma en Zp. 

Luego los casos a analizar serán: 

l. IA + bBI = IAI + IBI - l. 

1.1. IB + bGI = IBI + ICI - 1 y IAI = IBI = l. 
1.2. IB + bGI = IBI + ICI. IAI = 1 y bC = B + bC - B. 

1.3. IB + bGI = IBI + ICI + 1, IAI = 1, 7J = (d- bG) U {ti, t,} para algún 
d r/. B +bG y t1,t2 E z; tales que 11 ~ t2• 

2. IA +bBI = IAI + IBI . 
2.1. IB+ bCI = IBI + ICI y la condición (iii) del teorema 2.5 para ambos 

pares. 

2.2. IB + bGI = IBI + ICI + 1, la condición (iii) del teorema 2.5 para el par 
(A, bB) y la condición (iii) del teorema 2.6 para (B, bC). 

3. IA + bBI = IAI + IBI + 1 y IB + bCI = IBI + ICI + 1 (similar al caso 
2.2). 
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Este mismo análisis se haría para todas las combinaciones posibles de los 
pares (A, bB) y (bA,B) por una parte y (B, bC) y (bB,C) por la otra, pero 
los resultados son los mismos en todos los casos. Luego, es sufié:iente analizar 
solam~nte los propuestos antcrior1ncnte. 

4.2 El análisis de casos 

l. IA + bBI = IAI + IBI - l. 

1.1. IB + bCI = IBI + ICI - 1 y j.4.I = IDI = l. 

Sean A= {1}, B = {t}, C = z;\ (1, t}, ti l. Entonces, usando las 
relaciones (2.1), (4.1) es equivalente a 

{ 
g ! :g)nnc~: ~ l { f. ~ g: ~ l 
(t+b)ncC=0 171'nC=0 
(t + bC) ne= 0 ~ •;;' ne= 0 
(C+b)nct=0 (ct-b}nC=0 
(C+bt)nc=0 (c-bt)nC=0 

l+bt ~ ~ c-t ct-b -b,, e 
<::> e ' b , e' b ' ,e ty:;. 

l+bt ct-1 t+b c-t 
{o} _c_'_b_'_c_' -b-,ct -b,c-bt E {O, l,t}. (4.3) 

Usaremos las siguientes notaciones: o = ~' fJ = c1; 1
1 -y = ~' 

q = •;;1
, e = et - by tp =e - bt. La aplicación del principio de Diricb­

let a (4.3) permite concluir que al menos dos elementos del conjunto 
{cr,p0y,ó,e,tp} tienen el mismo valor en el conjunto {O, l,t}. Luego, 
se verán todas estas posibilidades y que de todas ellas se obtienen con­
tradicciones, es decir, parn el caso que nos ocupa, es imposible encontrar 
ecuaciones no tensas con partición del tipo 1 1 t 1 z; \ {1, t). 

(1) a= P =O. Entonces 

{ ~=O~t=-J;} et¡;• = O ~ t = ~ ~ b = -e, 

contradicción con que b # -c. 

GO 



. . 

{2) a =.O ;,;; í .. Erit~n~es 
·{_··!±!!!. ~ 1 # t =' i:::.L}. · 

,'· ~';_1>~·:·.1.~·~: ~-.~'·.~ <=> 
$> 

ebl =~ 
é'-·-c-b2 -b=:Omoclp 
{2c -1)2 

E {2b + 1)2 moclp 
2c-1=±(2b+1) 
e = b + 1 ó e = -b . 

. Si e= b ~J:=l:<¡;,. J.: i:o~t~adicción, t ,P_ 1. El otro caso contradice que 
b ;é:.:.c:. · ·.·..... ·· · 

{3) '¡,¡ ;, P ;;; Í. E~t6;.ces · 

{ 
!.:UL=t$>t=-1-} sifi = t ~ t = :~: (b ;6 e) (4.4) 

Volviendo a aplicar el principio de Dirichlet, al menos dos elementos del 
conjunto {1-, ó,e, rp} toman el mismo valor en el conjunto {O, 1, e~•}· 

a) "( = ó = O. Entonces 

{ 
!±!! = o ~ t = -b } , . ~¡;' = 0 $> t = e ~ b = -e (vense caso (1)). 

b) "f = ó =l. Entonces 

{ 
~=l~t=c-b} 
e¡;• = 1 # t = e - b . 

Tomando en cuenta (4.4), se tiene que 

_l_ =e- b # (e- b)2 = 1 #e - b =±l. 
c-b 

Si e= b+ 1~t=1, contradicción, t 1- l. Si e= b-1 ~ t"= -1 
·y entonces 

{ 
é = -2b+ 1 } 
c¡>=Zb-l $><:=-rpE{0,1,-1} y 

e= O$> e¡>= O~ b = 4 ~e= -4, contradicción, b ;6 -c. 
e= 1 ~e¡>= -1 ~ b =O, contradicción, b #O. 
e= -1~e¡>=1~b=1, contradicción, b ,¡,l. 
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contracaic:ción, e <f. ~l. 
e) ')'=t=:l. Entonces 

·.·"-'"",.-­
·,·. 

{ 
~=l#t=c-b }. '<* ic~~~~ 
c:t-b=l~t=~ . : • ... ' . 

<* é'-,.... be-, b-1 = Omodp 
(2c- ii)2 i= (b + 2)2 modp 

# c=b+l:ó c=l. 

Si e= f!'J + 1 ~ t = 1, contradicción, t i' 1 y e = 1 ~ b = O, 
contra.<.li.cción, b """ O. 

f) 'Y =t = t. Entonces 

{ 
!.tl=t#t=...k.... } 

et:.. b = t # t ="~~. . 
Tom=1do en cuenta (4.4) 

-
1

- = _b_ # b2 -bc+c-i :=Ílrri~d¡Í 
e - b c-1 

(vénsE oel caso (3h)). 

g) 'Y= p = O. Entonces 

{ 
!±k.• = O$} t = -b } e 

# -b = -b # e = -b2 
c-bt=O#t=~ 

ysus;;.ti~uycndo en (4.4), t =-~.Con estos valores para e y t se 
tiene: ,._uc 

b
2 

{ 1 } E=-b+l E 0,l,-b2+b . 
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e = O <* b2 = O <* b = O, contradicción, b f. O. . 
e= 1 <* b2 +b+1 = Omod¡1$>(2b+1)2 = -3modp <* -3 es 
resto cuadrático módulo p. En ese caso, denotando por ±A las 
soluciones de la ecuación w2 = -3 mod p, se tiene que 

-l±A l±A 
b= 

2 
<o?c=--

2
--<o?t=l, 

contradicción, t # l. 
e=-~<* b3 = 1 <* b3-l =O$> (b-l)(b2 +b+ 1) =O, pero 
b i- 1 y b + b + 1 = O es el caso visto anteriormente. 
Este mismo análisis se haría para ó, pero no es necesario porque 
con los valores de e y t se obtiene E: rf; {O, l, -~}. 

h) ¡ = tp = l. Entonces 

{ 
!±!! = 1 <* t =e- b } ,_1 

e'.'... bt = 1 $> t = '¡;' $> e - b = T 

<* b2 -be+ c-1 = Omodp <* {2b- c)2 = (c-2)2 modp 
<* b=c-lób=l. 

Pero b # 1 y b =e - 1 => t = 1, contradicción, t # l. 

i) / = tp = t. Entonces 

{ 
!±l!=t$>t=..L } 

e c-1 (véase caso (2)). 
c-bt=t<*t=..;:, 

j) ó = E: =O. Entonces 

{ 
º¡;' = O $> t = e } b 

et _ b = o <* t = ~ $> e= ~ $> él = b (similar a (3g). 

k) ó = e = l. Entonces 

{ 
E:!=l$>t=c-b} 
etº- b = 1 <* t = ~ (véase caso (3e)). 

l) ó =e = t. Entonces 

{ ;~ ;~ ;'~; ::~, } (véase caso (2)). 
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m) ó = cp ~ Íl: E1!foi1ces 

··{···• · 
0¡~ ;,, O ~ t = e } 1 b · ·· • . . <* ·- = - <* b = 1, 

.• .e~ bt =O# t = ~ e e 

. · cOiitni<Hc:dió~; b ;6 L 

n) ó :;tp ,;: l. E1Ítonces 

{ º¡;' = 1 # t =e- b }. (véase caso (3h)). 
c-bt=l#t='i-1 

· o). ó = tp = t. Entonces 

{ º¡;' =.t # t = .¡~· }·; 
c-bt=t#t=m 

Tomando en cuenta (4.4), 

- 1- =_e_# é'-bc-b_:_l :sOmodp 
c-b b+l 

(véase caso (3e)). 

p) f: = cp = O. Entonces 

{ 
et-b=O<*t=~} 
e - bt = O <* t = i <* b' = é' <* b = e ó b = -c. 

Si b = e:> t = 1, contradicción, t ,¡. 1 y se cumple que b ,¡. -c. 

q) E = cp = l. Entonces 

{ et - b = 1 <* t = ~ } (véase caso (2)). 
c-bt=l#t=º"b1 

r) E= rp =t. Entonces 

{ 
et - b = t # t = 0 : 1 } (véase caso (2)). 
C- bt = t # t = b~I 
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(4) ·a =.'Y= O. Entonces . . · . . · • . · .. 

. ··{·.··;::·g::;;~{·tt b1.~ .. !·-$}·b.==l• ó ·.·b =··~1. 
Perob.rf':1•yb,; :'..¡;;.;.: t';,; i:~o~~r~icciónlttL~ · ··· 

(6) ci = .Y= t.E~ton~es 
.... rwi == t # t = c~b } ...L - ..L 

'~ ~·= t <::::> t = c~l {::::> c-b - c-1 

# b ..:..be+c-1 = Omodp (que es el caso (3h}} . 

. (7) a = ó =O. Entonces 

{ 
!±!!.! =O'# t = _! } l 
~-1 - O t - b # --b =e# be= -l. -¡;-- # -e 

Se haee un análisis similar al caso (3) y se ve qne ninguna de las posi­
bilidades se da. 

(8) a = ó = l. Entonces 

{ 
!:tkL = l # t = cbl } 
<-¡,~ = 1 # t =e_ b (que es el caso (3h}). 

(9) a = ó =t. Entonces 

e c-b <=>1=.....s_ i !±!!!.=t#t=..L} 
c¡t = f. <=> t = b¡l t="b b+l 

# - be- b -1 =O modp (véase caso (3e)). 

(10) a =·e: = O. Entonces 

{ 
LJ:!'!. = o # t = -J; } l b 

. • # - -b = -e # b2 = -e. ct-b=O#t=; 

Similar a (3g). 
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{11) !'.' = !' = l. Entonces 

·· .. · .·i···~. =.· 1 <* t = ci.¡; -.} # cl =fil : · .. ct-'b=l<*t=li.!.· b e 

·· ~· '-c-b2 -bE0m~dp(véaseelcaso(2)). 

{12) .ª,;:,e =L Entonces 

.. i: .".(±g = t <* t = ..L } ··e .. c-b <::>l_b 
ct-b=t<*t=~ ¡;::¡;-c=r 

$> · b ,... be+ e- 1 a Omodp {véase el caso (3h)). 

(13) .·ª =. 'f = o.' Entonces 

{
. !.±k!. =o# t = -! } 

e:._ bt = 0 <* t = f . (véase caso {3d)}. 

{14) a = <,o= l. Entonces 

{ ~ = 1 $> t = c¡;t } 
c-bt = 1 <* t = c¡;t 

que lleva a un análisis similar al caso {3}. 

{15) a = <,o= t. Entonces 

{ 
tiM=t$>t=...L } 1 e 

e e-• $> e- b = b + 
1 

(véase caso (3e)). 
c - bt = t $> t = ..;:, 

{16} f3 = 'Y = O. Entonces 

{ 

<1-l =o<* t = ~ } 
~ = 0 <* t = -b (véase caso (7)). 

{17) f3 = 'Y = l. Entonces 

{ 
5!.:.!.=l<*t=ill} 
~ = 1 # t =e_:_ b (véase caso (3c}). 
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1 
1 
1 

1 

( 18) .8 = 'Y = t. Entonces 

{ 
!!=.!. = t # t =..L.} . 

·. · Í:k = t # t = <¡;• (que es el ~":5º (.l. 2)) •. 
·e c-1 

(19) . .8;,,,. ó : O; Entonces 

{ 

'<!::!. - o # t - ! } 1 . . : . . . ' · . 
. c'!..•=o~t=• #-=c#é'=l#.c=1·6·.é,='."'.'L. 
··&---e e .. ;. 

s~ e= 1=>t=1, contradicción, t ,¡ 1 y se cum~le qu~t~ .,-l. 

{20) .8 '= ó. = l. Entonces 

{ et;• = 1 # t = ~ } {que e5 ... e.l. ~as.o {3e.){ e¡;• = 1 # t = e - b 

(21) {J = ó = t. Entonces 

{ 
5Ti=t#t=..L} c-b .. · (que es el caso {15)). c¡;t =t#t=m 

· (22) .8 = E= O. Entonces 

{ 
!!=!=O#t=! } et:_ b = 0 # t =·~ (véase caso. (3m)). 

(23) .8 = E = l. Entonces 

qúe conduce a nn análisis análogo al caso (3). 

(24) .8 =E = t. Entonces 

{ 5T1-=t#t=c~b} et_ b = t # t = c~I (que es el raso (6)). 
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{25) f3 = cp,;, O. E;;tÓÍ1ce~ 

. ·{· '·<lf =O~ t =~e·}·.#·!. =;9_ ~é',;_ b 
· • ·.c.::-. bt =;o O# t.= ¡; . : c .. · b · · · -.. - . . 

· .• Mmilar,;.r.baiio• (3g));. 
{2~). f3 = cp = D Ent?nces . 

. -':·-· .. - .--
(qué es .. elcruio (2))~ 

{27) /J = rjJ = t. Entonces 

{ 
<1¡;• = t # t = e~• } (que es el caso {15)). 

e - bt = t # t = .~, 

(28) -y= ó =O {véase caso (3a)). 

(29) -y= ó = 1 {véase caso {3b)). 

{30) -y= ó = t {véase caso (3c)). 

(31) -y= e= O {véase caso (3d)). 

(32) -y= e= 1 {véase caso (3e)). 

(33) -y= e= t (véase caso {3f)) . 

. (34) -y= cp =O (véase caso (3g)). 

{35) -y= cp = 1 (véase caso (3h)). 

(36) :Y = cp = t (véase caso (3i)). 

(37) ó =e= O {véase caso (3j)). 

(38) ó =e= 1 (véase caso (3k)). 

(39} ó =e= t (véase caso (31)). 

{40} ó = cp =O (véase caso (3m}). 
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.(Ú) ó = ip.= 1 (''""'º easo C3n)). 

(·12) ó;; 'T =; #(\'~"~" c:..50(30)):. 

(43) E= i¡ =o. (~,J~Ct.:•o (31;)) . 

. (44) E=Í' ~1(\·~~~~~5o(3q));,. 
(45)f:=.,,;;;t (\·éíiscé! .. o'·c3¡.¡k 

ú. ~t~~§&it~1li~f;f~~~~~;:t j~t't'~1'5t •. 
1.3. IB +bCI = IBL+IC1.+1;,¡A¡ ;,;l;ll;= (rl-,bC) lJ {t1;t.}:para algún 

~ttJi~!f ~~~f~~~~~t1}~;;·· .,.·· ... ·· 
... : :•/JJ:: cl,:..,'(bCU {e/-' t1'.cl"'t:i)) =CU {O,c-b) 

pº;º;~ifrf Jm;~;(~·~~~'.',:~de_;~~{:.·~ = ·~~.·~~~~:~db!~ ~ntcrior 
. ~l.li~ira,·~~1~1µ~é.1~:ciílé.~;:.t~·.~ cl..:..tz ~ ·B: Esto es equivalente a que tf = d 
y·f:í~d-''~f:b'.J>1iion~cs · . 

}. •.;'i:,0:.(bcui~.c,-b)) cu¡o,c-b) y 
.,. ·, •.•.... ·, ..... c/-'-B = B. (4.5) 

'-'-:~ ·,:. 

··:·· ~(>ii:~(~~~-c~j:t·~~·~~éribe como 

j 
·cc-b+JJ)ncC=0 ¡ 
(c-b+C)ncJJ=0 

· (B+bc-b2 )ncC=0 
. (B+bC)n(c2-bc)=0 · 

(C+bc-.b2>nrB=0 
(CHD)O(é-••) •O 

GO 

(4.6) 



A:rt~i:~~:~f ~~~¡ 1 "'' 
. El

0

cl~Í11C\1.i~ ·.~b/c'.u~ cSui cu D' o no cst¡Í cu C' y por lo tanto podemos 
. Supo_ncr qu? .~b/c rJ. D' => -1 't ~D'. Entonces la segunda relación de 

(4:9) es cquivnlcnlc a que 

~B' e (J = B'U {c-b-1,-1} 

y po~ )? anterior. l'slo implira que 

~B' e B' u {e- b-1}. (4.10) 

Se til'nr. l•I siguieuu~ 

TO 



Lema 4.2-:Si·~e cum¡Hc (./.JO). ci~trmccs 

(i)<u:iu sic-b-11{c<D'·ó 
" .. ' .. -. . . -.' 6 ' .· ·.,.·· .· 

(iin (D'.U {c-b- l}) =.D'U {e-bel), sic.-.b-: 1 E ¡E'. 

~a demostración di? este 1er~f.l·:·~ c~~ct~ .. i1.•m~t~-·¡g'U~1 a~1a··dcl lema 3.2 
·correspondiente al capítulo antcr~o~.: .. ~~~-.Iki~~ .. nbr~. d~-p~s~bilidades: 
CASO l:fD' = B', estO es, ~' .. ~~_un~ _U_Ili~_Jí:~fo·;~i~~.Jate~lcs módul~ m (véase el Jenia 3.3) y entoné?'.·;.· ·~· ' . ·.e :.:, .. 

... ::¿:E' 8;Ú,:i&':i1dd~'..:<_.J;,!_ .•• 
- .·.',,_ :¡-:··~e . 

Como sabemos que d-2~U >= tf. 1'~St~ ri;;~C~¡-¡j¡'~~~-t~·co~ i¡ue d-2 =O 
y entonces Jns relaciones (4.S)s~rán.: '.· · · · · · 

-((bC'+ b) u (c-b- l;-1}) :· 
-B'. 

C'U{c-b-,l,-1} y 
D'. 

Por otra parte, 

~B' = D' # cD' = bD' # (c)B' = (b)B' # LJ b'(c) = LJ b'(b) 
6'ED' llED' 

y de aquí se tiene que B' es también uua unión de dascs laterales 
módulo (b) y (e}, o sea, 

bB' = cD' = D' = ~D' # (b,c)D' = B'. 

Como -B' = D'. entonces -1 E (D ~ (b,c) y así -en'= D'. Usando 
estos hechos, In sexta relación de {4.9) es equivalente a que 

(C' + D') n (c2-bc-b- 1) = 0 
# (bC' +bD') nb(c2-bc- b- 1) = 0 

# (D' +be') n b ( c2 
- be - b - l) = 0. (4.Jl) 

Como ID'+ bC'I = ¡n + bCI = p- 1, cnrone<'s de la qninta relación de 
(4.9) y de (·l.ll) se tiene c¡ne 

C'- be- b - !,/, (é' - be- b- 1) i D' + bC' 
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y esto es equivalente a qúe. 

é2-bc-b- l s b(é2 ~bc-b-l)modp 
*> (b~i)(C',--bc-"b-1)\i.Omodp-
*> (b-l)(c+l)(c-b-l)::Omodp 
*> b=lóc=-lóc=b+l. 

Los esos en queb = 1 y c = -1 son imposibles. Luego, (b,c) = (b;b+l) 
y como -1 e (b, e), entonces se tiene que 

{1,b,b+l,-b,-b-1,-1} ~ (b,b+l). 

Si {l, b, b + 1, -b, -b - 1, -1} = (b, b + 1), entonces z; contiene un 
subgmpo de orden 6, esto es p = 1mod6 y por Jo tanto p E 1mod3. 
En el subgrupo de orden 6 está contenido el subgrupo de orden 3 y se 
cumple que b2 = -b-1 modp (se recuerda que signo es raíz primitiva, 
entonces :E9 e(g) g =O modp). Así se tiene la siguiente · 

Proposición 4.1 Si p E 1 mod3 y {1,b,b2 } e.• el subgmpo de orden 3 
de z;, entonces la ecuación 

x+by+b2 z=O 

es no tensa. 

La partición que se obtiene en este caso es 

l l 2, b + 1,b + 2, -b + 1, -b 1 z; \ {2,b+ i,b+ 2, -b+ 1,-b}. 

Ejemplo 4.1 Para p = 13 la ec11ación x + 3y + 9z =O es no tensa, 

(3, 4) = { 1, 3, 4, 9, 10, 12} 

q'f:'C son los residuos cuadráticos y la partición en este caso es 

1l2,4,5,10, 11 j 3,6, 7,8, 9, 12. 
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La figura que sigue ilustra la Tr(I) de la 3-gráfio'.caasociada a la cétiación 
x + 3y + 9,z .= O con p = 13. 
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Ejemplo 4.2 Paro p = 19 la ccuació11 x + 7y++ 111 = O es no tensa, 

(7,8) = {1,7,8,11, 12,181,:) 

que son los residtlos cúbicos y la 1mrticiÓT2 en cS?.:stc caso es 

l j 2, 8, 9, 12, 13 j 3, 4,5,G,7,IO, 11,14,: .15, 16,17, 18. 

Si {l,b,b+ l,-b,-b-1,-1} e {b,btl}, entono.cesesválidalasiguicn­
tc 

Proposición 4.2 Si b, b + 1 y -l so11 residuo•os 1/e orden k ~ 2, en· 
tonces las ecuaciones 

X+ by= {b t l) Z 

son no tensas. 

La partición para este caso es 

11(b,b+1) + l I z;\ ((b, b+I)- +l). 

Ejemplo 4.3 Para p = 29 (que es el menor P<'!'IÍOlo paro el cual se 
cumple la ¡nv¡msición anterior}; el subgrapo de loe.os residuos cuadráticos 
es 

R2 = {l,.J,5,6, 7,9, 13, !G,20,22,23,2~!4,25,28} -

73 



Se tiene. que 
{1,4,5,24,25,28} e · R2, · 
{1,5,6,23,24,28} e R2, 
{1,6, 7,22,23,28} e R2 

y por lo tanto, lcis ecuaciones x + 4y = 5z, x + 5y = 6z y x + 6y = 7z 
no son tensas. Para todas ellas, la partición es 

Ejemplo 4.4 Para p = 67, el subgrupo de los residuos cúbicos es 

{1,3,5, 8, 9, 14, 15,22,24,25, 27,40,42,43,45, 52,53, 58,59, 62,64, 66} 

que se denota ¡ior R 3 • Se tiene que 

{1,8,9,58,59,66} e Ra. 
{1,14,15,52,53,66} e Ra. 
{1,24,25,42,43,66} e Ra 

y por/o tanto las ecuacioncsx+8y = 9z, x+l4y= 15z yx+24y = 25z 
no son tensas. Para todas ellas, la partición es 

CASO 2: ¡;(B' U (c- b- 1}) = B'U{c- b-1}, o seaB'U {c-b- l} 
es una unión de clases laterales módulo(~) y por fo tanto 

Lb'+ c-b- 1 = Omodp. 
b'ED' 

Por (4.8), d- 2 - B' = B' y de aquí 

L:11en• (el - 2 - b') - L:11en• b' moclp 
~ ID'l(d-2) = 2L:veo•b'=2(b-c+l)modp 
~ e1 = 2'¡Z~,+2 + 2moc1p 

Coino el= e? -be (\•éasc (4.7), entonces 

2b-2c+2 
ID'I = e? - be - 2 modp <* b = 1 y e= 2, 
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que resulta impósfüle po;que b #. l. . . . 

Por útimo, si b:=~.:sea'A ,._,;; fb}. Ent~nces (4.1) se escribe como 

¡ .
.. (b..¡.bB) nbC = 0) 
(b+bC) nbB = 0 
(B+ b2 ) nbC = 0 
(C+b2 )nbB=0 . 
(B+ bC) nb2 = 0 

· (C + bB) n b2 = 0 

(4.12) 

De la quinta relación de (4.12) se tiene que b2 <f. B+bC, además sabemos 
que d <f. B+bC y IB + bCI = p-1, así d = b2 • Como antes, d- B =B. 
Por otra parte, si b2 <f. B + bC, entonces para todo b' E B se cumple 
que b2 - b' E bA U bC U {O} y de aquí se tiene que 

b2 - (bA U bC U {O}) = bA U bC U {O} 
<* b-(AUCU {O}) = AUCU {O}. 

Como los conjuntos A, B, C son una partición, entonces b-B =B. Así 

b2 
- B = B = b - B <* b2 = b <* b = O ó b = 1, 

que no es posible. 

2. IA + bBI = IAI + IBI . 

2.1. IB + bCI = IBI + ICI y la condición (iii) del teorema 2.5 parn. ambos 
pares. 

Supongamos que bB = A+ bB - A, A y bB no están en progresión 
aritmética. Se tiene que bB = bA U bCU {O}, entonces O E bB y existe 
x E A+ bBnA tal que x #O y O= x-x. Como x <f. A+bB, entonces 
para todo a E A se cumple que x - a E bA U bC U {O}, esto es, 

:i:- (bAU bCU {O})= MU bCU {O}. 

Como A, IJ, C forman una partición (y por lo tanto bA, bB, bC también), 
entonces se tiene que x - bll = bll. De la misma forma, x <f. A + bB 
conduce a que para todo b' E bB se verifica que x - b' E BU CU {O} y 
de aquí 

x-(BUCU{O}) BUCU{O} y 
x-.4 = A. 
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Por otra pártci, IA+bB(;,, IÁÍf. IBl·f ci' ; IÁH; IDI +1, junto con 
la príme~á rcláCióí1de(4;1) impli~an'i¡ué:X+:bB = c<J\ y con y E cC. 
Cori10 X </. A + bB 1 entohcc9: X e' éC u yf Si X E cC, entonces de la 

·tercera relációí1 cie·(4;l)'se tiene que x </. B +. bA. Luego para todo 
a' E M, x ~ a'.e)í. U CU {Ó}, e!Íto es,. 

··. x..: (Á. u cu fo}) 
. x-B 

= AUCU {O} y 
B, 

perox-bB = bB # f;-B = B = x-B # x= f; # b= l,queesuna 
contradicción, pues se supuso que b ;é l. Si x = y E B + bA, entonces 
seleccionemos un :: </. B + bA. Como antes, llegamos a que 

z-(AUCU{O}) = AUCU{O} y 
z-B = B, 

y de aquí x = z que es una contradicción. 

2.2. IB + bCI = IBI + ICI + 1, la condición (iii) del teorema 2.5 para el par 
(A, bB) y la condición (iii) del teorema 2.6 para (B, bC). 

Funciona el argume11to anterior exactamc11te. Nótese que no se usó en 
ningún morne11to la condición (iii} del teorema 2.5 para B y bC. 

4.3 El teorema de clasificación 

De las proposiciones 4.1 y 4.2 se tiene el siguiente 

Teorema 4.1 La.s ecuaciones 

x+by= cz, 

son tensas para todob,cez;,p> 7, dondeb;é !, c;é-1, bc;é 1 y~ ;é-1, 
con las siguientes cxce.pcioncs que son totlas las ecuaciones no tensas: 

(í) x +by+ b2:: =O para todo p = 1mod3, donde { l, b,b2 } es el subgrupo 
de orden 3 de z;. 

(ii) x + by = ( b + l) z para todo primo JI tal que b, b + 1 y -1 son residuos 
de orden k 2: 2 y k divide a p - l. 
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Para este tipo de ecuaciones, sólo sabc1nos que las no tensas descritas en 
(i) del teorema anterior son ú11icas para cada primo p (ya que los subgrupos 
de z; son únicos). La cantidad de ecuaciones del caso (ii) constituye un 
problema aún sin resolver, aunque se puede conjeturar que son nrclativamcnte 
pocas" respecto al número de todas las ecuaciones posibles para cada primo 
p. 

Por último, para estas ecuaciones es válido nuevamente el teorema 3.2 
dados Jos resultados del análisis de casos de la sección anterior. 
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