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Capitulo 1 o
Introduccién

Los origenes del estudio del niimero heterocromitico de hipergrificas y de
la definicién y desarrallo del concepto de hipergrificas uniformes tensas se
remonta al problema de Ja inconexion aciclica de digréficas. En [NL] se
introduce In necién de inconexién aciclica de una digrifica D = (V, A), como
el maximo ntimero de componentes (débiles) que pueden obtenerse al omitir
un conjunto aciclico de flechas de D. Denotaremos a este miimero por o (D)
y de define o3 (D) = D) + 1.

Alternativamente, ;_*)(D) puede definirse como el minimo mimero de co-
lores tal que toda coloracion efectiva de los vértices de D con ese niimero de
colores, praduce algiin ciclo dirigido de forma tal que toda flecha del mismo
-tiene sus dos extremos coloreados de distinto color. ’

En diversos torneos T (digrificas completas sin flechas miiltiples ni la-
z0s) para los eiales T{T) = 2. se cumiple la propiedad adicional de que si
se colorean sus vértices efectivamente con 3 colores (w(T) = 3), entonces
aparece un triingulo ciclicamente orientado tricromitico. Esto conduce na-
turalmente a preguntarse por el minimo nimero de 3-aristas en una 3-griifica
H que tenga la propicdad de que toda coloracién efectiva con exactamente 3
colores, tenga algnna terma heterocronsitica, esto es, la tension en 3-gréficas,
desarrollada en [ABN1] » [ABN2].

En el primer articulo de los mencionados con anterioridad, se dan las
definiciones del mimero hieterocromitico de una hipergriafica # = (V, E) v de
las hipergrificas uniformes tensas. gue en lo adelante se llamardn &-graficas
(todas sus hiperaristas tienen exactamente k vértices). Se estudian los lla-




mados 3-drboles (3-graficas minimales en el sentido de que si quitamos una.
terna, dejan de ser tensas). Es iitil destacar que la definicién de hipergrifica
" tensa es una generalizacién natural de la conexidad de las grificas (que son
2.gréficas en el sentido expuesto). Los 3-irboles son igualmente una ex-
tensién del concepto de drboles ya conocidos. Sin embargo, mientras los
drboles tienen la misma cantidad de aristas para un nimero fijo de vértices,
los 3-drboles (y en general los k-drboles, & > 3) pueden tener diferente can-
tidad de ternas para un mismo niimero de vértices (esto es, las propiedades
matroidales de los drboles se pierden para & > 3).

Estos hechos conllevan a plantearse el estudio de los 3-drboles con un
minimo nimero de ternas, En el trabajo referido se construye una familia
infinita de 3-drboles minimales para todo niimero primo p tal que el mimero
de vérticeses n = (p — 1) /2y el nimero de aristas es n(n—2)/3. Igualmente,
se conjetura que para toda n, existe un 3-arbol con [n(n ~ 2)/3] aristas.

En la construccién de la familia descrita de 3-drboles minimales, se de-
muestra un hecho que constituye la principal motivacién de este trabajo.
En especial, se prueba que para todo coloreo con exactamente 3 colores de
Z; = Z,\ {0} (el grupo multiplicativo del campo finito de los residuos médulo
un niimero primo p) existe una solucion de la ecuacién z + y = z con colores
diferentes (véase la proposicién 3.1 de {ABN1]).

De aqui se desprende el planteamicnto natural del mismo problema para
ecuaciones de tipo ax + by = cz, donde a,b,c € Zj, o sea, ipara qué coe-
ficientes a,b, ¢ la ecuacién anterior cumple la propiedad enunciada? A las
ecuaciones que tienen esta caracteristica se les llamara tensas (a ellas se aso-
cia una 3-grifica de modo natural que puede ser tensa o no), en otro caso se
Hamard no tensa. Con esta terminologia, el problema se traduce en clasificar
las ecuaciones del tipo dado en tensas y no tensas.

La proposicién 3.1 referida cs, en cierto sentido, la versién anti-Ramsey
de un teorema de Schur de 1916 (véanse [Shu] y [Gra]). Este teorema expresa
que si coloreamos a N (el conjunto de los niimeros naturales) con un niimero
finito de colores, entonces existe una solucién de la ecuacién z + y = 2z con
x,¥, 2 del mismo color (solucién monocromitica). Esto es equivalente a decir
que si N se parte en un mimero finito de subconjuntos, es decir,

N=d|dg]...| A

entonces existe j € {1,2,...,r} tal que z,,z € A; y =+ y = z. Como dato
histérico, es interesante mencionar que cl articulo de Schur estuvo motivado
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La referencia {Man2] resulta apropiada para consultar detalles y aplicaciones

“de los teoremas de adicidn en la teoria de los niimeros y cn la teorfa de gru-
pos. En el capitulo 2 se da un panorama de todo lo expuesto mds arriba y se
demuestran dos nuevos teoremas de adicidn necesarios para resolver ¢l pro-
blemaen cuestién. Estos dos teoremas caracterizan los pares de subconjuntos
A,B C Z, tales que

() |A+B|=|A|+|B| ¥
() [A+ B|=|A|+|B| +1.

Como en ¢l teorema de Vosper, se da la estructura de los conjuntos que
resulta relativamente sencilla de manipular: en la mayoria de los casos se
trata de progresiones aritméticas o uniones de progresiones aritméticas con
la misma diferencia.

Sentadas las bases para la clasificaciéon de las ecuaciones, en los capitulos
3 y 4 se procede a demostrar cudles ecuaciones son no tensas. Ademds se
prueba que las ecuaciones resultantes son tinicas y por tanto, las que restan
son tensas. Las ecuaciones se han dividido en dos tipos para facilitar la ex-
posicién. Ademds, las lineas de razonamiento para ambos casos difieren un
poco. El proceso de clasificacién se hasa en la aplicacién del Lema Bdsico
(lema 2.1 de [ABN1] que caracteriza a las k-grificas tensas) y esto conduce al
andlisis de todas las particiones en exactamente 3 partes de Z;. Es conocido
que el nimero de estas particiones es del orden de 37~!. Luecgo, es necesa-
rio acotar la cantidad de particiones a analizar y esto se lleva a cabo con
ayuda de la cardinalidad de las partes y de la suma de pares de ellas. Con
esto, se reducen considerablemeunte los casos en cuestién. Con la utilizacién
del teorema de Vosper y de los dos resultados demostrados en el capitulo
2, el problema se convierte en un andlisis exhaustivo de casos posibles que
provienen de las condiciones de los teoremas mencionados.

En las dltimas secciones de los capitulos se resume la clasificacién y se
exponen algunos resultados derivados del proceso de demostracion.

Una lista amplia de refereacias hibliogrificas de los temas tratados cierra
este trabajo, donde confluyen notablemente la teoria de hipergrificas, la
teorfa de los nimeros y los tcoremas de adicién. Un problema se resuelve y
como siempre, otros nuevos comienzan a perfilarse en el horizonte.

[<1]




Capitulo 1
Introduccién

Los origenes del estudio del ninero heterocromatico de hipergrificas y de
la definicion y desarrollo del concepto de hipergrificas uniformes tensas se
remonta al problema de la inconexién aciclica de digrificas. En [NL] sc
introduce la nocidén de inconexion aciclica de una digrifica D = (V, A), como
el maximo mimero de componentes {(débiles) que pueden obtenerse al omitir
un conjunto aciclico de flechas de D. Denotaremos a este niimero por (D)

y de define o (D) = (D) + 1.

Alternativamente, :.7(0) puede definirse como el minimo ntimero de co-
lores tal que toda coloracidn efectiva de Jos vértices de D con ese niimero de
colores, produce algiin ciclo dirigido de forma tal que toda flecha del mismo
tiene sus dos extremos coloreados de distinto color.

En diversos torneos T (digrificas completas sin flechas aniltiples ni la-
z0s) para los enales T(T) = 2, se cnmple la propiedad adicional de que si
se colorean sus vértices efectivamente con 3 colores (w* (T) = 3}, entonces
aparece un tridngulo ciclicamente orientado tricromdtico. Esto conduce na-
turalimente a preguntarse por ¢l minimo nfimero de 3-aristas en una 3-gréfica
H que tenga la prapiedad de que todda coloracién efectiva con exactamente 3
colores, tenga alguna terna heterocronitica, esto es, In tensién en 3-grificas,
desarrollada en JABN1] y [ABNZ).

En ¢! primer articnlo de los mencionadoes con anterioridad, se dan las
definiciones del mimero heterocromiitico de nna hipergrifica 2/ = (V, E) y de
las hipergrificas uniformes tensas. gque en lo adelante se lamaran A-grificas
(todas sus hiperaristas tienen exactamente & vértices)., Se estudian los Hla-



mados 3-drboles (3-graficas minimales en el sentido de que si quitamos una
terna, dejan de ser tensas). Es atil destacar que la definicién de hipergréfica

" tensa es una generalizacién natural de la conexidad de las grificas (que son
2-grificas en el sentido expuesto). Los 3-drboles son igualmente una ex-
tensién del concepto de drboles ya conocidos. Sin embargo, mientras los
drboles tienen la misma cantidad de aristas para un nimero fijo de vértices,
los 3-drboles (y en general los k-drboles, k > 3) pueden tener diferente can-
tidad de ternas para un mismo nimero de vértices (esto es, las propiedades
matroidales de los drboles se pierden para k > 3).

Estos hechos conllevan a plantearse el estudio de los 3-irboles con un
minimo mimero de ternas. En el trabajo referido se construye una familia
infinita de 3-drboles minimales para todo nimero primo p tal que el nimero
de vérticesesn = (p — 1) /2 y el mimnero de aristas es n(n—2) /3. Igualmente,
se conjetura que para toda n, existe un 3-drbol con [n(n — 2)/3] aristas.

En la construccién de la familia descrita de 3-drboles minimales, se de-
muestra un hecho que constituye la principal motivacién de este trabajo.
En especial, se prueba que para todo colorco con exactamente 3 colores de
Z; = Z,\{0} (el grupo muitiplicativo del campo finito de los residuos médulo
un mimero primo p) existe una solucién de la ecuacién z -+ y = z con colores
diferentes (véase la proposicion 3.1 de [ABN1}).

De aquf se desprende cl planteamiento natural del mismo problema para
ecuaciones de tipo ax + by = cz, donde a,b,c € Z;, o sea, jpara qué coe-
ficientes a,b,c la ecuacién anterior cumple la propiedad enunciada? A las
ecuaciones que tiencn esta caracteristica se les llamard tensas (a ellas se aso-
cia una 3-grifica de modo natural que puede ser tensa o no), en otro caso se
llamard no tensa. Con esta terminologia, el problema se traduce en clasificar
las ecuaciones del tipo dado en tensas y no tensas.

La proposicién 3.1 referida cs, en cierto sentido, la versién anti-Ramsey
de un teorema de Schur de 1916 (véanse {Shu] y [Gral]). Este teorcma expresa
que si colorcamos a N (el conjunto de los nidmeros naturales) con un niimero
finito de colores, entonces existe una solucién de la ecuacién z + y = z con
x, ¥, z del mismo color (solucién monocromitiica). Esto es equivalente a decir
que si N se parte en un mimero finito de subconjunios, es decir,

N=A|Az2]...] A
entonces existe j € {1,2,...,7} tal que z,y,z € Aj y z +y = 2. Como dato

histérico, es interesante mencionar que el articulo de Schur estuvo motivado
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por el iltimo teorema de Fermat. En particular, probé de manera mds sen-
cilla, y con ayuda del teorema mencionado anteriormente, un resultado de
Dickson {véanse [Dicl] y [Dic2}): para toda m , si p es un primo suficiente-
mente grande (p > mle, donde € denota la base de los logaritmos naturales),
entornices la ecuacién 2™ + y™ = z™ mod p tiene solucién.

Por su parte Rado, {[Radl] en 1933 generalizé el teorema de Schur. En su
tesis doctoral demostrd lo siguiente. Sea la ecuacién

n
Seri=0, c€Z.
i=t
Entonces, para toda particién del conjunto de los niimeros naturales N en
exactamente r partes, existen xi, g, ..., Tn (ue satisfacen la ecuacién y estdn
en una de las partes si y s6lo si existe {¢;,,Cizy -6} © {€1,€2y i Ca} tal que

!
=
i=1

Es fécil ver que ¢l teorema de Schur es consccuencia del de Rado, si ponemos
la ecuacién z + y == z como x; + 3 — 3 = 0. Los trabajos de Rado fueron
generalizados con amplitud, para més detalles constiltense [Rad2] y [Deu].

Luego, el problema que nos concierne puede igualmente considerarse, en
algin sentido, como la versién anti-Ramsey del Teorema de Rado para tres
variables.

Para la clasificacién de las ecuaciones se usan las técnicas de los teoremas
de adicidn en la teoria de los niimeros que constituye un drea ya cldsica de
las matemdticas y que ha sido aplicada a diversos problemas combinatorios.
De hecho, el primer teorema de adicién se debe a A. Cauchy {Cau] y data de
1813. Probé que si A, B C Z,, entonces

|A + B| 2 min {p,]A]| +{B| ~ 1},
donde A+B={a+b|ee€ A,be B}.

El resultado fue redescubierto por H. Davenport en 1935 [Davl] y desde
entonces se conoce como el teorema de Cauchy-Davenport. Igualmente, se
usa el resultado de Vosper [Vosl], {Vos2}, que caracteriza los pares de conjun-
tos para los cuales se cumple la igualdad en el teorema de Cauchy-Davenport.
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La referencia [Man?] resulta apropiada para consultar detalles y aplicaciones
de los teoremas de adicidn en la teorfa de los niimeros y en la teoria de gru-
pos. En el capitulo 2 se da un panorama de todo lo expuesto mds arriba y se
demuestran dos nuevos teoremas de adicién necesarios para resolver el pro-
blema en cuestidn. Estos dos teoremas caracterizan los pares de subconjuntos
A, B C Z, tales que

() {A+ Bl=14]+|B] v
(i) {A+ B} =|A|+{B|+ 1.

Como en el teorema de Vosper, se da la estructura de los conjuntos que
resulta relativamente sencilla de manipular: en la mayoria de los casos se
trata de progresiones aritméticas o uniones de progresiones aritméticas con
la misma diferencia.

Sentadas las bases para la clasificacidn de las ecuaciones, en los capitulos
3 y 4 se procede a demostrar cudles ecuaciones son no tensas. Ademds se
prueba que las ecuaciones resultantes son iinicas y por tanto, las que restan
son tensas. Las ecuaciones se han dividido en dos tipos para facilitar la ex-
posicién. Ademds, las lineas de razonamiento para ambos casos difieren un
poco. El proceso de clasificacidn se basa en Ja aplicacién del Lema Bésico
(lema 2.1 de [ABN1] que caracteriza a las k-grificas teusas) y esto conduce al
andlisis de todas las particiones en exactamente 3 partes de Z;. Es conacido
que el nidmero de estas particiones es del orden de 37~!. Luego, es necesa-
rio acotar la cantidad de particiones a analizar y esto se lleva a cabo con
ayuda de la cardinalidad de Jas partes y de la suma de pares de ellas. Con
esto, se reducen considerablemente los casos en cuestién. Con {a utilizacidén
del teorema de Vosper y de los dos resultados demostrados en el capitulo
2, el problema se convierte en un andlisis exhaustivo de casos posibles que
provienen de las condiciones de los teoremas mencionados.

En las idltimas sccciones de los capitulos se resume la clasificacién y se
exponen algunos resultados derivados del proceso de demostracidn.

Una lista amplia de referencias bibliogrdficas de los temas tratados cierra
este trabajo, donde confluyen notablemente la teoria de hipergrificas, la
teoria de los niineros y los teoremas de adicién. Un problema se resuclve y
como siempre, otros nuevos comicnzan a perfilarse en el horizonte.




Capitulo 2

De la tensién en hipergraficas
a los teoremas de adicién

En la primera parte de este capitulo, se resumen algunos de los resultados
mis relevantes de la tensidn de hipergrificas nccesarios para este trabajo. En
la segunda, se exponen algunos de los tcoremas de adicién conocidos (ttiles
en los siguientes capitulos) y se demuestran dos nuevos teoremas de este tipo
que serdn usados en la clasificacién de las ecuaciones que nos ocupan.

2.1 Tensién en hipergraficas

Sea H = (V, E) una hipergrafica, donde V denota ¢l conjunto de vértices
y E el conjunto de las hiperaristas, definido como una familia arbitraria de
subconjuntos de los vértices. Una 3-grdfica es una hipergrafica para la cual
todas sus hiperaristas tienen exactamente 3 vértices. A las hiperaristas de
una 3-grifica se les llaman ternas. Asi, una 2-grifica es una gréfica en el
* sentido usual.
En [ABN1] y [ABN2] se introduce la definicion de hipergrifica tensa
y se demuestran los primeros resultados, algunos de los cuales se exhiben a
continuacién. Para la terminologia usada de teoria de graficas véase [Har].
Una coloracién de una 3-grafica H = (V, E) es una funcién sobreyectiva
f:V = {0,1,2} (de forma equivalente, una coloracién de una 3-grifica
es una particién no degenerada del conjunto de vértices en tres partes). Al
. codominio de la funcién f se le llama conjunto de colores. Una 3-grafica H es
tensa st y sélo si para cualquier coloracién de sus vértices con exactamente 3
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colores, existe al menos una terna heterocromidtica, o sea, para toda funcién
sobreyectiva f : V = {0,1,2}, existe e € E tal que f(e) = {0,1,2}. Asi, la
tensién de 3-grificas generaliza la conexidad de grificas, que se obtiene si
se sustituye 3 por 2 en la definicién anterior.

Sea H = (V, E) una 3-grificay 0 £ X C V. Se llama traza de X a la
grifica Tr(X) = (V \ X, Ex), donde

Ex = {{v,w} CV\X |3z e X, {v,u,z} € E}.

Lema 2.1 (Arocha, Bracho, Neumann-Lara) H = (V, E) es una3-grd-
fica tensa si y sdlo si pare todo § £ X C V, Tr(X) es una grdfica coneza.
(Ademds, es suficiente considerar los conjuntos X de cardinalidad a lo mds
|n/3}, donde n = |V|).

Del lema anterior, se observa que probar la tensién de una 3-grifica H
requiere la comprobacion de la conexidad de todas sus trazas. Inversamente,
para demostrar que H no es tensa, basta con exhibir una particién en 2
partes de la gréfica T+{X) que la desconecte. Esta particién conjuntamente
con X resulta ser una coloracién de H sin ternas heterocromaticas.

Un 3-drbol se define como una 3-grifica H = (V, E) tensa, tal que para
toda e € E, la 3-grafica H \ e = (V, E \ {e}) no es tensa. Una 3-cadena se
define como una 3-grifica tal que para todo v € V, Tr(v) es una cadena.

Es preciso observar que en ¢l caso de las grificas conexas, todos los
drboles con n vértices tienen n - 1 aristas, o sea los drboles generadores de
una gréifica forman las bases de un matroide. En el caso de las 3-grificas,
esto no ocurre y se tienen 3-irboles con n vértices con distinto nimero de
ternas. En [ABN1] se estudia la cardinalidad minima p, de un 3-drbol con n
vértices y se conjetura que para cualquier n, p, = {n{n — 2)/3}. Iguaimente,
se da una familia infinita de 3-drboles de cardinalidad minima que de hecho
son 3-cadenas. Para la construccién de esta familia infinita, se demostrd
la siguiente proposicién, que constituye una de las principales motivaciones
del presente trabajo. Este resultado comicnza los intentos para tratar de
clasificar las ecuaciones con 3 variables sobre el grupo multiplicativo del
campo finito de los restos médulo p (mimero primo), en tensas y no tensas.

Sean p un nimero primo y Z, = {0,1,...,p—1} el campo finito con p
elementos. Z;, = Z,\ {0} denota ¢! grupo multiplicativo de Z,,.
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Proposicién 2.1 (Arocha, Bracho, Neumann-Lara) Pare toda colora-
cidn de Z;, con 3 colores, existe una solucion de la ecuacion x + y = z con
colores diferentes (esto es, la ecuacidn x +y = zmodp es tensa para todo
primo p).

La demostracién de este resultado es ingeniosa, sin embargo las ideas
utilizadas resultan aplicables sélo para este caso especial de ecuaciones. Se
requieren otras técnicas para lograr clasificar el resto de las ecuaciones.

Para mds detalles en esta temética se recomiendan las referencias citadas
anteriormente.

2.2 Teoremas de adicién en la teoria de los
nidmeros: definiciones y resultados clasi-
cos

Los teoremas de adicién aparecieron primeramente en la solucién de proble-
mas de la teoria de los niimeros y posteriormente se extendieron a la teoria
de grupos y semigrupos (para citar sélo algunos, consiltense [Cau], [Davl],
[Cho), [She], [Sha], [Kem)], [Olsl], [Man3]). Son conocidos muchos teore-
mas sobre la suma de conjuntos, algunos son generalizaciones del famoso
teorema de Cauchy-Davenport, otros se refieren al conocido problema de
Erdés, Ginzburg y Ziv [EGZ], [Ols3], [BEL), a los conjuntos libres de sumas
maximales [Yapl], [Yap2), [RP1], o a los problemas de densidad de conjuntos
de niimeros enteros. De la misma forma, ha habido progresos interesantes
al resolver problemas de la teoria de digrdficas {en especial, los relativos al
estudio de dtomos en digrdficas y a las digrdficas de Cayley), que en al-
gunos casos, han conllevado a la prueba de nuevos teoremas de adicién o a
la generalizacion de otros ya conocidos en la literatura (por ejemplo, véanse
[Haml], [HLIS], [Ham2], [Ham4]). Esta tematica cuenta con una extensa
literatura, una referencia apropiada para adentrarse en la teoria es el libro
de Mann {Man2]. La monograffa [Str] es adecuada también para tener un
panorama de la relacién de los teoremas de adicién con otros problemas. En
general, el objetivo de esta teoria es dar una descripcién de la suma de dos
conjuntos en términos de ciertas propiedades de los sumandos (por ejemplo,
la cardinalidad o 1a medida de los conjuntos).



En lo que sigue, Z, y Z, denotardn el grupo aditivo de restos médulo

p (némero primo) y m (ntimero natural) respectivamente. Sea G un grupo
" abeliano finito. Se denota por |4} a la cardinalidad del conjunto 4 y por 4
-el complemento del conjunto A. Si } # A, B C G, entonces la suma de estos
- dos subconjuntos de elementos de un grupo se define como

A+B={zx|z=a+bac Abe B}.

Se definen los conjuntos

A—-B = A+(—B),
—A = {~ala€A} y
tA = (tala€ A}, teZ,

Por brevedad, se usaran las notaciones A+ c= A+ {c}, AUc= AU {c},
ANc=An{c}y A\e=A\{c}.

Se dice que @ # A C Z, estd en progresion aritmética si existen a,d € Z,,
d # 0 tales que
A={a+id[0<i<|A|—1}.

Uno de los teoremas de adicidn mds sencillos se presenta a continuacidn.
Teorema 2.1 (Mann) Sean A,B C G. Entonces
G=A+DB 6 |G| 2|4 +|B|.

El primer teorema de adicién conocido fue demostrado por Cauchy [Cau]
en 1813.

Teorema 2.2 (Cauchy) Sean § # A, B C Z,. Entonces
|A + B} > min{p,JA| +|B| - 1}.
Equivalentemente, cste teorema expresa que
A+B=2Z,6 [A+B| =2 |A|+|B]-1.
Cauchy aplicé su resultado para demostrar que todo residuo médulo p se
puede representar como la suma de dos residuos cuadriticos, esto es, que

toda congruencia 22 + y? = r mod p ticne solucién para todo r € Z;,
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El mismo resultado de Cauchy fue demostrado independientemente por
Davenport [Davl) ‘en 1935 y desde entonces se conoce como el teorema de
Cauchy-Davenport (TCD en lo adelante). En 1953, Mann [Manl)] publicé
la demostracién de un teorema que generaliza el TCD y otros resultados
obtenidos con anterioridad por Kneser [Knel] y Chowla [Cho).

Teorema 2.3 (Mann) Sean@ # A, BC G. Sic€ G yc¢ A+ B, entonces
eristen B* C G y H subgrupo propio de G tales que:

(i) BC B CG,
() Ax D =c+H y
(iii) |A+ B*| — |A+ B| = |B*| - |B].

Corolario 2.1 (Mann) Si para todo subgrupo propio H de G se cumple que
|A + H| > |A| + |H| — 1, entonces para todo B C G tal que G # A+ B se
cumple que |A+ B| > JA| + |B| = 1. (5t G = Z,, entonces obtenemos el
TCD.)

Corolario 2.2 (Chowla) Sean G = Z,,, A = (0} U {¢ | med(a,m) =1} y
. BCG. SiA+ B # G, entonces |A+ B} > |Al +|B] — 1.

Por otra parte, Vosper [Vosl], [Vos2] en 1956, obtuvo una caracterizacién
de todos los pares de subconjuntos A, B C Z,, para los cuales se cumple la
igualdad en el TCD, o sea, cuando |4 + B| = min {p, 4] -+ |B| -~ 1}. Estos
pares de conjuntos fueron denominados por Vosper, pares criticos.

Teorema 2.4 (Vosper) Sean ¢ # A, B C Z,. Entonces
|A + B] = min {p,|4] +|B| - 1}
si y solo si A y B satisfucen una de las siguientes condiciones:
(i) 1Al +1B] > p,
(is) min {|A[,|B]} =1,
(iii) B = ¢~ A para algin c€ Z,,

10



(w) A Yy B estan eu progrcswn aﬁtmetzca con la mzsma dtferenma, (] sea, Lk
eztsten ab, d €Z, tales que ! . e

A= {a+1d|0<t<|A|—1}yB {b+ul]0<z<|B|—1}

Observemos que las condiciones del teorema de Vosper no son excluyentes.
Igualmente, la condicién (iii) es equivalente a que |A + B} = p—1y B = c— A,
donde c ¢ A+ B.

Para la prueba de los resultados de la siguiente seccién, son necesarias
algunas definiciones y propiedades de los subconjuntos de Z,. Primera-

mente, para todos los conjuntos § # A, B,C, D C Z, se tienen las siguientes
propiedades [Vosl):

SiA-B=C-D,entonces ANB=0=CND=0
y como consecuencia

(A+B)NC=0 & AN(C-B)=0y (2.1)
(A-B)N(C+D)=0 & (A—C)n(B+D)=

Obsérvese que A— B = C = A C B+ C, sin embargo no necesariamente
se tiene la implicacién de que A = B+C. Porejemplo,sip =11, A = {0,2,3}
y B = {3,4}, entonces C = {0,7,8,9,10} y B+ C = {0,1,2,3,4,10}.

En lo adelante, se identificardn los elementos de Z, con el conjunto
de nidmeros enteros {0,1,...,p—1}. Un intervalo de Z, que se denota por
[m,n}, para m,n € Z,,, sc define como el conjunto[m, n] = {m,m + 1,..,n},
donde las sumas se toman médulo p. Para completar la definicién, se toma
el intervalo [n,m] como el conjunto [n,m} = {n,n + 1,...,m} médulo p. La
‘siguiente figura ilustra esta definicién.
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" Por convencion, el mtcrvalo vacio, denotado por @, es aquel que no con-

* tiene elementos y Z, = .[0,p— 1]. El intervalo [m,m] que contiene sélo al

elemento m se denpta, por [m]. . Obsérvese que cualquier subconjunto no

vacio de Z, es una unidn de intervalos. Dos intervalos [my, n4] y {ma, ny] son
consecutivogssimg=n;+16 ng=my — 1.

Se llaman huecos (gaps en la literatura) de un conjunto A € Z, a Ios .
intervalos de 4. Si [p— 1,0} C [m n), entonces se escribird

[m,n] = [m,p—1]U[0,n].

2.3 Caracterizacién de los pares 4, B C Z, con
la propiedad |A + B| = |A| + | B|

A continuacién sc dard una caracterizacién de todos aquellos pares de con-
juntos @ # A, B C Z, para los cuales se cumple que |[A + B| = {A|+|B|. Para
probar el teorema correspondiente se requicren los siguientes lemas previos.
Recordemos que (4, B) es un par critico si cumple la igualdad en el TCD.

Lema 2.2 Sean @ # A, B C Z,, entonces |A+ Bj < |A| +|B| si y sdlo si
(A, B) es un par critico.

Demostracién. Supongamos que |A + B| < |A] 4 |B|, por el TCD se ticne
que
min {p,|A] +|B| -1} S |A+ B| < JA| +|B| - 1.

Analicemos dos casos:

Caso 1: p < |A|+|B| —1 ¢ |A] +|B| > p=|A+ B| y esto es equivalente

a la condicién (i) del teorema 2.4.

Cas02: p>|Al+{B]—1& |4+ B| =|4| +|B| —1 <py esto se cumple

si alguna de las condiciones (ii), (iii) o (iv) se satisface. -
De este lema se puede concluir que (4, B) no es un par critico si y sélo

si JA+ B| > |Al +|B|. Para lo que resta de esta seccién supongamos que se
cumple esta desigualdad, es decir, que asumiremos las siguientes condiciones:

|Al+1B| < p, (2.2)
min {J4],|B]} = 2, (2.3)
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B ;é c— A para todo c e Z,,y S(24)

dirc;gsncigl'» (2.5)

entonces podemos suponer que a ';1 ya que el conjunto 4’
4 (4 — a) satisface que [A| = |4’ De esta forma podemos escribir 4
0,8 ~1j.

([}

Lema 2.3 Sean @ # A, B c Z,,, A esuna pro_qmswn aritmética, |[Al =1 2> 2
y B cumple que: .

(i) 0e B,
(ii) B tiene al menos 2 huecos y
(iit) el nimero de intervalos de B es j = 2.

Entonces, si todos los huecos de B tienen longitud <1 -1, ezcepto uno que
tiene longitud > I, se cumple que :

A+ B] >4l + Bl +j -2

Demostracion. B puede escribirse como

B =jL_Jl [s;,t; - 1] »

i=0

donde j 22,50 =0, 5 = tiy +1 (G €[l,j~1]) ¥y tj-y <p—1, ademds

j=1
|Bl = E(t. —~s) = Zt. Zs,-

i=0 i=1

y los huecos de 3 estan dados por
— i-2
B = tnsm—1JUt2,p~1].
i=0

13



Usando esta ﬁotacién se tiene QUe'
. i
A+ B = [sid +t: - 2].
i=0

Sabemos que B tiene un hueco de longitud > ! y el resto de los huecos de
longitud < I — 1. Ante todo, se probard que se puede suponer que el hueco
de longltud > les [tj_1,p—1]. En caso contrario, si |[t;, sipt — 1]| 2 { para
algin i € [0,] —2}, definamos un conjunto B’ tal que B" = B + p — ;4.
Si 0 ¢ B', entonces sj # 0y definimos B” = B’ — s{. En cualquier caso B' y
B" cumplen las condiciones del lema, su hueco de longitud > I estd al final
y ademds |B} = |B'] = |B"| y

|A+B|=|a+B|=|A+B",

por lo que demostrar el lema para B es equivalente a demostrarlo para B’ o
B". Asi se tiene que

Sip1 =L Sl—1 s <1+t —1(paratodo i €[0,7—~2]) y

p-—tj_121<=>1+t,'...1—'25ﬂ—2|

de donde se obtiene que

A+B=[00+tjs1—2] y |[A+ Bl =14t =100

Por otra parte, como so =0y s; > tiy + 1 (i € [L,7 =~ 1)), entonces B

Z sz Zt +j7—- 1
i=1
Cousxderemos la siguiente diferencia:
j=1 =1
|[A+ Bl - (J4]+1B)) = !+t —1-1+ Z,'ISV- g:oti
izt m2 = =
= Ysi—Xti~-12j5-2
i=] i=0
si hacemos uso de la desigualdad (2.6). ‘ u

Del lema anterior, hacemos las siguicntes observaciones:
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(i) Sij =2, entonces |A + B} > |A| +|B].
(n) Si j = 3, entonces {A + B| > |4+ [B] + 1.

Decimos que A C Z, es una progresion casi aritmética si A es una
progresién aritmética a la que le falta un elemento distinto del primero y el
ditimo, es decir:

A={a+id|0€i<j—1}U{a+id|j+1<i<]|A}~-1},

para j € [1,|A4] —2].

En [Vosl] se prueba que con las suposiciones de que min {JA|,|B}} > 2,
|Al+|B} < p y (4, B) es un par critico, si A estd en progresién aritmética,
entonces B y A - B estdn en progresién aritmética con la misma diferencia
(véase el lema 3, p. 203). El reciproco no es cierto como se ve en el siguiente
ejemplo.

Sean p = 13, A = [0,2] y B = (2,4} U [6,8]. Entonces, su suma es
A+ B = {2,10] que estd en progresién aritinéticay el complemento de lasuma
es la progresién aritmética A + B = {0,1]U[11,12]. Por tanto, considerando
el lema 2.2, en la condicién (iii) del siguiente teorema es necesario asumir
que A no estd en progresion aritmética.

Teorema 2.5 Scan @ # A, B C Z, y supongamos que
|44 B} > |Al+ | B]. (2.7)
Entonces
|A+B| = Al + 8| (2.8)
si y sdlo si A y B satisfacen una de lus siguientes condiciones:
() |Al+1B| =»p,
(ii)) B=(c~A)Ut parac¢ A+ B yalgint € Z,,
(iii) B=AF B — A y A no estd en progresidn aritmdtica,

(iv) A = {a,a+d} y B es la unién de dos progresiones aritméticas con
diferencia d, donde ¢, d € Z,,,



7 ente,

“(w)AyB éstq‘n‘ en progresicn arit
* con la misma difemn_ciat ®

Demostracion. ’ o : y
I. SUFICIENCIA. Se probard que cada una de las condlcxones (1)-(v) xmphca '

la igualdad (2.8).
[=(2.8) Evidente. o
—Supomendo que la condzcxon (u) se cumple, entonces

- 18]

Al+1 & |A]+{Bl2p-1.
Por otra parte

Ba(e-Aun =0 & (Bnfc- A))U(Bnt)..‘ :
S e (BN{c—A)=0 :

ya que t ¢ B. Luego (2.10) s equivalente a

(A+B)Nc=0=[A+Bj<p—1.
Tofnandé en cuenta {2.7), (2.9} y (2.11) sc obtiene que en
p~12{A+ 0 2 (Al +{Bj2p-1,
se cumple la igualdad y se tiene {2.8).
mﬂE’@) Supongamos que la condicidn (iii) se verifica, entonces tenemos

que IA +Bl > 2 {en otro caso, si ‘A +Bl =1 A+EB = {c}, entonces
B = c— A que contradice (2.4)) y

[Bl = [A+D - 4| 2 |[AF B +14l,

porque A no estd en progresién aritmética. Si en la expresién anterior se
cumple la desigualdad estricta, entonces {A + B| > |A| + | B, luego se ticne

que
[Bl=|A¥T - 4] = [AF D] +14] & |4+ B] = | Al +|B].

(iv)={(28] 5in perder generalidad, podemos suponer que
=[0,1] y B={0,»~1JU[s,t — 1},

16
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donde r 21, r+1<s<t—-1,t<p—1y|B| —r—é+t Entonces
-‘A+B_Io rlUlstl y A+ Bl=r+1+t—s+1=|4+|8|.

{v)=(2.8) como A y B estin'en progresxon antmcnca y ‘casi’ antmetlca

respectivamente, entonces podemos suponer que )

A=[0,l-1] cpn'rIAI —ﬁ L>2 y ‘

A+B={ol-

" 1L NECESIDAD. Suﬁonéémo#ﬁiié el T o
‘ [A+B|=|Al+|Bl:: - . 0 (212

1. 8i |A + B} = p, entonces evidentemente |4] +{B| = p, condicién (i) del
teorema.

2. Supongamos entonces que
() [A+Bl<p-1@ [AFD|=1y
(ii) B no estd en progresién aritmeética.

Consideremos dos casos.

2.1. CAS0: A no estd en progresién aritmética.
Como

(A+BINAFB =0 Bn(ATT—4A) =0 & T2 AT DA,

entonces -
[B|2[AFB -4 (213)
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‘211 SUBCASO Sx ]A+BI 1, entoncesA B
»V‘BDc—Ay B >]c—A] :

Luego - 7 :

p~|AFB| =p-1_|A|“+"|A1

p—|B|+4| = 4| +1B].

En la desigualdad anterior se cumple la igualdad. Asi,
v =(c— AJU¢t paraalgin t € Z,

|A+B|

v

i y se cumple la condicién (ii).
2.1.2. SUBCASO: Si lA + Bl 2 2, entonces usando (2.13)

[Al+(B] = |Al+p—|B|<|4|+p—|[AF T -4
< |Al+p—|AFB|-1Al=)A+Bj,

donde para la segunda desigualdad, suponemos que A no
estd en progresién aritmética. En la expresion anterior se
cumple la igualdad y por tanto rB-l = lA + B - AI. Como
B DA+ B ~ A, entonces se cumple la condicién (iii).

2.2, CaSO: A estd en progresién aritmética. Se analizardn los inter-
valos de B. Por el lema 2.3 (véase la observacién (i) después
del'lema), es suficiente considerar solamente el caso en que B
tiene exactamente 2 intervalos. Sin perder generalidad podemos
suponer que

=[0,{~1], |[A]l=122y
=[0,r-1)U[s,t~1], |Bl=r—s+t,
donder > 1,r4+1<s<t~1yt < p—1. Los huccos de B estdn
dados entonces por

=[rs-1Jult,p~1]
ylasumade Ay Bes
A+B=[01+r-2U[s,i+t-2]. (2.14) -

Analicemos los siguientes subcasos:
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: ,decxr,

s

- que’.

' ','Los. dds hueéos de ,VB:t‘iéx‘xéxi tlongxpud

- r<l—1¢s<l+r—l yp—t<1—1®l+t—-l>p. :

Eutonces A + ‘B = Z,,. que es una contradiceién con la su-~
“,posxcnon de’que |A +Bl<p—-1.
,;SUBCASO Los dcs huecos de B tienen longitud > I. Entonces

s—r2l & s>l+r y
e p—t>l & 14+t<p.
Por tanto en (2.14) los intervalos son disjuntos y esto implica
A+B| 10,1+ r — 2| + [[s, L + 2 — 2]|

I4r—1+l+t—1—s
2004r—s4t—2.

nwa g

- Como se cumple (2.12) se tiene que

A+r—s+t—2=l+r—s+tl=2

» yv se cumple la condicién (iv).
'2.2.3.

SuBcaso: Uno de los huecos de B tiene longitud <1 —1y el
otro es de longitud > I. Nuevamente, podemos suponer, sin
perder generalidad (véase la demostracién del lema 2.3) que

s—r<l-1s<ltr—-1lyp—-t2lel4+i<p.

De este modo, en (2.14) los intervalos se intersectan o son
consecutivos, asi

A+B=[0/+t-2] y [A+DB|=1+t—-1.
Como se verifica (2.12) entonces
l+t—l=l4+r—s+tSs=r+1

y esto significa que I es una progresion casi aritmética. Se
cumple la condicién (v). |}

Obsérvese que las condiciones (i)-{v) del teorema no son excluyentes.
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2.4 Caracterizacién de los pares A, B C Z, con
' la propiedad [A+ B| = |A] +|B| +1

En lo que sigue se caracterizan los pares de conjuntos @ # A, B C Z, tales
que |A + B| = |A|+|B|+1. Haremos uso de algunos de los lemas probados en
la secci6n anterior. Para comenzar supondremos que |4 + B| 2 |A|+]B]+1,
esto es no se cumplen las condiciones (i)-(v) del teorema 2.5:

Al +|Bl<p-1, (2.15)
B # (c~ A) Ut para todo t € Z,, (2.16)
B # A+ B — A para todos 4, B G Z,, (2.17)

|A] = 3 0 B no es unién de dos progresiones aritméticas y (2.18)
Ay B no estdn en progresién aritmética y casi aritmética
respectivamente, con la misma diferencia. (2.19)
Teorema 2.6 Sean @ # A, B C Z, y supongamos que .
A+ B| =214} +|B]+1. (2.20)
Entonces )
|A+ B| =|A|+|B|+1 (2.21)
st y sdlo si A y B salisfucen una de las siguientes condiciones:
() 141+ 1Bl =p -1,
(i) B = (c~A)U {t1,t} para c € A+ B yty,t; € Z, tales que ty # s,

(iii) B = (A+ B —A) Ut pare alpin t € Z, y A no estd en progresién
aritmetica,

(iv) A= {a,e+d,a+2d} y B es la unién de dos progresiones aritmdticas
con diferencice d, donde a,d € Z,, ’

(v) A = {a,a+d} y B es la union de tres progresiones aritméticas con
diferencia d, donde a,d € Z,,

20
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yu e
U{b+zd[t+1<z

dander<t—-2 t<v—2 yv<p—2

Demastmczon

1. SUFIGIENCIA. Se probard que cada una de las condiciones (1) (vx) 1mphca . '

. la igualdad (2.21).
05&)]] Evidente.

[i}=>{2-21}) Supongamos que la condicién (ii) se cumple, entonces

~1Bl = [Bl=llc=A)U {ts,8}| < fe— 4] +2 (2.22)

= j{Al+2& 4|+|B|=2p-2.

Por otra parte,
BNn({e~A)U{tt}) =0 & (Bn(c—A)U(BNn{t,t}) =
& BN(c-A)=0

(2.23)

ya que #;,t; ¢ B. Luego (2.23) es equivalente a que
(A+B)ne=0=>|A+Bj<p~—1. (2.24)

Tomando en cucnta (2.20), (2.22) y (2.24) se tiene que
p—12]4+B{ 2|4l +|Bl+12p—1,

se cumple la igualdad y se cumple (2.21). o
[(i=1221]s; 1a condicién (iii) se verifica, cntonces se ticne que 'A + Bl >2.

{en otro caso, si 'A + B, =1 A+ D= {c}, entonces B = (c~A)Ut, que
contradice (2.16)) y

Bl =|(FFB - ) vy =|AFT - 4|+ 12 [AF | +14| +1
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e ] AFB= ' Ay A no esta. en progresnon antmctnca SI en la’ e presmn .
anterior se cumplc la desxgualdad cstncta, entonces 1A+ B| > |A| + |B[ + 1 -
luego se tlene que ; e

I8

I(A+B A)Ut|—|A+Bl+|Al+1§|A+B| |A|+|B|+1

_ Sm petder generahdad podcmos suponer; que

A= [0.2) y B= [Or—l]U[st—i],

donder>1 r+2<s<f—l t<p-1,]A|=3 y|B|' —-.s+t‘ Entonces
A+B=|0, r+1]u[s,t+1] y |A+B|_r+2+t—s+2—[A|+lB|+1
[=(231) Como en el caso anterior, podemos suponer que

A=[0,1 y B={[0,r-1]U[s,t=1]Ufu,v—1],

donder > 1,r+1<s<t~1,t+1 <u L v=1 < p—2y|B| =r—s+t—u+v.
Entonces
A+B=[0,r]U[s,f}U [u,v] ¥

[A+Bl=r+l+t—s+l4+v—u+l=[A4]+|B]+1
Nucvamente, se puede asumir, sin perder generalidad que
=[0,l—1] conl >3y |A| =1y
=[0,r-1jufr+2,t-1],
donder>1,r+2<t—-1<p—2y|Bj=t—-2¢
=0 r=1U[r+1t—-1Uft+1,0=1],

conr>1,r+1<t—1,t+1<v—1<p—2y|B|=v—2 Entonces, en
¢l primer caso

A+B=[0l4+r-2JU[r+2,/+t—-2]=[0,l 4t -2]

debido a que ! > 3 y as{ los dos intervalos de A son consecutivos o se inter-
sectan. Luego
|[A+Bj=tl+t-1=|A|+{B|+1.
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En el segundo caso, L

A+B= .47 =2Ufr+1, l+f—-2]U[t+l l+u '

ya que ! > 3 y consecuentemente, los mtervnlos deZA

|A4+B|=l+v-—-1= |A|+[B|+1

II. NECESIDAD. Supongamos que s
|A+B| = |A]+1B] + 1.

1. Si |A + B| = p, entonces ficilmente se t.xeue que ]A[
condicién (i) del teorema. B

2. Supongamos entonces que
() [A+Bl<p-1&|[ATB| 21y
(ii) B no estd en progresién aritmética.
Consideremos dos casos.

2.1. CAS0: A no estd en progresidn aritmética.
Come

(A+B)NA+B=0¢0BnN(A+B—A) =0« B2 A+ B-Ay
se cumple la condicién (2.17), entonces
BoA+B-A=|B|2[A+B-4[+1 (2.26)

2.1.1. SuBcaAso: Si IA + BI =1, entonces A+ B = {c} (c € Z,),

Boe—-Ay IFI > [¢— A] + 1. Por (2.16), no se cumple la
igualdad en la expresién anterjor. Por tanto :

|B| = le— Al +2={4]+2.
Luego

A+ B| p=[AFB|=p—1—|4]+{4|

=B+ 1+ 4 =141+ B} + 1.

v i
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‘Enla desxgua]dad antenor se tlcne la l[,ualdad y entonces Sl

lal+1+p- B
[Al+p~ A+ T - 4
|Al+p~|AFDB| -4l =4 +Bl,

1A1+18] +1

WA

donde para la segunda desigualdad usamos el hecho de que A
no estd en progresion aritinética. Nuevamente se cumple la
igualdad, asi lBl = l.4+B A|+1 Como B D A+D5 — 4,
entonces

B=(A+F-4A)ut
para algiin ¢ € Z,, se verifica la condicién (iii).

2.2. CASO: A estd en progresién aritmética. Analizaremos los inter-
valos de B. Por ¢l lema 2.3 (véanse las observaciones que estin
a continuacién del mismo) es suficiente considerar solamente los
casos en que B ticne exactamente 2 o 3 intervalos.

2, 2 1. Suncaso. B tiene exactamente 2 intervalos. Sin perder ge-
neralidad, supongamos que

A=[0,1-1], [A|=122 y
=[0,r—-1U[s,t—1], |Bj=r—-s+t,

donder>1,r+1<s<t—1<p-2. Asi los huecos de B
estdn dados por

=frs—1JU[t,p~1]
ylasumade Ay Bes
A+B=[0l4+r-2JUfs,l+¢t-2}. (2.27)

Veamos todas las posibilidades para los huecos de B.
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Los (lds.lmccos de B tiénén longitud < I — 1, es decir,

s=r<l=18s<l+r—1yp~-t<Il—=1&1l+t—-12p.

. Entonces A+ B = Z,, que contradice la suposicién de que

A+ Bl<p-L
N Lo"s‘ dos huecos de B tienen longitud > I. Entonces

s—r2les2l+ryp—-t2lei+t<p

" Luego en (2.27) los intervalos son disjuntos y se tiene que

2,2.1.3.

|A+B| [0, +r—2]| +|[s,{ +t —2]|
lpr—=1+14t~1-s

2+r—~s4t—2.

Usando (2.25) se tiene que
A+r—s+t—-2=l+r—stt+lel=3

y-se cumple la condicién {iv).

Uno de los huecos de B tiene longitud <1—1 y el otro es
de longitud 2 I. Podemos suponer, sin perder generalidad
(véase la demostracién del lema 2.3) que

s—r<l-1&s<l+r—-1lyp—~tzlaltt<p

De este modo,en (2.27) los intervalos se intersectan o son
consecutivos, asi

A4B=[01+t—2] y |[A+Bl=1+t~1.
Como se verifica (2.25) entonces
l4+t—1=ldr—s+t+1&s=r+2

y estosignificaque B es de la forma descrita en la primera
parte de 1a condicién (vi) del teorema.

2.2.2. SUBCASO. B tiene exactamente 3 intervalos. Igual que ante-
riormente, podemos suponer que

A={01-1], |[Al=122y

25



(r,s-—l]u[t u

’ylasumadeAyBes

A+B= (01+r—2]u[s1+t-2]u(ut+u—2] (2".25)_5_-.

Veamos todas las posibilidades para los huecos de B.

2.2.2.1. Los tres huecos de B tienen longitud < ! ~ 1, entonces
procediendo de manera similar a 2.2.1.1, A+ B = Z,,,
contradiccidn.

2.2.2.2. Los tres huecos de B tienen longitud 2 {, entonces

s—r=>1 s2l4r
u—t>l Y& uxl+t ).
p—u2l I+v<p

Por tanto, en (2.28) todos los intervalos son disjuntos y
asf lasumade Ay Bes

1A+ B} l4+r—=1+l+it—-1—s+l+v—1—u
J+r—s+t—ut+v~—3.

iton

Usando (2.25), se obtiene que
J+r—st+t—-utv—-3=Il+r—-s+t—utv+leai=2

y entonces se cumple la condicién (v).

2.2.2.3. Dos de los huecos de B tienen longitud > [ y el otro tiene
longitud < { — 1. Si hacemos uso de los argumentos des-
critos en la demostracién del fema 2.3, entonces, podemos
suponer que

s—-r<t-1 s<i+r—1
u—t>1 & uzlt+t .
p—v>l l+v<p
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2.2.2.4.

Acorde a lo anterior, en (2.28), los dos pnmeros mtervalos
son consecutivos o se intersectan, asi

A+B=[00+t—2)Uful+v=2]y

A+ Bl =l+t~1+l4v—1l-u=2d+t—utv=2. "

Como se cumple (2.25), se tiene que
24t—utv—2=I4+r—s+t—ut+v+l&l=r—s+3.

Peror+1<s=>I1<2ysabemosquel>2 asil =2y
s =r+ 1, se cumple la condicién (v).

Dos de los huecos de B tienen longitud <1 y ¢l otro tiene
longitud > I. Por las mismas razones expuestas en 2.2.2.3,
podemos suponer que

s—r<i—1 s<l4r—-1
u—-t<li—-1 )& u<li+t~1 3.
p—v2l 1+v<p

Entonces en la suma (2.28) los intervalos son consecutivos
o se intersectan dos a dos, excepto el primero y el iiltimo
y se tiene que
A+B=[0l4+v—2] y |A+B]|=1l+v—-1.

Por (2.25),
ltv—1l=ltr—s+t—utv+lSs—rdu—1t=2
Pero .

{;j;llg; }@.{ szl } Gs—riu—t22
Como se cumple la igualdad, s = r+1 y u = t-+1. Luego,

B tiene la estructura descrita en la segunda parte de la
condicidn (vi). ]
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Capitulo 3

Las ecuaciones tensas y no
tensas de tipo z +y = czmodp

El objetivo principal de este capftulo es dar la clasificacién de las ecuaciones
no tensas de tipo x4y = czmod p. Para cllo, se usardn las técnicas expuestas
en cl capitulo anterior.

3.1 El problema general

Sea Z;, el grupo multiplicativo del campo finito Z, de los residuos médule
p > 3, donde p denota un niimero primo y consideremos la ecuacién en tres
variables

ar + by =czmodp, a,b,c€ Z;.

En la ecuacién anterior, podemos poner a = 1 modp, multiplicando por el
inverso de ¢-(lo mismo puede hacerse con by ¢). Asf, consideremos la ecuacién

z + by = czmodp. (3.1)

A esta ecuacién le asociamos una 3-grdfica Hy. = (V, E), tal que su conjunto
de vértices es V = Z;, y el conjunto de ternas estd dado por

E = {{z,y,2} | x + by = czmodp}.

Diremos que la ecuacién (3.1) es tensa si su 3-grdfica asociada Hy es tensa
y no tensa en otro caso. De forma cquivalente, la ecuacién (3.1) es tensa
si y sélo si de cualquier forma que se parta el conjunto Z;, en tres partes,
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entonces existen z,y, z, uno en cada parte, tal que la ecuacién dada se sa-
tisface. Hacemos notar que el grupo de automorfisinos de Hy . es transitivo
en vértices y de aqui se tiene que las trazas de conjuntos de un elemento son
todas isomorfas como gréficas.

El problema entonces se puede plantear ce la siguiente forma: ;Para
cudles b y ¢ la ecuacién (3.1) es tensa (respectivamente, no tensa)? Este
problema se resolverd en dos partes. En el capitulo presente analizaremos el
caso en que b = 1modp y en el siguiente el caso mds general.

En lo que sigue, se clasificarin todas las ecuaciones no tensas del tipo
4y = czmodp.
De aqguf en adelante usaremos la siguiente convencién. Expresaremos el

hecho de que @ = bmod p, simplemente como a = b, siempre que el contexto
1o permita. Si no ocurriera esto, se especificard en el momento dado.

Haremos uso de algunas herramientas de la teoria de los nimeros que
pueden consultarse, por ejemplo, en [NZM] o [HW]. Un entero a se llama
residuo cuadrdtico médulo p si la congruencia w? = amodp tiene solucién.
Hay exactamente l‘%‘- residuos cuadrdticos y el conjunto de ellos forman el
mayor subgrupo propio de Z;. Para p > 3 se define el simbolo de Legendre

" 1, si a es un residuo cuadratico
(—) =< —1, sia noes residuo cuadrdtico
P, 0, sipja

Se dice que a € Z, es una ruiz primitive si a es generador del grupo Zj,
en notacién (a) = Zy,

La congruencia general de segundo grado
az?+ br 4 c = Omodp,

donde pt a es equivalente a que (2ax + b)% = b2 — dacmodp y tiene solucién

- - . 2 P '3 .
si y sélo si (" :M) = 1. Si ticne solucién, entonces tiene exactamente dos.

Se denotara una particién de un conjunto finito S (|S} = n,n€N) enn
partes no vacias Sy, Ss,..., 5, como S=5,152] ...} Sa.

Los casos en que p = 5,7 se tratan de manera especial, debido a que
los respectivos grupos multiplicativos tienen muy pocos elementos y asf las
ecuaciones se comportan de manera particular. Consideremos la ecuacién

r4+y=cz, cEZL6 L7
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Usando ol lemia 2. 1, se prueban con calculos sencillos las siguicntes proposi-
ciones: . .

Proposiciéu 3.1 Sip=35, be'vnta.nccs todas las ecuaciones no tensas son:
(i) z+y+z=0y
(i) z+y+22=0.

Para ambas ecuaciones, la particién 12| 3,4 sirve como ejemplo de que
son no tensas, en particular T'r(1) = I3, la grifica totalmente desconexa.

Proposicién 3.2 Sip= 7, entonces todas las ecuaciones no tensas son:
G)z+y+2=0,
(ii) z4+y+2:=0,
(iit) x+y+32=0y
(iv) z+y+4z=0.

Similarmente, las siguientes particiones de 23 son ejemplos de que Ias
ecuaciones son no tensas:

(i) 11312,4,5,6,
(i) 1]2,3,4,5(6,
(iii) 112,5,6]3,4y
(iv) 1]2,5(3,4,6.

3.2 Clasificacién de la ecuaciones no tensas
conb=1lyp>7 '

Sea la ecuacion
T+y=cs, ceZ;, p>T7.
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. Por el lema 2.1, esta ccuacién es no tensa si y s6lo si existe Z; =Al B ¢

.- tal que
(A+B)NcC =0
{(A+C)ncB=ﬂ . (3.2)
(B+C)NcA=0

Observemos que para todo ¢ € Zj, 1a particién cA | cB | ¢C satisface (3.2).
Luego podemos suponer, sin perder generalidad que [A] < lBi y |Al €iC}
y ademds que a € A (si a ¢ A, entonces existen b € Z;y o' € A tales que
a'b=a ylaparticién bA | 0B | bC tiene al elemento a en su primera parte).

El nidimero de particiones a analizar es extremadamente grande, crece ex-
ponencxalmeutc a medida que p se hace mayor. Dado este hecho, acotarcmos
el nimero de particiones. Asi (3.2) es equivalente a

A+CCcB=cAucCUOD

B4+CCCA=cBUcCUD

A+BCcC =cAUcBUD
{ } )

Se incluye el 0 porque pueden existira € Ay be Btalessquea+b=0y
similarmente para los otros dos pares de conjuntos. Usandoque cA|cB | cC

es una particién de Z;, que [cAf = |A], {eB] = |B], |¢C] = [C]y el TCD,
(3.3) implica que

|Al+1B| -1 <{A+ Bl <|A|+|B]+1
{ Al +{Cl-1< A+ Cl g Al +iC]+1 }
iBl+ICl—-1<|B+Cl < {Bl+{Cl+1

Luego las partes A, B, C que satisfacen (3.2) cumplen las siguientes igual-
dades: .
{ {A+ Bl =|Aj+|Bl+i

IA+Cl={Al+{C|+1 } parai € {~1,0,1}.
|B+Cl=|B|+|C|+1i

La estructura de los pares de conjuntos que satisfacen las igualdades ante-
riores estd caracterizada en los teoremas de Vosper 2.4, 2.5 y 2.6.

Las consideraciones hechas con anterioridad nos llevan al siguiente andlisis
de casos que se rcaliza tomando en cuenta las condiciones de los teoremas
mencionados.

1. |A+ Bl = [A]+{B| - 1.
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' 1,1.
1L
‘11,

1.1.3

|B+C| |B|+|C|—1
IAI

14].= l B Yy C estdn en progresién aritmética con la misma diferencia
(WH@Z@ '

A, B y C estin en progresién aritmética con la misma diferencia
(41,181.1cl =z 2).

Observemos que en el teorema (2.4), la condicién (i) no se cumple
porque |A| + |B| + {C] = p — 1. De igunal forma, la condicién (iii)
implica que |A| + | B] = p, que no es posible (ocurre lo mismo para B
y C). Es fdcil darse cuenta al revisar con detenimiento las condiciones

- (ii) y (iv) que los casos anteriores son los tinicos posibles.

12

SL21

1.2.2.

1.2.3.

1.3.

1.3.1.

1B+Cl=|B|+IC].
|Al=1,T=BFC-B.

A} =1 6 A en progresién aritmética con diferencia d, B = {b,b+d} y
C es la unién de dos progresiones aritméticas con diferencia d.

A} = 1 6 A en progresién aritmética con diferencia d, B y C estdn en
progresién aritmética y casi aritmética respectivamente, con la misma
diferencia d.

Nétese que las condiciones (i) y (ii) del teorema (2.5) no son posibles;
la primera trivialmente (ver caso anterior), la segunda implica que la
suma {Af + {B| = p — 1. La combinacién de las condiciones que deben
cumplirse para (A, B) y (B, C) se reducen a las posibilidades anteriores.
En especial, en el caso 1.2.1 A no puede ser una progresién aritmética,
porque entonces B estaria en progresidn (casos 1.2.2 y 1.2.3).

[B+C|=|B|+|C|+1.

{Al=1,B=(d-C)U {tl,t-;) parad ¢ B +Cy ty,ta € Z;, tales que
1 # ta.

. {A] = 1 6 A en progresién aritmética con diferencia d, B es una pro-

gresién aritmética con tres clementos y diferencia d, esto es, B =
{b,b+d,b+2d} y C es la unién de dos progresiones aritméticas con
diferencia d.
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1. 3 3. |A] =1 6 A en progresién aritmética con diferencia d, B = {b, b + d} y

1.34.

2.1

"C es la unién de tres progresiones aritméticas con diferencia d.

|Al = 1, B en progresién aritmética con diferencia d y C es la unién

.de dos o tres progresiones aritméticas con diferencia d (de la forma

descrita en la condicién (vi) del teorema 2.6).

Es fécil ver que las condiciones (i) y (iii) del teorema 2.6 no son posibles;
la (i} evidentemente, la (iii) porque

l[Al=1e|Bl+ICl=p-2«|B+Cl=p—1&|B+C|=1,

pero lB + 5‘ > 2 (véase la demostracion del teorema 2.6, suficiencia,
(iii)=(2.21)). En particular, en los casos 1.3.1 y1.3.4. A no puede
ser una progresién aritmética porque |B + C} = p — 2 para la primera
situacién y |A] = 1,2 para la segunda, que ya se analizé en los puntos
anteriores.

. |A+ B| = |A| +|BJ.

2.2

|B+Cl=|B|+]|C].

La inspeccién de las condiciones del teorema 2.5 muestra que (i) y (ii)
no son posibles (véase 1.2.3). Igualmente, las condiciones (iv) y (v)
tampoco se verifican para una particién del tipo que nos ocupa. Sola-

mente es necesario tomar en cuenta (iii) y se demuestra que tampoco
es posible.

|B+C|=|B|+|C|+1.

Como en el punto anterior, una simple inspeccién a los teoremas 2.5 y
2.6 nos lleva a que la dnica posibilidad es la condicién (iii) en ambos
teoremas. La combinacidn de las condiciones restantes es imposible.

JA+ Bl =|A|+|B|+1 y |B+C|=|B|+|C|+1.

Similar al caso 2.2,

3.3 Andlisis del Caso 1: |{A+ B|{=|A]+|B| -1
LL |B+C|=|B|+|C|-1.
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(1+t)ncc' 0} "'(1+t)/cnc_

(1+C)na [ (¢—1)nC=

(E+C)Ne=0 { (e=t)nC= :
";:-L:—t-‘d lc-—t¢C¢}Lct-—lc—tE{01t}

" Denotaremos a = M B=c—-1lyy=c—t »Veamos todas las
 posibilidades.

) a=b¢)t=—1=¢{£f§i?l }¢ﬁ=—7. Entonces,

a) f=0&y=0¢c=~—1.
b) fmlesy=—lec=—2
©) B=—1% =1 c=0¢Z, contradiccién.

De a) y b) obtenemos:

Proposicién 3.3 Las siguientes ecuaciones son no tensas para todo
primep>7:

(i) z+y+z=0y
(i) z+y+2:=
Observemos que para ambas ecuaciones, la particién obtenida es
1]-1|Z\ {1,-1}.

La siguiente figura muestrala T'r(1) de la 3-gréfica asociada a la ecuacién
x +y -+ 2= 0 para todo primo p.

2 p3 3 p4 4 p-5 (p-32 (D2
@bz p2 oI
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Fy+27=0 p’érei )

lﬁt"c 1=>{g F—c- };Entonccs,

- a) f= Oﬁcz—c—l—-0modp¢(2c—l)z—-5modp¢>( )—1

S p= :]:1 mod 10. - Denotando por =+/5 a las soluciones de la
. ecuacién w? = 5mod p, se tiene que

=1:!:2\/5=>t=—1§\/5'

by A=l d—c~1=1&~c-2=0&(c+1)(c—2)=0¢&
c=—-16¢c=2 Sic=~1=t==2 Siec=2=t=1que
contradice que ¢ # 1.

c) =t f=c=1eclc=2)=04 c=06c=2 Ambasson
imposibles (véanse (1)c) y (2)b)).

Luego de a) tenemos:

Proposicién 3.4 Sip = :x1mod10, entonces las ecuaciones
r+y= #-gz

son no tensas.

La particién obtenida es
1|_1:§‘/‘r_’|z;\{1,"1§‘/§}.
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’ Ejemplo 3.1 Para p= 11, V5 = 4 y —/5 = 7. Las cci;acibrln‘vés:

x4y =8z yx-+y =4z no son tensas y las particiones son
L7125\ {7} v 113]| 25\ {3}.

La figura que se presenta a continuacién, muestra la Tr(1) del par de
ecuaciones del ejemplo 3.1 (la de la izquierda para c = 8 y la'de la
derecha para ¢ = 4).

De b) obtenemos la ecuacidn (i) de la proposicién 3.3 con la pm'ticiénv
1] -2] Z;\ {1,—-2}.

=L ‘- )
a=t¢‘—3’-’=t¢t=rf:r(C#l)a{ﬁ—c-‘aﬂ t}. En-

= Z=ent
=1
tonces
a) f =04 c=1,imposible, c# 1.
vy=0&c—c—1=0, que es el caso (2)a).
b) B =1 & c = 2, imposible, caso (2)b).
v=1& c{c—2) =0, imposible, caso (2)c).
e)y=ted—c-2=0&c=—-16c=2. c=2esimposibley
cC=—1=t= —1/2.

De ¢) obtenemos nuevamente la ccuacién (i) de la proposicién 3.3 con

la particién 1| —1/2|Z;\ {1,~1/2}.

. {A| =1, B y C cstdn en progresién aritmética con la misma diferencia

{Bi.lci = 2).

En este caso (y algunos otros que siguen} haremos uso de un lema
probado por Olson y Mann en [MO].
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Lema 3.1 (Mann,Olson) Sea A = {a+id |051$k} c Z',,,'_'t_al ;

quel <k <p-3. Si A= {a'+id|0<i<k}, entonces se ‘cumple
que d = %d'modp. B

Podemos suponer que ) .
A=_[k],B=[1,k—1].C=[k+1,p—1]. (3.4)

(donde 3 < k < p—3) en el caso mas general. Si A = [1], entonces
tenemos B =[2,k]y C = [k +1,p—1] (83 £ k < p—3) que se resuelve
exactamente como el caso mds general. Si A = [2], entonces es fcil
ver que B y C no pueden escribirse como progresiones aritméticas con
diferencia 1. Asi, es suficiente remitirnos al plantcamiento hecho en
(3.4). Con A, B y C definidas de esta forma

A+B = [k+1,2t-1),
A+C = [2k+1,k-1] ¥y
B+C = [k+2,k-2].

y (3.2) es entonces equivalente a

fk+1,2k—1)Nck+1,p~1}=90
{ [2k+1.k—1]nc[1,k—1]=0)} (3.5)
k+2,k—-2JNck=40
clk+1,p—1]C F+ 1,2k — 1] = [2k, 4]
@{ ell, k-1 Ck+1,k—1] ={k.28] } (3.6)
ckelk+2,k—2 = {k—1,kEk+1} '

Se tiene que
p—az|k+lp—tlf=p—-k~-122y |2kKk]=p—k,
p—4z|Lk=-1)j=k~—-122y |[k2}]|=k+1,

y las dos primeras contenciones de (3.6) nos dicen que una progresién
aritmética con diferencia ¢ es una subprogresién de otra progresién con
diferencia 1. Se cumplen las condiciones del lema 3.1 y por lo tanto,
c = %1. Es evidente que si ¢ = 1, entonces en (3.5) ninguna de las tres
intersecciones es vacia. Si ¢ = —1, entonces

—kelk—1,kk+1} & ke {1/2,0,-1/2},
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;‘A .B; y C ‘éstan en’ progrcsxon antmetxca. con 'm .ma'diféreglcia.
(41,181,101 2 2). B
’ '.Entonces, es fécxl ver que podemos suponer

A=[Lk], B= (I.+1 1, C—[!+1,p—1],

con la condicién de que 2k <t~ 2]5»1‘7‘— 5‘y se t;ene,que

1.2,
r2.1.

A+B = [k+2k+1,
A+C =, {I+2,k=1}y
B+C = fk+l+21-1):

Luego (3.2) ‘es equivalente a
{ fe+2,k+lAcl+1,p=1)= m’}

ft+2,k~11necfk+1,0]=0
fk+i1+2,1—1]Nefl;k] =

(3.7

clk+1,0cT+ 2 k=1]=[k{-1]
clLEJCh+1+2, 1—11-[1 k+1+1)

Como en el caso 1.1.2, se tienen las condiciones del lema 3.1 y por lo
tanto ¢ = *1. Se repite el andlisis ya descrito y se comprueba que
¢ # 1 (por ejemplo, si ¢ = 1, la segunda interseccién de (3.7) no se
cumple) y que ¢ = —1, se cumple la proposicién 3.3 con las particiones
que cumplen (3.7).

|B+Cl=|B|+|C]|.

{ cl+1,p-1)CF+2,E+=Tk+I+1,k+1] }
L4

|4l =1,C =T +C — By B no estd en progresion aritmética.
Como |A| = 1, entonces |B+C| = |B|+|Cl=p~—-2 & ]B + C’l =2.
Por tanto, B + C esta en progresién aritmética (ya que un conjunto
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1.2.2.

son una particién de Z;.

con dos clementos siempre estd en progresién aritmética) y podemos
suponer que

B+C=00,1] y A=[1].
Como lB +C - Bl = IF + Cl+|Bl (véase la demostracién del teorema

2.5, parte (iii)=> (2.8)) y lB +C| = 2, entonces por la condicién (iv)
del mismo teorema, —B es una unién de dos progresiones aritméticas
con diferencia 1 y nuevamente se puede suponer que

B=[2,l-1]Ufm,n—1],
donde3<!+1<mgn—1<p~-1. As{ i
BF+C-B=[0,1]- ({20 - juU{m,n—1)

0.1+ ([p—n+1p—mjUlp—I+1p=2) "
p=n+l,p—m+1ulp—I+1,p—1 ;

@ C=[0,p—njUlp—-m+2,p-1I]. SR
Pero 0 € Cy A= [1] C C, que es una contradiccién porque A, B yc’

C

|A] =16 A en progresién aritmética con diferenciad, B = {b,b+d} y
C es la unién de dos progresiones aritméticas con diferencia d. '
Sin perder generalidad, podemos suponer que
ca) A=1), B={kk+1ly C = [2,k~-1|U[k+2,p—1] tal que
3<k<p-36
b) A={LK, B=LI+1]yC=k+1,I-1]Ufl +2,p—1] tal que
2<k<i—-2<p—5.

Para el caso a) se tiene que

A+B = [k+1,k+2],
A+C = [3BKulk+3,p-1juf0] ¥
B+C = [k+2,2KU{2k+2,k].

Luego (3.2) es equivalente a que
E+LE+2nec(2,k~1JUlk+2,p—-1))=0
{ (3, KUk +3,p—1jUfo]) Ne[k, k+1] =0 }
([k+2,2k)U2k+2,A)Nc=0
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c([2l.—1]U[k+2,p—1])c[L+1k+2]
=0k Uk +3,p 1) L
c[Lk+1]c[3L)uF+3p—1]u[oj [12]U[L+1L 2]
. Ceelk 42, 20Uk + 2,k = [k +1]u 2k +1]
. De la primera relacidn de'lo anterior se tlene que L
I[2'~—1]|—l~ 2YI[’~+2.p—1]l——p k 2
okl =k+1y |[k+3,p=1)=p—k—3.

_La contencwn es posible si y sdlo si

c[2,k-1]C{k+3,p—1] ¥ c[k+2,p—1]C[0 L]

es decir,

k—2<p_k—3eak< 21y

p—k—2§k+1©k_>_p—;—3-

¥ esto es equivalent.e a que lﬂ < k < 5! (k puede tomar dos valores).

Si k= 253 entonces de la segunda rclamon se tiene que
p—3 p [ -1 p+ 1]
”[ 3 ' 2 ] ch2AV |

que es imposible para cualquier ¢ € Z;,.
. 8i k = 231, entonces de la segunda relacién se obtiene que

P 1p+1] [+1 p+3]
c[2 7| CLAV =)

queb también es imposible para toda c € Zj,
Para el caso b) hay dos posibilidades: k =2y k >3.
Si k =2, entonces
A=[L,2}, B=[L1+1] yC=33,{-1jufl+2, p—1].

Por otra parte,

A+B = [I+1,1+3],
A4+C = [41+1]U[l+3p—1]U[0 1y
B+C = {I+3,20U2+2,]].
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" Entonces (3.2) es equivaleilte‘é que

. 1]U‘[I+2,p
3 1] ulo; 1]) nell,
/ :

: -'—-1])c[1+1l+3]

0, Ul +4;p=1) :
'+1]c[4l+1]ul+3,p—1]u[07 [23]u[l+2]

cl1, 2]ci+321]u Rr2,f=[+1,/+2uUf+1]

: ’D la tercera relacmn se obtiene que

c—I+1 Yy 2c=1l4+2&1=0,

téug es ‘imp‘osible porque [ > 4. Por lo tanto, se tiene que
L e=14+2y2c=l+1al=p-3
: y luego, la segunda relacién se transforma en
elp—3,p=-2lC23Uup-1]ec=~-1

y nuevamente obtenemos la proposicién 3.3 con las particiones que
satisfacen el sistema anterior de relaciones.

Si & > 3, entonces

A+B = [l+1,k+14+1],
A+C = [k+2,k—-1) y
B+C = [L+I+12[]U(2!+2l]

En este caso (3.2} se convierte en

[l+1,k+l+l]nc([k+1,l-—1]U[I+2,P—1j) =0
{ k+2,k—-1nell,l +1]= }
(k+1+ 12102+ 2,0 Ne[l k] =

c{fk+L,I—-1JUll+2,p— 1) C I +1,k+1+1]
. =[k+1+2,
ad el +1)CEFaE—1] = [kk+1]

cLk]Ck+l+ 12U 2T+ 2, = [2A+ Ul +1,k+]
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De la segunda relacién tefieios dos posibilidades. Si

£n4k+r}”k=h

e 'entonces el sistema’ antenor se transforma en

e+ 1] =[L1+1]

c([l+1 1—1)u[1+2,p—11)c[21+2 q }
b{ c[L S [t +1,2141) :

: Luego, dela segunda relacién se tiene que ¢ = 1 y con esto la pnmera
’ relaclon es imposible. Si, por otra parte,

1.2.3.

cd=k+1 1
{c(1+1)=k}“""’ 1-4

{ C([}J—[,I—IJU[1+2,]7—1]) gllvq }

entonces

el +1)=lp—1—1p~1]
cfl,p—1-1C2+1,p-1)

Luego, de la segunda relacién se tiene que [ = l’—;—’ y asi la primera
relacién se convierte en

p—3 p+l] [p+3 ]) [ p-l]
fomi g i c i1,
C( 7z P s b
que evidentemente es imposible para cualquier c € Z;,.

JA| =1 6 A'en progresién aritmética con diferencia d, B y C estdn en
progresin aritmética y casi aritmética respectivamente, con la misma
dxferencna d.

Es facil ver que st [A] = 1, entonces hay dos posibilidades

a)A [2, =33k y C=[k+1,p—1Jufl]talque 5 <k < p-—2

b) A =), B =L,k yC=[k+1,1=-1JU[l+1,p—1] tal que
3<h<l-2<p—d.
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Pam'.;gl_ cnso a)
{43, p-—bllu[v(l 1]U[8] y
rap=1Uf k1]

Entonces

(% +3,p— 1)U {0, 11U [3) N c[3, k]

' v[‘5L:+2]ﬂc([k+1,p-llu[l])-
{ ([L+4,p—1]U[o L+1])n2c-0}

cB.Aclk+3, p-1Uule, JUR]=[2Ju 4,k + 2]
J2celk+4p~-1UPRE+T] =k +2,k+3]

o { o(lk + 1,0~ 1] U 1) C BET = (1.+3p—-1)U[04]}
T

*Como
p—k = Jlk+1p-ull}l
< Jk+3p-1juf0,4j=p~k+2

y la contencién de la primera relacién del sistema anterior muestra
que hay dos progresiones aritméticas con diferencia ¢ contenidas en
una progresién de diferencia 1, entonces se cumplen las condiciones del
lema 3.1 y asf ¢ = %1. Se ve sin dificultad que si ¢ = 1, entonces la
segunda relacién del sistema anterior es imposible, Si ¢ = ~1, entonces

se tiene que
fp—k~up-1clo,duk+3.p~1} )"
{ p~kp—3CS2UMAk+2) }
—2e€fk+2,k+3]

De la tercera relacidn se tiene que b = p—~4 6 k£ = p~ 5 y para

ambas posibilidades las relaciones anteriores se cumplen. Se tiene la
proposicién 3.3 otra vez.

Para el caso b)

A+B = [l+L,k+1,
A+C = [ol-1Juk+i+r,2-1jufdl+1,p-1} ¥
B+C = [0,k-1jUlk+2,p—1].
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Entonces : R BRI
: U+1k+ﬂndﬂ+llwﬂuﬂ+1p—ln_
{ ([0 l-l]U[k 141 21—1]u[2!+1,p-1])nc[1 k=

B “([oy L—l]U[L+2,p 1])ncl

: c([k+11—1]u[l+1,p—1])cl+1 k+]
=[0,JUlk+l+1,p—1] . RN
c[l k]c[Ol—1]u[L+l+121—1]u[2l+1p—1] v (3.8).
‘ . =[Lk1jul2l]
cle(o k—=1Uk+2,p-1]=[kkt+1]

Como

p—k-2 = [k+1,I-1Ui+1,p~1]
< o jufk+i+1,p-1)=p-k
¥ la primera contencidn de (3.8) indica que dos progresiones aritméticas
con diferencia ¢ son subprogresiones de otra con diferencia 1, se cumplen

las condiciongs del lema 3.1 y por lo tanto ¢ = 1. Si ¢ = 1, entonces
* la segunda relacién de (3.8) es imposible. Si ¢ = —1, entonces

p—=1=1Up—l+1,p—k~1]C[0JUk+I+1,p~1]
{ [p=-kp-1]CE+uUi2] }
~l ek k+1]

y estas relaciones se camplen para k = p~16 k =p—1—1. Asise
tiene nuevamente la proposicién 3.3.

Si A estd en progresién aritmética, entonces no es dificil ver que pode-
mos suponer que

=1, B=[l+1,m] y C=[m+1,p—1uUflk~1],
donde3<k+1<ly!l+2<m<p—2 Luego

A+B = [k+l+11+m],
A+C = [0,k+I—-1Uk+m+1,p—-1] ¥
B+C = [0k+m~1lUll+m+2,p-—1].

Entonces se ticne que
[k+l+1l4+minc{{m+1,p—1JU[l,k-1)=0
{0,k +1-tJulk+m-+1p~1))Qcl+1,m}=0
(O k+m—-1Jull+m+2,p—1))Nclkl] =0
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c([m+1,p—-1]U[l k—-l])C] +l+11+m
=[{+m+1,p—-1U[0,k+]]
SOy c[1+1m]c[()k+z—x]ufh+m+1p—1]
T o=kt Lk+m]
;c[kl]C[0k+m Jull+m+2,p-1]
={k+ml+m+1]

- Siégiendo_vel procedxmlento descrito anteriormente y aplicando el lema
: 3 1se obtiéne nuevamente la proposicién 3.3.

1.3, 7|B +Cl= IE{ + |C] +1.
131:]4}=1, 8 =(d~C)U {t;;ts} para d ¢ B+Cy ti,ta € Z; tales que

”h#tz i
- SeatA= {c—l} ¢ # 1. Entonces

L B=d-C)ult,t2} =CU{0,c~1)}.
{Como tita g d—C & d—1t;,d—t; & C, luego
S B=d-(Cu{d-ti,d—t;}) =CU{0,c~1}

@ d=-F=CU{d—t,,d=ts}=d~(CU{0,c—~1}).

Por otra parte, ), & B &> t1,1; € CU{0,c— 1}. La relacién anterior
muestra también que d — ¢;,d — t; ¢ B. Esto es equivalente a que
d—ty =0yd—-tg=c—-1&tij=dyt;=d~c+ 1. Entonces

—-(C’U{Oc—l = CU{0c—-1
}9 - e=1}y (3.9)

O sea, By CU {0,c~ 1} estdn formados por pares de clementos que
suman d. Asi (3.2) se escribe como

{ (c—-1+B)ncC=@}

(c—1+C)ncB=0 (3.10)

(B+C)necle~1)=0

Como |B + C| = p — 1 (véase cl caso (ii) del tcorema 2.6 y su de-
mostracién) y d,c(c—~ 1) ¢ B+ C, entonces

d=clc~1). (3.11)
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.-Evidentemente, . -

( g
B’+C’+2)nc(c—1)_ ‘

S B’ﬂCC""ﬂ : . ’
X o C'hcB' =0 (3.13)
(B’+C’)ﬂcz‘—c—2=@

El'elemento —1/cno estd en B’ 6 no estd en C' y por lo tanto podemds
suponer que —1/c ¢ B' = -1 & cB'. Entonces, de la segunda relacién
de (3.13) se tiene que

eB' cC=BU{c—2,-1}
y por lo anterior esto implica que
cB'cBFufc-2}. . (3.14)

Se tiene el siguiente

Lema 3.2 Si se cumple (3.14), entonces

(i) cB' =B, sic—2¢cB o
(i) c(BU{c-2})=DBU{c—2},sic~2€cD.

Demostracion. La primera afirmacién es evidente. Para probar la
segunda, sea B' = {b;,8;,..,0.},2<r < p—4 (|4 =1, |B],|C| =2
y A+ |B|+|C'] = p—1). Como c—2 € cB', entonces existe
beB (1<i<r)talquech=c—2& b =<2 Sin perder
generalidad, podemos suponer que i = 1. Entonces existe b, € B' tal
que cby = ‘;c"’- &by = ‘7'3 Siguiendo este procedimiento, llegamos a
que existe b,_1 € B’ tal que cb,_y = ::-21 & by = c‘:.‘.g. ,n—1<ry
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¢ =1 (es decir {c)
de lo contrario, {c)

b}

3] L
S (0= 2) by byt b}

[ 5 b;} (nétese que este conjunto
puede ser vacio). Como ¢ — 2 ¢- B, entonces b,; = c{c—~2) ¢ cB'y
ba_1 € B'. Luego T e :

B'U{c—-2} cB'Uc{c—2} y

c
cB'Uc{c-2} € BU{e-2},.
por lo tahto. se ticne la igualdad. - | ]

Lema 8.3 Si A C Z; yg € Z, (g no es raiz primitiva), entonces
gA = A siy sélo si A es una unidn de clases laterales mddulo el
subgrupo generado por g, (g).

Demostracion. gd = A& (A=A S A= Ui(g)a. : a
ag

Obsérvese que si A C Z,, entonces gA = A si y s6lo si A\ {0} es una
unién de clases laterales mddulo {(g). Es bien conocido ademds (véase,
por ejemplo [NZM]) que si g no es una raiz primitiva, entonces

> g=0modp
9€(g)

y como consecuencia inmediata, si 4 C Z, es una unién de clases
laterales médulo. {g), entonces

> a=0modp.

a€A
El lema 3.2 abre dos posibilidades:

CAsO 1: ¢B' = B' (y c(C'U{c~2,~1}) = C'U {c~2,—1)}). Esta
condicién es equivalente a que B’ es una unién de clases laterales
médulo {c} y por lo tanto

> ' =0modp.
VeD
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Por (3. 12) d—2-'B'= B'yde aqul - ! :
0= S =Y (@ Z:b’)—]B’l(d 2)modp¢rd 2= o

Ve . vew

Asi las relaciones (3 12) se conwerten ‘en”

lp = my
‘—(C'U{c 2-1) = C0fe—2,-1}.

Por otra r.)artye_,dei_ (3.11) y‘(3,12) se tiene que
- P —c—2—-FB=5.

_B’ Bl
{c"’—c—?—B’ B’}

yentoncesc®? —c—2=0&8c=—-16c=2,

Si ¢ = —1, obtenemos nuevamente la proposicién 3.3. En este caso, las
particiones que ilustran que csta ecuacién no es tensa son

7\ (-1} = 3| B'| C",

donde B’ y C’ estin formados por pares de elementos que suman 0 y
1,3€ C". Estoes, Z, = ~2| B | C, donde B y C estdn formados por
pares que suman 1 y 2 € C. '

Si ¢ = 2, entonces ~B' = B’ y 2B' = B’ que es equivalente a que
la clase lateral {2, ~2}, denotada por 2, no genera al grupo cociente
Z,/{1,-1} (recordemos que {1,—1} es subgrupo propio de Z para
todo primo p). Asi se tiene la siguiente

Proposicién 3.5 La ecuacion
r+y=2z

es no tensa para todo primo p tal que (3) # Z;/ {1,—1}.
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. En este cnso. una. partnclon que 1lustra la no teuslon seria -

'(2)+1IZ‘\{1 (2)+1}

Los pnmcros niimeros pnmos (p < 300) para los quc (2) ;é Z,,/ { 1, —1}
son'. :
17 31 41 43 73,89, 97 109, 113,127,137, 151,157, 193

223 229 233,241,251, 257, ‘277 281, 283
’ Es un problema. abierto caracterizar estos primos.

E_Jemplo 3.2 Paru p =17, la ccuacion  + y Zz es.no tensa. con la .
particion .

1|2359101416[46781112.1315

La siguiente figura ilustra la Tr(1) de la ecua.cxon Z4'yi= 22 para

p=17.

Ejemplo 3.3 Para p = 31, la ecuacidén x -+ y = 2z es no tensa con la
parttcwn 1}8| 25\ S, donde

S= {23591617242830}

"A continuacién, se muestra la Tr(1) de la ccuacién = + y = 2z para
p=3L
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-~ Cas02:¢(BY
- Esta condic
Iaterales mo

sn =By
-2

(CuleTan = Cufelzy

e R -p=8)
“\P—c-2-B=p5|

4-2c oy 2
SE—c=2modper=206c= ~1 — —=.
1B [

S e.=2, entonces obtenemos la proposicion 3.5. Si ¢ = —1 -~ &,
- eutonces P :

e e e ey o — 2
N1 PR 14 B e
1B |3 1B')
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ﬁ]Bl-—-OmodpﬁB’ @oZ,,,

;que es una contmdlccxon

B Para’ cdng:lﬁ 51 c=1, entonces pomendo A {1} (3. 2) se cscnbe

- como’ s

(1+B)nC 9

¢ (Y+C)NB=0 .
(B+C)n{1} =0

Comol¢B+Cy|B|+|C| = p— 2, entonces d = 1. Como antes, se

‘tiene que 1~ B = B. Sustituyendo esta igualdad en la segunda relacion

del sxstema antenor, se tiene que

(1+C)n(l—-B)=8x (B+C)N{0f=0

oy ast,

1.3.3.

"0,1¢B+C & |B+C|=p~2|Bl+|C|=

que es una contradiccién.

.. |A] =1 6 A en prog. aritmética con diferencia d, B = {,b + d,b + 2d}
. ¥ C es la unién de dos progresiones aritméticas con diferencia d.

Sin perder generalidad, podemos suponer que
a) A=(1), B=[kk+2ly C = {2,k-1]U [k+3,p—1] tal que
I<k<p-46
b) A=[LKk,B=[l1+2]y C=[k+1,1-1]U{l+3,p~— 1] tal que
2<kgt~2<p—0.
Este caso se resuelve siguiendo exactamente el procedimiento de 1.2.2,
|A4] =16 A en progresién aritmética con diferencia d, B = {b,b+d} y
C es la unién de tres progresiones aritméticas con diferencia d.
Como antes, podemos suponer sin perder generalidad que
a) A=[k], B=[ll+1]yC=[Lk~1Juk+1,I-1Ull +2,p—1]
talque2 <k <l—-2<p-56
b) A= [kl B=[mm+l]ly C=[Lk-1Ull+1,m-1]U
[m+2,p~1talque2<k<l—-1<m~-3<p-~T7.
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'El caso a) se restelve similarmente al 1.2.3 b). El caso b) sigue otra vez
el procedimiento de 1.2.3 para cuando A estd en progresion aritmética.

1.3.4. |A| = 1, B en progresién aritmética con diferencia d y C es la unién
de dos o tres progresiones aritméticas con diferencia d (de la forma
descrita en la condicién (vi) del teorema 2.6). :

Se pueden dar dos casos que, sin perder generalidad, podemos suponer
que son;

a)A=[p—1,B={kl}y C =[Lk-1JU{l+1,p—2] tal que
2<k<l-2<p~5.

b) A=[k}, B={I,mlyC=[1,k=1Uk+1,lI-1JU[m+1,p~1]
talque2 €k <l—-2yl+2<m<p-2,

que se resuelven de manera andloga a como se procede en los casos
122y 1.23.

Los casos anteriores 1.3.2, 1.3.3 y 1.3.4 resultan ser imposibles en oca-
siones y en otras obtenemos que la dnica posiblidad es que ¢ = —~1 y nue-
vamente se tiene la proposicién 3.3 con otras particiones que muestran la no
tensién. Los cdleulos y los argumentos {en especial, el uso del lema 3.1) son
exactamente andlogos a los descritos en el analisis de los subcasos de 1.2,

3.4 Andlisis del Caso 2: |A+ B| = |A| +|B|

2.1. |B+Cl=|B|+|C].

Lasituacién aanalizares: B = A 4+ B—A, Ay B no estédn en progresién
aritmética.

Se tiene que B = AUCU {0}, entonces 0 € By exister€ A+ BN A
talquer #0(r€ ACZ;)y0=z—z Comox ¢ A+ B, entonces
para tedo ¢ € A se cumple que z—a € AUCU{0} y de aqui se implica
que

z—(AuCu{0})=AuCu{0}.

Usando el hechio de que AN BN C =@, podemos concluir también que
se verifica x — B = B. De la misma forma, z ¢ A+ B lleva a que para
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todobe B, z—be

: " “De té::;ld

A+B cecC -
A+CCcB }. (3.16)
B+CCcA :
Como |A + B| = |A|+|Bly [C] = | Al+|B+1, entonces A+B = eC\y,
- con'y € cC. De mancra similar, B4 C = cA\ z, conz € CA. Asise
“tieneque A+ B=cCUy yB+C =cAUz.

Si [A + C| = |A] 4 [C], entonces andlogamente, A+ C = cBU w, con

w € cB. En este caso,

z&€(cCUYIN(cBUw)N(cAUz).

Si z € ¢C, entonces ¢ = w = z € cC. Supongamos que y € A. Como
y ¢ A+ B, repitiendo el proceso anterior se llega a que

{ —(Au{o}) = Au {0} }
y—B=58
y—-C=C

yasiz—B=B=y—Byz—C=C=y—-C&zxr=y, queecs
una contradiceién (z € ¢C, y € ¢C). Siy € B 6 y € C, este mismo
andlisis lleva a la conclusién de que = = y. Repitiendo un razonamiento
andlogo, llegamos a la misma contradiccidn si x € ¢B 6 x € cA.

Si|A+ C| = |A|+|C|+1, entonces A+ C = cB y de esto se tiene que
re€(cCUy)NcBN(cAUz).
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" aplicamos el proccdxmxcnto descrito para ten. A B

2.2

3.

. Esto es posﬂ)le siy solo siz=y=z¢€ cB Seleccnonemost E A + C
. tal que t # z. Este elemento t emste, porquc | +C]

la condicién (iii) del tcorema 2.5y su demostracxon) : Nuevamcnte
y para. llegar ala

contradiccién x = ¢.

Obscrvese que en este caso, se ha demostmdo que no exxste pa:tlcxon
Zy=A|B|C tal que :

a):|A+ Bl = [4] +|B],
b) |B+C|=|B|+[C| ¥
) B=AFF- A

|B+C|=|B|+{C|+1.

Analizaremos la condicién (iii) del teorema 2.5 para A y B, o sea,
B =A+DF—- Ay A no estd en progresién aritmética. Siguiendo el
mismo proceso que en el caso 2.1, exisie 0 # = € A + B N A4, tal que
B 30 = z -z, entonces se cumplen las ignaldades (3.15) y se concluye
quez €A+ BNA+CNE+C. Como |4 + B| = |A| + | B, entonces
por las mismas razones que antes, A+ B =cC Uy, con y € cC. De la
misma forma, | B + C| = |B| + [C| + 1 nos conduce a que B + C = cA.
Podemos suponer que |A + C| = |A[+|C| +1 (si |4 + C| = |4} +|C],
se tendria el caso anterior ya analizado) y asi, A + C = cB. Luego

z€(cCUYINeBNcA=0,

que es una contradiceién.

En conclusién, no existe particion Z, = A | B | C tal que

a) |[A+ B|=A|+1B|,
b) {B+C|=|Bl+|Cl+1y
) B=AFB-A

[A+B|=[Al+|Bl+1y |[B+C|=|B|+|C]+ L
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3.5 El teorema de clasificacién
De las proposiciones 3.1-3.5 se tiene ¢l siguicnte

Teorema 3.1 Las ecuaciones

:1:+J~—cz

son tensas para todo ¢ € Zg, p =-5, con Ias szgutentes excepctanes que son
todas las ecuaciones no tensas' ; Sy

(i) e=p~1,p—2 para todopzs.'
(i) c=3,4parap=1.

(i) c= ——£ pam todo p=1,9mod 10, donde /35 dcnatan las soluciones
de lo ecuac:én w? = 5modp.

(iv} ¢ =2 para todo primo p tal que (2) # Z;/ {1,~1}.

En general, podemos concluir que salvo pocas excepciones, la mayoria de
la ecuaciones del tipo gue nos ocupa son tensas, En paraticular, para cada
primo p se tienen p — 1 ecuaciones de este tips. Si denotamos por S{p) al
nimero de ecuaciones tensas para un primo p dado, entonces

p—3<Sp)<p-—-6.
Obsérvese que cste teorema generaliza la proposicion 2.1.

Finalmente, del andlisis de casos de las secciones anteriores podemos
asegurar el hecho de que para que una ecuacién z + ¥ = cz sea no tensa es
necesario y suficiente analizar las particiones de Z;, con una de las partes de
cardinalidad 1. Esto, en el lenguaje de 3-grificas, significa que una ecuacién es
no tensa si y s6lo si la traza de un clemento 1o es conexa. Como sabemos que
el grupo de automorfismos de la 3-grifica asociada es transitivo en vértices
¥ que esto implica que todas las trazas de conjuntos de un elemento son
isomorfas como grificas, entonces la no tensién de ccuaciones se reduce a
analizar T'r(1). As{ tenemos ¢l siguiente

Teorema 3.2 La ccuacidnz+y=cz,c€Z; es tensa siysolo siTr(l) de
su 3-grdfica asocinda es coneza.

(5]
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Capitulo 4

Las ecuaciones tensas y no
tensas de tipo z + by = czmod p

En el capitulo presente se concluye la clasificacidn de las ecuaciones dc tipo
z + by = czmodp, con b # 1, en tensas y no tensas.

4.1 El problema y casos de andlisis

En el capitulo anterior se presenté la clasificacién de las ecuaciones cuando
b = 1. Sea entonces Z; el grupo multiplicativo del campo finito de los residuos
mddulo un primo p > 3 y consideremos la ecuacién

z+ by = cz,

donde byc € Z,, b # 1, c# ~1, be £ 1y g # —1 (estas condiciones para
b y ¢ excluyen las ecuaciones x + y = cz, analizadas en el capitulo 2). Se
clasificardn las ecuaciones del tipo anterior en tensas y no tensas.

Para ello, necesitaremos la siguiente definicion de la teoria de los mime-
ros y que pueden consuitarse en los textos recomendados en la bibliografia.
Un entero « se llama residuo de onden k si la congruencia w* = amod p tiene
solucidn, donde & es un divisor de p~ 1. El conjunto de los residuos de orden
k forman un subgrupo de orden "—;—' Obsérvese que si a y —1 son residuos
de orden k, entonces —a también es un residuo de orden k.

Es fdcil observar que tras cdleulos relativamente sencillos, para p = 5,7
todas las ecuaciones del tipo en andlisis son tensas, luego nos remitiremos al
casoen que p > 7.
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) Por el lcmaZ 1 esta cuacién es no tensa'si y sélo si emste una partlcxon L
Z—AlBlCta\qne : . :

(A+bB)NcC =§

(A+bC)ncB =0

(B+bA)NcC =0 @y
(B+C)NcA=0 (" g
(C+bA)NcB =0

(C+bB)NcA=0

"De la misma forma como se¢ hizo en el capitulo anterior y para acotar el
- ndimero de particiones a analizar, se tiene que (4.1) es equivalente a que

A+bBCcC =cAUcBUO )
A+bCCeB=cAUcCUD
B4+bACcC =cAUcBUO
B4+bC CcA=cBUcCUO0
C+bACcB=cAUcCUD
C+bBCcA=cBUcCUOD

y usando el hecho de que A, B, C forman una particién y el TCD, lo anterior
1mphca que

{Al+[Bl-1<|A+bB] <|A| +{B{ +1
lAj+ICl—1<jA+ b0 < 4] +|Cl +1

{Bl +1A| -1 < |B+bA] <[B] +|A]+1 (42)
1Bl+icl-1<{B+bC|<|Bl+|Cl+1 :
[Cl+lAl—1 < ]C+bA <Ol +{A]+1
ICl+1Bl—1 £|C +bB[ < |C +|B] +1

Entonces las partes A, B, C que satisfacen (4.1), cumplen las siguientes igual-
dades: '

IX+ 0¥ =X+ Y] +1,

donde X,Y € {A,B,C}, X #£ Y eie {—1,0,1}. La estructura de los pares
de conjuntos (X, bY) que satisfacen las igualdades anteriores estd caracteri-
zada cn los teoremas 2.4, 2.5 y 2.6. Con base en estos teoremas, hacemos
el mismo aundlisis de casos que se describe en el capitulo anterior {véanse la
pdgina 31 y siguientes}. Para ¢l tipo de ecuaciones que se analizan, no todos
estos casos son posibles. El siguiente lema, consecuencia del lema 3.1, es de
utilidad para detectar los casos que no se pueden dar.
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Lema41 SeanZ' =A|B|CydefeZ, Si
(z) IA] = 1 d A es una progresidn aritmdtica con diferencia d,’
; (u} B ‘es u‘nav progresidn aritmética con diferenciae (1B} >2) y

() C ‘es una progresidn aritmética, una progresidn casi aritmétice o la
unidn de dos otrus progresiones aritméticas con diferencia f descritas
* la condicion (vi) del teorema 2.6.

entoncesd=e = [,

Demostracion.
Sean
A={a+id|i=0,1,..,k~1}, |Al=k21
B={b+ie}li=0,1,.,1-1}, |Bj=t2>2
Entonces A = (79_051) \ {0} (e} complemento tomado en Z,,) y asf la in-
terseccién de los complementos de B y C excluyendo al 0 es una progresién
aritmética con diferencia d. Como 1 € k < p — 3, se tienen las condiciones

del lema 3.1 y por lo tanto d = e, d = £ f y e = :kf, de donde se concluye
qued=e= f. [ ]

El lema expresa que si tenemos una particién de Zj en tres partes, tal que
dos de las partes estdn en progresién aritméticay la tercera es una progresién
aritinética, casi aritmética o una unién de progresiones aritméticas, entonces
todas estas progresiones tiencn la misma diferencia,

Con estas bases, veamos qué casos son posibles para las ccuaciones del
tipo que nos ocupan, tomando como referencia los casos analizados en el
capftulo 2 (pigina 31 y siguicntes).

Para los casos 1.1.2, 1.1.3, 1.2.2, 1.2.3, 1.3.2, 1.3.3 y 1.3.4, escribiremos
(4.1) de la siguiente forma equivalente

lA+iB)nC=0
1A+4C)NB=0
iB+ia)nCc =0
iB+iC)NA=¢
iC+2A)nB=0
lc+tB)nA=0
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"y de aquf se’ 1mphca. que (Slml armcnte a como obtuvxmos (4 2))

IA|+IBI—1< 'A+"B <|a]+1Bl+1
‘Al + 101 -1 < [fa+Ec| < 4l +(Cl+1
1Bl +1Al - 1< PB4+ Al < B+ 1Al +1
1Bl +[C]=1< |LB +tC|< Bl +|C| +1
ICl+14]l -1 g lle+ Al <|C| +1A] +1
Ic1+18] -1 < [lo+ 18| < [C +1B| +1

- Entonces, para cualesquiera pares ('X "Y) ( Y, "Z) tales que X,¥, Z €

{A,B,C}, X # Y # Z y que cumplan las condiciones de los casos 1.1.2,
1.1.3, 1.2.2, 1.2.3, 1.3.2, 133y 1.3.4 (por ejemplo, el caso 1.1.3 para X =
AY = B,Z = C, seria -A B —B y"C en progresién antmetxca con la
misma diferencia), se aphca el lema 4.1y se tiene que 1=t @ b=1quees

una

contradiccién con b # 1.

Se haré uso de la siguiente observacién: aC = aC para todo ¢ € Z} y

Zy=A| B| C porque aC = aAUeBUO =a(AUBUO) = aC, dondeel
complemento se toma en Z,.

1.
1.1.
1.2
13,

Luego los casos a analizar serdn:

|A+bB| =|A] + [B]—1.

[B+bC] |Bl+|Cl—1y|A|=(B]=1.
[B+bC[_|B|+|C| [Al=1y b?:E_J-—ITC'—-B.

|B+b6C|=|Bl+|Cl+1,|4] =1, B = (d—bC)U {t;,t,} para algun
d¢ B+bCyt),t; € Z; tales que t, # 7%

. [A+ 0B} = 4| +1B].
. |B+bC| = |B| + |C| y la condicién (jii) del teorema 2.5 para ambos

pares.

. |B+ bC| = |B| +|C| + 1, la condicién (iii) del teorema 2.5 para el par
(A,bB) y la condicién (iii) del teorema 2.6 para (B,4C) .

. JA+0B| = [A] + |B| + 1y |B+tC| = |B| +|C| + 1 (similar al caso
2.9). .
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Este mismo andlisis se haria para todas las combinaciones posibles de los
pares (A, bB) y (bA, B) por una parte y (B, C) y (b53,C) por 1z otra, pero
los resultados son los mismos en todos los casos. Luego, es suficiente analizar
solamente los propuestos anteriormente.

4.2 El andlisis de casos
1. JA+bB| = |A| +1B] — 1.

LL |B+bC|=|B|+|C|—1y|4| =B = L.

Sean A = {1}, B = {t}, C = Z;\(1,t}, t # 1. Entonces, usando las
relaciones (2.1), (4.1) es equivalente a

Q+bt)NeC=0 Lkt ne=0
(14C) Nt =0 "—’ NnC=0
{t+b)NecC=0 | —+—nC (1]
t+CYNc=0 ‘*‘nc ]
Cc+d)net=0 (ct— b)nC [}
(C+bt)Nc=0 (c—bt)ynC=0
140t ct—1 t+b c—1
& — Z Jt—b,c-bt g C
14bt -1 tdb et 4. bte{O,l.t}. (4.3)

c b e’ b

Usaremos las siguientes notaciones: —*—"
=l e=c-byp=c—-0tla aphmcmn del prmcnpxo de Dmch-
let a (4.3) permite concluir que al menos dos elementos del conjunto
{o, 8,7,8,€, ¢} tienen el mismo valor en el conjunto {0, 1,t}. Luego,
se verdn todas estas posibilidadesy que de todas ellas se obtienen con-
tradicciones, es decir, para el casoque nos ocupa., esimposibleencontrar
ecuaciones no tensas con particién del tipo 1| 2|25\ {1,¢}.

(1) a = = 0. Entonces

1ibt _ 1
‘%"—Oﬁt—_lb
u=04itt=;

} & b= —c,
contradiccién con que b # —c.
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2=c=b*—b=0modp
“(2c=1)% = (2b+1)%mod p
%c—1=(2b+1)
c=b4+16 c=—b.

ontradiccién, t # 1. El otro caso contradice que

‘Eﬁtoh_é_es =
: =tat=
. c e=b
v{‘g;]'—-tﬁt———} (b7éc) (44)
g Volvnendo a aphcm‘ ¢l principio de Dirichlet, al menos dos elementos del
: conjunto {7:8,£,} toman el mismo valor en el conjunto {0,1, -1 =3
a.) -y 6 0. Entonces

{ t = 0w t=—b

B _0ei=c }wb:—c(vénsecaso(l)).

‘b) ~4 = 4§ = 1. Entonces
' Holet=c-b
H=let=c-b "
" Tomando en cuenta (4.4), se tiene que

ib=c—-b¢>(c-—b)2=1¢>c—-b=izl.

- 'Sic=b+1=>t=1,contradiccién, t # 1. Sic=b—1=>t = —1
'y entonces
g=—-2b+1
{vz%_l}ﬁe——¢eWm—ny

e=0&8p=0&0= —@c— ——,contradnccmn,b:ﬁ —c.
e=1¢ @=-14 b=0, contradiccién, b # 0.
e=—l& p=1<%«b=1, contradiccién, b # 1.
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contmaicscién, ¢ # —1.
€) v =¢="1. Extonces

{&—lét—c b }

ct—b=let=1

g
&
@ (2c b)"' (b+2)’modp
& e=b+16ex=l.

Sic= &B+1= t =1, contradiccién, t # 1y c=1.= b._. 0
contralE ccidn, b 5 0.

f} v=¢ == { Datonces

{ “— oo e —"’; }
Tomamclo en cuenta (4.4)
E_-l-—b =.E-_,_J_—1- &R —betc—1 _Dmodp
(véasee el caso (3h)).
g) v=1> = 0.Entonces
L =0t = b

b=$ = —b?
c—bz=0¢z=§}¢' b=pee=-b

ysusstituyado en (44),t = ——5-;5 Con estos valores paracy £ se
tiene= gue
1
e=-prre (oL}
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e=04¢ b =04 b=0, contradiccidn, b :;E 0.
e=1& P +b+1=0modpe (2417 = —3modp¢b ~3'cs
resto cuadrdtico médulo p. En ese caso, denotando por £v/<3 las -

soluciones de la ecuacion w? = -3 mod p, se tiene que
b= -1 3:2\/—3 oo 1:[:2\/—3 at=1,

contradiccidn, t #£ 1. :

£=—g g4:1)3—101?03—1 0 (b—1)(b2+b+1) =0, pero
b# 1y b+ b+1=0 csecl caso visto anteriormente.

Este mismo andlisis se haria para §, pero no es necesario porque -
con los valores de ¢ y t se obtiene £ 9‘; {0 1, ——;{-‘_—b}

h) 7= ¢ = 1. Entonces

L‘f—"=l@t=c—b
c-bt=1at=2"
& - bc+c—1_0modp«»(2b-c) = (c—2)*modp
& b=c—-16b=1. )

= &=L
Sc—b="5

Perob#1yb=c—1=t =1, contradiccién, t # 1.
i) v =y = t. Entonces

_t¢=>t .
{ bt te ‘c } (véase caso (2)).
(31

i) 6§ =& = 0. Entonces

" =l=0st=c b -
{d_b_oét__}ﬁc:z@c2=b(smulara(3g).

k) § = ¢ =1. Entonces

e=t —
{ct bl?;_t.i b } (véase caso (3e)).

- 1) § =e =1. Entonces

{ a b—_t f@t ;—___Ll } (véase caso (2)).
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.-Entonces

{ Slolat=c—b }_‘(V‘e;aseqasq‘(sv‘h)b), ,

c—bt—-lﬁt—‘—‘l
. o) 6 tp—t Entonces

st= .t¢>t——+—l
c-bt=tat=

_‘-g

Tomando en cuenta (4.4),

1 -—
c—b b+1

& @ —be—b~1=0modp
(véase caso (3e)).
p) € = i = 0. Entonces

{ct-b:Oﬁt

=t :
= 2 .. —c S b= —
e—bt=0 t=b§ }@b =2&@b=céb=—c

Sib=c=t =1, contradiccién, ¢t # 1 y se cumple que b # —c.

q) €= = 1. Entonces

{ ct~b=1¢t="1l

ebt=1éstn= c_ } (véase caso (2)).

r) € = p = t. Entonces

{ct b-—t@t:—"’—l-

c—bt=t e t= e } (véase caso (2)).
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alT E&,Qtét:-"_}#m:;i
T B < e~
e b= be+¢—1=0modp (que s el caso (3h)).
(0 a>,=¢‘5=0. Entonces

1
¢ @& —r=c&rbo=~1
H=0wt=c

b

Se hace un andlisis similar al caso (3) y se ve que ninguna de las posi-
bilidades se da.

(8) a =& = 1. Entonces

{ M:lﬁt:‘—;—‘-

%:l#t:c—b} (que es el caso (3h)).

(9) a = & = t. Entonces
L =t ot=_l
& —bc—b~1=0modp (véase caso {3e)).
(10) @ == = 0. Entonces
M oget=—; 1_0
d-b=0ewt=b [T 5=
Similar a (3g).
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(il) @ =<E_.=_1.\ En;onpéé g

‘.~-"_l‘1i=-_1¢t_ v E_‘.__t
L b—1¢t—-£f—}¢
o=~ b= Omodp (véase el caso '(2)).

' (‘:12)1',:0; Enténées- .

‘ - :
"{;dc—bat’@t’:’:_g_ }#;l—,,=%
@ b -—bc+c—1 = Omodp (véase el caso (3h))

0 Entonces '

{‘li—-oat—

(13) a

X
-1 3
clbt=0et=§ } (véase caso (3:1)).}

(14) a=p= 1. Entonces

" que lleva & un anélisis similar al caso (3).

(15) @ = ¢ = t. Entonces

Hotet=A; 1
c c=b —
{c-—bt:t@t:ﬁ ®-— = b+1(veasecaso(3e).

(16) =~ = 0. Entonces

“l=0&t=!

{ & =0t — - } (véase caso (7)).

(17) 8 =~ = 1. Entonces

{ gl = [ =L

—letmcb } (véase caso (3e)).
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.(18) ﬁ 'Y*-t Entonces

. u'—t5i=_!_ ‘
. { _:_-i;g ,=t¢-”:_¢;" (queesel caso (12))‘.

a9 p=s=0

: (20) ﬂ 6 =1, Entonces
A 2ol el |
—_——lﬁt—c-—b (quees‘ﬂelc

- (21) ﬁ= & ='t. Entonces

et=1 : RN
T—tc»t—c_b} s al 5. -
R i ‘(que es el caso (15)).

(L2527 ) @e

-1:(22) B.= £ =0. Entonces

{ 5’;—0at=§

b=0ot= } (véase caso (3m)).

(23) 8 = e = 1. Entonces
V . el gt=4
{ c-b=let=ba }
- que conduce a un anlisis andlogo al caso (3).

(24) .8 = £ =t. Entonces

u_t@t _15 } .
= (que es el caso (6)).
{ -—b t@t—c_L‘
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' .é"j;;;ﬂzf fﬁ‘; (e ével csio (2).
(27) B= gb::v't.‘Eintonces . : ‘ ‘ .
{ cﬁtittitti:é_g—,— } {que es el caso (15))..: -
(28) =6 = 0 (vénse caso (3a)).
(29) v =& =1 (véase caso (3b)).
(30) v = & = t (véase caso (3¢))-
(31) v =& =0 (véase caso (3d)}.
(32) v =€ =1 (véase caso (3e)).
(33) v =€ =t (véase caso (3f)).
. (34) v = ¢ =0 (véase caso (3g)).
(35) v = ¢ =1 (véase caso (3h)).
(36) ¥ = o =t (véase caso (3i)).
(37) 6 = £ = 0 (véase caso (3)).
(38) 6 = £ =1 (véase caso (3k)).
(39) & = ¢ =1t (véase caso (31)).
(40) -6 = o = 0 (véase caso (3m)).
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~(CU{0ic=b}).
it2'€.CU{0, ¢ = b} La igualdad anterior
=t;'¢ B:Esto cs cquivalente a que ¢y = ¢

CuiDe—b) y
% (4.5).

it

escribe como

”(c”—h-}-B)ﬁcC:@

Ce=b+C)NeB =0 L
(B+be-0)NcC=0 46
(B+3C)N(E~bc)=0 { 6y
(CHle~YNeB =Y

(CH+B)N{(2 —-be)=0
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Cnmu |B+ bC| =p
. (]l‘ll]()b' r1(‘|u

‘ 'n(Lc'+e-1-bc+b?) = m

S (eB 4o~ 1= be+ b)) =
(B4 N (2 —be—b—1) = m

: (C’+I:B’)h(t2 be—b—1)=8

b/:.'uo estd'en B' o no estd en C' y por lo tanto podemos

B Supqi\cr iju{: “bj¢éd B = =1 ¢ $B'. Entonces la segunda relacién de
" (4.9) es cquivalente a que

EB’CF= Bufc—b—1,-1}
- v pof ,l(‘)‘ anterior, esto implica que

gz}'cu'u{c-b—l}. (4.10}

- Se tiene el signiente



Lema 4 2 Sx se cumplc (4 10) culonccs ‘

‘i) "B’ B’ s:c— —l¢"B’ 1
(n) (B’U{c b—l))—B'U( -

guh] a'la’del lema 3.2
ma. nbrc dos poSlblhdades

"_La dcmostmcmu deeste lemn €s e ct:
. corrcspondxcnte al capflulo antcnor Estc
Caso 1: £5' = B, osto cs, B
: (‘) (vease el lema 3. 3) ¥y entonc

temlcs modulo

. Como sabemos que d=2=B''= I esto ente con que d—2=0
y-entances las relaciones (4 8)‘scran : PR SR

(b + B Ufe—b=T; -1}) ClUfc—b=1,~1} y
. L= B »
Por otra parte, . )
gzr =B e cB =bB o {8 =B o U= U ¥
(272 ven

y de aqui se tienc que B’ es también una unién de clases Jaterales
médulo {b) y (c), o sea,

b =cB' =1 = B’ @ (b,0B = D'
Como ~B' = B’, entonces —1 € (§) € (b, ¢} y asi —cB' = B'. Usando
estos hechos, la sexta relacidn de {4.9) es equivalente a que

(C'+B)N(@—be~b—1)=0
& (WO +6BYNb{? —bc~b—1)=0

S (B +WC)Nb (P —be—b—1) = 0. (4.11)

Como {B' + bC’| = |B + bC} = p~ 1, entonces de la quinta relacién de
{4.9} ¥ de {4.11) se tiene que

Fmle—b—1b{~bc—b~1) ¢ B +bC'
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¥ esto'es equivalente’a'que”

;’,’cz;b'c-lb’—1 b(c2 bc—“—l)mod

el (b= 1) (@ = be= b—=1)'= Omodp-
R (b-—l)(c+1)(c— ~1)=0modp -
« b=16c=—~16d6e=b+1. . -~

Los csos en queb =1y c=—1 son imposibles, Luego, (b; é) ={b,b+1)
.y como —1 & (b,c), entonces se tiene que

{1,b,b+1,—b,—b—1,—1} C (b,b+1).
Si {1,0,b41,-b,—b—1,—1} = {b,b + 1), entonces Z; contiene un
subgrupo de orden 6, esto es p = 1 mod 6 y por lo tanto p = 1 mod3.
En el subgrupoe de orden 6 estd contenido el subgrupo de orden 3 y se

cumple que % = —b~1 mod p (se recuerda que si g no es rafz pnmmva,
entonces Py ¢ = Omodp). Asise tiene la siguiente

Proposicién 4.1 Sip=1mod3 y {1,b,8*} es el subgrupo de orden 3
de Z;, entonces la ecuacion

z4+by+b%2=0
es no tensa.

La. particién que se obtiene en este caso cs
1]2,6+1,042,-b+1,-b[Z;\ {2,b4+ 1,b+2,~b+1,-b}.
Ejemplo 4.1 Para p =13 la ecuacion z +3y + 92 =0 es no tens_a,
{3,4) = {1,3,4,9,10,12}
que son los residuos cuadrdticos y la particidn en este caso es

1{2,4,5,10,11] 3,6,7,8,9,12.




‘La ﬁguija'qucﬁsi'gue ilustra la Tr(1) dela B-giilo'eansicincla ala écuacion
. T+3y+9r=0conp=13. B :

9 85 11

12

Ejemplo 4.2 Para p =19 la ccuacion & +Ty4~+11:= O esno tensa,
(7,8) = {1,7,8,11, 12,18}:}
que son los residuos cibicos y la particicrz eneseste coso es

112,8,9,12,13] 3,4,5,6,7,10, Z1,14,:.15,16,17, 18,

©Si{1,b,b+1,-b,~b~1,~1} C (b,b+1), entno.cesesvilidalsiguien-
te

Proposicién 4.2 Sib, b+ 1 y —1 son resilosos le odexn k> 2, en-
tonces las ecuaciones
z+by=(+1) z

son no tensas,

La particién para este caso es

1] (b b+ 1)+ 1| Z\{(b, B+1)- +1},

Ejemplo 4.3 Para p = 29 (que cs el mzenor poprimo para € cual se
cumple la proposicion anterior), el sulgrupea delogss resiluos cudrdticos
es

Ry = {1,4,5,6,7,9,13,16,20, 222, 212:24,2528} -



i Setiene que’ R
: : {1,4,5,24,25,28) C Ry, -
-{1,5,6,23,24,28}  'C Ry,

{1,6,7,22,23,28) C R,

¥ por lo tanto, las ecuaciones x + 4y =5z, x+5y =6z yx+6y =Tz
no son tensas. Para todas ellas, la particion es

1| Re+123\{Rz+1}.

Ejemplo 4.4 Para p = 67, el subgrupo de los residuos ciibicos es
{1,3,5,8,9,14,15,22,24,25, 27,40, 42,43, 45, 52, 53, 58, 59, 62,64, 66}
que se denota por R3. Se tiene que

{1,8,9,58,59,66) C R,
{1,14,15,52,53,66} C R,
{1,24,25,42,43,66} C R;

y por lo tanto las ecuaciones x+8y = 9z, z+14y = 15z y T+ 24y = 25z
no son tensas. Para todas ellas, lo purticién es

1{ Ry +1]|Zg\ {R3+1}.

Cas02: £(B'U{c—b—1})=BU{c~b—1},0seaBU{c~b~1}
es una unién de clases laterales médulo (§) y por lo tanto

SV 4+c—b—1=0modp.
ven
Por (4.8), d—2—B' =By de aqui

Tyen (d—2~1) Swep ¥ modp

i [B(d=2) = 2 pepl =2(b—c+1)modp
& d = 2———";"'1'2," 2 +2modp

Como d = c? — be (véase (4.7), entonces

2~ 2+ 2

7 Ec"’—bc—2modpﬁb=lyc=%
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'une rcsulta uuposlble porque { b # 1

= {b} Entonccs (4.1) se cscube como

j(b+bB)an [}
(b+bC)NBB =0
(B+b)NbC =19
(C+v)NbB =9
(B+bC)NH2=0
(C+bB)Nb* =0

Por. utlmo‘ sib,

(4.12)

- Delaquinta relacién de (4.12) se ticne que b% ¢ B+bC, ademds sabemos

qued ¢ B+UCy|B+bC|=p—1,asfd=b. Como antes,d— B = B.
Por otra parte, si b2 ¢ B + bC, entonces para todo b € B se cumple
que B2 — &' € bAULC U {0} y de aqui se tiene que

—~ (bAaUbC U {0}) bAUBC U {0}
© b-(Aucuio}) Aucu{o}.

Como los conjuntos A, B, C son una particién, entonces b— B = B. Asi -

B2—B=B=b-B&l?=bsb=06b=1,

que no es posible,

. |A+bB| =14]| +|B|.
2.1.

|B'+6C| = |B| +|C| y la condicién (iii) del teorema 2.5 para ambos-
pares.

Supongamos que bB = A+ 08 — A, A y bB no estin cn progresién
aritmética. Se ticne que bB = bA U bC U {0}, entonces 0 € b5 y existe
reAFbBNAtalquex #0y 0 =xz—z. Como z ¢ A+0bB, entonces
para todo a € A se cumple que z — a € bAUbC U {0}, esto es,

x~ (bAUCU {0}) =DbAULC U {0}.

Como A, B, C forman una particién (y por lo tauto bA, b3, bC también),

entonces se tiene que z — b3 = bB. De la misma forma, z ¢ A + 0B

conduce a que para todo 4’ € b3 se verificaque x - ' € BUCU {0} y
de aqui

z—(BUCU{0})

r~A

Bucu(o} y
A.
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[AI+IB{+1, junto con
+¢B cﬁ\JconyEcC

) peroa:—bB—bB@ f~B=B=z~B&r=f&b=1queesuna -
. contradiccidn, pues se supuso que b 3¢ 1. Si x = y € B + bA, entonces
- seleccionemos un : ¢ B + bA. Como antes, llegamos a que

:~(AaucCcufa}) AuCuU(0} ¥y
z2—B y

o

v de aqui z = 2 que es una contradiccion.

2.2. |B 4 bC| = |B| +|C] + 1, la condicién (iii) del teorema 2.5 para el par
(A, bB) y la condicién (iii) del teorema 2.6 para (B,bC}.

Funciona el argumento anterior exactamente. Nétese que no se usé en
ningiin momento la condicién (iii} del teorema 2.5 para B y &C.
4.3 FEl teorema de clasificaciéon
De las proposiciones 4.1 y 4.2 se tiene el siguiente
Teorema 4.1 Las ecuaciones
z -+ by = cz,

son tensas para todo b,c € Z;, p> 7, dondeb# 1, e # ~1, be £ 1y 2 #£ -1,
con {as siguientes excepciones que son todas las ecuaciones no tensas:

(i) = + by + b®z = 0 para todo p = L mod 3, donde {1,b,b%} es el subgrupo
de orden 3 de Z;,

(ii) = +by = (b+ 1)z para tado primo p tal que b, b+ 1 y —1 son residuos
de orden k 2 2 y k divide ap— 1.
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Para este tipo de ecuaciones, sélo sabemos que las no tensas descritas en
(i) del teorema anterior son tnicas para cada primo p (ya que los subgrupos
de Z; son inicos). La cantidad de ecuaciones del caso (ii) constituye un
problema aiin sin resolver, auncue se puede conjeturar que son "relativamente
pocas” respecto al niimero de todas las ecuaciones posibles para cada primo
p.
Por iltimo, para estas ecuaciones es vdlido nuevamente el teorema 3.2
dados los resultados del andlisis de casos de la seccién anterior.
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