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Introduccion

En esta tesis se pretende recoger una muestra del trabajo representativo desde tiempos pasados
hasta las fechas actuales, en torno a la Matemdtica y la Miisica. Por lo tanto, es importante
mencionar que la complejidad de la Matemdtica en nuestro trabajo es la que histéricamente
los grandes misicos o matemdticos han empleado. Es hasta en los trabajos recientes como
los de Guerino Mazzola (véase [Mazz] en la bibliografia) que una maquinaria matemdtica mds
sofisticada se despliega, en aras de comprender y describir el fendmeno musical. Es indiscutible
que desde la época de los griegos se ha buscado vincular de una u otra forma estas dos 4reas de
creacién humana, En los tiempos modernos, la Matemdtica es clasificada por muchos como una
ciencia, en tanto la Musica se considera una bella arte. Sin emﬁargo, los que han incursionado
en cualquiera o ambas de estas dreas pueden afirmar que los términose elegancia y belleza son
empleados con frecuencia por los matemdticos, mientras el musico es formado con cursos de
Teorfa Musical, Armonfa y Contrapunto en los que‘la precisién y el ejercicio del detalle se
asemejan a algunas de las materias del matemético.

Entre los muchos aspectos que tienen en comin la matemdtica y la musica, se encuentra la
importancia otorgada a las sutilezas. Lo que es indiscutlble es que a partir de los pitagéricos
(“,Qué es lo méds sabio? El nimero. [Qué es lo mis hermoso? La armonfa” [Rob.,p.56})
mateméticos y muisicos tan destacados como Huygens, Rameau, Galileo y Euler han trabajado
sobre esta relacion; uno de los matemdticos mds importantes de nuestro siglo, George David
Birkhoff, en el prefacio de su libro La Medida Estética menciona cémo tenia 30 adios con la
inquietud de buscar alguna explicaclén satisfactoria de la parte formal de la misica. Actual-
mente, estas inquietudes y los intentos de explicar este vinculo entre las Matemdticas y la

Musica continda, reflejdndose en trabajos como los que se estudian en los capitulos 4 y 5 de .




esta tesis, mds el proyecto que se realiza actualmente en Ziirich bajo la égida del matemdtico y
compositor Guerino Mazzola, resefiado en nuestro anexo.

El presente trabajo es un reporte nada exhaustivo acerca de diferentes ensayos que se han
hecho con el propdsito de vincular la Matematica y la Musica, normalimente por medio de
la aplicacién de la primera, y que han sido llevados a cabo en el transcurso del tiempo. El
capitulo 1 de la tesis se titula La Miisica como una Manifestacidn Fisica y lus Matemdticas,
puesto que las primeras investigaciones en torno al tema en cuestién surgieron en lo tocante
a este aspecto externo (el aspecto fisico) de la Musica; tanto la Matemdtica como la Musica
tuvieron que desarrollarse y sofisticarse bastante para poder reallzar el tipo de aplicacidn y
andlisis que se resefia en algunos capitulos posteriores. Aqui explicamos la gran incégnita de
Pitdgoras en cuanto a la relacidn entre los enteros pequefios y la consonancia, y cémo se le
contesta siglos después en términos de la Ley de Fourier. De manera similar, presentamos la
explicacién acistica de la formacién de las escalas modernas a través de la existencla de los
armdnicos o tonos parciales. También tratamos e} tema de la afinacién, fundamentalmente la
de igual temperamento como alternativa a la justa, y cdmo se ha planteado el problema de la
divisién miltiple de la octava. Resefiamos una forma de “resolver” dicho problema de manera
actistica, con el empleo de fracciones continuas binarias y ternarias,

El segundo capitulo se llama La Musica como una Manifestacion Estética y las Matemdticas
y trata sobre todo la Medida Estética definida por el matemdtlco George D. Bickhoff. Aqui
recorremos brevemente los planteamientos de varios pensadores, principalemente matemdticos,
en torno a la cuestién estética y en particular a la Musica, y presentanios algunos Intentos
previos (como el de Euler) de resolver cuantitativamente varias de las Incdgnitas que plantea
dicha cuestién. Detallamos el planteamiento de Birkhoff, dado que nos parece de sumo interéds
que uno de los matemdticos mds importantes de nuestro siglo haya dedicado varios afios de su
vida a estudiar este tema. .

El capitulo 3 se titula Los Nimeros de Fibonacci, la Proporcidn Aurea y la Obra de Bela
Bartok. Aqul estudiamos fragmentos de la obra de dicho compositor, quien desarrollé una teorfa
armidnica, asf como de estructura ritmica, con base en el niimero phi conocido conio el nimero
dureo. Nos llama la atencién cémo un fenémeno matem4tico como los nimeros de Fibonaccl y

la proporcién durea, llega a ser el eje de un sistema musical completo.




El capitulo 4 se denomina Misica, Conjuntos y Teoria de Grupos y se trata del estudio de
varios articulos escritos en las iiltimas dos décadas, en los cuales se intenta aplicar conceptos
formales y precisos de las matemiticas al anadlisis musical. Estos articnlos son trabajos repre-
sentativos de Gerald Balzano, David Lewin y Eric Regener, entre otros. Asimismo, comentamos
un libro publicado en México en 1989 y titulado Misica y Teorin de Grupos Finitos (3 vari-
ables booleanas), de Julio Estrada y Jorge Gil. En este cupitulo aparece la Teorfa de Grupos
como una forma autocontenida de explicar el desarrollo de In estructura musical, incluyendo las
tonalidades y la armonia, y se plantea esta expllcacién algebraica como una alternativa seria
a la explicacién actistica existente. Ilustramos este planteamiento con ejemplos tomados de
relaciones musicales bdsicas, establecidas con mucha anterioridad a la Teoria de Grupos pero
totalmente consecuentes con ésta. Por otra parte, veremos que los conjuntos juegan un papel
fundamental en el andlisis de la musica atonal, en que no es posible asirse a las lierramientas de
la armonfa tradicional con sus reglas; lo que sobrevive siempre es el intervalo musical, miembro
de un conjunto.

E1 quinto capftulo se llama Musica, Estructuras Algebraicas y Autdmatas y consiste princi-
palmente en el desarroilo de un artfculo de Marc Chemiliier titulado Monoide Libre et Musique
que se publicé en 1985, en el cual se pretendié hacer una formalizacién matemdtica de estos
temas que jamds se habia realizado anteriormente, segin el autor. Aquf estudiamos una
estructura algebraica llamada solfeo asf como los morfismos que relacionan los solfeos entre sf,
para después modelar con ejemplos musicales. De modo semejante, vemos cémo la Teorfa de
Autématas ha sido empleada en diferentes facetas del andlisis musical,

Finalmente se agrega un anexo titulado Teoria Matemitica de la Musica (TMM), en el que
se esboza el trabajo llevado a cabo en el proyecto del mismo nombre con sede en Suiza bajo
la direccién de Guerino Mazzola, quien usa la Topologia Algebraica, la Teorin de Categorias
y otras dreas simllares en un esfuerzo por aplicar el lenguaje, los métodos y las perspectivas
de la matem4tica moderna a una musicologfa sistematizada. Es importante enfatlaar que la
temdtica de este anexo se presenta de manera sumamente informal y descriptiva, ya que cae
fuera del alcance de esta tesls; sin embargo, se pretende retomar y profundizar en el material
aquf comentado (mds otros aspectos que ni se mencionan) en un trabajo posterior.

Cabe enfatizar que la autora de esta tesis intentd, en todo momento, sintetizar, aclarar y/o
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extender la informacién de un gran nimero de articulos, pormenorizando varios conceptos y
ejemplos (tanto matemdticos como musicales) con explicaciones y, en muchas ocasiones, con
férmulas y pasos omitidos en los trabajos originales. Aport6 abundantes ejemplos, pensando
siempre en facilitar al lector una comprensiéon mds cabal de los elementos que encontré moti-
vantes, y formalizé y extrajo la parte materndtica, muchas veces expuesta en los articulos y

libros consultados de manera implicita o informal.




extender la informacidn de un gran mimero de articulos, pormenorizando varios conceptos y
ejemplos (tanto matemiticos como musicales) con explicaciones y, en muchas ocasiones, con
férmulas y pasos omitidos en los trabajos originales. Aporté abundantes ejemplos, pensando
siempre en facilitar al lector una comprensién mds cabal de los elementos que encontré moti-
vantes, y formalizd y extrajo la parte matemdtica, muchas veces expuesta en los artfeulos y

libros consultados de manera implicita o informal,
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Capitulo 1

La Musica como una Manifestacion

Fisica y las Matematicas

Algunos maisicos...han tomado la inquietud que tenfa Pitdgoras de erplicar lu
muisica, como prueba de que el método numérico que organiza el fendmeno musical
es una suerte de accidente peculiar. Estos misicos afirman que todus lus reglas de

- la nuisica son asunto de costumbre y de acuerdos, y que no hay ninguna forma
absolutamente correcta o equivocada para escoger las notas. Mi propia creencia es
que #l desarrollo de la misica ha sido afectado de manera muy fuerte por la forma
en que las cosas vibran y por el modo en que trabajan nuestros oidos.

Arthur H. Benade

Todas las escalas conocidas se parecen mucho 6 la nuestra; en particular, la de
los antiguos griegos era casi la misma. La razdn de esta semejanza no es dificil de
hallar: toda escala debe considerarse como el resultado de un esfuerso por encontrar

‘ un conjunto de notas con las mds estrechas relaciones de consonancia posibles entre
: sl,
Georye David Birkhoff

El hecho de que un reconocido fisico nuclear (también flautista consumado), asf como uno

de los matemdticos mds Importantes de nuestro siglo, hayan sentido la necesidad de entender de

l
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manera racional el arte mds abstracto, nos sirve para reforzar nuestra certeza de que cualquier
intento de encontrar nexos entre diferentes dreas de pensamiento y ereacién humanos nos lleva
a enriquecer y profundizar en cualquiera de ellas o en todas, El propdsito de este capftulo es dar
una breve semblanza de cémo la miisica en sn faceta de fendmeno fisico ha atraido la atencién
de matematicos desde la época de Pitdgoras, pasando por Galileo, Huygens, Bernoulli y Euler
hasta llegar nuestro siglo. El contenido no es de ninguna manera exhaustivo y solo se pretende
ubicar al lector en una direccion del tiempo, ya que es en esta drea, de la musica comno fendmeno
fisico, donde surgfan las primeras inquietudes relacionadas con nuestro tema, Tainbién es légico
que asf haya sido, puesto que tuvo que haber un desarrollo posterior tanto de la misica conio
de la matemdtica para que pudieran surgir explicaciones y modelos basados en las Teorias de
Grupos y Conjuntos, o en Médulos o Topologfa como veremos en capftulos posteriores. De esta
manera, en este primer capftulo estudiaremos la famosa gran incdgnita de Pitdgoras, veremos
la explicacidn acistica tanto de la consonancia como del deéarrollo de nuestras escalas actuales
y entenderemos el origen (también acistico) de la afinacién de ignal temperamento. Asimismo,
estudiaremos un método que se diseid para realizar la divisién miiltiple de la octava dentro
del sistema de igual temperamento, basado en fracciones continuas binarias y ternarias, cuya
motivacion también es acorde con la explicacién acistica en boga desde Pitdgoras. Se hace
mucho hincapié en reconocer cudndo se explica la musica en funcidn del aspecto w"xstico, dado
que en el capftulo 4 sa plantea una forma alternativa de entender el desarrollo de todo nuestro
slstema musical de tonalidades y de plantear la divisién multiple de la octava (en més de doce

partes), basada en la Teor{a de Grupos.

11

Cuando los antiguos griegos dividian la cuerda de su monocordio (un instrumento provisto
de una sola cuerda y un puente movil) encontraron que si'esta divisidn era de proporcién 2:1
se tenfa la octava (o sea, la misma nota pero mds aguda). Asimlsmo, la proporcién 3:2 daba el
intervalo de la quinta, 4:3 la cuarta, 5:4 la tercera mayor, 6:5 la tercera menor y 5:3 la sexta

mayor. !

!Cabe aclarar que, cuando se refiere a la division de la cusrds, re express la razdn entre ol nimero mayor
y ol menor (2:1, 3:2, etc.); sin embargo, como se verd adelante, las razones de las frecuencias de vibracion son
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oclava quinta, cunrla, tercera tarcera  suxia mayor,
tenor mayor.

Aunque el concepto de "consonanci;" ha ido cambiando, st nos restringimos pot el momento
a la msica occidental, desde sus inicios con los antiguos griegos hasta la armoufa cldsica que
regia la composicion de finales del siglo XVIII y todo el siglo XIX, se encuentra que estos
intervalos han sido considerados consonantes, en oposicion a las segundas menor y mavor. las

séptimas nienor y mayor, y la cuarta aumentada (o quinta distinuida).
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segunda segunda séptiina sépliie  auarta aamentuda
micnor mayor inegor tmayor

La relacidu entre los enteros pequedios y la consonaucia e la musica “ha sido. desde tndos
los tiempos. vista como un misterio maravilloso de un significado profundo”[Helm. p.15). Los
pitagéricos emplearan esta relacién para desarrollac su “armonia de las esferas” (jarmoufa que
sdlo pudo escuchar Pitdgaras entre los mortales!) y su doctrina preganaba que "todo es nimero
y armonfa”. Cabe mencionar que hubo fildsofos de la antigua China como Tso-kiu-ming, coni-
paiiero de Confucio, quien e el afio 500 A.C. comparé los cinco souidos de la escaln china
(pentatduica., pera también basada en las razones de la cuerda) con los ciuco elementos de su
filosofiu natural: agua, fuego, madera, metal y tierra. “Adn en los tiempos mds recientes se
puederi eticontrar tedricos, amigos de la musica, que prefieren celebrar el misticisino aritmético
en vez de intentar escuchar armdnicos” [Helm. p.229]. Son estas series armdnicas que vamas

a describir en los siguientes pdrrafos.
La gran incégnita que planted Pitdgoras, del porqué de la relacldn entre consonancia y

nuimeros eniteros pequeilos, no pudo ser resuelta por los antiguos griegos ya que las explicaciones

fisicas y fisioldgicas estaban lejos de haber sido descubiertas y entendidas. Asimismo, a pesar

expresadas de forma {nversa (1:2. 2:3, etc.).
3 -Por consonancia se entiende “lo que suena bien”.
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de su descubrimiento de las escalas diaténicas en sus siete modos (escalas correspondientes a
las teclas blancas del piano), que son la fuente de nuestras escalas actuales de modos mayor
y mertor, su musica fue monofdnica, es decir, exenta de acompaiamiento o polifonia (varias
voces simultdnets), y la consonancia se percibia por intervalos melddicos (horizontales). Es
curioso para nosotros que un ser humano de mente tan compleja y aguda como Aristoteles haya
podico decir “...por esta razén entendemos a una persona que habla, mejor (ue varias personas
que dicen la misma cosa al mismo tiempo. Asf es, también, con las cuerdas, Y mucho menos
cuando la flauta y la lira se tocan al mismo tiempo, porque sus voces son confundidas las unas
con las otras, Asimismo, el porqué esta claro ya que, debido a las consonancias, ambos sonidos
son escondidos el uno por el otro” [Helm,, p.237].

Tuvieron que pssar muchos afios hasta que Galileo (hijo de un musico notable y rebelde
de su época y é también un espléndido laudista y compositor, actividad que retomé bajo su
arresto domiciliario cuando fue condenado por la Inquisicién) comenzara a deseutraiiar las leyes
que gobiernan el movimiento de les cuerdas. Sus investigaciones, sucedidas por las de Newton,
Euler y Daniel Bernoulli, llevaron al descubrimiento de que las razones sencillas de las longitudes
de las cuerdas se presentaban en los intervalos musicales de todos los instrunientos y no eran
exclusivas de las cuerdas. De hecho, se descubrié que la sensacién de un sonido musical se debe
al movimiento periddico del cuerpo sonoro, en tanto el ruldo tiene su fuente en el movimiento
errdtico, La altura de un sonido (una nota) depende de la frecuencia de la onda emitida, o sea,
el nimero de vibraciones que se suceden en cada segundo o vibraciones por segundo (v.p.s.).
El sonido serd mds grave con una frecuencia menor y mds agudo con una mayor. Hoy dfa,
por comin acuerdo, se ha tomado la nota la, correspondiente a la segunda cuerda del_violfn,
como altura de referencia, con una frecuencia de 440 vibraclones por segundo. Mds adelante se
presenta una tabla de las frecuencias con las 88 notas abarcadas por el piano, cuyas alturas son
las aceptadas Internacionalmente para las orquestas,

Cuando el sonido fundamental de un intervalo dado se transfiere del bajo a una octava mds
aguda, se dice que el intervalo “se invierte” (el sentido del “inverso” aquf es muy diferente de su
significado en la matemdtica. Por eso lo interesante del asticulo E! Monoide Libre y la Misica
que se analiza en el Capitulo V). Una cuarta es una quinta invertida, nna sexta menor es una

tercera mayor lnvertida, etc. De esta forma, el nimero que representa el bajo del intervalo se
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dobla (recuérdese que la reiacién de frecuencia de la octava es 1:2) y asi se obtienen las razones
de los numeros de altura correspondientes; es decir, se dobla el ndmero menor (el bajo) de ia
razdn original. Por ejemplo: de {a quinta 2:3 se obtiene 3:2(2) = 3:4, que es la cuarta: de la
tercera mayor 4:5 se obtiene 5:4(2) = 5:8 que es la sexta menor, su inverso, y asf sucesivamente.

Fueron el musico Jean Phillipe Rameau y el matematico Jean Le Rond DAlembert quienes
realmente transfirleron la teoria de la consonancia del plano metafisico a lo fisico, ya que
explicaron la consonancia de las terceras mayor y menor y sus inversiones, las sextas menor
y mayor, en funcidn de los armdnicos. Las series arménicas o parciales superiores, también
conacidos como sobretonos, se presentan debido al siguiente fendmeno: el oitlo no percibe
solamente el sonido muslcal tocado, cuya altura se debe a la frecuencia de onda, sino que
también percibe toda una serie de sonidos musicales mds agudos. Estas series son iguales
para todos los sonidos correspondientes al movimiento periédico y abaren la siguiente gama (si

colnenzamos, como en este ejetuplo, con el do):
1 N

At — sop P £ef
Il' -yt w4 0 - 4n o 11
F—F = o g ot 2 .

3 sl |

do

Asf es como se explica la consonancia, presente en las combinaciones de noras que colnciden
en sus priteros arménicos. El acorde de do mayor, por ejemplo, consiste en do, mi y sol y,
como podemnios ver, sol y mi son de los primeros sonidos parciales superiores de la nota do.

Euler intenté explicar la relacién entre consonancia y nimeros enteros de unn manera més
cientffica que. por ejemplo, Kepler, quien , a pesar de ser uno de los mds grandes cient{ficos de
todos los tiempos, no pudo sustraerse de la tentacién de buscar (o escuchar) la “"armonfa de
los mundos”. Tan es as{, que le atribuyé a la tierra los sonidos mi- fa- mi: miseria, hanibruna,
miseria de nuestro planeta [Abell, et.al, p.40]. Pero Euler tampoco pudo dejar de explicar la
consonancia de modo m4s bien psicoldgico. Afirmé que provoca méds “placer” escuchar 2, 3 6 4
vibraclones de un sonldo que coinclden con 1, 2 6 3 del otro, que el que experimentarfamos si
las razones de tieinpo de las vibraciones fueran inconmensurables entre sf, o si sélo pudieran
expresarse con nimeros muy grandes. Euler desarrollé una regla aritmética para calculas el
grado de consonancia de un intervalo, o un acorde, que se basaba en las razones de los periodos
de vibracién que los caracterizaban (la regla aritmética de Euler se verd en el Capitulo 2).

El problema del sistema que ided Euler es que no explica porqué una consonancia, levemente
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desafinada, suena casi igual que el mismo intervalo perfectamente afinado. Asimismo, esta
consonancia con una leve desafinacién suena mucho “mejor” (jpara oidos clisicos, por supuesto!)
que nn intervalo definidamente disonante como por ejemplo una segunda. annque la razén
numeéricn de la consonancia con una ligera desafinacion es mds compleja. Lo que sicede es que,
segtin Euler, la mente percibe las razones de los mimeros de altura tal como se emiten. Sin
embargo, el gran aporte de Helmholtz en sn multicitado libro, fue descubrir que solo se perciben
los efectos fisicos de estas razones, es decir, la sensacién continua (consonancia) o intermitente
(disonancia) de los nervios auditivos.

El descubrimiento de Helmholtz, asi como las limitaciones de las explicaciones de Euler, se
deben al hecho de que era necesario contar con el trabajo de Fourier. Helmholtz resuelve la
gran pregunta de Pitdgoras porque sabe que el o{do asimila los sonidos complejos en oscilaciones
pendulares, segin la ley de la vibracién simpética que etiqueta los sonidos como consonantes
en la medida en que los estimulos nerviosos sean continuos, sin perturbacién. Asimismo, para
mediados del siglo pasado se sab{a que el proceso en que se asimilan los arménicos se expre-
sa, matemdticamente, por la ley de Fourier. Esta ley muestra como cualquier magnitud que
varfa periddlcamente puede ser expresada como una suma de magnitudes periddicas simples,
cualquiera que sea su naturaleza. La longitud de los periodos de los términos simples de la
suma tiene que ser tal que uno, dos, tres, o cuatro, etc. de ellos sean Iguales a la magnitud
original. Si traducimos este heclio a los sonidos musicales, de por si periddicos, vemos que los
nimeros de los armdnicos tienen que ser exactamente uno, dos, tres, etc. veces la magnitud
del sonido original, y asf los niimeros enteros determinan las razones de las consonancias. Cabe
mencionar que las “perturbaclones”, t{picas de las disonaucias, se deben a un fendmeno llamado
beats (batimentos) cuyo andlisis no se va a realizar en este trabajo. Para profundizar mds en
estos aspectos se recomiendan los trabajos de Helmholtz y Benade, citados en la bibliograffa.
De este modo, “En iltima instancia, la explicacién de las relaciones numéricas racionales de
Pitdgoras se encuentra en la Ley de Fourier, y en cierto sentido esta ley puede considerarse

como la fuente primarla de la Teorfa de la Armon{a” [Helm. p.229).

1.2

En este punto de nuestra exposicién, vamos a enfocar la atencién sobre un articulo titulado
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Music and Ternary Continued Fractions (Musica y Fracciones Ternarias Continuas), presentado
ent 1947 por J.M. Barbour. El trabajo comienza eon la reafirmacion de un hecho que ya
conocemos: e| intervalo mds importante en la musica, desde el punto de vista fisico, es la
octava con su razon de 2:1, Sin embargo, el nimero de notas abarcadas en los confines de
este intervalo ha variado segiin tiempo y lugar. Lo interesante es que ln escala pentatdnica
por ejemplo (una forma ficil de encontrar esta escala es tocar las teclas negras del piano) se
encuentra en paises tan lejanos y disimbolos como China y Escocia. Ya vimos que la escala
diaténica de siete notas (correspondiente a las teclas blancas del piano, si se inicia y termina
con tualquier do) se remonta a los tiempos antiguos y forma la base de la nuisica clésica
occidental, en tanto la escala cromdtica de doce notas, que incluye las teclas blancas y negras
del piano, cobrd importarncia hace tres siglos y, en el siglo presente, ha servido de base para el
dodecafonismo (sistema musical que prescinde dé la nocién de tonalidad).

Un problema, presente desde los tiempos de la musica monofénica (de una sola voz, propia
de los griegos y de todos los pueblos en las primeras etapas del desarrollo de la muisica) y que se
agudizé con el advenimiento de la misica polifénica (de varias voces simultdneas) y arménica,
as{ como con las combinaciones, a manera de orquesta, de Instrumentos de cuerdas, alientos y
teclados, es la afinacién. Un sistema, conocido como el de la afinacidn justa cobré aceptacién
en el siglo XVT, ya que los acordes principales, la ténica, la subdominante y la dominante (
do- mi- sol, fa-la- do, sol- si- re, en la escala de do mayor) se expresan por las razones 4:5:6
(4/5 es Ia frecuencia de la tercera mayor, do- mi, fa- la, sol- si, y 8/6 es la frecuencia de la
tercera menor, mi- 30!, la- do, si- re), Pero cuando se emplea el método de afinacién justa en
toda la escala cromdtica hay intervalos que suenan rispidos y desagradables. En el siglo XVII
se trabajaron varios sistemas de afinacién en que se tuvieron que alterar algunas notas en aras
de poder usar todos los intervalos.

Hoy en dfa se usa, fundamentalmente, el sistema de afinaclén conocido como de igual tem-

peramento que encuentra su modelo en la afinacién del piano. Aun asl, las cuerdas del violfn,

de intervalos de una quinta ( sol- re- la- mi), suelen afinarse segtin la afinacion justa. En el
sistema de igual temperamento la quinta se ajusta hacia abajo por una coma ditdnica o coma
Pitagdrica, que es la diferencia entre seis tonos (9/8)% y la octava (2/1) (el tono, representado
por 9/8, es la segunda mayor). Esta es una razén de 531441:524288, que est4 entre 75:74 y
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74:73. Conio se puede ver, las razones en este sistema ya no son de enteros pequeiios, Unia quin-
ta temperada por una coma ditdnica posee la razén 27/1:1. Si se cousidera la escala cromtica,
comenzando con do, y sus semitonos (do= 0, do® = 1, re=2, ref = 3. mi=4, fa=35,
fa* =6, sol=17, solf =8, la=9, la* = 10, si= 11), la quinta consiste en 7 semitonos de 12
posibles y, por lo tanto, es 7/12 de una octava. Asimismo, la distancia entre los semitonos de
igual temperamento se calcula asf: hay un nimero n, que multiplicado por si mismo 12 veces
nos da la octava con su razdn 2:1, Asf es que:

n'? =12, entonces n = 13\/2 = 2112,

Elsistema de igual temperamento se usaba en latides y otros instrumentos con trastes desde
el siglo XV, pero no fue universalmente aceptado hasta mediados del siglo XIX, debido a la
forma en que, bajo dicho sistema se agudizan las terceras mayores. Esto se explica en funcién
de una medida conocida como la centésima (cent), que equivale a -l-}m de la octava, Estas cents
son centésimas de un semitono y pueden medir cualquier Intervalo musical: sou especialuiente
importantes en la medicién numérica de Intervalos “exéticos” para nuestro ofdo, acostumbrado
a la miisica occidental. Por ejemplo, la medida de “1439 cents”, tomada desde el do que se
encuentra a una octava mas bajo del do central, representa un sonido mids agudo por 39/100
de un semitono (o sea, 39 cents) que el re que estd al lado del do central. La octava contiene
1200 cents y la quinta, en la afinacidén de igual teinperamento, contiene 700 cents, en tanto la
tercera mayor es de 400 cents. En la afinacion justa, la quinta, con su razén de 3:2, contlene
702 cents y. por lo mismo, la afinacién de igual temperamento (con 700 cents) silo se encuentra
ligeramente baja en comparacion. Sin embargo, la tercera de la afinacion justa es Igual a 386.3
cents, tal que la tercera de igual temperamento (400 cents) se ha agudizado por casi 14 cents.

No obstante, la afinacion de igual temperamento posee la gran ventaja de que es un sistema
cerrado, o sea, ciclico. Esto slgnifica que la enésima potencia del valor dado de una quinta
caerd exactamente en una de las octavas superiores de la nota inicial. Frecuentemente han
surgido sugerencias para mejorar las terceras dentro del sistema de Igual teinperamento: es-
to significa, usualmente, aumentar la cantidad de notas de la octava, Hay tedricos que han
dividido la octava, de forma precisa, en méds de 100 partes. Sin embargo, juo han inventado,

paralelamente, los instrumentos para poder hacer musica con estos siatemas? A continuacién se

3 Eltema de la division miltiple de la octava se va a retomar en o} Capliulo 4 ( Teoria de Grupos, Conjuntos




presenta la tabla de frecnencias que se emplea actualmente a nivel internacional y que contiene
las alturas de las 88 notas del piano. Como ya se dijo, las razones de los intervalos pierden
sn cardcter de enteros pequeios que posefan en la afinacidn justa, pero se gana en cuanto a
la posibilidad de usar las doce tonalidades, cosa imposible en la afinacion justa ya que para
“cerrar” el eirculo de quintas se tenia que estrechar por lo menos una de ellas con un sonido
resultante tan desagradable que se le llamaba “el aullido del lobo”. Nétese que el la central, la

segunda cuerda del violfn, es de 440 v.p.s.

Altura 1 2 3 4 5 6 7 3
sol* | 51.91 |[103.82 | 207.65 [415.30 {830.60 | 1661.21 | 3322.43
sol | 48.99 | 97.99 {105.99 |391.99 |783.99 |1567.98 | 3135.96
fa? | 46.24 | 9249 | 184.99 360.99 |739.98 |1479.97 | 2059.95
fa [ 43.65 | 87.30 | 174.61 )349.22 |698.45 |1396.91 | 2793.82
mi | 41.20 | 82.40 [164.81 |320.62 [639.25 | 1318.51 | 2637.02
red 138.89 ) 77.78 [155.56 (311.12 |622.25 | 1244.50 | 2489.01
re | 36.70 | 7341 |146.83 (293.66 1587.33 | 1174.65 | 3249.31
do* | 34.64 | 69.20 |138.59 ]277.18 |534.36 | 1108.73 {2217.461
do 13270 | 65.40 1130.81 261.62 |523.25 | 1046.50 | 2093.01 }4186.01
si 13086 | 61.73 112347 |246.94 [493.88 | 986.76 | 1975.33 13951.06
la* {20.13 | 58.27 [116.54 1233.08 |466.16 | 932.32 | 1864.65 13729.31
la }27.50 | §5.00 {11000 }220.00 {440.00 | 880.00 | 1760.00 {3520.00

Entre los sistemas de divisién miiltiple de la octava, cabe mencionar el de Nicola Vicentino
que data de mediados del siglo XVI, en que la divide en 31 partes lguales. Pero él puso la
condicién de que las quintas debfan ser ajustadas a la afinacién comtin en los instrumentos de
teclado; fue Christian Huygens (el fisico, gedmet'm y astrénomo holandés) quien mostrd que el

sistema de igual temperamento y el de la octava de 31 partes eran esenclalmente Iguales, ya

y la Musica ). Obviamente, la musica electrénica es una forma de responder al “problema” de los instrumentos,
espectalmente los teclados. )



que la tercera del igual temperamento tiene 386.3 cents y el de la divisién en 31 partes ;387.1!

La mejor divisién ciclica con menos de 100 partes es la que divide la octava en 53 notas, ya
que con ella la tercera y la quinta se aproximan bastante a la afinacién justa, Los pitagdricos la
insinuaron cuando decfan que habfa cuatro comas (una coma pitagdrica, en rérminos de cents,
resulta de subir 12 quintas y bajar 7 octavas, es decir, 12 x 701955 — 7 x 1200 = 23.460~
23.5 cents) en el semitono y nueve comas en el tono y, por lo tanto, la octava contendria (5 x
9) + (2x 4) = 53 comas. El teérico chino, King Fang, mencioné la divisién de la octava en 53
partes (Bar. p.547 | y tedricos europeos de los siglos XVIIl y XIX también hablaron de ella. En
esta divisién las quintas son casi perfectas (701.9 cents) y las terceras ligeramente bajas (384.9
cents). Sin embargo, esta divisidn es poco practica para instrumentos reales, aunque factible
para la musica electrénica o computarizada.

El gednietra y acustico francés, Joseph Sauveur, se interesd mucho en la division multiple de
la octava y desarrolld una teorfa al respecto, En un articulo que data de 1711[citado en Bar. p.548|,
Sauveur dio una lista de 25 posibles divisiones de la octava: 12, 17, 19, 31, 43, 50, 33, 55, 67,
74, 98, 105, 112, 117, 122, 136, 141, 133, 160, 177, 184, 189, 208, 232 y 256. La teoria se
basa en la divisién del tono; por ejemplo, do- re se divide en un semitono diaténico, do-re’,
y un semitono cromético, re-re. En la afinacién justa, si se toma el semiitono diaténico con
razén 16:15 (112 cents) y el semitono cromdtico con razén 135:128 (92 cents), la razén del
semitono diatdnico al cromaético serd 112:92, o sea, 28:23. Como la octava contiene 7 semitonos
diatdnicos y 5 crom4ticos, se usa la férmula : O= 7d + 5¢, d>c. Si se usan aproximaciones a
la razén 28:23, como 5:4, 6:3 y 11:9, se puede sustituir con d/c= §, § o 4. Cuando d/c=},
O== (7x5)+(5x4)=55 pattes; cuando d/c=§, O=(7x6)+(5x3)=67 pastes. Asfes como se llega
a algunas de las divisiones de Sauveur; otras divisiones resultan de la combinacién de varies
series independientes entre sf, cada una determinada por la férmula d=c+1 donde =1, 2, 3, 4.
Si i=4, entonces O=T(c+4) +5c= 12c+28; posteriormente se emplean valores imnpares de 7 a
19 paca c, y resultan las divisiones de 112, 136, 160, 184, 208, 232 y 256,

El primer aporte realmente cientifico, por medio de!l uso de fracciones continuas, al proble-
ma de la divisién multiple de la octava se debe a M.W Drobisch y data de 1855, Este tomd ls
razén de los logaritmos de la quinta a la octava (logj:logQ) y ia expresd como la fraccién
46,797/80,000; después empled fracciones continuas ordinarias {véase Apéndice 1] para encon-
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trar aproximaciones sucesivas, A continuacidn vamos a desarrollar dicho proceso:

46,797 = 80,000 x O <+ 46,707
80,000 = 46,797 x I + 33,203
46,797 = 33,203 x 1 + 13,504
33,203 = 13,504 x 2 + 6,015
13,504 = 6,015 x 2 + 1,564
6,015 = 1,864 x 3 + 1,323
1,564 = 1,323 x 1 + 241
1,328 = 4l x 5§ + 118
241 = 18 x 2 + 5
118 = 5§ x 23 + 3
5 = 3 x 1 + 2
3 = 2 x 1 + 1
2 = 1 x 2
Asf es que:
a
5= 0+ T =

¥ las fracciones continuas ordinarias que obtuvimos son: 0,0 + §,0 + I—#,O + 7;55.0 +
1+

by, 0+ —h , ... que, & su vez, son iguales 80,,, L 5.4
1

i+ v

(L4 *3+

Los denominador: (que son las divisiones propuestas de la octava musical) de ls serie
completa son: 2, §, 12, 41, 53, 306, 665, 15,601, .... Como ya se menciond, este método fue
el primero realmente cientffico de dividir la octava con respecto a les terceras y las quintas.
El problema de este método estriba en que, por un lado, se quleren comparar tres magnitudes

(la tercera, la quinta y la octava) y, por otro, sélo se puede escoger une razén (la.tercera &
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la octava, o la quinta a la octava) cuando se trabaja con fracciones continuas binarias. Por
este motivo, se investigé el uso de fracciones continuas ternarias para llegar a la “solucién”
del problema de la division miltiple de la octava, ya'que dichas fracciones continuas ternarias
aportan un medio en que tres nimeros pueden aproximarse de forma simultinea. Pensamos
que aqui cabe una pequefia digresion. Es incuestionable que, por la sencillez de la afinacion
de igual temperamento, ésta ha sido ventajosa para el desacrollo de la misiea instrumental.
Una afinacién en que se dividieca la octava en més partes requeric(a de una conmplejidad mucho
mayor en la mecdnica de los instrumentos y, por ende, un grado extremo de dificultad en su
manipulacién. Se puede afirmar que el altfsimo desarrollo de la misica instrumental de los
iiltimos 250 afios no hubiera sido posible sin el empleo de la afinacién de igual temperamento.
Sin embargo, este hecho no le resta interés al problema de la divisién miltiple, desde el punto
de vista tedrico o hasta practico, en la época de la misica generada por computadora (y del
uso poco ortodoxo de ciertos instrumentos, como las cuerdas, que se prestan para ello)4

El empleo del algoritmo de Jacobi (véase Apéndice 1) para fracciones continuas ternarias,
en relacién al problema de la divisién multiple de la octava, se plantea asi:

Sean u) = log}; vi=log}; wi = log2 y las razones A, : By : Cu, que representan las
aproximaciones sucesivas a las razones de los tres logaritmos. Musicalmente, se explica de esta
manera: si la octava se divide en C, partes, entonces A, partes es una buena aproximacién a

la tercera mayor y B, a la quinta justa. Los resultados para los p y q dados son:

*La division muiltiple de la octava y del tono se han llevado a cabo desde tismpo atrés. El método de
Aristoxeno, quien propuso la division del tono en tercios, cusstos y octavos, sl Sonido 13 de Jullén Carrillo y o
trabajo que se realiza actualmente en el proyecto del [nstituto de Investiygaciones Estéticas conjuntamente con el
Instituto de Matemadticas Aplicadas y Sistemas, son otras vertientes de esta misma busqueda que ha ocupado a
hombyres de diferentes aiglos y muchas naciones.
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13 1 1 3
001 1 2 3

1 78 15 %
001 9 16 2
001 10 18 3
0 2 B8 51 8
3 8 418 263 817

El problema que se presenta con estos resultados tiene dos vertientes, Primeramente, la
convergencia es muy rdpida y, para la divisién mdltiple de la octava, interesan los valores
pequeiios; en segundo lugar, los resultados son muy distintos a los propuestos por Sauveur y
por el mismo Drobisch, quien utilizé un método tan similar. No obstante, cuando se emplea el
inverso de la expanslén de Jacobi (Apéndice 1), se llega a:

Pn Gn An By G,
010 1 1
010 1 2
1 21 3 5
2 2 4 7 12
0 3 13 % 4
0 1 17 31 53
0 5 98 179 306

Lo interesante aquf es que, como v es log ; y wy es log?2, y como By y Ca son independientes
de pn, la serie para la razén de la quinta justa a la octava (B : Cy) coincide con lo obtenido
por Drobisch en sus fracciones continuas binarlas. Sin embargo, la convergencla sigue siendo
muy répida. En el art{culo se propone usar la “expansién mixta” en que se emplea el método
de Jacobi (J) cuando us > va y el método inverso (R) cuando u < va, con todo p igual &

cero. Se sigue este criterio, porque como u, es el divisor en el método de Jacobi (J) y v, es
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el divisor en el método inverso (R), y se busca una convergencia lenta, se va a tomar siempre
el mas grande entre uy y v,. El procedimiento se expliea en el Apéndice 1. Los resultados se

presentan en la siguiente tabla:

P g An By Ca
0 1 0 1 |
R 01 0 1 2
J 01 1 1 2
J 0 1 1 2 3
R 01 2 3 §
J o1 2 4 7
R 0 1 4 T2
R 0 1 6 11 19
R 0 1 10 18 3
J 0 1 11 2 M
J 0 1 17 31 &3
R 0 1 28 52 497
J 0 1 38 60 8
R 0 4 180 327 649

Como se puede ver, con el método mixto la convergencia es mds lenta que con los métodos
de Jacobi o inverso. Se busca una convergencia lenta en el problema de la division muiltiple de
la octava, ya que asf se encuentran mds alternativas factibles de implementar. Sin embargo,
con una simple inversién de las hipdtesis la expansién mixta arrojard una convergencia més
rdpida. Cabe mencionar de nuevo que en el tiempo de Drobisch y atin en el tiempo de Barbour,
este probiema tenfa mds alcance tedrico que préctico. Hoy dia se pueden plantear resultados -
tedricos y prdcticos. Este ensayo con fracciones continuas se basé en la descripcién acistica

(fisica) del sistema musical, con sus razones entre enteros pequefios, cuyo origen data desde
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liace aproximadamente 2,500 afos. En el capitulo 4 veremos otro enfoque hacia la divisién
muiltiple de la octava, basado en nuna descripeion algebraica del sistema musical con el empleo

de la Teoria de Grupos.
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Capitulo 2

La Muisica como una Manifestacion
Estética y las Matematicas: la

medida estética de George Birkhoff

La Estética como rama de la filosofia ha sido una preocupacién humana desde los antiguos
gﬁegos. y muy probablemente desde antes. Ha sido comun tomar uno u otro aspécto de la
expéxlencin estética (su naturaleza sensual, su valor pedagégico, la cualidad nfstica inherente
a su efecto) y absolutizarlo. Sin embargo, la estética como “ciencia que trata de la belleza y
de los sentimientos que hacen nacer lo bello en nosotros”, si realmente pretende ser cientffica,
“debe ser abordada desde el punto de vista analitico y preocuparse con los aspectos formales
del arte"(Birk., 1, p.193]. Asf es que, en este capitulo se verd como uno de los matemdticos mds

destacados de nuestro siglo formuld la Médida Estética.

21

En sus Didlogos, Platén examind varias definiciones de lo bello y luego las rechazd por
inconsistentes. Por ejemplo, Platén descarté como definicién de lo bello “lo que deleita a la
vista y al ofdo”, porque no podfa hailar un elemento comiin entre los dos sentidos y, por lo tanto,
la belleza consistirfa en dos elementos en lugar de uno. No obstante, segin Blrkhoff sf hay un

elemento comin subyacente entre estos dos sentidos, ya que el espacio es una variedad métrica
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tridimensional y, de la misma manera, el tiempo (representado por la recta, por supuesto) es una
variedad métrica unidimensional. Asf es que las formas espaciales y temporales son de la misma
naturaleza abstracta, y el placer estético provocado por los objetos espaciales (por ejemplo, la
Pintura) y temporales {la Misica) surge de las relaciones formales propias de las variedades
métricas (Birk., 1, p.196]. De esta manera se entiende la conocida referencia de Goethe a la
Arquitectura como “muisica congelada” y los comentarios del mismo Platéu, en el Philebus,
cuando escribe “ Si se sustrae la aritméticu',b lo medible y lo pesable de eualquier arte, lo que
queda no serd mucho” y “la medida y la proporcién siempre se transforman en la belleza y la
excelencia”,

v Leibniz, considerado el cofundador junto con Newton del cilculo infinitesimal era, aparte de
gran matematico, un fildsofo preocupado por todas las manifestaciones humanas y naturales, El
definié la misica de una manera sorprendente como * el acto de contar realizado por la mente
sin que ésta se percate de que estd contando”(Birk. 1, p.200]. Coino se verd mds adelante, esta
definicién coincide con uno de los puntos de partida mds importantes de Birkhoff, o sea, que
la densidad de ciertas relaciones ordenadas entre las notas, percibidas intuitivamente, puede
medir el efecto estético.

Como se menciond en el Capitulo I, Euler mantenia que la mente humana se deleitaba en
la ley y el orden y, por lo tanto, encontraba placer en descubrir su naturaleza. Asf es que
segin Euler, entre mds pequefios los mimeros' que expresan la razdn de dos frecuencias, mds
fdcil es descubrir las leyes y el orden y se hace mds agradable escuchar los sonidos en cuestldn.
Desde esta perspectiva, Euler desarrolld su teorfa de la consonancia, basdndose en esta “ley”
sefialada por Pitdgoras (véase Capftulo I). Asimismo, este gran matemético y fisico propuso
una medida cuantitativa para “calcular” la disonancia de un acorde: expresd la razon de la

frecuencia del acorde por medio de los nimeros mas pequefios que se podfan encontrar siempre

y cuando se mantuvieran las proporciones y después encontrd su mfnimo comin miiltiplo. Esta .

era la “medida” de la disonancia. Por ejemplo, la razén de frecuencia del acorde de do mayor,
do- mi-s0l, es 4:5:6:8 (la tercera mayor 4:5, la tercera menor 5:6 y la cuarta 6:8). Como el
mfnimo comiin multiplo de estos nimeros es 120, se tenia asf la medida de disonancia de dicho
acorde. Sin embargo, esta medlda es cuestionable por varios motivos. Para comenzar, el acorde

do-mi-sol-si (8:10:12:15) posee la misma medida 120, pero es mucho mds disonante por la
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séptima mayor, do-si. Asimismo, como se explicd en el Capitulo [ (en lo tocante a los cents) si
una nota estd ligeramente desafinada (o “infinitesimalmente” desafinada) la medida se disparn a
infinito. aunque una quinta con esta ligera desafinacion suene mucho “mejor” (segin la armonia
tradicional) que si se tocara una segunda menor. Finalmente, como se mide la disonancia, se
encuentra que es “mejor” eliminar e} mi del acorde de do mayor y tocar solamente do-sol y,
como menciona el fisico Jarnes Jeans, “se puede eliminar cualquier disonancia sentdndose en el
silencio total” [Je., p.156].

Seutin Jeans, autor de Science and Music escrito en 1938 (el trabajo de George Birkhoff
aparecid en 1932), “Este es un defecto de la mayor{a de las teorias de la disonancia. Hay innu-
merables teorias que nos explican el origen de la perturbacidn que sentimos cuando escuchamos
disonancia, pero ninguna ni siquiera intenta explicarnos el origen del placer que provoca la
armonfa; de hecho, por mds ridiculo que parezca, esto altimo permanece como uno de los prob-
lemas sin solucién de la misica”{Je.,p.156]. No obstante, he aqui la esencia de la motivacién
detrds del trabajo de Birkhoff, A Mathematical Theory of Aesthetics publicado. como ya se
sefiald, con seis arios de anticipacidn al libro de donde proviene la cita. En el trabajo de
Birkhoff, se desarrolia la Medida Estética”, la cual vanios a estudiar en lo que resta de este

capftulo.

2.2

En el prefacio de su libro, Birkhoff explica su propia motivacién cuando escribe “La estruc-
tura formal de la musica occidental comenzé a interesarme hace aproximadamente treinta afios.
Parecfa evidente que debia haber allf algiin principio director y, sin embargo, no parecia haberse
encontrado ninguna explicacién satisfactoria de la forma musical....Siguiendo este camino sur-
gi6 en mi mente la Teorfa de la Medida Estética y el enigma de la melodfa tomé el aspecto de
un problema casi matemdtico que yo, como matemdtico, podfa estudiar provechosamente.... La
verdadera funcién del concepto de la Medida Estética es proveer procedimientos sistemdticos
de andlilsis en simples dominios formales de la estética. Hay una enorme diferencia entre el
descubrimlento de un diamaute y su tasacién; atin méas entre la creaclén de una obra de arte y
un anélisis de los factores formales que entran en ella” [Birk,,2, Prefacio] .

Se establece que la experiencla estética estd compuesta por tres fases sucesivas:

18

B e VBN TR L TN I s e 0T Rk S o oS ALY




(1) Un esfuerzo preliminar de atencion, que es necesario para el acto de la percepcidn, y que
aumenta proporcionalmente a la complejidad (C) del objeto;

(2) el sentimiento de valor o medida estética (M) que recompensa este esfuerzo;

(3) la comprobacidn de que el objeto estd caracterizado por una cierta armonia, simetria u
orden (O), mds 0 menos disimulado, que parece necesario para el efecto estético.

Con base en estos tres factores, se idea una formula en que estos aspectos aparecen como
variables medibles : M = 8 De este modo, si se puede medir el orden (O) y la complejidad
(C) de una obra en particular (en su libro, Birkhoff analiza las formas poligonales, los mosaicos
y vasos como obras de arte, asf como la Poesfa y, por supuesto, la Miisica) se logra que la razén
& brinde la medida estética (M) de cualquier objeto de una clase en particular.

Ei sentimiento de esfuerzo estd implicito en la experiencia estética y va acompaiiado de una
serie de ajustes propios del estado de concentracién. Asf es que se supone que 4, B,C, ... son
los distintos ajustes fisioldgicos automdticos; a,b,¢... son los indices de tensidn (de los ojos,
los ofdos, la posicién, etc.) respectivos y r,s,¢... son las veces en que los ajustes A, B,C;...
se producen. De esta forma, tenemos la complejidad; C =ra + b+ tc+....Esta férmula se
ejemplificard mds adelante con su apllcacién a la musica.

Para llegar a la férmula del orden O, primeramente se distingue entre dos tipos de asociacion,
o sea, asociaciones formales y connotativas. Las primeras son simples y unitarias, co?no la
simetria o la consonancia. Las asociaciones connotativas pueden ‘ejempliﬁcnrse con el significado
de un poema o la motivacién de una sinfonfa. Los elementos de orden de un objeto estético
son propiedades del objeto, correspondientes a cualquier tipo de asociacién. Dichos elementos
pueden ser positivos o negativos; un ejemplo de una nisociacidu negativa es la disonancia aguda
(por lo menos, jdentro de los limites de la armonfa cldsica! a los que se restringe Birkhoff en
su trabajo). Se designardn ias asociaciones de varios tipos como L, M,N... y los tonos de
sentimlento (positivo, negativo o neutral) como !, m,n, y si L, M, N ... se producen u,v,w...
veces respectivamente, se pﬁede definir el orden: O = ul +vm + wn +.... La aplicacién se
ird aclarando con los ejemplos musicales.

Como la Medida Estética M es un (ndice cuantitativo, la pregunta légica que surge es jen
qué contexto es vilida la comparacién? Por un lado, como ya se mencioné, las comparaciones

sélo tienen sentido dentro de las restricciones de una clase de objetos bien definida; no serfa
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vélido comparar un poenia con una melodfa. Pero atin y cuando se haya definido con rigurosidad
la clase de objetos en cuestion la “comparacion estética, de la que es indice determinante la
medida estética M, tendrd significado substancial sélo cuando representa el juicio normal o
medio de algtn grupo seleceionado de observadores. Por ejemplo, al considerar la misica
occidental seria natural guiarse por el consenso de opinién de los que estuvieran familiarizados
con ella. Asi es que, la medida estética M representa el juicio estético de un observador normal
ideal” Birk.2, p.10,11].

Se presenta una analogia con una férmula muy conocida en la ciencin econémica. Si se
quiere medir cual es la mejor de varias empresas, se razona de la siguiente forma: / es el capital
invertido, y p la ganancia anual. De este modo, &, que es el porcentaje de interés sobre capital,
representa el “éxito” en términos econdmicos de una empresa. Comio la apreciacién de los
objetos estéticos implica un esfuerzo “invertido”, medido por C, y la “ganancia” se materializa
en el tono positivo de la experiencia estética, es decir, el orden O, se tiene que la recompensa es
proporcional al esfuerzo, tanto en la empresa comercial (2) como ¢n la medida estética M = &.

También se aporta un argumento matematico, par'n apoyar la férmula de la medida estética.
Sesupone, para Iniciar con una simplificacidn, que dos objetos de la clase tienen el mismo Orden
O y la misma Complejidad C. En este caso particul#r sus Medidas Estéticas M son idénticas,
ya que & = 8’, Si escribimos M = f(0,C), se puede afirmar que M depende, en términos
funcionales, sélo de O y de C. Pero todavia no se ha determinado la funcién f.

Supongamos, después, que existe un conjunto de k objetos de la clase, todos con el mismo
O y la misma C, y un segundo conjunto &’ de objetos, todos con la nisma C’' y el mismo O'.
Se escogen k y &' tal que K'C’ = kC.

Si medimos todos los objetos del primer conjunto, el esfuerzo total es igual a kC y el tono de
sentimiento total es kO (el tono de sentimiento, que puede ser positivo o negativo, es producido
por e} orden y las asociaciones que éste provoca). En el segundo conjunto, el esfuerzo total

"es K'C' (pero k'C' = kC) y el tono de sentimiento es, por supuesto, K'Q’. Sin embargo, si
la medida estética de los objetos individuales del segundo conjunto fuera la misma que en el
primero, tendrfamos que el tono de sentimiento total ‘serfa también el mismo, y #Q’ = kO. En
este caso gy y 8 serfan iguales y la medida estética dependerfa exclusivamente de la relacién

entre O y C,0sea, M = f(g). Por lo tanto, lo que Importa, para deternlnar la medida

20




estética M, no -5 la magnitud numérica real de f, sino su magnitud relativa, y M puede
definirse exclusivamente en términos de la refacion entre O y €' M = &, como se hizo desde
un principio. Cabe sefialar que cuando hay indiferencia, es decir, cuando el tono de sentimiento
que provocan las asociaciones estd ausente, la medida estética es igual a cero,

Otra ‘aclaracion pertinente antes de iniciar la aplicacién a la musica es la siguiente: el
andlisis se dirige casi exclusivamente lLacia el aspecto formal (recuérdese que el orden incluye
componentes formales y connotativos) puesto que éste es el “inico al que puede aplicarse

cuantitativamente la fdrmula bisica de la medida estética”(Birk.2, p.13].

2.3

En los capftulos del libro de Birkhoff dedicados a la aplicacién de la medida estética a
fa nuisica, éste busca analizar algunos de los elementos de orden formal mds sencillos. Se
comienza con los acordes diaténicos; después se analiza la armonfa diaténica y, finalmente, la
melodfa. Se menciona también el ritmo, sefialando que es un caso particular (y mds sencillo)
de la melodfa; no obstante, su estudio se deja abierto junto con muchas otras aplicaciones de
la medida estética (dado que sélo se examina en este trabajo la armonia tradicional, cuando
ya para la época de la publicacién de esta obra en 1932, existfa la armonia del romanticismo

tardfo, el cromatismo, el dodecafonismo, etc.) Hasta donde hemos podido averiguar, esta

gama de aplicaciones y problemas abiertos no han sido retomados dentro de la lfnea de la -

medida estética, ni por musicélogos, ni por estéticos de ninguna especializacién y mucho menos
por matemdticos, independientemente de venir de tan prestigiado autor, Este, en su tiempo,
aclard que “la apreciacién de las relaciones de orden entre las notas musicales estd... amplidndose
y desarrolldndose continuamente; serfa absurdo tratar de formular una teoria definitiva de la
Medida Estética, vélida tanto para la misica del futuro como para la del pasado”. Asf es que,
se formula el problema fundamental del trabajo en cuestlén: “Circunscribiéndose a un conjunto
dado de recursos muslcales, determinar hasta qué punto las relaciones de orden entre las notas
de una composicién musical constituyen la base efectiva del goce musical”(Birk.2, p.114].
Antes de comenzar la aplicacién proptamente, se repasan muchos de los elementos que vimos
en el Capitulo I (consonancia y series arménicas, la aﬁnacién de igual temperamento, la escala

diaténica, etc.) Se llega a la conclusién de que el problema netamente técnico de la armonfa
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consiste en determinar cuiles son las combinaciones “adecuadas” y que la soluciéu convencional
viene de los tratados de armonia, con sus reglas empiticas y, por supitesto, sus excepciones. Sin
embargo, esta “solucién” empirica no puede satisfacer el espiritu cientifico ya que, detrds de
toda esta intuicion, hay bases racionales. Si no fuera asf, no se podria explicar porqué en cada
época hay un consenso referente a la armonia, asf como el hecho de que una persona normal por
la andicion aprende a apreciar las armonias de tal forma que, si individuos distintos escuchan
las mismas armonias, las opiniones son sorprendenteinente coincidentes.

El objeto mds sencillo de la armonfa es un solo acorde diatonico, y se inicia la aplicacién con
dichos acordes. En este caso, la complejidad C (el esfuerzo), se considera invariable, y todo se
resume en encontrar los elementos de orden O (el tono de sentiiniento como positivo, negativo
o neutral), ya que en este caso M = O. De esta manera, la medida estética del acorde simple,
expresada como m para diferenciarla de la M de la sucesién de dos acordes, es: m = Cd+I+D,
donde

(1) Cd es la suma de cinco componentes: 1 si el acorde es mayor; 1 si estd en posicion
fundamental; -1 si el acorde es disonante (segiin define la armonia tradicional) y otro -1 si la
disonancia es de un semitono o una novena; -1 si el acorde es Incompleto o irregular,

(2) I es la suma de tres componentes: 1 si aparece el intervalo de la “tercera esperada” (ya
que la tercera de un acorde le da su caracterfstica de modo mayor o menor); 1 si aparece el
intervalo de la quinta disminuida (una disonancia “agradable”, aun en la armonia tradicional).

(3) D es la suma de dos componentes: 1 si una nota de un acorde consonante primario es
la nota dominadora (la nota dominadora es la nota que estd en el bajo, y que se repite por lo
menos tanto como las otras notas del acorde) y otro 1 si esta nota es la fundamental del acorde;
-2 si se duplica una nota disonante, o la sensible, o la cuarta sobre el bajo.

En seguida se reproduce el diagrama de la medida estética m de un acorde

- Lt maybr

--—- 1: posicién fundamental

----= 1: 3emitono o novena Cd
------1: disonancia

.——~1: incompleto
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..... 1: tercera esperada } I

- L quinta disminuida

--—- L: fundamental y bajo D
.—- L nota de un acorde primario consonante como N.D.

.-——--2:n0ta disonante, sensible o cuarta sobre el bajo, doblada

Como se ve, la medida m no puede pasar de 5, v esta medida sélo se presenta en los acordes
primarios (ténica, cuarta y quinta) y las séptimas dominantes en posicidn fundamental, en que
domina la base. La peor medida es -4, y se considera un acorde con medida estética 4 0 5 como

bueno, con medida 3 como regular, con 2 como pasable y los otros, por lo general, como malos.

2.4

El siguiente paso consiste en aplicar la Medida Estética a la armonfa dlaténica y, mds
especificamente, a sucesiones de acordes. Es evidente que una suma de la medida m, que
representa la calidad de los acordes individuales, no es suficiente; es posible tener dos acordes
altamente satisfactorios, por ejemplo, la dominante y la subdominante, en tanto la transicién
de la dominante a la subdominante no es de la misma calidad. Se escoge la tonalidad de do
mayor para trabajar y se proc;de a acomodar las distintas alternativas desde el enfoque de la
Medida Estética. De nuevo se adopta el valor de 1 para el esfuerzo (la complejidad) C, ya que
la medida se circunscribe, en esta primera etapa a las sucesiones de sélo dos acordes, Asf es
que, M = O otra vez, y el tono de sentimiento (orden) O se descompone en los elementos
M =my +t + my, donde my y mj son las medidas, ya vistas, de los acordes individuales y ¢
es la medida estética de la transicién. El valor de la transicion ¢ es, a su vez, una suma que
consta de las siguientes componentes:

(1) La nesolucién: R=4, -4; el elemento R es igual a 4 cuando se resuelve un primer acorde
disonante en un segundo que es consonante, segiin las medidas m, ya conocidas, para los acordes

individuales. Si no se efectiia esta resolucién, la medida es igual a -4.
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(2) La cadencia: Cl = 4, -2: el elemento Cl es igual a 4 si las sucesiones son una de las
siguientes:! V,viib « I, via ( 7 (la séptima dominante) e [ en vli besvi ¢ ),

Cl es igual a cero en cualquier otro caso.

(3) La sucesidn dominante: D = 4. Esta sucesién incluye dos de los siguiente acordes: ii,

En los casos que no se excluyen, D es igﬁul a 4 si se cumplen los siguientes requisitos: en
las sucesiones ii—viib, V y iii—~viib, V, la submediante en ii y la mediante en tres se mueven
por pasos; en iiia—V la mediante debe estar en la parte superior de iii.

D se considera igual a cero en todos los demds casos.

(4) Los elementos SF y RF: SF = 4, RF = 4. SF significa, en ¢l caso de primeras inversiones
sucesivas, que la base sube o baja uno o dos pases; RF se presenta cuando el primer acorde en
posicién bdslca es seguido por una primera inversién en que la base baja un paso.

(5) La progresidn: P = 2,0, -2. P es igual a dos si se pueden mantener dos notas del primer
acorde como notas consonantes del segundo acorde. P es igual a dos, también, cuando ninguna
nota del primer acorde se puede mantener, pero cada nota del primero va a la nota méds cercana
del segundo. P es cero si sélo se puede mantener una nota del primer acotde, o en los casos de
una resolucién o una sucesién dominante, En los otros casos la progresién tiene un valor de -2.

En seguida viene una serie de elementos negativos, cuya presencia provoca un tono de
sentimiento desagradable (siempre en funcién de la armonfa tradicional) :

(6) El elemento negativo: FR = -4, el cual se define como una sucesién que conslste en una
primera inversién, sucedida por un acorde en posicién bégica, cuya base baja un paso.

(7) El elemento negativo de la mediante: Mt = -2,-4. Mt es igual a -2 si iii estd presente,

pero la sucesidn no es: iii a—la; si iii estd presente y el bajo salta una sexta o una tercera, Mt

'La notacién empleada es ol enténdar en la musica; [, IV y V son la tnica, la subdominante y la dominaate
respectivamente, ii, ili y vi son los acordes menores correspondientes a las notas que forman los intervalos de
segunds, tercera y sexta mayor, respectivamente, y vii e ol acorde disminuido corvespondiente a la sensible
(recordemos que se circunscribe al modo mayor y, sspecificaments, a do mayor). Ex cuanto a las letras a y b, hay
una confusién, ya que se sspacifica en una parte que la letra a carresponde a la posiciém fundamental del acorde y
la letea b significa la primera inversidn (véase Bisk.,1, p.294, 2, p.100), pero despuda se emplea ¢l acorde sin letra
para la posicidn fundamental; en este caso, la letra ¢ podria ser s primera inversidan y La letra § podiia ser la
segunda inversién. A veces no queda claso si la letra o significa posicida fundamental o primers iaversidn, o ol la
lotra b o5 la primera inversidn o la segunda. Esto pressataria un problema de dimensida distinta en una tesis de
Muisica, pero en nuestro trabajo, de orientacién matemitics, no tendsia sentido detensinos en esta ambigiedad,
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ey igual a -4,

(8) El elemento negativo de la sensible: LN = -2.-4, Si la sensible salta mds de una tercera,
o se convierte en el bajo, se tiene que LN = -2; si la sensible estd en los dos acordes, y no es
una sucesién domninante, LN = 4.

(9) E! elemento negativo de lus notas estacionarias: SN = -2, -4. En este caso, SN = 2 si
una parte extrema, o dos partes (aunque no sean extremias) se mantienen: si tres o mds notas
se conservan estacionarias, tenemos que SN = -4,

(10) El elemento negativo del salto disonante: DL = -2. Aqui, cualquier salto disonante,
aun la quinta disminufda y la séptima menor, se considera negativo.

(11) El elemento negativo del movimiento paralelo (similar): SM = -2, se presenta cuando
todas las notas se mueven hacfa arriba o hacfa abajo.

(12) El elemento negativo del salto del bajo: BL = -4. Esto se presenta cuando Ia sucesién
contiene una segunda inversion, la cual se alcanza (o se deja) por saltos, pero no desde la
posicién fundamental del primer acorde.

Después de definir esta clasificacién, se decidié comparar los resultados con un manual
clasico, llamado Counterpoint: Strict and Free (Contrapunto: Estricto y Libre) de Prout,
ya que lo que arroja la medida estética deberfa coincidir con los julcios empiricos acerca de
sucesiones “buenas”, “posibles” y “malas”, basados en la observacién y la experiencia. En la
pdgina que sigue se reproduce la tabla comparativa de la medida estdtlca M de Birkhoft, y la
clasificacién empfrica de Prout.

Los nimeros indican los acordes (1= ténica, 4 = subdominante, etc.); el tipo redondo es
para la posicién bdsica y el tipo cursivo es para la primera inversién (Prout no clasificé la
segunda inversién). Por ejemplo, 15 significa I-»Va. Cuando no coincide la clasificacién de

Prout con la medida estética M, se ponen las letras b == buena, m = mala y p = poslble como

exponentes.
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MEDIDA ESTE'I‘IOA. A Y CLASIFICACION DE PROUT DE LAS
SUQESIONES DE ACORDES
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2.5

El viltimo caso que se considera, en esta aplicacion de la Medida Estética, es la melodia, Se
deja abierto el problema de la musica como una estructura dependiente de armonia, melodfa y
ritmo (considerado éste como una clase especial de melodia) en que M = ‘,—3 y C seria el mimero
e notas que entraran como elementos melédicos, en tanto O serin la suma de los elementos
de orden, de tipo armdnico, melédico y ritmico, con sus pesos especificos. Se circunscribe,
una vez mds, para la melodfa, a un problema simplificado, que se plantea asi: “Dada una
melodfa sencilla, en compds de cuatro tiempos, de 8, 16, 32, 64 o 128 notas,... determinar
una medida adecuada de la complejidad C y de los elementos de orden O, tal que la razén
M= g— suministre una adecuada Medida Estética de la melod{a’ (Birk.,2,p.187] . Se decidié que
ls medida del esfuerza C serfa el ndmero de notas de la melodfa (una natu prolongada se cuenta
una sola vez); de este modo, el problema fundamental estribaria de nuevo en definir y pesar los
elementos de orden O, Se resolvié por medio de una lista de 15 elementos, cada uno con sus
criterios numéricos. El lector que cen‘ga interés en conocer estos detalles, mds su aplicacién al
canto coral de la IX Sinfonfa de Beethoven, puede consultar la obra de Blrkhoff [2, p.186-205],
quien concluye que * (1) Para buenas melodfas la Medida Estética M es siempre alta y, en
general por lo menos 3; (2) no es posible encontrar sucesiones puramente mecdnicas de notas
para las cuales M alcance a 2; (3) no pueden Inventarse sucesiones de clasificaclén &ancz;;ﬁente
alta, desprovistas de cuaiidad melédica, En otras palabras, la teorfa parece ser ampliamente
satisfactoria en toda su extensién” (Birk.,2, p.200}.

Antes de concluir este capftulo, vale la pena reflexionar sobre la aparente sencillez de la
férmula M = 8 En el medio de los mateméticos el nombre de George D. Birkhoff detona una
serie de asociaciones: Algebra Moderna, Topologfa, Relatividad, etc. ;Por qué este maestro de
nuestro siglo por terminar consagrd varios aiios de su Yidn al problema de la Medida Estética? y
ipor qué la complejidad de su férmula no rebasa un nivel elemental? Tal vez la repuesta estriba
en el hecho de que la genialidad no siempre es sinénimo del empleo de lo mas complejo, sino que

consta de tener el buen gusto para distinguir y saber exactamente lo que se requiere para poder

atacar el problema planteado. Podrfa también surgic la pregunta ;cémo no se pensd en este

modelo antes? No obstante, era necesaria la combinacién de matemético y hombre preocupado

por toda manifestacién humana, él mismo en una cierta etapa de madurez, para darle la forma
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sencilla pero elocuente y efectiva que tomd la Medida Estética.
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Capitulo 3

Los Niumeros de Fibonacci, la
Proporcion Aurea y la Obra de Bela

Bartok

Eu este capitulo se pretende estudiar la aplicacién de un concepto matemidtico. la proporcidn
durea (y la serie de Fibonacci) en la obra de uno de los conipositores mds renombrados de este
siglo, Bela Bartok. En efecto, su método de composicién se basé en la proporcisu durea. la cual
repasarernos en la primera seccidn para después ver como fue aplicada por este compositor en

sus modelos armdnicos, ritmicos y estructurales en general.

3.1
La proporcidn durea es ia niedia geométrica del segmento unitario (AB):

Cy A G N

3

El segmento esta dividido de tal forma que Z,'%B = ,—ﬁ’t{-’u (tenémos que 1 ~ C\B = ACY).

Sea 2 = C| B; de esta manera ﬁ =&y ¥ =123, ysdlosi, 22+~ 1 =0, cuyas rafces

son -‘J-i‘@
El cociente, cuando se toma la rafz positiva, es aproximadamente igual a 0.618... (es un
nimero irracional), y representa la proporcién durea. Si se toma el valor absoluto de la rafz

negativa. el coclente es igual a 1.618... que nos da el punto C; (que cae fuera del segmento)
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v se forma otra proporeién du. :a. Este nimero 1.618... conocido como phi (o) rambién puede
ilustrarse por medio del rectdngulo dureo. Cabe mencionar aqui que se conocia la proporcién
durea en las etapas avanzadas de la civilizacién egipcia (se usé en la construccion de la gran
pirdmide de Keops), aunque los griegos atribufan su descubrimiento a Pitdsuras y Euclides
fue el primero en dividir la recta en las razones que vimos|St., p.23]. En su libro De Divina
Proportione (1509), el matemdtico Luca Pacioli (amigo de Leonardo da Vinci, quien usé la
proporcién durea en su obra pictdrica) destacd la importancia de esta relacion y desde finales
del siglo pasado hubo un interés en explorarla, En la obra Vorschule der Asthetik que data de
1876, el pionero de la psicofisica Gustav Fechner realizé experimentos por medio de encuestas
con poblaciones seleccionadas para determinar la forma rectangular que mds satisfacia estética-
niente.Los “mejores” rectdngulos, después de muchia observacion, eran sin duda los cuadrados
y los reetdngulos dureos, asi como los que se aproximaban a éstos. El rectdngulo dureo es de la

forma siguiente:

LI | 7 ;\\ -'

Aqui la proporcién se presenta entre el largo y el ancho del vectdngulo. asi como entre los
lados del cuadrado y la diagonal del subrectdngulo. un proceso que contintia por medio de
subdivisiones. En este diagraina: QEJ# = %E = ﬂ-’%"fﬁ = ﬂ%aﬁi, ete..,..

En 1202, en plena “edad media” europea, se escribié una obra, Liber Abacci (El Libro
del Abaco), cuyo autor fue el matemdtico Leonardo de Pisa, mejor conocido por su apodo
Fibonacci. Esta obra contenfa casi todo el conocimiento algebraico y de la aritmética de su
tiempo, y jugd un papel importante en el desarrollo de la matemdtica en Europa Occidental en

los siglos subsecuentes{Vor., p.1]. En este libro se plantes el famoso problema de los pares de

conejos, o sea, jcudntos pares de conejos nacen de un par, en un aiio? Enunciamos el problema

de la siguiente forma: se encierra una par de conejos para ver cudntos pares de conejos nacerén
en el transcurso de un aiio. Cada mes un par de conejos produce otro par (hembra y macho,
situacién obviamente idealizada), y dicho par comienza a reproducirse dos meses después de su

propio nacimiento,
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El primer par se reproduce el primer mes; asi es que, en ese mes habra dos pares. El sigujents
mes nuevamente el primer par se reproduce y, de esta forma, en el segundo mes habra 3 pares.
De estos 3 pares, 2 se reproducen en el tercer mes. dando lugar o 5 pares. El cuarto mes, 3
pares se reproducen para sumar 8 pares y, en el quinto mes se reproducen el par original, el
par nacido el primer mes, el par nacido el segundo mes y los dos pares nacidos el tereer mes;
es decir 5 pares se reproducen, para alcanzar 13 pares. De estos 13 pares, los 5 pares naeidos
el quinto mes no se reproducirdn el sexto mes pero los otros ocho si lo harin para sumar 21
pares, de los cuales 13 se reproducirdn el séptimo mes para sumnar 34 pares. De esta manera,
se deriva la serie siguiente:

uy=lLua=1tup = ttn) +Un-2 nx=2up =0 0sea 1, 1,23 35, 8 13, 21, 34, 53,
80, 144,..., conocida como la serie de Flbonacci. La relacién entre los nimeros de Fibonacci y
la proporcién durea es muy cercana. A continuacion demostraremos por induccion matemdtica
quie cuando Unyy = Uy + n-, limp e ®22t = ¢ = 1.618..., para n. 2z 10.

(1) Para n = 10, lim*28 = lim 24 = lim§ = 1.618...

(2) Supongamos, como hipétesis de induccidn, que limp "2t = 1.613..,

Queda por demostrar que Hm,._mu =1618...

Pero limpoo P23 = {imp oo ®aiin = it (S22h 4 ey = iy, (1 +

)
Un Un4l Unsl Ungl Un+tl

= linp ol +l[m"._.°°“ =1+ .618..=10618...=

yaque ¢ —ﬂ— es el recfproco de 1.618... @

Los nimeros de Fibonaccl poseen muchas propiedades interesantes (véase [Vor]) pero, para

la finalidad de nuestra exposicién, no necesitaremos profundizar mds sobre el tema.

3.2

El principio de la proporclén durea ha sido empleado en varias de las Bellas Artes; por

ejemplo, en la Arquitectura era conocida y empleada desde la época de los eglpcios y también
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fue utilizada en las grandes construcciones griegas para resurgir después de un largo paréntesis,
desemperiando un papel de suprema importancia en Ja Arquitectura del Renacimiento. Fue
en esa misma época que cobro fama entre los pintores y, aparte del ya mencionado Leonardo
da Vinci, Miguel Angel pintd su Sagrada Familia dentro de la proporcion durea, asi como lo
hizo Botticelli en su Magnificat y en nuestra época la presenciamos en el Corpus Hipercubus
de Salvador Dali. Sin embargo, con la excepcién de un movimiento de un cuarreto de cuerdas
de Haydn, no habia existido antecedentes concretos de la proporcidn durea en la musica hasta
que Bela Bartok (1881-1945), compositor hiingaro de nuestro siglo, desarrolié un método de
composicion que integraba escalas, estructuras arménicas, motivos melddicos, asi como rela-
ciones de duracion entre movimientos o dentro de un solo movimiento (exposicion, desarrolto,

recapitulacion), segin un principio bésico: la proporcién durea y los mimeros de Fibonacci.

“ *Seguimos los pasos de la naturaleza en la composiciéescribié Bartok. ... El aumentaba .

constantemnente su coleccién de plantas e insectos.... Llamaba al girasol su planta favorita
y se ponfa feliz cuando encontraba pifias sobre su escritorio” [Len.,p.29]. Esta cita nos hace
entender que Bartok estaba consciente de que la proporcién durea se encuentra de una forma
sorprendente en la naturaleza orgdnica (no se encuentra en la naturaleza Inorgdnica, donde
s{ presenciamos la manifestacién de una estructura matemdtica: los grupos, que a menudo
se ejemplifican por medio de la simetr{a de los cristales. El hecho de que los nimeros de la
proporcién durea, .618..., 1.618.. ., sean Irracionales es lo que hace que no aparezcan en estas
estructuras Inorgdnicas, totalmente simétricas). El botdnico Franci definid la proporcién durea
como “un invariante algebraico asociado a las funclones de la vida”[St., p.3]. El arreglo de las
florecillas romboidales del girasol se presenta en espirales contralogaritmicas de 34 y 53, 89 y
144 (nimeros de Fibonacci). Los botones de una rama y los pétalos de una flor se arreglan de
tal manera que un botén se encuentre directamente arriba de otro sélo después de que uno de
ellos pase por 3, 5 u 8 de los otros en su espiral sobre la rama. El caracol (ejemplo al cual vamos
a regresar parﬂ analizar la estructura de la Sonata para Dos Pianos y Percusiones de Bartok)
y la pliia, fruto del pino, presentan ejemplos claros de la proporcién furea en sus espirales y el
mismo ser humano la encuentra en su cuerpo: cuando un hombre se para en posicidn erecta,
In distancia del suelo a su ombligo, multiplicada por 1.618, da su estatura completa (tamblén

se halla la relacién en las falanges de los dedos, en los huesos de la mano, en el cerebro yenla
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sangre).

Para poder comprender el uso de la propocién durea en la misica de Bartok veamos de
modo muy sontero el Sistema de los Ejes, el cual forma el cuerpo de los principios tonales de
este compositor ya que, cuando se hace referencia a la tdnica, subdontinante v dominante. no

se estd en el contexto de la armonia tradicional.

EJE DELA TOHICA TIE DE LA SUBDOMINANTE  BIE 0B LA DOMIIANTE
JU la,
. te
rt la s
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e® "
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Eu el sistema nusical de Bartok. todos los acordes del eje de la téuica ( do, mi® = re*, fu* =
sol’ y la) poseen. precisamente, la funcién de tonica en tanto tados los acordes del eje de la
subdominante y el eje de la dominante tamblén cumplen con las funciones de subdominante y
dominante, respectivamente, No importa que el acorde sea mayor o.menor, yn que esta relacién
(mayor-menor) se suple por la relacién entre las cuatro alternativas de cada ¢je. Asimismo. los
contrapolos del eje (la relacién seiialada por las Hechas) encarnan un principio importante de
la mdsica de Bartok, puesto que un polo siempre es intercambiable con su contrapolo, sin que

se implique ningun cambio de relacion.
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Es decir, donde en la armonia tradicional tentemos una tduica en un ntodo determinado (por
ejemplo, do mayor) con su subdominante ( fa mayor) y su dontinante ( sol mayor), en el sistenta
de Bartok las nismas relaciones son dadas por los ejes ténico, subdominante y dominante. Cabe
mencionar que cada eje incluye tanto la relativa (segin la armonfa tradicional) de eualquiera
de sus mientbros, como la relativa superior propia de la armonia romdntica,

Con esta pequeiia explicacién, que simplifica y excluye muchos detalles nsicales, se puede
concluir que el sistema de los ejes de Bartok refleja la “vieja lucha entre los prineipios de
‘tonalidad'y *equidistancia’con la ascendencia gradual del iiltimo, lo cual desemmbocd, finalmente,
en el tratamiento igual y libre de las doce notas cromaticas.... Aqui trazamos una linea entre
el sistema de doce sonidos (de Bartok) y el Zwdlftonmusik de Schonberg. Schonberg aniquila y
disuelve la tonalidad mientras que Bartok incorpora los principios del pensamiento arménico en
una perfecta siutesis” (Len., p.16]. Claro estd, Jel autor de esta cita tenia sus preferencias bien
definidas! pero de todas maneras el hecho objetivo, es decir el sistema de los ejes, se entiende
en el desarrollo histérico de la armonia y el sistema concreto y muy particular de Bartok (ya

que él no formd “escuela” cotno sf la formé Schdnberg).

3.3

Primeramente vamos a estudiar cmo empled Bartok la proporcién dures en lo que tocaa la
duracidn de los elementos de una composicién (tema principal, segundo tema, recapitulacién,
etc.) para después entrar en sus estructuras armdnicas, motivos melddicos y escales. En la
siguiente pdgina se reproduceﬁ los 16 compases introductorios de la Sonata pura Dos Pianos y
Percusiones puesto que, segiin Lendvai, ésta representa un efemplo modelo de la construccién
de acuerdo con la proporcién 4urea. Si se consideran los cambios de tiempo que se presentan
(de 9/8 a 6/8), es mas adecuado calcular en términos de 3/8, en vez de los 9/8 indicados
inicialmente. Asf es que, el formato completo consta de 46 unidades, y su proporcién durea
es: 46 x .618 ~ 28, Es precisamente en este punto que comienza la inversion del tema. Si
analizamos la parte que est4 en la posicién inicial, o sea, los primeros 28 compases (unidades),
vemos que la ténica (segin el sistenia de los ejes) termina en el primer tercio de la unidad 18,
lo cual nos refleja: 28 x 618 = 17.3.

A continuacién presentamos un esquemas:
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PoS1CI1oN FUNDAMENTAL
Ta‘nlta D.,,,.,,.,,JL

Cimbale l cimbalo

-
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INVERSION

Tam

P051T WO 4 NesALIVO

?o31T\WVO
POS|TIVO + MliATVO

Primeramente, hay que distinguir entre las dos posibles divisiones segtitt la proporeién durea:
éstas estdn en funcidn de cudl seccidn es primera, la mds larga o la mds corta. Sila seccidn
larga es seguida por la corta. se denomina positiva; si la corta precede a la larga se le llama
negativa. Por otro lado, venios que los golpes del cfiibalo se determinan también de acuerdo
con la proporcién durea.

Si se analizan las proporciones de la fuga del primer movimiento de Misica para Cuerdas.
Percusiones y Celesta se verd que ésta inicia pianissimo. se transforma grudunliente en forte-
fortissimo v vuelve a pianfssimo. Los 89 compases del movimiento se dividen en secciones de

53 y 34 compases, por el fif:

Las subdivisiones representan otras instrucciones de color y dinamismo.
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El hecho interesante en relacién a estos dos esquemas es su similitud con las espirales del
caracol Vuutrlus (jinspiracion de Julio Verne para su famosa novela Veinte Ml Leguas dr Viape

Submarino!).

La concha de este niolusco sigue un patrén en que el centro siempre pernmanece en proporcién

Aurea. positiva o negativa. con A-B. B-C., C-D. D-E, E-F. F-G.

34

La propocién durea se encuentra asimismo en los acordes e intervalos de la miisica de
Bartok: es mds, todo su sistema cromdtico se basa en esta relacién y en la serie de Flbonacci.
Aquf vamos a introducir una notacion que se empleard en todo lo que resta del presente trabajo
vy cobrard especial relevancia en el capftulo que sigue:

0 = unfsono. 1 = segunda menor, 2 = segunda mayor, 3 = tercera menor, 4 = tercera
mavor, 3 = cuarta justa, 6 = cuarta aumentada (quinta disminuida), 7 = quinta justa-. 8 =
sexta menor, 9 = sexta mayor, 10 = séptima menor, 11 = séptima mayor. 12 = octava. 13 =

octava +segunda menor, etc. Es decir n = nimero de semitonos que abarca un intervalo.
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Queda claro que el nimero puede representar el intervalo o, en ¢l cont. o apropiado. puede
usarse para designar la nota correspondiente, siempre v cuando se detina la nota de partida (0).

Bartok constituyé su misica con el empleo de células de 2. 3. 5. 5 y 13 (nimeros de
Fibonacei). y con subdivisiones estrictamente limitadas a las proporcioues de estos nimeros.
Asi es que. el intervalo de 8 (sexta menor) sélo puede subdividirse en 5 ~ 3 (cuarta y tercera
menor); cualquier otra subdivision. por ejemplo. 4 + 4 0 7 + 1, es prohibida en su esquema
arménico,

A continuacion se presenta un agrupamiento del Divertimiento que ilustra la division de la

construccion melddica por células,
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En el finale de este Divertimiento el tema principal aparece cou cinco variaciones. En lo
que se reprodujo, las variaciones estdn agrupadas de acuerdo con tamaiio: la fora inicial del
temia es 3—2 = 5 y. en el tltinio agrupamiento (que es una continuacién del que le precede) la
melodia sube por una cuarta justa (5) en el cuarto compds, en vez de una tercera meuor (3)
(como en el pemiltimo renglén. donde se encierra con un circulo). siguiendo asf un aumento de
la serie de Fibonacci.

En seguida se presentan los temas sucesivos del primer movimiento de la Sonata para Dos

Pianos y Percusiones:




Tema seeundaria
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El rango del leitmotiv es de 8 semitonos, y se divide (por niedio de la nora fundamental do)
en 3 -+ 3 semitonos. El tema principal abarca 13 semitonos y se divide. a su vez (por do) en
3 — 8 semitonos. La primera frase del tema secundario se extiende 13 semitonos (de sol hacia
abajo hasta fa®) en tanto la segunda frase abarca 21 semitonos (de si hacia ahajo hasta ). El
esquema es: leitmotiv: 3 + 5 = 8, tema principal: 5 - 8 = 13. tema secundario: 13. 21.

La construccion armdnica sigue. también, los preceptos de la proporcién Surea y la serie de

Fibonacci. La Sonata para Dos Pianos y Percusiones nos sirve para ilustrar dicha construccion:

FRITY) 3;:o; OFI
(142}

El tema principal (véanse los temas sucesivos de la figura anterior) recibe su color especifico
de la armonia pentaténica (un aspecto muy importante en la musica de Bartok y al cual
regresarenios). cuya férmula es 2 + 3 + 2 (a). En medio del tema principal hay una construccion
3 =35 -+ 3 (b): en el rema secundarlo se unen cuartas y sextas metiores paralelas (¢) v el tema final
estd acompailado por sextas menores paralelas (d). De esta mauera tenemos: tema priucipal:
2 + 3 + 2, parte media: 3 + 5 + 3, tema secundario: § + 8, tema final: 8.

En la misica de Bartok hay abundancia de paralelas. con la excepciéu de las terceras y
sextas mayores; se puede hablar de una “prohibicidn” de estas paralelas (por el hiecho de que no

se cornponen de nimeros de Fibonacci) andloga a la “prohibicién” de quintas v ocravas paralelas
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en la armonia tradivional. ya que no caben en el sistema numérico de la serie de Fibonacei v
la proporcién durea, Otro rasgo tipico de la estructura armdnica en la musica de Bartok es la
colocacion de la tercera menor sobre la nota fundamental v la tercera mayor debajo de ella (la
segunda inversién de un acorde menor): asi es que, el acorde tiene una propocion de 8:5:3. A

éste se le agrega la tercera mayor (con relacién a la nota fundamental) como bajo.

mayey-minor

23 A

-t

g=8+3

De este modo surgié uno de los acordes mds tipicos en la musica de Bartok. ¢l mayor-menor.
que consiste en una tercera nienor- cuarta justa- tercera menotr (3 + 5 = 3). que a veces se
completa con la séptima de la fundamental ( mi- sol- do- mi® con s’ comwo séprima de do). A

continuacién se presentan algunos ejemplos de distintas obras:

Conciarte gara Vielin
h .

»
et

=

£) Cashile do Bavbe Awl

Para Lendvai, la proporcidn durea en la obra de Bartok no es “una restriccion externa siuo

una de las leyes mds intrinsecas de la muisica, demostrada por la pentatonia (tal vez el sistema

38

i s B 50 A T T TR o RN T 0 3t i B a5 e o 0 S+ il

LR



humano de sonidos mis antiguo) que puede ser considerado como una expresion musical del
principio de la proporcidn durea. La pentatonfa. particularmente las forinas mds antiguas de
pentatonia menor {la v re). descansa sobre un patrén reflejado por los pasos melddicos de
la segunda mayor (2), la tercers menor (3) y la cuarta (3)"{Len., p. 43;. Un ejemplo de la
pentatonia es la Suite Daneistica, conocida como la Sinfonia de Europa del Este. E primer
movimiento se construye con segundas mayores (2). el segundv con terceras menores (3). el
tercer movimiento redne los dos previos (2 + 3 + 2 — 3 + 2), en tanto suy aronias se hasan
en 3 + 5 . finalmente, la melodia del cuarto movimiento sigue el patrén 8 = 5 < 3,

coud=3~+2

I
It:"T.EILL !..u:] E'_u“’t=
ga

Hay un grupo recurrente de acordes en la musica de Bartok, que representan Intervalos de
1:3. 1:3 ¥ 1:2, es declr, una segunda menor seguida por una cuarta justa (1:3), una segunda
imenor seguida por una tercera menor (1:3) y una segunda meunor seguida por una seguna mayor
(1:2). Es evidente que la relacién de la proporcidn dures estd presente comno 5:3:2. El modelo
1:5 consiste. precisamente, en alternar segundas menores y cuartas justas. por ejemplo: do-
do’- fa*- sol- do: en el 1:3 se alternan las segundas menores y las terceras menores: do- do*-
mis fa- sol*- la- do ¥, ﬁnaimeme, en e} modelo 1:2 se alternan segundas nienores v mayores: do-
do*~ mi’- mi- fa*- sol- la- 8i> do. Estos sistemas son cerrados; se presentan algunos ejeniplos

a continuacion:
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El modelo 1:2 reviste una grau importancia, ya que también forna .. escala bdsica del
sisterna cromatico de Bartok: si se entiende este hecho. se puede definir una tonalidad, wn en
las melodias v acordes cromdricos mds enigmaticos. Asi es que, la escala (si comenzamos en

do) es:

B

Dentro del rango de la escala de doce tonos. v dentro del sistema de los ejes, se pueden
construir tres modelos de 1:2:

una ténica: do- do’- mi’- mi- fa*- sol- la- si’

una dominante: do®- re- mi- fa. sol- lo’- si: y

una subdominante: re- mi’- fa- fa*- la’ - la- si- do.

Como ejemplo. pondremos el Notturno del Mikrokosmos:
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3.5

Bartok. aparte de desarrollar todo un sistema cromatico basado en la proporcién durea, ol
cual nos asomantos sélo superficialmente debido a la naturaleza del presente trabajo. también
construyd un sistema diatdnico. La escala acistica (escala de los arménicus) es caracteristica
de la diatonia de Bartok: esta escala corresponde a la serie natural de Jos armdnicos (véase

Capitulo I): do- re- mi- fa*- sol- la- si* do.

' ¢ .
Jveesion de Armonicos
'_E)’- oy r~ u-—“-O—
Z ol —
Wh) G —

-3 o

Escala ﬁw’s dea

-~

Si se comparan los temas principales del primer movimiento (cromatico) v el tercer movimien-
to (diardnico) de la Sonata para Dos Pianos y Percusiones se puede ilustrar otro aspecto de

toda esta estructura arménica y melddica segiin la linea de la proporcion durea.

Movimienro 1

= e
 §

LS - - -

El tema cromético se compone de ndmeros de Fibonaccl. ya que la meludfa consiste en

terceras tietiores (3), cuartas justas (3) v sextas menores (8). El tema diatnico es una escala
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actistica. Lo interesante aqui es que estos dos sistemas se complementan, puesto que una escals

cromatica puede dividirse en una escala acistica, mds una serie de Fibonacci.
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Escala Acdsbica

De modo semejante, los dos sistemas no sélo se complementan sino que también se reflejan
en una relacion inversa, ya que si se invierten los intervalos de la proporcidu durea se obtienen
los intervalos acusticos, Por ejemplo. de la inversion de una segunda mavor (2) se obriene la
séptima menor: de una tercera 1nenor (3) una sexta mavor: de una cuarta justa (5) una quinea:
finalmente. de una sexta menor (8) se obtiene una tercera mayor y. de esta mauera, se forman
algunos de los intervalos caracterfsticos de la escala actstica. Este fendmeno se ilustra en la
apertura v el finale de la Cantata Profana. en que las dos escalas. una de proporcién durea y

la otra actstica, se reflejan nota por nota:

Aparfura

nﬁual

Los dos sistemas también pueden compararse en funcién de sus relacionies numéricas. Ya
sabemos desde el Capitulo I que los numeros del sistema de arménicos (en este caso, el sistema
diaténico de Bartok y su escala acistica) se basa en la relacién entre enteros. En cambio. el
ntimero clave de la proporcién durea (base del sistema cromdtico en la misica de Bartok) es
irracional: =153 = 6180340...
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Asi podemos sefialar que el sistema acistico implica proporciones aritméticns (de nimeros
enteros) mientras que el sistema de la proporcién durea se basa en proporciones geométricas, por
consistir en ntimeros irracionales, sélo expresables con exactitud de esta muanera. La proporcién
(3:5:8) segin la serie de Fibonacci no deju de ser una aproximacion, expresable realmente
en mimeros irracionales (por ejemplo, 5: 8.09061). Por este motivo, la tercera menor en la
pentatonin es mds grande que en el sistema de igual temperamento (amcue el hecho de las
discrepancias en cuanto a la medicion exacta de los intervalos en distinos sistemas de afinacion,
ya nos es familiar).

Erno Lendvai, a quien debemos el rescate y sistematizacion del Estilo de Burtok (como se
llaina su libro completo, publicado en hiingaro en 1953), vierte un andlisis interesante, aunque
no deja de mostrar su gran inclinacién por Bartok, la cual da pie a interpretaciaones que aun
pretendiendo ser cientificas, pueden ser algo subjetivas. Segiin este autor, la dualidad entre
el sistema cromdtico (pentatonfa y la proporcion durea) y el sistema diatdnico (basado en los
armdnicos) “expresa los dos empefios més antiguos dé la nuisica, El aparato fisiolégico de nue-
stro ofdo (con la estructura logaritmica de la ciclea) nos permite percibir con inds rapidez las
relaciones sol-la- sol- mi (2:3:5) en una etapa temprana, de lo cual tanto las canclones infantiles
como la muslca folcldérica primitiva arrojan pruebas inequivocas, En culturas musicales primi-
tivas el sentido de una tonalidad mayor y las atracciones funcionales son casi desconocidos. El
desarrollo del pensamiento arménico surge de ... la serie armdnica... que sélo puede manifes-
tarse por medio de la misica instrumental, ;Seria demasiado atrevido suponer que las rafces
del pensamiento pentatdnico y aciistico fueran los dos puntos de partida de toda la musica?...
El primero se justifica por ia audicidn “interior”, basada en la estcuctura fi
sioldgica del oido; el segundo por la audicidn “exterior”, controlada por las leyes fisicas de la
consonancia” {Len., p.88,87]. De acuerdo con esta idea, la presencia de la proporclon durea en
la naturaleza orgdnica se encaja con el hecho de que la pentatonfa es la forma “natural” de la
musica, la cual'se ha presentado en casi todas las culturas en una etapa' en tanto la armonfa

actistica se desarrolla a rafz de fendmenos netamente fisicos, como una columna de aire que

!Cabe mencionar que Bartok y Kodaly eran, apaste de componitores, musicdlogos especializados en el folclor.
Bartok dijo que “seria posible reducic tods la mdsica folclérica sobre la fas de la tierra a. enencialmente, unss
cuantas formas ‘padres’, arquetipos y estilos antiguoe”. Seyiin Kodaly, la tercera menor descendeste, sol-mi.en
vez de do-re-mi, es lo que ¢l nifio percibe primero como una relacion musical, representando de esta manera is

presié ical mds temp de un ser humano.
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vibra en un tubo o una cuerda vibrante,

Independientemente de que se considere la misica de Bartok como algo natural e inevitable,
0 como un método de composticién rigido y reglamentado, hasta forzadoe (o de un modo que
media entre estos dos extremos), es de sumo interés analizar como el fendnieno matematico de
la proporcion durea y los nimeros de Fibonacci, presente en la naturaleza y en otros manifesta-

ciones artisticas del hombre, llegaron a formar parte de un sistema musical completo.




Capitulo 4

Teoria de Grupos, Conjuntos y la

Musica

En este capftulo se estudiardn articulos escritos en las décadas de los setenta y ochenta, en los
cuales se intenta aplicar conceptos formales y precisos de las Matemiticas y mds especificamente,
de la Teorias de Grupos y de Conjuntos, al Andlisis Musical, Dichos art{culos son trabajos
representativos de Gerald Balzano, David Lewin y Eric Regener, entre otros; asimismo, se
comentard un libro publicado en México en 1984, titulado Musica y Teoria de Grupos Finitos

(3 variables booleanas), de} compositor Julio Estrada y el ingeniero Jorge Gll.

4.1

Iniciaremos con e! articulo de Gerald Balzano, The Group-Theoretic Description of 12-
Fold and Microtonal Pitch Systems (E! Erﬂxfoque Tedrico de Grupos en la Descripcldn de los
Sistemas de Altura! de 12 Notas y Microtonales) que data de 1980, Este autor plantea que
los instrumentos musicales de la orquesta y sus técnicas de ejecucidn se restringen, de manera

fundamental, a la divisién de la octava en 12 partes, es decir, el sistema resultante de todo un

'El lérmino pifch en inglés se traducird como altura y asf pitch class serd clase de aitura (s refiere a clases
de equivalenca para cads nota, dado que no se diferencia entre los registion de las actavas) y pitch aystem mori
sistema de altura. Las clases de altura abarcan las 12 notas de la eacals cromésics (o los nimeros de 0 a 11
que las representan) sin impostar, como ya se menciond, un regietro en pasticulss. Finalmente, se ussria los

términos clase de altura y nota como sindnimos, especisimente cuando se habla de conjunlos de clases de eltura
0 conjuntos de notae. :
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desarrollo y refinamiento que comenzd en Grecia con Pitdgoras, como ya se vio en el Capitulo
[. El descubrimiento de este sistema partio de la relacion entre nimeros enteros pequerios (la
division de la cuerda), y siempre se ha explicado en funcion de las razones de las frecuencias,
con las potencias de estas razones! expresadas como 2P375" con p, q y r pertenecientes a los
enteros (positivos y negativos), as{ como {a existencia fisica de las series armdnicas. Por otro
lado, se han buscado formas de dividir la octava en mdas partes® y, con el advenimiento de la
computadora, las posibilidades de explorar los sistemas microtonales alternativos parecen ser
casi ilimitadas. Por lo misnio, hay que fijar una base para la seleccidn que pueda orientar
la biisqueda hacia los caminos mas enriquecedores. Las potencias de las razones y las series
arménicas siempre han aportado la base de referencia, tanto para la division de la octava en
doce partes (independienternente de la afinacidn justa, de igual temperamento o pitagdrica)
como en la biisqueda de sistemas microtonales. En este articulo, se aboga por otra forma de
entender los recursos de los sistemas de altura de los sonidos; esta forma es “independiente
de las razones entre enteros, y considera a los Intervalos individuales como transformaciones
que forman un grupo matemdtico’{Bal. p.66). Se presentan argumentos para considerar la
descripcion algebraica de los sistemas de altura como una alternativa seria a la descripcidn
acustica existente.

Se supone que las definiciones formales de grupo, grupo ciclico, morfismo y otros conceptos
afines son del dominio del lector de este trabajo. Los grupos que nos interesardn en esta exposi-
cidn son Z, el grupo ciclico de orden Infinito que consiste en los enteros bajo la suma y, sobre
todo, los grupos ciclicos finitos Zy, para ciertos n € N. Primeramente tomaremos el grupo Z;
hay dos interpretaciones de este grupo, la estdtica y la dindmica. La interpretacion estdtica con-
siste en definir Z como el grupo cuyos elementos son enteros y cuya operacién binaria es la suma
usual; la definicién segin el enfoque dindmico considera los elementos como transformaciones
y la operacién binaria como una sucesidn. Asi, segin la interpretacion estdtica, se toman dos
enteros (por ejemplo, 3 y 4) con la operacidn suma para obtener el entero 7. El enfoque dindmi-

co nos muestra dos transformaciones, “sumar 3" y “sumar 4” que se aplican en sucesion para

!Clertas razones son muy especiales como, por ajemplo, 2713' que expresa la quinta justs.

2Aqui cabe una pequeiia aclaracion. Se sabe, desde ol capitulo I, que el semilono se divide en cents (100
cents) y que hay 1,200 cents en la octava de doce sonidos. Asimismo, el tono se divide en i0 partes por la coma,
stc... La divisién multiple de la octava y del tono se hl llovado 8 cabo dndo los !iompoa de Asistdxeno y ha sido
una constante que, hoy en dia, cobra un relieve especial por los siat,
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llegar a una tercera transformacion, “sumar 7. Los dos enfoques son aplicables a la musica, ya
que los elementos estdticos corresponden a los lugares de altura (las notas) en un sistema, en
tanto los elementos dindmicos representan los intervalos musicales eomo rransformaciones que
generant conjuntos de rotas,

Cualquier sisterna de altura, concebido conto un conjunto de puntos sobre un contimio de
frecuencias, es un ejemplo de Z, Si se consideran 3 puntos, a, b y ¢, se puede describir su
relacion por medio del predicado NEXT (“el que sigue” en inglés), abreviado por N. De esta
forma, ¢ = N(b) = N[N(a)] = N%(a); a = N~!(b) y a = N[N"!(a)] = N’(a) = I(a). Este
aspecto no se desarrolla mds en el trabajo, pero se meiciona para mostrar que el concepto
de grupo puede aplicarse a sistemas que no son de igual temperantento. Sin embargo, cuando
sl se trabaja dentro del sisteina de igual temperamento, NEXT tiene una interpretacién estricta
en términos de las frecuencias logaritmicas.® Este hecho permite definir un grupo con nitidez
y, asimismo, usar el lenguaje de la simetria para describir el trayecto de sus elementos. La
caracterfstica que determina un grupo ciclico es que todos sus elementos pueden describirse a
partir de un generador. Sin embargo, esta caracteristlca particular de Z es conuin a todos los
sistermas de igual temperamento y, por lo tanto, no ayuda a describir las diferencias entre ellos.
La manera de representar la caracter{stica distIntiva de cada sistema es reconocer el nimero de
subdivisiones de la octava, N® = octava y realizar una aplicacidn homoniorfa de Z a Z,, de la
forma

NI+ kmodn con j € Z (los enteros) y k =0,1,..n— 1.

Las notas de la escala dtica en el si de igual temperamento no son squidistantes ni por ¢l numero
de vibraciones ni por la longitud de las ondas de loa sonidos vespectivos, sino que representan los logaritmo,
Lase 2, de estas magnitudes. Sea do=0, do*=],..simlly p = 0,1,....11, Tomenios ¢l do mas grave como punto de
pastida; este do vibra & n v/s, ol do que sigus a n x 2* v/s, y ol do de la m-ésima octava a n x 2™ v/s. Asimismo,
cada nota (de la escala cromitica igualmente temperada) vibrs '2+/2 veces méa que la anterior. Por lo tanto, el
numero de vibraciones de cualquier sonido es:

Nem =0 %2 (v3) p = n x 2™ x p( 217), con p = el auimero de la nots, m = el nimero de la octava.

log Nom = log 0 + mlog 2 + flog 2 = log n + log 2 (m +§&)

Tomemos el nimero de vibraciones del do més grave como la unidad (n = 1) y log 2 = 1 (pasamoa al sistema
de base 2). '

log Nom =log 1+ (m+ &) =m + & .

Asf a3 que, i se enumeran las teclas del piano, cada una describe logaritmos de la cantidad de vibraciones
de loa sonidos. El nimero de la octava (m) es la caracteristica, y el nimero de la nota (dividido por 13) es la
mantisa. Por ejemplo, ¢l sonido sol de la tercera octeva es 3 + 5 = 3.583. El nimero 3 es la caracterisica del
logatltmo Lase 2 del nimero de vibraciones de este sol, y ;'1 (.SE’}) o la mantisa. El nimero de vibraciones por
segundo es, entonces, 2%, 0 sea, es 11.98 vaces mayor que el nimero de vibraclones del do que se definid como
el sonido mas grave.
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Asi 2 que, el grupo Zyz (la escala cromdtica) consiste en el conjunto {0y, 1y2,.. 1152} ¥
la operacion suma mddulo 12. El elemento identidad. Ops, es la imagen de N=# N=12 N0 N12)
etc,, los cuales forman el conjunto de homomorfismos que dejan la clase de altura invariante.
Como un homomorfismo dindmico, 012 representa el conjunto de clases de altura que preservan
los homomorfismos invariantes y, conio elemento estdtico, 019 es un origen arbitrario (cualquier
nota de la escala cromdtica) al que se aplican las reglas de la suma, igual que se hace con los
demds elementos. A continuacion se presenta una tabla de grupos que representa Zy; en este
caso tomamos la nota do= 0 como el unisono (o sea, la identidad), aunque se puede escoger a
cualquiera de las 12 notas de {a escala cromatica como el 0y7 y numerar a partir de ella (por

ejemplo, I’ =0, la = 1, i’ = 2,.... sol = 11}.

* do 0| doL| re2 | re*’3 ymid| fad ) fa*6 |90l T [ soli8 | lnY | la*10 [ wi 11
Odo | do | do* | re |re* [mi | fa |fa® [sol | sol* {lo [l* |si

1 do* | do* | re ret | mi | fa fa* [ sol [ solf | lu la* | s do |
2re | re ret | i fo {ft | sol sol*|la laf {si |do ilo? |
Jret | re { mi | fa | fa® | sol | solf {la |la® | si do | do* | re
qmi | mi | fa | fa* | sol | sol* | la |la® | si do | do* | e et
Sfa | fo | fo* | sol | sol* | ta la® | si do do* fre |t | mi
Gfor | fa* | sol | sol| la [la® | si | do | do* | re re* tomi | fa
vsol | sol | solf| la | la® | si do | do* | re res | mi | fa fa®
Baolf | solf | la | la* | si |do | do* | re | re* | mi |fu | fud | sol
9la |l [ la* | si \do | do* | re [ re*{ mi | fa |fu*{s0l | sol®
10 la* | In® | si do | do* | re ree [ mi| fa | fo¢@ |sol | sol*| la

11 si | si do | do* [ re | ret | mi| fa | fa* | sol | sol*| lu la?

Para ejemplificar las consideraciones tedricas se inicia con Zy2, para después plantear di-
visiones microtonales en ciertos Z,. Se presentardn tres formas isomorfas cle entender Z); .
basadas en tres conjuntos diferentes de generadores. Esto significa que las relaciones estruc-
turaies permanecen sin cambio por el isomorfismo, pero las relaciones de cercania sf son modifi-
cadas. Por ejemplo, dado un isomorfismo entre dos grupos (G, *) y (H,0). para tres elenientos

en G, tenenos que si g1.g3 = g3, los elementos correspondientes en H son hyohy = hy. Pero los
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elementos (ue se encuentran cerca, en términos de los generadores de G. nu necesariamente se
hallan cerca en relacion a los generadores de H.

La primera descripcion de Zj se basa en el semitono temperado. o segunda menor (132).
como generador del grupo. Los intervalos se distribuyen como las horas del reloj y hablare-
mos del “circulo” de semitonos aunque, evidentemente. no es una circunferencia en el sentido
matemitico. .

8;/1
™ ”/0\| 2m

M
T
} /
om 8 4 M
5w

Esta descripcién presenta una serje de caracteristicas, expuestas a continuacién.

(1) Cada par de puntos adyacentes se conecta directamente por una traisforinacién de un
senlitono. Por lo tanto. doce iteraciones de un semitono resulta en una octavu. o sea. el elemento
identidad: (1j2)'* = 1. Ningin nimero menor de iteraciones puede dar la identidad. Asf es
que, el elemento 1 es de periodo 12, También ( 113 )2 = I = [(112)~)]'2. o sea, la séptima
mayor y la segunda menor son mutuamente inversas musicalmente (ya que el inverso musical se
define como 12 —z. siendo r el intervalo original) y, como tales. ambas generan el mismo grupo.
Hacemos notar que en este caso el inverso musical posee la propiedad de generar el grupo o
subgrupo. hecho totalmente coherente con la Teorfa de Grupos.

(2) Los elementos 2)3 y 10,3 (la segunda mayor y la séptima menor, inversos nmsicales) son
de periodo 6, ya que (23 )® = (1013)® = . Cada uno genera un subgrupo Z; cuyos elenientos
son {032,212, 412,612,8)2,10,2} y corresponden a ls escala de tonos, muy usada en la misica
impresionista. En la siguiente tabla se verifica que Zs, generado por 23 6 10y3 es, efectivamente.

cerrado.
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* | doO |re2 |mid) fa*6 | sol* 3] la* 10
0 do ! do [re |mu | fo* | solf | lo?
2re e mi | fa* | sol* | la? do
dmi | mi [fa* |soff | la* | do re

6 fa* | fa* |solf |la° | do | e mi

8 sol* | sol* |la* |do | re mi fa®
10l | la¥ [do |re mi | fa? sol?

La identidad do = 0 estd en Zs y, para todo elemento. su inverso rambién se encuentra
en Zg ( dox do=0. res lo*=0, mis sol*=0. fa*+ fo*=0. sol*x mi =0. le*= w=0). As es que.
podemos afirmar que Zg es. a su vez. un grupo.

(3) Los elementos 3;2 y 937 (la tercera menor y la sexta mavor) son de periudo 4 v generan
el subgrupo Zs ={02. 3,3, 612, 912}. que forma el acorde conocido como la séptima disminuida.

4. Los otros subgrupos de Zy3 son Z3 = {0y2,412.812}. generado por 453 o 8y (la tercera
mavor o la sexta nienor) y que corresponde a la trfada aumentada. Z; = {0y2.612}. es el trirono
que s6lo se genera a s{ mismo y a la identidad, ya que el tritono es 51-1 propiu inverso, tt = (t)™4,

Los nicos elementos que 1o han fungido como generadores son 512 ¥ 7y (la cuara v la
quinta justas). Esto sucede porque, como cada uno genera Z)3. ellus 1o perrenecen a ninguno de
los subgrupos propios mencionados. De hecho, la cuarta y la quinta justas sou los generadores

de la segunda forma isomorfa de trabajar con Z3, como se ve a continuacion.
- 0
50N
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Como la aplicaclén del circulo de semitonos que se acaba de analizar. al circulo de quintas®

preserva la estructura, 0 sea 0 — 0,1 — 7.etc.. se puede afirmar que es un lsomorfismo. Por

4Aqui ¢l ciiculo de quintas puede verse bajo una perspectiva nusva. Es la inica estructura isomorfa al cisculo
de semitonos. De esta forma. el circulo de quintas se concibe en funcidn de la quinta justa como 73 ¥ no en
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ejemplo. sean 112,213 y 352 tres elementos del circulo los sens: mus. con 1y * 2)3 = 3yy. Las
imdgenes en el circulo de quintas son f(112) = Ty2,, f(212) = 22 v f(312) = Yy respectivanlente.
con T2 0252 = 9. En términos matematicos podemos decir que f(x « y) = f(z) o fly) ¥
flaz) = af(z), definiendo asi un morfismo. Es inmediato ver que f es invectiva v suprayectiva.

Hay un hecho sencillo, pero importante, en lo referente a las escalas diaténicas. Una escala
mayor, por ejemplo do, cuando se transpone por una quinta justa a sol. se convierte en otra
escala mayor con todos los elementos, menos uno, iguales entre si. El elemento que cambia se
altera por un semitono, fa— fa*. Se puede plantear y contestar en términos del pensamiento
matematico la pregunta ;por qué se van alterando las escalas diaténicas, representadas en el
cfrculo de quintas, por medio de pequefios cambios de un elemento? Lo que sucede es que las
escalas diatdnicas son subconjuntos muy especiales del cfrculo de quintas. vu que sus puntos

siempre estin adyacentes.

5-/0 \7
10 \7_
\
3 9
] 4/ '

Cualquier subconjunto de tamaiio 7 en este circulo de quintas, cuyos puntos formarian una
curva si se pudieran conectar de la forma expuesta, es una escala diatdnica. Una escala diaténica
se altera s6lo un elemento cuando se transforma por la quinta justa porque como (71 ) = 1j2,
la transposicién de una escala por una quinta justa lleva a una escala con m ~ 1 miembros en
conuin y el elemento alterado sélo ha sufrido un cambio minimo.Es esta propiedad que subyace
tanto a la transformacion fa— fa*, como a la existencia misma de las armaduras.

Hasta aqui se ha visto que 2|3 puede ser generado independientemente pbr dos elementos
distintos y que las dos formas isomorfas reflejan percepciones diferentes de cercania que
operan en la mtl‘sica. Una de ellas es la forma melddica, basada en la proximidad de las notas

por separado: 1a otra estd basada en escalas y la cercanfa entre las tonalidades. La tercera

términos de su rasdn acdstica j Normaimente se enseda que ol circulo de quintas e una forma de masmotecma
que ayuda a recordas las relaciones entre las tonalidades y las armaduras. Pero dende la perspective de la Teoria
de Grupos, esta concepcién algo superficial se torns mis profunds. y se ve cémo ol circulo de quintas estd
enraizedo en [a entructura misma del sistema de alturas.
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descripcion isomorfa se va a basar en una estructura intermedia, presente en la musica desde el
siglo XVIL: la triada o acorde.

Las formas de generar el grupo, tanto de los semitonos como el de lus quintas son ambos
unidimensionales, en el sentido de que sus elementos resultan de un solo generador. Existen,
también, e productos directos de grupos que, asi como en el producto cartesiano, son generados
por listas de n elementos, las cuales son vectores cuyos elementos emergen de los miembros
de algtin grupo mds pequefio. Un conocido teorema de la Teoria de Grupos y, mds especifi-
camente, de grupos abellanos de orden finito (todo grupo ciclico es abeliano, y Z;3 es ciclico)
afirma:

Teorema 4.1: El grupo Z;m x Z,, es isomorfo & Zmn si y sélo si m y n son primos relativos
entre sf, esto es, si el med de m y n es 1 [Fra., p.80).

Por lo mismo, Z)3 es isomorfo al producto directo de dos de sus subgrupos, i.e. Z3 y Zy,
Z1y 2 Z3x Z4. Un elemento en Zyx Z4 se describe como: (a,b), donde a € {0,1,2},b €
{0,1,2,3} y su regla de asociacién es (a,b) » (a', &) = ((a + a| mod 3, [b + &) mod 4). El lsomor-
fismo en cuestion va de Z3 x Z4 — Zj3 y su regla de asociacion es (a,b) — (4a + )13, a €
Z3,be Z4. .

Se puede realizar una interpretacién grafica de esta tercera forma de concebir Z;3. Se tienen
dos ejes, uno generado por terceras mayores (4,3 genera Z3) y el otro por terceras menores (3,2
genera Z4). Cada intervalo musical es un punto que cénesponde al nimero de terceras mayores
y/o menores contenidas en el intervalo. Una quinta justa puede expresarse conio una tercera
mayor (413) y una tercera menor (3;2) y, por lo tanto, la quinta justa (7)3 ) es el punto (1,1).
La forma gréfica correcta de representar esta descripcién es por medio de un toro (o, més bien,
puntos sobre un toro), pero para facilitar las comparaciones con las otras dvs (de segundas
menores y de quintas justas) se ha “desentollado”. Se puede pensar en cada “recténgulo de
puntos” como una regién fundamental y, por lo mismo, hay que tener en cuenta que, en aras
de mostrar relaciones de adyacencia, hay duplicaciones; por ejemplo, cada aparicién de 2,3 es,

en realidad, el mismo punto.
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2,1 Acorde avmentodo

Para comenzar habria que sefialar que las estructuras maximas que se pueden formar sin
repetir una nota (un nimero), y que sean conectadas y compactas cuando se conectan (en este
~aso son paralelogramos) son, en realidad, los seis acordes bdsicos. Esto es andlogo a lo que
sucede en el circulo de quintas con la escala dlaténica (si se traza una curva conexa). Los
acordes mayor y menor se representan como tridngulos rectos congruentes, relacionados por
rotaciones de 180° y los acordes aumentados y disminuidos son tridngulos degenerados de una
sola dimension. Las escalas diaténicas, en esta tercera manera de ver Z)3, forman otra vez
una estructura bnmpm:ta y conectada si se conectan los puntos. En el circulo de las quintas,
las escalas diatdnicas surgieron de conectar las quintas justas. En esta descripcidn las escalas
diatdnicas resultan de conectar los acordes mayores y menotes, para obtener una figura que es
convexa, compacta y que tecorre una cantidad méxima de espacio sobre los dos ejes.

Del modo en que se graficé la \ltima descripclén de 23, (Z3 % Z4), como una especle de
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enrejado infinito sobre el plano, se puede ver cdmo este grupo contiene a los otros dos. La
farnilia de rectas y = r + ¢, son cireulos de quintas desenrollados, separados por terceras. La
familia de rectas y = —r + c son circulos de semitonos. En una imagen toroidal del producto
directo de terceras, el circulo completo de quintas o semitonos no cerrarin liasta después de tres
y cuatro revoluciones alrededor del toro.

La descripcidn de las terceras es la iinica que se relaciona con el concepto de tdnica, o acorde
tonico. En el conjunto diaténico hay tres‘éria’nguc‘os mayores (M) y tres trmdngulos menores
(m). Por ejemplo, el tridngulo mayor localizado en el centro y correspondiente al conjunto
{0.2,4,7,9,11} ( do mayor) es, efectivamente, {0,4,7} ( do, mi, sol) y el tridngulo menor
ubicado en el centro del mismo conjunto es {9,0,4} ( la, do, mi), es decir, la relativa. Ninguno
de estos acordes, o sus fundamentales 0 y 9, tienen una ubicacién semejante (privilegiada) en
los circulos de las quintas o de los semitonos.

Esta semblanza de Z)3 y las tres formas isomorfas de describirlo se puede entender también
en términos de relaciones melédicas (los semitonos como generadores), de tonalidad (las quintas
como generadores) y armonicas (las terceras como generadores). Esta manera de entender
ciertas relaciones musicales bdsicas, en funcién de la Teoria de Grupos, se extiende a la divisién
nuiltiple de la octava, expresada por Z, para ciertos n € V.

Cada sistema puede verse andlogamente al grupo de los semitonos, donde el generador es e|
elemento mds pequefio (la unidad). La pregunta es ;cudles de estos sistemas poseen dos grupos
isomorfos al grupo de los semitonos (“semitono” segtin la divisién) en que:

(1) uno de los grupos sea el generador unidimensional del circulo de las tonalidades (andlogo
al circulo de las quintas en Zyy) y

(2) el otro sea un grupo de producto directo de “terceras”, tal que un subconjunto “di-
aténico”, de puntos adyacentes el circulo de las tonalidades de (1) es asimisnio una estructura
convexa y conectada cuando se conectan los puntos en esta descripclén generada por el producto
directo?

Teorema 4.2, Todos los grupos que poseen los recursos estructurales (1) y (2) son de la
forma

ZnS 2k xZkyy conn=k(k+1) parakeZ,h>=3.

Demostracidn. En un conjunto formado por la alternancia de tridngulos fundamentales de
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la grafica de Zx x Zy, con K # k, el orden de los grupos involucrados difiere a lo mds por 1, |
k—k'| < 1. Si el orden difiriera por mds que 1, el paralelogramo (es decir, la estructura convexa
y conectada de (2)) que se generara agotaria el ciclo mds pequeiio antes de completar el mds
grande, Por ejemplo, si se tiene a cuatro veces y b tres veces, estas literales pueden emplearse
en un ciclo alternante, abababa, pero si las a son cinco y las b son tres, se acabard la cantidad
de b sin tener la posibilidad de alternar. o sea, abababaa. Si se tiene la misma cantidad dea y b
(o sea, k = k') tendria que existir el isomorfismo Zx x Zi = Zja, el cual nunca puede ser ya que
contradiria el Teorema 4.1. Asi es que, para que una escala conectada en el circulo de quintas
sea convexa en la grafica correspondiente al producto cartesiano, dicha grifica tiene que ser de
laforma Zx x Zke1. B

Si k < 3, por ejemplo k = 2, entonces Z, = Zg sélo posee un generador y no se puede
formar el circulo de quintas (ya que la quinta justa es 7). Cuando k = 3, apurentemente hay
una cantldad enorme de posibles generadores pero, en realidad, sdlo hay uno que genera la
estructura conectada y convexa de (2) que se busca. Este generador es el elemento (2k + 1)p,
cuya escala diaténica resultante contiene 2k + 1 notas y posee la propiedad de que las escalas
adyacentes se difieren en una sola nota, siendo este cambio de un “semitono” del contexto
de Z, (la propiedad fa— fa! en Z)3). El elemento (2k + 1), se comporta como una quinta
justa en 23, y los elementos ky y (k + 1)n son equivalentes a las terceras menor y mayor. A
contlnuaclén se demuestra la

Propiedad 4.11 Si una escala generada por el elemento (2k + 1),, k= 3, posee 2k + 1
elementos entonces se cumple “ fa— fa*", es decir, que el camnbio en las escalas adyacentes son
de una sola nota y de un “semitono”.

Demostracién. Sabemos que en Zyg, [(2k + 1) modk(k+1) = 1, yaque k =3, 2k +1 =71,
modk(k +1) =12 y (7)?mod 12 = 1. En Z,, si el cambio hacia la “quinta” al lado (2k +1) da
como resultado que [(2k + 1)}* mod k{(k + 1) = 1, habremos demostrado la propiedad.

Asf es que, )

((2k + 1)]> mod k(k + 1) = [4k? + 4k + 1) mod k(k + 1)= [4k(k +1) + 1| modk(k + 1)=

0+1modk(k+1)=1.8

A continuacién se muestra la grafica de las “terceras” para Zyg, con k =4, Zy0 2 Z4 x Zs.
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En 239, la escala diatdnica consiste en el subconjunto de clases de cltura {029, 219, 520, T20, 920, 1120, 1420,
o sea, 9 notas. La escala con un sostenido es {920, L1120, 1429, 1620, 1820, 120, 3*20, 520, T20} (* rep-
resenta el lugar de la alteracién musical) y la escala con un bemol es {1129, 13* g, 1629, 1829, 020, 220, 520, 7204
Los acordes se presentan a continuacién (los nimeros romanos mayidsculos significan “may-

or" y los mindsculos “menor”
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Como la divisidn de la octava es de 20 partes, el “semitono” es de 60 cents. y el elemento
920 (la “quinta”) corresponde a un intervalo de 540 cents. Hay 4 acordes mayores, 4 menores y
uno disminuido (toda escala de tamaiio 2k + 1 presenta k triadas mayores, & triadas menores y
una disminuida).

Asimisnio, se sigue que Zypo 2 Z5 x Zy v Zyy ¥ Zg x Zy. ¥ se encuentra el misino patrén
andlogo en estus casos. La escala diaténica de Zyg constade 11 notas: {030, 3ua- G- 830, 1130. 1430,
17301930, 220,250, 2830} ¥ lade 243 de 13 clases de altura: {042,443, 42,1042, 1343, 1642,
2042. 2343, 2643. 2943, 3343. 3643, 3942} , con las correspondientes trfadas que forman la regién
convexa y conectada (el paralelogramo). ' )

Se mantiene la propledad * fa— fa*" a partir de 1130 en Z3o v 134 en Zyy (igual que sucede
con 713 en Zy9).Es Interesante seilalar que hay otros dos grupos ciclicos isonmorfos a Z3p: Z3 %
2,5 asf comov 23 x Zy0. Sin embargo. como es de esperarse, no dan por resultado la regién

convexa v conectada de la escala diaténica ya que no cumplen con la propiedad 4.1,
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. El desarrollo de todos estos sistemas de altura se realizd sin recurrir, en ningin momento,
a las razones de enteros que, desde Pitdgoras a Helmholtz, siempre estaban en el fondo de
cualquier explicacion en torno o las escalas diaténicas (cliro estd jla Teorfa de Grupos data
apenas de finales del siglo XIII!). Parece mas que uﬁa mera curiosidad que en la descripcion
algebraica de los intervalos musicales (en sustitucion de su explicacidn acistica) se halle la
escala diaténica mayor, correspondiente a la escala cromitica en Zyy, como el miembro mds
pequeiio de una familia de sistemas microtonales. Cabe mencionar que la division algebraica de
la octava da por resultado nimeros distintos a la division basada en razones de enteros (véase
el Capitulo I); la vinica divisidn de la octava cuya cantidad de notas aparece en los dos casos es
la de 12, la escala cromdtica Z13.

Parece que las dos descripciones del sistema musical corresponden a dos aspectos funda-
mentales de la misica, es decir, su realidad fisica como vibraciones en el aire (la descripcién
acdstica) y su estructura, a veces muy compleja, con sus simetrfas, orden, etc. (la descripcion
algebraica). Es entendible que la descripcidn acistica que se originé hace aproximadamente
2,500 aios con los experimentos de Pitédgoras haya sido la tnica existente hasta hiace poco, ya
que tuvo que haber un desarrollo en la matematica y, especificamente en el Algebra y {a Teorfa
de Grupos, antes de poder realizar el nexo con el sistema niuslcal. Como dicho desarrollo es
reciente, no se podia esperar esta explicacién alternativa de la percepcion musical hasta estas

ultimas fechas.

4.2

Los siguientes art{culos, que se describirdn muy someramex{te, tienen una motlvacién comiin.
Dicha motivacidn se relaciona con la bisqueda que han tlevado a cabo los tedricos de la misica de
este siglo, en aras de hacer andlisis de una gran parte de la produccién musical de nuestra época,
actividad que ya no se puede realizar con las herramientas del andlisis tradicional, basadas
en la tonalidad. La musica atonal también tiene su estructura, su simetrfa y su “sentido”,
pero se necesitan otros puntos de referencia. Uno de estos “asideros” es el Intervalo porque
finalmente toda la musica (tonal y atonal) puede describirse como una sucesién de intervalos,
tanto horlzontales (melod{a) como verticales (armonfa), para poder hacer un andlisis andlogo al

tradicional en lo tocante a su estructura (que quede claro que aquf no entramos en cuestiones
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relacionad’ s con la interpretacién).

En 1973 aparecié un libre, The Structure of Atonal Music. (La Estructura de la Misica
Atonal) de Allen Forte, en el cual se presenta una descripcion sistemdtica de todos los posibles
conjuntos de notas bajo equivalencias, en términos de octavas, de’ transposicion y de inversion.
Se define una relacién de equivalencia sobre P(Z/12Z2) (el conjunto poteucia de Zj2) de esta
manera: X ~ Y st X y Y difieren sdlo por una transposicidn (Y = {o+t:» € X}) o una
fuversion (Y = {12-x:x e X}).® Asimismo, no se emplean las descripciones que funcionan
en el andlisis tradicional (con sus notas de referencia como la ténica o la tdonica local) sino que
se relacionan conjuntos de notas en términos de su semejanza bajo el contenido intervilico, los
sonidos comunes (llamados invariantes) y relaciones abstractas de contencién conjuntista. En
1974 Eric Regener escribié un articulo lamado On Allen Forte’s Theory of Chards (Acerca de
la Teorfa de Acordes de Allen Forte) en que después de alabar el trabajo y de plantear que
éste tiene alcances mas alld de lo que concibe el mismo Forte, intenta formalizar y hacer mds
accesibles algunas de las ideas del libro. Segin Regener, muchos conceptos de Forte se pierden
por difusos y demasiado restringidos o, por otra parte, se inventa una notacidn tan “original”

que no se entiende, cuando se podrfan utilizar formas ya establecldas en el andlisis nmusical,

SEn la musica el transponer (0 trapsportar) consiste en tomar un conjunto de untas, por ejemplo
{do 0, mi 4. 50l 7, do 0} ’

en la tonalidad de do mayor, y mantener los mismos Intervalos en otia tonalidad, por ejemplo. sol mayoy, por
medio de subit cada nota una quinta justa (T13) {sol 7, 51 11, re 2, 501 7}

La inversidn musical consiste en tomar el conjunto de notas {do 0, mi 4, sol 7, ml 4, do 0} y vestar cada una
de la octava (12 - z), {do 12, sof* 8. fa 8, do 12
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sin ningun peligro de caer en un andlisis “tradicional” de la nnisica atonal (cosa, por demds.
imposible).

En la seccién del articulo de Regener titulado Contenido Intervilico y Notas Comunes se
toman 4 y B como dos conjuntos arbitrarios de clases de altura, Asi es que. si M(4, B) es el
niimero de notas que 4 y B tienen en comin y si P y Q son acordes en la forma intervilica
normal® entonces M(Ty(P), Ty(Q)) se llama funcidn intervdlica. Esta misma funcién fue defini-
da de manera ligeramente diferente, como se verd después, por David Lewin en 1959. Para un
valor dado de d, esta expresion describe el nimero de notas en comin entre ln transposicion
cero de P (0 sea, ningtin cambio) y la transposicién de Q, que sube d sentitonos.

Sea n(Q) el nimero de elententos en el acorde Q. Si n(Q) < n(P) se ve que si n(Q) son las

notas en comiin entre los acordes Q y P, entonces Q C P. Por ejemplo, si P = {0,6,8 ,9,10,11}7

v e

y Q= {0,811}

SLa forma intervilica normal se logra por medio de la siguiente serie de pasos. Considérese una coleccidn no
vacia de acordes en notacidn Intervilica (o sea, o conjunto {0, 3, 10}:

Se escrlbe (372) en notacldn ciclica, ya que hay 3 semitonos entre do=0 y mi*=3, 7 semitonos entre mi’=3 y
si'=10. y 2 semitonos entye si’=10 y do =0). Ninguno de los conjuntos es lgual a otro. y todos tienen el mismo
ndmero de hotas, n.

(1)Fijese ol indice & en 1 (la primera nota).

(2)Escdjase. entre todas las posibles combinaciones, el (los) acorde cuyo nimero A sea més yrande. Sl hay
méds que un acorde, repitase el pr Inc ando & por 1. hasta que quede un sélo acorde. Por ejemplo, el
pentacorde (0,2, 8,8, 9] corresponde a (23313) en notacldn intervilica. Con k = 1, permanecen (33132), (31323)
y (32331). Con k = 2 sdlo queda (33132). Esta es la forma intervélica normal.

La forma Intervilica normal permite ver con facilidad ciertos aspectos de la estructura interua:

a) la inversidn de un acorde es ei acorde cuyos intervalos ciclicos se encuentran en orden Inverso. Por ejemplo.
la inversidn de (432111) es (412123) y la de (322131) s (313122);

L) la inversion simdirica se lee lo mismo al revés como al derecho, en alyuna permutacidn. Por ejemplo
(412221) o (321231);

c) los acordes con simetrfa de transposicidn se reconocen por su estructura periddica: el nimero de transposi-
ciones idénticas es ¢f numero de repeticiones del periodo. Por ejemplo, en (313131) las doce transposiciones se
agrupan en conjuntos de 3 ( la transposicién que se definid como Y = {r+t:z € X).

"Las notas realmente representan acordes y deberfan estar sobrepuestas. pero para mayor facllidad de com.
prensién se ilustran horlzontalmente.
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entoncees en la transposicion d = 0, M(To(P), To(Q)) = {0.8.11} = 3. End = 1, M(Tu(P), T1(Q)) =

(0.9} =2. A=

A

yen d =10, M(To(P), T1o(Q)) = {6.9,10} = 3-
delo

por otro lado. M(T(P), T5(Q)) = 0.

En seguida vamos a deniostrar un teorema acerca de la funcidn M.

Teorema 4.3: El nimero de clases de altura en comiin entre los complementos de dos
conjuntos dados es 12 - n(A4) — n(B) + M(4, B).

Demostracién. Supongamos que A y B son dos conjuntos cnalesquiera de notas. y A’y
B’ son sus complementos respectivos. Es obvio que cada clase de alturn e A que no estd en
B estd en B', osea, M(A, B') = n(A) - M(A, B). Asi es que, M(A".B') = M(B.A) =
n(B') - M(B',A) = 12 = a(B) = (n(A) -~ M(A.B)). Por lo tanto, M(A".B') =12 = n(4A) -
n(B)+M(AB). B

En el ejemplo ya expuesto de la funcién intervdlica, A = {0,6.8,9,10.11} v B = {0,8,11}.
Cuando d = 0, se tiene que M(A, B) = 3, es decir, {0,8,11} . Asimismo, A’ = {1.2,3,4,5.7} y
B'=(1,2,3,4,5,6,7,9,10}. De esta manera, M(A', B') = 12~ 6 = 3 + 3 = ( y, efectivamente,
hay 6 clases de altura en comin, {1,2,3,4,5,7} entre A'y B',

David Lewln, en su artfculo de 1977 titulado Forte's Interval Vector. My Interval Function
and Regener's Common-Note Function (El Vector Intervélico de Forte, Mi Funcién Intervalica
y la Funcién de Notas Conunes de Regener) explica que el vector intervélico de Forte es un

concepto rigurosamente arménico, ligado al andlisis de acordes como tales, en tanto la funclén
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intervdlica que él ha definido. (INTF(X, Y. {)). es totalmente contrapuntistica en su concepeion.
Las definiciones que se dan a continuacién son. precisamente. de este dltilo articulo.

Definicidn 4.1: Dados dos conjuntos de notas X y Y y un inrervalo i, la funcisn INTF(X. Y1)
es el nimero de maneras distintas en que el intervalo i puede formarse, llevando un miembro
de X a uno de Y. Es decir, el mimero de pares distintos de clases de altura (r,y) tal que
pertenece a X, y pertenece a Y,y el intervalode z a y es i.

Se modela por ejemplo la siguiente situacidn. Uno se sienta al piano e improvisa, empleando
s6lo noras de X en la mano izquierda v sdlo notas de Y en la mano derecha.Preguntamos ;de
cudntas maneras distintas puede ocurrir el intervalo i en el contrapunto resultante? (Cabe
mencionar que la funcién es invertible sl INTF(X.Y,i) = INTF(Y,X.i), puesto que bajo
estas condiciones es inyectiva y suprayectiva), El punto de vista probabilistico también puede
usarse. Consideremos que el conjunto X tiene m notas y el conjunto Y tiene n notas; asimismo,
re X,y €Y setocan al azar y, de esta manera, hay mn posibles cammbinaciones, Sabemos
que INTF(X,Y,i) producird preclsamente el intervalo i, de entre estas mn posibilidades v, asf,
el cociente M%%l—ﬂ representa la probabilidad de escuchar 7, en vez de lus otros posibles
intervalos. en esta imiprovisacién al azar.

Definicidn 4.2: Dados dos conjuntos de clases de altura X,Y se define la funcion dv notas
comunes entre X, Y como la funcién que asigna a cada operacién A el nimero CAINF(A.X.Y)
de notas en conuin entre los conjuntos A(X)y Y.

A(X) se entiende como X transformado por A. Por ejemplo, T5(.X) es la transposiclon de

5 semitonos de cada miembro de X,

KT ey
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{Cabe recordar que, en este caso. i =OQen Xy fa=0enY ).

La funcién de notas comunes no caleula intervalos como tales, sino transformaciones y, en
particular, aquellas transformaciones entre dos conjuntos, X y ¥: la diferencia estriba en Ins
interpretaciones estdtica y dindmica menclonadas al principio de este capitulo. Mas ain, el
contexto implica trabajar con un grupo candpico (Ia escala cromdtica que es isoworfa a Z)2,
como ya se vio ent este mismo capituio) cuya operacion ¥, la truitsposicidn wsical, se comporta
como a suma en Zya.

De esta manera, por ejemplo, los “inversos” (musicales) 313 y 72 (la quinta y la cuarta
justas), en vez de concebirse como intervalos (que son sonidos muy bien definidos. particulares
y concretos) se definen, de modo abstracto, como transformaciones inversus A™'. Asi es que,
Ty es el inverso de T, ya que si se transpone una nota por siete semitonos y
después por 5, se llega al punto de partida. El mismo Lewin menciona, en sus conclusiones,
que se puede objetar que su funcién (que en vez de calcular intervalos de = a y, calcula

ocurrencias de situaciones generales A(z) = y) “no es mds que una diversién ... (ya que)
las transformaciones especificas nos interesan precisamente porque interactiian ... con una es-
tructura intervalica dada a priori (o sea, que las transposiciones preservan intervalos,... (y) las
inversiones invierten los intervalos...) ... Sin embatgo, yo siento que las consecuencias filoséficas
radicales que pueden extraerse de este formalismo valen fa pena analizarse ... " [Lew., p.231].

Finalmente estudiaremos otra construccidn tedrica interesante, descrita por Regener en su
artfculo sobre Forte, que es la del complejo de conjuntos y las relaciones generales de contencidn
que genera, Las sigufentes definiciones corresponden a dicho articulo.

Definicldn 4.3: Un acorde S es miembro de un complejo de conjuntos K(T) alrededor de
TsiS§CTo8CTosiTCSoT C8§. Asimismo, card S# card T (o card T') y tanto S
como T sélo pueden tener entre 3 y 9 elementos.

Definicidn 4.4: Un acorde § es miembro de un subcomplejo K'h(T), si cumple las relaciones
de contencidn, tanto para T como para T”,

Definicidn 4.3: Un subenrejado S{Q, P), entre los acorde Q y P, es una coleccidn de
acordes que estdn sobre el camino directo de @ a P. O sea, todos los conjuntos que contienen
3 Q y estdn contenidos en P (incluyendo a Q y a P).

Sea §) el acorde vacio, sin ninguna clase de altura y Q la coleccidn de las 12 clases de altura.
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Entonces,
(a) 5(8, P) es la coleccidn de acordes contenidos en P;
(b) 5(Q.9) es la coleccién de acordes que contienen a Q y
(c) S(.9) es la coleccidn de todos los posibles acordes.

" Si P no contiene a Q, el subenrejado es vacio. De esta forma, A(T) = S0, T; 4 SO.T")u
S(T, Q) U S(T',Q), es decir, K(T') es la coleccién de todos los acordes contenidos en T o T, o
que pueden contenera T o T".

Para describir el subcomplejo Kh(T) supongamos. sin pérdida de generalidad, que T tiene
6 6 menos elementos. Entonces, KA(T') = S(T,T")u!S(, T)n S(8.T")| U (S(T.Q) N S(T", Q)]
y, por lo tanto, K'h(T')consiste en los acordes que contienen a T y a T', 0 que estdn contenidos
en ambos conjuntos. Si 7" no contiene a T entonces S(T.T") es vacio y AN (T) consiste sdlo en
las otras dos colecciones.

Se puede preguntar ;Cémo es que 7" 5 T? A continuacién presentamos un ejemplo musical
(Ch.,p.347.8] de este fenémeno, dentro de la teoria de Forte, el cual se presenta en un pasaje de

La Consagracidn de la Primavera de Igor Stravinsky.

e o [€d ] X b
@Eﬁg}:* —-:a:-fl1 =t

= i S
kg . .

e et e |

S #l ¥ A —Sa— . ~‘—%—-§—]——; —

El conjunto de notas del primer acorde en X = { fa, fa*, la’, la, do}, con do = 0, es el

conjunto de clases de altura {5,6,8,9,0}. En el tercer comp4s este acorde se repite con dos notas
nuevas més, miymi®, Y = {mi',ml, fa, fa?, la®, la, do} , que se puede escribir {3.4,5,6,8,9,0} .
Asi es que. se puede decir que X C Y. También, X' = (1,2,3,4,7,10,11}. Si se reemplaza
cada elemento por su inverso musical, Z = {12~z iTE€ X}, se tiene 2 = {11,10,9,8,5,2,1}
que, reordenado, es {1,2,95,8,9,10,11} (cabe repetir, otra vez, que se define una relacién de
equivalencia, X 2 2, si X y Z se difieren sdlo por una transposiclén, Z = {z+¢t:z € X},

o una lnversidn). Si transponemos este conjunto (operacion que no lo “cambla”) agregando
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7mod12, tenemos {8,9.0.3,4.35,6} que. reordenad. s {3.4.5.6.8,9,0} = Y. v por lo tanto
X ¢ X'. Asi es que. dentro de este modelo, con las equivalencias entre un conjunto v sus
transposiciones e inversiones (y por su muy particular definicién de jnversiin}. un conjunto de
notas puede estar contenido en su complemento.

La notacidn del enrejado y subenrejado es muy general, y puede aplicarse a problemas
iusicales para trazar relaciones entre acordes sin recurrir a la arinonia cldsica. Sin embargo. la
simetria del complejo de conjuntos (los conjuntos y sus complementos) enfatiza los hexacordes,
o sea, los conjuntos de clases de altura de 6 notas,

A manera de una pequeiia digresién, hay un teorema, conocide como el Teorema de Milton
Babbitt que realimente es un corolario del Teorema 4.3.

Teorema: Un conjunto de seis notas diferentes y su complemento definen exactamente los

mistos inrer\'algs. : 1 .
Ejemplo: T = {0,4,5,8.9.11}, 7' = {1,2,3,6,7,19}. T« G -
. . L,
T = — Seo— '
#o '

En los dos conjuntos hay una cantidad de 6 segundas menores y séptimas niavores (1y3.11;2),
2 segundas niayores y séptimas menores (212, 10y2), 6 terceras menores y sextas uavores (3y3.92),
8 terceras mavores y sextas menores (4)2,8,2), 6 cuartas y quintas justas (3;3,7;2) y 2 tritonos
{612). Asinlismo, es ldgico que hay 30 intervalos, ya que dedujimos que la combinacidn tomada
fue 79%! x 2, l

Demostracion. En el Teorema 4.3 se demostré que M(A', B') = 12—n(A) ~n(B)+M(A, B).
De este nodo. come n{A) = n(B) = 6, entonces A (A', B') = 12-6-6+M (A, B) = M(A.B). B

O sea. como no son exactamente las mismas notas, tienen que ser equivalentes por una
transposicion o inversién, y ambas operaciones preservan las distancias intervdlicas segin las
definimos.

El énfasis puesto sobre los hexacordes no tiene mucho sentido musical, ya que no son es-
pecialmente importantes en la mayorfa de la musica atonal. En sf, el éufasis de Forre en la
cotuplementacién puede explicarse por el hecho de privilegiar el anélisis de la miisica de Schen-

berg. compositor para qulen la constante circulacién de las doce clases de altura era de suma
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importancia. No obstante, una profm dizacion en las aplicaciones concretas del complejo de
conjuntos al analisis de la miisica atonal, o hasta tonal. podria hacerse en otra ocasién ya que
por cuestiones de espaciv y por la naturaleza misma de este trabajo v se debe detener mids en
el punto. Lo que si es interesante enfatizar es el hecho de que este tipo de andlisis cumple con
los requisitos de una teorfa cldsica, dado que a pesar de su pretensién de explicar fendmenos
gne transcienclen los limites de la armonia cldsica o la muisica tonal, esta tiltima taiubién resulta

analizable como caso particular.

4.3

En 1975 se publicd en un cuaderno del CIMASS (hoy IIMAS). perteneciente n la Universidad
Nacional Auténoma de México, un trabajo de investigacion de los autores Julio Estrada y Jorge
Gil titulado Grupos Finitos y su Aplicacidn al Andlisis, Estudio y Desarrollo de Estructuras
Melodicas. Armdnicas y Contrapuntisticas. Posteriormente. en 1984. se publicd el libro Misica
y Teortd de Grupos Finitos (3 varicbles booleanas) de‘los mismos autores, En esencia, lo que se
hace en ambos trabajos es tomar la escala diaténica de do mayor, con la repeticidn de do ( do. re,
mi. fa. sol. la. si, do) y asignarles a las notas la numeracién 0, 1, 2, 3, 4, 5. 6, 7. que se presentan
como los 3 vérticas de un cubo. Asf es que, se habla del grupo de orden 2' x 3! que cousiste
en 3 varinbles booleanas (véase el Apéndice II) y cuyas 48 permutaciones son las simetrfas del
cubo, El uso de las 3 variables booleanas parece ser mds bien por adoptar la nomenclatura de
prograinas computacionales previamente disefiados para aplicaciones en otras dreas (donde se
usan, precisamente, algoritmios derivados del Algebra Booleana o la Teorla de Autdmatas) que
por una necesidad inherente a la musica. Por este mismo motivo, las permutaciones resultantes
(que. en el libro, se llaman de “funciones booleanas”, aunque 10 es la acepcién formal de este
término) reflejan simetrias conocidas, estudiadas fundamentalmente en la Teorfa de Grupos.

Por ejemplo, se toma como identidad la escala diaténica de do mayor (Est., p.26-8]

lass deat
Tes| Yasl3
Zi -
sl siab 1;;3:&1_:__&_;
dos0 - mis2
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¥, a partir de ella, se forman las 43 permutaciones del grupo de simetrias del cubo (la tabla

estd en las siguientes pdginas),
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Como se puede ver, la identidad consiste en intervalos musicales de segundas. La siguiente

permuracion nos lleva a:

fa. do

, A = =
re I N
do 5ol

que (con la excepcidn del intervalo entre la cuarta v quinta nora) se compone de terceras

ascendentes y. en seguida, la permutacién 3 nos da:

0

$i d?
Sel : —
i === -
m‘l | —0 (o) wo-...ﬂ_.
fo e ——e——=
do P4

que son quintas ascendentes. A partir de estas tres permutaciones se forman las eztensiones
intervdlicas que se agrupan en tres conjuntos: Ny= segundas y séptlmas, Ny= terceras y sextas
v Na= quinfas y cuartas. A cada nivel (Ny, Ny, N3) pertenecen 16 permutacioues, lo cunl es
l6gico por lus simetrfas del cubo,

En la nota 1 del Apéndice del libro, se enuncia que * al efectuar las 48 permutaciones,
sustituyendo la identidad, permutacion 1 (01234567) por la permutacién 2 (02461357), y después
por la perniutacién 3 (04152637), se observa que generatt las mismas melod{as que puede generar
la permutacién 1"(Est., p. 135 | (subrayado nuestro). Sin embargo, lo que sucede es que las
43 permutaciones del grupo de las simetrfas del cubo es precisamente eso, la operacidn de un
grupo y. por lo taito, es cerrada. De esta nianera es inevitable que, sl se parte de cualesquiera
de las permutaciones, y se realizan las otras 47 sin torcer el cubo, las que reaparecen tienen que

ser las misinas.
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De la misma manera en que se define la extension i 2rvilica, la naturaleza de las simetrias
del cubo da pie a recurrencias. refleziones. etc.® que se traducen a notacion mwusical y se fornm-
lan tablas. como la que se presenta a continuacién (los nimeros representnn las permutaciones
de 1 a 48). d| f,____, T |b

Na ({17 |21 (9 |3 || 27} 33 [45 |41
N2 {116 {20 |4 [2 || 26] 28 [44 [40
Ny |18 (13 |11 1 [1 2535 |37 |42
Ny {123 |24 {12 10 34| 36 |48 | 47
N, [[15 |19 {8 {7 [ 3132 |43 |30
Na 1122 114 16 |5 (129130 |38 {46

P

en que, por ejemplo, 1 (la identidad) pertenece al nivel intervdlico 1 (segundas, en la tenmi-
nologfa musical) que, como punto de partida, se designa con “d”: la permutacién 10 es su

reflexion “q”, 25 es su recurrencia *b" y 34 es la reflexién de la recurrencia “p”

dl |25b
ql0j3ddp

"La recuriencia se define como la presentacién al revés de la permutacién aviginal e inicia en la permutacion
25, siendo ésta {a recwizencia de In permutacidn 1, como se ve a continuacion:

[
I
f o .
t

P o3
-0 2
YD ‘e

P"l 1 ?“ 2.5

La reflexidn se realiza quitando la duplicacién de la octava y queda de esta forma:

et
WL A
Voo 16 I

[ 20 NN KR Y] ..I-.-'-.--——-
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A partir de estas relaciones, se forman subgrupos. érbitas. erc.. todo estudiado en la Teoria
de Grupos v, en particular. el grupo de las simetrias del cubo. En el Capitulo 2 de} libro.
tatnbién se habla de relaciones armdnicas por medio de la sobreposicidn de permutaciones (la
sobreposicidu, es decir las permutaciones sobrepuestas verticaltiente, se trata por motivos musi-
cales para poder hacer anlisis arménico) y se encuentra cuales sohreposiciones sou consonantes
o disonantes segin los distrintos criterios que existen (época. gusto. ete.). Asimisino. se toman
los subgrupos correspondientes a las simetrias del cubo, se traducen a notas. y se investigan
cuales son consonantes o disonantes con la identidad. Se halla que hay 9 subgrupos formados
con las permutaciones que producen intervalos consonantes cuando se sobrepunen a la identi-
dad. De estos 9 subgrupos (S3 = (1,11), §7 = (1,15). Sy = (1.17), S13 = (1,35). S1¢ = (1.38),
Sy = (1.4.5), Sa3 = (1,11,38,41). S47 = (1,17,35,38). Ssy = (1.4.5.38.39.42)) se escogen

las permutaciones 11.15,17 y 35 para generar subgrupos en sucesiones anmdnicas. cono se ve a

confinuacion.

§ Paymn Perm s farwn 17 ferm . .9
b 4 2y o e e — — ”
- e — e 7 e—- T———- = —— |
Te o e e} . Y 3T ,
sed2 srel? =% et
e o — —-a =|
1

Tdek. Tdunt. Thnd, T

Como ejemplo. se toma el subgrupo S3 = (1.11) sobrepuesto y al lado se muestra lo
generado después de 10 permutaciones (la permutacién 10. correspondiente a 1. v la permutacién

12, correspondiente a 11):

' Parm .l Peem. 12
C) o i « S — S
—J 5 o v

FEla—eon—* = o

Yerm:. | T K ]
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Se comenta que “de las asociaciones arménicas obtenidas a partir de la generacion de la rabla
de permutaciones de cada subgrupo. se puede observar que los intervalos obtenidos permanecen
constantes en todas las asociaciones del mismo subgrupo™ [Est. p. 58] (en este caso los intervalos
son terceras, sextas, cuartas y quintas). Este hecho también tenia que presentarse, ya que una
de las propiedades de un subgrupo es la cerradura y'estu:s asociaciones entre notas preservan
los intervalos, aunque no deja de ser interesante seiialario para los fines del anilisis musical.

En los capitulos 3 y, sobre todo en el 4 ( Reluciones Arménico-Contrapuntisticos y Secuencias
Melddicas) se construyen redes secuenciales (véase el Apéndice 3 de esta tésis) que “funcionan
como autématas, en el sentido maremético de la palabra, o sea, que se asocia un estado a una

estructura musical... es decir : el estado [

2z,

-E» ey — Q-

se tranforma al estado

=

por la aplicacién de la permutacién 10" [Est., p.84]. En la pdgina siguiente se presenta una

red secuencial a partir de las permutaciones del cubo como si éstas fueran reglas de produccion,
cuya finalidad es la de formar inelodias con ciertas caracterfsticas en comiin (cantidad de sonidos
comunes, orden de aparicidn de los sonidos comunes, intervalos comunes, etc.) a partir de una

identidad.

7l
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Aqui 1o se profundiza realmente en la esencia de la Teoria de Autématas desde la perspectiva
matemitica, como tampoco se hace cuando se forman drboles secuenciales de las permutaciones:
sin embargo, estos procesos (de las redes y drboles secuenciales) no se retoman en el Capitulo
5 que es la Aplicacidn al Andlisis de Obras Musicales. En dicho capitulo se busca aplicar todo
el desarrollo anterior al andlisis de 2 obras: el Preludio y Fuga en do menor de J.S. Bach. y
la sonata conocida como Patética de Beethoven.

La aplicacion consiste en tomar una identidad ? y buscar su reaparicion en el transcurso de
la pieza. en funcién de las 48 permutaciones del cubo (a partir de la identidad). Asf es que. por

ejemplo. se roma conio “identidad” el motivo inicial del preludio. compis 1

(72120212) y. remitiéndose a las permutaciones del cubo, se encuentra que en el compds 28
hav una “equivalencia” con la permutacién 3 en cuatro de las notas, Q sea, que re— sol. mi—
re. do— do v mi—re (1— 4. 2—1. 0—0 y 3—2. que es lo que sucede en la perimutacién 3 con

los 4 vértices en cuestion).

S B )

Este proceso se realiza a lo largo del capftulo y, como serfa de esperarse. se encuentran

“pedazos” de las permutaciones, con relacion a la “identidad” musical, en el transcurso de Jas

La identidad en |a aplicacidn difiere radicalmenta de su empleo. en todo el libro, como e conjunto de notas
de |a encala diaténica, correspondiente a los véitices del cubo, en cualesquisra de las 48 ponicionen de las simettiss
del mismo, y en cuyo caso son 8 notas sin repeticion (si se diferencia entre ol do = ( y el do = 7) 0, en ocasiones
(por ejemplo. en las generacion de secusncias melddicas) un nimero menor de notas. pero sin repeticidn. No
obstante, cuando se toma un nimero menor de notas (pot sjemplo. § notan) se tiene que recwitis 8 le permutacion
corvespondiente de las ocho notas (ocho vértices) porque si no se hace asf jae tuerce ol cubo! Sia embargo, la
identided en Ja aplicacin a las piesas de Bach y Beethoven es un coajunto de notas de la escals distdnica (do
= 0, re = |, etc.), poro dicho comjunto contiene hasta 20 notas (los compases 1, 2 y 3 de la fugs) con vasies
vepeticiones de la misma nota.
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piezas. A los autores les pare » importante el hecho de que se detecten ciertos elementos del
preludio por medio de las permutaciones en la fuga. ya ﬁue » parece logico el que ambas obras
estén ligadas entre si, puesto que constituyen un conjunto para el compositor. Sin embargo,
adn cuando auditivamente pueden crear una impresion de unidad, el mérodo tradicional de
andlisis nwsical no lo explica”(Est.. p.119]. No obstante, |si se llevara el mismo proceso hasta
la otra obra empleada en la aplicacién, La Patética de Beethoven, seguramente se encontrarian
también las relaciones de las simetrfas del cubo entre ésta y el Preludio de Bach, por mis
disimbolos que sean los estilos de composicién de ambos, debido al cardcter finito y permutable
de las notas musicales como conjunto discreto!

Lo que es indiscixtible es que el libro Musica y Teoria de Grupos Finitos (3 variables
booleanas) es la biisqueda mds importante que se ha realizado en México de vincular el lenguaje

nwsical cou el de las matemdticas puras.
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Capitulo 5

Musica, Estructuras Algebraicas y

Teoria de Automatas

En 1987 se publicé un articulo en dos partes de Marc Chemillier, titulado Monoide Libre et
Musique (El Monoide Libre y la Musica). La primera parte se subtitula Les Musiciens Ont-ils
Besoin des Mathematiques? (;Necesitan Matematicas los Mdsicos?) y se trata de un resumen
de diferentes enfoques y trabajos representativos, algunos de los cuales ya resefiamos en el
Capftulo 4. Concretamente, Chemillier bosqueja brevemente el trabajo de Allen Forte, Regen-
er, Lewin y Balzano, as{ como de varios otros tedricos, algunos de los cuales se estudiardn més
adelante en este capitulo, en relacién a la Teorfa de Autématas. Chemilller concluye la primera
parte de su articulo con una seccién que titula Punto de partida de una nueva proposicidn tedri-
ca, en la que prepara el terreno para la segunda parte del mismo trabajo. Se advierte que esta
segunda parte del Monoide Libre et Musique es deliberadamente formal desde una perspectiva

matemdtica, ya que “Este enfoque puede renovar el andlisis tradicional que se conforma con

buscar propiedades a tientas, a partir de hipétesis mal definidas”(Ch., p.369] . Asimismo, se ex-

plica que la intencién es usar el marco algebralco para traducir al lenguaje matemdtico la doble
organizacién de la misica, o sea, lo horizontal y lo vertical. “Se introduce por tanto, aparte de
la concatenacidn usual, una operacidn de sucesiones (secuencias) musicales” (Ch., p.369] . Cabe
mencionar que en este capitulo nosotros abundamos en la ejemplificacién, dado que nos parecia

imperante mostrar cémo las propiedades abstractas de las estructuras algebraicas efectivamente

™
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se traducen al lenguaje concreto de la misica (jpor paraddjico que suene lablar de la Miisica,

que es el arte mds abstracto, como un lenguaje concreto!)

v.I

La segunda parte del artfculo entra inmediatamente en materia con las definiciones de las
propiedades algebraicas de los objetos matemdticos que intervendrdn en el desarrollo de dicho
articulo. Hay varias formas de entender el material que maneja el autor, El fondo matemitico
nos remite a la Teoria de Grupos (Llbres) o, en este caso, Monoides (Libres) cuando se definen
por medio de relaciones y generadores; sin embargo, serd esencial poder comprender los mismos
objetos matematicos en el contexto de la Teorfa de Autdinatas (véase el Apéndice 3).

Se recordard que un monoide es un concepto més general que el de grupo, ya que no posee
la propiedad del inverso (dicho sea de paso, esta estructura parece acomodarse al caso de la
miisica en que no hay un inverso simétrlco en el sentido matematico, como vimos en el Capitulo
IV). Se considera un conjunto finito £ de elementos, y A = P(E) el conjunto de subconjuntos
de E, como el alfabeto. Los elementos del alfabeto son conjuntos, y estos conjuntos son los
sfimbolos indivisibles que forman dicho alfabeto (E, segin la notacién conuin) que sirve de base
de los lenguajes dentro de la Teorfa de Autématas. Asimisnio, se consldera el monoide libre A*,
dotado de la concatenacién (yuxtaposicion) usual, que es el conjunto de suceslones musicales.

En el lenguaje de la Teorfa de Autématas, el monolde libre A* es L*, o sea, el conjunto de
cuerdas obtenido por la concatenacidn de cero o més sfmbolos de ¥ [Linz, p.16] . Asf u que, la
yuxtaposicién de las suceslones muslcales se traduce en la concatenacién de simbolos, es decir,
cuerdas segin el lenguaje de la Teorfa de Autématas. Como se verd més adelante, se definen
subconjuntos X,Y,... de A* como lenguajes, lo cual tamblén corresponde a la definicién usual
de un lenguaje como un subconjunto de L* (véase el Apéndice 3).

En seguida el autor define una ley de composicién sobre A*, representada por ||, correspon-
diente a la sobreposicidn de sucesiones musicales. Es evidente que esta ley es un intento de

representar el aspecto vertlcal, o arménico, del fenémeno muslcal.

5.1

Cons!deremos ullv = w, para u, v,w €A%, definida asf: || : A*xA*— A*, tal que

[




(1.1) Si w=v =1 (la palabra vacia), entonces w = 1.

(1.2) Si u y v son de la misma longitud, entonces cada letra de w es la unién de las letras
correspondiente en u y v. Cabe enfatizar otra vez que las “letras” son. en este caso coujuntos
de A = P(E).

(1.3) Si |u| > |v], sea u = u'r; entonces, w = ujjv = (/||v) - x doude |v'| = [¢f.

En los ejemplos que siguen se usard esta notacién: un conjunto {do, re. mi} se escribird como

do

re | y las operaciones se realizardn columna por columna.

mi

Sea E = (do, re, mi}, A = P(E) = {{do},{re},{mi},{do, re},{do, mi},{re, mi}{do, re. mi} 0}

u = {do} {do, mi} {do, re. mi}, v = {re}(re, mi}

Musicalmente, cada conjunto representa un acorde; u y v estan en el monoide A*, cuya
operacion es In coticatenacidn.

Ejemplo 1.
do do do|re re 0 do do do

ufy = mi re mi = re re re ={do. re}{do re.mi}{do.rc. mi} =

mi mi mi

En notacién musical tenemos:

La ley || es una especie de extension a A* (el monoide) de la ley U sobre P(E). Asf es que,
parece natural Introducir una extenslén de la ley N de P(E) (la interseccion). De este modo se

define una segunda ley sobre A*, denotada ésta por ..

5.2
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Consideremos uLv = w, para u,v, w €A%, definida asi: L : 4*x4*— 4*
(2.1) Stu=v =1, entonces w = 1.
(2.2) Si fu] = ||, entonces cada letra de w es la interseccion de las letras correspondientes
deuyv.
(2.3) Si |u] > |v|, sea u = u'x; entonces w = ulv =u'Lv.
do do do | re e @
Ejemplo 2, Sean E, A, u y v como en el Ejemplo l.ulv = mi re mi =

@ mil = {mi} = w.

Seguin la notacién musical:

Asimismo. si Ju| denota la longitud de una palabra u. se tiene que:

5.3

(3.1) Ju - v] = [u] +|v| (el simbolo - representa la concatenacion).

(3.2) | ulje | = maz( [u,]v] ).

(3.3) | ute]=min( u],lv| ).

Ejemplo 3. Sean E, A, u y v como en el Ejemplo 1.

[ie-v]=(ul+|=3+2=8

full o[ = mde ful, o)) = Jul =3

juLe] = min(|u,[v]) =|v| =2

En seguida, el autor procede a definir las propiedades de cdlculo de U y N sobre P(E) (el

alfabeto) que se preservan por || y 1 en el monoide libre A*. Estas propiedades son:

54
(4.1) Idempotencia: ufju =u, ulu=u.
do do do| do do do

Ejemplo 4.1, SeanE, A, uy vcomo en los ejemplos anteriores. ujju = mi re mi re

mi mi
={do} {do, mi} {do, re, mi} =u
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do do do | do do do
Asimismo, ulu = mi re mi re ={do}{do, mi}{do, re, mi} =u
mi mi
En notacién musical se expresa:

J
f

(4.2) Asociatividad: uf|(v(|lw) = (u|v)|w, ul(viw)=(ulv)lw.

Ejemplo 4.2 Sean E,A,u y v como en los ejemplos previos y w = {do. mi} {re, mi}

do do do re refl do re do do doil re re @
ul|(v]jw) = mi re mi| mi mi|= mi re || do mi
mi mi || mi

={do, re, mi} {do, re, mi} {do, re, mi} y, por otro lado.
do do dofl re re 0 do re @ do do dol|l do re @
(ullv)|lw = mi re mi mi mi = mi re || mi mi

mi mi
= {do, re, mi} {do, re, mi} {do, re, mi}.

Segiin la notacién musical:

—

do do do do do do | @ re @
) re re | do re .
ul(vlw) = mi re = mi re mi = {mi}
|\ mi | mi mi )
mi mi |
do do do | re re 0 p 0 mi 0l d 0
o re i o - re
(ulv)lw = mi re mi . = :
_ mi mi mi i
mi -
= {mi}
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(4.3) Conmutatividad: uljv = vjjlu, ulv=uvlu

Ejemplo 4.3. Sean E,A,u,v y w como en los ejemplos anteriores.

do do dofl re re @

ullv = mi re mi = {do, re} {do. re, mi} {do, re, mi}
mi
re re O do do do
vlju = mi mi re = {do, re}{do, re, mi} {do, re, mi}
mi

En notacién musical se representa asf:

e

do do do| re re 0

ulr = mi re mi = {mi}
mi
re ré 0| do do do
vlu = mi mi re ={mi}
mi

O sea. en notacidn musical, un sdlo conjunto de un elemento:

i 5
—
A\J

N4

(4.4) Absorcidn: ul|(ulv) =vu, ul(uv)=u.

Ejemplo 4.4. Sean E,A,u y v como en los ejemplos anteriores.
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de do do do do do | re re ¢ do o do
ul(ule) = mire mi re mi = mire
mi mi m

]

{do} {do, mi} {do, re, mi} = u.

Segiin la notacidn musical: E!
wi 1

1 4
1
do do do do do do | re re mi do do do
ul(uljv) = mi re mi re = mi re
mi mi mi

= {do} {do, mi} {do, re, mi} =u

(4.5) Distributividad: u||(vLw) = (ullv)L(uflw), wl(v|lw) = (ulv)] (uLw)
Ejemplo 4.5. Sean E, A, u,v y w como en los ejemplos previos.

do do do do do do || 9§ re
( re re do re ) _

ull(vlu) = mi re mi e mi
mi | mi mi .
mi

mi
= {do} {do, re. mi} {do, re, mi}
' do do dojfre re 0 do do dof| do re @
(ufle) Lullw) = mi re mi mi re [ wi omi =
mi mi

do do do | do do do

re re re | mi re re ={do}{do, re, mi}{do, re, mi}

mi mi mi mi
En notacién musical, 1a cuerda de conjuntos se expresa como:
. .

_ﬁl".-'li——ll—-—-

ul(vflw) = mi e
mi | mi mi

@ i

do

re

mi re re ni

do do do ‘ do do do | do re @
(rene do ne)
-

mi mi mi
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{do} {do, mi}{re, mi}

do do do [ re re @ do do do | do re @
(ulv)(ulv) = mi re mi mi re | mi mi
mi mi

D9 rell do do re

mi mi mi = {do} {do, mi} {re, mi}

i}

Que, segiin la notacién musical, es:

(4.6) La palabra vacfa (1) es el neutro para la sobreposicion ||, pues: ljju = 1[(1-u) =
(i) - e=1 u=u

Por otro lado, ciertas propiedades de U y N sobre P(E) se pierden en A*. Por ejemplo.

Proposicién: No existe un neutro para L.

Demostracién. Supongamos que e es tal que ule = u para todo 1« € A® Asf es que
[ule] = |u|. Pero como |ule| = min(|ul,le]), tenemos que [e| > |u| para tado u €A*, Por lo
tanto e es una palabra infinita, y hay una contradiccién. mostrando asf que no hay neutro para
iy

Las propiedades 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4 otorgan a A* una estructura llamada enrejado. Si se
incluyen las propiedades de la concatenacién ( - ), se tiene:

(4.7) Asociatividad: u(vw) = (uv)w,

Ejemplo 4.7. Sean E,A,u,v y w como en los ejemplos anteriores.

u(vw) = {do} {do, mi} {do, re, mi}({re} {re, mi} {do, mi} {re, mi})=

({do} {do, mi} {do, re, mi} {re} {re, mi}) {do, mi} {re. mi} = (uv)w

(4.8) El neutro (1), llamada palabra vacfa.

(4.9) Dlstributividad por la izquierda de - sobre || y L: u(v|jw) = uv||uw, u(viw) = uvLuw

Ejemplo 4.9. Sean E, A, u,vy w como en los ejemplos anteriores.

u(vllw) == {do} {do, mi} {do, ey mi} [ ™ T4 P " | <
' mi |l mi mi
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{do} {do. mi} {do, re. mi} {do. re. mi} {re. mi}

do do do re re | do do do do e
uvllun = mire mi miore momi =

mi mi
{do} {do, mi} {do, re, mi} {do, re, mi} {re, mi}.

En notacién musical, u(vljw) = uvfluw =

R S
e of
u(vLle) = {do} {do. mi}{do, re. mi} o R {do} {do. mi} {do, re. mi} {re mi}
mi | oo
do do do re re | do do do do re

utluw = mi re mi mi re mi mi ={do}{dv. i} {do, re, mi} {re. mi}

mi mi
En noracidn musical, u{vLw) = vvluw =
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5.5

Defi nicién. Un enrejado (véase pag. 80) es un conjunto con dos leyes ( T,A,V ), que

verifica:
(5.1) Idempotencia: LAu=u, uvVu=u
(5.2) Asociatividad: uA(wAu) =(uAAw, uVwvw) ={uve)vVuw
(5.3) Conmutatividad: uAv=vAu, uvu=uvvu
(5.4) Absorcion: uA(uVvVo)=u, uV(uAv)=u

Un congjunto reticulado es un conjunto con una relacién de orden ( £, =) tal que, para todo
zyyen E, existen el inf(z,y) y el sup(z,y).

Teorema 5.1: Todo conjunto reticulado es un enrejado y rec{procamente.

La correspondencia entre las dos estructuras se presenta candnicanente conio:

(a) Si T (o sea, (T, A,V)) es un enrejado, se define una relacién de orden < sobre T:z <y
siysdloslzVy=y d cAy=uz.

(b) Si (E, =) es un conjunto reticulado, se definen A y V como: z Ay = inf(z,y) y
zVy =sup(z,y).

Primeramente se demostrard que un enrejado es un conjunto reticulado, Sea z < y para
T=zAY B

Entonces zVy = (zAy)Vy =1y. La relacién < es una relacién de orden, ya que

(5.5) ¢ <z, entonces TA T = I.

(56) t %y y y <=z entoncesz =y, pues:c::ix\y =yAz =y

(5. x=%y yytzentoncesz{z,yaquezAz=(TAy)Az=aA(yA2)=zAYy=1.

Asf es que, para z,y en T, Inf(z,y) existe, y es lgual az Ay porque: ’

(Ay)Az=cAy dondezAytz y (@Ay)Ay=zAy dondexAy <y

Asimlsmo, simAz =mAy =m (es decit, m <z y m < y), entonces

mA(@Ay)=mAz=m, dndem JzAy.

Por lo tanto, inf(z,y) =z Ay.

Anslogamente,

(zvy)Vz=yvVzdonde yVzrz y (zVy)Vy=yvy donde yx .

Delgual forma, sizvm =yVm=m (mxz y m> y) entonces mV(zVy)=mVy=m
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donde mz Vv y.

Por lo tanto, sup{z,y) =2V y.

Ahora demostraremos que un conjunto reticulado es un enrejado, ya que ciuple las propiedades

estipuladas, Sea z Ay =inf(z,y) y = vy =sup(z,y).

(5.1) Idempotencia: inf(r, x} = sup(z,z) = r.

(5.2) Asociatividad: sea & < y, y =< z. Los supremos comunes a .z y sup(y,z) son del
conjunto {z,y, z} y serd el mismo supremo para el sup(z,y) y 2. En este caso el supremo es z.

Andlogamente, el {fnfimo de £ e inf(y,z) se encuentran igualmente en el conjuato {z,y, 2}
y serd el mismo para el infimo entre inf(z,y) y 2. En este caso el {nfimo es 2.

Conmutatividad: inf(z,y) =inf(y,z), sup(z; y) = sup(y, x). v

Absorcion: inf(z,sup(z,y)) = sup(z,inf(z,y)) porque x =< sup(z,y) y x = inf(z,y). @

5.6
Definicién, Una estructura matemdtica lamada solfeo, es un conjunto dotado de tres leyes
(S, 1l, L, ) que verifica:
(6.1) (S, ]}, L) es un enrejado distributivo {es decir, cunmple con 4.1, 4.2, 4.3, 44 y 4.5).
(6.2) (S,-) es un monoide con elemento neutro 1.
(6.3) 1 es neutro para {.
(6.4) La concatenacién - es distributiva por la izquierda sobre || y L.
Ejemplo 6.1, (N, mdz, min, +) es un solfeo, con N el conjunto de nimero naturales,
Sabemos que el orden sobre N es total, es decir, para todo m,n € N,
m =<n o n=%m. Estoimplica que (N, <) es un conjunto reticulado, puesto que para tedo
m,n de N, inf(m,n) = m si m <X n oinf(m,n) = n s n < m y andlogamente para el supremo.
Como (N, <) es un conjunto reticulado, posee a la vez la estructura de un enrejado, como ya
se demostrd. Ademds, el enrejado es:
(6.1.1) distributivo, ya que mdz(m, min(n, p)) = min(mdz(m, n),méz(m,p)) y
mién(m, méz(n, p) = mdz(min(m, n), min(m,p));
(6.1.2) asociativo, dado que la suma sobre N posee esta propiedad, y cero es teutro para +
(m+0 = 0+m = m);
(6.1.3) distributivo, para la suma sobre mdz y min, porque:
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donde m = zVvy.

Por lo tanto, sup(z,y) =z Vy.

Ahora demostraremos que un conjunto reticulado es un enrejado, ya que crunple las propiedades

estipuladas, Sea x A y = inf(x,y) y VvV y=sup(z,y).

(5.1) Idempotencia: inf(x,z) = sup(z,z) = r.

(5.2) Asociatividad: sea x < y, y < 2. Los supremos comunes a £ y sup(y,z) son del
conjunto {z, y,z} y serd el mismo supremo para el sup(z,y) y 2. En este caso el supremo es 2.

Andlogamente, el infimo de x e inf(y, z) se encuentran igualmente en el eoujunto {x,y, 2}
y serd el mismo para el infimo entre inf(z, y) y 2. En este caso el infimo es .

Conmutatividad: inf(x,y) = inf(y,z), sup(z; y) = sup(y, ). '

Absorcién: inf(x,sup(z,y)) = sup(z,inf(z,y)) porque z X sup(z,y) y x> Inf(z,y). B

5.6

Definicién. Una estructura matemdtica llamada solfeo, es un conjunto dotado de tres leyes
(S,l, L,-) que verifica:

(6.1) (S, ||, L) es un enrejado distributivo (es decir, cumple con 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5).

(6.2) (S,*) es un monoide con elemento neutro 1.

(6.3) 1 es neutro para ||.

(6.4) La concatenacidn - es distributiva por la izquierda sobre || y L.

Ejemplo 6.1. (N, mdz,min,+) es un solfeo, con N el conjunto de nimero naturales.

Sabemos que el orden sobre N es total, es decir, para todo m,n € N,
m 2 n o nxm. Estoimplica que (N, <) es un conjunto reticulado, puesto que para todo
m,n de N, inf(m,n) = m si m < n o inf(m,n) = nsi n <my andiogamente para el supremo.
Como (N, X) es un conjunto reticulado, posee a la vez la estructura de un enrejado, como ya
se demostrd. Ademds, el enrejado es:

(6.1.1) distributivo, ya que mdz(m, min(n,p)) = min(mdz(m,n),mdz(m,p))} y

min(m, mdz(n, p) = mdz(min(m,n), min(m,p));

(6.1.2) asociativo, dado que la suma sobre N posee esta propiedad, y cero es neutro para +

(m+0 = 0+m = m);

(6.1.3) distributivo, para la suma sobre mdz y min, porque:
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m = mar(n,p) = mdr(m-+n,m+p) y m+min(n,p) = min(m =n.m =+ p).
(6.1.4) Asimismo, el cero es neutro para el maxino ya que para todo m € N,

maxr(0.m) = mde(m,0) =m. B

5.7

Veamos como se relacionan dos solfeos. Definimos un morfismo ¢ de un monoide 4* en un
monoide M con las siguientes caracteristicas:

(7.1) o(xy) = p(x)p(y),

(1.2) o(Iye) = In.

La forma en que se caracterizan los monoides libres es a través de las aplicaciones universales,
Para toda aplicacién 8 de A (un alfabeto) en un monoide M, existe un morfismo unico 2, del
wonoide A* en A/, que extiende 8,

8 = /4 (p restringido a 4)

P(uguz) = o(uy)p(ug) ’

@(142) = lyy (donde 1 es la palabra vacia de 4*)

T (inyeccion)
Y .;A-t

A

9='f°/A v LT =6

M

Ejemplo 7.1. Sean E,4 y u como en los ejemplos anteriores.
Consideremos la inyeccién 7: A — A*, 7( ﬁ) =u, ué€ A" con
=p/AtA— M, 6(h)=2u.

Sea ¢ : A®— M, p(u) = 2u, entonces:

({do}, {do, mi},{do, re, mi}) = {do} {do, mi} {do, re, mi} .
({do},{do, mi},{do, re, mi}) = {do} {do, mi} {do. re, mi} {do} {do. mi} {do, re, mi}
o({do} {do, mi} {do, re, mi}) = {do} {do, mi} {do. re. mi} {do} {do, mi} {do. re. mi}
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En términos generales no se puede definir un homomotfismo £, de un solfeo S en un solfeo
S, tal que:

fle-y) = f2)- £)

fally) = F@) 1 £w).

El problema estriba en el hecho de que los elementos de un solfeo pueden desconiponerse
de distintas maneras por || (en la demostracién del Teorema 5.2 se ilustra este heclio). Sin
embargo, bajo ciertas restricciones podemos definir un homoniorfismo de S en §'.

Teorema 3.2: Para toda aplicacién A de E en el solfeo S, donde B = P(F), existe un
morfismo tnico f del solfeo S, donde A = P(E), en el solfeo S’ que extiende a A. si y sdlo s

(7.3) Paratodo a,b € E, |A(a)}=|A(D)| ¥y

(7.4) Loeg A(b) = 000....0  (entonces, f(0) = 00....9).!

! Aunque no se menciona en el asticulo. es evidente que la extension se realiza por medio de funtores (véase

el Apéndice 4), 0 sea, f = F()'). Veamos que £ = F()’) es un funtor covarlante.

(I1.2.1) A cada abjeto (conjunto) E € C, se le asocia S € (',

donde los objetos de ' son soifeos.

(11.2.2) A cada morfismo (V' : E — F) € C(E.F), s le

asocia un morfismo (F(\') : F(E) — F(B) € C'(F(E),F(B))

(donde los objetos de ¢’ son solfeon), que satlsface:

(I8.2.3) F(A" o X') = F(X")o F(X).
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Demostracién, Prineramente desmostraremos la necesidad. Sea f un morfismo tinice de §
en S Supongamos que, para algina,b € £, [Ma)] #{AMb)], (A= f/E comaoen la hipétesis).
Supongamos también, sin pérdida de generalidad, que |AM(a)| == [AD)]. Sea « = {a, b} {a,b} =

a a

]
descamposicion bajo ||). Por un lado,

f(u) = flaa|lbb) = f(an)||f(bb) = fla)f(a)| f(bIF(b) = Ma)A(a)ACOJN(D) y ashs |f(u)| =
2A(a)] (por 3.2). Por otro lado,

f(u) = f(abljba) = f(ab)l|f(ba) = f(a)f(W)I1f(b) f(a) = M) A(DIIA(D}Ma),  de donde

1f ()] = Aa)] + |A(b)] < 2|M(a)] (también por 3.2).

Por lo tanto, para todo a,b € E, |M(a)] = |M0)|, ya que la longitud es rinica.

en cuyo caso, se tiene que v = aafjbb = abljba (esto ejemplifica las distintas maneras de

De modo igual, sabemos que § € E y que |A(@)] = |Ma)| para todo n € E (por lo que

acabamos de demostrar), Supongamos que, para £ = {a,b}, F = {z,y}, que M(a) =
z

z, M(b) = {z,y} = (N + E ~ F). Entonces, N(a) N N(b) = {z} # @ y para A(0) habrfa

y
dos posibilidades: M(@) =z 6 Ag(9) = O (por la definicién de morfismo, ya que X = f/E). Como

esto no puede suceder, tenemos que Lyeg A(6) = 8@.....8. Entonces, A(@) = ¢8....0 (n veces).

De esta manera, si f es un morfismo dnicode S en §', A = f/E verifica T3 y 74.

Supongamos ahora que 7.3 y 7.4 se verifican para A de E en B* y sea k = |Ma)|, s € E.
Asimismo, sea f: S — §’, dada por:

f(0) = 00.....0 (k veces), f(1) = 1; (0 es el elemento idéntico para || y 1 es la identidad
para +). »

£ () = flacuMa) para ui € A=P(E), ui # i

f(u) = f(ug) f(ug)... flus) para u = ujua.tn, conu; €4, u€4*

Veamos que f e3 un morfismo: sea u = vw, U = Ujlig...ln, U = Ulollp, W = Uppy.Un.
Entonces, f(v)f(w) = f(ur..up) f(tupr1.ttn) = f(t)of(up)f(upr1). f(n) = flur.un) =
f(u)
= f(vw).

Como ¢! dominio de F(\") es imF(X') el funtor es covariaute.
Esto se aprecia cla por In direccién de las Bechas.
(11.24) F(12) = lpcg), ya que 1 = @ bajo la unién (V) en E,
y lpi5) =@ bajo | en S.

87

A —— e v orma - i S g 2 o e e R Ao b g 22

—— e e o o m o e e =




Sea u = vljw, u=uy..uy, mar(|v],Jw| ) =|u|, donde suponemos, sin pérdida de zenera
lidad, que jw| = |u = n.Seaw = wy..wn y v = vy..0p, con 4; = U parai X p,y 1, = w, para
i = p+ 1. Entonces, f(uv)ll f(w) = f(vr)...f(vp) | f(wy)...f(wp) fluwysr ). f(uz) donde, segiin

7.3, | f(v)| = | f(un)]| para todo i X p.2 Asi es que, se puede aplicar la propiedad de cdleulo (1.3)

que ya se vio en este capitulo y se tiene: f(v)||f(w) = (f(n1) ... flop)llf(ur) ... f(wp)) f(wpsr) ...

(O fw) . (£ )] F () .. fun).
Pero si v, wi € A, entonces f(vi)l| f(w1) = (laewA(@)) (laguw M) = [legvuw A@)= f(vi U wi).
Por lo tanto, f(u)f(w) = [f(y Uwy) ... f(up Uwp)) - fQwper) ... flun) = f(u) = fu]lw).

Ahora probaremos la unicidad. Supongamos que. hay otro morfismo h. Hay que verificar
que h/E = A = f/F para poder afirmar que & = f. De la condicidn 7.3 vemos que A(f) =
#..0 = f(8). Por la definicién de un morfismo h(1) = 1 = f(1). Para todo u; € A se ve,
por la forma en que estd definida la aplicacidn, que si u; = v; U w;, donde v, # w;, entonces,
para ay..ap € U Y apl..an € w, se tiene que h(w;) = A)|h(wy) = Jlugw Ma)llaew, (@) =
AMa)[A(ag)... ] Man) = f(uillf(wi) = f(u). Asl es que, f/E = h/E. Ahora, sea u € A*,
u = viw;. Entonces, A(u) = h(vi)h(wi) = [lacuAa)llucw,Aa) = f(v)f(w;) = f(u). Por lo
tanto, f =h. @

Ejemplo 7.2. El morfismo de la transposicidn. Una transposicidn (o transportacidn) de
una sucesién musical (una palabra o cuerda) implica recorrer la misma sucesién un intervalo
(musical) mds agudo o mas grave. En este caso se considera una transposicion a un semitono
superior. Si E = {la, do, mi}, entonces F = {.sib reb, fa} La transposicién aparece como
la extension de la af licacidn de E en F definida asf: la—si®, do~ re’, mi—fa. Esta es una

aplicacién inyectiva de £ en F.

Es evidente que u; pertenece a 4, y no a £ conlo estipula 7.3. Pero por la construccién del morfismo,
S(1) = |lagu,Ma) para us € A. Asi es quei [f(wi)] =] |lagu,Ma) | = mdz(|M(as)] ) (conj = L...n) = [A(a)| =
1A()] = mdz(|A(b;)i = lllsguiMb)| = {£(w)l.
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Ejemplo 7.3. Aumento y disminucidn en el ritmo. En este ejerplo veretos que el aumento
ritmico es un morfismo aditivo y multiplicativo. Se considera un aumento en el ritio que dobla
los valores. Algebraicamente se representa asi: sea E el conjunto de elententos que consta de
dos partes disjuntas con la misina cardinalidad. E = EgU E'. Para a en Ey (a dura una unidad
minima de tienpo), @’ significa que se extiende una unidad de tiempo. Sea X' : E — E? definida
para N'(a) = aa’ y N(a') = a’a’. Tenemos que,

(i) Paratodo e € E, |Ma) =2

(i) LageMa) = 00

Asf es que el aumento que extiende A es un morfismo.

o
=515
A !
E > 1,
f— 4
===
5.8

Despuies de desarrollar las estructuras algebraicas y sus morfismos, se explora el dlgebra de
las relaciones de equivalencia y la misica. Primeramente, y acorde con el propésito iniclal de
formalizar todo, se define una relacién R que es compatible a la lzquierda con una ley - (la
concatenacion) sobre E,

Definicién 8.0. Para todo z,y,2 € E, 2Ry & zzRzy. Asimlsmo, la relacién es compati-
ble bilateralmente si se cumple para la izquierda y la derecha.

Ejemplo 8.0. Consideremos do. mi, sol € E. Si miRsol, eutonces. do miR do sol.
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En seguida se enumeran unas definiciones en torno al nonoide (4*.). Es en est. parte
donde se introduce un subconjunto .X' de A*, al cual se le denomina un lenguaje (véase el
Apéndice 3).

Definicion 8.1. La relacidn de equivalencia sobre A* para los buenos finales: x ~ y si y
slo si para todo u € A¥, tenemos que (a) si zu € X entonces yu € X v (b) si yu € X entonces
ne X

Ejemplo 8.1 (los buenos finales)

Sea u = {sol, si. re. fa} {do, mi, sol}, = sol, y = re. Tenemos que r ~ y. piiesto que

sol {sol. si, re, fa} {do, mi, sol} ~ re {sol, si, re, fa} {do. mi, sol}
xu yv

Definicién 8.2, La relacidn de equivalencia sobre A" para los buenos contertos: r = y si

v silo si para todo 1, v € A, si urv € X entonces uyr € X.

Ejemplo 8.2. (los buenos conteztos)

Sean r y y como en el ejemplo anterior y, en este caso, sea v como era u en dicho ejem-
plo anterior. En este ejemplo sea u = {do, mi, sol} {sol, si}. Asi es que. » = y, dado que
{do, mi. sol} {sol. i} (sol} {sol, si, re, fa}{do, mi, sol} € X v
{do, mi. sol} {sol. si,} {re} {sol. si, re, fa} {do. mi, sol} € X.

uxyv vyv .

EEPSIEE

Definicién 8.3, Ahora se define una relacién sobre el solfeo (A*.||.L, ) donde 4 =

P(E) llamada la relacién de equivalencia para las buenas armonias: 2Hy si para todo u,v €
A*, u(rflv) € X siy sdlo st u(yljv) € X.
Ejemplo 8.3.  (las buenas armonias)

Sean u.v,xz,y como en el ejemplo anterior.
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sol @ | sol ao

si mi
u(r|lv) = {do, mi,sol} {solsi} =

re  sol

fa

{do, mi,sol) { sol,si} {sol,si, re,fa} {do, mi,sol} € X
re @[ sol do

i
u(yflv) = {do, mi,sol} {sol,si} some
re sol
fa

{do, mi,sol} {sol,si} { sol,s1, re,fa} {do, mi,sol} € X

% )|

J

En el ejemplo musical que viene a continuacién, se puede distinguir entre las relaciones de
equivalencin y las que no lo son.

Ejemplo 8.4

Sea X el lenguaje contenido en las dos sucesiones siguientes. que difieren por una sola nota,

llamada nota de paso y que puede o no omitirse.

==

Asf es que, las dos sucesiones son equivalentes para los buenos contextos.

9




ya que si r es el sol del primero. y y es la® con el valor de una corchea. tenemos que uxr € X

y uyr € X. Los contextos armdnicos comunes son:

U e nece uvia.mouic:l . T

v PU.JQ jer.y
‘ vy

PR | Fherotr | Eherrety ..

ErRE == S S =T

En cambio, las sgguxeutes sucesnones
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1o son U([lli\’il!!}llll...i, puesto que se puede ENCORtrar un contexto arindinico que couvenga a

la segunda y no a la primera:

s
="
A~
T —well
151
<
i

His_

) b

2 d
o
o)
¢

El problema que se presenta aquf es que se pierde el lo? que le da su caracteristica al acorde
de fa menor. St vemos a  como el sol de a) v a y como el la” de b) con valur de una corchea.
u{rliv) ¢ Xy u(yllv) € X, siendo X el contexto arménico que admite el acorde de fa menor.

Por otro lado, las sucesiones mostradas en seguida si son equivalentes.

ﬁiaﬁ%gigs
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ya que no se pierde el o’

5.9

Después de explorar las relaciones netamente algebraicas del monoide A* y sus derivados
(como el solfeo), el autor cambia el enfoque al de la Teoria de Autdinatas. Se roma el solfeo
(8,1, L,"), donde A = P(E), y los subconjuntos o lenguajes X,Y C A* y se define la sobreposi-
cionde X y Y como: X||Y = {X||Y: € X,y € Y}. Asimismo, se define ln sobreposicidn de
longitudes iguales de X y Y como: XY = {z|ly : ¢ € ‘{, y€ X, lz| = lyl} . De esta manera
se formula un teorema:

Teorema 5.3: Si X y Y son dos lenguajes pei‘tenecientes a Sy reconocibles para un
autémata (véase el Apéndice 3), entonces XIIY también es reconocible para un autdmata.

Demostracién: sea A = (Q.6,T) y A' = (Q',6',T') dos autématas deterministas receptores
que reconocen los lenguajes X y Y. Se forma el autémata A" = (Q x Q',(6,6"),T x T') de la
siguiente manera: '

z=zUy:(p,q)— (rns)conz:p—renAdyy:q—sen A Veamos que |A"| = XTIY.

Primeramente, sea |A4”| el comportamiento del autémata. Sea w la etiqueta de un camino
de A", que va de (i, i') — (t,t'); se pueden asociar dos caminos, de A y de A, de la siguiente
manera: si z: (p,q) — (r,3), entonces le corresponden, por construccién, dos flechas en A y
A':p—ryq— s cuyas etiquetas son z y y, con z =z Uy. Asf es que, hay dos caminos,
i—tyi -t de Ay A deetiquetas u y v, tales que |u| = Jv| = |w|, y w = ullv. Asl es que
A" C XTTY.

Reciprocamente, sea w = uljv donde |u} = Ju] = |w|, y u y v son etiquetas de caminos de

Ay A'talque u:i — ¢t y v:i' — t', Por lo tanto, el camino (i,i’) — (t,t') cuya etiqueta es
ullv = w se logra en A” y XIIY C |A"|. @

Posteriormente se hace una generalizaclén de este teorema, ya que puede darse el caso de
que los subconjuntos de § (que son suceslones musicales, o sea, lenguajes) X o Y sean infinitos
y no tenga sentido hablar de la sobreposicién de longitudes iguales, XI1Y. De este modo, se
enuncia otro teorema:

Teorema 8.4: Si X y Y son lenguajes, subconjuntos de S y reconocibles para un autémata,

entonces X||Y también es reconocible para un autémata.
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Demostracion, Sean A, A’ y A” como en la demostracién anterior. Asimisio, sea Ag =
[Q*xQuUQUQ,(6),T « T"UTUT' con la flechas

(p,q) = (r,8) en A

p—r  sipre Q y la flecha estd en A;

q—s siqs€Q ylafecha estd en A

(pt)y—rsiteT reQyp—ren A

(t,g)—s siteT,seQ,yq—sen A. _

Primeramente, sea |A4| el comportamiento de un autdmata, con w = ullv,u € E,v € Y
yeonu:i—ten Ayv:i — t en A Sabemos por la demostracién anterior que si
lu| = |v|, entonces w : (i,i') — (¢,t') estd en A", Si |u| # |v|, suponganios, sin pérdida de
generalidad, que ju| > |v| y u = w'u”. Siv':i = pyu’:p—t, entonces v'||lv: (i,i’) — (p,t)
estéen A’ y u” : p — ¢ estd en A Mds atn, si se escribe u” = ru”, se tiene un camino
p — r — t de etiqueta zu™ en A, y la flecha z : (p,t') — r estd en Af con la etiqueta:
(W' [v)zu" = (W'||v)u” = v'u"|jv = uljv = w. Por lo tanto, |Ag] € X||Y.

Reciprocamente, tenemos X|[Y, y w la etiqueta de un camino en .Aj. Si el camino es de la
forma w : (i, i) — (t,t'), entonces existen dos caminos u:i—tyv:i' =t/ de Ay A, yw=
ullvcon u € X,v €Y. Siel camino es de la forma w: (i,i') — ¢, ¢t &€ T, entonces sea p el primer
estado de Q que figura en el camino w: (i,i') — t; as{ es que w' x w" : (i,i') — (q,t') = p — ¢.
El camino w' : (i,i') — (g,t') puede descomponerseenu:i —qy v:i — t,con w' = ufv
yveY Enestecasoux w’ :i—q— p— tesun camino logrado de A, donde uzw” € X
y w = wzw" = (u|[v)zw” con |u| = |v|, donde w = uzw"|lv, uxw” € X y v € Y. Asf es que,
XYy c |Agl. @

A continuacién se definen melodia y polifonia. Una sucesién (cuerda) w en S es una melodia

si para toda letra w; de w: cardw; < 1 (es evidente que se refiere a la cardinalidad de los

conjuntos de A = P(E), que es el alfabeto, Asf es que, A coincide con el conjunto E que le da
origen y no se contemplan acordes), Una sucesion w de S es una polifonia estricta a n voces,
si:

(i) existe una particién de E = E,UE;U...UEy;

(it) existen n melodfas, M, sobre Ey, Mj sobre Ej.... My sobre En, tal que: w = M, || Mg]|...Mn, wi; €

M;
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(la familia de M es 1inica porque, para una particién dada de E, para cada letra w; de w la
card(w; N E,) <1, cualquiera que sea i < n)

Como ya se vio, la sobreposicion de un nimero finito de subconjuntos (es decir, lenguajes
reconocibles para un autémata) es a su vez reconocible para el antdmata. Si se tiene un
conjunto finito, el nimero de particiones que pueden considerarse tamnbién es finito. Un forma
de reconocer la polifonias a n voces sabre un conjunto de elementos E es construir un automata
segiin el algoritmo que sigue:

- se buscan todas las particiones posibles del conjunto E en n clases:

- para una particién dada, se determinan los aucéﬁmtas que pueden reconocer las melodfas
(las melodias son lenguajes reconocibles para un antdmata) que se pueden fortnar en cada clase;

- se construye un automata que reconozca la sobreposicién (f|) de n familias de melodfas;

- el autémata que reconozca una polifonfa estricta a n voces sobre E serd obtenido por el
reagrupamiento de todos los autématas del inciso anterlor, para todas las particiones posibles
de E en n clases,

Para un conjunto de p elementos, el nimero de particiones en n clases, Fy}, que se puede
formar sobre £, se calcula en funcién del nimero de suprayeccioues, Sp, de ux; conjunto de p
elementos a un conjunto (menor o igual) de n elementos. De esta manera, Sp = nlPy. Este
ndmero de suprayecciones del conjunto de p elementos en el conjunto de n elenentos se calcula
por medio de los nlimeros de Stirling de segundo tipo, cuya férmula es:

I kc0.n(~D* ()0 — k)P [Gri. p.74-77).




Asi es que, se tiene una construccion semejante a un tridngulo de Pascal:

L2 3 4 5 60T 8
Lol

2 1

313 1

4 1T 61

5115 % 001

6 131 9% 6 15 1

7 1 63 301 350 40 2 1

8 1 127 966 1701 1050 266 28 1

St Ey,..,En es una particién de E, y My, ..., My son las familias de melodfas sobre los
conjuntos de elementos E;, dichas familias son reconocibles para un autdmata finito. Asimismo,
en los conjuntos de tipo Eilf...)| . las palabras se descomponen de manera iinica, wyff...wn.
Pero cuando se tienen n lenguajes, Ly, Ly, ...Ly, ,;cu&les son las palabras de Lyf...]| L, que se
descomponen de manera tnica? (o sea, en los casos en que las palabras son conjuntos).

Esta pregunta, que se mantiene ablerta, tlene una hinportancia musical, porque las hipétesis
tedricas que justifican el enfoque que se adopta en este artfculo consideran las sucesiones mu-
sicales como una especie de sucesiones de “paquetes de eventos simultdneos”. Esto implicarfa
que, de acuerdo a la notacién tradicional de la musica, se pierde informacidn sobre el reparto de
las notas entre las diferentes voces de la polifonfa. Sucede que, cuando las n voces son diferen-
ciadas por los timbres (instrumentos distintos, por ejemplo), se trabaja con una particién en el
sentido matemdtico, que divide el conjunto total de todas las voces diferentes, y no se da paso
a la ambigtiedad.® Pero en los casos de polifonfas realizadas en instrutmentos idénticos, o en
un solo instrumento polifénico, como el piano, la ambigiiedad es inherente al nismo fenémeno
musical.

El dltimo ejemplo musical de este tema consiste en un trabajo de un grupo de musicélogos

La ambigiledad es un concepto praciso en la teoria de sutématas, pero como implica conceptos como los
lenguajes libres de cantezto y drboles que no hemos definido en este traliajo, se deja como ides intuitiva por la

semantica de ls palabiea.
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que transcribieron. por ordenador, unas tablaturas para ladd del siglo XVI. El ladd es wn
instrumento polifénico que, por lo mismo, puede ejecutar varias voces simultdneas. Sin emibargo.
la notacion de tablatura, que indica donde colocar los dedos, no permite visualizar el desarrollo

de las distintas voces.

NS A S AR
319 2 c 212
2! g r

Las tablaturas se parecen a las sucesiones descritas en el articulo que estamos comentando,
ya que los elementos (el elenento es equivalente a “la colocacién del dedo sobre el diapasén™)
son realmento las notas que forman las letras del alfabeto. El equipo ERATTO (Equipe de
Recherchie sur | *Analyse et la Transcription des Tablatures par Ordinateur) logré obtener
automdticamente, por medio de un programa de decifrado. la notacién musical para partitura,

asignando distintas notas a diferentes voces.

-+
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La version final (refinada por Raymond Meylan) quedd asf:
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i
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- La idea de relucionar la Teoria de Automatas con la misica se remonta a los afios sesenta
y setenta. En su articulo Grammars as Representations for Music (Gramdticas como Repre-
sentaciones para la Misica), de 1979, C. Roads resefia brevemente los principales aportes de
varios tedricos representativos, que han utilizado Gramaticns (véase el Apéndice 3) para
modelar estructuras musicales. Una profundizacion en esta linea agrandaria cdemasiado el pre-
sente trabajo, pero se presentard a continuacién un ejemplo del tipo de investigacidn que se
realiza. En 1968, Terry Winograd describié un programa computarizado que analizaba las es-
tructuras armdnicas de varias composiciones tonales. El programa realiza, primero, un anlisis
preliminar de la sintaxis de un fragmento musical. También, en esta primera fase, se procesa
la informacidn para reducir e nimero de caininos que se usardn en el andlisis. Asf se eliminan
caminos que tendrfan sentido gramatical con respecto a la armonfa codificada, pero que carecen
de sentido musical. El programa se aplicd a selecciones de Schubert (Opus33, nim.7) y Bach
(Corales 12 y 57) con buenos resultados en cuanto al andlisis arménico. Esto sirvié como base
para desarrollar un Sistema de Lenguaje Natural para la Comprensidn, SHRDLU. Este sistema
tiene la capacidad de “aprender” de su ambiente, tanto de la informacién que se mete, como
de la que se deduce internamente. Asi es que, uno de los aspectos técnicos notables del trabajo
de Winograd es la expansién del concepto de Gramadtica, como algo mds que una simple lista
de reglas de produccién.

En la primera parte del articulo de Chemellier hay algunas referencles mds a la aplicacién
de la informdtica y los autématas al andlisls musical. Se cita a P. Greussay quien, en un trabajo
de 1985 para la LR.C.A.M. (Institut Recherche Coordination Acoustique Musique) de Parfs,
titulado Ezposition ou Ezploration: Graphes Beethovenians, opta por el andlisis de elementos
particulares de obras especificas, méds que por agrupaciones generales como “musica tonal”,
“escuela cldsica vienesa" etc.

Se maneja due, en el anilisis de una pieza musical, se pueden colocar los simbolos de la
partitura en una relacidn de unos con otros. De esta forma, en una partitura que contiene n
simbolos, hay 2"*" relaciones posibles. Este nimero, 2™, es el conjunto potencia de los n?
Intervalos que se obtienen si se tabulan los intervalos dirlgidos de cada nota, en un conjunto de

clases de altura dado con n elementos, a cada una de las otras notas y consigo mismo. Vamos
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a poner un ejenplo: si se tiene el conjunto de clases de altura con 3 notas. {do. re. nu}. los
intervalos dirigidos son: do— do, re— re, mi— mi, do— re, re— do. do— . mi— do, re—
miy mi- re, que son, precisanente, P =0

De esta manera, en la Sarabanda, de la Primera Suite Francesa de J.S. Bach, n = 534 y
ihabria 2530% telaciones para analizar en términos intervilicos! Sin embargo. muchas de estas
relaciones son carentes de sentido musical, en tanto que otras si son relevantes. Se mide. en-
tonces, la calidad de una pieza por el ntimero de relaciones relevantes que hay en ella. Pura
poder dereminar estas refaciones se recu.re a modelos inspirados en la infornidtica. La so-
brepaosicién en el tiempo de sucesiones musicales puede verse como dos procesos paralelos. uno
arménico v otro polifénico. En el analisis de la vigésima Variacidn Dinbelli. de Beethoven
se programan agentes mentales que repercuten sobre la sucesion musical (yue se renliza por
intervalos). asi como un didlogo entre dichos agentes para construir una configuracién de los
intervalos caracterfsticos de la pieza. La pieza mencionada comienza con una cuarta descen-
dente, seguida de una segunda mayor ascendente. Los agentes son, por ejemplo. NOTAS, que
recoge las notas v las envia a INTERVALOS, quien forma los intervalos y los manda a CON-
FIGURADOR. quien se esfuerza en descubrir las regularidades de la confignracion. ete. De este

miodo. los cinco priyneros cotnpases forman una configuracion abstracta de intervalos, a manera

de gréfica. ,
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Parece haber acuerdo entre los tedricos, como hemos marcado en otros capitulos, que hay
un dominio de la misica que no es accesible al analisis racional pero, a la vez, hay una parte
algoritmica (en el lenguaje de la informatica) de la elaboracidn de cualquier composicidn. Los
intentos de controlar la organizaicon de eventos sonoros por ordenador data de los afios cincuen-
ta. Greussay planted en 1973, en su tesis de la Universidad de Parfs, un método automatico de
arinonizacion y, en 1985, salié un articulo de S.R. Newcomb, en el Computer Music Journal,
donde se revela el programa LASSO, que corrige ejercicios de contrapuuto.

En los afios sesenta, Pierre Barbaud escribié dos libros, fntroduction d la Composition Mu-
sicale Automatique (Introduccidn a la Composicién Musical Automdtica) y La Musique: Dis-
cipline Scientifique (La Musica: Disciplina Cientifica). En ellos se sentaron lus bases tedricas
para este enfoque. Interesaban, en particular, las sucesiones de acordes juzgados como “correc-
tas” en la armonfa tradicional. En una tonalidad dada, se usan aimeros romanos para indicar
los seis acordes que se pueden construir con todos los sonidos de la escula diaténica menos la
sensible. Por ejemplo, en do mayor se tiene I= {do, mi, sol}, I1= {re, fa, la}, etc. Una sucesién
armdnica es como una palabra formada del alfabeto {I, II, III, IV, V, VI} *

P o
o1
@

Como ejemplo, 1a sucesion 1 VI IV 111 V I es reconocida por un autémata. También se
pueden considerar las modulaciones. A continuacién se describe graficamente la modulacién
de do mayor a su subdominante, fa mayor. Como I en do mayor es igual a V en fa mayor, se

emplean estos dos acordes como pivotes.

“Es evidente que los trabajos de Barbaud ejercieron una influencia en Chemillier.
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Se abtiene. de esta forma. un automata de " 472 estados. Un medin que se usa para el
reconocimiento de {as sucesiones correctas de acordes. es analizarlos por wedio de la polifoufa.
Asi es que. cada nota de los acordes se trata como una de las voces de una polifonia. Se
propouen tres reglas para realizar esta operacion,

(1) Todos los acordes tienen que estar en Ja misma tonalidad en la etnpa inicial;

(2) 1a polifonia estd a cuatro voces;

(3) Ja nota fundamental esta doblada y las otras dos notas son la tercera y la quinta.

Asimismo, cuando e} cambio de acordes va del estado X a ¥ (determinado por la fundamen-
tal) la nora fundamental se encuentra siempre como bajo y el cambio en las otras tres partes
se hace segin las siguientes reglas, de acuerdo con el caso:

a) Si el intervalo (de la fundamental) de X a Y es ascendente:

a.l) la fundamental de X es seguida por la quinta de ¥

a.2) la tercera de X es seguida por la fundamental de Y

a.3) la quinta de X es seguida por la tercera de Y.

b) Si el intervalo de X a Y es descendente:

b.1) la fundamental de X es seguida de la tercera de ¥

b.2) la tercera de X es seguida de la quinta de ¥';

b.3) la qultea de X es seguida por la fundamental,

a) b)

% e

b 1

5

1 I= 1Y 1 1 ]

-3

.

La aplicacién de la Teorfa de Autdmatas a la misica ya tiene un trayecto que, en muchos
aspectos, coincide con esta misma teorfa y su aplicacion a la lingiifstica, Este hecho no deberfa
sorprenderios, ya que la mdsica es un lenguaje que, 4 pesar de sus particularidades, se puede
representar por medio de Gramdticas. En esta breve seiblanza se ve como la automatizacion

de ciertos aspectos del andlisis musical puede ahorrar muchfsimo tiempo y errores humanos,
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dejando asi el tiempo libre para ser dedicado a otras facetas mds crearivas. No obstante,
un hecho real es que los antecedentes en estas cuestiones muestran que su exploracién ayuda
mds al desarrollo de la misma Teoria de Autdmatas que a las dreas especificas de aplicacién.
Como ejemplo podemos poner el caso del ajedrez y la computacion, en que esta tltima fue
mds heneficiada por el trabajo realizado que el juego en si. La lingiiistica también aporta otro
ejemplo en que la aplicacion llevé a un gran desarrollo de la teoria matemdtica. No mencionamos
esto para minimizar el trabajo hecho, sino al contrario para mostrar que lo que en un principio
podria aparentar ser un drea muy especffica y localizada de aplicacién (en este caso la aplicacién
de algoritmos al andlisis musical) podrfa convertirse en un acicate para avanzar en cuestiones

matematicas mas generales,
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Anexo

Teoria Matematica de la Miisica (TMM)

En el transcurso de los iiltinios diez afios se ha dado forma a un proyecto titulado Teorfa
Matemdtica de la Musica (TMM), bajo la égida del matemdtico y compositor suizo Gueri-
no Mazzola. Este trabajo se basa en las Teorfas de Mddulos y Categorfas, asf como en las
Topologfas Algebraica y Combinatoria entre otras dreas de la Matemdtica, con la finalidad de
describir las estructuras musicales de una manera objetiva. El propdsite del proyecto no es
“absorber la genialidad de un compositor o intérprete mediante una teorfa formal, sino enten-
der los aspectos de la misica sujetos al razonamiento, de la misn;u manera en que los fisicos
intentan comprender la naturaleza perceptible como una expresién racional del creador y no al
creador mismo”[Mazz..4] .

Segun los escritos de Mazzola y sus colaboradores (véase la bibliograffa) Ia base conceptual
de MaMuTh ha venido desarrolldndose paralelamente en la Matemadtica y ln Musicologfa desde
hace cies afios, por medio de tres modelos fundamentales. El primer modelo data de los
ailos 1850-70, y se trata de los gestalts globales (estructuras globales). Los tedricos de la
miisica Eduard Hanslick y Hugo Riemann hablaron de la unidad dentro de la multiplicidad (o
variedad) en sus respectivos escritos de 1854 y 1867. Por ejemplo, el formato de la sonata,
visto como un ge.;nalt global, es como un atlas geogrdfico, compuesto de cartas locales en forma
de movimientos, frases, motivos, acordes, etc.[Mazz., 4 y 8], Por otra parte, es el matemético
Bernhard Riemann quien en esos mismos afios formaliza las nuevas ideas sobre el concepto
de espacio como variedades, entendidas éstas conio la resultante lograda después de pegar

cartas planas (cartesianas) locales, similar también a los atlas geogrdficos. Por medio de este
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Anexo

Teoria Matemadtica de la Misica (TMM)

En el transcurso de los tiltimos diez afos se ha dado forma a un proyecto titulado Teorfa
Matemdtica de la Musica (TMM), bajo la égida del matemdtico y compositor suizo Gueri-
no Mazzola. Este trabajo se basa en las Teorfas de Mddulos y Categorfas, as{ como en las
Topologias Algebraica y Combinatoria entre otras dreas de la Matemitica. cou la finalidad de
describir las estructuras muslcales de una manera objetiva. El proposito del proyecto no es
“absorber la genlalidad de un compositor o intérprete mediante una teoria formal, sino enten-
der los aspectos de la musica sujetos al razonamiento, de la misu;a manera en que los fisicos
intentan comprender la naturaleza perceptible como una expresién racional del creador y no al
creador mismo” [Mazz..4] .

Segiin los escritos de Mazzola y sus colaboradores (véase la bibliograffu) la base conceptual
de MaMuTh ha venido desarrolldndose paralelamente en la Matemdtica y la Musicologfa desde
hace cien aiios, por medio de tres modelos fundamentales, El primer modelo data de los
afios 1850-70, y se trata de los gestalts globales (estructuras globales). Los tedricos de la
misica Eduard Hanslick y Hugo Riemann hablaron de la unidad dentro de la multiplicidad (o
variedad) en sus respectivos escritos de 1854 y 1867. Por ejemplo, el formato de la sonata,
visto como un geétalt global, es como un atlas geografico, compuesto de cartas locales en forina
de movimientos, frases, motivos, acordes, etc.[Mazz., 4 y 5. Por otra parte, es el matemdtico
Bernhard Riemann quien en esos mismos afios formaliza las nuevas ideas sobre el coucepto
de espacio como variedades, entendidas éstas como la resultante lograda después de pegar

cartas pianas (cartesianas) locales, similar también a los atlas geogréficos. Por medio de este
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enfoque global se entiende la esfera, e} toro, la banda de Moebius o hasta el plano mismo como
estructuras globales diferentes, pero compuestos de las mismas cartas planas, Cowo superficies,
solo difieren en la forma en que se pegaron. Lo esencial, tanto para la nulsica como para la
niatemdtica, era comprender que se pueden juntar estructuras localmente triviales de tal manera
que el resultado sea una estructura compleja, de ningin modo trivial,

El segundo modelo corntin a la Misica y la Matematica surgio en los afios 20 de este siglo y
se basa en las simetrias generales, Por el lado de la misica, se estrend eu 1928 las Variaciones
para Orquesta op, 31 de Arnold Schdnberg, obra realizada segin el principio de la composicidn
simétrica dodecafonica, Asimismo, en 1924 se publico un andlisis del Arte de la Fuga de
J.S. Bach en que el matemdtico y musicélogo W, Graeser empled simetrias geométricas para
explicar las estructuras musicales de la obra [Mazz., 3, 4 y 5]. En el terreno de la matemidtica
pura, el concepto de espacio vectorial se generalizd al de mddulo y fue Emmy Noether quien,
en un trabajo de 1929, incorporé las simetr{as generales y grupos de hontologia en el Algebra
Abstracta moderna [Mazz.,3, 4, LLP., p.7].

El tercer modelo es de los afios cincuenta de este siglo y se le denomina la Clasificacidn por
medio del cambio de perspectiva. Enla Musicologt’n,NT.W. Adorno plantes que toda la gama
de interpretaciones de una obra musical tiene que tomarse en cuenta, ya que son indispensa
bles en Ia constitucién de su identidad, que se va formando poco a poco. En la Matemdtica,
N. Yoneda desarrolld su teorfa, sintetizada en el Lema de Yoneda, que afirna que un objeto
matemadtico puede clasificarse en isomorfismos mediante su funtor. Esto dltimo es un sistema
de “perspectivas” (morfismos) que telaciona el objeto inicial con otros objetos del mismo tipo
de estructura (categorfa) y despuss con los objetos de otras categorfas, Segiin el Lema, el hecho
de conocer los objetos en sf no es esencial para su clasificacién aunque s{ lo es construir su
comportamiento (los funtores) dentro de una estructura dada (las categorias) (véase el Apéndice
4).

TMM descansa sobre tres pilares fundamentales, que son:

(6.1) Un lenguaje especifico que pueda captar las estructuras musicales relevantes,

(6.2) Un conjunto de proposiciones (teoremas) que tratan el comportamiento de estructuras
musicales sujetas a condiciones definidas. '

(6.3) La operacionalizacion de la teorfa para fines de composicién y anilisis, con computa-
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doras y sin ellas.

El Lenguaje

El lenguaje de TMM patte del enfoque de que las estructuras musicales son estructuras
globales, formadas por estructuras locales pegadas de una cierta manera. La seleccion de una
cierta cubierta es parte de la perspectiva, en el sentido de Yoneda. En términos mds formales

tenemos:

Las Categorias de Composiciones Locales

(a) Los Objetos. El objeto elemental, o carta, se Hlama composicion local (K, M) y se
define como un subcoujunto finito, no vacfo X de elementos de un Mddulo M, sobre un
anillo conmutativo R. El médulo M surge de un espacio dependiente del contexto, cuyos
elementos son determinados por caracterfsticas musicales, tales como sonido, duracidn,

volumen, tiempo, timbre, etc.

Ejemplo 8.1. Si se toma Z3, el grupo ciclico que describe la escala crumética (véase
el Capftulo 4), la funcidn p : Z x Zy3 ~ Zy3, tal que p(n,z) = nx es un homomorfisino de
mddulos (Z)g) con R = Z (véase el Apéndice 4). As{ es que, la regla que estipula u(n,z) = Tz
se puede ilustrar con una grafica en (Z13)?, es decir, Z13 x Zy3. Esta grdfica se interpreta como
un proceso de modulacién sobre el circulo de quintas (véase el Capitulo 4).

De hecho, hay tres médulos que revisten una importancia especial. El médulo de los
nimeros reales R sobre el anillo de nimeros racionales Q se llama el mddulo de daltura, y sus
estructuras aditivas y multiplicativas expresan relaciones entre notas e intervalos. El mddulo de
Euler consiste en el espaclo tridimensional @ (Q x @ x Q) sobre el anillo Q, y las propiedades
aditivas corresponden, otra vez, a los intervalos, en tanto de la multiplicacion se derivan in-
tervalos en ofinaciones que no sean necesariamente la de igual temperamento. Finalmente, el
médulo Z, sobre el anillo Z se emplea para representar clases de altura (aplicacién similar a la
que ya vimos en el Capitulo 4, donde Z, se concebia como un grupo).

{b) Los Morfismos. Dos composiciones locales (K, M) y (L, N) sobre R se compararén
por medio de los morfismos f: (K, M) ~ (L,N). :
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A veees para comparar las composiciones locales se recurre a la idea de simetria, la cual se
formaliza por medio de automorfismos. Algunos ejemplos de estas simetrias, o sea automorfis-
inos, son las transposiciones (tanto en clases de altura, es decir tonalidad, como en cuanto al
tempo) y las inversiones. Esto nos lleva a pensar que hay una similitud entre los automorfismos
de las composiciones locales y la equivalencia que hacfa invariante una sucesion musical bajo
transposicién o inversién, manejada en los articulos de Lewin y Regener (véuse el Capitulo 4).
Asimismo, se postula que la composicion de dos transfomaciones afines con sentido musical

también posce sentido musical.

Las Categorias Globales

Las cartas K de las composiciones locales se pegan y se comparardn por los isomorfismos induci-
dos de los médulos subyacentes. Estos objetos globales que generan se llaman composiciones
globales.

Definicién: Una composicién global, (K, I, A), se define por:

(a) Un conjunto finito K, junto con una cubierta finita I de K, que couslste en las sub-
composiciones locales Ky, K3, ...Km, todas las cuales se encuentran en el mismo médulo M de
K.

(b) Un atlas 4 para K e I (es decir, una familia (K}, M;), t € T) de composiclones locales
(K, M) en Locg (composiciones locales sobre R), junto con las biyecciones 8, : Ky — I, I € I,
tal que :

(b.1) el conjunto de los las J; se componen de elementos de I,

(b.2) para Iy NI, # @, existe un isomorfismo de composiciones locales:

071 00, 1 (67 (L N 1LY, My) = (071 (1N 1,), M,). Las biyecciones ; sobre las composiciones
locales (K}, M;) se laman los mapas del atlas A.

Cabe mencionar que la cubierta I es estructurada por el atlas A, el cual aplica cada sub-
conjunto de K en I a una composicién local en algin mdduio y asi se tiene una descripcién
matemdtica particular de los eventos en el subconjunto. Como no se especlfica el contenido
de K, el conocimiento sobre K sélo puede obtenerse estudiando las composiclones locales y las
aplicaciones que las relacionan con la cubierta I de K. Esto es coherente para la realidad mu-

sical en que las partes son subconjuntos de algiin conjunto orlginal (como la escala diaténica),
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el cual nunca se hace explicito.

Por otro lado, se ve con claridad como la estructura comiin de una sonata es una jerarqufa
de cartas. En el primer movimiento se tiene la exposicién de los temas, su desarrollo, la
recapitulacién y la coda. Dentro de cada una de estas cartas hay otras mds pequefias, que
describen temas, voces, acordes, etc. A veces las cartas locaies se intersecan, como en el caso
de la carta de una voz y la carta de un acorde compuesto de diferentes voces. Aquf es donde se
plantea para la musicologia la ventaja de emplear médulos y categorfas, puesto que la miisica
en sf puede concebirse como una coleccién de objetos musicales a los cuales se les puede dar
una multlplicidad de interpretaciones. Como las relaciones de los objetos se modelan como
simetefas de médulos, su multiplicidad puede expresarse en términos de variedades geométricas
(véase el Apéndice 4), que son como el atlas de las cartas, las cuales representan los mismos

datos geograficos y las relaciones entre ellos de diferentes maneras.

Proposiclones y Teoremas

Las proposiciones y teoremas, el segundo pilar de TMM, son demostrados en el libro base que
data de 1985 titulado Gruppen und Kategorien in der Musik (Grupos y Categorfas_en la
Muisica) y en Geometrie der Tine (La Geometria del Tono), de 1990. La presentacién formal
de estos teoremas cae fuera del alcance de esta tesis, pero es interesante menclonar de qué se
trata algunos de ellos. Para clasificar, se definen los tipos de estructuras segin la Teorfa de
Categortfas y, a partir de ahf, se buscan las listas completas de clases de isomorfismos. En el caso
de las composlciones locales, se busca el conjunto minimo de éstas, tal que todas las dem4s sean
isomorfas. En Gruppen...[Mazz.,6] se dan los detalles técnicos de la clastficacion, que implica
la construccién de Esquemas Algebraicos Invariantes que, como ya se ha dicho, esté fuera del
alcance de este trabajo. Lo interesante es que sf se ha logrado una clasificacién completa para
composiciones locales de 3 elementos (en el contexto de la escala cromética de 12 sonidos) en
sélo 28 clases lsomorfas y una clasificacién, también completa, para acordes [Maza.,1,6] . Hay
teoremas de modulacién para la afinacién de igual temperamento y para la afinacién justa. Un
ejemplo del proceso de modulacién y su descripclén por medio de la Topologia Combinatoria

se veré un poco mds adelante en este anexo.
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La Operacionalizacién de la Teoria

En cuanto a la operacionalizacion de la teorfa, se tiene el proyecto Zurich Interpretation Work-
station {Mazz.,1) en el que se dedujo que la transicién de la presentacién formal de una estruc-
tura musical, o sea una partitura, a la interpretacién real por medio de una ejecucidn fisica,
puede describirse a través de atlas particulares de campos vectoriales locales. En el Perfor-
mance Workstation RUBATO {Mazz.,2] se trata el problema sumamente intrincado de todo
el proceso de transformacién de una partitura dada, en su interpretacién, .nediante el andlisis
musical de los aspectos arménicos, contrapuntisticos, melédicos, ritmicos, etc. Histéricamente,
la interpretacién, como tal, ha sido estudiada de manera muy subjetiva. Lo que la Teorfa de
la Interpretacidn dentro de MaMuTh pretende es darle un giro a la musicologia por medio de
modelos mateméticos elaborados, que no buscan la “mejor” interpretacién de entre las infinitas
posibilidades, sino la descripclén precisa de las estructuras y procesos que la definen. Para esto,
se enfrentan tres problemas fundamentales:

(6.3.1) Una representacién simbélica sin rut;icclonu de los contenidos sintdcticos y semduti-
cos de los signos de la partitura.

(6.3.2) Una representacion tecnoldgica sin restricciones de la interpretacion fisica que resulta.

(6.3.3) La explicacién de la estructura de la transformacidn: qué es lo que estd siendo
transformado, cmo se procede y porqué.

El estado de RUBATO todavia en 1995 era de software de investigacién, RUBATO se
compone de un nimero de médulos llamados RUBETTES. Esos médulos se agrupan de acuerdo
a cuatro dominios cormpondieutel o las tareas fundamentales del Performance Workstation:

(a) la representacién por predicados de la partitura y el cdlculo de los predicados;

(b) el andlisis musical: estructuracidn;

(c) la sintesis de las interpretaciones: configuracién;

(d) la salida (“output”) tecnolégica.

En cuanto a (a), se Incluye:

- un ezplorador (browser) de predicados musicales de todos los tlpos, es decir, notas, silen-
cios, tempo, volumen legato, staccato. etc.;

- un editor, LoGeoRubeatte, para definir las combinaciones légicas y geométricas de los
predicados dados;
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- Una vista (view) de predicados para su representacion visual,

En lo tocante a (b), la estructuracidn, se dispone de MetroUrbette, HarmoRubette y MeloRu-
bette{Mazz.,2] . Para (c), la configuracion, se distinguen dos tipos de operadores:

- operadores bdsicos

- operadores de Pianola.

Los tres operadores bdsicos son: Tiempo de Inicio (E), Altura (H), que se ide en semitonos,
y Volumen (L), que abarca desde ppppp a fff.

Los operadores de pianola correspondientes son : Duracidn (D) que es la diferencia entre
fos tiempos de Inicio y término de un sonido, Glissando (G), definido como la diferencia entre
la altura al inicio del sonido y al término del mismo, y Crescendo (C) que mide la diferencia
entre el volumen al inicio y al término del sonido,

Para cada pardmetro simbélico P hay un parémetro fisico correspondiente, p. Por ejemplo,
a la altura H, que se representa simbdlicamente en semitonos, le corresponde h, que es la altura
fisica, definida como una expresién lineal del logaritmo de la frecuencia cuya unidad es el Hertz,
de periodo un segundo.

Los operadores bésicos actian sobre la interpreta'cién de los pardmetros bdsicos y, de esta
manera, controlan aspectos como rubato (la diferencia entre el tiempo estricto, de metrénomo,
y la ejecucidn real que se aleja slempre, aunque sea en forma leve, de esa exactitud), afinacién,
etc. Los operadores de planola se encargan de la artlculacién y la microestructura dindmica y
de entonacién de los sonidos (por ejemplo, el crescendo o el glissando en el violn).

La estructura clave, que contiene todos los detalles de la interpretacién es, por supuesto,
la partitura. Se comienza con un andlisis de la situacién local de la interpretacién. Con-
sideremos la composicidn un conjunto finito K de eventos sonoros. Cada sonido simbélico
X = (E,H,L,D,G,C} se asocia con su imagen fisica z = P(z) = {e,h,l,d,g,e}. Cabe men-
cionar que ninguno de los pardmetros realmente representa un concepto discreto. Hasta la
altura H, tantas veces representada por 2,3, cuando se toma en relacién los otros psrémetros
y la partitura como una totalidad, puede conceptuarse como continua.! Para el tempo £ o el

volumen L este hecho es ain més evidente. Asf es que se atribuye un cardcter continuo a la

!Este procedimisnto 10 es nusvo en las aplicaciones de las matemdticas. En la Economia, por ejemplo, las
curvas de oferta y demunda también implican esta conceptuacién continua de varialles que, en un inicio, se
definen como discretas,
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musica y tanto X como su contraparte fisica P(z) = r, son nteros reales,

Los campos de interpretacidn son campos vectoriales especiales que describen las transfor-
maciones de las interpretaciones musicales. Por ejemplo. tanto el pardmerro E (tiempo de
inicio) como P(E) = e, su pareja fisica, son nimeros reales. Asi es que el tempo es %§ = 1’-9:—'
en el punto E. Esta funcién se denomina T(E). La funcién de transformacion P es invertible
y continuamente diferenciable aparte de ser también mondtona, dado que el tempo es siempre
positivo. La curva de tempo es realmente un canipo de velocidades, definido por cada tiempe
de inicio simbélico E. El intervalo de tiempo fisico A e asociado al intervalo simbélico entre
los tiempos de inicio Eg y E) es la integral: Ae = fé‘;‘ ,}-, ya que sabemos de la teoria de
ecuaciones diferenciales, como T' = %?. entonces gﬁ = ,}-

Se puede definir, andlogamente. un campo de entonacién. o campo de alturns, I{H) = %—’,.l
De esta manera si se tienen dos curvas fijas, T(E) y I(H ). se produce un campo bidimensional
en el plano de pardmetros E'y H. A cada punto (E, H) de este plano, le corresponde el vector
(T(E).I(H)).

[ ]
o (]
Q Q
] (]
[ o M'ﬂ’
q [+]
' 0
Q
Taetee

El punto fisico P(X) = « se obtlene de la sigulente manera. Supongamwos conocido el
valor fisico z9, asociado al punto simbdlico Xo. Asimismo, supongamos necesarios ¢ segundos

para llegar de Xo a X. Entonces r = z¢ + (t,t) (es decir. (e,h) = (eg, ho) + (¢,1)). Los
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campos de interpretacién propiamente abarcan los seis pardinetros: son catupos vectoriales de
seis dimensiones,

A continuacién esbozaremos una idea general de como la funcion de transformacion P da
lugar a un campo de interpretacion.

Supongamos que P es una aplicacién continuamente diferenciable del espacio de parametros

shnbélicos al espacio de pardmetros ffsicos. Para dos pardmetros, por ejemplo. E' y H, se veria

asf:
Reotidoel Simbolica/mental Qealidad Fisica
" , v-.iumrfiam de "
" ‘ Taterpretacion
// ’.’—‘_—';__—‘_._\ D '
DR, W) ——trilty /
Cempo de ‘ Compe otE, )

o« !
Inhr‘nrdquon € D’iu,on&‘ con veleciclad v

A la derecha se tiene el campo diagonal con valor & = (1,...,,1) en cada punto P(X) =
T = (e,h,..) asociado a X = (E, H...). Si se aplica la matrlz jacobiana de la funcidn inversa
de P, 0 sea P! en z, al vector 4, se define el valor y/(X) del campo de interpretacién. Es
decir, el campo de interpretacidn  desde la perspectiva simbdlica y el campo diagonal desde la

perspectiva fisica, se corresponden bajo la transformacién de interpretacién P. De esta forina,
1
J(P)-Y(E,H)(\) (si tomamos dos pardmetros) es g g: ] { . ] =(f+8&+8
que define el campo de interpretacién ¥ en C = (E, H).
Asf es que la transformacidn de interpretacién puede calcularse a partir del campo de inter-
pretacién mds un conjunto I de datos iniciales. Para cualquier punto X, se sigue la trayectoria

de! flujo sobre ¢ hasta que se tcpa con [ en un punto Xo. Se calcula el tiempo ¢ sobre la

trayectoria para llegar de Xo a X. De esta forma X se aplica a & =14 + tA.
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Ejemplo 6.2. En este ejemplo se toman cuatro pardmetros, E, H. L y D (tiempo de ini.0.
altura, volumen y duracién) y se relacionan E y D. Supdngase una leve variacién de tempo. de
. I ) ap-1
cardcter sinoidal, T(E) = 1+ 0.1 sen(E) (recuérdese que T(E) = %f* = %—- en el punto E).
Se muestra el campo de interpretacién para un staccato fuerte, que acorta la duracidn en un

50%. Asinusmo, se incluyen los cuatro eventos sonoros mencionados y sus cirvas integrales.
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El poder entender la expresién en la interpretacion muslcal imiplica la biisqueda de un
sistema. Los criticos muslcales y musicdbgos hablan del “estllo”, pero la teoria de la inter-
pretacién es un acercamiento a la critica musical y su teoria. con herramientas matematicas.
Dentro del modelo RUBATO, el problema mencionado de buscar un sistema. se precisa por
medio de los operadores de configuracién y pesos analiticos. Una configuracién particular se
llama una Critica de P. La variedad completa de Criticas se llama la variedad critica de P.
Asi s que, el asunto de eatilo se plantea como el problema de determinar la estructura global
o clases de isomorfismos de dicha variedad critica. La clasificacién de las subvariedades que,
cuando se restringen a ciertos andlisis melddicos y
operadores de configuracion se definen para 273 variables y 32 ecuaciones cibicas, estd fuera del
alcance de esta tesis, igual que otros problemas mencionados anteriormente, pero cabe seiialar
que los primeros célculos de puntos especiales sobre estas subvarledades lau mostrado aspec-

tos interesantes acerca de la diferencia entre los estilos de los pianistas Argerich y Horowitz.
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Como se ve, esto abre un campo nuevo y amplio de descripcién matemdtica ¢ ; la expresividad
humana. También vale la pena mencionar que, en realidad, no se estdn buscando tanto clases
isomorfas de variedades criticas, como invariantes “estables” de tales clases. es decir, invariantes
que no cambian significativamente bajo pequefias perturbaciones del sistemm, Queda claro que
se planteardn muchas situaciones que pueden ser abordadas por métodos estadisticos asf como
por sistemas dindmicos.

Para finalizar esta pequeiia y muy incompleta exposicién de lo que es MaMuTh, queremos
retomar e} problema de las simetrfas en las modulaciones, En su trabajo de 1911, Harmonielehre
(Teoria de la Armonfa), Arnold Schonberg intenté dar una idea de la coherencia eutre los
acordes. restringiéndose a una escala diatdnica de siete notas. Aquf se introdujo la Bande
Arménics. como el conjunto de sonidos comunes entre dos acordes, Cuando esta interseccion
es no vacfa. se forma una Banda Armonica. La figura geométrica que resulta es bonita. pero
1o arroja ninguna luz sobre alguna relacién geométrica formal. Por ejemplo, en la escala de do
mayor, sean 8= ( do-mi-sal), sa= ( re-fa-la), sy= (mi-sol-si), sq= (fa-la- do), ss= (sol-si- re),

sg= (la< do-mi), sp= (si- re-fa). De este modo, tenemos la sigulente figura:

Sin embargo, si se recurre a un objeto de la Topologia Combinatoria, el nervio N (‘Sa))

donde i = 1,..,7 (véase e} Apéndice 5), se obtiene una Banda de Méebius y los vértices que

se forman coinciden cou los siete acordes, concebldos como O-simplejos (véase el Apéndice 5).
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El nervio se asacia con la cubierta «. un conjunto por un sistemna de cartas, La Banda de
Moebius resultante se bautizé como Banda Armdnica de § en honor a Schinberg, quien habia
contemplado el esqueleto unidimensional de N(sfs’), o sea los segmentos. con su nombre de
Banda Arménica. Se construye de la forma descrita a continuacion.

Los acordes sy,57,..s3 de s{¥) se representan como puntos (simplejos de dimension cero).
Los puntos de dos acordes con una interseccidn no vacia se conectart por tna luea (simplejos
unidimensionales). Tres acordes con interseccién no vaca forman la superficie de un trigngulo.
es decir, un simplejo bidinensional. No hay cuatro acordes (trfadas) con notas en connin y,
por lo tanto, la construccidn termina en este punto. Cabe menciouar que cuando se busca el
nervio de Ja cubierta de la escala diatdnica por acordes de la séptima, s;= ( do-mi-sol-si}), sy= (
resfa-la- do), ....s7= (si- re-fa-la) se obtienen siete configuracianes del agrupamiento cuddruple
(cuatro acordes con notas en comun). Asf es que en este caso se tieuen siete tetraedros que. en
sit totalidad. forman un toro. La Banda Armdnica de S (la banda de Miehins formada por el
nervio de trfadas) estd contenida en este “toro de séptimas”. Hay una especie de encajonuntiento
“hacfa abajo” de la triada hasta la séptima, o sea I= ( do-mi-sol) se extiende a vi’= (lu- do-
mi-sol).

La Banda Arménica de S se ve asi, siendo s independiente de la seleccion de una ténica

en particular.

La Banda Armonica de S ha sido de mucha utilidad en e} establecimiento de modelos de

modulacién de una tonalidad a otra[Mazz., 4, Muzzu.] que no recurren a la armonfa tradicional
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[RPSIUUSURE N

en cuanto a los cambios de acordes. ni a las alteraciones o a las consideraciones melddicas. Se
realiza una teoria de armonia con una restriccidn total a las etructuras verticales. El andlisis de
estos modelos, cuya riqueza no se restringe al empleo de las matemdticas abstractas sino que
también echa mano de la fisica cudntica (se busca un cuanto de modulacidn M que posea la

“fuerza” de transformar sfa) en tfg), otra tonalidad distinta, siendo M el coujunto de sonidos
que forman los pasos requeridos para la transicién) no va a incluirse en el presente trabajo. El
ejemnplo de la Banda Armdnica de S se incluyé para dar una pequefiisima muestra de cémo se
estdn utilizando las Topologias Algebraica y Combinatoria en el proyecto de MaMuTh. Una

preséntacidn con mds profundidad y detalle tendrd que hacerse en trabajos posteriores.
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Apéndice [

Sabemos por el algoritmo de Euclides que:
a=hg+r 0xr<b
b=riqy+re 0=<r<rip i=1,272..

rEry+tra

Tn=2 = n=1qn-1 +
Ta=1 = Tndn

Asfes que:
f=0+% =qo+-'_%_-
L=q+B=q +1;3r
%=m+ﬂ=m+§

ry
Por lo tanto, ¢ = qg + sedoe
2 .q“,;z_:%_

Como 7224 = g, vemos que :

ot i

Viorg
Se consideran los siguientes nimeros: qo, gg,. 1, 9 + 'ﬂ'};’
91

y se denominan fracciones.ordinarias simples:
&:-T-’ & =q°+ilf' &=qo+—x—q“#,....£: =w

Se conocen estos niimeros como las fracciones convergentes de la fraccién continua w.
Fracciones Continuas Ternarias

E! Algoritmo de Jacobi para fracciones continuas ternarias es asf: si vy, w; son tres
niimeros, se define la expansién de una fraccién continua ternaria por las ecuaciones: un,; =

Un = Pnlini Unsl = Wn = Qntin} Wnil = Un, dé)nde Pn Y qn S0n enteros. Los nimeros A, B,C,
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definidos por las férmulas de recursién que vienen a continuacidn, forman el enésimo conjunto
de convergencia de la fraccion continua ternaria:
(&) = (P11 P2 A2 Prs i )
An = qnAn-1 + Prdn-2 + An-a;
Bn = qaBn-1 + pnBn-1+ Bn-3;
Cr = qaCne1 + PaCn-a + Ca-3.
A AL 4o 100

Las condiciones iniclalesson: | B., B.;y By [=]0 1 0
Ca C G 001
An-2 An-l Aq 001
Asimismo, | By—g Ba—y Ba {=Thal1l 0 pg
Cn-g Cp-1 Cy 01 ¢n

La expansidn inversa se define como sigue: tn4) = tin =Patn; Vn+l = Wn=Gn¥n; Wnsl = Un;

en este caso (¥, {l-l'-) = (P1,q1; s Py Gy o) ¥ 188 condiciones iniciales son

An-y An-l Aa 1 0 pa
By Bn-y By |=Mia]0 0 1
Cn-2 Cn-l Cn 01 ¢n
donde
An = gnAn-1 + An-3 + Pai

Bn = qaBa-1 + Ba-3;
Cn = gnCn-1 +Ca-ay

con las mismas condiciones iniciales que en el método anterior.

Como los métodos de Jacobi (J) y el método inverso (R) convergen rdpido, en el problema
de la afinaciin se busca un método de convergencia lenta. En cualquier etapa de la expansion
hay dos posibles divisores, us y vs; asi es que, es divide por el més grande. De esta forma, para

una etapa J:
An-g An-y A An-k-3 An-3 An1 |[JO 0 2
Bp.g Bnoy Bn | = | Ba-k-3 Ba-a Ba-y 1 0 ps | donde k es ol nimero
Cn-'l Cn-l Cn Cn-l-!l Cn-2 Ca-1 01 In
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1 0 pa
de etapas R entre ésta y la iltima etapa J. Para una etapa R, lu nuatrizes | 0 0 1

01 qn

Para una etapa R, tenemos que Sy = ¢aSn-1 + Sn2 + PnSn-k-3, ¥ pura una etapa J,
Sn = qnSn=1 + PnSn2 + Sn-k, con Sy = dn, By 6 Cy.

119




Apéndice 2

Algebra Booleana

Definicidn 1: Sea un B conjunto con dos operaciones binarias, Uy N. (BUN) es un dlgebra
Booleana si:

(1) U y N son conmutativas;

(2) (B,u,N) posee dos elementos neutros,

(2.1) el elemento 0 para U, y

(2.2) el elemento 1 para h;

(3) para todo z € B, existe un 2’ € B tal que:

(3.1) zUz’ =1 (el conjunto universal ) y

(3.2) z Nz’ =0 ( el conjunto vacio );

(4) Cada operacién binaria es distributiva con respecto a la otra, o sea, para todo z,y,2 € B,

@l zuyns)=(zuyn(zua),y

4.2 zn(yuz)=(zny)u(znz).

Funciones Booleanas

Cualquier expresion de la forma zUy, 2Ny, (U (yN#)] & una funcidn Booleana. Es
decir, una funcidn booleana se compone de una cantidad finita de elementos unidos por Uy N,
El ndmero de variables de una funcidn es el nimaro de letras distintas ( y ' se toman como
una sola variable ). Asf es que, una variable booleana consiste en dos valores que corresponden,
on e| lenguaje de la légica, & verdadero y falso; también se puede ver como la varlable z y su

negacién 2/, que se representan con los ntmeros 0 yl
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Apéndice 3

Teoria de Autématas

Definicién 1: Sea ¥ un conjunto finito, no vacfo, de sfmbolos. Este conjunto se denomina
alfabeto. De los simbolos individuales se construyen cuerdas que son sucesiones finitas de
sfmbolos del aifabeto.

Ejemplos: (1) Si el alfabeto T = {a, b}, entonces abab y aaabbba son cuerdas sobre Y.

(1.2) Si el alfabeto 3 = (9, {a}, {b}, {a, b}}, entonces @ {a} {a,b} {a} y {b} {b} {a,b} son
cuerdas sobre ¥,

La concatenacidn { yuztaposicidn ) de dos cuerdas w y v es la cuerda obtenida cuando se
conecta el simbolo de v al [ado derecho de w.

Ejemplos: (13) Si w =aia3..an ¥y v =bbs.b, entonces wy = aja3..an01b2...bn.
(14) Si w=(a,b} {a}® y v={b} (b} entonces wv = {a,b} (a} & (b} {b}.

Definicién 2: Si 3 es un alfabeto, 3°° es el conjunto de cuerdas que se obtiene por la
concstenacién de cero o mds sfmbolos de 3. El conjunto ¥° siempre contiene a A, la cuerds

vacia, Un lenguaje se define como un subconjuato de ¥° . Cualquier cuerda w en un lenguaje
L, se llama una palabra de L.

Ejemplos: (1.2.1) Sea T = {a,b}. Entonces T* = {A,a,),aa,ab, ba, bb, aga,aab, ...} .
(1.2.2) El conjunto {a,aa,aab} es un lenguaje sobre ¥ = {a,d}. Como tiene un nimero
finito de palabras, es un lenguaje finito.

Como los lenguajes son conjuntos, la unién, la interseccidn y la diferencia se definen de
forma inmediata..
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Apéndice 3

Teoria de Autématas

Definicidn 1: Sea T un conjunto finito, no vacfo, de simbolos, Este conjunto se denomina
alfabeto. De los sfmbolos individuales se construyen cuerdas que son sucesiones finitas de
sfmbolos del alfabeto.

Ejemplos: (1) Si el alfabeto 3 = {a, b}, entonces abab y aaabbba son cuerdas sobre ¥

(1.2) Si el alfabeto 3 = {9, {a}, (b}, {a,b}}, entonces 2 {a} {a,0} {a} y {b} {b} {a,b} son
cuerdas sobre ¥ .

La concatenacidn ( yustaposicidn ) de dos cuerdas w y v es la cuerda obtenida cuando se
conecta el sfmbolo de v al lado derecho de w.

Ejemplos: (1.3) Si w =a103..an y v =b1b...hs entonces wv = 6103...8u0103...0n.
(1.4) Si w = {a,b} {a}@ y v = {b}{b} entonces wv = {a, b} {a} & (b} {b}.

Definicién 2: Si ¥ es un alfabeto, 3°° es el conjunto de cuerdas que se obtlene por la
concatenacién de cero o més simbolos de Y. El conjunto Y_° siempre contiene a ), la cuerda
vacfa. Un lenguaje se define como un subconjunto de Y_°. Cualquier cuerda w en un lenguaje
L, se lama una palabra de L.

Ejemplos: (1.2.1) Sea ¥ = {a, b}. Entonces ¥.* = {),a, b, aa, ab, ba, b, aaa, aab, ...} .
(1.2.2) El conjunto {a,aa,aab} es un lenguaje sobre 3° = {a,b} . Como tiene un nimero
finito de palabras, es un lenguaje finito.

Como los lenguajes son conjuntos, la unién, la interseccidn y la diferencia se definen de
forma inmediata..

121



II Graméticas

Una gremdtica G se define como una lista de 4 elementos G = (V, T. 8. P} donde:
V es un conjunto finito de objetos llamados variables;

T es un conjunto finito de objetos llamados simbolos terminales;

S € V es un simbolo especial, llamado la variable inicial;

P es un conjunto finito de producciones.

Los conjuntos V y T" son disjuntos y son diferentes del vacio,

Las reglas de produccidn especifican como la gramética G transforma una cuerda en otra.
definiendo asf un lenguaje asoclado a la gramdtica. Las reglas de produccidn son de la forma
& = gy, donde ¢ pertenece a (VUT)* (o sea, (VUT) ~ {A}), y y pertesiece a (VUT)".

Dada una cuerda w, de la forma w = uzv, si aplicamos la regla de produccién, obtenemos

= uyv, que se escribe w == 2,

8iG = (V| T, S, P), entonces el conjunto L(G) = {w & T* : §* — w} es el letiguaje generado

por G.

Ejemplo. 11.1)Sea G = {{S}, {a,b} .S, P} con Pdelaforma: S — nSh: 5 ~ X Eutonces,
S == 05b == aoSbd == nabb, y escribimos S* wmep agbb.

I Gréficas

Una gréfica consiste en dos conjuntos finitos V = {v},v3,...v,} que son los vértices y E =
{e1,€3,...en} que s‘e llaman esguinas. Cada esquina es un par de vértices de V, por ejeniplo,
e; = {uj,v;}. Las grificas se representan por diagramas en que los vértices son circulos y las
esquinas son lineas con flechas que conectan los vértices. Por ejemplo, la grifica con vértices

{v1,u2,u3} y esquinas {(v;,v3),(va, v1), (vs,v2), (va, v9)} se ve asf:

@_ O—
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Una sucesion de esquinas. (v, v;), (U;, k), .. (U, Un ). €5 Ut caming de v; a vy,

IV Autdmatas

Un auténata es un modelo abstracto de una computadora digital. Un receptor determinista
finito (dfa) se define por la lista de § elementos Af = (Q,5,6,q0,T), donde:

Q es un conjunto finito de estados internos:

T, es un conjunto, finito de sfmbolos llamado alfabeto de entradas:

§:Qx Y, — Qes llamada la funcidn de transicidn:

qo € Q es el estado inicial:

T C @Q es un conjunto de estados terminales.

Ejemplo. 1V.1) Sea M = ({g0,91,q3},{0.1} 6,90, {1 })- Las reglas cle pinduccidn son:
8(70,0) = 90:6(91,0) = g0: 6(q2,0) = q2:8(q0, 1) = q:8(q1. 1) = q2:8(¢2.1) = 1. A contin-
uacion se muestra la gréfica de transicion que representa la sucesion de fuucivnes. El estado

terminal se representa con un cfrculo doble.

V Lenguajes y Autématas

Un lenguaje L es el conjunto de todas las cuerdas reconocibles para un autémata. El
lenguaje reconocido por un dfa M = (Q,.,6,90,T) es el conjunto de todas las cuerdas sobre
Y. reconocidas por M, o sea, L(M) = {w € £.°: 6*(go. w) € T}.

Si un dfa no acepta (es decir, no reconoce) un lenguaje, éste se para en un estado no final,
tal que L{V) = {w € ©* 1 d*(go. w) ¢ T}.
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Apéndice 4

I Médulos

Definicidn I.1: Sea A un anillo conmutativa con 1 # 0. Un A mddulo es una pareja (A, ;)
donde M es un grupo abeliano aditivoy p: A x M — M ‘es una funcién (a,z) — az tal que:
(L) a{z +y) = az +ay; paraa,0 € A, zyeM
(L.2) (a + A)z = az + fz;
(1.3) (aB)z = a(fz);
(14) 1z =2

Ejemplo. L1 SiA = Z, el anillo de los ndmeros enteros, entonces para todo grupo abeliano
G, la funcién p: Z x G — G, dada por u(n,z) = nz satisface 1,2,3 y 4 para todo n € Z y todo
T € G.As{ es que, todo grupo abeliano es un Z-médulo. _

Definicidn 1.3: Sean M y N dos A-mddulos. Una funcién f : M — N se llama homomor-
fumo de A-mddulos si:

(2.1) f (z+y) = f(z)+1{y) y f conmuta con la accién de cada o € A. Es decir, flaz+8y) =
af(z)+8f(y) paratodoa,f €Ay todoz,y€ M. -

11 Categorias y Funtores

Definicidn I1.1: Una categorfa C consiste en:
(I1.1) una clase de objetos 4, B,C;

(11.2) un conjunto C(A, B), correspondiente a cada par de objetos A, B € C, cuyos elementos
son morfismos fde Aen B, f: A — B;
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Apéndice 4

I Médulos

Definicién L.1: Sea A un anillo conmutativo con 1 # 0. Un A mddulo es una pareja (M, )
donde M es un grupo abellano aditivoy y: A x M — M ‘es una funcién (a,z) — az tal que:

(L1) a(z +y) = oz + ay; paraa,S€A, =z, YyeEM

(1.2) (a + B)z = az + fz;

(1.3) (aB)z = a(Bz);

(14) 1z =z

Ejemplo. L.1SiA = Z, el anlllo de los nimeros enteros, entonces para todo grupo abeliano
G, la funclén u: Z x G — G, dada pot u(n,z) = nz satisface 1,2,3 y 4 para todon € Z y todo
z € G.Asf es que, todo grupo abeliano es un 2-médulo.

Definlcién 1.3: Sean M y N dos A-médulos. Una funcidén f : M — .V se llama Aomomor-
fsmo de A-mddulos si:

(2.1) f (z+y) = f(z)+ f(y) y f conmuta con la accidn de cada a € A. Es decir, f(az+0y) =
af(z) +0f(y) paratodoa,f € Ay todoz,ye M, -

II Categorias y Funtores

Definicién I1.1: Una categorfa C consiste en:

(11.1) una clase de objetos A, B,C;

(11.2) un conjunto C(A, B), correspondiente a cada par de objetos A, B € C, cuyos elementos
son morfismos fde Aen B, f: A — B;
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(I1.3) una ley de composicién para cada terna de objetos A, B,C € C, tal que

C(A,B) x C(B,C) — C(A,C), Ia cual satisface los siguiente axiomas:

a) C(A,B)=C(D,E)siysélosid=D,B=E.

b)Sif:A—-B,g: B—~Cyh:C— D,entonces h(gf) = (hg)f.

¢) Para todo objeto 4 € C, existe un motfismo 14 : 4 — A tal que, para cualesquiera
f:A~Byg:C—A fla=fylayg=g

Ejemplo. (IL.l) La categor(a de los conjuntos, Canj. Sus objetos son los conjuntos y los

morfismos son las funclones de un conjunto ea otro.

Definicidn [[.2: Sean C y C’ dos categorias. Un funtor covariante. F' : C — (', es una
regla que asocia:

(I1.2.1) un objeto A’ € C' & cada objeto A € C;

(11.2.2) un motfismo (F(f) : F(A) — F(B) € C'(F(A), F(B)) a cada morfiamo (f : A —
B)€C(A,B).

F(f) satisface las siguientes condiclones:

(11.23) (fog) = F(f)o F(g) ¥

(I1.24) F(14) = 1p4).

Definicidn I1.3: Sean C y C’ dos categorfas. Un funtar contravariante, F : C — C’, satisface
(11.2.1) y (11.2.4) de la Definicién 11.2, més:

(11.3.1) a cada morfismo (f : A ~ B) € C(A, B) s asocia un morfismo (F(f) : F(B) ~
F(A)) e C'(F(B), F(A) y '

(I13.2) F(fog) = F(g)o F(f).

Ejemplo. (11.2.1) Sea un funtor F : Conj ~, Mod tal que & cada conjunto X se le asocie
un A~mddulo libre F(X) con base X. Si f: X — Y es una funcién entre conjuntos entoncee,
como F(X) es un A-mddulo libre, f se extiende a un homomorfismo dnico F(X) — F(Y).
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111 Variedades

Definicién IILY: Sea n un entero positivo. Una variedad n dimensional es un espacio
de Hausdorff (es decir, para dos puntos arbitrarios = e y de un espacio topolégico T existen
vecindades abiertas O; y O, de interseccidn vacfa) tal que cada punto tiene un entorno abierto

homeomotfo a la bola abierta U™ = {z € R™: ||z} < 1}. -
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Apéndice 5

I Nervio

Definicidn LI El nervio de una cubierta consiste en asociar a cada cubierta abierta finita
llamada U = {U,} de un espacio métrico compacto X, un complejo combinatorio (conjun-
to finito) N(U). Loa vértices son las U, y los p- simplejos de N(U) son los subconjuntoe
(Vao, Uaty-- ., Uan) de p+1 conjuntos de la cubierta tal que la intersecclén UagN...NUasn % 0.

11 Simplejos

Definicidn IL.1: Para todo conjunto A de un espacio lineal L, existe el menor conjun-
. to convexo que contlene a 4. Este conjunto convexo minimal es la interseccidn de todos los

conjuntos convexos que contienen a A y se llama cdpsula conveza del conjunto A.

Definicidn I1.3: Sean xy,23,...,Zas1 puntos de un espacio lineal. Se dice que los puntos
estdn en posicidn general cuando no pertenecen a ninglin subespacio de dimensiéa (n - 1).
La cépeula convexa de los puntos zi,..Tas1, que se encuentran en posicidn general, se llams
simplejo de n dimensiones y los puntos z1,...Za41 s0n los virtices de este simplejo. Un sim-
plejo de dimensién cero es un punto; un simplejo unidimensional es un segmento, un simplejo
bidimensional es un tridngulo y un simplejo tridimenslonal, un tetraedro.
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