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Resumen vii 

Resumen 

Se repasan conceptos y características generales de los sistemas quarkonios. Se resalta 
el carácter perturbativo de los cálculos tanto en el proceso numérico como en los 
términos cinéticos y potenciales, debido a que los efectos relativistas son introducidos 
como correcciones a una ecuación de SchrOdingcr. Se destaca la limitación de estn.s 
descripciones en el sector dependiente de espín. 

Se desarrolla en detalle un formalismo muy general, para desacoplar en forma 
cerrada la ecuación de Dirac por bloques. Se discuten ampliamente condiciones, pro
piedades y consecuencias de la existencia de esta transformación exacta. Esta transfor
mación contiene a ambos límites: Foldy-Wouthuysen (no relativista) y Cini-Touschek 
(ultrarrelativista). Se generaliza al caso no abeliano. Se muestra explícitamente la 
existencia de una supersimetría asociada a esta transformación. 

Se aplica este formalismo a dos propuestas alternativas de quarkonio 1 con potencial 
de oscilador de Dirac y con interacción pseudoescalar. Los resultados para el primero 
están cm amplio desacuerdo con el experimento, mientras que para el último, la con
cordancia con el experimento mejora. notablemente, respecto a predicciones previas. 
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Presentación ix 

Presentación 

La redacción de esta tesis ha sido guiada principalmente por una intención: presentar 
en forma panorámica una posibilidad alterna de obtener resultados cerrados en el 
marco de la mecánica cuántica relativista en el contexto de la ecuación de Dirac. 

Esta discusión tiene su parte medular en el detalle formal y físico de la transfor
mación cerrada de Foldy-Wouthuysen. Esto lo desarrollo ante ustedes en los capí
tulos 2 y 3. 

Alrededor de este núcleo les presento, en el capítulo 1, un resumen de los antece
dentes que resaltan la importancia de la existencia de esta alternativa1 principalmente 
en torno a los conceptos pertinentes del sistema quarkonio. 

El capítulo 4 cierra el ciclo con dos ejemplos de aplicación de este formalismo al 
estudio de modelos de bolsa, y poniendo énfasis especial en los estados triplete 3 P J 

de las familias J/'P (ce) y r (bb). 

En la presentación de la transformación cerrada de Foldy-Wouthuysen he incluido 
el detalle del desarrollo de este formalismo. Hago esto con el ánimo de lograr dos 
objetivos. Por una parte, es mi deseo ilustrar la transparencia de este formalismo, así 
como mostrarles las hipótesis de trabajo necesarias para la validez del mismo. Por 
otra parte, me complacería mucho lograr despertar en ustedes la simpatía hacia este 
formalismo a través de la elegancia de su simplicidad, así como por las bondades que 
comparte, de manera natural, con metodologías similares: no perturbatiYas. 

Al respecto de este último punto es conveniente recordar que la transformación 
cerrada de Foldy-Wouthuysen sólo es posible para una parte del total de los potencia
les covariantcs. Así que para algún problema específico puede suceder que una parte 
del potencial pueda ser diagonalizada en forma cerrada y el resto deba ser modificado 
con técnicas tradicionales, incluyendo la posible participación de términos pcrturbn
tivos. Sin embargo, en general este desacoplamiento exacto concede a las técnicas 
variacionales un lugar de mayor relevancia del que han tenido hasta ahora. 

El trabajo que dio lugar a esta tesis se desarrolló prácticamente en su totalidad en 
el Departamento de Física Teórico del Instituto de Física -y en parte, en el Fermi 
National Labomtory- y con apoyos parciales de la DGAPA y PADEP. Durante mi 
estancia en el Instituto de Química se generó la versión final de esta tesis. 
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Resumen 
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como correcciones a una ecuación de Schrüdingcr. Se destaca la limitación de estas 
descripciones en el sector dependiente de espín. 

Se desarrolla en detalle un formalisrno muy general, para desacoplar en forma 
cerrada la ecuación de Dirac por bloques. Se discuten ampliamente condiciones, pro
piedades y consecuencias de la existencia de esta transformación exacta. Esta transfor
mación contiene a ambos límites: Fo!dy-Wouthuysen (no relativista) y Cini-Touschek 
(ultrarrelativista). Se generaliza al caso no abeliano. Se muestra explícitamente la 
existencia de una supersimetría asociada a esta transformación. 

Se aplica este formalismo a dos propuestas alternativas de quarkonio, con potencial 
de oscilador de Dirac y con interacción pscudocscalar. Los resultados para el primero 
están en amplio desacuerdo con el experimento, mientras que para el 1íltimo, la con
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viii Abstract 

Abstract 

Quarkonium systems are reviewed. It is pointed out that their treatments are pertur
bative at numerical leve! but also because klnetic and potential terms are introduccd 
as relativistic and spin correction terms. This comes from an originally Schrodinger 
formulation. Inconsistencies in the spin sector are clearly pointed out. 

Here wc develop in detail a quit general formalism for block-diagonalizing de Dirac 
equation in closed form. Conditions, properties and consequences of ·the existence of 
such closed transíormation are discussed. Both limits are includcd for this formalism, 
Foldy-Wouthuyseu (nonrelativistic) and Cini-Touschek (ultrarelativistic). lt is genc
ralised for thc nonabelian case. The cxistence oí a supersymmetry associated to this 
transformatiou is explicitly shown. . 

This formalism is used to work out two alternative quarkoniums. One using the 
Dirac oscillator potential and the second including a pseudoscalar intcraction. The 
first case is far íorm experiment, while the latter is in excellent agreement with the 
experiment and an improvcment to previous reported predictions. 
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Capítulo 1 

Antecedentes 

1.1 interacciones fuertes y quarks 
A mediados de la década de los años setenta los sistemas quarkonio comenzaron a 
ser detectados experimentalmente [l, 2, 3, 4]. Desde entonces el espectro de estos 
sistemas ha sido ampliamente medido [5] y modelado [6, 7]. Estos sistemas han· sido 
una importante guía para entender mejor las interacciones fuertes. 

Existen diversos escenarios desde los cuales pueden ser estudiadas las interacciones. 
Dos de estos escenarios -que ~on a la vez opuestos y a la vez complemcntarios
son por una parte la espectroscopia y por otra, la perspectiva de los fenómenos de 
dispersión. Cada uno de estos tratamientos impone sus propias técnicas y métodos, 
tanto en el aspecto experimental como en el teórico. Aquí, el interés fue trabajar desde 
la perspectiva de la espectroscopia. Sin embargo, el caso dispersivo presenta algunos 
puntos complementarios a nuestra discusión y se remite al lector a la bibliografía 
correspondiente a los aspectos experimentales [8, 9, 10, 11] y teóricos [12, 13, 14, 15, 
16, 17]. 

Al hablar del sistema quarkonio es conveniente distinguir entre quarks pesados 
y ligeros. Como pesados se reconocen: charm (c), bot.tom (b) y top (t) -verificada 
recientemente la existencia de éste último (181 19]-. Correspondientemente los quarks 
up (u), down (d) y strange (s) son denominados ligeros. 

Esta división encuentra su origen en el hecho de que las predicciones para los me
sones quarkonio ligeros se apartan excesivamente de sus mediciones correspondientes. 
En relación a esta discordancia se tiene en general la esperanza de que las dificultades 
conceptuales que aparecen en la comprensión de la espectroscopía de quarks ligeros 
puedan ser superadas desde el estudio de los quarks pesados. Sin embargo, la expli
cación de la falla de la teoría en el sector de quarks ligeros es un punto delicado, y es 
mejor ser más prudente y caminar con cuidado por· ese terreno. 

Mediante argumentos generales (longitud de Compton y radio de Bohr) se pue
de hacer plausible que conforme menor sea la masa de los quarks que conforman al 
mesón, se espera que el sistema sea más relativista. Y esto es a la vez la motiva
ción y la justificación tradicionales para enfocar la atención al estudio de los sistemas 
quark-antiquark pesados sólamente; de esta manera se tendría la ventaja de que las 
propiedades del quarkonio proveerían adicionalmente una arena propicia para po
ner a prueba detalles de las predicciones teóricas cuantitativas mediante mediciones 
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2 Capítulo 1. Antecedentes 

precisas [20, 21]. 
Así, en relación con este punto es aceptado universalmente que el desacuerdo 

entre la teoría y el experimento que prevalece en el caso de quarks ligeros se deba 
a la existencia de efectos relativistas de órdenes superiores a los considerados en la 
teoría [22]. Para aclarar ideas alrededor del punto anterior es oportuno presentar -si 
bien a grandes rasgos- las ideas básicas de este modelo, principalmente con el interés 
de fijar un lenguaje común. 

1.2 el quarkonio tradicional 
Sin lugar a dudas, el sistema quarkonio ha sido el modelo más exitoso en la des
cripción de estados ligados bajo Ja influencia de interacciones fuertes. Baste con 
mencionar el gran acuerdo que existe entre los datos experimentales reportados y 
los valores predicl1os para las masas de los estados n3 S1 de los sistemas ce (J/f/;(lS), 
f/;(2S), ... ) y bb (T(IS), T(2S), ... ), así como para el estado singulete l 1So (T/c(lS)). 
Existen otras predicciones del modelo quarkonio en el mismo rango de masas, que se 
muestran en Ja figura 1.1. Sin embargo, hasta ahora no ha sido reportada ninguna 
partícula identificada como alguno de estos últimos estados. 

La Cromodinámica Cuántica (QCD) del modelo estándar muestra gran concor
dancia con los experimentos de dispersión inelástica profunda no polarizada. Esto 
significó una fuerte sugerencia para su utilización en Ja predicción de un potencial 
para el quarkonio: un sistema de dos quarks muy pesados, siendo uno de ellos Ja 
antipartícula del otro [23, 24, 25, 26, 27, 28, 29]. Por medio de este procedimiento se 
puede obtener una forma genérica del potencial para el sistema quark-antiquark en la 
aproximación sofocada'. En el caso de masas iguales esta forma se reduce a [30, 31] 

V(r) + ~ (-dV(r) + 4dV2(r)) 
2m2 rdr rdr 

+-1-(6S·r S·r-2S·S)Va(r) 
12m2 

1 
+ 

6
m2 (28 · S -3) V.(r), (1.1) 

donde V(r) es el potencial independiente de espín y \/2, V3 y V, son dependientes 
de espín. En una teoría abeliana -como es el caso de QED- es posible relacionar 
de manera sencilla los potenciales V; con V(r). Pero en general éste no es el caso 
para una teoría no abeliana debido a que nuevas contribuciones evitan una relación 
directa entre Jos diferentes potenciales. 

Se parte de la reducción no relativista de la interacción de cuatro fermiones que 
resulta del intercambio entre quark y antiquark con un campo vectorial y otro escalar. 
Así, el potencial quark-antiquark puede ser descompuesto en dos interacciones efec-

1En la literat.ura la nomenclatura para esta aproxjma.Ción es conocida en su versión inglesa, a 
saber quenched approzimation. Ésta consiste en ignorar los rizos Cermión-antiíermión. 
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1.2. El quarkonio. tradiCional · 3 

J/!l'(IS) familia charmonio 

¡·· ¡•• 

Fig. 1.l(a) 

~ 
----·--------~;¡-·jjij-·-·-·---·--

¡- ¡•· ¡•• 

Fig. 1.l(b) 

Figura 1.1: Diagramas de las familias de mesones {5}: ce en J.l(a) y bb en I.l(b). · 
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tivas .:,-un.a esca!~)- otra vectorial-. y l~ fÓrma que se obti~~e.pari clll!Íl ~i!e! 
espacio de. momentos es " ,: . ' . 

. •.·.. '.: .. J.I,:.&;~1+;(~cq•r~:j ~:+v<r,·>.6; .. \~rv ·· .. · .. •· ..... ·. ·.·· 
En el límite estático eíífa'expresióri·coriduce a las siguie'nte5 relaciÓne.s: ', ·· 

", I . . •. ó- ~: ;~,~,;,.._". .\; ;'. •· '-~-::ii·· .:.~- .... '--·< 

y 

V(r) - . v'(~) \ s(~), 
v.c~j " . v(r). 

V:i(r) ·.· d d2 
(rdr - cPr )v(r) 

V.,(r) = V'2 v(r). 

(1.3a) 
(1.3b). 

(1.:Íc) 

(1.3d) 

Las ecuaciones (1.3) muestran dos puntos interesantes. Por un lado la relación (1.3a) 
para V(r) resulta ser sencillamente una suma de los potenciales escalar y vectorial. 
Por otra parte, en esta aproximación se recupera la posibilidad de expresar en for
ma directa los potenciales V;{r) -aunque esta vez ya no como una relación direc
ta de V(r}, sino como una expresión en términos de la parte vectorial v(r) y sus 
derivadas-. 

Para la parte independiente de espín han sido propuestas muchas formas funcio
nales. Sin embargo, al evaluar numérica o gráficamente estos potenciales es inmediato 
observar que todos ellos son equivalentes dentro de la región de interés tanto para 
los sistemas charmonio como bottomnio. Esto se muestra en la figura 1.2 [7]. 

Por otra parte es común en todos estos casos dividir al potencial 2 , distinguiendo 
dos regiones: una con influencia predominante a distancias cortas y semejante al 
tipo coulombiano, y otra de largo alcance de carácter fuertemente confinante. En la 
propuesta de Cornell, estos dos términos se realizan en la siguiente expresión. 

V = cr 
-;+1tr, (1.4) 

La intuición queda favorecida con esta expresión. El primer término -que representa 
la parte interna- se reconoce como la contribución perturbativa por el intercambio 
de un solo gluón. El segundo término -que es la contribución externa- es una 
componente confinante no perturbativa y puede ser relacionada con la pendiente de 
la trayectoria de Rcgge. Al usar los valores experimentales para los sistemas J 11/' (ce) 
y T (bb) los parámetros del potencial ( 1.4) son los de Ja tabla l. l. 

2 Apane de interpretaciones alternas {32) 
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tivas -'una es~álar y otra vectorial~. Y la forma qúe\e obti~;.~,~~r~ e1Í.is~~n: ~l 
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la trayectoria de Rcgge. Al usar los valores experimentales para los sistemas J Ni (ce) 
y T (bb) los parámetros del potencial (1.4) son los de la tabla L L 

2 Aparte de interpretaciones alternas [32} 
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1.3. Un qual'ko11io all~rnaliu~ 
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Figu1·a 1.2: La gráfica muestra que los poteuci.ilcs para <1uark-.1ntk1ual'k ele los 
\'arios mude/os más populares, sou equivalentes parn d mugu dP lo:. 1·aclio..<t de intc1·és. 

Tabln 1.1: Va/ol'eS opt.imizac/os de Jos parámetros pam e/ potc11cfol <le Conwll. 

sistema o 
ce 0.52 
bb 0.48 

1.3 un quarkonio alternativo 

"/[a;;'y-,J 
0.18 
0.18 

Si bien es cierto l}ue el modelo quarkonio ha mostrado tener n111d1as bondades --colo
c;.indolo.cn el lugar preponderante actual-, también es cierto que ha mostrado una 
limitación importante cu cuant.o al sector dependiente de espín. Y se puede decir 
que el fenómeno dependiente de espín no es comprendido -al menos al mismo nh•el 
que el independiente de espín-. 

El tratamiento llano e:; cualilalivamenlc correct.o pero presenta diferencias cuan
tilativas en Ja predicción del espectro de las masas. Es posible refinar los resultados 
si se relajan las restricciones en el carácter covarianre de Lorentz ele lttd interacciones. 
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6 Cupítulo 1. Antecedentes 

Algunos autores han trabajado exitosamente potenciales no P.•calares [33, 34, 35]. Si 
se incluye una interacción efectiva pseudoescalar y se permite la mezcla escalar y 
vectorial las modificaciones relevantes que se manifiestan son el término adicional en 
el lagrangiano que representa una interacción pseudoescalar 

Lfnt = fi(q'J ü•y5u V')'
0
V. 

Ahora las relaciones correspondientes a {l.3) son 

y 

V(r) 

V,(r) 

V,(r) 

V.(r) 

v(r) + s(r) + 2,'72 (v{r) - s(r)), 
m 

v(r), 
d d2 

(rdr - d2r)(v(r) - p{r)) 

1 = '72 {v(r) + 2p{r)). 

Los potenciales independientes de espín son ahora 

v(r) 

s(r) 

p(r) 

et 
V¡-+VeKT 1 r 

et 
s¡- +seKr, 

r 
et 

p¡- + PeKT. 
r 

(1.5) 

(l.6a) 

{l.6b) 

(1.6c) 

(Üd) 

{l.7a) 

{l.7b) 

{l.7c) 

A partir de los datos experimentales, la discusión se centra en el desdoblamiento de los 
estados x [5]. Y la atención se orienta hacia la mejor comprensión del ordenamiento 
del desdoblamiento del triplete x, de los estados 3 Po, 3 P 1 y 3 P2 del quarkonio [20, 21]. 

Los parámetros usuales para este caso son la diferencia de masa para estados 
consecutivos 3 PJ, y su cociente. 

M(3P.) - M(3Pt) 
7?.~ = M{3Pt) - M(3 Po) . (1.8) 

En la tabla 1.2 se presentan algunos valores reportados para estos parámetros [22]. 
Como se puede observar para los valores de las masas [37], la desviación entre los 
valores experimentales y predichos (-32 Mev para ce y -2 Mev para bb) va más allá 
de las incertidumbres experimentales actuales ( <0.5 Mev para ce y <0.7 Mev para 
bb). Se ha optado por los tratamientos indirectos [30] que concentran su atención en 
la separación relativa entre los estados consecutivos 3 PJ, el cociente 7?.x (1.8). Sin 
embargo, los valores para las diferencias entre las masas, así como para las masas 
mismas permanecen inexplicadas. 
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1.4. Tratamientos alteniativos 

Tabla 1.2: Diferc11cias de mfiSas e11tre estado.<; .lpJ co11scc11tivos, J' los cocientes de 
estas diferenciltS, Rx· El reporte oxpcrimcntal {5), y dos de cálculos pcrturbativos 
Dib et al. {30) y Villarreal et al. {36). 

Exp. • Dib Villa. 

M(ªPi)c - M{ªPo)c 95.4 ± l 50 
M( 0 P2)c - M(3Pdc 45.7 ± l 26 

n.,, 0.48 ± 0.02 0.538 0.52 
M{°P1) 8 - M(ºPo)a 32.l ± l 28 
M{ªP,) 0 -M(ªPi)n 21.3 ± l 18 

n, .• 0.66 ± 0.06 0.717 0.64 

• todos los valores de las masa.." c.'\tAn en Me V /c 2
• 

1.4 tratamientos alternativos 
Además de una modificación en las interaccioues, es conveniente destacar también 
que los tratamientos usuales del quarkonío han sido perturbativos 1 no relativistas y 
con correcciones relativistas a la. ecuación de SchrOdingcr [30]. Ha habido diversos 
tratamientos alternativos apoyados en un principio variacional (35, 34, 38, 39}. Ahí, 
las correcciones relativistas son introducidas vía el desarrollo de .j11i2 +p2 . También 
se han introducido correcciones relativistas al potencial. Pero para las eigenfunciones 
aparecen inestabilidades que han mostrado ser muy criticas [35]. Aquí estoy haciendo 
referencia a los cálculos de elementos de matiz para el sector dependiente de espín. 
Ellos se realizan comúnmente vía un procedimiento perturbativo (30). Ahí aparecen 
términos de la forma l/r3 • Estos térmiuos son divergentes en un tratamiento no 
perturbativo. El resultado no divergente del modelo estándar proviene de imponer 
una cota mínima arbitraria para r, jugando el papel de función escalón3 [40). 

Por otra parte, el siguiente argumento muestra que es impreciso considerar a los 
efectos relativistas como correcciones. La tabla 1.1 muestra la evolución esperada 
para el acoplamiento fuerte a = ~Cts, hacia valores menores para distancias peqlleiias. 
Si recordamos que el radio de Bohr reducido es 1•9 = 2/(m a), esto define la escala 
para el sistema quarkonio. Los cfcct.os relativistas son importantes cuando la longitud 
de Cornpton >.e = I/rn, es comparable al radio de Bohr. Así que para potenciales 
con influencia couloml>iana predominante, los efectos relath•istas van como el cociente 
R = Ac/ro = o/2. Tanto para ce como para bG, R =::: 1/4. la conclusión usual es 
que ce puede trabajarse desde una plataforma no relativista, pues (v/c)1 ""0.25. 

Siu embargo, al incluir uu confinamiento no desprcciaOlc se espera que el radio 
promedio disminuya y en consecuencia, que el sistema sea más relativistn. Deta
llaré esto. A partir del principio de inccrticlumhrc y usando Ja energía cinética no 

3 En i11g!Cs, es frecuente uar t!fl este contexto el térrni110 cutoff. 
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8 Capítnlo J. · Ántdcedentes 

relativista se p11ed1..estableccr uná escala i-0 , más apropiada:p~rai?I potciici~I Üp~' 
Cornell. · · ,.,., .. ,. · .. · ·'·' ,•• 

2, = ~ + ..:, . : •. ,. '< <1.9¡ 
_ mr0 .. rº : . . .. ·.,-··.: .. _:u,:-._-~~~---'_~·:,:.·::;·,'.,>::, ... 

que se ·.reduce correctamente al valor rs para valores pequeño.fd(i</Al resolvi!r·iá.> 
ecuación 1.9 para ro, se encuentra una tí.nica soluCión.r_~ ~. ~ .- · · <~- · · ·· ;· .. «::: · -- ,. ·.- . ·. 

3 
ro·= z + l_+ ~re 

con 

( 
3,/3 27 ) 

113 

z = 1 + T(4x + 27x2)112 + 2"' ;:: 1 (l.ll) 

y 

(l.12) 

Observen que ra ~ r0 y que r0 crece monótonamente con "· Para charmonio 
son. relevantes los valores, m = 1.84 GeV, a = 0.52 y n, = 0.18 GcV2

• · Así que 
r./ra = 0.62. En consecuencia, en vez del valor coulombiano (vslc)2 "' 0.27, se 
llega al valor menos favorable (v0 /c)2 

"' 0.43. Aplicando este último razonamiento 
al bottom.nio, su valor coulombiano (va/c)2 "' 0.23, se mantiene com¡iarable con 
(v./c)2 "'0.27. Con lo anterior, al menos se hace cuestionable incluir correcciones 
de este orden en forma perturbativa, para el sistema channonio. 

Alternativamente, uno puede comenzar directamente con una ecuación relativista. 
El espín de los quarks es 1/2 y la ecuación apropiada es la de Dirac. Esta elección 
tiene una ventaja adicional. La covariancia es una parte explícita inherente a la 
ecuación de Dirac y el carácter tensorial de Lorentz para el confinamiento puede ser 
trabajado nítidamente. Sin embargo, otras interacciones deben ser pueStas a mano 
como los potenciales espín-espín si se mantiene el tratamiento de la ecuación de Dirac 
como la descripción de una sola partícula. 

Los antecedentes que les he presentado hasta aquí son un pequeño grupo -si 
bien representativo- del marco general de una discusión más extensa. Y ella fue el 
sustrato motor del presente trabajo. 

En el siguiente capitulo desarrollaremos en detalle un método de diaganalización 
cerrada para la ecuación de Dirac. Esta técnica da inmediato acceso a dos importan~ 
tes variantes en el tratamiento tradicional. Promueve la transparencia en el estudio 
de la covariancia para las interacciones. y hace posible aptar por técnicas de calculo 
alternativas a las pcrturbativas, como es el caso de métodos variacionales. 
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Capítulo 2 

Desacoplamiento exacto de las 
componentes de energía en la 
ecuación de Dirac 

9 

Entre los problemas dentro de QCD Jos métodos perturbativos son por mucho Jos 
más usados. Baste recordar que Jos diagramas de Feynman plantean un desarrollo 
en una serie que se corta al orden de interés en cada caso. Pero es indiscutible que 
frente a los métodos perturbativos, las soluciones cerradas tienen como ventaja la 
certeza. 

La transformación de Foldy-Wouthuysen lleva por lo general a una serie, pues 
debe ser realizada recursivamente hasta el orden deseado de 1/m -para el caso no 
relativista-. 

Sin embargo existe una clase de potenciales para los cuales esta transformación 
da Jugar a una diagonalización cerrada en las componentes grande y pequeña de los 
cspinores de Dirac. A esta clase de potenciales la denotaremos por potencia/es de 
Eriksen [41}. En este capítulo estudiaremos de cl;tos potenciales il.lgunas propiedades 
relevantes para los propósitos de esta tesis. A continuación discutiré con ustedes 
con detalle el concepto de paridad y a partir de él presentaremos la transformación 
cerrada de Foldy-Wouthuyscn. Posteriormente trabajaremos las generalizaciones a 
este procedimiento (42, 43, 44, 45]. 

2.1 la transformación de Foldy-Wouthuysen cerrada 
Una transformación de Foldy-Wouthuysen [46} es una rotación del hamiltoniano en 
el espacio de las matrices de Dirac con la cualidad de que el nuevo hamiltoniano 
sea diagonal por bloques, desacoplando así las componentes del espinar, grande y 
pequeña. Cuando un operador tiene esta estructura se dice que es par. 

El que una matriz de Dirac sea diagonal por bloques de 2 x 2 en Ja representación 
de Dirac-Pauli es equivalente a pedirle que conmute con {3. Sin embargo, esta última 
condición tiene la ventaja de ser independiente de la representación. 
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10 CapíÍulo 11: Desacoplamiento exacto de ... 

2.2 matrices pares y diagonalizacióv (inicial) 
A partir de una matriz de referencia B definimos qu'e una matriz A es par si conmuta 
con B, y non si anticonmuta. En general para una matriz D arbitraría existen 
matrices que no son ni par ni non. Pero esto no es para preocuparse. Lo que sí 
nos interesa es poder separar a cualquier 1natriz A en dos partes con paridad bien 
definida1• 

En este momento podríamos iniciar el tortuoso camino para dilucidar en lo posible 
las propiedades de los espacios capaces de soportar tales operadores B. Sin embargo 
demostrar la existencia de una matriz B con las propiedades mencionadas es posible y 
es más sencillo mediante un ejemplo concreto. Dejemos cJ trabajo de la idcntíficación 
de la familia completa Uc tales espacios a mentes mlls.pacíente.s. 

Se puede comprobar directamente que para el caso de matrir.cs de 2 x 2, si se 
elige como matriz de referencia una de las matrices u de Pauli entonces toda matriz 
es la. suma de una. puramente par y otra. puramente non. Las matrices de Dirac 
reproducen dicha propiedad en varios casos. Dos de ellos son cuando sn elige {3 ó ,r. 
como referencia. Las matrices pares con respecto a f3 son las matrices diagonales por 
bloques de 2 x 2 en la representación de Dirac~Pauli 1 y las pares con respecto n 75 

son diagonales por bloques en la representación de Wcyl. Otro ejemplo interesante 
es el caso en que se cHgc la nrn.triz -i/31'5 como referencia. 

Aunque en lo subsecuente ya no discutiremos con detalle el tlltimo caso ni el de ')'5 , 

sin embargo, va.Je la pena notar aquí una diferencia. La matriz {3 es non cuando se 
elige como referencia a la matriz. 75 , y en ese caso las matrices a:¡ son pares. Por otra 
parte, con la matriz -i/J-y5 como referencia, tanto f3 como a; son nones. Al pedir 
Jas condiciones de conmutación necesarias para realizar la transformación cerrada, 
cuando el momento lineal aparece en la parte par (por ejemplo cuando B = ¡') 
la parte non ya no puede depender del espacio de configuración y \'Ícevcrsa si el 
momento aparece en la parte non1 como verán posteriormentc2 • 

Con base en cJ concepto de paritlad respecto a una matriz refenmcfo1 al1ora. e~~ 
tamos en posición de expresar la transformación de Foldy-\:Voutlmysen cenada, cu 
términos muy ·generales. Buscamos realizar una transformación H -Jo H', con H' 
definida por 

(2.2) 

1Dado un operador referencia B, siempre es posible para cualquier operador A, la descomposición 

si sus partes se definen como 

Apar := ~(.tl + BAD} 

Mediante un cálculo directo, verificarán que 
[A~uu·.BJ =O 

A11on :::: ~(A - BAB}. 

{Anon, B) ~O. 

(2.la) 

(2.lb) 

(2.lc) 

2 Vcan la. explicación a la ecuación (2.4), Comparen con la condición (2.7~~) y su iiso cu (2.M). 
Asimismo revisen el párrafo 3.4 concerniente n los generadores de la super::;imctria, más adelante. 
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2.3. Un ·pJ'!'blcma· ~~adémico 11 

de t·al man~ra qu~·H' ~ea p~ta1~.~~n_tc,1~~r:~~·ii ... ··r.~~-~:c;tC>::~.:~~i-~~-iil_~ii:iz:B·:.:Í'a.~_ti8.Í.'~-~~;~~~.; 
drcmos hermitiana .. El procedimientci usuaL[,io;A7J° es iderlt¡fiéar· eri·'H,:sús: partés3 · 

·.·pa~ Hpar.Y n~u lfnon ·. · 1->.: , "· <:i_::ti;: :··· · ,~·.,. ·:·· .-.: ... 

~~11 ~OSt.a clc~-~oÍn¡>Osic~ó. n la elecc:r~t. •.7.l~.:.1.':.·.c,• H.s.·.
1
.1:_; .. :.:;.'

1
.;'.· .\ '. '. ; ' .. ; ' ' .:' .. ·'(i,j¡ 

'·~-\>._,;:;·.:. 

iS := B H "º" 8. . , '''(2 .. 5) 

By O son operadores h~rmitianos, y 8 con:muta con By H11011 • 

2.3 un problema académico 
Aunque la elección de S es adecuada. vale la pena señalar algunas motivaciones 
heurísticas subyacentes. 

Recordemos de nuestros cursos de cmintica elemental el problema académico de 
una partícula fija, con espín en un campo magnetost.<itico externo 

H=C1·B. (2.0) 

Podemos resolver este problc~ma rotando el hamiltoniano parn que en el uue· 
vo sistema, u apunte en la dirección :. Como 173 es cliagm~al (par) esto resuelve 
inmediatamente el problema c11 lo relativo al espacio de espín. La rot.ación se efectúa 
alrededor de un eje perpendicular por una parte al eje z y por otra a la dirección 
en la que apunta el vector B. De la primera condición la dirección resulta ser la de 
un Vector ñ en el plano xy. Al expresar el operador de rotación con10 exponencial 
de sus generadores, observainos que en el exponente aparece sólo la parte non del 
hamiltoniano. 

Por otra parte, llegamos a la misma conjetura a partir ele la tabla de multiplicación 
para las matrices a, por su carácter cíclico. Si lo que buscamos para la ecuación (2.6) 
es deshacernos de la parte non mediante operaciones de multiplicación, es razonable 
esperar que la parte par (uz) no necesite participar, pero que ax y u 11 sí aparezcan. 

Ambos razonamientos nos llevan a la misma conclusión. El generador de la 
rotación, S, debe de ser una combinación. sólo de las matrices u nones. 

3Si 8::: nf se \'t>rifica que tanto /f1,,u como 1/11011 .son hermiLianc1s. 

y similarmente 

[B. llJ = [fl, /f,, 0 ,,J = 2/Jf/,, 0 ,, 

= -[ll, 11¡! = 2/JFI,\.., 

(B, 11) = {ll, //1,.,) = 2BF/p., 

= (/l,/f)t =2llll,t ... 

Aqu( requl'rimos t;unhién que B sc<t no sing11l<lr. l'cro la condición ('l.7a) es equh•alentc. 
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12 

2'4 inatrices pares y diagonalización (final) 
~:Cgrcscl11cis al10~a ·a ra:·ecuación (2.5). ·~Et. bpet~~~r ·o: delic. <'.oni111ltilr· c:·~u ·.B y 
<.:~n H1101 ~ •. Esto lo satisface un operac~or que ~larna·re~~~ h.2 

): qul!\i..:··Pai: ·n h.L. vez~ q'uc 
mr.función de fluon (por ejemplo uña poten"cia stlya):· Así que I~~ rCsultaré\ plausiUlc. 
el "que ·p1·opongamos que O dcpcr~c~a ~X~lusiYaITlc.nt~· 4~ ./~2 ~ ·:·~·dc~m~o; p9~·. coinorli.dad 
escogeremos a B como una raíz. de 13.. 'uóiciad. ·: Abiij~···.fe._~ ·¡ul;sC1~to. li1 'listi1' (¡~: h~s 
Sll[IOSiCÍOllCS que harcmbs. . . , '" , . 

B2 ·1, 
'· '··/é:- .. ·-·. "#1~011·,~·' 

o ~(h'), 

, ... ,.•.(2,7a) 

(:i;7h) 

Ob~~rveti :·~~~ted~- que ~lmquc·H11011 eS nOn, su cuadrado Cs' pai· k:·e,=~ ... Ú~·-;~?r~~t~.~1~ 1(i-r.dl .. 

que se ~x:.~~a abajo . {h, a¡ ·- o' . . :, ··::.!'.é~iii~·¡.i·2:;d)' 
'n? C~ ·.t~m~ c~;Ídi~ión metra'', pero la escriba aquí para rcrcrenciaS. fut.üt:¡{~.E~~:iH~iOi~ái~(·, 
•.··n~Cntc ·'.'ªm~s a P.cdir una conclición que será de gran utilidad al momcm.r?:~e .oPt.mier 

.. ··~~a,}or1~~a ccrr~cla de la t.ransforn1ación (2.2) ··· -.-; > .. · · 
{ffpar1 Hnan} o .. 

Verificaremos la consist.encia de estas suposiciones al final~. 

· 2.5 forma trigonométrica de ci5 

La cxpmicucial compleja de la ecuación (2.2) tiene a su vez una <!Xpresión ('.quin~~c1.1te 
del tipo trigonométrico. Para obtenerla es conveniente que dr.sarrollt!~l la serie y la 
asor:icn en clos nuevas series, una para las potencias pares de iS j· or.ra para laS impa· 
res. Luego apliquen la propiedad (2. 7c) a cada término de mnh<L<i gc~l'ii!!'!. Finalmente 
basta que usen la definición misma de matriz non y un poco de combinatoria para 
que Obtengan 

(iS)'i = (BHnonB)" = (-l)!n(n-l)BnH;1
1
0116". 

n! n! n! 

En los términos con potencias pares (u= 2111) los factores l/1~011 
tuidos directamente por h~, seglÍn (2.711), 

(2.8) 

pu<'dc·u srr substi~ 

(2.9) 

'11.o qul' se pide rs que h exista. :0.1;i..¡ adchlnlc dcmostran.•mos la e:..btm1ri.1 ~h~ u11a miz par ('1) 
rll• Ji'.!; si bien t•s cierto qm.• 110 t•s tínie'a. 

r,\.ean los comcnt.nrio::1 ele la :wrc:ió11 2.8. 
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Para Í~ s~ri~:¡n;Jai; (J ~ i.ri ;i: ú~:~sé~ '°~i ~isino' prodedi;;.Íe~to ;xce~to ~or ;,;;;r 
multip!Íé:ai:ióÍ:Í· j>Ór li/ií yjim~'-fáctoriiaé:ilin' de ,Biin;~h-'- 1 :·: •En .'el' cámino es .útil· 

re~~rd~ ~~eh-~.\~~~:~;li ~-:. >.):ú ,; ... ;.:' .· J: ... ·. 

··~~~º"~~1 ~(-1rh~;:i!í~)71 ~::¡j~~~nh,_~~enM> . (2.10) 

Combinen ambos resultados para obtener una fórmula trigonométrica del tipo de 
Euler-d 'Moivre 

e811
•••

8 
=CDS hO + BHnonh-1 sen hO. (2.11) 

La ecuación anterior es la descomposición (2.4) de la exponencial en una parte par 
y otra non. Más adelante esta propiedad mostrará ser de gran utilidad. 

2.6 forma cerrada de la transformación 
Para efectuar la rotación indicada en la ecuación (2.2) vamos a imponer una res trie~ 
ción. Sólo se tomarán en cuenta los hamiltonianos H que no dependan explícita
mente del tiempo. Esto restringe severamente la clase de potenciales a los que les 
está permitido participar: los potenciales estáticos. 

8,H =O. (2.12) 

Sin embargo estos potenciales cubren los casos de interés para el presente trabajo. 
En particular son suficientes para describir estados estacionarios de sistemas ligados. 
Cuando H dependiere expHcitamente del tiempo la transformación (2.2) generaría 
una serie infinita según muestra la aplicación directa de la fórmula de Becker-Kampel
Hausdorff [46, 48]; esto, en lo referente a los términos S, S, ... 

La ventaja de la restricción señalada es la futilidad de la presencia del operador 8, 
en la ecuación (2.2) para este caso, reduciéndola a 

(2.13) 

Si ahora toman en cuenta las propiedades de conmutación (2. 7e) entre S y H corro
borarán que al pasar la exponencial de un lado de H al otro el exponente cambia de 
signo. Esto lo pueden visualizar de inmediato por ejemplo desarrollando la exponen
cial en una serie de potenci':l5. 

Sustituyan H y e-2' 5 por sus expresiones equivalentes (2.4) y (2.11) en la ecua
ción (2.13). Desarrollando el producto y asociando términos pares e impares a la 
manera (2.4) y usando nuevamente la condición (2.7e) resulta 

H' B[BHp.,cos2hO+llsen2/iO] 

+ Hnon[cos2/tO-BHparh- 1 sen2hOJ. (2.14) 
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El ejemplo que trabajaremos es~! caso en que Hv., es'prciporcional aB,siencl~dL 
1a form8.. y~·~r =.·mn;·y:B·= p;·.:_Lci ... rO~ció~ anterior pani"un·.'áilgulo~·-árbit"t-8.ri~;-e&:·~. -_ . 
. : ... :., ... ,_:~~::·.-·:r~~~·;/·'.:'./::;.'_:,, :.·.:··.:;: ;:.' __ ·¡_':~·.: '> : '.'_·'·.-. -. ,.:_ ... -, __ :~~~-:·~··::.~.,:::~·:<-· .. :··•\,,< 

H' = {J[m cci~ 2h9 -tlisen 2110] + H,,00 [cos2h9 : h' se.n~h9]: • : :{2:15). 

Es~a ;¿rmuÍ~ e~ bastante.general y no está restringida ~n ~c,~%:~\iiitma al'~~~~¡~ 
éle las\mátdces de Dirac, pues sólo basta que se tenga a la clisposicióri:mi.Óperador 
conJas. propiedades de conmutación y anticonmutación discutidas .al inicio de la sec
. cion 2.2. Un ejemplo obvio aparte de las matrices de Dirac es el de las matricés de 
Pauli~... · 

2.7 · Foldy-Wouthuysen y Cini-Touschek 
· A partir .de la ecuación (2.15) es inmediato obtener la expresión ele la transforma
. ción. cerrada de (2.2), bajo las condiciones (2.7). Lo que falta es elegir un 'ángulo' 
adecuado para anular el término impar. Esto se logm imponiendo que O(h2 ) cumpla 
con Ja condición trigonométrica 

o equivalentemente 

m h sen 2h0 = cos 2h(J 

tg2h0 = !!:.. . 
m 

(2.16) 

(2.17) 

Cuanclo h es diagonal, 9 también lo es y la ecuación (2.17) es también la ecuación 
para los eigenvalores. Los eigenvalorcs de O son reales pues los d(? h y rn lo son, 
por tanto su intcrprctnción como ángulos es correcta. Esto prueba .la hermilicidad 
para 01 así como la validez de la ecuación (2.5) y nuestras suposiciones concomitantCs. 
En particular aquí tenemos una prueba de consistencia con Ja hipótesis (2.7c) 1 pues 
ambos miembros en la ecuación (2.17) son funciones impares de h. 

Para finalmente exhibir el hamiltoniano di~gonalizado es convcnient.c construir 
antes el triángulo rectángulo corre.,pondiente a (2.17), cuya validez ha quedado jus
tificada arriba. Leyendo los valores de senhO y cosh9 a partir de la figura 2.1 y 
sustituyendo en (2.15) obtenemos 

Ilpw := fJVm2 + h2 • (2.18) 

Para comprobar que el requisito (2.7d) se cumple basta observar que una posible 
solución a /¡ es el operaclor Hnv con m = O. El hamiltoniano (2.18) es conocido 
como de tipo Foldy-Wouthuysen [49] y con esto se concluye la búsqueda planteada 
al inicio de la sección. 

6 Aunquc no menos obvio que otros. 
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h 

2hlJ 

m 

FigU.ra.2.1: Construcción del triángulo rectángulo que representa formalmente a 
la transformación de Foldj.Woutliuyscn. El ángulo es real, con lo que se asegura 
que las relaciones eritre los catetos son trigonométrkas y no hiperbólicas. 

Sin embargo la expresión (2.15) nos ofrece un regalo no previsto al inicio. Si 
consideramos el caso en que el hamiltoniano es puramente non el camino a recorrer 
es enteramente similar. Las condiciones análogas a (2.16) y (2.17) son 

1ncos2h8 

tg2h8 

-hsen 2hlJ, 
m 

--¡;· 

(2.19) 

(2.20) 

Esta vez la figura 2.2 es la apropiada para leer los valores de sen hlJ y cos hlJ, y que 
corresponden a la rotación ortogonal a 2.18. · 

HcT := Hnon.M. (2.21) 

Éste es conocido como el hamiltoniano del tipo Cini-Touschek [50) y es el apropia
do para una descripción en el límite ultrarrelativista, a diferencia del tipo Foldy
Wouthuysen que corresponde al límite no relativista. 

2.8 comentarios a los resultados 
Noten que la masa tiene un peso opuesto en ambos límites. Mientras que para 
la región no relativista m es el término dominante de la energía, para la región 
ultrarrelativista mes una contribución pequeña. La expresión (2.21) es como si fuera 
una factorización de Hnou y el segundo término en el subradical contiene a la masa 
en el numerador con lo que resulta pequeño. Por el contrario en la expresión (2.18) 
el término /3m es la contribución principal y h2 /m es la corrección. 

Concluyamos esta sección destacando varios puntos. 
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-m 

2h8 

h 

Figura 2.2: Construcción del triángulo rectángulo que representa formalmente a 
la tran~formación de Cinj. Tousdwk. El ángulo es real, con lo que se asegura que 
las relaciones entre los catetos son trigo11ométricas y no JJipcrbólicas. 

El primero es que aquí hemos empleado el término límite distinguiéndolo del 
término aproximación a la vez que resaltando su connotación de descripción más 
apropiadas en un cierto régimen. 

Como segundo punto a destacar es que la forma Cini~Touschek no es equivalente 
a elegir como matriz de referencia a -y5 por ejemplo (ver sección 2.2). Un término 

de la forma °' · 11', con 11' = p - i{Jr cambia a °' · 11' t cuando pasa una -y5 de un lado 
al otro. Estos términos no tienen una paridad bien definida con respecto a 1 5 (ni 
tampoco con respecto a -if375 ). Es decir que no necesariamente existe una matriz 
que clasifique como términos pares a los que otra n1atriz ha clasificado como nones. 
Como consecuencia de este segundo comentario se tiene que para cada uno de los tres 
casos señalados en la sección 2.2 podría existir una expresión tipo Foldy-Wouthuysen 
y una tipo Cini-Touschck, siendo todas independientes. 

El tercer punto se refiere a una ventaja del método y se discutirá más adelante 
con ayuda de ejemplos concretos. Por el momento baste mencionar que con (2.18) se 
logra desacoplar las componentes grande y pequeña, pero que aún falta por encontrar 
las eigcnfuncioncs del problema para tener una solución completa. Ya que la masa es 
una constante la expresión (2.18) tiene las mismas eigeníunciones que h2 • Esto indica 
que es suficiente si nos concentramos en h2 cuando busquemos la solución completa 
de (2.18). La relación entre h 2 y Jf2 es muy estrecha según muestra la ecuación (2.7b). 
Y así, para los casos en los que el hamiltoniano H de la ecuación (2.2) represente 
una raíz de Dirac de un problema previo (por ejemplo no relativista) y de solución 
conocida, las soluciones del operador h2 estarán relacionadas también estrechamente 
con las del problema previo. 

Como cuarto punto, es conveniente resaltar que generalizaciones a este procedi
miento deben hacerse con precaución, siendo esto particularmente cierto en relación 
a la condición de independencia temporal, y su conexi6n con la.unitariedad de la 
transformación de Foldy-Wouthuysen [51, 52, 53, 54]. 
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Finalmente, un resultado extremadamente importante es que el desacoplamiento 
de las componentes grande y pequeña es exacto sin importar la intensidad de la 
interacción. Además esto conlleva a que la definición del vacío pueda mantenerse la 
misma eon y sin interacción. 
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Capítulo 3 

Los potenciales asociados a la 
transformación cerrada de 
Foldy-Wouthuysen 

19 

En el capítulo anterior les he mostrado la existencia de formas cerradas para la 
transformación de Foldy-Wouthuysen. Avancemos ahora en la dirección de delimitar 
la clase de potenciales que pueden participar en el hamiltoniano de Dirac H de 
la ecuación (2.2) que permitan obtener una forma cerrada para la transformación. 
Llevaremos esta búsqueda hasta el caso de potenciales no abelianos. Al final les 
presentaré las propiedades supersimétricas de este problema. Pero antes de abordar 
el caso general estudiemos tres ejemplos conocidos. 

3.1 tres casos particulares 

3.1.1 caso magnético. Existen dos potenciales muy simples en estructura que 
permiten una solución cerrada del tipo (2.18). El primero es el caso magnetostático 
y corresponde a un acoplamiento mínimo1. Sin embargo se puede hacer el mismo 
tratamiento con un hamiltoniano más completo [43] y es el que les presento a conti
nuación. 

Hmag :=a· (p + eA) + {Jm. (3.1) 

Seguiremos la notación usual, definiendo 

•:=p+eA, (3.2) 

y así el hamiltoniano (3.1) se expresa como 

H =a·•+{Jm. (3.3) 

1Ya antes [55, 56 1 57] se ha trabajado c.o;te potencial pero restringido a partfculas con masa cero. 
Éste y otros casos de partículas de Dirac en un campo magnético independiente del tiempo (58, 59} 
quedan englobados en esta sección. 
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P~ra obtener la descomposición del tipo (2.4) usamos B = ,6 ·c~mci ...;atri~ de refe~ 
réncia para la paridad. Los términos son 

{3m, 

Q • 11". 

·.(3.4) 

(3.5) 

El potencial cumple con la condición 8,A =O y con ello se cumple también (2.12) así 
que es aplicable la ecuación (2.13). Como Hp., es proporcionar a f3 el hamiltoniano 
cumple las características para poder ser llevado a la forma (2.15). Por tanto se tiene 
para este caso un bamiltoniano de Foldy-Wouthuysen (2.18) y el correspondiente· de 
Cini-Touschek (2.21), sólo que ahora sabemos la forma explícita para h2 y es 

h~ •• := (a· '1')2 = [a. (p + eA)J
2

, (3.6) 

que es un pariente cercano del hamiltoniano no relativista propuesto inicialmente 
por Pauli2. HPauli = (1/2m)(u · 11')2. 

El desarrollo del último término en la expresión (3.6) se obtiene haciendo uso' de 
la conocida identidad para las cr; de Dirac 

(3.7) 

así como de su análoga3 para las p;., y recordando las definiciones de a y /3 e~ términ~~ 
de la.S matrices p de Dirac (60]. · 

Y así resulta que (3.6) es 

a p¡O' 

PJo 

h~ •• = (p + eA)2 + 2e(s · B). 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

La conexión entre HPauli y h~mg se revela al desarrollar la serie correspondiente 
a (2.18) usando (3.10). 

CJaramente la condición BtA = O impone la ausencia de campo eléctrico. Y recor
dando la discusión relacionada con la ecuación (2.13}, si se deseara incluir el campo 
eléctrico se vería uno forzado a abandonar para estos casos las far.mas cerradas (2.18j 
y (2.21). 

Es oportuno retomar la discusión que se anticipó en la sección 2.8. Gracias a 
la expresión (2.18) el problema cuántico relativista (3.1) hereda directamente las 
eigenfunciones de un problema no relativista conocido. Y cuando el problema no 
relativista tiene solución exacta en términos de funciones conocidas el problema re
lativista asociado (2.18) tiene una solución completa. 

2 E~1 la representación de Dlrac·Pauli las matrices de Dirac a:¡ son u1 ®a¡. 
3 0' y p conmutan. Las a¡ son las matrices de Dirac asociadas al esp{n. 
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3.1.2 caso anómalo. Pasemos ahora al segundo ejemplo. El hamiltoniano.es 

Hanom :=OC· (P + i,BE) + /Jm. (3:11) 

E es un vector de tres componentes que depende del vector de posición r. Nuevam.ente 
se pide (2.12) que ahora se traduce en 81E = O. La i aparece para que el tér
mino ioc · {JE sea hermitiano. En Ja referencia [42) se muestra que este término 
puede interpretarse como un acoplamiento entre el momento magnético anómalo y un 
campo eléctrico. E representa un campo eléetrico estático externo. Eri dicho trabajo 
se discuten también las propiedades ante CPT y de covariancia de este.hamiltoniano. 

Cuando E = -r se recupera el caso particular conocido como el oscilador de 
Dirac [61] y un tratamiento análogo al del caso magnetostático se puede encontrar 
en el trabajo [42]. El caso para E arbitrario está trabajado en [43]. 

Ahora el potencial corresponde a un acoplamiento no mínimo. Sin embargo po
demos utilizar una notación similar a la del ejemplo anterior. Definimos 

,,. := p+i{JE, (3.12) 

y entonces el hamiltoniano (3.11) se escribe también como (3.3). De nueva cuenta se 
identifican las partes par y non. Resultando Ja misma descomposición (3.4) y (3.5). 
El procedimiento se re¡¡ite idéntico hasta llegar a las ecuaciones (2.18) y (2.21). Para 
h2 se tiene esta vez 

/¡~nom =(oc· ir)2 = (a· (p + i{JE)j2. (3.13) 

El último término se puede desarrollar fácilmente observando que al permutar oc y 
,,., este último factor se convierte en ,..t. Usando (3.7), (3.8) y (3.9) obtenemos 

/¡~nom = p 2 + E 2 + fJ(V · E+ 4s · E x p + 2is · V x E) , (3.14) 

y para el caso del oscilador de Dirac 

h~m = p 2 + r 2 
- {3(3 + 4L · s). (3.15) 

Nuevamente pueden observar una relación entre el problema relativista, y uno no 
relativista. El último ejemplo es especialmente sugerente, pues es un oscilador ar
mónico más un término L · s cuyo origen es el tratamiento relativista. Como son 
conocidas las eigensoluciones de H 0 .c -<!1 hamiltoniano del oscilador clásico- Ja 
solución completa de h'fm es inmediata. H,,,0 , {J, J2, J., L2, s 2 y el operador de re
flexión de coordenadas conmutan entre sí, así como con li'f:m y por tanto con (2.18). 
Más aún, Hpw es función de estos operadores, así que su espectro se puede obtener 
directamente del espectro de H,,. 0 y de Jos eigenvalores de estos operadores. 
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3.1.3 '~~;;· i,;i~;~if'+ aii~~a'io.'. ~ :'si'obs~~~~~··ust~fa;'¡~;ijitii.;~·enti~ Íos ... 

dos ejemP~oS 8.~.~e!i(?fe's~ .. ~~-~fáÍ(~0 ·aCUér~O.:~~ qUe: ~~i~t~' un tefcef ejemPio qtie-los 
'engÍoba a ambos: Délinlmos·• ,-•.·.· . . . . . . . . . . " 

• :~ ' ; ., "< •• 

::é ,\" ;.:,;. ~., .· ,;.;=p+A+Í¡n;J, (3.i6) 
.. . .. '" , 

:ca~· f~ ~~~fiéCio~~· ya menciOnadas para A y E. Su presenciá: ~imultánea no liinita 
en_nada'el. pro_ccdimientó 'y se reproducen (J.3), (3.4), (3.5), (2.18) y (2.21). Ahora 

...... 1· 

h;;,;n+anom = (p + A)2 + E 2 + 2s · \1 X A 
-(3(\1 ·E+ 4s ·E x p + 2is · \1 x E). (3.17) 

Les he exhibido ya dos potenciales de Eriksen: a · A y iaf3 , E. Las preguntas 
inmediatas son, ¿qué tanto puede generalizarse esta idea? y ¿cuántos potenciales de 
Eriksen más existen? A continuación abordaremos este asunto. 

3.2 la clase de los potenciales nones 
Observen con cuidado el procedimiento de Foldy-Wouthuysen, y en particular noten 
las condiciones (2.7c) y (2.7b). Ya que del hamiltoniano no aparece en la forina 
firial {2.18) más que /111011 y la masa, es claro que un potCncial que apareciera en 
Hpar no tendría cabida en (2.18). Sin embargo, el potencial escalar acompaña a la 
masa -por lo que es par- y clama por su participación aquí. Pero a este potencial 
tampoco le estaría permitido depender de r por la condición (2.7e). Y sólo podría 
pai:ticipar como una constante, la cual puede ser absorbida en el término de masa. 
Así pues, indaguemos todos los casos posibles de potenciales nones en la ecuación de 
Dirac. 

Debido a que son 16 las matrices de Dirac, sólo 8 pueden ser nones. En la sec
ción anterior hemos mostrado seis componentes: tres para la parte espacialoide del 
potencial vectorial, y tres para la parte eléctrica del potencial tensorial. Los dos 
restantes son i/3-ys y -ys, los potenciales pseudoescalar y la componente temporaloide 
del vector axial respectivamente. 

Si ahora recuerdan las matrices p y u es sencillo visualizar todo este conjunto 
a la vez. Ya que {J = p3 y a conmuta con p, las 8 matrices que nos interesan son: 
pia1 = O:i, P2ui = /Jujk, Pi = ')'s Y P2 = -i/375. 

Los potenciales se resumen en la tabla 3.1 o en forma alternativa en la tabla 3.2. 
Noten que aparte de ias dos limitantes (2.7e) y (2.12), los potenciales siguen siendo 

muy generales. Su dependencia funcional en r es arbitraria. 

4 Comparen las ecuaciones (3.1) y (3.2} con (3.11) y (3.12)¡ también sus consecuencias (3.3), (JA) 
y (3.5); asimismo (3.6) con (3.13). 
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Ta~la 3.1: El estudio de Jos potenciales que permiten diagonaUzar por ·bloques 
al liamiltoniano de Dirac con una transformación de Foldy- Woutlrnyscn cerrada 
tfonc sus antecedentes en Erikscn {41}. Aquí les presento una lista completa de los 
potenciales con esta cuaJjdad {44). En Ja última columna be puesto las matrkes de 
Dirac asociadas a /os potenciales. El lado izquierdo contiene a /a forma hamiltoniana 
y el lado derecho a Ja expresión cm·ariantc multiplicada por una (3, 

potencial interpretación física matriz 

i) A(r) Las tres componentes espacialoides del a = f3'y 
potencial vectorial (acoplamiento mínimo 
puramente magnético), 

ii) E(r) Las tres componentes tipo campo eléctrico ia{J {Jaº' 
del potencial tensorial (acoplamiento mag-
nético anómalo), 

iii) Ao(r) La componente del potencial pseudoesca- ª• ;_ifJ"'(s 
lar, 

iv) Eo(r) La componente temporaloide del potencial ia5fJ f3'rs"'l0 

pscudovectorial. 

23 

Deseamos seguir la notación {3.2), (3.12) y (3.16). Para ello hacemos las dos 
siguientes definiciones [44). 

Ps 

-ifJ"'ls, 
.- o. 

(3.18) 

{3.19) 

La tabla de conmutación y anticonmutación para /3, o y 05 se muestra en las La
bias 3.3 y 3.4. Ambas tablas se pueden obtener de manera directa a partir de las 
matrices a y p y sus propiedades (3. 7). Ahora podemos definir 

1íf := Pr + Ar + ifJEr con I= 1,2,3y5. (3.20) 

Aquí he introducido la convención de usar índices romanos en mayúscula para de
notar que nos referimos a las componentes 1,2,3 y 5. Índices· repetidos implican 
una suma. El hamiltoniano más general con transformación de Foldy-Wouthuysen 
cerrada es por tanto 

H = a11í1 +fJm, (3.21) 

Universidad Nacional Autónoma de México {1996) 



24 Capítulo 3. Potenciales asociados a ... 

Tabla 3.2: Presentación alternativa, de los potenciales dcsacoplables mediante la 
transformación de Foldy-Wouthuysen¡ usando la rcpresentacióIJ de las matrices de 
Dirac como productos directos de matrices (2 x 2) c11 su representación de Pau/j. Las 
dos columnas centrales (bajo a 1 y a 2 J definen a Jos poter1cialcs con transformación 
de Foldy· Wouthuyscn cerrada. Las siglas entre paréntesis represc11tan: (S)=escalar, 
(P)=pseudoescalar, (V)=cuadrivector, (A)=cuadrivector axial y (T)=tcnsor. 

® a' a2 ª3 

(S) (P} (Aº) (Vº) 

1'• -Í1'•1'º 1'º 

(T.') (T'"º) cvm¡ (Am) 

a"' ~ukl iumO -i7m -')'5/m 

Tabla 3.3: Tabla de anticonmutación para {31 a y os. Usando la 11otación (3.18) 
esta tabla se puede resumir en {01,0J} = 261J 

{ct1,<>J)(+) 
<>J 

{3 <>; "'• 
{3 2 o o 

<>¡ Q¡ o 2ó¡; o 

°'• o o 2 

que es. la forma ·análoga a (3.3). Cuando descomponemos el hamiltoniano en sus 
partes par y non (2A), la forma de la parte par se repite: (3.4). Lo equivalente 
a (3.5) es (3.22). 

{Jm, 
Ct.J'lr/. 

Los hamiltonianos de Foldy-Wouthuysen y de Cini-Touschek son 

JIFW 

Hc-r 
{3~, 
a1rr1./1 +m2/h2

• 
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•' ::.".::. ;·: ..... 
Tabla 3.·~' ~bla~e~~b~~~é)~f;b~~.fJ;;~y~ •.. 

f3 o -··· '!-i0:5U!·· _72i16. 

O.¡ O.; -2icrsui. 2i·~~;k;,k 2if3u' 

O.s 2i-:rs -2i[J<Ti o 

Sólo falta calcular /i2 , que como han de recordar• es (o.10<J)(1r¡1r1). Para ello dos 
rutas son las que se ocurren de inmediato. La primera es usar las tablas 3.3 y 3.4 y 
aprovechar que se tiene sólo una expresión para anticonmutar todas las matrices a¡ 

-aunque para conmutarlas es necesario realizarlo por casos, cada uno con álgebra 
distinta-. La segunda ruta Cs usar las matrices p y a de Dirac y sacar ventaja de 
que el álgebra de las matrices u es la misma que la el!! las p. 

Si agrupamos a las componentes con I = 11 2, 3 <~11 trivectorcs escribiéndolos en 
negrita la expresión para h 2 = ( 0.1 11" 1) 2 es 

h2 := (p + A)2 + E 2 + A.2 + E.2 

+s ·[ 2VxA +2iVEs + 4AsE-4E,,(p +A)] 

+{3 [v·E+ s·[2iVxE+2V'As+4Ex(p+A)l]. (3.24) 

3.3 grados de libertad internos 
Para finalizar con las gencralizaciones 1 les presentaré (?n esta breve sección el caso de 
potenciales con grados de libertad internos. Esta situación tiene una realización en 
el marco de las interacciones fundamentales. Uno es <!l caso de la interacción débil 
con una simetría BU (2) y el otro es el de las interacciones de color cuya simetría 
es SU(3). 

Como los grados internos de libertad son represenLados con ayuda de grupos no 
abelianos designaremos a estos potenciales como potc:nciales no abelianos. Para ser 
más específicos denotemos por {T.} el conjunto dn los generadores de un grupo. 
El índice a recorre todos lo elementos del conjunto. Un potencial no abeliano lo 
definimos por la sustitución 

V¡ -+ T . V¡ := Ta Va i 1 

5 Vcr comentarios dcspuCs de (3.13). 
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y los índices repetidos n implican· mia suni~ 1i'todos los generadores del grupo. Estos 
opefador~s· conmu~an\·con ·~as ~3.ifiC~-.:~e··n.irá.C. PuCS: ;a.cttiai.f Cn. e'spacios diferentes. 
Por eso es que no se ve afectado el~ procedimiento .de .la transformación cerrada de 
Foldy-Wouthuysen: R.ealizando .la s~stitución (3;25) sobre {3.20) defülimos al1ora 

. ?r/:= p¡ +.T. A 10 (r) + i,8T.E10 (r), (3.26) 

Son válidas lás form.is {3.21); ~crin :{3:4) y (3.22)-, (2.18)y {3.23). Esta vez la 
, expresión para h2 .· es · ·:-:. · · · · 

h2 := (p+T0 A 0 )
2 · 

+ Ta [s·(2VxA0 +2i'VE~a -4EsoP) 

. . · +.O [v,E. + s·(2i'VxE. + 2VAs. + 4~0 i<p)l] 
+ ~{~~;.T.} n~.·Eb + Es.Esb + As.Asb) - 4s·(Es.Ab +,As.Eb) • 

. ...,,~Ps·Á,.xEbl 

+ tfT.,T.J [2s-(A.xAb+E0 xEb) 

+{3 [2(A0 ·E, + As.Esb) - 4s·(A •• Ab +Es.E•) l] · 
(3.27) 

3.4 supersimetría y estabilidad del mar de Dirac 
El conjunto de potenciales que hemos denominado de Eriksen tiene características 
físicas curiosas. Contiene a potenciales como el pseudoescalar y el temporaloide del 
vector axial. Sin embargo no incluyen al escalar o al temporaloide del acoplamiento 
mínimo. Llama la atención 'la correlación incompleta' con la covariancia de Lorentz. 
Típicamente las partes temporaloides y espacialoides pertenecen a "paridad" opuesta. 

Por otra parte como las soluciones de energía positiva y negativa pueden ser 
desacopladas en forma exacta estos potenciales contribuyen a la estabilidad del mar 
de Dirac (43]. 

Mostraremos ahora la existencia de un hamiltoniano supersimétrico de segundo 
orden íntimamente relacionado con el hamiltoniano de primer orden (3.21) (43, 45, 
55, 56, 57). Definimos (62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70).6 

A := m{J, (3.28) 
6 Estrictamcnt.c, no es necesario que (3.30) sea. una dcfinici611 pues se puede olttencr a partir de 

(3.29). 

Universidad Nacional Autónoma de México (1996} 



. ' 

s.4. Supersimétria v.~stábiÍidad·del'már ileDirác 

•(1:-'{J) 
·Q.--:= ·.~_rrr.~~-1.: 

. Qt ' ''.':.:; ;~Jí I (.1 ~ {J) '. . 
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(3.29) 

•. (3.3Q) 
··¡·· •'. .. """·. 

En términos delos potericiales"Á¡y' E/tos Óperado~cs de carga férmi6~icas~expréSa~ .·· ... 
co~o [71, 12; 73] · · · · · ' · ··· · · · · · · 

Pt ~ip2 [a· (P + A-iE) - (Es f iAs)], 

Pi ~ ip2 [a· (P +A+ iE) - (E5 - iA5)] : , 

.f. 3. ·;3\r': e .... : .. ;:· 

El operador>. es un operador bosónico hermitiano. Los operadores no herrniti~n~s·.Q·.-····~· 
y Qt son fermiónicos y obedecen una superálgebra. Estos operadores cum.plen•éoric'.::. 
las siguientes propiedades'. 

>. >.t, (3.33a) 

{Q,>.) o {Qt,>.¡. (3.33b) 

{Q,Q) o {Qt,Qt¡ (3.33c) 

y 
[>., {Q,Qt¡1 = o. (3.33d) 

La propiedad (3.33b) define a>. como un operador non en la nomenclatura usual de 
las superálgebras. Ahora podemos reescribir el bamiltoniano (3.21) como 

H=Q+Qt +>.. 

Si elevamos al cuadrado y usamos las propiedades (3.33) obtenemos 

1l := {Q,Qt} = H2 - >.•. 

(3.34) 

(3.35) 

Así hemos arribado a un hamiltoniano 1l supersimétrico y es idéntico a h2 . Como se 
recordará contiene a la matriz f3 con lo que es un hamiltoniano de Dirac de segundo 
orden, y no uno de Klein~Gordon. Resulta inmediato expresar la transformación 
de Foldy-Wouthuysen en términos de esta superálgebra. Las relaciones (2.5), (2.18) 
y (3.23) se convierten en 

iS 

y 

>.(Q + Qt)o({Q,Qt}l, 

~../{Q.Qt¡ + >.• 

(3.36) 

(3.37) 

7Noten también {63, 66) que el operador q := Q + Qt es hcrmitiano. Asimismo,>.= >.t. Y se 
cumple [q,h2 J =O, {q,.>.} =O y por supuesto {q,ql¡ = h2 • 
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HcT 

C~p.ítÚ!q. s.·. :.Pote.n.cialcs asociados a ... 

,X2 
1+--· -. 

{Q,Qt} 
(3.38) 

La clase máxima de potencial(·~ que permiten que tengamos una superálgebra 
dada la forma {3.34) son los potenl'ial"s nones como puede verificarse de inmediato 
de (3.33b) y de las definiciones {3.~I'), {3.29) y (3.30). Es por demás notable que 
la existencia de una supersin1ctría para estos potenciales- no esté correlaciona
da en lo absoluto con su dependcnda funcional con respecto a las coordenadas ele 
configuración. Resulta depender cxdu~ivamentc del papel covariante de Lorentz que 
jueguen. 

Podemos decir que la existencii\ tle la supcrálgcbra escondida (3.33) es la res
ponsable de la estabilidad del mal' dt• Dirac. Y a su vez la estabilidad del mar de 
Dirac es el origen de la posibilidad ''" una diagonalización por bloques exacta del 
hamiltoniano de Dirac. 
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Capítulo 4 

Aplicaciones al sistema quarkonio 

El tratamiento ·de cálculo que se ha aplicado ºtradicionalmente al sistema quarkonio ha 
sido del tipo perturbativo. Además, los fenómenos relativistas han sido considerados 
a través de incluir correcciones relativistas¡ cinéticas por una parte y potenciales 
por otra. En este último capítulo les presentaré dos resultados de una formulación 
variacional, basada en el formalismo de la transformación de Foldy-Wouthuysen 
cerrada. 

4.1 consideraciones generales 
En principio, la ecuación de Dirac describe la dinámica de una sola partícula1• Sin 
embargo, el sistema quarkonio es un sistema de más de una. No es la intención de 
este trabajo hacer un tratamiento desde la perspectiva de una mecánica cuántica, 
relativista. de muchos cuerpos, y consistente. Por el contrario, se usará Ja ecuación 
de Dirac reconociendo sus alcances y limitaciones. 

Por ejemplo, Ja interpretación que se ostenta aquí es que el potencial es efec
tivo. Asimismo se supondrá que la partícula de la ecuación representa al sistema 
binario reducido. Por otra parte, los potenciales que ocupan posiciones covariantes 
pares deben ser tratados individualmente y aparte. En su caso, inclusive podrían ir 
acompañados de términos de corrección y de interacciones efectivas, debido a que 
no pertenecen a la clase de los potenciales desacoplablP.s en forma cerrada al/a ma
niera di Foldy-Wouthuysen. Finalmente, en todo momento se debe tener presente 
que pueden surgir dificultades, propias de estar en un problema de muchos cueryws, 
trabajado con una teoría de una partícula. 

Sin embargo -y después de apuntar algunas limitantes- el presente tratamiento 
mejora al tradicional en varios aspectos, y ya varias veces mencionados con anterio
ridad. Por una parte la transformación es cerrada. Esto pennite un tratamiento no 
pcrturbativo, y en este caso, variacional. Por otra parte, la posición covariante del 
potencial se trabaja ahora nítidamente. Además, otra ventaja es que de entrada se 
está usando la ecuación de Dirac, que es relativista, y Ja apropiada para describir un 
fcrmión de espín 1/2. 

1 Esto es, aparte de la paradoja de l(lcin. Y esta afirmación es más precisa conforme la ubicación 
sea inferior con respecto al umbral de creación de pares. 
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Estos elementos destierran de entrada incer·tidumbrcs -propias de todo método 
perturbativo- como las convergencias para la<; series de diagramas de Feynman, 
o para las correcciones relativistas. Adicionalmente, entendiendo el espín como un 
fenómeno relativista, es de esperar que términos de la forma L · s y similarcs1 tienen 
natural cabida en este formalismo y en un principio no necesitan ser puestos a mano. 

4.2 potenciales lineales y el límite no relativista 
Ahora estamos en una posición ventajosa para indagar la siguiente cuestión que ha 
surgido en relación con este tema (74]; 

Si comparan el hamiltoniano 3.11 (para E= -r) con su asociado 3.15, observarán 
en lo particular, que un potencial lineal en la ecuación de Dirac se tradujo en uno 
cuadrático en el limite no relativista. Diversos autores han trabajado ecuaciones de 
Dirac con potenciales lineales cuya aproximación no relativista incluye al oscilador 
armónico (75, 76, 77, 78, 79]. Esto es un subconjunto de una clase de problemas 
conocidos como osciladores equivalentes relativistas (80, 81]. 

Recientemente se ha puesto atención a un problema particular de potencial -de 
la clase mencionada arriba- y conocido como oscilador de Dirac (61]. Y se han 
estudiado sus propiedades covariantes, CPT (42], supersimetría y estabilidad del mar 
de Dirac (43], así.como su espectro de energía y simetrías de grupos del hamiltoniano 
correspondientes (61, 82, 83]. El oscilador de Dirac se define por (h = c = 1) 

i8,,¡, = Hoo>/J = [a .. (p + i,BKr) + {Jm )1/J. (4.1) 

donde"' y .B son las matrices de Dirac usuales (60]. El parámetro K se pi¡ede interpre
tar como la intensidad de un momento magnético anómalo (42). Originalmente (61], 
el hamiltoniano fue introducido como la raíz cuadrada del oscilador armónico en 
el mismo sentido que la ecuación de Dirac es la raíz cuadrada de la ecuación de 
Klein-Gordon (60]. 

Para un tratamiento no relativista es más apropiado su hamiltoniano equivalente 
obtenido mediante la transformación de Foldy-Wouthuysen. El oscilador de Dirac 
corresponde a los potenciales que además de permitir esta transformación cerrada, 
también admite una eigcnsolución exacta. Esto es claro cuando se contrasta con los 
resultados de la sección 3.1.2. En este caso las eigenfuncioncs se expresan en términos 
de las eigenfunciones del oscilador armónico no relativista (42, 61]. 

El hamiltoniano de Foldy-Wouthuysen para este problema es 

HFW·OD = .B,,/m2 + p 2 + K2 r 2 - ,81<(3 + 4L. s). (4.2) 

El confinamiento lineal introducido de esta manera correspondería a una teoría 
de bolsa, pero tensorial, en vez de escalar. Presento a ustedes l~s consecuenciá.s de 
esta bolsa exótica en la siguiente sección. 
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4,9, Osciladoi: de .Dirac corno potencial confinant.e 

potencial radial estático lcharmorúo) 

D Coulomb + oscilador Dirac .. ·· ·· 
p potencial de ley de pott:ncias .·· ·· 
L potendallogaritmico .. ··· 
C potencialdeC~!l····· 

, ...... ········ 

__ ,./ 
p _,

L 
e 
D 

.¡ 

.... ·· 

.o.s 
loi1a(rlfm) 

-------·--

Figura 4.1: El potencial de oscilador de Dirac, comparado con los potenciales 
tradicionales en las regiones de interés. La curva punteada superior rep1·escnta 

a la energía cinética relath•ista y Ja entrecortada foferfor corresponde a la parte 
coulombiana de la interacción, cuando se usa el oscilador de Dirac como confina· 
miento. Las curvas, entrecortada y punteada, intermedias coffesponden a sendos 
confinamientos lineales asintótico. 

4.3 oscilador de Dirac como potencial confinante 

31 

El potencial de oscilador de Dirac puede ser probado como confinamiento en un 
modelo de bolsa. Las figuras 4.1 y 4.2 ilustra cómo se compara el potencial de 
oscilador de Dirac con los potenciales escalares t.radicionalcs. La figura 4. l está 
optimizada para Ja familia ce, y la figura 4.2, para la familia bb. La tabla 4.1 
muestra algunos valores pertinentes del modelo y los compara con los panímet.ros 
apropiados del modelo de Cornell. 

Por lo anteriormente expuesto, se dispone de una solución ccrradn. Sin embargo, 
se debe tener cuidado, pues en el hamiltoniano 4.2 aparece un término intenso, L·s, de 
acoplamiento espín-órbita, ocasionando una degeneración infinita del estado base2 . 

El oscilador de Dirac es interesante porque su formulación covariantC presenta 
un potencial lineal con obvias consecuencias confinantes. A la vez, en su límite 
no relativista presenta una estructura cuadrática de tipo oscilador arn1ónico -tan 
familiar en muchos campos-. Y el modelo especifico, es el siguiente. Se restringe 

2Términos de la forma {J{tr· L+ 1) (60} han sido usados para. romper la supersimctria asociada {SO, 
83} y obteniendo degeneración finita, pero en lo que sigue no se :recurrirá a estos términos adicionales. 
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·• 

Capftu/oi4. i1¡;/i~~~i~i1e~'.atsisÚmá:•quark~nió· 
' . .: .. :·-,: >·,, ,.· 

po~nrial n~ai -~Stiti_~.º (b_~~~~~) ~<_.'.}. 

' , D .Coulomb+ oscilador Diric 
p potencial de ley de potencias 
L, potencial. Joprl!mico 
C potencial de Comell 

., e 

D .. -
.J~~~~ .... ,~~-~...., •• ,.,.s,.....~-~~.-~~~~~ 

log1c(rlfm) 

Figura 4.2: El potencial de osdlador de Dirac, comparado con los potenciales 
tradicion~es en las regiones de interés. La curva punteada superior representa 
a la energía cinética relativista y la entrecortada inferior corresponde a la parte 
coulombiana de la interacción, cuando se usa el oscilaclor de Dirac como confina~ 
miento. Las curvas, entrecortada y punteada, intermedias correspouden a sendos 
confinamientos lineales asintótico. 

el estudio a sistemas tipo quarkonio, es decir qq. Se reemplaza el confinamiento 
tradicional por el potencial del oscilador de Dirac. 

El procedimiento para truncar la base infinita de funciones en los cálculos de 
la matriz de los operadores se realizó a.sí. Primero se calculó la matriz equivalente 
diagonal. Luego se apli"caron las funciones a los eigenvalores correspondientes y 
finalmente se desdiagonalizó para regresar la matriz a la base original. 

Otros autores han hecho cálculos semejantes (84]. Pero el presente enfoque difiere 
en que es relativista en cuanto que parte de la ecuación de Dirac, en vez de la de 
SchrOdinger. Asimismo, el confinamiento alternativo que se pone a prueba aquí, es 
de tipo tensorial en vez del alternativo pseudoescalar. · 

La tabla 4.2 confronta los valores experimentales de la familia cC con las predic· 
dones, usando el potencial del oscilador de Di rae, así como el de Cornell. La tabla 4.3 
corresponde a la familia bb. 

El espectro presenta mejoras importantes respecto de la aplicación llana [82] del 
. potencial del oscilador de Dirac. En particular, el mejor ajuste refleja el orden 
correcto en el desdoblamiento de los estados tripletes 3 PJ. Sin embargo, salta a la 
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4;4. Confiriamiento parcialmente pseudoescalar 

· Tabla '4.t·:· ·~.Jores·optimizados de los parámetros parn el potencial de oscilador 
d~ DiraC, y comparado coIJ el modelo de Corne/J. 

Cornell Dirac ose. 
ce 1 bb ce bb 

JI as 0.52 1 0.48 0.54 0.61 

11 a 2.34 

11 lt 1 1.46 1.10 

Tabla 4.2: Estados ce de masas más bajas: valores cxperime1Jtalcs1 valores para 
modelo de bolsa de Corncll y 1•alores para confinamiento por oscilador de Dirac. La 
masa del estado J/t/l (IS) se usó para ajustar el estarlo b:tsc. El resto del espectro 
se obtuvo optimizando .Ó.711 para el estado 1/J' (28). 

masas potencial de Cornell oscilador de Dirac 
medidas• masa ll.m masa ll.m 

JN 3096.9 ± 0.1 3096.9 o.o 3096.9 o.o 
Xca 3415.1 ± !.O 3392.6 -22.5 2821.9 -593.2 
Xc1 3510.5 ± 0.1 3489.7 -20.9 3193.0 -317.6 
Xc2 3556.2 ± 0.1 3514.3 -42.0 3749.9 193.6 

"" 3686.0 ± 0.1 3679.0 -7.0 3689.7 3.7 
'le 2979.8 ± 2.1 2963.6 -16.0 2973.9 -5.7 
p 3499.9 3469.7 

(Xc) 3523.3 ± 0.5 3492.6 -32.8 3461.2 -64.2 

• Todos los valores de las masas están en Me V /c2
. 
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':'Ísta que los valores obtenidos mediante os~ilador de D irac están muy lejos de reflejar 
el experimento. 

4.4 confinamiento parcialmente pseudoescalar 
Un potencial de carácter pseudoescalar pertenece a la clase de los potenciales des
acoplables a/la maniera di Foldy-Wouthuysen. Ya antes, otros autores [33, 35) han 
discutido este caso. Han mostrado que al añadir una interacción pseu<loescalar es 
posible corregir discrepancias p.ntre la teoría y el experimento (22]. 

Esta inclusión es consistente con los efectos de espín observados en dispersión 
elástica de al tas energías protón~protón 1 a ángulos grandes. 

La tabla 4.4 condensa los valores experimentales de los .;,,tados triplete 3 PJ, sus 
diferencias consecutivas y el cociente de estas diferencias. 
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Tabla 4.3: Estados bb de mn.sns más bajas: valores experimentales, valores para 
modelo de boJSa de Corncll y valores para confinmnicnto por oscilador de Dirac. 
La masa del estado T (lS) se usó para ajustar el estado base. El resto del espectro 
se obtuvo optimizando Am para el estado T' (25). 

masas potencial de Cornell oscilador de Dirac 
medidas· masa Am masa Am 

T 9460.4 ± 0.2 9460.4 o.o 9460.4 o.o 
Xbo 9859.8 ± 1.3 9852.2 -7.6 9533.1 -326.7 
Xb1 9891.9 ± 0.7 9888.3 -3.6 9752.1 -139.8 
Xb2 9913.2 ± 0.6 9906.1 -7.1 10100.0 186.8 
T' 10023.3 ± 0.3 10006.5 -16.8 10023.5 0.2 
s 9334.6 9127.2 

•p 9895.9 9924.7 

(Xh) 9900 .. 2 ± 0.7 9894.2 -6.0 9921.0 20.8 

• Todos los valores de las masas están en Me V /c2• 

Tabla 4.4: Valores experimentales para las masas de los estados x para charmo11io 
y bottomnio. Excepto In razón nx., todos los \71Jorcs están eu Afe V. 

ce bb bb 

Xo I ' Po 3 415 9 860 10 232 
Xi 3 P1 3 511 9 892 10 255 
X2 3 P2 3 556 9 913 10 269 

A21 46 ± 1 21±1 14 ± 1 
A10 95 ± 1 32 ± 1 23 ± 1 
n, 0.48 ± 0.02 0.66 ± 0.06 0.61 ± 0.06 

Al confrontar estos datos con sus correspondientes predicciones leóricas se pone 
de manifiesto la" alta sensibilidad a los datos de entrada, que tienen los datos de
pendientes de espín. El amplio espectro de resultados que aparece en la tabla 4.5 
muestran esta sensibilidad. 

Adicionalmente, la forma de cálculo puede ser puesta a prueba. El tratamiento 
perturbativo y el variacional, están confrontados en la tabla 4.6. En ella pueden 
ustedes observar que es inconsistente calcular los efectos dependientes de espín con 
un procedimiento perturbativo, para los elementos de matriz. 

Los resultados variacionales implican que el potencial más simple de Cornell 
(Coulomb vectorial y confinamiento escalar) es insuficiente para explicar los datos 

Universidad Nacional Autónoma de México {1996) 
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. . ; . . 

Tabla 4.5; Comparación entre valores cxperiincntalcs p~a ~x j.~: S.us. f;e·~i,~-~iO~i"es 
teóricas. 

Modelo R,¿. (0.48 ± 0.02] Rx, [0.66 ± 0.06] · 3'R,~. [0.61±0.06] 
Beavis (85] 0.97 0.96 ·LO 

Buchmüler (28] 0.61 0.76 •·· o:n\ ·••· 
McClary & Byers [86] 0.35 0.45' 0:48 
Moxhay & Rosner (87] 0.42 0.42 0.42 
Olsson & Suchyta (88] 0.55 0.78 

·•. 
();79'.'.• .... · ; 

Gilman (30, 31] 0.54 0;72 · ... O.i3 
Gupta (89] 0.50 0.64 0.67 .. · 

Villarrcal [ 36] 0.48 0.67 0.69." 

experimentales. 

4.5 otras aplicaciones 

35 

Estas aplicaciones no pretenden ser en ningún sentido exhaustivas. Por el contrario, 
los trabajos anteriores están dirigidos en una misma línea. Tienen directa cone
xión con un problema muy interesante y aún abierto hoy en día: las interacciones 
-fundamentales o efectivas- entre quarks. 

Existen muchas propuestas a distintos niveles para entender las interacciones 
interhadrónicas. Y como hemos visto aquí, para el caso de quarkonios pesados el 
desacoplamiento exacto de Foldy-Wouthuysen se plantea como una útil opción para 
su estudio. 

Concluyo mi exposición, mencionando que existen otros terrenos en los que este 
formalismo también puede ser, y ha sido1 aplicado con éxito. En las interacciones 
nucleares, el campo involucrado es el campo piónico. Y a este campo se le asocia un 
carácter pscudoescalar. Aparte de factores de forma, es claro que es un lugar inte
resante para la aplicación de este formalismo. Y no sólo eso. Ya que el isoespín de 
los nucleones está asociado a una simetría interna SU(2), esto puede im·olucrar difi
cultades adicionales, que en lo relativo a este desacoplamiento exacto no representa 
ningún problema extra. Otras aplicaciones han sido trabajadas en este sentido [!JO]. 

Aunque es obvio, vale la pena recalcar lo siguiente en este contexto. Dado que la 
diagonalización de Foldy-Wouthuysen es cerrada, asegura ser unitaria. Los métodos 
perturbativos, sin embargo, por lo general no aseguran mantener la unitariedad y se 
requiere de trabajo adicional para recuperar la unitarieclad perdida en el desarrollo 
de los diagramas de Feynman. 

Otros aspectos de interés práctico, incluyen el indagar potenciales con simetría 
esférica, así como problemas unidimensionales. 
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Ta.hin 4.6: Comparación entre valores cxpedmentalcs de pllrámctros para Ja de
·pcnCicncia cil .espín y divCrsas predicciones teóricas, para el quarkonio pesado. Las 
JeyCndas signUican: (TP) cálculo de efectos dependientes de esptn mediante teoría 
Perturb8tivli1•. (PV) cálculo variacional para el Jiamiltoniano completo con funcio
nes déBlliter o (ho) de oscilador de Dfrac; (ps) funciones de SJatcr permitiendo un 
int.crca.mbio pseudoescalar¡ (R) cálculo scmirclativista en Ja energía cinética. 

NR R 
Dato Experimento TP PV(Slater) PV(ho) PV(ps) PV 

[30, 31] (36] [36] (89, 36] 
.·.~~1 45:!: 1 26:!: 1 28 :!: 10 24:!: 3 45:!: 10 46 
~fo 95:!: 1 50:!:1 119 :!: 10 112±3 95:!: 10 95 
n~ 0.48:!: 0.02 0.53 0.23 0.21 0.47 0.48 
Ah 20 :!: 1 18± 1 19 ±3 18± 3 20:!: 3 20 
Ato 30:!:1 28± 1 43±3 36±3 31 ±3 31 
n• •y 0.67 :!: 0.06 0.72 0.44 0.5 0.66 0.66 

Asimismo, otras áreas pudieran interesarse en aplicaciones de este formalismo. 
En especial, aquéllas en las que los diagramas de Feynman son transferidos a ellas, 
para su descripción. Éste podría ser el caso de estado sólido, por mencionar alguno. 

Ya que el formalismo tal como se presentó está imbuido en el panorama relativista, 
también se podría indagar las posibles analogías en el ámbito de la mecánica clásica, 
particularmente en una formulación hamiltoniana con números de GraBman. 
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Capítulo 5 

Reflexiones 

Esta tíltima parte es un recuento del trabajo hecho, los resultados logrados, y las 
conclusiones y comentarios relacionados. 

5.1 resultados y conclusiones 
El presente estudio está orientado a los estado ligados de potenciales estáticos en 
sistemas quark·antiquark, denominado sistema quarkonio, con énfasis especial 
en los quarkonios llamados pesados ce y bb. 

Hay para el quarkonio varios modelos propuestos con potenciales independientes 
de espín diferentes, pero todos coinciden en el rango de distancia de interés. Aquí 
se ha elegido seguir el modelo de Cornell. 

Usualmente se parte de formalismos perturbativos y no relativistas, para luego 
incluir correcciones cinéticos y potenciales. La incertidumbre de la ausencia de 
términos del mismo orden deseado normalmente está latente. 

Les he mostrado mediante argumentos generales que la estimación usual del 
grado no relativista del sistema ce es al menos cuestionable. 

Aunque las predicciones para los estados (S) J />Ji y T están en concordancia 
con el experimento, no es el caso para los estados (3 PJ) (x). Este desacuerdo 
sugiere que el fenómeno dependiente de espín no está con1prendido -al menos 
al mismo nivel- que el independiente. 

En el contexto de la QCD, también es posible en el caso no abeliano, e>.-presar 
los potenciales dependientes de espín, en términos de la parte independiente. 

La parte del potencial independiente de espín es considerada la contribución de 
una parte escalar y otra vectorial. 

La parte escalar es de tipo lineal confinante y la parte vectorial, de tipo co
ulombiana. Existen intentos exitosos que relajan esta condición incluyendo una 
contribución pseudoescalar. 

El parámetro com1ínmcnte usado en los estudios de los estados 3 P J es el cocicnte 1 

de las diferencias de masas de estados sucesivos. Pero las masas absolutas 
permanecen inexplicadas. 
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En vez de tratamientos no relativistas aquí se- propone un tratamiento usando 
la ecuación de Dirac¡ teniendo dos ventajas importantes. Por ser una ecuación 
relativista ya contiene todas ]as correcciones relativistas de entrada, cinéticas y 
potenciales. 

Considerando al espín como una consecuencia relativista, este tratamiento tam
bién ya toma en consideración términos de interacciones mezclados con espín, 
como espín órbita. 
Además de usar una ecuación relativista, presento a ustedes la existencia de una 
transformación cerrada de Foldy-Wouthuysen. Este resultado añade al trabajo 
la posibilidad de un tratamiento variacionai en vez del pcrt.urbativo usual. 

Presento a ustedes, en detalle, el desarrollo del formalismo de la transformación 
cerrada de Foldy-Wouthuysen y señalo las restricciones e hipótesis de trabajo 
para asegurar la existencia de la transformación cerrada. 

Construyo y presento explícitamente los hamiltonianos para los límites no rcla· 
tivista (Foldy-Wouthuysen) y ultrarrelativista (Cini-Touschek); destacando que 
uso el término límite y no aproximación, pues los resultados son exactos. 

Ya que el resultado es cerrado, el desacoplamiento de los espinares grande y 
pequeño es válido también para potenciales intensos. 

Como el hamiltoniano transformado queda expresado en términos de hamilto
nianos relacionados directamente con similares de SchrOdingcr, aumentan las 
expectativas de resolver el problema totalmente. 

· A partir de trabajar explícitamente tres ejemplos con interpretación física trans· 
parente, establezco la generalización de la ciase máxima de potenciales que per
miten una transformación cerrada de Foldy-Wouthuysen. Entre los ejemplos 
están el caso magnético (contemplados, el caso magnetostático y el efecto Hall, 
entre otros) y el caso eléctrico anómalo (incluido por ejemplo, el oscilador de 
Dirac). 

Presento a ustedes una notación condensada, para describir a la clase completa 
de los potenciales de la transformación cerrada, pero que a la vez mantiene Ja 
individualidad de ellos; incluyo las tablas de conmutación y anticonmutación de 
esta notación. 

A partir de esta notación escribo las transformaciones Foldy-Wouthuysen y Cini
Touschek cerradas, mostrando cómo intervienen los diversos potenciales seglin 
su posición covariante. 

· En dos tablas muestro a ustedes explícitamente cuáles potenciales son los que 
pueden estar presentes para poder lograr una transformación cerrada. 

Los potenciales que permiten una diagonalización por bloques exacta son: el 
pseudoescalar, la parte temporaloide del vector axial, la parte espacialoide del 
''ector polar y las componentes temporal-espacialoide del tensorial. 
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Mucstfo qlle CSte desacoplamiento por bloques también existe para potencia
les con grados de Jibertad internos. Y se presenta explícita la transformación. 

<Cerrada para este caso, que es el de grupos no abeliano. 

· Discuto la interrelación de la existencia de esta. transformación ccrra<l3. con el 
formalismo de la mecánica cuántica supersimétrica. 

· Rccxpreso el hamiltoniano original en operadores bosónico y de carga fermióni
ca1 que corresponden a un hamiltoniano supcrsimétrico h2 , asociado al original, 
H, mediante h2 = (H-{3m) 2 . 

· Muestro claramente que el hamiltoniano supersimétrico asociado al p~oblcma 
es de Dirac de segundo orden y no de Klcin-Gordon. 

· Muestro a ustedes explícitamente la transformación cerrada en términos de los 
operadores de esta supersimetría. 

· Ya que la existencia de la supersimetría implica estados de energía acotados in
fcriormentc, esto equivale a que la transformación cerrada implica la estabilidad 
del mar de Dirac para la clase de potenciales de esta transformación. 

El punto anterior reafirma <los puntos ya antes expuestos: no importa la inten
sidad de los potenciales¡ y este formalismo es una alternaliva variacional a los 
tratamientos pcrturbµtivos. 

Este formalismo está restringido por el hecho de que la ecuación <le Dirac es, en 
principio, una descripción de una sola partícula. 

El potencial de oscilador de Dirac permite además de una diagonalización por 
bloques según ~l .formalismo de la transformación cerrada, también una cigen
solución completa. Las eigenfunciones del oscilador armónico aparecen en la 
solución. 

Se aplica el formalismo de la transformación cerrada al ca.so del quarkonio con 
un confinamiento tipo oscilador de Dirac. 

En relación al potencial independiente de espín, se muestran los valores optimi
zados de los parámetros de este modelo alterno y se compara con el t.radicional 
de Cornell. 

Se muestran los cálculos para las masas de los estados de masa.'1 más bajas de 
las familias ce y bb. Éstos valores se comparan con el experimento y con las 
predicciones equivalentes del modelo de Cornel1. Se encuentran importantes 
desacuerdos en el modelo con oscilador de Dirac. 

Se aplica est.e formalismo al caso clel quarkonio al cual se le permite adicio
nalmente ahora una interacción pseudoescalar. Esto se hace con base en el 
antecedente discutido en el primer capitulo, relacionado con un quarkonio de 
potencial pseudoescalar. Y por supuesto porque este potencial es de los que 
permiten una transformación cerracla1 
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Se muestran los cálculos para las masas ele los estados de masas más bajas de 
las familias ce y bb. Éstos valores se comparan con el experimento y con las 
predicciones equivalentes del modelo de Cornell. Se muestra i¡ne el ajuste del 
parámetro (3 P2 - 3P¡)/(3P1 - 3 P 0 ) es excelente. 
Un resultado global de este trabajo es destacar la importancia de cálculos me
diante un formalismo relativista, expresamente covan'ante, cerrado ·y variacio~ 
na/, para en forma nítida confirmar o descartar con un alto grado de confianza 
diversos modelos propuestos. 

5.2 perspectivas 
De la experiencia obtenida de este trabajo, se muestra interesante indagar varios 
casos inmediatos. 

Uno de ellos es el caso nuclear. Es conocido que la interacción nucleón-nucleón 
está descrito por el intercambio de un pseudoescalar. 

El resultado favorable respecto de modelos de bolsa pseudoescalares también· 
indica el probar diversas combinaciones de potenciales interesantes. 

Otras áreas de aplicación más lejanas son aquéllas en las que el formalismo de los 
diagramas de Feynman aparecen de forma natural, como el caso de estado sólido. 
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Epílogo 

Para concluir 1 deseo señalar que el desarrollo de esta tesis ha tenido una larga historia. 
Y sea sólo por ello, mucha gente ha resultado involucrada, y de maneras muy variadas. 
De cada uno de ustedes -desde la academia hasta mis familias-, y en muy ·diversas 
categorías, he recibido· su e·stimulante apoyo para la realización de esta tesis. En 
especial, Matías, es agradable gozar de tu amistad -así como de tu enorme paciencia. 

Comparto con todos ustedes lo que un examen de doctorado pueda tener de 
divertido. 

examinador: Usted se encuentra en medio del desierto. Ve 
un quelonio ... 

rcplicante: ... ¿un quelonio? ... 
examinador: Hmm ... 

¿Alguna vez ha visto a una tortuga? 
replicante: ... sssi ... 

examinador: ... pues lo mismo. ¿Continuamos? 
rep/icante: ... Si. 

examinador: La tortuga está volteada boca arriba. El so/ está 
muy intenso. Usted sabe que la tortuga morirá 
si no la voltea, pero usted ¡no la voltea!, ¿por 
qué será, Leo'? 

replicante: ¿Qué? Yo no conozco la tortuga. No estoy en 
el desierto. ¿Porqué me culpa? ... 

examinador: Relájese ... 
Esto es sólo un examen. Está diseñado para 
generar una respuesta emocional ... 

Oiga ... ¿y la dirección que puso en su solicitud 
es la de su domicilio actual? 

replicante: ¿Es esto también parte del examen? 

"Blade Runner" 
Ridley Scott 

Universidad Nacional Autónoma de México (1996) 


	Portada
	Resumen
	Abstract
	Presentación
	Contenido
	Capítulo 1. Antecedentes
	Capítulo 2. Desacoplamiento Exacto de las Componentes de Energía en la Ecuación de Dirac
	Capítulo 3. Los Potenciales Asociados a la Transformación Cerrada de Foldy-Wouthuysen
	Capítulo 4. Aplicaciones al Sistema Quarkonio
	Capítulo 5. Reflexiones
	Bibliografía
	Epílogo



