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Introducción 

Las teorías de la física moderna generalmente son modelos matemáticos 
definidos por un conjunto de ecuaciones diferenciales y un conjunto de 
reglas que trasladan los resultados matemáticos a conceptos del mundo 
físico. En el caso de teorías de gravitación, está completamente acep-
tado que la más exitosa es la teoría de la relatividad general de Einstein, 
donde las ecuaciones diferenciales consisten de requerimientos pura-
mente geométricos impuestos por la idea que el espacio y el tiempo 
pueden ser representados por una variedad ltiemmaniana, juntamente 
con lb descripción de la interacción de materia y gravitación. Todo esto 
está contenido en las ecuaciones de campo 

1 
— 	+ Agi. = norrjj 

2 	
(0.1) 

Desafortunadamente, las ecuaciones de Einstein constituyen un sistema 
de ecuaciones diferenciales parciales no lineales y acoplado. Por tanto, 
resulta muy difícil obtener soluciones exactas que representen sistemas 
físicamente realistas, de hecho, son pocas las soluciones exactas, en 
vacío, conocidas con esta propiedad. Como ejemplos podemos citar la 
solución encontrada por Schwarzschild en 1916 la cual presenta simetría 
esférica, la solución general estática con simetría axial encontrada por 
Weyl en 1917 y la encontrada por Kerr en 1963 que es la primera 
solución con simetría axial y estacionaria físicamente realista. Otra 
posibilidad de encontrar soluciones es utilizar métodos de generación 
de las mismas, los cuales involucran trasformaciones de grupos de Lie 
o transformaciones Bácklund. 

El propósito de este trabajo es presentar una reinterpretación de 
las ecuaciones de Einstein como geodésicas funcionales en un espacio 
abstracto de potenciales. Este resultado es importante, ya que se puede 

1 
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Introducción 

Las teorías de la física moderna generalmente son modelos matemáticos 
definidos por un conjunto de ecuaciones diferenciales y un conjunto de 
reglas que trasladan los resultados matemáticos a conceptos del mundo 
físico. En el caso de teorías de gravitación, está completamente acep-
tado que la más exitosa es la teoría de la relatividad general de Einstein, 
donde las ecuaciones diferenciales consisten de requerimientos pura-
mente geométricos impuestos por la idea que el espacio y el tiempo 
pueden ser representados por una variedad Riemmaniana, juntamente 
con l'a descripción de la interacción de materia y gravitación. Todo esto 
está contenido en las ecuaciones de campo 

Ri — Rgi• Al • = noTii 
" 	2 	

(0.1) 

Desafortunadamente, las ecuaciones de Einstein constituyen un sistema 
de ecuaciones diferenciales parciales no lineales y acoplado. Por tanto, 
resulta muy difícil obtener soluciones exactas que representen sistemas 
físicamente realistas, de hecho, son pocas las soluciones exactas, en 
vacío, conocidas con esta propiedad. Como ejemplos podemos citar la 
solución encontrada por Schwarzschild en 1916 la cual presenta simetría 
esférica, la solución general estática con simetría axial encontrada por 
Weyl en 1917 y la encontrada por Kerr en 1963 que es la primera 
solución con simetría axial y estacionaria físicamente realista. Otra 
posibilidad de encontrar soluciones es utilizar métodos de generación 
de las mismas, los cuales involucran trasformaciones de grupos de Lie 
o transformaciones Bácklund. 

El propósito de este trabajo es presentar una reinterpretación de 
las ecuaciones de Einstein como geodésicas funcionales en un espacio 
abstracto de potenciales. Este resultado es importante, ya que se puede 
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2 	 CONTENIDO 

hacer uso de todas las simetrías de las geodésicas para investigar solu-
ciones de las ecuaciones de Einstein y tratar de generar nuevas solu-
ciones. 

Para lograr este objetivo, primeramente en el capítulo 1 se presenta 
un formalismo que permite reducir el problema de encontrar soluciones 
a las ecuaciones de Einstein en cuatro dimensiones a un problema de 
mecánica con una menor cantidad de grados de libertad, que se puede 
tratar mediante los formalismos de Lagrange y Hamilton, secciones 
[1.1-1.3]. En la secciones [1.41 y [1.5] se consideran Lagrangianos que 
se pueden llevar a la forma 

(0.2) 

donde Gob es una métrica en el espacio abstracto de coordenadas Xa  y 
xi y se introduce una nueva métrica 	que se utiliza para definir un 
producto escalar interno entre las velocidades X. Aplicando el princi-
pio de acción mínima a Lagrangianos de la forma (0.2) obtenemos las 
correspondientes geodésicas funcionales para el espacio de potenciales 
X" y se estudian sus simetrías. 

En los capítulos 2 y 3 se aplica el formalismo presentado para los 
casos particulares de la simetría axial y la simetría esférica y se mues-
tra de manera explícita la equivalencia entre las geodésicas funcionales 
obtenidas para éstos casos y las ecuaciones de Einstein que se obtienen 
de forma usual. 

Los resultados más importantes de este trabajo son: 
1.- La reducción del problema de encontrar soluciones a las ecua-

ciones de Einstein en cuatro dimensiones a un problema de mecánica 
con una menor cantidad de grados de libertad. 

2.- La interpretación de las ecuaciones de Einstein como geodésicas 
funcionales en un espacio abstracto de potenciales. 

3.- La aplicación de este método a los casos de campos gravita-
cionales con-  simetría, axial, cilíndrica, esférica y planas; además de 
varias generalizaciones que incluyen un campo escalar, el campo elec-
tromagnético y un fluido perfecto. 

En este trabajo se utiliza la siguiente notación: Los índices latinos 
j, k, 	= O, 1,2, 3 se refieren a un sistema de coordenadas xi en el 

1 Los casos con simetría plana y cilíndrica se analizan en el apéndice 
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espacio tiempo. La signatura de la métrica es 	— --). Se usan 
unidades tales que G = c = 1. Los símbolos de Christoffel 	son 
definidos por medio del tensor métrico 

ri, 
= 	kgik 	gik,i - gii,k) 
	

(0.3) 

donde llik e j = uut y xi son las coordenadas del espacio-tiempo. Los 
tensores de Riemman y Ricci están dados por 

Rtiki = 111k 
	 (0.4) 

= 111 	 (0.5) 

Se definen nuevas coordenadas Xa = (gii, t'A) con a = 1, 2, 	son 
los potenciales de materia con A = 1, 2..., p y n puede tomar cualquier 
valor.entre el intervalo p+ 1 < n < p + 6. La matriz Gab representa la 
métrica del espacio abstracto de potenciales y puede depender en ge-
neral tanto de los potenciales Xa como de las coordenadas del espacio 
tiempo xi. Cuando nos referimos a las magnitudes Xa utilizamos la 
terminología "potenciales" o "coordenadas" del espacio abstracto. La 
métrica hij se utiliza par definir el producto interno entre las "veloci-
dades" X. 
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Capítulo 1 

Descripción del formalismo 

1.1 Introducción 

En este capítulo se presenta un método que permite reducir el problema 
de encontrar soluciones a las ecuaciones de Einstein en cuatro dimen-
siones a un problema de mecánica con una menor cantidad de grados 
de libertad, que se puede tratar mediante los formalismos de Lagrange 
y Hamilton. Teniendo como punto de partida el Lagrangiano general 
de Einstein-Hilbert acoplado mínimamente con un Lagrangiano de ma-
teria, se argumenta que en muchos casos de interés el Lagrangiano total 
se puede representar como la suma de un término cinético y un término 
potencial. En la sección [1.2] y [1,3] se presentan los conceptos generales 
de este estudio, en las secciones siguientes se analizan los casos en los 
cuales el Lagrangiano presenta un término puramente cinético (sección 
[1.4]) y el caso en el cual el Lagrangiano presenta tanto término cinético 
corno potencial(sección [1.5]], por último se presenta un ejemplo en el 
cual ilustramos el formalismo. 

1.2 Enfoque general 

Consideremos un Lagrangiano de la forma ,C = LEY £M donde 
LEY  = \/::--01 es el Lagrangiano Einstein-Hilbert y £A,/  representa 
el Lagrangiano de materia. Para calcular de manera explícita el La- 

5 



6 	 CAPÍTULO 1. DESCRIPCIÓN DEL FORMALISMO 

grangiano ,CEH utilizamos la expresión para el tensor de Riemann 

ars,ori 
Ri• — 	— 	+ rl.rk — rki" 

— asi 	oxi 	" jk  
con lo que el Lagrangiano Einstein-Hilbert toma la forma 

LE!! 

	

	 (L2) 

1
arl  rk 	

!
Vrkr = \/=10 axi — axi 	9 

donde i, j, = 0, 1, 2, 3, gii es la métrica del espacio tiempo con coorde-
nadas xi y ni  son los símbolos de Christoffel asociados con go. Ahora 
los dos primeros términos del lado derecho de la ecuación los podemos 
obtener a partir de una divergencia de la siguiente forma 

a(V=ggiirl.) = {...ggs) 

axi 	 axi 	axi 
.ark si + 

Osi 	" axi 	ti  axi 
• Si de estas ecuación despejamos el primer término del lado derechó y 
los sustituimos en la ecuación (1.3) tenemos 

LE!! = 	 
O( \/-7--ígii 	r, 0(‘/=•Igli) 

axi 	ij axi 	Osi 
ii) 

	

111 	-0:g  + 5/1".SO[r!irkik — 	(1.4) 

Ahora, dado que las ecuaciones de campo serán obtenidas a partir del 
principio variacional, es decir, de tomar la variación de la acción ex-
tendida a todo el espacio y a todos los valores de la coordenada tem-
poral entre dos valores dados, podemos, sin afectar la deducción de las 
ecuaciones de campo, prescindir de los términos que dan lugar a una 
divergencia (primer y tercer términos de la ecuación (1.4)) ya que a las 
integrales 

I (9(`F---figiirli )  dít 
axl 

	

J 	axi 

(1.3) 

(1.5) 
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que corresponden a la acción, se les puede aplicar el teorema de Gauss 

¿Mi  
AidS; = 

Os' 
--,dn, (10 = dx'clxidx2dx3 	(1.6) 

y estas integrales se pueden transformar en una integral extendida a 
una hipersuperficie que rodea el cuadrivolumen en el que se efectúa la 
integración de las otras integrales. Cuándo se varía la acción estas inte-
grales se anulan, ya que en el principio de acción mínima las variaciones 
del campo en los límites de la región de integración son iguales a cero. 
Con lo anterior el Lagrangiano torna la forma 

LE,, = hit
a(9")  1,1 a(N/1--gg") ax, 	 — 	(1.7) 

Osi 

Utilizando las relacionesJtl'= — 71-7  a(eg") , gag1,t = 
ik 	..411;iignik 	rink igim y la relación I'(• = 0(1"V.71  en la ecuación 

(1.7) obtenemos finalmente 

	

rk 	pk pl 
= 	 kl- iji lk 	L 	jk 1 

por tanto, el Lagrangiano total toma la forma 

1 
= 	 rlirIck) + rm , 

El Lagrangiano Einstein-Hilbert es entonces una función de la métrica 
gii y de sus primeras derivadas gii,k. Ahora si considerarnos un La-
grangiano £M que sea una función de los potenciales de materia 11 A  , A = 
1, 2, ...,p, y sus derivadas 	se pueden definir nuevas variables Xa = 
{gii, 7711 }, donde a = 1, 2, ...n.EI número n puede tomar cualquier valor 
en el intervalo p-I-1 < n < p+6 dependiendo de las simetría.s del espacio-
tiempo métrico 1. Por tanto el Lagrangiano (1.9) puede tener la depen-
dencia funcional = ,C(Xa, X). Sin embargo, para mantener la gener-
alidad de nuestro análisis, en este trabajo consideraremos Lagrangianos 

rEsto se debe a que gil  tiene en general 10 componentes independientes, pero 

si aplicamos transformaciones de coordenadas[xf 	= xii(xi)] que introducen 
cuatro grados de libertad podemos reducir a 6 el número de componentes indepen-
dientes y si además el espacio-tiempo tiene simetrías adicionales, este número se 
puede reducir más. 

(1.8) 

(1.9) 
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que después de introducir los "potenciales" X' = (gii, tiA ) mantienen 
una dependencia explícita de las coordenadas del espacio tiempo x', y 
por tanto tendremos la dependencia funcional ,C = 	X, x'). 

En general, el Lagrangiano (1.9) puede contener términos tanto 
cuadráticos como lineales en las "velocidades" XI y también compo-
nentes que dependan solamente de las nuevas "coordenadas" Xa. Para 
estudiar este tipo de Lagrangianos en una forma bastante general, en 
este trabajo vamos a considerar solamente aquellos que se pueden rep-
resentar como 

= Gabnnhii Al X?;  -I- V , 	(1.10) 

donde Gab es una métrica en el espacio abstracto con coordenadas Xa y 
xi. La "métrica" 	= hii(xi) se usa en (1,10) para definir un producto 
escalar interno entre las velocidades X. La matriz Al = 	(Xa,xi) 
determina los términos lineales en las velocidades que requieren un 
tratamiento especial ya que en general conducen a Lagrangianos sin-
gulares, es decir para los cuales no es posible definir el Hamiltoniano 
correspondiente, el potencial V contiene todos los términos del La-
grangiano que dependen de las coordenadas Xa solamente. En este 
trabajo no consideramos los términos lineales en las velocidades, es de- 
cir, despreciamos el término 	X',1 en la ecuación (1.10). Bajo esta 
consideración podemos decir que el Lagrangiano contiene una parte 
"cinética" y una parte "potencial". Ahora podemos aplicar el prin-
cipio de acción mínima a éste tipo de Lagrangianos para obtener las 
ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes. Esto se hará en las 
secciones [2.3] y [2.4] para casos particulares. 

Antes de trabajar con las ecuaciones de Euler-Lagrange vamos a 
tratar de ver la forma de reducir los grados de libertad presentes en el 
Lagrangiano (1.10). Esto está directamente relacionado con las trans-
formaciones canónicas, coordenadas cíclicas y el método de Routh que 
acontinuación se describen 

1.2.1 Transformaciones canónicas 

Un tipo de trasformaciones conocido es aquel que pasa de un sistema, de 
coordenadas Xa a uno nuevo X'a mediante ecuaciones de trasformación 
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de la forma 
Xla = Va(r, t) 	 (1.11) 

donde t es un parámetro que llamaremos tiempo. Las ecuaciones que 
pasan de coordenadas cartesianas a coordenadas polares serían un ejem-
plo de las trasformaciones (1.11). A estas trasformaciones se les da el 
nombre de trasformaciones puntuales, Ahora bien, en la formulación de 
Hamilton las cantidades de movimiento son también variables indepen-
dientes del mismo nivel que las coordenadas generalizadas, por tanto, 
el concepto de trasformación de coordenadas debe ampliarse para que 
incluya la transformación simultánea de las coordenadas y de las canti-
dades de movimiento Xa , Pa  a un nuevo sistema X'a, Ya  con ecuaciones 
de transformación invertibles 

X'a = Xla(X", Pa , t) 
(1.12) 

Pa  = Pc:(Xa, Pa , t) 

Así , las nuevas coordenadas estarán definidas no sólo en función de las 
antiguas, sino que también en función de las cantidades de movimiento 
antiguas. Puede decirse que las ecuaciones (1.11) definen una trasfor-
mación del espacio de configuraciones y las ecuaciones (1.12) definen 
una transformación en el espacio fase. Ahora bien cuando se trabaja 
con la teoría de Hamilton está uno interesado en las transformaciones 
(1.12) para las cuales las nuevas Xia y 13:, sean coordenadas canónicas. 
Este requisito se cumplirá si existe una cierta función 

I 
 (X

I 
 a , Po  t) tal 

que las ecuaciones de movimiento en el nuevo sistema estén en la forma 
de Hamilton 

x'a = ani  apj 
(1.13) 

a't  = °Va  

es decir, lis  es el nuevo Ilamiltoniano en el nuevo sistema de coor-
denadas. Además si Va y 13:, son coordenadas canónicas deben de 
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cumplir un principio de Hamilton modificado que se puede escribir de 
la siguiente forma 

6 f t2  (P:2)01  —1?(Xia,P,'„t))di = O 	(1.14) 

i2 
6 I (Pan —h 19  (Xa,„,t))di = 0 . 	(1.15) 

t i  

Tomando en cuenta que la forma general del principio de Hamilton 
modificado tiene variación nula en los puntos extremos, tenemos que 
los integrandos de las ecuaciones (1.14) y (1.15) estan relacionados de 
la siguiente forma 

donde ,t indica derivada con respecto al tiempo y sabemos que las co-
ordenadas canónicas antiguas satisfacen al mismo tiempo un principio 
análogo 

Pan 	= Pc;X:1' 
dF 

+ 	• 
di 

(1.16) 

Aquí F es una función cualquiera de las coordenadas del espacio de 
fase, con segundas derivadas continuas y contribuye a la variación de la 
integral de acción sólo en los puntos extremos y por tanto se anularía 
si F es función de(Xa,P0,1), de (X'a, Pá, I) o de cualquier combinación 
de coordenadas del espacio fase, ya que tiene variación nula en los 
puntos extremos. Otra manera de ver la ecuación (1.16) es utilizando la 
relación entre el Hamiltoniano y el Lagrangiano dada por fl = Pan —
C. Bajo esta consideración y despreciando F tenemos 

n' = Pal  X:rt' 

y además, también podemos tener un Lagrangiano 	£'(X'a, 

tal que, Pa  ' = fi— 'r- y con esto obtener la relación 
OXí 

aci 
= 	Xi° — 

En la siguiente sección veremos que estas transformaciones son muy 
útiles cuando algunas coordenadas son coordenadas cíclicas. 

(1.17) 

(1.18) 



1,2. ENFOQUE GENERAL 	 11 

1.2.2 Método de Routh 

El método de Hamilton resulta especialmente útil en tratamiento de 
problemas en los que intervienen coordenadas cíclicas, donde una co-
ordenada cíciclica Xa es la que no aparece explícitamente en el La-
grangiano. Ahora bien, si tenemos una de estas coordenadas, las ecua-
ciones de Lagrange nos dicen que la cantidad de movimiento asociada 
a esta coordenada Pa  será constante. Además, sabemos también de las 
ecuaciones de Hamilton que 

n 	 7-1 £ 	0 
ra t 

aXa  aXa  
(1.19) 

Esto nos dice que una coordenada cíclica, estará ausente tanto en el 
Lagrangiano como en el Hamiltoniano. Otra forma de ver esto es a 
partir de la ecuación 11 = 13a X°t  G, ya que .e solo difiere de —£ en 
PaXat  que no contiene explícitamente a Xa. 

Consideremos un Lagrangiano en el cual la coordenada Xb es cíclica. 

(1.20) 

ahora bien, tenemos todavía que resolver un problema de b grados de 
libertad aun cuando uno de ellos corresponda a una coordenada cíclica. 
En cambio,. en la formulación de Hamilton es diferente ya que en el 
mismo caso Pb es una cierta constante X y 11 tiene la forma 

n = 	, 	Ph 	Pb-i) A,1) 
	

(1.21) 

el Hatniltoniano describe ahora un problema que solo contiene 6 — 1 
coordenadas, el cual se puede resolver por completo ignorando la coor-
denada cíclica. El comportamiento de la propia coordenada cíclica con 
el tiempo se encuentra integrando la ecuación de movimiento 

"t  = TA. 	 (1,22) 

Las ventajas de la formulación de Hamilton en el manejo de coor-
denadas cíclicas se puede combinar con el procedimiento de Lagrange 
mediante un método ideado por Routh. Este método se basa principal-
mente en una transformación canónica que lleva de la base Xa , Xat  a 
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la base Xa , Pa  tan sólo para las coordenadas que scan cíclicas, obte-
niendo sus ecuaciones de movimiento en la forma de Hamilton, mientras 
que las restantes coordenadas se estudian a partir de las ecuaciones de 
Lagrange. Si llamamos X0+1, Xa a las coordenadas cíclicas, pode-
mos introducir una nueva función 1?., llamada Routhiano, definida de 
la siguiente forma 

R(X1 	X', 	..., 	/31,4.1 , 	= E Pyx:1 — 	(1.23) 
1.=p+t 

Sacando la diferencial a esta relación tenemos 

ar 	ac 	ac 
dR. = 	Xl"dP — E dr — E —dX' —d (1.24) 

i t 	axa 	ax. a=1 4 K=1 	 at 
de donde se deduce comparando con la diferencial de I? considerandola 
solo como función, que 

aR ac OR  aG 
ax‹,  = ax,r"ax5= Wc1  = (1.25) 

oR
ry 
	 O'R. 

= Xl, —P"'" 	04 	• ' 	
= + 1, ..., a 	(1.26) 

las ecuaciones (1.26) tienen la forma de las ecuaciones de movimiento de 
Hamilton en donde R hace las veces del Harniltoniano mientras que las 
ecuaciones (1.25) indican que las iz coordenadas no ignorables obedecen 
las ecuaciones de Lagrange 

d aR. 	8R 
—(

8X5 
) 

MG' 
O, a = 

dt  
(1.27) 

en las que R. toma el papel de Lagrangiano. Hasta, este momento no 
se ha hecho uso explícito de la naturaleza cíclica de las coordenadas 
XI' a Xa. Una coordenada ausente de G no aparece tampoco en 
el Routhiano. Las a — µ cantidades de movimiento Pi,4.1  a Pa  rela-
cionadas a las coordenadas cíclicas son constantes y pueden sustituirse 
en el Routhiano por un conjunto de constantes Al, ..., A" ( p = a — 
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que se determinan a partir de las condiciones iniciales. Con estas mo-
dificaciones, las únicas variables del Routhiano son las µ coordenadas 
no cíclicas y sus velocidades generalizadas 

= 	X°, ..., 	a', 	A', ) 	(1.28) 

Podemos ahora considerar (1.27) como las ecuaciones de Euler-Lagrange 
para las coordenadas no cíclicas, exactamente corno en la formulación 
Lagrangiana. De hecho el problema se ha reducido a un problema de 
Lagrange para un sistema de p grados de libertad y salvo p parámetros 
constantes AP podernos ignorar los restantes grados de libertad, en otras 
palabras se logra reducir la dimensionalidad del problema. 

1.3 Reducción dimensional 

De acuerdo a las consideraciones hechas en la sección (1. 2), en este 
trabajo consideraremos los Lagrangianos que tienen dependencia fun- 
cional ,C = C(Xa, 	x'). Aplicaremos lo aprendido en las secciones 
(1. 2. 1) y (1. 2. 2) a este tipo de Lagrangiano. Primero construyamos 
el correspondiente Hamiltoniano 

n 	X', xi ) = PáXa — r , 	(1.29) 

donde Pci, = 0.C/OX,a son los momentos conjugados. Si ahora conside-
ramos una transformación canónica 

13,! = 	, Xia) , X' = X' (Pai  , X'a) 	(1.30) 

a 1-1 de tal forma que una de las nuevas coordenadas se vuelva cíclica, 

entonces, como se vio en la sección (1. 2. 2), tendremos que ,áá = 0, 

donde h' es el Hamiltoniano obtenido de 1-t aplicando la transformación 
canónica (1.30). Por consiguiente, la acción de (n — 2) transforma-
ciones canónicas de este tipo conducirán a un Hamiltoniano de la forma 

= n(n-2)( pi 	yl 	y2 	
X i) ya que por cada una de las a(n-2),"(n-2)) `In-2) 

transformaciones canónicas se elimina una de las coordenadas Xa. El 
índice (n-2) indica que la coordenada respectiva ha sido el resultado de 
aplicar (n — 2) transformaciones canónicas. Para eliminar el momento 
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conjugado asociado con las coordenadas cíclicas, primero construimos 
el Lagrangiano .C(n-2) = C("-2)(Xtn_2), 	 xi) y aplicamos 
el método de Routh, el cual consiste ( como se vio en la sección (1. 
2. 2)) en aplicar una trasformación de Legendre solamente para las 
coordenadas cíclicas. Esto es 

u(n-2)  
= 	 

OX' 
n(n_2) G("-2)-2) 	(1.31) 

,i(n-2) 

donde las coordenadas cíclicas son etiquetadas por X?7,_2), s = 3,4, ...n. 
El Routhiano resultante es una función de las coordenadas no cíclicas, 
de sus velocidades asociadas y de un conjunto de constantes A', es decir 
R. = R.(xl,...2),n(„...2), A', xl), a = 1,2, Finalmente podernos escribir 
el Routhiano en la siguiente forma 

R. = Gab(Xa, 	 —V(Xa, A', xi), a, b = 1,2; = 3,4, ...n. 
(1.32) 

La, variación de R. con respecto a X" conduce a un conjunto de 
ecuaciones diferenciales de segundo orden, las cuales son las principales 
ecuaciones de campo (Ecuaciones de Euler-Lagrange). Cuando se re-
suelven éstas ecuaciones, se pueden ignorar las coordenadas cíclicas, 
y considerar el Routhiano como un Lagrangiano. También podemos 
encontrar las ecuaciones de campo para las coordenadas cíclicas re-
alizando la variación con respecto a A'. Estas son ecuaciones diferen-
ciales de primer orden que pueden ser integradas en cuanto las ecua-
ciones de Euler-Lagrange hallan sido resueltas. 

Con esto podemos decir que para los casos que estamos estudiando, 
es decir, Lagrangianos del tipo C. = 	— V, podemos re- 
ducir los grados de libertad del problema para hacer más amable su 
tratamiento. 

Es necesario anotar que con el método expuesto anteriormente, es 
decir, mediante el uso de trasformaciones canónicas y la introducción 
del Routhiano, hemos reducido al problema original de 7Z grados de 
liberta a uno con tan solo 2 grados de libertad. Sin embargo, cuando 
se analizan casos concretos no siempre es facil encontrar la transfor-
maciones canónicas que permitan reducir la dimensionalidad y podría 
resultar que es más sencillo analizar el problema con un mayor número 
de grados de libertad que encontrar la transformación canónica para 
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eliminar a uno de estos grados. Por tanto, es necesario analizar cada 
caso en particular y elegir el método de solución más razonable en cada 
uno. 

1.4 Lagrangiano sin potencial 

Consideremos el caso de un Lagrangiano puramente cinético, es decir, 
tomemos el potencial igual a cero 

= Gab(Xa, 	 (1.33) 

donde a , b = 1, 2, 	y i, j = 1, 2, d. La dimensión m está con- 
tenida en el rango 2 < m < ir y su valor explícito depende de la cantidad 
de trasformaciones canónicas (ver sección (1.3)) que se hayan usado en 
cada caso particular. El valor explícito deberá estar contenido en el 
rango 2 < d < 4; el límite máximo d = 4 resulta del hecho de que los 
índices i,j provienen de las coordenadas xi del espacio-tiempo y co - 
rrespondería al caso en que los potenciales X' dependen explícitamente 
de las coordenadas xi. El valor explícito de d puede ser diferente en 
cada caso particular y depende de las simetrías contenidas en la métrica 
del espacio-tiempo original gil . 

En las secciones anteriores consideramos Gab y hi, como "métricas" 
que pueden depender explícitamente de las coordenadas del espacio-
tiempo xi. Sin embargo, en todos los ejemplos que analizaremos en el 
resto de este trabajo es posible agrupar toda la dependencia explícita de 
xi solamente en la "métrica" Gab. Esto permite simplificar los cálculos 
en cada caso particular. Por esta razón, consideraremos de ahora en 
adelante que hii es una métrica con elementos constantes. 

Si aplicamos el principio variacional obtenemos las ecuaciones 

raeb  A: 	+ GacGcb,mn = O , 	(1.34) 

donde raeb  son los símbolos de Christoffel asociados con Gab. Como 
podemos observar la ecuación (1.34) corresponde ala ecuación geodésica 
en un espacio m-dimensiona12. El término hmiGacGcb,m XI:i  aparece de-
bido a que la métrica Gab depende explícitamente de las coordenadas 

2 En la literatura las ecuaciones del tipo (1.34) también se conocen como mapeos 
armónicos 
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xi del espacio-tiempo que ahora se usan para parametrizar las coorde-
nadas Xa. Por tanto, una solución a la ecuación(1.34) es una geodésica 
m-dimensional. 

Un conjunto Xa que satisfaga la ecuación (1.34) será una geodésica 
funcional. Además, estas ecuaciones son análogas a las ecuaciones de 
Einstein, esto es por construcción, ya que si se parte del Lagrangiano 
Einstein-Hilbert (ver sección 1.2) y aplicamos el principio variacional 
con respecto a los coeficientes métricos se obtienen las ecuaciones de 
Einstein y cuando se tiene el Lagrangiano de la forma (1.33) y se varía 
con respecto a las coordenadas se obtiene la ecuación geodésica, pero 
en nuestro caso hemos logrado una relación uno a uno entre los coe-
ficientes métricos gij y las nuevas coordenadas Xa, es decir, los coefi-
cientes métricos son ahora las nuevas coordenadas. 

Esta reducción del problema es importante, ya que, ahora pode-
rnos hacer uso de todas las simetrías de las geodésicas m-dimensionales 
para investigar soluciones de las ecuaciones de Einstein. Por ejemplo, 
es posible introducir un parámetro afin en (1.34) de tal forma que los 
últimos términos desaparezcan. También se pueden llevar a cabo trans-
formaciones de coordenadas que lleven a la ecuación (1.33)a una forma 
comformalmente plana3, es decir, 

G = E(X1, X 2)[XIXI + 	 (1.35) 

donde E es un factor conforme. Además se pueden generar soluciones, 
es decir, si se conoce una solución X' de la ecuación(2.26) podemos 
aplicar una transformación infinitesimal 

Xa 	Xia  = Xa 
	

(1.36) 

donde e es un parámetro infinitesimal. Esta trasformación genera una 
nueva solución de la ecuación (1.34) a primer orden en e, si ria satisface 
la ecuación 

572qa + Rabcd hi jX,inqd  — hii (rabáixt:oc = , 	(1.37) 

3Estas trasformaciones son del tipo X1' = F(X 1  , X 2), X2' = G(XI , X 2) con 
if r  = F1 , ffr  = F2, ...etc y utilizando dX 1  = J-1(G2dX 1s  — F2dX2'), dX2  = 
J-1(—GidX 11  — FidX 2') , donde ,/ es el jacobiano de la trasformación J = 

o(8x(Fil)) — F,G2 
F2G, 
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que es la ecuación que resulta de la sustitución de la trasformación 
(1.36) en la ecuación (1.34) y pedir invarianza geodésica, es decir, que 
tanto X' como X'a satiafagan la ecuación de geodésicas funcionales 
(1.34). En (1.37) Rau,'  es el tensor de Riemann asociado con Gab) y V 
es la derivada total 

a 
= 	+ 	— [reb hmiXe Xb. hmiGacGcb,„X b.] 	(1.38) 

OX. 	 ' 	 13 
1s 

Si la métrica Gab no depende explícitamente de los parámetros xi , la 
ecuación (1.37)se reduce a la ecuación de desviación geodésica para el 
vector de conección ria . Por tanto, uno puede usar vectores de Killing 
o colineaciones afines de la métrica Gab para generar soluciones 

Es importante decir que en [201 se introduce el concepto de espacio 
de potencial para investigar las propiedades de simetría del Lagrangiano 
Einstein-Hilbert. Además se estudia un método de generación de solu-
ciones, el cual funciona solamente si el espacio tiempo admite un vector 
Killing no nulo y se aplica el método a espacios-tiempo con dos vec-
tores Killing. Esto tiene especial relevancia, ya que en el caso de campos 
axisimétricos estacionarios se puede analizar tanto por el camino [20), 
como por el descrito aquí esto es importante ya que nos permitirá ver-
ificar la validez de nuestros resultados y mostrar el funcionamiento del 
método. 

En las secciones siguientes vamos a analizar las ecuaciones de campo 
de los casos de campos gravitacionales con simetría axial, planar y 
cilíndrica los cuales se pueden reducir al estudio de Lagrangianos sin 
potencial del tipo (1.33). 

1.5 Lagrangiano con potencial 
Ahora vamos a consideras el Lagrangiano con potencial 

= Gub(Xa)nX", V(Xu). 	 (1.39) 

donde hemos considerado que las coordenadas Xa son parametrizadas 
por 7 

En las secciones anteriores consideramos siempre el caso en que Xa 
está parametrizado por todas las coordenadas x' del espacio-tiempo. 
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Sin embargo, para aplicar el método que se explicará a continuación es 
necesario suponer que Xa depende de tan solo un parámetro r. A este 
resultado también se puede llegar de forma más general suponiendo 
que todas las coordenadas xi se pueden parametrizar con respecto r, 
es decir, xi = xi(r). 

A partir del Lagrangiano (1.39) podemos construir de la manera 
estándar el Hamiltoniano correspondiente 

Or 
= 	A a  — 	 (1.40) an. 

y suponemos que es una cantidad conservada con respecto al parámetro 
r, es decir, 

ac
X* 

6 I rdr = 6 I 	X1.-6 f hdr 	(1.42) 
O' 

rr 

Puesto que según (1.41), el Hamiltoniano 11 es una cantidad conser-
vada, el ultimo término de la ecuación (1.42) desaparece y podemos uti-
lizar el principio de Maupertuis 4para derivar las ecuaciones de campo 
correspondientes. 

De acuerdo a (1.40), el Hamiltoniano asociado con el Lagrangiano 
(1.42) resulta ser 

dXa dX° 
=

dr dr v 
	 (1.43) 

de donde obtenemos 

dr = 
i/GabdiVadX6  

11— 	
(1.44) 

Introduciendo la ecuación (1.39) y (1.44) en la ecuación (1.42) obten-
emos la expresión 

,Cdr = 261 \Ah — V)GabdXadXb 	(1.45) 

4Ver apéndice 13 

n  
= 	 (1.41) 

dr 
Usando las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes al Lagrangia-
no (1.39) y suponiendo que r no depende explícitamente de r, es decir, 

= 0, es posible demostrar que la condición (1.41) siempre se cumple. 
Si aplicamos el principio variacional al Hamiltoniano (1.40) tenemos 

que 
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que se puede interpretar como la variación de un elemento de línea 

ds2  = 	— V)G„bdrcIP 	 (1.46) 

Este resultado muestra que el caso de un Lagrangiano con potencial 
diferente de cero se puede reducir al caso de un Lagrangiano pura-
mente cinético con una métrica conforme. Las ecuaciones de campo 
son obtenidas utilizando la ecuación (1.34) cambiando Gab por Lob = 

— V)Gab y con Gcb,m = O, es decir, 

(n),i r'ebhmi Xer,n X,bi  = 0 , 	(1.47) 

donde rae, son los símbolos de Christoffel asociados con Gab 
Entonces podemos concluir nuevamente que, soluciones de las ecua-

ciones de Einstein son equivalentes a geodésicas en un espacio m-dimen-
sional descrito por la métrica' Gab. 

En las secciones (2.7) y (3.2) veremos los casos de campos gravitato-
rios con fluido perfecto y campo escalar, en los cuales se puede aplicar 
este método. 

	

= 2,_,ux1)2 	(x2)2] — v(xi ,  x2) 	(1.48) 
2 " 

donde m es una constante, la ecuación (1.48) puede tomar la forma 

dxu dxb 

	

= gab 	—1/(x") 

	

dr dr 	
(1.49) 

con 

	

( 1 	O ) 
gab = —2 0 1 	

(1.50) 

donde hemos considerado a las sa parametrizadas por T. Es impor-
tante hacer notar que si consideramos una partícula puntual con po-
tencial arbitrario, parametrizado con el parametro t, las ecuaciones de 

5  ver sección (1.4) 

1.6 Ejemplo 
Apliquemos lo visto en la sección (1. 5) a un problema bidimensional 
de una partícula con potencial arbitrario, para este caso tenernos el 
Lagrangiano 
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movimiento dadas por las ecuaciones de Eulerlagrange dt  [-51] — 8x = 
de 

O serán 
n  dxb 

ama = 49ab —dr 	 (1.51) 
dt 

ac OV 
(1.52) 

axa 	axa 
• 	d2xb 
• 	dt2 	

v,a  = 0 	 (1.53) 

Regresando a la ecuación (1.49), si calcularnos el correspondiente 
Hamiltoniano con la relación (1.29) 

h=gab—
dxa dxb  + ,„ 

v— 	kx-), 	 (1.54) 
dr dr 

y en término de los momentos 

1 
h 

2 
= —ga

b 
 Pa& + V (X I 	 (1.55) 

donde h no depende explícitamente del parámetro r , por tanto 

del „ — =u, 	= ct e 	 (1.56) 
dr  

Esto nos permite a partir de relación (1.54) obtener 

dxa dxb 
il 

— V  = gab drW: 

dr ‘lgabdxadxb 
— V 

Aplicando el principio variacional 

I Cdr = 
	

(1.59) 

tenemos 

5 1,Cdr =2. 5 I V(1-t—V)gabdxadxb 	(1.60) 
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ésto nos permite definir una nueva métrica lb = (1-1 — V)gab y el prin-
cipio variacional toma la forma 

fi I VIddxadx6  = O 

lo que nos lleva a las ecuaciones 

d2xa 	« dxb dxc n  

dT 2 	L  abc  dr dr = 

donde lub, son los símbolos de Christoffel asociados con g ab. Esto 

nos lleva a las ecuaciones 

gia  dr2 	2(1-Í — V) 	dr dr 
.-- 0, 
	

(1.63) 

que son las ecuaciones de movimiento de una partícula puntual con 
potencial arbitrario. Para ver esto de forma explícita tenemos que 
pasar del parámetro r al parámetro tiempo t utilizando la relación[28] 

d  1  d 

dr = 	— V dt 

con la cual obtenemos 

d2  xa , ,' 
zg,fa  -r— 

dt2 
 vf=k, (1.65) 

Que son análogas a las ecuaciones (1.53). 
En los siguientes capítulos se mostrarán casos más complicados 

donde se puede aplicar este formalismo, como las ecuaciones de Einstein 
con simetría axial y esférica. 

(1.61) 

(1.62) 

(12  s° 	(29 	— lf,ag faIbc)  dxb dxe 
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Capítulo 2 

Simetría Axial 

2.1 Introducción 

La simetría axial presenta mucho interés en el estudio de las ecuaciones 
de Einstein, ya que el estudio de esta simetría nos permite la mejor 
descripción gravitacional de objetos rotando[27). Además la simetría 
axial y estacionaria a sido ampliamente estudiada por muchos autores, 
esto motiva para que la primera aplicación de lo visto en el capítulo 
1 sea el caso de campos axisimétricos estacionarios, ya que podremos 
comparar los resultados obtenidos con los dados por otros autores 1  y 
verificar la validéz del método. En éste capitulo se considera primero el.  
caso axisimétrico en vacío (sección [2.2)), después el caso en presencia 
de un tensor de energia-impulso T„, (sección[ 2.7)), de fluido perfecto 
con ecuación de estado 8 + P = O, donde á es la densidad y P la 
presión, y aunque esta ecuación no es físicamente muy interesante nos 
permite mostrar el funcionamiento del método presentado en el capítulo 
1, (sección[1.5]), cuando tenemos potencial. Finalmente en la sección 
(2.8] como caso más general se estudiará el caso axisimétrico acoplado 
a los campos escalar 	y electromagnético F". 

1Principalmente con el trabajo hecho por D. Kramer, 11, Stephani y E. lierlt[201 

23 
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2.2 Simetría axial en vacío 
Consideremos el elemento de línea con simetría axial en las coordenadas 
canónicas de Weyl[20] 

ds2  = 	— (4610)2  - e'l[e2"(dp2  + dz2) + p242] , 	(2.1) 

donde 0, w, y y son funciones de p y z únicamente. Si w =constante 
entonces tendriamos el caso estático. 

El cálculo directo de las ecuaciones de Einstein en el vacío, Ro = O, 
para el elemento de línea (2,1) nos lleva a las ecuaciones[20j 

f(f 	fzz+  „_, f  _ 	p-2f4(wp2 toz2) = 

f(wo +w„ — p'wp)+ 2f pwp  2f,w, = O 
1  -2 2 	2 	1  -1 2 

7P = 4
Pf 	fz) - -4P f (

2  
wp - wt

2  

	

) 	(2.2) 

1 	, 	1 

	

= §fif --  fpfz - 2p-1  f 2w pwz 	(2.3) 

donde'el subíndice indica derivada parcial2. De aquí se puede ver que 
las principales ecuaciones de campo son las correspondientes a f y w, 
ya que las ecuaciones para 7 son de primer grado y se pueden resolver 
por integración directa una vez obtenidas las soluciones para f y w. 

A continuación vamos a derivar el sistema de ecuaciones de Ein-
stein (2.2) usando el método que describimos en el capítulo 1 para La-
grangianos "cinéticos". Primero calculamos la densidad Lagrangiana 
LER = VziR para el elemento de línea (2.1) lo cual nos conduce a 

e40  
= —(w2  w2) 2P(Opp Ozz —15p 	— 012) —  O!) + 20p 2p 	

(2.4) 

Si ahora aplicamos la relación pB,ii = (pB,;),i 	donde 13 es 
una función arbitraria de x', y despreciamos las derivadas totales 3, 
obtenemos el Lagrangiano 

e40  
= 27p + 

2p  
—(wp2  + 0.42) — 2/0p2  + 11,22). 	(2.5) 

2 Por ejemplo: f p  = g. En lo sucesivo adoptaremos esta convención 

3Esto es posible ya que un Lagrangiano que difiere de otro en una derivada total 
produce las mismas ecuaciones de campo al aplicar el principio variacional.C' = 

= O = 6s 
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que lo podernos también representar como un Lagrangiano cinético de 
la forma 

= GabX1X L:hii, 	 (2.6) 

dondeXa = (p,tP ,ry , w) y si = (p, z), además 

Gab 

0 0 1 0 
(O -2p O O 
1 0 0 0 
O O O e40 

2p 

(1 0l 
= U 1I 

Si ahora parametrizamos las coordenadas del espacio tiempo mediante 
un nuevo parámetro e el Lagrangiano(2.5) toma la forma 

= 2peye  + 7,--e4‘P we2  - 201 	 (2.9) 
zP 

bajo la condición oc4s1 = hii. Ahora podemos interpretar la ecuación(2.9) 
como un Lagrangiano que describe un sistema cinemático definido en el 
espacio de los coeficientes métricos con "coodenadas generalizadas"p, 
1/), w, y 7 que dependen de e. Dado que 7 y w son coordenadas cíclicas 
del Lagrangiano(2.5), es conveniente usar el Routhiano [19] R. el cual, 
como ya se mensionó en la sección (1.2.2), se obtiene utilizando el La-
grangiano .0 y una trasformación de Legendre que actua sobre las co-
ordenadas cíclicas solamente 

1 	, 	n  
/1. = 	

) ryE 	0)1) 	
- 	

2P 
= 	kwo2  + hpypo2  . 	(2.10) 

0(  

y las ecuaciones de movimiento para este Routhiano, que son obtenidas 
utilizando las relaciones (1.26) y (1.27) de la sección (1.2.2) son 

aR. 

	

P„, = 0 	 (2.11) 

áR 	2  40'52 p‘m 	_ 57-p  —4 rip,¿ = --pe kWei 

(2.7) 

(2.8) 

(2.12) 
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Ou.k 

/ ale, OR. 
= 0 	popl + ptp q 	e40 ( 0.02 = 

VI 	(1 	 5 	2p 

(2.13) 

(2.14) 

las ecuaciones (2.11) y (2.13) nos dicen que el momento asociado con 
la coordenada generalizada w esta dado por 

PW  = 
1 
-e41'we 	 (2.15) 

La interpretación de esto es que /3„, es una "constante de movimiento" 
en el espacio de coeficientes métricos, ya que PW,E  = 0. Ahora bien, si 
introducimos una nueva función fi de la siguiente forma 

P„ = p-1e4'11w1  = S21  , 	 (2.16) 

con esto el el Routhiano(2.10) toma la forma 

1 
= 2 Pf [(.4) (5/t)21 (2.17) 

que es la forma de un elemento de línea, donde f = cxp(20). Resultado 
que podemos verificar con el trabajo4[20]. Si variamos I?. con respecto 
a f y ft conduce a las ecuaciones de Euler-Lagrange 

fEE - 	-111) + fri Nfi = 0, 
(2.18) 

gel  - 2f -1f40¿ p-104  = 0 . 

las cuales son equivalentes a las 2 primeras ecuaciones del sistema5(2.2). 
Es importante hacer notar que ni el momento asociado a 7 ni -y 

aparecen en el Routhiano(2.10), esto nos dice que la función métrica ry 
esta determinada por dos ecuaciones diferenciales de primer orden. en 

4  En el apéndice C recobramos éste resultado a partir de las ecuaciones dadas en 
(20] 

5Para recuperar las ecuaciones (2.2) de forma explícita se tiene que utilizar las 
relaciones x'x' = hij, ver apéndice E 
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coordenadas de Weyl, estas ecuaciones se obtienen aplicando el teorema 
de Noether6  al Lagrangiano (2.5) y tienen la siguiente forma 

47p  = pr2(f2 f2) p...1f2(Wp2 w1),  

(2.19) 
2,,yz  = pf  -2fp  fz — p-i f 2wpwz  

con f = exp(21i) y serían las dos últimas ecuaciones del sistema (2.2) y 
éstas ecuaciones como se dijo anteriormente pueden ser integradas por 
cuadraturas si tfi y w son conocidas. 

Finalmente podemos observar que el Routhiano (2.17) puede ser 
interpretado formalmente como un elemento de línea de la forma 

t dS 	dX4  dXb rz 
= dl )2  =  Gab 
	(14 	

(2.20) 

	

d82  = GabdXa dXb 	 (121) 

donde Gab (a, b = 1, 2) is una matriz simétrica de 2 x 2 

Ga
b = 	_2 ( 1 

O 1) 
 

2 fi' 
t  

(2.22) 

y X = (f, 14. Esta analogía es importante ya que nos permitirá 
relacionar las ecuaciones (2.18) con las que se derivan del principio de 
acción mínima aplicado al elemento de línea (2.21). 

2.3 	Geodésicas funcionales 
Para poder aplicar el concepto geodésico al caso que estamos estu-
diando, cosideraremos un espacio dimensional infinito V de las fun-
ciones {f (p, z), 51(p, z)} , donde es conveniente considerar a f y S/ 
cuadráticamente integrables, ésto nos permite definir un producto es-
calar en V, de la forma (f,12) = f wf gdpdz con w = w(p, z) una función 
arbitraria, definamos también un vector en V como n. n(p, z) = 

6Ver apéndice B 
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ftd. Con esto podemos construir la función 

s(XZ, = GabnX1dpdz 	 (2.23) 

1- I pf -2(f +01)dpdz 	(2.24) 

en la que hemos remplazado la métrica (2.22). Esta expresión se puede 
interpretar como la energía de las curvas X° [7]. La variación de la 
ecuación (2.24) con respecto a X° nos conduce a las ecuaciones de 
Euler-Lagrange, que en este caso pueden ser escritas como 

d 2  Xa
(  

p 	dXb  Ole 1  dXa 	
5 ) 2.2 del 	+ la be  de de := "I 

( 
P/TIC 

donde 1- be  son los símbolos de Christoffel asociados con Gab, la función 
A(p) = —1/p aparece por la dependencia explícita de p en Gab, con esto 
podernos estudiar puntos estacionarios de s y uno de estos puntos se 
llamará geodésica funcional si satisface la ecuación(2.25). Para encon-
trar uno de éstos puntos, definido en el espacio V, tenemos que resolver 
el conjunto de ecuaciones diferenciales (2.25). Lo importante de todo 
esto, es que, la ecuación geodésica(2.25) es idéntica a las ecuaciones 
(2.18) y por lo tanto equivalentes a las ecuaciones de Einstein en vacío 
para el caso axisimétrico estacionario. Esto nos dice que una solución 
de las ecuaciones de Einstein (2.18) puede ser interpretada como una 
geodésicafuncional . 

Consideremos el punto X, y el vector tangente —de en dicho punto, 
entonces existe una única funcional geodésica máxima Xa  tal que X°(0) = 

de = 	[7], este resultado representa una demostración al- 
ternativa al hecho que una solución axisimétrica estacionaria es deter-
minada de manera única por sus valores en el eje de simetría. 

2.4 Simetrías 
Consideremos dos geodésicas funcionales , XI y XI. Ahora vamos a 
encontrar transformaciones que relacionen n con X2 y que puedan ser 
usadas para generar nuevas soluciones a partir de una solución cono-
cida. Esta transformación depende de las propiedades de simetría de 
las ecuaciones así corno también de la forma explícita de n y X. 
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Consideremos la ecuación geodésica en forma general 

FacbhmiX„n hmi 	= O „ 	(2.26) 

y hacemos la transformación infinitesimal 

Xa  —1 X10  = Xa  + E 	 (2.27) 

que es una transformación de simetría la cual mapea soluciones a orden 
e si el vector de simetría ya satisface la relación 

v2ric: 	
Rabcdhij X 1 X5Vd hii(r abc)ti X,jqc  = ° 

	
(2.28) 

donde Rabcd es el tensor de Rieniman asociado con G ab y V es el oper-
ador derivada total que esta dado por 

rb a 

	

=a,+.r.--Eri ebrix,enx+ G"Gcb"A 	(2.29) 
'taxa 	 si 

donde-  s es un paraámetro a lo largo de la geodésica funcional. Si la 
métrica Lagrangiana es independiente del parámetro .s y de las "veloci-
dades" X,, la ecuación (2.28) se reduce a la ecuación de colineación 
afin [22] .éracb  = O, donde es la derivada de Lie a lo largo de la curva 
con vector tangente ya, esto es equivalente a la ecuación de desviación 
geodésica para el vector de conexión ya, por tanto una familia de solu-
ciones de las ecuaciones de Einstein es equivalente a una congruencia de 
geodésicas funcionales en V. Si ya es un vector que une dos geodésicas 
funcionales cercanas en un punto, entonces la condición para que ya 
continue siendo un vector de conexión en cualquier otro punto, en el 
cual las geodésicas funcionales estan bien definidas, es que, debe seguir 
satisfaciendo la ecuación de desviación geodésica . 

Si el vector de simetría ya es una función del parámetro s y de las 
coordenadas, entonces la ecuación(2.28)puede ser escrita de la siguiente 
forma 

14„ + 2(14);6X,i  + (74, + Rala  Il4))1; 	= 0 , 	(2.30) 

donde el punto y coma indica derivada covariante asosiada con la métrica 
G ab dada en la ecuación (2.22). Nótece que si y" es solo función de X', 
la ecuación de simetría se reduce al caso de colineación afin. 
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Para ejemplificar lo vista en el parrafo anterior consideremos la 
métrica(2.22) con ya = ya(X6 ), podemos calcular la ecuación? 

.CGab = 0 	 (2.31) 

donde .0 es la derivada de Lie a lo largo del vector ya , esto es equivalente 
a la relación 

Gr,b,ctic -1-Gactle,b + Gberi,ca  = 0 	 (2.32) 

esta relación nos lleva a las ecuaciones 

Int/  rl yf = , 

ni0+n 11 = o 
711:11  — ritlf = 

(2.33) 

resolviendo el sistema de ecuaciones (2.33) obtenemos tres independi-
entes soluciones 

717 = (0,1) , 

n1 = (f,9), 
1-12_ f2 

= (f  o, 	) 2 
(2.34) 

las cuales coinciden con las obtenidas en el trabajo de Kramer8. Las 
soluciones a las ecuaciones(2.34) coinciden con los vectores de Killing 
de la métrica(2.22). Para encontrar vectores de simetría mas generales 
tenemos que considerar va = va(3, X6 , DX6 ). Por ahora, ya que nue-
stro propósito es el de mostrar el metodo de generación de soluciones, 
pondremos nuestra atención en los vectores de simetría (2.34). 

2.5 Generación de Soluciones 

Consideremos el tipo de soluciones que pueden ser generadas por medio 
de los vectores (2.34). Introduscamos los parámetros el , ch  y e3  para 

7Ecuación de Killing para tr, ver sección [1.41 o apéndice de simetrías 
8Ver apéndice A 
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los vectores de simetría rli,  ra, y 7/52 , de acuerdo con la ecuación (2.27). 
Si ahora consideramos la solución semilla {f, a}, el vector ql conduce 
a una nueva funcional geodésica f' = f y Ir =ft -I- el y de la ecuación 
(2.16), podemos observar que esto es equivalente a añadir una con-
stante wo a la función métrica w. Sin embargo, esta transformación no 
representa mayor importancia, ya que una transformación de la forma 

= t — wo0 en el elemento de línea (2.1) absorve el nuevo término. 
Físicamente esto es equivalente a la introducción de un marco de ref-
erencia que esta rotando para el elemento de línea(2.1). Similarmente, 
se puede mostrar que para el parámetro 62  asociado con el vector de 
simetría iº  puede ser absorvido por un reescalamiento de coordenadas. 
Por tanto, para el caso que estarnos analizando, el único vector de 
simetría no trivial es lig el cual puede generar una nueva solución de la 
forma 

= f (1-j- c39) , 	= f -I- 1(92  — f 2) . 	(2.35) 

como vernos los vectores de simetría yl y 	son triviales, sin embargo, 
más adelante veremos que son muy utiles para generar soluciones no 
triviales, al ser combinado con el vector de simetría rig. Hay que hacer 
notar también que los parámetros c1  y 62  pueden tomar el valor de 
cualquier número real porque ellos no entran en la ecuación de simetría, 
es decir, poniendo la transformación infinitesimal (2.27) con yl y yl uno 
observa que la ecuación resultante(2.28)se cumple, independientemente 
de los valores de los parámetros cl  y 62  consecuentemente, los vectores 
de simetría 771 y 	definen transformaciones de simetría finitas del 
Routhiano (2.17). Para encontrar la transformación finita asociada e, 
nosotros consideramos el generador infinitesimal 13  definido como 

a 	1, 	2 a 
— 79Ti a f 	2 

(2.36) 

si aplicarnos repetidamente el generador 13  nos conduce a la transfor-
mación finita que corresponde a las curvas integrales de y de acuerdo 
a la ecuación(2.27), satisface las ecuaciones diferenciales (ver [18}) 

f' 	in, = f 	, 
0€ 3  

Oír1 2 /2 

063 = 
2
0 f (2.37) 
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con valores iniciales f'((.3  = 0) = f y Ine3  = 0) 	La integración 
de las ecuaciones(2.37) conduce a las leyes de transformación 

' 
4 f (f 2  +‘12) 	, 	_2  (f2 5121E3  (f2 112) _ 2  ni 

f 	(f 2 n2)  2 ap + 4 p 	— 	[€3  (f2 4..fl2)_ 2 !y + 4 f2 
(2.38) 

Como podemos observar en la ecuación (2.38), no hay una obvia relación 
entre la transformación generada por 773  y otra transformación conocida 
que genere soluciones [9]. Sin embargo, la existencia de una relación no 
puede ser excluida porque es necesaria para usar una diferente repre-
sentación de (238), llamada transformación de Backlund . Aunque 
la transformación fp se puede expresar en términos de transforma-
ciones conocidas , la interpretación de las ecuaciones de Einstein como 
geodésicas funcionales nos permite investigar simetrías más generales, 
como colineaciones afin, para la métrica G06. 

La transformación de simetría finita(2.38) puede ser utilizada para 
generar soluciones exactas a partir de una solución conocida. 

El método para generar sería el siguiente: Suponiendo que f y ft son 
funciones conocidas, calculamos la nueva solución f', fi' con la formula 
(2.38). El elemento de línea tendra la forma 

ds2  = f'(dt —0.190)2  — fle27'(dp2  + dz2) + p202] , 	(2.39) 

Para calcular la función w' a partir de 9' usamos la ecuación (2.16), 
o de forma eqttivalentte el sistema 

WP 

	

= pf/ -2
5-

s, 
	= pf 	

( 2.40) 

que se puede integrar fácilmente para f' y 	dadas de forma explícita 
como funciones de p y z. Por último, es necesario calcular la función 
-y' mediante las ecuaciones 

	

41/p = pf'-2(f' P2  - f i r 2 ) 	f12 (WIP2  wiz 2), 
(2.41) 

271., = pf -Vipt, — P-I rw'pwl z 

Sin embargo, también podemos utilizar el generador (2.36) para 
obtener soluciones aproximadas, como veremos en la siguientes sec-
ciones, en las cuales se presentan las soluciones que describen el campo 
exterior de un dyon gravitacional y el campo exterior de un objeto 
rolando. 
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2.6 Soluciones aproximadas 

2.6.1 Campo exterior de un dyon 
Un dyon gravitacional es un objeto hipotético, cuya existencia es de-
bida al caracter relativista de la gravitación. En la teoría Newtoniana, 
la única fuente de gravitación es la masa. En contraste con esto, la rela-
tividad general predice que tanto la masa como la rotación son fuentes 
de la interacción gravitacional. Esto nos conduce a la analogía en-
tre gravedad relativista y electromagnetismo, es decir, el campo grav-
itacional generado por una distribución de masa, puede ser análogo 
al campo eléctrico y el campo de corriente del momento angular pre-
senta caracteristicas similares a un campo magnético . Es por esto, que 
al campo generado por una corriente de momento angular es llamado 
campo gravitomagnético. Para completar ésta analogía, es necesario 
postular la existencia de un monopolo gravitomagnético como la con-
traparte del monopolo magnético de Dirac de la electrodinámica. Por 
tanto, un dyon gravitacional es una masa relacionada con un monopolo 
gravitomagnético. En esta sección, vamos a investigar una solución que 
puede ser generada a partir de una métrica semilla estática por medio 
de una combinación de transformaciones de simetría y que puede ser 
usada para describir el campo exterior de un dyon gravitacional. 

Consideremos una solución estática asintoticamente plana(f,  , SZ = O) 
como métrica semilla y apliquemos a ésta la transformación de simetría 
asociada con el vector 711. Entonces obtenemos una solución esta-
cionaria con f' = f y Ir = —c3f2 /2. Ahora bien, se puede mostrar 
que para cualquier f asintoticamente plana, la nueva solución no satis-
face la condición de asintoticidad plana dada por Geroch-Hansen[131, 
por tanto, no es posible interpretar de manera covariante las soluciones 
generadas por éste tipo de transformaciones. Para evitar ésta dificultad, 
se puede usar una combinación de las tres diferentes transformaciones 
de simetría (2.34). A la solución estática semilla f le aplicamos el vec-
tor de simetría ?II con parámetro el , la solución resultante es entonces 
usada como semilla solución para una transformación con el vector 7/1 
y el parámetro c2  y finalmente aplicamos el vector de simetría 7/11. La 
nueva solución se puede escribir como 

= (1 + 62)f [l + cle3(1 	c2)1 
	

(2.42) 



Y 
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= (1 + c2) 	— 1(1 + c2)(f2  — cl)] 

Ahora podemos elegir los parámetros introducidos por la transformación 
de simetría de tal manera que la nueva solución se comvierta en asin-
toticamente plana, ésta condición nos lleva a las relaciones 

2 	 62  
= 	 t Y e3 — 	 (2.44) 

	

2 + 62 	 61(1 + 62)2  

donde 62  es una constante negativa en un intervalo 62  E (-2, O) (-1}. 
Para analizar una solución concreta, tenemos que especificar la 

métrica semilla asintoticamente plana. Consideremos la métrica Chazy—
Curzon [15] 

f = exp(-2m/r) , 	r2  = p2  + z2 	(2.45) 

donde m es una constante positiva. La nueva solución es entonces 
dada por la ecuaciones (2.42), (2.43) y (2.45). Eligiendo los nuevos 
parámetros de acuerdo con (2.44)calculamos los correspondientes mo-
mentos multipolares de Geroch—Hansen y se obtiene 

	

Nfo = 	, 	= —171e3  . 	 (2.46) 

también existen términos de momentos multipolares de masa Mn  que 
corresponden a la distribución de masa axisimétrica de la fuente, y 
momentos para la corriente de momento angular .1„ de orden mayor, 
los cuales son despreciados puesto que son proporcionales a 61. Las 
ecuaciones (2.46) muestran que esta solución representa el campo grav-
itacional de un cuerpo de masa m y monopolo gravitomagnético —m63. 
El nuevo parámetro 63  puede ser interpretado corno la masa gravit-
omagnética , la cual puede ser positiva o negativa y la mas gravi-
toeléctrica de la semilla solución no ha sido afectada por la acción 
de la transformación de simetría. Las funciones métricas de la nueva 
solución son: 

= exp(-2m/r) , w, = _2771.63 (1 4. c2)22/1, 	= _m2p2/7,4 

(2.47) 
y se puede comprobar que es una solución exacta de las ecuaciones de 
Einstein en vacío. 

(2,43) 
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2.6.2 Campo de una masa rotando 

Para estudiar el campo gravitacional de objetos astrofísicos como estre-
llas y planetas es necesario investigar soluciones que posean un conjunto 
de momentos multipolares masa [27] así como también un conjunto de 
momentos gravitomagnéticos representando la rotación de la fuente. 

Consideremos una solución semilla estacionaria (f, S/) la cual es as-
intoticamente plana, nuevamente aplicamos de forma consecutiva tres 
transformaciones de simetría de acuerdo con (2.34), esto nos conduce a 
la nueva solución 

(1 -I- 62)f[1 -I- 63(1 + 62)(a + 61)1 , 	 (2.48) 

= (1 + 62) [S/ -I- ei  — 1(1 	€2)(f2  — —11 51-- 522)] (149) 

En general, ésta nueva solución no es asintoticamente plana. Por tanto 
pedimos que los parámetros cl  y 62  satisfagan la relación (2.44) y la 
nueva solución puede ser escrita de a siguiente manera 

f[1+ c3(1 e2)2q , 	 (2.50) 

a' = S2+ .9-(1 + e2)2  (I 	— .f2) • 2 

veamos ahora una solución que ilustra el método y puede ser interpre-
tada físicamente sin dificultad. Consideremos la solución semilla [16] 

2;2  — 1  + a?(y2  — 1) 

f - (x + 1)2 + al(y — 1)2  

Con 

2a1  (x 	+ y) 
= 	 , (2.52) 

(x + 1)2  + c4(y — 1)2  

1 	 1 
x =2m(r+r_)  , 	y = 2m —(r4. r_) , 	= p2  (z f ni)2  , 

(2.53) 
donde ni y al  son constantes. Para ilustrar el efecto de la transfor-
mación de simetría, primero analizamos la solución semilla (2.52). Una 
investigación de los multipolos muestra que hay momentos de monopolo 
y dipolo gravitoeléctrico asi como también gravitomagnético. Debido 
a la presencia de monopolo gravitomagnético y dipolo gravitoeléctrico, 
ésta solución no puede ser considerada para la descripción del campo 

(2.51) 
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gravitacional de algún objeto astrofísico, por tanto la solución (2.52)no 
es interesante desde el punto de vista físico, pero, si aplicamos tres 
diferentes trasformaciones de simetría a la solución (2.52) su signifi-
cado puede ser totalmente cambiado. Poniendo la ecuación(2.52) en la 
ecuación (2.50) y en la ecuación(2.51) y calculando los momentos mul-
tipolares de la solución resultante se observa que todos los momentos 
multipolares no deseables desaparecen si al  toma el valor 

al  = —63(1 + 62)2 	 (2.54) 

y los unicos multipolos que sobreviven son 

Mo  = 	, 	and 	J1  = 63(1 c2)2m 	(2.55) 

ésto muestra que la masa total del cuerpo esta dada por in y que so-
lamente el momento dipolar gravitomagnético es el que sobrevive en 
conformidad con el caracter dipolar de rotación. El momento angular 
por unidad de masa esta dado por 63(1 62)2  y puede ser positivo o 
negativo que corresponden a dos posibles direcciones de rotación de la 
fuente con respecto al eje de simetría. Por tanto, la nueva solución 
puede ser interpretada como una solución que describe el campo exte-
rior de una masa rotando lentamente. Usando las ecuaciones (2.50)-
(2.54) y (2.16)obtenemos los componentes métricos 

¡ -1 	 21  — Y2 	1 X
2  — y2 
x2-1 

' 	
1 x 

= 	= 2rne3(1 , ,2)1 
x — 1 , 
	— in 	 (2,56) 

2  

esto es equivalente a la métrica Lense-Thirring [171. El significado 
físico, coincide con el investigado utilizando otros métodos 

2.7 Fluido perfecto 

En ésta sección vamos a considerar el caso axisimétrico estacionario con 
potencial y se mostrará corno un Lagrangiano con un potencial diferente 
de cero se puede reducir a una Lagrangiano con términos puramente 
cinéticos a partir de una transformación conforme de la métrica. Las 
ecuaciones de campo generadas coinciden con las ecuaciones de Ein-
stein considerando un tensor de energía impulso de fluido perfecto, con 
ecuación de estado P -I- 5 O, donde P es la presión y 5 la densidad 
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Consideremos el elemento de línea general 

ds2  = e211(dt - wdO)2  e-2'(e2ry(dp2  dz2 ) + p2421 , 	(2.57) 

dondetb, w, / y µ son funciones de p, y z únicamente. Además consid-
eremos el tensor de energía impulso 

Tp, = (P b)UpU, - 'Pgp, , 	 (2.58) 

la cuadrivelocidad está dada por 

e-4'51` , 	 (2.59) 

con todo esto las ecuaciones de Einstein Rp, - 2y12,R = Tm, toman la 
forma 

	

00(4 + 	

2
1 pe2b-tp)(6+3p) , (2.60) 

	

lip1PO4-140z+11(0pp—Oz2) 	211  

	

411q 2 	2 

	

ypp 	yzz + 02  + 02  + e 1wP7 wz) 	2(  P 	z 	4 2 	= e 1-.°)1)  

+µ== = 2µe2(1-01" 	 (2.62) 

, 	1, 

	

wpp 	Ion + 4(wpOp wrIP2/ - 	itzwz) = 0 , 	(2.63) 

Considerando el elemento de línea (2.57) calculamos el lagrangiano 
£EH = sf2DS 

	

£Ell = -2µ[7pp 'Yzz Ibp2 	- Opp - Ozzi 
(340(0.12 + w!) 

itzz PPOP Pz021 + 	2n  II 

Eliminando nuevamente derivadas totales como en el caso vacío, el La-
grangiano toma la forma 

e40  
' 	411  = 2(ppryp  lizryz) —(u),2, + w!) - 211(1+ 01) , 	(2.65) 

(2.61) 

(2.64) 
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Ahora consideremos el Lagrangiano de la forma .0 = CE» CM donde 
£m es el Lagrangiano de materia como se vio en el capítulo 1. Con-
siderando a LA,, de la forma 

Cu = 2µe2(7-"P)P , 	 (2.66) 

esto nos permite escribir el Lagrangiano en la forma 

= 	- V(Xa) , 	 (2.67) 

con 
2µ .0 0 

- 

	

Gab = 
0 	0 

( 0 -1 0
1 
 e0 	 (2.68) 

0 0 0 2p 

donde Xa = (O, µ, 7, W), Gab es la métrica en el espacio coordenado Xa , 
V = 2µe2(1-41)P y hii es la misma que para el caso vado (2.8). Vemos 
que V contiene todos los términos del Lagrangiano que dependen de las 
coordenadas solamente 9. Si ahora parametrizamos xi con el parámetro 
e el Lagrangiano torna la forma 

	

2µ 	
2 = 2//177 + 	

2 - 2;iTP - 2ire2(7-1,1))p 	(2.69) 

Los momemtos estan dados por Pa  = Xa y son 

= -4µ0¿ 
Pr y = 2µ1  

= 271  
e4' 

PW = 

(2.70) 

Si ahora construimos el correspondiente Hamiltoniano utilizando la 
ecuación (2.70) obtenemos 

1 	1 	
1  -4̀PP2  2 e2(7-0P , 	(2.71) = - 

8  
- P2  - 

2  P
i4 	

2
µ e 

1b  

9Esto se verá más claro cuando consideremos el caso esférico 
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y si calculamos 11- el resultado es cero, por tanto podemos interpretar 
a H como una cantidad conservada y aplicar el principio de Mauper-
tuis para derivar las ecuaciones de campo. Como 'H = cortante = E 
tenemos 

1-1= E = pan c= T + V 	(2.72) 

esto nos lleva a la relación 

de — 
GabdXadXb  

(E —V) 

aplicando el principio variacional con la acción 

s = f P„ndl = 11(E — V)GabdXadXb, 

por tanto podemos definir &b = 	vp., lo que nos lleva a las 
ecuaciones geodésicas 

d2rdXb dXC 
de “bic dl 	= u 

. 
(2.75) 

donde flg, son los símbolos de Christoffel asociados con b"ab. Las ecua-
ciones son 

e 
yff + 4µ2

col = 

PO« + i'oI — 
2 

c4Ibuk = 

(2.76) 

fL = —2µe2")P 
1 

u.ke  4u.k1fil  — —colme = 

y estas ecuaciones son análogas alas ecuaciones de Einstein (2.60- 2.63) 
considerando la ecuación de estado P -I- 8 = O. La recuperación de 
las ecuaciones de Einstein en su forma usual se realiza utilizando la 
relación xixi = 	considerando los potenciales 0, 	y wi°. 

1°Ver apéndice titulado nuevo parámetro 

(2.73) 

(2.74) 
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2.8 Campos Escalar y Electromagnético 

Consideremos nuevamente el caso axisimétrico estacionario pero ahora 
incluyendo campo escalar y campo electromagnético129), este es un caso 
interesante, ya que el estudio de la interacción gravitacional acoplada 
al campo de Maxwell y al campo escalar ha sido estudiado reciente-
mente, por ejemplo, campos Einstein-Maxwell de agujeros negros son 
probablemente los objetos más interesantes predichos por la relatividad 
general. El campo escalar aparece acoplado al campo Einstein-Maxwell 
de manera natural el el límite de baja energía de teoría de cuerdas y 
como un resultado de una reducción dimensional del Lagrangiano de 
Kaluza-Klein. 

sr=b-HR 2(174))2 e-2a1F21 	(2.77) 

donde g = del(giz,), 11 es el escalar de curvatura, Fp„ es el campo 
de Maxwell y 	es el campo escalar. Utilizando la métrica (2.1) en 
la ecuación (2.77), el lagrangiano resultante depende de las funciones 
métricas y de sus primeras derivadas 11  y puede escribirse en la. forma 

=2f2 	
52 -1-  C -1- 20(cpxp exxz) + 02(X/ x.1)} 

2 
Phl 	2 	2 	4( 2 	2 \ 	2P ( 2 	2 

	

+—U)  + 02, 	Xz  -- + 1C ) (2.78) 
2f P 	P 	a2 K 2‘ P  

• donde f = e-20  y 

= 2A1, 
2 

= C
-2a(1)

, 
f it.2 

Xr = 2—(WAI,P AO,P)) 

fo  
-xz = 211---(wAg,z+ Ao,z) 

 

(2 

12  = '1—top+ OXz 

f2 
—CP  —tOy OXP (2,79) 

11  ver sección 2. 1 
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donde A1, = (40,0,A4,), y el Lagrangiano puede ser interpretado 

	

corno un elemento de línea en el espacio coordenado f, c, 	y ?t. 

Estas "coordenadas" pueden ser interpretadas como el potencial grav-
itacional, rotacional, eléctrico, magnético y escalar respectivamente. Si 
parametrizamos x' con el parámetro el Lagrangiano toma la forma 

= 	f 2 + e2 21beal 02x2i r__(02+  it4 x2+ _e)) (2.80) 

	

2f2'" 	 2f 	 a2n2  

nic2 	 2p ei 

La variación de la ecuación (2.80) con respecto a los potenciales nos 
llevan a las ecuaciones 

1 	1 2  02 	1 	

(2.81) 11(1+ 	 — 	= 0  st 	4f 	sc 

011 + 
Pf 

 + 2 
kf 

— ff 
1)0¿ — 712f  (€1 OXI)xl = 

	
(2.82) 

X« + p 	 f + 23' — h)X f + 0Xe¿ 

	

)0 = ° 

	

(2.83) 

fff 
1 	 1 

+ 7Ree + Ox‹)2  —fe9 + 	(K4 4)1 + xl) =0 , 
	(2.84) 

	

e + 	+ 0)(11+ (c1+ on)(el — 211) = 0 1 	(2.85) 
P f 

La ecuación (2.81) es la ecuación de Klein-Gordon, las ecuaciones (2.82) 
y (2.83) son las ecuaciones de Maxwell y las ecuaciones (2.84) y (2.85) 
son las de Einstein. 

Nótese que tanto en el Lagrangiano (2.78) como en las ecuaciones 
(2.81 - 2.85) no contienen la función y explícitamente, esto es debido 
a que y es una coordenada cíclica y utilizamos el método explicado 
en el capítulo 1 para eliminar todos los términos que contenían 71  del 
lagrangiano (2.78). De la ecuaciones de campo originales se obtienen 
dos ecuaciones para y que pueden ser escritas en la siguiente formal2  

,rp  = 4f2  [ fp2 _ fz2 c2p c2z  ( " 02)(x2 xz) 

—20(etap €zXz) 
K2f(0p2 0z) + (Lftc )2(K

2 
itz)] 	(2.86) 

12Las ecuaciones (2.86) y (2.87) se pueden obtener a partir del teorema de Noether 
con el Lagrangiano (2.78), ver apéndice B 
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71= -17-Priff Pf z 6 ptz+ fOpOz —0(epxz + 6.0(p) 

f2f 
+( --- + 50)XpX: + ( a j)20cptezi 

finalmente puesto que las ecuaciones (2.81 - 2.85) del formalismo Euler-
Lagrange aplicado al Lagrangiano (2.80) y dado que esta puede ser 
considerada como un elemento de línea en el espacio de potenciales, es 
decir 

,C = Gat,ZZZI 	 (2.88) 

-24ord wi  ) 

Gab =0- 2 - 00  :2  

Oo 	O 	

00 --9--  + ell  2/K2 	2/2  

O 	

0 

0 

0 

O 	

(2.89) 

It2/2 

2f 

O 	.e.é. 
212  

0 

0 

0 2- 2f 2  

de estose puede concluir que cualquier solución a las ecuaciones de 
campo(2.81 - 2.85) puede ser interpretada como una geodésica en un 
espacio cinco dimensiones con coordenadas f , e, (15, x y It. 

2.8.1 Soluciones exactas 

Es difícil encontrar soluciones exactas al sistema de ecuaciones diferen-
ciales presentado en la sección anterior[32] [33], sin embargo se puede 
tener algunas soluciones para valores paticulares de los parámetros 
f, tc, e, 0, y x. Consideremos el caso en el cual los potenciales tienen 
los siguientes valores 

f = 	IC2  = Kcie°, e = = x = O 	(2.90) 

donde reo  es una constante arbitraria, /3 y a son constante con valor 

202 	2 
== 	 (2.91) 

1 + 02' 	1 -I- a2  

Utilizando esto en la ecuaciones (2.81 - 2.85) obtenemos que A = A(p, z) 
debe ser una función armónica, es decir, que cumple con la ecuación 

1 
A pp 	—Ap  + Az, = 0 	 (2.92) 

(2.87) 

con 
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y de las ecuaciones (2.86) y (2.87) obtenemos 

71, = 1P(A2p — A2z),"Yz = cPApAz 
	 (2.93) 

las relaciones (2.90) muestran que la función armónica A determinan 
tanto el campo gravitacional como el campo escalar. Cuando fi = O 
(4) = 0), la solución se reduce a la solución estática en vacío de Weyl. 
Para un espacio asintóticamente plano, la función A puede ser elegida 
COMO 

¡3  (cosO) 
(2.94) q" 	2 	2 111  t n=0 kP Z 2  

cos O = 
(p2 z2)2  

donde q„ son constantes arbitrarias y P„(cos0) son los polinomios de 
Legendre de orden n. Un caso especial de la solución general es un 
hoyo negro tipo Schwarzschild con A = As = In(1 21-1, ) donde m 
es  una constante y r es una coordenada radial determinada por p 
‘/r2  —2mrsen0 y z = (r — n2) cos 0. Esta solución fue obtenida por 
Janis Newman y Winicour [23]. Ellos analizan el comportamiento de 
una esfera de Schwarzschild de radio r = 2nz, muestra que esta se 
convierte en un punto singular y se conjetura que la solución truncada 
de Schwarszchild donde el espacio sorpresivamente se colapsa de un 
radio un poco más grande que r = 2nz a cero es el estado final mas 
apropiado de un colapso genérico. Esta conjetura fue estudiada por 
Christodoulou [24] y recientemente soluciones dependientes de estas 
ecuaciones han sido encontradas (ver por ejemplo la referencia [25]). 

De este modo también para el caso más general de campos ax- 
isimétricos con F""' y 	también es posible representar las ecuaciones 
de campo corno geodésicas en un espacio de potenciales. 
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Capítulo 3 

Simetría Esférica 

3.1 Introducción 

En este capítulo tratamos el caso de las ecuaciones de Einstein tomando 
un demento de línea con simetría esférica. Además, se considera un 
campo escalar sin masa con acople mínimo al campo gravitacional. 
Este problema es interesante físicamente, ya que tendremos la presencia 
de potencial y esto nos permitirá utilizar lo visto en la sección [1.5] 
y ejemplificar de forma más general las ecuaciones de Einstein como 
geodésicas funcionales. 

3.2 Lagrangiano 

Para un elemento de línea con simetría esférica y considerando que 
tenemos un campo escalar sin masa 4) = 4)(r, 1). Las ecuaciones de 
Einstein se reducen a 

(3.1) 

donde Ro  es el tensor de Ricci y 4) el campo escalar. Considerando el 
elemento de línea 

ds2  = —2a2(dt2  — dr2 )  í32dn2 	 (3.2) 

donde a = a(r, t), p = fl(r,t) y &V = d02  ser120d02  Si ahora 
cambiamos el elemento de línea (3.2) a coordenadas nulas definidas 

45 
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como u=r-f-tyv=t— r, tenernos 

ds2  = —2a2dudv fi2ds-12 	 (3.3) 

con a = a(u,v) y /9 = /3(u, v). Aplicando (3.3) a (3.1) y considerando 
el campo escalar 	$(u, v), obtenemos las ecuaciones 

afi'uu  — 2auifiu + 
a(3

12,4  = 0 	 (3.4) 

aPvt, — 2avfiu + 
a# 
—0v  = O 	 (3.5) 
2 

afiuv + Pauv 
a 
—auav 

2 	
= O 

PPut,+ + .o 

02.uv + fiulv + fivOu = 0 	 (3.8) 

donde los subíndices indican derivada. Ahora mostraremos como se 
recuperan estas ecuaciones después de haber llevado este problema a 
un problema mecánico, es decir a partir de considerar el Lagrangiano 
correspondiente y aplicar el principio variacional. 

Vamos a construir el lagrangiano Ce./  utilizando la relación (1.9) 
con lo que obtenemos 

2 
Leal = 4SenO(Pul3v  -c-v (auPt , 

	 021uou 	 (3.9) 

Utilizando hii ahora definido por 

ho
= 
 1 (O 1 

	

2  1 	O 
	 (3.10) 

donde xi = (u, y), el Lagrangiano(3.9) toma la forma 

02 	 2 

	

= Aifl110 2-4;00,i0 	 — -a•F 	(3.11) 

El Lagrangiano (3.11) también la podernos escribir como 

= 	— V(Xa) 	 (3.12) 

(3.6) 

(3.7) 
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donde V = 912- lo consideramos como un potencial. Tener el lagrangiano 
en esta forma nos permite tratar de utilizar el método presentado en 
la sección [1.21 para poder absorver el potencial y tratar de tener el 
Lagrangiano total como un elemento de línea. 

Realizando la variacion del Lagrangiano (3.11) con respecto a a, 
y $ obtenemos las ecuaciones 

— ja.iaj 	(ajo?' + 	O 

• a2  
PO( iod),i + AJA,M + 7- = 0 	(3.14) 

hi92(0D,i),,n 	= O 

que son equivalentes a las ecuaciones (3.6-3.8). Faltarían las ecuaciones 
(3.4) y (3.5), para obtener estas ecuaciones utilizaremos la relación 
que se obtiene de considerar la derivada total de con respecto a las 
coordenadas', y es 

d 49C 
---rt—A • - 	= dx. 8X<,1 	Osi 	

(3.16) 

aplicando la relación (3.16) con xi = (u, u), XI = (a, fi, 4)) y tornando 
en cuenta que G no depende en forma explícita de las coordenadas u y 
y lo que permite considerar el lado derecho de la igualdad como cero se 
obtienen las relaciones 

t— 

fi 

— 2Pvau -111,2,1} = 0 
2 	

(3.17) 

laNuu 
—fi r 	afi 

— 2fivau 	2 
—wuj .= 0 	(3.18) 

aig 
afiv, — 2/3,,a, + —

2
(1),

2 
 = --f3F(v) 

afi 2 	a 
afit, 2fitta, 	

2 	
= --G(u) 

si consideramos F = O = G recuperamos las ecuaciones (3.4) y (3.5). 

'Esto se relaciona con el teorema de Noether, ver apéndice B 

(3.13) 

(3.15) 

y finalmente 

(3.19) 

(3.20) 
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3.3 Principio variacional 

Sea EN el espacio de potenciales que estamos considerando, si queremos 
utilizar el principio de Maupertius, tenemos que considerar la inmersion 
de este espacio en un espacio mayor EN*" y estudiar la evolución de 
EN en EN+1. Aplicando el principio variacional, con la acción 

S = I (£En Cm)d de 	 (3.21) 

donde sabemos que LER- + LM = T — V, con V el potencial y 7' la 
parte cinética 

T = 	 (3.22) 

donde Xa son los coeficientes métricos, Gab = Gab(Xa) y la coma indica 
derivada parcial. Pedimos ahora que 

= GabX1Xb/  

esto implica que xi = xi(e), y —d/a  = jed .421i- y por tanto dr' dl 

dxi dxj 	h';= 
de de 

con 

(3.23) 

(3.24) 

/ = O ) 
	

(3.25) 

La ecuación(3.24) es la condición que debe satisfacer el parámetro 
para que se cumpla la identificación (3.23). 

Para el caso esférico que estamos analizando xi = (u, y, O, 0), Xa = 
Xa(u, y) y la ecuación (3.24) nos dice 

1 2 A 
= u, 1.1(2  = O, u1vE = - 

2 	
(3.26) 

donde el subíndice e representa la derivada con respecto a e. Con esto 
podemos escribir T = GabV2r-lb  y V = V(Xa,xi) con lo que el nuevo 
Lagrangiano toma la forma 

dXa dX6  
C = 	

v, 

de de 
(3.27) 
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aplicando el principio variacional 

	

6S = 6 Gded4 x = 0 
	

(3.28) 

nos lleva a las ecuaciones de Euler-Lagrange 

d f ar ) ar „ 

	

= u 	 (3.29) 
de OX:1 OXa  

Las ecuaciones (3.26) nos permiten escribir el Lagrangiano (3.9) como 

2fi 	162 	o2 

e 	+ 	/31a1  - T121  - -2 

y la aplicación de (3.29) nos conduce a las ecuaciones 

2/3 	2# 2 	2  
2/3« + aee — ag f34)( = O 

cy2 
PPel 	+ 

#4111  + m(11  = o 

(3.31) 

que son equivalentes a las ecuaciones (3.13-3.15) 2 . 
Considerando los momentos definidos a partir de Pa  = ar se 

.e
con-

struye el liamiltoniano como se mostró en el capítulo 1. El resultado 
obtenido es 

Con 

= -2fPa Pp 2--P2  - 	P2  + <-12- 
2fl 	4132  a 2132 11 	2 

1313  = 2(fie rae) 

Pa
f3= 

 2 
3(  

2 II  

(3.32) 

(3.33) 

2Ver apéndice C 

   

(3.30) 
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Si ahora calcularnos la derivada total de 1-í con respecto a e tenemos 

O< 	an ya  + an 	
(3.34) = 	axa--.¿ aPa  

	

(11 	u  

donde hemos utilizado las ecuaciones de Hamilton y el hecho de que el 
Hamiltoniano no de depende explícitamente del parámetro e. Esto nos 
permite interpretar a 11 como una cantidad conservada y nos deja en 
posibilidad de utilizar el principio de Maupertuis, (ver sección 1.5) me-
diante el cual podemos obtener nuestras ecuaciones de campo a partir 
de la variación 

	

\MabciXadXb = 0 	 (3.35) 

con (lab = (E — V)Gab, y i í = ete = E. Esto nos lleva a las ecuaciones 

d2  X° 	dXb d.r 
-- o 

4¿2 + 	
(3.36) 

que son equivalentes al sistema de ecuaciones (3.31). 
De las ecuaciones de Hamilton 	XI y --A-1„ = Pa,( obtenemos 

az 
a 

= a (Po 1Pa) 
a 
-- Pa  
2¡3 

(3.37) 

= 1 132 "*" 

Y 

1 	a 2  
P"'e = — FjPaPa  Yij-2-1" 

= 

b 	a2  1,0, 2  
a` 	133 	fl 

Po,c  = O 

(3.38) 

Estas son nuevamente equivalentes a las ecuaciones de campo men-
cionadas anteriormente para el elemento de línea (3.3). Una vez más 
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este resultado muestra que las ecuaciones de Einstein se reducen a un 
problema de ecuaciones geodésicas que se pueden tratar con los formal-
ismos estandar de mecánica clásica. 

De las ecuaciones (3.38) y (3.39) podemos notar que existe una 
cantidad conservada #20(  = cte, Su interpretación, sin embargo, no 
es plausible ya que es una cantidad conservada en el espacio el+1, es 
decir, con respecto al parámetro el cual lo hemos usado solamente 
como ayuda para aplicar el método de Moupertius. 

3.4 Simetrías 

Podemos ahora trabajar con la nueva métrica Gab para encontrar vec-
tores de killing o movimientos homotéticos que nos permitan generar 
soluciones u obtener cantidades conservadas. Consideremos la acción 

= f \MabdXadX/d4 x 
	

(3.39) 

que es análoga a la relación 

s = 	dáXiaXtb d4:r 
	

(3.40) 

en el sentido de que al aplicar el principio variacional ambas relaciones 

nos generan las mismas ecuaciones de campos si `41. = 0. Aquí pri-
mado indica derivación con respecto a un parámetro 1. Con esto pode-
mos construir un Hamiltoniano de la forma 

dab x'axib 	 (3.41) 

que también es conservado con respecto al parámetro T. Ahora consid-
eremos la métrica para el caso esférico 

0 	1(2E — a2)1 

	

Gab = (1(2E — a2)1 1(2E — a2) 	0 	(3.42) 
O 	 O 	—1(2E — al) 

3La ecuación (3.39) esta relacionada con la distancia y la ecuación(3.40) se rela-
ciona con la energía 
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resolviendo la ecuación de killing para la métrica (3.42) se encuentra 
solo una solución, que es 

	

na = (0,0, 4A) 	 (3.43) 

dode A es una constante. Esto nos permite generar una nueva solución 
XNa por medio de la transformación XNa = Xa clia 

Ckhr  = a 
fiN 

= fi 

= 	4cA, 	 (3.44) 

donde c es de orden infinitesimal. Como se puede observar no es 
ninguna solución interesante, ya que a y fi quedan sin cambio y lo 
único es que 4:0' = (1) ± 4Ac que es trivial por que redifiniendo 4) queda 
inalterada la métrica. Sin embargo, este vector de killing nos permite 
construir la cantidad conservadas 

Jo  = %Pa 	 (3.45) 

utilizando ya  = (0, 0, A/32(2E — a2)) se obtiene 

	

Jo = 2A#24)1 	 (3.46) 

que es una cantidad conservada, es decir (JO)(  = 0. 
Si ahora resolvemos la ecuación para un movimiento homotético, es 

decir, 

	

77(a;b) = QGuh 	 (3.47) 

se encuentra la solución 

= fi — 	13(2E — a2)(—, a, 2AM 
2  

na = 	4A) 

donde a y A son constantes. Con esto nuevamente podemos generar 
una solución de la forma 

tv a = a 

fiN  = (1 + ccr)fi 

= 4cA 

4 ver apéndice D 

(3.48) 

(3.49) 

(3.50) 
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que nuevamente no es una solución demasiado interesante ya que re-
definiendo la nueva IN y la nueva 13N  obtenemos la solución original. 
Sin embargo, también aquí podemos construir una cantidad conservada 
de la siguiente forma[22] 

%/I  = apa Naib)papb 	 (3.51) 

En forma explícita 

al3 
= —(aP)e + 	— 40.171 a 

(3.52) 

En resumen tenemos 3 cantidades conservadas Jo, Ji y 1-1 que serían 
primeras integrales de las ecuaciones de Einstein. Estas cantidades nos 
podrian ayudar a integrar las ecuaciones de Einstein, ya que con ellas 
se reduce el problema original de ecuaciones de segundo orden a uno de 
primer ordenque tendría mayor posibilidad de ser integrado, es decir, 
despejar I 

= 2AP2  
Jo 	

(3.53) 

y sustituir en las ecuaciones (3.31) e intentar la integración, que es un 
problema interesante. 
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Capítulo 4 

Conclusiones 

Poder interpretar las ecuaciones de Einstein como geodésicas funcionales 
en un espacio abstracto de potenciales nos ha permitido tener la posi-
bilidad, entre otras cosas, de investigar simetrías de las ecuaciones de 
Einstein, las cuales presentan gran relevancia dentro de la Relatividad 
General, así mismo, ofrece la posibilidad de generar nuevas soluciones 
a las ecuaciones de Einstein que sean físicamente realistas, lo cual pre-
senta gran interés, ya que a lo largo del tiempo el encontrar soluciones 
a las ecuaciones de Einstein ha presentado gran dificultad. 

En este trabajo se ha mostrado que partiendo del Lagrangiano 
general de Einstein-Hilbert acoplado mínimante a un Lagrangiano de 
materia es posible deducir, para algunos campos gravitacionales, La-
grangianos de la forma 

G =Gabx,peihii + V(r) 	 (4.1) 

los cuales nos permiten generar a partir del principio de acción mínima 
ecuaciones geodésicas que son equivalentes a las ecuaciones de Einstein 
obtenidas de forma tradicional. 

El estudio de las simetrías de las ecuaciones geodésicas encontradas 
para el caso de campos gravitacionales estacionarios con simetría axial 
nos llevó a encontrar las siguientes soluciones aproximadas (Ver sección 
2.6) 

= exp( —2m/r) , 	= —2me3  (1 + e2)2z/r , 7 = —m202/1,4 
(4.2) 
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que representan el campo exterior de un dyon gravitacional y 

2  1 — y2 	, 	1 	x2  — 1 =
x 11 	

' w  = 2mc3(1 	
x — 1 c2)  	— 2 x2_12 

 
In 	 (4.3) 

que representan el campo de una masa rotando. Para el caso con 
simetría esférica se encontraron soluciones, que aunque, son triviales 
ejemplifican el análisis del problema, estas fueron 

aN = a, 	= 	= + ilcA 	 (4.4) 

y la que resulta del análisis del movimiento homotético 

fiN = (1 + co.),3 , IN  = -I- 4cA 	(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 

aí3 
J1  = --(a/3)1 + Afi2le — 40-11i 	 (4.8) 

que se pueden interpretar como primeras integrales de las ecuaciones 
de Einstein. Esto es de gran importancia ya que permite reducir el 
sistema de ecuaciones de Einstein de segundo orden a uno de primero 
con mayor posibilidad de ser integrado 

Dentro del análisis de ecuaciones de Einstein como geodésicas fun-
cionales se trabajaron primero casos de campos gravitacionales que se 
pueden representar con lagrangianos puramente cinéticos, es decir, de 
la forma 

= Gabn 	 (4.9) 

Las ecuaciones obtenidas en el caso particular del Lagrangiano G = 
e-21'12371(4 — 	son 

tu« ± 3w0(  — 2pco47y = O 
	

(4.10) 

Pebt +101e = 0 
	

(4.11) 

para este mismo caso se encontraron las cantidades conservadas 

,2 
(i_pap 	p2 

2,8 	(3 	82 	2 2 (1' 	2 

Jo •= 2A/9211  
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que describen la propagación de ondas gravitacionales con rotación (Ver 
apéndice A). En el caso del Lagrangiano G = 172  2YY/Ae se obtienen 
las ecuaciones 

1,12 + YYEE 
 = o 	 01.12) 

1 	+19,„ = o 
	

(4.13) 

que describen campos con simetría plana; y del Lagrangiano G = 
e411151  we2  - 2ptPZ obtenemos 

, 	1 „ 

WIt 	tz)1 IP( - 	= 0 (4.14) 

1 
EE + —e ..rco-  -I- pesbe 

1  
- = O 	 (4.15) 

2p2  

que describen la propagación de ondas gravitacionales de Beck-Einstein-
Rosen con dos estados de polarización. Para el caso con simetría axial 
en vacío las ecuaciones que se encuentran son 

f¿z — 	--nD+ P-1  fi = O 

CEE - 2f -1  f191  + 5191  = 
(4.16) 

y en todos los caso se mostró la equivalencia con las ecuaciones de 
Einstein obtenidas de forma tradicional. 

Para los casos de Lagrangianos con potencial se mostró que éstos se 
pueden reducir al caso de Lagrangianos puramente cinéticos a través del 
principio de Maupertius. Los casos estudiados bajo esta consideración 
fuerón: 

i) Campo gravitacional con simetría axial con fluido perfecto donde 
se obtuvieron las siguientes ecuaciones( Ver sección 2.7) 

ellb  2 
'71/ + 	 = 

4/12  

1411 + Pe SE + e'tol 

-e2("-.01) 

_.1.462(1-0)p 
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/Lee 	-2/te2(7-or 

	

co« +4w¿Ipl 	 o 

(4.17) 

ii) Campo gravitacional axisimétrico con campo escalar y campo elec-
tromagnético donde se obtuvieron las ecuaciones(Ver sección 2.8) 

1 	1  2 	a2  / 32 	1  2 
111 + tc ICE df 	-n) " 

(4.18) 

O« +(±2-- off (ct 	lbxdx/  = 0 	(4.19) 

	

eip +2  3-11 	 .7)XZ -f-(6( OX1)01 0 	(4.20) 

fEE 
1 

+ —f + 0(1)2  -f 1 + 2--2-(n4 021  + 	= 0 	(4.21) 

EEE 

	

+ 00« + Oxlc + (Ez +0x1)(el -2  1-1) = 0 	(4.22) 
P f 

iii) Campo gravitacional con simetría esférica con campo escalar 
donde se encontraron las ecuaciones(Ver sección 3.3) 

	

/3 	2# 2  „x,2 
= O 2í3/1 

2
—a¿1  - 

a 

fifiz¿ 	+ 2= O 

2#1(1)c = 0 	(4.23) 

En todos estos casos se mostró que las ecuaciones obtenidas son equiva-
lentes a las ecuaciones de Einstein que se obtienen de forma tradicional. 

Finalmente podemos decir que el estudio aquí presentado es una 
forma muy útil de atacar el problema de simetrías y generación de 
soluciones en Relatividad General, lo cual motiva a tratar de continuar 
esta línea de investigación ya que se podría estudiar con mayor deten-
imiento lo relacionado con las simetrías de las geodésicas, además de 
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seguir tratando de generar nuevas soluciones. También se puede hacer 
un estudio más a fondo de la relacion entre las coordenadas del espa-
cio tiempo y la métrica h i  lo cual, a su vez, esta relacionado con los 
modelos sigma no lineales. Otra posibilidad de trabajo es la relación 
o comparación entre este formalismo de geodésicas funcionales y los 
formalismos ADM y la teoría de cuerdas, los cuales presentan caracter-
isticas, tanto conceptuales como matemáticas, similares al formalismo 
aquí presentado. 
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Apéndice A 

Ejemplos de Lagrangianos 
cinéticos 

En este apéndice se darán algunos ejemplos explícitos de Lagrangianos 
que tiene únicamente parte cinética, es decir, Lagrangianos de la forma 

= Gab(r,zi)nnhii 	 (A.1) 

A.1 Ondas gravitacionales con rotación 

Como primer ejemplo consideremos el caso para el cual Xa = ), 0), 
w(i , p), = t,b(t,p) y la métricas Ga6 y 	tienen la forma 

(e-2/µ3n O ) 
Ga6 = 	o 	_.11 	 (A.2) 

(1 O \ 
U 	1 ) 

con esto la ecuación (A.1) toma la forma 

= e-27/Pnk2p  — co) — izEtk p  — 01) 

Introduciendo el parámetro afín y la condición 

xÉxÉ = 
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La ecuación (A.4) toma la forma 

= e-21µ3tuul — ptfil 	 (A.6) 

esta ecuación nos conduce a las ecuaciones geodésicas 

tito« + 3w¿it4 21u0171 = O 	 (A.7) 

1/11Pz +14'11 = O 	 (A.8) 

que utilizando nuevamente las relaciones (A.5) tornan la forma 

P(wpp 	3(wpitp otitt) 21/(wp7p — wi7t) = O 
(A.9) 

m(Opp -1/') + (ppOp - p tot ) = o 
Las ecuaciones (A.9) coinciden con las ecuaciones de Einstein en vacío 
para el elemento de línea 

ds2 = egy-0)(di2 dp2 )  _ it2e-2,,b(wdi  do)2 - e2"1'dz2 	(A.10) 

y describen la propagación de ondas gravitacionales rotando[30]. 

A.2 Campos con simetría plana 
Como segundo ejemplo consideremos el caso para el cual X° = (Y, A), 
Y = Y(t, z), = 4/, z) y la métricas Gab  y hii  tienen la forma 

Gab = 1 Y  ) Y 0 	
(A.11) 

hii  (lo _0_1 ) 

con esto la ecuación (A.1) toma la forma 

— 	2Y(Y,t)t,i  — 

Introduciendo el parámetro afín y la condición 

xlx1 = 



A.3, ONDAS GRAVITACIONALES DE BECK-EINSTEIN-ROSEN63 

La ecuación (A.13) toma la forma 

= 1112  2Y1'(4 	 (A.15) 

esta ecuación nos conduce a las ecuaciones geodésicas 

ye2 	yyle  = o 	 (A.16) 

	

nl+ YA« =O 	 (A.17) 

que utilizando nuevamente las relaciones (A.14) toman la forma 

11,2  — n2  --I- 17(11t  — 172 ) = O 

(Yti Yzz) YPtti — 	O 	 (A.18) 

Las ecuaciones (A.18) coinciden con las ecuaciones de Einstein en vacío 
para un caso especial de campos con simetría plana 'descritos por el 
elemento de línea 

(182  = e2'(dt2  — dz2) Y2(dx2  dy2) 	(A.19) 

donde 1' y son funciones de t y z. 

A.3 	Ondas gravitacionales de Beck-Einstein-
Rosen 

Por último consideremos el caso para el cual r = 	w), 11) = 0(1, p), 

= w(t, p) y la métricas Gab y 	tienen la forma 

Gab = 2(')9  
O 

—(1/(2p))e411') 

hi (1 —01 ) 

con esto la ecuación (A.1) toma la forma 

1 
= e4lb 

 2
—(0.12  — (.02i ) — 2p(11,20  — 

' 

!Ver [20] capítulo 13 

(A.20)  

(A.21)  

(A.22)  
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Introduciendo el parámetro afin e y la condición 

= 

La ecuación (A.22) toma la forma 

1 e = e40__Loz 
- 

2pol 
2p 

esta ecuación nos conduce a las ecuaciones geodésicas 

1 	r, 
w1C 	(A)OPI '401-  = u 

1 	A .1. ,1 	 1 

51,1¿ —e'vtoí pttPl- = O 
2p2  

(A.23)  

(A.24)  

(A.25)  

(A.26)  

que utilizando nuevamente las relaciones (A.23) toman la forma 

(topp — wit) (Opwp - thwt) -wp = O, 

(A.27)  

(b 	O«) +2p2  e4°(w2  tol) lOp = 
P 	p 

Las ecuaciones (A.27) son equivalentes a las ecuaciones de Einstein en 
vacío para el elemento de línea 

ds2  = e2(1-'1))(dt 2  - dp2)  - p2e-20d2q  - ezip(dz cod02 	(A.28) 

Las ecuaciones (A.27) describen la propagación de ondas gravita-
cionales de Beck-Einstein-Rosen con dos estados de polarización[31). 



Apéndice B 

Teorema de Noether 

Las propiedades de simetría del Lagrangiano sugiere la exixtencia de 
cantidades conservadas, es decir, si el Lagrangiano no contiene explícita-
mente una coordenada particular, se conserva la correspondiente canti-
dad de movimiento canónica. La ausencia de la dependencia explícita 
de la coordenada significa que el Lagrangiano no es afectado por una 
trasformación que altere el valor de dicha coordenada. Cuando esto 
sucede se dice que el Lagrangiano es invariante, o que es simétrico ante 
la trasformación dada. Cl teorema de Noether contiene la descripción 
formal de la relación entre las cantidades de simetría o invarianza y las 
cantidades que se conservan. 

	

Consideremos un Lagrangiano de la forma 	£(71„, xt,), donde xt, 
son las coordenadas de las cuales dependen las magnitudes yp  que de-
scriben los campos. La simetría ante una trasformación de coordenadas 
se refiere a los efectos de una trasformación infinitesimal de la forma 

	

X11 -4 X = 12 + 61;11 

	 (B.1) 

donde la variación infinitesimal 8xl, puede ser función de las demás x,. 
El teorema de Noether considera también el efecto de una trasformación 
de las propias cantidades de campo, la cual podemos escribir de la forma 

	

qp(xii) —4  rips  (xii) = 7/p(xii) 1- 	67/p(xp) 	(B.2) 

Aquí 67/p(x„) mide el efecto de las variaciones de xp  y de tip  y puede 
ser función de las demás cantidades de campo y),. 
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La principal conclusión del teorema de Noether es la ecuación 

d 
a s,

t,  
 ar 

Vp a — £&,o  )A
,   ro 	

ar—  W 
rp
,   = U (B.3) 

p,v 	 1 
 

donde X„ y tlirp  vienen de la forma de las trasformaciones infinitesi-
males las cuales se ponen en función de R parámetros infinitesimales cr  
, r = 1,2, 	R, tales que las variaciones de s, y 	sean lineales en los 
e, 

bx, = erXru, 	611p = Erlirp 
	 (B.4) 

Las funciones X„ y ID rp pueden depender de las otras coordenadas y 
de las variables de campo, respectivamente. 

Esto nos dice que si un Lagrangiano tiene propiedades de simetría 
tales que cumplan con las condiciones: 

(41 Lagrangiano presenta la misma forma funcional para las can-
tidades trasformadas que para las cantidades originales 

(b)La magnitud de la integral de acción es invariante ante trasfor-
maciones del tipo indicado en las ecuaciones (B.4) 

Existirán r cantidades conservadas. 
Si la simetría de la trasformación se refiere solamente a las coorde-

nadas y correspondiera a un desplazamiento de una coordenada x p, las 
ecuaciones (B.4) tomarían la forma 

	

Xro = 	tip) 

y la ecuación (B.3) se reduce a 

d 	OG 

' 

=0 

lua)6,0 } = 

1-:(51w) =O 

(B.5)  

(B.6)  

(B.7)  

dx, 	lb  'a.  

y finalmente tomará la forma 

d ( OG 
ds, 

Esto significa que G representa un campo libre, es decir, que no contiene 
fuentes ni sumideros exteriores que interactúen con el campo en puntos 
explícitos del espacio ni con una dependencia temporal dada. De hecho, 
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esto significa que no hay interacción entre el campo y las partícula 
puntiformes que por él se mueven en el espacio y el tiempo. 

Si definimos un nuevo tensor T„, de la siguiente manera 

9£ 

TFw 
= {albo, 77„,„ — £ 6„„} 

La ecuación (B.7) toma la forma 

dT = o  
dx, 

Al tensor 	se le llama tensor de energía- esfuerzo y la ecuación 
(B.9) es la ley de corservación de energía-esfuerzo. 

(B.8)  

(B.9)  
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Apéndice C 

Generación de Soluciones 

Ahora presentarnos un resumen del trabajo presentado en el capítulo 
30 del libro Exact Solutions of Einstein's field equations de D. Kramer, 
H. Stephani, E. Ilerlt y M. MacCallum y recuperamos los resultados 
obtenidos en el capítulo 2 de éste trabajo. 

Para comenzar debemos considerar que el espacio-tiempo admite un 
campo vectorial Killing no nulo 

1(aib) = 0, 	F = ¿a¿„ 	, 	 (0.1) 

posteriormente foleamos el espacio, es decir consideramos una métrica 
en tres dimensiones -y„b dada por 

lab =I 17  1 (gab — F -114 ), 	7 = det-yab 	(C.2) 

donde 1,1, es la métrica del espacio-tiempo. Para campos estacionar-
ios F < 0 , -yab es una métrica definida positiva y para vectores Killing 
espaciales F > 0, 7a6  tiene signatura(-F, —). Ahora se introducen po-
tenciales escalares 011 , (A = 1...N) y se puede encontrar las ecuaciones 
de campo a partir de un principio variacional para un Lagrangiano de 
la forma 

con 

L 	Nfiyih + AR (097d01. 011 

6L - 6 L 
O 	- t  = 

u'Yab 

(C.3)  

(C.4)  
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donde 	es el escalar de curvatura asociado con ryab. Las cantidades 
(kA y ryab determinan completamente la métrica del espacio-tiempo gab 
y los campos no métricos determinan el tensor de energía impulso. 

Si el Lagrangiano (C.3) es invariante bajo transformaciones de co-
ordenadas del potencial OA 

= q5A1 (50), 	= 
	

(0.5) 

con la métrica ryab permaneciendo sin cambio, /a!, = ryab. La, invarianza 
del Lagrangiano implica que las ecuaciones de campo (C.4) son también 
invariantes bajo (C.5). Por tanto, si el conjunto original (0, ryab) 
satisface las ecuaciones de campo , el nuevo conjunto (O', ryab) también 
lo hará, es decir, el conjunto(ON, NO dará una nueva solución. 

Para encontrar las transformaciones de invarianza para un Lagrangia-
no dado , se asigna al segundo término, del Lagrangiano (C.3) el ele-
mento de línea 

dS2  = GA13(051048 	 (C.6) 

en un espacio Riemanniano abstracto N-dimensional de potenciales VN 
con coordenadas(kA . Los potenciales 95A son funciones de las coorde-
nadas del espacio-tiempo si. Esto nos . permite investigar la invarianza 
del Lagrangiano aplicando métodos familiares dé geometría Riemanni-
ana, es decir, solo se tiene que resolver la ecuación de Killing 

X(A; B)=----  0 
	

(C.7) 

toda solución de (0.7) determina una transformación infinitesimal de 
los potenciales 

0A 	0A + exA((/) 	 (C.8) 

que dejan dS2  invariante. Los i? independientes vectores de Killing 
forman el grupo de isometría G,1  (R < ":2+1)) de la métrica (0.6). 
Las correspondientes transformaciones finitas son transformaciones in-
variantes de L y en general generarán nuevas soluciones. 

Este método es aplicado a campos Einstein-Maxwell, considerando 
que estas ecuaciones pueden ser escritas en términos de los potenciales 
escalares complejos (1) y E y la 3-métrica ryab. Entonces el Lagrangiano 
considerado es 



71 

L = \ fi (.11+ 1-1 1P-2-yab(E a +21"1,a)(E11-244:b ) 2/7-17ablarb» 
(C.9) 

y el espacio de potencial métrico toma la forma 

1 
dS2  = 2 -F-21 dE +21'4)12  + 210-1d1* d(I) 	(C.10) 

y para obtener la transformación de invarianza del Lagrangiano (C.9), 
se resuelve la ecuación de Killing (C.7) para la métrica (C.10). Como 
el espacio de potenciales V4 con métrica (C.10) no es un espacio de 
curvatura constante, el orden del grupo de movimiento Gj es 1? < 8, 
por tanto hay 8 vectores Killing independientes los cuales asociados con 
las transformaciones de invariansa finita son 

= aa* E, 	= 
	

(C.11) 

E' = E + ib, 	=1 
	

(C.12) 

= E(1 icE)-i  , 	(1)1  =1(1 + 
	

(C.13) 

= E - 2,6*1 /3/3*, 	=4+ / 
	

(C.14) 

= E(1 -27*4) -7-y* Eri  , = (1+7E)(1-27*1-77*E)-1  (C.15) 

por tanto si ponemos = 0 en las ecuaciones (C.10), (C.11), (C.12) 
y (C.13) tenernos 

1 
dS2  = 2F-2 f dE 1 2  

E' = cra* E , 	=O 

(C.16)  

(C.17)  

E' = E ib, 

E' = E(1 icE)' i  

si sustituirnos el valor de E 

(C.18)  

(C.19)  

E = f ilt 	 (C.20) 

en estas ecuaciones recuperamos las ecuaciones(a primer orden) presen-
tadas en el capítulo 2 de este trabajo. 
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Apéndice D 

Principio de Maupertuis 

El movimiento de un sistema mecánico está completamente determi-
nado por el principio de mínima acción. Resolviendo las ecuaciones de 
movimiento que se deducen de este principio, se puede hallar la forma 
de la trayectoria, asícomo la posición sobre la trayectoria en función del 
tiempo. 

Si se restringe el problema a determinar únicamente la trayectoria, 
sin hacer referencia al tiempo, se puede emplear una forma simplificada 
del principio de mínima acción, suponiendo que el Lagrangiano L y el 
hamiltoniano no dependen explícitamente del tiempo, de modo que 
1-( se conserva, es decir, se conserva la energía 

7-l(p,q) = E = cte. 	 (D.1) 

De acuerdo con el principio de mínima acción, la variación de la acción, 
para valores iniciales y finales dados de las coordenadas y del tiernpo(to, t) 
es nula. Pero si se permite la variación del tiempo final t, permaneciendo 
fijas las coordenadas inicial y final, se tiene 

6S = —1-(6t 	 (D.2) 

Comparemos ahora los desplazamientos virtuales que satisfacen la ley 
de conservación de le energía. Para tales trayectorias, podemos sustituir 
1-1 en (D.2) por la constante E 

6S + Eót 
	

(D.3) 
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Escribiendo la acción y remplazando nuevamente 1í por. E 

S = 	(pi  dqi — Edt) 	 (D.4) 

El primer termino de esta expreción, se denomina acción abreviada 

So  = pi dqi 	 (D.5) 

Sustituyendo (D.4) en (D.3) se encuentra que 

6S0  = O 	 (D.6) 

Por tanto la acción abreviada tiene un mínimo con respecto a todas 
las trayectorias que satisfacen la ley de consrvación de la energía y 
pasan por el punto final en un instante arbitrario. Para aplicar este 
principio variacional, los momentos y todo el integrando de (D.3) deben 
expresarse en función de las coordenadas q y de sus diferenciales dq;para 
ello utilizamos la definición 

a 	dq 

Pi  = 

y la ley de conservación de energía 

dq 

dt 
$(q, —) = E = cte 	 (D.8) 

Despejando de (D.8) la diferencial dt en función de las, coordenadas 
q y de sus diferenciales dq, y sustituyendo en la fórmula (D.7) expre-
samos los momentos en función de q y dq, con la energía E como un 
parámetro. El principio variacional así obtenido determina la trayecto-
ria de sistema, y usualmente se le llama Principio de Matipertius. 

Los cálculos anteriores pueden realizarse explícitamente cuando el 
Lagrangiano tiene la forma habitual 

1 	dq 1  dq 
12,  =  2 hik-  

dt dt 	
U(q) 	 (D.9) 

los momentos son 
dq k  

Pi = Jlik- 
dt 	

(D.10) 

(D.7) 



Por tanto 

y la energía 

pidqi = hi  d_qk 	dqk  dqi 
k di  ( 	hik di dt

dt  

1 	dqi  dq k  
E r= 

2  
—hik— 

dt dt 	
U(q) 

de esta ecuación se deduce 

2(E — 

Y 

dqi  dq k  
= nik —  

di di 
(D.13)  

    

dt = 
hikdqidqk  

(D.14)  
E — U 

sustituyendo (D.13) y (D.14) en (D.11) y poniendo éste resultado en 
(D.5), tenernos 

So  = V2(E — U)hikdqidqk 	 (D.15) 

y aplicando el principio variacional a esta última ecuación obtenemos 
las ecuaciones de determinan el movimiento. 
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Apéndice E 

Nuevo parámetro 

Corno ya vimos en el capítulo 3 tenemos que utilizar un nuevo parámetro 
/ que nos permite conocer la evolución geodésica en el espacio de po-
tenciales, en este apartado se muestra corno se recuperan las ecuaciones 
para el espacio tiempo a partir de las ecuaciones (3.31) para cualquier 
función A = A(u, u) tenemos 

A< = Auul Avne 

du > 
	de 

dv donde u< = d( ve — 	Análogamente 

A<1  = (Autt< Avrk)„u< (A„u< A,,vd„v< 

= (Aunt/1 + Avuve)u< (A,,u1 Avok)n< 

de la ecuación E.1 tenemos 

A2/  = (Auue Avv< )(Auu< Avve ) 	 (E.4) 

si ahora utilizamos las relaciones (3.26) en las ecuaciones (E.3) y (E.4), 
obtenemos 

	

AeE  = A uy 	 (E.5) 

A.2e = Avii„ 

utilizando las relaciones (E.6) para fi, a y obtenemos 

	

13« = i3uv 
	 (E.6) 
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(E.2)  

(E.3)  
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NÉ = PuPt, 
ot(e = auu 
af = auav 

= 

= 	 (E.7) 

sustituyendo estas ecuaciones en las ecuaciones (3.31) nos lleva a las 
ecuaciones 

P + 
a 	

/6 	+ 0,T, 
uv —auv — 	̀1' ti `3! = O 

2 	2 
(E.8) 

P0u, + Aufl. + Z = O 

Pd'uv + Pulv + fivlu = O 

que son las ecuaciones de campo para el espacio-tiempo, que se pueden 
poner en la forma (3.13- 3.15) con la ayuda del operador Di y los 
productos definidos, utilizando la matríz 
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Apéndice F 

Simetrías 

Trabajar con sistemas simetricos no solo nos permite obtener cierta 
simplicidad o facilidad en la manipulación de los problemas físicos sino 
que también puede suceder que ocurran especiales efectos físicos. Uno 
puede por tanto esperar que cuando en relatividad general existe un 
alto grado de simetría en las ecuaciones de campo, estas se puedan 
resolver con mayor facilidad y presenten propiedades especiales. 

Para entender esto, veamos primero que significa una simetría en 
un espacio tridimensional euclidiano. En este espacio la simetría viene 
del hecho que bajo traslación a lo largo de ciertas líneas o sobre ciertas 
superficies las variables físicas no cambian, si uno lleva esta idea in-
tuitiva a espacios Riemannianos, tendremos una simetría si existe una 
variedad s-dimensional de puntos en ésta que son físicamente equiva-
lentes, en otras palabras, bajo una operación de simetría la métrica no 
cambia. 

Para precisar más esta idea consideremos un vector ei(..) en todo 
punto xa del espacio y preguntémonos por la condición bajo la cual 
la métrica no cambia en una traslación en la dirección ei. Phesto que 
todo movimiento finito puede ser construido a partir de movimientos 
infinitesimales, es suficiente considerar la invarianza de la métrica bajo 
un movimiento infinitesimal, de la forma 

xsa = xa + e(xn)a, a = etc, I a I < 1 	(F. 1) 

para esta transformación 

5gab = gabmena 	 (F.2) 

79 



80 	 APÉNDICE F. SIMETRÍAS 

5(dxa) = d(6xa) = endxna 

así que el elemento de línea en el punto xa y en el cercano punto xsa 
son identicos si y solo si 

S(ds2) = ti(gabdsadxb) = 
	

(F.3) 

(9ab.ne 9nbe fianePdxadxba = 

Una simetría esta presente si y solo si (FA) es satisfecha independien-
temente de la orientación de dsa, es decir se tiene que cumplir que 

gab,fle + gnbe + ganeb = O 
	

(F.4) 

Para una métrica dada, la ecuación (F.4) es un sistema de ecua-
ciones diferenciales que determinan los vectores ei(x"); si este sistema 
no tiene solución, entonces el espacio no tiene simetrías. Utilizando la 
formulación covariante la ecuación (F.4) puede escribir en la forma 

eb;a ea;b = Coub = o 	 (F.5) 

donde .C1  es la derivada de Lie a lo largo de e. Los vectores el que son 
solución a la ecuacion F.4 son llamados vectores Killing y estos vectores 
caracterízan las propiedades de simetría de los espacios Riemannianos. 
Si se elige un sistema coordenado, tal que, In  tenga la forma 

fn  = (0,0,0,1) 	 (F.6) 

la ecuación (F.4) se reduce a 

agab _ 0,4  _ o (F.7) 

esto nos dice que la métrica no depende de x4 , por tanto de aquí se ve 
claramente que una alternativa definición de simetría es la independen-
cia de alguna coordenada. 

Muchos de los estudios sobre simetría se refieren también a sistemas 
lagrangianos y estan basados principalmente en el teorema de Noether, 
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donde las propiedades de simetría del Lagrangiano (o el Hamiltoni-
ano) implican la exixtencia de cantidades conservadas. Así , si el La-
grangiano no contiene explícitamente una coordenada particular de de-
splazamiento, se conserva la correspondiente cantidad de movimiento 
canónica. La ausencia de la dependencia explícita de la coordenada sig-
nifica que el Lagrangiano no queda afectado por una transformación que 
altere dicha coordenada;se dice que es invariante, o que es simétrica ante 
la transformación dada. Análogamente, la invarianza del Lagrangiano 
ante un desplazamiento temporal inplica conservación de la energía. 
El teorema de Noether contiene la descripción formal de la relación 
entre las propiedades de simetría o invarianza y las cantidades que se 
conservan. 

Existen también transformaciones de simetría no Noetherianas para 
movimientos geodésicos en un espacio Riemanniano. Las simetrías no 
Noetherianas inapean el espacio de soluciones del sistema de ecua-
ciones diferenciales que se esta considerando en si mismo, sin preser 
var la estructura del Lagrangiano, en otras palabras las simetrías no-
Noetherianas no son simetrías del Lagrangiano, pero son simetrías de 
las ecuaciones de movimiento. En el caso de movimientos geodésicos, 
se consideran colineacines afin que son que son transformaciones que no 
preservan la métrica pero dejan los símbolos de Christoffel inalterados. 
Veamos esto con más detalle. 

Consideremos la ecuación geodésica 

	

( 7-1-9.)P1  ricio P.p0 
	

(ES) 

donde Po = 12-11  y ds2 	g„dxfidxv. La perturbación de la ecuación de 
(F.8) es 

, 
'7571---DsW'  Rillja1P113(31A 

=O 	
(F.9) 

la cual es una ecuación de desviación geodésica, definierido un vector 
de simetría infinitesimal • 

= 	( qv pp,$ ) 	 (F.10) 

el cual mapea el espacio de soluciones de la ecuación (F.8) en si mismo, 

ve es la derivada covariante proyectada en la geodésica tangente Po. 



82 	 APÉNDICE F. SIMETRÍAS 

El vector mas general e(?) = mo que satisface la ecuación (F,9) es 
una colineación afin definida por 

	

?n a/3  RIontA  = O 	 (F.11') 

la cual se puede expresar como 

moi;abp = O 
	

(F.12) 

O COMO 

4,1.11p = O 	 (F.13) 

donde .0 es la derivada de Lie a lo largo de ni. La ecuación (F.12) 
que la propia colineación afin no preserva la métrica Riemanniana(o 

la geodésica lagrangiana 	= lgoo-E1), mientras que la ecuación 
(F.13) implica que la estructura de la ecuación geodésica F.8 permanece 
inalterada por tal transformación, Hay dos constantes de movimiento 
asociadas con una colineación afin y son 

Cl  = nico.P'P° 	 (F.14) 

Y 

	

C2 = mapa — SG1 	 (F.15) 

como se puede ver con ayuda de (F.12) y de (F.8). Los vectores Killing 
son un caso especial de las colineaciones 
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