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Introduccion

11 objetivo del presente trabajo es construir lo que se conoce como la cuan-
tizacidu del dlgebra de Lie sty segin la definicidn de Drinfeld-Jimbo, [14}, [2],
signiendo el punto de vista de deformacion de Gerstenhaber-Schack, [8), [7).

Lo que se conoce como cuantizar (o a veces grupo cuwintico) cae dentro del
concepto mis aniplio que es deformar, La idea de lo que se entiende por nna
deformacidn se trata de explicar en el capitulo 1.

L.a cuantizacion de sly trata con deformaciones asociativas. Generalidades
de tales de deforinaciones asociativas se desarrollan en el eapitulo 2.

I el capitulo 3 se demuestran las propiedades duales para codlgebras de los
resultados del capitulo 2, [6], en visla de que una cuantizacion de sly es tanto
una dlgebra como una codlgebra (ain mds, es una dlgebra de Nopf).

Siguiendo ésta idea de dualizar los resultados de las deformaciones de
dlgebras asociativas para codlgebras uno se enfrenta a la nocidu dual del ejemplo
cliisico de Gerstenhaber-Schack de dlgebras rigidas, Ias ilgebras separables, [5),
para obtener canto ejemplo de codlgehras rigidas las codlgebras sepambles, [4).
Tales ideas se desarrollan en el capitulo 4.

Iin la literatura las cuantizaciones se presentan en términos de generadores
y relaciones. En el presente trabajo tratamos de presentar las estruicturas como
serics de Dolencias formales,

Al menos para el caso de sly lo que permite esiablecer una coneceidn entre
nmlias presentaciones es el teorema de Poinenrd-Birkhof-Witt. no aplicado di-
rectmnente a sly sino a una deformacidn de ésta, a una g-dlgebra de Lie obtenida
de deformar el corchete de sly . Y asf resulta que lo que se conoce conto Ja cunn-
tizacion de sly se puede oblener como la envolvente vniversal de dsta g-dlgehra
de Lie. De hecho puede decirse que e} problemu de cnantizar a sly es tratar de
datle unn estructura de dlgebra de lopl o ésta g-dlgebra envolvente universal
(esencinlinente ol problema es encontrar una commltiplicacidn), como se hace en
¢} caso cldsico para las envolventes universales de dlgebras de Lie. Toda dsto se
trati de explicar en el capftulo 5.

Lo que.aqui Hamanios ¢-dlgebras de Lie es una versidn de lo que en fechas
recientes ha aparecido en la literatura como dlgebms de fie cudnlicas (quantum
Lie algebras), [1), [18], [3). El establecer axiomas adecundos para tales dlgebras
es todavin objeto de estudio.

Tanto el primer como el segundo capitulo se basan en la primera parte de
[5), mientras que el Lercera esta formado por resultados que aparecen en [6]. 1
quinto capitulo es en parte desarrollo de [14). Tanto el eapitatlo cuarto como
In definicién de g-dlgebra de Lie y la demostracion del teoretna de Poincaré-
Birkhofl-Witt para éstas son desarrollos propios del autor de la presente tesis.

Verano-Oloiio 1996
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Capitulo 1

Deformaciones

‘Trataremos de explicar el conceplo general de deformacion siguiendo el puntn
de vista de Gerstenhaber-Shack [i]. De Jo que se trata es, dada una estructura
algebraica “inicial” vista eomo dingramas conmutando, una deformacion de ésta
1o es inds que series de patencias en un pardmetro ! tles que hacen conmular
diagramas del mismo tipo que el dado inicialinente, y que ademas valuando en
1 == 0 se obtiene justainente la vstructura inicial.

El abjelo principal de vstudio son las k-dlgebras, doude k es un anillo con-
mulativo wuitario, sin que dstas k-algebras sean necesarininente asociativas:

Dofinicion 1 A es una k-dlyebra si A es un kemddulo y si ademds criste una
Juncidn o : A xA = A k-bilineal.

"Tomenios A una dlgebra de Lales y comencemos a deformarla:
had N
Ao o= (Z“i" [1; € A Vi)
V=0

(3wt Iy € kY5

J=0

ke

conjimtos de simas forniales con pardinetro & Resulta que Ay o5 un k-madulo
extendiendo de manern natural el producio iodular original:

by x Ag = A (S8, Sagtf) v 800 il
Similarmente podemos extender el producto o de A :

ap: Ay x Ay = A, (.‘J(ljlj. Ebil‘) = B oY pi=nalay, bi)"

resultando en una k;-dlgebra,



Hay que observar que A, es completo en la topologia [-ddica con 1 = (1) el
ideal de ky generado por £ Por lo que Ay o s isomorfo a ky 6 A porque éste

iltine no es general completn,
Definieion 2 La ky-dlgebra (A¢,a0) se llama deformavidn triviel de A

De imanera mds precisa, enalquier funcin k-bilineal f: A x A = A se extiende
de mianera Gnich a unn fuicion ke-bilineal g Ay x A; -~ A
Pongainos ahora candiciones sobre A

1. que A pertenezea nouna categoria de flgebras A cuyos objetos satisfacen
ciertas eenaciones polinoiniales wniversales ;

2. que ¥ B € obj A su deforacion trivial By, € obj A .

Como ejentplos cldsicos de | apareeen las dlgebras asociativas definidas por
(#y)z = z(yz); Ins dlgebras comnntativas definidas por (xy)z = e(yz), 2y =y
las dlgebras de Lie, definidas por {x, 2] = 0 (projiedad alternanie), [x, |y, 2]) 4
iz 7)) + {2, ]2,4]) = O (identidad de Jacold) ; y de los o tan cldsicos @ las
dlgebras de fudice de nilpotencia u fijo definidas por 2y ... 2, =0, ete.
Mientras que para los ejerplos cldsicos dados, 2 se obticne inmediatamente
{véase abajo Ia propiedad parn el enso Lie ), no es el caso general. Que en A
se satifagan ciertas relaciones no significa que se cumplan lns mismas relaciones
it una deforimacion, ejemplo si A es el campo de los enteros médulo el primo p,
en A se satisface la venacion 2" — 1 = 0 pero en A; no, pues £ € Ay, (P71 £ L,

Propiedad 1 .57 A es una k-dlgebra de Lie enlonees, con b deformacidn trivial
Ay vs una ke-dlgebra de Lic.

denn,-Veamos primiero la propiedad alternante:

wo(Liaiti, Biaili) = Lo Xiggenlog, a;)t"
asf que Jos cocficientes para " sou:
ne=02: [ag,a9)= 0

n= 12 fay,a0)+ fao, ] =0

]
=21 [ay,a) 'f'm+[(lu,(l3] =t
h 0
0
=3: Lﬂn."u] + [az, 1) + [y, a2) +[(ln,ﬂ;|l= 0,...,
V]



atestera, Por lo que og(Eiaili, Biagly) =0 .
Abora ba identidad de Jacabi:

no(adi, ag(Bhity, Seri))  + anl¥bit i, op(Sal, Yuity)) +
ag( Sty ag(Yaiti, Xbjt5))

i

Yo Xigjtizn E[Il.‘,[l)j.r‘:” + [bj, [ ail) 4 ["h["i.l’j]]l’»" =1
0

De manera sinnilar se obtiene:

Propiedai 2 i)Si A es una k-dlgebu asociative enlonces, con o deformacidn
trivial, A, cs una ky-dlgebm asocialiva,

)51 A ¢s una kedlgebra conmutaliva enlonees, con la deformacion triveal,
Ar o5 upa ke-idlgcbm conmulativa,

Ll nombre deformacidn trivial es porque en ocasiones es posible deformar el
producto del dlgebra de manera mas complicada

Dofinicion 3 Sean f; : A x A = A, i=0 L., funciones bilinrales y J;
Ar x Ay = A lns correspondientes funciones bilineales extendidas. Enlonees
fa suma mfinite 3 = fo - (fy + PPy + ... devota a la funcidn 4 x A =
Ary (Sl Sb) =2 8O0 Yoigspaen Bi(aj, )"

B es ky-bilineal. Reciprocamente conlquier funcién ¢ ¢ Ay x A, = A, k-
bilieal tiene ln forma o = @y 4+ Loy 4 1203 + ..., para ciertas bilineales sobre A
@y, 0y, 73, 03,. .., extendidas a Ay . Porque para a, b en A la ignaldad

a(a,b) = im(n.b)l‘

§=0
define Ins funciones a; 1 A x A = A, k-bilineales, § = 0,1,2,....
Caando es posible encontrar una funcion a, k-bilineal, donde ng corres-
ponde n la extension a A del producto original a de A y ay satisface las mismas

ceunciones universnles que las dlgebras de una calegoria A conteniendo a A, oy
se Huma deformacidn de Aen A .

Definicidn 4 Sea A una categorta gque satisface los puntos {y 2 de anles y la
pareja (A,n) € obj A. Entances una deformacidn formal de (A,a) en A es
parcja (A aq) € obj A dowile;

o =ag 4oy l"ug +...

os ke-bitincal y eada 01 A x A = A es bilineal extendidy .



Asi una defonmacion trivial corresponde awamar ay = 0,0y = 0,0y =10,..,
Io que uos da los primerss ejemplos de deflormaciones:

Ejem, 1 A una k-slgebra de los casos clisicos (ssociativa, copmutativii o Lic).
Sen o su producto, Segiin las propiedades 1y 2;

o = ag 10+ 0704 ...

s una deformacion de A

Para dar mas ejemplos de deformaciones hagumos Jo signiente, De manera
sidlar a las funciones bilineales, extendenwos funciones k-lineales f 1 A - A
fuciones f ¢ Ay = Ay, ke-lineales (tal extension esiniea) y se define la swna
infinita

=l th + 8 A A
dowde cada f; es funcién lineal extendid a Ay . Tal f; resolta kp-Jineal, Y
reciprocamente: si g A¢ = Ay es funcidn ke-lineal entonces

=gt tn+ Pt

para ciertas g; fanciones lineales sobre A extendidas a A¢, 1=20,1,2,.... Porque

para « € A la ceuacidn
o

gla) = Y gt
i=0

define Ias funtciones g; : A= Ai=0,1,2,... klincales.

Delinicién 5 Un morfismo enlre ag y /4 deformaciones de A es wna Juncion
fo: Ay = Ap ky-lineal (ol que

Jo= g At Pl ..

y wdemds

Jelag(a,b)) = Bi([f(a), 1 (B)) Vb€ A
donde cada f; es funcidu lineal sobre A eatendida a Ay

3s decir, un mordfismo entre deformaciones es una funeidn kp-lineal que res-
peta tanto la estructurn original a en f = 0 (obsérvese que lu extension de la
funcion identidad sobre A es Ja funcién identidad sohre A;) asf coma el producto
ny.

Si penswipos a wna deformacion mis que como ann parein (Ag,a) como
1a sola estrictura ay abtenemos, para fa dlgebra A fija, una entegoria, cuyos
ohjetos son las deformaciones oy y cuyos morlismos son fos worfismos entre
deformaciones. Lsie es un ejemplo de una categorfa donde los morfisnros son

isomorfisos:



Propicdad 3 51 ge = Ly, 4+t 4 g0 A= Ay deade eadu g es une
Juneion lineal extendida. Enlonees ge es biyeeliva y s inversa liene lo foema

gt = Iy Aty Chy
tlonde cada Dy es una funcidn lincal sobre A exlendida,

Dem.- g s inyeriva: si ge(Said') = 0, entonees Yigpzngilay) = 0 para lodo s
etitero no negativo,

=0 : 0 =golag)=ay
n=1 : 0 =gla)+golm), e, ar =0
et N

V) N

0 Q

) e e
n4l 1 0 = EH-J="+| .‘h’(ﬂj) = .’lﬂ("vH—I ) + 4y (“n) +ocF il {n0)
i

anti 0
pues ag = ...0, = 0. Asi que anyy =0

o os sobreyectiva: 8i ¥ bil' € A; coustruireimos una suma ¥ a;f' preimagen.
Se debe satisfacer

o o)
St =Y 37 wilat = Y bat" ()
n=titi=n u=l
donde gy = Id,y . Sea ag = by. ay debe de cumplir segin (1.1)
ga(y) +gi(ma) = by
———
0
i, a) =by = gy (ta). A su vez ag debe de eumplir
go(uz) 401 (m) + g2(a0) = by
S’
LH
Inductivamente, si ya enconlrunos @g, ity ..., 0y « dyqp delie de cmuplie
.’IO(GHH) "'.’hl("l) 4.0+ .'ln+l("(l) = l’n-H
Nt
Anty

de donde ngi = ’.‘Il(“u) e ".‘hH-l(“O) + bn+l .
Liego existe g," ky-bilineal, nsi que y," = g4 hy 4 a4 ..., donde cada
Iy s lineal exteadida, Por demostrar que Jig = [dy4, . Sea a € A:

o' (a) = Eh,-(a)li
i=0



w= gl ()= N g

noifi=n

de dowde o = golo(a) = hy(a). Asique hola = Ida, do donde oy = dy, .

Desde liego, si fy = lda, +0fi 12 fa -+ es sélo un ke-endomorlisino lineat
de Ay, en principio nio tiene porque respetar deformaciones. Sin enbargo si ag es
una deformacion entonces tal f; define por convolucion una micva deformacion
isomorfa:

Definicién 6 {'ara a, deformacidn de o se define;
ag friAdex Ag= Ay (a0} [l fra, 1)

Ll signiente ejemplo nos sera 1itil despuds:

Ejem, 2 Sean, k el campo de los mimeros complejos y A = kfz,y, 2] con &,,2
indeterminadas. Sea a el producto usual en A, Deformaremos éste produelo no
trivialmente.

Pongamos ot = Y a(:) /il senb(tz) = et ~v7*), Tanto ¢ como
senh(lz) son elementos de A, Escribamos ahora de manera simbislien los coe-
ficientes de senfi(42)/t ;

senhi(lz) o~
—— ol
>

(obsdrvese e ¢g = £}, Delinimos:

¢ stu=v=Lin=0

. ¥ uov Uy

fizd= A ety )—'{ 0 otro caso

k-lweales para § = 1,2,.... Cada f; se extiende a una kj-lincal sobre A;. Sen
Li=lda, 4 th+ 304+

yor=as [, Entonces (Ar,a0) s unn deformacién del algebra asociativa
(A,a) (de liccho isomorfa a la deforniacion trivial), con In propiedad de que,
como fi(z) =xy fily) =y:

= fa(f7'n 7

= filaw) )

= oy + [l + fale) 4
et 4.

ry~z +senh(iz)/t

o, y)

i

i.e., el producto rrse deformia en 2y — 2 4 senh(tz)/t .



Daremos ahora un mevo ejemplo basadas en el anterior pero ahora con la
condician de que las variables 2,y, 2 no conmnten. Bste ejemplo es parte de lo
que despuds se definird como ln exantizacion de sfa(k) el dlgelira de Lie formada
por las watrices complejas 2 x 2 con traza cero. Anbes necesilamos des

Observacion.- St k os un anillo conmutativo unitario, una serie {ormal

Soetgrit en ky s invertible en ke si y solo s ry es invertible en k-

Ejent. 3 Sea k el campo de los mimeros complejos y A ina k-dlgebra asociativa
con hase el conjunto de simbolos :

NUYUIY uvow enteros no negativos

y prodneto a denotado por yuxtaposicion sujeto a los signientes relaciones:
{1X]=2X, [H,Y]==2¥, [X.¥])= 1, donde [a,b] = ab - ba. (Tal es et caso
del dlgebra envolvente tniversal det dlgebra de Lie sty (k), segiin of teorema dy
Puincaré-Birkhofl-Witt). Coma en el cjemplo anterior se definen ¢!, senh(tl),
¢ty senh(t). Considercinos la signiente serie de Laurent con coeficientes en A:
senh(tIl)[sinh(t). Mds que una serie de Laurent es una serie en Ay, pues
senh(tH )/t € Ay, y por la chservacion anterior (senh{t)/1)™! € ky. Luego como

senh(tll)
senh({t) T

senh{t), _, senh{til)
(2t

¢

senh{th) /senh(t) € Ay. Ahora escribamos simbdlicamente sus cocficientes:

senh(th) o
senh(t) ";:1]['{'

(co = 1) y delinimos

Jo A= A, LXMWYy =

o sinzev=lw=0du=v=0w=1
0 otrocaso

parai = 1,2,.... Sean, como antes, fy = Idy, -+t [y 4+ fa4. ..y mp = :u[," la
cual es deformacidn isomorfa a la deformacion trivial de a y tiene la propiedad



siguiente:

m(X.Y)

fl"(fl_l'\‘lftnly)

J(AY)

XY + [llXY) 4 fa( XYY 4
XY + ol 4 (3'_1(! o

XY I A senh(t1)/senh(t)
YN + senh(ti)/senh(t) ;

W wau

aV,X) = fia(V,X)
NiY.XY)

S XY) = fi(H)

(VX 4 seak (L) /senh(t)) = senh(tl)/senh(t)
yYyx

L I I

asi que si denotamos con {X. V] a ag(X,¥) = ag(¥, X} se tiene

senh(i 1)
senh(t)

i.e., of corchiete [N, Y] se deforma en senh(LH ) /senh(t} .

(N ¥l = (1.2)

Modificaremos ta condicidn 1 impuesta sobre {a categorfa A basados en las
siguientes observaciones.

Que of producto def dlgebra A original a sea asocialivo es equivalente a que
a: Ak A= Asea lineal y que el dingrama signiente sea comnutativo:

(ApA)nd "B Apa
{ A (1.3)

A (And) " Awa

donde todos los productos tensoriales son sobre k y (A0 A)®A < A® (A0 A)es
clisomorfismonatural. Similarente se pueden poner las condiciones de dlgebra
de Lie, connutativa, asociativa con unidad, ete., en Wrntinos de diagramas.

Por lo que en lugar de pedir que Ia categoria A satisfaga ciertas ecuaciones
polinomiales universales pediremos:

1. que los olijetos de A hagan comuntar ciertos diagranias universales.
Sea la proyeccidn:
P A Bt -3 g

¥ pongamos B2t =g = p(ERat’) . Bscribiremos enseguida de manera
informal ¢l concepto de defonmacion:



Definicidn 7 Sca A unn categoria que sahsface los puntos 17y 2 de anles y
sed A € obj A con estructum v, Entonees una deformacidn formal de A en A
s una pareja (Ag, o) donde Ay son lus sevics formales con covficienles en Ay
ag s una estrnclur sobre Ay tal que Ay € Ay agli=g =0 .

Con esta mueva Lerminologfa la anterior definicidn de deformuaeidn asocintiva
quedia cono:

Bjem. 4 A lns k-ilgebras asociativas. Una deformacién de una dlgebra asocia-
liva A con estrictura o es unn pareja (Ay,a0) tal que oy o A Ay = Ages
ky-tineal, hace conumtar ol diagrama

Ao Ao, "B 4
\u‘
1 A (1.4)
/"N
Idagyac

Do (A® A() -+ Ao Ay
{ver 1.3) y oy =0 = 0. Donde a; |;=0 = poay
Altadiendo condiciones:

Ejem. 65 A las k-tlgebras asociatives unitarias, La condicién unitaria para la
k-tlgebra (A, a) puede ponerse coino: existe i morfismo n sk = A, I 1,
k-lineal tal que hace comnutar n los diagramas;

Y, It
koed SO e a Aok M2 4o a

NN

donde A = kx A, A = A ® k son los isomorlisinos anturales.  Asi uia
deformmacion de A4 (en A) es una wiada (A, a0, u) donde A; son las series
formales infinitas con coclicientes en 4, ay : 4y & Ay = Ay o5 kp-lineal tal que
lwce comuntar el diagrama L4 y ug 0 by = A; es ky-lineal tal que hace comnmtar
{os diagramas:

1
by op, A A 0 Ay A, b Ar G, A

NP2

y ademds (A;, 00, ) r=0=(A, @, n) donde (A ap,mM=o denota a Ia trinda
(Apy o gy py o) donde asnovez py 2 Ay = A, p2 2 ke =k denotan a las
proveceiones en el ténmino independiente.

Ida, ® a
——



Despuds se prohard que si se tiene uba deformacicn en las dlgebras asocia-
tivas, pero el dlgebra original es unitaria, entonees Ta deformacion es antomati-
camente una deformacién en las ilgebras asociativas unitarias.

Cambiando el sentido de las flechas en los diagramas 1.3, pag. 8,y en 15,
pag. 9, se obtienen las Hmnadas codlgebras. Y si ademds se pide ta existencia
un procucto asociativo y de Jo que se llnma una antipoda se obtiene upa dlgebra
de Hopl. Para explicar 1o que se entiende por una deformacion de un dlgebra
Hopf se necesita:

Ohservacidne Si M es k-mddulo, y M, denota o las series fonmades en { con
cocficientes en M, se puede extender el producto modular de snanera -lineat a
M, resultando i k-mddudo. Sea N atro k-médilo, Denoterios con MGy, Ny
a la completacion [-ddica del producto tensorial con I = {t) el ideal generado
por L en el anillo k. Esta completacion se Hama &-ddien. Resulta que,

Moy, N o2 (M s N)e,
como ky-midulos. Pues, la aplicacion t-bilineal,

Mox N, = (M @y N,
(Zl’ "il)' Z] lej) s Z:lu':() zi‘H:n i ® l]jl"

induce My od, Ne = (M ®5 N)i. Que asu vez tiene una sinica extension ¢-lincal
a las completaciones L-ddicas,

0 M@y N = (MG N), = (M @ N)eo

Por otro lado, st 35 2it* € (M &k N); von endn 2; € M @ N, entonces se
puede considerar que #; € My 6, Ny, luego Y- 2" € Miodg, Ny Sea,

(MO N) = MO N
il = Yl

Oga(z it 0(2 #l*)
Y o)
= Zsr;l‘,

i

At oY) = Yol Y oo

nz=0  ifj=n

10



Dol 3o b

n=0 ifj=n

li

o)

Z z (e c: 5 )e"

n=0i4j=n

Zu,-l‘ ® Zb,‘li.

i

f

os decir, Op = 1d, @0 = Id.
En particular, si M, N, & son k-médulos,

(MiBi, N )b, Ly = (M @5 N) By, L = (M 50 N5y Ly,

y similarmente, Al,ék,(i\’.@k, L) =~ (M @ N o L)k llemos obtenido la
propiedad asociativa,

{ Mo, N )&r, Ly = My @y, (NG, L)

Ejem. 6 A lus k-dlgebras de Hopf. Entonees vun abjeto en 4 es una seis-ada
(A, 0,1, 8, ¢,n) donde a es ima producto asociativo sobre A con inorfismo unidad
k= A;d: Ao Ao d, €1 A = kmorlismos unitarios de k-ilgebras (Ady A
tiene el producto dado por (0} ® by)(ag ® by) = arag & byby). Tales morfismos
lacen conmutar las diagramas siguientes:

(Ao Ao d % Apy A

r\6
t A {1.6)
Vs
Aoy (Ao 4) "¢ Aoy A
kow A SS9 o Amek M8 400

NN

ademds g © A = A es un morhismo de k-médulos , Namado antipoda, tal gue
hace conmntar:

A S Aea A S Aewa
woe | I} nolda uoe | l lda vy “-H)
A& Aoy A A& A A



Tenemos que verificar la condicidn 2 para Ia categoria A, Para esto tenanos
que extender el Hamado coproducto & @ A = A @ A a A de manera natural:
St e Y A Un primer intento serfa poner § @ Ay <> Ay oy, Ay, sin
embirgo para que la asoviacion definida anterformente tenga sentido se debe

; . e i
garantizar la convergeneia de la serie Y-, d(ag)t':

82 A Db, Yot e Y ba)
. ¢ ¢

donde (@, Ar es la completacion t-ddica del k-midulo A, e, Ay
I’s mas simple extepder la connidad ¢ y la antipada y ;

(SRR N Ea.-l‘ ) Z((n,-)l' , pidi = Ae, En.'l" ) Zu(u.)t'
i i i i
Ahara ge tiene que hacer ver que con dslas extensiones commutan dingramas

apilogos a L6, L7, 1.8, pag. 11.
Que el diagrama siguicnte commuta:

- “ I -
(B B EN A A
\6
! A (1.9)
. s
~ ~ {d § -
Ai®, (A, A1) i A, At

donde §&1d 4, es In vinica extensién lineal t-contina de § & Tdg, o0 MGy, Ay (e
decir, es la vinica funcion ke-lineal tal que:

- SR1d ~ -
Ak, P (B, A ), A
¢ (1.10)
dovid ~
Ao, o (AP A o, Ay

donde las llechas verticales son los niorlisinos candnicos) y similarmente Jd 4, 54,
5 porque:

I

(6O at) = (501dy,) (Y Saidt’)

(J&J[(/,.|,) Z(a.‘“ )& Ill'(:_l))fi

i

z daggyy) & agat’ por 140
i

Y (86 1d)s(ag)e!

it
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= Z(Id ¢ d)d(a )t

Hi

(I(IC?QJI) ZJ((I,)I‘
= (138)3() ait')

1

v qtie los diagramas:

k,(:?k,."h :M' A,(,?:‘k,zh Al(”:}k,lﬁ !'l'h(". Tfk,.‘h
1.1
\ / ; \ / g o
/h .“'
L} - ) -~
A = Aoy A A = fhﬂk'Ih
wer ) 1 9@Ma, wer | [} da,&n (1.1
A ("— A[l;;‘k,/h /I] :- .“,(?)k,:h

contmtan es claro,

Por una deformacién de una dlgebra de Hopl (A,0,u,6.¢,1) se entiende
una seis-ada (Ag, ap 11,8, q, 1) donde (Ay, ag, 1) es una k-dlgebra asociativa
unitaria, d; : Ay = A,@J;.-,A,, e 2 A = ke, wiorfisimos de ke-dlgebras y iyt Ay =
A; morfismo de kj-middulos tales que Tacen connmtar los diagramas 1.9, pag.
12, 111 y 112 afiadiendo el subfudice £ a los motfisinos §, ¢, 4, u y tales que

(A, e, a0m) le=o = (Aya,u,8,0n)

Aclaremos ésta dltima igualdad. (Ag,a0,) l1zo = (A a,u) s como antes.
& |e=0 s Ia composicion de

A S A (Ao AN D Ay A

con p proyeccion en el ténnino independiente. Similarmente, 1 fe=o Mt le=0.

I



Capitulo 2

Deformaciones Asociativas

Estudiarenmos algunas generalidades de las deformaciones de k-dlgebras asocia-
tivas, donde & os nn anillo connmtativo unitario, Primero demostrareinos:

Teorenm 1 Sea A una k-dlgebra con producto « asociativo. 81 a tiene unidad
y oy vs una deformacion asocialiva de A entonces ay tambicn tene widad.

Antes nn par de Jemas, de 7], §20.

Lemn 1 Sea A como anles, y e € A un idempolente cenlral. Entonces existe
una rnica seric 5 = so+ 850+ 89t 4 ... € Ay Sdempolente con sg = .

Do Sea ag = o +Lay+1Faa+.. .. Se construird indnetivamente s con aynda
de la relacion (s, 8) = 5. Esta es equivalente a:

) o)

2N

2 2 Qi(ﬁjvsl)‘" = § sul”
n=litjtizn n=0

donde ag = a. De donde se obtiene:

ag(s0,8) = s
ag(so, 1)+ ao(sy,80) + oy {se, ) = 5
ag(s0,52) + aalsy, 51) + ag(sz,50) + ay(sa,51) + ag(s0, ) = 8

()(](Hu, Sugt ) 4 ag (.S‘,,.H, A‘()) 1= sy

donde @ € A depende sélo de so, 81,...,54. Pongumos ag(x, y) = ry. Entonces
el sistemn de ccnnciones anterior se ve conto:

e = &



esy st a{e,e) = 8
sy 4+ 5181k sas o+ oy (59,81} 4 oalso,50) = 8
ESuql FSag1 b = Sy

Supongainos que hewtos encontrado sp, sy, .., 8y, Querenios sy . sl te-
nemas que resolver una ecuacion en x de la forma:

[ S TH T
o equivalententente, canto ¢ es central:
a= (-
nltiplicando por (1-2¢), (1-2¢)* = 1 =de4-4¢? = 1, pues e es idempotente),
se obtiene la solucidn:
r= (- 2e)a

lo gite terminn de probar el lewa,

Lemn 2 Sea A anillo usociative y A € A, Sv define
AdN : A A, 2 Az -z

Entonces:

Mz = ):( ',‘ )(—l)"x'—"m‘

=0

Dame- Por induccion sobre n.
Domostracion de teovemn 1 Sea s € A tdempotente tal que sy = .

Denatemnos con & ¢ y a a,(x,y), ¥ con aba afa,b).
Si nus jmpar;

Mgz = i‘( 'u" )(-—I)".»:"“"lu: 5 (lewma 2)

i=0
f--|
= et Z' ( '; ) (=1)s"Tapas
=
= ter-res"
= Ad(s")e
= Ad(s)r

15



s decir,
Ad(s)" e = Ad(s)e, sinimpary » € A, (2.1)

Ademds, si & es mitiltiplo (modular) de (" entonees Ad(s)e es miltiplo de (4,
fin efecto; si w2 = ("2

Ad(s)e = sei"s~1"24s

= (:0 - :u)f" +...

cs miltiplo de " *', En consecuencia, como Ad(s)a es nuiltiplo de 1, Mi(s)"s
es niltiplo de 1", lo que junto con 2.1 resulta en que Ad(s)e = Ad(s)" & os
miltiplo de 1" para toda n, e, Ad(s)x = 0. Lo cual es equivalente a que s sea
central.

S6lo restn probar que s+ 2 =, Ve € A¢. Para ésto, sea 01 A4y = Ay, 219
st 2, 0 s ke-lineal. Veamos que # = Idy,:
inyectiva; s « 2 = 0 implica EH-H':n ai(sj, o) =0 Vo, doude s =

=)

n=0 leg=0,;

20", Veamos los casos para n:

n=1: lry +s20 +a;(s0,20) = 0;

no ety =0,

donde ¥ es una suma que depende linealinente de ao,...,&y-1. Por lo que,
inductivamenle: #, =0 Vo, ie., 2 =0,

0 es sobreyectivi: pongamos @ = Y oreg @il € A, Tenemos que resolver la
cenacion & + 2 = a, I cual es equivalente al sistenn de eenaciones

|J,‘|) = iy
ley 4 sp20 4+ oy (s0,20) = g

2y +Z = Ay

doude Y depende linealmente de 2g,...,24-1,a0,..., tta-y, por lu que tal sis-
tema puede ser restiello fnductivamente y asi resulla qite 0 es sobreyecliva,
Finalmente, sea 22 € Ay, elonces Iy € A, al que s vy =2 y:

E4Y = Sesvy

= s



luegn, por inyectividad, r = y ¥ sustituyendo queda; s ¢ 2 = &, Ve € A,. Con
lo que se termina la detostracion del teorema.

Obsérvese como Ia nnidad s en la defarmacion no es, en general, la unidad
1 del @lgebra original. Sin embargo, salvo un isomorfisnio resnlta qne amhas
unidades coineiden,

Teovemn 2 A k-dlgebra asociativa, (Ag,a.) deformacion de A, Si A tiene uni-
dad | entonces exvste unia deformacidn de A isomorfa a o) Lal gue liene también
n | como unidad,

Dent- Sean como nates, s wnidad en Ay tal que sy = 1, 00 Ay = A a -
as.a). Deque 0 cs ky-lineal resulta que tiene la forma 0 = Oy + 10y 410 1- ...
con ;2 A= A lineal extendida,

Resutlta que fq es T identidad, pues para a € A:

Zw:(),-(tl)li = 0{u)
=0
= afs,a)
= En(s,,,u)l"

de donde 8y(u) = a(sp,a) =0, i.e., g4 = 1d, 0 equivalentemente; 6y = Id,,.
Por 1o tanta, laconvelucion B = a;10 define una nueva deformacion somorfa
aap Aharasi § € A wnidad, » € Ay

iz, 1) 0=y (0(x), 0(1))
07" a,{0(2), 5)

= 7

similaniiente 4 (1, £) = 2. De donde | es también unidad de f;.

Como una generalizacion de lu observacidn imnediata anterior al ejemyplo 3
se abliene;

Lemn 3 Sea oy deformacion del dlgcbra asociativa Ay
Vnmomt' es invertible en o si y solo si ag es invertible vo A

Dem- Sea s € Ay launidad y 1 # 0 € A, Igualando coeficientes, la ecuacién
ay(n, 2) = 5 es equivalenle a un sistema teiangular lineal de ecnaciones, lo yne
garantiza la existencia de un ipverso derecho. Similarmente existe un inversy
faquierdo. Lo que implica que a es invertible.



Tearrma 3 81 A es una k-dlygebra osoctaliva, clementos muertibles en nna de-
Jormucidn de A siguen siendo invertibles en cualquier oliw deformacidn de A

Den- Sea a € A invertible en una deformacion y sea a, otra deformacion de
A. Pongamos x s y = a(r,g). Pordemostrar que a € A; es invertible.

veab =14 Zm(u,u")l‘

i=i

ast asa~! € Ay os invertible por of lema 3, pag. 17, iy, st 5 o8 Ja unidad en
An 3z € Ayt que s (07t v 2y = s y de manera similar 3y € A tal que
(y*¥a~') v =s. En partienlar « es invertible.

Laego es de esperarse que si A es dlgebra con division A tanibién lo es
extemliendo los coelicientes &y a s rampa de cocientes,

Tenvemn 4 Sva k campo, A una k-dlgebra con divisidn, Ay deformacion de
A (o0 la catcgorin de k-dlgebras asociativas), Ky campo e cocientes de k.
Entonces

f\“) =Ny Wy A
s Ky-dlgebm con division.

Daom.-k; os dominio entero. Localizando el k-médulo A, en ol ideal jrimo cero
(0) de b :
(Ao = Wy ey Ay
isomerfisnio de k;-mddulos dudo por afb e+ (1/6) @ a ([12], teo 4.4 pag. 206), ol
cnal también es de Ky-ilgebras.
(At)uy o5 uun dlgebra con divisidn, pues si afb € (A)n) conu € Ay, a =
UMY ait) con ag # 0, y entonees, por el lema d, pag. 17, Yoimauitt es
invertible. En consecencia:
a " i il
b b
‘s invertible et (A;)q)-
Por lo tanto Agy es dlgebra con division.

En el camino hacia campo, Ins deformaciones a lo s heredan dlgebra von
division, en los términos del teorema 4, pues existen deformaciones no vontg-
tativas de dlgehras comumtativas con division, Por sjemplo:

Ejenr, 7 Sen k canpo, A = k(x,p) con roy indetenminadas. a el produeto
usual de A, Delinimos
Da b,

ai i AX A= A, ay(e,d) = pEh i=h2..

I8



extemdemos a Ay y eitonves
ne = a-klny —l-l“’llg 4.

os una deformacicn de la k-dlgebra asociativa con division A = k{z,y}, no
conimativa piesto que ag(z, y) = 2y -+ mientras que o, (y. 1) = zy.

Qne ay es realmente wia deformacian se sigue de Jas signienies observaciones
getierales.

a, es asociativa sty sdlo si
agaga,b),c) = aglo.n(be)) =0
para todo ¢,b,¢ € 4. Lo cual es equivalente, igualande cocficicates a:
—
S {adogladb), ) = oiamilhen =0, w=012.  (22)
Pf=n
parn cualesquiers o, b,¢ € A.

Detinieidn 8 Las veunciones 2.4 se flaman comeiones de deforisaeion pu
dlychins asocialins.

Definieion 9 Si [ A A, g1 A — A soa dos funciones k-lineales, se define
el produclo copa fU g como la funcidn k-bilincal:

JUg:Ax A A (0.b) fla)y(b)

Con aynda de tat proucto copa y de derivaciones se pueden construir de-
formaciones,

Tearemn b A k-digebm asoctative con producto o, & con cameleréstica coro,
S1 ¢, ¢ son dos derivaciones en A lafes que go ¥ = o enlances

! 2,
ap= a4 -l—'c,‘)Ul,’)+ E!-'-uﬁ'UU".+ 7,_1"’ Uy ...

es une deformacidn de o, dande los exponcales de ¢ y o imhicon composieion.

Dem~Silo hay que cheear fas eenaciones de deformacidn, Tneios qie;

Y advstahd = ¥ gé@ae o)

itf=n ifmn

Uodaf i\ s .
)} ,T,—.Z( ) )w () (W) )

i4f=n t=0

1]

1



H

j=bt=n (n~

wn-{
-

i

-y
R .(""’)m"“'(--w"ww))v"‘"(v)

n-J ).n"*‘(..)4;‘(01(l.))v'e"ﬂ(.‘)

[ RS U(” J)l|

-t

= z (n—-l ( " —l )'/'"-‘(u)u';-"(u-,l(b))wn—j(r)
1=0,5=0
-k 'z'“")L( )t ne
itj=n =0
= L ||¢'(“N’ dr’(l,)u,l( )
itj=n v
=) nila,ag(be))
(4j=n

Por 1o Lanto oy es asociativa,
De las ccuaciones de deformacion 2.2, pag. 19, se obtiene;

Yo aiagla b)) = aila0jbe)) = Faglabr)  (23)
i I.>+()"; j:>' In

para n = 1.2,..., donde
8y (i, by e) = aag (b, ¢) = oy (a,b)e + a, (0, be) — ay (abd, ¢}

8%, es lo que se conoce comta el Z-operador de cofrontera en la cohomolugia
de Hochschild de a,. Considerando tal cohomologfa se obtiene una condicién
para cuando todns las deformacioues de un algebra asociativa sou triviales salvo
isomorlismo,

Definieidn 10 Si A es una k-dlgebm tal que cunlyuior deformacion cs isomorfa
a la deformacidn trivial, A se lawma vigida.

Especiliemmente, ¢l resultado es que si el segundo grupo de cohomalogia de
Hochschitld 11%(A, A) es nulo, A es rigida, cono verenios mis adelante. Primero
damos la definicién de la cohomologfa de Hoehschild.

Definicidn 11 A, S k-dlgebras asociativas unitarias, S = A movfisma de k-
dlgebms, Al un A-bimddul. Se definen {os k-modulos,

CHAS M) = {me M| sim=ms ¥s€ 5}

20



(A8 MY as funciones [ 2 A x .. x A = M, k-multitineales tales gue;

N-veves

Jlsay,oooong) = sf(ay, ..o ay)
[( . w"l'ﬁv"l'{»ls'“) :: f("'!“l‘?‘"“{‘l!"')

(e vans) = [y san)s

Los clementos de C™(A, 5, M) se Haman n-cocadenas de Nochschild S-
mlativas con covficicntes en M.

Definicidn 12 Bl morfisma de coftoaters de Hochschild es;
8" CMA, S M) = O YA M

(6Ym)(e) = am - ma;

"

" ayy ... ayp) = "|f(ﬂz.---.ﬂn+n)+Z(~l)if(-~--"iﬂ|'+|,~~
+(—l)"“f(ll|, .. ,,u':)!ll,,H

"Tenetos asf el cotnplejo de cocadenas

C A S M) COA S M) 8 C A S M) S CUAS: M) - .

cuya inexactitud es medida por los grupos de cohomologia 11*(A, 83 M) Hanados
de Hochsehild.

Definicion 13

A MYy= 1A M), n=0,12,...

Observacidn.-

Vageldy, =04

W) Sifi = Tda 1402 fad o g0 = Mda 4 tgy -+ g4 dowde cada fi, g
soh k-endomorfistmos de A extendidos. Entonces ap# (fom) = (0 ¢ fi) ¢ gy

Lemn 4 Sca o = a 4 lay 4 *as 4 ... deformucion asocialive de a con aj :
Ax A= A funcion k-bilineal catendida a Ay, i =1,...,n.

i} Sia, =0,...,a00) =0 cnlonces §%a, =0 ;

i) Sing =0,...,0, = 0 yoa, = '3 entonces &; = ag o (Idy, = 1) os
deformacion de o con 6y =0,...,4, =0.

24



Dent.- 1) se obtiene de 2.3, pag. 20, inediatimente. Parva oltener i} ponenios
b= Hd g, =173 emtonees

hiv (2, ) = o (ha hy)

ar(my) =1 aa, ) = afe,y) = {a(Br,y) 4 on(e, A )+
Bz, By)

s suponeios x, Y € A;

Z(i,-(;:,y)l' —tr Z fade )t = Za,‘(:,y)l‘ ey 410y
; i i
lo gue implica, para

i=l: ag(ay) = ay(ny) =0

i=2: aa(a,y) = maley) = 0;

e (e, y) = (;,-_l(r,y) =1
dp(z,y) = An(e,y) = ar(n,y) - fa(fde ) + oledn))ie,
e (2,9) = ar (2,9) = (a,) = O,

recardamdo gue o 3 A x A4 - A es ol producto original en A.

Teoremn 6 Si A es k-dlgebra asociativa con tnidad;

1HAA) =0=> A vigida

Dent.- Sea ay deformacion de o, Sin =1 el lado izquierdo e 2.3, pag. 20, es
cero, asi 6%my = (), i.e, oy es un cociclo, por o que ay+imdy € 113(A. 4) = 0, e,
ap = &3 para algin AN € CHA, A). Pougamos ol = a4 (1dy, ~ 141)
deformavion isomorfa a a,. Por ii de lema 4, pag. 21, n(‘“ =0y de mevo
por lewn 4, &”ng') = 0, de donde u,(g” $im by € H4(A A) = 0 por lo gue
32 € (4, A) tal que “(2” = 8180 y eionces 052) =ap e (Mg, ~ 23 es
isomorfa u ay tal que nf” =, nf_."” = 0. Y se repite ol razonamiento anterior
tantas veces como se quiera. Resulta;
ol = agr ([ =Wy e (1 - g
ace ((Id =140 . o (1d = 1"

¥ N H t
es deformacion equivalente a a; tal que cn(l" = (L...,nf," = 1. Por lo que

a = ap[Tiey (1d=0 39 dehe de ser deformavion tal que 0 = 0,03 = 0.,
ie, af debe de ser trivial e isomorfa a ng. £ efeclo, veamos pritiero que ln
composicion [T72, (1d - 11400} tiene sentido;

[T (=03 () € Ay Ve € Ay, pues
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[T, O = ) ) = TR = 0 () =
T, (1 = 838 o = (1l = #3004 ()}
= ! ”n I(I'{— ‘ndl)/’(ud I)(” €My,
.o b sucesion {JTi, (d = ) ()], vs de Canchy limpia en I topologia t-
ddica, ¥ colmo A es I~ idic amentecompleta: TI7, (Td=t180)(x) € A, (obstrvese

que ]’l:"l(l(l-l A fizo = Idy).
age ][] {1d= £ 41 s trivial pues si eseribimos 6, = a s []5 |(Id g,
f = “':l (d~ ‘I’H(‘)) entonees foods(x,y) = ar{fus2, Joo§) pern [n'lt )(J y) =
oy fur. Juy) Wiego;
Joatip2.y) = Jual(z, y) ar(feats St} = aelfuz, o)

= orlfoor = Juz. Sy}t mlfur, fouy)

~ap(fus, full)
= o = Loty foh) + o, fay = o)
C ’"A

poes foor = fu2 € ", Por otro lado oo f, = Id+lj("’ + l‘j(" v
canverge limpiamente a foo, f; - = [P0 <i<n,asf que

St ) = "o, )
{arte, o) - o+ UMM Az ) - oM J)H
+ =1 (G () = o, y)) + 0
pero e, y) - ale, t/) = {n(z,y) + ti(z,y) +l2('\(.r 9 4.}~ {a(ey) +
a0 y) 4 Ol ) 4 ) = L )b O R () 4 08
v ~usl|lu\vn(|n,
D= (e 4. 4 '('l,. Wy 4008
+l’j("ﬁ|(t.y) + e Yaa(a,y) k..t ’"f(")lln )+ S
oot 1 & (2,)
'“"“f(")l“.!(x e ¥ L lf:(nu)l"'l e ) SR
y st suponemos &,y € A;
D o= e+ (Fale,) + £MG )} E 4
{'.‘u-l(-"-!l) o fn~‘£‘h(”:.'/) +. fl‘irn—l(ﬁ:y))’,'-l "5

pero sabeinos que 1) € 1" Ay, o que impliva:

D

1

ayfmy) = 0
dale,g)+ [Nz y) = 0
“i'n—l(‘:vy)+.[ll—'l‘;l(xl!/)"’“"".[ldn—l(":vy) = 0
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e donde

e,y = 0
Agley) = 0
Apa{ny) = 0

para todo n > 2. Por lo tanto d; es trivial e isoworla o ag, y asi A es rigida,

Ejom. 8 Las dlgehras separables A estin carnclerizadas por el hecho de gue
(A M) =0 VM A-bimddulo y Y > 1 ([13], Lema pag. 206 y proposicion
pag.208). En partienlar Ins dlgebras separables son rigidas. Y asf las matrices
My (K}, las dlgebras de grupo k[G] con G grupo finito de orden coprimo con |a
caracterfstica de k, las extensiones de campos K 2 k separables son todas oflas
rigidas.

Se pueden decir algunas cosas cnando se extienden los coelicientes de k a un
anillo K miis grande en un sentido similar al teorema 4, pag. 18, Preciseros,
una deformacion ag = o 4 tay 4 ... de la estructura asociativa o de A puede
pensaise comno nna deformacion de K @ A de la siguiente manera: cada o,
A x A Aes kbilineal, enlonces induee a; 0 A @ A = A, k-lineal, de igual
formap: Ko N - K, roa' i3 2z’ Luego existe (K & K) @ (A0 A) =
I o3 A, k-bilineal y ademds (K & A) x (N O A) - (K @ A} @y (K 6 A)
(K o K)o (A 4). Es decir, tenemos inducida de 2 (K ®p A} x (K @y A) -
Ko A, (z0a,2'®a') - 2’ ©ai(a,d) que resnlta K-bilineal,

‘Tenemos que wy indice & = & + ) + %y + .. .. I'rebaremos que
{(K & A)r, ¢ ) es deformacidn de (K 6y A, &) cnando (Ag, i) o es de (A.a)

Observacidne Si (Ar, o) es deformacién del dlgebra asociativa (4, o}, extendi-
endo coelicientes a K D & anilloconmutativo unitario resnita que ((A@x K .0y)
es deformacion de (A @i N, @),

Dent- S6lo hay que verificar las cenaciones de deformacion, Sean ab.e,€
A ey €R;

4

E E mi(oj(a, b}, e) 00 zyst”

N =0

de({a e, boyy),comz)

mientras gue

i

dela @ e, a; by, c®r))

z E ”('(“N)j(lh "')) 53] J:.'/‘7’“

noi4f=n

y como se cinplen las ecnaciones de deformacion para ay, iy resnlta asociaiva,
Veanos el comportamiento en cohomoloegia.

2



Toorema 7 A una k-digebra, M un kmddulo.

1) Enste un kemorfismo K oy C*(A, M) - CP (K ey A KN e M) tal quc
rs tsomorfisino, st N 3k extensidin de campos fimile.

i) S Dk ertension do campas finila,

oo (A M) o WK e A RN oy M)

Do .-
t) Definimos;
Kooy CP(AM) RN CMK e A, I‘,’; K o A)
rog - (N o MY 5 oy A

(ry@ap..or@a) e a0 @ gy an)

r&g bien definida y es K-multilineal por lo que 2639 € CM (K &y A, K1 K o A).
Vearnos que ¢ os morlismo de cocadenas:

Mrag a1 ®aag) =

(1 Qe @ g)(l ®ag,e, ] @agp) + E(—I)"(rc’\n))(“., | & mjaiqy,. . )+

(-1t e@g)(loa,. .t Qa9 au)

loa)(zeglen... o)) +
z(—l)‘m @ gl a0 )+

("“)'l("@y(“h- o 0"11))“ 0‘3":1«“)
2@ (8"y) ay,. .., an)

fl

por lo tanto 8" (£ ® g) = # & §"y, de donde,

KewC(AM) B C(Ken MK oK oM
e §" l el I3 "
K on A, M) Y O o ALK e K @ M)
2xhibireimos aliors el morlismo inverso de th,. Supongamos qite xy,.. ., &y

os base de K sobre k y {mj}; 1o es de M sabre k de tal manera gue {ziomg )i ;
¢s base de N @y M sobre k. Si f € CH{K & A, K1 & A), definimos

Jioa,... 1da)= ZJ?(GHI.-.,-W
]



cont g, = piglon. . an) € ky iy = 0 para ensi todo d, j. Luege teneinos
definica g j o A" =4 &, (@), an) = g lan, o) Tancidn k-multilineal.

JOwa. . 1 ®a.)= z::,- & fifar,. . .ay)
=t

con fi = 3 ujby 2 AY > A funeidn k-multilineal,
Se pone
Oyt CK Gk A KK 0 M) K e C"(AM), 0(f) = Z 2 ® fi

Veamos que ,, es, en efecto, el inverso de ¢,. Para [ € C*(KN o A, KK e M),
Z(r.- &b aag,. T 0a) = E-”i @ filay,y ... an)  por definicion
f i
= f(|Q)ll|,---,|(:,"ﬂ,.)

i Yo ri o fi = [, segiin la notacion cdadn en la definicién de #,. Vor lo
que:

vl (f) = '/’II(Z ) f))
{

donol;

)

ademds, 81 y € C* (A, M) 2 € IV,

{

Eegloa,..., 104} = z@g(a,...,d,)
Zmi ® zi.'}("h--':“")
i

il

donde =¥ swg, 5 Gk

ﬂu'/’u(-r@.'l)

Ou(z®y)

—

Y ring

i

= Zz,-:rﬂ?:y
i

= r®g.

i) Del inciso anterior, H* (K & C* (4, M)) =2 1* (N @5 A, K & M), junto
con Koy 1P (A, M) o 110 (K o CH{AM) ), (lema 6.1, pag. 195 de [17] jara
cohomelogfa).

26



La no rigidez se conserva enamlo se extienden coeficientes, en extensiones de
catnpos finitas.

Teovema 8 Sea K Dk eatensidn de campos finita y con cameteristica eero. Si
(Ar, 1) es deformacedn usociatrva no isomorfu a la teavial entonces extendrendo
cocficientes a K, ((IV &k A) .ty ) tampoco o5 isomorfa u lu teivial.

Dem.-
ap =l -{-lllly + ...
Segin la demostracion ¥ notacion del teorema 6, pag. 22, In > | tal que
2l e kord!, oY @ imd! pero al® M =a l"u!,"'”+l"“u5,"+"|” +...
isoiorfa a o, Pongamos 3 = n,l"_” y extendanios coeficientes a i
Jp=a+ l"(if,"“” + l"“(\‘,(:rll) +...

a4 im 8t € NP, A) y o5 no cero, por lo que K @ (us,"'”] € N o

1*(A, A) también diferente de cero, que via ¢l isomorfismo K & 13(A, A) >

1PN o AN @A) vaa daren I n,‘,"’”], ttego también es diferente de

coro, e, ,i,(,""” = lealY d im 8. Bl teorema quedard probado si antes

Justificamos:

Tenremn 8 Si (A, o) deformacin asocialiva ysomorfa a lo trivial con
ar=a 0+ a0+

enlonees oy, € imé', siompre y coawdo cae k) nf .
)

Para probar éste se necesita algo de preparacion. Todo lo que resta el
presente capitulo se dedien a éste abjetivo.

Obsérvese guessi o, es isomorfa a la deformacidn trivial existe un isomorfisnn
by = Id 4+t + Py + .. talque a = o ¢ Dy e,

bia(a,b) = of(h(a), b (b)) VYa,be A

Si ponemas a,b € A, desarrollando en series e ignalando cocficientes ésta
cenncién s equivalente a:

b, b)= Y oilbila) hi(8) w20
itjtl=m

donde hy = Id. Sustituyendo m=n:

hya(a,b) = a, (hoa, hob) + Z a(hya, lyb)

itj=n
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o lo que es lo misimo

nplab) = ~ z hiuhjlxunilh,,(u,b)

i+Jj=n
>0

v sitnilannente para ne<n .

6"),,,((’,';) = - z Il,'(lhjl)
it+j=m
GLi> 0

En notacion producto copa:

a, = - itj=n hi UI!,‘ - 6"!,. (2.4)
>0

ha = =Yipjem hUl, 1<m<n (2.5)
Lwi>e

QObserventos que para ol caso n = |, de 2.4 se obticne el teorenia 4 dentostrar,
Asl que el problemaes emando n > 1. Segiin 2.4 basta con demostrar que ka sunm
que aparcce del lado derocho de la ignaldad es upa 1-cofrontera. Probarens
que para n > | las cenaciones 2.5 forzan n quie esto sea asf,

A manera de ilustracién examinernos el caso n = .

Lema 5 81 hy es devicaciion, hyUhy = ~8hy yearack # 3, entonees hy Ul +
haUly os una cofrotem.

Dam.-

ha(IdUtd) = ~Shy+ 1dUy+-hyUld
Iy Uhy 4 LU ha 4 ha U W,

i

Ihg(1d U Id} = Iy Ulff + 03Uy 4 1 Ulhy + g U hg 4l Uy
-hyley U M,
i.e.,
=§{hyha) = Iy U 4 B3O by +hy Ol 4 hy Uk
pero W1 UL) = 1d U+ 3hy UM 4 30§ Uhy - BPU 1 o equivalentenente,

2 " 0
—%’- = hy UE 4 hiuhy. Por o tanto,

K}
6—,’;1(hlu 1d} - S(hyha) =hyUha 4 ha U Iy



En o que sigue se mostrard que tal arguentn puede ser generalizado, Para
fo cnal suponedremos que by 2 A = A= 1,2, n son k-lineales tales que
sitisfacen 2.5, pag. 28, con > 1.

Lema 6 St fig 0 = 4 funciones kdineales y 1< < n

Il,,.(fU .'l) = IUI'nl.'l + Ihuju." + E hufU I‘v.’l
BN

Dem,-

"thm(f-!]) + fUhmH + hmf Ug
z I'ufUI'r.’l + IU hm." + hmju.’l

H4v=m
udov>

h(f Uy)

il

De aquf en adelante se supondrd que los subimlices de jodos los b son posi-
tivos.

Para abreviar, pougamos

P = Y b, Ui,
LIRS T

ps) =Y MUk b b
Nt Hiwse

Paals) = Y ki i iy i U

Tt A=
Observacion.- Sen N
il
Jiboga!

; i
Ugi-n = (j )‘

i) 8i v + v 4 w =i eplonees

ﬂ}lw-.ju =

Se cnmple:

i)

i
R -

4 d y
uputl = Cuml iyt b Cuuet wii + e
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Lema 7

. m‘_{-‘l "1’ vl "
L hiy e (MU 1) = L L( i )( el ) 1141 l(ﬁ)

et Izl u=t

Denn- Por inducrion sobre m. Exhibamos el paso inductivo,

mAim4l

Yoo b (AU = YN it

24 i =8 t=] u=l

Aplicando by, sumando sobre los subindives tales que £y + & =5, y luego por
lema 6, queda:

Yo b b, (AU ) =

G4 g =
mﬂni-l
N \" . =4
Z L'w:f'-l,u-o,m—uu L "-.l':"" (s")
=t u=t (O4s'=s
mi] )
ot { tee 40,
Z ‘u—H 1.m- H"l(l,:ll-‘.'l( )+l’m+ ( )"'l’::‘»:] (‘””
I=1 u=t
ni

mtl g2 4t ml

- X - (TR IN
L z 'JL]—l-l.l-l,lu-wf'l":l'vu'(5) + Z L "‘::I-l,l-I,m-qu'uM ('5)

I=t w=igt I=1 u=t
mi-d 42

+ 24 E ok g vgalh T LS), (2.6)

k=2 o=k

pero la primera doble sumatoria es

nmtl m4l e ¥ m
N N Hy, 1
DD D VR m+§j(m )&(4

22wl w=2

mil
3 (") ) it

=]

pre

it

mientras que I segnnda doble swnatoria es

mil nt m4 "
7 T \" 1
L ‘:4"-1,(-l,vu-lM»I":H (") + L ( = | )"::” (s )
1=2 uz=i41 =t

i

mil
+ Y~ ( lTl )l’;"“(ﬁ)
t
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v I tercera dable sunmatoria es,

mil "f“ m_t'.' " .
Y A amegatt (5) Q,( b2 )p:'.::.w

k= vzh+] k=t
m4l m R
S e
Y
Sustituyendo en 2.6, pag. 40,

S by, (WU =
Gt =8
m4l mtl

4
L Z (‘n el oo b a4 .!" ‘w-ll lm—-m+|" ’u {-dme- w{')l’"w( )

[EXRTEIRY]

+ i,l(( ) ! ( w- ))v:.','“ )

Vg(,ﬂ)+(£3)mm»wmwumnw
*‘"ih‘l(( i ) + ( ))I""“( 5)

= Z Z ‘::’lilll Im-m+2”w ‘(5)
m+ 1
") s 4

1
T s £

- 1 m 4
T i

ri ]
T o

10

H
z

.\ N ot 4
- L fm—ll 1,m=- w“”w (b)
=l w=idl
wigd

—_—=

14 | n P
)t idn a2

)i

[}
*

i
——~

]

-+
1]



nitl mtd

1
R W T Y | iy
- L ln~l dtm-wg ""uw (”)

szl 4l

“" Ul "
) "n::" + ’)fnll’l( )

fIME T
T~

Y l ) ";IH'I (s)

N\ m 4| i nt2
4 S (1 ),.,::'. )

Fip
i —~

#
!

I=1 w=l =4
m41m42
— N g, WITTE S
- Comtl- i, m—wtoPw (") + P2 ("’)
I={ w=l
m{Lmd-2
JU ln+| g
- L w-l,l—l.m-—uq.z"w ()
t=i wef
m4-2m+42
~ — [ w-1 m 4| ,,,“(g)
- w1 w1 Jlv ¥
=1 w=d

Observaidn.- Los coeficientes en la (drmmla anterior pieden ealenlarse de ma-
nern similar a los del trianglo de Pascal, como sighe: pouganms wia pirdntide
de base triangular con pisos ormados inductivamente de wimeros enteros, Ins
siguicntes;
Pl 120 11310 14641
122 160 412 121
1 33 6124
l 14
!

vtedtera, Los puntos frontera de enda tridngulo se calenlan como en el tridngulo
de Pascal, mientras que los puntos interiores se obticnen sumando tres niinieros
adyacentes del piso anterior.

Teoremn 10 Si la carueleristica de k no divide a nl,

}_/ by UII_,—-L —l) z A (TR ™

i4j=n t=2 iyt tip=n

donde todos los subindices son posilivos.
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Dene- Sea S a suman
-
§ = ("“il')""" g (U 1),
=2

Segiin la Srmula del lema 7, pag. 30,

L 111_1\1-] v — . )
L0 3 P PUI LS

veamos como aparecen los (érminos pii="(n). Lo hacen de I siguiente forma,
(eon viertos corficientes),

N LY | SNRTTRNN R U

R I B i
1 on beorim : :
- b bl el

: i I ”l_’il

Piga

de donde fodos los smnandos del lado derecho de 2.7 tienen la forma pfjj',“ con
d<w<h Vil p}i‘l" se repite w veces si no es de la forma p! ni de la forma

l’fn ni p3, con coclicientes

() () () (1)

S5 (- ) (),

e decir, el coeficiente de p{i‘l" ent la suma del lado derecho de 2.7 o5

S L) (V)

j=b

pero ésta suma en nuln, como se demostrard en el lema sighiente. Asi,
] ( l)‘
. sl PN | 2 .
S= Z ——T-(p, + ) 5 (28)
=22

Por sro lado,
Ghay o b)) = 1O Dy by = Dy i (TAU ) Dy D U

por lo que

n (—'l)‘ -
Z-—-—T—-— L 8(hi, .. hyy)

=2 Tt 4h=n

n [

- (=1 .o (-1

2 !-I._)..l,‘l -84 2 (_7_).',:+|
1= =3
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= -

- Z h,'UIIJ'

i4)=n

Lema 8 Siw > 0,0 <1 < m, eatonees

ERE(L)(0)-

Do Sean sy, ..., sa las n funciones simétriens clementales en n variables. Se
ciuple que,

sueplmn 1, oy 4+ 1) = Z( ;, )s,._.-(m......m,.) , 0<p<u.

i=p

Sustituyendo n = { 4 w, p = w, se oblienn

0= 8u0,...,0,1...,1)

T

v

Ing

( ; ).s..-.-(—l.....—l,u.....U)

wel i=l m
VY (1 gy
() (e
4w i
_ X (=)' 1)
‘Z_j =D+ 0= )i+ 1= )
cnneclando ! 41,
«— (=1t

0= ‘)_-1 =N+ w= )+ 1= w)!
haciendo el cambio k=i 4 1,I' =141
H.y‘.w (-—l)"“"(k _ l)!
- (k= I 4 w0~ k)(k - w)!

kel 41
'+ n g d
S S ()



Capitulo 3

Deformaciones
Coasociativas

Siguen ahora los resultados duales a los del capitulo anterior para codlgebras,
([6], pag. 54). Las demostraciones de tales resultados o son precisaniente
duales a las del caso asociativa. Son mids bien consecuencia del caso asociative,
Lo que sucede es que para ¢l caso coasociative hay un producto de convolucion
involucrido que es asociativo, el eual da informacidn sobre el coproducto Jebido
a que se trabaja can series de potencias.

Teoreina 11 Supdngase que la terna (A, 8,¢) es una k-codlgebm donde § es
comulliplicacidn y ¢ ¢s comidad. Si (Ay, &) es deformacidn de (A,8) entonces
& tiene countdad.

Daiit- Sea §f = opA T k-dlgebra tensorinl de A con u 2 & = 8 morfismo
widad, ¥ ponguinos ) = (& A}y con producto fy trivial y motfisino unidad
g ky = Wy Resulta que Hony (Ay, B;) es k-dlgebra con producto 5 dado
por convolueion: R
NS = Bli6g )& (1)

para fi, ¢ € Homyg (Ar, By), donde Si&gy es la dnica extension J-continua de
Jeoga A,(?;k, A

Pero cotno eada fy € Homg, (A, 1) tene Ja forma f; = fo+ il 4 fal2 4.,
donde i € Homg(A, B}, Vi, se signe gue

Homg (Ag, By) o~ (Homyg (A, B))

cono k-mddulos. Via tal isotnerfismo ( Homy (A, 13) )i tiene nna estructura de
ky-ilgebra isomorla a ln de Homy, (Ar, Bi). Ademds para f,g € Hony{A, 1),

a5



si hiacenos 1= 0 en b se obtiene yo(f,4) = a(f @ g)d, que es producto asocia-
tivo unitatio de Homg (A, B). Es decir, (Howyg (A, By), ) os deformacidn de
(Hom(A. B, 5a)-

Sietdn que gy Ciene unidad 1e, 4 tambien Gene unidad e, (leo. ), cap 2,
pag. 1) tad que eg =

Extedanios ¢ a los productos tensoriates A" = A ey Lo A de manera
Flineal, n = 1,2,..., y eotonees @ faswna directa B = G A", (A™ = k),
liego a My de manera k-lineal . Abusando de la notacion, denotemtos con o a
ésta dltima extension; o : Iy - ky.

qer 2 Ay =3 by de al formia que vy € Homg, (A, He), y como o unidad,

meey = e, o)

ﬁ‘(ll[(‘l:,u-,"('l )J,

ft

et patticnlar, st a € A,y ponemos §la) = u(,,(.“:u(._.,‘ {timite de sumas en
A A tekC B,

qele)i = /i,((,r,(u“))Ifeﬁl‘(n(g]))
e (iy)elngy) (h2)

adenids de gque

A (nererduae ) la) = Al ('l?|(ll‘|))I&Q(ll,’;(ll(g))‘ )
((t’,((l“)) (ﬂ‘((ﬂ(g)“

al cedligy)erlug) )
afaega)l), por 3.2
alr(a)

= maefn), Vag A,

I

[}

1§

Se sigue que 3, (npeen, ueey) = ey, e, ugee es idempotente tal que

gy |l'-=ﬂ = lteg
e ()

i

= e

pero tambidu ¢ es idempotente ¥ g = we. Batonees por wuicidad (lema 1, cap.
2, pag. 14),

ey = 0y ()

Ista diltima ccuacidn inplica gue e, es counidad para 6. £ efecto, st

a € A, §i{a) = a)Oagy como ales, iy, 0 A <3 By inclusion, entonces, como
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Wlen,day) = ia,

a = Al edagy) g )
AL & ay ) por 3.3
= (‘l“((l“))ﬂ(g)

it

se sigue entonees, en kp &, Ay

Torva = qelog) @ ag
{aey 2 1d)d(a), Vue A

it

acquivalentemente, gy = (¢er & Td)8e. Donde gy = Ay = by 6, A¢ isomordismo
camdnico. De manera sintilar, go = (I o e )y

La demostracion del dual al teo, 2 del capitulo asociativo, png. 17, es
tanhién dial. Néiese cotto es clara cual debe de ser la definicion de un morlismo
entre dos deformaciones de i copradueto.

Definicidn 14 Sca A un k-mddulo vont coproducto consociative § : A - Ay A,
S16,8Y son dos deformaciones de §, un morfismo entre estas deformaciones es
wnn fuacion [y € Endy, (Ar) tnl que fylizo = 1da y ademds,

& B
A = Aew A

A R XY,
A - 1‘1(?_)}“/1[
8

Teorema 12 Sca (A,8) una k-codlgebm, (Ay, &) deformacidn, Si el copraducto
§ tiene counidad ¢ enlonces existe una defoemacidn de A isomorfu a (Ag, &) lal
que también tivnc a ¢ como vovnidad,

Denns Sean, gy @ A = Ay, A isomorfisuto canduico,e conniddad de &, 0 :
Ay - Ay defigida por 8 = qf'(«.(?)ld)é. Entonees, ) ¢s &)-lineal tal gque
Oy=Idy y .

N = (0](‘)00)6,0,“

definte unn defornacion de § isomorfa a &. Veamos que ¢ extendida a A s
eounidad para 9.
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Para o € A, pongamos 6(u) = at?? o a™,
ol (a) (((,((l“’)tl(.‘l))

= 1,("(”)((11(!’)

= ,’(,,(l)((‘,('-'l))

= o(a), pues ¢ es counidad de §.

il

e, oy = . buegn,

(OIOE0)8 = (b & 0)8,
{160 (& )b,
(1d@0,)q,
1oyt

i

it

i

It

(¢Gldyy = 15007
= N
Similanvewte (1d&c)y, = gu.
También se_obtiene una propiedad andloga cuando se tiene a la vez es-

tracturas de dlgebras y codgebras que son compatibles entre si. Las lwnadas
bidtgebras.

Ohservacidn.- Si A es un k-médulo entonces oy, (Ar &, A k)
(Homg(A @y A k).
Deme- Si f & Homg, (A, A ky), 0 b € Ay A, entonees la eenacion

flanb) = Z filna b)t*
i=0

con fi0 & b) € k, define el clemento 52, fit* de (Homy (A iy A, k) ).
Reciprocamente, el elemento Y72, fit* de (Homy (A @ Ak) )i defive a la
funcion de Hong, (A &, A, k) siguiente,

Z'.m:(, fili :zh @k, :‘1 -} k,

Yicotul® O Lo l' = 100 Viuum filt @ )t

Teoremn 13 Sca (A, a,1,8,) una k-bidlgebm (i.c., (A, a.u) dlychm asocio-
tiva unitaria, (A,4,¢) codlgchbra, donde & y ¢ son k-morfismos de iilqebras uni-
tarias). Si (A 00.u0,8) es nna deformacion de (A,a,1,8) entonces § tmnbién
tiene una counidad ¢ de tal forma que (Ayymg, . 8,0) o8 deformacidn de
(Ay0,u,d,0).
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Deme- Por teorema 11, pag. 35, & tene counidad ¢ Por dimestrar que ¢ o5
un morfistmo que respeta o producto a,.
121 producto tensorial, Ag 6y, ¢ ticne una estructura de codlgebra consocia-
tivi dada por
go= (e ald)o(d wd)

donde o+ Ayoy, Ar = Ay, Ay switeh. Luego, conto attes, Homg (A6, Ay, k)
tiene una estructura de dlgebra asociativacon producto 4 dado por convolucin,

nfrege) = (h gk

vin Ja identilicacion by ey, ky = k. y con counidad ¢ @ ¢,

Por la ohservacion inmediata anterior, ( 1oy (A5 Gk, A ki) on ) es defor-
wacion de ( Hamg (A ¢y A k), o).

ca es unidad de (How(A @ A k) 7)), Dues st ah € Ay da) = agy o
gy, 4(b) = by @ bay,

i

cafaq) © by)glag © beyy)
= elnm)e(boy)ylag @ b))
= gleleqyagy ¢ b))
= glead)

w{ta, g)(aerb)

ie., Yo(cog) = v, y similarmente yo(g,ca) = g, Vg € Houy (A &y A k).

aop A @, A by es idempotente con of producto 4. Bn efecto, para
a.b € A, pongamos di(a) = agpyGagy, §(h) = l)(,)(:}b(-_.h
(eroe o) (1 & o @ 1)y (a) @ 8 (D)
(com e )y 6 b)) & (uen) @ b))
(,n,(om,b(,))uu,(a(._.,,b(g))
= q{agfe )y ) (oo By ) pues & es de dlgebras,
aleloela, by )ar(a, b))
= q{nifa,b))

{gar @ ang)fila d b)

i

i

i

j.e.,
wlaonqa) = (G @ eagdf = cay.

Asi que ¢oar es idempatente tal gue oo =0 = @ unidad. Pero tambieén ¢ oy
es idempotente. Litonces por unicidad, (lema 1, cap. 2, pag. 14), se sigue que,

g =0 Ly
olo que es Jo mismo, ¢ es morlisimo de lgebras,
I2n ¢ caso asociativo, deformacidn de invertible ¢s invertible (teo 3. cap. 2,

pag. 17). Como nna aplicacién de tal hiedho para el caso coasociativo se obtione:

it



que deforniaciones de antipodas siguen sivndo antipodas, en la caegarin e
hislgebras.

Tenvemn 14 Sea (A, 0,0,8. ¢ ) una kedlgebea de Hopf, donde y cs anlipoda,
SE(Af 001, 8¢, ¢) o8 una deformaciin de (A, o, n 8, 0) calonces le deformacidn
tanbicn tiene antipoda.

Dem.- Una vez mas, Endg (A)) tiene una estructura de dlgehra asociativa con
"l
producta dado por convolucion,

Brlfiv) = ol feDg)d, ¥ fougn € Ay

que e £ = 0 es el producto de convolicion de Endi(A). Y cato Endy (A) =

(BEndi(A) )y, sesigue que ( Eody, (Ar), 8 ) es defurmacionde (( ndg(A) )i, h ).
Iy € Endi(A) es invertible, luego por teo. 3, cap. 4 pag. |7, Iy €

(Endi(A) )y signe siendo juvertible lo cual s equivalente a que

Iy, € (Endi(A))e sea invertible. s decie, existe una antipoda e 1o defor-

macion.

Asi que para deformar dlgebras de Hopl sélo liay que tener cuidada el
producto y del coproducto. La muidad, comidad y 1a antipada se euidan solas.

Carolnrin L Sca (A, 0,u,4, ¢, p) 1aa kedlgebm de Hopf. Si(A¢,a,6;) es defor-
macidn de (A, a,8) enlonces cristen we unnlad,  counidad y 1y antipody tales
que (Ayng, g, 8y, e, ) es dlgebre de Hopf, deformacion de (A, a,u,8,¢,y).

Antes de dar la condicion dual a las cenaciones de deformaeian (2.2), pag.
19, veamas el dual a teo. i, cap.2 pag. 19.

Teavemn 16 Sea A una k-codlgebra con coproducto §, k eon caracleristicd cero,
Sean f,9 € Endy(A) lales que fog=gof, §f ={f @ 4 1de [}d, §g =
(g & Id 4 1d & g)8. Enlances

f:'

m(["(-‘:y“)§+

{ Ly
=+ U ani+g(fog)i
s unat deforaacidn de 8, donde los exponentes de [y g indean composecidn.

D= Prisero obsérvese que valen las formmlas,

i = Z( 3 YU e = Z( D uoa o)

j=0 J=u

10



Alora,

(1d 2 8,)6,

i

i

IS .'le“t_“" G o U 0 gl

n=0 gfgmn

= 5: Z (f' o (o g g )

nz=iff=n
= Yoy e U ‘J’)Q‘( ) (' & g8
n=l i jmn =0

= L "y ,.J.L( )(l' P (g gt

n=0 gz I=0

non-g

L’” Z _______‘_( n “.’ )([" )N f.l,, (_t'”n-l)“‘“_,} J)J

n=d jzbl=) (" _J)IJ
non-l

L’" D (‘,;:7)—.;1( " fj )(I""' ® g oy ) 1do 6)

n=0  I=0,j=0

o~ i |

DY m( ";' )U"”' o g 09"\ (1do 6)8

n=0  =0,j=0

Sy 'nl"nz( ; )(I""' <Ly o g )(1de d)s
n=0  fggmn vJ =0

DY ;.-I;. Z ( ; ) U g f 6 g 1)

n=0  (4j=n

SN w)(z (i )umomiods
n=0  i4f=a

Y Y gl o 04

n=l idj=n

Zr" }: %((Ij @ ¢ e M) ag')d
n=0 idjme Y
(& & 1d)d,

11



Ejeun 9 Sea .-.'IgL of conjunte de matrices triangnlares superiores de g eero
con entradas en los miteros complejos. st es wna dlgebra de Lie. Denatemas
con /Y a s dlgebra envolvente universal, 1°% os una codlgebra con conmltiph-
cacién §. Construiremos una deformacian no trivial para la codlgebra 1.

Comno
{01 (1t
‘\“(u u)""‘(u ~1)

son basicos para sly, los monomnios {X* 1 }isa,ip0 Torman una hase para {7+
segiin el teorentay de Poinearé-Birkholl-\Witt.

"Tontemos 4, 1 como un par de winteros complejos fijos. Definimos funciones
lineales £,y como sigue,

Jollv b f(z) = 9Xe, g UY a UY g(2) = w2l

Veamos que fy g satisfacen las condicianes del teorema 15, pag 40. Que f
conmmta con g es obvio, y

§g(z) v(2)8(H)

= w1+t o)

il

ntientras que

(geo ldt1d&g)d(z) = (M gz} + (9o 1d)S(z)
= vy @zl vyl ) s
= (N0 M)+ us(e) (1 & 1)
= 84(2)

asi que (g & Id 4 1 & g)d = dg. Similarmente (f @ I+ Hd@ f)§ = 5.
fistamos en condiciones de afirmar que

=84 L 094 Hite g Hite e
os una deformacian de §, segin el learena 15, pag. 40. Por ejemplo,
§(N) =
Nol+HlaX+(fogXal+loXN+ 5 o)X al+1aX) ...
=X QTH1OXN+(N @il 49X ¢ vIlX) + SN @il
APEXT O AN 4 L X @RI 4 PBXY B M AN L

= '\1/\'(~)ulll(‘\' al)+ ,.1,\'@»”(“ ® X},



e,

(XN} = Xeiigy)

y similarmnente '
& () = d(i)eXertt,

Ejem. 10 slg',l/",u vomo en of ojemplo anterior. Sea » € sl.}' lijo (d{a) =
revl 4 1 ®e) Sedefinen,

JoUY I f2) = [e,2), g UY a UF g(2) = vz

La prieba de que g es caderivacidin ya st hizo en el ejemplo immediato ante-
rior. [ es también coderivacidn: para z € Ut,

(1des [ 4 o ) (20) & 20))

S RN RN R R

2y 8 (eag) = 2yr) + (v = 2p) v
82}y @ ) = (201) © 229)8(5)
{d(e).8(=)}

8[r,s]

éf(2)

Por lo que éstu igualdad se cumple en todo Ut. Verifiguemos ahora que f
conmta con g.

n

(f & 1+ Il e f)b(z)

it

[

it

)

i

it

¢f(z) ol
g(#2) ~ glzz)

]
wrTy ~vrir

i

= vr, ez
= vfs2)
= [o(z)

Y de nuevo, por el teoremin 15, pag. 40, se tiene una deformacisn & de 4.
Fijemos & = 1,1 = L v calenlemos,
7

i

&(Y) Zl.—'l(f‘ AN @l 1o X
(=0

= (Xel+laXN)+ ﬁ(,\' &M+ _2ll(.\' Nt

s v
Xee' 4o,

i}

4



v por si ido,

Sy =1+ 1ex il
Tl 8¢ tiene wids propiedades. Tomemos la restrieeion de § o s0F
(S,L‘: : sl; - Ul" @k U,‘

Como

Bl 1), 8(N)) = (1. X o v 11, X] = & (i1, N
dy |.4;' es unnorfisine de Lie, el cual se extiende a un morfismn de dlgebras wni-
tarias &y : Ut = UF oy Uy éste a su ver a o k-morfisino de dlgebras
onitarias &, : U.x* -+ U,f on ¥, A sigue siemlo coasociativa porgue en
M{I)y =AY =6 {H) =&(11") y A(X)=§(X), en consecuencia,

(Aca IDAUX) = (AraldN o +1c))
{8 0 1), (N}

(1 & 8)6(N)

(Id e A)A(X),

1]

i

it

ie., & os consociativaen X', ¥ claramente fo es en 1, Mego como X, {1 generan
vono k-dlgebra n 7%, se sigue que Ay es caasociativa en todo ¥ jues s Jo os
oit zy en y, entonces o es en ey, En efecto,

{Ide A)Alay) = (Ido 8)Ad(r)Ar(y)
= (Id & Aeapg @ 2emn)
= 2 ® Selra)deliey)
= (o) ® Ay < Adln)
= (Aro WA(2) (A @ 1))
= (A& I)A{y).

Por lo tanto &, s wnu deformacidn de la bidlyebra U,

Observacidn,-

i) st no es semisimple pues si (, ) denota a In forma de Killing, (X, X) =0,
porgue adf(X) o adj{N )X} =0, adj{X) oadj(X)(/1) = 0.

i) Supougase fe A os una k-hidlgebra y que f,g,8¢ son cotmo en el teorema
15, pag. 10. Consideremos Ay con deformacién trivial del dlgebra A, Una
condiuion adicionnl para yne & resnite un miorfisino de ky-dlgebras (es decir una
estrietura de bidlgebra), es que f@ g A A= A® A sea una derivaciin.

4



Doem- Sean 2,y € A,

> X gl e e
n=litj=a 7

- E ;;_lz ( :: ) (!u~u G ”ll»—|4JJ(“_)(!lx (i]_q")uf(_l/)l"

n=0 n=0

= ) ,":T(f @ g)" ()i ()"

n=0"

Si( )6 (y)

I

= bi(zy).
Podemos prescindir de la caracterfstica cero de la forma signiente.

Teoremn 16 Sva A una k-codlgebra con coproducto &, Scan 4 € Endy(A)
tales que fog=go [y,

A4 Aea A S Ao a
A A Ido f g 4 1 guld
AL daa A S Adwa

Entonees

§ =84 1(f 0 g)d+ B agl+ P ay’)i ..
s une defarmacion de §, donde los exponentes de [y g indican composterén,
Deme- Primero obsérvese que,

Ady A "5?’ Aoy A g Iyl Aoy A

it ot t
ALy L Ly

ie, 805 = (1o f5)4, y similarmente §g* = (g% & 1d)4. Por otro lado,

helns = Y Z((f‘@y‘)& o Iy og')s
n=0 i f=n
= Yy (S el o g
YU |'.”'=||
= Y ((Sreg)do )i 6 g
n=0  jtiza

= Yo Y (fodfagiso iy,

u=lt itj=n



ientras que,

Mz
™

(Id ey &) = (Id o (7 o)) S o o')é

i
z
-
1

M

fUW“ﬂﬂﬂMW

i
I
s
1

Mz
™

o (ff ad)e aldd)s

2 n
=
T
2
i

S

JPo g e wf)(Id o 8)s

W
=
Iy

)

v por la consociatividad e & se sigue que §; es coasociativa,
Puesto que Ay, Ar & (A 6y A)r vomo k-médulos, resulta que
I’(}nlkl(.'h,/h(?!k‘lh) = (Mo (AA G A )
también como kp-mddulos. Por lo yue si §; es deformavion coasociativa, en

particular tiens {a forma,
N
8 = Zliﬁ.'

{=0

donde cadin & Ae = A @, A, T=0.1,2,.... Se oblienen entonees ecuaciones
andlogas a (2.2), pag. 19. A saber, § = Y524 1'6; es consociativa ssi

3G @ M)y - (2 8)) =0, n=0,1,2,... {3.5)

itj=n

Despejando éstas,

S st - (1ded);) = 5%, (3.6)

i+j=n
i>0,§%0

paran =1,2.3,..., donde
80 = (1d6s6)8y — (a1 d)dy 4 (1dh, )8 — (.0 1d)d

es de nuevo un 2-operador de colrontera en la cohomologin de Hoschild de d,
como se explica e lo que sigue.

Sea M un k-1iddulo, (4,8} una k-codlgebra, y M también un A-bicomsdulo
(escribase la definicién de limédulo en forma dingramdtica y Inego cambiése
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ol sentido de Tas flechas. se obtiene entonces la defisticidn de biromddulo). Sea
J v A= S worfismo de k-codlgebras. Se definen ([6], pag. 7),

A= Ao oo A
Nt ot
f—veces
‘.|"(') =k

S) A o AR Sy L D an) = . ey D 8(0) D g .

CHALS. A) = {f M 2 A | feommta 3.7, 38,39, = 1.2, n~ 1}

Say e O

R & t (31)
Son M (JC'}EI),\ N

A0 gy 5 e 0g PO g

fold 1 ¢ tf (3.8)

My S g M
Ak .o Adg \/l/ [OTS N CT oA | j"(‘—f(” An
) : 1-{ugar 1.9
erdli4 1) f pogo @9
Ane LM

donde jj = Idwjold; A, p son las estrichitras izguierdas y derechas de comédulo
de M respectivamente.

Definicion 15 Los elementos dcl k-médulo C*(M; 5, A) se Haman n-cocadenay
de Hoschild S-relativas con cacficientes vn M para codlgebros,

17



Defivicidn 16 L morfismo de cofrondvra de Hosehild pam cudlyeboas o5

§ L CUMG S, A) - CPH(ML S, A)

B = (e I+ Y (-8 + (=) el (3.00)
[E]]

Obhservacidn.- El morlishio de cofrontera 8" estd bien delinido.
Dem.- Basta con probar que cada sumando del lado derecho de 3,10 estid en
CV (M5, A). Bxaminenios ef primero.

{d ® f)A hace conmwiar IL.7:

(Jd o (1 )M ® 1d)A

{jo (Ide A

Golde f)(Ido A)A

(7 & tde [){d & [d)A, pues 3 es comddulo,
(o ldd e td)(Ide [}

({d ® f)A hace connmtar 3.8 :
(e Ao M) 1o j)p

{/d@ /)X hace conmitar 3.9
et S DN = (I ® jidli = 1))\

ysif=]),

Fad(H)(dd @ [)A

"

1]

I

1

{

(U NA e j)p

(fda Jo iAo ldp

(& foyjiid s p)A, pues 4 es hicomd-

dulo

(1 & ([ i)p)A

{(1d o {(Mdeo (& j)) YN pues [ con-
mula 3.8,

(td & (M@ jd)(Ide [iA

En>i>l,

{d ® jid(i)f}A, pues [ commuta 3.9,

Jigadli 4+ H(Id @ f)A

Ja{d e A

Ja{dd 3 U & 1)A

Jalld 3 [)(Id & A)X, pues M es cénodulo,

(Idej@ f)(Ido M)A

{t1d s (j o N)A}

(1d & (G @ ld)E® M gn-nw M )M {f contunta 3.7),
JARU S X

18



8(1)f comnuta 3.7 :

(e §HNG @ 1d)A {(Ide ()G« NHA
{1 6N @ 1) & Id ym-nio ), por 3.7,
{(] 6 [d)d o Idge0 }6(«)!
8()f connuta 3.8 similarmente,

S} conmuta 3.9 sid > 44,6, 1<i-1,

RGO (Ide 65 Id) g dl) S

{ld® & Td)jigd(l 4 1) S, por 3.9
aind(l+ 1),

LI [

onon

sil=i-|,
Jbli= 0860 = (de d_eld)isi~1)f
i+
= (hl(::\&/cé&hl)j.'é(l')f, por 3.9
41
= il (o8 )66 )
. "
= ji{lda (\é/c;)\lﬂ,)d wld)f
i it
= jib()é(i)s
sil=1i, '
S EEBE, = jnlde (B 15 @ 1d)f
Jiartlde (1o 8) @ 1d)f
Gl ey § © 1d)sE) S
Jipt8(i 4 1)8G)S

sii=i4l,

Jivadli -+ 1)8(0) S

Jigalldo & 1d)Gi)
it
]..HUIIN (Id@ 6)6 [ I(l)f
Jisalder (o Id)§ o 1d)f
Jeprl 1S (B 1) & 1d)6(0) f
(1do 6 1d)o Id)jsdli)]
(1o (6 1d)& 14 )jigi8Li + 1), por 39,
Jigb (DSl 1) S
Jigabli -+ 20}

LI L TR | N SOV T
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(J & Id)p commuta 3.7

(1d & (f & 1d)p)(j & 1d)A (i fald)(Idapa

(j o f o dd)(A o Hd)p. (M es bicomddulo),
{GoNra Wdp

{((j& id)d e Id)f & Id}p, por 3.7
((j21d)é @ W) foid)p

{10 S T L 1

(f & Id)p commuta 3.8

(Idgoo & (Id®j)8)(f ® Id)p (feddo j)idad)p
(fe Ide jip@ Id)p, (M es comidulo)
((foldpajlp

({(fodd)pw j)Ide flp
(J & ld)p conmuta 89:sin >i> 1,

Jept8()(f & 1d)p Jin (8} f @ 1d)p
Jepr B0+ 1) f & Id)p, por 3.9,
Jindlr+ 1)(f o ld)p

LI I S 1]

LU § B )

Observacion.- " o 8" = 0

Dem.-
|§"+| 06"([) =
ntl
(6 (1o )N A+ Y 8@ Ude A+ (=1 (da DA 6 W )p
i=]

" +
+ Y (=0 (W NA+ Y (=10 [ +(=1)"*(6G)S @ Id)p)
(=1 I=}

w1
=1 {f @ I+ Y (=180 @ 1d)p
i=1

(=1 (A0 o Id)p},
pero

© YN e s = i‘(—l)‘aqn- d & A,
i=l i=)

(Udo Ao 1d)p=(lde fold(de Idp=(1d 6 ([ Idp )2,
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"

SO (=1 S o 1yp = Y (=1 6N o I,
i=1

(=1
nondl
PIDMEIRZIHLTEY
i=l =l
(ésta porque
B+ 00G) < i-,
S(-1)8(), j = i-1,
Sy = § di+N)dG), J o=
a(1)6(s), o= i+l
§s(F=1), § > i+,

St D)(fo 1d)p=(fo ld){Ida&p=({fo1d)p o Id)p.

v sustituyendo queda que §*t o d"(f) = 0.
Tenemos asf el complejo de cocadenas
CHAAS)  COM:A,8) S M A9 S CHM:A,5) .
cuya inexactitud es medida por los grupos de cohomologia 12 (M; A, 5) Nlamados
de Hoschild para codlgebras,
Definicion 17
HY (M, A) = MM A, A), 0=002,...

Definicidn 18 A k-codlgebm. S fy = Id 4 1fy + £fa 4 ... € Eudiy), &
deformacion coasociativa de §,

die fo= UL N
es deformncidn isomorfu a 6.
Utilizando of hecho de que A&y, Ay = (A @ o )i, se pueden copiar las de-

miostraciones de los resultados correspondientes al caso asociativo para obtener:

Ohiservaeidn,-

l) (’, * lil,h = J‘ H

i) Sifo=Idy, 4L 4304y g = Iy, +tgy 4 g2 4+ ... donde cada
firgi son k-endomorfisinos de A extendidos. Entonces &y s (froge) = (8¢ fi) van.



Lemn 9 Sen d; = & + 18, + 128 + ... deformaciin corsocwabiva de 4.

i) 8i §y = 0,....dry =0 enlonces §%5, =0 :

i) 8idy = 0.8 =0y & = 88 entonces § = 8o (Idg, = 178) vs
deformacien de § con by = 0,...,8 =0.

Teoveman 17 81 A es k-codlyebm consocinliva :

BHAA) = 0= A vigida



Capitulo 4

Coalgebras Separables

Comwo primeros candidatos a ser ejemplosde codlgebras rigidas son las codlgelras
separables, La definicion de tales codlgebras es dual a la segumda definicion e
dlgebra separable que aparece en (13), pag. 182, Una codlgebra A se dird que
es sepurable en enso de que la sucesion exacta corta

0= imd = A b cokerd 2 0

se escinda, donde & es la conmltiplicacion de A, A® es la voilgebra envolvente
de Ay p la proyeccidn natural. Trataremos de explicar tal definicidn en lo que
sigue (lo sdiico que ay que hacer es distinguir los resultados que aparecen en
el libra de Pierce (1) sobre dlgebras separables que es posible dualizar).

Sea (1, 6) unn k-codlgebra (k anillo asociativo con unidad).

Definicion 19 L codlgebm opuesta a (A 8) es (A®,8°), donde A? = A como
kemidulo y
A e Aty A

6\ C/v
Ao A
dowde 5 swilch.

Observacidn.- §° es consociativa,
Dem.- Utilicemas la notacidn sigma. Pongamos 8(a) = agy & agay;

(1 62 8°)6°(a)

(Jd & 8%)agz) & 41“’)
th) [ aaun @) an

i3



= spalag)n) B agye) © agy), spa swicht en lugares 1.3
= malld o 14)5(a)

S|_;]((1({G)6)J(ll))

(8° ld)(ﬂu) (¢ ﬂ“))

= (82 Id)d*(a)

i

Definivién 20 La codlgebra envolvente de A es:
A= Ao A
producto tensorial de codlgebras eon coproducto 8 = (Ide se )8 <), doade

s o5 suwchl.

Como sucede con los médulos, para estudiar bicomddnlas hasta con estudiar
comddulos laterales.

Propicdnd 4 Sea A una k-codlgebra no necesariamente counitaria,
i) Si Al es un A-bicomddlo entonces M es ung A -comddulo dvrecho con
estrnclura p* tal que

My A & M

Aol I fag } o
AMog A « Moy A
s Id

doude N, p son las estruchans izquierda y derecha de M respeetivamente y s
swichl.

ii) Si M es un A®-comddulo derecho y A Liene counidad ¢ : A =5 k enlagecs
M os un A-bicomddulo;

iti) Sea M un A-bicomddulo. Denotemos con Mye al mismo M pero aisto
romo A®-comddulo derecho.  Pongumos ademds, para M, N un par de A-
bicomditulos,

Hompe(Mpe, Noc)

eotno of k-midulo de morfismos de A*-méddos derechios de Mye en Ny Ene
lonees, st A tiene comidnd,

Homgo o(M,N) = Nomge(Mpe, Nae)

Dem.-



i) Sea g 2 M 3 M ey A definida por el diagemma commtativo, Por
demostrar que p* es consociativa:

.

M -t Mo A°
" 1 l Idp o 67
Me A - Mo AT ey At
e dd

Pongumos A° = s\, p° = sp, ¥y param € M: g(m) = mppy & mygy. M) =
Magry & M) ’

{1y 2 8)pt(m)

= (Idy 2 8°) (A & Id)p(m)

= Mpmyan & 6’(11!,.(,,1(1) ® m,,(g))

= M) & {ldyas e Iy } {(S"(rn,,“,;(l)) %) J(m,,(-;))}

= {Idapya 5 & Hda J{mpyae) @801y} © 8{mye))
=(Mwsw I(IA)(I(I (7] (‘")z\u(l",.“)) @ J(nl‘,(g))

= (I s a3 8°)A° ¢ Ldaga)(1d ) 8) )

= (Mo s MaJ{(0 & H)N 6 Ldaga) (o3 Td)p(m)

{phes M es A%caméddulo dereclio can X y A-comddulo dereclio con p)
= (Ldagg 4 ® 66 HAJ{ A (0 0300(2) © Wa(1)p(1)A(1) B Mp(1)pg) € i)
= A (g p0)n2) @ Maga)o(2) & BlaQa)a A1) € M2y

PPor ot o Jado;

(p" & fdae)p(m})

= (p e Ldar ) A @ Idae ) plim)

= "0} @ Mpapin) € tipg)

= (A6 Id)p(np(iag) © Mpiag) © Moy

= (A" @ M){s & Md)(p° 6 )X (mpg) ) iz

{como M es A%-bimddilo)

= (A& M) (s © Id)(1d & A)p° (o)) @ miy(a

= (X & H)(s & Hd){mp(appe & Mpmpp0inz) © Mpt)pian)} & M)
= A (mp11p(1)A2)) ® Mp(1)1z) @ Ma(1)a(1)2(1) B Me(z)

= (ldp & 8%)pt(m),

segiin b serie de ignaldades anteriores.
i) M es comadula derecho: se define p: M - M &y A por:

P

Mo A - M

: ad 1)
Mopkoy A — Mo A% o, A

fdyeald

5



p os coasaciativa: por definicion, p = (1d &) eldg)p*:

(p& Id)p{m)

(P& T} {mgery 6 e(mpeen)mge )

= e (e (0) D (M g0y () e (1) 2) 09 € (e (2000 )
(I &y e Ida o oo M) (pt & 1d)p(m)

= (I e ldyaem M) (Ide 8 )t {m)

e (1) O (Dlge 230} € o)) © €Mpeqaiqn)) 6 e ayizy
Mg (1) € € (Mge 2)01) e (23020 Bpe )(0) 3 Mpegyi2)

= Nhge(r) © (N (1)) 5 Mpe )M e (a)2)

= (ld®d)p(m)

n

i

I

, - . 2 .
M es comddulo izquierdo: sea A @ M & M definida por

AepMonk~Aae M & M
Idoe 1 c ) »”
A Mo A —  MorA o d
s Id

A es coasociativa: A = (I gogar & ¢)(s &2 Id)p* por definicién,

(Hda ) Am) = (Id® A e gay iz mgeye(titgey)

“ Nige e ((a)} O Mpr (1) 00 (2) O Mye (1r (1) (M (100 ()
(caldgde® T agar) (e & M (2) & Mae (1) pr (1)
(1)) O Mige (1) pr(2) 2 M1y pe(1))

(e Iy @ € 6 Id gopr )5t als1,0 6 Td)(p* & 1d)p* (m)
(51,2 swicht entre of primer y tereer fnctor)
(e ldyme® lll,|N,§1)sll_1(-\'1_3 & L)y 6”);:’(m)

i

i

i

I

{0 () ) e 20801y 63 € (00 e 3)801) )M pe ()s(2) O Bilpe g1
e (1) O ¢ P pe ()M pe )82} ) )M pe 1)) @ Mper)
Mtpr (2)3(1) @ CliMye )1 pe 2812) & e (1)

Mpe(21811) O Mpens(z) & m,,c(l)r(m,,.(;,,)

(d & 1d)(1d & )(s & 1) p* ()

(6 & Id)p(m)

i

1t}

i}

1}

H

M es hicomddulo: sen syt (M & A) 0 A = A® (M © A) swilch,

(@ p)d(m) = (1 p)mge ) & maeiy)elimgeey)
Mg 2y (e (3] © Db (13 (1) O e 1) (21 )0 13 1)
sta{ e g (1) 6 €C(Mpe (1)pe ()0 (10 2)

n
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mtientrag que,

(A Id)plm)

i

i

H

1t

oMy ()¢ (e )}

spalld e oo Mdaga @' w1y (m)

syg{lde o ldasa o Uz 8 )" ()
Nl,.-(3)5(1)&('",.-(:,)5“)) 611y O (("I,,e(3)6(2))Ill,.'(:l)b(I)
Mpezya() (e pa()) O e ) & et e a2y e ()601)
Mye(2) G2 Mpeqr) 00 MWpeg)y (‘Il)

(A tdp(mgeqy @ (mpeyhittpr ()

My 1)pe(2) @ "l,,-“)‘,-(l)(("l‘,“),,(;n) Gy e(mp e ()
(o e ld) (s g0 ld(p" 5 {d)p"(m)

(lde ¢ & o ld)(s) a6 1)1l 8 )p (m)

Mpr (2)A(2) 4 m,‘r‘l)((m,,-‘;,)m))t(l)l,,s(g)u”) ) e ()12
(e 2pa01) e (2ya2) O M - (e @y e 31812)
Mg (2) O Mo (1) & M) 4.2)

sntonees de 4.4 y 4.2,

(po I = (Ao Id)p

i) “C": sean 2 M = N de A-bicomddulos, 5 switeli, A = sX.p” = 8p,

entonces

Por demnostrar,

4]

/
M - N

] i) (o i PN

Moy A - Nog A
Jold

Am ! (o i Ay

oS
/
M - N
(ag ! s

I .
Mo Ao A = NaopA'w A
o

Jold

=
-3



ot

i

Ay w idipn f

= (Ay oo I)(f & Id)pu

= (S 6 Hd)pur

= {s(d® f) o f)An ¢ 1d))pu
= ((fRId)A} & Id)py

(f & 1d)(Ny ® Id)py

(f @ Id)pfy.

i

“I"wea [ M - N Lal que

]

I
M ~ N
'l' C’ i [""\r
Moy Ao d o Nopd' oA
[odd

Se Liene entonees aque,

)

es decir,

2l

Ademds, pira m € M,

Avfim) =

y por atro lndo,

(d & N

= (e idpy S
(IllM Glen Ili,\)(f "‘;J l({,v)l’:il
(f@ew lda)phy

= (faldpy,
/
M - N
i ad N
Moy A -4 Nogpd
[add

(Hdsom ® 56 Id)ply f(m)
(Idapn ®)(5Q 1d)(f & {dge)piy f(m)
gy @ f(meyJe(me)s

= (Id@ f)(Idagu & o)(s @ 1d)pyy ()
= (Ido [)me ® [ing))dmg)



por lo tanto,

/
M -4 N
An ) (g 1 An
Aox M 4 Ao N
def

Corolario 2 1) Si A es k-codlgebra entonces A es un A®-mddulo devecho;
ii) Si A es k-codilgebnt unilaria enlonces A® es un A-bicomdduln,

Definicion 21 (M.py) un A-comddulo devecho. Un k-submddulo N de M se
Hama A-subcomddulo si
p(N)C Ny A

Propiedad § 1) $i f: M 4 N es de A-comddulos dercclhios entonces [m f es
subcomddulo de N';

i) i N es A-subcomddulo desecho M entotices M/N es A-comddulo derceho
con estuctur:

IR ."/N -} (M/N) O A, M4 Ne (Hl“) + N "if2)
donde p(m) = iy gz y p es a su vez la estructum de M,

Dem.- i) Inmiediato de la definicién de morfisino,
ii) Sea p : M~ M/N proyeccion natural. Sea p tal que:

M —E My A

P \ C’/p@ It
(M/N) o A
Por lo que p(N) =0, lucgo la j que aparece en el enunciado estd bien delinida.
p cs coasociativa:
(A H)(mpy + M) @ mgy
(maym + M) @ ()2 © m(z)

]

(A ® 1d)j(m)

i

(1d @ 8)p(m) = (mpy + M) ® mpzy1) @ migaya

pero gy 1) @ry(2) @z = mpy) Amp(1)@mga)a) en M OO A. Y aplicando
p& Idaga se obtiene la consociatividad.
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Lomn 10 6: A < A* es una transformacidn de A®-comidulos devechos.

Dem.- Como A es A-hicomddulo entonces es A*-comddulo derecho. Por de-
wostrar:

A - A°

rood o { 8
Aoy A - A® o AC

§&td
. Sea s j switch entre ) i y el j factor, a € A,
Jta(ﬂ) = ¢ ("(l) (&) u(;))

i

a)(2) @ a@)() @ By B 9(2)(2)
sza%.2(6® 1d® 1d)(1d & 6)8(a)
spas 2@ 1@ Md){(§ 6 1d)éla)
= sabnz( (6 M) 14)(a)
s3.051,3{ (1d ® §) & 1d )é(a)

= aq)()(1) B ) O B)0) D o)
= (66 IdA.)J"(a(”QOu(-_,')

= (§& 1dae)(8° 6 1d2)d()

= (§0 1da)p’ (n).

]

i

Carolario 3 coker§ = A*fIm{ es A®-comddulo devecha.

Dem.- Jmd es A%-subcoméduio de A%, Lo que implica que A*/Im§ es A°-
comédulo derecho.

Definicion 22 Sca (A, 4,¢) codlgebrm unitaria. A se Hama separable en caso
de que la sucesidn exucla corta de A*-comddulos dercchos

0= imd -+ 4% 5 coker§ =0

se escitila,

Para dlgebras in condicidn de separabilidad es equivalente a la existencin de
utt elemento separadar idempotente, ‘Tal hiecho esti relacionado con la liber-
tad de una dlgebra unitaria, Cuando se quiere obtener el resuitado dual para
codlgebras separables se cucuentran dificultades para obtener que yna codlgebra
unitarin es libre. Sin embargo hay cierta clase de “libertad” no de fo coilgebra
siho de su codlgebra envolvente, Este es ef resullado que sigue.

G0



Lemn 11 Sea M un Abicomddulo can A una codlgebra unilario (o equivalon-
temente, M un A -midulo derccho). Entonees

Homae (M A) = (Mg f 2 M =k, k-lineal)

domde Ay = ((Id o f)Ae Id)p, y p, A son las estrucluras derechas e izqiendas
de M wspectivamente,

Deme “C": Sen M 3 A% de A*-comédulos. Definimos entouces [ = (ced )y :
M = k. Laego,

{(Ho(c@dg)Ae Hd}p
{crew Id){y o Id)(sAo H)p
(cRem H)(y © H)p°

(¢ » @ )8y

= .”l

Y

pues €@ ¢ es connidad de A®.
“": Sea f: M+ k, k-lineal. Par demostrar que

i
M - A

P il [ag | a¢
Moy A° - Aoy A°
A/ @ 4d

‘Tontentos m € M,

S {(id o N)A o Hd)p(m)
Jmapa@Impyagn © Megzy) ® Maatno) @ Me(2)

8% As ()

it

Por otro lado,

(A ® Hd)pt(m)

i

Arlmpqa) © mpa) @ 1tz

= (M NMmpapn) @ Ma0)a@iee)
QM) O Mpea)

= (mao ld(IdRso ) Ido{lde N6 I)
(p® Hd)p(m)

= (sg® M)(Idas @ H)(Ide(Id6 Ao 1d )
(@ 8)p(m)

= e/ ) @ meaa)

Ota(1)agr) © Moz 2)
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= (sya0 )16 5106 1d)
(Mm@ © ({de .\);\(nlp(”) @ M)
= N0 @ Mzl @ Maa00] (M)
Gnta)2)
= §y(m)
segtin los cdleulos anteriores. Por lo tanto,
(Ap & Id)p" =8N

I3l siguiente resultado es el dual a a existencia de un clemento separador
idempotente.

Teorema 18 Una codlgebro wunitaria (A,6,¢) os separuble st y sélo si existe
coker§ 4 &k de k-mordulos fal que

(ld® fopo Id)(d®d)=p
donde p: A = coker § pyeccidn candnica,

Dem.- A es separable si y sélo si existe ¢ ¢ cokerd 14 A® de A*-comédulog tal
que pop = Hdgoker 5. Porlema 11, pag. 6), ¢ = Ay paraalgnna [ : cokerd = A,
k-lineal, donde Ap = ((1d 2 [)A & Id)p y p, A son las estrncturas derechas e
izquierdas de cokerd. Desarrollemos, por definicidn,

cokerd oy A

("ll(q) @ gyt Imé) & ny() O Mgy

o ccokerd
m @iy 4 Imé

R

y ey cotlsecuencia,
picokerd = cokerSoy A
m @t Imd = (g @ magyy + hin 6) 0 )y,

Aicokerd < cokerd oy A
@ty A+ Imd gy @ (g @ magy + T )e(myz)

A @me+Imd) = (Mo Ao Id)p(my 6 g 4 Imé)
= (lda f):\("ll(u) @my() + Iiné) (’b((uu(l))"lz(g)
=y J(plmeayz) ® maq))))dmag)
Sy ) )iy
m@a ® Splmyya © Mya) NEZ e(un )
(1d o f o p® Id)d(my () (mr()) © mypy & myg)
(14 @ o p®)(d(my) & d(my) )
= (Id® fop® Id){d® 8)(m; & ma)

1

1
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os deeir,

Apap=(lde fopc Id)(d & d). (4.9

Por lo que si A es separable entonces se aplica p a ambos lados de 4.3 y se
obtiene

popop=Idop=p(lde; fope ld)(§®4)

L. p = po(ld® fopald)(§&d). Reciprocamente, si p = po(ld® fope 1d)(§¢:6).
aplicando de nuevo p a 4.3 se obliene que po Ay op = p, lo cnal es equivalente
aque poy = ldeokers, 0 ont otras palabras, a que A sea separable,

Ejen. 11 Sea G grupo, A = k[G] In k-dlgebra de grupo. A es wun k-codlgebra
unitaria con comultiplicacion

§: k(6] 2 MG @k K[G), g g&rg, (9€0)

y cotnidad,
k(G k(o) =1, (9€G).

L.a sucesidh exacta
. ,
0 imd =+ A° B coker§ = 0

se escinde pues si se define la funeion &-lineal
[ MGl kG) 2k, @ ga 1 =g,

dande 8y, s delta de Kronecker, entouces f(/m 8) = 0. Por lo que f induce
lineahitiente £ : cokerd = k y ésta sthtima es tal que

MO (1~b5,)O g2
NOg~8 0000

(o fop@ Id)S®8)(n & ga)

aplicando p,

po(lde fop@Id)d0 &) ®g) = 9100 ~nn®g+Imé

_ [ aog+ind sin#n
I 6, i =g

= plg ®g2)

por lo que .
po(ld@ fopx Md)(d&8) =p

de donde se cacluye, con ayuda del teorema 18, pag. 62, que A = k[G] os
codlgebra separably,
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Ejem, 12 Sea k canipo, My, (k) matrices n x 1 con entradas en k. Sean
lig = li)ig

matrices en My (k) con & ; delta de Kronecker,
My (k) es k-codlgebra con comultiplicacidn dada por

"
i)=Y liw® g
u=l

y counidad
(3 AI"(L) -3 k, ((I(",') =J,_,‘A

Se define k-linealnente f: Mg(k) = k por

Ui © L) ={ gfl.if‘u.m siifn

sif=0b

(comno k campo, {§i; & lyy [4,5,u,0) es base de MS). [annla a T pues

"
[y = SOl g)
u=t
Y ust Sinduj =0, siif)
0, sti=j

Inego £ induce f que cwmple con
po(ld® fop@ )@ 6)(Ji ;¢ hy) =

"
I Z L@ fll; o i) ® ley)

1=),w=1

= ,’( Z Il‘.l [ "I.j"u,u 5 )
l=lw=1
t#uw

= pllig 685000 )
= l’“l‘.j@ Luy)

Por lo que )
po(ld& fopald){dad)=p

y de nuevo, por teoreina 18, pag. 62, MS(k} es codlgebra separable.

Ahorn procederetos a establecer la relacidn entre separabilidad y colio-
mologia,
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Definicion 23 Sea M un A-bicomddulo. Una degivacion (¢ coderivacidn) de
M oa A es un morfismo ¢ : M = A, k-lincal tal que

d¢= (6o Idip+ (o)A
donde § es la comuitiplicacion de A y p, X son los estruchuras devechas ¢ quier-

dus de M, respectivamente.

Cotsideremos (A, 6, ¢) codlgebra unitaria. Defitimos k: Ao A= 4, ¢ ®
g ze(y) = (z)y. Entonces k(hind) = 0 en vista de que, para ¢ € A,

wi(a) Ky D ag)

= oylag) - clagy)ag)
= H—-a

= {,

y asi Imd C kerwn. Por lo que & imdtce un worfisnto klineal cokerd =
A fIm§ = A®fker v, Luego definimos el k-morfistmo & como la composicidn,

coker§ ———v A¢fkers
I3 \ C’/ K
A
Recordemos ademds el complejo de cocadenas:
0 8 ]
CHM A) D CHM A) = CHM A) = ..

y pongamos Z°(M, A) = ker ", BY(M, A) = Imé"~.

Lema 12 Sea M un A-bicomddulo unitario (A codlgebra unitaria) 6 equivalen-
teatente, M un A®-mddulo devecho unitario.
i) Si ¢ € Homae(M,coker8) entonces K¢ vs una devivacidn de M en A;
ii) La funcidn 0 : ¢ = k¢ cs iso de k-mddnlos de Homae (M, coker8) «
Z'(M, A);
ifi)
0 (Im %) = 07 (B (ML AY) = {po |y € Homy (M, A) }

Deme i) Sean p: M 2 M@ A, At M 2 Ao M estructuras dereclios e
izguicrdas de M respectivamente. Por demostrar

(1d© k)M + (R Q@ Id)p = bk (4.4)
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donde & s comultiplicacion de A,
Sabeinos que Honae (Mae, Nae) = Homygo (M, N) entonces

¢
M - cokerd
(g ! e
MorA 9 cokerdg A
o ld

y similarmente con A. Siguiendo las definiciones, resilta que pe estd dada por
ap @ az+ Imd e (ag)z) Qagyay + Im8) & dagynlag)e
Luego,

(Id & kg)A + (R & 1d)p

It

(IdeR)(Id o o)A+ (ke Id)(¢ & 1)
(I &)Acd + (R o ld)pd

caleufemos éstos dos dltimos smnandos. Sean n € M y ¢(m) = myp) Smge) +
Imé,

(F oy d)pep(m) =
(R Id)((mgpya) @ mag) + 1 d) & e{mgnyo) Itain )
= gy Mprn) = dmgpye)imamoy @ elmen)))Mege)
= mgye2) B c(mgo)e(mggayy)itgae)
=M mepcmeqy) ez @ Moy
mg(a) @ (ngn)a))tgia) = c(men)ingz)n © tygaz)
g(a) @ mggz) = c(mgia) gz © Moz)(z)i

it

i

. ahora,

(1d® &)Ac(m) =

(1d® RN @ )(s& Tl (mgqayiay & mgga)n) + 1M8) © 1)) © Mgizyia))
= (1d @ &){my)) © (g2 © ey + Imd)c(nypya))

= my(y() ® k(mgpyea) O wyey + I d)

= g (a)) @ M) (Mgga)) = Mgy (M g(1)(2)) © Mege)

= tgiy) @ Myp)(2)¢ (M) = Mg(1) © Mega),

simaindo,
{ (k& Id)pe + (Id &) BA) )d(m) =
My(y) & g (M) — Mgy me)) © Mygayz)

S(mygrye(mya) = (my))mgiay)
dig(m)

I

i
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i) Les sobre: sea y € ZHM, A) = kerd ie. x: M = Alineal y derivacin.
Se define ¢ como,

i Mo A i) = x(mgy) omg + fmd

Se afirtta que ¢ o x =0, pues

i}

{cos 1d)(1d & )by
= 0\

(¢t & )y

pero también

(toe)dy = (tad({veldp+(ldex)A)
(ex o Id){Id & )p+ (1d &) ex){e & 1)\
= ety

fl

i.e., ox = oy + oy, 1o que implica «x = 0.
Se afinma ahora que Koy = x, porque para m € M,
&om) = &(x(np)) @ mppy + Iiné)
,\'("l,,(]))( (m,,(n)) - tx(m,.“,) C'-‘ml,,"_’,
0

it

x{m).

Para hacer ver que ¢ es sobre sdlo falla probar que v es de A%comdchilos
derechos.

[
M - coker §
" { c { o
M@y A° - cokerd @ A"
yold

De nuevo, signiendo s deflniciones, resulta que pf esti dada por
my & my 4 mé = (g @ mypy + IME) @ myy & gy

Pongamos p: A¢ = coker § proyeccidn candnica, @ = (p & Idae)(1d ® s @ Id),
m € M. Calculenos,

pevim) = pZ(x(muny) @ mg) -+ fnd))

(p @ Idae J(1d @ 5. 1d)(d° 0 8)(x & Id)p(m)
Q(8°x @ Id)(Id & §)p(m)

Q(s8x @ 1d)(p & 1d)p(m)

Qs{(vo 1d)p + {Id D x)A} & 1d){p & Id) u(m)

it

"
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= QUs{x @ Id} @ Hd)(po Id)p(many)) & mygay )
+Q((s{Id® x}® Id)(Aw Id}plinggy) ® mygy )
= QU(s{x & Id} & [d)(1de 8)p(my)) @ Mgz )
+Q((s{Id o x) ® 1d)(1d & p)Minyry) B M) )
= (P ldae)(mppipa)) @ Mpg)pa)) @ X} @ e )
H(r® Tdae JOX(Mp(1)22)5(1)) © Ma(r)M(2)02) @ Mp1)r(1) B ggz) )
= (xOmp)aa) ® Waiaieta) + 1M E) & mgyagn) © Myez)
= i)z} @ Ma)arn) 9 Mo
= (Yo ld)(s® Ida){d Id)p(m)
= (Y& ld)pt(m)

@ es inyectiva: primero un cdlculo auxiliar. Sea 4y @ 03 € A€, entonves

(Id® = @ 1d) @ (c & 1) () B ag) =
myycazy) @ clayayazz) - dlay)aan) ® darluzy
= 1y ay = (ay)d{aq) {4.5)

Sea p € Hom ge (M, coker ) tal que 0{p) = Rp = 0. Por demostrar ¢ = 0,
"Tometnios nt € My pongamos (i) = 1my(1) @ Niy(z) + I d.

(ko H)plplm) = mygy © mga) = (Mpgy)dlmge),
por 4.6, Pero como ¢ es de comddulos,
(R o M) @ Hd)p* () = my(1) D g2y = elmyg))d(mye))
ecuacion enyo lada izquierdo es igual a (Rp & ¢ ® Id)p®(m) = 0. Lo que implica
Mip(1y B M) = (My(1))8{myen)) € Imd

nor lo que p(m) =0, Y, ie., p =0
iii) Sea x € Imd = BY(M, A). Eutonces x : M — A es k-lineal tal que

x={da f)A-(fo ld)p
para aigin £ ; M — k, k-lineal también,
Sabemos qite 0-1(x} = ¢, donde yr : M = coker &, Y{m} = (x @ {d)p(m) +
Imd, Bl resultado estarfa probado si (x @ 1d)p fuera de A°-comddulos derechos,

st embargo no necesariamente es asf. Para subsanar ésta deficiencia se hace:

A= (e N)Ao H)p

68



vomo en ol lewa H, pag. 61. Por el mismo lema 11, Ay € Hom (M. A°). Pero
ahora O{po Ar) = x. En efecto,

Oipo [)(m)

{{Hd @ <)~ {ce IdH{{Id e [)A o 1d}{myy 6 m

= maua S maae)elng ) = dmpanaa/mpnne) e
= (1o [)Mmpa)c(mum) - flee Id M mya) ) mpye,)

= (I [)Mmpayclmpe)} = Fanpay)m,@

= {Ido f)Mm) - ® 1d)p(m)

= x{m)

Teoremn 19 (A,6,¢) una k-codlgebra wnitaria.
A es separable & HHM, A) =0, VM A-bicomddulo unitario

Dem.- Sea 0 : Hompe (M, coker §) - Z1M, A) iso de k-mddnlos camo en el
lema inmedialo anterior.

Si A es separable, exisle p : coker§ = A® de A*-mddulos derechos, tal que
pe = ldeakers. Sea ¢ € ZY(M,A). Mediante 0 podemos poner ¢ : M —
coker 8. Luego ¢ = plipw) € BY (M, A). Lo que implica

MM, A) = 2(M, A) BY (M, A) =0,

para caalquier M A-bicomddnlo imitario,
Reciprocamente, se potie M = cokerd y entonces
2V (M, A)
(M, A)
{pov|v € Honue (M, A7)}

1)

1dcoker s € Hompe(coker§, coker §)

Le. existe i M = A® de Af-tmnddulos tal que ﬁo p=Id

Alora se trata de establecer que la condicion (M, A} = 0, VM A
bicomédulo unitario es equivalente n 11N, A) = 0, Vu 2 2,V M A-bicomddule
unitario. ‘Fal liecho se puede obtener sin mayor dificultad para cnando k es
campo y A es finita dimensional cotno k-espacio vectorial. Por ahora. con-
sidereitos a {A,4,¢) como una k-codlgebra nnitaria arbitrnrin,  Resalia que
A = Homy(A, k) es k-Algebra asoclativa con unidad « y con producto

J9=u{f®yg)s

donde pu es ol proditcto de k. Similannente:
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Propiedad 6 87 M es A-bicomddulo unitario entonees
M* = Homi(M, k)
es A* -bicomddiulo con productos latervdes

AR reascr

domde A, p son lus estructuras fzquicrda y derecha de M, respectivamente,

Se define,
I
UM A) o OO AT MY)
Mbae o R

doude

Fa) () o M°, F)how .9 ) =(he..ohf
Lema 13 i)

CMM.A) -+ C'H(M,A)

1 4 g i Fapr
Ch AT M?) 5 O (A M)

i) si k compo, By, es inyectiva;
iii) si k campo y tanto A coma M son finito dimensionales, Iy, es isomor-
Jismo.

Dom.- i) Sea [ € CH(M,A). Entonees [: M - A" y
M =(ldo f)A+ E(‘l)“’“)f + (=) o M)p (4.0)
(]

Calenlenios Fyy 4y e cada mio de los sumandos del lado derecho de 4.6:

P ({14 [)A) N1 ®...® faa) (Ho..on)ids )
(ho(he...efin)/)
(LHolu(N(20..0 fup) )
K I"n(”(f‘l ® ---@fn#l)i 4.9
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similarmente
Fop(aldp)ho. . ofip)=Rho. o) o (18)
nrientris que

Fast GO o8 fugn)

i

Cthe o fun)st)f

= (...o)j.-cffj.»“o:'.‘.)(...c-)\6/@...)/
i=lugar
= (LQfia@fiin®fiee. ) :
= RN afi-find ) (4.9) {
i~lugar ' :

Aplicando Fy 4y a ambos lados de 4.6, aplicando y sustiluyendo 4.7, 4.8, 4.9:
Fan@* Nhe.. fus) DB © o fuga)
n
+Zl’..(f)(~.<,-) fisfine..)

HhNha @ f) fan
= ("F))Nhe ..o fu)

para cualquier fi @ ... fugr € (A*)PHN Lo que implica,
(8" ) = 8" Ful))

i) Supongamos Fy (f) =0, ie., (i ) =0, VG [y € (A8
Si f # 0, existe m € M tal que f(m) # 0, Inego,

J(m) = Z“"‘ ®. . 00

Bl subespacio de A, W = (ay; |{,1)x es linito dimensional . Pongamosey,... ¢,
base de 34 entonces f(m) € W"® y

Jmy= Y Nt @ @0,

LI
podeinos suponer que Ay, # 0y oil consecuencia
0:(0;6;...\\'”,‘,)/(1")=A|.._..;60 '

lo cual estd en contradiccidn con nuestras suposiciones, Por lo tanto f(m) =
0, Ym.
iit)

CUAT ALY = Homy(A%)'S, M), C2(M, ) = Homy(M, A")
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dim C" (A, M*) dim (A" dim M*
{dim A)" (divn M)

dim C"(M, A)

I

v Fy inyectiva, luego Fy es iso.

Lomn 14 k campo, B una k-dlgebm finito dimensional y unitaria.

)

Sil"(B, M) =0,V M B-bimédulo finita dimensional entonces H* (B, N) =
OV AN B-bimddulo finito dimensional y k > n.

1) B es seporable si y solo si 1Y{(B,N) =0, VN I-bimddulo de dimensidn

Jinita.

Dem- La misia que en Pierce [13), lemma pag. 206, para obtener i, ¥
proposicidn, pag. 208, para ii.

Teorcmn 20 & campo, A una k-codlgebra finito dimensional. Sou equivalyntes:
i) A s separable ;
W) N (M Ay =0, 0= 1,2,... VM A-biomddulo finito dimensional.

Dome- YA, A) = BYA*, M®) segibn i de lema 13, pag. 70. Por lo que A es
separable si y 5610 si lo es el dlgebra asocintiva A°. Lo cual es equivalente a que
los grupos de cohonologfa 11" {A*, N) = 0, VN A*-liimddulo finito dimensional,
n=1,2,.... Pero, de nuevo por el lema 13, H"(A*, N) =~ NP (N*, A). Lo que
termina de asegurar la afinmacion del enunciado del teorema,

Cavalaria 4 k campo, A uno k-codlgebra finito dimensional. Si A s srparable
entfonces A es rigida,

Dem.- 1A, A) = 0.
Ejem. 13 Sea G grupo finito, k cantpo. Sabemos que of dlgebra de grupo k[G)
es una codlgebra separable. Luego entonces os rigida.

Ejetn. 14 k campo, My (k) matrices n % u con entradas en k. My (k) s wua
k-codlgebra de disension finita y también separable, y entonces s rigida.
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Capitulo 5

Grupos Cuanticos y la
Cuantizacion de sly(k)

Lijemplificaremos los coneeplos de los capitulos anteriores en lo que se conoce
como la definicién de grupo cudntico segiin Drinfield, y construiremos wna coan-
Lizacién para el easo mas simple no trivial: sly(k) el dlgebra de Lie de las matri-
ces complejas 2 x 2 de traza cero. El abjetivo que se persigue os construir una
deforniacion no trivial del dlgelira envolvente universal de sty (k) .

Resulta que los propios axiotmas de ésta deformacion tienen implicita una
estructra qne se conoce como bidlgebra de Lie. Para sly(k) estas bidlgebras
de Lic estan completamente clasificadas. Lo eual sngicre la manern en que hay
que deformar la coestructura del dlgebra envolvente universal de sla (k) | lo cual
u su vez sugiere una deformacion del corchete de Lie de sta(k). El problema es
entonces construir nna defornmacién asociativa del producto tal que el corchete
inducido sea In deformacidn del corchete obtenida anteriormente. Este no cs
mds que ¢l viejo problema que resuelve ef dlgebra envolvente universal, en nues-
tro caso o exactamente aplicado a dlgebras de Lie, sino a lo que Bamareinos
q—dlgebras de Lic. Obteneios entonces una especie de g—dlgele envolvente
universal,

La manera en que se presenta ésta g—algebra envolvente mniversal es, por
suphesto, por medio de generadores y relaciones, que cs la manera usual en
que se presentan en la literatura los grupos cudnticos, Parn hacer la coneceidn
con Hiestro punto de vista, que es presentar las estructuras mediante serics
de potencias harenios uso- del teoremn de Poincaré-Nirkliofl-Witt aplicado a
g—ilgebras de Lie.

La definicion de grupos endnticos tratan con dlgebras de Lie. En lo que signe
k denotar al campo de los mimeros complejos, a menos que se diga lo contrario.
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Sea G una k-dlgebra de Lie, UG su dlgebra envolvente universal, U, = /¢, ol
ke-médula de las series formales con pardmetro ¢y coeficientes en UG, Y consid-
ereinos la estructura canduica de dlgebra de Hopf de la envolvente universal ({9
pag. 224), (UG, p,u, A, ¢,n), doude jt es el producto, u el mmorfistno unidad, A
la comultiplicacidn, ¢ la counidad ¥ y la antipoda: A : UG = UG o, 116,
morfismo de k-dlgebras caracterizado por Afz) = 2@ 1 + 1w, Ve € G,
¢ : UG =+ k, proyeccion candnica,(I’G = k& GUG), y : UG = UG, antimor-
fisimo dado por j(z) = ~r, V& € G. En todas éstas definiciones se estd haciendo
uso implicitamente del teoreina de Poinears-Birklioff-Witt, (9], teo. 1.1, pag.
222).

Definicidn 24 U, se Hamp cuantizacidn de G si ezisle una deformacicn
Vet an Agy e )

del dlgeboa (UG, p,u, A, g) de Hopf.

A una cnantizacién 1mubicn se le Nams grupo cudilics. Bste nombrm es
porque s estid pensando en grupos de Lie. Mds especificamenite, para estudiar
utt grepo de Lie G es connin reemplazar a éste por su dlgebra de lopf, C(().
De aqui ln palabra grupo.  Mientras que eudnlico (quantum) se refiere a la
deformacion con pardmetro ¢ ([18] pag. 85).

Obsérvese que al nichos existe In deformacidn trivial. Antes de dar una
deformacidn no trivial averiguentos coto tiene que ser dsta, O en oiras palabras
lo que sigie son consecuencias de la definicidn de cuantizacion.

Sea p: Uy = UG la proyeceion natural, s : l/,@k,lh ~+ UG, Uy switel,
U = UG, Sedefine Aj =504, Eionees, paraa € U ;

Aila) Ay(pla) +1b) con b el

A(p(a)) + te

para algin ¢ € U,(;)k,U;. (recardar que Uy, Uy = (UG @ UG ), v que &y =
Liva t1A:). Luego,

Al(n) = A(pla)) + ts(e)
por ser A coconntlativa, De donde Ay(a) — Aj(a) = 0 (mod 1), Finalmente,
haciendo t = 0 en la serie {Ai{a) - Aj{a)}/t; )

Aa) - A}
_.'(."l‘_'(‘l).h:(, eUayl
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Por lo 1anto, tenemos una funcién k-lineal:

A - Al
§: UG UG UG, av ——-'-(-‘-l‘)—l—é'—(‘-]—) ly:n

Denotemos cott la misma & a dlg . Se afira que:

Propiedad 7

§:G2Gong

Dem.- Sea P el conjunto de elementos primitivos de UG . Como carack = 4.
P=¢ Asique: g €G & Ag=g® |+ Ly ([9), pag. 225, 2.1).
Sea g € §. Podemos poner, como se observd antes:
Ayg = Ag4tb con b eyl
aOl4 e g+1b

aplicando (1d & Aq),

(HoA)Ag = gaA(I)+ O Ag+I(Ide Ab)
= gRA(N)+1@gel+ 101 g+ tab)+1(1dE AN
similarmente,

(Ardid)dy = gRIQTHIQgt+1{bD )+ A1) D g+ A6 Id)b

aliora sabetnos que en principio | € UG no es necesariamente la ynidad en la
deformacién Uh, sin embargo salvo un isomnrfismo 1 es también In unidad cn
la deformacidn. Asi podemnos suponer que 1 € UG es también la unidad en U,.
Luego como Ay es, por definicion morfismo vititario de dlgebras: Ay(1) = 1o},
Ista suposicidn junto con la coasocintividnd asegura la igualdad:

2SI+ 1R 1@g+{1Ob+{/dB AN} = yO 1O 1+ IR 1Dg+L{bD 14- (A 1d)b)

i.e.,

t(1ob4 (Ido A)b} = 1{b6r 1 4 (A, @ 1d)b) (5.1)

Si dividimos por t ¥ luego hacemos ¢ = 0, (Uy&y, Uit th = (UG &y UG o3y
UG ), de k-médulos) se obtiene In siguiente igualdad en UG 0 UG &4 UG :

1@ b+ (Id Ay =bo @ 1 +{A D Id)by (5.2)

Para seguir avanzando se necesita de:



Lema 16 En genetul, si £ es una kedlye lml de Lie con la cmuclerdstica de k
cero, U el dlgebra envatuente wniversal de £, A la comultiplicacién de ésto,
bo € U @ UV, tales que:

(A & Id)bo = (1d o2 Al = 1 bg - by s 1

tinlonces
by€ Loy L

Doem. de lemne- Sea {gy}y k-linse ordenada de £. Por el teorema de Poincaré-
Birkhofl-Witt ([9], pag 222, 1.1) podemos escribir

an

by = Z e(un....,u.,m ..... v.).‘/::" B/ w'lv . ~.’l|‘;],':

YepotinnyUn
o Equ,.inivy vg) WUICA RO Y ¢ = ai(wi), i = dj(vj). Por lo que
[T e¥n) 3~ iy
1Qbo—-by@ 1 =
Z iy E(";")A"‘(y'u) A,‘“: oy 1]{,',‘:
(uiv)
= Liuw) Stwr g} - 907 € @AM (g,,)... AP gy}
- Z(u u)f(u")Zl...o .l;:_()( l| )( |’lu )’l-u .'1!.. (.«Jm-h . .‘13"-1" ®
by ... gl
1y i -d mdun
= L) S} -+ 907 m&:,nﬁ.,d..ﬂ( i )( o )ﬂ.‘f,‘ gl
ogh g
lo cual hmplica, por Ja aparicion del 1 en b diferencia inieial, que

0= Y ) 2 St (u)-(n Jab, g,

Bl; < Yoy

gLl gl gl

=L e (dyereedm) o) o800
0< Xd; < Lf;

" (7 - m
o) (i )otd gl 0 gl

ett s primera sumatoria siempre aparcce el factor gl .. g7 que nunca aparece
cn la hcguml-l sumatoria, mientras que cu ésta b(’gllnllll sielnpire apirece como
factor g8t ...y3" que mnca aparcce en la segunda.  Asi tenemos wnn combi-
nacién Imeul no trivial de elementos bisicos a menos que las suinas sean sobre
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conjuntos vacios. Y ésto sucede solosin = L,m =1y 1 =/ = ap. Porlo
Llanto;
bo = Z Euyvyfluy O go, € Loy L (%.3)
Uy
Continueinos con la demostracidn de la propiedad afitmada, Pusinios &g =
Ag 4 th, Inego Ay = Ag + s(b) con s switch, por lo que;

Ar(g) - Allg) l
7 l=0
by — s{ba) € G 0 G.

ilg) =

"

Prapiedad 8
i) $lzy) = S(x)AlY) + Ale)dly) Vrye UG
i) Szy) = [Fol+iondly)-lyel+iaed)], Voyed,
donde el corchete es de Lie.

Dem.-

i) Sean r,y € I/g entonces,
Ailey) = Allry) = Ad)Aly) - Ale)Ally)

{Arlz) - All=D)Ar(y) + Sile){Acly) - Aj{w)}

dividiendo por { ¥ luego haciendo t = 0 se olitiene la ignaldad anunciada.

i)

il

i

§ley]) = d(zy) - d(ye)
6(2)A(y) + A(#)o(y) = d(y)A(r) - A(y)d(2)
[Al2),8(y)] ~ [Alw). ()]

y 8i ponemos , € §, como tales son primitivos, se obtiene h ignaldad desenda,

"

i}

El inciso { dive que § : UG = UG UG estd determinado por 8{g . Mientras
gne §f asegura que § es un l-cociclo en el siguiente complejo de cocadenas:

En general para V un F-espacio vectorial denotemos von A(V) al dlgebra
exterior construida sobre V (A(V) = @V/{v? | v € V) ). Entonces:

k
AV =agz AV)

donde /\k(V) ={m AL AU w €V (AL Ak es laimagende vy 6). ..

en A(V)), AYV) = ).
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Sea M un C-médulo con £ F-dlgebra de Lie. Se definen las cocadenas

q
L M) = Ilmn,:(/\ L, M)

y ¢l aperador de cofrontera:
oM S oMM
NESM = NS M
donde
Se(gi A Agent) = Ly cagen (=1l melar A G Aggp)+
Ligoctggn (=N ellas g Agi Aga A NG AL A G A ggn)

y el acento” significa eliniinar ([4] 1.§1. pag.15). . Se tiene entonces un cotplijo
de covadenas cuya inexactitid es medida, como siempre, por

(L, M) = 0 (C" (L, M)

Prapiedad 9 Si £ ¢s una F-dlgebra de Lic entonces £ @p C s un C-mddulo,
¢ on C*(L,LOp L) s Iocociclo & clgy, g2) = [n @ 1+ 1O g, e(g)] = g2 1 +
10 g2, clor)] VoumecL.

Dem.e £ actia sobre £ @p C definiendo
glray) =haloy+zoy)

Veamos los 1-cociclos ¢ de C*(C, L @p L);

o ggd+ Y 1 el )

15142 1€2€2
elyni gl = grelea) + gae(n)

i

8elgr Aya)

pot lo que ¢ es un f-coclelo si y solo si

dorgad = neles) = gacelar) )
o1+ 1@ g elge)] - [ga 014+ 1@ gaieln)]

También con ayuda de tal cohomologfa se puede probar que las cuantiza-
ciones de dlgebras de Lie semisimples finito dimensiontales sicmpre tienen pro-
ducto isomorfo al trivial,
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Prapiedad 10 Si £ es una Pedlgebo de Lie y U su dlgebra envolvente univer-
sl Eatoners,

HL,L) = 0= U ) =1,
Dem.- Sea f € C2{U,17) tal que §f = 0. ie.,
8 f(,b,e) = af (b,¢) ~ flab,e) + f{a,be) - f(a,b)e = 0. (5.4)
Caso: £ es simétricaen £ x £. Se yniere encontrar g € CH{U, 1) tal que
Sa,b) = ag(b) - g{ub) + gla}b, Va.be V. (5.5)

Seit X' una base totalmente ordenada de £. Y sea S(.X) el conjunto de todas las
sucesiones finitas no decrecientes de elementos de X, Bl teorenta de Poincaré-
Birkhofl-WitL asegira que los produrtos de los elementos de S(X) forman ana
lrase para {", Sobre ésta base se define g 1 7 = I/ lincalmente de tal manera
que satisfaga 5.5, conto signe:
st (ay,...,20) € 5(X),
0, sin=1
glrrean) =4 =f{rn ) sin=12
ziglee...ra) = fler, 20, 80), sin>2

Conto [ es simétrica, vale 5.5 sobre £ x C.

Obsérvese como, por lincalidad, si 5.5 vale para f{a,b) y para f(n, ) entonces
vale para f{a,b + ¢).

I'robaremnos ahora que 6.5 vale para elementos de la forma f(y, 22, 2,,)
con (21,....20) € S(X), (1, 2) € S(X) : pura n = 1ya sie hizo. Para n >1: si
{#1.2.22,...,2) € S(X) se obticne 3.5 por definicion de g. Bu easo contrario,

n

Slxy (eas 4 [sora))ea. o)
flzy,azra o en) + [ [se2)n .. 1)

f("'h“f'."nxn)

n

fzn, 2.0 mn) + flen[nea)es . an) ... (6.6)
donde (n, w2y ¥a) € S(X). Entonces para todos los sumandos de 5.6
vale 5.5 por induccidn, en consecneticia, vomo se nbservéd antes, vale 5.5 para

f(-"l yEE. ln)

Fambién es cierta 5.5 para elementos de Ja forma f(z,2p...2,) con z €
Nonhr) € 8(X). En efecto, si n =1 es Jror definicion de g, Supongaiios
> 1. Si(z.rp) € S(X) se obiene 5.5 pror definicion, 8i no, de 5.4 se obticne

forn) (1,220} e e ) ,
+f(z,2v)z0.. .00 (6.7) ;
= —if(ze ) Hf (o e ) + o)z )
+f(z,x|)zg..,r,,'.
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pero tatbidn de 5.4,

J(rizra.oan) = o f(5e0.00) + [ 20y 000) - [z 2)ee . xg
rpzg(ea.. . en) = gleizzy . oay) +9(812)ea. oo

por hipdtesis de induceidn y el caso anterior, fe. vale 5.5), lo que implica, por
linealidad e induccidn (de nuevo) , que es cierla para f(zz 4 [z, 21], 22 . 2y).
Sustituyendo en 6.7,

Sz ...zn) —zxyg(eg .. en) + 2g{eizy. . 2,)
reg(ey .o = glezy o) S glzm) ey .oy
—g{za))ey. .. 2y

= zg(ey...an) - glzor ... 2n)

i.e., vale 5.5 para f(z,zt...24) y por ende, para f(z,b), Vbe U,

Finalnente, veamos que 5.5 se cumple para el caso general.

Sean (1,...,2n)y (1)< ¥m) € S(X). Por iuduccidn sobre n veamos la
validez de 5.5. Si n = 1 es el caso anterior. Supougatnos n > 1,

2 f(za. . zn e Um)
F(Enea e Y)
=J(E1, L2 Tn)pt .. Y por 6.4,
= nrge g gm) = mglE . zagr i)
+e19(r2. Ta)y oo
+eiglea.. xatn. --!Im) - !I(”I et Am)
~r1g(ra -wxn)yl oot F gz Y
= ‘yly(tln-l‘m!ll-w!lm)

f(-"l LYY ---!/m)

Caso: f no stinétrica en £ x £, Definimos h : £ x £ = £, con la signieme
tormmla: Me,y) = f(z,¥) = J{y,2). b es antishodtrica, por lo tanto defline
una funeién b : LA L - L. Luego podentos cousiderar que h € C*(L,£).
Jalenlemnos, recordando que £ actia sobre sf misma via su corchete de Lie,

o by, 2)) 4 [0, 2)) = (2, b))

+h([2,4),2) = b[2, 2], 9) + [y, 2).2)

= —sz(z,y, z) +JEI("")"|U) - sz(.'/l"!’:) +‘52f("n'l~"')
"‘sz(zll“)”) + J’f(y,x,z)

= {0,

Eh(x,y,2)

por lo que h es una cofrontera. Es decir, existe ¢ € C1(L,£) tal que h = 8.
Extendemos —g linealmente (e inductivamente) a U de la siguietite manera,
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sl (21,00, 70) € 9(X),

e _f ey sin=1
om = { Ty o) = ooy o) = glo)en . oan, sin 22

sobre los mottomios bdsicos dados por el teorema de Poincare-Birkhofl-Witt, .
Entonces, si a,b € £, {obsérvese que como § € ¢ (U,1°), 8'§ denota ef morfismo
de cofrontera de Hochschild),

Il

8 jla, b) - 8'§(b,a) b+ [a3(h)] + [§(a), 8]
= ~(a,g(t))+ b a(a)] + gla.b}
= #'g{a,b)

= f(u,'i) - f{b.a),
despejando,
fagh) ~ 8'3(a,6) = f{b,a) - 8'5(b,0). Va,b€ £

o8 decir, I diferencia f—8'5 es simétrica ey £x £. Luego, como [—8'§ € ker 8%,
por el caso simélrico se obtiene que [ s unn vofrontera.

Corolario 5 Si £ es F-dlgebra de Lie semisimple y finito dimensional enfonces
su digebra envolvente universal es vigida.

Deme Por un lema de Whitelead, ([8], prap.6.1, pag. 249) se obliene que
HYL,M) = 0 para cualquier C-médulo M finito dimensional, En partieular
I1*(L, L) = 0. Lo que implica H2{U,U) = 0, dondde U es el dlgebra envolvente
universal de L. Y asf, por teo. 6, cap. 2, {7 es rigida.

Regresando a nuestea k-dlgebra de Lie § se obtiene que §: G — G & §
es un l-caciclo en C*(G,0 ®x G). 'Tal § tiene wids propiedades. Por ejenplo,
dualizando

(G % G) ~— "

dotde i : G* @ G* = (GOG)*, i[m@n)(vEv) = m({u)n(v) es inctusion (pues
mamla linealmente independientes en linealmente independientes). Abusando
de 1a potacion denotnsnos con §° a §+.

K| siguicnte es un edleulo necesnrio para probar que 8 es un corchete de Lie.
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Obscrvacidn- Sean r,y.2: € Ug*, delgex lify D=tad-dol + (Mo
A)d - (A® Id)d . Entonces

(2OYO:—-pRITO:4:QrAOY-20 YR+ YDAz -20:20y) D=0

Dem- Por linealidad podemos suponer que d = a® b, Pongamos § = (6 y®
2—YOr®+IRLOY-2QYOr+yR:Or—0z60y), 8 : Gon UG - UGen UG,
switch. Eutonces:

So(ldoA- A Id)anb) =
(a)(yo:)(A(L)-sA () +(r@y)(sAla)- Ala))z(b)+ (y:)(sA(a) - Aa))2(b)+
y(a)(z0x) (A(b)-sA(b)}+(r@z)(Ala)-sA(L))y(b)+ 2 (a) (W) A(b) -5 A(b) T)

pues A es coconmutativa. Un cdleulo similar muestra que S(od—-do 1) =0,

Propicdad 11
F GG g

es un corchele de Lie

Do,
8* vs alternante; sea €6, g €0
)y = (z@2)i(g)

i}

(= ® £)(ba — s(bg)) donde Ay =a+1tb, con be UG ey UG
(x @ 2)bg — (r ® 2)5(bo)
=10

h

puesr @ = (r®x)os, Porlo tanto 8*(x,#) = 0.

Jdncobj ; sean 2, 9,2 €G*, g € G. Pongamos, como en la demostracion de la
propiedad 2.3, pag. 20, by = Y €u,o(9)iu & g con & oly) € by {gu)u bitsicos
en §. Entonces:

8z, 9)g) = (zoy)ilo)
= (z®y)(bo - s(bo)) por definicion de §(g)
= Zcut.v(!]){r(ﬂu)y(.‘lu) - !/(yu)f(.'h')}

ast;

(#°(z,y) ® 2) 0 §(g)

Zu,u Eu.v(g)('s'(znll} (9] Z)(!]u Do -Gy & .‘/u)
Zu.l' Cu.u(.’l){".(zny)ﬂu:(!)u) - 6’("1!/)!/11:(.’/':))

8 (8 (= p) 2Dy

nouu
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= E,,‘,,'u:.u: fu,u(.‘l)fu',u'(.’lu){'"‘(.’hn‘)!l(.'lu') - I(ﬂu«').‘l(.‘lu‘))-‘(!lw) (5.8)
- Zu.u,n',m' Eu.u(.’l)fu',u‘(!]u){f(.‘lu‘)!l(.’hr‘) - ’(.‘hr').'l(!ln')}:(.‘ln) ’

Por otro lado, {ver 6.1 y 5.2, pag. 75) podemos poner N(g) = Alg) +thy
pensar a b € (UG & UG), para obtener

1ab4+ (Ido AYb=b® 1 + (A Id)b (5.9)
Desarrollando b como serie b= Y, b, b € UG &y HG se obtiene :
1@ba+(Id® Abg + {1 b + (IdR A ) =
bo® 14+ (Ac@ Idbo+ t{hr @1 4 (A, & 1d)by) (mod 13)

escribiendo by en términos de bisicos, by = Y, buutin ® g (Eup = Eunly))
pongames Ay(gu) = gu @ 14 16 gu + () + t2d(x). Sustituyendo:

10bg + 7, & {9 ®)1 Qg+ qu B9y @ ) +gu O bo(v)} + {1 b+ (Td A )b )} =
bo® 14T fuo (@) Ot + ) gy B gy +bo ()R, }H{ by 1 (NI d)by {medd 12)
como los cocficientes de 1 en ambos lados son iguales:

D Guata @ bo(v) + 10 by + (1d6 Ay
Z:Eu.ul'll(“) R + hOl4+ Qe Ill)b|(llm(l l2)

haciendo § =
EEu.u.’lu@bo( v)+10b) o+ (1dBA)b o = qu,pbo(u)(i)yy-}‘bl,otiil-{-(AQ‘?Id)l’,,u

escribiendo a bo{u) = Yy 0 buror {u)gur © g :

Zu,u.n',u‘ Euwllu @ Eutpi(V)gu S gur + 1D bi o+ (1d@ Ay o = (5.10)
© Yt Cuburo (U)ge O gor O gy + bio® L+ (A Md)byy

aplicandoa 5.0 2R Y@ 2,y r® 2,2z QY 2OPO L YN O, 2Oz RY, Y
en vistade 5.8 :

B8 (2,0), )y 4+ 8" () g + 8@ xhda = SO) (5.41)

4
donde S= (2 DYD 2 -yOzO1 42020 Y—-2QPATr+yI:Hr—re2z@y)
yD=10ho-bio® 1 +{1d® Ao~ (A® Id)b) 0. Pero pror 1a observacidn
inmiediata anterior, S(D) = (.

Lucgo como 5.11 es para todo g € G se concluye que §° es rorchete de Lie,



Delinicion 26 En general, si £ es wna kedlgebra de Lic y 30 £ = Lo £ os
k-tineal tal que:

i) # es un I-cociclo en C*(L,L & L) ;

) L@ L L7 es un cochete de Lie ;
entonces B} se lama estructum de bidlyebra de Lie.

Hemos probado que cnalquier cuantizacion de G tiene una bidlgelra de Lie
subyacente, lo cual puede ser interpretada como su aproximacidn de "primer
orden” {en t}. Para construir cuantizaciones es, por lo Lanto, natural proceder
et dos pasus; primero encontrar una estructurn de bidglgebra de Lie y entonees,
usando s informaucién de primer orden, construir su cwantizacion ([H] pag.
214).

Si el dlgebra de Liv G es finilo dimensional y semisitnpde entonees los grupos
de coliomotogia }*(G,M) son cero para cualquier G-madule M (9] cor.2.5,
pag.101}. En particular: :

0= 1'G,6 & G)
i.e., ker 8 = hnd° donde

1] ]
CG.o06) HCUGGm 0 H NG Gen )
f
Hom(k,G & G)

Gong

Lo que aplicado a nuestro § cociclo, §(z) = 8%(r)(z) para algin r € G&4 G, V2 €
¢, pero por definicion:
Z (-Wer

§(r)(z)
1<a<t

(F@c+a@l, 1 por definicion de la
accidn de G sobre § ¢4 G

1

eit consecuencia
S)=[1oz4+za L

Delinicidn 26 r se Hama r- matriz cldsica,

Traduzcamvos nhora las propiedades de & ala r-matriz v, Para dsto pongamos,
r=Y 2 ® Y con cada 2y, 4 €5
=Y polen, MP=Ynonel, P=Ylonoy,

eteétera.
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Prapiednd 12 Si G es k-dlgebit de Lie senisimpley s - UGen UG — UG U'¢
swtlel

a) §° es allernante & v+ ' es G-invariante; donde ' = s(r);

b) st v+ es G-imvariante:

8" salisfoce o identidad de Jacobi & e 24 30 4 [112,0M) o5
G-invariante; donde ¢l corchele s en (ll(})""'.

Dent.- Pongamos v =¥ 5 0 g con x4 € G,
a) Sean &,y €G* g €G:

0 = {Sy)+8We)}e)
= (eap)dle) + (v 2)ily)
= (ray)y-r)+woz-r)
= (Foyilnelen+aio(au))+ ool zjon+ziolnul)
= oly eyl + 2wl ) + pllo.2de i) + y(ede(ly, ) -
ie.,

(o yg-r4+9-1)=0Vr,yeg*
lo cual es equivalente a
g-(e+r')=0 Vgeg

o lo que es lo mismo, r 4 ¢’ es G-invariante,
b) Sean 2,y,2 €G*,4 €6,

FE e = @Elne)sr

= {6.("‘|¥/)®:){[y1r|’](-;°!/i+£i®[.’l|!/i”

= Sl n) + 8 (2 )eily n)

= {(z®y)ly, o] () + {2 @)y - r)zlo )

= (e yHllg ) 5} © gy + 25 0 (g 2y s} =) +
(z @ y)len 2@ s + 25 O 20 y5))7lo, ui)

= (zoyoMnahz)on et o el en
+riej) @y O lo )+ = @ rayy) 0 o)}

de donde

W = oy uolrdziou +we o lae)eg)
Hy )@ [ro 20y + ) © 25 @ lri )

S = ovo:lyowe e+ (v rdylonsr,
+05 @ 19, W) 0 (20, £) + [0, y5) @ 9, ) © 75)
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reacomodando, 8 satisface Jacobi si y sdlo si

0 = {ped@loyeaygoll+iiohaloysoy ol
Hrotaluwlziryol+llosgolgyl s eyol
e paelioroy+holol s ooy
oo olLlaryonl+lanoleeloney)
tHlogelpx)yelonl+nalonalyotoy)
Halwl oy aloy)+eolnuolyolany)

lo enal es equivalente a

YN PRI T AL P TR P ) X P ) TP R

(G actia sobre (UG)®* mediante
g-ooboe)=(gaobwetedpbl@ctanbo(g,]

). Considerando la funcidn lineal UG & UG — (Ug)@(" VU2 U @UBL, comn
41 ¢s G-invariante, sc obtiene g-r!'? = —g-p?%, Similarmente, g-#% = —g.+%,
g = —g o1 st

T L N e P AL |

pues, como cilculos directos demuesteas, vale la formula:

Lomn 16 Siuv € (U(j)“’3 :
a-luo] =g uo]+fuy -]
es decir, g vs una devivacion,

Por 1o (anto, [, #12] 4 [1¥1, 0% 4 |r'*,13Y) es G-invariante,

Definicion 27 (r,r) = [F2, e+ 102,05 4 (1Y, v ) ([13] pag. 214 iiy)

Obsérvese como ésta suma do corchetes no es precisamente la smua de
corchietes obtenida auteriormente. Sin embargo puede obtenerse ([2) vec. L.
pag. 903). Par ésto:

Loma 17 8i £ es dlgebra de Lie simple finito dimensional sobre un campo 1°
e caructeristica cero, los elementos C-invaviantes del C-mddulo £ @ C tienen
dimensidn unao,



Den-
Los F-endomorfismos End(L) sobre £ forman un L-mddulo:
eh efecto, siT€ £, € End(L), se define

l-f=Diof-—fol}

donde Dy : L= L, e [lLa] .
End(C) ~ L &p L como £ -médulos; sea

¢: L - L
Low gl): £ 5 F
r ()
donde (,) es la forma de Killing. ¢ es iso pues la forma de Killing es no singular.
Por loque C5p £ M‘éd" L*®@L. Pero £*® L ~ End(L) via el morfismo definido
a continuacidn:
0: Lol - EndlL)
fol w 0fel): £ - L
2 fla)
Hagamos ver que 8 es un isomottismo exhibiendo su inverso:
W End(l) - Lol
¢ -{)E = Yo fou

donde {£;}i es base de £ y p; : £ = F es la proyeccion en Ia coordenada i ;

Gou(f)z) = Y 0(pof® i)
= ij(mo/(z))m
= z':f.'m,- donde f(z) = ) &xi
= f;::) Vre L i
e, 0¢(f)=/[.

W&l =Y piollf ol o 5
pero pi o 0(f S U)(x) = flz)& donde ! =Y, [ ® &, asi
W(f @) Z&f O
Z.f@fm
f|®l

H
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(Lon L) ~———— Ind(L)
¥ mdn\c’/o
Loopl
Se afirma que 0o ( @ ldg) es de L-médulos;

Do (g lde((Lh]® b +h &[4
ol hle ) +0(v(h) @ [ 1))

Doy ide)(l-(hob)

0

ol W)

ot e b)) =
= ([l,l]],'&‘)lz
o) @ Lk = eh)E)lhE]
= (h, o)l 12}

por lo tante

oo lde)(l (h @ k) @) = (L4} 2k + U, o) k)

Lo(h)el)

Do 0(4(h) @ b) - 0((h) & b)o Iy
Dy (¥l ()}

(2} Du(l2)

(hy 2} 12}

0o(peld)h®h)

Dyo8(¥(h) ®h)(z)

| | | | I 11

o) & bl 2}
LAUY I
(L2} )k

~{[=, L)

S CR (AN

0(9(lh) @) 0 Di(z)

o mnn un

por lo tante
Oo(y o Hde)(! - @bz} =100 (V@ ey &1y) (2}, Vel

ie.,

Oo(v@ Hc)(l-(h@la)y =100 (he ldc)(ly & 1y)
de donde 0 o (¢ ® {dg) es de L-mddulos.
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Se obtiene entonces que (CRL)E = C-invatiantes de (L& L) ~ C-invarianles
de End(L) = End(L)€ . Por lo que basta con probar:

dim End(£)€ =\ : sen £ € End(L)* entonees Dyof = ol Ve L,
donde D L= I z++[l,2) ,Jo cual es equivalente a

W =flhe), Vizel (5.12)

Consideremos ! subilgebra de Cartan de £, £ = Ly descomposicion de
Cartan asociada a ! = Ly . Sea ademds {ha | a rafz} estrella de £y v,
generadar de L, para a raiz tal que [eoq.¢q] = ho . Se cumplen las siguientes
relaciones ([15] cap. 5)

[ha fig) =0, [easlig) = alhp)es

0, si a4 3 no rajz;
[t-arta] =ha, [tares) = ¢ EagtCass, 8 a4 @ iz (para algin
&apETF);

para westro f € End(£)* podemos escribir, s a es rafz,
flea) = hia)+ Y x(a)er (5.19)
A rafe
doude hi(n} € 1 y £{a) € F. Por 5.12,
f[hmpn] = U'm!("n”
[ha,Ni(0)) '*'ZC*(")U‘“’”' (11 es abeliano)
\-—v——f iy

0

=Y (@A (haer
A

por otro lade

Jlha ca) J(~a(ha)ea)
~a(ha)f(ea)

~a(ha)t{h,) - zn(ha)fx(ﬂ)ﬂx

A

i

]

lo que fmplica 0 = a{ha}i(a) = (ha, ha}i{a), pero (ha,lia) > 0, por lo que
Ii{a) = 0. Sustituyendo e 5.13,

flea) = Y_&x(a)ea
A

89



I consecnencia,
f(l'u) = f[‘-(l , "u]
[l -mfcn)
Y alalleoa,en]
2

Y &l0)eanesrma +Eala)ha

A-n rafe

I

luego, si A es otra raiz,
0 Slha.ha)
[P, f(ha )}

Z &la)eoanlhp,erea] pues H abelisno
A=n tafz

- Z Ex()€ear(A—0){hglea—a

A-a raiz

i}

i}

I

i

(5.14)

(5.15)

si ponemos f1 = XA = a para alguna A — o rafz particular, (A - a)(hy) =
(haayhg) # 0. Asi, de 5,15 Ex(a)é-nn = 0, VA raiz tal que A — o raiz.

Sustitnyendo en §.14,
J(ha) = &u(a)ha .
Pongamos &, = £ala). Se tiene que
si a, f son rafces tales que (ha, hp) # 0 entonees €, =&y
B(ha)f(eg) Jlep,hal
[epr Sha)
{n[clhhal
b ﬂ(l‘n)':ﬁ

n

mn

|

n

“por lo que 8 0 # (hahp) = B(ha)) fleg) = Laep, de donde & = & . En

particulnr se oliticue que

Jlta) =€ata . Vo rafe

& = &y, 5i a, P raices § sen ag ralz fija y pongamos £ = £,,. Sea M =

{a ralz} €, =€},

W=3" Fhat Y Fea

AEM A€M
probemos que W oes ideal de £. Como

L= Z Fha + Z Fe,

o rafz a rajz
para hacer ver que W es ideal basta con probar que:

90



(i} [harer) € W
(ii) {ea ) € W,
(iii) [ea,er) € W 5

Vo raiz, A€ M .
(0): [taren) = =(hayh)er €W . si A€M ;
(i) fen, ba) = (hoba)eq - Si (ha,hy) = 0 entonees feq,ex] = 0 € WV Si
(hayhy) # 0 sabentos que £, = €1 = £ Inego a € M, s signe que [eq, hy) € W,
(iii): Si[eayer) # 0, [earer] = Enrtasr O & x #0y a4 rafa. Aplicindo
JTearea) = o pbuprtrn,  [ta,Jea] = €apbeaya

lo que implica € = £q4a. Ltcgo a + A € My asi [eq,er] € W,
Por lo tanto,

W es ideal de £

pero como £ es simpley W #40, £ = W, de donde M = todas las raices de £,
i.e., £, = & para cualesquiera a, 3. Podemos poner

flea) =Eca. [lha) =Eha, Vo ralz
lo que quicre decir, [ = £ld. Por lo tanto dim Iz'ml(ll)‘: =1.

Observacién,- §t V # 0 es F-espacio veclorial, dim V- < 00 con carac I # 2y
-tV x Vo F forma bilineal simétrica no degenerada, entonces V' Licne una
hase ortonormal.

Dofinicion 28 Si £ es una Fodlgebra de Lie semisimple finita dimensional con
caraeleristica de F cem,

1€ L®p L selama clemento de Casimir si 0o (¢ 1de)Q = g
donde 0 y ¢ estdn definidas en of lema 17, pay. 86 (9], pag. 99).

Lewn 18 8i £ es F-digebra de Lic finita dimensional con camc 7 = () y Q es
elemento de Casimir entonces L= ¥,y 0 2, donde {2¢}; s base ortonormal
de L con respeeto a fn fornia de Nilling, Ademds Q es C-invariante.

Dem,- La existencia de la base ortonorntal {2}; estd garantizada por la ob-
servicién imnediata anterior, pues como £ s semisimple, la forma de Killing es
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o degenerada. Sea ésta (,). Entonees, utilizando la notacion del lena 17, pag.
86,
O e 1d) = " 0(dlre) 5 24)
i
ysizr€L;

B(d(xe) &0 2i)x

Z(¢(17.’)(1’)1‘.‘ por definicion de @

Yl

(
—
Zég,j iy donde £ = LE,-:,-
i J

Zfi-l‘i

= r

H

"

ie, ¥, 0(4(x) ® 2;) = Ide. Por Io tanto, 0(6 » 1d)Q = Idg, ie, Qes clc:
wento de Casiwir. Ademds como (£ £)° =~ End(C)* y lde € End(C)*
evidententente. Se sigue que R € (L& L) .

Propicdnd 13 Sea § dlgcbin de Lie finita dincasional y simple. Si ademds
ponemos §*(q) = [s® 1 + 1 g,v] Yy € entonces podemos suponce que v estd
torcida (i.e., r+v' =0) y en lal caso:

§* satisface Jacobi & (r.r) s G-invariante.
Dem.- Por propiedades 11, pag. 82 y 12, pag. 85 resulta que r 4+ o5 G-

invariaute, Pero los elementos G-invariantes de ¢ & @ son uniltiplos escalares

del clemento de Cashnir
Q=Y gan
1

doude {g;}¢ es base ortononnal de G con respecto a la forma de Killing, Por o
que r 4 r' = AQ para algin escalar A .
Si A = 0 entonces r estd torcida, Si A # 0 se pone F = r ~ %}(2. Luego,

i

lao i+ 1@, g F

n

A _
gt = =g-8, pues @ es G-invarinnte,
YRy
0

gr
4(4)

il
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¥ F estd Loreida:
FEFo= o4 = A
=0

por lo tanto podemos suponer que » = F torcida.
Salictnos que d° satisface Jacobi & [p¥ e 4 [0 r®) 4 [p12, 01 o5 G-
invariante, Pero como r estd torcida;

['.2.1,,.”] ¥ [’,.’lll ',’.'.’!] +{’.I'.'",-1l]

ji]

_[’,IQ, ',!3] - [,,l:l. ,_23] - [,,12‘ ',l.’l]

~(r,7)

i

Asf,

4§* satisface Jacobi & (r,r) es G-invarinnte,

Lasuma (r,r) se cansidera porque la ecuacién (v, r) = 0 es conocidn como la
ceuacidn cldsica de Yang-Bazler. Despuds, para G = sla(k), encontraremos soly-
ciones a tal ecuacion. Las consideraciones siguientes serdn vitiles para alcanzar
1al objetivo, '

Sea 14,9y Uge' o uyge' Uy © 7 G uy -y O uy & uy y andlogamente
T(2.a) 71,3) - Supongamos que la r-matriz v = 7, a; @ b; estd torcida y aplique-
mos lns funciones taw a {r.r) :

rainn = raalt e nalet? e 4 g r e
= Z oo 0] ® b @b + Z 0210 6 [biya;) @ b
5] )
+ Z 1,2y & aj @ [by, bj)
[F)
= Zb; ® [(l.‘,ll,‘](‘) ’)j + Z[b"“j] ®a; ® llj
i [
+Z"J @ a; @ [bi, by}
i

= [P 4 [, ] 4 2, )

= e = 12, M [19,029)

= -(nr)
similanente, 7aay(nr) = ~{rr), falne) = () o Bs decir, 75 =
~(r,r) para toda (i, j) transposicion ea el grupo simétrico &1. Se alirma que
ésto implica que (r,r) € A*G . En cfecto:
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Lema 19 55V oes un espacio veclovial de dimension finila sobre el campo F
de caraleristica com y x € VO es lal que 7 5y(£) = - & V(1,j) transposiciin,
entonces € \" V.

Dent- Sea S, el grupo simétrico de orden n}, m = dim V. g : VO" 5 A"V
proyeccidn natural. Entonces dim A"V = ( " ) . Pongamos

W=(zev® | 0.y = =, V(i §) transposicion en S, }

Por demostrar que ¢fiy es inyectiva (ésta es exaclamente lo que se afirma en el
lemna). Para lo cual consideremnos ey, ..., e base de V, entonces

(Z (=0)raleq, ®...@e, )| 1 < iy <<y S}
7€ 8n

es base de V.
Si l.. <,.. (fu;

g{ Z (-—-l)"f},(ﬂ.’l ®...Qr,) ) Z (1) 7alei, .. B eg,)
oGS, a€Sa

31 ol A Al

0ESy

Il!(:;' A A,

1

i

i.c., ¢ manda bisicos en hasicos (caracteristica es cero) y entonces resulla que
es inyecliva, :

Generalicemos la definicion 27, pag. 86.

Definicion 29 Siv,v € 0@ G ;

(4, 0) = 02, 613) 4 [u'2, 020 4 [, %)

Propicdad 14 Si § es k-dlgebra simple finito dimensional, v una t-malriz lor-
cida y Q el elemenlo de Casimir del lema (8, pag. 91. Enlonces,

" (rf)) +(Rr} =0

b) (§2,9) es G-invarinnte;
¢) (2,9) es na cero, si G es no abeliana,
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Pem.s Pongamos r = Y a; 0bi, Q= 3 95 6 9;. Ln las siguientes iguallades,
Lt i 95 D Yj B B
cada vez que aparezean los subindices 1, 7 se sobrentendera suma sobre vllos:

i)
(l‘,n) = [ru‘ Qm] 4 [I“?,Qm] + ["l:l' Q'z.'l]
= [ui,95] 0 bi @ g5 + i @ [biy 9] ® 95 + ai 6 95 0 [biy )
= |op,g5]© bi @ gj +a; (5)'&0',2 puies € es G-invarianle;
) = [gpa)@g;@bitg; 6l a]ob +9; 66 (g b
= "w@bi + g5 @ i B gy, b
0

(D) = [on,05] 0 b 6 g5 + 05 0 i @ [g5,b]
[as,05) @ b; 6 g5 + g5 © b & a5, 95] Pues v esti toreida
Opues a; - Q=0.

i

) Pongamos & : G = G & G, §i(#) = 2 Q, es decir, §) = ), Emonces
b .
8} =0 por supuesto que s corcliete de Lie, y come  es G-invariante, se sigue,
r po q
por propiedad 12, pag. 85, que
(2%, 512 + [*, %] 4 [, QM) es G-invariante.
Utilizaudo que § es G-invariante,

[Qm' QI'J] + [Q:HIQ'.‘.']] + [nl?( n.’ll]

= ;O g gl Oui+9i @45 gingi] + o0l 05w gy

= -g; O[99 @0~ 0 93, 9i] @ 95 ~ 9i @ lwir 9] @9,

= =3 ® g oy

= 3o, g5]@gi dy;

= 300,
ademds, si (,82) = 0 entonces como los g; son hisicos, [g5,95] = 0, Vi.j. Lo
que implica G abeliana,

Propiednd 16 La parle G-invavianle de /\”(J s cemw
Dem.- Como A*G C G G y dim (G 9 6)® = 1 entonces dim {A?G)F =0

& 1. Stocurre lo segundo, el elemento de Casimir, Q= Y21 @2 € A, e,
T, = =8, pero 1p,2)Q = 2 asi 20 = 0. Lo cual es imposible. Por o que

dim (/\?(J)‘7 =0.
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Efem. 15 La cuantizacidn de sly(k). Tomemos G = sly(k) las matrices 2 x 2
con traza cero y con entradas en k of campo complejo. Mostrareinos como la
cantizacion “usual” introducida por Drinfeld y Jimbo puede obtenerse,

Segiin lo anterior el primer paso es obtener las estricuras de hidlgebra
de Lie. Sabentos que tales estiteluras aparecen segiin lo hacen las r-matrices
clisicas ¢ (ara las dlgebras semisimples tales como sly(k)) y podemos suponer
que Lales r eshdn sujelas a Ins sighientes condiciones:

(reA'd;

(i) () €G®* es G-invariants;
pero (rr) € APG, v asi (nr) debe de ser G-invariante de A6, pero todos 1o
elementos de A*G son G-invariantes pues dim A6 = ( d"g" ) =1y (2,0
qite es 1o cero, eskid en /\“g , ¥ es G-invariante, segitir la propiedad 4, pug.
94, Asf la condicién (ii) es redundante, Por lo que lns esbcturas de bidtgebras
sobre § estan parametrizadas por A*@ espacio d-dimensional,

o particular:

Teoremn 21 (r,¢) = £(Q,9) pama alpin € € k y entonees F = r+/=EQ
es solucion de la eenacidn cldsico de Yang-Buxter, donde Q es el elemento de
Casimir.

Dem,~

(r 1) 4+ V=€, ) + (2, 1)) = £(,90)
= 0.

(" ¥)

Las estructuras de bidlgebras de Lic dadas por A*@ 1o son Lodns diferemies.,
preden dar lugar a estrncluras isomorfas: 4,8 estructuras de bidlgehras son
isomorfas si existe o nutomorfisimo de Lie tal que:

G = Gong
e )} 0} n@a
g =+ god

pero si 8,8, provienen de r-matrices 1y, ry respeclivanente, ie., §(z) = ¢
r,8(2) = - rg, entonces, que ol diagrama anterior commute es equivalente a
que Ve € G:
(e a)(z - n)
(a®a) Z([x, ai) & b + a; @[z, b)), donde ry = E a6 by ;

t

a(z) -
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Z([nx,nui] @ aby 4 na; B [oz,ab;))
1

z az (o Qa)u @ b)
afz) (e @aln

1]

ie.,

nf2) - {r2—-(a@oy) =0, V2€( {5.16)
luego como a es antontorfismo, 5,16 es cquivalonte a que ry - (0 @ o)1y o5 G-
invariante. Pero tambiéy 19— {0 @ a)ry € A*G (aplicar T(.2)) ¥ como la parte
G-invariante de A2G es coro:

ry = {0 &) a)ry

Asi que las clases de isomorfia de lus estructoras de hidlgebra de Lie sobre
sly(k) estdn poranetrizadas por el grupo de automorlismos de Lie Auty(G)
actuanda sobre /\‘ g.

Sen SLy(k) el grupo de matrices complejas 2 x 2 con detenminante 1.
Lemn 20 Sio € Auty (G) con G = sly(k) entonces existe T' € Shy(k} tal que;

afm)=TmT™", Ym € sly(k).
Dem.- Sea,

AR AN NN
"‘(0 u)"*(i 0)'"'(0 -1)
liase eanduicn de sla(k). Pongamos V = k%, V ey ont G-médulo definiendo,

gx Vol (@) - azjy.

V o5 irredusible, pues s no, existe W C ¥ un G-invariante con dimV = 1,y
como § = [G,G), se sigue que 20 = 0, Vv € V,z € G, ie, nfz) =0 V2 € Glo
cual es no es posible.

Utitizando teo. 7.2 pag. 31 de {10), V tiene un inico vector maximal vy
correspoudiente al inds alto peso de V que es dimV ~1 =1, y segin lana 7.2
del mismo {10}, V tiene una base formada por vo, 1 tal que

afltjyy=vy, a{lljn = -u,

alX)y =0, a{X)y =w,
afYwg=u, oY)y =0

por lo nue las representaciones matriciales de a(if),a(X), a{Y’) con respecto n
In base{rg, vy} son, respectivamente, 11,.X,Y. De donde se sigue el lena,
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Propiedad 16 £l Auly, (G)-mddulo /\2(7 es isomorfo al Aulyic(G)-mddulo G,

Donne Sea ¥ funcidn k-linenl definida por:
VNG - g

HaX-Xol v [HX]=2X
HaY-Yall » [HY)=-2y
XYoY-vyeoX o [XV)=H

Asi ¥ es mononortisimo, pero como dim A*G = 3, cutonces ¥ es iso de k-
médulos, Vemnos que es de Aul ;. (G)-mddulos.

Sea 0 € Aulpi (@) entonces para cierta T € Sly(k), a{m) = TmT=1, ¥m €
9‘

1

V(o (/1) & a(X) - a(X) 6 a(H)
= fa(ll)a(X)

= X

a1, X)

a¥(H@X-Xall)

V(o X - X o)

i

similarmente para {1, ¥}, [X, Y]

Por lo tanto, las clases de isomorfia de las estructyras de bislgebras de sl
estin parametrizadas por Auly;e(0) actuando sobre ¢,

Pero a su ves, hemos visto que Aulpi(§) estd parametrizada por SLy(k),
{cadn automorfistio de Lie es una conjugacion). 'Tenemos la siguiente reduceidn:
las clases de isomorfin de las estrmeturas de bidlgebras de sly estin parametri-
zadas por SLa(k) uctuando sobre G = sly(k) por conjugacidn.

Atin wids, cada Srbita de la accidn de SLy sobre sly da lngar a unta clase de
isomorfin, Pero para ésta accion, por el teorema de Jordan, sélo hay esencial-
mente tres orbilas:

lade 0, lade (8 (l)),yl:ulc ( {)‘ ’OI‘ )con[lyﬁﬂel:

Regresando a las p-matrices, via las identificaciones anteriores se obtienen las
tres estrncturas de bidlgebras de Lie no isomorfus entre sf correspondientes n
las tres Grhitas anleriores (ver propiedad 16, pag. U8), respectivimnente:

r=0,r=dH@X-XOH) r=pXaY-YoX)



La primera corresponde a la estructura de bidlgebra § = 0. Veaos la
seguda:

) = ol+le: %(11 G X = Xo )

= %u:. Mo X =X ol 4+ ol X) -z X)),
Mientras que la tercera:
(:) Fol+laapXayY-YaX)
mlz,X]Jay Yol X+ X olnY]-[0Y]oX)

I

Para abreviar, denoletitos con AAB aladiferencia A B~ Bin Aen Gan .
Y resumiinios lo anterior en:

Teovemn 22 Las estructuras de biilyebms de Lie sobre sly(k), no isomorfus
entre si son:

i) §=0;
ii) 6() = MLz, M)A X 4 1 A (5, X)), V2 € sly(k) ;
i) §(=)=p{[z, N]JAY + X A[2,Y)), Vz € sla(k), p# 0.

‘Tenentos completo el printer paso en la construecion de una cunntizacion
para sly, Bl teorema antetfor da toda la informacion de primer orden. Ahora
canstrniremos las cuantizaciones proptamente. Lo haremos sélo para los casos
i)y iii}.

Bl caso i), i.c., § = 0, sugiere, por supnesto la deformacién trivial. Para iii)
se requiere algo wds de trabajo,

Lo priniero que se observa es que para i), si ¢ denota a ln subdlgebra de
sty que consiste de inatrices trinugulares superjores y 6= denota o fa subdlgebra
de matrices Lrinngulares inferiores,

8(X) pNoll-HeoX)egtagh;

8N = pXAY -2XAY)=0egtogt
entonees §(G*) C Gt @k GF, pues Gt = (I, X)i. Similarmente §(G-) C
G- ® G- Lo cual sugiere deformar (cuantizar} por separado UGt y UG= y

luego juntar de alguua mancra tales, Deformetnos UGH. printero.
Sabemos §{ 1) = 0, pero como Ay(H) — A}{(H) = t§(11) + 12 sc sugiere,

A=A =Hel+iell (5.47)

ahora, parn X unn especie de generalizacidn de ta cenacidn anterjor,

AfX)=X@f+g0 X
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con f,qcl = (lI(j*),, tales que f =+ 1,9 = | enando £ = 0. Para que 4, :

Gt = U e, U sea de Lie pongamos f,g € (l/ll), donde H es In subilgebra
(lv Lie diagotnal de G = sty(k) (M es abeliana y ast UM es commutativa), En
efeclo;

M(H)AY) = UNGT+XOH[+Hg@ X +gollX;
MX)A(H) = XHof+gllo X +X@ [l +ga Nl
(A1), (X)) = [, X)& [+, X)+ (g —gll) & X

+Xef-~fih
2V 6 [ 4 g 62X, pues U es conmutativa;
A2XN)
A:[H..\'] .

por lo que Ay 1 G < Ut @y, U es dle Lie.
Luego, por la propiedad mnu-rsal de UG, Ay se extiende a A : UG —
U} o, U morfismo de k-dlgeliras asociativas. Y éste st vez se extionds a

Au U 2 UG U Y it e Y Agfa)t!

morfistio de ky-dlgebras asociativas, donde la estructura multiplicativa de U} =
{U/G*)1 es I trivial. Veamos ahora la comultipticacion. Se debe cumplir,

(IDA)ALX) = (ABId)ALX)
desarrollando, ésta es equivalente a
XBAS) +gBNDf + gBgBY = XOSBS +yBXES + M) X

lo cunl es cierto si &,(f) = f @ [, Ai(y) = ¢ @ g. Veamos condiciones para gue
ésto suceda,

= (/). dlgebra de Lie abelinnn, por lo que su dlgebra envolvente nniversal,
UM = K[H), entonces [ = Tosoml M) con pi(I1) € k[H). Por simplicidad
pougamos pi(#) = &1 con & € k. Asl para que A,{f) = [ & f,

ZE‘A'(”)M((‘)H = z Z E(fj "m(l) ® o

i20 n2034§=n

yendo a (UH © UlH); y wiilizando la definicién de A, se obtiene,

Edlll O V4 Ve H)™O) = Z f;fjll"'(" o 1Y) {5.18)
i+j=n
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lo cual recuerda al binontio de Newton; i.e., si se pone & = /il m(i) = i, Vi
entonees se obticne

Yone = S Y i
U o1+ e dl)” = %: .'!,-!” al

lo cual es cierto precisamente por el binomio de Newton. Mds generalmente, si
se pote & = p*fil, m(i) = i, con p € k fijo, entonces Ja igualdad 5.18 vale. Se
propone por tanto la solucidn:

i
[= E L',T”I,' = et
isa

similarmente para g ; )
— 7I Y0 . il
= Z "T!'” =¢
20
donde g € k. Es decir,

AX)=Noerltpelltox

Podemos suponer —p = 4, o cual no es grave. porque si hacemos X
Nem ot ¢ 1 entonces

i}

Ay(X)Afe= Mot NIy A o5 de dlgebras;
Ay(X)em 2NN hor definieion de Ag;
Al(X)ﬂ-lﬁ(i’{—'y)l("@IH@H)

= Ay(X)e 2N 1 200N

= A,(X)(c"/"'“'*"”“ a1)(1 @e—l/'l(yw'l)lll)

(X @M 4 M iy X} 2oslllt gy =1/ 2o )0

A(X)

- _\'lﬁaeI/?(p—w)lll + (,l/'.‘l'r-ll)lll e X

i.c., Ag(X') tiene In forna X' & €t 4 =€ gy X1 Ademds 1], X' generan o
U} asf como H, X generan.

Falta anexar la informacidn de primer orden que ya habiamos obtenido. Par
lo cual: :

A(X) = AUX) =X @t — ety g (it L0y X
=X e ({yht+ L )~ {4 )
~(fye 4 QI g )i QI Yo x
= XOWH - 2tO X (nod?);
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de domde

MiX) - A4X)|

Xaolll -2yl X ;

= 4(N)
= pf(Xell-ToX)

Io cual implica: y = 1/2p1. Es decir,
AdX)y= X @etnllt g -ty v (5.19)

Exhibamos la counidad y la autipoda, Se tiene gue enmpliv (ver 1.1 pag.
13)

X

(1@ )A(X)
_\'(,((X%""') + (-"*“”ll'l(-\')
= Xednott . ~dullee (x)

I

1.e.,
X = Xehuale g o= dulleg (v

Como ¢ : (V¥ = k@ GHUT) 4 k proyeccion, se obtiene que ¢(X) = (X)
O0,e{ll) = (i) = 0. Lo que describe completamente a la connidad ¢.
entonces los diagramms 1,11 connmtan,

Para la antfpoda e : U = UF. Segiin 1.12 pag. 14, e debe cumplir

< It

0= g (uSId)AL ),
i.e, sustitnyendo §.17, pag. 99
0=ty +n (1)1

lo enal sugiere, gy |« = i, y(H) = ~1I. Luego, también de 1,12, pero ahora
para X,
n(X) = wednlity =it {5.20)

se puede eseribir dsta igualdad de mejor manera, para lo cual es el siguicnte
lema téenico.

Lemn 21 Sew A €k,

i) Si[l, &} =cz pamalgiin ¢ € k enlonces

e = Z( '; )c‘zl!"'i ;

i=0
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i)

(,'.’M'\'r)\lll - EMII'\" l,—'l»\l)/,.)\lll = Ay

Deme- i) Por indnceidn sobre n. St =15

I l i nt = -
(1) -

= z“nH + i( n ‘:.' 1 )c‘:ll"“‘i +(.nH:
i=

il
= Z ( " '+ ! )r‘:ll"*"" .

i=0
i)

y 2Ny My

VAN A v

v MXe = E - X Z _-—jl
- Z Z 2".\,,1'“-A"l"

noigi=n 'lJ'

= Z ,-:T""x'\"l"' porque [I1, X} = 2X ¢ nciso i §
o Mty

Similurmente I otea ecnacién afirniada.
Por lo que 5.20 se puede escribir como:
”'(‘\v) —ch‘"‘,\'c_ fun
= - hllllc;uc—gulllx

= My,

10}



Definicion 30 A unn k-dlyeba asociativa, £,y € A lales que
£y = gy

pam alygin ¢ € k. Para u,i natumles con n 2 i se definen los g-cocficientes
binomiales (llamados también polinomios de Guuss),

4],

comin los cocficientes que aparceen en la ecuacidn i
n '
STal ..,
(H-y)":)_‘['.]y'z" ¢
i=0 9 "

([18] pag. 158).

Resumiendo,

TPeorema 23 Sea y1 # 0 en k el campo complejo. Una cuontizacion pam Gt la
k-subdlgebrn de Lie de las matrices triangulares superiores de G = sty (k) viene
descrita por lo siquienle:

i) La multiplicacidn y la unidad son las dadas por la deformacidn (yivial;
) la comulliplicacion A, es;

Aiy=Hol+1ol, A(X)=X6 (s%"(" femhnlitgy y

iii) la counidad ¢ : (UGY); = ky es ba proyeccion natural y lo antipoda yy vs !
la extensidn natuml a (UG*), del antimorfismo,

Ug+ - Ug{ , '\»m ”u - (_l)"ﬂ-'lc"llll”ﬂ .\"" R ;

Dem~ Por construecion sélo hay que hacer ver ef axioma para la antipoda.’ Y
q

por linealidnd ésto se reduce a los bisicos { X1}y 0. Sea i = o3l y =

ed¥ | entonees, segiin lema 21, pag. 103,

KX =¢* XK, XK =¢*k' X,

de donde
(XOK)K o X) =g (K 0 X)X & K). (a21)
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Ein couseeuencia, utilizanda la definicién de los ¢*-binowiales, para XK. K16

X,
(I A X™ 1) = a(ldEm)(X © K + K=V & XY (6 1+ 16 1)

= (1) Koo | ]"‘(I\"' @ NV(X & k=i (0 )=t )
= () Syt o [ ]q‘ (3 Yuemixm=ie xigm=im=i s 13)

S ]w( i Lt Sl L T )

T Lai=0f=0] ¥ J

= Yitiea | ].,.( § )R -

T laa=0,§z=0f J

=S [ 7] R i
=),
ar lo tanto, .
ﬂ(/(l\;)l]()A| =gty

es decir, 1y es inverso lateral derecho de Idy, en la ke-dlgebra Hony (Ay, )
con su prochicto dado por convolucidn. Pero tal inverso debe de ser I antipoda
(recuérdese que la antipoda se «uida sola en las deformaciones), en particilar
se debe de cumplir también que

a(mGId)A, = we

Por analogia existe una cuantizacion similar para G~ = (1, ¥). Sdlo hay
que cambiar la antipodn. Porque segin 1.14 pag.13, se debe cmuplir

lh(Y) = .—.cgl"“)’p"h'”'
= —ebulltg=pt o= kutity porlein 91, pag. 103 ;

= —gmMy

Teoreman 24 Sew pr £ 0 en k el campo complejo. Una cuantizacion pam G~ la
k-subdlgebim de Lie de las matrices triangnlares infeviors de G = sta(k) viene
descrita pov lo siguiente:

) La maltiplicacién y la wnidad sou las trivieles;

it) la comultiplicacion A rs;

AH)=H @1 4+10H, A(Y) =Y @ebrtlt g bl gy ;
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wi) o counddad ¢ 2 (UG ) = Ky es la proyeceidn naturad y la antipoda gy vs
le eatensidn natuwal o (UG™)¢ del antimorfismo,

"g- - Ug- , ym II" oy (__])IH'HI",-III’H IIII)IIII ,

Ahora hay que juntar las deformaciones U, U7, La forma en que se rela-
ciona G+ con ¢~ viene dada por la ecuncidn

X.¥l=1n
v entonees hay que deformar dsta relacién. Se tiene que cnmplir
AN Y] =[AXAY)
(x @ et g o= bullt gy ¥y gy pdullt g - butlv ¥
= X, V)@t g e=pll g [N, y] 4 o= bnlity ) Xe bl

RS T Qo(‘,*""‘,\' + Xe™ Jullt & chuilry
_c—’”‘m.\' ® Y‘.hnlll

1l

il

pero, de nuevo, segiin lema 21, pag. 103,

,_,-}!"“y @ /\’n%""‘ = Yoo Lulnt oelXNe p
Ve~ Luin @ B}Mll’\'

por lo tanto

A X, Y] =X, Y@ et et (XY (5.22)
lo que no es exactamente la igualdad obtenidad antes para la comultiplicavion
en !, pera hay que recordar que el corchiete [X, Y] ahora se esta haciendo en
(UG)y y aqui podemos deformar el producto, por lo que no necesariamente se
da I igualdad [X,¥] = I en (UG),. P'ara obtener la deformucion adecunda
hay que observar lo signiente,

o A
o 2:
A,(c"') - i=u"|#.l'

I, s ) )
P ( : ) W e it
Lo il £t

y=0 ¥

ol u v

P
Lt 3, e
=0 udvsi w v
= o g erilt

ie., Ag(ert) = et gy et B consecuencia

A'((,ulll - ‘,—ILIH) - ‘,nHl @ “,;llll _ ﬁ-ulll ® c—plll
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por lo gue si se pone
XY= ettt pmnilt (h.21)

se obtiene

AN =X Ve et g ety XY,
tal como se queria en 5,22, Sin embargo falta ¢l requerintiento de gue en t = Q)
la deformacién sea el producte original. Y ial eleccién de [X, Y] no cunsple.
Para subsanar esta deficiencia, como el coeficionte de t en ettt — =81 o5 2]
se puede poner

| et _ o=t ]

X, Y] = e oo = ——sinlt (1t

[X,Y] 0 3 0 (1ilt)
donde s{t} € (1) C kq cualquiera tal que el coeficiente de € sea g, y signe sicndo
villida 5.22. Por ejemtplo podemos poner,

sinde (pnlit)

(X V)= (m)

(5:21)

(ver ejein 3. cap. 1),

Teoreiin 25 Sea t £0 ea k of campo complejo, K, = 3t g, = e300 Una
) po comy "= /I
cuanhzacion para G = sly(k) viene descrita por lo signiente:

i} L muldtiplicacion es tal que cumple:
W2~ K;?

r -3
(If. =l

KuX = AN Ky, Ky =g Ky, (XY=
Adewds la unidad cs trivial, y tol multiplicacidn es isomorfa a ln trivial;
i} la comultiplivacion &, es;
Ay =1l Toll,
ANY=Xe K+ K7oX, MYy =Yoo K+ K @Y,
iii) I counidad ¢ : (UG = ky es ln proyeceivn watural y la antipoda iy es tal

qu¢
‘\-l)nu 0 = (_I)l+m+nqi('-—m|“q, mel .

Para demostrar éste teorema se necesita de mas informacién. Esencialmente
de la relacion entre la definicion de una deformacion por medio de series de
potencias, por un lado, y de la definicidn por medio e generadores y relaciones,
o otro.
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Como k es campo, k¢ s dominio entero,  Denotemos con €7 al eampo de
cocienles de ky. lay que notar que para el dlgebra envolvente universal I/ de
G = sly(k), si formamos cf espacio veclorial C oy, Uy, resulta que € 6y, Uy
(Ue)gay donde (L)) es Ia localizacidn del ke-mddulo 1 en el ideal prinio {0) de
ke ([12), te 4.4. pag. 26) ¥ adesnis

Co, Uy —— (U)o
\ - /
u,

donde, Uy = (Ui)ia), w = /4 U = C g, Uy w1 & . Como ker(Uy -
U)oy} s Ia t-torsion de Uy y dsta es cero, se signe que Uy = C &y, Uy o5
monotnorfisio.

Lema 22 Sca U7 of dlgebm envolvente universel de G, p #0 €k, K = et ¢
Ur, Up deformacidn teivial de U. Entonces el elemento K € Cég, Uy es truseon-
dente sobie O

Dem.- Suponganios que
K+ oK =0 (5.25)

cott ¢ € C, i =0,...,n Sin pérdida de generalidnd podemos snponer que eada
¢; € k. Multiplicando el fado izquierdo de 5.25 por X,

N+ KN+ ey K°X =0,

connnitando,
X +a@® XK 4. 4 eng™ K =0,

cancelado Y,

coterg* K4t cag®™ K =0, (5.20)
Repitiendo e mismo procedimiento para Y, se obliene,
cot e g K 4 ey MK = 0, (521
restando de 5.26, 5.27,
elg® =g )K 4 H (g™ - g7 )K =0
nmitiplicando por K-,
alg’ =g 4ot eale™ - TR =0

htego, aplicando induccion se obtiene ey = ... = ¢, = 0, y asf también cp =0,
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Lema 28 Los elementos XY, 1 K, K=Y K2 K2 € C g, Up son linealmente
independientes sobr (°,

Dem.- Supongamos combinacidn lineal de los elementos en eiestidn. De nuevo,
sin pérdida de generalidnd,

aX W dell 4 e N4 [N 4 gk 4 K2 =0 (5.28)
«r.'nn a,...,k € k. Multiplicando por K2 a la izquierdn del lado izquierdo de
o al2XN $ 0K 4 eW 4 e NV 4 f R 4 gK 401 =0, (6.29)
conmntando,
o XK? 4 by WRR eI K 4 ek 4 fR 4 g 40l =0 (5.30)
cancelando K2,
ag? N bW h el 4 oK 4 fK7 4 gR¥ 4 hK™2 =0 {531
restando de 5,28, ésta dltima,
a(l =g )N 40l -9~Y)Y =0

ycomo X, Y son evidentemmente linealmente indefiendientes sobre C, se obtiene
que a = b = 0. Luego. de 5.28,

N N 4 e K34 [R +ghY 4 =0, (h.32)
Multiplivando por X a la derecha,
0 = elK*N 4N 4 [RX +hX
= eHPXK 4 e XKY 47 f XN 40X

= e (XH +2X)KT 4 egN K3+ LXK + hX, (111, X] = 2X),
e XHE? 4 o WK 4 eg® XK 4 @ f X I 4 hY, '

cancelando X,
e IR 4 eg*28° 4 eq® K3 4 2 fK 4 k1 = 0,
restandola de 5.42,
(1 = gV HE? = g 20K o1 = ") K3 4 (1 = ¢P)K 4 gl =0
multiplicando por K-!,

el =g ) UK —cq"2K 4 2(1 = OVRP 4 J(1 =) 4 gK™ =0, (5.09)
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Repitiendo eb mismo procedimiento para ¥, nnltiplicando 5.32 por ¥,
0 = el +eR3 + JKY 4 1Y
= ey YK 4 e~ YR 4972 YK + hY
= o Y H = 2Y)R 4 e Y K 4 g 2 Y I Y, ({1, Y) = -2Y)
= o WHK? = 2eg K 4 eq” Y KP4 g7 YK+ 0Y
cancelando Y,
e K = 20g7 K g™ KO 4 73K b =0
restdindola a 5,32,
e(b =g~ YUK 4+ 207 K2 +e(l - q'“)l\:" + (V=g YK 4 gkt =0
niltiplicando por g* N1,
el = VUK + 28 4 el = )R+ [t (L =) b g K2 =0
sumandosela a 5.3, )
(1= g) K 4e(t=g" +gt = VK4 Sl (= 0P) + (1= 0*) +9 (b= ") W2 =0
pero como K trascendente sobre ) se obtiene quee=e= f=g=0.
Abora hay que observar que las relaciones
KX -¢*XK=0, KY -¢"*YK =0 (5.34)

recuerdan a un corchete de Lie, 6 tal vez deberfmnos decir a un “g-corchete de
Lic". Qbsérvese como en los restandos de 5.34 hay involucrado wn "g-switch”:
SIK®X) = ¢*XK. S(KOY) = ¢ VK. Signiendo n Mauin [H] pag. 81,
resulla que los nxiomas de in dlgebra de Lie estén dados en términos del switch
usual. Eutonces ntilizando un g-switeh sc obtiene la definicion de un ¢-dlgebra
de Lie. Veamos: sea W wum I-dlgebra de Lic con corchele f(x,y) = [2,p), sea
o permutacion de (1,2,...,n), definimos 5o : WO 4 W8, 51 0. @8, 1
Za(1)® . @ Lopn). Entonees la propicdad antishuélrica es

[y =~/
y la identidad de Jacobi,
JUdie ® £) + fUdw & seaysan + [Ty & [)spasen = 0.

Absteayendo tales propiedades se obtiene la definicién de nn S-lgebra de
Lic en et sentido de Manin. Expliquemos:
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Definicidn 31 Sea W un Foespacio veclorial. U switch es isomorfismo lincal
S:Wap W Waep Y ta gue
(1) $* = Idwypw;
(b) (SunSen ) = Mvgpwe.
donde Sqay = 5@ Iy, Spagy = Idy 3 5.
En tal caso, e} switch S induce, para cada n entero positivo, una repre-
sentieion del grujio simétrivo S, de orden !,

RS, - Wne

puesto que In siguiente es una presentacion del grupo 8y

(stiien 1= Voot = L {agnsggen )"0 = 1)

donde (i, j) es ol orden de siga)s¢ij4a)0 (e} grupo Sy junto con las trams-

posiciones {sqray ... 1 8(a-1.0) } forutan un sistema de Coxeter). Para o € 8,
pongainos S, = R(a). Entonces Sy @ WOE = WH® es isomorfisnyo.

Dufinicién 32 Una S-dlgebm de Lie cs una trinda (V) £,S) Jormada por un
FPeespacio veclovial W, una funcidn lineal { : W op W = W, un switch § :
W ap W — W ap W, lales que satisfacen

fa)

WeowrW —— WoplV
- f\ ¢ / f
W

(b) [(Idw & [} + f(Ihy @ £)S(zs)Siszy + J(Tdw @ [)Sa Samy = 0;

Esta definicién cs un easo particntar de la definicién de S-dlgebras de Lie de
Manin, [11], pag.82., pero basta para nuestros propdsitos

Lo que se pretende hacer con éstas S-algebras de Lie ¢s mostrar que tienen
una “S-dlgebra envolvente imiversal® que cumiple con el teoremia de Poincaré-
Birkholl-Witt, para fo cunl necesitninos de la siguientes condiciones adicionnles:
para I3 una base para W,

(¢} S(z ® y} = gsyy @ £, pura algiin qry € F,Va,y € B;

() Si z,y, 2 € U diferentes entre sf ¥ Sy = Idiy © 5,519 = 5@ Idw
entonces

S(de M)z oy® ) = (S8 1d)SenSun(z 6y ® 2)
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Definicion 33 Un F.espacio welorvial W le Hamaremos g-dlgebm de Lie si vs
una S-dlgebra de Lie que cumple con los ineisos (¢) y (d) anteriores.

Ejem, 16 Cuando se ponie ¢ como la funcion constante 1, 5 el switch usual y la
caraclerfstica de k es cero et la defintcion 13 se tiene la definicion de un dlgebra
de Lie.

Ejem, 17 Pongamos
Wo = (X, VUL KK K R

donde C s el campo de cocientes de k. B = {X, Y, 1,6, K=" K? K™%} es
unit hase de W, Se define 2 1V, x W, =+ IV, bilineal enya atriz asociada con
respecto a Ja hase ordepada B es

0 E=EZ -y 0000
Kik "9 2¥y 0000
28 2y 0 0000
0 0 0 0000
0 0 0 0000
0 0 0 0000
0 0 D 0000

Aliora se definen
axy =g =g =78 i = 41,42
v = Loy = g%,
gk =g =1 i=d), 42
qry=q; b Ve y el
Eumediatamente se enmplen (a) y (c) de la definicion 13, Verifiquemos (d).

Primero hay que notar gue si se cumple (d) para 2 ® y © 2 eutonees se cumple
tambidén para £® : @ y. En efecto,

S(d® fllz®SH®2))

S fSy®:))
= =S(ldQ fllz®y®:)
= -(f® Id)S(g;y)S(m(L‘ RYE:)
= ([l grysay P
= (fold)SpySult @ S(ye z))
pero como S(y© ) = gye2 @y, con ¢y, # 0 se sigue que

S(Hde [{z0zay)) = ([0 ld)SumSuy(rd 20y}
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Por lo tanto basta con examinar los signientes casos:
casor = X,y=VY,z=If:

S(idw @ [HX &Y o ll) SN 02)
2N,
(fo Mdw)Y o llolX)

= NN

(f & ldw)SanSaa(X @Y @ 1)

i

asozr=Xy=Yzr=K\:

Side )XoV K S(X & f(Y o KY)

i

= {,
(& 1d)SunSun(X @Y 0K = ¢ % (fa )y oK' e .X)
= 0.
casox =X,y =1,z = K"
S(Ma XS HBK) = 0
(f& Id)S(m)S(n)(X Qe I\'i) = l{"‘i(f dH)H e o X)
= 0
caso £ = X,y= N,z = Ki:
SUde XK @ k) = o,
(/& I)SaySun(X O K @ Ky = g W) (fo LK o Ko X)
= 0.

cemor=Yy=X =1

S(¥ o =2X)

1]

S(de Yo Xoll)

R
(O Id)SenSunlY X ) = fIXeH)eY
= -2X®Y.
casor=VY,y=N =K%
SO NYRX0K) = S(Y )
= 0.
(f & Id)SaSpnY 0 X0 k) = ¢fiXek)ay
= 0.
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cwor=Y,y= =K%

S NHY @ e k) = S(Y o)

= 0,
(Jo Id)SenSuylY o ll @ K'Y = ¢flleKk)ey
[y = ).
casoz=Y,y= K 2= K
Sde Y oK oK) = S(Y @0)
= 0,
(f @ Id)SanSunY @K @ KT) = P (Ko K)eY
= 0
cwor=lly=X,z=y
\ .y I LR ek
S(defi(loXaY) = S(lle -7’5—:‘?_:2—)
I ]
= !\—.,———I-\_-_T & 1,
q°~q
(Jo Id)SamSun(le X ®Y) = J(XeY)oll
1 _ g2
= K - ;‘_1 ol

casor = {l,y=X,2= K

Sde flllie XK =
(f @ 1d)SpnSunle XN @ K) = (fold(Xs K ell)
= .

cusox=[l,y=VY,z= K"

., S Y K) = 0,
(J & 1d)SpnSan (M @Y & KY) (o ld)(Y o Ko il
= 0,

1

casor=lly=HK'z=Ki:

S(de )il K aKkl) =
(fo 1dSunSunl e Ki o k) = (fold(K o K6 )
= 0

1
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casor= K y=X,2=V:

K= K2

S(Id ® f)(l\" aXe Y) = W 4] I\".
(& W)SumSan(K 6 X 0Y) = (fo )X eV oK)
K= K i
q'l - q—z -

casaz = Wi y= XN 2=l

~2¢°X &) K,
(f & 1d)g* (X & 1 & K
—q2X o K

S(tde (K o X o)
(fo Id)b’(u;;)S(n)“(‘ aX o)

i

casox=Ny=Nz:= Kl

S ) (K oXakl) = o
(f & [d)SanSon(K @ X @ k) = (f@ (X oK oK)
= 0.

casox = K y=VY,z=1l:

207 ® K,
(SO Y @ H e KY)
27K,

SUde K oY e H)
(f® l(l)S(gg)b‘(n)(K‘ ®Yaol)

n

casaz= Q¥ y= VY = K

Sde K oY o ki) = 1,
(f® 1) S San(K Y 0 K9) = (f& d)g~2(Y & K o K')
= 0,
vasoz= K\ y=H,z=K:
SHde K ol oK) = 0,
f® ld)S(v,:;)Sm)(l\’" olle k) = (foldokio k)
= 0.

Ahora veames (b). Ohsérvesnos que

gz @Y O 2) + 9503509z OV ) + 959 Spn (e Oy© ) =
~qy,:{9(x ® 2 ® y) + 85 03; 502z ® £ @) + ¢Sy Sealr O O Y) ),
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adenis,

gz xay) 4+ gSunSun (e @ o)+ gSunSaylr @ roy)

=[(e6 [0 y)) 4 aepf (20 fly0 ) 407, Sy 6 [z 0 x))
0

=f(zaflzay))+ o fSEan)

=f(zefleay))-flzalzon)

=),

=@ Yo y) +95unSun (= Oy 1) + 9SunSenlz B ya )
=f(ro Sy ) +ai SO fu0n) + ey f(ye [zay)
v .

= ey (9 [S(=@Y)) +gepf{z 0 [z DY)
= =0ey (9@ fzQY)) + ¢y f(20 [(zOry))
=0,

de donde se puede suponer que ,y, z son diferentes eatre si. Pur lo e es
suificiente con examinar los siguientes casos:
csor=N,y=Y,z=H,

JIN ©2) + S 6 2x) 4 o o K7l Ly
" o A q:, — '1_2 ——
— i

0
csor=Y,y=X,2=1,
Y s ov K* - R-?
JY & =2X) = J(X @ =2V) + J(l ® ———5) =0
g =9
| S (.
0

casor=Y,y=1,z2=X,

o R
f()@2.\)'{',{(”@—"—.}':—'1:-.}—)'{',[(1\@2)):0
[N SR S
0

csor=Hy=Y,:= X,

K=?- K? e aw C o —9Y) =
f(”(i)—q:?:?—)-i'f() ®=2X) -+ f(XD-2Y) =0

| SSRGS, (.
0
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v o los catsos que restan siempre £,y 6 z es K9, i = &1, 22, y aqui la ignaldi
a probar se ciple pues f(K 6 u) = fluér K) =0,

Observacion- Si W oes una g-dlgebra de Lie con respecto a la base B

entonres

(1) gsy #0, fys = 'l;,;lpvxcy €l
(b) si x,y,2 € B diferentes entre si y

flesig) =) sz
)
con cadn 2 € I3, 55 € I eutonees se emuple
8j # 0=b g pgey = 9z,x,
{©) flu® )= =gy f(x B Y), Yo,y €D,
(d) si x,y,2 € B diferentes enlre si,
Jeone:) =20 f(y0:)) +ery/(y© flzDz))=0
{e) Si z,y,: € B diferentes enire si,
IU(z@y)0r) = ~gragy:f(2 & [z i)
Dot~ (a) S? = Id y S es isomorfismo.
(1) Por (d) de ln definicidn 33, pug. 112,
S(lll@”(-’-’@)&?@!’) (f@l'l)S(m)S'(”)(Z (59)7@!/)
Geateyf Y O 2

pIRTNTLT
i

pero por otro Jado S(Id® f)(2 @ 2Qy) = Z,‘ fe,0,5%j @ 2, por Jo que

— — )
)_, Qo a8 B2 = L‘h.r‘h.ub‘jrj ® 2
j j

11

i

de donde se obticne, ignalnndo coeficientes, que si 5; # 0 eutonces 5.0, =

Geefeye
{¢) Se sigue de (a) de la definicidn 33, pag. 112,
(¢} Escribaos f(z ® y) = 378525 con eada 25 € B, 55 £,

[(f(zey)®2) "Z'lr,.:sjf(“;“’j)
J

- Z 550r a0y f(z ® 25), por (b),
§
ey f(2Q [z Y))
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{dd) Segin (o) ¥ (v),
JUfeomez) = flroflyc:)tayflyw f(z0:)
= “"lr.:'ly,zf( 2 fleRy) - fleofyeiz) = gryteSuo flzeo2))
=~ f(ldw @ f)SanSemlz ey @ 2) - f(ldy & [llewye:)
=f{ldw & Sy Sunle @y :z)
=10,
debido a (b) de la definicién 33,
Sen W i F-espacio vectorial, @(W) su F-dlgebra tensorial,
WO = Woyp...ep W,
e, s
H=tece)
B s lmse totahnente ordenads de W,

Definicion 34 i) Pamo vy @ ... Q0 u, € W™ con cada ui € B, se define su
desorden como o mimero

Dy ® .. owy) = #{0.) 1 < i > uj)

i) Parau =38, iati, ®...0u;, € W"* con cada vy, € B,&, i, €F,
se define s desorden como of nimero

D(u) = max{D(ui, @ ... u,) | &, iw £ 0}
Do) =0.

Detiotemns con

By(B) = {1}

Bu(l) = {(mo..0u W uel)
BB = UpLebu(B)
WO = (ue Ba(B)|D(u) < 5

y con S(B) al conjunta de sucesiones finitas 1o decrecientes de elementos de 8,

Aliora, para VW una g-dlgebrade Lie, definimos J(W) como el ideal bilitero
de (18} geuerado por

UG U =g O = f(u,v), v el
Sea ademnds,

J(W)y,s = W) (WO 4 5 o)

n=0
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Lema 24 Sea w € By (B) con D(m) =s+ 1, y
m=uGroyoandr oy ob
cor x,2'yy,y € B tales que x>y, 0" >, b € B(B) entonces tn swina
U@y rGanr oy obtue fyQanr oy ab
“UOZHYHAO gy QX Gl-u@roy®ae f(2'y) 6b
perleneer a J(W),,.

Dem.- El clemento u @ y 2 r @a @ (2' @ y' = ooyl ® ') 6 b tiene inenos
desorden que w, mientras que u@y @z a [, 4') o b e o _, WO, luegn,

O ey D Gat (2 ey —qugy' @r' —~ f(@"¥)) 0 bz 0 (wad J(IV), )
similannente,
HO(E® Y~ gryw® 8~ J(2,9)) Da® oy @' @60 (mad J(W),,)
asi,
W e O EQanay obs

UG gl DER S gy @2’ Qb+ uDqryy@ 2B a® f(#,y) 0 b
. (mml J(”,)r,s)

HRLOYOaQquypy ® 2’ Gb=
UR Gy O 2D Qg R Q0+ ud f(2,4) Qa@ geyyf O ' @b
(rind J(W)y.0)
por lo que
U ey DI AR DY DO~ uQzOY N O ooy G2’ b=
O ey @ a® f2 W)Ob—ud [z, )0 a@gupy G e’ b
simmdo u ® f(r,y)OnO L OYAb-uRc@p@ae f(=',y) B b,

Ut RrRuA L OY Sl ud flr,y)onaroy b
~HQzOYOAO Puyy @rGb-udroyam f',y)wb
ZUQ i QsRad flr )R- uRreyRae f(ry)ob
@ (2,0 Qa0 QY Ob-ud f(2,9)Qad ¢y Qs ®b
E-u@ f=y) Qo [, ) Ob+ud f(ry)@ad [+, y) Db
’ =0 (mod J(W).,)

1y



Lemn 26 Scaw € By (B) con D(w) =541y
w=utreyenob
con z,y,z € B lales que & >y >z, u,h € B(B) entonces
ARG yOrazobtue f(ry)orob
“HOE gy yOb-umee f(y,2)ob
ey congriente mddulo J(W),,, a

URGeyle U 2) B2 b—ud 2o f(y, )0 b
Fu@ ey @ f(2,2)Ob-ud gy fle,z)Oyeb
+ud f(2, ) O 26 b~ u@ gy q::2 0 f(2,y) O b

Dem.- Razonando conto en la dentostracion del lenta tnmedinto anterior se
obltienen,

DGy Q26 7= ge 20 r = [(2,2))OL =0 (mod J(W),,)
UD (2@ 2= qrez@r = f(e,2))Dyab=0(modJ(W),.,)

restando,
HEG WG EOIOb-uAr @y @YObE
U Qryr Y DR 2RDF 1D G y® [(2,2) Db
U Gy e 2T QY- uB gy S, 2) Oy© b (3.3%)
(mod J(I¥)r.).
Como antes,

UD ryr ¥ B 2O2R D= 0D qeyr (a2 @p+ f(nz)) Qrorbeb
{mod J(W):.»)

UO Gy qr 2P rOYRDS U gy egr 2O (qegy @ x4 [(2,0) ) 0D
{mod J(W),.,)

sustitnyendo en 5.5,
U gD zA R~ uBrO gz Gynbs
W Qe S (1) Q2B bFud gy ® flr,z) e b
—U D gy a2 @ (MR- udqy f(£,2) ®y& b (mod J(W),)

y sumando a amthos lados de la congruencia el elemento u & f(z,y) G2 b~
noz O fy,z) & bse obiiene el resultado alirmado,
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Teorema 26 Si W es ma g-dlgebm de Lie y Ug(V) = o(W)/J(W) enlonces
una [-base para Uy (W) fa forman los monomivs

M= (e @ eug) | (..o i) € S(B))
donde 5 : (W) = Uy (W) es tn prayecersu natuml,

Dents- Enseguida demostraremos que M genera. Basta con demostrar yue M
genera a y{ W8 ). Ttor induccion sobre n. Sea w =5, ...0x, € Byu(B). Si
D{w) =0, 7(w) € M y 1o hay nada que probar. Aliora hagmmos una segunda
inducecion sobre el desorden. Supongamos D(w) = s+ 1, yw=ud zoyev
con u.w € B{B) y 2> y. Entonces

WENR Gy OO uv4ued f(z,y) G v (mod J(W))

pero como D(n & gy @2 @) = 5,46 fle,y) @ v e W con m < n, sesigue
por induecion que (i) € {M)p. .

Ahora demostraremos independencia lineal sobre I°. Para ésto basta con
definir una funcién F-lincal o : (W) = S(IV), S(W) la FP-dlgebra shimélrica
sobre W, sujeta a las condiciones siguientes:

Da(ly=1;

W) ol @, Qag) =2y xn Vin, . 20) € S(B);

iiljo( J(W)) =0.

Definiremos al ¢ haciendo vna doble induccién como antes.  Segin la
condicion i, o se puede definir sobre W9 = 1. Ahora supongamos que o ya
hasido definida en ¥ _o WO tal que cumple i,

i) o(zi @, . @) = a1 .o, Vi, . 20) €Uy Be(B) 1o decreciente;

i} o annla o JW)NVYT WO,

“Tenemos que definirla sobre W), Lo haremos haciende una seganda
induccidn sobre el desorden.

Signiendlo ii, se pucde definir & en fos elementos de W+ sin desorden,
i.c., sobre (WU, Ademis | segin iii’, o anula a J(IW) NS5 _ o WO =
JOPY N WO, 4 5 W) (los clementos de (WOHD)y 1o tienen
desorden, micnbras que los de J{W) si).

Supougamos que o cumple i, ¥ que ya ha sido definida sobre (l‘l"”(”“)), +
Yor=o WO tal que :

W) oley @ ... Q8. ) = 21020, Ve 0 20) € UL Bi(B) no decreciente;

iii") @ se anula sobre J(W)y, = JIW) N ( (H""“”ﬁ, 4 Yoy WO ).

Ahora tenemos gue definir @ sobre (IVSE+), 00 Sea w € By g (B) Lol que
D{w) = s+ 1, entonces se puede escribir,

W=URIAOYOY

con u,v € B(B), 2,y € B,z >y. Evidentemente, D{p @y @z & v} = &, usl que
U@ gryy ® 2O u € (W), por lo que se puede definir

ow)=o(u®q WOzOV+ud f(z,y) ®v) {5.36)
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(Ia condicion iii demandn nue asf sea). Luego valen §, §i°, §ii*. Sélo resta por
probar que ¢ esta bien definida, es decir, que o no depende de la eleceidn de los
clementos desordenados &,y en 5.16.

Supaigamos que

w=u@rOyRae e ey b

con £ >y, & >y, Hay dos casos; a) todos los 2,y,2',y' son diferentes entre
si. b) hay un elemenlo commin entre z,y y z',y".
£ASO i tenemas que NosLrar que a se annla en

NG OzQaP Yy Obtun fny)oaor' oy ab
U APyt A2’ Bb~udrayn [ Yol
pero segidn lema 24, pag. 118, ésta suma pertencce a J(W)y,,, luego por la
hipatesis de induccidn sobre s, ¢ anula a Lal suma.

ensp I después de intereambiar las primas, tal vez, podemos supotier que
e>y=¢ >y yponer z=y. Enlonces

wzu@reymab
conx>y>z. l,ucgolsegdn lema 25, pag. 120, basta con demostrar que
O ey J(12)OzBb -G 2d fly,z) @b

FUD ey @ [(2,2) Db~ gy f(z,z) 0y b
Fu® f(2,)O:0b~uR gy 9022 D f(2,y) @b

estit en J(WV),,. Sea Lal suma 8. Se puede escribir f(y, 2) = Y, 8525 con cada
55 € F nocero y xj € B. Enloces gryge,c = grs; para carla § segiin (b) de
In observacion immediata posterior a In definicion 33, pag. 112, Calenlemos,
{(médula J(W),..),

Tyl (9.2)Oz - 26 f(12) Zq;,yq,,,sjz:j ¥ 2 th} zj
§ J

Z(q”,q @ r-rozg)

J
= "Z[(z.r,—) (i J{W)e )
J
= —[("v [(y, :))
similarmente
Jen)® 2 —gyaqez @ f(zy) = [Ulep),2)

Qryl ® [(17.:) - 'Iy.-f(-f-l) Ay ‘Ic,vf(!l-f(fw’)) (mod J(W)r.s ):
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por lo que
s wo (J(SGeyu)2) = J(x, S 2)) 4 qegf(n flez) ) ) @b
0 (mod J(W),,)

segiin (d) de la observacion inmediata posterior a la definicion 33, pag. 112,

Ejem, 18 Sea W, un F-espacio vectortal con base (r,y), § € F no'cero. Wy
cs ina g-dlgebra definiendo g,y = gy 2 Wo@p W, o Wo, [ = 0. Resulla
que el dlgebra tensorial ®(W,) es F(2,y) el anilo de polinomios con variables
no comnutativas z,y, :

Ug(Wo) = F(a, 1)/ (2 @y~ 49 © 2)pie g

es el llamado plano cudntico A:Io ({11}, pag. 5).

Pademos dotar a tal plana cadntico de tita estruetara de bidlgebra no co-
conmulativa, S_m A 1 (W) = Ug(W,) & U,,(l_‘l’..) motfisuto de F-dlgebras
inducido por A(z) = y(2) ® 1) +1 © 1(=), Aly) = 1) @ +(n), donde
7: O(W,) = Uy(W,) proyeecidn natural. Como

Al=)A(y) = 9A)A(z)
A anula al generador de J(W,), luego A induce un morlismo de P-dlgebras

A Up(Wo) = Uy (Vo) ©p Ug(Wo), 4(2) = () arvly) + 1o 9(x),

()= ) 05 (y),

PPara mostrar coasocialivad basta probarla en los generndores (r), v(y):

(Id@ A)A(Y(x) = @) (W) +1®r(x) ey +101 0 4()
= (A0 Id)A(y(=).

(lde A)AM(Y) = v ®v) &)
= (Ao ld)AQ(y).

Aliora se delinen los clementos de F, e{2) = 0,((y) = Le{1} = 1. Lo que juduce
un morfisimo de P-dlgebras ¢ : @(W,) =+ 17 que anula al gencrador de J(IV,):
i(x)é(y) = qé(y)é(x) =0, por loque a sn vez € induce in ntorfisniode F-dgebras

G Up(Wo) = B () = 0, () = L(D) = L

Resulta que ¢ es counidad para A, Y asf el plano cuintico A2V es una
hidlgebra, Sin embnrgo no es una dlgebra de Hopf debido a que si i fuera una
antipoda, se deberfa cumplir a(Jd&n)A{y(y)) = ¢(7(y))1, lo cual es equivalente
a 7(Wy(r{y)) = 1, ie, ¥{y) liene que ser invertible, lo cual no es asi. La
forma mis obvia de resolver tal problema es adjuntar de alguna manera al
plano endutico el clemento y=! y luego defimir n(y) = y=*. De hecho es un
procedimicito de ésta clase el que se tuvo que hacer para obteier el siguiente
corolario.
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Carolario 6 Scan, C campo de cocientes de ky,
Wo = (XY LK KV K2 K.

Consideremos a W, como una g-dlgebr de Lie. Iinlonces en la C-dlyebiu aso-
ciativa Ug(W,) se cumplen las siguientes welaciones:

AN @Y) - (Y & X) = 1(5E7)
WHAX) = AUX @ H)=29(X), 7 @ Y) = HY & 1) = =24(Y),
(K@ k) = 4(KF © KY), §,j = £1,42
W X)) =4 X K), 9K ®Y) = 1(g~*Y @ K)

donde v @ &(W,) — Uy(W,) proyeceidn natural,  Ademds una C-base parn
Uy(Wo) la forman los elementos

y( XEayObJ e od( o= Be ([ 2)0S (j¢-2)67 )
[
donde a,b,e,d,e, f,g son enleros no negalivos.

Lo que sigue es mostrar como las relaciones del corolario innediato anterior
definen una ky-deformacion del producto del dlgebra envolvente universal de

b‘lu(k).

Tomemos W,, B como en el corolario immediato anterior. Definimos para
v, w € W,, n,m enteros no negativos, los signientes elementos de ®(W,):
V=1,
VW= e @ ... Qo
[N

ne-veces
pOng8m . 00 ® wdm

qm,\»z - q-ml\--n q4(n-l)l\'2 - q--l(n—l)l\'—'l

p(K,n,m) = e PrpupY
S S Bl Sl o SN (Sl e
g7 -yt gt —-q?

Lema 26 Sean a,b,¢,d, e mimeros nalurles,

i)
Y HO ®X) € (1N & HE), 41X & HOEN), . o(X & 1), 2(X) ),
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1)
.’( 18e ® de) c (,’(‘\rwd o “:v;c)',y(‘\v(-;«l © II(:J((?"'”)’“”
XSS 1), (X)),
i)
T HOT @ YY) € ({Y® @ 14 4 (Y P @ 1SN,
A @ )1 (V) b,
i) y(p(K,n,m) @ X) = (X @ p(Kn+ L,m—1));
v y(p(K,nym) oY) =Y @ p(K.n-1,m41}).

Dem-i) Si ¢ = 1 la pertenencia es obvia. Supongamos ¢ > 1. Por hipotesis de
induccién,

IO @ X ) € (2(X @ HEEN) 4(X @ WO,
.'(X @ l’)l‘y(‘\’))’ul

luego,

A1 O X) € (Y e X @ HEEV) (1 X @ Iote=2y |
e X el v(X)k

pera como y(H ® X) = 7(X & H) 4 5(2X), se obtiene ef resultado.
ii) Por induccidn sobre d. §i d = 1, es el inciso i. Ahora supongmmos d > 1,

v
(119¢ s&(d-1) \'G)(v!-l) 3 e '\-ﬁ(d-l) [,@(c»l)
€I X ) € (a( & 0,1 ® |

ANOED @ 1), 7 (X)),

Luego

(1% @ X8) € (4(XOU-N g 18 & X),7(XBU-N g 118N @ X),
e (N @ 1 @ X), 1 (X9 Iy

pero segidn i,

F(AOU-) @ 19 @ X) € (X4 @ HE),y(x4 @ HOE-1),
e v"(-\’d ® H)17('\”‘) )kn

1(XOU=-N g 8N X) e (y(X! @ 1960y 4 (X! ® Jelte=n=1)),
a7 (X @ 1) AUX )



etedtera, De donde se sigue la afinuacion.
ifi) Aniloga a i,
iv)
Hp(K,nm) @ X) =
‘7,—_'—'1-_—,—,( GPRPOX - Ko X 49K e X
g Nt X A RPOX - KT e X
HUOX - Ko X+ A KO X " K0 X)

g tNX @ K2~ g iy @ R 4L

e
FXOK -No 4.,

+q-4m+4x @ I\"I - q'tm-dx ® '\-—!)

=X ap(Kn41,m=1))

v) Andlogn n iv.

Lemn 27 i) Pam a naturl,
Y@ X =X oY - Y- p(K,0a-1).
ii) Sea
P = {pli,my2y) ® ... ® pUI iy 2m) | 04,20 1o negativos, mg,.

Entonces, para a,b naturales,

ab
AVSX) = S Aoy oy)
islj=!

para cierlos pij € P.
Dem.- i) Por induccidn sobre a. Sia = 1:
WY OX) = XeV)-p(K00)
Ahora supongamosa > 1y
A(YBENX) = (X @ VU1 - o (YO 6 p(K,0,a - 2)).

HYO0X) = (¥ ©X)®YPE)y(YOU-V o p(K,0,a-2))

(X @ YS) = a(p(K,0,0) 8 Y-)

i

i
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(YD (K, 0,0 - 2) )
-l(u—l)l‘"z - qd(n— I)I\'—'.'

= (XK@ YO q(yele-ig! pEpe

~q (YOl p(N,0,a-2))
= WXeYo) -9 Yol g (K, 0,0 =1))

ii) Por induccion sobre b. Si b= 1 tenenos el inciso i. Exhibatos el paso
inductiva,

1()/(»)-1‘\'(-)“1) - ‘7()"';“,\'"“‘ I .\')
ab
= Y X®Y¥apeX)
i=1,§=1
ah
= Y AXEYeIXap)

f=1,5=1
pata ciettos p{ ; € P, por lema 20, pag. 125. Utilizando el inciso i, se obtiene,
ab
7()1@0.\"%{") = Z 1(.\’(‘)(l+l)y®1 @]':,j - .\'ﬁi)l@J op(k,0,j- |)(;) ,':.j )

i=1,j=1

Demostracion de teoremn 26, pug. 107~ Segiin el Leorenia 26, pag. 121,

los cleinentos
y( X®ay®bg0e K84 =N (k) (K =2)¢ )

a.b,e,d,e, fig enteros no negativos fonman una C-hase para O(W,)[J(W,),
donde 7 : ®(Wa) = S(Wa)/J(W,) proyeccidn natural. Por lo que stz €
®(Wa)/J(IV,) se puede escribir

sz Y capedr( XOYP RS (KI) (K
abediet.g

donde tapede9 € C estan delerminados univocamente por z. Sean, U o
dlgebra envolvente universal de.¢ = sh(k), V = C &, Ur. Defininios entonces
g Q(Wo)/J (W) = V jor

g(e) = Y capeaktYOHTRERN,
abedefy

Definimos ademds para a, b, ¢,i1,m,! enleros no negativos, y para los basicos
Xevbpre, Xoym il en el dlgebra envolvente universal U de § = sla(k),

m(‘ 'uyb”c,xuym ”l) = g(v(lxgnyeb”@c B¢ X@nywu Htal) ) (5'37)
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ag(NeYEHE, XPY™ 1) € Uy porque segiin lemas 26, pag. 125 y 27, pag. 126,

m(z\'")"'"c.,\'")"" H') - g(7(x®uYmbznxen"ebiyem ”@l) )

i=0
L4
= Z rig(7( .\'my@bxo)n("my(-:m)"@l ))
i=0
para algunos r; € k¢,
(X}
= 3 risg(y( XOo(yBEXEN)ysm 18Iy 6Ty
i=0,§=0 .
para algunos s; € ke,
ol
= Y0 rise(y( X8 () XOUYO @, YO IS 1))
1=0,§=0 uy
para algunos py,y € P, ( ver lema 27, pag. 126),
el
= Z ris; g 7(Z‘Yv)(ai-u))rﬂ(v+m) ®p:m' L AY] ))
§=0,)=0 u
para algunos p,, , € P,
el
= Z ris; Zg( 1 x@(uu)ys(wn-)”@(:‘u),,:‘ )]
i=0,5=0 K] '

el
= Z 1i8; ZX"*"Y“*'" ll“'pﬁ‘.., (5.28)
i=0,§=0 ['R1}
donde ahora cada p), , € Py, con Py C C®, Ur y
Po=(p(K,miy21) . p(K nmy 2} | 04,20 no negativos, m Y.
Avn mds, como cada smnando de P(K,n,m),
PRI —gIK?
g1

entonees cada p(K,ni, %) € Uy y asl, Py C Ur. En covsecuencia, de 8.338,

el

a(XoYtue, Xy i) e .

Por lo que ay se puede extender de manera t-bilineal a oy : Uy x Uy = Uy
oy es asociativa porque en los generadores,

ala (XY HE, XY D 1Y), XUy HY)
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=y (Zi.j,r.l c.-_,-_,.,X"Yf HER® XYYV YY)
= Tgra Chirs Laso ae(XIVH L Xeyenee
= s s Do (XY OF 1 (I gy yuyon o)
pero
Yoo g(Xoiyei gor @l g youyes o)
—g(X BV [Br [(8s g XBUYBY | OU) = () (mod (*)
para todo n no negativo, Por lo que,
ag{a(NOYEHE XUYMHS), XUy Y)
= G( X s Ciiira KOV (07 (82 g xBuyBY )
= g(XBayObyBe g xonysm il g yQuy ey jau)
Similarmente,
o (X° yb"r‘ a‘(xn ym “l' Xuyv "w))
= g{XBoyBY)j0c g xOnydm jl g xBuyBY [fGw)
por lo que a, es asociativa sobre U, y por ende sobre U;.
Para que a; sea deformacidn sdlo resta liacer ver que ¢ |i=o sca el producto

de U. Pero,
w{X,Y) ~aY, X) = senk (uift) ] senh {jut),

ne(H,X) = oy(X, H) = 2X, oy(I1,Y) = (¥, X) = —2Y

que en ¢ = 0 son las relaciones que definen al dlgebra envolvente universal U de
@ = sty(k). Por lo que ay |i=0 es el productode U.
Construyamos aliora Ja commltiplicacién, Defininos,

Be: U= Uy &, Uy XPYRH b B (X)™ A (Y )" A1)

donde los valores de A({X), A{Y), A((H), estan dados en e} enunciado del
inciso ii del teorema 25, pag. 107. Extendiendo por k-linealidad se obtiene,

A; : U‘ -3 U‘éhU‘ o~ "g ®k| U‘.

En particular, para 5 entero, A((K?) = K’ ® K*, como ya antes se calculd.
Probemos que Ay es morfisino de dlgebras.

Alora Uy estd equipado con a; deforinacion del producto de U, Extendiendo
coeficientes o induce una estructura de C-dlgebra sobre V. Con tal estructura
consideremos a V ®¢ V como C-dlgebra. Por otro Jado, A induce de manera
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natural un morfismo C-lineal, W, = V ®¢ V el cual se extiende a un morfismo
de C-dlgebras

A QW) VeV, ®...Quy 3 A(n) ... A (itg).
Obsérvese que J(W,) estd generado por
Xoy-veX- k=g
HeX-Xol-2XHeY -Y®I-2Y,

KiQKi- K@k ij=d442
KeX-¢XoK KoY -¢ Y oK,

y que Ay los anula (por la discusion anteriar sobre la deduccion de Ay). Asf A,
induce

fs, (O J(IWo) 2 VB V(1 ®... @ uy ) = Aglin) ... Ar{uy)
motfismo de C-dlgebras asociativas bien definido. Utilizando 5.37, pag. 127,

A'(m(xayb"c’xnnyn H')) A‘( Z Ci,j,r.AX‘Y’”rl\")

]

e
= Y s (XY AP A ARY
TWJre
donde
y(XOoyBbyOe g xOmyBupely = N ¢y XOY I OO )
i

por lo que

1:31 (.7( X@nyﬁbﬂ@c ®c X@my@n”@l ))
Arlr( XBeYSOI[BE A, (v XBmYEn )
A|(X“Yb”c)Al(X”'Y"H‘)

Arla(XOYEHE, XY 1Y)

de donde se sigue que Ay es de k;-dlgebras,

Como A, es morfismo de algebras, para hacer ver coasociativa, sélo hay
que hacerlo ver en los generadores 1, X, ¥, lo cual se cumple por construccion,
Similarmente se trata la counidad. Veamos ahora la antfpoda. Como

XoK)K'oX)=¢" (K X)(X®K),
(Yo K) K'Y =g (k' oY) (YO k)
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(andlognmente a $.21, pag. 104),

ar(1d® n)Ad XY™ i)
=0 (MO XOK+ Ko X)" (YK + K~ oY)
(Helt+1ouy
mpni

- 3 21,0 etwonis-toxy

§=0,j=0u=0 9 9 .
(XQ K" (K @YY K)o 1) (e II)"“

m,nl
m n !
= ; ; . e

i=0.j=Zﬂ.u=0[ ! ]v‘ [ i ],,-4 ( ' )"'( don)
(K XmSpIyn=d o g XA Rm=Fyd jgn=djpu~i )

mun,l

= E [ ';. ]q‘ [ ;’ ]q_‘ ( |" )a‘q"'(m-i)JUd@,")

i=0,j=0,u=0
(K-fxm=igiyn-ijn @ Xiyd gpu-tjem=idn=j
ma,l ‘
= i " 2Am=i)j
‘=°..i=Z!l.u=n[ f ]v‘ [ 4 ]q-t ( u )q
Jo=E XM= R yn=d ()i mugRi=d) pust em=idn=j ) i
mnl
—_ o) " n 2(m~i)j ,2(i~5)
B d q q
‘=°'.f%a.u=0[ ! ]V‘ [ i ]q-l
KX yo=d () (I - dp)e em-in-iyi g
=0,
es decir, .
a(ldQw)A, = e

o equivalentemente, {d4, tiene inverso derechio en el dlgebra Homy, (A, A)
(producto por convolucién). Pero el inverso de Id4, exisle y es por definicién
In antipoda, (recordar que en las deformaciones las antipodas se cuidan solas).
n conclusion n; es Lal antipoda,
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