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INTRODUCCION Y RESUMEN DE RESULTADOS

En la presentacién usual de la teorfa clectromagnética el tratamiento de
los fenomenos independicntes del tiempo (electrostitica y magnetostatica) es
muy diferente al de los fendmenos dependientes del tiempo (clectrodindmica)’.
En el caso independiente del tiempo, la teoria se basa en {as leyes de

Coulomb:

1 plx')n 3
E(x) = 0— | &= dx’ (m
4m:0 RZ

y de Biot-Savart

n y
0o JIx') xn 3,
n -."—'z'—"dx' (2)

R

B(x) =

fas cuales determinan el campo eléctrico E(x) y el campo magnético B(x) en ei
vacio producidos por densidades estdticas de carga p(x’') y de corriente J{x')
que se suponen-confinadas en una region finita del espacio. En las Ecs. (1) y
(2) la integracién se realiza sobre todo el espacio, n es el vector unitario
definido por n = R/R con R = |x - x| la magnitud de R = (x - x') siendo x y
x’ los puntos del campo y de la fuente, g, ¥ H, son la permitividad y

. 2
permeabilidad del vacfo, Ey = I7c”, con ¢ la rapidez de la luz.

En el caso dependiente del tiempo, la teorfa electromagnética se basa en

la integracion de las ecuaciones de Maxwell:

_ 1
VE = T P, (3:’\)

0
VeB =0, (3b)

=-38
VXE = 5T (3c)
aE

VXB= poJ tUE T - (3d)

El método tradicional para integrarlas consiste en introducir el potencial

escalar ¢(x,t) y el potencial vectorial A(x,t) por medio de las expresiones:



(4a)

B=VxA, (4b)

- . 2
que al substituirlas en fas Ecs, (3) e imponer fa condicion de Lorentz”,

VeA + (uoco)aw/at = 0, originan las siguientes ecuaclones de onda:

2 a7p 1
Vop-pe —Lt=--—p, (5a)
003t2 Co
2
vA -pocoa~’:= - nd - (5b)
at

Una vez que se resueiven estas ecuaclones para condiclones Iniciales y
de frontera, finalmente se determinan fos campos E(x,t) y Bix,t) diferenciando
los potenciales ¢ y A de acuerdo a las Ecs. (4).

La solucién de las Ecs. (5), para el caso en que los potenciales se
anuien en el Infinito y las fuentes estén localizadas en una region finita dei

3
espacio, se describe por los potenciales retardados:

! !
plx.t) = ﬁ plxtLtt) g, {6a)
0 R
“ ’ '
Alx,t) = 0 (3L ED (6b)

4n R

donde t’ es el tiempo retardado’ definido por t' =t - R/c, y t el tiempo en

el cual los campos E y B se cajculan en el punto de observacion,

Los campos E y B asociados a los potenciales retardados son:

Y] H Y]
Etot) = - | L (B a8 0 ) oy (7)
0 R R
B | w4
Bx,t) = ¥ x |2[3Ket) 3y (8)

4n R



Al comparar las Ecs. (1) y (2) con las Ecs. {7) y (8), se Inflere que la
solucion de los problemas electrodindmicos es considerablemente mas complicada
que la de los electrostdticos y magnetostdticos: La dependencla implicita de
las coordenadas espaciales en el tiempo retardado trae como consecuencla que
la diferenciacién espaclal [explicita en las Ecs. (7) y (8] sea mds
complicada. Marlon y Heald® recalcan este punto: "La diferenclacién espaclal

es tediosa y traicionera debldo a la dependencia en el tiempo retardado.”

En el caso particular de una carga en movimlento, determinar los campes E
y B por el método de los potenciales retardados es bastante laborfoso. En
relacién a este cdleulo, Jefimenko® afirma: "Este método Involucra largas y
complicadas diferenciaclones y manipulaclones vectorlales, y constltuye uno de
los procedimientos mas complicados en la teorfa electromagnétlca clésica."
Una objecién menor a las Ecs. (7' y (8) es que no se reducen fdclimente a las
Ees. (1) y (2)

Ahora bien, ;es factible transformar las Ecs. (7) y (8) de tal manera
que no aparezcan las derivadas espaciales y ademds se reduzcan claramente a
las Ecs. {1) y (2)7? La respuesta a esta pregunta la dieron Griffiths y Heald"
en 1991 al obtener de las Ecs. {7) y (8) las sigulentes expresiones:

1 1 1 [ L
Elx.t] = Er'lﬁ:' plx .i )n . {3p(x',t’)/8t"In _ aJ(x’.t’i/at' & T
0 R Re Re
,"' r ? + ’ ?
ot = 22 [J(x A7) xn, (83(x’, 1’ )/at )]dax, ' o)
m 2
R Re

donde t es el tiempo retardado. Las Ecs, (9) y (i0) son una forma alternativa
de escribir flas solucfones descritas en las Ecs. (7) y (Bl La ventaja
practlca de las Fes. (9) y (10) sobre las Ecs. (7) y (8) consiste en que las
primeras no involucran derivadas espaciales de cantldades retardadas sino
Unicamente derivadas temporales de esas cantldades (las derlvadas espaciales
en este caso son deflnitivamente mds compllicadas de calcular que las derlvadas

temporales) y ademds se reducen claramente a las Ecs. (1) y (2).

Jefimenko® Introdujo fas Ecs.{9] y (10) e independientemente Unz’ en 1966.



La Ec. (9) se conoce como Ley Generalizada de Coulomb y la Ec. (10) como Ley
generallzada de Blot-Savart.™ Estas leyes permanecieron inadvertidas hasta
que fueron redescublertas y promovidas por Griffiths y Heald” y por Toanuien
ademas demostré que las Ecs. (9) y (10) satisfacen las ecuaciones de Maxwell
(3). La demostracién de Ton'® no es necesarla puesto que las Ees.(9) y (10)
son una forma de la solucidn de las Ecs. (3) sujeta a las condiciones de que
los campos se anuien en el infinito y que las fuentes estén confinadas. Es
pertinente decir que tanto Unz’ como Heras'' derivaron las Ecs. (9) y (10)
usando fa funcion de Green retardada de la ecuacién de onda y que Bellotti y

Bornatici Ias derivaron empleando transformadas de Fourier.'

l.as leyes generalizadas de Couiomb y Biot-Savart son eficientes, en
particular, para caicular los campos producidos por distribuciones puntuaies
de carga y corriente (por ejempio, los campos eléctrico y magnético de un

dipoio oscliante'®?1 y los campos de Liénard-Wiechert de una carga

7,00, 16,17
puntual™" "),

Estas leyes ya aparecen en las terceras ediciones de ios
libros de Lorrain, Corson y Lorrain'® y de Marlon y Heald.'? Cabe sefialar que
las leyes se han extendido Incluyéndoles monopolos mngnétlcos”. con las
cuales se han encontrado los campos de Liénard-Wiechert de la carga dual, esto

es, de una distribucién puntual con carga eléctrica y magnétlca.20

La notaclén usual de las Ecs. (9) y (10) es:

E=TﬁlE Iflﬂ+[£ln—bl-dsx’, (1)
ol R Re Re

[-'] >2< n, [J] X 0|2 (12)
R Re

=
it
.bl’:
Rio

donde jos corchetes [...) son el simbolo de retardo, e indican que la cantidad
encerrada debe ser calculada en el punto fuente x' y el tiempo
retardado t'= t - R/c, es decir {J] = J(x',t') = J(x’,t - R/c). Se adopta Ia
notacién de que un punto sobre fa variable dentro del corchete denota

diferenciacion con respecto a t', esto es, ['] 2 [3/6!'].2'



Jefimenko™? presentd en 1992 una extension de las Ees. (11} y (12} que
incluyen fuentes materiales (densidades de polarizaclon y magnetizacién), Sin
embargo, esta extenslon avun contlene algunas derivadas espaciales implicitas.
l-lerasm reformuld  esta  extension cambiando {as derivadas espaciales por

derivadas temporales. las expresiones obtenidas por este idltimo autor son:

F-—-L .b].‘l+[é]_‘l-md3'-fﬁ [h‘i]xn,(l;f\'l]xnds,
ST | IO L 2 *

R Re

b 3([P]'n]n - [P] N 3(&’]'"]" - [“’] + ([ﬁ]'“)“ a M d’x' . (13)

3 ch Rc2

1] >2<n+[3]xndaxw;_g [l"]>z<n+[iﬂxnd=x,
J R Re R Re

+‘—:—§ 3([M]+n)n - [u] s 3([hﬂ"]'2‘ - ] , ([ol-n)n - [i] dx' L (4)

Rr? Rc2

donde P es el vector de polarizacién y M el vector de magnetizacion, los
cuales representan fuentes locallzadas. Es Importante sefialar que hasta la
fecha no se ha reportado en ia llteratura la demostracién de que las Ecs. (13)

y (14) satisfacen las ecuaciones de Maxwell con fuentes materiales:

V-E = 7‘:— (p - VP, (i5a)
0
VB =0, (15b)
=8
UXE-®= 3T ¢ (15¢)
VxB=u°J+VxM+g%]+uocog—%. (15d)

En este trabajo se muestra cémo la integracién dlrecta de las Ecs. (15)

puede realizarse usando una extension del teorema de Helmholtz para campos



. : . 1,17 .
vectoriales  dependientes  del  tiempo.™' La solucion  encontrada por  este

método se expresa como sigue:

E=_l [e]n . [el& [ P - o [5] x n . [it] x n P
Re  Rc? n 2

411(:0 Rz 4 R Re

e R? R%c Rc® ) Téo.
. (16)
B:—.'fE [‘_’]_&11+D]_Xﬂd3xl+gﬂ [l.’]x“,r[ii]Xndax,
4n R Re an R? Re
Y O S O Y S S | P
an R3 R Re® 3%
(17)

Como puede observarse, las Ecs. (16i y (I7) contienen un término adicional
respecto a las Ecs, (13) y (14). Los términos adicionales son flunciones
vectorfales caiculadas en el punto del campo al tiempo presente. Sin embargo,
es importante seflalar que, generalmente, estos términos no se toman en cuenta
ya que, en la mayoria de los casos el interés es conocer ios campos en alglin
punto lejos de la fuente, donde estos términos se anulan. Las Ecs, (16) y
(17), como se demostrard mdas adelante, son soluciones de las Ecs. (15). De
esta forma resulta claro que las Ecs. (13) y (14) no satisfacen las Ecs. (15)
por la falta de los términos adiclonales. Las Ecs. (16) y (17} son la
extenslon  consistente de las leyes generalizadas de Coulomb y Biot-Savart

[Ecs. (11) y (12)] que incluyen fuentes materiales.

Aqui se presentan dos aplicaciones importantes de las Ecs. (16} y (17).
En la primera aplicacién se determinan los campos eléctrico y magnético

producidos por dipolos oscilantes. En particular en el caso del dipolo de

Hertz“'zs se encuentra que el campo eléctrico tiene la siguiente forma:
e BB e B G,
E=s o {[~— ¢+ +———{e-n]n-e——-+-——-+-—— - = eplt [x~x].
el R”* T R% Re? R R re?| %% °

(18)



donde el vector wnitario e representa la direcciéon de vibracién del dlpolo,
Ipl es el momento cléctrico, n = (x - xo)/lx - xol donde X, es el punto de
ubicacion del dipolo y x el punto campo. Como se puede observar el campo E en

la Ec. (18) contiene el término adicional:
|
- 550e pit) é[x - xo] , (19)

que no se encuentra mencionado en la literatura comun, Este término representa
el campo E en la posicion del dipolo pues, en x = X, es en el vunico lugar

donde tiene un valor diferente de cero.

La segunda aplicacién de las Ecs. (16) y (17), determina las expresiones
para los campos E y B producidos por un dipolo magnético constante en

movimiento no relativista:

o [fac(neg)n -en, 7(np) (ne)n - 3(n+p)a + alned)n - (po)n 8| x w
M R® Rz
+ [3(“'f’]s i ("B}"] X b (20)
Rc
B=';:£ S(n'u)n - |+ lZ(n-u)&x-ﬁ)n - S(B'u)n - S[n'u)ﬁ - Ztn'ﬁ)u
n R’

10 o-6) (et + 6] (o8] - () (s - () (g

ch

ol - afo-g)(ntlu - 2(n-Blu -fo-u) (58]0 - (oudn - ()

ch

2
+ [n] x 3(2'_@11_1_(“_’3_)}1 X pl}p o+ ':zi“o“ a[x - r(t)x‘ (21

Rc2 J ’

donde p es el momento magnético del dipolo, n = (x - rlt'))/|x - r(t’)],
B = V/c con V la velocidad no relatlvista del dipolo ( V << ¢ y B << |, se

desprecian términos cuadraticos en V) y r(t) es la trayectoria del dipolo.
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Un resultado importante obtenido de las formulas (20) y (21) es la

potencia total radiada por el dipolo magnético con aceleracién uniforme:

P = — »{3 [TaN (22)

Esta nueva expresién muestra que la potencia de un dipolo magnético en
movimiento uniformemente acelerado en la aproximacién no relativista es
proporcional a la aceleracion a la cuarta. Esta potencla se comparé con la
potencia de upa carga en movlmiento uniformemente acelerado y se obtuvo que la

potencia del dipolo magnético es mucho menor a la potencia de la carga.

El plan de trabajo es el slgulente; en la seccion | se demuestra un
teorema generalizado de Helmholtz para campos vectoriales dependientes del
tiempo. Con el teorema se integran las ecuaciones de Maxwell [Ecs. (3)] y se
obtienen las leyes generalizadas de Coulomb y Blot-Savart [Eecs. (11} y (12},
En la seccién il se vuelve a aplicar el teorema para integrar las ecuaciones
de Maxweil con fuentes materiales y obtener las leyes generalizadas de
Coulomb y Biot-Savart [Ecs. (16) y (I7)). En fa seccién Il se aplican estas
altimas leyes en el dlpolo de Hertz y el dipolo magnético oscilante. En ia
secclon 1V se aplican nuevamente las leyes con fuentes materfaies para
encontrar Jos campos eléctrico y magnétido de un dipolo con momento magnético
constante en movimlento no relativista (Le. V <<¢) y ademds, se determina ia
potencia total radiada en los campos de radiacion. En la seccién V se
presentan las conclusiones del trabajo. Finalmente, en el apéndice se discute

la funcién retardada de Green en el espacio fibre.

Referencias y notas de la introduccién.

'Esta diferencia en fas presentaciones es de esperarse: Cuando la dependencla
en el tiempo se introduce, uno debe responder (o deberfa) a la pregunta
¢(Coémo se propaga el campo? Esta pregunta es cruclal en el caso dependiente
del tlempo. Dependiendo de la manera en que se Introduce el tiempo se
obtienen diferentes versiones de una teorfa. Por ejemplo, postulando una
propagacion Instantdnea para los campos eléctrico y magnético se liega a
teorias electromagnéticas de acclén a distancia como el electromagnetismo

invariante de Galileo [ver Jammer y Stachel, "If Maxwell had worked between
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I LEYES GENERALIZADAS DE COULOMB Y BIOT-SAVART

En la literatura reciente se han desarrollado cinco métodos para obtener
ias jeyes generalizadas de Coulomb y Blot-Savart, E| primer método lo presentd
Jefimeno ! Este método se basa en aplicar el teorema de campos ondulatorlos f
a los campos eléctrico y magnético, Para tal efecto es necesario realizar
operaciones vectorlales sobre cantidades retardadas. Sin embargo, en el método
no se utilizan directamente las ccuaciones de Maxwell sino las ecuaclones de

onda asocladas a cllas,

El segundo método consiste en diferenclar los potenciales retardados {en
la norma de Lorentz)® y reallzar operaciones vectoriales sobre cantidades

retardadas. Este método lo presentaron Griffiths y Heald."®

La tercera forma de obtener las leyes generalizadas fue desarrollada por
Ton®, esta forrﬁa se basa en aplicar "la transformacién del cono de z™ a la
solucién usual retardada de la ecuaclon de onda para el campo eléctrico y
magnético. Ademds, Ton demuestra que las leyes generallzadas de Coulomb y

Biot-Savart satisfacen las ecuaclones de Maxwell.

El cuarto método utiliza las ecuaciones de Maxwell y la funcién retardada
de Green en el espacio libre para la ecuacién de onda (obtenlendo un teorema
de Helmholtz para campos vectoriales dependientes del tiempo). Este método

formal lo realizé Heras® en 1995,

" Finalmente, la quinta forma para obtener las leyes generalizadas de
Coulomb y Biot-Savart la hicieron U. Bellotti y M. Bornatici’ en {996, usando
la solucion de la transformada de Fourier de la ecuacién de onda Inhomogénea

en términos de las fuentes de densidad de carga y corriente.

Los métodos anterjores, excepto el cuarto, tiemen en comin que parten de
integrales de volumen que contienen cantidades retardadas. Sin embargo, este
punto de partida no es necesarfamente unlco. La ldea de empezar con Integrales
sobre todo el espacio y tiempo parece ser mds atractiva ya que, de esta forma
se evita el problema de trabajar con cantidades retardadas desde el principio
(hay que recordar que el retardo proviene de la Integracién temporal) de
manera que las operaciones vectoriales que se realizan socn comunes y la

integracion temporal siempre se puede realizar hasta el final.

En la presente seccion se obtienen las leyes generalizadas de Coulomb y



Biot-Savart basdandose en el método realizado por Heras. Para ello primero se
demuestra un teorema de Helmholtz para campos vectoriales dependientes dei
tiempo y después, por medio de este teorema, se integran directamente las

ecuaclones de Maxwell.

1.1 Teorema de Helmholtz para campos vectoriales dependientes del tiempo

El teorema de Helnholtz para campos vectoriales dependientes del tiempo
cstablece que:8 Un campo vectorial dependlente del tiempo F(x,t) anuldndose en
el espacio infinito y propagdndose hiperbdlicamente en el vacfo con rapldez c,
se deterinina completamente al especificar su divergencia, rotacional y
derivada temporal. Una representacién de F en términos de esas cantidades es

fa siguiente:

F(x,t) = 2 {[V' F(x )) VGIx, %' ,17) + [V'x F(x'.t’)) X VGIx,6x,t)

4n
1 vor ey @ {BF(x,t") 3, o,
" G, tix" ') 7, [——-————-m, ]} d'x'dt’ (1)

donde G{x,t;x’,t'} es la funcién retardada de Green'® en el espacio libre:

S{t'+ R/c - t)

GIx, % ,t') = R ) (1.2}
que satisface ia ecuacién de onda
2 1 &
Ve s —— Gl x! ) = - 4ndlx - xSl - '), (1.3}
2 ,,2
c” at

Junte con las condicicies: G = O en todo el espacio para t < t’ (condicién de
causalidad) y G representa ondas saiientes para t > t‘. la presencia de G en
la Ec. (L1) trac como consecuencia que el campo F y sus derlvadas deben
satisfacer ciertas condiciones en el iInfinito para que las integrales no sean
divergentes, de este modo F decrece en el infinito como l/lxlm y sus
derivadas |V°F|, |V x F| y |8F/8t] como l/lxl203 donde a > 0. Estos
comportamientos en el infinito garantizan que las integrales de volutnen en Ia

Fe. (1.1} no diverjan y que sus integrales de superficie asociadas se anulen



en el infinito. Puesto que G se propaga en el vacio con rapidez ¢ de acuerdo a
una ecuacion de onda, que es hiperbdlica, se puede decir que el campo F se

propaga hiperbdlicamente en el vacfo con rapidez c.

La Ec. (1.1) se demuestra utilizando ia siguiente identidad:®

2 1
Varmes, 1@ I PP PN PEYS I ) y ) a (aF
- F 656 7——:26—(8ni]6 (,+(a F -9 r]asc+——za-5z,(—-—m,]
c ot ¢
1
_oar|ptaes P L YL 1 4 Va6, OF
as[l a G+ Fra G-38 rka G] + "?BT' [F FT G-—-——at, . (1L.4)

donde F' = (F)' es la I-ésima componente cartesiana de F; 8’ ' arax'! = (V')I;
& es la delta de Kronecker y G = Glx,t;x',t') es la funcién de Green
retardada,

Integrando la Ec. (1.4) (multlplicada por el factor 1/4n) sobre todo el
espacio y tlempo, usando la Ec. (1.3) e integrando el jado lzqulerdo de la

ecuacion resultante se obtlene la sigulente expresién:

1
| 1 ) P TS RPN ) [Py 1 Q_BF 3,
F = o ([aBF]a G+ [3 F -3 F]BSG + :E G TL [W]] d'x’dt

- Ha;[r‘a’ *G+F%''G -.s“rka"‘a]ﬁx']dzw_’—i {JB—?, [r'%‘i%-ag—f;]dt'}d“x'
4ne

(1.5)
donde el campo F' del lado fzqulerdo estd calculado en el punto x ai tlempo t
y el campo F' del lado derecho en el punto fuente x’ al tiempo t’. La integral
volumétrica contenida en las ilaves (...} del segundo sumando de la Ec. (1.5)
se puede transformar, mediante el teorema de Gauss.“ en una integral de
superficle la cual se anula, después de reallzar clertas operaclones.lz por
jas “condiciones Inlciales y las condiclones de frontera en el infinito. La
integral sobre el tiempo encerrada en las ilaves (...} del tercer sumando de

la Ec. (1.5) se anula por las condlclones Iniciales y finales. Por lo tanto,
se tiene que la Ec. (1.5) reduce a:



G+ ¢
2
C

Q}lQ}
o~

4u

g .
= A [(a;r‘)a"(; + (a"‘p‘ - ‘p"')a' ) (%%7)] d".\-’dt’. (1.6}

con las ldentificaciones 9/ +F = 3'F% ((Wx F) x 9'6l' = (3'*F' - 8" 'F0:6 y
(arsat')' = GFl/Bt' la Ec. (1.6) en notacién vectorial se convierte en la Ec.
(L.1), con lo que se demuestra el teorema de Heimholtz para campos vectoriales

dependientes del tiempo.

1.2 Leyes generalizadas de Coulomb y Blot-Savart

La ley generalizada de Coulomb [Ec. (l1})] se puede obtener identificando
al campo F de la Ec. (1.1} con el campo eléctrico E. Al substituir tres de las

ecuacijones de Maxwell:

V'E = L P (1.7a)
€
0
__oB
VXE®= 5—{ s (1.7b)
9% = cz[V XB - qu] . (1.7¢)

en 1a Ec. (L1} y después de hacer algunas operaciones vectoriales se obtiene:

__l 1 oo QL 3 g __l ' §P_ 3., '
E= g4 [——c—;pVG puaat,]dxdt +4n{J'VX[Gat']d"}dt' (1.8)

La integral de volumen dentro de las llaves (...) puede transformarse en una
integral de superflcie la cual se anula en el infinito, de forma que la Ec.

(1.8) se reduce a:

E=_21 [__é“ PG - G g%-] d’x'at’. (1.9)
0

Para calcular la integral respecto al tlempo de la Ec, (1.9}, es necesario

usar la Ec. (L2} y el resultado:

? Y Y] ____x_]__ ’ B__ ___Il_____ ’ R..
VG, tx! L) = Rza[t+c t] R 37 6[l.+~c- t]A (1.10)



Realfzando las integraciones con respecto al tiempo en la Ec. (1.9)

: f n : R_ . _n _(2__ B B- ‘
Jv =-_§Jpa[”.5 e ._Jt[ ] a

R
n{ 8 . R ni ép W R .

-2
R t!=1-R/
n n t! =400 n 8p

=-——p| --—pa[tw--t]l +—--—-7.|
Rz t/=t-R/c ck L =~ cR at 1! =t-Rsc

=0 g+ B {00 (.11a)
R cR 8t7{ ' '

aJ ] R , _ 1 ad 1 fad
J“ E J i ol g e = Gor veterse R [av] (1110}

donde los corchetes [...] son el simbolo de retardo, Finalmente, al substitulr
los resultados anterfores en la Ec, (1.9) se obtlene la ley generallzads de

E = g U‘pgn o Liln J—Jl dx' (112)
oj{ R Re Re

Coulomb:

donde [] = [8/0t').
Para obtener la ley generalizada de Blot-Savart, se sigue el mlismo método,
Identificando al campo F en lJa Ec, (.1} con el campo magnético B. Por

consiguiente, al substituir Jas ecuaciones de Maxwell:

¥+B = 0, (1.13a)
8E
VXxB= qu *+ REQ BT - (1.13b)
[i):]
-a-t-e-VxE, {1.13¢)

en la Ec. (1.1) lcon F = B} se obtlene:

i
B = a% [J >< v'a] d*x’dt’ - ——’—3 V'K (G g%] dx’dt! . (1.14)
4ne
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l.a altima integral se puede transformar en una integral de superficie via el
teorema de Gauss la cual se anula en el infinito y de este modo la Ec. (1.14)

se reduce a:

H

=__2 e St g
e Jx VG dx'dt’. (1.15)

Al Integrar la Ec. (1.15) respecto al tiempo con la ayuda de la Ec. (1.10) se

obtiene:

JJ X v Gdt'= - L xJJ 6[t’+ g - t]dt’+ B % JJ 5% 6[t’+ »E - t]dt’
R

=-;le1+~ J;—{Ja[t+ﬁ~t]}dt’—— I'g%rﬁ[ +—-t]dt‘

V=400
-D;XIJH—EXJa[th-t]I -“x[a—f-r]

[

R cR - cR 8
_ n n aJ
= [JIXF*’E—’?X[W] . (1.16)

De forma que al susbtituir e} resultado anterior en la Ec. (1.15) se obtiene

la ley generalizada de Biot-Savart:

a:ﬁ_ﬁ LJJ’;"»,[']X“d“x'. (117

Las Ecs. (1.12) y (L17) son \utiles para resolver problemas tiplcos
asociados a fuentes puntuales como los de la antena diferenclal® y los campos
electromagnéticos producidos por una carga en movimiento arbitrario, La
ventaja practica de la pareja de Ecs. (L12) y (L17) es que no contiene
derivadas espaciales sino so6lo derivadas temporales las cuales son méas faciles

de usar.
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Ppara asegurar que la integral volumétrica dentro de las llaves (...} se
anule después de transformarla en una integral de superficie, es necesario
hacer las siguientes operaciones: considere el primer término de la Ec.
(1.5), sustituyendo la Ec.(1.10):

8
”a' [r'a' ‘c]d°x' }dt' = Ua'_{r' L a[t' R t]} dax’}dt'
S 8 RZ c

in® R ain® R 3
= a's{r = a[t'+ z- t] +F 2 6[t’+ s - t]} d’x’ tdt'
R
e [t (R Agdy

La primera integral volumétrica se anula al transformarla en una Integral de
superficie y usar las condiciones de frontera en el infinito. La [ntegral
sobre el tiempo del segundo término sc anula por las condiciones iniciales. Al
reailzar las mismas operaclones en los demds términos de la integral

volumétrica dentro de las llaves (...) de la Ec. (1.5) tamblén se anulan.



Il LEYLES GENERALIZADAS DE COULOMB Y BIOT-SAVART
CON FUENTES MATERIALES

El primer antecedente de una extenslén de las leyes generallzadas de
Coulomb y Biot-Savart con fuentes materiales lo presentd Jefimenko' en 1992,
Este autor obtiene tal extenslon a partir de la solucién de las ecuaclones
de ondas asociadas a las ecuaclones de Maxwell para campos con fuentes
materfales. La soluclén expresa a E y B como Integrales retardadas de p
(densidad de carga), J (densldad de corrlente), P (vector de polarlzaclén) y M
(vector de magnetizacién) y de sus correspondientes derivadas espaclales Yy

temporales.

La extension obtenida por Jeflmenko tiene el inconveniente de que ain
coentiene algunas derivadas espaciales. Sin embargo, en 994 Heras® reformulé
la extenslén de Jefimenko cambiando las derivadas espaciales por temporales,
Heras aplicd sus expresiones (Ecs. (13) y (i4) de la introduccién) para
determinar los campos de radlacién de un dipolo en movimiento arbitrario.

Esta seccién se divide en dos partes, En la primera se discuten los
vectores de polarizacién y magnetlzacién as{ como su papel de fuentes
materiales. En la segunda parte, se obtlene una extensién de fas leyes
generalizadas de Coulomb y Blot-Savart con fuentes materiales, que no
contienen derivadas espaciales y que presentan un término adiclonal® el cual

no se considera en la mayorfa de los ifbros de texto,

2.1 Fuentes materlales

La polarizaciéon P se define como el momento dipolar eléctrlco por unidad
de volumen. Se presentan diferentes tipos de polarizacién en un materfal; la
pelarizacién fnductda y la permanente‘. Una de las formas en que se puede
obtener una polarizaclén inducida es la creaclén del momento dipolar debido a
la presencla de un campo eléctrico externo que produce la separacién de las
cargas positivas y negativas del material o tamblén la orientacién de los
dipolos del materlal en caso de que éste ya posea un momento dipolar proplo,
Al retirar el campo eléctrlco externo esta polarizacién desaparece, de manera

que la polarizaciéon depende del campo eléctrico.

La polarizacién permanente es aquella en la cual el material tiene un



momento dipolar permanente orientado, en ausencia de un campo externo, estos
materiales se llaman electretos. Este tipo de polarizacion es independiente

del campo eléctrico y se considera como una fuente de éste.

El momento dipolar cléctrica de una distribuclén de carga p(x’) se define

como:

p= J‘p(x’ X! dox’ . (2.1)

En ciertos materiales es posible definir un vector de polarizacion tal que el

momento dipolar eléctrico total esté dado por:

p= Ip(x' i, (2.2)

donde se Integra sobre el volumen y P(x') es el vector de polarizacién al cual
le debe de correponder una distribucibn de carga. Para encontrar la

distribucion de carga equivalente se utillza la slgulente identidad®

8'x! Pt = x''-8'P%) + 9! ' 'P") (2.3)
que al integrarla y aplicar el teorema de Gauss al Gitimo miembro se obtiene:
J‘P(x’)dgx’ = [ X' (-9 +P)d’x’ + Ix'u’-ds'). (2.4)

con S la superficie que enclerra ai volumen. Si se toma a la superficie S en
la Ec. (2.4) fuera del material pero que lo encierre, entonces P = 0 sobre Sy

la expresién se reduce a:

[ P(x')dx’ = I x' (-’ +P)d%x’ . (2.5)

La ecuaclén anterior es valida para cualquier estado de polarizacion.
Comparar la definicion de momento dipolar [Ec. (2.1)] con la Ec. (2.5) se
puede identificar a p(x') = -V'+P como la densidad de carga dada por la

polarizacion, de esta ' manera la distribucion de carga equivalente es:
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plx)= -V P(x). (2.6)

Por otra parte, la magnetizacion se define como el momento dipolar magnético
por unidad de volumen. Andlogamente a la polarizacién, ia magnetizacion puede
presentarse de dos formas; ia induclda o la permanente". L.a magnetizacion
inducida es consecuencia de tener un campo magnético externo. En materiales no
magnetizados los dipolos estdn orientados al azar y al aplicarles un campo
magnético externo se orientan dependlendo de Ja naturaleza del materlal; en
naterlales diamagnéticos, los dipolos se orientan en sentido opuesto al campo
aplicado y en materiales paramagnéticos los dipolos se orientan en la
direccion del campo externo que se aplique. Al retirar el campo magnético los
dipolos  magnéticos se desorientan por lo que este tipo de magnetizacién
depende del campo. Sin embargo, algunos materiales tienen la propledad de
poseer una magnetizacién permanente sin necesldad de encontrarse en un campo
magnético externo. Este tipo de magnetizacién se llama permanente pues no
depende de un campo externo, por fo que se consideran como una fuente de campo

magnético.

El momento dipolar magnético se define como:

m = % [x'x Jxde 2.7
donde J{x’') es .la densidad de corriente. En todos los materiales es posible
definir un vector de magnetizacién tal que el momento magnético total en
cualquier volumen esté dado por:

m = JM(x’ ). (2.8)
De igual modo que el vector P el vector de magnetizacién M también debe de

tener una distrlbucién de corriente equivalente. Para determlnar esta

distribucién es necesario usar la siguiente ldentldad matematica :

M = x! a''m* - x;a"’ M - 6"[x;M‘]+ a’P[x; M‘] , (2.9)

que al integraria sobre el volumen y transformar en una integral de superficie

a los dos ultimos miembros, estos se anuian. Por lo tanto, la Ec. (2.9) se

2l



reduce a;
[M(x’)dax’ = —; [x’x (9" x M) x! , (2.10)

pues se puede demostrar que {x’'x (¥ X MY = xﬁa"M“ - xpa"’ M'. Entonces

igualando la Ec. (2.7) con la Ec. (2.8) se tiene:

[M(x')d%c’ . % [x'x Jx)dx. 2.11)

Por consiguiente, al cbmparar la Ec. (2.10) y (2.11) se identifica que:
J=90xM (2.12)

La Ec. (2.12) es fa distribucion equivalente de corriente que corresponde a ia
magnetizaciébn M.

Hasta ahora sélo se ha considerado ei caso en que P y M sean estaticos,
pero al introducir la dependencia en el tlempo se presenta la corriente de
polarizacion aP/at, de forma que, para este caso, las distribuclones de carga

y corriente equivalentes son:

p(x,t)= -0+Pix,t), (2.13a)

Jx,t)= ¥ X Mix,t) + ‘-’l%—ﬁ’ (2.13b)

Una manera de justificar la forma de las Ecs. (213) es por la

ecuacion de continuidad®

Vedix,t) + "—’5‘}’-‘-’: 0, (2.14)

al substituir la Ec. (2.13a) en la ecuacion de continuidad se tiene:

av-P(x,t))_ 0,

Vedix,t) - 3T (2.15)
intercamblando el orden de diferenciacion:
arP
V-(J - r_ﬂ_} =0, i2.16)
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en general, la Ec, (2.16) implica que:

ar
J-trEUxQ, (2.17)

donde Q es algin vector. Sin embargo, para el caso estatico se sabe que J estd
dada por la Ec.(2.12) entonces, si la Ec. (2.12) es un caso particular de la
Ec. (2.17) se tlene que Q = M, con lo que se obtiene la Ec. (213b). Por lo
tanto, la forma de p y J para el caso dependiente del tiempo son ias
Ecs. (2.13).

En la presente seccién, se resuelven las ecuaciones de Maxwell con
fuentes materiales en donde P y M se consideran distribuclones puntuales en
movimiento’. Estas distribuciones, para fuentes materlales puntuales, son de
la forma S(x,t) = s(t)8(x - r(t)) donde r(t) es la posicién de la fuente y
s(t) es el momento variable.

2.2 Leyes generalizadas de Coulomb y Biot-Savart con fuentes materiales

Las ecuaclones de Maxwell con fuentes materiales, sin inclulr las

densldades de carga y corriente llbres, son:

VE = - %- TP, (2.182)
0
“B=0, (2.18b)
=. 3B
VxE=-22, (2.18¢)
UXB= “o[" XM+ %‘{-) v, g’t‘i . (2.18d)

donde P (vector de polarizacién) y M (vector de magnetizacién) se suponen
fuentes de los campos E y B, Por lo tanto , los vectores P y M se definen
fndependientemente de los campos E y B (por ejemplo, como momentos de dipolo).
En general, los vectores P y M dependen de los campos E y B.

Cuando P y M estdn confinados en una regién finita del espacio, las
Ecs. (2.18) se pueden Integrar directamente por medio de Ja Ec (LI)
Aplicando la Ec. (1.1) al campo E y utilizando las Ecs. (2.18) se obtiene:
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| 1 a*p | 3
E(x,t) = - i VP UGG ) ¢ GIX X ) | d X dt
ne o2 POE)

aB(x’,t')

u
0 IY; [ YV LN __l ' YY)
= == 1GIx,tx )0 X MIx',t')d X’ dt’ + pe V'x [G(x,t.x Wt 3

3 .t !
n ]d x'dt’.

(2.19)

La integral de volumen en el ultimo término, se puede transformar en una
integral de superficie la cual se anula en el infinito (G y a8B/at’ se anulan
en el infinito). las demds integrales se pueden transformar de forma tal que
las derivadas espaclales contenidas en los integrandos se cambien por
derivadas temporales. Para tal propdsito se requiere de la Ec. (1.10) y del

slgujente resultado'®;

_ {3nn'- 8"

R®

(8ol _9_!’. sl - ! - —
87a'¢a¢ 3 § 8(x - x )]5([1) [ 3 T 3,'2 f

an®n' - 5% as(u) . n*n'ladsu)
R°c Rc2

(2.20)

donde G = Glx,;ix',t'); u = t' + Rflc - t; ) = n' es la i-ésima componente
cartesiana del vector unitario n = R/R; (V’)l = a's a/ax"; indices repetidos
se suman. Por consiguiente, con las Ecs. (1.10) y (2.20) se tiene que la Ec.

(2.19) se transforma en:

{P(x',t')enin - P(x’,t')

R:)

|
E(x,t) = T"Eo S(u)[

+:l(l’(>(’.t’ )enln - P(x’.t’)+(l’(x’.t’)~n)n - P(x',t") P
2 2
R°c Re

0 3 egpe. L
- I 5 d x’dt Bcnl’(x,t). (.21

H Y ] Y ‘ ]
s(w) M(x’,t') x n . Mix',t') X n
R Re

donde el punto representa derivada respecto a t’, P = ap/at’ .

La identificacion F = B en la Ec. (L1) y el uso de fas Ecs. (2.18),

(1.10) y (2.20) dan una expresién similar para el campo magnético:
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’l I I . - [ I
Bix.1) = ?i:: 5(“)[3(1\1(x J)enin - M(x',t')

a
R

+Ii(l\'i(x’.t’ )onin - l{{(x’.t’)*,(ﬁ.i(x’.t’ )en)n - M{x',t")

- dvx’dt’
R%c Re

3 2“o
2 dx’dt'+ -5 M(x,t) (2.22)
R Rc

Mo S(u)[f)(xl L)X B(x/,t') xn
Las Ecs. (2.21) y (2.22) constituyen la solucidn general a las Ecs. (2.18)
bajo las condiciones de que los campos E y B (y sus respectivas derlvadas) se
anulen en el inflnito y que las fuentes P y M estén conflnadas en una reglén
finlta del espacio. Puede observarse que las Ecs.(2.21) y (2.22) no invelucran
derivadas espaciales de los vectores P y M de manera que los cdlculos se
“slmplifican considerablemente en aplicaclones especiflcas. En particular, en
la teoria de dipolos (estatlcos, oscilantes y en movimiento arbltrario) las
Ecs.(2.21) y (2.22) son las herramlentas apropladas para calcular directamente

los campos E y B correspondientes.

Es interesante notar que el término - (l/:lco)P en la Ec.(2.21) y el término
(Zpo/S)M en la Ec. (2.22) son funciones vectoriales calculadas en el punto de
observacion y en el tlempo presente. Ya que en este contexto ios vectores P y
M se suponen fuentes de los campos E y B, los términos menclonados se pueden
Interpretar como fuentes que producen instantdneamente parte de los campos E y
B llas partes restantes de los campos se producen por los vectores P, M y sus
derivadas temporales mediante las correspondientes' Integrales que aparecen
en las LFcs. (2.21) y (2.22)]. En este sentido, estos términos siempre estdn
conectados instantdneamente (o estdn "en contacto”) con los campos E y B, Esto
sugiere el nombre de término de contacto para tales términos. En la mayorfa de
los casos, estos términos no se consideran debldo al Interés general de
conocer los campos en algin punto lejos de la fuente, donde estos términos no
contribuyen pues, tienen un valor distinto de cero sélo en un punto. Es
pertinente mencionar que unas ecuaciones similares a las Ecs. (2.21) y (2.22),
pero sin sus respectlvos términos de contacto las obtuvo Heras® en un
artfculo reclente. Sin embargo, sin sus correspondientes términos de contacto

las Ecs. (2.21) y (2.22) no satisfacen las ecuaciones de Maxwell (2.18) por lo
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que estos términos son csenciales para la consistencia interna de la teoria,
Por ejemplo, se puede demostrar! que las Ecs.(2.21) y (2.22) sin sus términos
de contacto satisfacen las ecuaciones V'E = - (Z/JCO)V-P y B = - (2;10/3)V-M
y no las ecuaciones de Maxwell (2.18a) y (2.18b), Ademds, los términos
adiclonales o de contacto en las Ec. 82.21) y (2.22) también son vdlidos para
el caso estatico, ya que solo provienen de considerar a la polarizacion y

magnetizacion como fuentes puntuales de los campos E y B.

Al realizar la integral respecto de t’ en las Ecs. (2.21) y (2.22) se
obtienen las sigulentes expresiones para los campos E y B:

g L |fallelnln - [e], affeden)n - [6], (Telenkn - [6)} s, .

P
411»:0 R:) ch Rcz 3::0

e A - , {2.23)
,
oo [allmlin)n - [u] | a(lden)n - [, (8] n)n - ]} s\ 2,
dan Ra ch Rcz 3%
”!
+ "o ["] Xn, H LI FLV {2.24)
an Rz Re

La inclusién de las densidades de carga y corriente libres en las Ecs.
{2.21) y (2.22) o las Ecs. (2.23) y (2.24) implican las Ecs. (16) y (17) de la
Introducclén. En ausencla de las densidades de carga y corriente libres, las
Ees. {2.21) y (2.22) o equivalentemente las Ecs. (2.23) y (2.24) representan
la correcta extenslon de las leyes de Coulomb y Biot-Savart con fuentes
materiales.

Para ilustrar la utilidad de las leyes de Coujomb y Biot-Savart con
fuentes materiales [Ees.(2.21) y (2.22) o Ecs.(2.23) y {2.24)] en ia siguiente
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seccion se aplicardn las Ecs. (2.23) y (2.24) en el cdlculo de los campos
electrico y magnético del dipolo de Hertz asi como los campos del dipolo
magnético oscllante. En la seccién IV se aplicardn las Ecs, (2.21) y (2.22)

para calcular los campos de un dipolo magnético en movimiento no relativista.

Referencias y notas de la seccién 11

'0. lefimenko, "Solutions of Maxwell equations for electric and magnetic

fields in arbitrary media", Am. J. Phys. 60, 890-902, 1992,

2). Weras, "Radiation fieids of a dipole in arbitrary motion", Am. J. Phys.

62, 109-1115, 1994,

4. Heras, "Generallzed Biot-Savart and Coulqmb jaws with material sources and
the lgnored term in the electric field of the Hertz dipole”, sometido a
publicacién en Am. J. Phys.

*Roald K. Wangsness, Eleclromagnettc fields, Jojin Wiley & Sons, Inc., EE.UU,,
1979, Sec. 10.1, 10.2.

SW.N. Cottingham y D.A. Greenwood, Electrlcity and magnetism, Cambridge
Universlty Press, 1991, p.p 82-85.

®Ver Ref. 4 Sec. 20.1, 20.2.
"Ver Ref. 5 p.p 92-95.
%er Ref. 5 p.p 99-101.

qM. Born y E. Wolf, Principles of optics, 4a edicién, Pergamon Press, 0xford,
1970, Sec. 2.2.2,

19, Heras, "New approach to the classical radiation fields of polnt sources".
sometldo a publlcaclén en Physlcal Review Letters.
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"La demostracién se encuentra en la Ref. 3.
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111 DIPOLOS OSCILANTES

El formalismo usual para tratar los dipolos oscilantes es mediante el
método desarrollado por Hertz' %, Este método representa las ecuaciones de los
campos eléctrico y magnético en térmihos de los lamados "vectores de Hertz"
(e y Om) en vez de los potenciales escalar ¢ y vectorial A. Los vectores de
Hertz estdn relacionados con p y A de la misma forma que P y M estan

relacionados con p y J:

¢ = -Vl , ‘ (3.1a)
_ dlle
A-—Vxﬂm'&»m——. (Blb)

donde Tle es el vector de Hertz asoclado con los efectos dei campo elécirico y
Tim el asoclado con los efectos del campo magnético. Por lo tanto, Tle y Tim son
sollucién de la ecuacién de onda inhomogénea, la cual se expresa en términos de
los potenciales retardados como:

Melx,t) = [ L‘;_’ Py (3.2a)
Mlx,t) = [ Ui,gl xt (3.26)

Las Ecs, (3.2) son las expresiones para los potenciales Tle y m en términos de
la polarizacion y la magnetizacion por lo que podemos expresar directamente

los campos E y B en términos de estos potenciales.

Sin embargo, recientemente, tanto Marion y Heald® como Schantz‘. han
obtenido los campos de un dipole eléctrico osciiante (dipolo de Heriz) por un
método distinto, el cual parte de las leyes generalizadas de Coulomb y Biot-
Savart {Ecs. (L12) y (LI7).

En esta seccion, se calculan los campos del dipolo de Hertz y de un
dipolo magnético oscilante con un método diferente, el cual se basa en aplicar
Jas leyes generalizadas de Coulomb y Blot-Savart con fuentes materiales [Ecs.
(2.23) y (2.24)). Para ambos casos se encuentra que los campos presentan un

término  adicional.

28



3,1 El dipolo de Hertz

El dipolo de Hertz es un dipolo eléctrico puntual oscilante, caracterizado
por el siguiente vector de polarizaciéns:

Plx,t) = e plt) a{x § xo] : (3.3)

donde p(t) es una funcién periédica en el tiempo que representa la magnitud
del momento eléctrico del dipolo, X, es el punto donde se encuentra
localizado el dipolo y el vector unitario e especifica la direccién de
vibracién del dipolo. Al calcular el vector P en el punto fuente X' y ef
tiempo retardado t'= t - R/c, el vector de Xpolarizacién se puede escribir
como:

Pl = e [p} 5(x’ - xn] R {3.4)

donde 'lpl’denma p{t'). S! se usan las Ec. (3.3) y (3.4) con sus repectivas
derivadas temporales en las Ecs. (2.23) y (2.24) se tiene que:

 A[fster als) [3) i ] [5] , 5,
T (rrote | el [ U
. %‘E eplt) S[x - xo}, (3.5)
[}
=89. [fl«»[f]— (exn]a(x' ~x]d3x’ (3.6}
L TR 0 ’ )

al integrar respecto al volumen se obtienen las expreslones para los campos E
y B del dipolo de Hertz®'®:

sto i) [3] e B

- = ! . - . PR - -
l‘.-—m —-—5-—* ZC*’——E (e n]n e +—-2—-+ 3 BcOEP(t)S(X xo].

ofl R R Re R® R%c¢ Re
{3.7)
u, (15] (5]
B=m?+~;;[exn], {3.8)
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donde el vector unitario n esta dado por n = (x - xo)/lx - x0|. Notese que las

Ecs. {3.5) y (3.6) sin el término adiclonal:

1 .
- 5_601_ plt) b[x - xo] . (3.9)

son las ecuaciones que se encuentran en los libres de texto. La novedad aqui
es la presencla del término de contacto dado por la Ec. (3.9), el cual no ha
sido considerado en la mayoria de los libros de texto de la teorfa eclectro-
magnética. Este término es diferente de cero soélo cuando x = X, Por lo tanto,
este término representa el campo eléctrico en el dipolo el cual, que por
hlpotesis, estd situado en el punto X, Fuera del dipolo, el término de
contacto se anula. "Aunque este término contribuye solamente en un punto, es
necesarfo para la consistencia (con respecto a las Ecs, de Maxwell) del campo
eléctrlco productido por un dlpolo de Hertz"", Claramente, las Ecs. (3.7) y
(3.8) se reducen a las conocidas ecuaciones de un dipolo eléctrico, (estdtico)
con momento constante®'? p = ep en el origen, i.e x= 0
I

_ dApenln - pt | .
E = ime [-——-—~—-———~:l ] 7 P 8(x), B=20, (3.10)
0 R 0

En la presente deduccién de estos campos se puede decir que: "Para tratar
los dipolos puntuales, la extension de las leyes de Coulomb y Biot-Savart con
fuentes materiales [Ecs. (2.23) y (2.24)] son las herramientas apropladas y
naturales para calcular los campos eléctrico y magnético producidos por estos

dipolos"".

Es importante sefialar que las Ecs. (3.7) y (3.8) son validas atin en el

caso tebrico de que p(t) no sea una funcién periédica en el tiempo.
3.2 El dipolo magnético oscllante

De manera analoga al dipolo eléctrico oscilante, las Ecs. (2.23) y (2.24)
se pueden aplicar a un dipolo magnético puntual oscilante. Para calcular los

campos de este dipolo se considera al dipolo localizado en el punto X, ¥

vibrando en una direccién fija especificada por el vector unitario e. En este
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caso el vector de magnetizaciéon (calcuiado en el punto fuente x' y en el

tiempo retardado t') estd dado por:
{M] = e {m] 6[x’ - XO] , (3.1

donde {m] denota m(t’) y es una funcién periédica en el tlempo que representa
la magnitud de! momento magnético del dipolo. Al substituir la Ec. (3.il)
junto con sus respectivas derivadas temporales en las Ecs, (2.23) y (2.24) se
tiene:

w, |([3] i)

0 3
E=- o —-—+—-—-—[exn6{x'-x]dx', (3.12)
an Rz Re 0
iy ({|3tm 3[!;1 [m] Im] [I;l] [m] ,
B=ﬁ Tttt —3 {e-n]n-e —tt—s a[x’-xo]d x'
R Rc Rc R R"c Rc
¢ 2 pem(t) 3ix ~ x (3.13)
3% o)’
integrando sobre el volumen se obtiene:
Hy (%] (%]
=~m -—-—2-+—~(e><n). (3.14)
R Re

u, ([stm) a[m] (4]

el e o e-n]n-e-——+-—-+-—— +-;1em(t)6[x-x).
an R ch Rcz R:’ ch Rcz 3% 0
(3.15)

Estas ecuaciones sin ef término:

%— uoem(t) a(x - XO] (3.16)

son muy conocidas en la literatura comin®™®, Las Ecs. (3.14) y (3.15) siguen

siendo vdlidas atn en el caso tetrico de que mit) no sea una funcién periédica
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en el tiempo ademas, se reducen a las expresiones uswales de un  dipolo
estatico con momento magnético constante m = em en el punto x0= 0 dadas

8,9
por:

4n 3

n . -
E=0, B = -2 [9—(—"‘——'1—)—9——-19] + % it m 3(x), (3.17)
R a

En este caso cl término de contacto presente en los campos del dipolo
magnético oscllante es cruclal para explicar el desdoblamiento hiperfino del

estado base del hldrdgenow.

Referencias y notas de la seccidn Il
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3Jerry B. Marion y Mark A. Heald, Classical electromagnetic radiation, 3a
edicién, Saunders, Forth Worth, TX, 1995, Sec. 9.3
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IV EL DIPOLO MAGNETICO EN MOVIMIENTQ NO RELATIVISTA

El problema de determinar los campos E y B de un dipolo en movimiento
arbitrario que contiene momentos magnético (m) y eléctrico (p) es importante
desde un punto de vista fisico pues, muchos objetos en la naturaleza contiencn
momentos magnéticos y/o eléctricos. Este problema lo discutid Monaghan‘ por
el método de los potenciales retardados obteniendo los  campos
electromagnéticos en la forma de l-leavlside;Feynnlan. Recientemente, Heras®
usando las férmulas (13) y (14) de la Introducclén obtuvo los campos de
radiaclon de un dipolo en movimiento arbitrario en la forma de Liénard-
Wiechert.

lLos antecedentes de este problema se encuentran en los articulos de
Ellisg"', Wards“’ y Kolsrud y Leer7. Al discutir este problema, tanto Ellis
come Ward necesitaron desarroilar métodos sofisticados para encontrar
expreslones de los campos. Esto indlca la complejldad del problema y expllca
porque se discutié hasta los afios sesentas.

Con el fin de mostrar la utilidad de las Ecs. {2.21) y (2.22), en esta
seccion se les utlliza para calcular los campos eléctrico y magnético de un
dipolo magnético puntual, con momento magnético constante y en movimiento no
relativista. Se obtienen expresiones explfcitas de los campos de dicho dipolo

asf{ como el vector de Poynting y la potencia total radlada asociada a los
campos de radiacién de este dipolo,

4.1 Los campos del dipolo magnético en movimiento no relativista

Este dipolo estd caracterizado por ei siguiente vector de magnetizacion:

M(x,t) = q 6[)( - r(t)] , {4.1)

donde p es el momento magnético {(comstante) y r{t) es [a trayectoria del
dipolo. Al calcular el vector de magnetizacién en el punto fuente x‘ y el
tiempo retardado t’ se obtiene:

M{x/,t') = S[x’ - r(t')] . (4.2)

Después de realizar algunas operaciones vectoriales y tomando en cuenta
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que s6lo se ticne magnetizacion M, las Ecs. (2.21) y (2.22) se escriben como:

,‘ ’ ‘ 2 ] [
E(,m):-ﬁ 2 lstw) M(_"__'_;__LZ(__“ d3x'dt’ +_a§ su) MO 1) X B} 3 gy
R at Re

at
(4.3a)

B(x,t) =___ slu )[S(M(x ) n)n - M(x',t’ )] rdt!

=4

[ s(u) I(M(x',t’ );n)n - M(x’,t’)]dﬁx.dt,
Rc

Q
~n

Y

~N

[
AFYAN - Y] 2“
alu) {(M(x’,t')*n}n -~ M(x’,t') Axrar by 20 Mix.).
Rc2 3

[~
-

(4.3b)
Sl se introducen las Ecs. (4.1) y (4.2) en las Ecs. (4.3), después de integrar
respecto al volumen se abtiene:

m / 2 '
Ext) = - 72 i I 1C0) P v S SLICR) PYRvIT O (4.4a)
T latll R*t”) R(t')c

Boct) = 22 afunut )y - stu')dt'+ -8 3funte!))ne) - 8w’ )dt!
4u R(t') dt Rt )e

)
.4 [u-n(t’))n(t’) -
at?|| R(t’ )c*

]G(u’)dt’ + % ot G(x - r(t)] ) (4.4b)

donde R(t') = |x - rlt’)], n(t) = [x - r(t")I/R(t’) y u' = t' + R(t'Ve -t
Empleando la rérmula®

Je F(t7) - t gt ddt’= F%‘}i—d:_’T e (4.5)
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que solo se tlene magnetizacion M, las Ees. (2.21) y (2.22) se escriben como:

"o a
E(x,t)=-a—ﬁ{-— 8(u) 5

, , 2 ]
MUx' ) x "Id’x'd“—as a(u)[y_(x_'_-_t_)x_nldsx:dy}

at R at Re
(4.3a)
H gy, . Y
Bix,t) = 52 slw) J(M(x’',t')enin - M(x',t )Idax’dt’
n 3
R
+ 9 s(u) 3(M{x',t’ );n)n - Mix',t’) Pl at’
at Re
2' R - Y 2p
+ B s [t )endn = MO a0l 70y,
2 2 3
at Re )

. (4.3b)
Si se Introducen las Ecs. {4.1) y (4.2) en las Ecs. (4.3), después de integrar

respecto al volumen se obtiene:

Q.

m
.
E(x,t) = T

, 2 '
Al g+ & HEX M Naynyae b (a.40)
atf| R*t*) dt®|| R(t')e

“ . ’ 1 - » ’ ' -
Bx,t) = 22 3fuwente Jnte) - stu')de'+ 3 3(u ““2’)““ L] FYNOIY
n R(t) dt Rt )c

\
J

(wente)])nter) - g
Rt )c?

Ia(u')dc' " -g- np 6[x - r(c)] , (4.4b)

\
J

donde R(t') = [x = r(t')], n(t') = [x - c(t')I/R{t'} y u' =t + R(t'Vc -t
Empieando ia formula®;

gt’)

J& [Fie’y -t lglt’)dt' = W’T et (4.5)
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con f(t') = t' + R(t')/c , dfrzdt’ =1 - n*V(t'\/c, la integracién con respecto
al tiempo en las Ecs. (4.4) da como resultado:

H d d?
E(x, ) = - -2 px 45 |0 |y LByt (4.6)
4n {dt [ KR®|  at? |KRe
B(x t)=‘-‘-°- S[M'n]n - K, d S{u'n]n - K +£2 (;un]n bl +gp nélx-rit)
o n KR® atl  krR% | at?| KRe? 350 '
(4.7)

donde el factor K = | - n*V/c con V la velocidad del dipolo y ios corchetes
l...] slgnifican que la cantidad encerrada estd calculada en el tiempo
retardado. Las Ecs. (4.6} y (4.7) son un caso particular de las expresiones
de Heras®. Sin embargo, estas Gltimas expresiones nb Incluyen el término de
contacto, el cual da el valor del campo dentro del dlpolo en movimiento,

Una vez que se realizan las derivadas respecto de t, en las Ecs. (4.6) y
(4,7), se consldera el caso no relativista es decir, K = 1, se despreclan los
términos cuadrdticos en V y se substituye 8 = V/c y fi por a’/c; entonces los
repectives términos de E y B son:

a) Términos para E:

- 2 3

d|n = 3cin'B)n - cB . (n+f)n
at| KR R R?

di?

_c_if __r1_1=7(n'{3)(n-f3)n +2(nf)n - 3(n'B)8 - (B+A)n - f3+(n'i§)n + 3(n-f3)2n_
KRe| R? Re

b) Términos para B:

d s[u-n)n = # [ . 12(nB)(nepin - 3(Bop)n - 3(nep)B - 2(n Bl
dt KR%c R

. 3nep)(neBin - (n-f3)u
z 1]
R'e
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~gz[:!(u-n)n - u] - 10(n+B)n+f)n+wn = 4(n*RYn A + 3n+B)n-pn
2
Rc

, (BB)- 3(n+B)Bewn ~ 3(n-B)nep)p
R’c

_(BR)Mncpin + (Bopdn + (0o + (Bl
2
R°c

, 3n:B) (nepn - 3(n+g) u+ {nep)(n*fn - (nefy
2 ]
Re

al substitulr los resultados anteriores en las Ecs. (4.6) y (4.7), se obtienen
las expreslones explicitas para los campos E y B del dipolo magnético en

movimiento no relativista:

E,:‘—ﬁﬂsc(wln -, oo} (ot - oot e afoctln - (pdn - B]x“

Re

, [3(,..,93 ‘ (n-ﬁ)n] N p} , 9)

=

B =
4n R3

- 0 [[lz(n'u) (n'ﬁ)n + Q(n-u)n -~ S(B-M)n - J(n-u)ﬁ - 2(n'§)u

v 10(o:s) (o-a) o) ¢ s(osd (i) - ofnu)n-Ble - olovi) rad

, (ool - 2ot - afng) (el - (0] (@80 - (fou)n - (oeud

ch

Re?

+ In} x Hs(nk):' * (n-ﬁ)n] X p]} + % HoHt B{x - r(tl]. (4.9)
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De los resultados anteriores se puede observar que los términos de
radiacién de los campos (I/R} eléctrico y magnético son perpendiculares, como
era de esperarse. Ademds una novedad que se puede observar, es que el término
intermedio (1/R®) usualmente asaciado con fa velocldad también Incluye a la
aceleraclén que es caracterfstica de los términos de radiacién (o lejanos),

Al hacer 8 = 0, en las Eés. (4.8) y (4.9}, se recupera el caso estdtico
de un dipolo magnético dado por las expreslones sigulentes:

“ * -
E=0, B=g [E‘L‘—‘ll___.'a‘“] ¢ 2 pp s, (4.10)
R

4.2 El vector de Poynting y la potencia radiada

3,10

Los campos de radiacién asoclados con fas Ecs. (4.8) y (4.9) son los

términos que varlan como )/R. Sl se consldera que B = constante estos términos

se reducen a:
2
¢ A
E ._[ELEL] ‘u. .1t
Re

4an

R 2
B = %‘% an x [n x ‘z‘] (n:4) . (4.11b)

Re

La densidad de energfa asoclada a E y B se obtiene por el vector de
Poynting, el cual estd dado por:

!
C3= R 4,12
S HO[E X B} ( )

Los campos de radiacién en E y B son perpendiculares en las Ecs. (4.11)
el vector de Poynting se reduce a:

e
S = ao|i:| N, (4.13)

substituyendo ei valor de ]Elz se obtlene la expresion:
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G - ) 9(,,.[})4(;12 - (n'u)z) {4.14)
) 16n%c” R? " |

l.a potencia radiada por unidad de dngulo sélldo se define por:

aP o 2
a-ﬁ = SRk, (4.15)

Al substituir el resultado de la Ec, (4.14) en ifa Ec. (4,15) se obtiene que la

potencia radiada por unidad de &ngulo sdlido es:

dar ) AN 2 .
= T [9[n-{3] [p ~ (nep) ] , (4.16)

tomando p paralelo a {.3 se tlene:

“ .
ar 0 [9 f*u%cos’e Senzo]. (4.17)

o

8 en%?

Por lo tanto la potencia total radiada es:

9“0{34“2 4 3 9“0{34“2 4 9“o 242
P= 3 Cos 0 Sen"0 do = == 3{341. (4.18)
8nc 8nc” 35 10mc
0
o equivalentemente:
9“o 42
P = N (4.19)
10nc

Del resultado anterior, que se puede llamar férmula de Larmor para un dipolo
con momento magnético constante y aceleracién constante no relativista, se
conciuye que la potencia es proporcional a la cuarta potencia de la

aceleraclén y ai cuadrado del momento.

Se puede comparar la Ec. (4.18) con la correspondiente férmula de Larmor

de una carga con aceleraclén no relativista, la cual estd dada por:

p o= L 222 (4.20)

¢ 4ne 3¢
0

38



por otra parte el electrén tiene un momento magnético intrinseco, debido a su

espin, constante en magnitud el cual estd dado por: “ m:
g dm

®
" K&EXVR& b WLTECH

donde m_es la masa del electrdn, h = h/2n con h la constante de Planck y e la

carga del electrdn, Al substituir la Ec. (4.21) en la Ec. (4.18) se obtiene:

I

P= — ', (4.22)

comparando la £c. (4,20} con la Ec, (4,22} y suponiendo que = 10”7 se tlene:

2

P 560 c m
== -—-——-——; «3x 10® (4.23)
P 108 h*B

con este resultado se puede conclulr que la potencla radiada def
momento magnético intrinseco del electrén es mucho menor que fa debida a su

carga eléctrica,

L.a potencia radiada por el electrén en movimiento uniformemente acelerado
{aceleradores linealesl no relativista es completamente despreciable a menos
que Ja ganancia de energfa sea de} orden de 8.19 x 1071, sin embargo, para
aceleradores circulares (sincrotrén o betatrén) la potencia radlada del
electréon cambia drasticamente comparada con los aceleradores lineales debido
al cambio en la direccién de la aceleracién''. De manera andloga y, después de
haber comparadoe {as potencias debldas a un electrén y a su momento magnético,
en movimlento unlformemente acelerado, se concluye que la potencla radiada

debida al momento magnético del electrén se puede despreciar.

Por otra parte, el valor de Ja potencia en la Ec.(4.18) o (4.19) depende
de la magnitud del momento magnético de} dipolo y de magnitud de la
aceleracién. Por ejemplo, Barger y Olsson'? mediante una serle de argumentos
en base al pulsar detectado en la nebulosa del Cangrejo, encuentran que la
potencia radiada de la nebulosa, es del orden de 10™W con lo cual determinan
que el pulsar tiene un momenta magnético de 3.4 x 1074 m el cual es muy
grande asi que la potencla para este caso no serd pequefia como en el caso del

electron.
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V CONCLUSIONES

En el presente trabajo se ha obtenido una nueva representacion integral
del campo electromagnético [Ecs. (16} y (7)) con fuentes materiales (es decir
con Jos vectores de polarizacién P y de inagnetizaclén M como fuentes de los
campos) integrando directamente las ecuaciones de Maxwell (Ecs. (1S} por el
teorema de Helmholtz para campos vectoriales dependientes del tiempo (Ec.
in.nl.

Esta nueva representacién del campo electromagnético no invelucra
derivadas espaclales (como es el caso del formalismo de los vectores de Hertz)
sino sélo temporales, lo cual es ventajoso para aplicaciones. lLa nueva
representacién tiene unos términos adicionales, los cuales son Indispensables
para que se satisfagan las ecuaciones de Maxwell [Ecs. (I5)}, ain para el

caso en que no dependan del tiempo (estatico).

Otro punto importante de la nueva representacién de las leyes
generalizadas, es que separan explfcitamente los campos cercanos (l/Ra).
intermedios (1/R%) y lejanos (1/R}).

La nueva representacién se aplicé en el calculo de los campos eléctrico y
magnético producidos por el dipolo de Hertz, el dipolo magnético oscilante y
por un dipolo magnético en movimiento no relativista {con momento magnético

constante).

En el caso del dipolo de Hertz se ha obtenido el campo E [Ec. (3.7))
ya conocldo en la literatura mas un término adiciona! (Ec. (3.9)), el cual
representa el valor del campo eléctrico en el dipolo. Para el dipolo magnético
oscilante se ha obtenido e! campo B [Ec. (3.]15)] menclonado en la literatura
mis un término adicional {Ec. (3.16)] que representa el valor def campo
magnético en e} dipoio. En ambos casos se recuperan las expresiones para el
caso estatico {Ecs, {3.10) y (3.7},

Para el caso del dipolo magnético en movimlento no relativista se
determinaron, de forma explicita, los campos E y B [Ecs. (4.8) y (4.9)]. La
expresién para B contiene up término adicional que, de forma andloga a los

dipolos oscilantes, representa el campo magnético en el dipolo,

En este ultimo caso, se calculé el vector de Poynting {Ec. (4.14)] y se

obtuve la potencia total radiada {Ec. (4.18)] para los campos de radlacién o
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lejanos {I/R), cuando el momento magnético (u) sea paralelo a la aceleracion
(fi) y désta sea constante. Se encuentra que la potencia total radiada es
proporcional a la aceleracién a la cuarta y al cuadrado del momento. KEsta
potencia se comparé con in potencia de una carga en movimiento uniformemente
acelerado y se obtuvo que la potencia del dipolo magnético es mucho menor a la

de la carga.

La nueva representaclén integral dl campo electromagnético obtenida en
este trabajo es de gran utilidad para aplicaciones ya que permite encontrar
expresiones explicitas en los campos de distribuciones puntuales con
polarizacién y magnetizacién de una manera relativamente simple pues, soélo
contiene derivadas temporales, que a pesar de ser largas son mds fdciles de
usar que las derivadas espaciales, las cuales se presentan al tratar jos
problemas por el método de los potenciales retardados o el formallsmo de los

vectores de Hertz.
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APENDICE
Funcién de Green'?

La funcién de Green es cruclal para resolver problemas de

electrodindinica, donde los campos E y B satisfacen una ecuacién del tipo:

VY - = — = <du fix,t) (A1)

donde f(x,t) es una fuente de distribucién conocida y ¢ la velocidad de la
luz. Para resolver la Ec. (Al) se usa e] método de la funclén de Green. Para

ello se toma la transformada de Fourier de ¥(x,t) y fix,t):

@
vixt) = 2 | uixe™hau (AZ.1)
o
-
Fxt) = 4 Flxle ™t | (A2.2)
Jm
con transformada fnversa:
[.m
wix) = | wix, et at (A3.1)
o
®
Fix) = | so,0e™ dt (A3.2)
J(n

Al introducir (A2) en (Al) se obtiene:

]
2 ‘
J[vﬁ;;ﬂ%wr a0, (A4)

[

-

la cual se satisfece para todos los valores de t slempre que el término dentro

de los paréntesis se anule, Por lo tanto, las componentes espaciales de la
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transformada de Fourier y{x) satisfacen una ecuacion de onda de Helmholtz

inhomogénea:

[v2+ kZ]w(x) = -4nF(x) , (A5)

donde k = w/c es el mimero de onda asociado con la frecuencia w, La solucidn a

la Ec. (A5) se simplifica tomando una funcién auxitlar G{x,x’) que satisface:

Vzc(x,x’)'r kZG(x.x') = -4n3lx - x') , {A6)

donde Gi{x,x’) es la funcién de Green . Si no hay fronteras {(es declr en el
espacio libre) G(x,x’) debe lener simetria esférlca en R = |x - x’|, ya que la

forma del operador laplaciano en coordenadas esféricas es:

2
V2=—l—2§— R2§— +T—l—-——§—5en09— +—E——L2—~ —g-i, (A7)
R™ 3R aR R°Seng 8o a6 R" Sen"0 8¢

y como G sélo depende de R, resulta que G(R) satisface:

2
L Jii [R am)] + k%G(R) = -4ns(R) , (A8)
R dR

en todos {ados menos en R = O, R G(R) satisface la ecuacién homogénea:

2
‘d'i [R G(R)] + KR GIR) = 0, (A9)
dR

la cual tlene como solucién:

kR (AI0)

+

G7(R) = % e
donde A depende de las condiciones de frontera en el tiempo que especifique
el problema fislco. Intuitivamente, si ia fuente estd quieta en t = O y
después empleza a moverse la solucion apropiada que se debe de escoger en la
Ec. (Al0) es con el signo posltivo, el cual corresponde a ondas radlando hacia
fuera de la fuente. La solucién con signo pegativo describe ondas eptrantes.

Para entender con mds detalle esto se necesita fa correspondiente funcién de
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Green dependiente del tiempo. Se integra ia Ec. (A6) sobre una pequefia esfera
de radio a, centrada en R = 0. Conforme R » O, G » A/R ¥y 9% -+ -4nAS(R).
Al substituir estos resuitados e integrar sobre el volumen en la Ec, (A6) se

tiene que:

J[Vzc(x,x’)+ kz(;(x,x’)J dx' = -4nJ«S(x - x") dax’. (A1)

el segundo miembro del lado izquierdo de la Ec. (All) se anula cuando el radlo
a » 0, Substltuyendo que VXI/R) = -4nd(x - x'), y tomando el limlte a » 0 la

Ec. (All) se escrlbe como:

ato ato

Hm J[-Ml 8{x - x' )A]dgx’ g lm [ -411JB(x - x') dax’]. (A12)

de la Ec. (A)2) se concluye que A = 1. Por lo tanto:

G'R) = 5 e T, (A13)
la cual es la funcién de Green en el caso estdtico.
Para la solucién dependiente del tiempo, G = G(x,x’;t,t') satlsface:
2 1 &
V% — — 1G(X,x";t,t') = =41 3(x - x‘)6(t - t'). (Al4)
c? at®

En otras palabras G puede interpretarse como el potenclal en (x,t) deébldo a
una carga puntval unitaria localizada en x’ al tlempo t’. Al aplicar las
transformadas inversas de Fourier |Ecs. (A3) en la Ec. (Al4)] se tiene que la
fuente es -4nd(x - x')e'" y por consiguiente la solucién es Gt(R)eM, con
Gt(R) dada por la Ec. (Al3). De ias Ec. (A2) la funcién de Green dependiente

del tiempo es:

N ® fikr
GCRT) =5 | Z
! R

{171}
55 e du, (A15)

-0
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donde T =t - t'. De esta manera, la funcién de Green en el espaclo llbre es
una funcién de la distancia relativa R y del tiempo relativo T entre la fuente
y el punto de observacién, Entonces para un medlo no dispersivo donde k = w/c,
la integral de {a Ec. (Al3) es una funcién delta y por lo tanto la funclén de
Green es expifcitamente:

oy
R G[E’- t 34X c" ]
G x,x";t,t') = . (Al6)

Matemdticamente, tanto G'(R,t) como G (R,t) son soluclones vdlidas. La funcién
de Green G' se llama funcién de Green retardada pues tlene la condicién
(fislca) de causalidad asoclada a la distribucién de onda, El argumento de la
funclén dejta muestra que un efecto observado en el punto x a un tiempo t es
causado por la acclén de una fuente locallzada a una distancla R lejos y
a un tlempe anterior (o tlempo retardado), t'= t - R/c. La diferencla en el
tiempo R/c es el tlempo de propagaclén de la distribucién de un punto a otro,
De la misma forma G se llama funclén de Green avanzada,
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