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INTRODUCCIÓN Y RESUMEN DE RESULTADOS 

En la presentación usual de la teoría electromagnética el tratamiento de 

los fenómenos independientes del tiempo (electrostática y magnetostática) es 

muy diferente al de los fenómenos dependientes del tiempo (electrodinámica). 

En 	el 	caso 	independiente 	del 	tiempo, 

Coulomb: 

E(x) = 	
1 

y de Biot-Savart 

Po 
13(x) = 

4n 

4c
o  

la 	teoría 

p(x')n 
d3x' 

se basa en 	las leyes de 

(1)  

(2)  
J(x' 

R
2 

x n 	3 
d x' , 

R
2 

las cuales determinan el campo eléctrico E(x) y el campo magnético 13(x) en el 

vacío producidos por densidades estáticas de carga p(x' 1 y de corriente J(x') 

que se suponen confinadas en una región finita del espacio. En las Ecs. (1) y 

(2) la integración se realiza sobre todo el espacio, n es el vector unitario 

definido por n = R/R con R = lx - 	I la magnitud de R = (x - x') siendo x y 

x' los puntos del campo y de la fuente, co  y po  son la permitividad y 

permeabilidad del vacío, copo  = 1/c
2
, con c la rapidez de la luz. 

En el caso dependiente del tiempo, la teoría electromagnética se basa en 

la integración de las ecuaciones de Maxwell: 

V.E = 	p , 	 (3a) 
c

o 

51•B = O , 	 (3b) 

an 
x E = - 	, 	 (3c) 

aE 

	

y x B = poJ + poco 	. 	 (3d) 

El método tradicional para integrarlas consiste en introducir el potencial 

escalar (plx,t) y el potencial vectorial A(x,t) por medio de las expresiones; 

1 



E  - -
aA 
3t ' 

(4a) 

B=V xA 	 (4b) 

que al substituirlas en las Ecs, (3) e imponer la condición de Lorentz
2

, 

V•A + (00e0)39/at = O, originan las siguientes ecuaciones de onda: 

a _ 29 	1 V2 

9  - Poco 	-Z-  P ' 	 (5a) 
8t 	o 

Poco
8 

_ - lo
2A  

	

V
2

A - 
	z- 	

(5b) 
' at 

Una vez que se resuelven estas ecuaciones para condiciones iniciales y 

de frontera, finalmente se determinan los campos E(x,t) y B(x,t) diferenciando 

los potenciales W  y A de acuerdo a las Ecs. (4). 

La solución de las Ecs. (5), para el caso en que los potenciales se 

anulen en el infinito y las fuentes estén localizadas en una región finita del 

espacio, se describe por los potenciales retardados:3  

	

9(x,t) - 	
p(x' ,t' ) 

 d 
3 x' , 

"nco 	R 

t' ) 	3 
A(x,t) - 

4n 
J(x'' 
	d x' 

donde t' es el tiempo retardado./  definido por t' 	t - R/c, y t el tiempo en 

el cual los campos E y 13 se calculan en el punto de observación, 

Los campos E y B asociados a los potenciales retardados son: 

E(x,t) - 	V 
4ne

o 

 p(x' ,t')  d3
x' 	

Ot 
a tio J(x' ,t' )  d

3
x' 

4n R 

(6a)  

(6b)  

(7) 

B(x,t) = V x 4n 
{Po  1 J(x' , t' 1  d3x, 	. 

R 
(8) 
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M comparar las Ecs. (1) y (2) con las Ecs, (7) y (8), se Infiere que la 

solución de los problemas electrodinámicos es considerablemente más complicada 

que la de los electrostáticos y rnagnetostáticos: La dependencia Implícita de 

las coordenadas espaciales en el tiempo retardado trae como consecuencia que 

la diferenciación espacial (explícita en las Ecs. (7) y (8)1 sea más 

complicada. Marion y Ilealcis  recalcan este punto: "La diferenciación espacial 

es tediosa y traicionera debido a la dependencia en el tiempo retardado." 

En el caso particular de una carga en movimiento, determinar los campos E 

y 	por el método de los potenciales retardados es bastante laborioso. En 

relación a este cálculo, Jefimenko6  afirma: "Este método involucra largas y 

complicadas diferenciaciones y manipulaciones vectoriales, y constituye uno de 

los procedimientos más complicados en la teoría electromagnética clásica." 

Una objeción menor a las Ecs. (7? y (8) es que no se reducen fácilmente a las 

Ecs. (1) y (2). 

Ahora bien, ¿es factible transformar las Ecs. (7) y (8) de tal manera 

que no aparezcan las derivadas espaciales y además se reduzcan claramente a 

las Ecs. (1) y (2)7 La respuesta a esta pregunta la dieron Griffiths y Heald7  

en 1991 al obtener de las Ecs. (7) y (8) las siguientes expresiones: 

1 
E(x,t) — 

4nc
o  

, t' )n tapbe ,t' i/Bt'}n 3 fp(x' 

R z 
Rc 

aJ(x' ,t' )/8t1dr , 

Re 
 

Bix,t) — 4'n I 
.1(x,  ,t'  1  x n 	(8.1(x',t' )/at')  d3x, 

Ii 	12 	 Rc 	II 

donde t` es el tiempo retardado. Las Ecs. (9) y (10) son una forma alternativa 

de escribir las soluciones descritas en las Ecs. (7) y (8). La ventaja 

práctica de las Ecs. (9) y (10) sobre las Ecs. (7) y (8) consiste en que las 

primeras no involucran derivadas espaciales de cantidades retardadas sino 

únicamente derivadas temporales de esas cantidades (las derivadas espaciales 

en este caso son definitivamente más complicadas de calcular que las derivadas 

temporales) y además se reducen claramente a las Ecs. (1) y (2). 

Jefimenko9  introdujo las Ecs.(9) y (10) e independientemente Unz9  en 1966. 

(9)  

(10)  
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La Ec. (9) se conoce como Ley Generalizada de Coulomb y la Ec. (10) como Ley 

generalizada de Biot-Savart.5'7  Estas leyes permanecieron inadvertidas hasta 

que fueron redescubiertas y promovidas por Griffiths y lleald1  y por Tonmquien 

además demostró que las Ecs. (9) y (10) satisfacen las ecuaciones de Maxwell 

(3). La demostración de Ton10  no es necesaria puesto que las Ecs.(9) y (10) 

son una forma de la solución de las Ecs. (3) sujeta a las condiciones de que 

los campos se anulen en el infinito y que las fuentes estén confinadas. Es 

pertinente decir que tanto Unz9  como tierasil  derivaron las Ecs. (9) y (lo) 

usando la función de Green retardada de la ecuación de onda y que l3ellotti y 

Bornatici las derivaron empleando transformadas de Fourier. I2  

Las leyes generalizadas de Coulomb y Biot-Savart son eficientes, en 

particular, para calcular los campos producidos por distribuciones puntuales 

de carga y corriente (por ejemplo, los campos eléctrico y magnético de un 

dipolo osci)ante
10,13-15 

y los campos de Liénard-Wiechert de una carga 

puntual7'1°'"'17). Estas leyes ya aparecen en las terceras ediciones de los 

libros de Lorrain, Corson y Lorraini°  y de Marion y lleald." Cabe señalar que 

las leyes se han extendido incluyéndoles monopolos magnéticos", con las 

cuales se han encontrado los campos de Liénard-Wiechert de la carga dual, esto 

es, de una distribución puntual con carga eléctrica y magnética." 

La notación usual de las Ecs. (9) y (10) es: 

E 	1 	jilill n 	Pp1 n dax' , 

13 = 
Po il[Ji  x n 	[..1] x ni 

 da d x' , 
fin 	2 

Rc 

donde los corchetes ( — ) son el símbolo de retardo, e indican que la cantidad 

encerrada debe ser calculada en el punto fuente x' y el tiempo 

retardado t'= t - Pie, es decir IJ1 = J(x' ,t') = J(x' ,t - Ple). Se adopta la 

notación de que un punto sobre la variable dentro del corchete denota 

diferenciación con respecto a t', esto es, ['] a [8/311.21 

finc
o R

2 
Rc 	Re 2  

(12) 
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1(311.n). -Sé] 	3(Lél.n)» - [é] 
4nc 

0 

B  _ Po
4n  

3 

I [.11 	x n 	{31 	x n] 

R
2

C 

dar, 4. Po
4n  

( [P] x n 

R
2 	

Re R
2 

11.n). -  [é1]d3x' , (13)  
Re 

[1 X n  d3x, 

Rc 

Jefimenko22  presentó en 1992 una extensión de las Ecs. (11) y (12) que 

incluyen fuentes materiales (densidades de polarización y magnetización). Sin 

embargo, esta extensión aún contiene algunas derivadas espaciales implícitas. 

lleras23 reformuló esta extensión cambiando las derivadas espaciales por 

derivadas temporales. Las expresiones obtenidas por este último autor son: 

E = 	
n 	[..11  I

dx' 	
Po .1 [I) x ] 	n [Mi X n  dax  , 
4Tt 

4"0 R
2 

Rc Rc
2 

R
2 

Rc 

+ P
-2 4n 

11151 .11) n - [Ml + 3([41.n), - 	+ 	.n) n 	1.1.1  1,13x' , (14) 
R 2 C 	 Re 2  

donde P es el vector de polarización y M el vector de magnetización, los 

cuales representan fuentes localizadas. Es importante seflalar que hasta la 

fecha no se ha reportado en la literatura la demostración de que las Ecs. (13) 

y (14) satisfacen las ecuaciones de Maxwell con fuentes materiales: 

V•E 	— (p - V 	, 	 (15a) 
c

o 

57•I3 m: 0 , 	 (15b) 

a)3 v x E = - 	, 	 (15c) 

DE 
Vx13=po (J +vxm+ 17) + moco 07 (15d) 

En este trabajo se muestra cómo la integración directa de las Ecs. (15) 

puede realizarse usando una extensión del teorema de Helmholtz para campos 

5 



vectoriales dependientes del tiempo. II." La solee ión encontrada por este 

método se expresa como sigue: 

E 
4ne

o R
2 

i 	í 6]., 	j.,]. 1,,,, x  , 	ti, 1[111 	x n 	[Id X  ni d 3 1 
	

, 	
x'  

	

Rc 	Re 
2 	41t 	

R
2 	

Rc 

1 	3 [ [P1  • t2i  n - [P1  Id  tt n - [P] + 	 [131 n)  n -  [11  dux, 	P 
4 ?teo 	 3 	 R 2

C 	 Rc2 	 3e° 

(16)  

B = 
4n 

	

[1] 
2 

n 	n  dux, + Pol  x n  + 	n  dux, 

R Rc 	
4n 	

R 2 Rc 

Flo 	(1-M1 e n ) n - [M]  3 ( 	n ) n - [1:11 	{1.11•n ) n - [Mi 	2 + 
4n 	

R
3 	

R
2
c 	 Rc

2 	
d x' +

N
H

o
M. 

(17)  

Como puede observarse, las Ecs. (16) y (17) contienen un término adicional 

respecto a las Ecs. (13) y (14). Los términos adicionales son funciones 

vectoriales calculadas en el punto del campo al tiempo presente. Sin embargo, 

es importante señalar que, generalmente, estos términos no se toman en cuenta 

ya que, en la mayoría de los casos el interés es conocer los campos en algún 

punto lejos de la fuente, donde estos términos se anulan. Las Ecs. (16) y 

(17), como se demostrará más adelante, son soluciones de las Ecs. (15). De 

esta forma resulta claro que las Ecs. (13) y (14) no satisfacen las Ecs. (15) 

por la falta de los términos adicionales. Las Ecs. (16) y (17) son la 

extensión 	consistente de las leyes generalizadas de Coulomb y Biot-Savart 

lEcs. (II) y (12)1 que incluyen fuentes materiales. 

Aquí se presentan dos aplicaciones importantes de las Ecs. (16) y (17). 

En la primera aplicación se determinan los campos eléctrico y magnético 

producidos por dipolos oscilantes. En particular en el caso del dipolo de 

Hertz
24,25 

se encuentra que el campo eléctrico tiene la siguiente forma: 

	

31 pi 3 {11 	[P] 

	

_ 	 [pi [11 [il ll E 
411c 	+ 3 	2 

+ 	 l} 1 	r 2 	e. n n -e —+—+— 	
3C 

ep(t) ei
kx - xo) o 	R 	R c Re 	 R

3 
R c Rc 

2 	
o 

(18)  
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donde el vector unitario e representa la dirección de vibración del dipolo, 

es el momento eléctrico, n = (x - xo)/lx - x01 donde xo  es el punto de 

ubicación del dipolo y x el punto campo. Como se puede observar el campo E en 

la Ec. (18) contiene el término adicional: 

- 3- e p(t) a ix - x
o
] 

o 

que no se encuentra mencionado en la literatura común, Este término representa 

el campo E en la posición del dipolo pues, en x = x
o
, es en el único lugar 

donde tiene un valor diferente de cero. 

La segunda aplicación de las Ecs. (16) y (17), determina las expresiones 

para los campos E y B producidos por un dipolo magnético constante en 

movimiento no relativista: 

3c(ns(3)n -c0  4.  7(n93)(rP(5)n - 3(11'1)(3 	3(n•i3)n - (13•11)11-f3  Xµ E- 411 
R

3 
R

2 

2 
[3(n.rlin + 

Rc 
X µ} 	 (20) 

B -
Po 	3 (n•µ) n 	+ 12(n.µ) (ne(3)n - 3 (139µ) n - 3 (n •11)(3 - 2[n.(3)µ 
4n 

SI 	 R
3 

10 (n'111 (n .(3) (no(3)n + 6(n.11)  Ín .(1) n - 3 Ín .1) (n .13) (3 - 3(n.))  (0.µ)n 
R

2
C 

+ I(3'(3)µ - 4(n.(3)(n.(s)p - 2(n.(3)1 -(..,)(fhts)n - (fi.,)n - (n.g)1 
R

2
C 

+ Inl x 	
3ine(i)1 + (n•ii)n  x 	+ .52 µ0µ (5(x - r(t)11, 	(21) 

Rc
2 

donde µ es el momento magnético del dipolo, n = (x - r(t' ))/Ix - r(t' )1, 

o = V/c con V la velocidad no relativista del dipolo 	V « c y 13 « I, se 

desprecian términos cuadráticos en V) y r(t) es la trayectoria del dipolo. 

7 
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Un resultado importante obtenido de las fórmulas (20) y (21) es la 

potencia total radiada por el dipolo magnético con aceleración uniforme: 

P = 91'0 	4 2 

70nc3 (22) 

Esta nueva expresión muestra que la potencia de un dipolo magnético en 

movimiento uniformemente acelerado en la aproximación no relativista es 

proporcional a la aceleración a la cuarta. Esta potencia se comparó con la 

potencia de una carga en movimiento uniformemente acelerado y se obtuvo que la 

potencia del dipolo magnético es mucho menor a la potencia de la carga. 

El plan de trabajo es el siguiente; en la sección I se demuestra un 

teorema generalizado de Helmholtz para campos vectoriales dependientes del 

tiempo. Con el teorema se integran las ecuaciones de Maxwell (Ecs. (3)1 y se 

obtienen las leyes generalizadas de Coulomb y Biot-Savart lEcs. (II) y (12)1. 

En la sección II se vuelve a aplicar el teorema para integrar las ecuaciones 

de Maxwell con fuentes materiales y obtener las leyes generalizadas de 

Coulomb y Biot-Savart lEcs. (16) y (17)). En la sección III se aplican estas 

últimas leyes en el dipolo de Hertz y el dipolo magnético oscilante. En la 

sección IV se aplican nuevamente las leyes con fuentes materiales para 

encontrar los campos eléctrico y magnétl/o de un dipolo con momento magnético 

constante en movimiento no relativista (1.e. V «c) y además, se determina la 

potencia total radiada en los campos de radiación. En la sección V se 

presentan las conclusiones del trabajo. Finalmente, en el apéndice se discute 

la función retardada de Green en el espacio libre. 
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I LEYES GENERALIZADAS DE COULOMI3 Y BIOT-SAVART 

En la literatura reciente se han desarrollado cinco métodos para obtener 

las leyes generalizadas de Coulomb y Biot-Savart, El primer método lo presentó 

Jefimeno .1  Este método se basa en aplicar el teorema de campos ondulatorios 

a los campos eléctrico y magnético. Para tal efecto es necesario realizar 

operaciones vectoriales sobre cantidades retardadas. Sin embargo, en el método 

no se utilizan directamente las ecuaciones de Maxwell sino las ecuaciones de 

onda asociadas a ellas. 

El segundo método consiste en diferenciar los potenciales retardados ten 

la norma de Lorentz)3  y realizar operaciones vectoriales sobre cantidades 

retardadas. Este método lo presentaron Griffiths y Ileald.4'5  

La tercera forma de obtener las leyes generalizadas fue desarrollada por 

Ton
t'
, esta forma se basa en aplicar "la transformación del cono de luz711  a la 

solución usual retardada de la ecuación de onda para el campo eléctrico y 

magnético. Además, Ton demuestra que las leyes generalizadas de Coulomb y 

l3iot-Savart satisfacen las ecuaciones de Maxwell. 

El cuarto método utiliza las ecuaciones de Maxwell y la función retardada 

de Green en el espacio libre para la ecuación de onda (obteniendo un teorema 

de Helmholtz para campos vectoriales dependientes del tiempo). Este método 

formal lo realizó Iteras/3  en 1995. 

Finalmente, la quinta forma para obtener las leyes generalizadas de 

Coulomb y Biot-Savart la hicieron U. I3ellotti y M. Bornatici9  en 1996, usando 

la solución de la transformada de Fourier de la ecuación de onda inhomogénea 

en términos de las fuentes de densidad de carga y corriente. 

Los métodos anteriores, excepto el cuarto, tienen en común que parten de 

integrales de volumen que contienen cantidades retardadas. Sin embargo, este 

punto de partida no es necesariamente único. La Idea de empezar con Integrales 

sobre todo el espacio y tiempo parece ser más atractiva ya que, de esta forma 

se evita el problema de trabajar con cantidades retardadas desde el principio 

(hay que recordar que el retardo proviene de la Integración temporal) de 

manera que las operaciones vectoriales que se realizan son comunes y la 

integración temporal siempre se puede realizar hasta el final. 

En la presente sección se obtienen las leyes generalizadas de Coulomb y 
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13iot-Savart basándose en el método realizado por ileras. l'ara ello primero se 

demuestra un teorema de ileimboltz para campos vectoriales dependientes del 

tiempo y después, por medio de este teorema, se integran directamente las 

ecuaciones de Mamen. 

1.1 Teorema de Ilelinboltz para campos vectoriales dependientes del tiempo 

El teorema de llehnholtz para campos vectoriales dependientes del tiempo 

establece que:8  Un campo vectorial dependiente del tiempo F(x,t) anulándose en 

el espacio Infinito y propagándose hiperbólicamente en el vacío con rapidez c, 

se determina completamente al especificar su divergencia, rotacional y 

derivada temporal. Una representación de F en términos de esas cantidades es 

la siguiente: 

1 
F(x,t) = 1-1 	{(91  .F(x' ,t')I V'G(x,t;x' ,t') + (51'x F(x' ,1')) x 	G(x,tix' ,t' ) 

+ 
c 

1
2 G(x,t;x1,1') 8t 

8 ' (8F(x,t'

)

}  dax, dt, 
51' 

donde G(x,t;x',t') es la función retardada de Green" en el espacio libre: 

G(x,t;x',V) - S 	¡Ve - 
(1.2) 

que satisface la ecuación de onda 

	

,2 	1 	8 2 
V 	- Gíx,t;x' ,t' 	4nd(x - x' )8(t - t') (1.3) 

e 	dt' 

junto con las condiciones: 	G = O en 	todo el espacio para i < t' (condición de 

causalidad) y G representa ondas salientes para t > t'. La presencia de G en 

la Ec. (1.1) trae como consecuencia que el campo F y sus derivadas deben 

satisfacer ciertas condiciones en el infinito para que las integrales no sean 

divergentes, de este modo F decrece en el infinito como 1/1x114°  y sus 

derivadas 11141, I9  x FI y I3F/311 como 1/Ix12" donde 	a > O. 	Estos 

comportamientos en el infinito garantizan que las integrales de volumen en la 

Ec. (1.1) no diverjan y que sus integrales de superficie asociadas se anulen 
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en el infinito. Puesto que G se propaga en el vacío con rapidez c de acuerdo a 

una ecuación de onda, que es hiperbólica, se puede decir que el campo F se 

propaga hiperbólicamente en el vacío con rapidez c. 

- FI  

donde 

La Ec. (1.1) se demuestra 

a' a' s  - 	
c2 8t

2 
 s 	,2 

- 	.1
8' «+ 

FI 	= 	(F)1  es la 

utilizando la siguiente identidad:°  

Fr l = 	 - 	F18' G + 	G 	(` " 
c

z 	at ' ) 

p 6aG-(5 31 	a ,kG 	+ 	F 	'Tac 	aF F 	 - 	 (1.4) 

	

c2 	 at' 	G—  

	

l-ésima componente cartesiana de F; 	8' t= 8/8x' I 	= (1/91; 

8
si 

es la delta de Kronecker y G = G(x,t;x1 ,t' ) es la función de Green 

retardada. 

Integrando la Ec. (1.4) (multiplicada por el factor 1/4n) sobre todo el 

espacio y tiempo, usando la Ec. (1.3) e integrando el lado izquierdo de la 

ecuación resultante se obtiene la siguiente expresión: 

„i 
FI  = TI 	([8:181I G + [8' `PI  - 8' 

IFe
)8 i G + -1-- G P-- (12-1 

J 
d'x'dti 1.  

s 	
c

2 De a t 

1 11 	a'(r i  as G G + F s  B' 1 G - asirk a' kcjd'x' de +2 2- 	-i f, Vil- - Grt-- ir)dt' d3x' 
s`` 	 k  

(1.5) 

donde el campo FI  del lado izquierdo está calculado en el punto x al tiempo t 

y el campo FI  del lado derecho en el punto fuente x' al tiempo t' . La integral 

volumétrica contenida en las llaves (...) del segundo sumando de la Ec. (1.5) 

se puede transformar, mediante el teorema de Gauss» en una integral de 

superficie la cual se anula, después de realizar ciertas operaciones, I 2  por 

las condiciones iniciales y las condiciones de frontera en el infinito. La 

integral sobre el tiempo encerrada en las llaves 1...) del tercer sumando de 

la Ec. (1.5) se anula por las condiciones iniciales y finales. Por lo tanto, 

se tiene que la Ec. (1.5) reduce a: 
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t 
4n 

a' + 	[a' 	6 FI  - 111 O' G + G [1.
„p

-,-)
l 
 (1:3x' , (1.6) 

con 	las identificaciones V' .F = 8' F6; I( \7' x F1 x V' G1t  = (8' 6F1  - a' F6)8' G y 

tariatI I = ar i nv la Ec. (1.6) en notación vectorial se convierte en la Cc. 

(1.1), con lo que se demuestra el teorema de llelmholtz para campos vectoriales 

dependientes del tiempo. 

1.2 Leyes generalizadas de Coulomb y Illot-Savart 

La ley generalizada de Coulomb (Cc. (11)1 se puede obtener identificando 

al campo F de la Ec. (1.1) con el campo eléctrico E. Al substituir tres de las 

ecuaciones de Maxwell: 
1 

V•E = — p , c 	 (1.7a) 
o 

 

a si x E = - b-t- , 	 (1.7b) 

1 = ca (y x 13 - poi) , 	 (1.7c) 

en la Ec. (1.1) y después de hacer algunas operaciones vectoriales se obtiene: 

E = 171  HL co  pliPG - p 
o u' 	 ii 
G 1 d3x'dt' + Ti l- {151'x (G 1-) d3x'} dt'. (1.8) 

La integral de volumen dentro de las llaves (...) puede transformarse en una 

integral de superficie la cual se anula en el infinito, de forma que la Ec. 

(1.8) se reduce a: 

I 1 E = -4711 	[--Ij- pV'G - tioG gl d3x'dt'. 
o 

(1.9) 

Para calcular la integral respecto al tiempo de la Cc, (1.9), es necesario 

usar la Cc. (1.2) y el resultado: 

V' G(x,t;x1  ,t')= 
n"  3(e+ - tl  - 	a  3 	- t 

cR 	e  

14 

(1.10) 



r8J 1 
133-Fr 

Realizando las integraciones con respecto al tiempo en la Fe. (1.9): 

IpViG dt' 	_nZ
J 	

( 	R 	)  Pal+z-tde cR
p 117- 43(t1 + 	t) dt' 

n 	 ni 

= 	PL-t-R/c- cR o-ñ-r  {Pa( 	
)} t't  t 	dr+ 1 913 - gít, 11. 

cR et' 	c 

c--17  palt1 + -é  - t)
co  

1 	+ c--g  n ep 
,,z 	t  , i =t-R/c 	 tim- 	it'ut-R/c 

n
2 (p) NT] cR  

dt' = R 11. e(t' + 	- t)dt' 
t'=t-R/c 

donde los corchetes 1-1 son el símbolo de retardo, Finalmente, al substituir 

los resultados anteriores en la Ec, (1.9) se obtiene la ley generalizada de 

Coulomb: 

E = 1 	r pi n  + {  
47te 

o 	R2 	Re 	Rc 2 
íj1111  fill dx, 

donde [.J a (8/8t 1 ), 

Para obtener la ley generalizada de Biot-Savart, se sigue el mismo método, 

Identificando al campo F en la Ec. (1.1) con el campo magnético B. Por 

consiguiente, al substituir las ecuaciones de Maxwell: 

V•13 = 0, 	 (1.13a) 

V x B = goJ + goeo 8E  . 	 (1.13b) 

(1.12) 

(1.13c) 

en la Ec. (1.1) Icon F = B1 se obtiene: 

(.1 x V'G) 	
4Ircz 

d 3x'dt' 	V'x 	813  ) d3x'dt' . 	(1.14) Zirr  

15 

Po 
= 

4n 



La última integral se puede transformar en una integral de superficie via el 

teorema de Gauss la cual se anula en el infinito y de este modo la Ec. (1.14) 

se reduce a: 

ii

4n 

 
13 = 	J x V'G dax' dt' 

Al Integrar la Ec. (1.15) respecto al tiempo con la ayuda de la Ec. (1.10) se 

obtiene: 

_ni x  
x V' Gdt' = - 	

6 (t , + 	
- 	cR x f J uPt, a(t' + 	- t)dt' 

	

n 8J 	R 
= - -,X (JI + 	4-9-- {15(ts - - t)} dt1 - 	 [V+ -E  - t)dt' 

cR av 	 cR at 

t'="'  
- —n  X 1.11 + n 	.f. x jaít• 	- t  I 	n 

R2 	
cR 	c 	t m

X [Tad 

= Di X — 
n 	

nX —/- 
{8J 

1 
R

z +—  cR at 

De forma que al susbtituir el resultado anterior en la Ec. (1.15) se obtiene 

la ley generalizada de Biot-Savart: 

	

Ei _ Po 	I-J1 x n 	x n)
d

3
x'  

	

4n 	
R

2 
Rc 

(1.17) 

Las Ecs. (1.12) y (1.17) son útiles para resolver problemas típicos 

asociados a fuentes puntuales como los de la antena diferencial' y los campos 

electromagnéticos producidos por una carga en movimiento arbitrario. La 

ventaja práctica de la pareja de Ecs. (1.12) y (1.17) es que no contiene 

derivadas espaciales sino sólo derivadas temporales las cuales son más fáciles 

de usar. 

(1.151 

(1.16) 
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I 2Para asegurar que la integral volumétrica dentro de las llaves (...) se 

anule después de transformarla en una integral de superficie, es necesario 

hacer las siguientes operaciones: considere el primer término de la Ec. 

(1.5), sustituyendo la Ec.(1,10): 

1118's  (FI  8' sG)d3x' }dt' = {las' {FI 1-1--2. 8 (t' + 1 - tj} d3x' }de 

1 

- {18's{F1  -SAT  6 (ts + 1 - tild3x'}dt' 

= 

    

+ pi ncR  8Ít'+- tl . d 3x1 Icit' 
c 

   

  

R 
- c 

   

    

      

n s 
	
ó( t'+ 
it  

R  - t)}dt'}d3x' 

La primera integral volumétrica se anula al transformarla en una Integral de 

superficie y usar las condiciones de frontera en el infinito. La Integral 

sobre el tiempo del segundo término se anula por las condiciones iniciales. Al 

realizar las mismas operaciones en los demás términos de la integral 

volumétrica dentro de las llaves (...) de la Ec. (1.5) también se anulan. 
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II LEYES GENERALIZADAS DE COULOMB Y UIOT-SAVART 

CON FUENTES MATERIALES 

El primer antecedente de una extensión de las leyes generalizadas de 

Coulomb y Biot-Savart con fuentes materiales lo presentó Jefimenko' en 1992. 

Este autor obtiene tal extensión a partir de la solución de las ecuaciones 

de ondas asociadas a las ecuaciones de Maxwell para campos con fuentes 

materiales. La solución expresa a E y B como integrales retardadas de p 

(densidad de carga), J (densidad de corriente), P (vector de polarización) y M 

(vector de magnetización) y de sus correspondientes derivadas espaciales y 

temporales. 

La extensión obtenida por Jefimenko tiene el inconveniente de que aún 

contiene algunas derivadas espaciales. Sin embargo, en 1994 Heras2  reformuló 

la extensión de Jefimenko cambiando las derivadas espaciales por temporales, 

Meras aplicó sus expresiones (Ecs. (13) y (14) de la introducción) para 

determinar los campos de radiación de un dipolo en movimiento arbitrario. 

Esta sección se divide en dos partes, En la primera se discuten los 

vectores de polarización y magnetización as( como su papel de fuentes 

materiales. En la segunda parte, se obtiene una extensión de las leyes 

generalizadas de Coulomb y Biot-Savart con fuentes materiales, que no 

contienen derivadas espaciales y que presentan un término adiciona13  el cual 

no se considera en la mayoría de los libros de texto. 

2.1 Fuentes materiales 

La polarización P se define como el momento dipolar eléctrico por unidad 

de volumen. Se presentan diferentes tipos de polarización en un material; la 

polarización tnductda y la permanente4. Una de las formas en que se puede 

obtener una polarización inducida es la creación del momento dipolar debido a 

la presencia de un campo eléctrico externo que produce la separación de las 

cargas positivas y negativas del material o también la orientación de los 

dipolos del material en caso de que éste ya posea un momento dipolar propio. 

Al retirar el campo eléctrico externo esta polarización desaparece, de manera 

que la polarización depende del campo eléctrico. 

La polarización permanente es aquella en la cual el material tiene un 
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momento dipolar permanente orientado, en ausencia de un campo externo, estos 

materiales se llaman electretos. Este tipo de polarización es independiente 

del campo eléctrico y se considera como una fuente de éste. 

El momento dipolar eléctrico de una distribución de carga p(x' ) se define 

p = 1.  p(xIx' (13x' . 	 (2.1) 

En ciertos materiales es posible definir un vector de polarización tal que el 

momento dipolar eléctrico total esté dado por: 

p = IP(x' )(13 x1 	 (2.2) 

donde se integra sobre el volumen y P(x') es el vector de polarización al cual 

le debe de correponder una distribución de carga. Para encontrar la 

distribución de carga equivalente se utiliza la siguiente identidad5: 

x,r(-8'P') + a' be 	. 	 (2.3) 
s 	 s 	s 

que al integrarla y aplicar el teorema de Gauss al último miembro se obtiene: 

P(x')d3x' =

f 

 x' (-V' 011d3x/ + Jx'(P•dS'), 	 (2.4) 

con S la superficie que encierra al volumen. Si se toma a la superficie S en 

la Ec. (2.4) fuera del material pero que lo encierre, entonces P = O sobre S y 

la expresión se reduce a: 

P(x' )c13x' = 

J 

x' (-4' •P)d3x' 	 (2.5) 

La ecuación anterior es válida para cualquier estado de polarización. 

Comparar la definición de momento dipolar lEc. (2.111 con la Ec. (2.5) se 

puede identificar a p(x' ) = -V' •P como la densidad de carga dada por la 

polarización, de esta' manera la distribución de carga equivalente es: 
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p(x)= -V'P(x). 	 (2.6) 

Por otra parte, la magnetización se define como el momento dipolar magnético 

por unidad de volumen. Análogamente a la polarización, la magnetización puede 

presentarse rie dos formas; la Inducida o la perrnanente6. La magnetización 

inducida es consecuencia de tener un campo magnético externo. En materiales no 

magnetizados los dipolos están orientados al azar y al aplicarles un campo 

magnético externo se orientan dependiendo de la naturaleza del material; en 

materiales dtamagnéttcos, los dipolos se orientan en sentido opuesto al campo 

aplicado y en materiales pararnagnéttcos los dipolos se orientan en la 

dirección del campo externo que se aplique. Al retirar el campo magnético los 

dipolos magnéticos se desorientan por lo que este tipo de magnetización 

depende del campo. Sin embargo, algunos materiales tienen la propiedad de 

poseer una magnetización permanente sin necesidad de encontrarse en un campo 

magnético externo. Este tipo de magnetización se llama permanente pues no 

depende de un campo externo, por lo que se consideran como una fuente de campo 

magnético. 

El momento dipolar magnético se define como: 

m = 1  x' x J(x' )d3x' , 2 I 

	

(2.7) 

donde J(x' ) es la densidad de corriente. En todos los materiales es posible 

definir un vector de magnetización tal que el momento magnético total en 

cualquier volumen esté dado por: 

m = M(x' )d3x'. j

, 	

(2.8) 

De igual modo que el vector P el vector de magnetización M también debe de 

tener una distribución de corriente equivalente. Para determinar' esta 

distribución es necesario usar la siguiente identidad matemática7: 

2M1  = x' D' I Ms  - x'a' P  M r  - 	(x'151+ 	P(xi 
	

(2.9) 

que al integrarla sobre el volumen y transformar en una integral de superficie 

a los dos últimos miembros, estos se anulan. Por lo tanto, la Ec. (2.9) se 
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reduce a: 

IM(xl)ci3x' = 11  Jx'x (V' x M)d3x' , 	 (2.10) 

pues se puede demostrar que (x'x (V' x 151))1  = 	 x ad' MI. Entonces 

Igualando la Ec. (2.7) con la Ec. (2.8) se tiene: 

	

IM(x1)d3x1  = 	J(x' 	 (2.11) 

Por consiguiente, al comparar la Ec. (2.10) y (2.11) se identifica que: 

	

J = 	x M. 	 (2.12) 

La Ec. (2.12) es la distribución equivalente de corriente que corresponde a la 

magnetización M. 

Hasta ahora sólo se ha considerado el caso en que P y M sean estáticos, 

pero al introducir la dependencia en el tiempo se presenta la corriente de 

polarización 8P/8t, de forma que, para este caso, las distribuciones de carga 

y corriente equivalentes son: 

p(x,t)= -V•P(x,t) 	 (2.13a) 

J(x,t)= V x M(x,t) + 
8P(x,t) 

 at 	' (2.13b) 

Una manera de justificar la forma de las Ecs. (2.13) es por la 

ecuación de continuidad8: 

V.J(x,t) + O 
8t 

al substituir la Ec. (2.13a) en la ecuación de continuidad se tiene: 

V•J(x,t) - 	
P 8(V.(x,t))_   
at 

Intercambiando el orden de diferenciación: 

8P 
V. 	- —

at 
= 0 , 
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(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 



en general, la Ec. (2.16) implica que: 

aP 
- — = x Q t 

donde Q es algún vector. Sin embargo, para el caso estático se sabe que J está 

dada por la Ec.(2.12) entonces, si la Ec. (2.12) es un caso particular de la 

Ec. (2.17) se tiene que Q = M, con lo que se obtiene la Ec. (2.13b). Por lo 

tanto, la forma de p y J para el caso dependiente del tiempo son las 

Ecs. (2.13). 

En la presente sección, se resuelven las ecuaciones de Maxwell con 

fuentes materiales en donde P y M se consideran distribuciones puntuales en 

movimiento9. Estas distribuciones, para fuentes materiales puntuales, son de 

la forma S(x,t) = s(t)8(x - r(t)) donde r(t) es la posición de la fuente y 

s(t) es el momento variable. 

2.2 Leyes generalizadas de Coulomb y Biot-Savart con fuentes materiales 

Las ecuaciones de Maxwell con fuentes materiales, sin incluir las 

densidades de carga y corriente libres, son: 

1 V•E 	- 
c 
 V•P , 
o 

V.B = O , 

813 
V X E = - — 

8 t ' 

BE
v x B = go(V x M +

—J 
+ 110E0  IT • 

(2.18a) 

(2.18b) 

(2.18c) 

(2.18d) 

donde P (vector de polarización) y M (vector de magnetización) se suponen 

fuentes de los campos E y a Por lo tanto , los vectores P y M se definen 

independientemente de los campos E y B (por ejemplo, como momentos de dipolo). 

En general, los vectores P y M dependen de los campos E y B. 

Cuando P y M están confinados en una región finita del espacio, las 

Ecs. (2.18) se pueden integrar directamente por medio de la Ec. (1.1). 

Aplicando la Ec. (1.1) al campo E y utilizando las Ecs. (2.18) se obtiene: 

(2.17) 
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E(x,t) = - 
4lic 	

V' •Pix',1'157'G(x,t;x',1' ) + 	G(x,t;x',t') 	ci3x'dt' 
o 	 c2 	 at'' 

11  
- 	

„ 
jcbc,t;w,c1V'x /11(x',U)dax'dt'+ -4711  V'x fccx,t;x' ,t,)813(x', t  

(2.19) 

La integral de volumen en el último término, se puede transformar en una 

integral de superficie la cual se anula en el infinito (G y 813/8V se anulan 

en el infinito). Las demás integrales se pueden transformar de forma tal que 

las derivadas espaciales contenidas en los integrandos se cambien por 

derivadas temporales. Para tal propósito se requiere de la Ec. (1.10) y del 

siguiente resultado!°: 

í a,50,iG  _ 3nsni- 5 	
3 d 

!!! 	4n 	 3nst11  '551  83(u) 	

n'Rnc 

i 
8

2

al

(5u()  
slabc - x') S(u)-  	+ 

R3  R
2
c 	

at' 	2 	2 ' 

(2.20) 

donde G = G(x,t;x',t' ); u = t' + R/c - t; (n)1  = n1  es la i-ésima componente 

cartesiana del vector unitario n = R/R; (1/' )
1 

= 6 ,1= a / ax' 1 ; índices repetidos 

se suman. Por consiguiente, con las Ecs. (1.10) y (2.20) se tiene que la Ec. 

(2.19) se transforma en: 

E(x,t) = 	8(u)13(Pbt,,t,).n)n -  
4nc

o 	 R
3 

3{é(x' ,t' 1.n)n - é(x' ,C) (1(xs,t'l•n)n - 	d3
x'dt' 

R
2
c 	 Rc2  

  

6(u)  114(x' ,) X n 	K4(x' , 	X n  d3x, 
at 	P(x,t), 

II 	R
2 

	

Rc 	
3c 

(2.21) 

    

donde el punto representa derivada respecto a t', P a 813/ar. 

La identificación F = B en la Ec. (1.1) y el uso de las Ecs. (2.18), 

(1.10) y (2.20) dan una expresión similar para el campo magnético: 
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13(x, t) =
n  

..° 	5(u) 3(1fflx,  ,t ,  ). n ) n  - M(x' ,t' ) 
4 

3((1(x' ,t' ) • n)n - M(x' , t' ) (K1 (x' t' ).n)n - 	,t' ) 
 d

3
x' dt' 

R 2c 	 Rc 2 
JJ 

+ „II (5(u) IP(x' , 1') x n 
 + 

P(x' ,t') X n  d
3
x' dt' + — M(x

' 
 t). 	(2.22) 

3  
R 2 

Re 

Las Ecs. (2.21) y (2.22) constituyen la solución general a las Ecs. (2.18) 

bajo las condiciones de que los campos E y 13 (y sus respectivas derivadas) se 

anulen en el infinito y que las fuentes P y M estén confinadas en una región 

finita del espacio. Puede observarse que las Ecs.(2. 21) y (2.22) no Involucran 

derivadas espaciales de los vectores P y M de manera que los cálculos se 

simplifican considerablemente en aplicaciones específicas. En particular, en 

la teoría de dipolos (estáticos, oscilantes y en movimiento arbitrario) las 

Ecs. (2.21) y (2.22) son las herramientas apropiadas para calcular directamente 

los campos E y 13 correspondientes. 

Es interesante notar que el término - (1/39P en la Ec. (2.21) y el término 

(21.10/3)M en la Ec. (2.22) son funciones vectoriales calculadas en el punto de 

observación y en el tiempo presente. Ya que en este contexto los vectores P y 

M se suponen fuentes de los campos E y B, los términos mencionados se pueden 

interpretar como fuentes que producen instantáneamente parte de los campos E y 

13 (las partes restantes de los campos se producen por los vectores P, M y sus 

derivadas temporales mediante las correspondientes• integrales que aparecen 

en las Ecs. (2.21) y (2.22)). En este sentido, estos términos siempre están 

conectados instantáneamente (o están "en contacto") con los campos E y B. Esto 

sugiere el nombre de término de contacto para tales términos. En la mayoría de 

los casos, estos términos no se consideran debido al interés general de 

conocer los campos en algún punto lejos de la fuente, donde estos términos no 

contribuyen pues, tienen un valor distinto de cero sólo en un punto. Es 

pertinente mencionar que unas ecuaciones similares a las Ecs. ( 2.21) y (2.22), 

pero sin sus respectivos términos de contacto las obtuvo Heras2 en un 

artículo reciente. Sin embargo, sin sus correspondientes términos de contacto 

las Ecs. (2.21) y (2.22) no satisfacen las ecuaciones de Maxwell (2.18) por lo 
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que estos términos son esenciales para la consistencia interna de la teoría. 

Por ejemplo, se puede demostrar"  que las Ecs.(2.21) y (2.22) sin sus términos 

de contacto satisfacen las ecuaciones V•E = 	(2/3c
o
)V•P y V•13 = - (2p

o
/31V•M 

y no las ecuaciones de Maxwell (2.18a) y (2.18b). Además, los términos 

adicionales o de contacto en las Ec. 82.21) y (2.22) también son válidos para 

el caso estático, ya que sólo provienen de considerar a la polarización y 

magnetización como fuentes puntuales de los campos E y 13. 

Al realizar la integral respecto de t' en las Ecs. (2.21) y (2.22) se 

obtienen las siguientes expresiones para los campos E y 13: 

E - 	1 1{3  ([P]• n) n 	[Pi  + 3  ( [i)_}•n) n 	 [1]  1„3x, 	14c_ 
4nc 

o 	R
3 	

R 2 c 	 Re 	 o 

0 I[{14.1 x n  X ni d 3x' , 	 (2.23) 17, 	
R

2 	Rc  

Po(  [M1 .n) n - [M] 	3 ([1:11 • n)n - [MI 	(rmi.n). - 	 2 d x' + -j  poM 

lAa {1'1X n 	[.1 x nid3 , 

411 	R
2 Re 

La inclusión de las densidades de carga y corriente libres en las Ecs. 

(2.21) y (2.22) o las Ecs. (2.23) y (2.24) implican las Les. (16) y (17) de la 

introducción. En ausencia de las densidades de carga y corriente libres, las 

Ecs. (2.21) y (2.22) o equivalentemente las Ecs. (2.23) y (2.24) representan 

la correcta extensión de las leyes de Coulomb y Blot-Savart con fuentes 

materiales. 

Para ilustrar la utilidad de las leyes de Coulomb y l3iot-Savart con 

fuentes materiales lEcs.(2.21) y (2.22) o Ecs.(2.23) y (2.24)1 en la siguiente 

4n 
R

3 R 2
c 	 Rc

2 

(2.24) 

26 



sección se aplicarán las Ecs. (2.23) y (2.2.4) en el cálculo de los campos 

eléctrico y magnético del (bolo de Hertz así corno los campos del dipolo 

magnético oscilante. En la sección IV se aplicarán las Ecs. (2.21) y (2.22) 

para calcular los campos de un dipolo magnético en movimiento no relativista. 
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I11 DIPOLOS OSCILANTES 

El formalismo usual para tratar los dipolos oscilantes es mediante el 

método desarrollado por Hertz 1 '3. Este método representa las ecuaciones de los 

campos eléctrico y magnético en términos de los llamados "vectores de Hertz" 

Me y fiad en vez de los potenciales escalar so y vectorial A. Los vectores de 

Hertz están relacionados con y) y A de la misma forma que P y M están 

relacionados con p y J: 

9 = -V.He , 

Dile 
A = S/ X ITm + — 

Dt ' 

(3.1a) 

(3.1b) 

donde He es el vector de Hertz asociado con los efectos del campo eléctrico y 

Ilm el asociado con los efectos del campo magnético. Por lo tanto, N y Pm son 

solución de la ecuación de onda inhomogénea, la cual se expresa en términos de 

los potenciales retardados como: 

IP
R
) 3 nebt,t) = 	d 

Ilm(x,t) = 1L---MI 
d3xI , R 

(3.2a) 

(3.2b) 

Las Ecs. (3.2) son las expresiones para los potenciales Ile y Ilm en términos de 

la polarización y la magnetización por lo que podemos expresar directamente 

los campos E y 13 en términos de estos potenciales. 

Sin embargo, recientemente, tanto Marion y Heald3  como Schantz4 , han 

obtenido los campos de un dipolo eléctrico oscilante (dipolo de Hertz) por un 

método distinto, el cual parte de las leyes generalizadas de Coulomb y Ellot-

Savart (Ecs. (1,12) y (1.171). 

En esta sección, se calculan los campos del dipolo de Hertz y de un 

dipolo magnético oscilante con un método diferente, el cual se basa en aplicar 

las leyes generalizadas de Coulomb y Blot-Savart con fuentes materiales (Ecs. 

(2.23) y (2.24)). Para ambos casos se encuentra que los campos presentan un 

término adicional. 
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3.1 El dipolo de Hertz 

El dipolo de Hertz es un dipolo eléctrico puntual oscilante, caracterizado 

por el siguiente vector de polarizacións: 

	

P(x,t) = e p(t) (5[x - x0) , 	 (3,3) 

donde p(t) es una función periódica en el tiempo que representa la magnitud 

del momento eléctrico del dipolo, xo  es el punto donde se encuentra 

localizado el dipolo y el vector unitario e especifica la dirección de 

vibración del dipolo. Al calcular el vector P en el punto fuente x' y el 

tiempo retardado t'= t - R/c, el vector de Xpolarización se puede escribir 

como: 

	

(PI = e (p) ,5(x' - xo) , 	 (14) 

donde (p1 denota p( t' ). SI se usan las Ec, (3.3) y (3.4) con sus repectivas 

derivadas temporales en las Ecs. (2.23) y (2.24) se tiene que: 

E 4 	1  I 31 PI  3 [11  [11  , + ----1P) 	—[1321  
4ne

o  + R 3 4. R 2 C Rc z 
+ - e (e 

R3 	R c 
+ —[112  a (x. - xe) (13,x' 

Rc 

  

- 1-¿• ep(t) I 	- xo), 	(3.5) 
o 

(3,6) 
110  

B 
4n 

{

[b] 
+ —1 (e x (5(x' x

o
)d 3x', 

R 	Re 

   

al integrar respecto al volumen se obtienen las expresiones para los campos E 

y B del dipolo de Hertz&  ' 6: 

	

1[

31 P) 3b.91 	 [IP 1 	[b]}} 
3 	

2 	(e.n)n - e — + 	 + —2 
-3e 

 ep(t) 1(x - 

	

R c 	Rc 	 R
3 

R 2c  Rc 	o 	 )1'1 4ite 
o R  

(3,7) 

= 	
U)] 

+ —
U)} 

 [e x n) , 
;Ft 

R 	Re 
(3.8) 
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donde el vector unitario n está dado por n = (x - x0)/1 x - x01. Nótese que las 

Ecs. (3.5) y (3.6) sin el término adicional: 

- —
3c 

e p(t) 6(x  - x o) , 
o 

13.9) 

son las ecuaciones que se encuentran en los libros de texto. La novedad aqui 

es la presencia del término de contacto dado por la Ec. (3.9), el cual no ha 

sido considerado en la mayoría de los libros de texto de la teoría electro-

magnética. Este término es diferente de cero sólo cuando x = xo. Por lo tanto, 

este término representa el campo eléctrico en el dipolo el cual, que por 

hipótesis, está situado en el punto xo. Fuera del dipolo, el término de 

contacto se anula. "Aunque este término contribuye solamente en un punto, es 

necesario para la consistencia (con respecto a las Ecs. de Maxwell) del campo 

eléctrico producido por un dipolo de Ilertz"7 , Claramente, las Ecs. (3.7) y 

(3.8) se reducen a las conocidas ecuaciones de un dipolo eléctrico, (estático) 

con momento constante
8,9 

p = ep en el origen, i.e. x
o
= 0: 

E = 	
[3(p.n)n - pj 	1 

5E0p S(x), 
4ne

o 	R
3 

B = O 	 (3.10) 

En la presente deducción de estos campos se puede decir que: "Para tratar 

los dipolos puntuales, la extensión de las leyes de Coulomb y Biot-Savart con 

fuentes materiales I Ecs. (2.23) y (2.24)/ son las herramientas apropiadas y 

naturales para calcular los campos eléctrico y magnético producidos por estos 

dipolos" 7 , 

Es importante señalar que las Ecs. (3.7) y (3.8) son válidas aún en el 

caso teórico de que p(t) no sea una función periódica en el tiempo. 

3.2 El dipolo magnético oscilante 

De manera análoga al dipolo eléctrico oscilante, las Ecs. (2.23) y (2.24) 

se pueden aplicar a un dipolo magnético puntual oscilante. Para calcular los 

campos de este dipolo se considera al dipolo localizado en el punto xo  y 

vibrando en una dirección fija especificada por el vector unitario e. En este 
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caso el vector de magnetización (calculado en el punto fuente x' y en el 

tiempo retardado t') está dado por: 

	

(MI 	e imI (5(x' - xo) , 
	 (3.11) 

donde (ml denota nift' y es una función periódica en el tiempo que representa 

la magnitud del momento magnético del dipolo. Al substituir la Ec. (3.11) 

Junto con sus respectivas derivadas temporales en las Ecs. (2.23) y (2.24) se 

tiene: 

- — 
[11 

4n 	2 	(e X nja(x' - 	x
o
) E 	 d3x,

' 
R 	Rc 

	

lo  1[31 m I 3[i} [in] 	[Un 	[r;11 [irl II a  	d3x, + 	+ — e.n n -e —+—+—
o)  U 

11 	R
3 	

R 2c Rc R
3 

R
2c Rc2 

k 

+ 2  
- 

o
em(t) á(x - xo), 3  

integrando sobre el volumen se obtiene: 

go  [[ 1] 	LmJ 
E= - 	+ 	(e x n), 

4n 
R

2 
Re 

131 	3 [s;] [in] 	 m 	Cm] [in] 
p=µ71 	+ 	+ 	(e•n)n - e —5 + --2— + 	+ 2  vioem(t) 

R 2 cR 3  	Re 2 	 R R Rc 

Estas ecuaciones sin el término: 

5  goem(t) 	- xo) 

(3.14) 

X - X o) , 

(3.15) 

(3.16) 

son muy conocidas en la literatura cornil:15'6. Las Ecs. (3.14) y (3.15) siguen 

siendo válidas aún en el caso teórico de que m(t) no sea una función periódica 
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en el tiempo ademas, se reducen a las expresiones usuales de un dipolo 

estático con momento magnético constante m = em en el punto xo= O dadas 

por:
8  

E = O , 
ilo [3(in on)n - in) 	2 

= 4n 	
+
3oIn d(x), 

R
3  

(3.17) 

En este caso el término de contacto presente en los campos del dipolo 

magnético oscilante es crucial para explicar el desdoblamiento hiperfino del 

estado base del hidrógenom. 
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IV EL DI1'OLO mAGNITico EN MOVIMIENTO NO RELATIVISTA 

El problema de determinar los campos E y 13 de un dipolo en movimiento 

arbitrario que contiene momentos magnético (m) y eléctrico (p) es importante 

desde un punto de vista físico pues, muchos objetos en la naturaleza contienen 

momentos magnéticos y/o eléctricos. Este problema lo discutió Monaghant  por 

el método de los potenciales retardados obteniendo los campos 

electromagnéticos en la forma de Heaviside-Feynman. Recientemente, Heras2  

usando las fórmulas (13) y (14) de la Introducción obtuvo los campos de 

radiación de un dipolo en movimiento arbitrario en la forma de Liénard-

Wiechert. 

Los antecedentes de este problema se encuentran en los articulos de 

Ellis2'4, Wards'h  y Kolsrud y Leer2. Al discutir este problema, tanto EME 

como Ward necesitaron desarrollar métodos sofisticados para encontrar 

expresiones de los campos. Esto indica la complejidad del problema y explica 

porque se discutió hasta los años sesentas. 

Con el fin de mostrar la utilidad de las Ecs. (2.21) y (2.22), en esta 

sección se les utiliza para calcular los campos eléctrico y magnético de un 

dipolo magnético puntual, con momento magnético constante y en movimiento no 

relativista. Se obtienen expresiones explícitas de los campos de dicho dipolo 

así como el vector de Poynting y la potencia total radiada asociada a los 

campos de radiación de este dipolo, 

4.1 Los campos del dipolo magnético en movimiento no relativista 

Este dipolo está caracterizado por el siguiente vector de magnetización: 

	

M(x,tl = µ i5(x - r(t)) , 	 (4.1) 

donde p es el momento magnético (constante) y r(t) es la trayectoria del 

dipolo. Al calcular el vector de magnetización en el punto fuente x' y el 

tiempo retardado t' se obtiene: 

M(x',1' ) = µ i5(x' 	r(t1 1) 	 (4.2) 

Después de realizar algunas operaciones vectoriales y tomando en cuenta 
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que sólo se tiene magnetización M, las Ecs. (2.21) y (2.22) se escriben como: 

E(x,t) = {—aab(u)[M(x'  ' t‘  ) 	n  d3 x'dt' + 	a 
R 2 a t

2 

13(x,t) _(u)(3(M(x',V)*n)n - M(x',V)1(13x'dt' 

id(x' ,V) X n  d3x'dts 
Re 	JJ 

(4.3a) 

i"  
+ — a(u) 

a 	[3(M(x',U ).tún - M(x', ) t'  d 3x'dt' 

f 	(32  atutm(x',t' 
).n!tez  

}n - 	 , 1 + 30 
 

Ot 2  

(4.3b) 

SI se introducen las Ecs. (4.1) y (4.2) en las Ecs. (4.3), después de Integrar 

respecto al volumen se obtiene: 

o
d 	x n(t') 	 x n(t') 

E(x,t) - - 	 O(u'itit s  + d 2 	 (3(u' )dts 	(4.4a) 
dt 	12 2(V) 	 dt

2 	
R(t' le 

13(x,t) 
113(p•ri(t'))n(e)  - • (5(u1 )dt'+ 

R3(V) 11 
d {3(µ•n(C))n(t') - 111,5(uqcit' 

dt 	R 2(t'le 

d2 1. 

ts)in(V)  -  118(u'  )cits + 	gou d(x - 	r(t)) 
dt  2 	R( t ' )c 2  

donde R(t') = lx - r(C)1, n(t') = Ix - r(t'))/R(t') y u' = t' + R(t' )/c - t. 

Empleando la fórmulas: 

18 11-(e) - t lg(t' )dt ,=  g(t' )  
Idf/dt'i int'it ' 
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que sólo se tiene magnetización M, las Ecs. (2.21) y (2.22) se escriben como: 

E(x,t)=-4`ii
Po {

at 
 6(1.1)

[151(x'  ,

R

t
2
') x n]d3x'dti + 8213(u)(t1,1(x' ,t' ) X nId3

xicit'

) 

 

at 2 
Rc 

(4.3a) 

D(x,t) 	8(11) [3(M(x',t' )•n)n - M(xt,t1)1d3xicle 
4tt R

3 

+ 8 	
8(u) 

 [301,11(x',C1.n)n 	M(x"t' )1d3
x'dt' 

8t 	 R 2
c 

	

a2 s(u) 	,ti).n)n - mbts I 230 + 	e( j 	 ti)  d3ricIts + 	M(x,t). 
8t 	 Rc

2 

(4.3b) 

SI se Introducen las Ecs. (4.1) y (4.2) en las Ecs. (4.3), después de Integrar 

respecto al volumen se obtiene: 

E(x,t) = 	
:no d 

dt 

x n(t') 8(u' kits 	+ 
d2 

dt

2 

 

x n(t'))8(u')dt' (4.4a) 
R

2 

 (t') R(C)c 

'  

	

B(x,t) = 110 	(3 (11'n(t s ))n(t s ) - 18(ul 	
d 3(wrift dts+ 	))n(t ) - 

• 
u  
18(u')dts  

	

4tt 	 12 (ti) 	 R
2
(tqc 

'  

dt 

( 

-. u) 	,} 8(u )dt 	+ 2 pop Six - r(t)) d2  [(u•n(t'1)n(ti)  

donde R(t') = lx - r(t')1, n(t') = Ix - r(t'11/R(t') y u' = t' + R(t' )/c - t. 

Empleando la fórmula°: 

1S If(t') - t Ig(tIdt'- 	 
idf/dt'i Int' i.t ' 

(4.5) 
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con fle 	t' + TM' )/c , df/dt' = 1 - n•V(e 1/c, la integración con respecto 

al tiempo en las Ecs. (4.4) da como resultado: 

{d [ n 	2  E(x.t) = - 4/T µ X — — 
dt KR2

] + d t

d 
2 

KRc 

13(x,t)=4n 
11013(w

KR 3  
n)n - 	

dt 

ci[3 (11'n
K

)n
cdt 2  

d2((11.n
K

)n2 	3 
41+?µ

oµ8(x-rit/), 
R z Rc 

 

(4.7) 

donde el factor K = 1 - n•V/c con V la velocidad del dipolo y los corchetes 

(...1 significan que la cantidad encerrada está calculada en el tiempo 

retardado. Las Ecs. (4.6) y (4.7) son un caso particular de las expresiones 

de lieras2. Sin embargo, estas últimas expresiones no Incluyen el término de 

contacto, el cual da el valor del campo dentro del dlpolo en movimiento. 

Una vez que se realizan las derivadas respecto de t, en las Ecs. (4.6) y 

(4.7), se considera el caso no relativista es decir, K = 1, se desprecian los 

términos cuadráticos en V y se substituye 13 = V/c y 13 por a/c; entonces los 

repectivos términos de E y 13 son: 

a) Términos para E: 

d 	n 	= 3c(n.(3)n - c(3 +  (n•inn  

dt KR
2 

R
3 

R
2 

Ci
2 	

n .7(n.13)(n•13)n + 2(nh(3)n - 3(n.l3)t3 - (13'(3)n - 13 + 	+ 3(ne¡3)2n .  
dt 2 KRc 	 R 2 Rc 

b) Términos para 13: 

d{ 3(p.n)n - µ 	_ 12(ne(3)(n9)n - 3(f3.µ)n - 3(n9.1)(3 - 2(11•13)1.1 

dt 	KR 2 c R
3 

3(nop)(rP/3)n - (11•(3)il 

R 2c 

(4.6) 
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d 2 
3(µ.n) n - 	10(n.(3)(n913)(nop)n - 4( n *13)(n •13)µ + 3( n .1.3)(n •p)n 

dt
2 KR 2c 1 	 R 2c 

(p.1)µ- 3(11•11)((3.p)n - 3(n .13)(n 91 )(1  

R 2C 

(1•13)(neµ)n 	(1•µ)n+ (n•µ11 + (n'141  

R 2c 

3(n.1) (n•µ)n - 3(11.13 	+ (n•µ)(no31n - (noli)µ 

Rc z 

al substituir los resultados anteriores en las Ecs. (4.6) y (4.7), se obtienen 

las expresiones explícitas para los campos E y 13 del dipolo magnético en 

movimiento no relativista: 

Po 	34•13)n - c0 4. 7(neft)(n•i3)n - 3(n•(3)1 + 4 ,14n - (1•(3)n- 13  X p 
E t: 4rt 

R
3 	 R

z 

I 	z 
[31nT3, n + 

Rc 
(4.8) 

B - 
Po 	149) (_n • (3) n + 3(ra • ji)n - 11 - 3(1.4) n - 3(n •ü)1 	2(n'13 )ii 
4tt 	 R

3 

10 (nen) (n•1) (nel4n + 6(nip)(n.13)n - 3(nen1(n•11)(3 	3(n"1)(f3'11)n 
R 2c 

((343)p - 2(n95)11 - 4(n9)(ra)ii 	(wil)(j3 h)n 	Uhm)n  
R

2
C 

+ In) X 13(")11 
 Rc 2

(11.1)nl  x p 	+ 3 µ
oµ 8(x r(t)). 
	 (4,9) 
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De los resultados anteriores se puede observar que los términos de 

radiación de los campos (1/R) eléctrico y magnético son perpendiculares, como 

era de esperarse. Además una novedad que se puede observar, es que el término 

intermedio (l/R2) usualmente asociado con la velocidad también incluye a la 

aceleración que es característica de los términos de radiación (o lejanos). 

Al hacer 13 = 0, en las Ecs. (4.8) y (4.9), se recupera el caso estático 

de un dipolo magnético dado por las expresiones siguientes: 

E 	13  = Art 	
R3 

	

go{3 (µ.n In - 	2  4. 	µ o µ d(x), 
3 
	 (4.10) 

4.2 El vector de PoyntIng y la potencia radiada 

Los campos de radiación
9.10 

asociados con las Ecs. (4.8) y (4.91 son los 

términos que varían como 1/R. SI se considera que 11 In constante estos términos 

se reducen a: 
z 

E ci
4fr 
Poi3(n.b)n  

X ti , 
Rc 

B
Po {3n x (n x (n  
4n 

Rc
2 

La densidad de energfa asociada a E y 0 se obtiene por el vector de 

PoyntIng, el cual está dado por: 

S c= 
14
— (E x B), 
1 

0 
	 (4.12) 

Los campos de radiación en E y B son perpendiculares en las Ecs, (4.11) 

el vector de Poynting se reduce a: 

s = I 	Ic1 2n 	 (4.13) 
O 

substituyendo el valor de 1E12  se obtiene la expresión: 

(4.1Ia) 

(4.111)) 
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911 o *4 
13 P

2 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

3 
70nc 

dP _  Po 
9 (3

4 
 gi

2 
 Cos

4 
 O Sen

2
0 . 

dr1 	Il  
16n

2
C

3 

(IP _ 	110  
(111 

1611
2
c

3 

4¡
[9(n.j3) 	i12- (n•gi)2)1 

tomando II paralelo a (13 se tiene: 

Por lo tanto la potencia total radiada es: 

11 
9*4 

P 
2 

11,f3 
• 4

11
2 

911 
oi3 

4 
P — 	- C05

4
0 Sen

3
0 do — 

8nc
3

8nc
3 

o 
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o equivalentemente: 

P — 	
O 

a4µ
2 

70nc
7 

— 

l4 ( 

S - 	
110 	(411*1) 1112  - 11*M )2)  n.  

La potencia radiada por unidad de ángulo sólido se define por: 

dP 	,,2 
. 

dit =  

Al substituir el resultado de la Ec. (4.14) en la Ec. (4.15) se obtiene que la 

potencia radiada por unidad de ángulo sólido es: 

16n 
2
C

3 
R

2 
(4.14) 

(4.15) 

Del resultado anterior, que se puede llamar fórmula de Larmor para un dipolo 

con momento magnético constante y aceleración constante no relativista, se 

concluye que la potencia es proporcional a la cuarta potencia de la 

aceleración y al cuadrado del momento. 

Se puede comparar la Ec. (4.18) con la correspondiente fórmula de Larmor 

de una carga con aceleración no relativista, la cual está dada por: 

1 2 2.2 = 	e 	, 

e 	4nc
o 

3c 
(4.20) 

38 



por otra parte el electrón tiene un momento magnético intrínseco, debido a su 

espín, constante en magnitud el cual está dado por: 

e u 	h  
2me 

ES IESiS IV, 
IMAR uf, t.h. 

donde m es la masa del electrón, h = h/2n con h la constante de Planck y e la 
e 

carga del electrón. Al substituir la Ec. (4.21) en la Ec. (4.18) se obtiene: 

9i1O 
e

2 
h

2 
A4 

P — 
70irca 4m2 P ' 

e 

(4.22) 

comparando la Ec. (4.201 con la Ec, (4.22) y suponiendo que (.3 = 10-1  se tiene: 

P 	560 c4
M

2 
e _ 	e 

 	3 x 10
56 

P 	108 h 2'2 
 

con este resultado se puede concluir que la potencia radiada del 

momento magnético Intrínseco del electrón es mucho menor que la debida a su 

carga eléctrica, 

La potencia radiada por el electrón en movimiento uniformemente acelerado 

(aceleradores lineales) no relativista es completamente despreciable a menos 

que la ganancia de energía sea del orden de 8.19 x 10.141 Sin embargo, para 

aceleradores circulares (sincrotrón o betatrón) la potencia radiada del 

electrón cambia drásticamente comparada con los aceleradores lineales debido 

al cambio en la dirección de la aceleración". De manera análoga y, después de 

haber comparado las potencias debidas a un electrón y a su momento magnético, 

en movimiento uniformemente acelerado, se concluye que la potencia radiada 

debida al momento magnético del electrón se puede despreciar. 

Por otra parte, el valor de la potencia en la Ec.(4.18) o (4.19) depende 

de la magnitud del momento magnético del dipolo y de magnitud de la 

aceleración. Por ejemplo, Barger y Olsson12  mediante una serle de argumentos 

en base al pulsar detectado en la nebulosa del Cangrejo, encuentran que la 

potencia radiada de la nebulosa, es del orden de 1021W con lo cual determinan 

que el pulsar tiene un momento magnético de 3.4 x i027A m2, el cual es muy 

grande así que la potencia para este caso no será pequeña como en el caso del 

electrón. 
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V CONCLUSIONES 

En 	el presente traba jo se ha obtenido una nueva representación integral 

del campo electromagnético lEcs. (16) y (17)) con fuentes materiales (es decir 

con los vectores de polarización 1' y de magnetización M como fuentes de los 

campos) integrando directamente las ecuaciones de Maxwell lEcs. (1511 por el 

teorema de Helmholtz para campos vectoriales dependientes del tiempo (Ec. 

(1.111. 

Esta nueva representación del campo electromagnético no involucra 

derivadas espaciales (como es el caso del formalismo de los vectores de Hertz) 

sino sólo temporales, lo cual es ventajoso para aplicaciones. La nueva 

representación tiene unos términos adicionales, los cuales son indispensables 

para que se satisfagan las ecuaciones de Maxwell (Ecs. (15)), aún para el 

caso en que no dependan del tiempo (estático). 

Otro punto Importante de la nueva representación de las leyes 

generalizadas, es que separan explícitamente los campos cercanos (1/R3), 

intermedios (1/R2) y lejanos (1/R). 

La nueva representación se aplicó en el cálculo de los campos eléctrico y 

magnético producidos por el dipolo de Hertz, el dipolo magnético oscilante y 

por un dlpolo magnético en movimiento no relativista (con momento magnético 

constante). 

En el caso del dipolo de Hertz se ha obtenido el campo E IEc. (3.7)1 

ya conocido en la literatura más un término adicional IEc. (3.9)1, el cual 

representa el valor del campo eléctrico en el dipolo. Para el dipolo magnético 

oscilante se ha obtenido el campo 13 (Ec. (3.15)1 mencionado en la literatura 

más un término adicional (Ec. (3.16)1 que representa el valor del campo 

magnético en el dipolo. En ambos casos se recuperan las expresiones para el 

caso estático lEcs. (3.10) y (3.17)). 

Para el caso del dipolo magnético en movimiento no relativista se 

determinaron, de forma explícita, los campos E y 13 lEcs. (4.8) y (4.9)). La 

expresión para 13 contiene un término adicional que, de forma análoga a los 

dipolos oscilantes, representa el campo magnético en el dipolo. 

En este último caso, se calculó el vector de Poynting IEc. (4.14)) y se 

obtuvo la potencia total radiada (Ec. (4,18)1 para los campos de radiación o 
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lejanos (1/R), cuando el momento magnético (µ) sea paralelo a la aceleración 

ii3/ y ésta sea constante. Se encuentra que la potencia total radiada es 

proporcional a la aceleración a la cuarta y al cuadrado del momento. Esta 

potencia se comparó con la potencia de una carga en movimiento uniformemente 

acelerado y se obtuvo que la potencia del dipolo magnético es mucho menor a la 

de la carga. 

La nueva representación integral dl campo electromagnético obtenida en 

este trabajo es de gran utilidad para aplicaciones ya que permite encontrar 

expresiones explícitas en los campos de distribuciones puntuales con 

polarización y magnetización de una manera relativamente simple pues, sólo 

contiene derivadas temporales, que a pesar de ser largas son más fáciles de 

usar que las derivadas espaciales, las cuales se presentan al tratar los 

problemas por el método de los potenciales retardados o el formalismo de los 

vectores de Hertz. 
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APÉNDICE 

Función de Green 

La función de Green es crucial para resolver problemas de 

electrodinámica, donde los campos E y 13 satisfacen una ecuación del tipo: 

V 	- I 
a
— = -41r f(x,t) 	 (Al) 

c
2
at

2 

donde f(x,t) es una fuente de distribución conocida y c la velocidad de la 

luz. Para resolver la Ec. (Al) se usa el método de la función de Green. Para 

ello se torna la transformada de Fourier de Ex,t) y f(x,t): 

EX.t) = 
2rr 

0(x)e
-iwt

do (A2.1) 

-03 

f(x,t) = 2n 
F(x)edw (A2.2) 

con transformada inversa: 

Vi(x) = 111(x,t)elta  dt (A3.1) 

-03 

F(x) = j(x,t)e
iwt 

dt 

to 

(A3.2) 

Al introducir (A2) en (Al) se obtiene: 

03 
2 

(5120 + 41- 	+ FI eiWt 	= 
c

2 (A4) 

la cual se satisfece para todos los valores de t siempre que el término dentro 

de los paréntesis se anule. Por lo tanto, las componentes espaciales de la 

03 
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transformada de Fourier 1/,(x) satisfacen una ecuación de onda de Ilehnholtz 

inhomogénea: 

(v2
+ k

2
)IP(X) = -41rF(x) , 
	 (A5) 

donde k = w/c es el número de onda asociado con la frecuencia w, La solución a 

la Ec, (A5) se simplifica tornando una función auxiliar G(x,x*) que satisface: 

V
2
G(x,x' )4- k2G(x,x') = -4n8(x - x') 

	
(A6) 

donde G(x,x1 ) es la función de Green . Si no hay fronteras (es decir en el 

espacio libre) G(x,x' ) debe tener simetría esférica en R = lx - x' I, ya que la 

forma del operador laplaciano en coordenadas esféricas es: 

z =  1 	8 

R
z 

8R 

í Rz a 

aR 
1 	a  (Seno ° 

80 

1 	8
z 

+ 	 (A7) 
R

z 
Sen0 	80 R2  Sen20 

y corno G sólo depende de R, resulta que G(R) satisface: 

I 	
z

d — 	(R  G(R)) + k 2G(R) = -4n8(R) 	 (A8) 
R 	dR

2 

en todos lados menos en R = O, R G(R) satisface la ecuación homogénea: 

R G(R)) 	+ k 	G(R) = O , 	 (A9) 
dR

d
22

(  

la cual tiene corno solución: 

± 	
—
R 
A 	ilkR 

G (R) = 	e (A10) 

donde A depende de las condiciones de frontera en el tiempo que especifique 

el problema físico. Intuitivamente, si la fuente está quieta en t = O y 

después empieza a moverse la solución apropiada que se debe de escoger en la 

Ec. (A10) es con el signo positivo, el cual corresponde a ondas radiando hacia 

fuera de la fuente. La solución con signo negativo describe ondas entrantes. 

Para entender con más detalle esto se necesita la correspondiente función de 
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Green dependiente del tiempo. Se integra la Ec. (A6) sobre una pequena esfera 

de radio a, centrada en R = O. Conforme R 4 O, O 	A/R y ‘12G 4 -4nAS(R). 

Al substituir estos resultados e integrar sobre el volumen en la Ec. (A6) se 

tiene que: 

I(V2G(x,x14 k2G(x,x1 )) d3x' = -4n 13(x - x') d3x', 
	 (M1) 

el segundo miembro del lado izquierdo de la Ec. (MI) se anula cuando el radio 

a 4 O. Substituyendo que V2(1/R) = -41(3(x - x' ), y tomando el límite a 4 O la 

Ec. (A11) se escribe como: 

lim  1(-4n 5(x - x')A)d3x' = lim  í -4n1b(x - x') d
3

X
,
I, 

Ja 4 0 

de la Ec, (Al2) se concluye que A = 1. Por lo tanto: 

G'±(R) = —
R 

e 
tikR 

la cual es la función de Green en el caso estático, 

Para la solución dependiente del tiempo, G = G(x,x'it,t' ) satisface: 

1 8
2 

V + — — G(x,x';t,t') = -4n 5(x - x' )6(t - t' ). 
c2  at2  

En otras palabras G puede interpretarse como el potencial en (x,t) debido a 

una carga puntual unitaria localizada en x' al tiempo t'. Al aplicar las 

transformadas inversas de Fourier lEcs. (A3) en la Ec. (A14)1 se tiene que la 

fuente es -4n5(x - x' )eiwt y por consiguiente la solución es G±(R)etut, con 

G
±

(R) dada por la Ec. (A13). De las Ec. (A2) la función de Green dependiente 

del tiempo es: 

G 	
2n 

(R,T) = 
1 	e

R 	
e
lta

ck) 
a ±IkR 	

(A15) 

-co 
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donde r = t - t' . De esta manera, la función de Green en el espacio libre es 

una función de la distancia relativa R y del tiempo relativo T entre la fuente 

y el punto de observación. Entonces para un medio no dispersivo donde k = w/c, 

la integral de la Ec. (A13) es una función delta y por lo tanto la función de 

Green es explícitamente: 

a f t,_ t  ; 
G

±
(x,x';t,t s ) a  t 	

c  
x - x' I 

(A16) 

Matemáticamente, tanto G *(R,t) como ORM son soluciones válidas. La función 

de Green G4  se llama función de Green retardada pues tiene la condición 

(física) de causalidad asociada a la distribución de onda. El argumento de la 

función delta muestra que un efecto observado en el punto x a un tiempo t es 

causado por la acción de una fuente localizada a una distancia R lejos y 

a un tiempo anterior (o tiempo retardado), t'a t - R/c. La diferencia en el 

tiempo R/c es el tiempo de propagación de la distribución de un punto a otro. 

De la misma forma G.  se llama función de Green avanzada. 
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