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1 RESUMEN 

Se presenta el estudio del proceso de transferencia de calor entre una fuente de 
calor (roca del yacimiento), y un fluido circundante a menor temperatura, que 
se genera cuando en un yacimiento geotérmico naturalmente fracturado que se 
encuentra a una condición inicial de temperatura uniforme, se inyecta agua a 
una temperatura inferior a la correspondiente al sistema. Se plantea el estudio 
básico del proceso, partiendo de los balances de conservación de masa y energía 
calorífica, modelándose el medio fracturado mediante un sistema ideal com-
puesto por dos medios homogéneos interconectados, uno de ellos corresponde 
al sistema de fracturas, a través de las cuales viaja el fluido, mientras que el 
otro está compuesto por esferas que representan la matriz rocosa del medio, 
las cuales actúan como una fuente de calor distribuida uniformemente en el 
medio de las fracturas. Se presentan soluciones a este problema considerando 
tanto una situación en que ocurre un equilibrio térmico instantáneo entre el 
fluido inyectado y la roca del yacimiento, como también el caso en el que la 
transferencia de calor ocurre bajo condiciones de desequilibrio térmico; en este 
último caso se discuten soluciones para intercambios entre el fluido y la roca 
del yacimiento, cuando dicho intercambio ocurre bajo condiciones de régimen 
pseudo-estacionario y transitorio. Asimismo, estas soluciones contemplan la 
transferencia de calor proveniente de los estratos impermeables adyacentes. Se 
presentan curvas tipo de avance del frente térmico —el lugar geométrico de 
un punto donde la temperatura ha disminuido cierta fracción de la diferencia 
entre la temperatura del yacimiento y la temperatura de inyección— y se rea-
liza un estudio de sensibilidad sobre los principales parámetros que lo influyen 
(w1, AD, Pe, Bi, 0). La teoría propuesta es también aplicable en el análisis de 
problemas de procesos de recuperación térmica de hidrocarburos efectuando las 
adecuaciones necesarias en la definición de la temperatura adimensional. 
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2 INTRODUCCION 

La inyección subterránea de los fluidos de desecho es una de las operaciones 
más comunes en la mayoría de los proyectos geotermoeléctricos del mundo [30, 
46, 16, 52, 53). El principal objetivo es la disposición de los grandes volúmenes 
de agua separada de los pozos, la cual usualmente contiene silicatos y minerales 
tóxicos como arsénico, boro y mercurio. Algunos de los efectos positivos de 
inyectar fluidos se listan a continuación [31, 30, 32, 54, 43); 

• Disminuye los riesgos de impacto ambiental que normalmente crea la 
deposición de los fluidos en la superficie. 

• Provee un medio de soporte a la presión en el yacimiento para mantener 
la producción en un nivel determinado, por un periodo dado de tiempo. 

• Ayuda a realizar un barrido del calor residual en la matriz de la roca, 
incrementado el porcentaje de calor, inicialmente in aitu que se recupera 
del yacimiento. 

• Previene el asentamiento superficial del terreno que sobreyace al yacimiento. 

En los campos geotérmicos mexicanos de Los Azufres y Cerro Prieto la inyección 
de los fluidos de desecho ha sido una operación común, el principal objetivo ha 
sido el control de los sólidos contaminantes asociados a la salmuera geotérmica. 
En los Geysers la inyección ha sido usada tanto para mantener la presión del 
yacimiento como para mejorar la recuperación del calor de la matriz de roca. 

A pesar de contar con ciertas evidencias positivas, los efectos de la inyección 
subterránea de los fluidos de desecho no han sido siempre benéficos en el fun-
cionamiento de un yacimiento; en efecto, varias experiencias de campo han 
mostrado que el agua inyectada con frecuencia se desplaza a través de las frac-
turas hacia zonas productoras en tiempos relativamente muy cortos. La rápida 
migración del agua inyectada es indeseable porque ocasiona el enfriamiento de 
los fluidos de producción. 

Un yacimiento fracturado constituye un sistema muy complejo, ya que com-
prende tanto macro como minifracturas, que hacen que la matriz rocosa pierda 
continuidad, existiendo, además la situación de que no todas las fracturas están 
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interconectadas, y algunas pudieran estar selladas por procesos de minerali-
zación. Todo esto ha ocasionado que para tratar matemáticamente el problema 
del transporte de fluidos y calor a través de dichos medios sea necesario idea-
lizarlos, representándolos mediante dos medios homogéneos interconectados, 
de geometrías regulares (Fig. 1), tales como un sistema de estratos paralelos 
[331, donde la matriz y las fracturas se alternan y la representación de la ma-
triz mediante figuras geométricas regulares (cubos, paralelepípedos o esferas) 
[21, 40, 21. Resultados de diversas investigaciones fundamentales relacionadas 
con el movimiento del agua fría (frente térmico) en yacimientos geotérmicos 
fracturados han sido reportados en la literatura [12, 14, 13, 11, 10, 28, 271 

Stratos 

 

Bloques  

   

Fig. 1: Representación de un yacimiento naturalmente fracturado, Cinco-
Ley y Samaniego [1985) [181. 
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3 TEORIA BASICA 

Las principales simplificaciones consideradas en las descripciones matemáticas 
del presente trabajo se listan a continuación: 

• El movimiento del fluido se da únicamente en la red de fracturas. 

• Las propiedades térmicas del fluido inyectado se consideran idénticas a 
las del fluido que inicialmente satura el medio poroso fracturado; además, 
ambos fluidos se consideran incompresibles. 

• El pozo se considera como una fuente lineal de fluido incompresible si la 
geometría de flujo en el medio permeable es radial; y como una fuente 
planar para el caso en que la geometría sea de tipo lineal. 

• Pozo totalmente penetrante en un medio fracturado de espesor H. 

• Cada medio, la matriz de roca y las fracturas, se consideran homogéneos 
e isotrópicos; y que se extienden infinitamente en la dirección horizontal. 

• Las propiedades termofísicas del fluido y de la matriz de roca se consideran 
constantes, 

• Los estratos sub y suprayacentes se consideran impermeables, con idénticas 
propiedades físicas y térmicas. 

• Inicialmente, a t < 0, la temperatura en cualquier parte del sistema es 
uniforme e igual a To (matriz de roca, fluido y los estratos impermeables 
sub y suprayacentes); en r.Oyt O, la temperatura de inyección 71 y 
el ritmo de inyección (I; se mantienen constantes. 

• No se presentan cambios de fase durante el proceso de inyección. 

• Se desprecian los efectos gravitacionales. 

La Fig. 2 muestra el modelo idealizado del sistema físico en estudio. Asimismo, 
se ha considerado que el estrato permeable fracturado está acotado entre los 
limites —oo < x, y, < oo y —H < z < 0; el estrato impermeable suprayacente 
entre los límites O < z < 00; —oo < x, y < oo; y el estrato impermeable 
subyacente entre los límites —oo < z < 	< x,y < oo. 
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/Y 

	x 

q /' 

Estrato impenneable suprayacente 

Estrato penneablo flacturado 

Estrato impermeable subyacente 

Fig. 2: Modelo idealizado del sistema físico. 
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3.1 Ecuaciones de Conservación de la Energía 

Desde un punto de vista físico en un medio naturalmente fracturado el movimien-
to del fluido suele ocurrir principalmente a través del la red de fracturas y 
debido principalmente a que los bloques de roca son de dimensiones relativa-
mente grandes no es adecuado considerar que se presente el equilibrio térmico 
instantáneo entre el fluido inyectado y la matriz rocosa. Por tal motivo, es 
necesario plantear independientemente las ecuaciones de conservación de la 
energía tanto para el fluido como para la matriz rocosa (esqueleto). Entre estos 
dos medios se presenta un término de acople q'(t, j) que representa el ritmo de 
intercambio de calor entre la matriz rocosa y las fracturas. Como consecuencia 
de lo anterior, en cada punto del medio se tienen dos temperaturas, a saber: (1) 
la temperatura promedio del fluido en la fractura Tf (t,if ); y (2) la temperatura 
promedio de la matriz rocosa Tr(t,xj). Esta conceptualización es similar a la 
utilizada por la teoría de la Doble Porosidad [21, 40, 58, 57, 7, 8, 601 orien-
tada a explicar el comportamiento del flujo de un fluido en medios naturalmente 
fracturados; en este caso se considera que los bloques de roca actúan como una 
fuente de fluido distribuida uniformemente en el medio de las fracturas. 

a). Ecuación de conservación de la energía para el fluido. La ecuación 
diferencial parcial que describe el principio de la conservación de la energía 
para un fluido incompresible que se desplaza en un medio poroso naturalmente 
fracturado, bajo condiciones no isotérmicas y transitorias es ([15, 23, 24)): 

 

—oo < x, y < ce, 
—H < z < 0, 
t > O. 

(1) 

opici aTf  = 	KiV 2T1(44)—picirkIVTI(t,i1)4-q*  (t, j) 

 

donde y2  es el operador laplaciano, VT/  es el gradiente de TI  y "." denota el 
producto escalar. 

En la ec. (1), t es el tiempo, íj es el vector de posición de un punto en el medio 
fracturado, g es el vector de velocidad microscópica del fluido, ¢ es la porosidad 
total de la fractura (la relación del volumen ocupado por las fracturas al volumen 
total del medio); pf, k j y cf son la densidad, conductividad térmica y calor 
específico del fluido, respectivamente. La temperatura Tf (t, it) representa la 
temperatura del fluido en las fracturas, promediada en un elemento de volumen 
representativo (EVR) lo suficientemente grande . El medio fracturado se supone 
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que ocupa todo el espacio físico recorrido por la variable if. 

El término del lado izquierdo de la ecuación (1) representa la rapidez de acumu-
lación de energía en el fluido; el primero y segundo términos del lado derecho 
representan la rapidez de transferencia de energía por conducción y convección, 
respectivamente. El término q'(t, if), como se ha señalado, es el ritmo de 
intercambio de calor entre la matriz de roca y el fluido por unidad de volumen 
total. 

La ecuación de la energía (1) considera que la matriz de roca es rígida (no existe 
fluidización en el medio poroso) y la energía asociada a la disipación viscosa es 
pequeña y despreciable. Nótese a su vez que (1) considera que el medio es 
isotrópico. 

b). Ecuación de conservación de la energía pana la matriz rocosa. 
La ecuación de la energía para la matriz de roca (esqueleto) está dada por la 
siguiente ecuación diferencial parcial: 

(1-46)PrcraTr(t,Bt
i1) 

(1-0)4V 2Tr(t,i1)—q*(t,i1) 
{

—oo < xdi < oo, 
—H < z <O, 
t > 0. 

(2) 

donde pr ,c, y kr  son la densidad, calor especifico y conductividad térmica de 
la roca, respectivamente. 

De acuerdo a las hipótesis establecidas anteriormente, las condiciones iniciales 
y de frontera para las ecs. (1) y (2) son: 

• Condiciones iniciales: 

—oo < x,y < oo, 
= Tr  = To 	—H < z <O, 

t = O. 

• Condición de frontera interna: 

Tí =7; = 	—H < z <O, 
{x=y=0, 

t > O. 

(3)  

(4)  
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• Condiciones de frontera externas: 

Ti , Tr  -+ TO 
{

x2 4. y2 __, 

—H < z <O, 
t > O. 

19 

(5) 

c). Ecuación de conservación de eneryia para los estratos impermea-
bles. Por otra parte, para los estratos impermeables supra y subyacentes las 
ecuaciones de conservación de la energía son: 

BT, 
= re,V 2T, 

BT, 
= pc,V 2T, 

({

—oo < x,y < oo, 
O < z < oo, 	 (6) 
t > O. 

—oo < x,y < oo, 
—oo < z < —H, 	 (7 ) 
t > 0. 

donde p,,c, y k. son la densidad, calor específico y conductividad térmica de 
los estratos impermeables supra y subyacentes, respectivamente. Obsérvense 
los dominios de acción de estas ecuaciones. 

Las condiciones iniciales y de frontera para las ecs. (6) y (7) son: 

• Condiciones iniciales: 

T, =To 

• Condiciones de frontera interna: 

T. = Finita 

{

—oo < x, y < oo, 
O < z < oo, 
—cc< z < —H, 
t = O. 

(5) 

 

= y = 0, 
0 < z < oo, 
—oo < z < —H, 
t > O. 

 

 

(9) 
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• Condiciones de frontera externas; 

T,, = To 
+ y2 + z2 _f  

t > 0. 
(10) 

  

Aparte de estas condiciones, en los contactos del estrato permeable con los 
estratos adyacentes —en z = O y z 	y en el dominio —oo < x,y < co— 
se debe de garantizar las continuidades de la temperatura y del flujo de calor. 

El campo de velocidades se obtiene de la ecuación de continuidad; para un fluido 
incompresible o estacionario (8pl8t = 0) expresa: 

V . 4n7 = O 	 (11) 

Si el movimiento del fluido en el medio permeable obedece a una geometría de 
flujo radial, la ecuación de continuidad para el fluido incompresible o estacionario 
es: 

ar
a  
—(re) = 0  (12)  

donde v es la magnitud del vector de velocidad microscópica 1 La solución de 
la ec, (12) es: 

qi r4n) = const. = 
21rH 

Si el movimiento del fluido en el medio obedece a una geometría de flujo de 
tipo lineal, por ejemplo, el flujo a través de una fractura, la velocidad con la 
cual viaja el fluido es constante. 

En la tecnología de la inyección en campos geotérmicos a la velocidad mi-
croscópica y también se le conoce como "velocidad del frente químico", es 
decir, la rapidez con la cual avanza un agua de cierta composición química en 
un medio poroso. La relación que existe entre la velocidad microscópica y la 
velocidad macroscópica (o de Darcy), V, es: 

V = dn) 	 (14) 

(13)  
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4 EQUILIBRIO TERMICO 

Un medio poroso puede describirse como un material sólido que contiene es-
pacios vacíos (poros) distribuidos al azar; este tipo de porosidad se encuentra 
frecuentemente en formaciones sedimentarias, tales como arenas y areniscas. 
Algunos yacimientos geotérmicos se ubican en este tipo de medios (Valle Impe-
rial, California; Cerro Prieto, México) aunque muy fracturados, mientras que la 
mayoría de los yacimientos geotérmicos de alta temperatura se encuentran en 
rocas ígneas naturalmente fracturadas, con escasa o nula permeabilidad en la 
matriz. 

En un medio poroso, el fluido tiene un área efectiva de contacto muy grande 
con la parte sólida de la roca y el contacto térmico puede considerarse como 
eficiente, lo que favorece el equilibrio térmico entre la roca y los fluidos que la 
saturan; por ejemplo, se ha estimado que un grano de roca con un diámetro de 
un milímetro alcanza el equilibrio térmico con el fluido circunvecino en menos 
de un segundo [101. Por tanto, para las velocidades con que suele ocurrir el 
movimiento de un fluido en este medio es razonable considerar que para todos 
los propósitos prácticos, el fluido y la roca tienen la misma temperatura en 
cualquier punto del espacio. 

Sumando las ecuaciones de la energía para el fluido (1) y la matriz de roca (2) 
con el propósito de eliminar el término q', se obtiene la siguiente expresión: 

81; 	8T1 	 -oo < z, y < oo, 
(1-0)prer —+Opicf— = (1-0)K,T2T,.+OKIV 2Tf-picrinIVTI  -H < z < O, 

8t 	8t t > O. 
(15) 

De acuerdo a la suposición de equilibrio térmico instantáneo, se tiene que T,. = 
Tj = T, luego la anterior ecuación se reduce a: 

-co < x,y < co, 8T 	2  
"Tré-E = TcV T - 	VT -H < z <O, 

t > O, 
(16)  

donde Tc y p-d son la conductividad térmica y la capacidad calorífica del medio 
poroso saturado, respectivamente; son definidas por las siguientes relaciones: 
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Fe = 0P1c1 + (1  — 515)Prer 
	 (17) 

(18) 

La validez de la ecuación (18) fue comprobada experimentalmente por Hadidi 
et al. [19561(291. 

Es posible modificar el dominio en el sentido vertical, ya que se supone que los 
estratos sub y suprayacentes poseen idénticas propiedades, y por simetría, la 
ecuación (16) puede escribirse como: 

pc-8T  TcV 2T — 	• VT at 
{

—oo < x , y < oo, 
—41152.0, 	(19) 
t > 0. 

Mientras que ahora para el estrato impermeable se tiene: 

821 	57271 

1)4S 	 I  
{

—oo < x , y < oo, 
< z < oo, 

t > O. 
(20)  

Teniéndose ahora en z = —II/2 la siguiente condición: 

8T 	
— 	t 

o 	cco < s, y < oo, 
8z I,__ 	> O. 

(21)  

Es decir, en z = —11/2 el sistema tiene una frontera adiabática. 

Las demás condiciones iniciales y de frontera para las ecuaciones (19) y (20) 
son: 

. Condiciones iniciales: 

 

—oo < x,y < oo, 
—111.  < z < O, 
t = O. 

 

T=T,=To (22)  
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• Condiciones de frontera 

• Condiciones de frontera 

• Las restricciones en 

8T 
az 

Tit=0  

interna: 

T= 

T. = Finita 

externas: 

T = To 

T, = To 

el contacto 

= Tel24 

871 

2=o  

{x 

{

x2 

localizado 

= 

t > O, 

t 

+ 
—ili 
t > 0, 

{ x2 + 

O < 

t> 0.  

—oo 
t > 

r
<

y=0, 
0z<oo, 

y = O, 
< z < O, 

> O. 

y2 -9 00,  
< z < O, 

y2 

Z < 00, 

en z = O son: 

< x,y < oo, 
0. 

f —oo < x, y < oo, 
lt>0. 

18 

(23)  

(24)  

(25)  

(26)  

(27)  

(28)  = K. — ,.0 	8z 

Es decir, existe continuidad de la temperatura y continuidad del flujo de 
calor. 

El problema planteado por las ecs. (19) y (20) junto con las restricciones (21) 
a (28) no tiene solución analítica, ya que la condición de frontera (23) está 
dada únicamente en el intervalo —H/2 < z < O, además de que en (19) está 
presente un término convectivo y ausente en (20) [3). Este planteamiento 
matemático se conoce en la literatura especializada como la Formulación 
Exacta del problema. Existen otro tipo de formulaciones las cuales depen-
den de las consideraciones tomadas en cuanto a la conductividad térmica en 
el estrato permeable y en los estratos sub y suprayacentes. A continuación se 
describen las características de las formulaciones más comunes: 
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• Formulación Completa de Parámetros Agrupados (Lumped para-
meter model). Esta formulación considera el estrato permeable como un 
medio anisotrópico, La conductividad térmica se considerada infinita en 
la dirección vertical y finita e igual a la conductividad real del medio en 
la dirección horizontal. Los estratos sub y suprayacentes se consideran 
isotrópicos, es decir, la conductividad térmica es igual en todas las direc-
ciones. 

• Formulación Incompleta de Parámetros Agrupados, Es similar a la 
anterior excepto que se desprecia la conducción de calor en la dirección 
horizontal en los estratos sub y suprayacentes. Esta formulación es válida 
cuando los ritmos de inyección son lo suficientemente grandes. 

• Formulación tipo Lauwerier. Difiere de la formulación Incompleta 
de Parámetros Agrupados en que también se considera despreciable en 
el estrato permeable la transferencia conductiva de calor en la dirección 
horizontal. 

4.1 Formulación Completa de Párametros Agrupados 

En esta sección se obtienen, a partir de la Formulación Exacta, las formulaciones 
de parámetros agrupados para los casos lineal y radial. 

4.1.1 Formulación Lineal 

Al desarrollar los operadores vectoriales de las ecuaciones de la energía (19) y 
(20) en coordenadas rectangulares y considerando que el flujo del fluido a través 
del medio es unidireccional y en la dirección positiva de x exclusivamente, se 
obtiene: 

8T1 _(82T. 8271 	o < x,2 < 00, 
Psea  8t 	k az2 	8z2 ) 	1 t > O. 

(29) 

8T
= 
 '82T (92T 	8T 

Pc 	g — 	) — picf9v 
8t 8x2  8z2 	8x 

0< x < 00, < 
—111 < z < O, 
t > O. 

(30) 
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Las anteriores ecuaciones están sujetas a las siguientes restricciones: 

{ 0 < x < 00, 
T = To 	< < O, 

t = 0. 

{ < X < 00, 
T, = To 	0<z<oo, 

t = O. 

{x = 0, 
T = 	—111<z<0, 

t > O. 

x = 0, 

	

Ti (t,x) =Finita 	0<z<oo, 
t > O. 

{ z2 + y2 _, 00,  
T = TO 	—41/<z<0, 

t > O. 

x2 + y2 
T, =To. 	O < z < oo, 

t > O. 

ro< x <00, 

	

T5124 	t > O. 

8T
1 	= Ko —  

OT, 	r0<x<oo, 
lb 	8z s=o 	lt > 0. 

8T(t, 	—0 	{0<x < oo, 
8z t > O. 

Considerando que el sistema es anisotrópico y que las conductividades térmicas 
del medio poroso saturado son rcz  y en las direcciones x y z, respectivamente, 
entonces la ec. (30) puede escribirse: 

71," = 

(31)  

(32)  

(33)  

(34)  

(35)  

(36)  

(37)  

(38)  

(39)  



(41) 

Nótese que debido a la dirección de integración en la ecuación (41) se reemplazó 
Vi por T1B. 

Considerando la condición de contar con una conductividad térmica vertical, 
g„, muy grande, que en el límite tendería a infinito, entonces se tiene que T es 
independiente de z y toma el valor de 

a jo 	82 10 	8T, 	a lo 
Tdz T z = Fox — 	Tdz ft, 	— pico/ni— 	Tdz 

Treat --H/2 	az,  . H/2 oZ 2=0 	ax -H/2 
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8T 82T 82T .4_8T 
17e  at 	=T4  8x2  713  8Z2  Pie/ 'Pu  & 

{

0 < x < oo, 
—111 < z < O, 	(40) 
t > 0. 

Al integrar la ecuación (40) con respecto a z, desde —H/2 a 0, utilizando las 
condiciones de frontera (38) y (39), se obtiene: 

T = ni a" 

Entonces, cualquier integral en (41) será igual a: 

2 T41, 0 
• 

Por lo que al usar los resultados anteriores, se tiene que para z = 0, la ec. (41) 
queda como: 

871, _82T, 2K, 871, 	8T, 
= 8x2  4.  TÍ 717 pjc f bv  "á; (42)  

Luego, en síntesis, la formulación completa de Parámetros Agrupados para el 
caso de Lineal es: 

8T, 	( 8271, 8271\ 	f 0 < x, z < oo, 
8t k`8x2 	8z2 	I t > O. (43)  
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8T, 	_82T, tic, 81'871 	{0 < x < oo, (44)  
z  = 	= 	717 Pfei Tx 

	

cin)- 	t > 0. 

0 < x, z < oo, 
t = o.  

fx=z=0, 
t>0. 

T, 

T. = 

(45)  

(46)  

T, —4 To x2 f x2 + z2 _4 00,  

t > 0. 
(47) 

4.1.2 Formulación Radial 

Si se sigue un procedimiento similar al del caso lineal, el planteamiento de 
parámetros agrupados radial es:, 

8T, 	fl 8 8T, 82T,\ 
ár(r-I:)+  á iF 

f 0 < r, z < oo, 
t > 0. 

(48) 

z = O : 
8T,1 8 I  871 	2w, 8T, picil 	{ < r < 00

Pc 	
, 

8t = r  8r )  H az 2rHr 8r 	t > 0. 
(49) 

T. = To 

= 

Ta TO 

(

0<r,z<oo, 
t = O. 

{r=0, 
O < z < co, 
t>0. 

f 7,2 	z2 

lt>0. 
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4.2 Formulación Adimensional 

4.2.1 Definición de Variables Adimensionales 

A continuación se presenta la definición de las variables adimensionales que 
serán utilizadas en el presente trabajo. 

• 	El tiempo adimensional se define: 

4r1t 	4kit 
tD — 72H2  = H2 . 

donde Tí es la difusividad térmica del medio saturado. 

• Las temperaturas adimensionales son: 

„, 	To — T 
ID 	 To — 

Así, para Tg,Tj,Tr  y 71, se tiene: 

To  — 	To 	T .To — Tr  
TD. = 	 TDI 	 

To — 	 To 	Dr To 	_ 

(55) 

• Las siguientes son variables adimensionales asociadas a parámetros espa-
ciales: 

2r 	1 2 	2r' 	2z 	2x, 	21 
rD = Ñ, X= 2—rD, rp = 	zp -= /7, xp 	LD 

(56) 

H 
AHTbD = 111111-2  AD = KDr(AHT6D/LD) 

• Los parámetros tú/  y W. relacionan la energía contenida en el fluido a la 
energía total (roca+fluido), y la energía contenida en la roca a la energía 
total, respectivamente: 

(53)  

(54)  

(57) 
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OPici 	— 45)Prcr  
ire 

	

wf  = 	, 	= 
P.0  

Es claro que la siguiente relación se cumple: wi 	= 1, 

• Los parámetros termofísicos adimensionaks son: 

a  2  = 	b = 	= 5A-97csiti/ 	 (59) 

rr. 
KD = 	 (60) 

Por tanto, para el fluido y los medios se tendrá: 

Kr 
— 	KDr = 	KDs = 	 (61) 

• Los grupos adimensionales de Biot y de Peclet: 

1111 = — 	DI = -""*
"LH  

"•• 
2g 	 2tc,. 

	

Pe=  píen; =tiv(00). 
 Po' _ 
	

— 
plcIVH  wfvH 

4/tHri 	—  

El número de Biot (Bi) relaciona el cociente de la resistencia al flujo 
interno de calor, con respecto a a la resistencia al flujo externo de calor. 
Mientras que el número de Peclet (Pe) es la relación de la transferencia 
convectiva de calor a la transferencia conductiva de calor; la definición es 
de acuerdo a Bachu y Dagas [19791 [6], en la siguiente sección se discute 
sobre este número adimensional. El superíndice " ' " en el número de 
Peclet se refiere a condiciones de flujo con geometría lineal. 

• Otro parámetro adimensional importante es: 

H 2„. 

= 4T: 
(64) 

De acuerdo a las definiciones de las variables adimensionales anteriores se tiene 
que las formulaciones de parámetros agrupados adimensionaks para los casos 
lineal y radial son: 

(58) 

(62)  

(63)  



1 8TD. 
8tD 

8 2TD.  8 2TD, 

— 	+ a 
2 

Z D {
0 < SD,ZD < 00, 
tD > O. 

(65) 

1 O < XD,ZD <00, 
tD = 0. 

(

ID = ZD = 0, 
tD> 0.  

(67)  

(68)  
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• Formulación de parámetros agrupados adimensional, caso Lineal. De las 
ecs. (43) a (47) y aplicando las definiciones dadas en la sección 4.2.1, se 
tiene: 

aTD, „ TD,, 
atD 	

a2TD 2 Pe 
a 

ZD = : 	 +teDa uzo 	cap 
f0<xD<co, 

tD>0.  
(66) 

= O 

TD. = 1 

TD,
X2D 	oo, 

—1 O 

	

	 (69) 
tp > 0. 

• Formulación de parámetros agrupados adimensional, caso radial. De las 
ecs. (48) a (52) y aplicando las definiciones dadas en la sección 4.2.1, se 
tiene: 

aT D  = 1  a (rp_abol,  .4..  82TDa 	{ O rD, ZD < 00)  (70) 
a 8tD rDarD 	arD 	84 	tp > 0. 

8TD„ 82TD. 1 — 2 Pe  aTD, 
zD = O :

8tD 	ro  - 	rD  ) arD  +KDi azD  
0 < rD < oo, 

1 tD > 0. 
(71) 

TD. = 0 

= 1 

ha  -1 0 

{

{

O <rD,zD <oo, 
tD =O. 

rD = zD = 0, 
iD > O. 

r2D  -I.4 	00, 

tD > 0. 

(72)  

(73)  

(74)  
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4.2.2 Discusión sobre el número de Peclet 

En problemas de transferencia de calor el número adimensional de Peckt se 
define como [26): 

Pe = 
v01
— 
a 

(75)  

que es la relación de la transferencia convectiva de calor a la transferencia 
conductiva de calor para un flujo laminar distante de cualquier frontera [91. En 
esta expresión, vo es una velocidad característica, a es la difusividad térmica 
del fluido, y / es una longitud característica. 

En problemas de transferencia de calor en medios porosos Badil y Dagen [1979) 
[6) definen el número de Peclet en función de la velocidad del fluido a través 
del espacio poroso: 

Pe = 
wfvot 
a (76)  

Es de acuerdo a esta definión como se ha definido el número adimensiunal de 
Peckt que se utiliza en el presente trabajo. 

van der Kanip y Bachu [19891[591 definen un número de Peclet "GeotérmicoTM, 
expresado por la siguiente relación: 

Pe = 
(o/gil D

A 
	

(77) 

siendo A = D/ L (factor de forma), donde L y D son la longitud horizontal y 
el espesor (o altura) de un elemento representativo; y qy es el flujo volumétrico 
horizontal por unidad de espesor. 

Sin embargo, ninguno de los números de Peclet definidos anteriormente está 
caracterizado por la existencia de un valor crítico abajo del cual el sistema es 
conductivo, como es el caso del número de flayleigh crítico usado en convección 
natural ([41, 48, 45)). van der Kulp y Bachu [1989) señalan que para números 
de Peclet mucho menores que la unidad, el sistema es dominado por la con-
ducción, mientras que para valores significativamente mayores que la unidad el 
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sistema es dominado por la convección, por lo que un orden de magnitud de 
uno para el número de Peckt indica un sistema conductivo-convectivo. 

4.3 Velocidad del Frente Térmico en un Medio Poroso 

Considerando las siguientes aproximaciones: 

• 	El patrón de flujo de fluidos es radial. 

• La transferencia de calor por conducción en el estrato permeable es des-
preciable, y la temperatura en la dirección vertical es uniforme (equivale 
a tener una conductividad térmica en la dirección vertical es infinita). 

• No existe transferencia de calor hacia los estratos adyacentes. 

Entonces, el problema establecido por las ecs. (70) a (74) se reduce a: 

8TD —  2Pe 8TD =  
8 tD 	rD arD 

f 0<rD < O O 
tp > 0. 

10<rp<co, 
tD = 0. 

{ fp = 0, 
ti) > 0. 

Al realizar el siguiente cambio de variable: 

1 2  
X .= 2

—rD 

El conjunto de ecuaciones (78) a (80) se reduce a: 

8TD = —2Pe-- 8TD 	{O <x<oo, (82) 8TD 
	aX 	tD > O. 

TD = 0 

TD =1 

(78)  

(79)  

(80)  

(81)  
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TD 

TD =1 

Se puede demostrar que la solución 

TD = 

donde la función U(u) es la función 

U(u) 

Ahora bien, expresando (85) en función 

T =To — (To 

Aquí t*  es el tiempo de arribo del frente 

— 

de 

U(tD 

1 
{ 0 

{O < 	< 
tD = 0. 

x = 0, 
tp > 0, 

este problema es ([12j): 

28 

(83)  

(84)  

(85)  

(86)  

(87)  

(88)  

unitaria 

— 21e ) 

de Heaviside, definida según: 

para u > 0, 
para u < 0. 

de las variables reales, se tiene: 

—71)U(t — t*) 

térmico r., e igual a: 

irHrl 
wf(1/0) 

Con lo que la posición del frente térmico con respecto al pozo inyector estaría 
dada por: 

qit 
r*  = wf ireim  (89)  

A partir de esta relación, la velocidad con lá cual viaja el frente térmico, v., es: 

dr*  
v. =

at, 
 = tof  (90)  



4 EQUILIBRIO TERMICO 	 29 

La velocidad relativa , vr, del frente térmico, con respecto a la del frente frente 
químico, sería: 

V* 
Vr  = - = Wf 

V 
(91) 

Es conveniente mencionar que la relación entre las velocidades de los frentes 
térmico y químico, vr, fue previamente establecida por Grant [19821 125). 

Con objeto de tener una idea respecto de las velocidades relativas de avance 
de los frentes químico y térmico, considérese una formación porosa con los 
siguientes valores característicos dados en la Tabla 1. 

Tabla 1— Propiedades termofísicas 
Fluido 

densidad, pi, kg/m3 , 
calor específico, ct, J/kg m3 , 

1000 
4200 

Roca 
densidad, p,, kg/m3 , 
calor específico, c,, J/kg rn3, 

2700 
1000 

Roca saturada 
capacidad calorífica, (Té, J/kg m3 , 2.9 x 106  

Otras 
0.15 

Sustituyendo los valores de la Tabla 1 en la ec. (58), se obtiene que w1  0.20. 
Por tanto, v*  = 0.20v, o bien: v = 5v*, lo que implica que para el medio 
poroso ejemplificado, el frente químico avanzará cinco veces más rápido que el 
correspondiente frente térmico. 

Este resultado es de interés práctico, ya que implica la posibilidad de reconocer 
el arribo del frente térmico a los pozos productores, previo a que éste se presente, 
manteniendo un monitoreo periodico de los cambios en composición química de 
los fluidos producidos, lo que permitiría identificar el arribo del frente químico, 
que como ya se ha comentado, precederá al arribo frente térmico propiamente 
dicho. 



Rente HickocinaMico 
(químico) 

‹P 

Rente Témico 

Zona exterior 
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Del ejemplo anterior y considerando la ec. (87), es posible inferir que cuando un 
fluido con temperatura Ti se inyecta en una formación porosa con temperatura 
T0, dos frentes comienzan a desplazarse alejándose del punto de inyección; el 
frente químico, al que sigue a una cierta distancia el frente térmico, donde la 
temperatura salta de 710  a 71, tal como se ilustra en la Fig. 3. 

Fig. 3: Frente térmico e hidrodinámico en un problema típico de inyección. 
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4.4 Modelo de Lauwerler 

Lauwerier [1955) [34) presentó una solución analítica para calcular la distribución 
de temperaturas creadas por la inyección de un fluido caliente en un estrato ho-
rizontal permeable saturado con un fluido frío. El consideró que el transporte de 
energía en el estrato permeable es exclusivamente por convección y contempló 
las pérdidas de calor hacia los estratos impermeables sub y suprayacentes. Las 
principales simplificaciones que considera el modelo de Lauwerier son: 

• En los estratos adyacentes la conductividad térmica horizontal es cero y 
en la dirección vertical es finita. 

En el estrato permeable fracturado: 

• La conductividad térmica en la dirección horizontal es cero. 

• La conductividad térmica en la dirección vertical es infinita. 

Las soluciones para la distribución de la temperatura a lo largo de una fractura 
tanto para el caso lineal como para el radial se presentan a continuación: 

• Para el caso lineal las ecs. (65) a (69) se simplifican a: 

1 8TD. 82TD, 	r < xD,.zD < 00, 
a2  8tD = 84 	1 ti) > O. 

(92)  

88TtDD°  = —2 Pel8T1218zD  

  

O < xD < oo, 
(93)  

tD > 0. 

  

  

TDa = 0 

TD, = 1 

O 

í 0  < XIMD < 001 
tp = 0. 

{

XD = XT) = 0, 
tD > 0. 

{ X2D +4 -+00, 
tD >o. 

(94)  

(95)  

(96)  
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La solución de la ec. (92) sujeta a las condiciones (93) a (96) es: 

zp 
TD&D, zD, tD) = erfc 4.  s--24QU(t  — ID  2pd  ) 	(97) 

2asitD — 2re  

Mientras que la distribución de la temperatura a lo largo de la fractura 

lineal (zD = O) es: 

by, 
TD ,(xD,tD) = erfc 	2 e 	U(tD — 21pe  , ) 	(98) D  

2 ti)  — 21—W 

donde b = rsDa /a y erfc(x) es la función Error Complementaria; definida 

como: 

2 j°0  
erfc(x) = — 	exp(—u2)du, 

55.  

1  = 1 — --- J exp(—u2)du, 
\Fi o 

= 1— erf(x), 	 (99) 

donde erf(x) es la función Error. 

La función erfc(x) posee las siguientes propiedades [11: 

erfc(0) = 1, 	 (100) 

erfc(oo) = 0. 	 (101) 

• Para el caso radial el conjunto de ecuaciones (70) a (74) se reduce al 

siguiente problema: 

	

1 BTD, 82718 	O < rD, zD < oo, 
Btp 	84) 	• {tD > O. 

(102)  

= 8111 (103)  
n 

ZD 0 	atD. 	" 8rD  

2Pe 	8 + —8071zDj °:>rD0.  < 
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< rD ,ZD < 00, 

ktD = o. 

{
ro = zo = 0, 
tD  > 0. 

í 4+ 4 00, 

t D > O. 

Efectuando el siguiente cambio de variable: 

1 2 
X = 2—rD 

El problema (102) a (106) se transforma en: 

1 8TD. _ 83TD. 
atp — 747 

o < x,zD < 
1 tD > 0. 

(104)  

8TD. 	8TD. {° < X < °°' (109) 8711 — —2Pe-- 	 tD > zn --- u 	8# 	 8x 	0. 

33 

(104)  

(105)  

(106)  

(107)  

T O 

TD 7--  1 

TD. —+ 

71 	=-* O 

TD. = 1 

TDi —1 O 

{

I O < X, ZD < 
UD =0. 

X=ZD =0,  
tD > 0. 

(x2 +22 00 D 
tD> 0. 

(110) 

(112) 

Comparando el problema planteado por las ecs. (108) a (112), con el 
planteado para el caso lineal por las ecs. (92) a (96) se observa que son 
problemas equivalentes; por lo cual, en base a lo anterior, la distribución 

de la temperatura para el caso radiales: 

TDi ( Xt  ZDItD) = erf0.5---- — 	2Pe 22 Da + 	U(tD — 	) 	(113) 
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Mientras que la distribución de la temperatura a lo largo de la fractura 
(zD = O) está dada por: 

TD.(X, tD) = erfc 	U(tD — 	) 	(114) 
25/tD — 1E; 	2Pe 

En realidad fue Malofeev [1960) [36, 371 quien primero observó que la solución 
para el caso lineal es también aplicable al caso radial, si se realizan las sustitu-
ciones Pe por Pe y zD  por X. 

Por otra parte, si se expresa la ec. (114) en función de variahks reales y al 
evaluarla en z = 0, se tiene: 

sA 	 
T = To  — (To — n 	apseir2  erfc( 	 )U(t — 	(115) 

donde, como se ha señalado, t,, es el tiempo de arribo del frente térmico cuando 
no existen pérdidas de calor hacia los estratos adyacentes. Asimismo, nótese 
que para una posición dada y tiempos suficientemente grandes, esta ecuación se 
reduce a la ec. (85), lo cual significa que se ha realizado totalmente el barrido 
de calor en la matriz de roca. 

4.5 Modelo de Avdonin 

Otro importante modelo tendiente a predecir la distribución de la temperatura 
a lo largo de un estrado permeable es el propuesto por Avdonin [1964) [5), 
que considera que la conductividad térmica en la dirección horizontal es finita, 
a diferencia del modelo de Lauwerier que desprecia la transferencia conduc-
tiva de calor en el estrato permeable. Por tanto, de acuerdo a las simplifi-
caciones consideradas, este planteamiento corresponde a una formulación de 
variables agrupadas incompleta. El resto de las suposiciones son las mismas que 
las consideradas por Lauwerier. A continuación se presentan las formulaciones 
matemáticas y sus respectivas soluciones para los casos lineal y radial. 
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• Formulación Lineal. El conjunto de ecuaciones (65) a (69) se reduce a: 

1 cal, _8%. 	{o < xp,zp <00, 
atp 	 > o. (116) 

zD  = 	= 1_2T0. 

	

2 re —+XDsab 
	O < zD < oo, 

	

g 	1 ,87Ps  
&I) 	84) 	8xD 	azD 	ltD > 0. 

= 0 

TD, = 1 

TD. 

{

0 < x p, 21) < 031  
tp =0. 

r xD = zD =0, 
ltD> 0.  

í xp + 	oo, 
tp > 0. 

(118)  

(119)  

(120)  

La solución del problema planteado por la ec. (116) a (120) es: 

2rxD e_ixp/(2,g)-Pes4aerk(z2Dvitapt  brr )dr. 
CO 

TD(XD I  ZDttD) = jo 	 

(121)  

Mientras que en la fractura (zD = 0) la distribución de la temperatura 
está dada por: 

TD.(xD5tD ) = 
r 

 2, 	p,..r - -iro/(24-Pe' erfC( 2 	tirrD 1.)dr. v,-,— 
(122)  

(117) 
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• Formulación Radial, Para el caso radial la formulación de Avdonin —o 
formulación de variables agrupadas incompleta— ec. (70) y condiciones 
(71) a (74) se pueden escribir como: 

1 8TD. 8 2TD. 	{O < rD, zD < 00, 
8tD 	84) 	> O. 

(123) 

n 	8TD, 8 2TD. 1— 2  Pe,8TD, 	821. 
zD = u : 

	

	—   sa +1  Di n  
otp 8rD  rD urD uzD 

= u 
, 	{O < rD,zp <00, 

tD = 0. 

f0 <rD <oo, 
tD > 0. 

(124)  

(125)  

{

rD = ZD = 0, 
tp > 0. 

r2D  + 	oo, 
tD > 0. 

El problema planteado por la ec. (123) junto con las condiciones (124) a 
(127) tiene por solución: 

	

2 	r  fo° _Lin2)Pee-rbi erir 	br 
Ck 

2 tisr):. TD(rD, zD, tD) = r(pe) Jo 	̀4r 

donde r(n) es la función Gamma, la que se define como [1]: 

T(n) 
= 00 

tn-le'dt n > O. 	 (129) 

En la fractura (zD = 0) la distribución de la temperatura está dada por: 

TDo(rD,tD1 	1  1°°  1  ( r2
)

e "Vrerfc( 	br 	 )dr. (130) , = r(pe) o  4.7. • 4r— 	20D r 

TD8  = 1, 

TDI --+ 0 

(126)  

(127)  

(128)  
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A partir de los modelos de Avdonin y Lauwerier, la Fig. 4 presenta la distribución 
espacial de la temperatura para diversos tiempos adimensionales considerándose 
que la geometría de flujo en el sistema es de tipo lineal. El proceso de inte-
gración requerido para la obtención de los resultados se realizó numéricamente 
a partir del método de integración aproximada de la regla de Simpson 120). 
Obsérvese que el principal efecto de considerar la conducción de calor en la di-
rección horizontal en el estrato permeable (Avdonin) es el de tener temperaturas 
adimensionaks ligeramente mayores que cuando no se considera. Asimismo, se 
observa que el modelo de Avdonin predice que el disturbio térmico en el sistema 
se da más distante del punto de inyección. 
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XD 

Fig. 4: Distribución de la temperatura a distintos tiempos adimensionales 
en un medio poroso. La geometría de flujo de fluido es lineal con Pe` = 1 
y b = 1. 
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4.6 Modelo de Rubinshtein 

La soluciones analíticas para la distribución de la temperatura más generales 
reportadas en la literatura son las presentadas por Rubinshtein [1959,19621 
[50, 491 Este autor considera que en el estrato impermeable existe tanto la 
conducción de calor en la dirección horizontal como en la vertical. En el estrato 
permeable se considera la conducción de calor horizontal, y al igual que el modelo 
de lauwerier, la conductividad térmica vertical la supone infinita. De acuerdo a 
estas consideraciones el problema y solución para el modelo de Rubinshtein es: 

1 8TD, 
8tD 

	

1 	8 	8TD,, 82T01 	f O < rD, ;3) < co, 	(131 

	

rn 	Ul D 	
) 

	

= — 	(rD urD ) 	nZD 2 	1 ti) > 0. u 

„ 	8TD, 82TD, ,1 - 2  Pe  8TD, 	8TD, 
zD = u : 	= 	) 	+KDI 

8tD 8r2D  rD orn ozD 

f O < rD <00, 
tp > 0. 

(132) 

TD5 = 0  

TD5 = 1 

TD,—► 0  

{

{
0 < rD,ZD < 00, 
tp = 0. 

rn = zD = 0, 
tD > 0. 

 

+ 4 -4 00, 
tp > o. 

 

   

Una de las soluciones obtenida por Rubinshtein para el conjunto de ecs. (131) 
y las condiciones (132) a (135) fue para los valores de a2  =1 y n = 2Pe, donde 
n es un número entero, la cual es: 

d" 	R 	R „ " 	1 	1°3  7" -Ku(r-R)__(e  g  Di erfc27ri;)ar TD(rD,zD,tD) = (---inr(n) o  —Re ' 	dRn 
(136) 

donde R = siT ZD r2D. 
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4.7 	Eficiencia Térmica 

La eficiencia térmica, e, se define como la fracción de la energía inyectada que 
permanece en el yacimiento a cualquier instante de tiempo [551 Este concepto 
fue introducido inicialmente en la ingeniería de yacimientos petroleros y utilizado 
en la evaluación de operaciones de recuperación térmica de hidrocarburos; la 
expresión matemática de esta definición es: 

e = — 4 • = 1 º fID fó tCpseira=0dXdtD 
tD 

donde W' es la fracción del calor total inyectado que se ha perdido hacia las 
formaciones adyacentes. 

Si es el caso de la inyección de un fluido frío en un yacimiento geotérmico, 
entonces W' debe entenderse como la fracción del calor adquirido por el fluido 
inyectado. Es claro de la definición de eficiencia térmica que cuando es el caso de 
un proceso de recuperación térmica de hidrocarburos el proceso es más eficiente 
cuando e --> 1, mientras que en una operación de reinyección de fluido de baja 
temperatura el proceso es más "eficiente" cuando e —I 0. 

La expresión (137) considera que el moviento del fluido en el estrato permeable 
es de tipo radial. Para el caso lineal se realiza, nuevamente, la substitución de 
x por x y de Pe por Pe'. 

Si la distribución de temperatura en el estrato permeable se considera que obe-
dece al modelo de Lauwerier, la expresión matemática para la eficiencia térmica 
está dada por la siguiente expresión ((55)): 

1 
e = 1 —14" = 	{2si btp 	

47) — — 1 + eh'inerfc()} 
b2in 

(138) 

Rubinshtein [1959) [51), obtuvo una solución para la eficiencia térmica con-
siderando el efecto de la variación vertical de la temperatura en el estrato per-
meable (0: # 0). El considera la inyección radial no isotérmica de fluido y 
hace uso de las funciones de Green para obtener su solución; el resultado para 
la eficiencia térmica obtenida por Rubinshtein es: 

(137) 
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- 	 n2  
e = 1- W = 1 -

1
2 
 {-4 F, 

- (1- (7) crn-1(1 + 

	

3 	r 	 t r) 	
n' 

 n=1 

00 	 2n 2  
(1 - cr) E 2nan-i 0. 	) )erfci-¿} 	(139) 

n=1 

donde 

a /  scp -.1 
cr - 	

+1 

La eficiencia térmica dada por esta expresión considera que las propiedades 
térmicas de los estratos sub y suprayacentes son iguales. La Fig. 5 muestra el 
comportamiento de la eficiencia térmica e en función del tiempo adimensional 
tp, según los modelos de Lauwerier y de Rubinshtein. Se observa que el efecto 
de la variación vertical de la temperatura resulta en un incremento máximo del 
15% en la eficiencia térmica [421 . 

A continuación se presenta una discusión sobre e en el contexto de un proceso 
de recuperación térmica de hidrocarburos: 

• Es interesante notar que la eficiencia térmica e (o W) no depende de la 
temperatura de inyección, del ritmo de inyección de fluido, o del ritmo de 
inyección de calor [44]. Para un ritmo constante de inyección de calor, e 

(o Ir) es únicamente función del tiempo adimensional. Si la temperatura 
de inyección se incrementa, el acumulativo de las pérdidas de calor hacia 
las formaciones adyacentes también se incrementa, pero igual sucede con 
el acumulativo de calor que permanece en el yacimiento. Para un elevado 
ritmo de inyección de fluido, la zona calentada es grande y por tanto lo 
es también el acumulativo de las pérdidas de calor desde la zona caliente. 
Pero también es grande el acumulativo de calor que permanece en el 
yacimiento como resultado del elevado ritmo de inyección. Estos efectos 
contrarios se cancelan, de manera que la eficiencia térmica, otra vez, es 
función exclusivamente del tiempo adimensional. 
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• De la definición de tiempo adimensional (tD = 41a/RH2), como observa 
Prats [42j, se sigue que la principal variable, aparte del tiempo, es el 
espesor H del estrato permeable. Nótese que el espesor del yacimiento 
aparece al cuadrado. Si el espesor de un yacimiento es dos veces el de 
otro, entonces un periodo de inyección cuantro veces más grande será 
necesario para mantener la misma eficiencia térmica. Si la duración del 
periodo de calentamiento es la misma en ambos yacimientos, el tiempo 
adimenional del yacimiento de mayor espesor es cuatro veces más grande 
que la del otro. Se puede observar de la Fig. 5 que un factor de cuatro 
en el tiempo tiene un efecto significativo en e (o W*). 

• Prats [1969) [42) demostró que, para el yacimiento con propiedades idea-
lizadas considerado por Marx y Langenheim [1969) [381 y Lauwerier 
[1955) [34), la eficiencia térmica dada por la ecuación (137) es una aproxi-
mación excelente para cuando la variación vertical de la temperatura en 
el yacimiento es despreciable. Esto se aplica igual si la temperatura de 
inyección o el ritmo de inyección varían, ya que el ritmo neto de inyección 
de calor se mantiene constante. 
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Fig. 5: Distribución de calor entre el yacimiento y formaciones adyacentes. 
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5 NO EQUILIBRIO TERMICO 

Es importante la diferencia entre el flujo de calor o de un fluido en una matriz 
porosa y una matriz fracturada, tanto para un fenómeno térmico como para uno 
hidrodinámica Para un tiempo dado, en un material poroso, la temperatura 
del fluido contenido en los poros tiene mayor oportunidad de equilibrase con 
la temperatura de la matriz porosa. Este no es necesariamente el caso de los 
medios fracturados. En un medio poroso homogéneo el movimiento del fluido es 
laminar; mientras que en una roca fracturada, el fluido en las fracturas alcanza 
altas velocidades, lo que puede ubicarlo en la región de flujo turbulento, sobre 
todo en la vecindad de los pozos. A medida que el frente avanza en el yacimiento 
estas velocidades tienden a disminuir. 

5.1 El Término de Acople q*(t,if) 

Debido a las condiciones de temperatura variable en la interfase, el ritmo de 
transferencia de calor (q') se expresa por la siguiente integral de convolución: 

qs(x j ,  t) = I 	
u
.,
r 
 qi(t — r)dr 

Jo  
t 8áTf(r) 	

(140) 

siendo ATI  = To — T f(t,i f ) y qi es la transferencia de calor de los bloques de 
roca a la fractura por caída de temperatura unitaria en la interfase (Función de 
transferencia). Si hacemos uso de la ley de Fourier ql puede ser representado 
por: 

qi(t) = AlinterVaTbi(t)iinterfase, 
	 (141) 

donde 

bal = To — Tb, 

y VATbi(t)linterfase  representa el gradiente de la temperatura evaluado en la 
interfase por caída de temperatura unitaria en la misma. 
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El parámetro AHTb es el área efectiva de transferencia de calor por unidad de 
volumen total de yacimiento. Este parámetro fue introducido por Cinco et al., 
[1982) [18) en el estudio del flujo de fluidos en medios naturalmente fracturados. 

5.1.1 Función de Transferencia de Calor Pseudo-permanente 

Si se realiza un balance de energía calorífica en los bloques de roca se llega a la 
siguiente expresión [4): 

( 1  - OPA.—dt 	- T1) 
	

(142) 

siendo 

= krei 

donde 	es la temperatura promedio de los bloques; a'(= AHTb/1) es un 
parámetro característico de los bloques y tiene dimensiones de L-2, y 1, es una 
dimensión característica. El parámetro a' es el mismo que el utilizado en la 
teoría de la Doble Porosidad (Warren y Root [1963) [601), el cual se determina 
a partir de la siguiente expresión: 

, 	9n(n 4- 2) 
a = 12 

donde n es el número del conjunto de planos normales que limitan al medio 
menos permeable. 

Al realizar el balance de energía calorífica expresado por la ec (142), se consideró 
que el ritmo de transferencia de calor de los bloques, por una parte, es igual al 
ritmo de variación de la temperatura promedio de los bloques, 11, multiplicada 
por el almacenamiento de energía en los bloques y, por otra parte, proporcional a 
la diferencia entre la temperatura promedio de los bloques y la temperatura en la 
fractura. Este planteamiento es conocido como de estado pseudo-permanente 
o quasi-estacionario, dado de que no considera la distribución interna de la 
temperatura en los bloques. 
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La representación adimensional de la ec. (142) (ver sección 4.2.1) es: 

8his 	14; Wr 	— ADVD1) —  m 
atig 

la cual está sujeta a la siguiente condición inicial: 

t'A(tD = O) = O. 	 (144) 

En el dominio de Laplace, la solución de la ec. (143) sujeta a la condición inicial 
(144) es: 

1  
IDb= 	+ 1  ̀1°118 ' 

Ahora bien, puesto que 

atm, = Wr 
 otp 

y al aplicar la transformada de Laplace a esta expresión, se obtiene: 

irp=aw,TDb 

Luego, de las ecs. (145) y (147), se sigue que: 

wr  
9D(e) = (w,PD)a +1 TDI) 

y así el flujo de calor por caída de temperatura unitaria en la interfase es: 

ior  
4b1(8)= (wr/XD)s +1 

(149) 

(143) 

(145)  

(146)  

(147)  

(148)  
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Al evaluar la transformada inversa de Laplace de esta expresión, se obtiene que 
en el espacio real el ritmo de transferencia de calor por unidad de caída de 
temperatura unitaria en la interfase es: 

qm(tD) = ),De-(xpitor)rn 	 (150) 

5.1.2 Función de Transferencia de Calor Transitoria (Esferas) 

Para los bloques de roca, la ecuación diferencial parcial que describe el compor-
tamiento transitorio de la temperatura es: 

{ 0 > < x, y, z < 	ni (151) an(t m) 	oiut  

	

KT "‘ 	 t O. 45)Prcr 

donde 1, m,n son las dimensiones de los bloques de roca; las derivadas implícitas 
en el operador Y2  se toman con respecto a la variable local An. 

Si se considera a los bloques de roca como cuerpos esféricos de radio rb, la 
ecuación de conducción de calor en coordenadas radial esféricas es: 

82,71  2  an 
(1  — 16)Prer

a 
 = Kr(1--; + 

< < 
t t > 0. 

(152) 

La cual está sujeta a las siguientes condiciones inicial y de frontera: 

Tb = To 	í O < < rito  
t = O. 

í ' 71(4 = 0) = Finita, 	r = 0,  
t > 0. 

/371(t, r')  
14(t, rlir,=r1 TM) ri)) = 	ar, 

(153)  

(154)  

t > 0. 	(155) 
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donde h es el coeficiente.  convectivo de transferencia de calor o coeficiente 
de película. Nótese que en este planteamiento se considera tanto el compor-
tamiento del flujo de calor en los bloques como en la interfase roca-fluido. 

Representando adimensionalmente el problema establecido por las ecuaciones 
(152) a (155), con las definiciones dadas en la sección 4.2.1, se tiene: 

8TD6 	82TDb 	2 abb) 	j'O tor 	 + 
tD 
< rD  < 
> 0. 

, 	tD > 0. 
1,1)=.:( 

(156)  

(157)  

(158)  

(159)  

(160)  

8tD 

donde 

Las condiciones inicial y de frontera son: 

T136 = O 

TDb = Finita 

TD11(tD, 	TDIkt p ,rD = 	
/ 

= 2ri/H. 

ltD 
10<rip<1, 

1 	OTDr(tD,r1D) 

= a 

r'D  = O, 
tD > O. 

81.11)  

• 5.1.3 Distribución de la temperatura interna en los bloques esféricos 

Rearreglando la ecuación de conducción de calor para los bloques esféricos de 
roca, ec. (156), se tiene: 

10, 8(rbrDb) 	82  (r iDTDb) 	O < r'D  < — KDr &I) 8ró 	ltD > 0. 
(161) 

Al aplicar la transformada de Laplace a esta ecuación y a las condiciones (158)—
(160) se obtiene: 
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d2r ID
53
TDb  

8  Wr r'DPDb KDr dr 

= O) = Finita 

(162)  

(163)  

TDbI,j, 	
I , 1 ,dibb 

—T11/ 8 —1fij)  (-VD  rb=e 
(164)  

La solución del sistema de ecuaciones (162) a (164) es: 

riDibb 

 

loenh(5/8 writcpr riD)TD// 8  

 

lsenh(%/8  wr/kDr() + {va writcprcooh(1/a 14)r/Kpre) — oenh(0 writcpre))  
(165)  

Mientras que Vilb1( 8 ) linterfase es igual a: 

J8 wriscp, cothWe (Ahíte> — 1 

• e{i + ñ(1/8 Wr/K,Dr e cothwa wrixDr o —1)) 

FinalMente, la transferencia de calor de los bloques de roca a las fracturas por 
unidad de volumen total, producidas por caída de temperatura unitaria en la 
interfase es: 

4D1(a)(8) = Knr(AuTbDtil 	1(8)
i  s(1+ iif  (e)) 
	 (167) 

donde 

1(8) = sis (o,/ ftD, coth(sis  wriscp, e) — 1 

(166) 
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5.1.4 Longitud Característica 1 de una Esfera 

Si se considera que no existe caída de temperatura en la interfase roca/fluido 
(in —• oo), la ec. (165) se reduce a: 

senh(s/s wr itcp, r'D)  
s rinsenh(s/s ti)r .52 t/ gpi 1 

I 

la cual en el espacio de Laplace tiene por solución [17): 

—1+TDbI  
2 	(-1)ne_.2,.2t4w,(2/,<D,) senil/mi)  
— 
Ir rD n=i n 	 e 

Ahora, es posible determinar la temperatura promedio 1,«  de los bloques a partir 
de la siguiente expresión: 

11(xl, t) = 	7),(zb, t; zi)dV 
	

(170) 

Sustituyendo (169) en (170), y al evaluar al integral se obtiene: 

6 1̀4 1 	[21 

tDbl = 1 — - 	
22tino4, opr) 

ir  n=1 

Para tiempos suficientemente grandes, es decir, tD > (cort 211r 2 xDr ), todos los 
términos de la serie después del primero son despreciables, por tanto: 

TDbI 
. — 

6 	g 	2 

1 	
ta/kwr(-pnr) 

ir2  
(172) 

Derivando esta expresión con respecto a tDbi,  y eliminado tD de la expresión 
resultante, se obtiene: 

atDbi  _ 	11.2 
 

8tD 	eitcD1 
(tDbi — 	 (173) 

(168)  

(169)  
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y al multiplicar ambos miembros por wr  

8i'Db171.2 
 

	

—(hm — 1). 	 (174) w
r 8tD 	el/NDI 

Por otro lado, retomando la ecuación de balance de energía para los bloques de 
roca con transferencia de calor roca/fluido en régimen pseudo—permanente, ec. 
(143): 

atDbi 0.4 	= —XD(T Dbi — 1) 	 (175) 
8tD 

Al comparar (174) con (175), se llega a que: 

z2pcps  
r2 
	

(176) 

Expresando esta relación en función de las variables reales: 

a' = (AuTb/1) = /1.24 	 (177) 

Zimmerman et al, [1993) (61) obtienen una expresión equivalente pero anali-
zando el problema del flujo de un fluido en medios naturalmente fracturados. 

Por otro lado, de la definición de Atm y del volumen de un bloque esférico (ver 

Fig. 6): 

AHT 	4rr 2  
AHTbrb = 

total 	t 
re = v

otal 
rb, 

donde Viatai es el volumen de un elemento repetitivo e igual a: 

• 

Vtotai = (2ri, +1;13. 

Rearreglando la ec. (178) se tiene: 

4 

(178)  

(179)  



Fiadora 
—1 
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irri3 	„ = 3, 	— 3  ,7 	= 3(1 — 
V total 	V total 

Finalmente, combinando la ecs. (177) y (180), y despejando / se llega a: 

3(1 	41.) 	3(1 —
2 
 O) = 	11.2 	o /D = 

Esta ecuación muestra un aspecto interesante, dado que relaciona la longitud 
característica de un bloque de roca con la dimensión real del mismo. 

Fig. 6: Esquema de un yacimiento naturalmente fracturado con bloques de 
roca esféricos. 

(180)  

(181)  
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5.2 	Solución sin Transferencia de Calor de los Estratos Ad- 
yacentes 

Se presenta la solución de la distribución de la temperatura a través del es-
trato fracturado considerándose que la interacción matriz/fractura ocurre bajo 
condiciones de régimen de calor tanto pseudo—permanente como transitorio y se 
considera que no existe transferencia de calor de los estratos adyacentes. Este 
problema ha sido tratadado detalladamente por Ascencio y Rivera [19941 [4]. 
Las principales consideraciones tomadas en cuenta son: 

• La geometría de flujo de fluidos es radial. 

• La transferencia de calor de los estratos sub y suprayacentes se considera 
despreciable. 

En el estrato fracturado: 

• La conductividad térmica en la dirección horizontal es cero. 

• La conductividad térmica en la dirección vertical es infinita. 

De acuerdo a estas simplificaciones la ecuación de la energía calorífica para el 
fluido (ec. 1) se simplifica a: 

O < r < oo, 
rio 	8711  = 	82111 píen; 871/ 

gsvi 
j) 
	

—H < z < 0, (182) 
té 4  

" 8t 	f 8.za 2olir Or 	— 
 

t > O. 

donde q' (x , t) está dado por la ec. (140): 

t 8áTter) 
q*(xf,t)= 

o 	ar 
—qi(t — (183) 

Sustituyendo la ec. (183) en (182), y representando adimensionalmente el re-
sultado (ver sección 4.2.1 para las definiciones de las variables adimensionales): 

8TDI(r)  11 	" X < ci°  (184) arD -  = _ apean,'  I 	
ti) > O Otn 	8x o ar 
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Sujeta a las condiciones: 

r O < x < oo 
tp = O 

X= 0, 
> O 

Al aplicar la transformada de Laplace a la ec. (184) y a las condiciones (185)—
(186), reordenando términos, se llega a: 

2Pe
x 
 = —(wj + unsniDis, 

d 

TIDI( X = O) = H. 

De la solución simultánea de estas dos últimas ecuaciones se obtiene el com-
portamiento de la distribución de temperatura en el dominio de Laplace: 

DDI  = exp(—(W1+4191(a))2pe) 
	

(189) 

5.2.1 Caso en que ocurre Intercambio de Calor en Régimen Pseudo—
permanente entre la matriz y el fluido 

Substituyendo en la ecuación (189) la función de transferencia para el caso 
pseudo—permanente, ec. (149), se tiene: 

Wr 	X 8\ 
TDI = iexPk—kwf (wr/AD)s + 1'2Pe 

(190) 

Casos particulares de la ec. (190): 

• Tiempos pequeños. En este caso a --I oo, por lo que la cc. (190) se 
reduce a: 

TIof = O 

TD,f 1= 1 

(185)  

(186)  

(187)  

(188)  
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TI Df = ;1  exP(—wf lacf.,e8) 	 (191) 

cuya transformada inversa es: 

TDf = U(tD — wilre) 	 (192) 

De este resultado se desprende lo siguiente: 

CA. = 
	

(193) 

Es decir, para tiempos cortos, el frente térmico avanza en el espacio 
poroso de acuerdo a la velocidad hidrodinámica del fluido, es decir, no 
se presenta todavía el efecto de retardamiento del frente térmico con 
respecto al hidrodinámico. 

o Tiempos intermedios. Utilizando la siguiente aproximación: 

C rzr: z 1+ X  (194) 

la ec. (190 ) se simplifica a: 

TD1 = exp(—wf 	(1 
(cor /AD)s + 1 2Pe 

) 	(195) Wr  

Tomando la transformada inversa de Laplace se obtiene: 

= (1— AD exPHAPOr)(tD — w f 2173 ))) 

U (tD —le-) 

Esta ecuación pone en evidencia que para tiempos intermedios Tpf  está 
influenciada principalmente por el factor geométrico ),D. 

(196) 
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e Tiempos grandes. En la ec. (190) a —1 0 simplificándola a: 

TD1 = exp(—(wf +tor)Ia) 
1 	

(197) 

La transformada inversa de esta ecuación es: 

TD =U(tD -) (198) 

Este resultado es idéntico a la cc. (85), que corresponde a la solución 
de condiciones de equilibrio térmico instantáneo. Por tanto, es posible 
concluir que la solución que presupone que se han alcanzado condiciones 
de equilibrio térmico instantáneo corresponde a un caso particular de la 
solución general dada por la cc. (190). 

La solución en el espacio real de la ec. (190) se obtiene aplicando la transfor-
mada inversa, Luke [195135): 

TD/(X, tp) = (›D 	04/wr)(tD — Lo/ ii)) 

U(to /vi 2k) 

donde 

exPE—(1' + r))k=0  (5) h (21/7)1) 

Oí j 5_ 1 

exPE—(u +r)110(j,) 
-k 

el v>1 

donde 1k es la función modificada de Bessel de primera especie y orden k. 

Esta solución es equivalente a la obtenida previamente por Rodríguez de la 
Garza [19881 [471 en el estudio de desplazamiento lineal de aceite por inyección 
de agua en un yacimiento fracturado. 

J(ri, 

(199)  

(200)  
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La siguiente fórmula de recurrencia es importante en la evaluación de J(v,r) 
(11: 

	

Ik+i(x) = 	— —x 
2k

Ik(x) 
	

(201) 

5.2.2 Caso en que Ocurre Intercambio de Calor Transitorio entre 
la Matriz y el Fluido (Esferas) 

Substituyendo en la ecuación (189) la función de transferencia para el caso de 
intercambio transitorio, ec. (167), se tiene: 

—exp(
, 	 ti 	1(8) 	 (202) -- kwi + KDr(AnTbDisr 	e/8 s%

) 
 • a 	 8k1 ♦ 15J " 

donde 

1(a) = 5/8 usr iltDr f COth(18  WrikDre) — 1 

Utilizando la siguiente aproximación: 

x2 
X coth — 1 — 

3 

luego: 

wrp2 
f(8) 

31tDr 

y, por tanto, 

1.  
TDf = ; exi/ —(W1 3AuTkpe(r))X8) 

cuya transformada inversa de Laplace es: 

(203)  

(204)  

(205)  
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TD f = 	(w1 + 3 AHTWItor)X) 
	

(206) 

De esta expresión es posible obtener la expresión para calcular la velocidad con la 
que viaja el frente térmico en un medio fracturado con transferencia transitoria 
de calor roca/fluido, Vo, 

V** = 	
f 

AHTbriWr 

Retomando la ec. (180), 

AHT1,r6 = 3(1 — 56) 	 (208) 

Al sustituir esta expresión en la ec. (207), 

Wf 

v" — 1 — oto,' 

Comparando la velocidad con la que viaja el frente térmico en un medio poroso 
bajo condiciones de equilibrio térmico instantáneo (t4 = wjv), con la velocidad 
con la cual viaja en un medio fracturado bajo condiciones de transferencia de 
calor transitoria v cc. (209), se tiene que: 

1 
o*, = 

1 — 
	ti" 

(fitv,. 
(210) 

Esta ecuación permite establecer que en un medio fracturado y en ausencia de 
transferencia de calor de los estratos adyacentes el frente térmico avanza más 
rápidamente que en un medio poroso. 

(207) 

(209) 



5 NO EQUILIBRIO TERMICO 	 59 

5.3 Solución con Transferencia de Calor de los Estratos 
Adyacentes 

Estableciendo las siguientes suposiciones: 

• El flujo de los fluidos en el medio permeable fracturado es de geometría 
radial. 

• El transporte conductivo de calor en la dirección horizontal, tanto en 
el estrato fracturado como en los estratos impermeables adyacentes es 
despreciable. 

Tomando en cuenta a las consideraciones anteriores, el planteamiento que a 
continuación se presenta corresponde a una formulación tipo Lauwerier. 

La ecuación de la energía para el estrato permeable adyacente es: 

871 82T1 	f O < r, z < oo, p8csac = 
idz2  t > O. 

las ecuaciones de la energía para el fluido y la matriz de roca, (1) y (2), respec- 
tivamente son: 

{o<r<oa, 
0p/e/ 8

°Ti 
= 

i 
9Kf 

 .92T1  _pf 
2irHr 

eigion 4. qs(t,if) 	—1H < z <0, (212) T3.-22- ar 

8T, 	82T 	0<r <oo, 
(1— 6)pre,7-- (1— --- < z < O, 	(213) 

t > 0. 

Con las siguientes condiciones de frontera en la interfase (z = 0): 

0<r<oo, 
T, = TI; Tí ¢ T. {z = 0, 

t > O. 
(214) 

t > 0. 
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8711 
= 	— T.) 

< 
z = 
t > 

—Ti ) 

{z = 
t > 0. 

r < 00, 

—111' 
O. 

O <r<oo, 
0, 

0<r<oo, 
z 
t > O, 

60 

(215)  

(216)  

(217)  

q5 /1.(T1 — Orcf —87; 

87;8T, 
(1— z = rcl-8z 

+0h(Tf 

Mientras que en z = —H/2 se tiene: 

aTi 	aTr _ 	— _ 	_ 
az 	az 

Integrando las ecs. (212) y (213) con respecto a z entre los limites —11/2 y 0: 

f 
01c/ j

° ar
=

j. 
 9

Ti  r° 	pica; 1o ayf 4  I o 
q*(t,if) (218) 

11/2  8t 	az 2.42 2/Hr 11/2 
 

8r 	III2 

o az. 
(1-19,9,4  1,42 -w- = (1- ok,117:-./2 - 1:1,2q*(t,E1) 	(219) 

Al considerar las condiciones (214) a (217), las ecs. (218) y (219) se transforman 
en: 

1 	8Tf 
= 
	

O < r < oo, 

íitOPici at  	— 519 h(TI — T.) — 
picfq; 	

+ —
1 Hg.« f) 	= 0, 

t>0. 

	

8r 2 	• 	' 
t > 0. 

(220) 

O < r < oo, 
1 	8T, 	8T, 
2 
—H(1— tfi)pr cr —

at 
= Ka—az 

+oti(Tf —71)— 2-
1 Hqs(t, f ) 	z = 0, 

t > 0. 
(221) 
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5.3.1 Formulación Adimensional 

Considerando la definición de variables adimensionaks dadas en la sección 4.2.1, 
la formulación adimensional tipo Lauwerier es: 

871D. 

atD 

1 02TD. 
= a2  8zt {

0 < zD < 00, 
tp > 0. 

(222)  

anu 1 	2P 8T1)  f ft  ("ID f (7) 	(t -7)(17. 	< < (MI  ZD = u : W 	= VID D, -./ Df, - __ e— 
atD 	 ax 	o 	8T "1 D 	tD > 0. 

(223)  

zD = 0  : 

	

aTDE 	8TD t 	"" 	5 	ti)  8711(r) 	 {O < < 00, 
W 	= PC Dr  — 	De-1  D I *r j 	

8r 	
D-  r ;dr 

	

r  atD 	azD 	 o tD > O 
(224)  

< X,zD < 00) 
TDI =TDr = = O 	tp  = 0. (225)  

Tpf = 1 

lbs ° 

{

{
X = zD = 0, 
tD > 0. 

0 < x < oo, 
ZD —+ 00, 
tD > 0. 

(226)  

(227)  

5.3.2 Solución 

Al aplicar la transformada de Laplace a la ec. (222) y condiciones (224)—(227), 
se obtiene: 

TDs  = Ce-./zpia 	{0 < zD < oo. 	(228) 
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Tbf(X = 0,zD = 0) = 1/s, 	 (229) 

TiDs(XIZD —+00) = 0, 	 (230) 

dr  
ZI) = O : sw/TD, = 013i(PD5 —PD!) — 2Pe 

x
— 8pDf(8)qp1(8), (231) 

d
ibf 

 

ahí 	wiA 
„LipiorD8— Di) + 8. DIOpir- 	 ‘ ). (232) zD = O : acorna = kDs azD 	k£

h.
D10 

Al evaluar la ec. (228) en zD = O: 

.TDI 121)=0 = C  

Al derivar la ec. (228) con respecto a zD y evaluarla en zD = 0: 

--u 
azD L 

= 
=0 	a 

Al usar estos dos últimos resultados en la ec. (232), se tiene: 

(233)  

(234)  

sw,C = "8\5  IbBi(C — tu) + sTD/( 8 )tibi( 8 ). 
a 

(235) 

Al despejar la constante de integración C, se tiene: 

C = OBi + 141(8 )  Dr, 	 (236) 
swr + bsfi + OBi "1  

Al substituir el valor de la constante de integración C en la ec. (231), tomando 
en cuenta la ec. (233), reordenando y después de arreglar: 
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= 	(Lo, + b/ N4 qm(8))0Bi  2Pedri f 
dx 	k Lora + 	OBi I 	9D1(a) + w f}sPD f (237) 

La solución de esta ecuación diferencial ordinaria sujeta a la condición de fron-
tera interior (229) es: 

í _ 1 	 X 	(238) Por 4.131(8))0Bi +1)1(8) + w f}sWe) — — exP( 1 Lurs  bv-ij (1.113i 

Mientras que la distribución de la temperatura en la matriz rocosa es: 

PA; = 
PBI + 8411(8) .pDf e

—/ixpla 
Stür + 	+ OB1 

Reescribiendo las funciones de transferencia: 

• Flujo de calor roca/fluido régimen pseudo—permanente, 

cor  
1/11( 8 ) 

= (Wr/kD)8  + 1  

• Flujo de calor roca/fluido régimen transitorio (bloques esféricos), 

qD1(8) teDr(AHTbD g) 1( 	 so. +1_81 )  f (a)) 

donde 

¡(a) = 518 Wrfit,Dr e COth(VS (4)r KD r 	- 1  
Considerando las siguientes relaciones —obtenidas en la sección 5.1.3—: 

AD = 	 
71.2 , 

= 	1 3(1— 
0)„ 

	

121 ttps 	ir 2 (242) 

(239)  

(240)  

(241)  
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Se obtiene que, 

	

3(1 - 	1(8)  

	

4D1(8 ) = 7r2 	D  8(1 + 0(8)) 
(243) 

Y 

f(8) = 1r1/8  wrIAD c,oth(r1/8 Wr/)ID  ) - 1. 

Nótese que para tiempos suficientemente grandes, a -' 0 y hl(e) cut., por lo 
que las ecs. (238) y (239) se reducen a: 

=.* PD, =iba = exP((6/4 + 1)8 2)7e) 	(244) 

cuya transformada inversa de Laplace es: 

TD(X,tD) = erfc 	U(tD - 	) 
21/tD firé 	2Po 
	 (245) 

la cual es precisamente la solución clásica de Lauwerier. 

Sin embargo, ante la imposibilidad de obtener una expresión analítica de la 
transformada inversa de Laplace de la ec. (238), la transformada inversa de 
T I se puede obtener numéricamente a partir del algoritmo de Stehfest [56), el 
cual trabaja según el siguiente procedimiento: 

TD f ) 	-71; id  Vil Dfl —iirt 
, 1n2 —„„ln2 	

(246) 

donde los coeficientes vi —independientes del tiempo—se determinan de acuerdo 
al procedimiento siguiente: 

Min(i,N12) 0112) (2k)i  
= (-1 	

k- 
)A724-i E

(41.) 

	

	

(247) 
(N/2 - k)lIcl(k -1)1(i - k)I(2k - i)1 
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La Fig. 7 muestra la distribución espacial de la temperatura adimensional para 
el fluido y matriz rocosa a través del medio fracturado, además de la distribución 
de la temperatura según el modelo de Lauwerier. Obsérvese que el efecto de 
considerar condiciones de no—equilibrio térmico roca/fluido es el que las tempe-
raturas adimensionales bajo estas condiciones sean superiores a las temperaturas 
predichas por el modelo de Lauwerier, que considera dicho equilibrio. Otro 
aspecto interesante es que en un sistema en que no existen condiciones de 
equilibrio térmico roca/fluido, el disturbio térmico alcanza distancias mayores. 
De otra manera, si se habla de la inyección no—isotérmica en un yacimiento 
geotérmico fracturado bajo condiciones de no equilibrio térmico roca/fluido, la 
temperatura teórica dimensional que alcanzan tanto el fluido como la matriz 
rocosa son inferiores a las temperaturas del sistema roca/fluido cuando sí se 
consideran estas condiciones (T = Ti = Tr ), pero el disturbio térmico llega 
más lejos del punto de inyección, lo cual es un aspecto importante en el diseño 
de una operación masiva de inyección de fluidos de temperatura relativamente 
baja en un campo geotérmico. 

1 



Temperatura: 

Fluido 

— - - Roce 

Equilibrio fermio() 
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Fig. 7: Distribución de la temperatura en un medio naturalmente frac-
turado. 
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6 FRENTE TERMICO 

Se define el frente térmico como el lugar geométrico de los puntos donde la tem-
peratura del fluido en el sistema de fracturas ha disminuido una cierta fracción de 
la diferencia entre la temperatura del yacimiento y la temperatura de inyección 
([43)): 

= 	f (To — 71) 	 (248) 

donde el subíndice * se refiere al frente térmico. 

Si el frente térmico es simétrico f se considera igual a I; sin embargo, la 
experiencia indica que el frente térmico es altamente no simétrico y la más 
pequeña variación de la temperatura es muy significativa en diversas aplicaciones 
geotérmicas. Al respecto, Pruess y Bodvarson (1984) [43) sugieren utilizar 
un valor de f = 1. De acuerdo a lo anterior, la temperatura adimensional 
correspondiente al frente térmico es: 

I 
„, 	1 

D* —
4  

(249) 

Procediendo de acuerdo a la definición del frente térmico, y considerando el 
modelo de la distribución de la temperatura en el estrato permeable fracturado 
(ec. (238), así como las funciones de transferencia de calor roca/fluido y el 
algoritmo de inversión numérica de Stehfest [56), en la siguiente sección se 
presenta un estudio sobre la sensibilidad del frente térmico a los principales 
parámetros adimensionales asociados a la descripción del proceso. 

6.1 Resultados 

En las Figs. 8-14 se presentan distintas curvas tipo del avance del frente térmico 
(F7) en un medio naturalmente fracturado (MNF) que se generaron para 
diversos valores de las principales variables adimensionaks. Los valores utilizados 
como referencia pueden considerarse como típicos de un medio fracturado y se 
presentan en la Tabla 2: 
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Tabla 2— Parámetros de referencia 
)ID 100 000 
wf  0.10 
(1) 0.1 
OBi 100 
Bi oo 

1 

• La Fig. 8 presenta la curva tipo del avance del FT en un MNF. Se 
considera transferencia de calor entre los bloques de roca y el fluido tanto 
para condiciones pseudo—estacionarias como transitorias. 

• La Fig. 9 muestra el efecto del parámetro AD  en la evolución del FT, 
se presentan valores de )►p correspondientes a 1E3, 1E4,1E5, 1E6. Se 
considera que la transferencia de calor entre los bloques de roca y el 
fluido ocurre bajo condiciones pseudo—estacionarias. La Fig. 10 ídem a 
la anterior, excepto que la transferencia de calor roca/fluido se presenta 
bajo condiciones transitorias. 

• La Fig. 11 muestra el efecto del parámetro wf en la evolución del FT. Se 
presentan curvas para wf  = 0.01,.05,0.1,0.2. Se considera que la trans-
ferencia de calor roca/fluido ocurre bajo condiciones pseudo—estacionarias. 
La Fig. 12 Ídem a la anterior, excepto que la transferencia de calor 
roca/fluido ocurre bajo condiciones transitorias. 

• Las Figs. 13 y 14 muestran la sensibilidad en el FT de los parámetros i3i 
y 0. En estos casos la transferencia de calor roca/fluido tiene lugar bajo 
condiciones transitorias. 
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tD 

Fig. 8: Avance del Frente Térmico (F7) en un Medio Naturalmente Frac- 
turado (M N 	p = 1E5, b = 1, coi = 0.1, 013i = 100, Bi = oo). 
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tD 

Fig. 9: Avance del FT en un MNF. Efecto del parámetro )w. Transferencia 
de calor roca/fluido en régimen pseudo—permanente. (1) = 1, wf  = 0.1, 
4913i = 100). 
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tD 

Fig. 10: Avance del FT en un MNF. Efecto del parámetro AD. Trans- 
ferencia de calor roca/fluido en régimen transitorio. (b = 1, 	= 0.1, 
ckái =100, ái = oo). 
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tD 
Fig. 11: Avance del FT en un MNF. Efecto del parámetro u1. Transfe-
rencia de calor roca/fluido ocurre en régimen pseudo—estacionario. ()ID = 
1E5, 6 = 1, 4)Bi = 100) 
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Fig. 12: Avance del FT en un MNF. Efecto del parámetro wf. Transferen-
cia de calor roca/fluido ocurre en régimen transitorio. (XD = 1E5, 6 = 1, 
(fiBi = 100, 1.31 = °o) 
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Fig. 13: Avance del FT en un MNF. Efecto del parámetro 	Transferen-
cia de calor roca/fluido ocurre en régimen transitorio. ()D = 1E5, 6 = 1, 
wf = 0.1, 0131 = 100) 
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Fig. 14: Avance del FT en un MNF. Efecto de 0. Transferencia de 
calor roca/fluido es en régimen transitorio. ()ID = 1E5, b = 1, wf  = 0.1, 
cfiBi = 100, ái = oo) 



6 FRENTE TERMICO 	 76 

6.2 Discusión 

1. Se observa de la Fig. 8 que el avance del frente térmico en un medio 
naturalmente fracturado muestra la presencia de cuatro períodos carac-
terísticos que a continuación se describen: 

(a) Período temprano. A tiempos pequeños se observa que la lo-
calización del frente térmico FT es la misma que la del frente 
hidrodinámico FH. En este período, como se ha visto, el avance 
del FT es aún independiente del efecto de la transferencia de calor 
proveniendo de los bloques de roca. Durante este período se tiene 
para los casos lineal y radial, respectivamente: 

	

2Pe' tD/Wf 
	 (250) 

X*  = 2Pe tD/wi 	 (251) 

donde el subíndice " * " se refiere al FT. 
Al expresar estas relaciones en término de las variables reales y rea- 
comodando términos se obtiene: 

	

x*  = x* = (V/0)t 	 (252) 

qit r*  = r*  = 	 (253) 

donde el superíndice " * " se refiere al HL 
(b) Periodo de transición. A tiempos intermedios se presenta una 

región de transición en la que se inicia la transferencia de calor de la 
roca fracturada al fluido contenido en la fractura, lo cual ocasiona 
la retardación del FT. En general, esta región está fuertemente in-
fluenciada por el grado de heterogenidad del medio fracturado. 

(c) Período de equilibrio. A tiempos grandes el avance del FT en el 
MNF obedece a condiciones de equilibrio térmico instantáneo entre 
la matriz de roca y el fluido, y la conducción de calor de los estratos 
adyacentes es despreciable. En este período tenemos para los casos 
lineal y radial, respectivamente: 
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2Pe' tp 	 (254) 

X* = 2Pe tp 	 (255) 

Entonces, de estas expresiones se obtiene que el avance del frente 
térmico a partir del pozo inyector está dado por: 

	

x*  = wi(V/0)t, 	 (256) 

r* 

	qit 	
(257) 

para los casos lineal y radial, respectivamente. 

(d) Período tardío. A tiempos suficientemente grandes, se presenta 
un período caracterizado por la combinación de las condiciones de 
equilibrio térmico y la influencia de la transferencia de calor de los 
estratos adyacentes. 

2. En general, se observa del conjunto de gráficas que el FH y el FT viajan 
paralelamente. Si combinamos las expresiones del avance del FT y del 
FH para un determinado instante de tiempo, se puede demostrar que la 
separación entre el frente térmico y el frente hidrodinámico cuando no 
hay transferencia de calor de los estratos adyacentes está dado por las 
siguientes expresiones: 

61; = x — x, = (1— uy)x* 	 (258) 

6„* = r* — r*  = (1 — tpnr* 	 (259) 

3. Se observa de las Figs. 9 y 10 que el inicio de la zona de transición lo 
determina el parámetro )1,9 (= 1H2kDr(iltm/i)), el cual es una me-
dida del nivel de la intensidad de la interacción entre la roca porosa y la 
fractura, así como de la potencia del Inedio fracturado. Nótese que para 
valores muy grandes de AD, por ejemplo valores mayores que 1 x 106, 
el período dominado por condiciones de equilibrio térmico roca/fluido 
comienza más temprano, lo cual es cierto cuando los bloques de roca son 
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muy pequeños (1 pequeño), o cuando el espesor del estrato permeable 
y/o el área de transferencia de calor por unidad de volumen total es muy 
grande (Atm 	oo). En general, para un determinado espesor, en el 
límite, si AD -› oo implicaría que el medio es homogéneo. 

4. Las Figs. 11 y 12 muestran que u)/ afecta el tiempo de duración de la 
región de transición. Asimismo, la duración de la región de transición está 
dada tanto para los casos lineal y radial por la siguiente expresión: 

át: = ti  — t* = (-1 —1)t* 	 (260) 
w f  

donde t* y t A  son los tiempos de arribo de los frentes hidrodinámico y 
térmico, respectivamente. 

5. Del conjunto de gráficas, Figs. 8-14, se nota que para tiempos suficiente-
mente grandes, la tendencia lineal de la segunda línea recta se desvía del 
comportamiento correspondiente a las condiciones de equilibrio térmico 
debido a la influencia de la transferencia de calor de los estratos adya-
centes. El inicio del período de flujo dominado simultáneamente por 
condiciones de equilibrio térmico y por la transferencia de calor de los 
estratos adyacentes se inicia aproximadamente cuando se cumplen las 
siguientes condiciones: 

tp > .1 	 (261) 

X ., — 	 (262) 2Pe 
6. Por otro lado, la distribución de la temperatura en el medio fracturado 

para tiempos grandes está dada por la solución de Lauwerier: 

• 4- 
TD(x,tD) = erfc 	

6  
	U(tp — 	 (263) 

2 5/tD - 	2Pe 

Ahora bien, según la definición del FT especificada en (248) tenemos 
que: 

6-212  e 	u(tD — -4- erfc 2v 
tp  — 
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y para que se satisfaga la anterior relación, el valor del argumento ( de la 
función erfc(C) deberá ser igual a 0.81342, como fue previamente sugerido 
por Pruass y Bodvarson [19841 [431, se tiene por tanto: 

 

b 
(265) 

  

  

al reacomodar términos, 

t 	= 	( ) 2  (le  )2 	 (266) 

Si la anterior relación se expresa en función de las variables reales, se 
obtiene que el tiempo de arribo del frente térmico, 	es: 

= ckirHr*  tti nac. ( n 	12 4 / Wfq; 	(Pfeni  

Al realizar un desarrollo similar para el caso lineal, se tiene: 

(267) 

* 	/ 	1  	2 2 

	

t* = — xspacak
(Hpfer ) x* 	

(268) 
top 

Estos resultados muestran dos aspectos interesantes, por una parte que 
el tiempo de arribo del FT es un proceso aditivo —la suma de los efectos 
de intercambio de calor roca/fluido y el de la transferencia de calor hacia 
(o desde) los estratos adyacentes—; y por la otra, que para tiempos 
suficientemente grandes, el primer término del miembro de la derecha de 
las ecs. (267) y (268) es despreciable y el avance del FT está determinado 
por t/x 2  y t/r4  para los casos lineal y radial, respectivamente. 

Al rearreglar términos en la ec. (266) se obtiene: 

o 1 2  
k 	ir% X* + X* — 2Pe tp = 0 	 (269) 

Al resolver para la incógnita x*, se obtiene que la posición del frente 
térmico está dada por la siguiente expresión: 

1 	n 

X* = —211* = (—
b

)`Pe
(11 

1 + ( —
C

)2tD — 1) 	(270) 

ESTA 'KIS hit mr 
ULIW IE. lit 1111..a 
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o en función de la variables reales: 

r2  = i(12Pfc/Bill 	+E-k(-25t — 1) 	(271) " • 	b 	27rTc 

donde b = fWcs /sprd 

Para el caso lineal se tiene la siguiente expresión: 

( 1)2Pd (\ + ( -1  ) ) 2tD 	1.) 
	

(272) 

o en función de la variables reales: 

2  plciVH  (11 	26 
= () 	207 	1 	— 1) 	(273) 

7. Se puede observar de las Figs. 8-14 que el efecto de la transferencia 
de calor de tipo transitoria roca/fluido es el de suavizar la curva que 
determina la región de transición, mientras que en el caso de transferencia 
de calor en régimen pseudo-estacionario se presenta un cambio más brus-
co, en otras palabras, el frente térmico llega con menor prontitud para 
el caso de una transferencia de calor transitoria que para el de una de 
características pseudo-estacionarias. 

8. De la Fig. 13 se observa que el considerar que existe una caída de tem-
peratura adicional en la interfase roca/fluido (Él < 1000) ocasiona que 
el frente térmico se comporte de acuerdo a un modelo de tipo de transfe-
rencia de calor pseudo-estacionario entre ambos medios. Esto es similar 
a lo que ocurre en los modelos de Doble Porosidad para cuando la trans-
ferencia de fluido de la matriz de roca a las fractura es restringida por la 
presencia de una zona de dallo ("skin") en la interface [18, 19, 22, 391, 
ocasionado, por ejemplo, por efectos de mineralización. 

9. Finalmente, se aprecia de la Fig. 14 que la magnitud de la porosidad total 
no muestra un efecto de importancia sobre el proceso de transferencia de 
calor entre la matriz y el fluido en el sistema de fracturas, cuando este 
proceso se realiza en régimen transitorio. 
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7 FRACCION DEL CALOR TRANSFERIDO W*  

Retomando la definición de W", 

1 	roo „. IPTDI 
w• 	JO

rtp 
 JO I'Do -YrD itri=0dXdtD 

tD 

Puesto que no se dispone de una expresión en el espacio real para TDi no es 
posible calcular directamente W'; sin embargo, es posible determinarlo a partir 
del siguiente procedimiento: 

• Rearreglando la ec. (274) para obtener: 

1  rir c° 	albfl 	J J. tD W = 	 KDis 	-0"Xii£D 2Pe o o 	OZD 43- 

• Al aplicar la transformada de Laplace se obtiene: 

diV* 
--- = 8 

1 ro ohf, 
da 	2Pe o kDa aZD 	OdX 

Este resultado se obtuvo con la ayuda de la siguiente propiedad de la 
transformada de Laplace, la que se define como: 

donde C es el operador de la transformada de Laplace. 

Substituyendo el modelo para TD, en la cc, (276) obtenemos: 

dW' 	b 	 9513i + 
da 	a 2  (b + NMOBil (shi + wis)(wrs/i +b) 

• La transformada inversa de Laplace der1{-dn, se determina numéricamente, 
para cada instante de tiempo tD, mediante el algoritmo de Stehfest. 

(274) 

(275)  

(276)  

OF(t)} = 4(8)  
da 

(277)  
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• Finalmente, la fracción del calor transferido es: 

w* 	£-I{dr 41_ 	 (278) 

La Fig. 15 muestra el comportamiento de IV* para diversos valores del parámetro 
wf . Por otra parte, se observó que no se presentó sensibilidad apreciable del 
parámetro AD sobre W', ya que variándola entre 100 < aD < 100000 no se 
observaron cambios en la curva. Por otra parte, nótese que en el modelo usado 
para la generación de W' vs. tD, ec. (277), no aparece el número adimensional 
de Peclet y en el cual aparece en relación directa el ritmo de inyección qi; luego 
se puede inferir, como se señaló en la sección 4.7, que W' no depende del ritmo 
de inyección. En la sección 8 se analiza un problema ilustrativo donde se hace 
uso de la curva tipo de W' vs. tD. 
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Fig. 15: Comportamiento de la fracción del calor transferido para diversos 
valores de top (AD = 1E5, b = 1, 16Bi = 100, 9i = oo) 



8 EJEMPLO ILUSTRATIVO 	 84 

8 EJEMPLO ILUSTRATIVO 

Se inyecta continuamente durante un período de 1 ario fluido de baja tem-
peratura en un yacimiento geotérmico naturalmente fracturado con un caudal 
constante de 0.03 m3/s. Suponiendo que el patrón de flujo en el medio per-
meable es de geometría eminentemente radial, y la diferencia de temperatura 
entre el fluido frío y el sistema es de 50 °C. Calcular para espesores del estrato 
permeable de 10 m, 100 m y 1000 m: 

• La posición del frente hidrodinámico r* y la del frente térmico r*  con y 
sin transferencia de calor de los estratos impermeables adyacentes. 

• La fracción del calor transferido W* al fluido inyectado. 

• El acumulativo del calor adquirido por el fluido. 

Las propiedades termofísicas del fluido, de la roca seca y roca saturada se 
presentan en la Tabla 3. 

Tabla 3- Propiedades caractéristicas fluido y roca 
Fluido 

densidad, pf, kg/m3 , 
calor especifico, c 	J/kgm3 , 
conductividad térmica, rcf , W/m °C, 

1000 
4200 
1 

Roca 
porosidad, (/), 
densidad, pr , kg/m3, 
calor específico, cr, J/kg m3, 
conductividad térmica, scr  W/m °C, 

0.1 
2700 
1000 
2 

Roca saturada 
capacidad calorífica, pz, J/kg m3, 
conductividad térmica, g,., W/m °C, 

2.8 x 106  
1.9 

Otras 
1 b(= VPicalKirisrFc 70, P.-, 

16Pfcfrirc), .15 
Bi oo 
AD 100000 
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Solución: 

• Para varios tiempos adimensionales tp(= 41-ctircH2), se determina la 
posición del frente térmico r*  a partir de la curva tipo de la Fig. 16; 
mientras que la posición del FT sin transferencia de calor de los estratos 
adyacentes se determina con la ec. (257): 

(I; t 
r*  it°f 

Mientras que la posición del frente hidrodinámico r* se determina con la 
relación (253): 

r
* 

= 	
qit 

• El acumulativo del calor transferido se determina a partir de la siguiente 
expresión: 

Q = pic/BATIrt 

donde Ir se determina de la gráfica de la Fig. 17. 

La síntesis de los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 4: 

Tabla 4- Resultados a un año de inyección 

H (m) tp r*  (m) r" (m) W*(%) Q (Ic.1) 

10 8.4 x 10-1  6.5 x 10-1  185 [2111 542 40 8.0 x 1010  
100 8.4 x 10-3  8.4 x 10-3  67 [67]t 173 7 1.2 x 1010  

1000 8.4 x 10-5  1.2 x 10-4  25 [2111  55 .5 1.0 x 109  

f: Los valores entre paréntesis cuadrados corresponden al FT no influenciado 
por la transferencia de calor de los estratos adyacentes. 
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8.1 Comentarios 

• Nótese de la Fig. 16 que para 11 = 10 m el FT se localiza en el ini-
cio del período influenciado por los efectos simultáneos de condiciones 
de equilibrio térmico y transferencia de calor de los estratos adyacentes 
(período tardío). Para II = 100 m el FT se encuentra en la región 
de condiciones de equilibrio térmico (período de equilibrio); mientras que 
para II = 1000 m el FT se localiza al final de la región de transición que 
es influenciada por el efecto de la transferencia de calor no instantánea 
entre los bloques de roca y el fluido. 

• Comparando el avance de los frentes térmicos bajo condiciones de equi-
librio térmico instantáneo y el caso real, se observa de los datos de 
la columnna correspondiente a r*  de la Tabla 3, columna 4, que para 

= 10 m el FT se encuentra más próximo del pozo inyector, respecto 
del FT correspondiente a una situación en la que no se presenta la trans-
ferencia de calor de los estratos adyacentes (los datos entre paréntesis 
cuadrados). Como se ha mencionado, el efecto de la transferencia de 
calor de los estratos adyacentes tiende a retardar el avance del FT. 

• Para 11 = 1000 m se observa que el FT ha avanzado una distancia mayor 
que para la situación de condiciones de equilibrio térmico. 

• Nótese la importancia del espesor del estrato permeable fracturado en 
el tiempo de aparición de cada uno de los períodos de flujo de calor 
previamente definidos. 

• Una observación adicional de los resultados mostrados en la Tabla 3, 
es que a tiempos suficientemente grandes, la aportación de calor de los 
estratos adyacentes impermeables originan que el frente térmico avance 
más lentamente de lo que la teoría del equilibrio térmico predice. 
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Fig. 16: Curva tipo de avance del Frente Térmico en un Medio Natural-
mente Fracturado . (X = 1E5, 6 = 1, wf  = 0.1, OBi = 100, Bi = oo). 
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Fig. 17: Comportamiento de la fracción del calor transferido para diversos 
valores de uy. (XD = 1E5, b = 1, 013i = 100, 8i = oo). 



9 CONCLUSIONES 	 89 

9 CONCLUSIONES 

La principal aportación del presente trabajo es la proposición de un modelo 
para la distribución de la temperatura asociada a la inyección no—isotérmica 
de un fluido a través de un medio naturalmente fracturado. El modelo con-
sidera la transferencia de calor roca/fluido tanto para condiciones transitorias 
como pseudo—estacionarias y contempla la transferencia de calor de los estratos 
impermeables adyacentes. 

El modelo propuesto se ubica dentro de la clasificación tipo Lauwerier, en el 
sentido que considera que en el estrato permeable la conductividad térmica 
es infinita en la dirección vertical y finita e igual a la conductividad térmica 
real del medio en la dirección horizontal. Estas simplificaciones permitieron la 
obtención de soluciones equivalentes para las geometrías de flujo de fluido en el 
medio permeable de tipo lineal y radial. Para el caso lineal se deben realizar la 
sustituciónes de Oí  por Ip . 

Aunque el presente trabajo se dirigió hacia el estudio de los procesos de in-
yección en yacimientos geotérmicos, la formulación matemática es igualmente 
válida cuando se analiza el problema de los procesos de recuperación térmica 
de hidrocarburos, efectuando las adecuaciones necesarias en la temperatura adi-
mensional. 

9.1 Síntesis de Resultados 

A continuación se presentan algunos de los resultados más relevantes obtenidos 
en el presente trabajo 

• El avance del frente térmico está caracterizado por la presencia de cua-
tro períodos distintivos: 1. Período temprano. Se da a tiempos cortos 
y la posición del frente térmico (FT)  es igual a la posición del frente 
hidrodinámico (FH). 2. Período de transición. Este periodo se da a 
tiempos intermedios y es una región de transición influenciada principal-
mente por el grado de heterogeneidad del medio fracturado. 3. Período 
de equilibrio. A tiempos grandes se presenta una región dominada por el 
efecto de condiciones de equilibrio térmico roca/fluido. 4. Período tardío. 
Para tiempos suficientemente grandes el avance del FT está determinado 
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por el efecto combinado del aporte de calor de la roca porosa fracturada 
bajo condiciones de equilibrio térmico instantáneo y de la transferencia de 
calor de los estratos impermeables adyacentes. 

• Los principales parámetros que determinan la distribución de temperaturas 
en el estrato permeable durante un proceso de la inyección no-isotérmica 
de fluidos son: 

- , que es la relación de la energía contenida en el fluido a la energía 
total (roca+fluido). 

- ›tli que es una medida del nivel de la intensidad de la interacción en-
tre la roca porosa y la fractura, y de la potencia del medio permeable 
fracturado (H). 

- Pe, que es el número adimensional de Peclet y relaciona la trans-
ferencia convectiva de calor a la transferencia conductiva de calor. 
El ritmo de inyección aparece en relación directa en este número 
adimensional. 

- H, para un tiempo dado la posición del FT está fuertemente in-
fluenciado por el espesor de la formación, estando su ubicación fijada 
por el inverso del espesor al cuadrado, a través de la definición del 
tiempo adimensional. 

• El parámetro XD (= IH 2KDT (AHTb/1)) determina el inicio de la zona de 
transición. Este parámetro es una medida del grado de heterogeneidad 
del medio naturalmente fracturado. Para un medio fracturado de potencia 
constante, si )ID --+ oo indica un medio homogéneo. 

• La magnitud de la porosidad total no muestra un efecto de importancia 
sobre el proceso de transferencia de calor entre la matriz y el fluido en el 
sistema de fracturas, cuando este proceso se realiza en régimen transitorio. 

• Cuando el número de Biot, 9i, basado en el área de una esfera, toma 
valores inferiores a 1000, la transferencia de calor que ocurre a través de 
la intetfase roca/fluido puede modelarse como un proceso ocurriendo bajo 
consiciones de régimen estacionario. 

• Las posiciones del FT para las geometrías de flujo de fluido lineal (4) y 
radial (r') para los principales periodos de flujo de calor son: 

- Periodo Temprano: 
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x,=x* =(V/4))t; r,=r* = 

— Período de Equilibrio: 

x* = tof (V/o; 	= siwf orq.11t 

— Período tardío: 

,Cu picIVH ( 11, _, 26 su  
4=1  6 / 	2r-c 	li-t11--ii)L 	I  

= (1)2  Pf  2efirlill  (‘/1 ci(ui2b  )2t — 1). 

• El parámetro w1 determina el tiempo de duración de la región de transición 
át. Para los casos de flujo lineal y radial se tiene, indistintamente: 

á t = 	t* = (-
1 

— 1)t* 
wf 

• El tiempo de llegada del FT para los casos lineal y radial, está dado por 
las siguientes expresiones, respectivamente: 

I* = 	 + 	( (pfiref  qi  )2
r*

4 
i 

f9.  

t, = to—tv  + H  1  52 2 
1** 

• Cuando no hay transferencia de calor de los estratos adyacentes, el Fll 
y el FT viajan paralelamente, las separaciones entre el FT y del FH 
para los casos lineal (641 y radial (60*,), están dadas por las siguientes 
expresiones: 

61; = z* — sk  = (1— co f )x*; 6r: = r* — r*  = (1— 07Tf)r*. 
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10 NOMENCLATURA 

Letras itálicas: 

a2 	Es igual a ot,/ii, adimensional 
AM 	área efectiva de transferencia de calor por unidad de volumen total, m-1  
b 	es igual a KDJa = OWcs /Ord k, adimensional 
c 	capacidad calorífica del fluido, J/ kg °C 
h 	coeficiente convectivo de transferencia de calor, J/m2 s °C 

espesor de las fracturas, m 
H espesor del estrato fracturado, m 
1 	longitud característica de los bloques de roca, m 
qi 	ritmo de inyección, m3/8  
q' 	es el ritmo de intercambio de calor matriz-fractura por unidad de volumen total, J/m38 
ql 	flujo de calor asociado a una caída de temperatura unitaria en la superficie, J/m3s °C 
✓ coordenada radial, m 
rb 	radio de los bloques de roca esféricos, m 
• parámetro de Laplace 
t 	tiempo, s 
T 	temperatura, °C 
• velocidad microscópica, m/s 
✓ velocidad macroscópica o de Darcy (= dm), m/s 
• velocidad del frente térmico en un medio homogéneo, m/s 
• velocidad del frente térmico en un medio fracturado, m/s 
W* 	fracción del calor transferido, fracción 
5 	vector de posición 
• coordenada espacial en la dirección x, m 
y 	coordenada espacial en la dirección y, m 
z 	coordenada espacial en la dirección x, m. 

Letras romanas: 

Bi 	Número de Biot, adimensional 
Pe número de Peclet, adimensional 
✓ volumen, m3. 
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Letras griegas: 

a 	difusividad térmica (= ,c/pc), m218 
a' 	parámetro característico de los bloques (= AilTb/1), m'2

difusividad térmica de la roca saturada, m2/a  
6 	es igual a x* — x*  = (1 — wf)x*, m 
5 	es igual a r*— r*  = (1 —ry)r*, m 
áT es igual a To — T, °C 
e eficiencia térmica, fracción 
re 	conductividad térmica, J/m a °C 
g conductividad térmica de la roca saturada, J/m a °C 
Á 	intensidad de interacción roca/fractura (= 8,AHTb/1), J/m3  a '6' 
e 	es igual a 2r1/H, adimensional 
ir 	es igual a 3.14159— 
p 	densidad, kg/m3  
iré 	capacidad calorífica de la roca saturada, J/kg m3  
a 	es igual a 1̀4:DD:41,  adimensional 
T 	variable de integración temporal, a 

porosidad, fracción 
x 	es igual a Irb, adimensional 
tu f 	relación de la energía contenida en la fractura a la energía total, fracción 
wr 	relación de la energía contenida en la roca a la energía total, fracción 

es igual a 0.81342. 

Subíndices: 

b 	bloques de roca 
D 	adimensional 
f 	fluido (fractura) 
HTb 	transferencia de calor por unidad de volumen total 
i 	inyección 
✓ roca 
a 	estrato impermeable adyacente 
O 	inicial 
1 	caída de temperatura unitaria en la interfase roca/fluido 
• frente térmico. 
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Operadores: 

producto escalar 
V. 	divergencia 
V 	gradiente 
V2 	laplaciano (divergencia del gradiente) 
G{F(t)} transformada de laplace de F(t), = Á)" e-  F(t)dt = P(s). 

Funciones Especiales: 

cosh(x) 

coth(x) 

senh(x) 

Coseno hiperbólico de x 

Cotangente hiperbólica de x 

Seno hiperbólico de x 

Ik(x) Función de Bessel Modificada de orden k 

erf(x) Función Error, = 	fo exp(—u2)du 

erfc(x) Función Error complementaria, = 1— erf(x) = exp(—u2)du 

U(y) 

r(n) 

Función Unitaria de Heaviside, = 

Función Gamma, = fo t" -le-tdt 

1 para y > O, 
O para y < O. 

n > O. 
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