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INTRODUCCION,

Bajo condiciones adecuadas de ionizacidn, los gases pueden alcanzar un os-
tado en el que son buenos conductores de la electricidad, Se emplea el término
descarga en un gas para describir lus fendmenos asociados al paso de corrientes
eléctricas a través de un medio gascoso. Este paso de corriente requicre que al-
gunas de las particnlas del gas estén ionizadas por cualquiera de varios medios
disponibles, y que exista un campo eldetrico que arrastre las particulas cargadas,
originando de esta manera una corriente. Las descargas en un gas pueden tener
lugar en una gama muy amplia de presiones del gis, y conducir corrientes muy
pequedias, Pueden ser procesos estacionarios o transitorios de duracidn muy corta.
Las primeras observiciones de descargas en un gas se hicierou en el transcurso de
las investigaciones electrostiticas a mediados del siglo XVII, cuando se encontrd
que log conductores cargados perdfan graduatmente su carga y que la velocidad
con que esto sucedia variaba con las condiciones ambientales. Para finales del siglo
XVII sc habfa establecido que la pérdida de carga no se debin a imperfeceiones en
o} aistante de los soportes, sino que se daba a través de la atmdsfeca circundante,
Al comenzar ¢l siglo XIX| la aparicidn de la fuente de corriente continua condujo al
descubrimiento del arco eléetrico y como consecuencia se desarvollaron una serie de
investigaciones sobre descargas a presiones por debajo de la atmosférica. La inves-

tigacidn cientifica de las deseargas en gases se desarrollé junto con o} progreso de la
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teenologia de vaclo, y el interés por las reacciones termonucleares proporeiond un
estimulo adicional para segnir la investigacidn en las descargas que, rdpidamente,
han alcanzado grandes dimensiones. El término Fisica de Plasmas se emplea
ahora para deseribir el estudio, en geveral, de los gases onizados. Actualmente,
las descargas en gases son objeto de un intenso escrutinio cientifico alrededor del
mundo entero debido a su reconocida importancia en muchas tecnologfas estable-
cidag y en desarrollo. Tal es el caso de la iluminacién por limparas flonrescentes,
los interruptores de alta potencia, el depdsito de peliculas delgadas, el tratamiento

- ,
de superficies y los ldscres, entre otros.

Desde mediados del siglo XIX se comenzd a estudiar un tipo muy especial de
descarga, llamada descarga luminiscente de baja presion. Esta, como su nombre
lo indica, se caracteriza por una emisién considerablemente alta de luz visible,
ademds de tener una anatomia caracteristica. Uno de los fendmenos mas bellos
¢ interesantes de todos aquellos relacionados con las descargas eléetricas y que se
han observado en la columna positiva de la descarga luminiscente es la aparicién
de una sucesién de zonas brillantes y obscuras llamadas estrias, cuyo desarrollo
en la descarga estd detenminado por la presion y el voltaje de operacién de ésta.
Durante los iiltimos afios, el estudio de las estrias ha tomado renovada importancia
debido al surgimiento de tecnologias que aprovechan la fisica de plasmas parcial-

mente jonizndos involucrada en las descargas luminiscentes,

Las descargas luminiscentes usadas en iluminacién son fuentes importantes de
luz debido a que el 75% de la energfa eléetrica disipada es convertida en emisién
ultravioleta que estimula la luminiscencia del fésforo. Sin embargo, cuando el sello
de vacio de este tipo de dispositivos se deteriora o fractura, la presidn del gas
de llenado aumenta, y la columna positiva se estria, provocando qus se pierdn la
uniformidad de la luz emitida. Mucha de Ia investigacién actual en las descargas

en gases cono fuentes de iluninacicn estd enfocada a mejorar la calidad de la luz,
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pst oo o ehcontea ansersalos de operiseion e amphios.

El propisito de este trabajo ex estudise ol fenduena de Lo generacion de estrins
et deseargs lumuscente y revisar algunas de s ldeas desareolladas alrededor
del tema, Bael eapitulo 1 se expone la ubieacidn de ta descigga hnniniscente on
la curva carriente-voltaje de lus descargas eléetricas de baja presidn, v 1 foria
general de la enrve de rompiniento eléctrico entre dos electvadas Ast misima,
se deseriben las distintas regiones que conformian la descargs huniniscente ho-
mogdénea y sns caracteristicas. En este eapitulo tambidn se definen las estring, Se
estrdian los Hmites en ol diagrama voltaje-presion deatro de hos cuales aeneren, y
su variacion en ntiero y longitndd como funeion de k presion; tanhidn e veporta
la distribucion del gradieate de potencial eléetrico en L columma positiva estriada

y la distribucién de fa depsidad di electrones,

B el eapitulo 2 se hace una descripeidn del arreglo experimental utilizado
y del métado de diagndstico enpleado para medir la temperatira vlectronien,
Se reportan las medidas hechas de lus pardmetros deseriptivos de las esteias v su
varptacion como fancion de la presién cnando Ja descarga es exettada por una fuente
de voltaje de corriente divecta, y utilizando alternativaimente argon, mitrégeno o
helio. Eo este capitulo, también se exponen las mediciones hechas enando of sis-
tema es excitada por una fuente de voltaje de cotriente slierna s 601z, utilizando
nitrogeno cono gas de Hlenado. Semestra la corriente de la descarga como funcidn
del voltaje aplicado, Ia corva de rompratienio eléetrico y 1 de forsneion de estrins
como funcidn de fa presion, Se deseviben las tres configuraciones que se ohser-
viron ¥ los vscilogramas de covtente. Asi msuio se reportay las nbservaciones
de ln varincion del ndmero de estefas vl distancin eotee ol como funeion de ta

prresion.

Fat el capltulo 3 se reproduee un modelo propuesto por Koty en 1969 para, 1
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columna positiva estriada basado en las ecuaciones de continuidad para fas tres
especies (iones, eleetrones y dtomos nentros) presentes en el plasma, y se resuel-
ven numéricamente las ecunciones proponiendo una solucién cou una variacion

periddica en Ja densidad,

Finalmente, en la seceidn correspondicnte, se discuten los resultados obtenidos
v las conclusiones mds importantes de este trabajo. Adicionaliente se proporeio-
nay algunos apéndices con canceptos y desarrollos algrebriicos necesarios parit su

mejor compresion,
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CAPITULO 1.

LA DESCARGA LUMINISCENTE DE BAJA PRESION.

La descarga luminiscente aparcce sélo en una pequeiia regidn de operacidn de
la descarga eléetrica de bajn presién con geometria cilindrica y clectrodos planos.
Una vez establecida, y fijadas las condiciones de operacidn, ésta s estable, y se

earacteriza por una emision considerable de Inz visible.

En este capftulo se expone la evolucion de una descarga eléetrica a bajn presidn
en ol diagrama corriente-voltaje, y la region de éste en la que opera la descarga
luminiscente; asf mismo, se describen las distintas regiones que la conforman. Se
definen las estrfas y se estudian sus linites de ocurrencia en el diagrama voltaje-
presién. Se estudian también, la distribucion del gradiente de potencial elétrico y

de la densidad de electrones en la columna positiva estriada.

1.a Ubicacidn en la curva corriente-voltaje.

La evolueidn en la curva eorriente-voltaje (I-V) de una descarga eléebriea a
baja presién con geometria cilindriea y electrodos planos sigue, de manera cualita-
tiva, el patrén mostrado en la Figura 1. Cuando el voltaje u través delos electrodos

se incrementa lentamente, se observan pulsos aleatorios en la corriente debidos a
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las 1onizaciones produeidas por rayos cosmicos o por la radioactividad natural de la
Ticrra; sin embargo, sdlo se abservard wni corriente estacionaria hasta que hays un
nimero suficiente de electrones. En este punto, al seguir aunentando el voltaje,
la corriente se incrementard  nuevamente hasta alcanzar cierto valor de poten-
cial. Este incremento es exponencial y se conoce como la descarge de Townsend.
Un incremento mayor en ¢} voltaje resulta en un crecimiento de varios drdenes de
wagnitud e la corriente, segnido de un colapso en el poteneial a través de los clec-
trodos, llanado rompimiento. Por arriba del punto de rompimiento, la cotriente
se vuelve independiente de la fuente externa de lonizacidn y es auto-mantenida.
La descarga tipo corana ocurre bajo cualquier presidu y en todos los gascs, pero
es particnlarmente fieil de obsevar si la presién del gas es cercana a la presion
atmosférica. Al pasar este punto, la descarga sufre una caida en ¢} potencial a
través de los clectrodos y entra en operacidn la Namada descarga luminiscente
(DL), caracterizada por Ia emisién de luz visible. La DL tiene tres modos de ope-
rar que bdsicamente estdn definidos por la pendiente de la curva I-V. El régimen
correspondiente a la descarga luminiscente normael opera con nn voltaje que s
relativamente independiente de la corriente total en el tubo, y con una densidad
de corriente independiente de la corriente total, Esto significa que en este regimen
¢l plasma hace contacto con una pequeiia parte de la superficie del cdtodo. A me-
dida que la corriente se incrementa, la superficie de contacto aumenta hasta que
el plasma cubre por eompleto la superficie del cdtodo; este régimen es canocido
como descarga luminiscente anormal. A medida que el voltaje contimia awnen-
tando mds alld de este punto, da tugar una bransicion espontdnca al régimen de
la descarge de arco. A diferencia de la DL donde ta huninosidad del plasma estd
distribuida a todo lo ancho del tubo y tiene bordes difusos, en la descarga de arco
se observa una trayectoria filamentaria con hordes bien definidos, v la densidad de

corriente es mucho mayor.

El punto de potencial minimo V para que se produzea o rompimiento cono



funcidn de fa presion p fue intensamente estudiado por Paschen, y comao resuttado
de numerosos experimentos sobre la relacion entre el potencial de rompimiento ¥
y la presidn p, Negd a la conclusién de que el potencial de rompimiento depende
dnicamente <del producto de la presidn y de la distancia d entre los electrodos, de
tal manera que si se alteran p y d de modo que el producto pd no se modifique,
entonces V permancee constante. Esta relacién se muestra esquemidticamente en
la Figura 2. Un minimo en la curva de potencial de rompimiento V' contra pd
aparcce debido a que el nimero de moléculas en ¢l espacio entre los clectrados
es proporcional a pd. Para una presién baja, la trayectoria libre media Ay es
grande, y pocos electrones pueden colisionar con las maléeulas de gas nentro, ya
que Ja mayor parte de ellos chiocan con el dnodo, produciendo poca ionizacidn.
A presiones altas, A es pequeia por lo que pocos electrones adquicren energia

suficiente para fonizar.

El hecho de que, atn bajo las condiciones mas favorables de p y d, of rompi-
miento en un gas no se dé simplemente cuando of potencial entre los electrodos
excede el potencial de jonizacidn del gas, obedece & que adends de producir ioni-
zacidn y remover cargas de los electrodos, o potencial debe ser tal que haya una
tasa de multiplicacion de las cargas en el gas, de tal forma que la corriente sen to
suficientemente grande para pasar a través del gas. Con el potencial de tonizacion
aplicado a los clectrodos, cada clectrdn produce un par idn-clectrin pero no hay

una multiplicacién posterior de cargas.

1.b Descripeidén y Anatomia.

La descarga luminiscente a baja presion debe su nombre s nua zona luminosa
que se encaentra cerca del citodo y presenta una anatomfa caracteristica bien
definida. La nomenelatura empleada para describirla tiene origen histérico, y na

refleja su funcion real en la descargin, En la Figura 3 se muestran esquemidticnnente
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Figura 3.

Leo descarga huminiscente

de baja presion (Brown 1994).
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los perfiles axiales de potencial del plasma, densidad de particulas y densidad de

corriente, asi como las distintas regiones de la DL,

Inmediatamente a la derecha del catodo se encuentra ¢l espacio obscuro de
Aston, una regién con un campo cléctrico fuerte y una carga espacial positiva. En
esta zona los electrones apenas cotnienzan a acelerarse y tienen muy poca energia
para ionizar el gas, por lo que aparece obscura. La estructura a la derecha es la
luminiscencia catddica; en esta parte de la descarga la corriente es debida a fones,
de los cuales existe una alta coneentracidn, La longitud axial de la luminiscen-
cin catédica depende del tipo de gas y de la presion de este. En la antigiiedad,
era comtn determinar la presién del gas en este tipo de descargas midiendo la
longitud de la luminiscencia catédica. Algunas veces, la luminiscencia catddica
se adhiere al citodo y cubre totalmente el espacio obseuro de Aston. La region
obseura que sigue o la derecha de la luminiscencia catddica se conace conio espacio
obscuro de Crookes (segdn la literatura inglesa) & espacio obscuro de Hittorf (segin
la literatura alemana) 6 espacio sbscuro catddico. Tiene un campo eléetrico de
moderada intensidad, una carga espacial positiva y una densidad de iones relativa-
mente alta. Inmediatamente o la derecha del espacio abscuro catddico se encuentra
la luminiscencia negative. Esta es la parte mds brillante de Ja descarga. Tiene un
campo cléctrico relativamente bajo, y es usualmente mis larga que la luminis-
cencia catddica. En esta regién la corriente es casi en su totalidad llevada por
clectranes. Los clectrones que han sido acelerados en la region catodica producen
jonizacién y una intensa excitacion en la luminiscencia nogativa. A medida que
estos electrones son frenados, ya no tienen la encrgfa necesaria para la excitucion.
i este punto comienza ¢l espacio obscuro de Furaday. Aqui la densidad de clec-
trones disminuye por recombinacion y difusidn radial. La carga espacial neta es
muy baja y ¢ campo eléctrico axial es relativamente pequefio. Después del espa-
cio obscuro de Faraday estd la columna positiva, que serd tratada en detalle mds

adelante. Eu la parte final de la eolumna positiva encontramos una region obscura



Wamada espacio obseuro anddico el cual tiene una carga espacial negativa debido
a los clectrones que viajan de la columna positiva al dnodo. A la derecha del es-
pacio obscuro anddico encontramos una region ligeramente mis brillante Hamada

la luminiscencia anddica y que no siempre estd presente.

La zona catédica que comprende el espacio obseuro de Aston, la capa lumninis-
cente del cdtodo, el espacio obscuro de Hittorf y el espacio luminiscente negativo,
es de gran importancia para la descarga. Los procesos fisicos que se llevan a cabo
en la zona catddica son, en gran parte, independientes de todas las otras regiones.
Una descarga luminiscente puede existir sin nna columna positiva, o un espacio
obscuro de Faraday, o incluso un espacio huniniscente negativo, pero no puede

existir sin un espacio ohscuro catddico.

Los clectrones se emiten del cdtodo hdsicamente por dos mecanismos: por el
bombardeo de fones positivos y por radiacién incidente. Debido a que la energia
inicial de los electrones liberados es pequedia, forman una capa delgada de carga
espacial en ln que los jones positivos son los que acarrean la corriente al moverse al
citodo. A medida que los clectrones dejan esta capa, se aceleran debido al campo
eléctrico. Los clectrones formados en el espacio obscuro de Aston se recombinan
fuera de esta zona, induciendo la liberacidn de energfa ionizante en la forma de
fotones, formando una regidn brillante denominada la capa luminiscente catédica.
La luminiscencia negativa es la parte inds brillante de la descarga. Sus propiedades
estan relucionadas con el espacio obscuro de Faraday. Su brillantez es debida
electrones energéticos que alcanzan su maxima energia al final del espacio obseuro
catddico. En la frontera de la luminiscencia negativa ocurren colisiones ineldsticas,
y debido w sus altas energlas, producen excitacion ¢ lonizacdn. A medida que los
electrones pierden energia, las tasas de excitacién e ionizacién disminuyen, y de
esta manera la brillantez de la luniuiscencia negativa se reduce hasta dar lugar al

cspacio obscuro de Faraday, La poca emnision de luz se debe a {a baju cnergla de los
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clectrones al dejar la luminiscencia negativa. El espacio obscuro de Faraday exhibe
en general un exceso de carga espacial negativa, por lo que los electrones, despuds
de haber perdido su energia, no son eapaces de adquirir nuevamente energia en
esta region. La eolumna positiva es la parte brillante de la descarga entre el espa-
¢io obseuro anddico y el espacio obscuro de Faraday, En la siguiente seceién se da
una deseripeién detallada de ésta. El dnodo eu la descarga no emite particulas, y
sdlo colecta electrones. Normalmente hay una carga espacial negativa en la vecin-
dad det dnodo que no tiene emision de luz y se le conoce como ¢l espacio obscuro
anédico. Hay una cafda de potencial a lo largo de esta zona Hamada caida anddica,
y que es del orden del potencial de ionizacién del gas. En esta region se generan los
iones que entran a la columna positiva, y esto es acompaiiado por electrones que
emcrgen de la columna posttiva y ganan energia en la calda anddica, causando una

capa luminiscente en la superficie del dnodo Humada capa luminiscente anddica.

1.c Columna Positiva.

La columna positiva se encuentra limitada por el espacio obscura de Faraday
por un lado, y por el otro por la luminisceneia anddica. Su nombre se debe a que
coneeta las zonas negativas con el dnodo. La columna positiva no es necesaria para
mantener la descarga. En tubos largos, como los anuncios de neén, la columna
positiva puede ser tan larga como se desee, y puede ser recta o doblarse. Como
se abserva en la Figura 3, la variacidn axial del potencial en la columna positiva

uniforme es costante, esto es

%— =cte (1)
o
por lo que

v -

T = —4r(pt = p7)=0 . (2)

Esto s, el nimero de cargas positivas y negativas por unidad de tongitud de la
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coliman ¢3 ignal.

En la columna positiva estacionaria y uniforme, el eampo eléctrico debe tener
una intensidad tal gue ¢l mimero de eleetrones y de jones producidos por segundo
balanceen la pérdida de carga, Cuando se establece la columna positiva, los elec-
trones se difunden radialmente hacia las paredes del tubo, adquierendo éstas una
carga espacial negativa respecto del cje, de tal manera que las superficies equipo-
tenciales se curvan de manera convexa respecto del cdtodo. La corriente en la
columna positiva es acarreada principalimente por electrones debido a que los jones
tienen una movilidad pequea comparada con la de estos. L columna positiva de
una descarga luminiscente ¢s lo que precismuente [rving Langmuir tenfa en mente

al acuiar el término plasma.

Un plasma como el de la columna positiva nmestra gradientes de densidad,
los cuales provocan el movimiento de las particulas. En general, decimos que los
particulas se difunden en un gas si se moeven de puntos de alta concentracidn a

puntos de baja concentracion.

La difusién de particulas cargadas en un plastna sin campos maguéticos y poco
jonizado se debe a que las particulas cargadas chocan bisicamente con dtomos nen-
tros y no entre ellas; en este sentido, podemos pensar en un medio lleno de dtomos

neutros en donde las particulas cargadas se difunden.

Yara definir algunos pardmetros de colisidn consideremos un clemento diferen-
cial de volumen de drea A y nncho dir de dtomos neutros con 11, dtomes neutros por
em® como el mostrado en a Figura 4, donde cada dtomo tiene un drea transversal
o. El nimero de dtomos en el elemento diferencial es el mimero de dtomos por
e por el volumen ocupado An,dz. Entonces, el drea blogueada por los dtomos

es el ndmero de dtomos ea el elemento diferencial por of drea que ocupa cada uno,

10



Figura 4. llustracion de la definicion

de seccion lLransversal.

dx



cAngdr, Lo fraceidn del drea total blogueda por los dtomos es

nd
g4n bl ongds . {3)

Alora, si hay un flujo T' de electrones incidiendo contra este elemento dife-
rencial, el flujo que emerge del otro lado es igual al flujo inicial menos el flujo que

es bloqueado por ¢l drea que ocupan los dtomos, esto es

[ == (1~ nyodz) . {4)

El segundo término de (4) nos da el cambio de flujo con la distancia dentro

del clemento diferencial, y estd dado por

dr

7= —ngodz . (5)

Integrando sobre el elemento diferencial tenenos

L= Lge™nrs (6)

Definiendo

que es la trayectoria libre media para colisiones, {6) puede ser eserita como

['=1I% cxp(—w\i) . (7

wm
Fisicamente, una particula que ha viajado una distancia Ay, tiene una proba-

bilidad alta de tener una colision.

Supongamos que las particulas que inciden tienen una velocidad v. Definimos

¢l tiempo promedio entre colisiones eomo

12



'\m -
T (8)

v
y de esto mismo, la frecuencia entre colisiones como
v

770 = e N0 (9)
m

Promediando las velocidades para una distribucidon maxwelliana deserita por

dN 4 9 ~z?
= T;I " Fdr (10)
donde
v
&=
Um
y

|
Y
Sy, = KT

donde k es la constante de Doltzmann, se tiene la frecucncia de colisiones v

v =n,0 . (11)

Por lo anterior, las colisiones para un plasma poco ionizado y sin campos

magnéticos, estin caracterizadas por la trayectoria libre media Ay,

13



i« Colaiena Positiva Estriada,

Baja ciertas condiciunes de presion y voltaje de operacion, la columna positiva
en lugar de ser continua y de una luminosidad aparentemente uniforme, se secciona
en una sucesién de bandas obscuras y brillantes llamadas estrias (ver Figura 5).
Este fendmeno es uno de fos mis bellos ¢ interesantes de todos :\qucllo:; asociados
con la conduccidn eléetrica en gases. Las estrins se presentan en una gran variedad
de patrones, dependiendo de los pardimetros de operacién de la descarga. Algunas
veces, Jas bandas luminosas son delgadas, bien definidas y estan separadas entre
s por bandas obscuras mds anchas. En otras condiciones, las bandas brillantes
estan mas dispersas que las obscuras y sus contornos son nebulosos. Otras mids,
Jas bandas brillantes ocurren en pares, una zona obscura delgada separa o eada
integrante de un par y a su vez, una banda obseura mis ancha separa a cada par.
La columuna positiva no sieinpre es totalmente estriada o tatalmente continua, al-
gunas veees hay una o dos estrfas al final de ésta cevca deld edtodo, mientras que el
resta de ella permanece continua. Las esteias pueden ser estacionarias o méviles y
su forma, convexa hacia ol cdtodo, estd influencinda por la carga espacial acwnu.

lada en las paredes del tubo debido a la difusidn ambipolar de los iones y electrones.

Las cstrias fueron observadas y registradas por ves primera en 1836 (Ne-
dospasov 1068, Pekarek 1968, Thomson 1969 y Roth 1995) por Michael Faraday
en sus hitdcoras de laboratorio, aunque el primer trabajo publicado fue el de Abria
en 1843. Posteriormente le siguieron los trabajos de Wullner en 1874 y Spottis-

woode en 1876.

La formacion de estrins en la columna positiva es un fendmeno que se ha obsor-
vado muy frecuentemente en dispositivos excitados por corriente continua (DC) y
por cortiente alterna (AC) a 60Hz (Howatson 1965, Castillo et. al. 1994), aunque

en este dltimo caso, la juvestigacion os ensi nula. La colamna positiva estriada

14
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ai DO La sido mnpliamente estudiada (Fliige 1956, Fowler 1962, Howatson 1968,
Iiedospasov 1968, I'ekarek 1968, Roth 1969, Thomson ct. al. 1969 y Wasserstrom
et. al. 1982), pero en su mayor parte se trata de trabajos descriptivos, y hasta la

fecha no existe un modelo satisfactorio del problema.

Puesto que es mds comin obtener una descarga estriada que una continua,
las estrias se convirtieron en un problema de interés en aplicaciones de presién
baja. Tal es el caso de la iluminacion por ldmparas flourescentes y el tratamiento
de superficics, entre otros, en donde el estudio de las estrias cobrd renovada im-
portuncia debido o su efecto negativo al romper la hornogencidad del plasma. Las
estrias se han observado también en algunos experimentos de descargas capilares
(Villagrdn et. al. 1990), en los cuales su formacién deteriora la uniformidad del
plasma.  En las limparas flourescentes, al deteriorarse el sello de vacio, ¢l aire
atmosférico comienza a entrar al tubo, aumentando la presidn y carabiando la
mezcla de gases, Es entonces que la descarga entra al intervalo de operacion en el
que la columna positiva es estrinda, detediorando la intensidad y uniformidad de
la huz emitida, En el tratamiento de superficies es imprescindible la uniformidad

del plasma generado para asegurar un depdsito homogéneo.

Las estrfas mdviles se pueden propagar hacia o desde ol dnodo dependiendo
de las condiciones de operacion, A menos que su velocidad sea lo suficienteiente
pequedia para que el ojo humano pueda captarlas, en general se requiere de métodos
estroboscopicos o el uso de un tubo fotomultiplicador como en el trabajo de Her-
mandez y Camps (1995), para observarlas. Muchas columnas positivas aparente-
mente estacionaring y homogéneas, tienen en realidad estifas viajando a través de
cllas, pero debido o que las ondas estdn fuera de fase de una manera aleatoria,
dan la apariencia de uniformidad. Otras mds, cuando sou observadas con espejos
que rotan a una veloeidad adecnada, muestran estrins que se mueven rapidamente

V1 . , . .
del dnodo al edtodo, a pesar de que no se observe estrfa alguna al mirurse divecta-
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mente. Algunos autores (Thomson et al 1969) reportan resuitados de experimentos
liechos en este tipo de descargas en helio y nedn para presiones entre 0.5 y 1 torr,
encontrando que la velocidad aproximada de las estrias en {a direccidn axial es del
orden de 50,000cm/s en neén y 100,000cm/s en helio, es decir, aproxiinadamente

la velocidad del sonido en esos gases.

1.d.1 Limites de la columna positiva estriada en el diagrama voltaje

contra presidn,

El régimen de la columna positiva estriada estd determinado por varios pard-
metros fundamentales, entre los cuales estdn el tipo de gas, el radio del tubo, la
forma geométrica de los electrodos, la presidn del gas y el voliaje de operacién.
Una vez fijados los dos primeros, la dependencia. es inicamente en el voltaje y la

1
presion. Bajo esta restriceién la columna positiva estrinda muestra lfmites bien

definidos en el diagrama voltaje contra presion (Castillo et. al. 1995).

Holmn (Flige 1956) clasificd las regiones en lus cuales se observan estrias en
DC para hidrégeno en un diagrama corriente contra presion, encontrindose que
forman dreas cerradas como se muestra en la Figura 6. Otros estudios mds de-
tallados en este sentido, que se muestran en la Figura 7, fueron realizados por
Giintherschulze y Meinhardt (Fliige 1956). En cllos ademiis se reporta como cam-
bia la forma y color de las estrias segin los pardmetros de corriente y presion en

la descarga,

1.d.2 Nimero y longitud entre estrias como funcién de la presién.

Dos de los pardietros involucrados con la columna positiva estriada inds
evidentes son: el niinero de estrias y la distancia entre ellas como funcidn de la
presién. La longitud entre estrins varfa con la presion de acuerdo ala Ley empirica

de Goldstein (Thomson et. al. 1969) dada por
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Figura 6. Condiciones de corriente y presion para la

formacion de estrias en hidrogeno (Fliige 1958).
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- 12
l() P i ( )
donde [ es 1a distancia entre estrins cuando la presion es py o aquella cuando la
presion es py; el didmetra del tabo es constante, m es una constante adimensional
que depende del gas ¢ histéricamente solo se ha reportada su valor para hidrégeno

{(Thomson et. al. 1969} como m = (.53, En la Fignra 8 se muestran algunos

resultados obtenidos por Thomson.

Por otro lado, el nimero de estrias estid fuertemente determinado por la lon-
gitud de la columna positiva de la descarga, Cuando esta longitud es fija, solo se
observan algunos cambios menores con la variacidn de la presién (Castillo el. al.

1995).

f.d.3 Distribucién del gradiente de potencial eléetrico en la columma

positiva estriada.

Wilson (Thomson et al 1969} utilizé un dispositivo como el mostrado en la
Figura § para medir la diferencia de potencial cléctrico en nna sonda eléctrica
doble izmersa en ¢l plasma y con una separacidn entre sus clementos de uno o dos
miliimetros. En cste arreglo la disposicion de los clectrodos es distinto al tradi-
cional, estos podian ser movidos de tal manera que las sondas se podian situar en
cualquicr punto de la descarga. Los electrodos estaban coneetados mediante una
barra de hicrro aislada, de tal manera que se podian mover wsando un imdn, Los
resultados obtenidos por Wilson (Thomson ct al 1969) se muestran en la Figura

10. El gas utilizado fué hidrégeno.

Se puede observar que las alternancias en la luminosidad estdn acompaiiadas
por alternancias en el gradiente dv potencial, las mdximos se dan en la parte inds

Lrillante de la cstria, mientras que los minimos se dan en las zonas obscuras de
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Figura 8. Variacién de la distancia entre estrias
como funcion de la presién (Thomson et. al. 1969).
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Figura 9. Dispositive utilizado por Wilson para

medir el gradiente de potencial en la columna

positiva estriada (Thomson et. al. 1969).
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Figura 10. Gradiente de potencial electricoc e
intensidad luminosa en la columna
positiva estriada (Thomson et. al. 1969).
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{stas. i este cjemplo, no hay mucha variacidn en ol mdximo de una estria o
otra, sin eirhargo, esto no siempre sucede. Graham (Fliige 1956) encontrd que en
alginos cisos ¢ miximo en ol gradiente de potencial se vuelve mds pequeio al
acercarse al dnodo, Esto es una ilustracién del hecho de que las estrias se desarro-
ltan con mayor facilidad en ta zona mds cercana al citodo de la columna positiva
estriada, de tal manera que si la presién se disminuyera hasta el limite en el que la
columna positiva sc estria, se observa la formacion de una sola estrfa en la parte
mis negativa de la columna positiva. Es entonces que se comienzan a formar las
demds estrias. La primera estria al final de la columna positiva es singular, y su
distancia a la siguiente estria es siempre mayor a la del promedio; ademds de ser

mis brillante que las otras. Ver Figura 11.

Thomson realiz tambicn (Thomson et. al. 1969) algunns experimentos sobre
la distribucidn del gradiente de potencial cléetrico en la columna positiva estria-
da usando una sonda emisive en lugar de una {zfa, encontrando que cn la parte
brillante de unn estrfa la diferencia de potencial se incrementaba notablemente,

indicando la presencin de una gran acumulacion de eargas negativas., Ver Figura

12.

1.d.4 Densidad de electrones a lo large de la columna estriada,

Wilson (Thomson ct. al. 1969) fué el primerp en investigar este punto. El
método que utilizd consiste en determinar la corriente que fluye entre dos placas
paralelas situadas perpendicularinente a los electrodos de la descarga, y entre las
cuales se aplicaba una diferencia de potencial pequeiie. Cuando esta diferencia de
potencial es pequena y proporcional a la corriente transversal, la magnitud de la
corriente estd relacionada con l2 densidad de electrones. Los resultados obtenidos
por Wilson se muestran en la Figura 13. Se observa que la corriente en el espacio

obsevro catddicn es muy pequefia, auments a un maximo en la luminiscencia nega-
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Figura 13. Corriente transversal en la descarga

luminiscente estriada (Thomson et. al. 1969).
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tiva (que es la parte mids brillante de la descarga); cae nuevamente en la zona que
corresponde al espacio obscuro de Faraday e incrementa su valor en la coluinna
positiva. En la descarga luminiscente estriada la corriente perpendicular muestra
un maximo en su valor para las zonas brillantes, mientras que en las zonas obs-
curas se observa un minimo. Resultados similares y que soportan las conclusiones
de Wilson han sido obtenidos por Compton, Turner y McCurdy (Thomson et. al,

1969) usando sondas cléctricas.



CAPITULO 2.

DESARROLLO EXPERIMENTALL.

En este capitulo se hace una descripeidn del sistema de descarga utilizado,
Se reportan las mediciones hechas de algunos de los pardmetros descriptivos de
las estrias y su variacion como funcidn de la presidn cuando la desearga se excita
alternativamente con una fuente de corriente continua o con una de corriente al-

terna a 60Hz.

2.a Descripcidn del sistema.

El arreglo experimental utilizado se wmuestra en las Figuras 14a y 14b. El
tubo es de vidrio pyrex con una longitud y didmetro aproximados de 50cm y Sem
respectivamente. Los clectrodos estan fabricados en latdn y estdu disefiados para
operar en modo de cdtoda plano con un didmetro de 10.0nunt0.1mm. Bl sistema
de vacio consiste de una bomba niecasica acoplada al tubo mediante una vilvula,
y de un medidor tipo termopar. La presion residual en el sistema es menor a
1 x 10~%orr, E gas utilizado para la descarga se admite al sistema mediante una

vitlvula micrométrica de aguja.

Alternativamente, el sistema se excita mediante una fuente de corriente con-

tinua (ver Figura a) & con una de corriente alterna a 60Hz (Figura 14b), El
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Figura 14a. Sistema de descarga en DC.
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Figura 14b. Sistema de descarga en AC.
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valteje 3 la carriente on la descarga en DC se inidieron con multimetros, mientras

que cn AC se utilizaron un multimetro y un osciloscopio respectivamente,

2.b Sondas eléctricas,

Un conductor adeciado que se encuentre aislado e inmerso en el plasua, y al
cual se le aplique un voltaje de polarizacidn, puede ser usado como sonda eléctrica,
Esta provee, mediante e} andlisis de la corriente en la sonda respecto de un voltaje
de polarizacién, la temperatura, densidad y potencial del plasma en los alrededores
de la sonda. Las sondas elécetricas han demostrado su facilidad de uso desde que
Langmuir las propuso. Hoy en dfa, representan uno de los diagndsticos en plasmas
frios o tenues mds importantes, tanto ¢n la industria como en los laboratorios de
investigacién. Las sondas eléctricas son usadas tanto en procesos que se llevan
a cabo durante largos periodos de tiempo, como en aquetlos que duran algunos
nanosegundos. Pueden ser empleadas tanto en descargas excitadas por corriente
continua como par corriente alterna en frecuencias de algunas decenas de Hertz,
como es la frecuencia de la Ynea, hasta radio frecuencia (RF). Las tres geometrias
mds comunmente empleadas son plans, cilindrica y esférica. La eleccién de ésta
depende de los propdsitos particulares de cada sistema y de los requerimentos del
diagndstico. Las sondas eléctricas o sondas de Langmuir han sido probadus, a
lo largo de 1a listoria, exitosamente en intervalos de densidades de 16%m=? a
10%m"3, de temnperaturas de 0.3¢V hasta cientos de eV, de potenciales de plasma
desde 0.1V hasta varios kV y de presiones menores de 167%torr a ltorr. Cormo
cualquier otro electrodo, la sonda estd rodeada de un apantallamicnto; sin em-
hargo, debido a que sus dimensiones son menores a las del plasma, sdlo piroducen

perturhaciones locales pequerias,

Al aplicar a la sonda una difereacia de potencial respecto de un electrado, la

sonda coleeta una corriente que produce una curva tipica como la mostrada en la
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Figura A2 del Apéndice Al Cuando nuna sonda se polariza cerca del potencinl
del plasma, la mayor parte de la corriente que colecta es debida a electrones, ya
que su masa s mucho menor a la de los iones. Al tucrementar ol voltaje de po-
larizacidn, la corriente tiende a alcanzar un punto llamado corriente de saturacion
electrénica. Para voltajes por debajo del potencial del plasmna, los electrones son
repelidos hasta el punto en el que la corriente neta a través de la sonda es cero;
a este punto se le conoce como potencial de flotacién. Cuando la sonda se polari-
za con un voltaje por debajo del potencial de flotacidn, la corriente es acarreada

bisicantente por iones. Si el voltaje de ln sonda disminuye adn mds, se alcanza el

puntto de corriente de saturacion idnica.

2.¢ Mediciones y Resultados.

El sistema se operd con dos fuentes de voltaje, una de corriente directn DC,
y otra de corriente alterna AC a 60Hz. Para el intervalo de presiones estudiado,
comprendido entre 90 y 300mtorr, los voltajes de la descarga variaron entre los

400 y los 1200V aproximadamnente.

2.c.1 Mediciones y resultados en corriente directa.

Para corriente directa se usaron tres gases distintos: lelio, neén y argén, El
primer pardmetro inedido fue el nimero de estrias en la columna positiva de la
descarga como funcidn de la presion de llenado en el tubo. Este pardmetro depende
de la Jongitud de la columna positiva, de la presién del gas, y de la corriente de la
descarga. En la Figura 15 se muestra la grafica del mimero de estrias como funcién
de la presién mantenicndo In corriente en la descarga constante ¢ igual a 0.56mA.
El atimero de estrias para ta descarga de nitrégeno tiende a aumentar conforme
aumenta la presién del gas en el tubo. Este comportamiento se ve contrastado
con la descarga en argén donde el nimero de estrias disminuye, mientras que en la

descarga que utiliza helio como gas de llenado, dste permanece aproximadamente

33



NUMERO DE ESTRIAS

Figura 15. Numero de estrias vs Presion. DC. I=0.56mA.
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constante.

Por otro lado, se midié la distancia entre estrias como funcidn de la presion.
En cste caso, la incertidumbre asociada a la distancia fué de 4 2.5mm, 6 en
términos porcentuales de aproximadamente 15%, la cual es alta debido a que las
estrins presentaron una forma nebulosa y difusa, haciendo dificil determinar de
una manera mas exacta el pardetro distancia. En la Figura 16 se presentan las
observaciones realizadas. En los tres casos estudiados, la distancia entre estrias
muestra una clara tendencia a disminuir conforme awmenta la presién en el gas.
Este comportamientos es consistente con lo reportado en la literatura para argon
y helio (Figura 8). La distancia entre estrins estd descrita empiricamente por la
Ley de Goldstein, ccuacién (12), en las Figuras 17, 18 y 19 se mucstran los mismos
datos de la Figura 16, agregando la grifica de la ccuacidn (12). La distancia entre
estrias observada ticne un buen ajuste a ln expresion de Goldstein con el pardmetro
adimensional m igual a 0.9 para la descarga con nitrdgeno, en la descarga con helio

m tiene un valor de 0.4 y para aquella con argin m vale 0.3.

Uno de los pardmetros descriptivos mds importantes de un plasma lo cons-
tituye la tenperatura. En el caso estudiado, un plasma parcialmente jonizado
de temperatura baja, la temperatura caracterfstica ¢s debida bésicarnente a los
clectrones, ya que son los que tienen una movilidad muyor con respecto a la de los
iones. El sistema tiene cuatro sondas eléctricas dispuestas en la direccién axial,
estdn construidas de tungsteno y su geometria es cilindrica. Las dimensiones de
las sondas son 1mm de radio por lem de largo aproximadamente, Se utilizé para
diagndstico ta sonda mas externa y cercana ut dnodo. Esta sonda se polarizd me-
diante una fuente de voltaje variable en corriente directi mantesiendo constante
¢ igual a 0.56mA la corriente en la descarga, obteniendo de esta manera la curva
caracteristica corriente-voltaje de la sonda como la mostrada en la Figura 20, Esta

curva estd descrita tedricamente por la ecuacidn (77) para la zona donde predo-



Figura 18. Distancia entre estrias vs Presion. DC. [=0.56mA.
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Figura 17. Ley de Goldstein para argoén. DC. I=0.56mA.
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mina la corriente electrénica. En algunos casos se observaron algunos saltos en la
corriente de la sonda cuando ésta, debido a la perturbacién local que produce al
ser polarizada, entraba o salfa de nna zona brillante de las estrias, provocando gue
se colectara una mayor cantidad de electrones en la zona brillante y menor en la
zona obscura. En la Figura 21 se muestra la grifica de temperatura electrénica
como funcién de la presion para los tres gases estudiades. Las variaciones ob-
servadas en la grifica estdn dentro del intervalo de incertidumbre asociada a la
temperatura electrénica que se midié, y no corresponden a variaciones reales de
ésta. Dicho comportamiento es debido a que las dimensiones de la sonda no son
las adecuadas para una descarga comwo la que se estudid. Sin embargo, el valor
medio de la temperatura, aproximadamente ignad a LieV | es consistente con los

valores tipicos reportados en la literatura (Boenig 1982).

2.¢.2 Mediciones y resultados en corriente alterna,

- Para corriente alterna se utilizd dnicamente Nitrdgeno como gas de lenado, y
se usd una fuente de corriente alterna a 60Hz para excitar la descarga y en todos los
casos el voltaje medido fué el voltaje RMS (Raiz cuadrdtica media) y la corriente
medida fué la corriente pico-pico. Debido a que el voltaje de la fuente tiene una
forma de onda senoidal y es periddico, serfa de esperar que el rompimiento eléctrico
en lu descarga fuese simétrico; es decir, una vez aleanzado el potencial minimo de
rompimiento, en el primer semiciclo de corriente el electrodo correspondiente ac-
tuara como dnodo y el otro como citodo produciendo la descarga, mientras que en
el segundo semiciclo, la posicidn del dnodo y citodo se invertirfan produciendo de
igual manern la descarga. Sin embargo, la desearga en AC mostrd, contrarinmente
i esto, tres anatomias o configuraciones distintas que variaban con la diferencia de
potencial en los eleetrodos y con la presidn del gas. Manteniendo la presién cons-
tante, la primer configuracion, designada 1-D mostraba inicamente una columna

positiva situada en el electrodo derecho del sistema, Al aumentar el voltaje en el
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tubo, la descarga mostraba una doble colunma positiva, esta fué designada con-
figuracién 2; y con un aumento mayor en el voltaje, se observaba nuevaniente
una coliimna positiva solamente, pero esta vez en el electrodo izquierdo. Esta fué
designada configuraciin 11, En las Figuras 22, 23 y 24 se muestran los oscilogra-
mas de corriente para los tres tipos de configuraciones observadas. La corriente
se obtuvo al medir la caida de potencial de la descarga a través de una resistencia
en un osciloscopio. Estos oscilogramas confinnan que en la configuracion 1D hay
rompimiento eléctrico s6lo en el semiciclo positivo de corriente, y en la confign-
racion 11 el rompimiento ocurre en el semiciclo negativo. En la configuracién 2 el
rompimiento cléctrico ocurre simétricamente en ambos semiciclos, y el hecho de
observar una doble colunna positiva es el resultado de una superposicidn visual de
la columna que corresponde al semiciclo positivo y aquella del semiciclo negativo.
Esta superposicion se debe a que el ajo humano sdlo puede resolver eventos que no
ocurran a mds de 24 ciclos por segundo, mientras que la descarga estd ocurriendo

4 60 ciclos por segundo.

Los limites de estas tres configuraciones en el diagrama voltaje-presion estin
bien definidos y en la Figura 25 se muestran las graficas correspondientes. El
voltaje de rompimiento siempre mostrd una configuracidn 1D y su anatomfa s
muy similar a la descarga de corriente directa. En el intervalo de presion entre 150
y 260mtorr ésta eurva presenta una cresta en la cual el voltaje de rompimiento
aumenta unos 200V. Los limites de la configuracién 2 nuevamente muestran una
eresta del orden de algunos volts. Eu este caso, antes de los 100mtorr y después
de los 300:ntorr de presién, no se observd la transicién a la configuracién 2, y en
st lugar, dié lugar el régimen de arco en la descarga después de sobrepasar los
800V aproximadamente en los clectrodos. Finalmente la configuracion 11 solo se
pudo obtener en un pequeiio intervalo de presidn entre los 190 y 250imTorr debido
a la misma razén. La transicién de una configuracién a otra proporciona un salto

¢n la corriente de la descarga, En las Figuras 26, 27 y 28 se muestran las grificas
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Fignra 220 Oscilogranma de o corviente
para una descarga esbiiada con

confijuracidn -0 nitroveno AC
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Figura 230 Oscilograma de 1o corriente

para una descarga eslrada con

confipuracion 2. nilrogeno AC,
V=634V, p=160mtorr




Figura 24, Oscilograma de o corviente
pata une descarga estrinda con
confivuracidn L nilropeno AC

V=700V, p=220mlory,
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de la corriente en L descarga contra el voltaje cn los clectrados del tibo, v en las

cuales se puede obiservar clariumente esto.

Tambicn en la Figura 23 se muestra la curvi Hmite, por encia de laenal, se
forman las estrias en la descargn en corriente alterna, Esta curva estd bien definida
y se ve afectada por Ia eresta del voltaje de rompimiento. Después de los 300mtorr
aproximadamente, no se observaron estrias. Bl caso de b descarga en car
riente alterna, debido a que ta descarga se mantiene solo durante una fraceion del

semiciclo de corriente, las estrias se establecen en nn tiempo mucho menor gque dste,

Se mitio el nimero de estrias cotho funcidn de L presion para cada una de las
configuraciones encontradas. La Figura 29 muestra las observaciones realizadas, en
la que se imantuvo la corriente constante ¢ ignal n LomA para la configuracion 1D,
Jde 3.6 mA para la conliguracion 2y de 3.8mA para la configuracion 1 En el caso de
fa configuracion 1D el minero de estrius disiinuye conforme aumenta by presién,
sin embargo, cerea de los 200mtorr de presian, anmenta abruptamente paca volver
a disiminuir. En las otras dos configuraciones, el mimero de estrfas muestra una
clara tendencia a disminuir conforme awmenta Ia presion. Finalmente se midié la
distaneia entre estrius como funcidn de la presion bajo las mismas condiciones de
corriente en la descarga que en el caso anterior, también para las tres configura-
ciones. Esta se puede ver en la Figura 30. La incertidumbre asaciada w la distancia
medida es de aproximadamente 2.5mum. En este pardmetro no se abserva varineion

coma funcién de la presion ni del tipo de configiracion en la descarga.
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CAPITULO 3.

LA COLUMNA POSITIVA ESTRIADA.

En este capitulo se presentan algunas ideas que se han publicado por otros
autores (Roth 1969}, cormo un posible modelo que pudiera explicar ¢l fendmenn
de T aparicion de estrias. Si bien este no es enterinente satisfactorio, se hace
cont el espiritu de avanzar ideas que pudieran servir comno base para modelos mis
apropiados. Este modelo estit basado en las cenaciones de continuidad para las
tres especies presentes (ianes, electrones y dtomos neuteos) en el plasma, tomando
en cuenta el ténmino debido a jonizacidn. El término de la divergencia del flujo
se desarrolla a partir de constderar ¢l flujo neto de particidas que atravieza un
elemento unidimensional de la columna positiva en la direccidn axial, y el térming
radial constdera que, en descargas huniniseentes como la estudiada, el efecto de re-
combinacidn se da principalinente en las paredes del tubo (Thomson 1969, Cobine
1958 y Eugel 1994), Las ccuaciones resultantes se adimensionalizan, se resuclven
muncricamente y se presentan los perfiles de densidad para dtomos neutros iones

y clectrones.

3.a Ecuaciones de continuidad,

Las ecuaciones de contimidad para las tres especies presentes (iones, clec-



trones ¥ atonmms neutros) en b eolimna positiva, fonmaads en cueara lonzacion

S0t

By ey {13)

Tyt nenlov)ne (14)

()-t . l.‘i -+ n(n(m"),,,. . (]5})

Distide Grud g o5 el coeficiente de tasa de lonizacion.
Para poder hacer un andlisis del término de ta divergeneia del flujo de particu-

las en cada una de las tres eowelanes, cousidérese v demento inidimenstonal de

L colimna positiva como el mostrade e la Figara 31, v que se onenentra Himitado

arbivrariamente en z = £{ donde L es el *horizonte de informacion™ y os def orden

de algunas travectorias libres medias,

En este modelo, se asume (Roth 1960) que las velocidades de arrastre de
iones y electrones, vy, y vy respectivamente, son constantes. De ignal manera,
part lus velocidades ténmicas de dtomos neutros, loues y eleetrones, v,y y ve,
solo se cousidera su vator promedio en L direccion 2 de la distribueion, la enal se
supone maxwelliana. Sin embargo, esta aproximacidu no es del toda preeisa ya
e, duraute los procesos de fonizackin y recombinacion en of plasma, la veloeidad
térnica de las particulas cambia, En ese sentido, dichas variaciones en la veloc-
dad estarfan reflejadas en las conaciones de transferencia de momento paralas tres

especies. Bl andlisis de este enso sobrepasa los Hinites ded presente trabigo.

Los &totos neatros presentan una reeirealincion conto la mostrada et Figura

32, la enal s debida a la transferencia de momento de Jos lectropes v los provee de
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Figura 32. Recirculacién de gas neutro
en una descarga luminiscente.
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naa velocidad de arrastre vy, Un plasma parcialmente jonizado y de temperatura
baja como ¢l estudindo, lo podemos inaginar como un “fondo” de dtomos neutros
ont ol eual s¢ mueven los electrones. En este tipo de plasmas, tenemos que la ve-
locidad térmica de los dtomos nentros es mayor que su velocidad de arrastre, esto
os v g la velocidad térmica de los electrones es mucho mayor a su velocidad
de arrastre, v, > 14e, y 1a velocidad de arrastre de los electrones es mucho mayor

a la velocidad térmica de los dtomos neutros, esto es vy, 3 v.

Debido a la recirculacion de dtomos neutros, se analizardn los flajos hacia
la derecha y hacia la izquierda que atraviezan el dleinento de columna positiva

basindose en la Figura 31.

El flujo ueto T, de dtomos neutros que atravieza la columna positiva es igual
a la sumna del Hujo hacia ta derecha U, wds el Hujo hacia la izquierda Ty, esto es
(‘,, = I\,. *}‘ Iw’ . (10)

'y es una funcién de 2 y £ y se considerard positivo el flujo que se mueve a la
derecha y negativo ¢l flujo que se muewe a la izquierda. La velocidad de arrastre

de neutros vg serd considerada positiva cumido se mueve del dnodo al edtodo.

En la frontera del “horizonte de informacion” el flujo es simplemente

Loaf=1) = (=10 ) (17
Dygl) = V—;bl!-n(,(l)(n -y . (18)



Sidlentra de fa columna positiva estos Hijos son arenuados exponencialmente

conun cocficiente €, las expresiones parit estos sow
L .
Iy = nole)(v+ qu(])cxp[—(,v(l + z)) . (19)
¥
. 1 . '
I'r= v~;)-n“(z)(n — quo)exp | —é(l - z)j , (20)

donde ¢ = 1 es un fudice de flujo, y os ipual a 41 cuando el flujo de dtomos

neutros se mueve del dnodo al eitodo.

Los valores de los cocficientes de atenuacidn €, y € corresponden a su valor
promedio sobre los tiempos de trinsito en el horizonte de informacion debido a
e un dtorno neutro que se inneve en la columna positiva experitnenta distintas
probahilidades de ser tonizado al atravezar zonas con densidad de electranes dis-

tintas.

El tiempo de trdnsito de las particulas que se muevent hacia la derecha os

[z i
! Loy = ——— y (-)41)
v+ quy
y para lias que se mieven a la izquierda
[~z o
o = —— . (22)
v = quy

Por otro lado, el cocficiente de atenuacion es igual al inversa de la trayectoria

libre media A, de un atono weutro con velocidad v + vo, esto os
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para las particulas que se mueven a la derecha se tiene

. Moo {2z, ){ov), (23)

; +quo v g

y parit las que se mueven hacia la izquierda

[ = no nelz, ) {av)ne ’ (24)
v - quy - qug

donde v; es la frecuencia de colisiones lonizantes de neutros con electrones y esta

dada por

1 = g (2, V) ne

Promediando (23) y (24) sobre los respectivos tiempos de trdnsito £y, y £y tenemos

para las particulas que se imueven hacia la derecha

om i [ OOy e [ e )
t=dor dtlor

= tor v+ qug [
y
]' ! zl‘tl ne ne !
f= — f e (3 ENTVDue g (90)ne / ne(zp )t (26)
tor Jeot, v — Uy -z [,

para las que se mueven hacia la izquierda. La posicion z' al tiempo ¢ puede ser

eserita como

2=z (b= (v qu) (27)

z; = (l - t’)(" - qu) (28)

para particulas que se mueven aa derecha y a la izquicrda respectivinnente.

GO



Definimos

t

e = (L4 2)é, = ((ru),,,,/ ne(zp, t')dt’

t—tor

¥y

t
W= (1= 2)é = (ov)nc/ ne(z, t')dt’
¢

=t

De (29) y (30) podenios escribir el flujo neto como

Iy = %N()(z) [(U + 'IUQ)(:""" _ (U - l[Uq)c"W} ,

y la densidad de neutros como

n(z,t) = -;-no(z) [c"“"’ + c'“"}

La componente z de la divergencia del flujo es

ar,
"Vx ! I‘n = ""(7);-

por lo que, de la ecuacién (31),

B In 1 dngl(z) S
-V, Iy = qv(,—(,—);—-é-v T e -

dz

1 My _ M
+ Eun(,(z)[ Y 2 V”——(%c '/‘]

Las derivadas respecto de z de las funciones de atenuacion ¥, y fy son
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My
B (o) e

ne(l b= tor) +/' Ing (2, t')
t

v - qug oy

La velocidad térmica v de los dtomos neutros tienc una distribucion max-
welliana, y ! varia en un rango muy amplio debido a que la jomzacion tiene una
naturaleza estacdstica. Estos dos cfectos provocan que una particula neutra que
alcanza una posicion especifica tiene una distribucién de tiempos desde su iltima

colisién. Esto provoca una promedio tal que

Ne(—Lt =t mne(lit = ty) =i, {36)

donde i, es la densidad de electrones promediada en tiempo y en b direceion axial.

Por otro lado, el promedio del gradiente de una funcién periddica sobre un

periodo de oscilaciones es cero, estos dos efectos dan

t Y t oot
/ Qf.f_(_"_f.ﬁldt' z/ Mﬂﬁlllt’ 20 (37
t=tor 9z =ty U2
por lo que (34) y (35) quedan como
A, e (”‘i)'_‘i, (38)
0z v +quo

0:1;, - ilc(m,)ﬂl

X .
dz v = quy

(39)



Sustituyendo (38) y (39) en (33) tenemos

NPT LI T AT dno(2)
vV, Thx ew 20[1. - ] T

L 0 e
+ :—zmno(z)[a Vr g “lnc(av),,c (40)
1 ) iy
- E%no(z)(c““ — e (00) e
pero cn la columna positiva ty € 1y ¢r L 1 por lo que
Pl e Pl T A U (41)
S evalvamos (40) en el punto donde Yy = ¥, tenemos
n .
-V, Ty = ~%0 5> 4 n(z,)ie(e0)ne (42)
donde se ha usado ¢l hecho que v 3> vo.
De manera similar obtenemos las ceuaciones para clectrones e iones
ane u
-V, .~ Vde o n(au),mnt(z,t) , (43)
on; .
-V, -Iix —vdg—a-;’- = it(av)nette{2,t) (44)

Para la parte radial tenemos que el perfil de densidad de electrones ¢ iones

sigue una funcién de Bessel de orden cero dada por

63



ra = Noadoa(t) = Noadoa (r\/'l-‘ﬁ)‘") . (49)

doude D, es el coeficiente de difusion ambipolar, y € ¢s el mimero de colisiones io-
nizantes. En el tipo de descarga luminiscente como la estudiada, la recombinacion
de iones y electrones sucede principalmente en las paredes del tubo (Thomson

1969, Cobine 1958 y Engel 1994).

Para r = R donde R es el radio maximo del tubo tenemos

I = wa% = 2405 ,

porloqueenr =R

2.405%
£ = _-Eg’—un . (46)

De tal manera que para iones y electrones tenemos que la parte radial del gradiente

del flujo estd dada por

2.405"
—--—I-ZT—D,.H,., s (47)
y
r?
f“}?;’ Duns (48)

respectivaniente,

Por lo que las ccuaciones de continuidad para el sistema estudiado son, para

ueutros, clectrones ¢ iones:

%’ti = —_qu()?_'f + Den{on}ue = nen{av)ae (49)

dz
01



p dn, . 2.405° D,
%—;—- = Uy ff; = T e — ~~;~%Z-2—n, Fua{ae),, . ‘ (50)
on, an; 2.405°D
3% = *n‘“—%'- = in{ou),, - -—-—)T;T—-"—n.' +nen{ov)pe . (1)

Para facilitar la solucidn de estas cenaciones, debemos adimensionalizarlas.
Supongamos que la densidad de particulas de cada especie o estd modulada de

una manera senoidal dada por

Na =g + niasond (52)

donde el argumento de la ondn es

0 = kz—-wt

Definimos ahora el ndmero de onda adimensional K en términos de la velocidad
de arrastre de los electrones,
— Uclck 2mvg,

1\’::—-‘-—'——-

Wy /\WQ

y la frecuencia adimensional W

w
W=— | (54)

Wy
en donde la frecuencia de normalizacidn wy que aparece en (53) y (54) esté dada

por

wo = f’-c“l("“)mf . (55)
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Sea ey la densidad de electrones a t = ), esto es

n(t=0)=n4 , (56)
v
. 2.408*D, .
nEa4 oo (57)

Se define también la densidad adimensionnl de electrones y como

y=le | (58)
N.o

la densidad adimensional de dtomos neutros como x

n
XE— (59)
n
In fraccidn de ionizacidn &
i
d=—= | (60)
n
¢l factor de modulacién de amplitud 5
"
R (61)
LLPYH)
la velocidad de arrastre adimensional de gas neutro ¥ como
=Y
TE— (62)

y la velocidad de arrastre adimensional de jones  como
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Sustituyendo cstos pardmetros adimensionales en las ecuaciones de continuidad

{49), (30) y (31) se tiene {ver Apéndice A2)

dx _ Shx(y-n) o
8= W =R para neutros, (64)

dy _$"qui-x) ,
R ZY3E para clectrones, (65)
y

41(_65y(1—x) T
i -(—W T para iones. (66)

3.b Solucién numérica,

Las ecuaciones (64}, (65), y {66) se puedert resolver numéricamente. El método
utilizado en este trabajo es el de Runge-Kutta de cuarto orden (Presset. al. 1990).

La instrumentacion del cédigo se realizd en lenguaje C y se compild y ejecutd en

una plataforma UNIX-Sun SPARC 4,

En la Figura 33 se muestran las griticas correspondicites de lag densidades
aditensionales x, y v ¢ de dtomos neutros, electrones ¢ ones respectivamente,
para algunos valores trascendentes de 3 enando se ha hecho variar entre 0.1y 1.0

Es intcresante notar que en ol limite inferior del intervalo en el que varin p (Figura
| g

67



33a) la amplitud del perfil de densidad de jones y electrones es pequeia y a me-
dida que aumenta n el perfil para estas dos especies tambidn awmenta (Figura 33b
y 33c.). Cerca del limite superior, la densidad adimensional de iones § electrones
es mayor a la correspondiente a dtomos neutros (Fignra 33d.). Eun ese limite, ¢l
vitlor de n pierde todo significado fisico, ya que este comportamiento representa

un jnayor ndmero de iones y electrones que de dtomos neutros.

Para poder analizar el comportamiento de las ceuaciones con respacto del
parimetro f, elegimos un valor fisicamente aceptable de », ¢ igual 2 0.3, El
pardmetro [ estd determinado por la velocidad de arrastre de jones y la velocidad
de arrastre de clectrones. En una descarga como la estudiada, 3 ¢s del orden de
algunos milésimos, por lo que el intervalo en el cual se hizo variar es de 0.001 a
10.0. Enla Figura 34 se muestran las grificas de las densidades de las tres especies
presentes, En la Figura 34a y 34D se puede observar gque los perfiles de densidad
de iones y electrones varfan muy poco respecto del cambio de 3, esto proporciona
un rango muy amplio de validez del pardmetro §. Sin anbargo, a medida que
la velocidad de arrastre de iones se hace cada vez mds eercana a la velocidad de
arrastre de electrones se aprecia un cambio en la amplitud del perfil de densidad de
iones (Figura 34c), y en el intervalo superior del rango de variacién de g se observa
que cl perfil de densidad de iones pierde todo significado fisico al tomar valores
negativos (Figura 34d). Estas observaciones son consistentes con el hecho de que

en la descargn estudiada, Ia mayor velocidad de arrastre la tienen los electrones.

Finalmente, los perfiles de densidad de las tres especies cuando se hace variar
¢l pardmetro 4 se muestran en la Figura 35. El parimetro 4 estd determinado
por la velocidad de arrastre de neutros y la velocidad de arvastre de clectrones.
En el intervalo de operacidn de la descarga estudiada, v es del orden de algunos
milésimos ya que la velocidad de arrastre de neutros es mucho wenor a la velocidad

de nrrastre de electrones. Eun este caso mieviunente, el pardiactro 4 tiene wn amplio
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Figura 33a. Perfil de densidad como funcion de ©.
n=0.1 ; B=0.001 ; ¥v=0.007

DENSIDAD ADIMENSIONAL (UNIDADES ARHITRARIAS)

3 -
NEUTROS ——
ELECTRONES -——-
25
2
1.5
b
Qs
-
"\\ l/ \‘\ /\
kY 7 \ pY
rd .
o] \'- . >, ‘ hS _.o-/ .
~05 . : . . .
c 100 200 300 400 500 600

69



DENSIDAD ADIMENSIONAL (UNIDADES ARBITRARIAS)

igura 33b. Perfil de densidad como ifuncion de 9.
n=0.2 ; £=0.001 : y=0.007
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Figura 34a.

Perfil de densidad como funcion de ©.
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Figura 34b. Perfil de densidad como funcion de

DENSIDAD ADIMENSIONAL (UNIDADES ARBITRARIAS)
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Figura 34c. Perfil de densidad como funcién de ©.
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rango de validez cerca del minimo del intervalo en el cual se hizo variar (Figura 35a
y 33h), siendo esto congruente con las condiciones de la descarga; a medida que
se alcanzan valores superiores de 4 en este intervalo, se observa un awmento eu la
frecuencia de oscilacion de las tres especies (Figura 35¢ y 35d), perdiendo validez
fisica. Este aumento en la frecuencia de oscilacion es debida a que es equivalente
pensar que para valores grandes de 5, se tiene una velocidad de arrastre de dtomos

neutros muy parecida a la velocidad de arrastre de electrones.
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Figura 35b. Perfil de densidad como funciéon de ©.
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DENSIDAD ADIMENSIONAL (UNIDADES ARBITRARIAS)

Figura 35d. Perfil de densidad como funcion de 6.
n=0.3 ; =001 ; y=15.0
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CONCLUSIONES.

A lo largo del presente trabajo se han tratado algunos de los parimetros des-
criptivos de las estrias estacionarias que ocurren en una descarga luminiscente de
baja presién. Para la descarga excitada por la fuente de voltaje de corriente directa,
el mimero de estrfas (Figura 15) para la descarga de nitedgeno tiende a anmentar
conforme aumenta la presidn del gas en ¢l tubo, mientras que para argén, la ten-
deneia es a disminuir. Para la descarga de helio, el nimero de estrias permancee
aproximadamente constante. La distancia entre estrias (Figura 16) muestra un
buen ajuste a la Ley de Goldstein (Figuras 17, 18 y 19) con ol pardinetro adi-
snensional m igual a 0.9 y una clara tendencia a disminuir conforine aumenta la
presion para la descarga con nitrégeno. En la descarga con helio, m tiene un valor
de 0.4 y 1a misma tendencia a disminuir; ast misino, para la desearga con argdn, la
distancia entre estrins también disininuye conforme aumenta la presion. En este

¢as0, se encontrd que el pardmetro m tiene un valor de 0.3

Se midio a temperatura electrénica en la cohunna positiva estriada como
funcidn de ta presion del gas usando una sonda eléetrica como diagudstico. Se
observaron algunos saltos en la corriente de la sonda cuando ésta, debido a la
perturbacidn local que produce al ser polarizada, entraba o salfa de una zona bri-

Nante de las estrias, Lin temperatura clectrdnica obtenida mostrd {Figura 21} un
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comportamiento que no corresponde a virtacionies reales de ésta. Dichio compor-
tamiento es debido a que las dimenstones de la sonda na son las adeeuadas para
una descarga como la que se estudid. Sin embargo, el valor wedia de la tempera-
tury, aproximadamente igual a 1.5¢V, es consistente con los valores tipicos de este
tipo de plasmas parcialimente ionizados, La densidad de electrones estimada es de

10" 3,

En la descarga excitada por la fuente de AC, en vez de ocurric un rompimiento
simétrico en ambos electrodos, se observaron tres configuraciones distintas que de-
penden de la presion y el voltaje de operacién, La primera de eflas, 1-D, ocurre
en el primer rompimiento de la descarga y se observa wni anatomia muy similar
a la de corriente directa con una sola columna positiva situada en el electrodo
derecho del tubo. El oscilograma de corriente (Figura 22) muestra que Ia ruptira
se daen el semiciclo positive de la onda y que no hay tal ruptura para ol semiciclo
negativo. Al aumentar el voltaje en el tubo, manteniendo la presiou fija, entea en
operacion la configuracion designada por 2. En ésta se observa una doble colurmua
positiva que es el resultado de una superposicién visual de la cohunna que corres-
ponde nl semiciclo positivo y aquella del semiciclo negativo. El oscilograma de la
corriente para esta configuracidn (Figura 23) confirma que hay ruptura en ambos
semticiclos. La superposicién visual se debe a que ¢l ojo humano puede resolver
eventns que no ocurran a mds de 24 ciclos por segundo, y en la desearga tenemos
60 ciclos por segundo. El limite de voltaje para el que ocurre esta configuracion
estit bien delimitado en el diagrama voltaje contra presidn en Ia descarga (Figura
23). Una tercera configuracion s¢ observa al aumentar ¢l voltaje de operacion,
Esta, designada por 1-I, muestra una columna positiva en ¢l electrodo izquierdo
del tubo. En este easo, el oscilograma (Figura 24) muestra que la ruptura se da
solo en el semiciclo negative de la corriente. Al igual que en todos los casos, esta
configuracién tambidu tienc limites bien definidos (Figura 25). A diferencia de

algunos autores {Howatson 1965) que afirman que la raptara se da al inicio de
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cada semicicle de corriente, se abservd que esta rupturi acurre cerea del maximo

en valor absohito.

En la descarga en corriente alterna a 60Hz se obtuvo también la cnrva de
ratupimiento eléetrico como funcidn de la presién (Figura 25), la cual muestra nua
bucna aproximacién a la curva de Paschen, salvo una cresta alrededar de los 175
tores, y que provoca que el potencial minimo de rompimiento aumente en aproxi-
madamente 200V, Por otro lado, la region a partir de la cual la columna se estria
estd bien definida eu la enrva voltaje contra presion de la desearga en AC (Figura
25). Con una diferencia de potencial en los electrodos del tubo por arriba de dicha

enrva, la descarga es siempre estriada.

El nitmero de estrias en la configuracidn 1-D (Figura 29) disminuye conforme
awnenta la presidn, sin embargo, cerca de los 200 mtorr, aumenta abruptamente
para volver a disininuir. En las otras dos configuraciones (Figura 29), el nduiero
de estrias disminuye al anmentar {a presidn. En lo que respecta a ta distanria en-
tre estrias (Figura 30), ésta permancce aproximadamente constagte para las tres

configuraciones,

La nayor parte de las investigaciones en estrias se encuentran bajo el sello de
seereto industrial, y cowo conseciiencia no se publican ni se presentau en conferen-
cias ni congresos. En este trabajo se pretendid estudiar un intervalo de presiones
por debajo de aquel comunmente encontrado en la literatura para un geometria
cilindrica, Las cstrias siguen siendo un problema fundwnental de la fisica de plas-
mas parcialmente tonizados pare el cual NO existe hasta la fecha un modelo total-

mente claro y convincente que pueda describirlas,



TRABAJO FUTURO.

El trabajo futuro estd enfocado al refinamiento de los métodos de diagnastico,
asi como a un tratamiento mds completo del modelo para deseribir la aparicidn
de las estrins. Por una parte, es necesario el disefio y construccion de una sonda
cléetrica doble de dimensiones adeenadas (50 pm de didmetro y hinm de largo con
una separacion entre sus cleinentos de Imm) al tamafio del plasma estudiado, y
la cual pudiese ser movida en la direccidn axial del tubo. Con este dispositivo, se
podrian realizar mediciones muy precisas de temperatura y densidad electrdnicaen
la columna positiva estriada. Asf inismo, para determinar la distancia y nimero de

estrias, se podrfa usar un fotodiodo y un osciloscdpio (Hernandez y Camps 1995).

Asfmismo es inprescindible mejorar el sistema de vacfo mediante un sis-
tema de bombeo que proven una presidn residual menor a la que se obtuvo de

1 % 10=3torr,

Por otro lado, ¢l tratamiento tedrico del problema requiere que se conside-
ren las ecunciones de trnnsferencia de momento para las tres especies presentes
ent el plasma y se resuelva numéricamente el sistema de seis ccuaciones con seis
o .
incdgnitas resultante. Una vez salvados estos dos aspectos, se podriun establecer

comparaciones confiables entre la teorfa y el experitnento.

89



Finalmente, mediante el andlists del espectra de emision en la regidn visible,
obtenido con un monocromador, se podria obtener informacion respecto de fos

niveles atdmicos que se estdan excitando en la descarga estriada.
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APENDICES.

A.l Sondas eléctricas,

Se puede describir la dindimica de los electrones por su funcion de distribucidn
f(x,v,t) que da el nimero de electrones por unidad de volumen cou velocidad v
y v+ dv, en la pesicion x al tiempo ¢. La densidad eleetronica en x y ¢ estd dada

por:

ne(x,t) = /f(x,v,t)dutdvvdv, . (67)

Las sondas proveen una manera de obtener infortmacion de la funcién de dis-
tribucidn electrénica, ya que la densidad de corriente electrénica a la sonda se

puede eseribir en general como

i= Y00 [ fatxvtido [ ofaixvide

- v
~

ng ta

Pura un plasma cuasineutro, esto es n; = n, se tiene

J = Zen{u; —u,)

comno
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J=c / flviv-nd*y | (G8)
donde it es la normal a la superficie de la sonda, f(v) es el nimero de electrones
por unidad de volumen con velocidad v y v -+ dv, v - i es la componente normal

de v por lo que

/f(v)v Ady

representa el mimero de electrones con velocidad entre v y v - dv que fluyen nor-

malmente a la sonda por unidad de area.

Se requiere de un conncimiento explicito de £(v), o de Lipétesis adicionales.
Pero se puede recurrir a algunas aproximaciones. En el sisteina en estudio, las di-
mensiones del apantallamiento son pequeiias comparadas con las de la sonda, por
lo que se puede asumnir que la superficie de sonda es plana. Bajo esta condicidn,
en coordenadas cartesianas la densidad de corriente a una sonda polarizada nega-

tivamente cs

o0 [+ 9] o
]= (:/ / / Flug, vy, v)veduzdugdo, (69)
Umin v =00 J ~00

donde
.j_
2e(vy - u”)] 2

Vimin = [ m
€

Eu esta expresion %mv" = eV y up os el voltaje polarizador de la sonda, m,

la masa clectronica y vy es ol potencial del plasma junto a la sonda.
P
Se puede integrar sobre las compouentes z y y de la velocidad para obtener

o

j=¢ filv)vady, . (70)

Vmin

Si f no es isotrépica entonces se estard perdiendo informacién en x y .
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Si se expresa la densidad del plasina en coordenadas esféricas,

n = /f(v,H,:ﬁ)tﬂscnl)dwi@«l;ﬁ ,

v la funcidu de distribucion es isotedpica, entonces

n= 47r/v2f(u)(h:

Haciendo el cambio de variable

2

€= ;}:mu ,
, 26
o=
m
2
Qvudy = —de
m
de 1
= = w=de
my o %
de de
dy = ——m = =,
2em? V2em
m

se tiene que

n=is [ \/;%f(c)ﬁdc . @

De esta ecuacion se puede identificar la funcida de distribucién energila como

fete) = am| Zfleve (s

Por otro lado, a densidad de corriente a una sonda polarizada negativame:

st puede eseribir en coordenadas esféricas como

02



o Ly} I
j=c / / / v v.('n:(Jf(z,r,0,rﬁ)vzsml()dml()d/p ,
. 9 0

Umin min

con

w2,
0 < arc cos \/ -~
)

vt

Para funciones de distribucidn isotrdpicas f(v,8,¢) = f(e) por lo que (73) se
reduce a
. 2 [ e(vy, — vy
j=e— (f(f)(l-—(—’—-——-—)(lf . (74)
M Je(up—ran) €
Esta expresion nos dd la corriente en'la sonda como funcidn del voltaje de polar-

1zacion,

Supongase abora que se tienen electrones con una distribucidn maxwelliana con

! temperatura T,, masa m,, y una densidad n, dada por:

mev?

m 3
f(x,v,t) = n,(i;r—%) ! exp '-‘W (75)

La corriente electrdnica {ver Figura A1) por unidad de drea a una sondn plana

polarizada n Vp puede ser caleulada por la integral

m,
2nT,

3 [ 32
jc(Vu).—:cn,( )‘/ exp -—%%‘b— vpdvpdugdv, (76)
[ L

min

Realizando ln integral y multiplicando por ¢l drea de la sonda S se tiene que

la corriente a la sonda estd dada por

L(Vy) = Ie cxp[-————————ﬂ:(vp ~ V”)]

T,
para Vg <V, y
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Figura Al Definicion del voltije y
la corriente en la sonda eléctrica.

CATODO

ANODO

i

’i PLASMA
|

lll—-——»——All!l}«—‘—ﬁ.

R

o4



lo=1 {78)

ara Vi > ¥, donde
i ¢ L

v 4
I} = Snemeyf —=—
Anme,

o5 la corriente electrénica de saturacion y new s la densidad electronica del plasina,

La Figura A2 muestva la grdfica de la ceuacidn (77), la caracteristica mas
prominente es la “rodilla” cerca del potencial del plasma.  Esta figura sugicre
una téenica muy simple para deteeminar la densidad del plasma y la temperatura
electrénica. La pendiente de una gréfiea semilogasitinica de I, contra Vi es ¢/ T,

Dada Ty, Ja corriente de saturacién clectrdnica [7 dada por

)

I} = Snewe -
¢ f 2,

praporciona Ja densidad del plasma. Este procedimiento es facil de usar y da re-

sultados ampliamente reproducibles,
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Figura A2, Curva corriente -vollaje
de la sonda eléetrica.
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A.2 Deduccidn de 1a ecuacion (65).

an on, . 2405 D,
‘Z)-zi = u,;u";); = (T, — "Mﬁ?mi”“ dagn{oe),, . (50)

Dividiendo (50) entre (ov)y. y factorizando la densidad de electrones se tiene

{ov)ye Oz - .iJT(av),,:

. 2.405% D,
vy On, On, 1 = [” ~ [{2(:t)rjl (79)
e

Sustituyendo la definicién (57) en (79) y factorizando n),

v On. dn, | n
B & | N | QEp— . 80
(), Bz Ot {ov)y, ”"””[ ch} (80)

Alora, de la definicion

n
yE-— (58)
neo

y debido a que n, = n.(z,t) tenemos que

dy 1[am 9z dn, az}

18~ g | Tz 06 T O 30
pero
0: 1
00 k'
)’
a1
00" w '
por lo que
dy 1 {On.1 On,
za";;;[*a;r"z;?;] / (&
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Ahora, con luayuda de las definiciones (53) y (54), (80) se puede eseribir como

Kong Won, fme [
k 0z w ot T\ a, e

Pero s

Wan, Kon,

k 9z T w ot

entonces, dividiendo entre nyy tenemos

W on, L _1}’_371, l ! K dn,l1 Won,l

0 lo que es lo mismo

" (W R
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. n ‘8')
] (82)

" 2
g ne [ n
Nye Meo Nye

no 0z k  ng ot w nco- Dz ke ng Ot w
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