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Prefacio.

Una de las contribuciones mds importantes que Einstein hizo a la comprension del uni-
verso, sighiendo una intuicion de Riemann, lue mostrar que la geometria del espacio
tiempo no es plana, como en relatividad especial, y que su curvatura se determina, a
través de las ecuaciones de campo, por la distribucién y movimiento de la energia-masa
en el universo. El desarrollo de la relatividad general de Einstein en 1915 ha sido uno
de los hechos més sobresalientes de la fisica tedrica del siglo XX. Binstein tuvo pocos he-
chos experimentales que lo guiaran para poder remplazar la gravedad newtoniana por una
teoria compatible con su primera teoria de la relatividad especial. Usando argumenlos de
consistencia, simplicidad y estética, llegd a una teoria que ha pasado subsecuentes y rigu-
rosas pruebas y que ha predicho y explicado un amplio rango de lenémenos astronomicos
que cran desconocidos en el tiempo en que ¢l realizd su trabajo.

Sin embargo, fue solo hasta la década de los setenta que el desarrollo en astronomia y
fisica experimental, ubicé a la relatividad general en ta corriente principal de la fisica, Al-
gunas consecuencias observables de la teoria son; los Hoyos Negros, el Big Bang y las lentes
gravitacionales, La mayoria de los aspectos de la gravedad experimental han impulsado la
tecnologia moderna a sus limites y esta es una drea fértil para la aplicacion y el desarrollo
de nueva Lecnologia. Algunos ejemplos incluyen el desarrollo de dispositives superconduc-
tores de interferometria cudntica a bajas temperaturas (SQUID) para experimentos en
bases espaciales de magnetogravedad y para detectores de ondas gravitacionales; la apli-
cacion de diluciones de refrigerantes a gran escala para enfriar barras detectoras de ondas
gravitacionales (cuya masa es de varias toneladas), a temperaturas que se aproximan a
10 mK; y el uso de lasers de alto poder y componentes dpticos de pérdida ultrabaja, en tos
delectoreres interferométricos de ondas gravitacionales. La investigacion corrienle en luz
comprimida para las telecomunicaciones, fue estimulada en gran medida por los trabajos
tedricos que buscaban crear detectores de ondas gravitacionales mas sensibles.

Ahora, asi como en la teoria clectromagnética existen perturbaciones que sc propagan
a la velocidad de la luz en el vacio -ondas clectromagnéticas-, la gecometrodinamica de
Einstein predice perturbaciones en la curvatura propagandose en el espacio-tiempo -ondas
gravitacionales-, A pesar de que ésta es una de las primeras predicciones de la teoria,
ain no se han podido detectar debido a la débil magnitud de las ondas que llegan a la
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Tierra, producidas incluso por los eventos mas catastrdficos. Sin embargo, vemos que
experimentalimente se estd realizando un gran esfuerzo en su deteccion. La wiotivacion
radica, por una parte, en la poca evidencia experimental dentra de esta teoria, y por otra,
en la gran cantidad de informacion que acarrean. La deleccidn de ondas gravitacionales
traerd como consecuencia tanto una confirmacion mas de la geometrodindmica, como
un avance de la misma, Ademds, es de gran interés para la astronomia.  La mayor
parte de i informacién que actualmente recibimos del universo es a través de radiacion
clectromagnética y gran parte de ésta se pierde en su trayeeto a la Tierra. Esto no
ocurrird con la radiacion gravitacional ya que posee un gran poder de penetracién, por lo
que se espera comprender mejor una gran cantidad de fendmenos astrondmicos asi como
descubrir otros mis, que nos permitan, en térninos generales, tener una mis amplia
comprension del cosmos.

El tema de ondas gravitacionales es muy amplio, tanto teérico como experimental-
mente hablande. En este trabajo analizaremos solo el caso particular de ondas gravita-
cionales, que, ademds de poseer simetria cilindrica presentan rotacion. Lo priero que
haremos serd introducir el formalismo desde el cual las estudiaremos, esto cs, la geo-
metrodindmica. Despues se analizardn las ondas gravitacionales con simetria cilindrica
y rotacién, Luego se encuentra una expresion para definir la energia de tales ondas y
finalmente se calcula la energia para tales ondas.

Detallando mas, en el primer capitulo estudiaremos la teoria concerniente a la radiacion
gravitacional. Derivaremnos una solucidn simple en el campo débil de las ecuaciones e
Einstein y analizaremos las caracteristicas principales de las ondas gravitacionales; ge-
neracién, propagacion, efecto sobre particulas y deteccién. En particnlar se discutirin
brevemente algunos de los proyectos mds importantes que se han propuesto para su de-
teccién gracias al avance tecnoldgico. En el segundo capitulo se analiza el caso pacticular
de ondas gravitacionales con rotacion. Tenemos que desde la tercera década de este
siglo, se conocia una clase de soluciones exactas de las ecuaciones del campo gravitacional
con simetria cilindrica, que representan ondas gravitacionales cilindricas y que fueron es-
tudiadas por el propio Einstein, como un ejemplo de ondas gravitacionales no lineales.
Ademas, recientemente se encontrd que también existen soluciones del tipo anterior pero
con rotacién. Entonces, wtilizando estos estudios, en la primera parte del capitulo dos
se analizard una solucién aproximada que representa este tipo de ondas y en la segunda
parte, analizaremos ¢l caso de una solucidn exacta; sus propiedades mas importantes, si
votacidn, sus singularidades y la importancia que este tipe de ondas tiene. Con el objeto
de analizar fisicamente csta solucién, en ol tercer capitule, se presenta una definicion local
de la energia asociada con el campo gravitacional debido a la onda, que permite dar una

interpretacién fisica al tensor de Bel-Robinson. Para tal efecto, se revisa, la analogia

entre el tensor de Bel-Robinson y el tensor de enegia-momento de la electredindmica y
se define lo que es un sistema coordenado de Fermni. Finalmente, en el capftulo cuatro,
se utilizan los resultados obtenidos en el tercer capitulo para calcular el tensor de energia
gravitomagnético en el caso concreto de ondas con simetria cilindrica y rotacién que se



estudiaron en ¢l capitulo dos.

I3 contenido de los primeros tres capitulos proviene de resultados ya conocidos; algunos
de textos de la especialidad v otros que han sido publicados recientemente citados todos
en las referencias. Los resultados obtenidos en el cuarto capitulo representan la parte mis
novedosa de este trabajo y han sido compilados en forma de un articulo de investigacion
que se ha enviado a publicar [17].

n todo el trabajo se utilizan las siguientes convenciones

e 3, = diag (~1,1,1,1) es la metrica de Minkowsky, por lo que su signatura s 2,
esto cs, la suma de los clementos de Ja diagonal.

o Sc utilizan indices gricgos para el espacio-tiempo (y1, v, ete.=0,1,2,3).

e Se utilizan indices latinos para las componentes espaciales (j k,ete.=1,2,3).

Se utilizan unidades geometrizadas. La velocidad de la tuz ¢ y la constante gravita-
cional de Newton G son iguales a la unidad; G =c = 1.

La derivada parcial se vepresenta por una coma, Le. d¢/0u =,



Capitulo 1

Radiacion Gravitacional

1.1  Introduccién

Una de las primeras predicciones de la Relatividad General de Einstein es la existencia
de ondas gravitacionales. La teoria predice que se propagan a la velocidad de la luz
y representan una distorcién dependiente de las coordenadas del espacio-tiempo local,
Ahora, el campo gravitacional es muy debil por lo que solo los eventos catastréficos, se
uspera, producirdn ondas gravitacionales detectables. Entre los eventos posibles se incluye
Ia colisién de dos objetos astrondnicos y el colapso de enormes objetos astrondmicos. La
relatividad general predice que las ondas gravitacionales serdn producidas por momentos
cuadrupolares que varian con el tiempo (seccion 1.4). La onda por si misma crea una
fuerza de marea que tambien varfa con ¢l tiempo y se propaga a la velocidad de la luz.
Esta onda induce wn esfuezo sobre un cuepo extendido y de aqui se deriva la idea de crear
detectores de barras para tales ondas.

En la seccion 1.1 de este capitulo se mencionan brevemente las ecuaciones de Einstein
s importancia y su complejidad por lo que en la seccidn 1.2 se hard una linealizacién de las
ecuaciones para poder manipularlas. En la seccion 1.3 se vera como se propagan las ondas
gravitacionales dentro de la teoria lincalizada y el efecto que tienen sobre las particulas,
csto es importante, entre otras cosas, porque sugiere la creacidn de detectores resonantes
de ondas gravitacionales (seccion 1.6.1). En la scccidn 14 se analiza la generacién de
ondas gravitacionales asi como la solucién exacta de la ecuacion de onda. En la seccién
1.5 se deduce una expresion para la encrgia que las ondas transportan y finalmente en la
seccion 1.6 se describen algunos de los detectores de ondas mas importantes que se han
propuesto para su deteccion asi como las fuentes que posiblemente detectardn, El esfuezo
que se ha realizado para su deteccion se debe a la importancia que este acontecimiento
tracra no solo para la confirmacion y el desarrollo de la geometrodinamica, sino para la
astronomia, la fisica y en general ¢l conocimiento del hombre sobre el universo.



G CAPITULO 1. RADIACION GRAVITACIONAL

1.2 Kcuaciones de Einstein

En la teoria de Einstein, no solo la masa sino tambhién la energia ejercen una accion
gravitacional. En su asticulo de 1915, Einstein dedujo la formulacion matematica que
relaciona la geometria del espacio-tiempo con la distribucidn de masa y energia: esta
formula se conoce como ecuacion de Einstein y es el centro de la teoria de la relatividad
general o geometrodindmica. La ecuacion de Einstein para e} campo gravitacional es

G 4 ag™ = k1 (L1

Ll lado izquierdo describe la geometria del espacio-tiempo; una variedad lorentziana
cuya curvatura es determinada por esta ecuacian debido a la distribucidn y el movimiento
de masa-cnergia en la fuente gravitacional, representada en el lado derecho. l.a constante
cosinologica, A, fue insertada por Einstein para obtener soluciones estdticas, y poder
describir el comportamiento a gran escala del universo. Sin embargo mds tarde se demostié
que la introduccién de A no es necesaria para obtener dichas soluciones. Mds adn, las
abservaciones demostraron que el universo no es estitico. Entonces haciendo A = 0,
tendremos

G = k1o (1.2)

e donde k es una constante que depende de la dimensidn de las unidades fisicas convenidas
y G ¢s el tensor de Einstein,

l
G = P - -2-9"“12 (1.3)
con 2 y R, el tensor contravariante y el escalar de curvatura, respectivamente, de Ricei,

Rop=l,,; Rz=g""Ry (1.4)

Las ecuaciones del campo de Einstein son clegantes y ricas ya que son pocas las
ecuaciones de la fisica.que pueden escribirse de una forma mds simple y contener tal
cantidad de aplicaciones y consecuencias. La ecuacion de campo muestra como la energia-
momento de la materia genera una curvatura promedio en su vecindad. Simultdneamente,
la ecuacion del campo gobierna la curvatura de una fuente estatica o estacionaria. Y lo
que nos interesa aqui, gobierna la generacién de ondas gravitacionales debido a cnergfa-
momento en movimiento, asi como la propagacidn de estas a través del espacio-tiempo,

“n principio, dado un cuerpo con cierta forma y velocidad se puede calcular su dis-
tribucion de masa y enesgia, a partir de la cual, utilizando la ecuacién de Einstein, se
puede calcular el clemento de linea ds?, que determina enteramente la estructura del
espacio-tiempo cusvo. En la prdctica este procedimiento es extremadamente complicado



L3 APRONIMACION LINEAL .

pues la ecuacién de Linstein es en realidad un conjunto de diez ccnaciones diferenciales
parciales acopladas (debido a que 77 y (7 son tensores simétricos), y se deben resolver
para g cuando la fuente 799 esta dada. Las ccuaciones son no lineales pero tienen wna
estructura de valor inicial bien establecidas, Sin embargo, al ser {g°} las componentes
de un teusor para algin sistema de coordenadas, cambiando el sistema, cambian las com-
ponentes, por lo que es imposible encoutrar los diez g™ dados los valores iniciales. Fsto
se debe a que existen cuatro grados de libertad funcionales arbitrarios para las ecuaciones
de Einstein por lo cual éstas se reducen solo a seis independientes que caracterizan la
geometria independientemente del espacio.

A pesar de todo, trabajar con seis ecuaciones diferenciales es dificil. Lo que haremos
scrd simplificar el problema de tal forma que, tomando aproximaciones reales pero faciles
de manipular, obtengamos resultados fisicos importantes.

1.3 Aproximacion Lineal

Nuestro acercamiento hacia el tema de la radiacion gravitacional serd a través de una
lincalizacion de las ccuaciones de Einstein.

N

En grandes regiones del espacio-tiempo, donde se tiene un campo gravitacional debil,
existen coordenadas cuasilorentzianas que cumplen

Gy = N + Ny (1.5)

Con
{hil €1 (1.6)
y en cousecuencia hy,,, y derivadas de orden superior, serdn pequeiias y sus productos

despreciables,

Es importante aclarar que a pesar de que la ecuacion (1.5) no es una ecuacion tensorial,
es valida en una infinidad de sisteimas cuasilorentzianos (los cuales podemos encontrarlos
a partir de una transformacidén de norma).

Ahora bien, una transformacion de norma es un pequeiio cambio de coordenadas
definido como
= ot g (1.7)

con £ del mismo orden que h*. Estas transformaciones nos llevan de un sistema
cuasilorentziano a otro de la misma especie. El elemento de matriz de transformacién
es

A = 60, 4 g (1.8)
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¥ con esto a primer orden tendremos
.‘/:w = e + I’m' = &uw = (1.9)
i donde
§u = N’ (1.10)
entonces el efecto del canbio de coordenadas es redefinir
huv - ,‘yv - éu,v - év.u (L] l)

n doude la nueva f,, serd todavia pequeiia y estaremos nuevamente en un sistema de
coordenadas aceplable. Alora os interesante ver que usando la ecuacion {1.5) obtendremos
a primer orden en k,, el tensor de Riemann

!
2

Fsta forma de denotar al tensor de Riemann serd importante para la aproximacién lineal
del tensor de Einstein. Adenas, no depende de la norma que sc ¢sté usando por lo que
no se ve afectada por la ecuacion (1.11).

noﬂm: = (huv,ﬂ,( + hﬂu‘ou - hoy.ﬂv - ,lij.m,)| (1.[2)

Cousistentemente con este punto de vista definiremos tensores con fndices mixtos como
By = " hag, {1.13)
yalatrazade h
h=1h", (1.14)
y con ¢sto, un vector llamado de traza inversa de hy,

e %1)‘“’/:. (1.15)

Cou todo lo anterior, empezando con la ec. (1.12), tendremos que ¢ tensor de Einstein
es

L o o . ;
Gﬂﬂ = "F):(haﬂ,u "t [naﬂhuu - hnn.ﬂ Y- hﬂu.o Y O(h:ﬂ)”’ (1 16)

y si exigimos que se cumpla la condicién de norma de Lorentz
7;"‘:,, =0, (1.17)

las ecuaciones de Einstein se simplifican bastante debido a que el término entre corchetes
se anula. Ademas, siendo cuatro ecuaciones, siempre es posible imponer tal condicion,



LA, PROPAGACION DE ONDAS GRAVITACIONALES. Y

escogiendo la nonna adecuada, gracias a los cuatro grados de libertad en las funciones de
noria €. Butonees la ecuacion (1.16) queda

G = —,1)01,‘“'. (1.18)

4

on donde ol D’Alambertiano se define commo

DI = f'”,;. = ’)“uf.uu- (Ilg)

Combinando las cc. (3.42), (1.18) y haciendo & = 8 para obtener el limite newtoniano,
las ecuaciones de Einstein para el campo debil seriin

Qi = —16r T, (1.20)

Debido a que resultan de mantener los términos lineales de hqp son llamadas ecuaciones
de campo para la teoria linealizada.

1.4 Propagacion de Ondas Gravitacionales.

En regiones del espacio-tiempo puede ocurrir que el campo gravitacional sea debil y no
necesariamente estacionario. Esto ocurre por cjemplo, lejos de una fuente completamente
relativista sufriendo rdpidos cambios que ocurrieron hace suficiente tiempo en el pasado,
para que los disturbios producidos por los cammbios pudicran alcanzar la regidn distante
en consideracion, Como se demostrd en la seccion anterior las ecuaciones linealizadas de
Einstein en el vacio (14 = 0) son

--ai+v’ hef =0, (1.21)
at?
Fsta ecuacion es también llamada ecuacion de onda tridimensional. Sus soluciones se
pueden representar de la forma
R0 = A% exp(ik,a®) (1.22)

en donde {k,}, son las componentes de alguna uno-forma constante y {A*?} las compo-
nentes de algin tensor constante, La ecuacién (1.21) también se puede escribir

Rt =0, (1.23)

De la ccuacion (1.22) vemos que

o0 = ko, (1.24)

W
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entonees de (1.23) tenemos

r/‘“’h‘”' = Il""k,“',,[l"ﬂ =, (1.23)

N3
vy esto se anula sola si ocurre
kb, =Kk, =0, (1.26)

de aqui vemos que (1.22) es solucion de eccnacion de onda si &, o su vector asociado &°
es nulo, es decir tangente a la linea de mundo de un fotdn. De aqui se puede ver que una
onda gravitacional viaja a la velocidad de a luz,

Entonces, las ecuaciones de Einstein asumen su forma mas simple, cc.(1.21), si im-
ponemos la condicion de norma definida en la ecuacion (1.17) y combinamos esto con
(1.22) y (1.24) encantramos:

A%y =0, (1.27)
ue nos indica que A?? debe ser ortogonal al cuadrivector nulo 49,
q 1 g

La solucion A*exp(ikq,z®) es una onda plana y para obtener resutados fisicos uti-
lizamos solo la parte real de esta expresién permitiendo asi que A°? pueda ser camplejo.
Ademas por los teoremas del andlisis de Fourier, sabemos que cualquier solucion de 1as
ecuaciones {1.21} y (1.17) scrd una superposicion de soluciones de ondas planas.

Ahora como ho? = }#° vemos que |a matriz de amplitudes, [A#¥], tiene diez conpo-
nentes pero la condicion (1.27) nos da cuatro condiciones a estas, dejandonos solo seis.
Utilizando nuestra libertad de escoger 1a norma, ec. (1.7), finalmente se reducen solo a dos
componentes lincalmente independientes en la matriz de amplitudes, Esto es, tenemos
dos posibles polarizaciones para ondas gravitacionales planas.

A la norma que nos da directamente este tipo de polarizacién se le Hama “norma sin
traza transversa” y la forma de encontrarla es con la restriccion (1.27) y usando nuestra
libertad en la norna para restringirla mds. Podemos cambiar de norma micntras nos
mantengamos en la clase de normas lorentzianas usando cualquier vector que sea solucidn

de
&P )
(~5§+V)fa=0. {1.28)
Si escogemos la solucién a esta ecuacion de la forma

&a = Boexp(ik,z*), (1.29)

en donde B, es una constante y k, ¢s el mismo vector de nuestra solucion de onda. Esto
nos da un cambio dado por la ec.(1.9),

W =

v)
afl =

ta = €ap = €p.as (1.30)
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en donde (N) se refiere a la wneva y (V) ala vieja o anterior. Al sustituir eu by tendremos

I’.(.',\;) S I N S Naa”, (L.31)

o,

v utilizando (1.29) y (1.22) obtendremos despues de eliminar la exponencial

ARY = A B kg = i Baks 4 napBB k. (1.32)

if

este sistema de ecuaciones se puede simplificar y resolver exiglendo dos condiciones mas

A% =0, (1.33)

Aapl? = 0, (1.34)

con U7 algin vector fijo de cuadrivelocidad, o sea, algin vector unitario tipo tiempo que
escojamos.

Para entender lo que csto significa, supongamos que estamos viajando en un marco
de referencia lorentziano en la direccion z. Entonces k — (k,0,0,k), y de (1.34) y (1.27)
tenemos que Ag, = 0 para toda a, Con estas dos restricciones tendremos que solo A,
Ay ¥ Ay = Ayr son distintas de cero. Ademils, la condicidn de trazaec. (1.33) indica
que Ay = — Ay, con lo que en forma matricial, en este marco particular escogido es:

0 0 0 0
Ty _ {0 A Ay 0 .
(/‘o;}) 10 AIV "'Arr 0 (1.35)
0 0 0 0

Aqui 1T significa que estamos en la norma sin traza transversa.Vemos que, finalmente,
solo existen dos términos independientes en la matriz de amplitudes, lo que significa que
las ondas gravitacionales, hisicamente se componen de dos tipos de polarizaciones, las
cuales, se puede comprobar, estin desfasadas en %.

1.4.1 Efecto de las Ondas sobre Particulas Libres,

Supongamos que una onda gravitacional, en su trayectoria en el espacio tienmpo, encuentra
una nube de particulas libres, Escogiendo un sistema de coordenadas lorentziano y esco-
giendo una norma T'T referida para este sistema (U® en la ec. (1.34) ¢s la cuadrivelocidad
inicial de la nube), podemos analizar lo que ocurre con la separacion entre particulas,
Una particula libre cumple con la ecuacion geodésica

‘1 (4] o Ny 0
U 4T, UM =, (1.36)
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Preogiendo ¢l sistema coordenado de tal forma que Ia particula inicialmente esta en reposo,
of valor inicial de su accleracion es

e . 1 -
(ldr )0 =~ = ~5u Mhao + hogo = hoog), (1.37)

pero por la ec. (1.35), hEL es cero por lo que la acelevacion inicial también, e esto
se conctuye que la particula se encuentra en reposo en todo momnento. Lo que hemos
encontrado es un marco de referencia que permanceee adherido a la particula,

Para envontrar un mejor indicio del efecto de las ondas consideremos dos particulas,
una en ¢l origen, y otra muy cercaen x = €, y = z, ambas en reposo. Ambas se lacalizardn
en la misma posicion que en un principio y la distancia propia entre cllas sera

als [lasth /igmm"dz"l% = [loeedslt = lgue(z =0}t
[

[l 'i .) r.r(‘r" ]E« (,'38)

Q

y como generalmente h7T es diferente de cero, la distancia propia cambia con el tiempo.

Usando la ecuacién de la desviacion geodésica, con el vector de conexidn £, Lenemos:
upiv el s
zf U U (1.39)

Con U® la cuadrivelocidad de las dos particulas. En cste sistema de coordepadas solo
necesitanos U al menor orden (espacio plano), pues cualquier correccidn en U2 que
d(,pcndc de Ji,, nos dard términos de segundo orden en hy,, en la ecuacién anterior (R°,,;
es de primer orden en h,, ). Entonces U = (1,0,0,0) y €7 — (0,¢,0,0). A primer orden
la ecuacién anterior es:

d? ‘A
Fn dr’£ = e, = —eR% {1.40)

Usaudo la ec. (1.12) vemos que en la norma I'T los dnicos términos independientes,
diferentes de cero serdn:

. 1

lf;w = R,ug = *-i,lzzoo,
1

R = Ryoro = "'2'"31{00' (1.41),
l

R,';vn = Ry,,w = 2 WM‘ RO:O

Esto significa que dos particulas inicialmente separadas en la direccion z tendran un vector
de sepavacidn que varia respecto al Liempo al pasar la onda, cumpliendo con:
2 2

e T Vo D
0[26 2 0[1’1’:' 7“6 2 0!2 Ty s (1.42)
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lo cual es consistente con la cc. (1.37). Del mismo modo dos particulas inictalmente
separadas por £ en la direccidn y complivan con ecuaciones similares, solo cambiando »

por y en (3.42).

ir l_" " l‘() T
{:}T.‘;{" = z:(,-)'l',;hw = --51—)“/!”.
T

1.4.2 Polarizacion de las Ondas Gravitacionales

0
D
0| -
3

A S

(1.13)

(1.49)

Figura 1.1: Efecto de una onda gravitacional propagandose en la direccion z, sobre la
distacia propia entre un anillo de particulas libres, en el plano z—y. El tiempo (1y) s antes
de la propagacién de la onda, los tiempos subsecuentes, durante la propagacién. Bl lado
izquierdo y el derecho representan una onda con polarizacion “+" y “x", respectivamente.

Lias ecuaciones anteriores nos ayndan a describir la polarizacidn de la onda. Considercse
un anillo de particulas inicialmente en reposo en plano z — y, como al tiempo fy de la
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fignra (1.1). Supongase que la onda tiene #EE # 0 v b1 = 0, enonces fas particalas se
woveran (en término de la distancia propia vespecto de la gue vsta et of centto) en la
fornt en que se muestra del fado izquierdo de fa misima figara, primero hacia adentro y
tuego hacia afuera, en tanto que la onda oscila y #%F cambia de signo. Si e cambio, la
onda tiene h¥T A Dy 45 = 11T =0, entonces el anillo se distorciona como en la parte
derecha de fa figura, Como h',r,'.i{ ¥ AT son independientes, el lado izquierdo y derecho de
la figura dan una representacion grafica de dos difereates polarizaciones tineales, Notese
que los dos estados estan simplemente rotados 15° uno vespecto al otro,

1.5 Generacion de Ondas Gravitacionales

Estimaciones sencillas nos revelan que la amplitud de cualquier onda que incida en la
ticrra serd muy pequeita. Ondas gravitacionales “fuertes” tendrian hy, = O(1), pero esto
ocurre solo cerca de la fuente. Aligual que en cualquier campo de radiaciones, la amplitud
de la onda decrece como r=t. Ahora, para una luente de masa M, estando la tievra a una
distancia v, la maxima amplitud que experimentariamos seria &, Por cjemplo, para una
explosién de una supernova formando un agujero negro de diez veces la masa del sol en
una galaxia vecina, situada a 10%m, este cociente cs del orden de 1)~ Obviamente un
evento menos violenta nos conducird a amplitudes mucho menorest,

En principio hagamos un cileulo aproximado de la gencracion de ondas, es decir,
resolvamos

i s o
(-575 v’) ho? = « 1677y, {1.45)

pero hagamos algunas suposiciones realistas que simplifiquen nuestro problema. Supong-
amos yue la dependencia temporal de Top es una oscilacidn sinusoidal con frecuencia €,
que seri la parte real de

Tag = Sap(z')e™™, (1.46)

y que la region del espacio donde Sag es diferente de cero es pequeria comparada con ’,—7"-,
la longitud de onda de una onda gravitacional de frecuencia Q.

u realidad la primera suposicion no es una restriceidn pues sahemoas del andlisis de
Fourier que podemos descomponer cualquicr dependencia temporal es una serie de termni-
nos sinusoidales. Ademas, existen fuentes astrofisicas intercsantes que son aproximada-
mente periodicas, como pulsares y sistemas binarios. La segunda suposicién, Hamada de
lento movimiento implica que las velocidades dentro de la regién de la fuente deben ser

YEn este caso hemos tomado r = 10Mpe = 3.084 x 10%m, la distancia al cimulo galictico de Virgo,
Adeitias 10Mg = 1.47 % 10 es ef valor del agujeto negro formado, por lo cual (10Mg/r) 2 4.78 x 10-20
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mucho menores que e En general casi todas las fuentes de ondas gravitacionales, con
excepeion de las miis potentes cumplen con estas condiciones.

Véamos una solucion de la forma
hap = Boa(a')e™™™, (1.47)
combindndola con (1.45) y (1.46) obtenemos
(V24 QY)Bay = ~1678,p, (1.18)

5i definimos r como la coordenada radial esférica cuyo origen esti dentro de a fuente,
buscamos soluciones de la forma

’;
Aﬂﬂciﬂr /Jﬂﬂc-iﬂr|

By = + e (1.49)

eh donde Aag ¥y Zap son constantes. Como solo queremios emision de ondas, hacemos
Zop = 0.Entonces debemos determinar dag en términos de la fuente, Snpondremos que
dsta solo existe en una esfera de radio ¢ < 4. Integrando (1.49) en el interior de esta
esfera tendremos

A2
[ 9Bz < sz?[:za,,|"..,ﬂf;-, (1.50)

en donde | Baplwax es el maximo valor de B,4 dentro de la fuente. Este valor es despre-
ciable. Integrando ol otro término, aplicando el teorema de Gauss

/ V2B, = j{n + W Bopds. (L51)

La integral de superficie se calcula fuera de la fuente donde B, esta dada por (149), la
cual es simetricamente esférica, entonces

fn * VB,ds = 4ne? (-‘-;%Bog) % —4ndag, (1.52)
r=e¢

en donde hemos tomado nuevamente la aproximacion en e.
Definimos la integral del lado derecho de (1.48) como:
Jug = f Sapd®z. (1.53)
Finalmente, combinando cstos resultados cuando € — 0 tenenios
Aoﬁ = ‘Llnﬂ' (l .54)

M=)

hog = 4Jag —. (1.55)
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Fstas son las expresiones para las ondas gravitacionales generadas por la fuewte, despre-
ciando terniinos de orden »? y cualquier término de v~ que sea se de mayor orden en

513

Ahota, para simplificar mas utilizaremos una propivdad que no habiamos utilizado, ol
fieeho que {ha,) son componentes de un tensor. De (1.53) sabetos

Joge~ @ = j Lo, (1.36)
to cual wplica
—ie W [, (1.57)
y de 1a ley de conservacién para 7'
T =0, (1.58)
con lo que podemos concluir
1% = =1"% (1.59)
y entonces tenenios .
i0J90 0 = ] Tk 121 = / To%nds, (1.60)

Fiste altimo paso, siendo la aplicacidn del teorema de Gauss a cualquier volumen que
conlenga completamente la fuente. Esto significa que 7°% = 0 en Ia superficie que limita
este volumen, entonces ¢l miembro derecho de (1.60) desaparece, y si § es distinto de
cero, Lenemos:

JU=0, y Q%= (1.61)
Utilizando el tearema del virial para tensores tenemos para J;
&£ j Il gm gy = 2 / Tim (1.62)
di? - '

Para wna {uente en novimiento lento T% = p, es la densidad newtoniana, De aqui se

denata como momento cuadrupolar para la distribucién de masa, al miembro del lado
izquierdo

I!m - [Twzlmm(13$ = Dlme-«'m‘ (1.63)

entonces en términos de esto tendremos

~ ; cdl(n()
hjp = —QQ)UM*T“. (1.64)
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s importante recordar que esta expresion es una aproximacion que no solo desprecia
términos de orden #72% sino que también lo hace con términos de orden #7% que no son
daminantes en la aproximacion del movimiento lento. En particnlar li,k'k os de orden
superior ¥ esto garantiza que la condicion de norma h f‘, = () sea satisfecha por (1.64)
y (1.61) al orden mas bajo en r7' y 0 Debido a (1.64) a esta aproximacion se le Hama
aproximacion cuadrvupolar para vadiacion gravitacional,

wi

Al igual que en el caso de ondas planas, tencmos aqui la libertad de restringiv mds la
norma. La cleccidn obvia es tratar de encontrar una novma (T'T), transverza a fa direccidn
del movimicnto de la onda (direccion sadial) cuyo vector unitario es n/ = £, escogiendo
nuestros ejes de tal forma que el punto donde medimos la onda, viaja en la diveccion 2,
entonces podemos completar la ecuncion (1.61) con

T =0, (1.65)
S , pifte

BT = <17 = (4, - ,Lw)ir—. (1.66)
BTT = 902 E.I.ﬂ_r. (1.67)

y B r \ . ‘

en donde
|

P 56“,1,'. (1.68)

se le Nama libre de traza o tensor de momento cuadrupolar reducido.

1.5.1 Solucidon Exacta de la Ecuacién de Onda

La ccuacién (1.45) nos da la relacion entre la radiacion gravitacional represeutada por
ke, y su fuente representada por T4, La solucién a ésta ecuacion se puede expresar
como una integral retardada

i i Q L + i
hog(lyz') =4/M—EM—)(131, (1.69)

R= e -y,

La integral se toma sobre la region del espacio-tiempo ocupado por los puntos de la fuente
en el tiempo retardado £ — R, Esta regidn del espacio tiempo es la interseccion de la mitad
de! cono de luz, correspondiente al pasado, del punto del campo (evento (¢, 1)), con el
tubo de mundo de la fuente.
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Supongamos que la luenle es una especie de distribucion material localizada cevea dol
ovigen.y «que las particulas de la Tuente tienen velocidades pequeiias comparadas con las
de la uz. Tomando nuestros puntos del campo a una distancia 1 del origen que es ny
grande comparada con los desplazantientos wiaximos de las particulas de la fmente,

ll=e> =y (1.70)
Eutonees la contribucion dominante de la integral se obtiene al vemplazar 18 por ¢

hoglly 2 / Tosll = Ry )ds, (L.71)

la cual es una generalizacion de la ec.(1.55). Ahora de las leyes de conservacion: 'l'"ﬂ =0
tenemos

/'1'0,,(1331 = cle. (1.72)
o sca que ¢l momenlo total y la cnergia se conservan. Entonces la parte t de ko, cs

independicente del tiempo por lo que no contribuird con ningin campo de ondas. leo
generaliza la ec(1.54).

Usando la ec.(1,62) tenemos la generalizacion de la ec.(1.64)
i o2y ,
/l];‘-(l,‘l? ) = ; jk.OO(l = ")i (1-73)
y utilizando la norma sin traza transverza, finalmente obtenemos:

/.'II = 11{ :xoo(t - l‘) '[w.UO(l - ’)] (1.74)

2
Wy ==y (t=1) (1.75)

De esta manera vemos que el tensor métrico de una onda gravitacional se expresa en
términos de las derivadas temporales del momento cuadrupolar reducido.
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1.6 Energia Transportada por Ondas Gravitacionales.

Considérese que el plano = contiene una distribucion continua de osciladoves, o osciladores
por unidad de arca, Si nuestra onda incidente en la worma TT es
PTT _ 1T . _JTT -
Iy = Acos(z —t), hy, = ~h (1.76)

rr

las demas componentes son cero. Ademas cada oscilador responde con una oscilacion
estacionaria de la forma

£ = Reos(U + ¢). (1.77)

con R, la amplitud, y ¢, la fase, las cuales se discuten en la seccion 1.7.1. y estan dadas
por las ecuaciones (1,109) y (1.110).

El movimiento es estacionario pues la energia disipada por la friccion en la oscilacion

se compensa por el trabajo hecho en el resorte por las fuerzas gravitacionales de marea
de la onda. La energia proporcionada por la onda en cada oscilacion serd

s H 2
%— = (3——5) =my ((;1’-%) . (1.78)

Para obtener una energia estacionaria de pérdida, se promedia sobre un periodo de os.
cilacion de 2r /9

) /0
dEN _ L (1 + o)t = to22, (1.79)
di 2r Jo 2

Esta es la energia proporcionada a cada oscilador por unidad de tiempo. Con ¢ osciladores
por unidad de drea, el flujo energélico total £ debe disminuir al atravezar el plano en

6F = —-;-am'yQ’R". (1.80)
Entonces, se ha calculado el cambio en la amplitud de la onda despues de interactuar con

los osciladores, independientemente del calculo que nos condujo a ésta ecuacion. Cada
oscilador tiene un tensor cuadrupolar dado por

m [(;t.)2 + (z;)’)]
m [(——21-!0 - gcos(n + ¢))2 + (%lo + -g-cos(ﬂt + ¢»))2]

i

Ler

)

il

2
const + %’E— cos 2(§U + ¢) + mipR cos(SU +.¢). (1.81)
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como [ es pequeia comparada con lo( 1 = O(hY T Tg)) el ténmino 20 en la ecnacion anterior
se desprecia comparado con §. Entonces eada oscilador tiene

lr = ol Reos($U 4 ). (1.82)
por (1.64) cada oscilador prodice una amplitud de onda
Shyr = =2y Reos[Qr — 1) = ¢)/r (1.83)

en cualquier punto a una distacia r. El campo total se obtiene integrando las contribu-
ciones de todos los osciladores, Supongamos que el plano de los osciladores s = = 0
y considérese un punte P a una distancia z, del mismo, despues de interactuar con log
osciladores.  Con coordenadas polares (p,4) en el plano, con centro en @ bajo P, wn
oscilador situado en O a una distacia p contribuye en 8k, en P, con r = (p* + z%)}?
It mimero de osciladores entre p y p + dp es 2rapdp y ¢l campo total producido por los
osciladores en ¢l punto P es

SRTOTAL = —-2(17111/012‘2:er o cos[Qr — 1) - ¢]£i—1£ (1.84)
Cambiando la variable de integracién ar (pdp = rdr), obtencmos

SRTOTAY = a0 mloR2n ] T ocoslQr - 1) - g)dr (1.85)
Como fisicamente esperamos que los osciladores lejanos no contribuyan al campo en P,

supondremos que o & exp(~—er) y haremos tender € a cero después de integrar, Eutonces
el plano de osciladores enviard una onda plana neta

SR = dnamMo R sin[Q(z — 1) ~ ¢), (1.86)
Para comparar con la onda incidente pondremos en ta misma norma T'7°
SWTT = —6hTT = 2wamSUyRsin(Qz — 1) - 9] (1.87)
Si sumamos a la onda incidente obtendremos a primer orden en R
hvero = BT 4 ghIT (1.88)
= (A~ 2romQUoRsin §) cos{Q(z ~t) - ), (1.89)
con
lan § = 33-‘311;19% cos . (1.90)

Ademas de un pequeiio corrimiento de fase 1, el electo neto es una teduccion en la
amplitud de A

SA = =2ram$oRsin ¢, (1.91)
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fa cual debe ser responsable del decremento en el fujo £ despuds de interactuar con los

osciladoves, Dividiendo la ec, (1.80) por la (1.91) y usando (1.109) y {1.110) parva eliminar

Ity o, tenemos un resultado clave, ademas, sorprendentemente sencillo
& 1,

= 2y, »
AT T (1.92)

Integrando esta expresion sc obtiene el flujo total de una onda de frecuencia § y amplitud A.

| R
F == 1.93
Tr (1.93)
Como cf promedio del cuadrado de ta onda es ((h17)?) = ,%A’ y solo existen dos compo-
nentes de hTT, distintas de cero, la ecuacién anterior es

= o ORI, (194)
Fsta expresion es invariante de Lorentz pero no de norma. Sin embargo como unu po-
larizacion puede transformarse por medio de una transformacion de Lorentz (rotacion),
esta expresion se aplica a todas las polarizaciones. Ademas, como nos da la energia por
unidad de drea se aplica a cualquier frente de ondas, plano o esférico, pues uno siempre
puede observar una drea tan pequeiia que la curvatura no sea considerable.

Hasta aqui, simplemente fiemos supuesto que la energia que poniamos ent {os osciladores
debia ser igual al decremento en su flujo. Sin embargo podemos argumentar que el flujo
asi construido es la tdnica definicién aceptable de energia para las ondas gravitacionales,
pues se demuestra que se conserva cuando se suma a otras energias al menor orden en hy,,..
Esto es importante pues al estar en espacio cuasiplano,al menor orden podemos construir
cantidades que se conservan, A ordenes mayores, lejos de la teoria linealizada, no cs tan
facil definir la energia local, pues la dependencia temporal en la métrica verdadera adquiere
niayor importancia. Estas cuestiones son de las mds fundamentales en relatividad, pero
afin asi nuestras ecuaciones funcionan aunque solo en teoria linelizada.

1.7 Deteccién de Ondas Gravitacionales

Del andlisis del efecto de las ondas gravitacionales en particulas fibres nos dimos cuenta
que se realiza un variacion.en su separacion , debido a su accion. Es como si una fuerza
de marea variable actuara en las particulas. Si la particula no es libre y en cambio esia
constrifiida a ser un constituyente de un cuerpo clistico, entonces la fuerza de marea
crearfa una vibracion en el cuerpo. Estos son los rudiinentos de un detector de ondas
gravitacionales,



CAPITULO 1. RADIACION GRAVITACIONAL

f S8
-~

1.7.1 Detector Resonante.

Considerese un detector ideal constituido de la siguiente forma: dos masas puntuales
estan unidas por un resorte de constante k, sin masa y con constante de amartiguamiento
» cuya longitnd sin enlongar es I,.  El sistema se encuentra sobre el cje  del sistema
coovdenado 1T con las masa localizadas en &y y g, En espacio-tiempo plano, las masas
cnmplen con las ecnaciones

mrygo = —k(ay - a2 + lo) = vz = 11) 0 (1.95)
mrgm = —k(xg -2y +lo) = w(xy ~ 1) (1.96)
definiendo
2k v
= (19 -2, -~ R = — R
{=(r-n-lo) wo= = 7= (197

y combinando estas ecuaciones obtenemos
Eoo + 2960 +wié =0, (1.98)

que es la ecuacidn normal para el oscilador armdnico amortiguado. Lo que ocurre cuando
una onda gravitacional pasa por éste es lo siguiente: Sabemos que en nuestro sistema
TT una particula libre en reposo continua en reposo atn después de que una onda incida
sobre ella, Suponiendo que los inicos movimientos en el sistema son producidos por la
onda, i.e. € = O(lo}h,|) < lo, entonces las velocidades de las masa serdn pequeiias y
podremos aplicar las ecuaciones de Newton en un sistema inercial, pero cono éste solo
difiere en O([h,,|?) de las coordenadas T'T, escogemos mejor este dltimo sistema, con lo
que las ecuaciones de movimiento para las masa son:

maioy = F + O(|hy, %), (1.99)

Ahora, la dnica fuerza no gravitacional que actua en cada masa es debida al resorte.
Como todos los movimientos son lentos, la fuerza que ejerce el resorte es proporcional a
su extension propia instantanea, medida usando la métrica,

Si la longitud propia del resorte es { y si la onda gravitaloria viaja en la direccion z
entonces

_ [ TF
W= [ W+ RO (1.100)
y para nuestro sislema
mzy00 = =k(lo = 1) = v(lo = 1) 0 (1.101)

mza00 = k(I = lo) = v(l = b)o (1.102)
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Figura 1.2: Dos particulas de masa m conectadas por un resarte ideal y sus lneas de
mundo durante el paso de una onda gravitacional. Aqui 8x(t) = o + £(t), bz s la
separacién total entre las dos wasas, Iy es la separacidn de equilibrio y £ el pequefio
desplazamicnto de la posicion de equilibrio.

Definiendo wy y 7 como arriba y

£ = 1-4 (1.103)
= fp-1~lp+ »h,f(x, ) + O(h,l?), (1.104)

obtenemos
ety =gt £~ %hff(zg ~ 1) 4 O(l?). (1.105)

Utilizando esto al restar las ec.(1.101) y (1.102) obtenemos

1 y
oo+ 2960 + Wit = -510113,500. (1.106)

correcta a primer orden en 477, Esta es la ccuacion fundamental del detector de ondas
gravitacionales y tiene la seucilla forma de un oscilador armdnico amortiguado,
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Se puede emplear un detector de este tipo coto detector resonante para radiacion
gravitacional de frecuencia fija (pulsares, estrellas binarias cercanas). Supongase

W = Acos (M, (1.107)
entonees la solucion para £ s
& = lcos(SU + ¢), (1.108)
con
R= ;loﬂz.‘l/[(w., - 0) 4 40732, (1.109)
tan ¢ = 290l (wp - 0). (1.110)

La cnergia de oscilacion del detector, al menor orden en A%7 ¢s
g 1z

1 1 1
E= §m(x|_u)2 + Em(z,p)’ + 5&5’. (L.111)

Para un detector que se encontraba en reposo antes que la onda arribara, tenemos que
T = ~220 = ~£o/2. Entonces

L = ;-:::[({,0)2 + wd€? (1.112)
= %mli’[ﬂ’sin’(ﬂl + 8) + wp cost (U + 8)). (1.113)
Ll valor medio de esta expresion ¢s el promedio sobre un periodo de 27/
<E>= :;-mll’,’(wg +0%). (1.114)
Donde <> denota promedios temporales. Para detectar un.;s fuente especifica cuya fre-

cuencia €0 se conace, se ajusta ) = wo para una maxima respuesta (resonancia), coino se
ve en (1.109). En este caso la amplitud serd

1
Ryesonante = ZIOA(Q/'I)' (1.115)
Y la energia de vibracion
Ersnante = o3 A% " (1.116)

il cocficiente (§2/7) con el faclor de calidad Q de una oscilacion , con 1/Q la fraccidn
promedio de energia de un oscilador, que pierde {debido a fa friccidn) en nn radidn de
oscilacion. Entonces @ = (/7) y en ¢l caso resonante

Errionante = '1'16"11302/1202- (1117)
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Detectores de Barvas

Michos detectores son barras cilindricas de gran masa en donde el resurte serd el co-
eliciente de elasticidad de la barra cuando se enlonga sobre su cje. Chando nra onda
incide, exita sus modos longitudinales de vibracion, Un detector commmuente consta de
barras de aliminio de dos metros de longitud y aproximadamente dos toueladas de masa,
que trabaja a frecuencias tipicas de alrededor de 107 Tz, Sus modos normales son mon.
itoreados por un transductor electromagnético, Una onda gravitacional altera los niodos
normales, cambiando su amplitud y/o su fase de vibracidn y el transductor monitorea cl
cambio resultante. Ademds, haciendo que los modos cuadrupolares de la anteua entren en
resonancia a la frecuencia de la onda, el detector almacenara una “memoria” de exitacion,
permitiendo tiempo extra para detectar la seiial. Asi, en lugar de observar solo un dato
instantaneo se puede integrar por largos periodos de tiempo para buscar canbios en la
amplitud o fase del detector.

Amplificador
Sistema de registro
BARRA || N y
RESONANTE _J l/ analisis de datos
Transductor -
Electromecanico

Figura 1.3: Esquema simplificado de un detector resonante

Los detectares de barras fueron inventados por J. Weber (1960); la primera generacion,
a temperatura del laboratorio, se desarrolld entre 1960 y 1976. La scgunda generacion,
barras a temperatura de helio liquido, se desarrollo de 1973 a 1988 y una tercera generacidn
de barras, enfriada a unos cuantos milikelvins cstd siendo desarrollada y operada en estos
momentos por una dacena de grupos en E.U., Europa, China, Japdn, Rusia y Australia,
La sensibilidad de ésta dltima serd adecvada para detectar grandes nucleos no esfericos de
supernovas en nuestra galaxia y en otras cercanas (hasta Andromeda). Sin embargo, se
estima que que el promedio de tales supernovas no es mayor de una cada diez afios. Los
‘detectores de barras son en la actualidad mas sensibles que los interferémetros prototipo
y lo serdn basta que el proyecto LIGO esté en operacion,
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1.7.2 Futuroes Detectores

En las dltimas ties decadas se ha realizado un gran avance tanto en la comprension as-
trofisica como en fa teenologia. Bsto hace cada vez mas posible la deteccion de las ondas
gravitacionales, Para tal objeto se han propuesto diferentes proyectos para detectar las
tres fuentes principales de ondas gravitacionales: las explosiones de radiacion gravila-
cional, las ondas periodicas y las ondas estocasticas. Las explosiones son emisiones que
duran un corto periodo de Liempo, unos cuantos ciclos. Entre la fuentes mas polentes
de explosiones se encuentran: el colapso de una estrella en una estrella de neutrones o
en un hoyo negro, coalesencia de binarias compactas y la caida de estrellas y pequeiios
hoyos negros en hoyos negros supermasivos. Las fuentes de ondas periodicas principales
son: estrellas de neulrones rotantes y estrellas hinarias. Las ondas estocdsticas son un
potencial estacionario aleatorio de fondo de ondas gravilacionales, Lste puede provenir
de Jas ondas gravitacionales primordiales o de la superposicion de la radiacion de la gran
poblacidn de estrellas binarias en nuestra galaxia y en otra.

La deteccién de ondas gravitacionales hasicamente se puede dividir en tres partes:
Detectores en la tierra, los cuales operan en la banda de frecnencia alta, (de 10,000 a 1
Hz). Detectores en el espacio, que operan en la banda de frecuencia baja (de 1 a 10-%11z)
y deteclores astronomicos los cuales operan en la banda de frecuencia muy baja (de 107% a
10-'8 Hz). Por la importancia que tiene para la fulura evolucién de la Geometrodindmica
aqui sv hard enfasis en los primeros dos.

Deteccion en la Tierra: El proyecto LIGO.

Un interferdmetro Jaser detector de ondas gravilacionales en su concepcidn mds simple
consiste en tres masas suspendidas por cables en los extremos de dos brazos ortogonales
(una “L") como se muestra en la figura . Una onda gravitacional empuja las masas en
vaivén una respecto la otra, cambiando la diferencia Lz - Ly, en la longitud de los dos
brazos del detector (cada brazo se encuentra sobre un eje), en una cantidad AL que es
proporcional a la longitud del brazo, L = (L; + 1,)/2, y a una combinacion de hy y hy
(los dos tipos de polarizacion de la onda gravitacional) {6] [5}

%ﬁ = [1/2(1 + cos? 0) cos 2¢)h, + [cos Osin2¢}hy = h

Aqui (0,4) es la direccion de propagacion de la onda, Por medio de interferometyia
laser uno puede obtener directamente AL/L y de su evolucién temporal, la combinacién
Hlamada h de hy(t) y hy(t) en la ecuacién anterior.

La interferomelria es lipicamente realizada en una de dos formas, Cada brazo se
opera como una linea de retrazo con el haz de luz rebotando de un lado a otro en el
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muchas veces, O cada brazo opera como una cavidad gigante de Fabry-Perot con una
finura de 10,000, Configuraciones opticas mas sofisticadas Hamadas reciclaje de banda
ancha, reciclaje dual y reciclaje resonante, tiene el potencial de mejorar en gran medida
la sensibilidad, e introduciendo “luz comprimida” en la parte oscura del interlerometio,
se puede obtener mayor sensibilidad adn.

Divisor del haz

-—

Laser> o

NN

IS

[j-s.“ Fotodetector

Figura 1.4: Esquemna simplificado de un interferdmetro laser de Michelson

Para la mayoria de las lentes de ruido del detector (sismicidad, gradiente de gravedad,
y ruido térmico), el ruido total desplazado AL en el interferometro es independiente de
la longitud del brazo L; entonces la sensibilidad en la onda gravitacional h = ALfL
se mejora agrandando la longitud del brazo. Interferdmetros detectores prototipo con
longitud de brazos de | a 40 metros se han desarrollado desde 1970, pero a partir de 1984
nn grupo de universidades de B.U. decidierdn construir y operar an gran sistema Hamado
“laser interferometer gravitacional-wave detector” o LIGO. El multimillonario provecto
se supoue estara listo en 1997,

Aliora, ta detecion inequivoca, en tierra, de rafagas de ondas gravitacionales necesita
ademds correlacion eruzada de dos detectores en sitios distantes. Por esta razou 1L.1GO
incluird dos detectores en fos E.U. muy apartados uno del otro. Para determinar la di-
veecion (0, ¢) de una fuente y para separar sus dos polarizaciones hy (¢) y hy (1) se requerira
correlacion cruzada de tres, y preferentemente cuatro detectores ampliamente separacos.
Por esta razén LIGO se apoyard en proyectos similares de Furopa, Japon y Australia cre.
ando asi una red mundial de detectores (la informacion del anguto de incidencia proviene
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o
o

principalmente de la diferencia de tiempos de arrivo de la misma caracleristica et un
frente de onda, en tres diferentes sitios y de los patrones cuadrupolires de antena de los
delectores). La sensibilidad que se estima alcanzaran los grandes interlerdmetios sera del
orden de 10°* a frecuencias alrededor de los 100 Hz.

Deteceidn en el Espacio: El proyecto MIGO.

Otro experimento propuesto para delectar ondas gravitacionales tiene hugar en el espacio
o5 ¢l proyecto MIGO: Michelson nllimeter wave Interferometer Gravilational-wave Qb-
servalory. Este prayecto pretende poner Lres naves espaciales en orbitas geoestacionarias
atrededor de la tierva y asi formar un interferdmetro de Michelson en ef espacio. 1l sis-
lema serd operado desde una base terrestre que proveera de una freciencia estandar de
alla estabilidad y el control de las sepales de datos ver figura No.1.5. Bl MIGO debera
operar en un rango de frecnencias de las andas gravitacionales entre 107! y 107* 112, De
acuerdo a estudios {3] debera aproximarse a sensibilidades de explosiones de radiacidn
gravitacional de alrededor de 10718, usando un interferdmetro de micronda con frecuencia
aproximada de 10'" Hz (A & 3 x 10-n) y longitud de brazos de aproximadameute 60,000
Km. Sin embargo, la sensibilidad se incrementard para ondas gravitacionales periodicas.

Qrbita
Geoestacionaria
e

Figura 1.5: Observatorio espacial MIGO (Michelson millimiter wave fnterferometer Gravi-
tational wave space Observatory).

La limitacion principal de la seosibilidad de MIGO es la estabilidad que cualquier base
terrestre ofrece, pero si la longitud de los brazos fuera exactamente igual, se cancelaria
cualquier inestabilidad. Asi, la contribucion en la inestabilidad de las frecuencias, que
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limnan la sensibilidad, se reducivia por un factor 5i’~ con 8/, la diferencia entre la longitud
de los brizos y L fa tongitud total de ellos. Las perturbaciones en fa longitud de los brazos
puede ser causada por fuerzas no gravitacionales como presion de radiacion y vientos
solares. Estos errores se podran eliminar con sistemas de arrastre libre o con mediciones
de éstas pertnrbaciones por medio de acelerometros de alta precision propuestos en el
experimento MIGO. Otras Tuentes de errores son ruido térmico, inestabilidad mécanica y
tértica de la antena espacial.

El Proyecto LAGOS.

Abajo de los 10 Hz aproximadamente, la sensibilidad de los detectores de ondas grav-
itacionales en tierra estaran limitados por gradientes gravitacionales newlonianos que
fluctuan. Abajo de 1 Hz el problema es tan grande que la deteccidn de ondas se realiza
mejor en el espacio. Hasta aliora la técnica principal para la deteccidn en la handa de
frecuencias bajas desde | Hz a 107® 1z ha sidola localizacién Doppler de naves espaciales,
pero usando interferometria dptica entre naves orbitando cl sistema soar, se obtendra una
mejor sensibilidad en ¢ futuro,

Duraute los primeros arios del signiente siglo el rastreo Doppler en la banda de fre-
cuencias baja serd vemplazado por detectores interferométricos volando cn o espacio. A
esté proyecto de la NASA se le ltama “Laser Gravitacional-wave Observatory in Space”
o LAGOS. El diserio tentativo de LAGOS consiste en tres naves espaciales, en la esquina
y los extremos de una gran £ con longitud de brazos de 10 millones de kilometros, ver
figwra 1.6, La nave central debera tener una orbita circular alrededor del sol con peri-
odo de un ano, Escogiendo apropiadamente la posicion de las otras dos naves se puede
mantener un angulo recto entre los dos brazos del interferémetro y mantener la distancia,
entre las dos naves en Jos extremos y la central. De hecho, las dos naves de los extremos
deben orbitar alrededor de la central con un periodo de un afio en un plano inclinado 60°
respecto del plano ecliptico. Un laser de un walt en la nave de la esquina mandara dos
haces de luz a través de telescopios colimadores del haz, de 30 centimetros de diametro.
Uno dirigido a cada nave en los finales de la L. Cada nave en lugar de regresar el haz con
un espejo, lo recibird, le enlazara uno propio y trasmitird la luz enlazada por fase desde
ese laser de regreso a la nave de la esquina. Ahi se podra aplicar la interferometria a los
dos haces rebotados, u otra Lecnica, de] mismo modo que en la tierra, para comparar sus
fascs entre si y con la que fue transmitida. Quizd el aspecto tecnoldgico mds complicado
para LAGOS es ascgurarse que, a pesar del golpeteo estocastico del viento y radiacién
solar, cada espejo del interferomelro, se mueva sobre una geodesica espacio-temporal (a
excepcion de los breves momentos en que la distribucién de masa de la nave es ajustada).
Il movimiento geodésico en el diseiio de LAGOS ¢s asegurado por un sistemna de arrastre
libre. Cada espejo se coloca sobre una masa de prueba, la cual es protegida del viento y
Ia radiacion solar por la misina nave que la rodea, La masa de prueba se mueve sobre una
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geadeésica ¢ la nave percibe su movimiento sin influenciarla (en la medida de lo posible),
La nave entonces enciende uno pegueios propatlsores para forzavse a seguir la masa de
pricha manteniendola siempre en su centro.

"
0
)
0

= /A—\j"‘/",/ @ La Tierra

)

*2Z- Perturbacion
de la onla

Gravitaclonal

T2 AlSol

LAGOS
oLISA

Figura 1.6: Observatorio espacial de ondas gravitacionales. LAGOS: Laser Gravitacional-
wave Observatory in space, o LISA

Cousiderando todas las fuentes de error, se ha calculado que para ondas gravitacionales
periodicas con tiempo de integracion de alrededor de un afio, LAGOS debe alcanzar
una sensibilidad capaz de detectar amplitudes de b ~ 10~%, en el rango de frecuencias
entre 107 y 10~? Hz, amplitudes alrededor de h ~ 102" a 10-% entre 10~ y 10~ Hz,
amplitudes alrededor de & ~ 107%? a 10~* entre | y 10~? Hz. Para ondas gravitacionales

cstocdsticas y explosiones de radiacion gravitacional LAGOS debe alcanzar sensibilidades
de alrededor h ~ 102! 4 10-% Hz, y entre h ~ 10~'8 2 10-%! entre 10~1 y 10-? Iz y entre
1y1073 Hz.
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Comparando la sensibilidad de LAGOS cou las amplitudes predicha teoricamente para
la radiacion gravitacional, a estas [recucncias LAGOS debera ser capaz de detectar ondas
gravitacionales de binartas galacticas, incluidas binarias ordinarias de seenencia prineipal,
binarias de contacto, variables cataclismicas, enanas blancas cercanas binarias y estrellas
de neutrones binarias, La sensibilidad de LAGOS podra deteclar posibles pulsos grav-
itacionales de la caida en espiral de objetos compactos en hoyos negros supermasivos en
nucleos galacticos activos y del colapso de objetos muy masivos formando hoyos negros,

Mientras que e ¢l proyecto LIGO se necesitan al menos dos detectores, en ol LAGOS
solo se necesita uno. La razon es que las ondas mas fuertes en la banda de frecuencias alta
de LIGO, son pequeiias rafagas que, pueden ser simuladas muchas veces al dia por fucates
de ruido que no se comprenden bien. Para eliminar tal ruido es necesario la correlacion
cruzada de los resultados de dos o mas detectores independientes. En contraste en la
frecuencia baja de LAGOS la mayoria de las més fuertes seiales de onda permanecen
durante bastantes ciclos (ondas periodicas de sistermas binarios, ondas de frecuencia del
barrido de objetos cayendo en espiral a un agujero negro, ondas estocdsticas del Big-
bang).Tales sciales no son facilmente simuladas por ruido.

LAGOS y el proyecto LINE-SAGITTARIUS descrito en el siguiente parrafo se han
combinado en un solo proyecto de la IESA (European Space Agency), lamado LISA (Laser
Iuterferometer Space Antenna).

El Proyecto SAGITTARIUS-LINE,

Otro experimento, orbitando la tierra, propuesto para detectar ondas es SAGITTARIUS
(Spacebarne Astronomical Gravitational-waves Interferometer Testing Aspects of Rela-
tivity and Investigating Unknown Sources), tambien llamado LINE (Laser Interferometer
Near Earth), Constara de 4 6 6 satelites orbitando la tierra en orbita geocentricas circu-
lares a 600 000 Kin de altitud, formando un interferometro en el espacio; estaran en los
tres vertices de un triangulo. La longitud de brazos de este interferdmetro sera de aprox-
imadamente 1 millon de km. Dos naves cercanas correspondientes a la masa central del
interferometro laser de la figura (1.4) y las otras dos correspondientes a sus masas finales,
cada una sera localizada por una de las naves centrales, Una configuracidn alternativa
propuesta con dos naves en cada vertice def triangulo. Cada nave estarfa cquipada con
acelerémetros muy precisos y propulsores de iones capaces de proporcionar muy pequeiios
impulsos,

Las sefiales laser propagandose en un brazo del interferometro generadas desde uno
de los salelites centrales y regresadas transponderadas del satelite final correspondiente,
serdn comparadas con la seital original en la nave central. Cuando una onda gravitacional
alraviese al mismo tiempo, por ejemplo perpendicular al brazo, se producira un corrim-
iento Doppler dv, en la frecuencia v del pulso del {aser %‘ ~ I, donde h es la perturbacion
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métrica de la onda gravitacional. De la integral del tiempo de la diferencia entre fas dos
&5
sefiales Doppler uno obtendrd a fase relativa del interferémetro ‘~‘—~1 = 2a(byy - dm).

Para ondas gravitacionales periodicas y un tiempo de integracion de alrededor de cua-
o meses, se ha estimado que SAGITTARIUS aleanzard una sensibilidad correspondiente
a amplitudes del orden de h ~ 107 en el rango de frecuencias entre 1071y 1077 He,

De acuerdo a Ja teoria general de Ia relatividad, SAGITTARIUS serd eapaz de detectar
ondas de algunas estrellas binarias conocidas con frecuencias de alrededar de b ~ 10-%
v de algunas fitentes probables tales como, estrellas de neutrones binarias, hoyos negros
binarjos, enanas blancas binarias y de algunas fuentes estocdsticas exoticas tales como
loyos negros superimasivos en micleos galicticos.

Localizacién Interplanetaria Doppler.

Considerese una sefial clectromagnética que se envia de un punto A, la Tierra, a un
punto I3, una nave espacial orbitando en el sistema solar y es reflejada de regreso al
punto original A. Si en el mismo tiempo una onda gravitacional con longitud de onda
del orden de Ja distancia entre la tierra y la nave se propaga cntre el punto A y ¢l
punto de reflexién £, entonces se producirin oscilaciones en el corrimiento Doppler de Ja
radiacion clectromagnética recibida, Las oscilaciones en el corrimiento Doppler tendran
wia magnitud relativa 5" 2 k77T, con v la frecuencia de la onda clectromagnética y h la
pcrturbamon meétrica en la norma sin traza, transversa,

En la practica, la localizacion Doppler de naves espaciales en el sistema solar utiliza
mia frecuencia estandar de alta estabilidad en la tierra (un reloj maser de hidrogeno) para
¢l control de las ondas electromagnéticas emitidas. Se refleja la onda desde la nave, con
una fase coherente, y se compara nuevamente la frecuencia de la onda recibida con la del
teloj en la tierra, La localizacidn Doppler en el espacio trabaja en el rango de frecuencias
de ondas gravitacionales entre 10~} y 10~* 11z aproximadamente. Se han hecho mediciones
preliminares con el Vicking, Voyager, Pioncer 11y 12 con el ULYSSES y el GALILEQ y
se realizaran en la mision CASSINL

La fuente principal de error en este tipo de experimento se debe a la densidad de
fluctuacioén de plasma interplanetario, que produce fluctuaciones en la dispersidn de las
ondas de radio y en consecuencia, oscilaciones en ¢l corrimiento Doppler. Esto se puede
reducir utilizando frecuencias de localizacion en la banda X (10 GHz) en la nave GALILEO
y localizacion en la banda K en CASSINI.

Con la mision GALILEO y CASSIN! {a sensibilidad de explosiones de radiacién deben
ser mejores que ~ 1074 y ~ 10718 respectivamente en el rango de frecuencias entre 10-2
y 1074 Hz. En el futuro ta sensibilidad se mejovara hasta b ~ 1017,
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A pesar de todo, los detectores en el espacio no compiten con detectores basados en
observaciones asrtrondmicas., tratando de encontrar ondas con {recuencias nwiy pequeias
(como la radiacidn de fondo producida en el universo temprano). Entre los detectores
astronditicos mas sensibles estan los pulsares de milisegundos, en particular ol pulsar
PSR 1913416 %, y el retardo entre diferentes imagenes en lentes gravitacionales.

Finalmente es de esperarse que cuando las ondas gravitacianales puedan ser detectadas
se efectiard una completa revolucion en la astronomia y se ampliard profundamuente nues-
tra comprension del universo puesto que nucha de la informacion que recibimos de él (a
través de luz, neutrinos, ondas de radio) se pierde en su trayecto a la tierra, Esto no
ocwitird con la informacién que obtengamos de las ondas gravitacionales debido a sy gran
poder de penetracion. Se podrd conocer desde el comportamiento del universo a escalas
del liempo de Planck (107* seg) hasta lo que ocurre dentro de un agujero negro, en fin
las detecciones que se planean con LIGO, MIGO, LAGOS y los demas delectores, nos
darin un mayor entendimiento del universo cuando se confirmen,

De liecho la observacion de Ia coalecencia ens el pulsar binatio PSR 1913416 concuerda con la teoria de
Einstein con solo el 1% de ertor. Como este feniomeno astronomiico solo ¢s explicable debido a la emision
de radiacion gravitacional, esta es la unica evideacia indirecta de la existencia de ondas gravitacionales.
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Capitulo 2

Ondas Gravitacionales con Rotacion

2.1 Introduccién

i electrodindmica, la generacion de ondas rotantes electromagnéticas es un cfecto que
se puede explicar con mucha exactitud, y su observacion experimental es un fendmeno
comin en el laboratorio. Pueden crearse estableciendo un campo de radiacion electro-
magnética en una guia de ondas cilindrica, de tal forma que la onda viaje alrededor del
eje de la cavidad coaxial [7). El confinamiento del campo electromagnético en la regidu
anular se debe basicamente a la posibilidad de movimiento relativo de cargas positivas
y negativas en las paredes cilindricas de la cavidad. En una configuracion similar, las
ondas gravitacionales podrian dirigirse interiormente, sobre ¢l eje de simetria y, a la vez,
exteriormente, hacia el infinito. Para construir un andlogo gravitacional de las ondas
rotantes electromagnéticas, es mas sencillo si excluimos las paredes de la cavidad y de-
jamos que el cilindro interno se reduzca al eje de rotacion y el cilindro externo resida en
el infinito. En este capitulo consideraremos las soluciones en el vacfo de las ecvaciones
del campo gravitacional correspondiente a esta imagen intuitiva, Se mostrard, explicita-
mente, que las soluciones de este Lipo existen, pero acompailadas de singularidades en
la curvatura. Ademds las ecuaciones del campo electromagnético son lineales, por eso
podemos expresar una onda rotante electromagnética en el vacio como la superposicion
lineal de ondas planas familiares, mientras que una descomposicidn similar no es posible
para el caso gravitacional debido a la no linealidad de las ecuaciones del campo. Es esto
lo que complica la interpretacion fisica de ondas gravitacionales con rotacion.

En la seccion 2.1, veremos brevemente propiedades y teoria de las ondas Beck-Einstein-
Rosen, y tambien se discutira la posibilidad de derivar estas soluciones con dos estados
de polarizacién. En la seccién 2.3 se obtienen, una generalizacién del elemento de linca
de Beck-Einstein que incluye el caso con rotacidn y las ecuaciones del campo para este

35
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caso. B las secciones 2.4 v 2.5 se presenta una solucion aproximada v ouna exacta,
respectivamente, que deseribe Ja propagacion de ondas gravitacionales con yotacion en
el vaciv, La solucion exacta contiene dos funciones arbitrarias que dependen del tiempo
avanzado y retardado, respectivamente. Estas finciones se pueden fijar exigiondo que la
ondla posea una forma realista patticular. Se mvestra gue la rotacion de las ondas conduce
al arrastye de particulas libres que se mueven en este campo gravitacional. Finalmenteen
la seccidn 2.6 se discute la estructura de las singularidades que acompanan a este tipo de
ondas gravitacionales asi como su significado fisico.

2.2 Ondas de Beck-Einstein-Rosen

En 1925, Beck [8] descubrio una clase de soluciones exactas, con simetria cilindrica, para
las ccuaciones del campo gravitacional, Lo hizo transformando los campos de Weyl usando
variable compleja. Interpretd estas soluciones como In representacion de ondas gravila-
cionales cilindricas. Lsta clase de soluciones fue redescubierta y estudiada en 1937 por
Sinstein y Rosen [9] como un ejemplo de ondas gravilacionales no lineales, Investigaron
las condiciones para la existencia de ondas estacionarias y progresivas. En el caso de
ondas progresivas, se dicron cuenta que el eje de simetria era una singutadidad, pero que
se podia evitar el problema si se localizaba la fuente e ondas gravitacionales en el cje.
Desde esa epoca se han hiecho grandes esfuerzos para darles una interpretacion fisica a
este tipo de soluciones [10] - [16] y de acterdo a las investigaciones realizadas, las solu-
ciones de Einstein-Rosen describen el campo exterior de un cuerpo con simetria cilindrica
cmanando ondas gravitacionales de un solo estado de polarizacién.

Después Jordan, Eblers y Kundt [17) e independientemente Kompaneets [38] han gene-
ralizado el elemento de linea de las ondas cilindricas para incluir el caso con dos estados
de polarizacion (investigaciones recientes s¢ han dedicado al caso en que la polarizacion
es arbitraria). El elemento de linea correspondiente se puede escribir

ds? = —e®0 VI 4 "M (e?dp? 4 pPd?) + €2 (dz + willp)? (2.1)

donde ¥, v y w son funciones de p y ¢ solamente. Aqui t es una coordenada temporal,
p ¢s una coordenada radial que indica la distacia al eje de simetria, ¢ denota el angulo
azimutal en un plano horizontal normal a este ¢je y z mide la distacia sobre el mismo.

En los dltiinos anos se han desarrollado varios métodos para generar nuevas soluciones
de una que ya es conocida [20]. Esto significa que uno puede usar las téenicas de gene-
racion de soluciones para obtener soluciones del tipo (2.1) con estados de polarizacidn
diferentes (w # 0), empezando con la solucién de Finstein-Rosen (w = 0). De hecho,
esta analogfa se ha usado por Chandrasekar, Ferrari e thafiez [19) para generar algunas
soluciones cilindricas especificas, las cuales representan colisiones de ondas gravitacionales
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con diferentes estados de polarizacion.  Las ecuaciones de Finstein pava ol elemento de
Ihea (2.1) con un estado de polarizacion (w = 0) conducen a una ccuacion lineal para i
{veree.(2.2)] para la cual se puede encontrar su solucion general como wna snma mfinitade
soluciones particulares. Entonces, uno puede usar la solncidn general de Finstein-Rosen
como métrica generatriz y usando las téenicas para generar soluciones, obtener la solucion
general de onda con estados de polarizacian diferente.

Lo que haremos aqui serd investigar una generalizacion del elemento de linea (2.1) que
incluya el caso de fuentes rotando y ondas gravitacionales. Para simplificar el andlisis
teataremos el caso de ondas gravitacionales con un solo estado de polarizacion,

2.3 Elemento de Linea y Ecuaciones de Campo

Las ondas gravitacionales cilindricas se caracterizan por la existencia de un grupo de
movimiento de doble pardmetro con dos vectores de Killing tipo espacio digamos € y 1.
Las simetrias asociadas con los vectores de Killing significan que ¢l sistema es invatiante
bajo rotaciones alrededor del eje de simetria y translaciones sobre el mismo o sea p =0,
Sea o un angulo azimutal alrededor de este ¢je y z la coordenada medida sqbre él, Entonces
£=0]dpyn=0]/0z Sileslacoordenada temporal, para asociar al clemento de linea
eon el de una fuente rotante entonces se debe cumplir grp # 0 lo cual significa que la
rotacion es alrededor de p = 0, el ¢je de simetria. Bajo esta suposicion el elemento de
linea se puede escribir de la siguiente manera

ds? = — Bdt? 4 2kdtdp 4 2mdpdt + Adp® + Cdz? 4 2pdzdp + 2 Ddp? (2.2)

donde todos los coeficientes son funciones solo de p y ¢. En lo siguiente consideremos el
caso especial en ¢l cual los vectores de Killing € y 4 son hipersuperficie-ortogonales i.c.
p=0cnlacc (22). También exclniremos cl caso de ondas gravitacionales con dos
polarizaciones.

Considerese la transformacidn de coordenadas
p=F@\t) vy t=G(\l) (2.3)
introduciendo estas mievas coordenadas en el elemento de linea (2.2) y exigiendo
=0y g,=0 (24)
obtenemos (quitando de una vez las primas)

BG,Fp 4 m(GyFp + FuG) ~ AGyF =0 (2.5)
G,=0 (2.6)



338 CAPITULO 2. ONDAS GRAVITACIONALES CON ROTACION

respectivamente y la condicién de integrabitidad

siempre puede ser satisfecha pava m y A arbitraria. De acuerdo a esto ol elemento de
linea toma la forma

ds? = = Bdt® 4 2edtdy + Adp® 4 Cdz? 4+ 2Ddg? (2.8)

Este elementy de linea general es invariante bajo transformaciones de coordenadas de la
forma

U'=F1t) p=Gp) e=p+fl) 2'=z+cle (2.9)
donde F, G y [ son funciones arbitrarias de sus respectivas coordenadas.

Lo que falta solo es introducir el tensor métrico (2.8) en las ecuaciones de Binstein
para el vacio y buscar solucién para el sistema resultante.

En el caso general cuando los cocficientes de la métrica son funciones de p y de ¢, no
s¢ conoce ninguna solucidn exacta. Las técnicas para generar soluciones no se aplican
a osle caso pues generan el término cruzado ¢, pero no el g,. Entonces tenemos que
analizar las ecuaciones de campo explicitamente. Las componentes del tensor de Ricci de
(2.8), diferentes de cero, se puede escribir en nuestra notacion (29, &', 22, 1%) = (I, p, 2,9),

como
Mo _ 1 (C\ _ LA _ (B
5 c(a).‘ A[(a)., (a),,]
B/D, 103 ‘
-;(?‘) +~J C(B,,,n,,, ADHE) +=Zh . (210)
Zﬁﬂ-_ﬁﬁ_l)_ﬁ L e -
& a(a . c( Y a(&)( 5AcE MeCa = AiCo)
1A 16,C,
+-2'g§-6:(30 - BD,) + ‘g“‘c‘“a . (211)
Moy (ky) L Ak(Dy\ 1Ak
Uy 1(Cp\ |, DYrAN _(Bo\ | B (Ds\ _ok (ke
5 - c(a),,“”a[(a),, (3),]-5(3),-% 3 )
1A 13
- ":{'E(B,po,p AlD,(+l~ -ng (2.13)



24, APROXIMACION A PRIMER QDN 39

antm - (I\'l)'p ‘: I.)k.,.) . (l“)
(¢ a {
Wity 4D (Coy _(Ca) A0y (s Co Di GGy,
"o (5). (a Jgwamorlatet 1))+ s \e o)
240ty D, f\_{)_ DJ) 1 -/_\_/2 T R
P ( & ).p e (6 « @ C (B = AuDa 4 1p): (216)
. A 1/2

Aqui a=BDHR  y  a=[a(BD+ k’)] . (2.17)

Para el caso del vacio, de las ccuaciones (2.12) y (2.16) obtencmos
22 (DR — k) = (M) =0. (2.18)

& & 0

La ecuacion anterior y la cc (2.14) se pueden integrar y resulta (/ = cle. de integracion).
kD, - Dk, =la, (2.19)

En el caso general del elemento de linea (2.8), la solucién exacta no se conocia, Para
obtener algin indicio respecto a la estructura de las ecuaciones del campo se investigd
primero la posibilidad de obtener soluciones aproximadas y despues regresar al caso origi-
nal. Esto se mucstra en las siguientes secciones.

2.4 Aproximacion a Primer Orden

Consideraremos ahora el caso de una fuente gravitacional con lenta rotacion. Esto significa
que podemos expandir el elemento de linea (2.2) en potencias de un pardmetro pequeiio,
€ < 1, el cual se relaciona con la velocidad angular de la fuente [21]. Suponiendo que
B = A, obtencemos de (2.2), a primer orden en ¢, la siguiente métrica

ds? = (Ao + Ay )(dI? — dp?) - 2ekdidy — (Co + €Cy)dz? — (Do +Dy)dg®  (2.20)

lin el caso limite € = 0, obtenemos de (2.20) el clemento de linea de Einstein-Rosen. Las
ccuaciones de campo, entonces, se pueden escribir como (D = p*/Co)

A y G
Aoy = 3 (0Cip = 200C, + pCR),  Avc= Avg{nCo, = Co),

1 c;, C?
CO.M‘ - CO,H + ;Co,,. - ”E)gf + -bg(;-" = 0, (2.2“)
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O introduciendo en ¢l elemento de linea (2.20), Cy = €*, Ag = A7 y Coly = p* nos
conduce a las ecuaciones del campo

1 g ,
d',pp + ;'/’.n - d’.“ = 0! T = /’("}"Ip + wf()\ = 2/"".[“4['." (2'22)

Con las notaciones introducidas anteriormente vemaos que a orvden cero el elemento de
linca (2:20} coincide con el de Einstein-Rosen con w = 0 [ec. (2.1)]. Entonces, las
ecuaciones (2.22) corvesponden a las de Einstein-Rosen y sus soluciones describen ondas
gravitacionales con un estado de polarizacion.

ntroduciendo 1es,(2.22) en las ecnaciones del campo y expandiendo en series de
Introduciendo las ecs.(2.22) en las ecnaciones del campo y expandiendo ies d

potencias de €, oblenemos a primer orden en € ¢l siguiente conjunto de ecuaciones dife-
renciales,

L, \ 2, Ci
Crop ;c.,,, - Cru+ -é;(Co.sC»,. = Co,C1p) + 5;5(63,,, -C3) =0,

- A Cl,( AOC(“ .
Al.( = Avo'(+ Co,(AO"+ C()’ [ﬂCnChn-{ CI(CO 2/'00,{:)})
A C A :
Ap= ;—1—;‘.‘10,,, - 2'6—,';110,,, - ‘CT:[C[C(),,. = Cl.p(ﬂcﬂ,p - CU) - prC”}’ (223)
[
Fopp = ki et c2 )k —~2f) =0
PP p w 2Cg Gp 0,¢ > 1
o2 _Calur oo
koot ,,‘-‘ T (pk, —2k) =0,
con
Di=g/Ci, 'y k=kCo (2.21)

Como las funciones Ag y Cy se supone son conocidas, Las ecs.(2.23) representan un sistema
de de ecuactones diferenciales para Ay, Cy y k. Se puede demostrar que las condiciones de
integrahilidad de este sistena de ecuaciones son satisfechas por (2.21) y (2.22) . Buscando
una solucién simple del sistema (2.23) encontramos

Ay = ady, C = bCq, (2.25)
f= i (hotso [ Sod
=p 0+«90/”;';ﬂ , (2.26)

donde a by sy son constantes de integracidn y ko(t) es wia funcién arbitraria del tiempo.
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Para investigar el significado fisico de las constantes de integracion debemos notar que
las ecuaciones de perturbacion (2.23) se descomponen en, wna parte de Einstein-Rosen
perturbada vy uua parte ratacional. Las reunaciones de Finstein-Rosen (2.22) pernianecen
inalteradas curando Ag y Co, son rewplazados por (4 Ag v CeCy, donde ¢, ¥ (e sou con-
stantes reales difeventes de cero. Entonces (4 = 1+ ca y o = 1 + ¢b dan mua solucién
trivial a las ecuaciones de Einstein-Rosen pertnrbadas. Ademads la solucion general (2.26)
de la perturbacion rotacional tiene una parte trivial correspondiente a la transformacion
de las oudas Finstein Rosen en un marco de referencia que rota lentamente con frecuen-
cia eko(f). Entonces, la inica solucidn no trivial esta caracterizada por el parametro de
rotacion so.

Ahora, considerese el movimiento de una particula de prucba en este campo. Como ¢
es una coordenada ciclica, la primera integral correspondiente se reduce a

g = kil + Do(l = eb) ¢ (2.27)

donde p, es el momentoangular de la particula de prueba. Aquiel puntoindica derivacion
respecto del tiempo propio de la particula de prueba. Se deduce entonces que atin para
Pe = 0 la particula adquiere una pequeiia velocidad

do — ky _ y ¥ . ;
R (Ag +50/de , (2.28)

cuando se mueve en este campo. Entonces, hemos visto que las constantes a y b estan
relacionadas con la solucién Einstein-Rosen perturbada, &y y so determinan la velocidad
angular de la particula y sy esta relacionada con el momento angular de la fuente,

2.5 Una Soluciéon Exacta

Para encontrar solucién al sistema de ecuaciones que resulta de las componentes no nulas
del tensor de Ricci (seccién 2.3), definiremos

BD=A- -{E-i 2.29
= ik (2.29)
Lsta eleccion especial se determind al analizar la forma de la solucion aproximada dada en
la seccion anterior, y del hecho de que la métrica de Minkowski en un marco rotante, debe
estar contenida en la ec (2.2) como un caso especial trivial. Nuestra cleccion (2.29) reduce
las clases de soluciones que podemos obtener pues representa una relacion algebrdica fija
entre la mayoria de las funciones que componen la métrica. Introduciendo la notacion

C=c¥, D=ple¥, A=09  L=wpie®, (2.30)
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el elemento de Hinea (2.2) se transforma en {22
ds? = 0N~ dp?) + e (wdl 4 dp) 4 eMdz? . 2.5)

Haciendo uso de las ec. (2.29) y (2.30) las ccuaciones del campg en ¢l vacio dadas en la
G

. seceion 2.3, se reducen al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

(11.0).p = (p¥2e) g = 0, (2.32)

{ D
Joa = fop = 5Wo =0 I=cte. , (2.33)
w, = ey (2.34)

1 ; ' .
2o = g Aioliton + hac+ 2007 + U] = 2o+ b)) o (239)
w B

1
L {italitan + o+ 20% + 8] = 200Gt + 200,80} . (236)
W B

La condicion de integrabilidad para la funcién 7 es equivalente a las ec. (2.32), (2.33)
y (2.34). De (2.34) la funcién w puede ser determinada una vez que § y pt se conocen,
Haciendo | = 0 y cligiendo st = p como solucion de (2.33), las ecuaciones del campo
(2.32), (2.33) y (2.34) se reducen a (2.22), o sea, al caso Einstein-Rosen, En este caso w
es una funcion arbitraria de ¢ {a cual puede ser climinada del elempento de linea (2,31),
introduciendo un nuevo angulo azimutal. Entonces el caso especial # = 0 nos conduce
al elemento de linea deEinstein-Rosen en un marco rotante, Consecuentemente exiginos
aliora que I # 0, Para analizar este caso general, es util introducir o tiempo “retardado”
u y el tiempo “avanzado™ v como u =1t -~p y v=1+ p. Las ecuaciones de! campo
(2.32-2.36) se transforman en

(uho) + () =0, (2.37)
P
o = g€ =0, (2.38)
Wy —wy =lep (2.39)
! 2
T = 2"'“(1‘.“ +2ndy,) (2.40)
1
To = -2-[;:(;‘..." +2u9) . (2.41)

Las ecuaciones (2,37, 2.38) y (2.40, 2.41) son acopladas. Calculando las derivadas parciales
de (2.38) respecto a u y v y compardndolas con (2.40) y (2.41), obtenemos
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DR = e = g gt Ut (2.4)

2/'1‘#”1 = :‘I",.‘p = Mgt l‘l‘,vl‘,urlr(I‘.ul-)u‘ . (2.13)

Introduciendo estas Gltimas ecuaciones en la ec. {2.37) se obticne una ecuacién diferencial
parcial de cuarto orden en pt la cual se satisface idénticamente si gyt es una funcidn separable,
es decirsi p = a(v)d(u). En este caso especial las ecnaciones de eampo restante se pueden
integrar imuediatamente. Bl resultado es

p=af,

3. a
=% n= DY
#=\zg (2:40)

t, (8
7= ;lll [,‘i(aﬁ)aa.uﬂ,u] ’
Wy =Wy + %a-"ﬂv“ *

El sistema anterior representa una solucion de las ecuaciones del campo para valores
arbitrarios de « y §, funciones del tiempo avanzado y retardado, respectivamente. fLa
funcion w de la métrica esta dada por una ecuacion diferencial a primer orden la cual
deteruinara w médulo una funcidn arbitraia wy = wo[(it 4 v)/2) = wo(t). Esto significa
que en cada punto p = {u ~ v)/2 = cte, se puede escoger wo de tal forma que w se anule.
Fisicamente esto significa que en cada punto del espacio es posible introducir un marco
de referencia que rota junto con la fuente gravitacional.

2.6 Acerca del Significado Fisico de la Solucion

Introduciendo Ia notacion
a = cxp {-— 3/2 V(v)} y f=exp {—-\/575 U(u)} (2.45)
la funcién # toma la forma
P =Ulu) = V(v). {2.46)

Elsignificado de esta ecuacidn es que la funcion i representa la superposicion de una onda
que entra y una onda que sale. Como U y V son funciones arbitrarias siempre es posible
crear una forma realistia para la onda. Como los términos restantes de la métrica se dan
en funcidn de U y V, estos también se pueden construir para describir ondas realistas.
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Entonces ol caracter de onda de la solucion es claro. También notamos que la funcidn ¢
satisface la ccnacidn esealar de onda en el espacio-tiempo descrito por la solucion (2.14),
ie.

(V=g0"" ) =2 () + ()] = 0, (247)

donde g es ¢l detertninante del tensor métrico. El lado derecho de la ecuacién anterior es
equivalente a la ecuacién para ¢l campo (2.37) que se satisface por la funcion ¢, la cual
entonces se puede interpretar como el potencial de onda escalar.

2.6.1 Propagacién y Rotacion.

Del tensor de Riemann es posible formar 14 escalares cuadraticos funcionalmente inde-
pendientes de los cuales solo cuatro son diferentes de cero en el vacio (23] [24). Cal-
culando estos para la solucion especial (2.44) encontramos que todos se anulan aunque
Rsxar # 0. De acuerdo a Bel [24), esto significa que esle espacio-tiempo describe campos
gravitacionales libres. Fisicamente esto se explica de la siguiente forma. Considerando
el tensor de curvatura como la intensidad del campo gravitatorio, podenios argumentar
que ¢l frente de una onda gravitacional, corresponde a una discontinuidad en el tensor
de Riemann, esto es, una onda gravitacional se puede considerar como una perturbacion
del tensor de Riemann viajando en el espacio, De acuerdo a Pirani [25] un observador
podra “localizar” el campo gravitacional si su veclor de 4-velocidad coincide con alguno
de los vectores principales del tensor de Riemann. Ademas un tensor de curvatura cuyos
‘invariantes independientes se anulan pertencce a los tipos N o Il en la clasificacién de
Petrov [24]. Una investigacion més detallada del tensor de curvatura correspondiente a la
solucion (2.44) muestra que pertenece al tipo [Il de Petrov. Como el vector principal de
un tensor de curvatura del tipo [l es un vector nulo, conclnimos que un observador puede
localizar la perturbacién solo si él se mueve con la velocidad de la luz. Esto significa que
la perturbacion viaja con esta velocidad, i.e., es una onda gravitacional,

Para demostrar la rotacidn de la onda gravitacional se podria utilizar un método co-
variante que consiste en comparar el arrastre de marcos inerciales, durante el paso de
un pulso de onda, con un marco inercial situado en infinito, Desafortunadamente, en
este caso especial no existen marcos inerciales en infinito pues ¢l espacio-tietnpo no es
asintSticamente plano, Una solucién a este problema es analizar [a influencia de una
onda en una particula de prueba que se mueve libremente en este campo. Entonces,
consideramos el comportamiento de las primeras derivadas diferentes de cero, de las co-
ordenadas espaciales, cuando el estado inicial de la particula de prueha se establece, por
cjemplo como el estado de reposo, esto es; p = 2 = ¢ = 0, El punto representa la derivada
respecto al tiempo propio 7, de la particula de prueba. Como estamos interesados en la
rotacion de la particula, calculamos solo la componente ¢ de la ecuaciones geodésicas. Un
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caleulo divecto nos conduce a

P L.L Uy - )l;'.
CESAD\TE T
- K . 3 .
= wu"“’"”{( §~ l) f—:;‘— - ( 3+ l) %1‘- (L =wPple )t
Viaw | B 301 0y 3 1 %’j.u Wi Wy }(.) o
X[‘l(a,u * /3,..)+( 2+'l a 2 2} 3 w 248)

Asi mismo ¢3 se anula cuando g, = 0, ie., en el caso de ondas gravitacionales de Etustein-
Rosen. En el caso general gy, # 0, la particnla de prueba se acelera en la direccidn o,
durante el paso de la onda gravitacional; este es el arrastre de los wmarcos inerciales. Esta
aceleracidn no covariante desaparece solo cuando el término cruzado gy, se anula. latro-
duciendo el valor explicito de 4 de la ec. {2.44) en la ec. (2.48) vemos que 3 desaparece
tambén para ! =0 lo cual concuerda con las ecuaciones del campo (2.32- 2,36) pues ellas
condujeron a las soluciones de Einstein-Rosen en este caso especial. Consccuentemente, {
esta relacionada a la velocidad angular de la onda, Entonces se pucde considerar esta ten.

dencia de arrastre de una particula de prueba en este campo gravitacional como resultado
de la rotacidn de la onda.

Asi se ha demostrado que la solucidn exacta {2.44) con sus dos funciones arbitrarias,
describe la propagacion de ondas gravitacionales con rotacion. .

2.6.2 Singularidades.

Para investigar Jas singularidades de la solucion (2.44), analizaremos la curvatura medida
por un observador que se mueve sobre una geodésica, Consideremios las ecuaciones para
la geodédsica tipo tiempo. Para simplificar usaremos nuevamente coordenadas cilindricas
y la notacién dada en ta ec. {2.30), entonces

pe = ki 4+ D¢, {2.49)
m=Cz, {2.50)

113; .'..n.i = Ali® ~ p? 9
D + C b1= ’l(l ), (‘"5”

. ; . ;L ; 2 P
2Ap 4 At + A p? 4 24,40 — 2pow ot + (%— + -I—)-) =0, {2.52)
! W
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aqui p ¥ m son constantes que representan las componentes del nowmento angular para
una particula de prueba en la diveccién ¢ y 2 respectivamente. Para simplificar, hagamos
el montento angnlar p, v la velocidad icial del observador, en la dircecion 2z, coro.
Fntonces la simetria del campo requiere que el movimentose de en un plano perpendicnlar
al eje de simetiia (plano cenatorial), entonces m = . lwtroduciomdo fa ec. (2.51) en la
ec.(2.52) obtenemos

o A
—(Ap)+~£=0. 2.5:
-(‘r(.‘\p)-i- 1 0 (2.53)
haciendo

Ap=g",  g=9ln), (2.54)
encontramos la solucion general de la ec. (2.53) en la forma
A=h?-g*, h=h{t). {2.55)

Aqui h y g son funciones arbitrarias de las coordenadas correspondientes. Como 4 esta
dada en término de a(v) y A{u), la ecuacién (2.55) representa una condicién en los posibles
valores dear y 7. Se puede demostrar que esta condicidn se satisface al menos para algunos
valores especiales de a y /1. Mas adelante daremos dos cjemplos.

La ecuacidn restante para { se puede obtener de (2.51), entonces

i=h/A. (2.56)

Asi hemos visto que existen geoddsicas tipo tiempo en ¢l plano ecuatorial,

Podemos identificar el vector de cuadrivelocidad del observador con ol vector tipo
tiempo Ay, de una tetrada que lleva ef observador y se propaga paralelamente sobre la
geodésica. Las componentes espaciales restantes de {a tetrada pueden ser caleuladas dela
condicion de queé son ortonarmales a Mo ¥ satisfacen la ecuacion del transporte paralelo
sobre la geodésica tipo tiempo con vector tangente A’(‘o). Entonces vemos que el vector tipo
tiempa de esta tetrada puede identificarse con el cuadrivector de la particula de prueba
Moy = u* = ({,$,0,¢). Entonces

Moy= A7k, g, 0, ~kh/D),
M= (M Mubfa, 0, ) | (2.57)
My = (0,0, C7V* 0y,

M= (M Myhla, 0, Xy) |

en donde fas componentes MY, A}, My, Xy pueden caleularse explicitamente to-
solviendo las ecuaciones correspondientes para el transporte paralelo.
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La curvatura medida por este ohservador respecto a su tetrada propia es una cantidad
invariante la cual se puede nsae para obterer informacion acerca de las singularidades.
Calculando solo una componente del tensor de Rivmann encontramos

1t {a\" G192 kM VG - 9y J
[('m)““u"g):‘--l-é ﬁ (ﬂ[f) {(l ﬁ'f))"—"‘T—(l ()*J)——T-(I

Q iy,

2 Ve 2 .
_{i- (‘—;-) (o)™ [("Jﬁi-‘))(’f - _‘})97' + (V6 = 0)(h + !I)%‘] }(2-53)
‘ ! a.u J)

RN

vemos que la solucidn (2.41) presenta singularidades en cualquiera de las hipersuperficies
determinadas por

a=0, =0, a,=0, f,=0. (2.59)

2.6.3 Casos Especiales.

Investigaremos dos casos especiales de Ia solucion (2.44) los cuales Hlustran la estructura
de las singularidades de la curvatura. En el caso de un pulso de oudacon h =t y g = p,
las [unciones arbitrarias a y # pueden fijarse por medio de la condicion {2.55), entonces

= 4 - - ?
a*Vh = ~—2—‘/§u’ Y :—0(4 +VB)u? . (2.60)

Para obtencr estas iiltimas ecnaciones hemos usado las ec. (2.30) y (2.44). Introduciendo
estos valores para a y /7 en la ec. (2.58) se confirma que en u = 0y p = 0 la curvatura
diverge como (uv)=?, Se deduce entonces que la singularidad no esta situada en un punto
en particular sino que constantemente cambia su posicién con el movimiento de la onda,
Ademds el cje de simetria p = 0 es singular en ¢ = 0. Entonces podemos interpretar la
solucion (2,60) como la descripcion de la propagacién de un pulso de onda que es enviado
por una fuente situada en infinito. El pulso de onda implota en el ¢je ol cual se transfoma
en singular en ese momento y despues regresa a infinito. Durante su trayecto, el pulso de
onda es acompaiiado por un cilindro singular, el cual se puede interpretar como ¢! [rente
de onda del pulso.

Ahora se considerard una onda periodica, Escogiendo A =sint y g* =sinp la cc.
(2.55) se Lransforma en

2 -
a8 = 9(4 - VG)sin (:‘;) . s -—%—(4 + V6) cos (%) , (2.61)
La componente de enrvatura es singular para

L v o u
sin 5= 0, cos 5 =0, sin 3= 0, cos 5 = 0. (2.62)
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Pisto quicre decir que las singalaridades se situan en la hipersuperficie determinada por
v=(nt)ryu=(n+1)rconn=0:xl%2... Laposicion de las singularidades
citibia con ¢l tiempo ¥ en un dado p = py = const. (incluyendo ¢l cje de simetria), {as
singularidades aparecen y desaparccen periodicamente. La interpretacion de esta solncion
cu particular es andloga a la de la solucidn descrita arriba, La diferencia principal es que en
el iltimo caso existen ondas periodicas propagandose junto con los cilindros singulares,
La fuente de las ondas puede situarse en infinito y ¢l cje de simetria aclua como un
reflector de ondas, En ambos casos las singularidades aparecen en cilindros definidos
por I =t 3 p4 const, = 0 y viajan en el espacio-tiempo a la velocidad de la luz pues
¢ I, F, =0, Este resultado nos sugicre que las singularidades deben interpretarse como
fuentes de ondas gravitacionales.

Los cilculos presentados aqui han sido verificados usando el sistema computacional
algebraico REDUCE 3.3 [26).
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Capitulo 3

El tensor de Bel-Robinson

3.1 La Energia en Relatividad General

La nocién de energia y la ley de conservacion de la energia juegan un papel fundamental
en todas las teorias de la fisica. Asi por ¢jemplo, en la teoria newtoniana del movimiento
de las particulas se Liene una nocién de la energia de las particulas. En teorias {isicas de
mas amplias perspectivas y de mayor sofisticacién, el marco conceptual de las leyes fisicas
cambin notablemente respecto de la mecanica newtoniana de particulas, pero una nocién
de 1a energia sieinpre se encuentra presente. En relatividad general las propicdades de
la energia de la materia son representadas por un tensor de energia-momento 7y, Asi
la densidad local de energia de materia queda bien definida. Sin embargo, aunque la
condicion T, = 0 puede ser interpretada como una expresion local de la conservacién
de la encrgia-momento de la materia. Esta expresion en general no conduce a una ley de
conservacion global, es decir, una ley que establezca que la energia total (expresada como
una integral que involucre a 1), sobre una hipersuperficie tipo espacio) se conserve, Sobre
fundamentos fisicos esto no es sorprendente pues T}, solo representa la energia contenida
en la materia y la “energia del campo gravitacional”, la cual no se toma en cuenta, debe
contribuir a la energfa total y entonces deberfa aparecer en alguna ley de conservacién. A
pesar de todo no se conoce expresién alguna, para la densidad de energia del campo grav-
itatorio, con significado, en relatividad general. En la gravedad newtoniana, la densidad
de energia del campo gravitatorio sc puede expresar en términos de las derivadas del po-
tencial, y como éste corresponde a componentes de la métrica, el candidato mas adecuado
para la densidad de encrgia del campo gravitacional en relatividad gencral podria ser una
expresién cuadrética en las primeras derivadas de la métrica. Sin embargo, como ningidn
tensor distinto de g, puede construirse localmente a partir solo de las componentes de la
base coordenada de g, y de sus primeras derivadas, solo podremos obtener tal expresién
si posecmos una estructura adicional del espacio-tiempo, como un sistema preferencial de

49



A0 CAPCIULO 30 EL TENSOR DE BEL-ROBINSON

coordenadas o descomposicion de la métrica del espacio-tiempo en una “paste de fondo™ v
nna “parte dindica” (asi se podria tomar. por ejemplo, devivadas deta “parte dindmica”
de la métrica respecto al operador de derivada asociado a la “parte de fondo™). Tal es.
tenetura adicional estaria en contra del espivitn de Ta velatividad general, el cual tiene a la
métrica del espacio-tiempo como capaz de deseribiv completamente todos los aspectos de
la estrctura del espacio-tiempo y del campo gravitacional. Mieutras este problema no se
solucione es altamente improbable encontrar wita expresion andloga a la {ormula newto
niana, pata la densidad de enrgin gravitacional, con significado fisico. Ademds no se han
encontrado otros candidatos razonables para una expresion local de dsta densidad. Sin
embargo una expresion tensorial local que involucra la curvatura del espacio-ticmpo, a un
orden mayor que el tincal, es el tensor de Bel-Robinson. Aungue no posee dimensiones de
densidad de energia ([longitud]=? en unidades geometrizadas), y necesitaremos iutroducie
constantes de difevente naturaleza que G y ¢ en tal expresidn, ofrece las ventajas de su
completo significado fisico y lns de ser un andlogo del tensor de energia-momento de la
Leorfa electromaguética,

I las secciones 3.2 - 3.4 presentanios el tensor de Bel-Robinson de la misma manera
en que lo dedujo originalmente Bel [27] y comentamos sus propiedades mds importantes.
Fu el resto de este capitulo se presenta una derivacién de la energia local del campo
gravitacional [46] para la que utilizaremos el tensor de Bel-Robinson. Esta derivacién se
hasa en la medicion que harfa un observador utilizando las coordenadas normales de Fermi
(seccién 3.5) ¥ en la analogia que existe entre la teorfa de la gravitacion de Einstein y la
teoria electrodindniica de Maxwell. La ventaja de este nuevo coneepto de la energia local
de un campo gravitacional es que corresponde a las mediciones concretas de observadores
y, aunque se relaciona cot el tensor de Bel-Robinson, no presenta el problema de la
dimensionalidad.

3.2 El tensor de Bel-Robinson

13l criterio para la existencia de ondas gravitacionales propuesta por Bel (28, 29] (30)- [33] se
basa en una analogia con la teorfa de ondas electromaguéticas. Principalimente se asienta
en la definicion del tensor de energia del campo gravitacional (mas precisamente tensor de
superenergia). Por analogia con el tensor de energia momento del cainpo electromagnético

Voo b o
rap = 3= (P = 7000 B F™) (3.1)
el tensor de superenergia debe ser cuadritico en el teusor de Riemann Rypas.

Considerese que nos encontramos en ¢l espacio-tiempo vacio, entonces las ccuaciones
de Einstein son de la forma

Ry =0 (3.2)
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sean af y 76 los indices pares antisimétricos del tensor f,5,5. Introduciendo dos nuevos
tensores duales de 8,440

l o iw l q
“Raine = ;""“ﬂ"n‘ a8 I‘n:ho = 3vpo Rmml (4.3

ol Nogpe €l pscudotensor del elemento de volumen
Yadnd = T€oins ,’mha -~ -1 Eans (.} ‘1)
iy TV T ol = afiy <.
' V-9
g = det||gagl] ¥ €apms el simbolo completamente antisimétrico de Levi-Civita

41 -para las permutaciones pares de 0,1,2,3
Ergmmens = { —1 para las permutaciones impares (3.5)
0 para los casos restantes

€M = g (3.6)

se demuestra que en los espacios de Einstein
"Ragas = R;ﬂvé = Rapys (3.7)

Entouces definimos el tensor de Bel-Robinson de superenergfa [{30] como el tensor de
cuarto rango

YA 1 apie 8 Hopde i 1
Toodn = S ROV 4 RoeY RO (3.8)

Entre sus propiedades s encuentra la de que en el espacio vacio exhibe gran analogia con
el tensor del campo clectromaguético 7#%, en particular las siguientes

.
1. Es completamente simétrico debido a que el tensor Rupas, en ¢l espacio vacio, es
simétrico con respecto a los pares de {ndices aff y 46

2. Asf como en ¢l caso del tensor 7#, resulta cero bajo contraccidn con el tensor
métrico,

goa T = 0 (39)

3. Satisface la ecuacién covariante de continuidad, la cual es un andlogo a la ecuacion
de continuidad del tensor 7 en un espacio-tienpo sin fuentes {34)

Thuwia =0 (4.10)
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1. La analogia entre 7% v 7 también se hace presente cuando se vomparan los

cigenvalores de 7 v los invariantes de 79, Bl tensor r* satistace la relacion

iy = TR, (1)
con kel eigenvalor del tensor ;3 que cumple
A = 4 02 (h12)
endonde @ = F 0% = F 7 F" y 2 [P es gn tensor dual al tensor de Maxwell
. 1 Y
o = S Muvpo (3.13)
De Ia misma manera, el tensor de superenergia satisface la relacion [45)
Toasay = K0, (3.14)
con

K? = (Rapns PP 4 (Raposit®P) (3.16)

La gran analogia algebraica entre el tensor de Bel-Robinson y el de energla momento
del campo clectromagnético se puede emplear para definir la * densidad de energia y
momento” del campo gravitacional. Sea un cuadrivector unitario tipo tiempo, u®, definido
en todo punto del espacio-tiempo M. Se construye el escalar

< W o= TPy uguyu, ' (3.16)
Este escalar se puede exprcs:u; como [34]
i
W(u') = E(s‘,ﬂs"ﬂ + HagH™?) (3.17)

donde los tensores simétricos £, y Hap introducidos por Matte [36] se definen como

&y = .’fom,.uﬂu" (3.18)
Haoy = -‘1.?“;1,\,.“”(1“ (3.19)

estos tensores estan orientados en el espacio desde el punto de vista que el vector tipo
tiempo u® es su eigenvector (correspondiente al eigenvalor cero). Asi mismo se puede
demostrar que el cuadrado de cada uno de estos tensores es no negativo,

EgEP 20  HaH 20 (3.20)
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donde se cumple ta ignaldad solo enando e tensor es cero,

Ademis se puede demostrar el siguiente teovema (34, 24]: Si para algunos vectores i,
las cantidades &, ¥ Haa son sinmltancamente cero entonces tenetnos coma una condicion
pecesaria y suficiente que Hogng = 0, esto es, que el espacio-tiempo es plano.!

3.3 Energia-Momento del Campo Gravitacional

Respecto a la discusion sobre el coucepto de ondas gravitacionales desde el punto de
vista de la energia transportada por cllas, Synge [37] formulé dos condiciones necesarias
que deben satisfacer la funcidn F(u®) que expresa la densidad de energia del campo
gravitacional:

M) Fe)20 vy (2 St F*)=0 = Raps=0 (3.21)

esto significa que la energia del campo desuparece solo en el caso de |a ausencia del mismo,
Bs facil demostrar que el escalar W(u®) satisface ambas condiciones; a printera por las
ce. (3.17) y (3.20) y la segunda por el teorema antes meucionado,

Asi entontes el escalar W(u®) puede tomarse como la definicidn de la densidad de
energia del campo gravitacional?. Como ¢l vector u® es de tipo tiempo, podentos escoger
un sistema local de coordenadas en el cual u® = §%. En cste sistema W = T%% justo
como ¢} concepto de energia o gravitacional se relaciona con la componente 7% del tensor
de cnergia-momento, de wateria, cu las ecuaciones de Einstein.

Considerese el vector de Poyinting para el campo gravitacional (o densidad de flujo de
superencrgia) {30} '

Pt = (82 - ut® ) TP ugugu,, (3.2

el cual se detenmina, por la analogia con el vector electromagnético de Poyinting. En el
mismo sistema de coordenadas, tenemos

P=g pi=T (3.23)

y Bel (30) demuestra que la siguiente relacidn, en la aproximacidn lineal, se cumple en
todo punio '

Wo=~P, (3.24)

'Matte [36] escribié las ecnaciones del campo gravitacional en términos de {ns ce. (3.18) y (3.19) de
1al fornta que en primera aproximacién son andlogas a las ecuaciones de Maxwell donde £ y 'H juegan
¢l papel de los campos eléctrico y magnético. Desde su punto de vista esta analogia es suficiente para
denostrar Ia realidad de Jas ondas gravitacionales.

En conformidad con las propiedades de la densidad requeridas paia la correcta aplicacion de tales
conceptos (L.a densidad de acuerdo a Bel serin /=gW)
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de donde, por ef teoremia de Gauss tenemos
Py /‘ Wdv = - / Pinids (4.25)
' §

donde S es la frontera bidimensional del voluinen tridimensional V dado y a; es el vector
normal unitavioa 8, La formula anterior significa que la densidad de flujo de superenergla
a través de un elemento dS es proporcional a Ping. En conseonencia, para que el flnjo
du superencrgia, a través de cualquicr superficie § que rodee un punto dado, sea cero, s
iecesatio y suficiente que Pn; = 0. Asi se puede formular el criterio para la existencia
de ondas gravitacionales de acwerdo a Bel.

Primer criterio de Bel,
La presencia de un flujo de energia-momento es condicion necesaria y suficiente pata la
existencia de ondas gravitacionales libres. En consecuencia, en la vecindad de un punto
arbitrario del espacio-tiempo vacio se encnentran presentes ondas gravitacionales si para
cualquier veclor unitario, tipo ticmpo, u® en ese punto, P*(u*) # 0. Y si P°(u?) =0,
culonces no existen ondas gravitacionales cn la vecindad de tal punto.

fs importante mencionar, como Bel demuestra, que en un espacio bivectorial con
bivectores bascs construidos en el sistema natural de vectores unitarios, escogidos por
nasotros,
oy = ey Aeoy € =ca ey Ea = e Ay
Euy =t Aey &) = ey Aeayp &) = ey Aega) (3.26)

Ia matriz del tensor de curvalura se puede expresar cama
& H .
Ry = ( H € (3.27)

con £ y H las matrices [|Exl] y [|[Hisll de las compouentes del tensar (3.18) y (3.19).
intonces si

P(uw)=0 = P =0 (3.26)

3.4 Invariantes del Tensor de Curvatura en el Vacio

Ll segundo criterio de Bel, formulado por &l {29] se basa en una extension del concepto de
campos isotropicos, conacidos del electramagnetisimo, al caso de campos gravitacionales,
Bel Hegd a la definicién de campos isotropicos gravitacionales generalizando ¢l conceplo
de campo isolrdpico como aquel en que sus invariantes desaparecen. Mientras el niimero
de escalares, funcionalmente independientes, que pueden tomarse del tensor de Maxwell ¢s
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de dos, del tensor de Riemann s posible fonmar catorce, de los cuales solo cuatro pueden
ser diferentes de cero en el vacio [38, 39).

1 D
A= én,"{’\‘, ", B= o1 RY,
1 .
C= l-%lz"’{\,, RY, R, D= R, R, (3.29)

A estos Bel les llamé escalares fundamentales. Entonces definiendo el campo gravitacionat
isotrapico por la condicién

A=B=C=D=0 (3.30)
se obtiene un nuevo criterio para la existencia de ondas gravitacionales

Segundo criterio de Bel.
Bl campo de ondas gravitacionales libres es idéntico al campo. gravilacional isotrapico .
definido por la condicion anterior para RB,g,5 = 0. Un espacio-tiempo vacio con tensor de
Ricinann Ryp,s # 0 describird ondas gravitacionales libres si todos los cuatro escalares
fundamentales (3.29) desaparecen. n caso contrario, no existen ondas gravitacionales
libres.

3.5 Sistema de Coordenadas Normales de Fermi

Ein esta seccidn proporcionaremos el fundamento fisico escencial para levar a cabo nuestra
analogia con la electrodindmica; el concepto del sistema de Fermi.

Un sistema coordenado de especial utilidad para un fisico experimentando en un sis-
tema acelerado, por cjemplo en un jet, es aquel que se encuentra en reposo respecto de
los aparatos atornillados a las paredes. Es decit, lo mas conveniente es poner una malla
cuclideana dentro del avién y algunos relojes en reposo respecto de la malla, En este
sistema ¢l observador puede percibir por diferentes causas que se acelera o rota, pero en
las inmediaciones del origen de las coordenadas espaciales (una regidu tan pequeina que los
clectos de la curvatura son despreciables), ningun aspecto del sistema coordenado puede
revelar si el espacio-tiempo es curvo o plano. Asi, el sistema de coordenadas normales de
‘ermi provee de una foma estandarizada en la cual un observador en caida libre puede
reportar observaciones y experimentos locales. En particular, los términos cuadraticos de
la métrica, los cuales son calculados en términos de fa curvatura, determinan los efectos
de gradientes de campos gravitacionales sobre experimentos realizados, por ejemplo, en
caida libre, ‘

Comencemos precisando fa malla coordenada que utilizaremos. La siguicnte os quizd
la forma mds natural en que la podemos establecer. :
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L. Sca 7 ¢l tiempo propio medido por el observador. Sea P = Fy(r) la linea de mundo
del observador.

>

El observador lleva consigo una tetrada ortononmal Af,), (el superindice indica la
componente, el subindice el vector y el parénlesis que se encuentra en i marco
localimente Lorentziano) en donde
L L ) . Q4
Noy = 1" = dPy/dr (3.31)
es la cuadrivelocidad del observador la cual apunta en la direccion temporal. Ademnas,
cumple la ortonormalidad

I3

‘ (..y\:la).’];w = Hap (332)

3. La tetrada cambia de punto a puito sobre la linea de mundo del observador debido
al transporte paralelo (40, 41}

WA, = =N e = =5, N, (3.33)
en donde
O = a"u¥ = uMa” + uawpe™ (3.34)

¢s el generador infinitesimal de transformaciones de Loventz, con ¢** = 3% (para
cvitar confusiones) definido en (3.4). Se puede caleular ¢opy y ™ transformando
de un marco local de Lorentz mediante.

cague = deb Ll Gapayim P = det HL“(»)'I‘(GMU')M (3.35)
en donde L9 es la matriz arbitraria no singular de transformacién.
Ademas

a" = du" [dr = cuadriaceleracion del observador (3.36)

ua, = 1w, = (3.97)
en donde w es la velocidad angular de votacion de los vectores espaciales de la base
¢; relativa al vector de transporte de Fermi-Walker

Si w = 0, el observador haria un transporte Fermni-Walker de su tetrada y si w = 0

y
u = 0, &l estaria en caida libre (movimiento geodésico) y entonces harin un transporte
paralelo de su tetrada

u’) (ﬂn);a =0 (338)
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‘ 4. Bl observador construye su marco de referencia de a siguiente manera

Para cada evento Py(7) en sn linea de mundo el crea geaddsicas espaciales puras,
ortogonales a u = dl%/dr, con parametro afin ignal a su longitud propia

P =Glr,n",s) (3.39)

en donde 7, su tiempo propie nos indica el tiempo donde comienza la geodésica,
n® ¢ vector tangente a la geodésica en el punto inicial, nos indica cudl geodésica y
s 1a longitud propia sobre la geodésica desde el punto inicial nos indica en donde

~ sobre la geodésica. Bl vector tangente tiene longitud unitaria pues el parametro alin
escogido es la longitud propia

n* = (3G/ds)sm0; n* = (dz"[ds) sobre la geodésica (3.40)

Y dz"\ (dx¥ .
s guu”“" = Quv (7;’) (g;") = | (3.'“)

Cada evento cerca de la linea de mundo del observador es intersectado por pre-
cisamente una de las geoddsicas G{r,n*, 5] (lejos no se cumple pues la geodésica se
puede cruzar ya sea debido a la aceleracion del observador o por {a curvatura del
‘; espacio-tiempo).

<

=

Si se escoge un evento P cerca de la linea de mundo del observador, la geodésica
! originada en esta linea,que lo intersecta, en un tiempo especifico 7, tiene direccion
! original nA)}, y necesita extenderse una distancia s antes de tlegar a P. Asi una
forma natural de identificar al evenlo P es a través de sus coordenadas en el marco
de referencia propio del observador

d(Glr,nts)) =1

2 (Glr,n¥, s]) = 0¥ = sny,, (112)

Cuando se requiere hacer cilenlos necesitamos no solo el sistema coordenado, sino los
cotficientes de la métrica y la conexion afin. Afortunadamente, gy ¥ Moy 5€ necesitan
solo sobre la linea de mundo del observador, en donde se expresan de una manera nuy
simple. No es conveniente utilizar un marco de referencia propio, lejos de la linea de
mundo donde la malla deja de ser ortonormal y las geodésicas incluso se pueden cruzar,

Sobre toda la linea de mundo Py(7) los veclores base de su malla coordenada son
idénticos (por coustruccidn a su letrada ortonormal)
d

—— = P
arle Ny

(3.43)
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Figura 3.1: Marco de referencia propio de un observador acelerado. Fl lado izquierdo
muestra la tetrada ortonormal del observador siendo transportada a lo largo de su linea
de mundo Py(r). Ellado derecho muestra el*erizamiento” geodésico ortogonal a un evento
arbitrario Py(7) en la linca de mundo del observador. Cada geodésica esta especificada en
forma Gnica por ¢l tiempo propio 7 en que es originada y su diveccion (el vector unitario
tangeute 1" sobre el cual emana). Un evento dado sobre la geoddsica es especificado
por 7, " y la distancia propia s desde el punto de emanacidn geodésica, Entonces la
notacion para tal evento es P = G[r,n",s]. Podemos observar dos geoddsicas Gy y G,
que emanan en el mismo tiempo propio 7 = 7 pero con diferentes direcciones, {as cuales
podrian expresarse Gr = G[7, aM)) -+ 0Ny, 8] y Go = G(T,eMl)) + dXiy 8] cona, bycy d
constantes reales.
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v los cocficientes métricos sobre Po(7) son

Moy = ’::-l’ (‘jn.(hw = Tag (:3.440)

Algnnos de los coclicientes de la conexion son determinados por la ley de transporte para
la tetrada del oliservador, ec. (3.33)

W N = '\::n’\::.);u = A, 1

(CIRY 9 (a)o)
— )\ ()P =\ an
= =N =00, == (43.45)
entonces sobre Py(r)
N - O aan
M e = =01, (3.46)
como ), tiene la forma (3.34) y la cuadrivelocidad y cuadiaceleracion del observador
tienen componentes wg = ~1, 1y = 0, a0 = 0, en el marco propio del observador los
o ) ()
coeficientes de la conexion sobre Po(7) son
0 =
okt = Laoxer = 0
=T =T =¥ )
[ ey = l(“)(;)(0) = Liponey = l ”(o)(o) =a
W R o ;
| Uu)(o) = =iy = ~w Coxinans) (J"”)

Los coeficientes restantes de la conexién se pueden obtener de la ecuacion geodésica para
la geodésica G[r,n", s] que emana de la linea de mundo del observadar. De acuerdo a la
cc. (3.42), la representacién coordenada de tales geodésicas es

d(s)=7=cle  a(s) = s (3.48)

y como sobre la geodésica d?2(®/ds® =0, la ccuacion geodésica queda

2...(u) () fal)
S ey P (3.49)
05 OO —n (k) :

Esta ecuacidn geodésica se satisface en la linea de mundo del observador para todas las
geodésicas espaciales si y solo si, sobre Po(7)

P = Laxon (3.50)

los valores (3.47,3.50) de los coeficicntes de la conexion determinan de forma dnica las
derivadas parciales de las componentes de la métrica por medio de

908 _ 1. .
Jojgn = '6";—,"‘ =1 ot = 1 goan =0 (3.51)

entonces tenemos que sobre Po(r)

Jioxpriey = 0 Guxnan =0
— N — { "
Jioorn = —2; Jounin = ~€oxmmn" (3.52)
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v estas junto con la condicion de ortonormalidad gy [ Po(7)] = s implican gne el
clemento de linea cerca de la linea de nndo del observador es

A0 1)

ds? = 14 20,0 e = Dy 2 M datdr

byt det O ) da Nt (3.53)

Aqui podemos notar ciertas particularidades respecto a este elemento de linea:

o En la linea de mundo del abservador Py(r), Lo, 2 = 0, ds? = nygdatidath,

e Las correcciones a primer orden del elemento de linea no son afectadas por la cur-
vatura del espacio-tiempo y no contienen informacion acerca de la curvatura, Solo
a segundo orden 0(jz|?), la curvatura se comienza a mostrar,

o I ¢l caso especial en que tanto la aceleracién como la votacidn son cero (¢* =
w' = 0), el marco propio del observador se reduce a wn marco local de lorentz
(Ganer = Nads 1" 1sy+y = 0) sobre toda su geodédsica de linea de mundo.

En el iltimo caso se puede deducir [42] la siguiente expresion para la métrica, con precision
de segundo orden en |a*)

ds* = (=1 - l?‘o,(.,(ou.,,,x"’x""')dl’ - (%R(o,m(,",,,,x(”x('"’) dlde'?
; * (6(-»1:) - 71;If(-)umm)fmxw) deVdx 4 0(|2 ) da st (3.54)

: Aqui Biayiaxs Son Jas componentes del tensor de Riemann sobre la linea de mundo
a2 =0, Estas coordenadas son Hamadas Coordenadas normales de Fermi.

3.6 Algunos Conceptos del Electromagnetismo

En esta seccion seran expuestos someramente algunos conceptos del electromagnetismo
que necesitaremos para crear nuestra analogia con la electrodindmica,

Fuerza de Lorentz

La ley de Lorentz nos permite hacer dos cosas; (1) definir los campos electromagnéticos
y {2) predecir el movimiento de las particulas. Se encarga de definir los conceptos que
wtiliza (B y E) y de crear postulados acerca de éstos conceptos. La fuerza de Lorentz en
notacion familiar tridimensional es

dp PR
i e(ll 47 x 13) (3.58)
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y eserita de forma completamente geométrica

dii i

=== SR+ x B) = o(a®F + i x 1) (3.56)
[{

con y = i =37 endonde 3 = u/e.

St escribimos ¢sta ectacion en términos del tensor del campo electromagnética, cono-
cido cono ¢l tensor de Faraday, tendremos
dp®

= cbsu? (1.57)

en donde podemos expresar en forma matricial

0 B E, E
wn |l & 0 B -B,
WFalt=W . _B, o B

E B, =B, 0

(3.58)

' las componentes covariantes se obticnen al descender un indice con Fog =y,
Y ! 8= Mapl'p

0 -E, -E, -E,
o e o0 B -B
"Iﬂﬂ“ = Ey -0, 0 B,
B B, -B, 0

(3.59)

Lsta ecuacion matricial demuestra la unidad del campo eléctrico y magnético. Ninguno
de los dos es una identidad geométrica independiente del marco de referencia, sino que
son parte de una sola entidad, el tensor de Faraday y a través de el adquieren significado
que trasciende las coordenadas y los marcos de referencia,

Es importante mencionar que debido a su naturaleza, podemos también expresar el
tensor del campo electromagnético en términos de las derivadas de sus potenciales A,,, es
decir, el cuadrivector potencial de la teoria clectromagnética genera el tensor del campo
electromagnético mediante las ecuaciones geométricas

Fop = Apo— Aap (3.60)

En donde los campos eléctricos y magnéticos, en un marco especifico de Lorentz estan
dados por

B=VxA E‘:—%?—-—VA“ (3.61)

Altora, a partir de las intensidades del campo eléctrico y magnético podemos formar
magnitudes que se conservan al pasar de un sistema de referencia inercial a otro, es decir,
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i~

wagnitudes invariantes. La forma de estos invariantes se encuentra [icilmente a partiv de
la representacidn cuadrimensional del campo, valiéndonas del tensor antisiméwice, £, y
on

Faal™® = I1* = E* = iny (3.62)
(OJE‘I;‘(MPS-. = E‘ . [7 = inv (36-3)

Por otro lado, las leyes de Maxwell se pneden expresar de una formia wis simple por
medio del tensor de Faraday.

La ley magnelostdlica y la ley magnelodindmica, respectivamente
an

V.-8=0 7)7+Vxl;=0 (1.64)

eslan unidas en una sola ley geomélrica independiente del marco de referencia. En ter-
minos de las componentes del Lensor del campo eleclromagnético, esta ley os

Fapa t Farat Frap =0 (3.65)

Pues csto se reduce a V+ 3 = 0 cuando toma los valores de a =1, 7 =2, 7= 3; y se
reduce a la otra ley cuando cualquier indice se se iguala a cero.

Las ccuaciones electrostatica y clectrodinimica respectivamente son

V. E=4rp %IT +VxB=—4xJ (3.66)

Fistas, como las anteriores son dos partes diferentes de una solo ley geométrica. Escrita
en termino de las componentes esta ley es

0 = axJe (3.67)
donde las componentes de cuadricorriente J® son
J® = p = densidad de carga (3.68)

J' = componentes de densidad de corriente (3.69)

Finalmente, del tensor de Faraday uno puede construir ¢l tensor de energin-momento
para ¢l campo eleclromagnético

" 1
NI - AL O R AT 3.
1% = = (R, = 2 Fugl™) (3.10)
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de donde tomando la divergeneia tenemos

] |
R i AT R A KON AT AR AU .
= (1 B R ) (3.71)
7 2
utilizando las ccuaciones de Maxwell, simplemente queda

(A N (3.72)

o

Ahoria, observemos Ia ccuacion de la desviacidn geodésica en (énmino de sus compo-
nenles
D e do® .
==t =€ =0 (3.73)
dr? dr” dr
120 la teorfa geométrica de ta gravedad de Binstein, esta ecuacion de la desviacion geodésica
sinteliza ¢l efecto entero de la geomelria en la materia. Hace lo mismo que la ecuacion
de la fuerza de Lorentz
D e, daf o
= = y===0 (3.74)
drt m Pdr
Usando unidades geometrizadas y la leoria Newtoniana de la gravedad, uno puede eva
Iuar nueve de las mas inleresantes componentes de la curvatura de Riemann cerca del sol,
por cjemplo. Este método es el andlogo gravitacional de determinar la {uerza del campo
electrico midiendo la aceleracion de una particula de prueba en movimientolenlo (v < ¢).
Considere la separacion entre geodésicas de dos particulas de prueba en movimientolento,
cercanas una de la otra y a una distacia » del sol. En las coordenadas casi inerciales es-
Landar de la mecanica celesle, las cuatro componentes de la cuadrivelocidad de Ia particula
central (en la que montamos nuestro marco de referencia), pueden ser despreciadas ex-
cepto dx/dr = 1. Entonces las componentes espaciales de la ecuacién de desviacion
geodésica son
D3k T
—dr—i - 18,067 =0 (3.75)
comparando con la conclusion de la teoria newtoniana llegamos a la siguiente informacién
acerca de la curvatura del espacio-liempo cerca de un centro de masa

n((:)}:)b R((z):)o R(:))(:)o m/rd 0 0
Rziv)o s 5)(.,)0 R‘é;.,)o = 0 mfr 0 (3.76)
Ro Rl Rt 0 0 -2m/r

{Istas son de principal relevancia para muchas aplicaciones de la Leorfa gravitacional,
Son andlogas a las ecuaciones del campo eléctrico en las ecuaciones de movimiento de
Lorentz, y observado la cc. (3.54) encontramos la razén por la cual esta parle del tensor
de Riemann adquiere el nombre de gravitoeléctrica. Muchos de los términos no evaluados
son andlogos a las componentes magnéticas del campo y son débiles a menos que la fuente
este en niovimicnto rapido, también se les Hama gravitomagnélicos.
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3.7 Construccion del Tensor de Superenergia

Sean X = (r,x) las coordenadas de Permi sobre la Huca de mundo del observador; la
wiétrica del espacio-tiempo en estas coordenadas esta dada por

"0 = ou + Thug (3.77)

et donde 1,5 es la métrica de Minkowski y #h, 5 se puede expresar, lejos del observador,
cit una serie de potencias de X, con cocficientes que dependen de la curvatura del espacio-
tiempo. Solo tomaremos en cucnta los términos de menor orden fucra de la trayectoria,

Tomando la definicion de los potenciales gravitoeléctrico y gravitomagnético ¢, y A,,
respectivamente como

Fhoo=2d, 'y The = ~-AA,) (3.78)
en el sistema de coordenadas normales de Fermi tenemos que fver ec. (3.54)]
¢, = -é-"lfo.‘oj(r)r‘z’ (3.79)
(Ah = 5" Roa(r)aat (3.80)
en donde
FRapas(r) = Riayayenis) = Riveo Mo M)A (3.81)

es la curvatura medida por un observador central® Entonces definimos el campo gravi-
tocléctrico £ y el campo gravitomagnético B en conpleta analogia con la electrodinamica

&(r,x) = "Ropj{(7)0? {3.82)

Bi(r,x) = éfﬁ& FRjo( 7). (3.83)

sta definicion concuerda con la identificacién que se hace de las componentes “eléctricas”
y “magnéticas” del tensor de Riemann. El tensor de curvatura de Riemann generalmente
consiste de componentes “eléctricas”, “magnéticas” y “espaciales”, pero en una region
plana de Ricci, las componentes “espaciales™ se dan en términos de las componentes
“eléctricas”, Las ecuaciones (3.82) y (3.83) conticne la informacidn completa del campo
gravitacional a lo largo de la trayectoria, Ademds nos permiten expresar las ccuaciones

del campo gravitacional en un sistema de Fermi en una forma andloga a las ccuaciones
de Maxwell,

35c le Hlama observador central al que mide en su sistemna local de Lorentz localizado sobre Ia Hoea de
munde
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3.7 Construcciéon del Tensor de Superenergia

Sean X = (r,x) las coordinadas de Fermi sobre la Hinea de mundo del observador; la
meétvica del espacio-tiempo en estas coordenadas esta dada por

F.‘lﬂl’ = Mlai + rhﬂ:) (377)

en donde 1,0 es la métrica de Minkowski y Pl 3 se pnede expresar, lejos del observadar,
on una serie de potencias de x, con coeficientes que dependen de la curvatura del espacio-
tiempo. Solo tomaremos en cuenta los términos de menor orden fuera de la trayectoria.
Tomando la definicion de los potenciales gravitoeléctrico y gravitomagnélico &, y A,
respectivainente como

Fhog =2, vy Thoi= ~2(A,); (3.78)

en el sistema de coordenadas normales de Fermi tenemos que [ver ec. (3.54)]

Dy = —érlfqiq,v(r)a"rj (3.79)
(A = 5" Raju(r)o's (3.80)

en donde
*Raps(7) = Riap@a)e) = Ruwwo Mo My My o) (3.81)

es la curvatura medida por un observador central® Entonces definimos el campo gravi-
toeléctrico £ y el campo gravitomagnético B en completa analogia con la electrodinamica

&i(r,x) = FRyioj(7)2? (3.82)
Bi(r,x) = 5 a7} (3.83)

Ista definicion concuerda con la identificacidn que se hace de las componentes “eléctricas”

y “magnéticas” del tensor de Riemann. El tensor de curvatura de Riemann generalinente
consiste de componentes “cléctricas”, “magnéticas” y “espaciales”, pero en una regidn
plana de Ricci, las componentes “espaciales” s¢ dan en términos de las componentes
“eléctricas”, Las ecuaciones (3.82) y (3.83) couticne la informacion completa del campo
gravitacional a lo largo de la trayectoria, Ademds nos permiten expresar las ecuaciones
del campo gravitacional en un sistema de Fermi en una forma andloga a las ecuaciones
de Maxwell,

38e e llama observador central al que mide en su sistema local de Lorentz localizado sobre la linen de
taundo
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Pava reprduciy una analogia completa de la clectrodindmica clisica necesitanos,
ademas, la ley de la fuerza de Loventz. B un sistema de Ferini osta ecuacion a primer
orden en la velocidad es

2

I*x x S )
I (:i; =€+ ""ﬁ_{ x B {3.81)

donde m es la masa ercial de una pertionfa de prucha y g ¥ gy son las cangas grav-
toeléetricas y gravitomagnéticas de la particula, tespectivamente. Del teorema gravita-
cional de Lannor [43] se obstiene que ¢z = =y qu = —2m y los signos negativos se deben
a la naturaleza atractiva de la gravitacion. La ccuacion {(3.84) resulta la ecuacion gener-
alizada de Jacubi [44] que es la ccuacidn de mavimiento de una particula de prucha, libre,
respecto al observador central, vilida a primer orden en x y dx. Esta correspondencia
entre la ccnacion de désviacion geocsica y la ley de la fuerza de Lorentz es wn resul-
tado notable, pues permite, en principio, introducir el tensor de encrgia-momento para
e} gravitoclectromagnetismo en completa analogia con la habitual deduccidn del tensor
de energia-momento del electromagnetismo. Sin embargo, existe una diferencia, of tensor
de energia-momento para ¢l clectromagnetisio se define glabalmente, mientras que para
el gravitoclectromagnetisimo se tiene que definir solo en un tubo angosto a lo largo de la
trayectaria temporal del observador en el espacio-tiempo, La invariancia traslacional en
tiempo ¥ espacio es finalmente responsable de la existencia de leyes de conservacion de la
encrgfa y el momento, respectivamente, como en el caso del tensor de energia-momento
en ¢l espacio-Lliempo de Minkowski. Similarmente, la existencia del pseudotensor gravita-
cional puede justificarse en un espacio-tiempo asintoticamente minkowskiano. Por otro
lado, ¢l tensor de energin momento gravitoelectromagnético podria atribuir su existencia
a una region inercial de Feymi en la forma de un cilindro minkowskiano delgado en el
espacio-tiempo a lo largo de la trayectoria temporal del observador,

Ahora, es posible definic un tensor gravitacional de Faraday en un sistema de Fermi
coma

Fap = -Flf(,gol:c‘ (3.85)

el cual contiene las ccuaciones (3.82) y(3.83). Entonces definimos el tensor de euergia-
momento, asociado a Fog en la forma usual como

T8 = L (o0 - L) (3.36)
47\ 7 4

el cual es simétrico y sin traza por construccidn. Al sustituir la ec. (3.85) en la ec,
(3.86) resulta que TP es cero sobre la trayectoria del abservador central (x = 0}; esto
escencialimente es una consecuencia del principio de equivalencia de Einstein, Por otra
parte, TP ¢s diferente de cero en una vecindad de esta trayectoria pues el campo gravito-
clectromagnético inicialmente varia linealmente respecto a la distacia fuera del marco del
observador central. Imaginemos un segundo observador, con una linea de mundo sepa-
rada solo una distancia infinitesimal del observador central. Si establecemos un segundo
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Iligura 3.2: Marco de Fermi. El ohservador central mide la energia en sn sistema inercial
local y define la superenergia tomando el promedio de las energins que otros observadores
anilogos, reportan en una esfera de radio propio el.

sistema de Fermi sobre esta trayectoria y nuestra construccion del tensor de encrgia-
moiento gravitoelectomagnetico se repite, entonces este tensor también se anularia a lo
largo de la segunda trayectoria pero daria un resultado finito sobre la trayectoria origi-
nal de referencia. De estas consideraciones concluimos que el tensor de energia momento
propio a lo largo de la trayectoria de un observador debe definirse a través de un proceso
estadistico. En cualquier tiempo propio 7 promediemos el tensor dado por la cc. (3.86)
sobre un tubo limitante, a lo largo de la linca de mundo. Mas precisamente considerese
una esfera de radio propio e, 0 < ¢ € 1, centrada alrededor de x = 0 i un tiempo dado
7, de tal forma que

TeR(r) = lime? < T > (3.87)

en donde log paréntesis angulares denotan la operacion de tomar el promedio sobre
la eslera. Aqui L es una escala de longitud invariante constante que ademés no esta
especificnda.  Puede ser, en la practica, una longitud de escala caracleristica para el
problema en cousideracién (e.g. en el campo exterior de un hoyo negro de masa M, 1,
puede ser M), o en ausencia de una escala natural en el espacio-tiempo, como en el easo
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de un campo puro de radiacion gravitacional, uno puede usar 2 L conto la longitud de
Planck. Promediando cu esta esfera. usando el hecho que < 8'x7 >= (¢GL33)8,, wno
puede expresar la ecuacion (3.87) en coordenadas arbitrarias conw

12
N S o -
T = ‘l'-,; [,,,,,.,,,\:'a[, © (:4.88)
en dande 1), es simétrico y sin traza en el primer par de fudices v simétrico en el segndo
par de indices por construccion y esta dado por
1, J R O R RES l o 2 3.8
Lo = 5 II(P(Ru o gty ) ) - ‘T.‘]uu Ropen R, {3.89)

Este tensor es identico con el definido por Bel [27] en 1958 con R,, = Ag,, y coincide con
la ec. (3.8). Es importante destacar que en nuestra deduccion gravitoelectromagndtica
no se han hecho restricciones sobre el tensor de Ricci, entonces nuestras dltimas dos
ccuaciones definen la parte gravitoelectromagnética del tensor local de energia-momento
de un campo gravitacional general. Ademds el tralamiento lineal de los campos en las
ccuaciones (3.82) y (3.83) es suficiente para obtener los resultados generales en las ecs.
(3.88) y (3.89) pues los terminos de orden mayor se descartarian de fa ecnacion (3.87) en
el limite cuando ¢ — 0. Para definir el tensor gravitacional de cnergia momento local,
en un evento del espacio-tiempo necesitamos ahi un observador geadésico con girdscopos
ideales (i.e. en un marco de Fermi) en este caso tendremos

ll’
m " .
(alp) = F,:](nxanono) (3-90)

para el ohservador (pues A, es su cuadrivelocidad) y se puede caleular ef tensor de energia-
momento para cralquier otro abservador, en ese evento, por medio de una transformacion
de Lorentz aplicada a Tioys. Ademds, las cantidades fisicas locales definidas de esta
manera (i.e. densidad de energia, flujo de energia, y las fuerzas gravitacionales) tiene ahora
st propia dimensionalidad como consecuencia de haber introducido la escala constante de
longitud L.

3.8 Aplicacion a una Onda Plana

Para ilusirar el resultado considerese una onda gravitacional plana dada por
ds? = —di® + dz? + U(e®dy? + e~ Md2?) (3.91)
fa cual se propaga sobre el eje 2 y cstd lincalmente polarizada. Eu donde se tiene

U=U()  h=hn) con U=t-x (3.92)



68 CAPITULO 3. EL TENSOR DIE BEL-ROBINSON

v se relacionan mediaute la ecuacion resultante de las ecuaciones de Einstein.
2 2
U+ 11 =0 (3.93)

ayni la prima indica diferenciacion respecto respecto a u.

Vamos a considerar un sistema de coordenadas en donde los observadores, localizados
en coordenadas espaciales fijas, siguen trayectorias geodésicas. Ademas el sistema natural
de tetradas X,,, asociado a dichos observadares es no rotante. Los cleincntos de la tetrada
se cilculan del elementa de linea y con la ecuacion

Moy Xg™ = g™ (3.94)

de donde los tinicos clementos diferentes de cero son
M=l My=t M =U"exp(=h) X =U"exp(h) (3.95)

con esto tenemos todo para calcular el tensor de energia-momento local para ¢l campo
gravitacional 7', Con los clementos de la métrica y sus derivadas podemos calcular
los simbalos de Christoffel y con estos el tensor de curvatura de Riemann, introdciendolos
en la ec. (3.90) obtenemos T*#°. Finalmente con la ec. (3.89) llegamos al resultado?

1100
2lri1o00
Plaxm — 2 2 .

1 ==1000 0 k*(u) (3.96)

0000
en donde se encuentra que K(u) resulta

U'

K(u)=h"+ 2-0-1{ (4.97)

Ademis, si /{(u) = 0 tenemos que el espacio-tiempo es plano. Entonces todas las
compounentes diferentes de cero de Tiayaxsxa 1as podemos obtener de las ec.(3.96) y (3.97)
utilizando

g - B AP VO
7(o>(ﬂ)h)(l) = Iuwwh(a)*(g[x(,) (8) (3.98)

Analizando el resultado nos damos cuenta que concuerda con lo que esperabamas,
Por un lado, la tinica componente diferente de cero de las fuerzas gravitacionales es la
presion local de la radiacién sobre el cje z y ademds, el unico flujo de energfa-momento es
4 lo largo del mismo eje. En conclusién, hiemos obtenido el resultado de nuestra cnergfa
gravitacional local de una forma nueva, a través de nuestro tensor de superenergfa,

Alora solo nos resta aplicar estos conceplos para el caso de una onda gravitacional
rotante.

1Este complicado cileulo tensorial se realizo con el sistema computacional algebraico REDUCE,



Capitulo 4

Superenergia para una Onda con
Rotacion

4.1 Introduccién

Fn este capitulo se discutira el concepto de energia local, a través del tensor gravita-
cional de superenergia, para el caso de una solucion con simetria cilindrica en el vacio
para las ecuaciones del campo gravitacional, que representa ondas gravitacionales con
rotacion. Nuestro espacio en consideracion, no es asintoticamente plano, entonces e con-
cepto de energia, momento y esfuerzos, no tienen sentido en la interpretacion comin de la
relatividad general. Sin embargo, podemos introducir aqui, el tensor local gravitoelectro-
maguético o también llamado de superenergia, definido en el capitulo anterior y realizar
nuestro objetivo. Este tensor gravitacional de superenergia da una interpretacion fisica
natural del de Bel-Debever-Robinson (BDR). Entonces, estudiaremos ¢l tensor de BDR
para ondas gravitacionales libres, con rotacién. Esta clase de ondas se estudio por primera
vez en 1990 [22] [21). La solucién investigada es especial, pues es el inico miembro de
la clase de soluciones de la ccuacién de Einstein, que representa la propagacién de ondas
gravitacionales con rotacion. [47)

GY
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4.2 Geodésicas del Espacio-Tiempo Cilindrico con
Rotacion.

Para determinar la densidad de energia del campo de radiacion, medida por un observador
jocalizado sobre una geoddsica, es necesario prituero determinar las geodésicas y los marcas
inerciales locales sobre ellas. Para esto tendremos que encontrar, una solucion para la
ccuacidn geodésica, o sea, nuestras geadésicas. Despues, eligiretnos una y tendreinos que
construir una tetrada sobre ella, que sera nuestro marco inercial local, con la condicion
que satisfagan.

1. Ja condicion de ortonormalidad, ec. (3.32)

2. la ecuacidn geoddsica, i.e., que los elementos de la tetrada se muevan en transporte
paralelo, ec. (3.38)

Io que haremos sera determinar las geodésicas a través de minimizar a accion de fa
métrica. Entonces, empezando con fa métrica de nuestro espacio dado por la ec (2.2),
hacenos que puestro lagrangiano sea

.

fds\® 1 9, o, ; :
L=~3 (?5) = 5l =0 4 )+ e i+ g+ €] (4.1)
en donde ¢] punto representa derivacion respecto al parametro, i.e., { = dt/d), ctc. Como
vemos que el lagrangiano no depende de ¢ y 2, existen dos constantes de movimiento p,
y . dados por

pe = g—f.; = e (wi + ) (4.2)
Pa = 55- =¢W: (4.9)
Ademas se tiene que
.g_. =)y oL
Tl - ) = = (4.4)
d . gyegg. 0L
d/\(e [)) - ap (‘1.5)

Aliora, centrando nuestra atencion en geodésicas “radiales” tales gue los momento asocia-
dos con movimicntos azimutales y verticales desaparezcan, ¢s entonces conveniente escribir
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las ecuaciones de movimiento en términos de coordenadas radiales u y v. Lncontranos
que las ecuaciones (4.2)-(4.3) se redncen a

d ),_'_w,du e du dv -,
a (" n) =R (46)
R L P ;

X (" n) =T n (4.7)

Lo cual implica que c”'”’%% es una constante sobre la trayectoria. ista constante se
hace cero para una geodésica nula, por lo que'las geodésicas nulas “radiales” corresponden
au={-p=constanle o v =t+4 p = constante, en donde A es el pardmetvo afin sobre la
trayectoria. Nuestro principal interes es sobre las geodésicas “radiales” tipo tiempo, para
las cuales ya se ha encontrado una solucion A, = Ay, = u¥, entonces, ltaciendo A = 7,
donde 7 es ¢l tiempo propio sobre la trayectoria. Y definiendo

- du . dy
= e g /= — 1.8
v dr y ‘ dr (18)
tenemos
OV = c-h (4.9)
De ec. (4.6) y (4.7) obtenemos que
1,V = V00 (4.10)
La solucion general se da por
du 1 (05)" "
dr 2\ du (.1
dv _1(08\" .
dr — 2\ dv (1.12)
donde 8(u,v) es cualquier solucion de la ecuacion diferencial
SIS 4 g
Ao o = P (4.13)

du v
Ista es de hecho, la ccuacion de Hamilton-Jacobi para geodésicas radiales tipo tiempo y
§ sobre {a lrayectoria difiere,por una constante, del tiempo propio.

Ls mas sencillo si se ilustra una clase de soluciones de fa ecuacién (4.13) por medio de
una scparacion de variables, esto es

S(u,v) = ~ra(v) ~ 2/ (n) (1.14)
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en donde p=4- \/(“i, qg=4+4+ \/6. , €1 Y ¢ son constantes positivas tales que

o = e—ee 4.15
Cltz—sp (ll))

Para continuar el analisis de esta solucion a la ecuacion geodésica, es necesario dar

explicitatnente fos valores a(v) y A(u), que como mencionamos en la seecién 2.6 son
funciones de sus arbitrarias de sus argnmentos. Consideremos

afv) = ll;l“n y  Bu) = Jl“u (4.16)
donde Iy es una constante, Usando (4.16) Ia solucion (2.44) toma la forma

2_ (Ve[ 8 a2 g _ Lol 8 — -
—ds* = (;) L_‘,F("U) (dt® = dp*) - E(“U) (l—o—lpdl + dd)) —-d: (1.17)

En un articulo reciente [47) demostramos que todas las soluctones que representan fa
propagacion de ondas gravitacionales libres con rotacidn se pueden escribir como {(4.17),
mediante una transformacion apropiada de coordenadas. Es decir, la eleccion (4.16) no
representa de ningunn manera wna fimitacion a mestra solucion general (2.44).

lntroduciendo (4.16) en la ee. (4.14) tenemos

as _ ap

go L ur e as I & A y
du 10”/7" ' dv luv/?” (4.18)

con lo que las ees. (4.11) y (4.12) quedan

»f2 4/?
(_l_!.l. — .__I_L._.”l'l’ (!.l_y - ._.I_I_u_.__vl"l (,I’())
dr 2 ¢p dr 2 epq
Integrando se obtiene
1! »lt 0/
W= —pde(r-n) 0= s (r 1) (4.20)
2 Cy 2 (]

por fo que se puede expresar a nuestras coordenadas como
_ Wo L V)
i (T T 2 (T T
A e B R G (1.21)
2y 2cy

y las soluciones de las ecs. (4.11) y (4.12) expresadas en (4.14) con

Blu) = (?12; r)l/n

Ty —T

afv) = <~-—-—-~> . {4.23)

QCQ

(4.22)
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donde 1 y 12 son constantes positivas de integracion, De aqui vemos que la geodésica se
desplaza hasta la hipersuperficie singular nilau =0 (o v =0 enr =7 (07 = ).

Abora, de nuestra transformacidn inversa de coordenadas,

1 | .
L= 5(" +v) y  p= §(U—“) (1.24)
y haciendo
n=1n=l, 2 = lo‘—"n y 2= lol_qrz (4.25)
obtenemos
I
= ;;l[(l = 7/lo)' " 4 (1 = 7/l) ] (4.26)
}
p= = |1 = 7/l)'e = (1 = 7/l0)'""] (4.27)
como la geodésica es radial (2 =0y p, = 0), haciendo
C =]~ T/[q (4.28)
nuestras geodésicas se expresan
L= Bt 4 ¢ (4.29)
p= I—(C"" ¢ty (4.30)
- %—g (c”" - gth \/gc*’ﬁ) + 9y (4.31)
z2=2 (4.32)

Notese que el pardmetro de escala Iy se relaciona con el pardmetro de rotacion intrinseca,
I, por medio de 2ly = V/5l, ademds, @y y zp son constantes, El observador que estamos
considerando, comicnza su movimiento en p = 0, que es regular en 7 = 0, y regresa a ¢l
en 7 = Iy cuando es singular.

Entonces, considerese una tetrada X, propagandose paralelamente sobre esta linea
de mundo tipo tiempo (4.29-4.32). Bs sencillo encontrar explicitamente dos de los ejes
de la tetrada: el cje temporal y el espacial paralelo al eje de simetria. El ¢je temporal lo
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tomanos de la manera estandar como la cuadrivelocidad del observador u”. El ejeespacial
'\'(‘_.) paralelo al eje de simetria se obtiene ficilmente. De la condicién de ortonormalidad
(.92) obtenemos

g" = '\‘z:)/\(x:) =Y ' ('I'H)

y para la expresion a obtenida se puede demostrar que satisface idénticamente fa eenacion
para transporte paraelo.

Usando las ecuacones de las geoddsicas (4.29)-(4.32) obtenemos

. dat L _
Ny = 7 = (6La0,9) (1.34)

- =35
A = Ay 9 = oy (1.35)
y estos dos cumplen zon las dos condiciones que habiamos establecido.

Para caleular las -umponcuto vestantes de la tetrada /\(ﬂ, ¥ Ay necesitamos resolver
explicitamente fa cciacion para el transporte paraleleo (3.38) junto con la corvespondien-
te condicion de ortezonmalidad. Este sistema de ecuaciones diferenciales acopladas no
permite encontrar uza solucion sencilla que podamos utilizar para ¢l cileulo de las mag:
nitudes fisica. Sin embargo. podemos calcular las componentes de dichas magnitudes con
respecto a los dos ejes 11.34) v (4.35) de Ja tetrada, que son de por sf los mds importantes
dada la simetria ciivirica del espacio-tiempo.

4.3 Energia de una Onda Gravitacional Cilindrica
con Rotacion.

el capitulo anterar se ha definido un tensor local de energia-momento gravitoelectro-
magnético Ty, pars 1 espacio-tiempo plano de Ricei. Esto se consiguio por medio de
un proceso de promradiar en un marco de Fernmi, sobre la trayectoria de un observador
geodésico. El tensor para cualquier sistema coordenado 2 se puede expresar

. ]42 » I “o
Ly = ’;‘.;‘“l:wn«'\(o)\(o) = i""/rww)w) (4.36)

en donde Ay = da~ ot es el vector tangente a la trayectoria tipo tiempo dul observador,
Y para una tetrada

. 12 .
I(n){d) = ‘sz‘" fm»(nuo))‘(“, (A) ('L-“)
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Entouces, tenemos que

I,

" - R o By A" \? 119
l('lu-ﬂ = Iw"-"i!‘h“' e 127 [twl’f"\(--)‘ c..u'\(lll'\(()) “"b)
con Tyupa ol tensor de Bel-Robinson ec.(3.89) expresado en forma alternativa
Tovps = l RuepcBES + ReacES l Ry gqelt®h? 1.39
neps = .')'( nea¢ Iy eag Ity P ) - 'ia.’/m'.’/:'u ailad ( o )
cs la densidad de energia que mide un observador geodésico.
Finalmente, introduciendo los dos ejes de nuestra tetrada, encontrados en la seceion

anterior, en nuestra ccuacion (3.38), es decir, haciendo la proyeecion de Ty,,,. sobre los
ejes de nuestra tetrada, encontramos:

o Sobre la geoddsica, la radiacion gravitacional de la densidad de energia es

Ty = gg—g;ml_—;)—. (4.10)
o Ll flujo de energia gravitacional sobre el eje de simetria, nos da
Ty =0 (4.41)
como era de esperarse. ,
e La presion de radiacion sobre el eje z esta dada por
. 2
Ty = “lé;f)_f;-(—fo_fr—)“ (4.42)

Tanto la densidad comno la presion medidas por el observador situado sobre la geodesica, di-
vergen en la singularidad 7 = Iy, lo cual debe estar en concordancia con las singularidades
de la curvatura, La escala de longitud caracteristica, asociada a las ondas gravitacionales
rotantes es I. Entonces la longitud constante L en las expresiones (4.40) y (4.42) se puede
escoger que simplemente sca proporcional a [ = 2lg/\/5.

Las expresiones obtenidas en (4.40) « (4.42) para el tensor de superencrgfa de las ondas
libres con rolacion Llienen una forma muy sencilla y fdcil de interpretar pues simplemente
dicen que varian de acuerdo a la posicion del observador (expresada en términos del
tiempo propio 7) y tienden a infinito exaclamente en aquellos lugares donde aparecen las
singularidades de curvatura del espacio-tieinpo.
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Conclusiones.

dste Lrabajo ha tenido como objetivo principal estudiar una clase de soluciones exactas a
las ecuaciones del campo gravitacional, en el vacio, con simetria cilindrica que representan
ondas gravilacionales con rotacion, asi como analizar su energia a través de una definicion
nueva y fisica, Ademds, cabe mencionar que fue posible compilar los resultados obtenidos
en forma de un articulo que se envid para su publicacién [47).

Se ha analizado el caso de una onda gravitacional cilindrica, representada por una
métrica que es diagonal mds un término cruzado gy, el cual bisicamente nos indica que
la onda presenta rotacion. Caleutando los invariantes del tensor de curvatura para nuestra
solucion especial encontramos que se anulan aunque R4 # 0 por lo que segin, ef crite-
rio de Bel, este espacio-tiempo describe ondas gravitacionales fibres. Fisicamente esto se
explica al considerar al tensor de curvatura como la intensidad del campo gravitatorio v
argumentar que el frente de una onda gravitacional se puede describir como una pertur-
bacién del tensor de Riemann viajando en of espacio. Debido a que esta solucion pertenece
al tipo I1l en la clasificacién de Petrov y como el tensor de curvatura de este tipo tiene
un cigenvector principal nulo, esto significa que la perturbacién viaja a la velocidad de
la luz, es decir cfectivamente se trata de una onda gravitacional. llemos detectado que
una particula libre en este campo gravitacional presenta una aceleracién azimutal. £sto
se comprueba al calcular la componente ¢ de las ecuaciones geodésicas encontrando que
solo se anula cuando gig = 0 con lo que esta tendencia del arrastre de una particula de
prucba en este campo gravitacional es el resultado de la rotacién de la onda. Por todo
to anterior, nuestra solucién particular describe ondas gravitacionales con rotacion. Se
analizd la curvatura medida por un observador que se mueve en transporte paralelo sobre
una geodésica tipo tiempo encontréndose que nuestra solucion presenta singularidades.
Para tlustrar e} hecho, se estudiaron, el caso de un pulso de onda y una onda periadica, en-
contrando que las singularidatles cambian constantemente su posicion con el movimiento
de la onda, aparecen en un cilfndro y viajan en ¢l espacio-tiernpo a ta velocidad de ta uz.

Como cn la gcometrodindmica existe un problema fundamental al tratar de definir fa
energia gravitacional se construyd una deflinicion fisicaa partir del tensor de Bel-Robinson.
Se sabe que en relatividad general las ondas gravitacionales transportan energia y mo-
mento, Sin embargo, el tensor de energia momento T# para esta teorfa, unicamente

i
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representa la energia de materia, por lo que 7%, = 0 puede interpretarse silo como una
expresion local de la conservacion de la energla material. La “energia del cawpo gravi-
tacional”, no se Lowa en cuenta v en términos globales deberfa aparecer en alguna ley
de conservacion. Ademds, en mwestro caso particular debido a nuestra geametria, nues-
tro espacio-tiempo no es asintéticamente plane en infinito por lo que no es posible tener
una definicion global de la energia del sistema. A pesar de todo, se ha podido abtener
una forma alternativa nueva y fisica para definir la encrgia gravitacional de la onda de
modo local. Esto se logré tomando el promedio de mediciones de la cuergia efectuadas
por observadores en un sistema de Fermi. Para tales fines construimos el tensor de su-
perenergia gravitacional el cual s una expresian tensorial local, basada en o tensor de
Bel-Robinson, con las ventajas de poseer un completo significado f(sico, y ser un andlogo
del tensor de encrgia momento del campo clectromaguético. Por medio de dste tensor se
han obtenido los siguientes resultados. Para nuestra solucion particular a la ecuacién de
Einstein correspondiente a la onda gravitacional con simetria cilindrica y rotacidn: 1) La
densidad de energia de radiacion gravitacional es proporcional a un pardinetro L de fongi-
tud (introducido desde nuestra definicién) que nos da la dimensionalidad del problema en
particular, ¢ inversamente proporcional a (lo—7)* en doude 7 es el tiempo propio medido
por el abservador y lp es una constante de integracion. Ademds, este resullado concuerda
con el andlisis de las singularidades. 2) El flujo de eneygia gravitacional sobre ol ¢je de
simetria da un vator de cero, lo que concuerda con lo esperado. 3) La presion de radiacién
sobre el ¢je z da un valor andlogo al caso de la densidad de energia, de hecho es 5/12 del
valor obtenido para la densidad.

Con esto hemos analizado las caracteristicas mds importantes de los campos gravita-
cionales generados por ondas gravitacionales con simetria cilindrica y rotacion. El tensor
de superenergia que se derivé en el capitulo tres y que representa una definicidn local
de |a energia gravitacional puede ser de interds para el estudio de otras tipos de campos
gravitacionales como es el caso de Hoyos Negros. Asi que entouces, este serd uno de los
temas a tratar en futuras investigaciones.
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