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Prefacio 

El objetivo que se ha perseguido al escribir esta tesis es introducir una teoría que 
comenzó a desarrollarse hace menos de una decada, -renormalización ambientalmente 
amigable. Aunque esta teoría puede verse enmarcada dentro del contexto de la teoría del 
grupo de renormalización, representa un refinamiento de ésta en el sentido que ya toma 
en cuenta los efectos que el "ambiente" produce sobre el sistema fleco. Este es un aspecto 
importante y no tratado por los métodos comunes de regularización. Ye en sí el grupo de 
renormalización ea referido como "uno de los descubrimientos roda profundos en la ciencia" 
porque ee una teoría acerca de las teorías. En este trabajo utilizamos los fenómenos críticos 
para introducir las ideas en las que se basa el grupo de renormalización ya que es este 
contexto el que facilita el entendimiento de conceptos que de otra manera serían difíciles 
de entender. Para dar una visión clara de la física que queremos describir en el contexto de 
la teoría de renormalización, yen particular de renormalización ambientalmente amigable, 
iniciamos el primer capítulo mostrando algunos ejemplos típicos de fenómenos críticos y 
toda una serie de fenomenología que se conoce de ella. En el segundo capítulo introducimos 
una serie de modelos que intentan describir la fenomenología que se observa. Algunos de 
estos modelos se resuelven exactamente dentro del marco de la mecánica estadística y el 
resto tiene una función de partición que puede escribir'e como una integral funcional en 
términos de campos continuos. De estos últimos, tomamos un bien conocido representante 
para introducir las técnicas funcionales en el capítulo 3, que es la llamada teoría de Lendau-
Ginzburg-Wileon o teoría de Xy>4. Nuestra Aloe" es que todo el trabajo hubo en estos 
tres capítulos es sólo una introducción al problema central, pero no por eso debe ser 
menospreciado. De hecho, es todo este trabajo el que permite visualizar la existencia de 
problemas que requieren de una teoría especial para ser tratado., —la teoría del grupo 
de renormalización. Fa con este tópico que iniciamos el capítulo 4. Notamos que existen, 
esencialmente, da formas del grupo de renormalización. Una que corresponde a un raspeo 
exacto entre hamiltonianos que conduce a un hamiltoniano con un menor dinero de grados 
de libertad. De limbo, en el sentido estricto este conjunto de irandoemacioaes entre los 
parámetros de los hamiltonianos es solo un semipupo porque las trandormacioms carecen 
de inversa. La otra, el grupo de renormalisación en el contexto de teoría de campos, que 
se basa en la idea de reparametrización. Esta formulación, aunque más abstracta es más 
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general. Dentro de este contexto de los grupos de renormalización en teoría de campos, 
en los que renorrnalización es equivalente a reparametrización, es que podemos localizar la 
teoría de renormalización ambientalmente amigable. 

Para finalizar este prefacio quiesiera agradecer el gran apoyo académico del Dr. Chris 
Stepherts, quien me introdujo en el area de teoría de campos aplicada a fenómenos críticos 
y tuvo la paciencia para continuar en esto hasta el final. Estoy agradecido, también, con 
los estudiantes que colaboran con el grupo de renormalización ambientalmente amigable 
por sus valiosos comentarios, oportunas discusiones y la ayuda en algunos cálculos que 
no son simples, en particular a José Antonio Santiago. Agradezco, también la amabilidad 
del Dr. Juan Carlos López Vieyra por sus valiosas aportaciones a la versión anterior de 
este manuscrito. Al Dr,' Tim Minzoni, Dr. Germinal Cocho, y al Dr. Matías Moreno, 
agradezco, por último, sus invaluables comentarios y discusiones. Sin su ayuda esta tesis 
no hubiera sido la misma. 
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Capítulo 1 

FENOMENOLOGIA DE LAS 
TRANSICIONES DE FASE 

En este capítulo y a lo largo de esta tesis estaremos tratando principalmente con 
transiciones de fase de segundo orden, aunque a veces nos referiremos a algunas de primer 
orden. Pero, ¿qué queremos decir con transición de fase? 

Una transición de fase simplemente significa un cambio en la fue de un sistema ter-
modinámico, donde una fase se entiende como una componente homogénea. 

Existen varice maneras de clasificar las transiciones de fue, una, conocida como la 
clasificación de Ehrenfest propone llamar a una transición de fase de "n-ázimo orden" si 
cualquier derivada de orden menor que n de la energía libre con respecto a cualquiera de sus 
parámetros, evaluada en cualquier punto accesible al sistema es continua, pero cualquier 
derivada de orden n de la energía libre tiene una discontinuidad en la transición de fase. 

Otra clasificación, que es la que asumiremos en este trabajo, es: 
• Llamaremos transición de fase de primer orden a aquella que presente discontinuidades 
en las derivadas de primer orden de la energía libre. Por consiguiente, en este tipo de 
transiciones habrá discontinuidades en la entrop(s, el volumen o la magnetización y por lo 
general se generará calor latente. 

Unos ejemplos que corresponden a este tipo de clasificación pueden encontrares en la 
transición hielo-agua y la transición superconductividad-conductividad de un material en 
presencia de campo magnético externo. Por otra parte, 
• llamaremos transición de fase de segundo orcen a cualquiera que presente discon-
tinuidades en las derivadas de orden mayor que uno. Estas tendrán continuidad en las 
derivadas de primer orden de la alergia libre, pero pueden o no protestar discontinuidades 
en todas les derivadas de orden superior. Es decir, en este tipo de transiciones habrá 
continuidad en la entropla, el volumen o la magnetización a través del punto de transición 
y por lo general no se generará calor latente. 

Algunos ejemplos de esta clase son, la transición liquido-vapor en el punto critico, 
la transición superconductividad-conductividad de un material en ausencia de campo 
magnético externo y la transición ferromagnética en el punto de Curia, entre otros. 
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De aqui en adelante seguiremos la convención de llamar fenómenos críticos a aquellos 
que ocurren en las transiciones de fase de segundo orden. 

1.1 Descripción de las Transiciones de Fase y Puntos Críticos 

Para un mejor entendimiento de los fenómenos críticos conviene comenzar con un par 
de ejemplos. El primero de ellos, ya mencionado en la anterior introducción, corresponde 
al fenómeno que ocurre en una transición líquido vapor a través del punto crítico. De 
hecho, historicamente, el primer punto crítico que se descubrió fué en una transición de 
fose de este tipo, cuando se estudiaba el comportamiento del dioxido de carbono (CO2). 

Supongamos que estamos estudiando el comportamiento del CO2 contenido en un 
tubo sellado a una densidad promedio de aproximadamente 0.5 g/cm3  y a una presión 
aproximada a las 72 atm. A una temperatura cercana a loe 29 °C uno ve un menisco muy 
agudo que separa el líquido (abajo) del vapor (arriba). Uno puede seguir el comportamiento 
de las densidades del líquido y vapor mediante el uso de unas cuantas esferas de una 
densidad aproximada a loe 0.48 g/cm3, la cual difiere ligeramente entre cada una de ellas. 
Estas esferas simplemente se dejan flotar en el sistema. Cuando el tubo se calienta hasta 
una temperatura de aproximadamente 30 °C, uno se encuentra con un cambio muy grande 
en las dos densidades. Sin embargo, una esfera que tenga la "densidad crítica" permanece 
flotando en el menisco. Existe aún una fina interfase entre los dos fluidos, pero la densidad 
de cada uno de ellos se ha ido aproximando a la del otro. El aumento en la temperatura 
del fluido hasta una temperatura de aproximadamente 31 °C produce el fenómeno de 
opalescencia crítica. Si el CO:, que es muy transparente en la región visible del espectro, 
se ilumina desde un lado, uno observa una fuerte inteneklaid de luz dispersada. Esta 
tiene un color azul cuando se observa en la dirección normal a la iluminación, pero tiene 
un aspecto café--naranja cuando se observa en la dirección de la iluminación con la lux 
viniendo desde atrás. Finalmente, cuando la temperatura se incrementa unas cuantas 
centésimas de grado, la opalescencia desaparece y el fluido se vé totalmente claro otra 
vez. Además, el menisco que antes separaba el liquido del vapor desapareció. De hecho 
todas las diferencias entre las dos fases se han ido y sólo queda una fase fluida bastante 
homogénea arriba de la temperatura critica, 71 c 31.04 °C. 

Podemos visualizar este fenómeno de una manera Me clara si lo representamos en un 
diagrama de fase (P, T) como el de la figura 1.1. Las tres primeras etapas de la transición 
descrita anteriormente corresponden a loe puntos a, b y c sobre la curva de presión de vapor. 
Nótese que Te  y Pe  son los valores críticos de la temperatura y presión respectivamente a 
los cuela; se observa la opalescencia crítica. Cuando la temperatura aumenta aún más , el 
sistema sigue una curva de densidad constante (la "isocora crítica"). lbdo el proceso es 
completamente reversible; consecuentemente, ea posible ir del punto 1 (líquido) al punto 
2 (vapor) ya sea suavemente por la curva ri a lo largo de la cual las propiedades del 
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fluido cambian suave y continuamente mediante una transición de fase de segundo orden, 
o a través de la curva r2, a lo largo de la cual ocurre una transición de fase de primer 
orden con una discontinuidad en la densidad, energía interna, etc. Cuando nos acercamos 
al punto crítico, las densidades plig  y pop se vuelven más y más cercanhs, hasta que se 
enpalman en el punto crítico. 

Pr 

fluido 

liquido , 	- 	ri  

ley 

2i 	
 

vapor 

1; 

Fig. 1.1 Diagrama (P,7') pasa un sistema talco típico. 

El segundo ejemplo, quizá menos familiar para nosotros, corresponde a una transición 
ferromagnétic,a en el punto critico. 

Consideremos ahora, una barra de hierro a temperatura ambiente sometida a un campo 
magnético intenso h, paralelo a su eje. Si el campo es lo suficientemente intenso, la barra 
se encontrará casi completamente magnetizada. Y el disminuimos poco a poco la intensi-
dad del campo hasta llegar a h = O, notamos que la magnetización M irá disminuyendo 
también, pero no llegará a cero. Es decir, aún a campo cero habrá una magnetización. 
A esta magnetización se le suele denominar magnetización espontánea y se le denota por 
M0.1  

Sabemos, de lo que observamos en el laboratorio, que cuando invertimos la orientación 
del campo h, la magnetización también se invierte. Por esta razón M debe ser una función 
impar de h. Y por el argumento anterior, M debe ser discontinua en Pi = O, pues cuando 
h —10+, M Mo y cuando h 	M -› -Mo. 

Esta discontinuidad en la magnetización es muy parecida a la discontinuidad en la 
densidad en una transición de fase líquido-vapor. Más adelante daremos una pruebri 
explícita de esta aseveración. 

La barra de hierro sufre una transición de fase cuando h = O, cambiando repentina-
mente de magnetización negativa a positiva. En un experimento real, la discontinuidad se 
oculta trae la carencia de equilibrio termodinámico de la barra y ocurre el fenómeno de 

I  Fa Importante hacer notar que el comportamiento terrommakico 6 paramailadtico de la berra demás 
sensiblemente del proceso que lo llevó a eu catado goal. Poe ejemplo, el el •proceso de erkiaialestc? es 
cuaeleatatico y reversible entonces la barra lleva a en ferromagnitica, no así el el proceso es Inmereible. 
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histéresis. Pero, si el hierro es suave y está sujeto a cambios mecánicos, se encuentra un 
comportamiento muy cercano al de la gráfica 1.2. (T < Te) 

Al 

Fig. 1.2 Gráfica de M(h) mira T < '1c, 	T, y T > Tc. 

Todos los comentarios anteriores se aplican a tina barra de hierro a temperatura am-
biente. Ahora supongamos que incrementamos la temperatura T de la barra sólo un poco. 
Se encuentra experimentalmente que M(h) tiene una gráfica similar pero con M0  menor 
que la anterior. Finalmente, si incrementamos 'I' hasta el valor crítico 	Mo  se anula 
y M(h) se vuelve una función continua con pendiente (susceptibilidad) infinita en h = O 
(figura 1.2, 'I' = Te). 	• 

Si T se incrementa aún más, M(h) sigue siendo una función continua, y para cualquier 
> 	se vuelve una función analítica para h = O (figura 1.2, T > Te). En este caso la 

susceptibilidad no sólo ya no es infinita sino que es una función analítica también. 
Todas estas observaciones pueden resumirse convenientemente si consideramos el plano 

(T,h ) como el de la figura 1.3. 

A lt 

O 

Al 

Fig. 1.3 El remiplano (T, h) mostrando el corte sobre el 
cual M es discontinua. 

Notamos que hay un corte a lo largo del eje T que va desde O hasta Te. La magnetización 
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M es una función analítica tanto de T como de h en los seiniplanos h>Oyh< O, excepto 
en los puntos del corte, donde es discontinua. 

El corte es una línea de transiciones de fase. A su punto final (Te, O) se le conoce como 
punto crítico. De las razones expuestas anteriormente concluimos que la función M(h,T) 
debe ser no analítica en este punto. Uno de los aspectos más interesantes de la mecánica 
estadística y de la teoría de campos es el estudio del comportamiento singular, o mejor 
dicho del comportamiento no analítico de algunas cantidades físicas cerca de los puntos 
críticos. 

Ims(0)1 

o 
Elg. 1.4 La magnetización espontánea Me como función 
de la temperatura. 

Para finalizar este ejemplo, definimos la magnetización espontáneo de manera precisa 
mediante\la ecuación 

Mo(T) = Jim
t 
 M(h,T), 	 (1.1) 

a-fO 

como se puede notar el límite se toma a través de valores positivos de h. El módulo de la 
magnetización espontánea tiene una gráfica del tipo que se muestra en la figura 1.4, siendo 
positiva para T < T, y cero para T > Tc. 

1.2 Comportamiento Crítico 

Cuando un sistema termodinámico se aproxima a una transición de fase de segundo 
orden ocurren fenómenos muy notables, muchos de las cuales tienen naturaleza ter-
modinámica y pueden observarse, como ya se ha mencionado antes, mediante experiMentos 
cusslestáticos o calcular* a partir de la mecánica Mediatice en equilibrio. 

Uno de ellos, el comportamiento cooperativo .de largo rengo, determina las carac-
terísticas importantes de la transición. 

Es posible notar que la escala de las correlaciones ea grande cuando, por ejemplo, se 
observa el fenómeno de la opalescencia crítica en el punto crítico liquido-gaa. El incremento 
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"dramático" en la dispersión de la luz es un resultado directo del hecho que las regiones 
del tamaño de unas cuantas micras (la longitud de onda de la luz visible) están fluctuando 
coherentemente. 

En un sistema magnético, la divergencia de la susceptibilidad a campo CCM, Xell 

refleja la naturaleza del largo rango de las correlaciones entre los momentos magnéticos. 
Uno caracteriza este rango mediante la longitud de correlación 

Así pues, a medida que el sistema se acerca al punto crítico, varias cantidades físicas 
muestran no az ialiticidades y lo que se observa experimentalmente es que el comportamiento 
que siguen es el de una ley de potencias. 

Hasta ahora hemos mencionado la longitud de correlación y la susceptibilidad 
magnética. Sí denotamos por Mx)69(0)) a la función de correlación de la cantidad 
fluctuante 59 en los puntos x y O, tenemos que su comportamiento es 

(6W(x)650(0)) "" 	-.121/1 	7' 917é. 
	 (1.2) 

y el comportamiento mintótico de la longitud de correlación cuando el sistema se acerca a 
la temperatura crítica es 

f 	, 
IT — 	, 

T > 7', 
< 'I' • 

(1.3) 

Para el caso en que estudiamos un ferromagneto, 9(x) es el momento magnético local en 
la posición x y 699 es su valor relativo al promedio. Para un líquido, 9(x) es la diferencia 
entre la densidad local en x y la densidad promedio en el punto crítico. Para sistemas 
como superfluidos el campo fluctuante no es observable directamente, es un pordynetm de 
orden complejo. 

A pesar de la gran variedad de sistemas físicos, uno puede usar un lenguaje único, 
basado en "algún" campo como parámetro de orden. Este parámetro de orden, que general-
mente no es único, tiene la característica de ser cero para ciertos valores de loe paráMetros 
del sistema "arriba" de la temperatura crítica y ser no-nulo para los mismos valores de loa 
parámetros pero "debajo" de la temperatura crítica. Tales el caso de la magnetización 
en un ferromagneto, la cual es cero cuando h=OyT>7', pero es diferente de cero para 
h = O cuando T < 7',. 	 • 

En el marco de este lenguaje, definimos el parámetro de orden 9, y la susceptibilidad 
x como la respuesta del sistema (el cambio en el parámetro de orden promedio) cuando 
se aplica un campo externo infinitesimal que se acopla linealmente con el parámetro de 
orden. Se observa que para temperaturas cercanas a la temperatura crítica n, 

f IT 	T > T, 	
(1.4) 

X  "' 117' — 	T < T, 

Nuevamente puede haber una variedad de situaciones. En un líquido, x es la compresi-
bilidad; en un superfluido, no es una cantidad física; en un ferromagneto de Helsenberg, 
puede ser un tensor de susceptibilidad con componentes longitudinales y transversales. 

• 
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Si el sistema se encuentra exactamente a la temperatura crítica Tc, la función de 
correlación decrece como 

(51o(x)tly)(0)) 	jx141-21-1», Tc , (1.5) 

donde d es el número de dimensiones espaciales. 
El calor específico a campo externo constante, para T 71, se comporta como 

Ch  
IT — Tcl-c1, 	7' > T, 
1T-1 	, 	T < 

(1.6) 

donde a = O a veces implica una singularidad logarítmica. 
En muchos sistema uno puede medir una curva de cohexistencia, donde líquido y 

gas cohexisten en equilibrio en el caso de un fluido, ó en un sistema magnético, ee el 
comportamiento de la magnetización como función de la temperatura a campo externo 
nulo. Se encuentra experimentalmente que cuando el sistema no está sometido a campo 
externo, i.e. h = O, el parámetro de orden cerca de la temperatura crítica se comporta 
COMO 

1T — Tcla 	 (1.7) 

Si ahora consideramos la aproximación a le temperatura crítica, T = Tc, pero a campo 
externo no-nulo, el parámetro de orden puede escribirse como 

Este último caso describe la aproximación al punto critico líquido a T = 11, pero a presión 
P ¢ Pe  ó la aproximación al punto crítico ferromagnético a T Te, pero a campo externo 
h¢ O. 

A la cantidades 	7, 7', per  v, o/, y é se lea conoce corno exponentes crítica Expe- 
rimentalmente se ha encontrado que estos exponente' no son enteros ni fracciones simples. 
Teóricamente, también, se han calculado valores para los exponentes críticos de algunos 
sistemas físicos; estas se precentan en la tabla 1.1.1  

La mayoría de estos valores a obtuvieron mediante cálculos analíticos, excepto los de 
loe modelos tridimenalonales (d = 3), los cuales fueron obtenidos numéricamente. De esta 
tabla, podemos notar que los exponentes críticos dependen de la dimensionalidad d. 

Una última cuestión es especificar que la notación que hemos estado utilizando en las 
anteriores expresiones, ,f(z).a zs, se lee ",1 se comporta como zM", y significa 

lim infix) — 	 (1.9) 
z-oo+ Inz 

'Feta tabla fuá tomada de D. J. Amit, Ata Mary, Me ReuremlieeMen Gro., sad 	Pieneemem, 
McGraw-1011 1975, excepto los datos para el modelo de lielainbent, fetos fueron tomados de J. Zian-Justio, 
Quedan MI %ay and ~leal Pberannevie, Oxford Science Publications, Clumwkin Presa, Odord 1990. 
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Tabla 1.1 Valores. de loa exponentes críticos para algunos sistemas físicos (e = 4 - d). 

F.aposeate Teorle de Ceno 
Promedio 

Modelo de leitig 
d= 2 

Modelo de lilao 
11--  3 

Modelo de Ileiseeberg 
il. 3 

Modelo Paf/rico 
e>0 

a' a 
0 O 

O  
0.12 -0.08 -t/(2 - e) 

P 1/2 1 /8  0.31 0.38 1/2 

Y 
y ' 

I 7/4 1.25 
1.38 

no definido 
2/(2 - e) 

y 

V ' 
1/2 1 064 0.715 1/(2 - e) 

8 3 15 5.0 (6- e)/(2 - e) 

TI 0 1/4 0.04 0.05 0 

1.3 La Hipótesis de Escalamiento 

Aaurnarnos la terminología de loe fenómeno@ magnéticos para describir con mayor cla-
ridad las ideas de esta sección, Así, el parámetro de orden será la magnetización M, el 
campo externo será un campo magnético externo h aplicado al sistema?  y el parámetro 
que utilizamos para estudiar el comportamiento crítico es la temperaturiT (pera h mi 0). 

La idea de escalamiento, sugerida por primera vez por B. Widom en 1965, comiste en 
escribir la parte asintática de la energía libre 6 la ecuación de estado como una función 
homogénea de lea variables. Por ejemplo, la ecuación de estado describe una Mecida entre 
la magnetización, la temperatura y el campo magnético. En geogeal la podemos escribir 
como 

h= Afi f(M,t), 	con t = iT —T01. 	 (1.10) 

Widom propuso que,' cerca del punto critico, / debería depender de una sola variable de 
tal forma que 

h = A1Msl(Bt/M110), 	t -I O. 	 (A•I1) 

Loe exponentes 6 y fi son los exponentes críticos definidos en la sección anterior y Al y 
B son amplitudes . El descubrimiento impaciente de Widom fué que A1, fi y 71 pueden 
escogerse de tal manera que loe datos experimental* de diferentes materiales (Fe, Ni, etc) 
satisfacen la ecuación (1.11) con la misma función J. 

De manera análoga, uno acribe la relación para la parte singular de la energía libre 
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en la forma 
F(t,h) = ilet 2-"g(Dt/h119, 	t 	0, h -4 0, 	 (1.12) 

donde nuevamente a, fi y (5 son los exponentes críticos, Ao y D son amplitudes, y 9 es una 
función que se determina experimentalmente. 

A partir de estas expresiones homogéneas, uno puede derivar relaciones entre los ex-
ponentes críticos a las cuales comunmente se les refiere como leyes de escalamiento. 

Consideremos, por ejemplo, la ecuación (1.11) y supongamos que 

(v) -› pN, 	cuando y = 	O. 

De estas dos ecuaciones, (1.11) y (1.13), concluimos que 

ah 4-1 
,•••• 	1

0, 

pero, sabemos que X  m = 8h/8M ,••• V cuando t -3 0. Por lo tanto concluimos que µ = ry 
y entonces 

(1.15) 5 - 	-- 1 = O.  

Feta es la ley de escalamiento de Widom. 
De manera similar, partiendo de la ecuación (1.12) para la energía libre, podemos 

derivar la relación 
a+2P+7= 2, 	 (1.16) 

que se conoce como la ley de escalamiento de Rushbrooke. 
Además, a partir de la función de correlación 6 fooscidn de dos pontos en el lenguaje 

de la teoría de campos, podemos derivar 

(1.17) 

que es la ley de escalamiento de Fisher, y otra ley de escalamiento que envuelve la dime». 
sionalidad d del espacio explicitamente, esta es 

vd=2 	 (1.18) 

y se conoce como la ley de Josephson. Debido a la dependencia en la din tonalidad, 
esta última relación es un ejemplo de una ley de hipereeealansiento. 

Anteriormente se pensaba que las leyes de hipereecalamiento no eran satisfechas' de 
Manera exacta como lo son las leyes de escalamiento. Esto, debido a que el trabajo 
numérico llevado a cabo en el modelo de Ising tridimensional parecía indicar mudas 
discrepancias de las leyes de hiperescalamiento. Sin embargo, se ha demostrado que esas 
discrepancias son producto de las aproximaciones, y actualmente se sabe que las relaciones 
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en la forma 
F(t, h) = Aot2-ag(Dt/h1h9), 	t --> O, h --> 0, 	 (1.12) 

donde nuevamente a, (3  y 6 son los exponentes críticos, Ao y D son amplitudes, y g ea una 
función que se determina experimentalmente. 

A partir de estas expresiones homogéneas, uno puede derivar relaciones entre los ex-
ponentes críticos a las cuales comunmente se les refiere como leyes de escal4miento. 

Consideremos, por ejemplo, la ecuación (1.11) y supongamos que 

/(y) yo, 	cuando y = virj  O. 	 (1.13) 

De estas dos ecuaciones, (1.11) y (1.13), concluimos que 

OM 	
tmA48-/-1, 	t --> 0, 	 (1.14) 

pero, sabemos que X  1 = 8h/8M N ti cuando t O. Por lo tanto concluimos que o = ry 
y entonces 

6---1=0. 	 (1.15) 

Esta es la ley de escalamiento de Widom. 
De manera similar, partiendo de la ecuación (1.12) para la energía libre, podemos 

derivar la relación 
a+ 2/3+/=2, 	 (1.16) 

que se conoce como la ley de escalamiento de Rushbrooke. 
Además, a partir de la función de correlación 6 /unción de dos pontos en el lenguaje 

de la teoría de campos, podemos derivar 

(1.17) 

que es la ley de 'acatamiento de Fieber, y otra ley de escalamiento que envuelve la dimen-
sionalidad d del espacio explícitamente, esta ea 

vd=2 —a, 	 (1.18) 

y se conoce como la ley de Josepluon. Debido a la dependencia en la dimmionalidad, 
esta última relación es un ejemplo de una ley de Aiperacelamiente. 

Anteriormente se pensaba que las lene de hipereacalamiento no eran estidedo de 
Manera exacta como lo son las leyes de maloliente. Esto, debido a que el trabajo 
numérico llevado a cabo en el modelo de bina tridimensional parecía indicar pequeños 
discrepancias de las leyes de hipereecalamiento. Sin embargo, se ha demostrado que eme 
discrepancias son producto de las aproximaciones, y actualmente se sabe que las relaciones 
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de hiperescalamiento se satisfacen. Sin embargo, para Hamiltonianos con interacciones de 
largo rango que van como leyes de potencias se sabe que las relaciones de hiperescalamiento 
no se satisfacen. 

Volviendo a las relaciones de escalamiento, ecuaciones (1.15)-(1.18), uno puede derivar 
las relaciones arriba o abajo de y puede darse cuenta que loe exponentes son simétricos 
alrededor de la transición, i.e. que a = a', ry = 71  y I, = 	En consecuencia, uno puede 
concluir que de las ecuaciones (1.15)-(1.18), sólo doe exponentes son independientes. Así, 
basta conocer sólo dos de los exponentes críticos para calcular los restantes a partir de las 
leyes de escalamiento. 

Se ha determinado que las relaciones de escalamiento, ecuaciones (1.15) (1.18), son 
satisfechas exactamente por el modelo de Ising bidimensional, y por el modelo esférico. 
Así, los resultados experimentales y cálculos, tanto exactos como numéricos, de varios 
modelos apoyan fuertemente la hipótesis. 

1.4 Universalidad 

Ya hemos visto que algunos sistemas físicos, por ejemplo un fluido en tres dimensiones 
y una barra ferromagnética, pueden describirse usando el lenguaje de loe parámetros de 
orden. El hecho notable ahí es que, a pesar de que los sistemas se ven distintos desde un 
punto de vista microscópico, se comportan "exactamente" en la misma forma cuando se 
acercan a sus puntos críticos. A esta identidad en el comportamiento de los sistemas, que 
a priori se dirían distintos, se le denomina unicerselidad. De hecho, experimentalmente se 
encuentra el mismo conjunto de exponentes críticos para ambos sistemas. Sin embargo, no 
todos los sistemas físicos presentan el mismo comportamiento crítico; pero existan conjun-
tos de ellos que si lo hacen. En la mayoría de los casos, los únicos factores que determinan 
las propiedades críticas son la diznensionalidad del espacio, d, y el número de componentes 
del parámetro de orden, n. Para sistemas magnética; por ejemplo, el parámetro de orden 

' es la magnetización, y su dimenalonalidad es el número de componentes necesarias para 
describir el vector de espín. La mayoría de los sistemas con los mismos veloces de d y 
n pertenecen a la misma clase de universalidad y poseen los mismos exponentes críticos. 
Por ejemplo, los ferromagnetos que son parecidos al modelo de hing tridimensional, los 
fluidos, he mezclas de líquidos y ciertas aleaciones son miembros de la misma clase de 
universalidad (con d = 3 y n = 1), así que las gráfico de sus propiedades deben tener el 
mismo aspecto cerca del punto crítico. 

La interpretación de algunos otros valoro de d y n puede resultar menos obvia, y 
valores como n = —2 pueden definir.. matemáticamente pero no corresponden a algún 
sistema físico. El modelo X Y y el de Hehenberg son análogos al de hing, pero describen 
ferromagnetos cuyos vectores de espín tienen dos y tres componentes respectivamente. 

A manera de ejemplo, conviene presentar un esquema de algunos sistemas físicos con el 
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modelo teórico que los representa, el parámetro de orden que se utiliza para su descripción 
y la clase de universalidad a la que pertenecen. Este esquema se presenta en la siguiente 
tabla 1.2.' 

Tabla 1.2 Clames de Universalidad. 

Clase de Ueivenellded Modelo Teorice Slateme Fideo Pareasetro de Orden 

d= 2 

"= I 
Modelo de 'ling 
bidimensional 

Peliculas 
absorbidas Densidad superficial 

n  . 2 Modelo XY en 
dos dimensiones 

Peliculas de 
Helio- 4 

Amplitud de la Ose 
superfluida 

n = 3 Modelo de Nein:diem 
dimensiostel  bi

zacion Magneti 

d> 2  n=on Modelo esferico Ninguno 

d= 3 

n = O 
Camino aleatorio sin 

intereiniones 
Conformacion de 

polimems de cadena 
larga 

Densidad de finales 
de cadena 

n = I 
Modelo de bina 
tridimensional 

Femmsagneso 
uniudal 

Megneliacion 

Fluido cerca de 

un Pum° elit" 
Diferencia de dinaided 

anees las Pasee 

Meada cerca del 
punto de dieobacien 

Difeiencia de 
concentracioa 

Messina cerca de tina 
traneicion ceden- 

deseaba 

Mimada de 
concealmcion 

n = 2 
Modelo XY en 

ircudiulloulures 

Fononsagmeo 
Plan* 

Iteardedeecion 

Nelio4 cera de h 
~da -le 

AmPlitedée is fase 
stosellaide 

n = 3 Modelo de lidiasen 
en tres di:Renio:ni 

Porouneipelo 
isottopico Me/miss/cipo 

d < 4 

n = - 2 Ninguno 

n = 31 Cromodirsattica 
cundo 

Quilta ligull  al 
prstosee, mames, 

etc. 

3  Tontada de K. G. Wlleon, Se. Am., Vol. 241, No. 2 (1e79). 
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Para finalizar esta sección tenemos algunos comentarios pertinentes. El primero de 
ellos es que en ocasiones se habla de un conjunto distinto de parámetros que conforman 
las clases de universalidad, que son, el grupo de simetría del Hamiltoniano (no el de la red, 
si ea que hay una) y la misma dimensionalidad d del espacio. Otro aspecto que juega mi 
papel importante para la clasificación de las clases de universalidad es el hecho de si las 
fuerzas son de corto rango o no. Como ya vimos, las leyes de hiperescalamiento son válidas 
si las fuerzas son de corto rango pero no lo son cuando las fuerzas son de largo rango y 
van como leyes de potencias. 

El segundo es que las leyes de escalamiento tienen un rango más amplio de universalidad 
que los exponentes criticas. Esto lo decimos porque los exponentes críticos son los mismos 
para una clase de universalidad (con la misma d y n), pero las leyes de escalamiento 
son válidas para sistemas de distintas clases. Por ejemplo, las leyes de escalamiento de 
Widom, Rushbrooke y Fiaher son satisfechas por sistemas de distintas d y vi. La ley de 
Joeephaon es satisfecha por sistemas con la misma n y parad < do  donde a de  se le conoce 
como la dimensión crítica. Como ya hemos mencionado, la ley de Josephson satisface lo 
que se conoce como hiperescalamiento. Se tiene entonces que loe sistemas que satisfacen 
hiperescalamiento presentan un menor rango de universalidad que los que obedecen sólo las 
leyes de escalamiento. Como veremos en el siguiente capítulo, la teoría de campo promedio 
predice una mayor universalidad para los exponentes críticos. 

1.5 Escalamiento de Tamaño Finito 

Las singularidades en las funcione& termodinámicas asociadas con un punto crítico 
ocurren sólo en el limite termodinámico, en el cual el volumen V del detona y el número 
1V de grados de libertad va a infinito con la "densidad" p = N/V fija. E. sólo en este limite 
que la energía libre, o cualquier otra cantidad termodinámica, ee una función singular de 
la temperatura 6 de los campos externos. 

Por otra parte, los sistemas que se estudian en un experimento real pueden tener 
un número grande de grados de libertad, pero ni N ni V son infinitos. Sin embargo, 
tales sistemas exhiben transiciones de fase que aparentemente parecen deberse a un com-
portamiento singular de las funciones termodinámico. Aún mía, en muchos caeos las 
singularidades observadas están de acuerdo con las predicciones basado en cálculos que 
envuelven el límite termodinámico. Esto nos lleva naturalmente a planteamos las siguien-
tes preguntas ¿Es "una mera casualidad" que los resultados experimentales concuerden 
con las predicciones 6 es que los efectos debidos al tamaño finito están más allá de la reso-
lución experimental? ¿Cuáles son los efectos, si hay alguno, de restringir nuestros cálculos 
a sistemas finitos? ¿Feos efectos son de alguna manera precursores del verdadero compor-
tamiento critico del sistema infinito? Si hay, ¿podemos explotar los efectos de tamaño finito 
para extraer el comportamiento límite a partir de cálculos numéricos en sistemas pequeños 

• 
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partir de simulaciones en sistemas grandes pero aún finitos? Estas son algunas de las 
preguntas que trataremos en los capítulos sucesivos. De hecho, algunas de estas cuestiones 
son las que, como veremos en el último capítulo, hacen necesaria la introducción de grupos 
de renorrnalización que dependen del "ambiente". Por ahora, podemos discutir algunas 
de las ideas que nos ocuparán entonces. El límite termodinámico envuelve el hecho de 
permitirle al sistema bajo consideración que todas sus dimensiones tiendan a infinito, pero 
si algunas de esas dimensiones permanecen finitas, el comportamiento termodinámico se 
modifica. Un ejemplo de esta modificación ocurre al estudiar un sistema termodinámico en 
un hipercilindro de radio finito. En el límite termodinámico, las fluctuaciones críticas están 
correlacionadas sobre una distancia del orden de la longitud de correlación 4 y corno hemos 
visto en las secciones anteriores esta longitud de correlación tiende a Infinito cuando el sis-
tema se acerca a la temperatura critica. Obviamente, en el caso del cilindro, la longitud de 
correlación puede tender a infinito en la dirección del eje pero no puede hacerlo en la di-
rección radial porque en esa dirección el sistema no es infinito. Es en estos casos en los que 
se debe ser cuidadoso con las definiciones. Por ejemplo, la longitud de correlación puede 
definirse como la escala de longitud que gobierna el decaimiento exponencial e -rg, con 
r la distancia de la función de correlación del parámetro de orden. Para sistemas con in-
teracciones de corto rango se piensa que la longitud de correlación es de orden unidad (salvo 
constantes). Como ya mencionamos, la longitud de correlación e diverge en el punto crítico. 
Si consideramos que alguna. de lea dimensiones son finitas, de orden L, entonces mientras 
que 1/L es pequeña esperamos efectos pequeños en las cantidades termodinámicas. De 
esta forma, sólo en sistemas que se encuentran muy cerca del punto crítico, y por lo tanto 

L, esperamos ver efectos de escalamiento de tamaño finito que son relevantes. Esos 
efectos pueden describirse en términos de una reducción efectiva de la dimensionalidad, Si 
el modelo es finito en todas sus direcciones, entonces para t L es efectivamente Idi-
mensional. Tal sistema no puede presentar una singularidad termodinámica. El efecto del 
tamaño finito es el de "redondear" las singularidades del punto crítico sobre una región 
en el espacio de parámetros para loe cuales f  L. Si todas, excepto una de las dimen-
siones son finitas, habrá un entrecruzamiento a un comportamiento cuasi-unidimensional 
sin singularidades verdaderas, pero con algún comportamiento anómalo. Si d' de las d 
dimensiones son Infinitas, habrá un entrecruzamiento a un comportamiento crítico con los 
exponentes característicos de d' dimensiones. El escalamiento de tamaño finito, como se 
formuló desde sus inicios, trata con la manera en la que ocurren ese redoadeandento y 
el entrecruzamiento. En un sistema de tamaño finito, hay generalmente tres escalas de 
longitud involucradas, ¿, L y la longitud microscópica a, la última de las cuales gobierna 
el rango de las interacciones. Lao cantidades termodinámicas, así, pueden depender de los 
cocientes adimensionalee ¿la y L/o. La hipdtesis de escalamiento de temido finito asume 
que, cerca del punto crítico, la longitud microscópica desaparece. Ad, si consideramos una 
cantidad tal como la susceptibilidad magnética x, que se comporta como Vil' cerca del 
punto crítico en el sistema infinito, entonces en la geometría caracterizada por el tamaño 
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x 	17/' ( e / ) , 	 (1.19) 

donde la longitud de correlación en el sistema Infinito y 41(y) es una función de es- 
calamiento con la propiedad de que 0(y) —› constante cuando y 	0. Si utilizamos el 
hecho que f 	IT — Tc l-", con T, la temperatura crítica del sistema infinito, la anterior 
ecuación puede escribirse en la forma equivalente 

x = 	(Lily (T — Te )) , 	 (1.20) 

donde ahora j es otra función de escalamiento. Si el sistema es cuasi-cero 6 unidimensional 
entonces x se supone una función analítica de la temperatura. De esta forma 4,(z) debe ser 
una función suave de a con un pico para algún valor a = 4, de ancho I. Una gráfica de x 
como función de T tendrá entonces un pico (bajo la hipótesis de escalamiento de tamaño 
finito). 

Si la dimensionalidad d' de un sistema excede la dimensión crítica más baja, entonces 
la ecuación (1.20) aún dará información útil. En ese caso esperariamos que x divergiera 
como IT 71(L)1-1, donde 7' es el exponente di-dimensional. Comparando ésto con la 
ecuación (1.20) vemos qué j debe tener una singularidad de la forma la—rol-7'  para alguna 
constante zo. Así, cerca de esta singularidad 

	

x N  L(7-7' )/ y IT — 	 (1.21) 

de tal manera que 71,(L) — 	L-t/° , y la amplitud de la singularidad se comporta como 
L(7-11/v. La función de escalamiento 4' es universal y contiene información sobre las dos 
regiones críticas diferentes, una asociada con d dimensiones y la otra con d's  dimensiones. 
Experimentalmente, se sabe que el escalamiento de tamaño finito raras veces se aplica. El 
régimen donde la longitud de correlación es del mismo orden que las dimensiones lineales 
es difícil de estudiar debido a la presencia de otros efectos como las impurezas, gravedad, 
etc. A pesar de ello se han reportado éxitos en la materia. La mayor utilidad se ha tenido 
en el análisis numérico de los datas en sistemas finitos. Una aplicación importante se tiene 
en el estudio de sistema' cuánticos a baja temperatura. Ahí sabemos que las fluctua-
ciones cuánticas ya son comparables a las fluctuaciones térmicas y no pueden despreciare. 
Además loe sistemas cuántica en d dimensiones pueden tener puntos críticos a T = 0. A 
temperobre finita, 7', la representación en términos de la integral de caminos de Feynnaan 
para un sistema cuántico finito de dimenalonalidad d es equivalente a la de un sistema 
clásico de dimeneionalidad d+ 1 con la dimensión extra siendo periódica'de tamaño finito 

= 1/ k,T. Este tipo de comportamiento de entrecruzamiento dimensional también nos 
ocupará al estudiar la teoría de renornialización ambientahnente amigable. 



Capítulo 2 

MODELOS EN UNA 
RED HIPERCUBICA 

Ya hemos visto el comportamiento fenomenológico de un sistema físico cuando se acerca 
a una mandón de fase. De hecho, ya tenemos caracterizado cualitativamente el compor-
tamiento de algunas cantidades termodinámicas asociadas al sistema en la vecindad del 
punto crítico. La tarea ahora es desarollar algunos modelos matemáticos que pretenden 
describir sistemas físicos para explicar ese comportamiento y obtener resultados cuantita-
tivos que nos provean de un marco conceptual y operacional para entender los fenómenos 
críticos. En particular calcular los exponentes críticos y las funciones de escalainiento. 
Ya hemos visto, también, que no es necesario estudiar todos loe diferentes sistemas, basta 
con analizar alguno de los miembros de la misma clase de universalidad. Con esta idea 
en mente, vemos de la tabla 1.2 que podemos escoger a los sistemas [laicos que se pueden 
modelar como ferromagnetos en una red hipercúbica d-dimensional para obtener las carac-
terísticas esenciales de toda la clase de universalidad. Eso es precisamente lo que vamos 
a hacer en este capítulo, estudiar algunos modelos de ferromagnetos. Comenzaremos por 
el más simple de ellos: el modelo de !sing. Primero lo definiremos de manera precisa y 
luego tomaremos el modelo unidimeusional, con el cual, concluiremos que no si posible 
tener una transición de fase en los modelos unidimensionales que se &acriben mediante 
mi parámetro de orden de una sola componente y que están sujetos a fuerzas de inte-
racción de corto rango. Luego expondremos algunos resultados para el modelo de Iaing 
en dos dimensiones, el cual sí presenta transición de fase. Estos modelos serán tratados 
con los métodos de la mecánica estadística (por medio de la matriz de transferencia), 
como se resolvieron (esencialmente) por primera vez. Después de estos, presentaremos la 
primera aproximación para el modelo de !ging d-dimensional, la teoría de campo promedio 
"clásica", y calcularemos los exponentes críticos, con lo cual veremos que esta aproximación 
predice «demasiada universalidad", pues los exponentes serán los mismos independiente-
mente de d. Con esto concluiremos loe métodos de la mecánica estadística e iniciaremos el 
camino hacia la teoría de campos. La manera como la introduciremos será construyendo 
una representación para el modelo de Ising d-dimensional en términos de integrales fun- 
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1.6 Invariancia Conforme 

Aunque la invariancia conforme fué aplicada por primera vez al estudio de los 
fenómenos críticos en la década de los 70's, ha sido hasta la década pasada que se ha encon-
trado su utilidad en el entendimiento de las amplitudes del escalamiento de tamaño finito. 
Esto comenzó con el progreso analítico de sistemas bidintensionales. La idea básica es sim-
ple; las funciones de correlación en el punto crítico deberían de transformarse simplemente 
no sólo ante cambios de escala, como discutiremos después, sino también bajo las más gen-
erales transformaciones conformes, las cuales corresponden localmente a transformaciones 
de escala con el factor de reescalamiento 6 dependiente de la posición. Entendiendo esto, 
la estrategia básica es usar tnapeos conformes para relacionar funciones de correlación en 
una geometría a aquellas en una geometría más simple. 

Una de las geometrías más simples a considerar es la de un cilindro de altura infinita y 
de radio L con condiciones de frontera periódicas. Esto se debe a que permite la aplicación 
de los métodos de las matrices de transferencia. El primer resultado de la invariancia 
conforme es que la longitud de correlación en la dirección radial está relacionada a las 
dimensiones de escalamiento zi mediante la ecuación 

21rxi/ L. 	 (1.22) 

Nótese que el hecho de que ✓;; N L ea un resultado del escalamiento de tamaño finito. Lo 
que si es notable es que la amplitud queda determinada. La relación (1.22), de hecho, fué 
primero conjeturada de estudios exactos y numéricos de varios modelos. Sin embargo, las 
predicciones de la invariancia conforme van más allá de ésta. Se sabe que, además, Ci  
está dada en términos del cociente de loe eigenvalores principales de la matriz de transfer-
encia, y por lo tanto la ecuación (1.22) proporciona información acerca de los eigenvalores 
principales. De hecho, la invariancia conforme predice todo el espectro de la matriz de 
transferencia (al menos de aquellos estados que se vuelven degenerados cuando L .4 oo). 
No daremos una demostración de esto, pero si discutiremos en detalle algunas de las 
aseveraciones hechas anteriormente cuando lleguemos a la sección de renormalisación am-
bientalmente amigable en el capítulo 4. En loe siguientes capítulos pretendemos, primero, 
introducir modelos que se describen en términos de redes y obtener su representación en 
teoría de campos, luego estudiarlos, y notando las "sutilezas" que aparecen de consid-
erar parámetros que no son loe adecuados, introducir el grupo de renormalización, por 
último, como el análogo de estas dos últimas secciones, darnos cuenta que los sistemu 
están condicionados por su ambiente; razón que nos llevará naturalmente a considerar 
grupos de renormalización que dependen del ambiente. 

• 
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cionales. En esta representación, como veremos, el problema es demasiado general y por 
consiguiente más complicado aún. Si pudieramos evaluar exactamente la integral funcional, 
tendríamos resuelto el problema del modelo de Ising en una red hipercúbica d-dimensional. 
Sin embargo, ésto no es posible y tenemos que conformarnos con resolver aproximaciones. 
La aproximación donde conservamos términos sólo hasta segundo orden del campo en el 
Hamiltoniatio nos llevará a la teoría gausaiana. La siguiente aproximación que se obtiene al 
considerar el Hamiltoniano, ahora a cuarto orden, conduce a la teoría de Landau-Ginzburg-
Wagon. Esta será el tema principal en el siguiente capítulo. Para finalizar, generalizaremos 
la función de partición del modelo de Ising d-dimensional a la de un modelo d-dirnensional 
en el que cada espín es un vector con vi componentes. De este modelo, examinaremos 
algunos límites de interés, como son ri --> oo (el modelo esférico), n finito y T --> O ó 
finito y T oo. También, al tomar el limite n —+ 1, demostraremos que la generalización 
es correcta, pues el modelo se reducirá al de 'sing. 

2.1 Modelo de Idos 

Este es el modelo para un ferroutagneto o antifenomagneto anisótropo en una red. Leuz 
y Ising lo estudiaron por primera vez en 1925 y demostraron que en una dimensión, d = I, 
el modelo no presenta transición de fase para T > O. Ellos concluyeron, incorrectamente, 
que el modelo no presenta transición de fase a temperatura "finita" (T > O) para d > 1 
y que por lo tanto este modelo no puede describir sistemas ferromagnéticos reales. Años 
después, en 1944, Late Comer resolvió exactamente este modelo para el caso d = 2 pero 
sin campo externo y demostró que el modelo de Ling si presenta una transición de fase 
para una temperatura 71 > O. Hasta ahora, nadie ha resuelto de manera exacta el modelo 
bidimensional en presencia de campo externo y el mismo modelo parad > 3 aún sin campo 
externo. Sin embargo, se han obtenido resultados numéricos. 

El sistema considerado en un modelo de Ling es un arreglo de N puntos fijos que forman 
una red periódica d-dimensional. La estructura de la red puede, por ejemplo, ser cúbica 
(hipercúbica), triangular (hipertriangular), hexagonal (hiperbexagonal, etc. Aaociada a 
cada vértice i de la red se tiene una variable de espín si' (i = 1,2, , 	la cual es una 
función que puede tomar únicamente los valores +1 ó —1, que se asocian a das posibles 
estados. Cuando a, = +1, se dice que el i-ésimo vértice tiene espín hacia arribe; pero 
si si = —1, entonces se dice que tiene espín hacia abajo. Un conjunto dado de números 
{n} = 	s2, 	oN} especifica una configuración del sistema. La energía del sistema en 

4  En ate capítulo Matemos tratando sólo con el modelo de bino "clásico" en si que coa la palabea opta 
queremos decir momento magnético, el cual salo puede tomar loe valora +1 d —1. Zeta variable bivaivada 
es una entidad elmilu pero mía simple que la variable de espín S de la mecánica cuántica, cuya componente 
r para «lin total S = 1/2 puede tomar loe dos vidoree S' = *1/2. 

a 
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la configuración especificada por {si) se define como' 

E{ei} — E Jijsisj  — E hisi, 	 (2.1) 

donde el primer sumando representa la energía debida a la interacción entre espines, la cual 
está pesada por el factor Ab y el segundo, la energía de la interacción del campo externo 
/i con cada uno de los espines si. Notamos que para valores positivos de J, el mínimo de 
energía del sistema se obtiene cuando todos los espines son paralelos; cuando esto sucede 
decimos que se trata de un ferroinagneto. Por el contrario, para valores negativos de J, el 
mínimo de energía del sistema se obtiene cuando todos los espines son antiparaleloe entre 
sí; en este caso decimos que se trata de un antiferromagneto. Sin embargo, el caso más 
general ocurre cuando la matriz J tiene eigenvalores tanto positivos como negativos, tal es 
el caso de los llamados vidrios de espines. Una cuestión que vale fa pena remarcar es que 
aunque una configuración del sistema queda especificada por N números si, s2, 	sN, el 
valor de la energía (2,1) es, en general, degenerado. 

A partir de la energía del sistema para cada uno de los posibles estádos {si}, ecuación 
(2.1), podemos construir la función de partición° 

Z{hi} = E e-P°41.1, 	 (2.2) 

donde el índice {si} en la suma denota todas las posibles configuraciones del sistema y 
liemos usado la definición termodinámica ,0 = 1/4T, con k, la constante de Boltsmatin y 
T la temperatura. 

Conociendo esta función de partición podemos calcular la probabilidad de que el sis-
tema se encuentre en el estado {s} mediante la relación 

e-osh) 
Pfo'  z   . 	 (2.3) 

Además, si denotamos por X a alguna propiedad observable del sistema, tal como su 
energía total ó magnetización, cuyo valor es X(*) para el estado (a}, entonces el valor de 

su promedio termodinámico observado es 

 

 

• (X (s)} 	Exwe-olo, z
le) 

(2.4) 

 

4  rata es la expresión general para la enes& de una configuración de espiase en un modelo de ling 
d-dirospaional. Nótese que la magnitud de la interaccIón puede variar para distinta, parlar de repinte, 
Minileino it campo magailtico «timo Ad puede variar de punto a punto. 

e El formalismo de las funcimiee de partición' %é introducido por ida' Will/kW Gibbe en 1902 con la 
rioalidad de calcular (»clame tarniodinimicee telt* como la magnetización Al(lt,T) partiendo de lar &eme 
microscópica entre las componentes del sietema. 
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el cual está normalizado de tal manera que (1) = 1. Esta ecuación nos permite definir las 
funciones de correlación desconectadas entre espines. Por ejemplo, para el caso de los dos 
espines sk  y eh es 

, 
k(sk 81) = 	sle —fiEl°11. Z 

{8.} 
Asimismo, definimos las función de correlación conectada entre los espines sh y si através 
de la ecuación 

(sksi)c = (sksi) 	(8k)(si). 	 (2.6) 

Estas ecuaciones (2.5) y (2.6) pueden generalizarse con un poco más de álgebra para el 
caso de N espines arbitrarios. 

Podemos relacionar la función de partición Z con la energía libre de lielinholtz F 
mediante la ecuación 

F(h,T) 	Z{h), 

de esta expresión es posible obtener algunas funciones termodinámicas como son 

(2.7) 

U (h, T) 	-k,T2 	 energía interna, (2.8) 

8U 
C(A,T)= -7-, 	 capacidad calorífica, (2.9) 

111( 	•-= 	 magnetización. (2.10) 

A la cantidad Af(0,T) = Mo(T) se le llama magnetización espontánea. Cuando esta es 
diferente de cero, se dice que el sistema es ferromagnético. En realidad, la manera rigurosa 
de definir la magnetización espontánea es, como lo hicimos en el capitulo anterior, por 
medio de la ecuación (1.1). 

Otra cantidad de interés es la susceptibilidad' magnética de una sustancia, la cual está 
definida como 

(2.11) 

y también lo ee la longitud de correlación f  que se define a partir del comportamiento 
sintético de la función de correlación conectada para T Idos" de Te  

- rre-IVI, 	cuando lea - ril -› oo. 	(2.12) 

donde r es algún número. 

Propianieate dicho, x(h,T) ee la maceptibilided isotérmica. Nótese que algunas otras cantidades ter-
modinámico pueden Maltee al punto si por el simple cambio de la derivada pardal O" por la deritsda 
funcional Oblh(si) cuando el campo h varia de punto a punto. Fato es Importante cuando ee estudian 
'humee inbanogineoe. 

(2.5) 

,T)111(h 
X(11,21 8  = oh  
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Ahora vamos a definir operacionalmente los exponentes críticos en el caso de un sistema 
ferrornagnético. Para hacer esto es conveniente utilizar la variable adimensional t = (T —
7T)/Te  conocida como la temperatura reducida. 

Como se espera en una transición de fase, las funciones termodinámicas y la longitud de 
correlación presentan no analiticidades en el punto crítico (h = E = O). El comportamiento 
no analítico de estas funciones alrededor de estos puntos puede describirse mediante simples 
potencias no-enteras de t. Estos exponentes a, 0, 7, 6 y v son llamados exponentes críticos 
y se definen mediante las relaciones 

	

I t 	cuando t —› . 	 (2.13) 

•••• I t Ip, 	cuando t 	 (2.14) 

cuando t 	h= 0. 	(2.15) 

M 	 cuando h O, t = 0. 	 (2.16) 

	

t 	cuando t--> O, M = 0. 	(2.17) 

Támbién, el comportamiento de la función de correlación conectada en el punto critico 
no ea más un decaimiento exponencial, sino mas bien uno como ley de potencias. Este 
comportamiento define el exponente crítico q mediante la relación 

($01), 	— 	 cuando irk — rij —+ oo. 	(2.18) 

En todas estas expresiones la notación f N  vl tiene el significado expuesto en la. ecuación 
(1.9). Todo lo anterior nos provee de un marco operacional para calcular las cantidades 
físicas relevantes del modelo de 'ling d-dimensional. En la siguiente sección vamos a 
considerar el caso particular del modelo de bine en una dimensión. 

2.2 El Modelo de Idni Unidienenelonal 

El caso unidimensional del modelo de bling corresponde a una cadena de N espines, 
cada uno de los cuales interactúa únicamente con sus dos vecinos más cercanos y con un 
campo magnético externo. Si suponemos que la interacción entre todos lo espines es la 
misma y que el campo magnético aplicado es homogéneo, encontramos que la energía de 

	

la configuración especificada por (al, 	oN) es 

N 	 N 

E{N} = E sioi+1 — h E si. 	 (4.19)  
i=1 

Si además imponemos la condición de frontera periódica 

84v4-1 = sil 	 (2.20) 
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hacemos que la cadena de espines sea topológicamente semejante a un círculo. En ese caso 
la expresión para la función de partición es 

z{h}=EE.•.Een,-,N,(48,.,  
A, 12 	IN 

donde cada e, toma los valores 	independientemente de los demás. 
El paso importante para evaluar esta función de partición es darse cuenta que puede 

expresares en términos de matrices, Para lograr esto, reescribamos la expresión (2.21) 
utilizando la condición de frontera (2.20), lo que dá 

Z{h} 	EE...E e  E,Ii(Km.+1H(dmi.i)), 	 (2.22) 
di 	di 	dm 

donde hemos compactado un poco la notación mediante la introducción de las definiciones 
K = #,1 y 11 = fth. Ahora definamos como T a la matriz de 2 x 2 cuyos elementos son 

(Olí) = e("+#11(14-4, 	s, é = ±1, 	 (2.23) 

y que está ordenada de la manera usual 

(+111+ 1) = 0(011, 
(-11TI- 1) = €("), (2.24) 
(+111 - 1) = (-1111 + 1) 

De cata forma, una representación explícita para T es 

T 
 = [

e(K+H) 	e-x 
e-K 	ew-141. 	 (2.25) 

Usando estas definiciones podemos escribir la ecuación (2.22) en la forma 

Z{h) = 
y 	y 

=Darla') = riaN  = X+N  + AN , 	 (2.28) 

donde A+ y A_ son loe eigenvalorea de T y A+  > A-. De la ecuación (2.25), obtenemos loe 
expresiones para los eipnvalorea de la matriz T 

At = ex  [cosh(H)± Vsenh2(1/) + e-4X 1, 	 (2.27) 

(2.21) 
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así, vemos que A f. > A_ para cualquier valor de h. De la ecuación (2.26) vemos que cuando 
N —› oo sólo el eigenvalor A+ ea relevante debido a que 

1 	 1 	A_ N -Ñ  In Z{h} = 1'14 + -Ñ in [I + (T) } -177.1 In A+. 	(2.28) 

Utilizando la definición (2.7), encontramos que la energía libre de Ilelmholtz por espín está 
dada como 

1 
Kr F(h,T)= —kATK kaTIn[cosh(11)+ lisenh2(H) + e _4K , 	(2.29) 

y entonces, de la ecuación (2.10), la magnetización por espín es 

1senb(H) 	 

	

M(h,T) —  	 (2.30) N  
Vsenh2(H) + e-4 K 

De esta expresión obtenemos inmediatamente el resultado de que para cualquier valor de 
T > 0, 

N
AI(0,T)= O, 	 (2.31) 

y por lo tanto podemos concluir que a temperatura finita (T > 0) el modelo de Ising 
unidimensional no presenta magnetización espontánea y por consiguiente una transición 
de fase. La razón física de esto radica en que a cualquier temperatura no cero la configu-
ración promedio está determinada por dos tendencias opuestas que compiten: La tendencia 
a alinear completamente todos los espines para minimizar la energía, y la tendencia a orien-
tarlas aleatoriamente para maximizar la entropfe. Para el modelo de Ling unidimensional, 
la tendencia hacia el alineamiento siempre cede debido a la existencia de sólo dos vecinos 
cercanos por cada espín. 

2.3 El Modelo de Id% en Dos Dimensiones 

En esta sección presentaremos alguno de los resultados calculados para el modelo de 
Ising bidimensional, loa cuales refuerzan la hipótesis de escalamiento. La solución analítica 
a este modelo (en esencia de campo externo), como lo dijimos anteriormente, se debe a 
Lara Onaager, quien lo resolvió mediante una generalización del método de la matriz de 
transferencia presentado en la sección anterior. El primer resultado importante que surgió 
con esta solución es que se tiene una transición de fase para n > 0. 

Los resultados que aquí se presentan se obtienen considerando una red cuadrada de 
N = 12  espines, 1 renglones y I columnas con condiciones de frontera periódicas. Esto es, 
con la condición de que los (I + 1)-timos renglón y columna sean idénticos a los primeros 
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(renglón y columna), respectivamente. Las condiciones de frontera se pueden representar 
geométricamente pidiendo que la red cuadrada tenga una simetría toroidal. Se considera 
interacción sólo entre los vecinos más cercanos con la misma magnitud J y campo externo 
h= O. 

De esta manera, se encuentra que la energía libre por espín está dada como 

f (T) =
2w o 	2 

ln(2 cosh 2K) - 	r  dtk In -1  (1 + 	- 528en2) 	(2.32) 

donde 
62  . 2senh 2K 	< 52  

cotViTe 

con K = ¡3J, como ya la hemos definido antes. 
La energía interna por espín es 

	

2 e/2 	do 

	

u(7') = -keTK coth(2K) {1 + 	tanli2  2K - 1) 	 (2.34) 
fo 	- 62sen20.1 1  

y la capacidad calorífica por espín es 

c(T) =2-k2-(K coth 2K)2{2 r /2 	d*   	2 o 	- 52sen2# 

	

Jo 	1/1 - tilsenl# 	Jo 

	

- 2(1 - tanh2  2K) + (2 tanh2  2K - 1)10e/2 	_diteenlol I 	(2.35) 
11 	

V 
La integral 

d#  

	

Jo 	Vi— Peenf‘' 	
(236) 

tiene una singularidad en 6 = 1. Esta singularidad corresponde a la transición de fue. De 
la ecuación (2.33) vemos que la temperatura a la que ocurre la transición de fase esta dada 
por 

2senh 2(J  

	

cosh2  2fil0J 
	 (2.37) 

lo cual conduce a la ecuación 
471 (2.269)J. 

Cerca de Te, el calor específico por espín se comporta como 

c(T) 	wiye  - In 1 - + 	D 
24 ( 2J )2  [ 	T I 	(kl 	+ - 

w 
4 

 

(2.38) 

(2.39) 

   

(2.33) 
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i.e., se aproxima a infinito logarítinicamente cuando IT - T I -►  0. Así concluimos que el 
exponente crítico 

a=d= 0. 	 (2.40) 

Onsager también demostró que 

= á 
(2.41) 

el cual ya es muy diferente del valor clásico de 1/2. Onaager anunció este resultado con su 
publicación, pero demoró en publicar su derivación. La primera publicación para el cálculo 
de 	se debe a C. N. Yang. Onsager también calculó la función de correlación de la cual 
uno encuentra 

y = 	= 1, 	 (2.42) 

que difiere del valor clásico 1/2. Finalmente, desarrolló los cálculos que conducen a la 
demostración de que 

1 
(2.43) 

en desacuerdo con la predicción clásica, rl = 0. Otros investigadores mostraron que los 
exponentes críticos 

7 = 7'=i y 6=15, 	 (2.44) 

que difieren, también, de loe valores clásicos I =1/  = 1 y é = 3. 
Notemos que los mismos exponentes críticos se aplican a todos los modelos de laing 

bidimensionales independientemente de la forma de la red. Además, estos valores de loe 
exponentes satisfacen todas las relaciones de escalamiento e hipereacalamiento derivadas en 
el primer capitulo. Desafortunadamente no ha sido posible verificar la ley de «molimiento 
de la ecuación de estado debido a que el modelo no ha sido resuelto en presencia de un 
campo externo. Sin embargo, el escalamiento de las funciones de correlación pares puede 
verificarse en detalle. 

2.4 Teoría de Campo Promedio 

En esta sección vamos a estudiar el modelo que hemos venido tratando pero en la 
aproximación de campo promedio. Ya hemos visto que, en el modelo de laing, los momentos 
magnéticos interaccionan a primeros vecinos, pero aún con esta simplificación y suponiendo 
una anisotropla que hace que estos momentos magnéticos sólo puedan orientarse en dm 
direcciones °opuestas", no ha sido posible solucionar exactamente el problema ab que 
hasta dos dimensiones y a campo externo cero. El problema radica en que les interacciones 
entre espines complican la manera de calcular la función de partición. Para superar este 
hecho, Weiss propuso sustituir el sistema de espines interactuantes por uno en el que cada 
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espín estaría sujeto a mi campo externo efectivo creado por sus 2d vecinos más cercanos, más 
el campo aplicado. Ahora estamos interesados en obtener resultados en la aproximación de 
campo promedio y para llegar a ella proponemos comenzar por escribir, primero, la energía 
del modelo de Ising que definimos en la sección 2.1, con el campo externo h constante y 
sin interación entre ellos. Esta es 

Mai} = —h Es,. 
N 

(2.45) 

En este caso, es fácil deducir, a partir de la definición (2.2), que la función de partición 
para este sistema es 

= 	cosh(//)JN  , 	 (2.46) 

y por lo tanto, al utilizar las ecuaciones (2.7) y (2.10), obtenemos la expresión para la 
magnetización por espín 

p = N 
—M(h

' 
 = tarth(H). 	 (2.47) 

SI ahora suponemos, como lo hizo Weias, que como el campo magnético efectivo 14  es debido 
a los momentos magnéticos de loe espines restantes, entonces debería ser proporcional a p. 

De hecho, este campo efectivo se puede expresar en la forma 

= h + EJ,,(•,)+EA1  (19 — (111)) • 
	 (2.48) 

Aqui, el primer término ee el campo externo, el segundo ee el campo promedio y el último 
es la fluctuación del promedio, el cual no consideraremos en este análisis. Si considera-
mos que las interacciones Ji/  son leo mismas para cualquier pareja de espinas y que los 
momentos magnéticos se encuentran posicionados en los vértices de una red hipercúbica 
d-dimensional, entonces el número de vecinos de cada espín es 2d, y el campo efectivo 
resulta ser 

hi = h + 2(14. 	 (2.49) 

Es claro ahora que el desde el principio hubieramos supuesto que loe espines en la red 
estaban sujetos al campo efectivo hi, hubiera sido posible escribir Phi en lugar de H. 
Haciendo esto en la ecuación (2.47) encontramos 

p = tanh(H 2011µ). 	 (2,50) 

Ahora podemos calcular la magnetización espontánea escribiendo H = O en la ecuación 
anterior. De esta manera obtenemos 

= tanh(2dJap). (2.51) 
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El resultado de esta ecuación puede visualizarse rápidamente por la intersección de las 
gráficas de la figura 2.1. Como puede notarse, para T > 	2dJ/ ka , la curva tan); 
permanece debajo de la recta µ, y la única intersección se tiene en j.; = O. En cambio, 
para T > Tc, hay además dos intersecciones enµ = +14(T). De esta forma surge una 
no-analiticidad debido a la manera en como la solución cambia cuando T varía. Por lo 
tanto, en teoría de campo promedio encontramos que la temperatura crítica es 

= 
	

(2.52) 

Sabiendo que este modelo predice la existencia de comportamiento crítico, nuestra in-
tención en lo que resta de la sección será calcular loe exponentes críticos. 

tinh (24µ) 

Fi/. 3.1 Solución gráfica de la teoría de campo promedio 
para la mainerizadda espontánea por espín. 

Primero simplifiquemos las ecuaciones mediante la introducción del parámetro r = 
Te/T. Al utilizar una identidad bien conocida para la tangente hiperbólica de una suma, 
vemos que as posible reeacribir la ecuación (2.80) en la forma 

tanhif + amblar  
=(2.53) 

1 + tarda H tubo?' 

y al resolver esta ecuación para la taubH, encontramos 

tanhlf — — babar 	
(2.54) 

1 — 	tediar • 

Para µ pequeña, podemos hacer una expansión en potencias de y al conservar términos 
sólo a orden cúbico, obtenemoa 

tanhH p(1 r) + (r(I 	5-3) , 	 (2.58) 

De esta ecuación podemos calcular loe exponentes fi  y 6. Para encontrar el primero, 
ponemos H = 0 y al hacer tender T --> Tc-  llegamos al comportamiento de la magnetización 
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espontánea por espín 
(Te 7') µo 	. q  ---, 	 (2.56) 

, 

de donde, utilizando la ecuación (2.14), leemos el exponente critico = 1/2. 
Ahora, al estudiar el comportamiento de la magnetización exactamente a la tempera- 

tura critica cuando el campo /I ---> O, obtenemos de la ecuación (2.55) 

// 	 (2.57) 

por lo cual, de la ecuación (2.16), concluimos que 6 = 3. 
Del comportamiento de la susceptibilidad isotérmica x, la cual se calcula haciendo 

tullí/ a II, para II pequeño en la ecuación de estado (2.55) y luego derivándola (de 
acuerdo a la ecuación (2.11)) respecto de h a temperatura constante, 

T9 1 
= X(1— r) + 3µ2x (T — T2  + 	. 	 (2.58) 

Para T > Te, µ = O y por lo tanto, de la anterior ecuación se encuentra el comportamiento 

1 	1 
X=  ke T — Te' 

de acuerdo a la ecuación (2.15), concluimos que el exponente 7  tiene el valor ry = 1. 
Ahora podemos comprobar que el exponente 7' = 7. Para ello tomamos la ecuación 

(2.56), que ea para T < Te. Al sustituirla en (2.58) encontramos 

1 	1 
X TTI (2.60) 

lo cual muestra que la divergencia de la susceptibilidad debajo de la temperatura de tran-
sición está gobernada por el exponente I' = ry = 1. El cálculo del exponente crítico a, que 
gobierna el comportamiento del calor específico cerca de la transición por su porte muestra 
que el calor específico tiene una discontinuidad a T = Te. Es decir, a = 0. Otra manera 
de obtener este resultado es a partir de la ley de escalamiento de Ruahbrooke, ecuación 
(1.18). 

Resta calcular los exponentes si de la longitud de correlación, y vi de la función de 
correlación. Para calcular el primero de ellos recordamos la definición de la función de 
correlación, ecuación (2.6), y la escribimos, en la manera en que lo haremos en lo sucesivo, 
COMO 

G(3i — of) = (Mi) (n)(11), 	 (2.81) 

donde zd es la posición del espín sl. Como veremos más adelante, ó lo que es lo mismo, 
como podemos notar de la expresión para la energía y la función de partición, dadas por las 

• 

(2.59) 
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ecuaciones (2.1) y (2.2) respectivamente, los valores promedio de los espines (u,), (stei), 
etc., pueden obtenerse por diferenciación de la función de partición con respecto a las 
componentes del campo h en las direcciones i, j, etc. 

En la misma forma como lo hicimos en la ecuación (2.5), pero usando un campo externo 
homogéneo h, obtenemos 

(si)  1E r  si  e _oE(1).  1 8Z 
Z 10 4-id 2811+ 

E(lisi) = —zi  Esisje-0E(4)  = 	492z  
Z 	

(2.63) (1)  

Al usar estas relaciones para reescribir la susceptibilidad encontramos 

kaT 82  In Z 
X  N 8112  

(k° NT)-I  E [(mi) - (9i)(19)1 

(47)-i  E 	_ 
N tj 

(Asan-1  1 dizG(x). 	 (2.64) 

En el último paso, hemos usado el hecho que la distancia entre los espines vecinos a es 
una distancia muy pequeña comparada con la escala de longitud característica del sistema 
y por ello es posible reemplazar la suma por la a-4  veces la intwal. Notamos que el 
resultado que hemos escrito es importante porque conecta la divergencia x con la función 
de correlación de dos puntos G. Escribiendo ahora esta expresión para la función de 
correlación de dos puntos en la forma* 

G(x) ••••• 	
e 	

(2.65) 
Izi(d-1)/2e(d-1/2 ' 

donde e es la longitud de correlación. Usando el hecho que el exponente ry = 1, intro-
duciendo la expresión anterior pera la función de das puntos dentro de la integral encon-
tramos la ecuación ta-le-lellt 

IT — 711-1  Ad dr 	 (2.66) 
101-9/201-1/2' 

4  Una prueba explícita de que te pueble hacer seto ee da en el Libro de N. Cialdindeld, Lederes ee "en 
Ihweeitione and Me ResiormagillliON Gro., Addleoa-Weiley 1902. 

(2.62) 



Seccide 2.5 	 El Modelo de lsing d-dimensional 	29 

donde hemos absorbido la integral sobre los ángulos, y ahora esta r ya ea un escalar a 
diferencia de la anterior donde todavía era un vector. Aplicando, por último, el truco de 
escalamiento mediante la introducción de la variable adimensional u = 	vemos que la 
integral ya se puede expresar independientemente de e como 

1T — 	iduu(4-1)/2 e-xe2, 	 (2.67) 

de esta ecuación leemos hunediatamente que la longitud de correlación diverge como 

(2.68) 

y entonces el exponente y = 1/2 en la aproximación de campo promedio. Ya para finalizar 
esta sección, utilizamos la relación de escalamiento de Fisher, ecuación (1.17), para concluir 
que el valor del exponente vi en campo promedio es n = O. Como se sabe, de la ecuación 
(2.18), el comportamiento de la función de dos puntos a exactamente la temperatura crítica 
y para distancia', grandes es el que decribe el exponente rj esencialmente. 

2.5 El Modelo de Ising &dimensional 

Como hemos mencionado desde la primera sección del capítulo, el modelo de Ling no 
ha sido resuelto de manera exacta más que hasta d = 2 (h = O). Lo que pretendemos 
en esta sección es introducir otro formalismo, alternativo al de la matriz de transferencia 
para evaluar (en principio) la función de partición del modelo 1dimensional. La idea es 
cambiar de representación para expresar la función de partición en términos de ampo. 
contínuoa Ea decir funciones que toman valores en el intervalo (—oo,00). Corno veremos, 
en esta representación de campo, la función de partición es U114 integral funcional bastante 
difícil y más que simplificaras, el problema parece más complicado. No obstante, es posible 
obtener resultados en algunos limites de Intuís. 

Consideremos el caso general del modelo de laing ea d dimensiones, esto es, el nao en 
que loe espines interactuan entre si (no necesariamente sólo los vecinos más cercanos) con 
magnitud y están sujetos a un campo magnético externo 14 que puede variar de espín 
a espín. 

Estas suposiciones nos permiten considerar la expresión general para la función de 
partición dada por la ecuación (2.2) 

z(m) = E end K4"i+Elitsé 
	

(2.89) 

donde nuevamente hemos escrito Kij = PAi y Ar = 
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La idea ahora es implementar transformaciones a la ecuación (2.69) que permitan 
escribir esta función de partición en términos de variables continuas. La primera de ellas, 
conocida como la transformación de Hubbard-Stratonovich, es 

N 

I 11  dx; e 	= klet(47rVii)11/ 2  

i=1 

en ella se ha usado la convención de Einstein° y resulta como generalización natural de la 
integral Gaussiana 

tlxe-¿1+" .2‘riae°"1. 	 (2.71) 

Un comentario pertinente acerca de esta transformación es que para poder llevarla a cabo 
se requiere que la matriz Vii sea definida positiva y simétrica. Sin embargo, cuando 
estas condiciónes sobre la matriz no se tienen, la transformación puede implementarse 
únicamente en un sentido formal. En nuestro cazo, la matriz Kii es en principio arbitraria, 
pero cuando imponemos la condición de que cada espín interactúe únicamente con sus ve-
cinos más cercanos, esta matriz toma una forma que es simétrica pero no definida positiva. 
No obstante, podemos escribir Kij como la suma de dos matrices, una de las cuales es 
simétrica y positiva definida, y la otra resulta en ún factor constante para la función de 
partición. Físicamente esto corresponde al hecho de que estamos seleccionando otro nivel 
de referencia para medir la energía. 

De esta forma, escribimos la matriz Kit = Vi — Aéii en (2.69), con Vi una matriz 
definida positiva y simétrica, y A una constante positiva; luego utilizando la ecuación 
(2.70) con la convención de Einetein reetcribliaos la función de partición en la forma 

Z(jA} = E  elx,,,01., 
(1) 

= E  e  
(e)  

N 

= e —11 A  E [det(4ffIfii))- 	Ildwie-ishVil i si+M+H(10( 

(e) 
N 

—N A V"' = e 	2., Idet(41rVii)1-112I II 	e-ibei-mv,;.(or-H,)+0,0. 
(e) 	 ír4 

(2.72) 

donde al final hemos efectuado el cambio de variable (pi -+ (pi — Ni. Notamos que la suma 

9  La aparirain de índices repetidos lleva implícita una 1111111" ea este caso desde 1 basta N. 

(2.70) 

tt 
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sobre configuracioneso sólo actúa en el último sumando de la exponencial, de éste tenernos 

N 
Eewo,  = (e, +e-99  
{*4) 	i.1 

N 
=11(2 cosh tp¡) 

i.1 
e  E, In 2 I-Eilo(ccell ypi).  

Al sustituir este resultado en la última expresión para Z(11‘), ecuación (2.72), obtenemos 

N 
2{Hd = I fidtpie-;(v , Anwá-li,)+Ei ln(coph y,$ ) , 	(2,74) 

donde C = 	A [det(4rVii)1-1/2 2N, Vale la pena hacer un comentario aquí. Notamos 
que el primer término correspondiente a la "parte cinética" (el primer sumando en la 
exponencial) contiene un factor 	y ello le hace ser no-local. Feto se tiene cuando 
Vj representa interacciones "locales" que conectan vecinos más cemanoe, interacción a 
segundos vecinos, etc., pero no se tiene cuando las interacciones son de largo rango 6 aún 
infinito. 

En cambio, el "término de interacción" (último sumando en la exponencial), si es local 
porque no contiene términos que conecten tpi con (p.f. Para eliminar esta no-localidad de 
la parte cinética, llevamos a cabo el cambio de variables 

1 
iLi = 

2 
(2.75) 

por lo cual obtenemos 

Z(Ifi) = C' e 	lis I ¡vi dyfri  e -11 Vii119.11414-E 12(cesb 2V419), 	(2.76) 

con Cw = e-NA  [det((2x)-1Vii)) 112  28. 
De esta expresión para la integral funcional Z podemos darnos cuenta que hemos cam-

biado la no -localidad del término cinético al tiimino de interacción. Naturalmente estamos 
de acuerdo en que la no-localidad de ésta expresión es un resultado de la introducción de 

1* Beta suma marinos el modelo al caso del de lelas, I.e. ei sólo pode tomar kis more +1 *S -1. ea al 
ceso general en pus el opta es un vector unitario oca n componentes (modelo d•Heiatabersgesaralieado), la 
suma se convierte en un producto de 'mayal* sobre la impedid. de la adra wdiatensioaal »hacia (ríase 
la emoción 2.6). 

(2.73) 
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sobre configuraciones o sólo actúa en el último sumando de la exponencial, de éste tenemos 

N E &mi =11(ev'i + e--99 
(oi) 

N 
= 11 (2 cosh wi) 

i.1 
= e  Ei l n 2 +Es  I n(cceh 9d).  (2.73) 

Al sustituir este resultado en la última expresión para Z Vid, ecuación (2.72), obtenemos 

N 
C f 	dwie -hip,-11)v,N-H4)+E, In(callb Vh), 

(.1 

donde C = e -NA [det(4/rVii))-1/2  2N. Vale la pena hacer un comentario aquí. Notamos 
que el primer término correspondiente a la "parte cinética" (el primer sumando en la 
exponencial) contiene un factor 1;71  y ello le hace ser no-local. Esto se tiene cuando 

representa interacciones locales" que conectan vecinos más cercano, interacción a 
segundos vecinos, etc., pero no se tiene cuando las interacciones son de largo rango 6 aún 
infinito. 

En cambio, el "término de interacción" (último sumando en la exponencial), si es local 
porque no contiene términos que conecten con (pi. Para eliminar esta no-localidad de 
la parte cinética, llevamos a cabo el cambio de variables 

Vi = 
1„_i  

(2.75) 
2 

por lo cual obtenemos.  

N 

Z{Hd) = 	 ifidoie-oiVglíti+114i+E, la(conla (2.76) 
11=1 

con C' = e'" [det((21r)-1170)11/2  2N. 
De seta expresión para la integral funcional Z podemos darnos cuenta que hamos cam-

biado la no-localidad del término cinético al timara de interacción. Naturalmente melamos 
de acuerdo en que la no-localidad de ésta «pregón ea un resultado de la introducción de 

le Esta suma marino el modelo al CM del de inag, i.e. salo puede Minar loe valores +1 6 -1. 6 el 
caso general en que el espín es un vector Imitarlo con n ~patentes (modelo de ileismiberg geastalleatio), la 
puma se convierte en un producto de integrales 'obre la superficie de la esfera mdimeaalámal unitaria (véase 
la sección 2.6). 

• 

(2.74) 



32 	Modelos en una Red Hipercúbica 	 CallétulD 2  

campos continuos Oí que no aparecía en la representación discreta. Este es el precio que 
irremediablemente tuvimos que pagar por llevar a cabo el "cambio de variables" entre la 
variable discreta ei y la continua 0„ mediante la transformación de Hubbard-Satratonovich. 

A pesar del inconveniente, que representa la no-localidad, esta es la expresión "más 
adecuada" para la función de partición del modelo de Islas d-dimensional en el espacio de 
configuraciones que se obtiene con los métodos de la teoría de campos. Como puede verse, 
esta es una integral funcional (pues = 0(4)) que es difícil de resolver debido al último 
término del integrando. En realidad no se conoce un método para resolver exactamente 
este tipo de integrales, sólo es posible obtener aproximaciones (analíticas 6 numérica.). 

La complicación en el cálculo de la Integral funcional en su representación en el espacio 
de configuraciones nos lleva a intentar resolverla en su representación en el espacio de 
momentos. Con este objetivo en mente, llevamos la integral (2.76) a su representación en 
el espacio de momentos mediante una transformación de Fourier de la forma 

	

= 	E e-'1"51,(k). 	 (2.77) 

Ahora, para simplificar el Álgebra, supongamos que cada espín interactua sólo con sus 
24 vecinos más cercanos. De esta forma podemos representar la matriz Kjj (en el Culo 
ferromagnélico) corno" 

Kíi = Ei(80.1„i + 	 (2.78) 

y la matriz Vd en la forma 

	

Vi = 	+ 	+ 61_1 j). 	 (2.79) 

En realidad estas expresiones son sólo una abreviación para 

Kij = 	 + • • • + 	+ 	 (2.80) 

= A61,•••jr../ 	 + 	+ • • • + 	,•••,id+i,j + 	(2.81) 

donde, se ha usado el índice j en vez de 	,j,/, para compactar un poco la notación. Un 
comentario acerca de las matrices A y V es que cada uno de los términos en lo representa 
la interaecón del espín que ee encuentra en la posición I 	...,1d) de la red Idperedbica 
tklimensional con el espín cuya posiel6n es j = 	Así, se ve de las «cacha* 
(2.80) y (2.81) que hay justamente 2d términos en 4, correspondientes a las Interamiones 
del espín f con sus 2d vecinos nula cercanos, siendo i un espín arbitrarlo, y que la magnitud 
de esta Interacción (normalizada por i) es B. 

n En el calo antifettonagmético, simplemente cambiamos /3 por —B,Inantitaleado B >0. 
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En esta representación, podemos escribir, término por término, el exponente del inte-
grando de la ecuación (2.76), esto es 

= _ .71  E E  aux, e- 	0(k)(A6ii + 13(6i+Ij + 
ij k,I 

= — E (k)+) ( —k)Edf  (k), 	 (2.82) 
k 

ifith 	A r e -d"iol)(k) 
VIV-  

= E 11(-k)+G(k) ,  

In(coeh 2Voki) = E ln coeh —
2 E (A4 + B(bi+ii + 6i-1j)) E e "1k'=i (k)) 

Vrir 

= E In (caehE -117 E e "4"411.4k)4(k)), 	 (2.84) 

para llegar a estos resultados, hemos escrito explicitamente las sumas correspondientes a la 
convención de Einstein, hemos denotado (intplicitamente) por a = lel a la distancia entre 
espines vecinos en la redada y hemos utilizado una transformación de Fourier para Ai de 
la forma de la ecuación (2.77). Ademó', hemos utilizado los eigenvalons de V, 

= A + 2Bd - 411 E 2 ki H, 2 f=1 

donde ki
2  a - 

- 
2(N + 1) 
	con ni = 1) . • • , N, y hemos utilizado lar identidades 

E 	= 5(k), 	 (2.86) 

Ed(k +1)/(1) = I ( -k). 	 (2.87) 

El último paso para tener la representación en el espacio de /110111•1114111 es transformar la 
forma cweirlitica de la exponencial que está fuera de la integral y la medida jai  debí de la 
integral funcional (2.78). El cálculo de la forma cusekltica es análogo al que as llevó a cabo 
en la ecuación (2.82) y la medida ee transforma de una manera simple, el determinante de 
la transformación es 1. Llevando a cabo la transfonneción, obtenemos 

Z(II) = C'e-1 nimgmorim-mind0(k)  

x e-E.*(k)01-k)si(k)+E.H(-11)40)+Ei (coblEb 1.4.400017(b)). (2.88) 

(2.83) 

(2.85) 
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Esta integral funcional es la función de partición del modelo de Ising cl-dimensional en la 
representación de campos en el espacio de momentos. 

2.5.1 La Teoría Gausaiana 

Hasta aquí hemos calculado expresiones generales para la función de partición en el 
espacio de configuraciones y de momentos para el modelo de laing d-dimensional, dadas 
por las ecuaciones (2.76) y (2.88) respectivamente. Como se ha venido comentando, no 
se conoce solución exacta para este tipo de integrales. De hecho las únicas integrales 
funcionales para las que se conoce una solución exacta son las gen:mimas. Esto nos lleva 
a resolverlas de manera aproximada. La primera aproximación que se ocurre es tomar 
sólo la parte gausalana de la ecuación (2.88) y poner el campo externo H = O. En esta 
aproximación, sólo falta tomar la parte cuadrática del Último término de la exponencial, 
para tener la aproximación gaussiana. 

Tomemos, pues, la expansión en serie de potencias de este término alrededor de z = 0, 
i.e. consideremos 

In(cosh z) = z 
24 

+ - 
z 12 	

(2.89) 

entonces la contribución de este factor a segundo orden es 

E In ( coeh 2 E e - iinr+ 11)(k)Di (k)) 2E (k)Ej (k)0(-k)E: (-1), 	(2.90) 

por lo cual la parte libre del hamiltoniano puede escribirse en la forma 

Ho = idzWo = E {E.1-(k) — 211-(k)121 000(k). 	(2.91) 

Dado que nos interesa el comportamiento crítico donde ka C 1, expendemos el primer 
factor en la suma de la expresión anterior en poteiclas de 11:1 y coneervamos términos 
hasta segundo orden. Para ello, utilizamos la expresión para los eigenvalores E¡ (k) dada 
por la ecuación (2.85). De esta tenemos 

Ej"(k) ad V0(1 - c2k2), 	 (2.92) 

a  donde V0  = A + 2Bd y c2 	Dda  , 
 y por tanto podemos escribir el hamiltoulasso libre 

A 4,  corno 	 2Dd  
Ho = E vo [ (1 — 2Vo) + 	- 1)c2k21 1b(k)0 (-k), 	(2.93) 

k 

el primer factor después de la suma puede interpretaras como ma  + /12  y por definición, se 
tiene la temperatura crítica cuando el parámetro de masa m es cero. Esto sucede cuando 
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Vo = 1/2 ó lo que es lo mismo, cuando 

A+213d= 1-, 	 (2.94) 

esta es una expresión que es físicamente difícil de tratar puesto que A representa esen-
cialmente un corrimiento arbitrario en la energía de interacción de cada espín con sus 2d 
vecinos más cercanos, que está determinada sólo por la condición A > 213d. Esto provoca 
una arbitrariedad en la definición de la temperatura crítica. Para salvar este problema 
podemos poner A = O y entonces, puesto que II = $J con J la energía de Interacción 
entre espines, podemos escribir, cuando m = O (T = 717, la temperatura crítica en la 
aproximación de campo promedio); 

TY = 4dJ. 	 (2.95) 

Ahora podemos hacer una expansión de ila para temperaturas cercanas a T. En ese caso 
podemos escribir 

1 — 2V0 T 	+ 0(T - T:)2 	 (2.96) 
c" 

4V0-1 1 + 0(T - ni ) 	 (2.97) 
1 

170  as -
2 
+ 0(T - T:), 	 (2.98) 

y por tanto para temperaturas en la vecindad de 77 

u  
= 1 

2 
x•-, [T - 	calci o  000(4). 	 (2.99) ir T: 

Finalmente, luciendo el cambio de variable j = clb e introduciendo la definición del 

parámetro de masa m2  =
1 
	 podemos escribir la ecuación (2.99) en la forma 

2‘ 

110  = E + 1r9  000(-k). 

Nótese que el espacio de la red, a, no aparece explícitamente sal que se posible tomar 
el limite continuo directamente. Esto, en particular, nos interesa porque queremos llegar 
a una descripción en términos de campos continuos en la cual se facilite la introducción 
del formalismo de "teoría de campos". Lite limite puede tomaras en la representación 
del espacio de configuraciones a través de las transformaciones (144.1 - th)/a -+ ViO, 
)1, 	44/2-20, Ei  o'd f ddx; de tal manera que uno llega al resultado 

Ho = 2 iddz [(Vw)2  + m2021. (2.101) 

(2.100) 
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Al escribir este hamiltoniano libre en la integral funcional, poner H = O y hacer el cambio 
en la medida de ésta, obtenemos la teoría gaussiana 

Z(0) = 	fribpj e-i f d'zI(V9)'+»159, 	 (2.102) 

en la que hemos usado la notación [dso) = dcp(x). 

2.5.2 Exponentes Críticos en la Teoría Gaussians 

Comencemos con la expresión para el hamiltoniano libre en el espacio de momentos, 
ecuación (2.100), y calculemos algunas de las propiedades de la teoría libre. Como un 
primer paso podemos calcular la función de correlación 

Go(k) = (44(k)91-k))0 
f90(k)0(-k) e  -I Eb(m1+0).(k)«_k) 

fNe-(Eb(mi+w)«k)e-k) 

que es la transformada de Fourier de Go(x), 1.e. 

Co(x) = (*(x)4(0))0 = v E e-"Go(k), 

y en el limite V -4 oso se convierte en 

Gom 
= J Ze—a-Go(k). 

Esta es una manera operacional de obtener be funcione de correlación, pero la manera 
más natural de obtenerlas es por medio de derivadas funcionales con impido a una fuente 
de la funcional generadora. Con esto en mente, agregamos a H0  el término de fuente 
Ek  H(k) .(-k) y entonces de (2.100) inferimos inmediatamente que 

[ 1 	éPzo(11)   1 , 	 (2.106) C0(k) 1727-11 8H(k)8H(-k) , lx=o 

donde denotamos por Zo[H) a la funcional generadora de la teoría con campo externo 

Zo[H] = 	Ebri(0+110)•00(-k)+1(k)Hi 

= e  I (143+mbl)-in(k)il(4) Doe  nolHowkw-k), 	(2.107) 

y hemos hecho la traslación en el campo 0(k) -4 d(k) — + m2 )-1  H (k). 

(2,103) 

(2.104) 

(2.105) 
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De las dos últimas expresiones concluimos que 

Go(k) = (k 2  m2 )-1, 	 (2.108) 

con la cual podemos calcular algunos exponentes críticos. 
La susceptibilidad está dada por 

X = Go(k = 0) = ro-2  ,- 17' - 	 (2.109) 

y por lo tanto y = 1. 
También el comportamiento de la función de correlación para ¡T - 7 -> O (1.e. para 

ni -4 0) es 
Go(k) = 	 (2.110) 

por lo cual tenemos q = 0, Independientemente del valor de d. 
Definiendo la longitud de correlación mediante la relación 

t2 	1 f d2X2C(X)  
2d f dxG(x) 

ésta, se puede expresar en términos de G(k) por 

t2 	1 &GNI  
- iG(k)  8k2 fi5=0.  

Utilizando la ecuación (2.108) encontramos que 

= m-1 N  IT - T:1-1/2, 

de donde interim, inmediatamente que y = 1/2. 
Por último, podemos calcular el exponente crítico a del calor específico. Para ello, 

llevamos a cabo la integral gamella de la ecuación (2.107) y calculamos el logaritmo de 
la función de partición. De este último tenemos 

1 5' 	1 	
ni ln Zo[H] = 

2 
1140 + m2) + -

2 
E H(k)(1/2 + 2)-11f(-k) + 

N  
—
2 

bi(2w). (2.114) 
d...4  

Luego, utilizando las definiciones (2.8) y (2.9), encontramos la expresión para el calor 
específico C 

k„T 	2 	_1  42'2  E 2 	2 -2 C 	 (k 	) 	---1  (k m ) 	(2.115) 
NT:

E 	
2NT: 

(2.112) 

(2.113) 
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en el límite continuo, para 11c1 < A, el comportamiento dominante en T — 	de esta 
expresión está dado por 

	

C 	
ddk  

ni2)2  
1(2 — d/2)  ti 

(T — Tj4)2-d/2 ' 

para d < 4, el calor específico diverge debido a la singularidad infraroja. En este caso el 
exponente a es 

4 — d 
(2.117) 

Nótese que todos loe exponentes de la teoría Gaussiana son los mismos que los de la teoría 
de campo promedio, excepto a. Uno se preguntaría ¿porqué ocurre esto? La razón es 
simple, debido a que no hay interacciones las fluctuaciones no pueden estar acopladas y 
por lo tanto no pueden contribuir a las funciones de correlación, También, debido a que no 
hay interacciones la teoría no existe para T <714 , entonces este modelo no es "tan real" 
aunque sea exactamente soluble. 

2.6 Modelo de lieisenbers Generalizado 

En esta sección vamos a llevar a cabo la generalización del modelo de 1'14 (Mimen• 
donal al caso en que cada uno de los espines es un vector unitario con n componentes que 
puede tomar cualquier valor en la esfera unitaria. Este modelo contendrá entonces, corno 
casos particulares al modelo de Heisenberg (ra = 3), al modelo XV (sa = 2) y al modelo de 
ising (vi = 1), entre otros. 

Como pudimos darnoe cuenta en la Sección anterior, hasta la ecuación (2.72), el número 
de componentes del espín en el modelo de Ling d-dimensional era arbitrario, pero al llevar 
a cabo la suma sobre configuraciones (2.73) restringimos este número de componentes a 
sólo una y además pedimos que el espín sólo pudiera tomar los valores +1 6 —1. Para 
sobrepasar esta restricción, debemos tomar en cuenta la generalización de la suma sobre 
las configuraciones de los espines del sistema 

E  Oh.% 	 (2.118) 

al caso en que e ee un vector unitario con n componentes. No es dificil darse cuenta que 
en este caso la suma sobre configuraciones es un producto de integrales" sobre el elemento 

" Una integral por cada apta. 

(2.116) 
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de ángulo sólido; esto ea 

fi1 dfin ewoi. 	 (2.119) 

El problema ahora es evaluar esta integral, para lo cual usamos el sistema de coordenadas 
esféricas en n dimensiones. Fijando el eje "polar" a la dirección del campo externo (pi, 
tenemos que 

don 	= 	(Infle 19;10010,, 	 (2.120) 

donde 
&In  = (sen 61)n-2(sen 02)n-3  • • • »en en-2 dOi  d92 • • • d6n-1, 	(2.121) 

con0< 0,</r,i= 1,2,...,n- 2 y 0 < 	< 2x. 
La integración sobre los ángulos i = 2, ... , n-1, es inmediata y dá un valor constante 

K; sólo resta la integración sobre Oh es decir 

dflnevol = K J  dei(sen 01 )" -2 e14AI coal, 	 (2.122) 

pero el valor de esta integral" es 

dfinev" = K (1i) nia r (f--1-12--  lair(IWil), 

y el valor de K es 

K = f (sen 02)"-3(tien Os)" 	oen On-2 d02 dOs • • • den-1 

= 2n. ¡ (ton  th)"-3(sen e3)"-4  • • «en On-2dth dB: • den-2 

n-3 
= 2w(Vir )n -3 ri (11-1-:2 )/r (In + 2  

2 ), 

en el último paso hemos usado la Identidad 

dO(sen 0)k  = 2 e/2de(sen  0)k
o 

= r(y)r(0/r(k+.2) 
= 	(k + 

2 1//
T

\ 	
k 2 ) 

+ 2 N. 	 (2.125) k 
Tomada de 1.9. Gradehtwp, I. M. Ryshik, Me el !Momio, Serio, ~I Perdido, Academie New York 

1990. 

(2.123) 

(2.124) 
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Después de unas simplificaciones, obtenemos 

11-3 
(111„e = (27r) 	Hr 

(m 2 1)/r 
(-2174+-2)1(pir"2 191 (I(Pi I), (2,126) 

m=i 

pero 
n-3 rr r  (ni+ } ir  (ni+ 2) _ fr  (n - 

2 j/ k 2 	[k2)J ' 

y por lo tanto el valor de la integral es 

114,0;1  = (2/r)lirpi 	(iípi I). 

De esta forma, tenemos la generalización 

N 

Eevm,  —)111  dfinewo,  
(ai) 	i=1 

N 

= (IN)!  1119i 1-  ail 	(ISM) 
1.1 

= (211111 eEd 1[Wirlia lesia 

que al ser sustituida en la ecuación (2.72) dá 

Z{Hr} = 

X 
f 

fi
N 
 doi  e -1/1/1011 41411I+Eils[i2VvIllirliii I y (1217041)1 

1=1 

Esta es la expresión para la función de partición del modelo de Heiseraberg cuyo parámetro 
de orden tiene n componentes expresada en su representación del espacio de configura-
dones. 

Si ahora seguimos el Álgebra que antas hicimos para llegar a las expresiones en el 
espacio de momentos, obtenemos 

Z{11} = (2w) Ye2-8e-IRMlig001-1/1(-k) 

X f 11  dO(k) e - E.,0*-1)47(k)+Ek 11(-11)*(k) 

x e 	[I*E, e" «107001" "¡a loja (I* E.0"..00n(k)D1 

(2.127) 

(2.128) 

(2.129) 

(2.130) 

(2.131) 
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la cual es la expresión general para la función de partición en el espacio de momentos. 

2.7 Límites Interesantes 

Ya tenemos expresiones para la función de partición del modelo más general que pre-
tendemos estudiar, pero como se puede ver estas son extremadamente complicadas. Vamos 
a considerar entonces algunos de loe casos relevantes de interés físico, como son, el compor-
tamiento del sistema cuando su temperatura se acerca a cero (T O), el comportamiento 
asintótico para altas temperaturas (T oo), y los casos límite cuando n --> 1 y cuando 
n --> oo. De loe dos últimos esperamos recobrar el modelo de !ging y obtener el modelo 
esférico respectivamente. 

	

Comencemos con el límite n 	1. Para tomar este límite, pode!~ usar el último 
exponente de la ecuación (2.131) y la expresión para la función de Dosel" 

1 	[el É  (-1)4(m+1)1  ±( i)m÷le-4É  , (mtg),!  „i l, (2.132) 11(m+1)(z)=. - 	 ictkrn-pc)1k2z) j 

en el límite n -3 1 vemos de (2.131) que necesitamos la expresión para 	Podemos 
obtenerla de la anterior, haciendo m = O y tomando el signo menos. De esta manera, la 
ecuación se reduce a 

(x) = 
1

4rx  [e' +el 

= srlz-1/ 2  cash (2.133) 

41/2/_1(a) = 	coste z. 	 (2.134) 

Al introducir este resultado en la última exponencial de la ecuación (2.131), obtenemos 

en t. [o/_ i(s)1 (1) e  E, la(cooli s) 

	

= 	2 E  e1k.340(k)E4+(k)i,  
VN k  

9  Tomada de I. 9. GradaMeyn, I. M. IRyaltilt, Op. Cit. 

o lo que es equivalente, 

con 

(2.135) 

(2.136) 
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entonces, al sustituir (2.135) y (2.136) en la ecuación (2.131) encontrarnos la expresión 
para la función de partición 

Z(11} = c' e -111(11": (k)1-1"(-k)  ndo(k)  

E IP(k)tp(-k) -k  x  e  -. 	E, 11  kwoo+E, i0  (03.1) 37 a ed'''o(k)Ei(k)) (2.137) 

con lo cual recuperamos la función de partición del modelo de Ising d-dimensional, ecuación 
(2.88). 

Ahora tomemos el limite n --> oo. Para hacer esto, nuevamente podemos usar la última 
exponencial de la ecuación (2.131) y la expansión asintótica para la función de Elessel de 
orden entero" 

1 	en 
,,, 

u„ i 	' 	(t)} + 

por 

(2.138) 

(2.139) 

(2.140) 

(2.141) 

(2.142) 

(2.143) 

(2.144) 

i„(vi) 
Viiiií (1 .477)1.{ 

donde y = y- › 1 es un entero, y t, ri y u son funciones 

, 
 E....1 	y
„ 

de a dadas 

t = fi= 1,57-1-z2 +In 
4----"It- z ' 	 1 + ir+ 

t  u$4.1(t) = -1 12(1 - t2)ri,,(t) + -1  j'  (1 - 57-2)u.(T) dr, 
2 	 8 o 

Como y -› oo, el término dominante en la ecuación (2.138) es 

1 	en 

-711  

ua(t) = 1. 

14+0)1, 

1,,(vz) ,.
2  W-.7rv (1 + a2)i' 

y por lo tanto, 

(P,4)v  (vz)--viv(vi). 
v2ini (1 +32)1.  

Al sustituir ahora este resultado en la exponencW, obtenemos 

eLinR")"4(1.1)1= (210-1 e - 	bwe E, E-. boo+n-i 

donde 

3  = 11N/N - E ed"40(k)E:(1)1, k  

o Tomada de M. Abamowits, L A. Saeta, Hesdk*At oi Netkowsiticel ~Maui  Dora New Yak Mb. 



Z(H) = (20(n-1)2—N  e 1/1(11)141(k)riff(-11) fld*(k) 

x e- E, 000.(--070.»&11(-k)Ib(k)+E, P.-(fr+ hl],  

la cual tala expresión para el caso limite a -4 aso. 

Tomada de M. Abeetnowits, I. A. Step; Op. CIt. 

(2.151) 
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sustituyendo (2.193) y (2,194) en la ecuación (2,131) encontramos la expresión para la 
función de partición del modelo esférico (n 	oo) 

Z{11} = (2.1r)411  2-8  e-ill(k)le;(k)I-114-k) e-1 nin. f 

x  e-E,,o(k)11(-k)Ei(k)+E, H(—k)o(k)+E, [—vIn(vz)-111-11o(1+41.  (2.145) 

Ahora tomemos el limite z --> oo (7' 	O). Para hacer esto, nuevamente podemos usar 
la última exponencial de la ecuación (2.131) y la expansión asintótica para la función de 
Desee! de orden entero" 

4
(
z) 

47Z 

,
— 

( 	I 	- 
2!(85)T— 	3l

1)(ii  -9) 	- 1/P 
(8z)0  
- 9)(0 - 25)  + }, (2.146) a 	

tlz  

donde z > 1, v = 	es un entero, y µ = 4,2. Dado que z -s co, el término dominante 
en la ecuación (2.148) es 

„ ea 
I,,(z 2/rz' 

de donde, tenemos 

z'/,,(z) 	 (2.148) 

nuevamente, el resultado de sustituir la expresión anterior en la última exponencial de la 
ecuación (2.131) es 

e E In frv4(,)1 = (22.)-+ en (3-(14-))111, 	 (2.149) 

con 

a = I 	e '10(k)4(k)i, 
VN k 	

(2.150) 

sustituyendo (2.149) y (2.150) en la ecuación (2.131) encontramos la expresión pera la 
función de partición 

(2.147) 
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Por último, tomemos el límite z --> O (T --> oo). Para hacer esto, nuevamente podemos 
usar la última exponencial de la ecuación (2.131) y la forma límite de la función de Dessel 
de orden entero" para pequeños argumentos 

/v(z) 	r( 4. 1) , 
(z/2)1" 

i,  
	

(2.152) 

donde z 	1, v = 	-1, -2, ... 
de ésta, tenemos 

	

z'ly(z) N  12/(v + 1)]-1. 	 (2.153) 

Al sustituir este resultado en la última exponencial de la ecuación (2.131), obtenemos 

e E,1.5-1(,)1. 	[2"r(vo)1, 	 (2.154) 

con 

eali'eP(k)Ei(k)11 	 (2.155) 

sustituyendo (2.154) y (2,155) en la ecuación (2,131) encontramos la expresión para la 
función de partición 	, 

Z(11) = M'Y [y G-)1 -N  e 91(11)1Ei(k)I-18(-k)  fidtP(k) 

	

x e E.#01M-Wi(i)+E,11(-k)t(k), 	 (2.155) 

la cual ce la expresión para el cuto límite a 0. 

Con todo esto, hemos obtenido las integrales funcionales en la representación en el 
espacio de momentos para algunos modelos. Como podemos notar de la ecuación (2.13?), 
la generalización del modelo de Ling al ceso de un modelo de espino con n componentes 
es correcta pues el ceso particular de la función de partición del modelo de Heisenberg 
generalizado se reduce sin problema a la integral funcional que encontrarme para el modelo 
de hin/ d-dimensional. 

Examinamos otros límites de interés los cuales pueden servir como puntos de inicio 
para llevar al cabo métodos de aproximación. Por ejemplo, en loe limitas n oo y T -+ 0 
debe ser posible resolver la integral funcional por el método de demento, rípidoe. Dedo que 
estamos interesados en la región critica, es claro que los limites --f 0 y T oo no servirán 
como buenos puntos para iniciar una aproximación que tome en cuenta el comportamiento 
critico. El límite n oo puede servir como punto Inicial para una expansión en potencies 
de 1/n que puede capturar aspectos importantes del comportamiento critico, pero en el 

1  Tomada de M. Abramowits, 1. A. %aun, Op. Cit. 
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siguiente capitulo queremos presentar un método basado más en una expansión alrededor 
de la teoría gaussiana la teoría de perturbaciones. 

La última integral funcional, ecuación (2.156), que resulta al tomar el límite de tem-
peratura infinita sí es simple, corresponde a la teoría gaussiana, lo cual es de esperarse 
porque sabemos que cuando 7' --> oo los grados de libertad de un sistema actúan indepen-
dientemente y esta es precisamente la característica de la teoría Gaussiana, describe un 
sistema en el que no hay interacciones. 

El último resultado ea la conmutación de los límites 

fim lima Z(H) = fim lira 2(11), 
n41 z-roo 	z-lao n-11 

lima lima Z(11} = Hin fim 2(11). 
n->1 x-90 	x-90 n-+1 

atoe se obtienen directamente de las ecuaciones (2.151), (2.156) y (2.88). 
En resumen, en este capítulo describimos algunos modelos exactamente solubles y 

encontramos los exponentes críticos asociados a estos. Sin embargo, como pudimos darnos 
cuenta, en los casas generales esto no es posible y aún en la representación en términos de 
campos continuos tuvimos que hacer aproximaciones. Vimos que la aproximación de campo 
promedio predijo demasiada universalidad y que los valore; de los exponentes críticos 
no están de acuerdo con los resultados experimentales. Vimos, también, que la teoría 
gaussiana predice la dependencia en la dimensionalidad en al menos un exponente y esto 
muestra que ya toma en cuenta las fluctuaciones, al menos las existentes en el modelo. 
Sin embargo, esto no es suficiente, porque la teoría no dá cuenta de los exponentes fl y 8. 
También predice los mismos valores para los exponentes críticas como la teoría de campo 
promedio. 

Esto nos motiva a continuar en este camino y considerar la aproximación del Hamil-
toniano al siguiente orden en los campos, el cual puede escribirse, cuando se desprecian 
términos que dependen de los momentos, como Aw4/41 pus los sistemas que mentan la 
simetría w --> 	Ese será la tarea para el siguiente capítulo. !Mandar sistamátirAmente 
la teoría de perturbaciones en lo que se conoce como la teoría de Landaii-Gizieburg-Wilson 

la teoría de Aw4. 

(2.157) 

(2.158) 

• 



Capítulo 3 

TEORIA DE CAMPOS 

En el capítulo anterior vimos que es posible desarollar modelos matemáticos que cap-
turan algunos aspectos importantes de loe fenómenos críticos. Se consideraron dos mode-
los exactamente solubles -el modelo de hing en una y dos dimensiones. Las soluciones 
mostraron características importantes que si existen en el mundo real: exponentes críticos 
diferentes a aquellos predichos por la teoría de campo promedio y la ausencia de una tran-
sicion de fase en el modelo de laing en una dimensión. Desafortunadamente las soluciones 
exactas no son generalizables a d > 2, n > 1. Esto hace necesario desarollar métodos de 
aproximación. Dado que la región crítica debe admitir una descripción en términos de una 
teoría de campos, introdujimos, a través de la transformacion de Hubbard-Stratonovich, 
una representacion en términos de campos continuos. La aproximación más simple fué 
despreciar las "interacciones" y considerar el modelo gaussiano. Desafortunadamente esto 
nos condujo a exponentes críticos Iguales a los encontrados en la aproximación de campo 
promedio, excepto para el calor específico, el cual muestra una dependencia en la di-
mensionalidad d y entonces captUra algo cualitativamente diferente a la teoría de campo 
promedio. La cuestión ahora ee desarollar un modelo bagado en la teoría de campo que 
pueda describir de una mejor manera loe fenómenos críticos. Dado que las fluctuaciones 
son importantes en la región crítica y que no existen en las funciones de correlación de 
la teoría gaussiana, es necesario considerar una teoría con interacciones. Ea un hecho de-
safortunado que generalmente las teorías de campos con interacciones no sean exactamente 
solubles y por lo tanto sea necesario utilizar algún método de aproximación. Uno de loe 
más comunes ea la teoría de perturbaciones. 

Así, el objeto de este capítulo es desarrollar de manera sistemática los conceptos y 
técnicas de la teoría de campos, como son las funciones de correlación, funcionales genera-
doras, traneformaciones de Legendre, expansiones en teoría de perturbaciones y en lasos. 
Para ello utilizaremos la teoría de Ay4  (también conocida corno teoría de Landau-Ginzburg-
Wilson) por dos razones; la primera es su "simplicidad" pedagógica y la cognada, porque 
es la primera aproximación a una teoría con interacciones que describe ferromagnetos cuyo 
parámetro de orden tiene la simetría y, —► 	Como veremos, esta teoría contiene la 
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interacción más relevante en el infrarojo, lo cual es una característica fundamental en los 
fenómenos críticos. 

En este capítulo consideraremos la teoría de campos y la teoría de perturbaciones en 
un contexto general y abstracto. Regresaremos a los fenómenos críticos explícitamente en 
el siguiente capítulo. 

Comenzaremos definiendo las cantidades de interés que son las funciones de correlación. 
Primero, las desconectadas que contienen términos asociados a los diagramas de las fluc-
tuaciones del "vacío" y loe diagramas conectados. Calcularemos estas funciones sólo a 
primer orden. Luego, estudiaremos la funcional generadora de las funciones conectadas y 
calcularemos las funciones de dos y cuatro puntos a tercer orden. Por último, utilizando 
una transformación de Legendre, estudiaremos la acción efectiva para determinar las fun-
ciones de vértice. Todos estos cálculos se llevarán a cabo utilizando las técnicas de la teoría 
de perturbaciones. 

3.1 La Función da Partición 

Comencemos con la teoría de un campo escalar w(z) en un espacio-tiempo d-
dimensional euclidiano descrita por el Haruiltonianole 

H[J = f ddzii(w, Vw), 	 (3.1) 

donde la densidad Hamiltoniana está dada por 

= 2 (V(p)
2 
 + 2m

2 2
+ V ((1,), 	 (3.2) 

con V(p) = 
41

9
, 

en la teoría de aspe. 
La función de partición está definida por la integral funcional 

ZEJ 1 = [4] e "HM fi ddli(V)V4), 	 (3.3) 

donde J representa una fuente externa "formal"; formal en el sentido de que diferenciación 
de Z con respecto a J genera las funciones de Green desconectadas. Esto es 

	

6 6 	é G(N) (zit z2, •  
• o??) = 	2 	

2f  j1 
' J=o 

(3.4) 

Is A las teorías de campo matas ea tinalnoe de funciono de partida(' que depeadea de la tumida de 
Hamilton se lee derloadaa raería/ tuladaliese de campeé por su ~logia coa la laerkelca ealadisties, y a 
las teorías de campos que le estriase eo tánalnoe de la oxida es lee deudas rodee cabildees de amapré, 
también por su analogía coa el formaliza° de INyttroao de las Integrales de ca lace de la rasaban cuántica. 

• 
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bien, pueden ser escritas como los coeficientes de la expresión funcional 

co 

	

Z(.11 = 	
NI

ddzi • • • ddx/al  • • • JNG(N)(xi, 	, zN), 	(3.5) 
N=0 

donde hemos usado la notación J¡ = .1(;). 
El primer paso es evaluar, basta donde sea posible, la función de partición definida por 

las ecuaciones (3.1)-(3.3). Para ello, podemos notar que 

6J(x) 
e  f d'SJ(v)W(v) 	,p(z)  e  f dif• (v),P(14) 	 (3.6) 

y por lo tanto, para cualquier polinomio V(w), se cumple la relación 

V i
6J(z)
—

c5 
= V[w(x)]. 	 (3.7) 

Debido a esta identidad, podemos escribir la función de partición (3.3) como 

Z[J I =e-  ddaV  [411 f kitole -liors°1 	• 	 (3.8) 

donde Ho es el Hamiltoniano de la teoría gaussiana, i.e. 

Ho = fddx [1(57w)2  + Irn201 . 	 (3.9) 

Podemos llevar a cabo una integración utilizando el teorema de la divergencia. De esta 
forma, si el campo w y sus derivadas se anulan en la frontera, tenemos que 

Ho = f diz[-110729 + 1m201 	 (3.10) 

Del integrando de esta ecuación vemos que as conveniente definir el operador 

Á = -172 	 (3.11) 

así, al completar cuadrados, podemos escribir la función hamiltoniana en *minas del 
operador Á como 

110- 
f 

	

ddyJ(p)o(y)= f «12[1 (Áll2w - JA-112 -!¡2-Á-11, 	(9.12) 

al sustituir este resultado ea la ecuación (3.8) y evaluar la integral ~ama obtenemos 

	

Z(J) = [det (2,44111/2  e f d'ay  [1751 e i "dil(r)010-1)1(0, 	(3.13) 
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donde Go(y - z) es el inverso del operador Á, i.e. Go(y- z) es la función de Green asociada 
al operador Á y por lo tanto satisface la ecuación diferencial parcial 

(-y2  m2 )Go(y - z) = 5(y z). 	 (3.14) 

Al resolver esta ecuación por medio de una descomposición en las componentes de Fourier 
de Go de la formal° 

dGo(y — z) = 	I d ice -ik(11--z)Go(k), 
(2r)a 

obtenemos la expresión para Go 

1 	d, 

k2  + m2  
e -ik (k— x) 

FiGo(71 — a) = (2s)d 
1 ,  	

(3.16) 

Si tuvieramos la posibilidad de evaluar totalmente el operador definido por la exponencial 
de la ecuación (3.13), las ecuaciones (3.13) y (3.16) nos darían la solución exacta para la 
función de partición de la teoría de Aw4. Sin embargo, como se puede notar, el operador 
tiene un número infinito de derivadas y por lo tanto sólo podemos evaluar la funcional 
utilizando aproximaciones. Por supuesto, la aproximación más popular es la de teoría 
de perturbaciones y como tenemos un parámetro, podemos intentar obtener una serie de 
perturbaciones para la función de partición en potencias de A. 

3.1.1 Diegreinee de Feynman de las Funciones Desconectadas 

Nuestra intención ahora es calcular las funciones de correlación desconectadas de la 
teoría de 424, las cuales obtendremos como series de perturbaciones en el parámetro A. De 
hecho, sólo calcularemos las funciones de dos y cuatro puntee a primer orden, pues como 
veremos, la función de partición genera diagrama' desconectados que no tienen mayor 
relevancia en la teoría. Pretendemos, mejor, dar una visión más amplia de lee distinta' 
funcionales generadoras y del tipo de diagramas que generan, Por ello, dedicamos un 
cálculo más completo de las funciones de correlación conectadas. Para tete cákulo, la 
manera como procederemos será evaluar la función de partición (3.13) a primer orden en 
A y luego utilizar la definición (3.4) para obtener las funciones de correlación a ese orden. 

Empecemos escribiendo la función V(w) = W/4! y con ello la función de partición 
(3.13) a primer orden 

41 = 4441 	 -2 
A 	4
--' 	e # fd'vddiJ(eloo(e-4/(3) 	(3.17) 

4! 11(z) 

Si utilizamos las traneformación de Fourier con el factor simétrico (2w)-4/2 , obtenemos 
1 	4  e-uKr-i1 

Go(e —10= (2„7"Fi 	h kz  + 

(3.15) 



50 	Teoría de Campos 	 Capítulo 3 

donde hemos definido la constante Ao = [del (2ii vi - 1 )11/2  . 
Para simplificar la notación absorbamos Ao en una redefinición de Z(JJ, lo que equivale 

a escribir Ao = 1 en (3.17), y definamos 

B = 	f day ddz./(y)(70(y — z)J(z), 	 (3.18) 

Con esto, al calcular las derivadas funcionales de la exponencial en la función de partición, 
encontramos 	

Zp I = e° 11— I daz (3DL + 	111)] , 	(119) 

donde, ahora, hemos introducido la notación 

Ds = 6J(s 
11 

	

) , 	 (3.20) 

63,8 
Das 

	

6.11(x) 	 (3.21) 

Con esta forma para la funcional generadora, ecuación (3.19), ya podemos calcular las 
funciones de correlación desconectadas de dos y cuatro puntos a primer orden en A. Sólo 
tenemos que usar la definición de la ecuación (3.4), 1.e. tenemos que calcular derivadas 
funcionales de Z con respecto a la fuente .1 a los puntos i = 1,2,3, 4 y (lapilla evaluar 
en J = 0. Notando, de las ecuaciones (3.18), (3.20), (3.21) y del hecho que Go(y — a) a. 
Go(a — y), que 

= I d4aGo(x z)J(a), 	 (3.22) 

Baz  = Go(x — 	 (3.23) 

obtenemos la expresión para G(2)  

G(2)(xix3) = Go(xl — xa) —ddxGo(xi — z)G0(x r)Go(3— 

— 	— Z2) 1 cl izG8(x — z) + 0(0). 	 (3.24) 

Esta ecuación tiene la siguiente representación en términos de diagrama. de Feynman 

643)(zix2) = 	— 	— CO + 0(A2), 	 (3.28) 

De igual manera, al calcular las derivadas con respecto a J a loe puntos xa y 34, y, evaluar 
después en J = 0, obtenemos la expresión para la función de Green de cuatro puntos 
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G(4  ) x x2 x3 x4 ) = GO (x 1 — x 2 )G0 (x3 — x4) 
(70(zi — x3)G0(x2 — x4) + G0(xt — x4)G0(x2 — x3) 
A 

— —
2

Go(xl — x2) I ddxGo(x3 — x)Ge(x x)Go(x — x4) 

A 
— —2

o(x2 — x3)1 dd xGo(x4 — x)Go(x — x)Go(x — xt) 

A 
— —2Go(x3 — x4)1 ddxGo(xl x)Go(x — x)Go(x — x2) 

— A —Go(x4 — si) I dd xGo(x2 x)Go(x — x)Go(x — x3) 

— —Go(xl — x3) j  ddxGo(x2 — x)Go(x — x)Go(x — x4) 

— —
A

G'o(x2 — x4) ddxGo(xi — x)Go(x x)Go(x — x3) 
2 

—  
A 
—Go(si — xi)Go(x3 — x4) f dixGZ(z — x) 

A 
- —Go(xi — x3)G0(x2 — x4) f ddxG8(x — 

8 

— 	—
A

Go(xl — x4)Go(x2 — x3) f ddxG8(x — 

— Af cidxGo(xl — x)Go(z2 — x)G0(x3 — z)01:4 — 

+0(0). 

De manera análoga, a esta ecuación se le representa en términos de diagrama* de Feynman 
en la forma 

G(4)(ziz2z3z4) s ( 	+ 2 perms) — 2- 
2  ( 
	+5 pera») 

CO 
— 	+ 2 penas) — A X + 0(A2). (3.27) 

donde hemos usado la abreviación "penas" para permutaciones. 
Vamos a dar ahora una breve explicación,  acerca de astas funciones de correlación y 

de los correspondientes diagrama de Feyounan: Para la funcida de dos puntos, al primer 
diagrama, representado por la linea recta se le conoce como 'propagador film y corresponde 
a la solución exacta de la función de Green en la teoría sin interacciones (A al" O). Los 
siguientes término', representados por la linea recta unida al ciclo 6 bino y la linea recta 

• 

(3.26) 
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separada de los dos lazos unidos, representan las correcciones a primer orden de la teoría 
con interacciones. Al tercer diagrama, y a todos los que constan de dos líneas separadas, 
se les conoce como gráficas del vacío; pero a loa diagramas como el segundo se les conoce 
como diagramas conectados. Como una convención, estaremos entendiendo que los puntos 
extremos de cada diagrama corresponden a los puntos zi y x2 en los que evaluamos la 
fuente .1 después de calcular las derivadas funcionales de la función de partición. A estos 
puntos se les conoce como puntos externos. Por el contrario, a puntos como el de la 
intersección del lazo con la linea recta del segundo diagrama en la expansión (3.25) se 
les conoce como puntos internos y en la ecuación (3.24) están representados por el punto 
x. De igual manera, loe tres primeros términos de la ecuación (3.27) representados por 
gráficas del vacío, tienen por puntos externos a xr, x2, x3 y x4, los cuales convendremos 
poner a partir del extremo superior izquierdo de la gráfica en el sentido en que giran las 
manecillas del reloj. Nuevamente, el punto interno x está representado por la intersección 
del lazo con el propagador libre en la gráfica del segundo término y por la intersección de 
los dos lazos en el diagrama del tercer término. El último diagrama, el cual es conectado, 
tiene las mismas características. 

3.2 La Funcional Generadora de las Funciones Conectadas 

En la sección anterior vimos que la función de partición genera las funciones de corre-
lación (funciones de Green) desconectadas. En realidad esta es la manera de decirlo, pero 
la función de partición genera todas las funciones de Green, tanto las conectadas como las 
desconectadas. En esta sección veremos que hay una funcional directamente relacionada 
con la función de partición que genera sólo las funciones conectadas. De hecho, la funcional 
generadora de las funciones conectadas W[J I es el equivalente de la energía libre en la 
mecánica estadística,* es decir, W(J1 está definida como 

— In Z[J], 	 (3.28) 

nuevamente, el campo J representa una fuente externa formal. 
A partir de las ecuaciones (3.28) y (3.13) podemos generar una serie de perturbaciones 

para la funcional 1491 y con ello podemos calcular de manera perturbativa las funciones 
de Green conectada*, las cuán pueden definiree mediante la expresión 

GIN)(zi,zi+. • •)zti) = — 6./2 6,12 ' éJN WIJ 	 (3.29) 

donde, nuevamente, utilizamos la notación = Azd). 
Siguiendo, de manera análoga, el álgebra que llevamos a cabo anteriormente, reeacribi- 

mos la funcional generadora W utilizando la expresión general para la función de partición 

'° La funcional W[./1 puede pensarle como la energfa libre de Gibbe normalizada por el factor 5.T. 
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de la ecuación (3.13). Nuevamente, absorbemos el factor constante en una redefinición 
de la función de partición" y la escribimos de una manera más simplificada usando la 
definición (3.18) y la del operador 

11  = — f dd xV[2 1 1(x) 

Con esto tenemos que es posible escribir la func'onal generadora en la forma 

W[J] = —In (e 9 	. 	 (3.31) 

Ahora, haciendo algunos artificios algebraicos, vemos que es posible reescribir la anterior 
ecuación en la forma 

W[J]. —8 — ln(1 + u), 	 (3.32) 

donde 
u= 	(e9  —1)e". 	 (3.33) 

Con estas dos ecuaciones podemos generar un desarrollo en teoría de perturbaciones de 
la funcional generadora; Implemente nos damos cuenta de que en la teoría que estamos 
estudiando u depende explícitamente de A a través del operador V, pues V = A0/41 
De esta manera el factor entre paréntesis de la ecuación (3.33) controla el orden de la 
expansión. En esta sección estamos interesados en una expansión a orden cúbico, por ello 
desarrollamos la exponencial del factor entre paréntesis de u hasta tercer orden y luego 
introducimos el resultado en (3.32), donde ahora desarrollamos el logaritmo en su serie 
de potencias de u y conservamos odio los términos hasta orden cúbico en A. Ad, a tercer 
orden podemos escribir la ecuación (3.33) en la forma 

u = 	4! 	0(.14)) e p, 
3l 	

(3.34) 
V,  

y utilizando la serie de T&ylor del ln(1 + u) 

2 
In(l+u)=u- 2-

2  -
7— -++O(u4), 
3 

obtenemos 

u2  
W[Jj= —B — — (u2 — -1) — (u3 — sisa + u!) + 0(0), 	(3.35) 

2 

En realidad set* factor constante no juega un papel Importante pose la. Ikui.clones de complacida copec-
tedie no dependen de N. 

(3.30) 

(3.35) 
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donde 

e-Bit en, 	 (3.37) 

-1) 1.12  D U2 1-.7 e 	e , 	 (3.38) 
2! 
i/3 U3 S e- 
3! e

ft , 	 (3.39) 

6 bien, utilizando la definición (3.30) se pueden escribir explícitamente en la forma 

( 2---)4  e n  U1 =  -e 	6 j(z) 	 9 

u2E2  
e

2!

a I \ 2 f  ddiddx, 
( i5J(z))  

\ 4 I, 

jm) 
 

y e11, k71-0  

u3 	4t 
e -B  (-1-)81 d'x ddzi ddx" (

6,/(x)
5--) 4  ( ar(rg 

 )4  (-2-
6J(o)

)4 ea, (3.42) 

al calcular estas derivadas y sustituir en (3.36) obtenemos la serie de perturbaciones para 
WV] 

W[J1= —B + — -3(3BL+814B3s + 14)— Izo  ddz dds/(2414 
41 

r1  
+ 96144.34.+ 72BuBli,Bid + 144B01414 +724481 
+ 14413.13,3/4443,14 + 9814DuBswig, 164Baz,B1) + 0(0), (3.43) 

donde hemos omitido el término correspondiente a orden cúbico debido a que es demasiado • 
extenso. A partir de esta forma para la funcional generadora podemos generar las funciones 
conectadas hasta orden cúbico usando la aproximación de teoría de perturbaciones. Foso 
es de hecho lo que vamos a llevar a cabo en la siguiente sección. 

3.2.1 Diagrama de Name de lee Funciones Camadas 

Armados con la expresión para la funcional generadora, ecuación (3.43), 5610  rota uti-
lizar la definición (3.29) para obtener la [uncioneo conectados. La primera que calculamos 
ea la función de Green de dos puntos, i.e. sólo calculamos dos derivadas funcionales de 
(3.43) con respecto a J a los puntos zi y x2 respectivamente. De esta forma obtenemos su 
representación en términos de diagramas de Feynman 

(3.40) 

(3.41) 
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A 	2  

	

0)(six2)= 	-2-  - _Q -f. G 
A2 	

7 
A2 
a 1-  

A3 	A3 	A3  a A3  
- —12 - —9 ft" 	— d.  

Q „ 	A3 
- -8- 	- 8 - 	1.a.LLL - -8-- 	+Q(\ 4). 	(3.44) 

De igual manera, calculando cuatro derivadas de (3.43) con respecto a J a los puntos xI, 
X2, X3 y X4, obtenemos la expresión para la función de

/
Green conectada de cuatro puntos 

(4) 
Cc  (xis2x3x4) = 	X + -1/2- ( >0< + 2 pernio) + 2 	+3 perros} 2  

A3  	 A3  

	

- —6 ( 	
3  

X + 3 yerma) - ('O3< + 2 pernos) - —2 ( X+ 5 pernio) 

4 
3  ,, 	A3 	 A3  

- kPkj+ 5 perms) 7  Oie + 3 pernio) - (>6C+ 3 pecina) 

- 43 
\,6 

( cA + 5  Penni') - 
)43 (y+ 3 pernio) + 0(0). 	(3.45) 

Ahora vamos a explicar la manera de reconstruir las expresiones alpebniicaa correspon-
dientes a cada uno de estos diagramas de Feymnan y la manera de obtener los factores de 
simetría que aparecen en estos. Comencemos con la función de dee puntos, recordando de 
la sección anterior que el primer diagrama de la ecuación (3.44), representado por la línea 
recta, corresponde al propagador libre y que tiene como expresión algebraica asociada ala 
solución de la teoría sin Interacciones (teoría gawsiana) Go(zi,-za). Este propagador libre 
puede considerarse como la unidad fundamental para la construcción de las funciones de 
Green porque todos los deuda diagrama§ pueden obtenerse como producto. de estos propa-
gadores evaluados ya sea en punta internos o externos, y tomando en cuenta que por cada 
propagador evaluado en un punto Interno hay una integral sobre todos los posibles valores 
para ese punto interno. Por ejemplo, para escribir la expresión algebraica correspondiente 
al diagrama de primer orden de la ecuación (3.44) tomamos en cuenta que tenemos dos 
puntos externos y uno interno. Por convención, en este capítulo, estamos denotando como 
x, xi y z" a los puntos internos y como zi, $2, 33 y as a los puntos externos. Otra cuestión 
importante en esta reconstrucción de las expresiones algebraica, ea que cada linea que une 
cualesquiera dos puntos (para dispute, conectada, uno interno y otro externo) se repre-
acata por un propagador Ubre con la condición de la integración sobre todos loa posibles 
valores para el punto interno. Con atea reglas, vemos que el diagrama a primer orden de 
la ecuación (3.44) tiene por representación algebraica en el espacio de configuraciones 

= I 

	

daxGa(xt - x)G0(x x)G0(x - x2), 	 (3.46) 
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análogamente se puede ver que se tienen las siguientes expresiones 

Capítulo 3 

O- = f ddx dd x/Go(zi 	x)G8(x — x')Go(x1  — z2), (3.47) 

C) O = IdazddziG0(zi — x)Go(x 	z)Go(x 	x)G0(z1 	x')G0(x' 	z2), (3.48) 

(3.49) tozw., - opcz - .9cio(x, 	z')Go(x' — x)Go(z — r2), 

y de la misma manera es posible encontrar expresiones para los diagramas a tercer orden 
de la expresión (3.44). Para saber cuál ee el factor de simetría correspondiente a cada 
diagrama simplemente seguimos lee reglas para contar las posibles combinaciones. De esta 
manera determinamos que el factor de simetría para el diagrama a primer orden de la 
función de dos puntos es 12, pero como este diagrama tiene un factor de A/4I, entonces el 
factor total que aparece en la expresión para la función de Creen es el correcto A/2. De 
manera completamente análoga se pueden calcular los factores de simetría para el resto de 
los diagramas y se pueden verificar con los expuestos en este trabajo. 

Para la función de correlación conectada de cuatro puntos la situación es completa-
mente análoga. Cada uno de loe diagramas tiene cuatro puntos externos zi, nr, ra y T4, 
y dependiendo del orden al que cada diagrama pertenece, esta puede tener uno, dos o tres 
puntos internos, a, Y y 0. Por ejemplo, el diagrama a primer orden y loe dos diagrama 
a segundo orden tienen la representación algebraica 

	

X = I ofizGo(zi z)Go(x za)Go(z3— x)Go(z — x4), 	(3.50) 

>0( = I 

	

ddzd Go(zi — z)Go(x z2)G4(x — x')Ge(z' za)C0(14 	(3.61) 

= f ddxddziG0(xi z)Go(x — x9G0(z' zIG0(31 — z2)G0(z zs)Ga(z4 — a). (3,52) 

También en este amo podemos calcular loe factores de simetría correspondiera" por ejem-
plo a estos tres Maromee, utilizando la 131.11~ usual de contar combinaciones. Así, 
obtenemos 24 para el factor de simetría del diagrama a primer orden de la función conectada 
de cuatro puntos, y como tete diagrama tiene un factor de MI, entonces se tima id factor 
total de A. Para los dimpraniae de lee ecuaciones (3.51) y (3.52), el factor de simetría es 
576, y como loe diagramas están multiplicados por —A/21(4!)2, entonas 1111dillil con un 
factor total de —A/2. De manera similar pueden verificara lee factores  de lee dármelo 
restantes. 
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3.2.2 Representación en el Espacio de Momentos 

En ista sección vamos a ejemplificar la manera de hacer la transformación al espacio de 
momentos de las cantidades físicas de interés: las funciones de Creen conectadas. Decimos 
ejemplificar porque vamos a presentar el cálculo detallado de la manera de cambiar de re-
presentación al espacio de momentos sólo para el caso de la función conectada de dos puntos 
a primer orden. Con este cálculo bastará para inferir las expresiones correspondientes al 
resto de los diagramas sin tener que llevar a cabo cálculos similares. 

Consideremos la función de Creen conectada de dos puntos a orden A 

GEL) 
= 	_ 	

(3.53) 

cuya representación en el espacio de configuraciones es 

de2)(ziz2) Go(xix2) - f ddx Ge(zi - x)Go(x - x)Go(x - x2). 	(3.54) 

Infiriendo de las ecuaciones (3.15) y (3.16), que la representación del propagador libre en 
el espacio de momentos es 

Go(ki)= k2 +m2 , 
	 (3.55) 

podemos escribir (3.54) en la forma 

(02: 
ddk 	 ddk  el*(11-0  ,1 I 	ddk  eik(di-d)  I —e (d,'")G12)(k) = 	 ,_ I

( 21r) 	 (2104  k2  + m2  2 	(21r)d k2  + m2  

x 	d41 	1 	f 	eils-z2)  

	

(2w)4 12  +Mi/ (21r)a p2  + m2 	
(3.56) 

agrupando las exponenciales de la última integral, usando el hecho de que 

d'ix e 	= 6(k  
(3.57) 

(21r)i 

y llevando a cabo la integración sobre p, obtenemos 

f ddk 00, _3.)0) (k
) 
 = ¡_ddk  ei01--M A ddk 	 f 	1 

(-2-r-ir) e 	J (2r)d k2  + m2  2 1 (2104  ki + m2  J (20 12  + 
(3.58) 

(re la cual se sigue inmediatamente 

f oddir)4  k eik(a,-20 [G12)to 1   	A 	1 	ddl 
k2  + m2  2 (k2.4. 17---IV (21r)d12 + rn2  

 

, 	(3.59) 
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1 	A 	1 	f  ddl 	1  
G12)( k) = (3.60) 

rn2 	2 (k2 + m2)2 	(21r)d 12  + ín2  

esta es la expresión para la función de Green de dos puntos a orden A en el espacio de mo-
mentos. De ella podemos concluir que cada propagador en un diagrama está representado 

por un factor (k2  + m2)-1  y que por cada lazo apareciendo en un diagrama se tiene una 
integral corno la última de la ecuación (3.60). Estas reglas son suficiente para reconstruir 

las expresiones para los diagrama de la funciones conectadas de la teoría de Aw4  en el 

espacio de momentos. 

3.3 Transformación de Legendre. La Acción Efectiva 

Hasta ahora hemos considerado dos funcionales generadoras de funciones de correla-
ción, la "función de partición" Z[J), la cuál da lugar a las funciones de Green desco-
nectadas, y la "funcional generadora" W[J j, cuyas derivadas funcionales respecto a la 
fuente .1 a loe puntos 	, xN en J = O definen las funciones conectadas de N puntos. 
Existe, además, otra funcional generadora de funciones conocidas como vértices propio. 6. 

funciona de vértice irreducibles de uno partícula (1P1). A esta funcional generadora se le 
conoce como la acción efectiva, se la denota por 1101 y está expresada como la transformada 
de Legendre de W(./ 1 respecto al valor promedio de lo. Esto es 

	

rEs61 = wf,11 + I4./(v)0(v). 	 (3.61) 

Esta funcional puede entenderse por medio de su análogo en mecánica estadística, la energía 
libre escrita en términos de la magnetización # = (9)j. Como se espera de cualquier poten-
cial termodinámico, lag derivadas respecto a sus argumentos generan cantidades físicas, en 
este caso, las funciones irreducibles de una partícula. El calificativo "irreducibles" viene del 
hecho que éstas contienen sólo las funciones de Green conectadas que al hacerles un corte 
a través de una sóla Unes interna no se descomponen en das diagrama' (correspondientes 
a la misma teoría, obviamente). Por ejemplo, el diagrama O 	no es 1PI debido a que 
al hacerle un corte a través de la Unes intermedia obtenemos loe dos diagramai -49- y ..Q.. 
Por el contrario, el diagrama >(:)< si lo es, por que a pesar de que se le haga un corte a 
través de cualquiera de las dos líneas intermedias raes posible separarlo en dos diagramas. 
Además de rateo características, los vértices contienen los diagramas irreducibles pero sin 
líneas externas. En el ejemplo anterior, el diagrama correspondiente ea O. 

Al igual que sucedió al considerar la funcional W(J), el número de diagrama* se redujo 
considerablemente. Al considerar rroj nuevamente obtenemos una reducción en el número 
de gráficas (orden por orden en teoría de perturbaciones). Una cuestión que podría preo» 
cuparnos es saber si el conjunto de vértices es suficiente para reconstruir la lamia que 

y por lo tanto 
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estamos estudiando. Como veremos más adelante, no sólo ea posible reconstruir la teoría 
en términos de estas funciones, sino que además la formulación en términos de los vértices 
es elegante y provee las herramientas naturales para el estudio de simetrías rotas en teorías 
de campos interactuantes. Los vértices son además los candidatos naturales para el estudio 
de las cuestiones de renormalización porque no contienen líneas internas que no llevan una 
integral y así son irrelevantes para las divergencias introducidas por las fluctuaciones. 

Comencemos escribiendo algunas de las principales propiedades de la acción efectiva. 
Primero, tomando en cuenta la definición de la integral funcional W1.71 — In 4/1, tene- 
mos 	

6W[J] 
6J(x)  — Wz)) «r). 
	 (3.62) 

Por otra parte, al derivar la ecuación (3.61) con respecto a 0(x) obtenemos 

_ f dd y 6W[J1 84)  f ddy6./(Y)0(y) j(x), 	(3.63) 
50(z) —  J 	6.1(v) 50(z) J 	60(x) 

que con el uso de la ecuación (3.62) se reduce a 

60(x) — 	I.  

61(0) 	
(3.64) 

Físicamente, si el sistema se encuentra en un estado de simetría eepontaneamente rota, i.e. 
en un estado magnetizado, entonces 

t5W[Jj  
6J(x)'Pu' 

En términos de la acción efectiva, la condición para simetría rota es 

6114111 
60(3) 

es decir, r tiene un extremo en Ø(x) = plo, a veces 'Lunado el campo chuico. Otra propiedad 
importante de la función vértice de dos puntos es 

—ddx  6'191 	6'11°1 6(z — 6)1 6J(x)6J(a)6j(Y)N(z) 
	 (3.67) 

la cual puede obtenerse al derivar la ecuación (3.62) respecto a #(y) y sustituir 6J(1)160(y) 
de (3.64). El resultado importante de esta ecuación es que cuando J 0 

6J(3)6J(3) 
G(2)(3 — 3) 
	

(3.68) 

= 0, 
41044) 

(3.65) 

(3.66) 
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y debido a (3.67) podemos concluir que en ese caso 

5211051 	í 
45(0616(z) «4  le

(2) 
	z)i

1-1  
' 

Capítulo 3 

(3.69) 

Las funciones de vértice de N puntos F(N), de hecho, están definidas en términos de 
derivadas funcionales con respecto a 0, evaluadas en J = 0, esto es 

r(")(si• • • 	) 	
6Nr[o] 

645(zi)•••50(zN)1.1.0 	
(3.70) 

de ésta última, y de la ecuación (3.69) podemos concluir inmediatamente que 

	

r(2)(xlz2) = [d2)(ziz2)} 	 (3.71) 

Esta ecuación nos permite demostrar la afirmación de que las funciones vértices contienen 
sólo gráficas que son 1P1 sin "patas" externas. Para hacer esto consideremos precisamente 
la suma de todos los diagramas que son 1P1 sin patas externas en el espacio de momentos.» 
Denotemos esta suma por E(k). Para el caso de la función de dos puntos a tercer orden 
E(k) es 

A A2  A2Q A3  A3  A3 	A3  
E (k) = - 	+ 	+ 	- iíe) -- 	é - 	+ 0(X4). 	(3.72) 

No es difícil darse cuenta que la función de Green conectada de dos puntos puede expresarse 
en la forma y entonces, de las ecuaciones (3.71)-(3.73) concluimos que 

GP)(k) = Go(k) + Go(k)E(k)Go(k) + Go(k)E(k)Go(k)E(k)Go(k) + • • 

	

= (Gil  (k) - E(k))-1 	 (3.73) 

y entonces, de las ecuaciones (3.71)-(3.73) concluimos que 

A 	A2 	A2  Q 	 A 453  
r(2)(k)=aii4(k)+ -í(:) - e - v + 	+ 	 + O(0), (3.74) 

es la expresión para la función de vértice de dos puntos en *mires de diagrama de 
Fllynman. De manera análoga, si uno continua tomando derimias de la ecuación (3.67) 
con respecto a J evaluado a otro punto y reescribe los resultados adecuadamente, se puede 
dar cuenta que ea posible aiieribir una relación entre la función de Green conectada de N 

n  En esta suma estamos entendiendo que cada diagrama viese acompailado de en respectivo factor de 
Incida multiplicado por la potencia de la (visitante da acoplamiento, (-1)50/m1(41)". 
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puntos GIN), la función de vértice también de N puntos f(N) y una función Q(N) que 
contiene todas las gráficas que no son IPI. Esta relación es 

GIN)(xi.••• 2W) = 	' • • G?)(xN, x2r(")(xl, 	4)+6M(xl,•••.xN). 
(3.75) 

Como un caso particular de ésta se tiene la expresión para la función de vértice de cuatro 
puntos a tercer orden (dos lazos) 

1.,(4) = 3A2 	3A3 	3 	3A3  A 
A  2-°+ TC°+3Át1+—  2 U  

esta función y el vértice de dos puntos son las representaciones de las funciones de Green 
más adecuadas para llevar a cabo los cálculos que presentaremos en el siguiente capítulo. 

Ya tenemos las herramientas adecuadas para aplicar la teoría de perturbaciones en el 
contexto de le teoría de campos aplicada a loe fenómenos críticos. Hasta ahora hemos 
trabajado muy formalmente sin pensar mucho en las expresiones explícita, para los dia-
grama/4 y si están ó no bien definidas. Por ejemplo, en la ecuación (3.74) el diagrama (:), 
en un sistema infinito con invariancia translacional, es 

t dil 	1  
°= J (2w)d 12  + m2 	

(3.77) 

Para momentos I grandes, el integrando se comporta como 14-3, así que si el rango de 
integración es infinito, la integral diverge en el ultravioleta y por lo tanto la «pasión no 
tiene sentido. Sin embargo, al menos para sistemas reales en el laboratorio sabernos que 
existe un corte en el ultravioleta debido a la existencia de una red y por lo tanto una zona 
de Brillouin. Así, al menos en el contexto de fenómenos críticos, podemos poner un corte 
A en las integrales aún si representan un sistema continuo, pues en ellos el corte será la 
representación ~gruesa" de la existencia de la red. Sin embargo, si quitemos llegar a una 
buena descripción de los fenómenos críticos que tome en cuenta universalidad (pues es 
un resultado experimental) tendremos que mostrar que el corte no entra en la básica en el 
infrarojo. En la teoría cuántica de campos la existencia de un corte es mis problematico, 
sin embargo se debe introducir un corte (u otra forma de regularización) simplemente para 
hacer que las integrales queden bien definidas como expresiones matemática*. Dado que 
los fenómenos críticos son los de mayor interés en esta tesis, asumiremos que existe un 
"corte". Entonces si cortamos la integral (3.77) se encuentra que a primer orden en A 

ro)  ( k) N  k 2  + m2  + A(d)AA4-2  B(d)Ani2 	 (318) 

donde A(d) y B(d) son constantes que dependen de la dimensión. El aspecto más im-
portante de (3.78) es que, para A grande, cada término al siguiente orden en teoría de 

(3.76) 
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perturbaciones es mayor que el del orden anterior y por lo tanto no podemos confiar en 
esta serie de perturbaciones. En el siguiente capítulo, este hecho nos motivará a introducir 
el grupo de renormalizaclán cuya utilidad principal será "mejorar" la teoría de perturba-
ciones. 

Por otra parte, al considerar la función de cuatro puntos tenemos que el diagrama 
relevante al orden de un lazo es 

I (2dIf" o = 	) d (12 + m2)2 

Para d = 4 esta integral ea "mal comportada" en el ultravioleta y esto hace necesario 
introducir un corte. Para d < 4 es convergente en el ultravioleta y entonces uno podría 
pensar que la teoría de perturbaciones seda mejor comportada. No obstante, al considerar 
el límite m 	0, que por supuesto es de gran interés en los fenómenos críticos, vemos 
que la integral diverge como una potencia negativa de k. Es decir ahora hay problemas 
en el infrarojo. Generalmente la teoría de perturbaciones no será útil debido a problemas 
en el ultravioleta y/o el infrarojo. Puesto que estamos Interesados más en los fenómenos 
críticos, consideraremos principalmente el infrarojo. 

Uno puede preguntarse ¿por qué hay problemas con la teoría de perturbaciones? Para 
contestar esta pregunta vale la pena pensar en el significado de los parámetros A y m. Si 
fuera posible "apagar" las fluctuaciones de la teoría, A sería igual a la función de cuatro 
puntos /'(4), y m2  a la función de do. punto* r(2), ea decir, los parámetros A y m representan 
los valores de estas funcional en la aproximación de campo promedio. A esto se debe 
que normalmente se les llame los parámetros "desnudos" y se les denote como A, y ni,2„ 
respectivamente. 

Sin embargo sabemos que la' fluctuaciones juegan un papel muy importante en la 
región crítica y por lo tanto una expansion en términos de parámetros asociados a una 
teoría que no tiene fluctuaciones irremediablemente fallará. 

Eu el siguiente capítulo mostraremos que mediante la introdución del grupo de tenor-. 
malización a posible dar una formulación "perturbatiVa" en la región crítica. 

(3.79) 



Capítulo 4 

LA TEORIA DEL GRUPO 
DE RENORMALIZACION 

Al finalizar el capitulo anterior hicimos notar que la evaluación perturbativa de las 
funciones de correlación conduce a problemas serios: términos grandes en la teoría de 
perturbaciones tanto en el ultravioleta como en el infrarojo. Esto nos preocupa porque 
sabemos que a partir de las funciones de correlación podemos generar cualquier observable y 
no es posible que estas funciones de correlación no sean cantidades bién definida.. Estamos, 
pues, en una situación en la que tenemos un resultado muy grande para una cantidad que 
debe ser cero 6 una cantidad finita. Ud es el caso del inverso de la susceptibilidad, en los 
fenómenos ferromagnétkoe, pues la función de vértice de dos puntos evaluada a momento 
externo cero es exactamente esta cantidad. Por esta razón se espera que la función de 
vértice de dos puntos a momento externo cero tenga un valor pequeño o cero cerca del 
punto crítico. 

Como vimos anteriormente, el hecho de que existan problemas principalmente en el 
infrarojo o en el ultravioleta depende de la dimensión. Notamos lie el problema principal 
fué que Intentamos usar una teoría de perturbaciones la cual desarrollemos alrededor de 
una teoría sin fluctuaciones. Explícitamente, un problema particular fué que el parámetro 
perturbativo A no es un parámetro adecuado para el desarrollo de perturbaciones ya que es 
el acoplamiento en la teoría sin fluctuaciones, y como sabemos, en la vecindad de un punto 
crítico las fluctuaciones juegan un papel muy importante. Es por ello, que no podíamos 
esperar que esta descripción nos diera resultados que describieran "fielmente" la teoría. 
Sin embargo, no todo está perdido, a pesar de que tenemos serles de perturbaciones muy 
mal comportadas, es posible superar el problema mediante la introducción del método del 
grupo de renormalisatión. 

En realidad, el grupo de renormalización es mucho más que un método para mejorar 
una teoría de perturbaciones. 
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Constituye uno de loe desarenas más importantes de la física teórica de loe últimos 
cincuenta años." 

Una hipótesis importante que parece confirmarse con los trabajos basados en el grupo 
de renormalización es que algunos de loe fenómenos, que considerados superficialmente se 
dirían muy distintos, son idénticos en un nivel más profundo; de tal forma que el com-
portamiento crítico de loe huidos, los ferromagnetos, las mezclas líquidas y las aleaciones 
puede describirse mediante una teoría única. 

En este capítulo veremos que existen dos formulaciones, muy relacionados en un sentido 
pero muy diferentes en otro, del grupo de renormalización: una descubierta en loe años 40's 
y 50's (Peterman y Stückelberg, Gell-Mann y Low, Bogoliuvov y Shirkov) en el contexto de 
la teoría cuántica de campos que está basada en la idea de "reparametrización", y la otra, 
desarenada en los años 60's y 70's (Kadanoff, Wilson) más enfocada al contexto de los 
fenómenos críticos que se basa en la noción de "coarse graining" ." Nuestra intención aqui 
es concentrarnos en la primera, pero creemos que es instructivo, al menos, introducir la 
otra en un problema simple y comparar las dos formulaciones. La manera más, conveniente 
de introducir las ideas del grupo de renormalización en el contexto de coarte graining 
es a través del tratamiento de un modelo de ferromagneto, el mío simple de elles es el 
modelo de Ising unidimensional. Aunque este modelo puede ser resuelto exactamente y 
no presenta transición de fase a temperatura no-cero, resulta conceptualmente instructivo 
implementar el grupo de renormallzación en él. Así que comenzaremos con este sistema. 
Después de hacer esto, introduciremos la idea de reparainetrización y la aplicaremos a 
la teoría de aspe para obtener loe exponentes críticos y las funciones de escalamiento. 
Por último, para finalizar este trabajo, introducimos los ejemplos de ferromegintos con 
algunas dimensiones finitas y los ferromagnetos cuánticos; problemas que serán tratados 
con la teoría de "renormalización ambientalmente amigable". 

4.1 RenormaNzación para el Modelo do Id% Unidimeasional 

En esta sección vamos a implementar la teoría del grupo de renormalivición (GR), 
como un coarte graining,n al modelo de Ling wildimenzional. Nuestra mita será exponer 
claramente las Ideas esenciales en las que se bus este método para ejempliku la manera 
en que la teoría debería ser utilizada en problemas más complicados que si presentan 
transiciones de fase. 

" Desde el punto de vista de X. G. Wilema, el grupo de renormailastiia mi que una tarta descr/PNee de 
la naturalesa, as un método 'mural para construir tembo. K. G. Mime, Se. MI, Vol. 241, No. 2 (1979). 

14  En esta tele estaremos utilieando el término "come gralaIng" pera denotar la mida de sueltas un 
sistema tico por otro similar pero con un menor número de grados de libestad. Te decir, sustituir un sistema 
por otro sistema mis "grumo". 

"Estrictamente hablando el grupo de renorinalisación que se utillaa en el modelo de bina no ea precisamente 
un grupo en el sentido matemático, pero el »Aleteas las propiedades de sendgrupo. 



Sección 4.1 	 Renormalizacidn para el modelo de Ising Unidimensional 	65 

Consideremos el modelo de Ising unidimensional, Le., consideremos una cadena de N 
espines si, cada uno de los cuales puede tomar sólo los valores +1 ó —1. Para facilitar la 
notación de las expresiones supongamos que tenernos un número N par de ellos. Así, en 
presencia de campo magnético externo h podemos escribir la función de partición en la 
forma 

Z(N,K,H)= 	E 	e KE7....isifi+111)2:,(8,+0.1) 	 (4.1) 

=E 
02,...,sx=f1 

donde K = AJ = J/k„T, H = flh, y hemos impuesto la condición periódica 8N+1 = SI. 
La primera idea en la teoría del GR es "dividir y vencer". Los problemas con muchos 

grados de libertad son difíciles de resolver cuando estos grados de libertad se encuentran 
acoplados. Cerca de un punto critico, donde el comportamiento colectivo es Importante, 
hay muchos grados de libertad fuertemente acoplados. Si fuese posible relacionar tal sis-
tema a otro con un menor número de grados de libertad ó a un *áteme con grados de 
libertad no "tan fuertemente" acoplados podría resultar 'más fácil resolver el problema ó al 
menos sería posible usar una aproximación con más confianza. Es claro, que si fuese posible 
iterar una relación recuraiva que redujera el número de grados de libertad, eventualmente 
se llegaría a un sistema de un sólo grado de libertad efectivo. Este es el caso ideal porque 
sabemos que un sistema con un sólo grado de libertad se puede resolver. 

Así, la idea aqui es tratar de remover una fracción finita de los grados de libertad del 
sistema mediante una suma sobre ellos. Concretamente, lo que haremos será sumar sobre 
todos los espines paree (lo mismo obtendríamos con los impares), pero primero reescribimos 
la función de partición en la forma 

Z(N,K,H)= 	E 	[e K( 81 40+403) 	
11 

x[en" ."44)einh+4)+(h+4)Il...[eK("-I"+".1)eilil."+")+("+.1)l1.(4.2) 

Z(N, K,H) = 	E 	[e x(•.+..)+PC.1+1)+0+9,11 

e -1«,14-4)+4H((a1-1)+(-1+13)l}„ .[ en....1+91)+IRRIN-1+1)+(1+11)1 

+ e-K(.5_1+£1)+111[(4.1-1)+(-1+31)11. 	 (4.3) 

Notamos que, en la expresión anterior, los grados de libertad pares ya no aparecen. El 
hecho de llevar a cabo la suma sobre cada uno de los eepinee paree ha removido la mitad 
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de los grados de libertad del sistema. Si el espacio de la "red" inicial era a, al llevar a cabo 
esta suma obtenemos una "nueva" red cuyo espacio es 2a. 

La segunda idea importante de la teoría del GR consiste en reescribir esta función de 
partición parcialmente sumada en una forma que la haga parecerse a la que originalmente 
se tiene para una cadena de N/2 espines con posiblemente distintos parámetros, como son 
la constante de acoplamiento K y el campo magnético aplicado H en este caso. Si esta 
reparametrización es posible, podemos desarrollar una relación de recurrencia con la cual 
podernos calcular Z(N, K, II) partiendo de un sistema con otra constante de acoplamiento 
y campo aplicado, por ejemplo K = K0  > O, H = Ho 4 1. Así, buscamos una función de 
K y H, llamémosla f(K,li), una nueva constante de acoplamiento K' y un nuevo campo 
aplicado 	tales que 

e  K(sii-ai) filn(éi+1)+(l+ii)1 e-K(•,+•,)+Imp,-1)+(-1+$1)1 	i(K, H)ewmifinic..+8,), (4,4) 

para cualquier valor de si, si = 	Si somos capaces de encontrar estas cantidades, 
entonces podremos escribir la función de partición en la forma 

Z(N, K,H) = 	E 	f (K,H)e al+  Mit ti.) 

x f(K,11)eK"+11v(isos) • • • l(K, 	iff51.-1+si) 

= [J (K, H))"2  Z(N/2, K', 	 (4.5) 

la cual será la relación de recurrencia buscada. Una transformación como esta es llamada 
una transformación de Kadanoff. 

Para determinar las cantidades K', f (K, II) y II', nos damos cuenta que de la expresión 
(9.4) con los valores de si, si = ±1 sólo podemos obtener tres relaciones. La primera 
corresponde al caso si = si = 1, 

e2K+2H e  --2/c 

	

— = I (K, H)eks+W , 	 (4.6a) 

la segunda es para si = si = -1 

e-2K + e2K-211 = f (rc, H)eie-ir 

y la última para sí = si = ±1, que es 

e° + e"." = I (K,H)e-K 	 (4.6c) 

Resolviendo estas tres ecuaciones en términos de f (K, H), K' y 11' obtenemos 

= 41n [(cosh II)-2  cosh(2K H) cosh(2K - 11)1, 	(4.7a) 

f (K,I1) = 2 coeh H [(coehH)-2  cosh(2K + H) cosh(2K - 	, 	(4.7b) 

= H +11n [cosh(2K + II) (cosh(2K - H))-1] . 	(4.7c) 

(4.6b) 
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Aún no hemos llevado a cabo la suma representada en la ecuación (4.5), pero notamos que 
si hubleramos intentado resolver el problema donde la constante de acoplamiento tuviera el 
valor de K', el campo externo hubiera sido 11' y hubiera habido sólo N/2 espines, entonces 
exactamente esta expresión hubiera aparecido. Por tanto hemos demostrado que la función 
de partición Z(N, K, II) para N espines que interactuan con una coro►tante de acoplamiento 
K y campo externo II está relacionada a la función de partición Z(NI2, K', II') para N/2 
espines, constante de acoplamiento K' y campo externo W por la ecuación (4.5). 

Para un sistema grande sabemos cual es la dependencia en N de Z. Debido a que 
creemos que la energía libre de Ilehnholtz F es proporcional al tamaño del sistema" se 
debe tener que 

In Z(N,K , II) = NC(K , II). 	 (4.8) 

Salvo un factor de -kaT, NC(K, II) es la energía libre de Helmholtz, y puesto que las 
energías libres son cantidades extensivas, esperamos que ((K, II) sea intensiva, es decir, 
independiente del tamaño del sistema. 
De la ecuación (4.5) obtenemos 

In Z(N, K, II) 	In (K ' II) + ln Z(NI2,K',11'), 	(4.9) 

luego, usando (4.8) encontramos que 

«(K, H) = In/(K, H) +1((le ,119, 	 (4.10) 

y debido a (4,7b) tenemos finalmente 

((K', Hl ) =2((K,11)- In {2 cosh 11 [(2 cosh H)-2  cosh(2K + 11) cosh(2K - 	. 
(4.11) 

A las ecuaciones (4.7) y (4.11) se lee llama las ecuaciones del grupo de renormalización. Se 
les llama de esta manera porque describen transformaciones 'que obedecen las propiedades 
de un grupo (en realidad de semigrupo, porque carecen de inversa) y proveen un esquema 
de renormalización. 

Si se conoce la función de partición para un valor específico de la constante de aco-
plamiento K, ó equivalentemente de la temperatura T, y del campo externo II, estas 
ecuaciones dan relaciones de recurrencia que pueden utilizarse para calcular el valor de Z 
para otros valores de K y H. Usando las ecuaciones (4.7a), (4.7c) y (4.11) esta recurrencia, 

"renormalización", es en general hacia valone más pequeños de K, teto es, K' es en 
general menor que K. 

La aplicación sucesiva de las ecuaciones del GR puede representarse mediante un "dia-
grama de flujo". Cada iteración llevada a cabo usando las ecuaciones (4.7a) y (4.7c) 

" Una prueba explícita de elite punto para algunos sistemas de espines ha sido dada por R. H. Griflithe, J. 
Moto. Pispa. 5, 1215 (1964). 
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conduce a valores de K y II sobre alguna de las líneas de la figura 4.1. Los valores de K' 
y 11', que resultan de cada iteración, se encuentran "adelante" (tomando el sentido de las 
Hechas) de los anteriores II y K. 

Existen puntos, (K = oo,H = O), (K = oo, l! = ±oo) y una línea, K = O, para 
los cuales la recurrencia no cambia los valores de K y 11. A esos valores de K y II que 
permanecen invariantes ante la aplicación del "grupo de renormalización" se les llama 
puntos fijos. El hecho que no haya interrupción en el finjo entre K = O y K = oo (i.e., no 
hay puntos fijos aK00 finita) significa que no hay posibilidad de una transición de tase 
en el modelo de hing unidimensional. 

1 — c-211  

h 

fig. 4.1 Diagrama de flujo ea el plazo (T, II) pera el 
grupo de TIIM01111~Cied de adedecoracida" del modelo 
de lelas maidlamakeial. Loa matos Ojo aislada Odáll 
represemadoe por loe polo de la Mea T = O. Una Basa 
de puto ale ocurre a T = oo. 

La remoción de la mitad de los grados de libertad del sistema ha permitido traidor- 
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mar el problema en uno casi idéntico pero con una escala de longitud más grande y por 
consiguiente con una longitud de correlación más pequeña (relativa al espacio de la nueva 
red, 2a). 

Podemos ver esta aseveración de la siguiente manera. Si consideramos la razón entre 
la longitud de correlación del sistema y el espacio de la red actual, t/2a, vemos que en 
términos del espacio de la red inicial es (1/2)/a. Ea decir, en términos del espacio de la 
red inicial, la longitud de correlación parece ser la mitad de la que se tenía antes de llevar 
a cabo la suma. Además, en este ejemplo unidimensional, la remoción de la mitad de 
los grados de libertad ha conducido a un sistema con una constante de acoplamiento más 
pequeña. 

Podemos entender físicamente este fenómeno. Puesto que no hay orden a largo alcance 
(excepto a T = 0, ó equivalentemente K -+ oo), entonces escalas de longitud más grandes 
están asociadas a menor orden, y por lo tanto a una K menor. Mediante la remoción de 
algunos grados de libertad cambiarnos por una K más pequeña y casi transformamos el 
problema a uno con un acoplamiento más débil en el cual K es cercano a cero. Cerca de un 
punto fijo trivial, tal como (K = 0, H = 0), las propiedades se calculan fácilmente usando 
teoría de perturbaciones. 

Nótese que en los puntos fijos para el sistema, (K = oo,11 = 0), (K = oo,H = 
±oo), la red se encuentra totalmente ordenada, y en la línea de puntos fijos K = 0, 
totalmente desordenada. Cuando está completamente ordenada, el sistema parece ser el 
mismo, independientemente de la encala de longitud con la cual sea visto. Un argumento 
similar se tiene en el caso de desorden total. La invidencia ante una transformación de 
la escala de longitud es una característica esencial de los puntos fijos del GR, aún cuando 
son los puntos fijos triviales (K = oo, H = O), 	= 0°,11 = ±oo), ó la Anea K = O. 

Para sistemas que si exhiben transiciones de fase tales como el modelo de faing bidi-
mensional, esperariamos encontrar un diagrama de flujo con puntos Aloe no triviales que 
asociuiamos a la transición de fase. 

12 El Grupo de Renormelizecido como Grupo de Repereenetrizacidn 

Antes de introducir el grupo de renormalización, pensado como reparametrización, en 
el contexto de la teoría de campos, vamos a estudiar un ejemplo sencillo para mostrar su 
generalidad. 

Imaginemos una barra elástica fija a uno de sus extremos, como la que se muestra en 
la figura 4.2, que está sujeta a una fuerza externa, por ejemplo la gravitacional, presión 
debido a un fluido que se mueve, etc. La forma de le bine puede especificares mediante 
el ángulo 9 entre la tangente a la barra y la dirección vertical como una función de la 
distancia 1 a lo largo de la barra desde un punto lijo, es decir mediante la función 11(0. Si 
las propiedades de la barra así como la fuerza externa son homogéneas a lo largo de su 
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longitud; i.e. independientes de 1, entonces 11) puede expresarse como una función 0(1, 00) 
que depende también del ángulo de desviación 00 en el punto fijo desde el cual se mide 
1. Probablemente O podría depender, además, de otros argumentos como parámetros 
asociados a la composición del material con el que está construida la barra, fuerzas de 
reacción, etc., pero en este contexto no las consideraremos relevantes. 

fuerzas externas 
homogeneas 

B1 

2 

oo 

irirrrii / / 	 //, 
punto de apoyo 

Fig. 4.3 Barre elástica gis ea el punto O y sujeta a un 
campo de fueres homogéneo. 

Consideremos dos puntos arbitrarios sobre la barra, 1 y 2, cuyas distancias al punto 
fijo O son fi = b y 12 = 6 + 1, Los ángulos 09 en los puntos i = 1, 2,3 pueden relacionarse 
mediante la función 0 en la forma 

01 = 0(6, 00), 	e2 = 0(6 +1, 0o) = 0(1, Oi). 	 (4.12) 

Nótese que para obtener la última igualdad de la ecuación anterior tuvimos que referirnos 
a 1 (en lugar de 0) como el punto que se mantiene fijo. Sustituyendo el valor de (ki en la 
segunda ecuación de la (4.12) llegamos al resultado que O saldare la ley de composición 

0(6+1,00) =9(1,9(6,90)), 	 (4.13) 
por lo cual concluimos que el conjunto de funciones O forma un grupo al que por timonee 
obvias podemos llamar grupo de repsrametriesción. Nótese también que para derivar la 
segunda de las ecuaciones (4.12) hemos asumido que la barra es de longitud haba& lo cual 
preserva la propiedad de homogeneidad del material que mencionamos anteriormente. 

Como estaremos viendo en breve, el grupo de renormalisacidn es un tipo apoda' de 
grupo de reparamstrisación que pedlce la existencia de comportamiento critico con la sólo 
suposición de que existe un punto fijo en el espacio de parámetros que permanece invidente 
ante la aplicación de dicho grupo. 
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4.3 Renormalización de la Teoría de Arp4  

Ya es tiempo de implementar las ideas desarolladas anteriormente en el contexto de 
la teoría de campos. Particularmente, dado nuestro interés en fenómenos críticos, en la 
teoría de Aso4  en d dimensiones euclidianas. Comenzamos con la relación fundamental de 
la teoría de renormalizsción que expresa la posibilidad de reparametrizar las funciones de 
Green o los vértices de tal manera que" 

r(N)(ki, t(n), A(s), = z,N12  d' (k„ t„, Ali, A), 	 (4.14) 

donde t es la desviación de la temperatura crítica, A es el acoplamiento y ki  son los 
momentos externos que satisfacen 	< A, con A el momento máximo. Los nuevos 
parámetros/coordenadas (renormalizados) están relacionados a loe parámetros originales 
(desnudos) mediante las siguientes relaciones 

A(A) = ZA(A)A,, 	t(n) = Z01 (A)18 , 	w(N) = —1/2 (10,. 	(4.15) 

En estas expresiones hemos definido la constante de renormalización de la función de 
onda Z,, la constante de renormalización del operador compuesto 992, 42 y el factor de 
renormalización del acoplamiento ZA. Como veremos, es a través del uso de condiciones 
de normalización que podemos fijar un sistema particular de nueves coordenadas. Para 
muchas teorías es posible probar, orden por orden en teoría de perturbaciones, que es 
posible reparametrizar consistentemente como sucede en el ejemplo de la sección ante-
rior. Aqui vamos a considerar la ecuación (4.14) como postulado. Como en el caso de la 
barra, el conjunto de reparametrizaciones forma un grupo en el que les traniformaciones 
están parametrizadas por la "escala" genérica A. De esta forma, tenemos una familia de 
reparametrizaciones que depende de un parámetro. En lo que, sigue obtendremos resulta-
dos exactos y perturbativos que son consecuencia del grupo de renormalizaan en la teoría 
de 44 . 

4.3.1 La Ecuación del Grupo do Reeorenallarcido a T = To  

En esta lección introduciremos el grupo de renormalización (GR) en forma diferencial. 
En particular, derivaremos la ecuación del grupo de renormalización para la teoría de 44  a 
la temperatura critica. Como puede notan», la ecuación del GR resulta como consecuencia 
del hecho que la teoría desnuda no depende de la escala arbitraria de renonnalisación A 
que acogemos para definir aneares parámetros. Es decir 

	

rIN)  = o. 	 (4.16) 
dec N 

"De aboca ea adelante coareadiemce mar Isnot/Maque les militado sin oubklice ion les renormedisadss 
y las que tienen el subíndice B son las cantidades udesatidie". 
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Esta ecuación fundamental expresa la invariancia de la física bajo transformaciones de 
"coordenadas" y es así el análogo de la covariancia geométrica en la teoría de la relatividad. 
Representa una invariancia exacta. 

El uso de la hipótesis fundamental de la teoría de renonnalización, ecuación (4.14), 
nos permite reescribirla en la forma 

(11-1  + 0), 2 — N-7.) r(N)(ks, )4, s) = o, 	 (4.17) 

donde hemos considerado t = 0. Esta es una consecuencia directa, que se sigue de la 
segunda ecuación en (4.15) al suponer que estamos estudiando la teoría exactamente a 
t. = 0." Además, hemos definido las funciones 

	

13(A, = 90c, 
	 (4.18) 

	

"bp(A, 
= O in 2 	

(4.19) 

El problema ahora, es resolver la ecuación diferencial parcial de primer orden especificada 
por (4.17) con la condición inicial 

r(N)(ki, X, go) = fr)(kit a, "0), 	 (4.20) 

donde r(N) es una función escalar "dada". Es posible encontrar la solución exacta a este 
problema de valores iniciales utilizando el método de características y es lo que haremos 
a continuación. No vamos a profundizar en la interpretación geom4trica de la ecuación Y 
sus soluciones. En lugar de esto vamos a dar una explicación un tanto t4cnica y por 
supuesto, una buena referencia para leer acerca de este método." Sabemos que este 
método nos permite traducir el problema de una ecuación diferencial parcial de primer 
orden cusailineal en el de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias conocidas como 
ecuaciones características. En este caso dichas ecuaciones características pueden escribirse 
en la forma 

dx dJ1 2 df(N) (4.21) 

	

p 	411 ' 
con la miaus condición inicial, ecuación (4.20). Con esto, Unamos consistencia entre 
ambos problemas y podemos comenzar a resolver la ecuación que relaciona loe extremos 

Es posible ver que cuando 1. t1 O, teasmos una lamia de Al igual a la que estudiantoe en el capitulo 
anterior, pero 000 un corrimiento del pu/metro de masa que traslade 14 I 110. 

le Para una explicaddit detallada de este método puede consultares por ejemplo el libro de E. Zauderer, 
Partid Differenliel f~914I of Appied ifettemalite, John WileY & &oh Mit 
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del sistema (4.21) con la condición inicial (4.20). Este problema es muy simple. La 
integración es inmediata por el método de separación de variables y se obtiene 

	

r(N)(Ici, A, K) = rjN)(ki, A, is) e E0 	 (4.22) 

Para simplificar más esta solución introducimos el resultado anterior en la ecuación del 
grupo de renormalización, ecuación (4.17), y encontramos que r(IN) satisface la ecuación 
diferencial 

(
O 

	

ss— 	r(N)(k, 	0. 	 (4.23) 

	

On 	°" 

ahora vamos a utilizar una manera alternativa para escribir las ecuaciones características 
de este problema, que es 

	

drtdA 	
,
r("> 

 

	

du = P/' 	(Ti
= 	

du 
= 	 (4.24) 

con u un parámetro arbitrario. De esta última, mediante una integración inmediata, con-
cluimos que ro") puede escribirse como una "función arbitraria de los momentos externos 
y una constante". Resultado que podemos escribir como 

	

4")(4, A, = FIN)(kr, c), 
	 (4.25) 

donde C es una constante que relaciona leo variables y s, y F(N) es una función arbitraria. 
Esperamos, entonces, que la solución de las dos primeras ecuaciones del sistema (4.24) 

proporcione una función de las variables y rt igual a una constante. Para resolver estas, 
y darnos cuenta que esto ee realmente de esta manera, notamos que el uso de la regla de 
la cadena permite escribir el sistema en la forma 

= 	
(4.26) 

Al separar las variables de esta ecuación y llevar a cabo una integración elemental obtene-
mos el resultado 

donde Co es una constante de integración. De hecho Co es la constante que estábamos 
buscando. Al resolver la ecuación anterior para Co e introducirla en lugar de la constante 
arbitraria C en (4.25) vemos que la funciónr(N) además de depender de los momentos 
externos kr, depende de un parámetro que tiene la conabinación especial 

	

rIN)(141A, =St4) 	ro 
(4, 

e 	
13c+;5  

(4.28) 
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al sustituir este resultado en la expresión (4.22) tenemos finalmente la solución general a 
la ecuación del grupo de renormalización 

r(")(k, A, = F(N) 	(-) -
JA, (941 	

f
" 
17' 	(4.29) 

/ 

Lo primero que se ocurre al tener esta solución es estudiar el comportamiento que presenta 
al reeecalar la escala arbitraria a. Esto ea de interés porque cuando lijamos una escala 
particular, por ejemplo a la longitud de correlación!;, un reescalamiento de ésta nos permite 
tomar en cuenta distintos valores de la escala con el sólo hecho de variar el factor de escala. 
De esta forma, si escalamos a por la cantidad p, lo que hacemos en el segundo argumento 
de (4.29) mediante la introducción de la expresión 

Pos -- 	
A(P4)  d),' 	„ 

, ( 	) 	 = u 
)4( 4) Mí) 	

(4.30) 

obtenemos 

r(N)(ki , A, a) = F(N) (ki , In 	- fA94) 1/1 
imso) 0941) e  " #1  

donde hemos usado la notación A(as) = Ao y A(a) = A. Ahora, al separar la anterior 
integral en una que va de so a pa nula otra de pa a a, obtenemos la relación entre el 
vértice de N puntos a la escala a y el vértice de N puntos a la escala pa 

r(")(ki, A(K), 	e -I r117,  r(N)(ki, A(pis), pa). 	(4.32) 

Vale la pena enfatizar que este reescalarniento o reparametrización juega exactamente el 
mismo papel que la reparametrización de las condiciones iniciales en el ejemplo de la barra. 
En este caro el cambio del parámetro de escala pa simplemente dice que tenemos la libertad 
de escoger cualquier escala para describir la «alca a otra mala. Erste es uno de los aspectos 
importantes del grupo de renormalización. 

4.3.2 Pesto Nos. Eacaleiniente. y Dleneeedoeses ~maks 

Corno vimos en la *acción anterior, el cambio de les funcione' de vértice, y por consi-
guiente de lee funciones de correlación, bajo un rescatan:Wat° de la escala arbitraria no es 
simple, lo cual no se espera en una teoría crítica. Sin embargo hay eme *pedales en los 
cuides se recobra el comportamiento simple de escalamiento. Foto sucede si la constante 
de acoplamiento sin dimensiones = Aro-' toma un valor tal que cualquier cambio en la 

(4.31) 
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escala de los momentos no la afecta. Es decir, esto sucede cuando A toma valores para los 
cuales 

7)(3) = o, 
	 (4.33) 

donde 3  = i€8;518rt es la función fi sin dimensiones. A loa valores que satisfacen la ecuación 
anterior se les llama ponlos fijos. 

Considerando la solución a la ecuación del grupo de renorinalización, ecuación (4.32), 
en la cual hacemos análisis dimensional y luego evaluamos en el punto fijo 	is obtenemos 
el resultado° 

1,(N)(ki,  ›t• frI)  = p(N+d -Nd/ 2)— 	) x(N+d—Nd/2)1,(N)( kii ptc 	,1). 	(4.34) 

Esta ya es una propiedad de escalamiento simple, Además, de esta expresión se ve que 
el vértice del lado derecho ya sólo es función del cociente de loe momentos externos a la 
escala px. Hasta este momento la escala px habla sido arbitraria, pero ahora la fijamos a 
la física por medio de la condición 

pot = ki. 	 (4.35) 

De esta manera el vértice de N puntos del lado derecho de la ecuación (4.34) está evaluado 
unicamerite en números y es, por consiguiente, un número. En particular P2) se comporta 
como 

0)(4 = p2 .1$4.) ,20)(k/04,  

y como ph = k, se tiene el comportamiento 

r(2)(k) 

del cual identificamos inmediatamente el exponente crítico p con 

= 711(;1'). 	 (4.38) 

A w(k)/2 a veces se le denomina la dimensión' anómala del campo (p. 

4.3.3 La Ecuación del Grupo de Ranannaliaación a T > 

Ya demostramos que de la única suposición de existencia de un punto fijo del grupo de 
renormalisación se sigue el comportamiento de escalamiento simple dado por la ecuación 
(4.37). Ademó, mostramos la existencia del exponente ry anclado al comportamiento de 
la función de correlación de dos puntos en el punto critico. Ahora, vamos a mostrar que de 
la existencia de un punto fijo k es posible deducir la existencia del exponente critico I/ que 

Para una explicación en detalle acerca de análisis dimensional puede consultare, por ejemplo el libro de 
D. J. Ama, PU« %my, use Relsonessliastios Group, sud 6111kal Pheimanie, McCraw-HW 197a. 

(4.36) 

(4.37) 



(4.41) 
Nuevamente, sumando un término igual al de la ecuación (4.30) al segundo argumento de 
la ecuación anterior y sumando al tercer argumento el término 

r(")(ki , A, t, st) = 	(4, ln 	11 (AA:- ln 	- fi  -(t-) e I CV'''. 
go 	i30491 	 to 
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describe el comportamiento de la longitud de correlación en la región crítica. Para hacer 
esto, consideremos la relación fundamental que expresa la posibilidad de reparametrizar las 
funciones de vértice de N puntos, ecuación (4.14), pero ahora a t > 0; es decir, a T > T. 
Consideremos entonces la ecuación del grupo de renormalización, análoga a la (4.17), pero 
que toma en cuenta el parámetro t 

( 8 	8 N 	1)) l ist )  
7719+ Noty 	(ki, t(x), A(K), tt) = 0, (4.39) 

donde hemos definido ahora 
- 	

ln 
	, 	 (4.40) 
AK 

resolviendo esta ecuación por el método de características como lo hicimos con la ecuación 
para t = 0, obtenemos la solución 

ps)  f 
N)  
o.) de „ 

in (— 	 = o, 
I 

(4:42) 

obtenemos 

r(N)(ki)  1,  .(N) fl(")  dX1 	 dt' , 14: (..1; 
	

in 	ot (kin 	- 	 _ 
k go / 	P(A9 	k —go / 	Jis) 'ye 

(4.43) 
Separando la integral en la exponencial para escribir el vértice de N puntos a la escala st en 
términos del vértice de N puntos a la escala pa y haciendo análisis dimensional llegamos a 

r( N ) N, t(g), A(g), = (PON+4-N4 / 2 e-St  r d17*  r(N)(4106104)1(002, 1(001 1). 
(4.44) 

Hasta tete momento p ha sido un parámetro arbitrario, pero ya vamos a ajarlo a un valor 
especifico p pc  por medio de una condición que simplifique la dependencia del vértice 
de N puntos. Vemos, de la ecuación anterior, que una condición adecuada es pedir que 
el segundo argumento del vértice era igual a una constante. Por esta ruda imponemos la 
condición 

t(P00= (Pcx)2. (4.45) 



Sección 4.3 	 Renamalización de la Teoda de Al" 	71 

Al evaluar la expresión para el vértice de N puntos en p = pc y a su vez en el punto crítico 
A = A', además de introducir la condición anterior obtenemos 

r(N)(ki,  i(n),  (x) 	(pen)N 4d -Ndp (pd)-Nryorlx>17,. r(N)(41 pcs  ,1,  >4* , i) 

oc ( pcx )N 	(pen)  -Arvis  CIL) , 	(4.46)  
Pcx 

de ésta y del comportamiento fenomenológico que vimos en el primer capítulo notamos 
que W es una función que sólo depende de 41, con 

, 	 (4.47) 
Pcx 

Por otra parte, para encontrar una expresión para t utilizamos la ecuación de flujo que 
obedece t(poc) la cual se deriva fácilmente de la relación entre t(ps) y 4, con ps el parámetro 
de escala. Esta ecuación es 	

dt(ps) 
 

P d 	t(PN)710, 	 (4.48) 

y su solución, la cual se obtiene mediante una integración directa usando separación de 
variables es 

t(ps)  = 	Vv. 	 (4.49) 

Si evaluamos esta expresión en el parámetro de escalamiento pc  cerca del punto fijo 1-• y 
utilizamos la condición (4.45) obtenemos el resultado que 

t(g) a  (Pc8)2-7;', 
	 (4.50) • 

la cual, al ser combinada con la ecuación (4.47), nos dice que 

(4.51) 

pero ya hemos visto que el comportamiento de la longitud de correlación en una vecindad 
dd punto critico está descrita por la relación ( N r., con y un exponente critico. Mi que 
debe cumplan la relación 	

2 - 1 

	
(4.52) 

y por lo tanto, al introducir loe resultados O' oc pot, y el de la ecuación (4.38), en la 
expresión (4.48), tenemos 

r(" )(ki, i(g). AH, 14 ) oc (iI )N +d-Ndla  (r)-Nli 2  00-1. 	(4.53) 

Sabemos que esta función de vértice en el caso N = 2, ki = O, le exactamente el hamo de 
la susceptibilidad. Ael es que, si la función • está bien definida cerca de has = 0, entonces 
tenemos que 	

x-1  = ro}N = o, «K),  mg), g) oc 	 (4.54) 

• 
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Nuevamente, conocemos el comportamiento no analítico de la susceptibilidad en el punto 
crítico, y sabemos que es de la forma x rs,  t -7. Así, al relacionar esta expresión a la anterior 
(4.54) obtenemos la ley de escalamiento 

	

7 = u(2  n). 
	 (4.55) 

En conclusión, en esta sección hemos deducido la existencia de comportamiento critico a 
partir de la suposición de existencia de un punto fijo Á*. liemos deducido una relación 
entre la función de Wilson No y el exponente asociado al comportamiento de la longitud 
de correlación en una vecindad del punto critico, ecuación (4.52) y además deducido la 
existencia de una ley de escalamiento, la ley de escalamiento de Filler. 

4.3.4 Renennellzecién del Vértice de Dee Punta. 
Constantes de Renerntelizecién 

Ya hemos encontrado algunos resultados exactos que son consecuencias de la ecuación 
del grupo de renonnalización. Ahora vamos a comenzar los cálculos pertiubativos. Primero 
calcularemos las expresiones para les funciones de vértice en términos de los parámetros 
renormalizadoe. Al hacer esto obtendremos los factores que renormalixan los parámetros 
de la teoría y el campo y>, de los cuales obtendremos expansiones ene = 4 — d para el 
exponente /1 (a dos lazos) y para el exponente v (a un lazo). Sabiendo que con dos de los 
exponentes podemos reconstruir los demás por el uso de las relaciones de escalamiento, 
encontraremos el resto de loe exponentes. 

Para comenzar estos cálculos escribamos primero la relación máe general entre los 
vértices renormalizados y loe vértice/ desnudos" 

	

f(N.11)(ki, t(a), X(x), /1) = 4/221 	te, A,,, A), 	(4.56) 

la cual es la forma general de la ecuación fundamental (4.14). Para encontrar los factores 
involucrados en el cambio de parámetros definido por las ecuaciones (4.15) utillzarnos las 
condiciones de normalización 

r(2)(ki  = 0, t, A(s), m = = $2, 

aro)(k, t , A(st),m oc)1 	= 1, 80 	 km0 

gema Nadado de vértice pueden Maltee a travel de la eakeelda 

014'm ra bp,  
8 ,(g,)•••MsNYi(tb)•••élluS1.1.4 

(4.57) 

(4.55) 
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T(2'11(k, = o, t, (n), nt = tc) = 1, 	 (4.59) 

	

1'0)(4 = o, t, A (x), m = 	= (11). 
	 (4.60) 

Las tres últimas relaciones se utilizan para fijar las tres constantes de renonualización 
multiplicativas z„„ Zwi y ZA en términos de una longitud de correlación de referencia 
sc-1, y la primera se utiliza para fijar la relación entre la longitud de correlación y la 
temperatura t. Las expresiones que necesitamos para desarrollar loe cálculos perturbativoe 
son las expansiones en lazos de las funciones de vértice involucradas en estas condiciones 
de normalización, estas son, la función de dos puntos (que consideraremos a dos lazos) 

IP(k) = k2  + m2  + '110nu 6 
	

A2 

mo' 

	

- .11  e - 	 (4.61) 
° 2 	 4  

el vértice (considerado al orden de un lazo)" 

y la función de cuatro puntos a momento cero (al orden de un lazo) 

	

44)  (k = 0) = a. - -F3A21 	 (4.63) 

Por ahora no nos preocuparemos de hui expresiones algebraicas representadas por loe &a-
gramas de Feynman en las ecuaciones anteriores. Generalmente manipularemos los dia-
gramas como expresiones formales huta llegar a un punto donde sea necesario introducir 
expresiones explícitas. En ese momento, utilizaremos los resultados del apéndice C. 

Para comenzar a "renorinalizar sustituimos la expansión* perturbativa de la función 
de dos puntos, ecuación (4431), en la relación fundamental de la teoría de renormalización, 
ecuación (4.14). Al hacer esto (pais N = 2) a este orden, obtenemos 

ro)(k, A, m = ot) = 2f. ( k2  + + -A2-0„,,-. ' '-le" ..  mi> — g,8 2 	6 	4 ma  

ahora podernos utilizar la condición de renontiedisación (4.58). Para ello notamos que en el 
paréntesis del lado derecho de la ecuación sólo hay dependencia de k en el primer y'  uarto 
sumandos. Esto último lo expresemos escribiendo un indice k en este diagrama desde esta 
ecuación. Ad, esta condición implica que 

d 
I  = z9 	-i-avem.;k4) 

al  Esta expresión ee obtiene al haces la Identificación 	= e. + dm; en la expresión (4.11), donde 
m1,1=T—Tcm,..=T—Tc yilm1=Tc —Tchf. 

ESTA ItSIS lit MIK 

Silla DE LA B111101111 

(4.62) 

(4.64) 

(4.85) 
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para evitar confusiones con la notación del último diagrama, aclaremos que lo que estamos 
queriendo decir con ella es, primero calculamos la derivada con respecto a k2  y después 
evaluamos en k = O (no al contrario). Resolviendo esta ecuación para Z, al orden de <loe 
lazos, notando que a este orden podemos escribir mi, = a, tenernos 

aa 
+ yr" 0.0. 	 (4.66) 

donde hemos introducido la notación d-k-id  9 a t». Esta expresión ya nos da el primer re-
sultado, la constante de renormalizacilln de la función de onda. De esta expresión podemos 
ver que Zy, no contiene términos a un lazo, sólo a orden cero y a dos lazos. 

Con esta expresión para Ap podemos reeecribir la función de vértice de dos puntos en 
la forma 

	

A2 A2 	x3Q 
ro)(k, m) = (I + 4004) (k2  + m2„ 

2  
+ 	

"'" - 
	- -1-()

mi 
 ) (4.6?) -1€9 

"4' 	4  

ahora aplicamos la condición (4.57) para obtener 

A 	 A 	12 	A2  
pc2  = (I + --/14 ) (m2  + -20 - 	k 6 	14,11.0 	2  ma 6  "o, - 	4 8m.) 	(4.68) 

la cual al ser desarrollada y conservar términos hasta segundo orden puede escribirse como 

30 
052 	+ —40 — --A2100 km0 -10 ra 	,44, 	(4.60) 

2 mi 	 4 1' 	" 

donde hemos usado el hecho de que los últimos tres diagrama' son de dos liaos y a este 
orden podemos nempluar nb, por ni = a. Falta escribir el primer diagrama en términos 
de los parámetros renonnalizados. Para ello desarrollemodo a primer orden en potencias 
de X, utilizando la ecuación (4.69). Es claro que basta calcular este diagrama hasta primer 
orden debido al factor lineal en Á. que lo acompaits, De este modo, utilizando la expresión 
integral para el diagrama con la ecuación (4.60) desarrollada a primer orden, podemos 
escribir 

f 	1  
Vm, 	I (20 9: 4. _ 

dq 
V.791 "-qt ) k 2 (g2  

A,,Q 
+ 2Un. (4.70) 
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Al sustituir este resultado en la ecuación (4.69) vemos que el diagrama 8„ ese cancela, 
luego, al resolver para rri2„ obtenemos 

22 	As n 
A2 

2 ni, = — «7..4 + 

Por último, al sustituir esta expresión en la ecuación (4.67) para la función de vértice de 
dos puntos a segundo orden y hacer las simplificaciones adecuadas, obtenemos 

Az 
/'121(k, m = = k2  + K2  — 	(e.,k — 4904)+ k2-j4t)e.e..-e• 	(4.72) 

1,1sta es casi la expresión final para la función de dos puntos renormalizada. Sólo falta 
escribir A. en términos del acoplamiento renormalizado A. Para encontrar una relación 
entre A y A. utilizamos la condición de renormalizacIón para r(4) , ecuación (4.60), y la 
expansión a un lazo de la misma, ecuación,(4.63). De estas obtenemos directamente 

A(x) = A. —u« 18=01 
s  

(4.73) 
2 

donde hemos sustituido a por ne. debido a que Om.,11.0 = 04,1s=o+ 0(4). Al invertir 
esta expresión en términos de A., al mismo orden de un lazo, obtenemos 

As = A(4) + 
3A2

Os k=0. 

00 

' 	
(4.74) 

Por lo tanto vemos que, al orden que estamos trabajando, podemos reemplazar A2,, por 
A2(K) en la ecuación (4.72). Al hacer esto, obtenemos la expresión para la función de dos 
puntos renormalizada 

(z ( 
r(2)(k, A, m = 	

A2  6K) 	 A 
 6

.0 

= k2  + K2  — 	(es
' 
 El k — km) k2  	004. 	(4.75) 

Es simple darse cuenta que esta expresión cumple la condición de renortnalización (417). 
Un comentario acerca de esta función en términos de física es que cuando k = O, este 
vértice es exactamente el inverso de la susceptibilidad. Esto as K2  = X 2. Además, 
es posible verificar que a ate orden, el vértice de dos puntos a momento externo cero 
concuerda también con el cuadrado de la longitud de correlación, la cual puede definirse 

como [r( 2)18 
ro) 
Oka 1Ik4: 

, Ahora vamos a utilizar la relación fundamental entre las funciones renormalizadas y 
las funciones desnudas, ecuación (4.56), para calcular otra de las constantes de renormali-
sesión. Así, notamos que para N = 2, M = 1, se tiene 

/0,1)(k, A, m = a) = 425,2112'1)(k, AD, m.). 	 (4.76) 

(4.71) 
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utilizando en ésta la condición de renormalización (4.59), la expresión para la función 
desnuda (4.62) y la expresión para Zw , ecuación (4.66), tenemos que a orden de un lazo 

I = z, (1 — 72- 	 (4.77) 

y por lo tanto la constante de renormalización Zwi al orden de un lazo es 

Z,2 = 1 + 
),„ 	

(4.78) 

Este es un resultado importante que utilizaremos en la siguiente sección cuando calculemos 
el exponente crítico v. 

4.3.5 Expansión en c de los Exponentes Critico' 

Para finalizar esta sección vamos a calcular explícitamente los valores de los exponentes 
críticos de la teoría con interacciones como expansiones en potencias del parámetro e = 
4 — d. Debido a las pruebas de las secciones precedente., podemos darnos cuenta que 
los exponentes críticos de la teoría se calculan a partir de las funcione« de Wilson, N, y 
7v,a evaluadas en loe puntos fijos del grupo de 'normalización. A su vez, vimos que loe 
puntos fijos del grupo de renormalización son los valores del acoplamiento sin dimensiones 
para los cuales la función beta sin dimensiones, 0, es cero. Esta reflexión nos Indica el 
camino a seguir para llegar a las expresiones. A saber, comenzamos con la función 1)(1) 
y encontramos los ceros de esta función, luego calculamos las funciones de Wilson, 7v, 
y No, y las evaluamos en los puntos fijos 54'. Después, de las expresiones encontradas 
anteriormente, determinamos 9 y v. Conocidos estos, utilizamos la ley de escalamiento de 
Fisher, que determinamos en una de las secciones anteriores, para calcular y. Por último, 
utilizamos el resto de las leyes de escalamiento e hiperescalandento para determinar loa 
tres exponentes.restanter. 

Ya tenemos entendida la manera en le que vamos a resolver el problema, lo que resta 
ahora es resolverlo. Comencemos calculando la función beta sin dimensiones. Para ello, 
introduzcamos la constante de acoplamiento sin dimensiones X = »re en la ecuación 
(4.73) para obtener la expresión 

= 14-e  CA. VOIUMIS) 

luego, utilizando la definición de la función beta sin dimensiones, l9 = KDA/04, tenemos 

= 	— .10+1).41__d r-, 

	

2 	de ""1114' 

(4.79) 

(4.80) 
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De esta expresión podemos hallar loe puntos fijos del grupo de renormalizacióu al orden 
de un lazo. Sólo tenernos que encontrar los puntos jis definidos en (4.36), i.e, los que 
satisfacen mi.) = O, pero antes debemos escribir la expansión en e del diagrama Clx,k=0  
en (4.80). Podemos calcular esta expansión a partir de la expresión en e que encontrarnos 
en el apéndice C, ecuación (C.9), esta es 

= r (2 ) (470'2(4/01K-e 

(4r)-2  I + ln(Arr)) 	 (9.81) 
e 

Al introducir esta expresión en la ecuación (4.80), tenernos 

= 	+ 18x2 ;52  (1 + ln(4r)) . 	 (4.82) 

De esta ecuación deducimos inmediatamente que un punto fijo es = O. Para encontrar 
el otro, resolvemos la ecuación 

0 = —e + Flry".5 (1 + ;111(471)) 	 (4.83) 

en potencias de e y encontramos que 

Á 	16./2  ( 	
2 

	

e — 	ln(4s)) , 	 (4.84) 
3  

os decir Á = 0(E), y por lo tanto el Ultimo término en (4.82) es 0043) que ya no estamos 
considerando. Entonces la otra solución a la ecuación (4.83) se obtiene al considerar sólo 
el factor 1 dentro del paréntesis. Resolviendo esta ecuación, obtenemos el otro punto fijo 

= 160e/3 y por lo tanto tenemos las soluciones 

JIr = 0, 	̂ 	
18x2 

2 = 	e. 	 (4.85) 

A la primera de estas se le conoce como pinto fijo giimuigno, por razono obvias, y al 
segundo se le denomina el pinto fijo de Wilion-Fielser. 

Como esta especificado por la ecuación (4.41), el exponente asociado al comportamiento 
crítico de la función de correlación, ry, es el valor de la función N, en un punto lijo. ,En-
tonces, para obtener fi, necesitamos la eximida para 1,p. Esta la obtenemos utilizando su 
definición dada por la ecuación (4.19) y la expresión a das lame de Zy, dada por la ecuación 
(4.88). 

De esta forma, obtenemos la expresión diagramitica para N, 

= d 	
(4.88) 
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Al utilizar la expansión en E para la expresión de este diagrama dada en el apéndice C, 
ecuación (C.21), 

—le 

943//'k=° 	(4r)4-"t 
2( 

N — -(47-7)1. w (1— In(41r)), 	 (4.87) 

obtenemos 

'Y9  = T3- (4/ 	+°(AB)• 
PC-21 	3 
	

(4.88) 

Al cambiar el acoplamiento desnudo por el renormalizado, pues a este orden son loe mismos, 
introducir el acoplamiento sin dimensiones, y utilizar la expansión en e al orden de un lazo, 
llegamos a la expresión 	

2  
711(1) = 	 (4.89) 

Por último, al introducir en esta el valor del punto fijo gaussiano vemos que se obtiene 
el exponente 11 de la teoría guabina, q = O. Y si sustituirnos el vetar del punto fijo de 
Wilson-Fisher encontramos el exponente crítico de la teoría con interacciones al orden de 
des lazos" 	

o 
5. 	 (4.90) 

Una nota importante es que este exponente viene del comportamiento de la funcidá de 
correlación exactamente a T = T,. No así para el exponente y, el cual se obtiene para 
temperaturas ligeramente mayores a la temperatura crítica, T > Te. 

Ahora queremos calcular el exponente v. Vemos de la ecuación (4.59) que si conocemos 
la función de Wilson ryi evaluada en wi punto fijo, ésta es una conmeuencia directa. Por 
esta razón nos concentraremos en calcular la función 10 al orden de un laso. Primero 
comenzamos con la definición de esta función en términos de la constante de renormalisa-
ción del operador compuesto 92, ecuación (4.43). Dado que hemos calculado no, podemos 
utilizar su expansión a un laso de la ecuación (178) y podernos escribir m, a a ate 
orden. De esta manera, encontramos la expresión 

A, 
—01-11l14,44. 	 (4.91) 

a Usa sota importante ee que op • el daico emessate que calculen:ere al arder de da lasas pera hacer 
notar que ett expanaida ene no ee ido:timorata con. Más adehala calcularme val orilla de ea laso y 
vereda que a de orden q = O pus la prisma carreccida a ab valor viene bada el celes de dee Ind. 
Además, vale la pena mur.« que pera el cálculo oboe lama del exponente q fue eiddrada temar loe punta 
Aloe del grupo de reriornallsetida dio al orden de un laso. Foto fuá posible debido a que Zr  sólo comiese 
*daos de orden cero y de dos laeoe. 
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Al sustituir lin  por A, pues son los U611106 a este orden, e introducir el acoplamiento sin 
dimensiones A = Aft-' podemos reescribir la expresión para la función y como 

792= 

 -Áng+1 o 	
(4.92) 

En esta ecuación introducimos la expresión en términos de E para el diagrama 00=0, 
ecuación (C.9) 

r (1) Ni-02 (410 p, 

1 2 	e 

(41r)2  e 
(
14-  1 'n(4 ff)) 

por lo cual obtenemos (a orden de un lazo) 

(4.93) 

= 
(4x)2

. 	 (4.94) 

Esta es la expresión importante. El uso de esta función evaluada a un punto fijo, por 
ejemplo al punto fijo gaussiano = O, con la ayuda de la ecuación (4.59) da el valor del 
exponente v de la teoría gaussiana, v = 1/2. Si sustituimos el valor del punto fijo de 
Wilson-Fisher para la teoría con interacciones, obtenemos el exponente (a orden de un 
lazo) 

v = 
 

2 
+ —

e
. 	 (4.95) 

2 
Conocidos q y v, utilizamos la relación entre estos exponentes y el exponents que describe 
el comportamiento crítico de la susceptibilidad, 7, para encontrar su valor. Esta relación 
es, la ley de escalamiento de Fisher, ecuación (4.85). De ella concluimos que para el punto 
fijo de Wilson-Fisher a orden de un lazo se tiene 

E 
(4.98) = 1 + 

(11 

vale la pena remarcar que hemos usado el valor q = O en la ley de escalamiento de Fisber 
porque estamos trabajando a un lazo y a ese orden, n = O. Luego, siguiendo con el 
exponente asociado al comportamiento crítico del calor específico, encontramos debido a 
la ley de hipereacalamiento (Josephson), ecuación (1.18), que al orden de un lazo 

e 
• (4.97) 

Ahora utilizamos la ley de escalamiento de Rushbroobe, ecuación (1.18), y encontramos 
que el exponente asociado al comportamiento crítico del parámetro de orden, a orden de 
un lazo, es 

1 e 
1.7=i 	

(4.98) 
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Por último, el uso de la ley de Widom, ecuación (1.15), da el exponente responsable del 
comportamiento del parámetro de orden como función del campo externo aplicado al orden 
de un lazo 

= 3 + e. 	 (4.99) 

Con todo esto, tenemos los exponentes críticos en la teoría con interacciones, los cuales 
corresponden a la clase de universalidad de los sistemas físicos cuyo parámetro de orden 
tiene una sola componente (n = 1) y dimensionalidad d = 4 - e. Un hecho notable aquí es 
que la teoría está definida para cualquier d real, inclusive para d = 4. De hecho, en este 
caso, los exponentes de la teoría con interacciones (al orden de un lazo) resultan ser los 
exponentes de la teoría de campo promedio. 

4.4 Renormalización Ambientalmente Amigable 

En las secciones anteriores vimos como aplicar la teoría de renormalización. En par-
ticular, el grupo de renormalización a un cálculo de exponentes críticos, Vimos como el 
grupo de renormalización en forma diferencial puede servir para "exponenciar" natural-
mente la Ferie de perturbaciones asociada a una cantidad como la susceptibilidad. Usamos 

• la expansión en e para encontrar el punto fijo de Wileon-Fisher y consecuentemente los 
exponentes críticos. En esta sección intentaremos aplicar el grupo de renonnallzación al 
cálculo de una función de escalamiento que describe un entrzcnuamiento dimensional que 
no se puede describir dentro del marco de la expansión en c. Se trata de un ferromagneto 
en d dimensiones de tipo Lsing cuya geometria es la de una película de tamaño L con condi-
ciones de frontera periódicas. Veremos que este sistema se encuentra en la misma clase de 
universalidad que el modelo de Lsing en un campo magnético transversal que puede usarse 
para describir un tipo de ferromagneto cuántico. 

Antes de presentar el cálculo vale la pena pensar en cuales son los cambios que se 
esperan en términos de renormalización aplicada a una película. En términos de curse 
graining - muchos. SI pensamos en come graining en una película de dos dimensiones de 
tamaño N x M donde M 4 N. Después de sumar sobre cada tercer renglón y ccdtunna, de 
manera análoga a lo que hicimos en la sección 4.1, llegamos a un sistema efectivo coa NM/4 
espines. Se puede repetir este procedo n veces, pero cuando 2^ .m, el proceso ya no puede 
continuar en la dirección M aunque si puede hacerlo en la dirección N. Vemos entonces 
que hay un entrecruzamiento dimensional en el comportamiento del coarte graining. Para 
escales pequeñas (25  « M) se parece más a un coaree graining en un sistema 'de dos 
dimenalonte, pero a escalas grandes (2" M) se parece más a un coarte graining en una 
dimensión. Así, el cobres graining captura natural e intultivamente el entrecruzamiento 
en la naturaleza de los grados de libertad efectivos como función de la escala. Dada. 
las desventajas asociadas con el curse graining que mencionamos anteriormente, vale 
la pena pensar en si ea posible implementar el grupo de re:10~112mM en forma de 
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reparametrizaciones de manera que también pueda tomar en cuenta este entrecruzamiento 
dimensional tanto cualitativa como cuantitativamente. 

Hemos visto que una reparametrización puede ser especificada por un conjunto de 
condiciones de normalización. Entonces buscaremos un conjunto de condiciones que nos 
permita describir el entrecruzamiento entre d y d — 1 dimensiones como función de L. 
Vimos anteriormente que la renormalización de un sistema con interacciones, en el que se 
desprecian las interacciones, no sirve para llegar a una descripción confiable del sistema por 
la simple razón que un sistema con interacciones es extremadamente diferente a un sistema 
sin interacciones cerca de la temperatura crítica, donde las fluctuaciones juegan un papel 
muy importante. Un conjunto de condiciones que respetan la existencia de interacciones, 
ecuaciones (4.57)-(4.80), llevó a un grupo de renormalización que si fué capaz de describir 
y controlar los efectos de las fluctuaciones aún a la temperatura critica. La pregunta 
es, ¿cómo aplicamos la lección aprendida en el caso de una teoría con interacciones a 
este problema de entrecruzamiento dimensional? Físicamente es claro que loe grados de 
libertad efectivos dependen de L así que una renormalización "ambientalmente amigable" 
debe depender de L también. Para ver esto vamos a renormalizar usando un conjunto de 
parámetros que no dependen de L a través de las condiciones de normalización 

1.(2)(01 t'(S)! Al(s); L = 001 	= Ka , 
	 (4.100) 

poi') (o, ti(x), 	L = 00, 	= 1, 	 (4.101) 

or(2)  

8k2 (k,t
i(a), At(tc), L oo, K)11.0  = 1, 

	 (4.102) 

rno,ti(s), A j(s), L = oe, t4) Ai(n). 	 (4.103) 

Las tres últimas condiciones sirven para fijar las tres constantes de renormafisación multi-
plicativas (4.15) en términos de una longitud de correlación de referencia tc-i. La primera 
sirve para fijar la relación entre la longitud de correlacion y la temperatura t. Nótese que es-
tos parámetros tetan asociados al sistema infinito en d dimensiones, así que ti a T —Te(co) 
y x-1  es una longitud de correlación en el sistema infinito. 

Concentrándonos en la renormalización del acoplamiento, la condición (4.103) nos sirve 
para calcular la función beta 

dn  
= —(4 — d)Áé + A(d)g, 	 (4.104) 

la cual es la misma ecuación que la (4.82) y por lo tanto muestra loa puntos Nos encontrados 
en la sección 4.3.5, i.e. el punto lijo gaussiano y el punto fijo de Wilson-Flaber en d 
dimensiones. Sin embargo, dado que sabemos que a escalas a < L-1, el sistema se parece a 
un sistema de d-1 dimensiones, esperariamos ver un punto fijo asociado a 4-1 dimensiones 
el cual nos daría exponentes críticos d — 1 dimensionalee. Asi, vemos que un grupo de 
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renormalización asociado al sistema infinito no es capaz describir el región crítica d 1 
dimensional. Es decir que una renonnalización independiente de L no es ambientalmente 
amigable. Un conjunto adecuado de condiciones de normalización es 

	

ro) (o , (n), A(N), L, rs) = rc2, 	 (4.105) 

	

rom (o, t(K), A(N) , L, pc) = 1, 	 (4.106) 

aro) 
8k2 	t (N), (x), L, ts)1k,0 = 1, 	 (4.107) 

ro) (o, t(n), A(g), L, rI) = A(x). 	 (4.108) 

Estas condiciones ya dependen explícitamente de L; t = T — Z(L) y tc-1, la longitud de 
correlaclon en las direcciones transversales de la película. Concentrándonos en la función 
beta, ahora tenemos que 

- 	3 2 dO pc 

	

	= —(4 — d)AL IILK--d-;—‘  da 

donde es importante recordar que O es una función de L. En el limite LIC 	oo, 
rt(dO cloc) —› A(d) y recuperamos el resultado (4.104) que muestra el punto lijo d di-
mensional. Sin embargo en el límite Llt -4 0, u(dO/ds) -4 D(d)/La donde B(d) es otra 
constante que depende de d. Cómo interpretamos este resultado? Integrando la ecuación 
diferencial (4.109) vemos que en el limite Lrl —› 0, XL -4 La y debemos preguntarnos si 
esto significa que el acoplamiento va a cero y por lo tanto no hay interacciones. Este hecho 
no estaría de acuerdo con lo que esperamos, que en este límite el sistema sea efectivamente 
un sistema d — 1 dimensional. Para resolver este misterio consideremos el cálculo de ryvo. 
La condición de normalización (4.101) nos da Zol de la cual es fácil encontrar 

4ÁLK 40. 	 (4.110) 

Dado que y =1/(2 —No), esperamos que en el limite La -4 0, No (5 — 0/3, lo cual 
se espera de los resultados de la sección anterior para un sistema en d 1 dimensiones. Al 
tomar el límite La —I 0, O ad-e/La y aparentemente yo -4 00, lo cual no tiene sentido. 
Sin embargo, como hemos visto, AL r. La va a cero.. Como veremos, la divergencia y el 
cero se cancelan para dar el resultado esperado. Esta cancelación ee ve como un milagro 
solamente porque trabajamos con un acoplamiento A que es poco natural en el límite 

0. Este acoplamiento tiene dimensión 4— d y está asociado de manera paterol con d 
dimensiones. Si hubieramos considerado Arpa  en d — 1 dimensiones habríamos encontrado 
un acoplamiento de dimensión 5 — d. Si se define el acoplamiento ú = ÁL/La se encuentra 
que en el límite La -4 0 

(4.109) 

<10 
= —(5 — d)ii A(d — 1)02, 	 (4.111) 

da 
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lo cual muestra de manera más clara el punto fijo d - 1 dimensional. Es claro que no 
podemos cambiar la Fisica a través de un cambio en la notación como entre iL y u. Sim-
plemente, la física se manifiesta más en un cierto limite por el uso de una notación u otra. 
Ea interesante definir otro acoplamiento, h - el acoplamiento flotante. Este se define por 
la condición que el coeficiente de h2  en la función beta que resulta sea uno. Se encuentra 

[3(h, z) = -t(z)h h2, 	 (4.112) 

donde t(z) = 4 - de f, z = Ltc y para condiciones de frontera periódicas 

4/r2n2 	41r 2n2 N 

e(z) = 5 d (7 (.0"="(4.113) 

E 
	40,2)y 

n.-oo 
Cuando z 4 oo, c -f 4 - d y cuando z -4 0, E -+ 5 - d. Así, vemos que la función 
beta (4.112) ya contiene el entrecruzamiento total entre d y d -1 dimensiones y como la 
renormalización ambientalmente amigable es capaz de dar cuenta del comportamiento que 
es imposible de capturar usando alguna técnica estándar. En términos de h 

h 
'791  14 5, 	 (4.114) 

Cr: 
(T - Te(L)) = 1 dx ze 	913), 	 (4.115) 

o 
donde PC‘ es una escala microscópica que en el caso d < 4 puede ponerse infinita. La ex-
presión (4.115) nos da la función de escalamiento universal asociada al entrecruzamiento 
de la longitud de correlación entre el comportamiento crítico d dimensional y el com-
portamiento critico d -1 dimensional. Esta expresión nos da la relación entre la tem-
peratura y la longitud de correlación en el sistema U. Como esperamos, en el límite 

L/U, 	oo, (T - Te(L)) ••••, (L-44  y en el limite L/eL -9 0, (T - To(L)) ••••• ft 	, donde 
v(d) = 1/(2 - (4 - d)/9) y v(d - 1) = 1/(2 - (5 - d)/3) son los exponentes criticos 
correspondientes ad y d-1 dimensiones respectivamente.  

El caso de un ferramagneto cuántico (modelo de hin en un campo transversal) es 
idéntico al caco anterior, salvo los cambio. (T - Te(L)) -I (r — rc(r)) y L 1/T donde 
r es el campo magnético transversal y l'c(T), el campo transversal crítico. El límite 
T -+ O corresponde al límite L 	oo en el sistema de tamaño finito y así vemos que 
un ferromagneto cuántico d dimensional se parece a un ferromagneto clásico en d + 1 
dimensiones en el limite T 0. 

y por Supuesto a un lazo, 7,p  = O. 
Finalmente, para calcular una función de escalamiento regresamos a la ecuacion (4.112). 

Seleccionamos K = 11  donde ez, es la longitud de correlación en el sistema de interés para 
encontrar 



Conclusiones 

En esta tesis hemos desarrollado, en cierto detalle, una aproximación al formalismo del 
grupo de renormalización tanto en la formulación en términos de "coarse graining" como 
en la formulación en términos de "reparametrización". De esta última hemos obtenido 
los exponentes críticos de la teoría de 424  como series de perturbaciones en e = 4 — d. 
Hemos asumido la terminología de la teoría estadística de campos por ser la más accesible 
e intuitiva para tratar este tipo de formalismo. Esta, a su vez, la hemos desarrollado a 
partir del conocimiento de la fenomenología de las transiciones de fase y de la transfor-
mación de Hubbard-Stratonovich. Además, hemos aplicado el grupo de renormalización 
al cálculo de una función de escalamiento que describe un entrecruzamiento dimensional 
que no se puede describir dentro del marco de la expansión en e. Este ejemplo, que se 
trata de un ferromagneto de tipo Ising en d dimensiones con la geometría de una película 
de tamaño L con condiciones de frontera periódicas, fué tratado utilizando la teoría de 
renormalización ambientalmente amigable, y como se hizo notar a lo largo de esa sección, 
algún otro método de renormalización de teoría de campos que no toma en cuenta el 
tamaño finito de algunas de las dimensiones del sistema no hubiera sido útil para describir 
este comportamiento. Loe entrecruzamiento. son inducidos por un parámetro asimétrico 
que puede pensarse como una variable "ambiental", tal como la temperatura, el tamaño 
del sistema, un campo magnético, etc. El formalismo de renormalización ambientalmente 
amigable ofrece una aproximación bastante general a la solución de problemas en los que 
se encuentra comportamiento de entrecruzamiento además del cálculo de funciones de es-
calamiento, Esta si la idea clave que se encuentra detrás de la noción de entrecruzamiento, 
la naturaleza cualitativamente diferente de loe grados de libertad del sistema son función 
de la 'escala" y del "ambiente", Esta idea implementa una renormalización que es ca-
paz de tomar en cuenta los grados de libertad efectivos en una manera perturbativamente 
confiable, ---renormalización ambientalmente amigable. 



Apéndice A 

Relación entre las Funciones de 
Correlación del Modelo de Ising 

El objeto de este apéndice es encontrar la relación que guardan las funciones de corre-
lación entre espines (1182 • • /N) con las funciones de correlación asociadas a los campos 
continuos 1, (0102 • ..0N ). Esto es de interés porque una tal relación nos provee del 
conocimiento de loe valores esperados de los campos de una representación con respecto a 
los campos de la otra representación, la cual no es clara a priori debido a la complejidad 
y el número de transformaciones que llevamos a cabo para pasar de una a la otra. 

Primero vamos a considerar las funciones desconectadas, las cuales en términos 
meciinico-estadfsticos representan los "promedios relativos" de las cantidades de interés. 
O en el lenguaje de la teorfa de campos, son el análogo de las funciones de Green desconec-
tadas. Luego consideraremos las funciones conectada., las cuales pueden ser calculadas a 
partir de las primeras y son el análogo de lee funcione/ de Green conectad». 

La idea para relacionar lea funciones de correlación en ambas representaciones es darnos 
cuenta que tenemos dos representaciones para la función de partición en el espacio de 
configuraciones. Una expresada directamente en duraras de lar variables de espín del 
sistema, ecuación (A.1), y la otra expresada en términos de los campos Oh ecuación (A.2).0  

Podemos caracterizar a cada una de las representaciones para la función de partición 
poniéndole un subíndice que exprese las variables de lea cuales depende explfcitamente, 
esto es 

(A.1) 

N 
Zy,{1/;} = Ce-114114111J I 11 doi  e -Ivioki+Koh+E, la(c011117Vo*$), 

i=t 
donde hemos definido la constante C' como 

c  = e  —NA [detow)-13/4j11/7 2N.  

114  Estas ecuaciones, (Al). y (A.2), corresponden a lea espteeloase (2.60) y (2.76) de la acción 2.5. 

(m) 	E enj  km, +E, Hm , 
 

(A.2)  

(A.3)  
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Corno dijimos, estas dos expresiones (A.1) y (A.2), son representaciones para la misma 
ecuación. De tal manera que cualquier operación que apliquemos a alguna de ellas dará el 
mismo resultado que aplicarlo a la otra. 

De la ecuación (A.1) nos damos cuenta que al tomar las derivadas funcionales de Z, con 

respecto a 14,,liko  „III», obtenemos los promedios termodinámicas de ski , 	, ab, 

respectivamente. Por esta razón podemos definir la función de contkición desconectada 

entre loe espines sk„sh, 	en la forma 

v., 
(seo  reo .. • , seN) = 	‘,., 81/1 , 4,11 , — , reseE0K1/"4"Ei,  

(84} 
1 	6NZ. (Hi)  
Z, ellikL áHin  • —5111,,,' 

 

De la misma manera, tomando la definición de promedio de una cantidad observable en 
la mecánica estadística, definimos la /ración de correlación desconectada entre los campos 

Oh, Oh, ••• +Oh en le forma 

tbe,, • • • , Oh) = 

N 
x /Uds% k, lb, • -Ohm e -1111+1"f  n is(cal 2;0. (AA) 

d=i 

Por otra parte, al calcular las derivadas funcionales de Z4,{11,} respecto a lee fuentes 

14„140 ...,11b, donde k1 = 1,2, ... , N, obtenemos las relaciones 

, 1 5 
(alta = 	difki  

= Ck, + (Wel), 	
(A.6) 

, 1 álZio 

	

(14,1e,/ 	5484 

= (chik. + ci") + Clii(Ikke) 	+ S, 's,), 	 (A.?) 

, 1  63Z.  

	

(okishilk) 	dymilikéHise  

= (4,hch + ekosch, + ekkek + chici,c4) 

+ (Net + ceich)('aa) + (cehe. + costee") + (401  + ce,ce,)Wes) 

+ cli,(0144%) + ciejWitelkki) + els(41,142)+ (011,04.014), 	(A.8) 

1 	éNzv  
(05,04 • • • oh) = 4 whinik, • • • Olio 
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= E(,,kk,c„,k, ", CkNI ky eki k2chk, • "ckN.sk iv _,ch_i ckN  

▪ " • + ekiklekick4' ''CkmINIo 	ekleitickick, • ' 

+ (11%)(eltikekikt • • "ckti-skr4-:ch-§ 4" .  ekikick:ist • chschN-2%-1 
▪ " • + cki k achck,• • • ck,_24,4 _, cki chchcis, • "ck,,ch„.„) 

+ )(ch,k,ch,k, • "ci,„_sk„., + ckik,ch.k, • "ci,„..ich„.., 
+ " • + ch,kack,ch, 	+ 

▪ Ei(014014 OsN_ I 	)41 + (1410/20k, ' 	VIN ), 

donde hemos definido 

r= E , 
ki#411-0N 

Ck/ = 	, ni+ 	
k 

 

1 	—1 = 	. / I/ —1 1 	 (A.12) 44 /. 
4 	"P'.. 

-r• 
 

En realidad la ecuación (A.9) sólo es válida para unnúmero par de espino. En el caso 
de N impar tenemos esencialmente la misma expresión, sólo que los últimos sumandoi de 
cada factor entre paréntesia cambian un poco. 

Si introducimos las nueves definiciones (N > 2) 

aÑ = %acata ' "chN-ik, + Ckikeekeka 'cks-okm-aCkm-aCkm 
+ • • • + Ch,h4,44 . • .ck„,Ch„ Chi Ck,C444 . • Ch„ck,, 	(A.13) 

ar 	calticae,' '•chs-zéN-icaN + calachia ' ' 
+ • "+ chotchch, • "ch,,_,ch„ + ch,cibchck, • • • 	 (A.14) 

4« Ser) 01 	= al E Colo 	 (A.15) 

podemos escribir las relaciones generales para las funciones de correlación desconectadas 
en la forma 

N par, 

(sh,ok, • • • ih.) = E ar, ro..)ar....? r(okN,..41„)471, 
+ E (4,00, • • • tki,„..ifish„)Gro + (okok, • • • oh.101,„)1 

	(A.1e) 

N impar, 

(sok, • • • ) = rar + «Pajar + Eg(Ohm., )147.11 + • 

+ r(4,104 • • Ok,_,Oh)ar + (0/04, • • • Ihm..1161,"). 

(A.9)  

(A.10)  

(A.11)  
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Estas son las relaciones entre la función de correlación desconectada de 
N espines arbi-

trarios y las funciones de correlación desconectadas de los 
N campos eh. Como puede 

notarse, la relación no es simple ya que la función de correlación desconectada de continuos
vn "cam-

pos discretos" a, 
está relacionada a todas las posibles correlaciones d  

Ahora vamos a calcular las relaciones entre las funciones conectadaa. Comencemos tPi (1 5 m). 

definiendo la función de correlación conectada de N espines. Para ello nos damos cuenta 

que las derivadas funcionales del In Zi(Hil respecto de lik, generan las expresiones que en 

teoría de campos concuerdan con las funciones de 
N puntos conectadas. Por lo tanto, 

definimos la función de correlación conectada 
entre N espines arbitrarios mediante la 

(41 sé, ' ' ' INN), -2--- difigthibi,,,64, 	Zi(ili}. 	
(A.18) ecuación 	 ás 	In  

De la misma forma, nos damos cuenta que la definición adecuada para las función 
de 

correlación conectada de loe N campos th es 

N 	I.  Zotiii) 1 

(fi'flithts ' " tPeN)c = dith,slik,  .. .6111, In  Ice  -11/%414J ' 	
(A.19) 

Al calcular las derivadas funcionales representadas en la expresión anterior obtenemos 

directamente (A.20) 
Will = (1114)c — cei ,   

	

(<11110112)c = (olitia)c — chito 	
(A.21) 

	

W144,4'11 = (liagask,),, 	
(A.22) 

	

Wel lka " '141,1 = (gel% " '81o4)c, 	
(A.23) 

o al invertir estas relaciones para las correlaciones conectadas entre espines en términos de 

las correlaciones conectadas entre los campos continuo tenemos 

	

(41 = (lPhi), + ck,, 	
(A.24) 

(11041Ika 11 = ( 4a)c + ca a , 	
(A.25) 

(Jaik,skác = (11,114,04)0 	
(A.26) 

(A.27) 

(akilk2 • akli)c 	 • ' 141)c• 
 

Estas son las relaciones que guardan las funciones de correlación conectada
,  de lea espines

tas  

y las funciones de correlación conectadas de los campos ,s. Como puede notario, es 
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relaciones sí son simples, pues los valores "promedio" de una sola variable discreta difieren 
en sólo una constante del valor de la variable continua en la misma posición. Lo mismo 
sucede para las funciones de correlación conectada de "dos puntos", y para tres o más 
campos, las funciones de correlación conectadas son exactamente las mismas en ambas 
representaciones. 



Apéndice B 

Una Integral Útil 

Debido a que dos de loe principales diagramas que utilizaremos para calcular expo- 
nentes críticos en la teoría de Ay>4  pueden escribirse (cuando los momentos externos ki  
en términos de la siguiente integral 

t 
Jn(d) 	-11-7r)4-T--771‘74.) 	 (11.1) 

en este apéndice nos concentraremos en calcularla. Para hacer esto, comencemos con Ji (d ) 
y luego procedamos por inducción; pero antes escribamos tres relaciones esenciales para 
llevar a cabo el cálculo, 

2w 
= Jdfl = 

r(1) , 
	 (I1.2) 

la superficie de la esfera unitaria en d dimensiones (d-esfera),* 

	

C (v) fe° dr zv-t e  -III, 	 (13.3) 
Jo 

una expresión que se obtiene fácilmente de la definición común de la función 1' de Euler; y 

1  = iw dx 	 (B.4) 
JO 

el caso particular v = 1 de la ecuación (13.3). 
Utilizando coordenadas esféricas generalizadas a d dimensiones, podemos escribir in- 

mediatamente el elemento de volumen d'II = 	dll di, luego al llevar a cabo la integración 
sobre los ángulos en (13.1) y sustituir el valor de la superficie de la ladera, ecuación (11.2), 
obtenemos 

J1(d) 
(410 r (I) 
	h(d), 	 (13.5) 

"En seta trabajo asumiremos la convención de llamar labra ala mima unitaria "máxima* contenida ea 
un espacio 1dimensional. De esta forma, la &esfera eerá una ~ludid de d -1 dbassaloaes. 
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eo d io-1 
11(d) = 	. 	 (116) 

o 12  4- ml 

Ahora, usando la ecuación (13.4) con p = 12  +m2„ podemos transformar /1(d) en la integral 
doble 

(B.7) 

la cual se puede resolver haciendo el cambio de variable p =12  e intercambiando el orden 
de las integrales. Con esto resulta 

2 (m1)1-1  

Al sustituir este resultado en (13.5), obtenemos directamente 

) = 	r (1  - 1)  
(4/r)i (m1)1-1 ' 

Por otra parte, procediendo por Inducción en la ecuación (11.1) con n = 1, podemos darnos 
cuenta que 

as( al aplicar esta regla en la ecuación (13.9) obtenemos finalmente 

— 
JIM) 	  

(4*)1(14)"101) 

00 

Ii(d ) =
1 

di 	 dze-(P+74)1, 
o 

I1(d) = r (1)r -  (13.8) 

(0.9) 

J„(d)= 	( dm;)"71 Ir(n) 	J1(d), 



Apéndice C 

Cálculo de Algunos Diagramas 
Usando Parámetros de Feynman 

En este apéndice estarnos interesados en calcular dos de loe diagrama& de las funciones 
de vértice de cuatro y dos puntos que son O y e. El interés surge en que algunas de las 
expansiones que utilizamos en los cálculos del grupo de renormalización contienen estos 
dos diagramas. 

Primero calcularemos el diagrama O. Ya hemos aprendido que la representación mía 
simple de estos diagramas es la que tienen en el espacio de momentos, por tal motivo 
utilizaremos sus representaciones en el espacio de momentos. Asumiremos la convención 
que hemos adoptado a lo largo de este trabajo, que es denotar con k a los momentos 
externos de un diagrama y con la letra q a los momentos que fluyen por los lazos de dichas 
gráficas. De esta manera, comenzamos con la expresión integral 

	

cliq 	1  

	

O = kdor) 	 (C.1) 
(92 + m2) [(k2 4. k2  02 + mí •  

Podemos reescribir el integrando de esta ecuación, i.e. los propagadores, mediante la 
Identidad 

r(ai a2)/1 	301-1(1- 3)41-1 
(C.2) Wirr r(a1)r(a2) dz (zDi + (1 — 2)172)1'+' • 

Para nuestro caso de la ecuación (C.1) podemos identificar inmediatamente al = ar = 1 
y los parámetro. de »Immo» D, = q2  + m2, D2 = (k: + k: - + m2. Con estas 
Identificaciones y la ayuda de la identidad (C.2), tenemos que es posible reescribir (C.1) 
como 

	

f ofiq f i  dz 	 1  
° 	J irrTi Jo 	(q2  + m2) + (1 — x)[(k — q)2  + m112' 	

(C.3) 

con k = kt+k2. Haciendo un poco de álgebra con el denominador del integrando podemos 
darnos cuenta que es posible reescribirlo en la forma 

[z (q2  + mi) + (1— z) [(k q)2  + m2]12  = Eq2  -20(1- 2) + k2(1- 2) + m13 . (C.4) 

• 
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Luego, llevando a cabo el cambio de variable 

= q - k(1 - x), 	 (C.5) 

podernos simplificar aún más la ecuación (C.4) para escribirla como 

[x  (q2 + mi) + _x)  [(k (1)2 + mi]i2  = [(in + oz(1  _ x)+ ma] 2 

Entonces al sustituir este resultado en la integral (C.3) e invertir el orden de las integra- 
ciones llegamos a 

=10  uz 	oz(i x)  m212• 	 (C.7) 
ddp 	1  

En esta ecuación ya podemos utilizar el resultado (ecuación (B.11)) del apéndice anterior 
para obtener la expresión general 

= r (2-  I)  f i dz
1 	

(C.8) 
(41r)i io 	123(1 - z) fri212-1 

Para concluir con este diagrama podemos evaluarlo en ki  = O (momentos externos cero), 
m 	w (una escala arbitraria) y llevara cabo su expaneión ene (e = 4 - d). Haciende ego 
en la ecuación (C.8) encontramos la expansión 

04.0•ni.4 =(1): (4/014-1* 
	 (C.9) 

Ahora, tomemos la expresión integral para el siguiente diagrama. Esto es, consideremos 

	

tes= 
  ddo 	 1  

ma)(q1 m2)- 93)2  4-101 

	

dde 	1 	diga 	 1  
= J (1041 (d .477)n2  I (20 (d+ m2) [(k --e -e)2 +n-44'  

en ceta ecuación identificamos répidsinente la.integral sobre qp, la cual hl la que calculamos 
en el diagrama anterior. Utilizando el resultado de la ecuación (C.8) podemos melad* el 
disimula en la forma 

e 
 = f

dde 1 
(Y 	

1141 fi at 	1  

	

rS (gc4-1-7rn2) (4w) Jo 	[(k - 0)33(1 - 	m12-I 	
(C.11) 

(0.10) 
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Utilizando ahora la ecuación (C.2), reescribimos los propagadores de la anterior como 

1 	1 	r (3 - 4) 
(q? + rri2 ) ((k - qi)2x (1 - z) + m212-1 

(1  -  

X 
dy 	 . (C.12) 

° 	[y (q? + m2) + (1  - y) «k - 91)2x (1 1) 4' m2)13-1  

Nuevamente hacemos unas simplificaciones algebraicas en el denominador del integrando 
de la ecuación anterior y vemos que lo podemos escribir en la forma 

3-d 
[y (q? + m') + (1 - y) ((k -1)23(1 z) + m2)] 	= 	+ x(1- x)(1- y)) q? 

- 2kz(1 - z)(1 - 	+ 02(1 - z)(1 - y) + m21 3-1 , 	(C.13) 

ahora hacemos el cambio de variable 

x(1- x)(1- y)  (C.14) 7441 kli+x(1-z)(1-y) 

y haciendo unas simplificaciones escribimos el lado derecho de la ecuación (C.13) como 

[Y (4? +m2) + (1-  y) ((k - qi)2z(1 - z)+ m2)13-1  = (y + z(1 - x)(1- y))3-1  

X 
 (

9,12 4.  oxY(i - r)(1 - y)  + 	m2 	
\ 	

(C.15) 
3-1 

(Y + z(1 z)(1 y))2  Y+ 3(1  - 3)(1  - Y)) 

con esta ecuación y la (C.12) reescribimos la integral para el diagrama 

r (3  4)  f i&  f i  dy 	(1-  

Jo 	.10 	(Y + 3(1  - x)(1-  0)1-1  

x f d,91 1 	(C.16) 

V 	

)__ 

+0-0(1-y) II  (0+3(1-3)(1-0) 

En ésta ya podemos calcular la Última integral con el uso de la «nacida (0.11). Haciendo 
esto y simplificando encontramos la expresión general 

= 	(3¡1dx 
J

1  dy (1  - Y)2-1  (y + x(1- 3)(1  -1/))11-1 	(C.17) 
(4w)" Jo 	o 	(z(1 - z)(1 - y) 	+ m3) + m3y)s-'. 

= 
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Ahora estamos interesados en evaluar la derivada respecto a k2  a momento externo cero y 
hacer una expansión en e de esta. Así, al calcular la derivada y evaluar en k = O, utilizando 
el hecho que e = 4 — d, obtenemos 

(1 — £)r
(4 

(-1+ e) 	fi 
704 	(4w) K 	dx o  dy 

dkd2 em"'k4  

x (I — y)ixy(1 — x)[y +x(1 — x)(1 — y))-3  [y + x(1 — x)(1 — y)11. 	(0.18) 

Hasta aqui los resultados han sido exactos, pero vamos a comenzar la aproximación medi-
ante un desarrollo en potencias de e del integrando de la ecuación anterior. Haciendo esto, 
llegamos a la expresión 

dk2em'K,t=o 
(1  — e)F 

 /(-1 
 + e) 

 (4w)ero
_2(  [ 	dzi'I

dyf (x, y) 
)4 	 o 	o 

+z f 
1 fi 
dz dy f(z, y) In [(1 — y)(y + z(1 — x)(1 — y))) 

2 0 	o 

+ .1 -, fi  dz f i dyf(x, y) in(1 — y) ln(y + x(1 — z)(1— y))1, 
, o 	o 	

(0.19) 

(0.20) 

Como podemos darnos cuenta, cada una de estas integrales ya ee un número real. Ibmando 
en cuenta este hecho, podemos escribir la expresión final para el desarrollo ene del diagrama 

—r(e) 	_21 	e 	e2  
l (4wra [al + íci2 + -ia31 , 	(C.21) 

donde las constantes al, a: y 03 corresponden a las integrales de la ecuación (C.19) respec-
tivamente. Ea posible calcular el comportamiento dominante de esta integral y se puede 
ver que éste ea 

donde hemos definido la función 

1(x, y)= 	"(1- z)  
[y+ z(1-z)(1 — y)1'

. 

—r(e)-21 
Orn=4,e=a 111  w ktrY4 	 (C.22) 

donde hemos definido 	= de/dk'. Esta es la expresión con la •cual concluimos este 
apéndice. 
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