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INTRODUCCION

Esta investigacién es de vanguardia, es un tépico que a nivel teérico es poco
conocido, aunque 8s altamente aplicado en casi todas las ramas de la ciencia ( mecanica,
eléctrica, electrénica, hidraulica, astronoml(a, mecanica de suelos, geologia, matematicas,
arquitectura, sconomia, ingenieria genética, ciencias biol6gicas, etc. ).

Debido a que es un tema muy extenso, el desarrollo se limitara al estudio de una
aplicacion espscial del método : desarrollo lineal de analisis de esfuerzos en estructuras
de acero en dos dimensiones, en el caso isoparamétrico; ésto estara sustentado por el
marco teoérico correspondiente ( métodos numeéricos, simulacién, matematicas, mecanica,
resistencia de materiales y método del elemento finito ). |

Pareciera que es un problema puramente del campo de |a ingenieria mecanica, pero
las herramientas que requiere pertenacen a la ingenieria en computacmn es necesano el
dominio de un lenguaje de programacion, técmcas de programacion, estructuras de datos; g
bases de datos, graficacion por computadora métodos numéricos y desarrollo de modelos‘.‘; o
matematicos. Esta representa una buena oportunidad para demostrar ;kxque la mgemerla,_en !
computacion se puede emplear en cualquier campo. J L s |

Actualmente en el mercado ya existen algunos paquetes que tratan sobre eiementos‘

finitos, desarrollados por empresas transnaclonales tales como Cosmos Anslsk :"kPhoenlx,;,:j:';’
~Algor, entre ofros; éstos son vendidos con una gran cantldad de mbdulos |a‘mayorla‘ de

los cuales no se llegan a utilizar porque no estén vmculados con Ia tarea que s' 8 :
desempenando Lo anterior origina una sene de problemas tales como ex"‘ e un grar
desperdwlo de este recurso, los costos se elevan debldo a que se compra elvsoﬂware y.los
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acuerdo a las politicas propias de cada casa comercial; y por si fuera poco, todos estos

paquetes trabajan por lotes lo que trae como consecuencia que el sistema no sed

"amigable” al ysuario.
Con el desarrollo que se esta proponiendo, se pretende disefiar un software que

pueda ser pracesado en una computadora personal con requerimientos minimos, que no
sea necesaria una capacitacion especial y que resuelva sélo el caso especifico de la

aplicacion.
Partiendo de esta idea, se establecen los objetivos generales y particulares.

Objetivo general

Disefar e implantar un software para resolver problemas inherentes al andlisis de

esfuerzos a través del método del elemento finito.

Objetivos particulares

* Desan'ouar una metodologla que pemuta solucionar: problemas de anaus's de‘}fi o

esfuerzos en sstmcturas de una manera senclua y comprensuble 2y
* Proporctonar un marco teéuco adecuado para comprender este método
* Reducir los costos de dlsenoyoperaclbn o | f g
* Dar a conocer. un mélodo numénco de solucnbn de ecuaclo ,‘

simultaneas para sistemas de gran escala adaptado para uttl:zarse"en computadora

La mveshgactbn es de tipo documental Y expenmental documenta porque: ‘se
mvesﬂgara en diferentes. fuentes blbllogréﬁcas y expenmentat porque se h




ejemplos para demostrar que el programa de computadora estd funcionando
perfectamente.

La fuente de donde se obtuvo informacion del problema es el Departamento de
Investigacion y Desarrolio de |a Fabrica de implementos Petroleros y ta Empresa Kalsi
Eng. Inc. de Houston, Texas.

Esta tesis se ha dividido en siete capitulos y cuatro apéndices. Los capitulos 1y 2
constituyen primordiaimente los antecedentes para comprender este estudio, pero debido
a sus diferencias, se han separado. Asl, el capitulo 1 trata sobre algunos conceptos
esenciales de la mecénica, tales como fuerza, par, centroide y esfuerzo.

En el capltulo 2 se estudian algunos métodos numéricos para resolver grandes
sistemas de ecuaciones simultidneas; se inicia explicando los métodos Gaussianos, para
después entender con total claridad el método de Gauss - Doolittle y el de Runge - Kutta,

los cuales son empleados por el método del elemento finito.

El caplitulo 3 estd dedicado a la teoria de |a resistencia de materiales, desde lo

basico hasta la metodologla de disefio empleada; y constituye un excelente preémbulo‘

para el capiiulo 4 denominado Analisis de Esfuerzos. Con estos dos ca‘pltulos_Se »é.n'tra

propiamente al tema central de esta mvestngaclén

El capltulo 5 es sabre simulacion, |a importancia se encuentra en que eI método del‘ i

elemento finito hace uso de ella.

En el capitulo 6 se proporciona la teorla del elemento finito, desde "una'faeﬁh'iéi‘(jhnf Lo

basica hasta el ensamble de elementos. ,
En el capitulo 7 se explica el software que se disefi.

Y en los apéndices se suministra mformacl()n adlcnonal Ia cual ayuda a

complementar la investigacion. En el apéndice A se proporclonan Ios conceptos basncos '

dela aproxumacnén numérica y errores. o - i
El apéndice B contiene las tablas que se utilizan en dlferentes capltulos de esta
tesis; se hace referencia a ellas escnblendo la letra B segunda del numero

correspondiente, asi la tabla B.1 es la tabla 1 del apéndlce B.




En el apéndice C se detalla el andélisis beneficio - costo del software disefiado.
Finalmente, en el apéndice D se proparcionan varios ejemplos de esta aplicacién.

? De antemano, se agradece la atencion prestada a este trabajo de investigacion
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CAPITULO 1. ANTECEDENTES

Para iniciar el desarrollo de este tema de investigacion, es imprescindible conacer
algunos conceptos fundamentales de la mecanica. La completa comprension de éstos es

vital, ya que se empleardn continuamente aqul.

1.1) Fuerza

Una fuerza es la accion de un cuerpo sobre otro cuerpo que cambia el estado de
movimiento del cuerpo sobre el que actda; ésta implica acciones mutuas de dos cuerpos.

La unidad de medida de la fuerza en el Sistema Internacional de Unidades es el
Newton; sin embargo, en la practica es mas comun emplear la libra (Slstema lnglés ) En
la aplicacion que se presenta aqul, |a fuerza se expresara en libras.

Cuando se aplica una fuerza a un cuerpo se producen efectos lntemos y extemos
los efectos intemos de una fuerza sobre un cuerpo no rigido o elés}tlvcog son ._producpr

tensiones y deformaciones en el cuerpo.

Los efectos extemos consisten en cambuar el movimiento o engendrar fuerzas &
resistentes ejercidas sobre el cuerpo dado, dependen de las caracterlstlcas propnas de la Tl
fuerza, tales como : ' EReo ]

a) Su intensidad o magnitud.
~ b) Su linea de accion.

- ¢) El sentido. , , i :

El efecto extemo de una fuerza sobre un, cuerpo r!gldo es el mnsmo para todos !os
puntos de aplicacién a lo Iargo de Iallnea de acclén L S

Una fuerza puede representarse por meduo de un vector Su dlrecclén se sumbollza a

través de un vector trazado paralelamente a la linea de acclén de Ia fuerza el sentldo
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mediante una punta de flecha sobre el segmento y la magnitud de la fuerza por la longitud

del segmento, de acuerdo a una escala establecida; tal como se muestra en |a figura 1.1

Y

X ~'.Ll~§»f '

El diagrama que representa el cuerpo Yy Ias |Ineas de acclén de |as fuerzas quei‘{
acluan sobre él, recibe el nombre duagrama de espaclos o de poswlones S

Un nimero de fuerzas tratadas como un grupo constltuye un S|stema de fumas 5Un g

sistema de fuerzas es concurrente cuando las lineas de accion de todas la""*"fuerzas‘ e
’ cortan en un punto comun. Un slstema de fuerzas es coplamr cuando |és~,fuerzas _se*'“'
hallan en un mlsmo plano Un sustema paralelo es aquel en que Ias llneas kde ccion de.
] las fuerzas son paralelas S| |as fuerzas tlenen Ia Ilnea de accnbn comun“sé‘*dm
} sistema es colineal. Ahora blen un sustema de fuerzas puede descompo erse
! componerse El proceso de reducir un sistema de fuerzas a un sistama similar:

sencillo recibe el nombre de composic:dn y el de transformar una fuerza

FIGURA 1.1 REPRESENTACION VECTORIAL DE‘UNjJFUERZ“ffi 1 i{€ et an
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equivalente menos simple se denomina descomposicion. Las dos o mas fuerzas en |as
que puede descomponerse una fuerza dada reciben el nombre de componentes.

La composicion y descomposicion de fuerzas puede hacerse por métodos graficos o
algebraicos; aqui s6lo se presentara el método algebraico.

Para realizar |a composicion de un sistema de fuerzas, considérese el sistema de Ia

figura 1.2

Y

F

FIGURA 1.2 SISTENA D




| descomponer la fuerza de la f gura 1 4

Después de realizar las reducciones pertinentes, el sistema quedara como se

aprecia en la figura 1.3

SFy

FIGURA 1.3 CONPOSICION DE UN SISTENA DE FUERZAS

La magnitud de la resutante de un sistema de fuerzas se obtiene por la ecuaci6

= ZFY +(ZF) i

Yl dngulo de la resultante, respecto al eje X positivo, quedadetermmadopo

=
"0 ZF.;

~ Para explicar el procednmnento de descomposnclén supongamos A‘que e qu

gy
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FIGURA 1.4 DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA
Las magnitudes de las componentes se calculan con las formulas :
F. = F cos 6.

F,=Fseng. P I D

~ § Si estas expresiones se extienden a las direcciones de los ejesXYy Zseobnene

Fy=Fcos6,
F,=Fcos 6,

en las que 6y, 6, y 6, son los dngulos que 'kformakia ffbe‘fzia j¢dn‘_ los tms ejes, al

_observaen la figura 1.5
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F,

S

FIGURA 1.5 COMPONENTES DE UN4 FUERZA EN EL ESPACIO Tnmxususxomr, i

La descomposcclén de una fuerza en dos componentes es de |mportanc
su utmdad radtca en que las componentes pueden calcularse por medio de_expreslone_
algebraacas muy sencillas. ' ' o L

Una fuerza puede productr momentos cuando es perpendtcular al ej de refere
sin cortarlo; el montento de una fuena es el pmducto de Ia magmtud po a distancia:a u
eje de refemncta El sagno del momento de una fuerza con respect ”

conmdera posmvo su el sentido de la rotactan es contrano al de Ias manecm




Cuando se desea calcular el momento de una fuerza respecto a un eje que no es
perpendicular a su linea de accion, éste puede hallarse descomponiendo |a fuerza en dos
componentes, una perpendicular y otra paralela al eje de momentos, de agqul se observa
que el momento de la componente perpendicular es igual al momento de la fuerza dada,
puesto que el momento de la componente paralela es cero.

La importancia fisica del momento reside en el hecho de que es una medida de |a
tendencia de la fuerza a hacer girar el cuerpo sobre el cual actia, alrededor del eje de
referencia.

Los momentos pueden expresarse en Kg-m, Kg-cm, Ib-pulg., etc.

Ejemplo 1.1 En la figura 1.6, R es la resultante de las otras cuatro fuerzas que se[

indican. Hallar la magnitud, direccion y sentido de la fuerza F.

FIGURA 1. sftdt:‘ubio f‘j1_g.,1f5




Solucion

Datos :

R =20/b.,6 = 30°
F.=10/b.,6, = 0°
F:=20Ib.,0. = 90°
F.=10lb.,0. = 210°
F=%6="?

Empleando la descomposicion de una fuerza, se calculan las componentes de R

3F. = 20¢08(30°) = 17.41b.
IF, = 20sen(30°) =10/b.

~ Ahora, utilizando las formulas de compdsicién, s,é ‘thiéne': -

IF. =17.40 o L
17.40 = 10cos(0°) + 20cos(90°)+ 10cos(210") + F cos

XF, =10 L
10 10son(0")+ 2080“(90”) + 103«\(210“) + Fscw

Al hacer las operaciones matemétiéas réSulta S b



‘ésle se determma trazando el vector perpendlcular al plano del par EI sentrdo el par se
mamfresta por una punta de. flecha sobre el vector : S

~descomposrcrén de pares Dadas estas consrderaclones se puede estab
| ,de un par, el cual es presentado en la ﬁgura 1 7 | -

F cos - =16
Fsenf: = -5

De donde se determina que :

F =16.76Ib.
& = 341.10°

** Nota : Aqui, en todos los valores, se tomaron Unicamente dos digitos decimales;

esta exactitud, es mas que apropiada para esta aplicacion.

1.2) Par

El sistema de fuerzas formado por dos fuerzas que obran sobre Ilneas de vaccrbn» ¢

paralelas, no cohneales de |gua| magnltud y sentido opuesto recrbe eI nombm de

| EI hecho de poder representar un par de una manera completa.por un ve
una trascendencia consrderable en Ios pmblemas que enlranan ,Ia composicid

0



“otros cuemos sobre el cuerpo en cuestlén es declr produce o |mpide una rotaclén El

e

p

X

FIGURA 1.7 ESQUEMA DE UN PAR.

El momento de un par es igual al producto de Ia magmtud de una de las fuerzas del‘l i

par por |a dastancua entre las lineas de accién de las dos fuerzas éste es el mlsmo parai_r‘f

diferentes magmtudes y lineas de accaén de las fuetzas saempre que el momento de|_ par

" El efecto extemo de un par aphcado aun cuerpo rigndo es pmducur un 'camb enel

movimiento de rotacion del mismo o desarrollar un par resustente debldo”a_ las ccuones 'e‘f

efecto extemo de un par depende de:
a)lLa magmtud del momento del parf
b) El sentido de la rotacnén del par
¢) La orientacion del plano , . P ,
Las modiﬁcacnones que pueden hacerse a un par sm que se
caracterlshcas son Lo

11
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a) Un par puede ser {rasladado a una posicion paralela en su plano o en cualquier

plano paralelo.
b ) Puede hacérsele girar en su plano.
¢) Puede vararse ia magnitud de las dos fuerzas del par y la distancia entre ellas

siempre que permanezca constante el producto de una de las fuerzas por la distancia

entre las dos.
De las transformaciones de un par se deduce que la resultante de dos pares es un

par cuyo momento es |a suma aigebraica de los momentos de los dos pares.
Si se combina con una fuerza ocurrird una traslacién de la linea de accion de la

fuerza a una posicion paralela, quedando inalterados su magnitud y su sentido.

Ejemplo 1.2 : Usando las transformaciones de un par, reemplazarv el par que
aparece en la figura 1.8, por otro par equivalente cuyas fuerzas sean verti‘c‘ales‘fy a'ctyi'je‘n -

en los puntos Cy D.

¢ oplg D

FIGURA 1.9 EJENPLO 1.2




Solucién :

El par anterior puede ser girado 90° en su plano y trasladado después

( transfohnaciones by a) hasta llevarlo a |a pasicion indicada por la figura 1.9

1001b.{ € 20 pulg 10 Ib.

10 pulg. G

FIGURA 1.9 Roncmr; Y r’msmcmn,nu PR

Aplicando Ia transformacion ¢, disminuir Ias fuerzas de 100 Ib a 50 Ib y aumentar el
brazo de 10 pulg. a 20 pulg ésto se aprecna en la ﬂgura 1, 10 o

13



hda |

‘ 50 1b
solb. ©

E

20 pulg. G

g H B
| FIGURA 1.10 TRANGFORMACION c DEL PAR

| | | i
| Finalmente, empleando 1a \ransformacién a, el par puede \ransladarse a un plano
) paralelo ( figura 1.41). o ¢ 1;
(s ]
1

o e
~FIGURA'1.11;TRAQStonxiclonraﬁpsL;Pa 



El par de la figura 1.11 tiene el mismo momento, orientacién y sentido que el de la
figura 1.8, por consiguiente, si se aplica al cuerpo producirla el mismo efecto extemo que

el que originaria el par inicial.

1.3) Centroide

El centroide de una superficie es el punto de la misma, cuya distancia a un eje
cualquiera multiplicada por el drea es igual al momento de la superficie respecto del eje y
se expresa como (X,¥). Las coordenadas del centroide de una superficie ¥ = f(X) se

obtienen con las expresiones matematicas

x|
it
»/F
~Z
<
i
»F

donde A es el 4rea, que puede catcularse por meduo de una mtegral def mda que es“}'k“’

particular para cada superficie; y K es el momento de masa respecto al eje mdwado por e 3

subindice. Las expresiones que defi nen apson:

s *%ff [foofax y = _J." [xf(x)]dx e

| ‘dsstnbuuda con respecto aese m|smo eje




donde M= [ (XA b y V - nJ.‘[f«x)lf,dx

' pr«ldn Siuna praslén esta uniformemente dastnbulda sobre una supetf c

los diversas puntos del cuerpo

El término centroide se usa a veces en un sentido restringido aplicandolo
Unicamente a las figuras y cuerpos geométricos en los que no interviene ninguna idea de
masa, por tal motivo se usa el témino centro de masas para designar aquel punto de un
cuerpo fisico en el que podria interpretarse concentrada la masa del mismo, de modo que
su momento con respecto a un eje 0 a un plano cualquiera serfa igual a la suma de los
momentos de los elementos de masa del cuerpo, con respecto al mismo eje o plano.

Otro término estrechamente asociado con el centroide es el centro de gravedad. E|
centro de gravedad de un cuerpo se define generalmente como el punto del mismo en el
que actua el peso del cuerpo cualquiera que sea su posicion: y al hallar el centro de
gravedad interviene el momento de un sistema de fuerzas. |

g

Generalizando, ia coordenada X del centroide de una iongltud L, de una supemcle‘ :

de area A, de un cuerpo de volumen V, o de una masa M puede hallarse pa\men_do_de ‘Ia‘s' L

siguientes ecuaciones :
- M
X = —
v

‘Las coordenadas y y z pueden hallarse por ecuaclones snmllares

Un punto lntlmamente relacionado con el centro de gravedad es

centro de presion es el punto de apucacuén de Ia resultante de Ias presaones { ‘ercld‘




Ejemplo 1.3 : Calcular la coordenada X del centroide del cono circular recto de |a
figura 1.12

Y

Z

FIGURA 1.12 EJENFLO 1.3. CONO CIRCULAR RECTO
‘Solucién

La expresion para el volumen de un ceno circular rectoes |

riax

-
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Sustituyendo esta farmula en las expresiones que determinan al centroide de un

cuerpo y haciendo las operaciones matematicas pertinentes, se llega a

r'h’
V=l
27

Por lo tanto :

x;
|
Y

=

1.4) Esfuerzo

Sea una barra prismatica cargada en su extrema, talcomosemdica n la fig
i Poesiatiedr s i




§

Vi

 FIGURA 1.13 BARRA PRISMATICA

Partiendo de la figura, se observa que el esfuerzo es la resustencia Que ofrecen lo)"‘“
companentes interos de un cuerpo a fa accién de la fuerza extema a modlﬁcar ol ¢
inicial del cuerpo. Se consnderan concentradas en una sola fuerza reslstente‘dlstnbuld
sobre el 4rea total de accién; asf el esfuerzo se denota por : ' &

gt
vy

Donde o = esfuerzo, F = fuerza extema y A = 4rea,
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deformacién es igual a 0.7x10-3,

Un esfuerzo tiene las dimensiones de fuerza dividida entre 4rea ( FIL2 ) y puede
expresarse en distintas unidades, como kilogramos por centimetro cuadrado ( Kg./em 2 ),
libras por pulgada cuadrada ( Ibs /pulg.? ), etc.

Los esfuerzos no pueden medirse experimentaimente; sin embargo, hay muchas
técnicas para calcular la deformacion, y ésto es de gran ayuda porque es posible estimar
el estado de esfuerzo en un punto, después de computar el estado de deformacion.

La deformacién es el estado final que guarda un cuerpo después de haber sido
afectado por una fuerza ( de tension o compresiéon ), ocurre porque no hay cuerpos

perfactamente eldsticos. L.a deformacion queda definida por la farmula

donde e es la deformacidn ( cantidad adimensional ), o el esfuerza y E-eiﬁr‘nkd»dui.o; de

Young o de elasticidad del material en cuestion.

Ejemplo 1.4 : Determinar el esfuerzo total en una varilla ;cilinddcva | de acero, cuya

Solucién :
Por tablas ( tabla B.1), se sabe c‘we'para, el acero E=276x106Iblpulgi’,po
0=07x108x276x105=19.22x 103 bJpuig2.

Estos temas seran tratados con mayor profundidad encap(tulospostenor '

0
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CAPITULO 2. METODOS NUMERICOS

Los modelos matematicos de procesos naturales o fisicos inevitablemente
contienen algunos errores inherentes que resultan de la comprensién incompleta del
fendmeno natural, la naturaleza estocastica o aleatoria de los procesos mismos, asl como
de las incertidumbres de medidas experimentales. A menudo el modelo incluye sélo las
caracteristicas pertinentes del proceso fisico, es decir, se excluyen las irrelevantes.

Aunque se pudiera desaroliar un modelo libre de errores matematicos, éste no
podria ser resuelto exactamente en una computadora digital, ya que ésta Unicamente
puede ejecutar un numero limitado de operaciones aritméticas simples : sumas, restas,
multiplicaciones y divisiones. Sin embargo, las divisiones son una serie de restas
sucesivas, y las restas son sumas de un tipo especial, también Iés multiplicaciones sc_)h
una serie de sumas sucesivas; en concreto, una computadora digital sélo realiia Sumasj
otra limitacion es que todas las computadoras tienen registros cOmputadionalés y’ _
memorias finitas, lo que implica que sélo un subconjunto dnscreto de Ios numeros reales
racicnales puede ser generado, manipulado y almacenado | e

Lo anterior significa que operaciones como dnferencnacubn mtegracuén y evaluacléni i

de series infinitas no pueden ser implantadas dwectamente en una computadora dlgutal es

decir, se debe recurrir a técnicas auxiliares para hacer. aste tupo de calculos estosf{
procedimientos coadyuvantes son los métodos numericos. . R

Exusten metodos numeéricos para reallzar mtegracnones mvemr matnces resolvers‘:
sistemas de ecuaciones, etc. ; aqui se descnblrén algunos métodos gatmsuanos_ :
encontrar el valor de las incognitas en sistemas de ecuacuones y otnos para resolver,
ecuaciones diferenciales, particularmente el método de ‘_Run_ge_ - Kutta. ,‘Se_. gstuqnap -ggtq

métodos porque se emplean para aplicar comectamente el método del e’,lementijiﬂ;ﬁﬁigq;i
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2.1) Métodos Gaussianos

Considérese el sistema de ecuaciones lineales siguiente :

AuXi+ @uXz+ ks = by
anX1+ @nX2+ @xuXs= b2
anX1+ @uXa+ @nsXa= b

El sistema anterior también se puede expresar como .

au a8z  aaijl Xy b ‘ ; R
a8 dan anj Xa2|= ’bz ‘ o ' SR
a4 8n as) X b, ‘ ' ‘ ‘

O también como Ax = b, donde A es la matnz de coeﬁclentes b es el vectorl de” o

términos mdependlentes x es el vector de mcagnitas a detenmnar que deben satasface
simultaneamente ai conjunto de ecuaciones. T e _' .

Para resolver este sistema, el pnmer paso es reemplazar Ia segunda ecuaclbn{por eli
resultado de adicionarie la primera ecuacion multlpllcada por -ama" De manera
se sustutuye ia temera ecuacldn por el resultado de sumade la pnmerya"'écuacla
multiplicada por -asay,. |

El resuitado es el sistema:

31#1*812!2*313*3"’1

‘a u!z'fa 13!3‘!" ‘

a ux;*'a ul;'b'




N |

en el cual a' y b' son los nuevos coeficientes que resultaron de las manipulaciones
matematicas hechas. Ahora, se multiplica la segunda ecuacion ( del sistema obtenido ) por

-a'3p /@'y, y se suma el resultado a la ecuacion tres. El resultado es el sistema triangular

aqXq+apX*agaxa=b,y
a'pyXg+a'yXy=b')

aﬂazxzsbﬂa

donde a"43y b"4 se obtienen de las aperaciones aritméticas realizadas previamente.

E!l sistema ya esta listo para ser resuelto por el proceso de sustitucion hacia atras, el
primer valor que se calcula es el de x3 de la Ultima ecuacion; ésto pemite que x, se
obtenga de |la segunda ecuacion, y después x, se encuenira partiendo de la ecuacion uno.

Cabe sefialar que siempre deben tomarse como pivotes los elementos de la
diagonal principal. | |

El método descrito anteriormente es conocido como eliminacion .‘ga‘uss,iana, y“ |
aunque parece primitivo a primer vistazo, resulta ser muy conveniente para Sér ,im';k)ilan‘tado_ 5
en maquinas automaticas. S

Ejemplo 2.1 : Encontrar |a solucion del siguiente sistema de ecuac'iohes"f , .

3Xj + 2x; - 4x3= 10
-2x4 + 6xy- Ixy=-2
4x154x2+‘10x3:_-'~ 6
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Solucién -

Se toma como pivote el primer renglén, se multiplica por 2 y se le suma el segundo

rengién multiplicado por 3. También se multiplica por 4 y se le adiciona el tercer renglén

multiplicado por -3.
Ixg + 2x, - 4X3 =10
Ox4q +22x; - 17x; = 14
Ox4 + 20x, - 46X, = 22

Posteriormente se toma como pivote el segundo rengién, el cual es multiplicado por

-20, y se le agrega el tercer renglon multiplicado por 22 :
s - A=
Oxy +22%;- 17x3= 14 B
Oxq + Ox, - 672xy = 204

Ahora se encuentran los valores de las incognitas, madrantelasustrtuclé hacia

atras :

| x,-m
Xz- “’112
ne- mss

Muchas otras personas se han basado en este método para ‘; re
eﬁcrantes y aﬁcaces para resolver srstemas de ecuaclones por ello 50
‘como de Gauss Jordan Gauss Seidel, etc donde el segundo nombre COITespol

nombre de la persona que desarrollo Ia técmca




El mélodo de Gauss - Jordan se basa principalmente en dos operaciones
matriciales elementales :

a) intercambiar un par de ecuaciones

b) multiplicar una ecuacion por una constante y sumaria algebraicamente a otra.

Ejemplo 2.2 : Determinar la solucion x del siguiente sistema aplicando el método de

Gauss - Jordan

. A%y - 3%y + 3%y -3Kg=-8 —» pivote
Xq - Xo +4X3-2%4= 8
3xq+ 2xy + Xy + 4xy =31

- ) 2%1- Xy +3xX3- X4 = ,7

Solucion : | g L e e

Al realizar los pasos indicados por el métado, eltsisterﬁaj queda delasmutente

manera .

4x1-3xz+3x3 3x.--5

0x4- 025114'325:3 125:.-625
10x1+425x1 125x3+825x4-3475
'ox. osx,+1sx,+05x.-9s

Se checa cual es el valor absoluto mayor y se coloca en el seg; do renglén

| pnmer renglén permanece mmowble )




e gy

4%¢ - Iy + IX3-Ixg=-5
| Ox4 + 4.25x, - 1.25x; + 6.25x%, = 34.75 - pivote
0, - 0.25x, + 3.25xs - 1.25%, = 6.25
| 0xy - 0.5%, + 1.5%3 + 0.5x, = 9.5

De la segunda iteracion, resulta :

Axy + 0%y + 2.12x; + 1.41%, = 19.53
Ox + 4.25x, - 1.25x, + 6.25x, = 34.75
. j 0x4 + Ox; + 3,18x; - 0.88x, = 8.29 —» pivote
S Oxq + Oxy + 1.65x; - 0.24x = 5.41

i

A partir de aqui, la primera y segunda ecuaciones permanecen mmovnbles entonces

se toma como pivote la tercera ecuacién. En la sngulente lteramOn se obtlene

o ‘ Ay + Oxy + Oxg + 2%y =14

0x4 +425x,+0x; +59x4-30 01

0x + 0x, + 3. 18x3 0. m. = 0 29

_0x1 + Oxz + 0x3 +0. 22x4 =1, 11 -+ pivotc

o Ahora, Ios renglones 1,2 y 3 nose mueven se toma como pwote a Ia ec kcu’»i

o Lo Fmalmente el sustema queda de fa sngunente manera

RO A "-'39"'1?‘“"'

et A YT
o 5 31lx3 “"-'-',"'-1213
| o ozzx. -.;1;1,1. T



Por lo tanto :

x4 = 0.98
Xp = 1.94
X3 =

X4=5

Los valores reales son: Xy = 1, X;=2, X3= 4y X4= 5.
Se deduce que a través de este método se obtiene una exactitud altamente

aceptable, si se hubiera aumentado el numero de decimales considerados, la exactitud

serfa mayor. Esto significa que hay emor de truncacion y de redondeb, para mas

informacion consultese el apéndice correspondiente.

Otro método es el de Gauss - Seidel, que se describe enseguida. :Da(io el sistema; -

anXi+ a12X2 + a|:Xa+--'+31AXn = b 2
@n X1+ @nXz + @aXat: - +8udn = by
@ X1+ @nXz + @nXat - +Bado=bs

@nX1+ 8oaXs + @ Xot o +@mMo=bn

Se despeja de cada ecuacién, la incognita respecti\)a, ‘, utuhzandolasfénnulas f

28
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1
X3 = (D1~ @uX2— @8uXs—="+~81:Xn)
ian

1
Xz= — (D2~ @uXz— @nXs— v+ ~&@20Xn)
dn

| 1
| Xs=—{(bs— @nX1~ @2 Xs—++—83:Xn)
asn

1
‘ Xn = "“‘*"(bn —@mX1— @n2Xa2——@m - 1Xn)
; F: . :

1
¢
)
1
.
i
H
i
:
{
1
f
H

Ahora supone que el sistema es recursivo y que todas las incognitas estan en la

k - ésima iteracion; es decir, queda de la forma :

XM = — (b~ @nXs' ~ 31;Xa“f-"'*-:aian. ) A

an

X' = —(D: - @n X - @kt — o -@aa")

x'k+1 - ;‘_(b’__ .ﬂx'kﬂ = aaxzkﬂ__..._..""x”") S

th‘, = ’;‘"‘(bn - anxsm, g ‘an;!x;”_’v"," ' "'amx;vh

‘dondek=0,1,2,3, N ha_Sta un,vélé'( ﬁhitof).": i




‘aplicando el método de Gauss - Seidel

Como el método es de aproximaciones sucesivas se requiere de un conjunto de

valores iniciales para las incdgnitas, que se obtienen de alguna de estas maneras :

" - (0,0,0,...,0)

LY

an azz an am

en las cuales T denota al vector transpuesto.

Cuando se usa el método de Gauss - Seidel, debe verificarse que se cumple el

criterio de convergencia, dado por I3 expresion :

!ﬂu' 2 Zla,] | = 1 2 3,...,

h-l

Elemplo 2 3: Dadoel stguuente sistema lineal de ecuactones encontrar Ia solucubn g o

Xt X +“0X3“'15K’4"~; 11 o
0X1 + 2!2 ""11*3 "'2!"16 |
Oxq + 12K+ Xy -%=9
-16xq + 2%, + 033”*5"‘4"30,_ ,‘
Solucién

Aplicando el criterio de convergencia :
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i=1

P11 #1-14]

i=2
121 #1131

| i=3

111 4111
| 1=4 |
111#1-14] ;

Se observa que ninguna de las ecuaciones cumple con el criterio, se reacomoda el |

sistemna de tal forma que la mayoria de las ecuaciones cumpian : -

~18xq+ 2x; + Oxg+ Xg4=-30
Oxq+12x,+ x5 - x4 =9 B
Oxq+ 2x, "‘""'3'*52:4‘- 1,5[7,
Xp+ X + Oxy - 15Kg=- 11

El primer paso es despejar las incgnitas

a1



1

X2

Xa

Il

-16
1
12
1
(1
11(

1

-15

(~30 - 2x:— 0Xa— X4)

— (9~ 0X1~ X5+ X4)

6-0x1—2x:~2x.)

(-11- x1- X2-0x,)

Como solucion inicial se obtiene :

Parak=0

Parak =1 |

Parak=2

Para k = 3

X’ =(1.88,0.75,1.45,0.73)

X' = (2.01,0.68,1.18,0.91)

x* = (2.02,0.73,116,0.99)"

X' =(2.02,0.73,116,0.92)




vy

‘= (2.02,0.73,1.15,0.92)

Parak=4

x® =(2.02,0.73,1.15,0.92)

Como estos valores son iguales a los obtenidos en la iteracion anterior, es decir hay

convergencia, ésta es la solucion.

2.2) Método de Gauss - Doolittle

Debido a que el metodo del elemento finito a menudo genera un ‘,sistema»'de
ecuaciones lineales simultaneas relativamente grande es imprescindiblé_ utilizar”una ]
computadora digital. Para asegurar soluciones sistematicas vy eﬁcie‘ntes, se ha‘ce"
imperativo utilizar métodos matriciales de andlisis, los cuales deben representar Ia uh‘i‘on\g
del algebra y el anélisis numérico. Una excelente alterrrativa es el errrpleo ;del*rnértdd‘é de
Gauss - Doolittle. o .

Las dos aproximaciones basicas para la solucién. de grandes srstemas deffjf o
ecuaciones son la iteracién y [a eliminacion. Como ya se explico, Ia eIrmrnacrén gaussrana";,’
es un procedimiento donde la matriz A es transformada a una forma tnangular en la cuali',
pueden encontrarse los valores de las lncégmtas por métodos directos Postenormente s o
hacen correcciones en la estrmacrén original de los valores desconocrdos al proceso se‘v
hace una y-otra vez, hasta que el tamafio de las correccrones resulta desprecrable '

. Existen multrples utilizaciones de los métodos |terat|vos para grandes snstemas ‘d
ecuaciones generadas en |a aplicacion del método del elemento ﬂnlto para problém
tridimensionales. Sin embargo, con el mejoramrento del hardware de las computadorasf}

digitales, las técnicas de ehmmaclon han probado ser mucho mas versames y conﬂabl

es.
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En particular, la matriz de coeficientes producida en el analisis casi siempre es
simétrica y con muy pocos elementos ( dispersas ). La forma general para una matriz de
coeficientes obtenida en un problema de elemento finito bidimensional se aprecia en la

figura 2.1

FIGURA 2.1 FORMA GENERAL DE UNA HATRIZ DECOEFICIENTES BANDADA R

Unicamente las zonas sombreadas de la matnz de orden N*N contlenen elementos

diferentes de cero. Si se indica con 28 el ancho de banda de la matnz donde '_

semibanda o el ancho de media banda se |ograra economlzar ta cantldad“"de":datos-
meétricz

que significa que sélo es necesario guardar la porcu()n N*B de la matnz en cuest|6

almacenados al tomar en cuenta que en realldad la matriz de coeﬁmentes es si

como se sefiala en |a ﬂgura 2 2
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FIGURA 2.2 ALMACENAMIENTO BIDIMENSIONAL DE TA BANDA SUPERIOR DE mu'
KATRIZ DE COEFICIENTES SIHETRICA S

Para sistemas de ecuacmnes extremadamente vastos aun este método d”;

almacenamiento puede ser madecuado por tal motlvo Ia matnz es dlvidlda como 15

muestra en la flgura 2.3

3B



| pivoteo, la elummacaén levada a cabo utmzando un renglén afecla solamente el tnéngulo

A ]

SIMETRICA

Y

FIGURA 2.3 FORNA DIVIDIDA DE LA BANDA SUPERIOR DE UNA HATRIZ DE
COEFICIENTES SIHETRICA L

A causa de la simetria de la matriz de coefuclentes se puede soluclonar el SIstema

de ecuaciones por eliminacion, sm emplear 8l pwoteo Esto representa una magnif ica
ventaja, porque ol puvoteo destruurla la naturaleza bandada de la matnz Asumlsmo sin

de los elementos dentro de la banda debajo de este renglén

Este procedimiento permute realizar la ellmmaclén con pocas submatnces marcada
en la figura anterior. | L
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La técnica de solucién directa generalmente favorecida es la descomposicion

Gauss - Doolittle de la matriz simétrica. Esta eliminacién descompaone la matriz simétrica

[§] coma sigue :

[s]=[LJD]L]
dande [L1] es una matriz triangular inferior unitaria y [D] es una matriz diagonal.

Se debe retener el producto [D[L:]’ y escribir esta matriz bandada triangular

superior en |2 banda superior de [S]. Usando la matriz de coeficientes descompuesta, se
puede resolver para cualquier lado derecho por aperaciones secuenciales de reduccién

hacia adelante y solucién hacia atras.

[L]ly]=[b]

El procedimnento descrito foma ventaja de la naturalaza dasparsa y la astructura'
bandaday siméfrica de la matriz de coeﬁclentes y fue dnsenado para completar al pmceso
de eliminacién o descomposumdn en una secuencia que mimmtzara el tlempo de soluc ‘
y la cantidad de memoria requerida. e ‘, -

Los ejemplos para este método se reservan para ser tra!ados en el apéndice C'
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“ecuacion diferencial y'mx+y. S| Ia condlm()n inicial es que yo(O) = 1 y eI tamano 3| pa

“REYYG

2.3) Método de Runge - Kutta

El proposito de este método es calcular el valor de f(x,y) en varios puntos
seleccionados estratégicamente cerca de la curva de solucion en el intervalo (x,, x,*h), y
combinar estos valores de tal forma que se produzca una buena exactitud en el
incremento calculado Ypeq = ¥n.

Las formulas que definen a este método se proparcianan a continuacion

ki= hf(x.y.),

k2= hf(Xn+%h.yn+'%k1), ,
k:= hf(x. + 1h,¥.+ 1K), '
k4=hf(x:t+h,yn+k3), ’ ’ ‘ s o

Yoo 1= Yn+ 3K+ 2Kz + 2ks + ki)

Estas expresiones parecen muy complicadas a pnmera wsta pero en reahdad soanj
muy faciles de programar. La funcion f es calculada cuatro veces en cada paso ‘ R
Es de importancia especial escoger un: buen tamano del paso con el fin de estlmar’r".

el error cometido en la mtegraclén de cada paso y para, a|canzar |a exactltud requenda |

‘Ejemplo 2.4 : Uhlicese e! métado de Runge Kutta de cuarto orden para mtegrar]a .

esh=0.1.




nrpy

Solucién :

k+=0.1000
k.= 0.1100
k.= 0.1105
k.=0.1210

y(0.1) = 11103

Los métodos del tipo de Runge - Kutta se llaman métodos de un paso, pues solo
emplean la informacién del ultumo paso calculado. Con esto, ellos t'enen Ia capacudad de
realizar el siguiente paso con un tamafio de paso d'ferente Y son |deales para comenzar» Ia ' 1 s

solucion en donde sélo se dispone de las condiciones imclales Sin embargo deSpués de‘f - f‘j‘ e

que la solucion ha comenzado, se puede obtener: mfonnacnén adlclonal acerca de Iaff: Ll b
funcion y sus derivadas. | |

Se han desarollado férmulas de Runge - Kutta de mayor orden ( qulnto sexto';)
pero la conclusnén general, es que la precusnén ad|c|onal es més que compensada por _
esfuerzo de calculo tamblén adicional. En otras palabras no hay mejoria smmfucatwa en la.
eficiencia sobre esquemas de cuarto orden
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CAPITULO 3. RESISTENCIA DE MATERIALES

Este capltulo es el mas propicio para estudiar el problema de como relacionar la
resistencia de un elemento con las cargas externas que se le aplican, ésto es porque ya
se poseen los conocimientos fundamentales que se manejan en el 4rea que cubre el
presente trabajo de investigacion. Por ofra parte, constituye un excelente preambulo para

posteriormente tratar el anélisis de esfuerzos en placas de acero.

3.1) Resistencia de materiales

Aungue algunos de los fundamentos de !a estatlca de cuerpos rlgudos fueron :
conocidos por los cientificos de la antigua Grecia, no se les dio el tratamlento adecuado s o
es hasta el Renacimiento cuando se les empieza a consuderar anero Leonardo da Vmc| 5 s SR

y después Galileo se interesaron en la estética de los cuemos deformables y en las,] : }‘}f.{_,:,'

propiedades mecanicas de los materiales. S
Galileo en su libro intitulado * Dos nuevas cienc:as presento la pnmera dISCUSIOn“";‘
escrita de las propledades de los materiales estructurales y el pnmer tratamlento de Ia .
resistencia de las vigas. Gracias a sus trabajos se mcremento e| mterés en este campo deg
estudio. o - g
En 1678, Robert Hooke formulé su famosa y sencma ley. sobre Ia relaclén ‘exlstente

entre fuerza y daformacnén La Ley de Hooke SImpllf|06 grandemente al ali

matematico que mvolucraba esta drea. Subsigulentemente Jacobo Bemoulh deten'hm
ecuacion diferencial de una barra cargada |ateralmente el j
Leonardo Euler continué el estudio de. la. accién. ﬂexnonante de vngasy'v‘
investigd el efecto torsaona| de una bana compnmlda axlalmente 4 ‘
La primera discusion entendible de los esfuerzos en Ias ﬁbras de una viga»l argada
|ateraimente fue presentada en 1776 por Cou|omb después é| musmo sento Ias bases ,de

A1



la teoria para |a torsién de barras. Ulteriormente, Navier clarificé el prablema de flexion en
vigas.

En breve, puede decirse que Coulomb y Navier son las principales autores del
material que hoy se conoce como Resistencia de Materiales.

Cronolégicamente, el desarrollo de la ciencia de resistencia de materiales sigui6 al
progresa de las leyes de la estética. La estética considera los efectos externos de una
fuerza actuando sobre un cuerpo; ésto es, la tendencia de las fuerzas a cambiar el estado
de movimiento de un cuerpo. La resistencia de materiales trata sobre los efeclos internos
de las fuerzas;, es decir, proporciona una explicacion mas entendible acerca del
compaortamiento de los sélidos bajo multiples cargas.

Tal vez el caso mas simple a considerar sea el de una barma vertical de seccién
transversal constante ( inicialmente recta ), cargada en sus extremas por un par de fuerzas
calineales, opuestamente dirigidas coincidiendo con el eje longitudinal de la barra y

actuando a través del centroide de cada seccion transversal. Para que haya equnibrio
estatico, las magnitudes de las fuerzas deben ser uguales Si las fuerzas estdn dmgndas "

desde la barra coma en la figura 3.1, se dice que la barra est4 en tensubn

FIGURA 3.1 BARRA EN TENSION

Pera si astéan dmgndas hacia la bama, se genera un estado de compresndn ésto se

obsefva enla ﬁgura 32

FIGURA 3.2 BARRA EN CONPRESION
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- porcion lzquterda de Ia barra, este efecto debe ser una fuerza honzontal de magmtud,v

seerugy

Bajo la accion de este par de fuerzas aplicadas se producen fuerzas resistentes
intermas dentro de la barra, cuyas caracteristicas pueden estudiarse al imaginar un planc
que pasa a través de la barra en cualquier parte de su longitud y que esta orientado en
forma perpendicular al eje longitudinal de la barra. Tal plano se designa como a - a ( figura

3.3).

P

a

FIGURA 3.3 BARRA CON PLANO a - a

Este plano no debe estar muy proximo a ninguno de los extremos dé*lé 'barra' Si '

para propésitos de andlisis se separa la porcion derecha de la barra tal como en la f gura ‘ :

3.4, entonces su efecto debe ser reemplazado por una fuerza umforme que se ejerza;

sobre el segmento izquierdo.

p — EEEEEEEEEE :
‘—-—-—-———-—-- ‘ . . P
‘ —

FIGURA 3.4 CORTE DE LA SECCION rRAﬂSVgRSAL ."

Por esta técnica, de introducir un plano conante las. fuerzas mtemas ongmales‘"

ahora resultan externas con respecto a Ia parte remanente del cuerpo Para compen
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"hecho prescnpclones para matenales mecamcos y no metalucos tanto pa

sin embargo, esta fuerza P es realmente la resultante de las fuerzas distribuidas que ohran
sobre esta seccion transversal en una direccién normat a ella.

Ahora se asume que las fuerzas estan distnibuidas uniformemente sobre la seccidn
transversal. Tal distribucién, probablemente nunca sea realizada exactamente debido a la
concentracion aleatoria de los granos cristalinos que constituyen a la barra. El valor exacto
de la fuerza ejercida sobre algin pequefio elemento de area de la seccién transversal, es
una funcion de la naturaleza y orientacion de la estructura cristalina en ese punto. Mas, la
varacion sobre la seccion transversal completa es descrita en forma aproximada, con la
exactitud usada en ingenierfa, suponiendo una distribucion uniforme.

En lugar de hablar de fuerza interna sobre un pequefio elemento de area, es quizé
mejor y més significativo tratar la fuerza normal sobre un érea unitaria de la seccién
transversal. La intensidad de la fuerza nommal por unidad de 4rea és:llamadé es‘fuono_ ~
normal y se expresa an unidades de fuerza por unidades de 4rea. La frase asfucno total :
se usa a veces para denotar la fuerza axial resultante en umdades de fuerza Sl lasf ‘
fuerzas aplicadas a los extremos de |a barra causan tensnén entonces 56 trata de. un'&
esfuerzo de tension; pero si la barra esta en compresnbn as un esfuerzo de compresibn ,

Es esencial que la iinea de accion de las fuerzas aphcadas en los extremos cmce el ] g f::i\f e

centroide de cada seccion transversal de la barra.

3.2) Teoria elastica

de pmeba ya sean eléctncas 0 hadrauhcas
En un esfuerzo por normahzar Ias técmcas de pruebas de mateﬂales

4



tensién como compresién axial. Aqui se mencionan dos tipos de probetas, uno para
placas de metal con espesores de %6 " (verfigura 3.5)y otro para metales con grosor

superiora 1.5" (figura 3.6 ).

N\ /
/ N\
- -

sﬂ

FIGURA 3.5 PROBETA PARA PLACA DE METAL CON ESPESOR DE 3/16"

AN /) ; ' -
- =" L -
/ \. : o :

FIGURA 3.6 PROBETA PARA PLACA DE METAL CON ESPESORSUPERIOR:A LB

Las dimensiones que se muestran son las especnf cadas por la ASTM pero los_f_'j
extremos de las probetas pueden ser de cualquner forma para que haya una buena f jacion' f;j
de las abrazaderas de la maquma para pmeba de carga amal La porcidn central s

extremos. El alargamiento por unidad de longnud el cual es llamado deformaclon ‘normal.

indicado por e, puede encontrarse al dividir el alargamuento lolal 6 entre Ia longltud I



it e

La deformacion es una cantidad adirensional. La frase deformacién total se utiliza
para expresar el alargamiento en unidades de longitud.

Como la carga axial es aumentada paulatinamente por movimientos, el alargamiento
sobre la longitud medida es anotado en cada movimiento de carga, ésta se contin(a hasta
que se fracture la probeta. Conaociendo el 4rea de seccion transversal original de la
probeta, el esfuerzo normal denotado por o se puede obtener para cualquier valor de
carga axial usandao la relacion :

Q
i
»i™

donde F es |a carga axial y A es el 4rea de seccion fransversal ongmal

Teniendo numerasos pares de valores de esfuerzo normal oy defom\aclén normal e ;
puede obtenerse el diagrama esfuerzo - defonnacnén colocando ac como ordenadas yae

como abscisas. Tal diagrama puede tomar una amplia vanedad de formas como se llustraj\?

enla ﬁgura 3.7, de acuerdo a los diferentes materiales usados en ingenlerla
a « ,.‘G-'::f‘

a) ACERO ESTRUCTURAL  b) HIERRO FORJADO c) HULE-
FIGURA 3.7 DIAGRm ESFUERZO = DEFORHACION |
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Los materiales metalicos empleados en ingenierfa son usualmente clasificados en
dictiles y fragiles. Un material ductil es el que tiene relativamente grande una
deformacién a la tension sobre el punto de ruptura ( por ejemplo acero estructural o
aluminio ); mientras que un material frdgil posee una deformacion relativamente pequea
sobre tal punto. Una deformaci6n arbitraria de 0.05 pulg. / pulg. se toma frecuentemente
como la linea que divide estas dos clases de materiales, el hierro forjado es ejemplo de
material fragil.

Para un material cuya curva esfuerzo - deformacion es similar a la de la figura 3.7 a,
es avidente que |a relacién entre esfuerzo y deformacién es lineal para pequefios valores
de deformacién. Esta razén lineal entre alargamiento y fuerza axial fue primeramente
enunciada por Sir Robert Hooke en 1678 y se denomina Ley de Hooke. Para describir este

rango de accién lineal inicial del material se puede escribir :

™
i
m|Q

donde E es la pendiente de la seccion recta OP de la curva esfuerzo - dafonﬁaaibn enla f._::’
figura 3.7 a. ' | B :

La cantidad E es la razon del esfuerzo unitario a la deformacuén umtana y es el}ff Sl
mdédulo de elasticidad del material en tension, tamblén se le Ilama mbdulo de Young Ya:;a ;
que la deformacion unitaria e es un numero puro, es evudente que E tuene Ias musmas_{’;fi :

unidades que ol esfuetzo Para muchos materiales comunes usados en moenierla

médulo de elastlcldad en compresion es aproxumadamente igual al encontrado an tens
‘Cabe sefalar que el componamuento de los matenales bajo cargas esta restnhgudo
esta regién lineal de Ia curva esfuerzo - deformacnén , G
Partiendo del esquema a7 a, se pueden menclonar otras caracterlstica ¢
trascendentes de la resistencna del material. Ellas son ” PR e
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a) La ordenada en el punto F se conoce como limite de proporcionalidad y es &l
maximo esfuerzo que puede ser desarrollado durante una prueba de tensién simple, tal
que el esfuerzo sea una funcién lineal de la deformacion. Para un matenal que tenga una
curva esfuerzo - deformacion como la de la figura 3.7 b no existe limite de
proporcionalidad.

b) La ordenada en un punto casi coincidente con F representa al imite eldstico, y
es el méximo esfuerzo que puede desarrcllarse durante una prueba de tension simple tal
que no haya una deformacion residual o permanente cuando la carga es refirada
totalmente.

Para muchos materiales, el valor numérico del limite elastico y el de
proporcionalidad son casi idénticos, razén por la cual estos términos se usan
frecuentemente como sindénimos. En los casos donde la distincion entre los dos valores es
evidente, el limite elastico es casi siempre mayor que el limite de ‘proporcionalidadf

c) La region donde la curva esfuerzo - deformacion se extiende desde el origen
hasta el limite de proporcionalidad se denomina rango aléstico | |

d) La region donde la curva esfuerzo - defonnacuén se extlende desde el Ilmlte de .
proporcionalidad hasta el punto de ruptura es el rango pldstico. , ‘ e ,

e) La ordenada en el punto Y en el cual existe un aumento en Ia deformamén sin BRARE
que se incremente el esfuerzo se llama punto de cedencia del material. Después de que‘: : ‘ i
la carga ha progresado al punto Y, se dice que toma Iugar la cedencia. Algu_nos mat:enales“ : L
exhiben puntos de cedencia superior e inferior. o ' : |

f) La ordenada en el punto U, la maxima ordenada de la curva, se conoce como' ‘ :
~ resistencia ultima o resistencia a la tensién del material. g

g) La ordenada en el punto B se llama resistencia a ja ruptura del matenal

h) El trabajo hecho sobre una umdad de volumen del material, como una 5|mplefjf c
fuerza a la tension que es gradualmente aumentada desde cero hasta que el Ilm|te dev.j”:f‘
proporcional sea alcanzado se define como ol médulo de resllencia Y puede calcular..eﬁf’- :

como el area bajo la curva esfuerzo - deformacmn desde el ongen hasta el Ilmne def_' :
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proporcionalidad y se representa como el 4rea sombreada en la figura 3.7 a; las unidades
de esta cantidad pueden ser pulg.-lb./ pulg.® o cm-Kg./em3 Asl |a resilencia de un
material es su habilidad para absorber energla en el rango elastico.
i) El frabajo hecho sobre un volumen unitario de material, como una simple fuerza a
la tensién que es paulatinamente aumentada desde cero hasta el valor que cause la
ruptura se define como médulo de rigidez. Este puede calcularse como el 4rea completa
bajo la curva esfuerzo - deformacién desde el origen hasta la ruptura. La rigidez de un
material es su habilidad para absorber energla en el rango plastico del material.
j) La relacion de la disminucion del area de la seccion transversal en la fractura
dividida entre el 4rea original y multiplicada por cien se llama porcentaje de reduccién en
e/ 4rea. Hay que notar que cuando sobre una barra actian fuerzas de tensién, el Area,eh
la seccién transversal disminuye; pero, las operaciones para el esfuerzo normal son
hachas generalmente sobre las bases del 4rea original, este es el casovpar"a] la curva dela |
figura 3.7 a. Como las deformaciones se aumentan a cada ins;tante‘,‘,es mas i“mpqnamél o S
considerar los valores instantdneos del 4rea de ‘|a seccion trahsversal; vsi_-}éstdv se _ll‘e_\‘il_a'far:f f’ e
cabo, |a verdadera curva de esfuerzo - deformacion es obtenida. Tal k‘f‘:u(\‘ia‘rcbﬁpquﬁd&a o e .
la linea punteada de la figura 3.7 a. R R e

k) La relacion del aumento en la longitud después de la fractura dwndlda entre Ia'
longitud inicial, multiplicada por cien es el porccmaic de alamammno i ,

Tanto el porcentaje de reduccion en el 4rea como el porcentaje de alargamiento soni!
medidas de la ductilidad del material. | s ‘ ', o =

Las caracteristicas de msnstencla antes menclonadas se emplean para seleccwnari"?
el esfuerzo de trabajo. Todos los esfuerzos de trabajo estarén dentro dol rango eléstlcog del
material, éste se detenmna dividiendo el esfuerzo ala cedencla 0 el esfuerzo ummo entre
un ndmero llamado factor de seguridad. La eleccuén del factor de segundad
fundamenta en el juicio y experiencia del dlsenador En. ocasiones los factores de
seguridad se explican en los manuales de disefio. | B i
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La curva esfuerzo - deformacion no lineal de un material frégil, obsérvese la figura
3.7 b, caracteriza a otras medidas de resistencia que no pueden introducirse si la curva
esfuerzo - deformacion tiene una region lineal. Entre éstas se hallan

a) La ordenada a la curva esfuerzo - deformacion tal que el material tiene una
deformacion permanente predeterminada o ajuste cuando la carga es quitada se llama
resistencia a la cedencia del material. El ajuste persistente a menudo se torna de 0.002 6
0.0035 por pulgada. Naturalmente, estos valores son arbitrarios. En {a figura 3.7 b, ¢4 esta
denotada sobre el eje de deformacion y la linea OY se dibuja paralela a la tangente inicial
alacurva,

b) La ordenada en Y representa al esfuerzo de cedencia del material, algunas

veces llamado esfuerzo de prueba.

c) La pendiente de la tangente a la curva esfuerzo - deformacion en el origen de la

grafica se canoce como médulo tangente del material.
Los materiales poseen ofra caracteristica que debe tomarse muy en cuenta durante

g

un disefto : el cocﬁcicntc de expansién lineal, éste se define como el cambco de l0ng|tud ', : :
por unidad de longitud de una barra recta sujeta a un cambio de temperatura de un grado y i

se designa por |a letra a. El valor de este coeficiente depende sélo de la escala deVj  [ e
temperatura empleada habitualmente se utiliza la escala Fahrenhent Bajo esta escala elff_ T
coeficiente para el acero es 6.5x106 por 19F. Los cambnos enla temperatura en unaf

estructura elevan los esfuetzos intemos tanto como las cargas aphcadas

3.3) Esfuerzos y déf_otmaciotjés' )

Para evitar riesgos en el producto el mgemero en dlseﬂo debe calcular que' 0!

esfuerzos nunca excedan |a resistencia calculada. En !a fi gura 3 8 se |lustm un elemento |

de esfuerzo tridimensional y se muestran los esfuerzos normales
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| y son de tension. Los cortantes son posntlvos su actuan en Ia dweccnén posntlva de un

R v |

z

FIGURA 3.8 ESTADO DE ESFUERZO TRIDINENSIONAL

Se muestran tres esfuerzos normales oy, oy, Oz, todos pObltIVOS y sa|s gsfue,zos»{;‘}} o
cortantes vy, Ty, Ty, 1,,. T ¥ T también positivos. El elemento esté en equmbno estttlco
por lo tanto : e

tly = Tyx‘
Tyl = tlv

,Tz;-tu o

Los esfuerzos normales dirigidos hacla afuera del elemento se considaran posiuvos

N



de referencia. El primer subindice de una compaonente de esfuerzo cortante indica el gje
coordenado, que es perpendicular a la cara del elemento; el segundo indica el eje de
coordenadas paralelo a dicha componente.

La figura 3.9 ilustra un estado de esfuerzo plano o biaxial, que es lo més tradicional.

Y

FIGURA 3.9 ESTADO DE ESFUERZO PI.ANO 0 BIAXIAI.

En este caso unicamente los esfuerzos normalas se trataran como posmvo 0
negativos. El sentido de las componentes de un esfuetzo conante se especlf card de
acuerdo con el sentido de las manaclllas del relol ( igual 0 contrano ) :

~ Ahora, supéngase que el elemento de la ﬁgum 39 es cottado co un-plano

inclinado, el cual tiene un éngulo [ con respecto al eje X como se aprecla en' ﬁg__ ra
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FIGURA 3.10 ELEMENTO DE ESFUERZO BIAXIAL CORTADO POR UN PLANO
INCLINADO

iy Los esfuerzos principales maximo y minimo representados por o, y o, se obtienen
de las expresiones : |

o« + Oy "'\/?a.-—o,a' e
O1= ———+ J(—) +

oto [G-o. ,

Los dos esfuerzos cortantes maximos serdn :

g : | “ ra=+‘/(-5-2—f—_?—)*+r@"f» |

2
: Y el angulo por:
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tg2 = -~

Cfr"‘O—y

Con frecuencia en el disefio se plantea la hipotesis de que hay una distribucion
uniforme de esfuerza. Generalmente, al resultado obtenido con esta canjetura se le llama
tension pura, compresion pura o cortante puro. La hipodtesis de esfuerzo uniforme
significa que si se corta la barra en una seccion transversal, alejada de ambos extremos,
y se separa una de las mitades, es posible sustituir su efecto aplicando una fuerza
uniformemente distribuida de magnitud oA en el extremo cortado. Entonces se dice que el

esfuerzo ¢ esta uniformemente distribuido y se calcula por la siguiente ecuacion :

Q
i

Como se dijo anteriormente, la elastncldad es Ia proptedad por. Ia que un matenal

puede recobrar su forma y dimensiones onginales cuando se anula la carga que lo T
deformaba. La Ley de Hooke establece que el esfuerzo en un matenal es dlmctamentef‘_'
pmporclonai a la deformacién que lo praduce, los matenales que obedecen a Iey dez:;‘
Hooke son eldsticos. friy :

Para la condicién de que la deformacion sea prb’pdr@iional "al estefzb“éé tiene

o*=E£

r=Gy

donde Ey G son Ias constantes de proporcmnahdad Como las. deformamones son | 'al

~adimensionales, E y G tienen Ias mismas umdades que el esfuerzo La constante = S|
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llama médulo de elasticidad y la constante G recibe el nombre de médulo de elasticidad al
cortante o bien médulo de rigidez. Sin embargo, tanto E como G son Indices de la rigidez,
o resistencia a la deformacion, de los materiales. Estas dos constantes representan

propiedades fundamentales de éstos.
Al sustituir o= % yeE= % en la ecuacién anterior y reordenar, se consigue la
ecuacion

Fi

i TN m———"
§ =

AE

2 Esta sirve para calcular la deformacién total de una bara, cargada axialmente a
tension o compresion. SR ,

Los experimentos demuestran que cuando un cuerpo se. somete a tensibn no sblo; o o
se le producird una deformacion axial ( alargamiento ), sino. tambnén una deformaclbn_f‘j
lateral ( estrechamiento ). Poisson demostré que estas dos defomvacnones“} : onfg
proporclonales entre sl, dentro de los Ilmltes de Ia Ley de Hooke | A

La constante de proporcionalldad se deﬁne como :

v= - ( deformacién lateral / defbmaclbh‘#xh’l ) i

y se conoce como razdn o nlacidn de Pomon Estas mlsmas relaciones se verif ca

| para la compresnbn pero en este caso se produce una deformacibn Iatera d
ensanchamlento ' A e
. Estastres constantes eléstlcas estén relaclonadas entre sl como SIQUB

.. 23(1?"),
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En latabla B.2 se dan valores de la relaciéon de Poisson para diversos materiales.

Recuérdese que los esfuerzos no pueden medirse experimentalmente; sin embargo
hay muchas técnicas experimentales que se utilizan para medir la deformacion. Por
consiguiente, si se sabe qué relacién hay entre el esfuerzo y la deformacion, es posible
calcular el estado del esfuerzo en un punto, después de medir el estado de deformacién.

Se define como deformaciones principales a |as que ocurren en la direccion de
los esfuerzos principales. Ademas, en las caras de un elemento alineado en las
direcciones principales, las deformaciones por cortante son nulas. Las tres deformaciones

correspondientes a un estado de esfuerzo uniaxial son :

=‘V
E
2= — V&1

£ =~ VEy

Se usa el signo menos para indicar deformacnones por compresuén Debe notarsef;: s
que, en tanto, que el estado de esfuerzo es umaxial ol de deformaclbn es tnaxlal
Se dice que un estado de esfuerzo es triaxial cuando mnguno de los esfuelzos

principales es igual a cero. En este caso |as defom\aclones pnncupales son



| (8] VG2 Vo

61 e - ———— —— e

E E E

: 02 VO Vo

£2= — e = e

E E E
e ..ffi..ffl.. V(r2
‘"E E E

‘ En funcion de estas deformaciones, los esfuerzos principales son :

Ec{t— v)+ vE(e. + L‘a)
= 1-v-2v
E£,(1 - v)+ vE(e1+ 6‘3)
1-v-2v*
56‘1 v+ ‘»E(&‘H—&‘:)
o = 1 v-—2v’ LEe




Aqui vyl representa el esfuerzo producido por el peso de la bama. El peso de la
porcion de bama situado por debajo de una seccién recta a la distancia x del extremo

inferior es Ayx, entonces el esfuerzo estara dado por

_F+Ax

A

Anteriomente se menciond que es importante considerar el factor de seguridad. En

este caso la seccion de seguridad se calcula con la formula

F

A=
a-

o¢ es el esfuerzo de frabajo.
De la ecuacion previa se observa que el mcremento de |ong|tud de Ia barra hacej-:‘;_

aumentar la seccion recta de segundad A

seccnones rectas mﬂmtamente prbxlmas como en Ia ﬁgura 3 11
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los elementos es decir con la expreslén

'dx

FIGURA 3.11 BARRA PRISMATICA

Puede suponerse que es tan corta la longitud dx el esfuerzo es constante y wenei i

dado poria formula antes mencnonada Entonces el alargamlento da seré

F +Ayx

do= -AET‘dx

El alargamnento total de la barra se obtendra sumando Ios alargamnentos{ de todos:

“EawEg]




. (F +Amx / 1
8= | g —dx = zg(F + 5 AN)

Ejemplo 3.1 : El elemento de la figura 3.12 est4d sometlido a la accion de los

esfuerzos o, = 350 Ib. / pulg.2, o, = 210 b. / pulg 2, ©y = 70 lb. / pulg.2. Determinar las
magnitudes y direcciones de los esfuerzos principales o4 y o

Y

5

FIGURA 3.12 EJEWPIO 3.1
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Solucién :

ov= g +(5) + (T0) = 3791b.

350+210
Or=——g——

~ JEZZF + (70) = 184ib.

_ . q70)
924 = - 350 210
. ¢ = -225°

=12 29 = -45°

Toda esfa discusion se ha basado en la suposwl(m de que dos caracterlstlcas , ‘

prevalecen en el material ; es |sotr6p|coyhomogéneo T e ]

34) Mctodologua‘ del disefo -

Expuestas ya las |deas pnncapales de la resnstencaa de matenales ahora se ‘pued
proporcionar la metodologla a segutr en un daseno e oo ’j 1
E! disefar consuste en formular un plan para satisfacer una necesidad Ia cual de
ser plenamente |denl|ﬂcada es decir, el pmpéslto fundamental del dlseﬂo es la obtencié
de un resullado final al que se Ilega por medlo de una accnbn detelmin__da

creacnbn de algun objeto : , S
EI disaﬂo mvolucra vanas fases ellas se aprecuan en Ia ﬁgura 3 13




SEgera

%1 RECONOCIMIENTO DE LA NECESIDAD jagmp

)

DEFINICION DEL PROBLEMA

!

! ANALISIS Y OPTIMIZACION

'

| SINTESIS

EVALUACION ~  fe—e
) RETROALMENTACON

© PRESENTACION

'FIGURA 3.1 FASESDE‘:I:I.' niém’ e aa

El nconoclmlcnto de la mcuidad y expresana en detenmnado umero de
palabras es una aclividad creatwa pues la mayoria de las veces una necesndad*puede

| mamfestarse sumplemente como un vago descontento o buen por "la
dnficultad ) enla sensacién de que algo no esta buen Por Io general |as n

' |dent|f cana partir de una clrcunstancla adversa | s |
- lLa dcﬂnlcldn de/ pmbloma debe abarcar todas Ias conducuones que
objeto que - dnseﬂara Tales dlsposmuones son las cantldades d, entrada

caracteristicas y dlmensuones del espacuo que debera ocupar el objeto asl; co
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limitaciones de estas cantidades. Las especificaciones definen el costo, la cantidad de
piezas a fabricar, la duracion esperada, el intervalo o variedad de capacidades, la
temperatura de trabajo y la confiabilidad.

Para el andlisis y la optimizacién es indispensable que se ideen o imaginen
modelos abstractos del sistema que admitan alguna forma de anélisis matematico
( modelos matematicos ). Se aceptaré el que reproduzea o mejor posible al sistema flsico
real.

El siguiente paso es la sintesis de una solucién 6ptima, ésta no podra efectuarse
antes de efectuar el analisis y la optimizacién, puesto que se debe examinar el sistema a
disefiar, para determinar si su funcionamiento cumple con los requerimientos establecidos.

La evaluacion es una fase significativa del proceso total de disefio, pues es la

demostracion definitiva de que un diseflo es acertado, vésta incluye pruebas con un
prototipo. |
La etapa final es |a presentacién, ella representa un trabajo de venta de Ias‘ideas’{a, ,

las personas interesadas en el disefio. f SR e

El disefio es un proceso iterativo en el que se pasa por vanas etapas se evaluan St

los resultados y luego se vuelve a una fase anterior del pmceso ; :
Exlsten factores que deben conslderarse en un dnseno mecanlco ( algunos pueden,}; .
resultar crltucos) éstos son : ‘ L
- * Resistencia
* Confiabilidad
* Condiciones térmicas
* Corrosion |
* Desgaste
* Friceion ‘o rozamiento
* Procesamiento
* Utilidad
* Costo
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* Seguridad

* Peso

* Ruido

* Estilizacion

* Forma

* Tamafio

* Flexibilidad

* Control

* Rigidez

* Acabado de superficies
* Lubricacion

* Mantenimiento

* Volumen.

Algunos de estos factores se refieren directamente a las dlmensmnes al matenal alf‘ e

procesamiento o procesos de fabricacién, o bien, ala unl()n 0 ensamb!e de Ios e!ementosfff;
del sistema. Otros se relacionan con la conﬁguraclén total del sistema :
Ofro aspecto importante en el disefio es el factor de segundad EI f””

seguridad se aplica al factor utilizado para evaluar Ia condncibn segura de un e!emen

éste se define como :

valor Ilmlte de F
Frecuentemente se usa el térmuno margen de segundad Este margen est

la expresion :
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m=n-1

El factor de seguridad se emplea en la ingenieria de disefo para considerar las

incertidumbres que pueden ocurrir cuando las cargas reales son aplicadas al elemento

disefiado y construido.
Otro punto substancial es la confiabilidad, ésta es una medida estadistica de la

probabilidad de que un elemento mecanico esté en servicio. Esta cantidad se denota con
la letra R y se encuentra en el intervalo 0 < R « 1. Una confiabilidad de R = 1 no puede

obtenerse, ya que significa que la falla es absolutamente imposible.
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CAPITULO 4. ANALISIS DE ESFUERZOS

Cuando un material tan importante como el acero, ha sido estudiado con el
microscopio, se ha observado que consiste de cristales de varios tipos y diferentes
orientaciones, lo anterior pone de manifiesto que el acero estd muy lejos de ser
homogéneo; sin embargo, la experiencia ha demostrado que los métodos de solucion de
la teoria elastica ( basados en las suposiciones de homogeneidad e isotropla ) aplicados a

estructuras de acero proporcionan resultados de gran exactitud.

4.1) Esfuerzos y deformaciones en piacas de acero

La figura 4.1 representa una placa con reacciones Ry y R, en sus apoyos y cargad}a

con las fuerzas concentradas Fy, Fo y Fa. | S e R L s e
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las fuerzas. La fuerza cortante y el momento flexionante estan relacionados po

R | ‘Rz

FIGURA 4.1 PLACA SIMPLENENTE APOYADA  ‘”, v  T

La dlreccu(:n asignada al eje Y- determma la convencn()n de sngnos para Ias fuerzas
Las cargas F, F, y F3 son negativas porque actuan en la dlreccubn opuesta a la dele:‘

e;e Y, porio tanto R, y R, son posnwas

tomados con respecto aun eje que esté en esa secclén y sea perpendicul

ecuaclon :

6
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am
dx

V=
A veces una carga distribuida causa una flexion. En estos casos, la relacién entre V

yMsers:

dv d'M

PRI - J R =)

dx dx’

donde o es una carga vertical hacia abajo, expresada en unidades de fuerza por unidad
de longitud. La carga o est4 uniformemente distribuida. Las distribuciones mas generales

se pueden definir mediante la ecuacion :

donde q es la intensidad de la carga dlstnbmda por lo tanto q= -(o
Si se integran las ecuaclones prevnas entre los Ilmnes XA y Xg. se obtnene

‘que establece que el cambio en la fuetza conante desde A hasta B es lgual al 4rea de
diagrama de carga entre Xp ¥ XQ ‘ ‘ o

'De manera semejante ;

R dex S



Esta expresion indica que el cambio en el momento flexionante desde A hasta B es

igual al 4rea del diagrama de fuerza cortante entre X, y Xg.

Ejempio 4.1 : La figura 4.2 muestra una placa OC de 18 pulgadas de largo, cargada
en A con una fuerza concentrada de 50 Ib. y en B con otra de 70 Ib. Determinar las

reacciones Ry y R.

Y

501b. 70 1b.

ANALLALLARIIRARRRRARRARANY
AILLUILALUNLA R R R LR RGN RN

A B

0

J it e

FIGURA 4.2 EJEMPLO 4.1

;
!
j
{
‘§

- Solucion :

i | Aplicando el teorema de momentos, se calculan R, y R2 :

70




| cargas axiales o de torsion ).

“toda su longitud.

R

M = F1d1+ Fd.~ Radr
M =50x4+70x8 - R:x18

Por lo tanto :

T 18 T

Ri=120-R:
R. = 178Ib.

Recuérdese, que ya antes se dijo que hay esfuerzos normales y cortantes Para Lo

deducir las relaciones conespondlentes alos esfuerzos normales por ﬂexlén se harén lasr‘f o e
siguientes idealizaciones ; , ERT
a)La placa de acero se somete a flexion pura (la fuerza conante es cero y no hay,”f

b)El material es isotrépico y homogéneo.
¢) El material cumple la Ley de Hooke.
d) La placa de acero es mncnalmente recta y su secclén transversal es constante en

e) La placa tnene un eje de sumetrla enel plano de Ia ﬂexlén
f) Las dnmensnones dela placa son tales ‘que sélo puede fallar por ﬂexlén"’j‘” no po
aplastamiento conugacnén 0 pandeo lateral ; o s ‘ : i
g) Las secciones lransversales planas permanecen asl durante la ﬂexnén

7
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En la figura 4.3 se ilustra una parte de una placa de acero en la que actua el
momento flexionante positivo M.

Z

o FIGURA 4.3 PLACA DE Acsno\cou‘uouﬁuro‘?LExxouﬁnTsfPOQifivokf'

abajo al igual que el e|e neutro tal como enla ﬁgura 4 4




FIGURA 4.4 PLACA FLEXIONADA

TERRIER

Debido a la curvatura, habrs una seccion AB que girara en un angUId dqi h"a'stka la

posicion A'B, AB y AB' son rectas, de modo que se venﬁca la hlpétesas de que Ias,f‘_ .
- s@cciones planas permanecen asi durante la flexion. Si ahora se usa P para denotar elja i

radio de la curvatura del eje neutro de la placa, ds para Ia Iongltud de un alemento,;
diferencial de dicho eje y d¢ para el angulo entre las rectas cD y A'B' ‘entonces, de Ia

definicion de curvatura se tiene .

El cambio de longitud de una * fibra " es
=ydg (b)
 La deformacion es igual a ese cambio dividido entlré‘ la'lo‘rié‘i.tuq onginal,o s
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| integral es igual a ceroy, porlo tanto dlcho eje pasa por el centronde del é‘

donde el signo negativo indica compresion. Al resolver simuitaneamente las ecuaciones a,

bycqueda:

Asl pues, la deformacién es proporcional a la distancia y desde el eje neutro. Ahora

bien, como ¢ = Es, para el esfuerzo se tiene que :

En este caso se trata de una flexion- pura, lo que sngnlflca que no actuan fuerzas‘ilf . e

T

axiales en la placa. Lo anterior puede expresarse en forma matematlca sumando todas;jf_;f

las fuerzas horizontales que actdan en fa seccion transversal e |gualando Ia suma ,
La fuerza que actia sobre un etemento de érea dA es odA por consuguuente

La ecuacion f determma la locahzacién del eje neutro de Ia seccidn ¥




En segundo lugar se observa que el equilibrio requiere que el momento flexionante

intemno, originado por el esfuerzo o, sea igual al momento extemo M. En otras palabras :

= [ yod ='-IE;jy’dA (9)

La segunda integral de g es el momento de inercia del &rea transversal con

respecto al eje Z. Esto es :
| = j y’dA (h)

Este momento se llama también momento de scgundo orden de droa pues esta‘ '

Gltima magnitud carece de inercia. El verdadero momento de i mercna se reﬂene a Ia masa

Si después se resuelven las ecuaciones hy g, y se reordena queda

1
mx

)

D=

La ecuacnbn i sirve para determmar las deﬂexlones en Ias placas Por ultlmo“alf‘

ehmmar p de las ecuaclones iye resulta

-z




La ecuacion j establece que el esfuerzo por flexion es directamente proporcional a la
distancia y desde el eje neutro y al momento flexionante M. Se acostumbra hacer |a

sustitucion ¢ = y 4, Para omitir el signo negativo y escribir

La expresidn anterior da el valor del esfuerzo maximo. Luego, cuando se sabe qué
sentido tiene el momento, se determina a simple vista si los esfuerzos maximos son de
tensién o compresion.

Es comun, escribir ;

Q
H]

Q
Il

NIE =

donde Z = | / ¢ se denomina mé‘dulo“de seccion.

Elemplo 42 : Una placa de secclén transversa| T, cuyas dlmensmnes serif "'d|can en-

la figura 4.5, se somete a la accion de un momento ﬂemonante de 14 x 103 |b;gf pulg

S Localizar el eje neutro y encontrar Ios esfuerzos méxlmos de tensnén'" comprestén\
| originados por la flexion. EI sentido del momento es tal que produce tensu‘m en la p:

‘superior de Ia placa.

%
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FIGURA 4.5 EJEMPLO 4.2

Solucién

El 4rea total de la seccion es :

A‘r = Ai + Az n
A é'S; 25puzlg.‘

Ahora la seccién T es dwcdcda en dos recténgulos y se suman Ios momentos*de‘

,:estas areas con respecto auneje, que comc'de con el borde supenor
De donde :‘

- ‘7:7' ;

]
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En consecuencia :

c. = 2.673pulg.

Enseguida, se calcula el momento de inercia del area de cada rectangulo con
respecto a su eje centroidal horizontal.
En la tabla B.3 se halla la formula para obtener el momento de inercia de un

rectangulo.

I=0.0321pulg.’
I.=1.7187pulg.'

Posteriormente, se aplica el teorema de los ejes paralelos para obtener el momento o

de inercia de toda |a figura compuesta con reSpecto a su propio- eje centroidal EI teorema:‘ [

establece que :

= I + Ad"

donde lgg es el momento de mercla de un- érea con respecto a uno de sus ejes"i
centroidales ( los de simetrfa que pasan por su centra de gravedad 0 centronde ) el :
momento de inercia con respecto a un eje X, paralelo al centroudal y situad"fﬁa un

distancia d del mlsmo De esta forma las dlstanclas entre ejes para Ios rectangulos"'

~ di=1.077pulg.
d: = 0.823pulg.
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Aplicando dos veces el teorema de los ejes paralelos, se tiene :

I = 5.048pulg’
Finalmente, el esfuerzo maximo de tensién es :

o= -"—’-,3 - 3680/b.Jpulg”

y el esfuerzo maximo de compresion en la superficie inferior es :

SR A B0




‘ tengan el mismo tratamiento ténmco acabado supelﬂclal y tamano que el element

Realizando un desarrollo matematico similar al anterior, se llega a :

c=plydA ()

En esta ecuacidn, la integral es el primer momento del area de la cara vertical con

respecto al eje neutro. Este momento se designa generalmente por Q. Por consiguiente
Q-[yda (2)
Con esta simplificacion final, la ecuacién 1 se puede expresar como :

Ve
"=

Al utilizar esta ecuacién, obsérvese que b es el ancho de la ‘sehcién en la di‘sta‘n-‘c,ia’ iy L
particular y, a partir del eje neutro. Asimismao, | es el segundb 'm‘ome‘nto de 'la";Sec‘Cyibn total Sl
con respecto del eje neutro. ' ‘ " :   |

Lo ideal es que, al disefiar un elemento de méquma el mgemero dlspon ‘a\ de losj e

resultados de una buena cantidad de ensayos de resnstencla reahzados con el matena"’ f

particular elegido para el elemento. Esos ensayos se deben haber hecho con probetas que

disefio; ademés deberan efectuarse bajo las mismas condlclones de carga a que estaria
expuesto el elemento durante el SGNIOIO Tales pmebas proporclonan mformaclb muy G
y precisa e mdlcan al mgemero qué factor de segundad emplear y cuél es Ia conﬁablllda‘

para una duracién de servicio determmada
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El costo para obiener tal cantidad de dalos antes de iniciar el disefio esid
plenamente justificado cuando la falla de esa pieza puede poner en peligro la vida humana
o si se fabrica en cantidades muy grandes.

En resumen, el problema fundamental del disefiador estriba en utifizar los datos de
ensayo simple a la tension y relacionarlos con la resistencia de la pieza, con
independencia del estado de esfuerzo o de las condiciones de carga.

Con frecuencia pueden seleccionarse los factores de seguridad basados en la
carga, tomando en consideracion las experiencias con disefios similares.

En el desarrolio de las relaciones de esfuerzo basicas, se supone que la seccién

fransversal permanece constante y que no existen iregularidades en un elemento. Pero

es un tanto dificil disefar una maquina sin permitir algunos cambios en Ias séCCiones

wxz}m

transversales de los elemenios. Toda discontinuidad en un. componente de- méquma‘]

altera la dnstnbuclén del esfuerzo en la proxlmldad de aquella caracterlshca de manera‘_'li o e
que las ecuaciones de esfuerzo elementales ya no descnben proplamente eI estado de,"_: il
esfuerzo en ia pieza o elemento. Estas dlscontunuldades se denomman acentuadores de'\;j

esfuerzos y las regiones en las que estan se flaman éreas de concentracubn de esfuetzo

‘Hay un factor de concentracion de esfuerzo teénco o geométnco K, 0 K,s el cual se
utiliza para relacionar el esfuerzo méxnmo real en Ia dlscontmmdad con el nomina Los
factores estén def nidos por las ecuaciones : | fiee
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Donde K, se uliliza para los esfuerzos normales y K, para los cortantes. £ esfuerzo
nominal oy 0 bien 1y es mas dificil de definir, pero por lo general es el calculado por medio
de las ecuaciones elementales y el drea neta de la seccion transversal.

El subindice t en K, indica convencionaimente que el valor de este factor de
concentracion del esfuerzo depende sélo de la configuracién geométrica de la pieza; es
decir, el material particular que se utiliza no influye en el valor de K,. Por esta razén se le
denomina factor tedrico de concentracion del esfuerzo.

Cuando se aumenta el espesor de una pieza, se origina una disminucion en el valor
de K y se convierte en asintético a un valor minimo con espesor creciente. A este valor
minimo se le denomina factor critico de intensidad de esfuerzo para deformacion plana,
puesto que [a deformacién que se presenta en la direccion del espesor en la extremidad
de la grieta esta limitada por el material elastico que ia rodea, de modo que I3 mayor parte
de la deformacion se presenta en las dos direcciones situadas en el plano de la placa

En concreto, la concentracion de esfuerzo si tiene que considerarse cuando las

partes han de hacerse de materiales fragiles o cuando estaran sometidas a cargas de
fatiga. Sin embargo, aln en estas condiciones se encuentra que algunos matenales nof

son muy sensibles a la existencia de dnscontmmdades y, porlo tanto, no se tlene que usar '

los valores totales de los factores de concentracion de esfuerzo teéncos

- 82
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CAPITULO 5. SIMULACION

Aungue la construccion de modelos esta presente desde el Renacimiento. el empleo
de la palabra simulacion data de 1940, cuando los cientificos von Neumann y Ulman
resolvieron problemas de reacciones nucleares cuya solucion experimental hubiera sido
muy cara y el analisis matematico demasiado complicado.

La simulacion ha cobrado mayor importancia a raiz del surgimiento de la
computadora. porque gracias a ella se pudieron realizar multiples problemas teorcos y
practicos.

Como se aprecia se ha repetido en varias ocasiones |a palabra simulacion, pero no

se ha definido qué es; a continuacion se proporciona un concepto de simulacion.
5.1) Concepto de simulacién
Simulacion es el proceso de disefiar y desarrollar un modelo computarizado dyé‘u'n:'

sistema o proceso y conducir experimentos con este madelo con el propbsito de ente:n’dgef : Lo |

su comportamiento o evaluar varias estrategias con las cuales se puedé‘ operar el sistema.

La simulacion es esencialmente una técnica que. enseﬂa a construnr eI modelo de"' 9 o
una situacion real, aunada a la realizacion de expenmentos con eI modelo el!o sngmfucaf Z
que su fundamento racional es la busqueda constante dei hombre por adqmnrf
canacimientos relativos a la predlccnén del futuro. ‘ , e :
Las razones para emplear simulacion son dwersas pero entre |as pnnmpales estén
a) Hace pos|ble estuduar y experimentar con las comp!ejas mteraccnones que‘
ocurren en el interior de un sistema dado A
b) Se pueden estudiar los efectos de ciertos cambuos mformauvos de organizacmn :

y amblentales enla operacuon de un mstema
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; funclonamlento del mstema

ongmada por inclinaciones pamculams

g

¢) La observacion detallada del sistema que se esta simulando, conduce a un mejor
entendimiento del mismo y proporciona sugerencias para mejorarlo, que de otra manera
no podrian obtenerse.

d) Puede emplearse como recurso pedagdgico, para estudiantes y practicantes, al
ensefaries los conocimientos basicos del andlisis tedrico, anélisis estadistico y |a toma de
decisiones.

e) La experiencia que se adquiere al disefiar un modelo de simulacion en una
computadora, puede resultar mas valiosa que la simulacién misma.

f) Ayuda a entender la operacion del sistema, detectar las variables mas importantes
y entender sus interrelaciones.

g) Puede utilizarse para experimentar con situaciones nuevas, de las que se tiene
poca o ninguna informacion, con el objeto de llegar preparados para alguna ev‘e‘n’tu'alidad.

h) Sirve como prueba de preservicio para ensayar nUeVas po’lltiCas y{reglask'de o
decisién en la operacion de un sistema, antes de tomar el riesgo de experimeht;atfcdn‘:él L
sistema real. S

i) Proporciona un medio adecuado para dmdlr en panes un 5|stema compllcado eni_“‘i,v |

subsistemas, los cuales pueden ser analizados de manera mdependleme ;
)) Permite estudiar sistemas dinamicos en tlempo real, compnmldo 0 expandldof“;-r.;
k) Se pueden verificar soluciones analiticas. | S

) Ayuda a descubrir obstaculos y otros problemas que pueden presentarse .en‘ el»‘
m) Las conclusnones que se obtengan serén menos susceptlbles a la parclahdad‘j

- n)-Se puede utilizar para entrenamlento de personal

0) Puede ser empleada para ant;clpar cuellos de botella u otra dmcultad ‘que‘ pued
surgir en el comportamiento del S|stema - o f |

“p) Mediante esta se encuentran los valores éptlmos de un conjunto de vanables

Un estudto de s:mulacIOn requ:ere de vanas etapas y éstas son
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Definicién del problema : Es necesario hacer primeramente un analisis preliminar
del misma, con el fin de determinar la interaccion de los elementas dentro del sistema, las
restricciones del sistema, las variables que intervienen y sus interrelaciones, las medidas
de efectividad que se utilizaran para definir y estudiar el sistema, as{ como los resultados
que se esperan obtener.

Formulacién del modelo : Aqul se estudian todas las variables que forman parte
del sistema, sus relaciones logicas y los diagramas de flujo que describen al modelo en
forma completa.

Coleccion de datos - Es muy importante que los datos sean claros y exactos para
producir los resultados deseados. La informacién requerida por un modelo se puede
obtener de registros contables, 6rdenes de trabajo, érdenes de compra 'opinioneé de |
expertos y / o experimentacion, de condiciones aportadas por el medio amblente etc B

Implantacién del modelo en la computadora : Ei siguiente paso es procesar el '
modelo en la computadora y alcanzar los resultados ambicionados. , S |

Validacién - A través de esta etapa es posnble encontrar, Ias deflcuenclas de Ia"‘;”
formulacion del modelo o en ios datos proporcionados al modelo._ L‘asy fonnas ‘:m‘as f c

comunas de validar un modelo son:

a) La opmmn de expertos sobre las resultados de la s:mulaclén

b)La exactltud con que se predicen datos htsténcos | | : N

c) La comprobacion de falla del modelo de sumulacnbn al usar datos que hacen fana
al sistema real. | T e

d) La aceptacion y conﬂanza en el modelo por pane de la persona que hara uso de

los resultados que reporte el expenmento de snmulacién -
Expcrlmemcldn Conslste en generar Ios datos anhelados y hacer anéh
sensibilidad de los Indices requeridos, | | i
, Interprctacrbn Se mtemretan Ios resultados que armja Ia mmulacuén»k,y_en-base
ésto se toma una dBCISIOn BRRREE b
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Documentacion : Se requieren dos tipos de documentacion para utilizar de manera
adecuada el modelo de simulacion; esta documentacién se refiere al manual de usuario y
al manual de operacién.

La mayoria de los modelos de simulacién presentan en su etapa inicial estados
transitorios, los cuales no son tipicos del estado estable. Por lo tanto es necesario
establecer sin ambigliedades las alternativas o cursos de accién que existen para
solucionar este problema. La forma iddnea de atacar es mediante :

a) El empleo de un tiempo de corrida lo suficientemente grande de modo que los
periodos transitorios sean relativamente insignificantes con respecto a la condic_ién de
estado estable. o

b) La exclusién de una parte apropiada de la parte inicial de la comda.

c) El uso de simulacién regenerativa. | | |

Otro factor principal a considerar en un estudio de snmulaclén es el. tamano de Ia_jv.:;f" o
muestra ( nimero de cormidas en la computadora ). EI tamaﬂo de la mueslra debe asegur ar !
un nivel deseado de precision y a la vez minimizar el costo de operacuén del modelo ‘ |
El tamafio de la muestra puede ser obtenido de dos maneras e e
a) Previa e mdependientemenle de la operaclén del modelo
b) Durante la operacion del modelo y basado en los resultados reportad po‘r*el'
modelo; para esta opcion se utiliza la técnlca estadistlca de’ mmvalos do conﬂania
La determinacion de intervalos de conflanza depende de su Ios resultad de la

simulacion son mdependlentes 0 estan correlaclonados y siel snstema anallzado se

en estado transntonooestable R R

Cuando los sistemas que se lnvestigan se encuentran en estado establ
valores que toman las vanables que mteractuan en el suslema son mdependl'" e
utilizan los métodos tradlclonales de mtervalos de conflanza En la determinacnbn‘de Iost

intervalos de confianza se utlllza el teorema del Hmlte central Ia expresuén para al
| mtervalo de confianza es : ‘ TE o
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, métodos analmcos o algoritmos preestablecldos Sin embargo su empleo‘ requiere ue el

wn«igj&

20/6(

-\/Il

Con esta férmula se aprecia que el tamaro del intervalo serd mas pequefio entre
mayor sea el nimero de observaciones que se tengan de la variable aleatoria X.

En las expresiones anteriores se asume que la varianza es conocida; sin embargo,
en muchos problemas reales la varianza generalmente se desconoce. Para este tipo de

situaciones, se recomienda emplear el siguiente estimador de la varianza :

Al combinar las dos ecuaciones anteriores, se observa que definen un ancho de

intervalo de confianza de :

75‘».»“:

n

En breve, la snmulacnén es una, herramnenta de Ia mgemer(a de sastema que se

utiliza para la solucién de problemas cuando éstos no son fachbles d e

anahsta posea Ios conoclmlentos necesanos para la aphcacubn adecuada de st

cuente con la mfraestructura aproplada
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Por otra parte, para obtener resultados congruentes es esencial efectuar un ndmero
considerable de cormidas por computadora, ello indica que también es muy importante
contar con un buen software para llevar a cabo las simulaciones del comportamiento de!

sistema.
5.2 ) Simulacion deterministica
Un modelo tiene diferentes variables. Estas se emplean para relacionar un

componente con otro y se clasifican como exogenas, de estado y endégenas.

Las variables exégenas son las independientes o de entrada del 'modelo y se

supone que fueron preestablecidas y proporcionadas independientemente del siStema que
se modela. Se pueden subclasificar en controlables y no controlables. Las variables

exogenas controlables son susceptibles de manipulacion o contf()l po‘r,‘ ,duign ‘.tqmé}

decisiones o crea pollticas para el sistema.

e

Las variables de estado describen el estado de un sustema o uno de sus‘fﬂi e

componentes en.un periodo dado. Interacclonan con las vanab!es exbgenas del s;stema y |

con las endbgenas de acuerdo a Ias relaclones funclonaies supuestas para el snstema‘?“Su _j;f

valor depende de los valores de una o mas vanables exégenas en algun penodo f

del valor de ciertas vanab!es de salida en tnempos antenores ( retroallmentaclbn ) 7

Las variablos onddgonas dependen dlrectamente del sistema y son generédasf:po""

la mteracclbn de las vanables exbgenas con Ias de estado de acuerdo con& las

caracteristlcas de operacnbn de éste

Los mode!os de mmulacnbn se dwlden en estéucos y dmémlcos l

subdw:den en determmlsucos y probabllistxcos Enla sxmulaclbn probablllsuca 'se emplean.

variables aleatorias o probabﬂlstncas en tanto que en Ia determmlstica las fvanab S

exégenas y endégenas ne son vanables aI azar ( SuS valores son conomdos ﬁy 0 suf
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variacion ); ésto es porque se suponen relaciones exactas para las caracteristicas de
operacién en lugar de funciones de densidad de probabilidad.

Es normal que en los sistemas econémicos, financieros y administrativos se utilice
ampliamente la simulacion probabilistica, ya que los factores que se manejan en estos
modelos estan sujetos a variaciones probabilisticas. En estos casos es recomendable
usar el conocido Método de Montecarlo; éste requiere valores aleatorios, los cuales
postenormente seran manipulados por las funciones de forma del madelo y sometidos a
procesos estadisticos, empleando las funciones de probabilidad correspondientes. Una
vez obtenidos los resultados, se repite el proceso con nuevos valores aleatonos, y asl

sucesivamente hasta que se pueda formar un criterio de solucion 6ptima. Cuando ya se

tiene un gran numero de corridas ( de mil a cinco mil ) se generan valores estadisticos que

indiquen el resultado " real ".

La simulacion deterministica frecuentemente se aplica en modelos ma(eméticds que.
involucran a las ciencias exactas ( fisica, ingenieria civil, mecamca electrémca

matematicas puras y apllcadas ingenieria genétlca geologla etc ) Aqul Ios valores de“ ol

las vanables usadas son determmados por las: condlclones del problema ".'yi_yno so‘" '

madificados durante cada proceso de solucnén Sin embargo en este tipo de solucnén

mdlspensable el uso de una computadora y software especlallzado pues si se quisiera

llevar a cabo este procedimiento via manual representarla un enorme gasto de 1
esfuerzoydlnero ademas habrfan demasuados enores | j e "'
- En la simulacion deterministica es tmprescmdlble reahzar un vasto numer
corridas. Estas pueden ser desde vemte hasta vanos clentos f .
El criterio para establecer el numero de comdas necesanas depende el tip ‘de
prablema a resolver, la complendad del modelo mateméﬂco y Ia expenencla‘ del analista
Para el caso de anahsns de esfuetzos en placas de acero por elemento« in

suglere la metodologla descnta enla flgura 5.1
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DISENO DF LA ESTRUCTURA

1

- IDENTIFICACION DE VARIABLES

!

GENERACION DEL MODELO MATEMATICO

Y

RESULTADOS

|

ALMACENAMIENTO DE INFORMAC’I(,#)N

NO

MANFULACIONESTADISTICA |

FIGURA 5.1 DIAGRAMA DE FLUJO DEL PROCESO DE SINULACION DETERMINIST
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‘sencillamente; a menudo este procedmento conduce ‘a senas

CAPITULO 6. METODO DEL ELEMENTO FINITO ( MEF )

En ocasiones no es posible encontrar soluciones matematicas analiticas para
muchos problemas de ingenieria. Una solucién analitica es una expresion matematica
que da los valores deseados de una cantidad desconocida en una localidad de un cuerpo,
y como consecuencia es valida para un nimero infinito de localidades del cuerpo.

Para problemas que involucran complejas propiedades de materiales y condiciones
de frontera, los recursos del ingeniero son el empleo de los métodos numéricos; en la
actualidad cada vez mds situaciones de ingenierla requieren soluciones numéricas

aproximadas en lugar de soluciones exactas, de forma cerrada; por ejemplo, se puede

necesitar encontrar la capacidad de carga de una placa compuesta de diversos materiales

con diferente rigidez cada uno y ademas con barrenos de diferentes formas, o bien, la

concentracion de contaminantes durante condiciones atmosféricas no uniformes, o tal vez,

la razén del flujo de un fluido pasando a través de un cdnducto de forma arbitraria ' Sin'“

demasiado esfuerzo se pueden escribir las ecuaciones gobemantes y Ias condlclones de  ,?
frontera para estos problemas, pero se nota mmedlatamente que no es tan 5|mple hallar " ‘f =
una solucion analltica simple. La dificultad en estos tres ejemplos radlca en que tanto su'.";f_ :

geometria y como alguna ofra caracteristica son wregulares 0 arbﬂranas Soluclones“’*

anallticas a problemas de este tipo rara vez existen.

Los recursos con que cuente el analista vienen al rescate y proporcmnan vanas;f"}f g
alternativas para la solucion de este dilema. Una posubmdad es suponer snmpllﬁcaclones : i

para |gnorar las dificultades y reducir el probiema a uno que pueda. "‘ane]arse m és’""

imprecisiones y / o respuestas erroneas.

Ahora que las computadoras ayudan en Ios calculos una a|ternat|va mas vuable es

retener las complendades del problema y tratar de encontrar una solucnén“’numénc '\
aproxlmada Varios métodos de andlisis numénco por aproxnmacuones han aparec

través de los afos, siendo el més comun de ellns e! esquema general de drferencias
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y condtcuones de frontera comphcadas Otro aspecto favorable del método del element

finitas. El modelo familiar de diferencias finitas ofrece una buena aproximacion a las
ecuaciones gabernantes. Este madelo ( formado por las ecuaciones en diferencias para
un arreglo de una rejilla de puntos ) se mejora mientras mas puntos haya Con la técnica
de diferencias finitas se pueden tratar problemas complicados, pero, cuando se
encuentran geometrias irregulares o especificaciones inusuales de condiciones de
frontera, esta técnica es bastante dificil de ulihzar Es entonces cuando otra téecnica
numerica mas reciente entra en accién | metodo del slemento finita ), éste se aexplica a

continuacion.

6.1) 4 Qué es ei elemento finito ?

Una de los procedimientas numéricos mas nuevas y pOpulares que las ingemeros y3 ‘

cientificos estan usando es el método del elemento finito- ( MEF ), &l cual es

esencialmente un producto de la era de la computadora d:glta! electmmca posee clenas

caracteristicas que toman ventaja de las facilidades espemaies que ofrecen Ias

computadoras de gran velocidad. En pamcular el método puede ser. programado

sistematicamente para ajustar la complejidad ; dificultad de Ios problemas que mvoiucr n_ |

materiales no homogeneas, camportamiento no lineal de la reiactbn esfuerzo deformac;én

finito es Ia variedad de niveles en los cuales se puede desarrouar esta técmca

El MEF se ongmo hace aproxlmadamente tremta aﬂos en la»m stna ae,ronaut
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flexibilidad como herramienta de analisis, esta recibiendo mucha atencién en la industria y
en los centros de investigacion. Actualmente es aplicable a casi todos los problemas de
campo o del continuo ( el continuo es el cuerpo fisico, estructura o sdlido a ser
analizado ). En un problema del continuo de cualquier dimensian, la variable de campo
( puede ser esfuerzo, temperatura, desplazamiento, etc. ) posee infinitamente muchas
valores, ya que es una funcién de cada punto genérico en el cuerpa o region de solucion,
consecuentemente el problema esta ligado a un nimero infinito de incognitas.

Un modelo MEF de un problema da una aproximacion mas precisa y exacta de las
ecuaciones gobemantes. La premisa basica del MEF es que una regién solucién puede

ser aproximada o modelada analiticamente al reemplazaria con un ensamble de

elementos discretos. Ya que estos elementos pueden unirse en una variedad de formas,

pueden ser usados para representar formas bastante complejas

Como un ejemplo para ver la diferencia entre ¢l método de dlferenclas fmntas y el i

MEF, sea la seccion transversal de un alabe de turbina, como seveenla ﬂgura 6. 1

FIGURA 6.1 SECCION TRANSVERSAI. DE UN AI.ABE DE TURBINA

Para este dispositiVo se puede neces'tar encontrar Ia dlst 'buclén
~ desplazamientos y esfuerzos para una carga dada ) blen la distnbuclén de \ emperatura
para una determinada carga térrmca Se observa que Ia geometrla del élabe 10
snmple '
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Una malla uniforme con diferencias finitas cubriria razonablemente a hoja ( la regidn
solucion ), pero las fronteras son aproximadas por una serie de lineas horizontales vy

verticales ( escalera ), como se aprecia en |a figura 6.2

FIGURA 6 2 REGION SOLUCION CON DIFERENCIAS FINITAS

En cambio el MEF provee una mayor propmcundad a la reglén y requnere menos
nodos. También aproxima mejor las fronteras ya que estan formadas por llneas rectas

muy pequeﬂas (figura6.3).

a7 _v,v‘." 'ﬂ 5
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Con ésto no se trata de sugenr que el MEF es decididamente mejor que las
diferencias finitas para todos los problemas, sino que el MEF se adapta mejor a problemas
con geometrias complejas.

El andlisis mediante elementos finitos ofrece la posibilidad de simular
matematicamente estructuras fisicas y sus condiciones de carga. La exactitud de un
analisis depende enteramente de la informacion ingresada por el usuario o analista. Este
tipo de analisis contempla las propiedades de los materiales lineales, elasticos e
isotropicos y es aplicable a un amplio rango de problemas dé valores frontera de
ingenieria. En un problema de valores de frontera, una solucion es buscada en la reg‘i()n
del cuerpo, donde las fronteras de |a region de valores de las variables dependientes ( y
sus derivadas ) son prescntas. ‘ : |

Como se dijo previamente, ia base del MEF es la “representacibn del‘cuerpo o -
estructura por medio de un ensamble de subdivisiones, este _procesa se 'Ilama“

discretizacioén. £! procedimiento de discretizacion del elemento fmlto reduce eI problema‘k?’ ~

a uno con un nimero finito de ncognitas, al dividir la- reglc‘)n solucnOn en elementos, |
expresando la variable de campo desconocida en téminos. de funclones de aprox:macnén,{ |

dentro de cada elemento. Las funciones de aprox:macwn( |Iamadas tambnén funcionc

de interpolacién ) se definen en termmos de |os valores de Ias vanables‘d‘ campoen,

nodales de 1as vanables de campo resultan en nuevas mcbgnnas e
| Una vez que estas mcégmtas se encuentran 1as funcnones de mterpolaclén efine

las vanables de campo a través del ensamble de elementos



mas alla del nivel introductorio y extender el MEF a una amplua vanedad de problemas} .

Rt

Claro que la naturaleza de la solucion y el grado de aproximacion depende no $olo
del tamafo y nimero de elementos usados, sino también de las funciones de interpolacion
empleadas. Como es de esperarse, no es posible elegir las funciones arbitrariamente
debido a que deben satisfacerse ciertas condiciones de compatibilidad. Frecuentemente
las funciones se eligen de tal forma que las variables de campo o sus derivadas sean
continuas a través de las fronteras de los elementos adyacentes.
Existe otra caracteristica del MEF que lo hace diferente a otros métodos numericos;
ésta es la habilidad para formular soluciones para elementos individuales antes de realizar
el ensamble que represente al problema total. Esto significa, por ejemplo que si se trata de
un problema de anélisis de esfuerzos, se pueden encontrar las fuerzas, desplazamientos o
las caracteristicas de rigidez de cada elemento individual y después ensamblar los
elementos para encontrar |a rigidez de la estructura completa. En esencia un problema
complejo se reduce al considerar una serie de muchos problemas simpliﬁcados.f \
Basicamente hay cuatro enfoques diferentes para determ'inar las propiedades de los |
elementos. El primero es llamado el enfoque directo, porque su origen es. él 'mé't'od'b f
directo de rigidez del analisis estructural. Este sugiere la necesndad de usar el algebra bt

matricial para tratar las ecuaciones del elemento finito, ademas esel més fécll de entender e

cuando se trabaja con el MEF por primera vez . , e e :
El segundo es el enfoque vanaclonal él es mas versatn y avanzado porque usa el'v‘ll"f 4o

calculo de variaciones. El conocimiento del enfoque vanacnonal es necesano para trabajar'.§'7':

sofisticados de ingenieria. v S

El tercero es el enfoque de pesos residuales, el cual com|enza con las ecuacmn
gobemantes del problema y procede sin consnderar Ias proposnclones vanacuonaies Tnen
la venta]a de poder extender el MEF a problemas donde el calculo de funclones n esté“
disponible. | -
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variacion de Ia vanab!e de campo sobre el elemento La vanable dew ”‘;ampopuede ser-u
como funclones de |nterpolac|6n para Ia vanable de campo ésto ',e" Adeb

'mas facnles de integrar y diferenciar. El’ grado del pohnomuo elegldo depende del numer

| ~de nodos asngnados al elemento, |a naturaleza y numero de mcégmtas?e‘

‘las mcbgmtas en los.nodos.

T

El cuarto enfoque se apoya en el balance de la energia térmica y / o mecanica de
un sistema. No requiere proposiciones variacionales, por lo tanto incrementa
considerablemente el rango de posibles aplicaciones del MEF.

independientemente del enfoque empleado, la solucion de un problema del continuo
por el MEF siempre seguira un proceso. L.os pasos a seguir en el proceso de analisis de
MEF son :

a) Discretizacioén del continuo : El primer paso es dividir el continuo o region en
elementos. En la figura 6.3 el alabe de turbina se dividié en elementos tnangulares que
podrian utilizarse para encontrar la distribucion de temperatura o esfuerzos en él. Una
amplia variedad de formas de elementos pueden utilizarse y teniendo cuidado se pueden
usar diferentes formas de elementos en la misma region de solucion. |

En realidad, cuando se emplean diferentes formas de elementos que tienen varios :
tipos de componentes ( por ejemplo, placas ) es deseable y necesanq utilizar diferentés -
tipos de elementos en la misma solucion. | | : | i

Para andlisis en tres dimensiones, los elementos flmtos pueden ser tetraedros R

prismas rectangulares o hexaedros. Pese a que se han hecho algunos esfuerzos : : arajg |

automatizar el proceso de subdivision, éste es esenclalmente a |unc|o del mg mero, EILZ

debe decidir qué numero tamafio y arreglo de elementos fmltos seran ocupados

b) Seleccion de las Iunciones de mmpolacldn EI sngunente paso es 's;gnar
nodos a cada elemento y elegir el tnpo de funcmn de mterpolaclbn que representa

escalar un vector o un tensor de orden supenor A menudo se seieccnona

como de cnenos requenmnentos de contmundad |mpuestos a Ios nodos al larg
elementos de frontera, La magmtud de !a vanable de campo y sus denvadas
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c) Encontrar las propiedades de los elementos - £l paso siguiente es establecer
las ecuaciones matriciales expresando las propiedades de los elementos individuales
para llevar a cabo ésto, se debe utilizar alguno de los cuatro enfoques ya mencionados ( la
eleccion dependera de la naturaleza del problema ).

d) Ensamblar las propiedades de los elementos para obtener las ecuaciones del
sistema ' Para encontrar las propiedades del sistema total modelado por la red de
elementos, se deben ensamblar todas las propiedades de los elementos. Es decir. se
deben combinar las ecuaciones matnciales que expresan el comportamiento de los
elementos y formar las ecuaciones matriciales que manifiestan el comportamiento devla
regién solucion total o sistema. Las ecuaciones matriciales del sistema tienen la misma
forma que las ecuaciones para un elemento individual, excepto que conttenen muchos‘
mas términos porque incluyen a todos Ios nodos. | | ' il o

El ensamble de las ecuaciones de los elementos es algo rutinario en eI_MEF*yzdebé‘_" L
hacerse par computadora. L o e

Antes que las ecuaciones del sistema’ estén Instas para su solucmn hay que tomar’
en cuenta las condiciones de frontera del problema. ' [ |

e) Resolver las ecuaciones del sistema : E| proceso de ensamble del paso antenor

genera un conjunto de ecuaciones algebralcas anmultaneas estas deben resolverse faraf"

obtener los valores nodaies desconomdos de la varlable de campo Sl Ias ecuac'ones*son’ =

lmeales se puede utmzar cualquier técnica gausmana de solucubn y SI son' no hneales su

solucion es mas dificn Y deben emplearse métodos alternatwos

distribucion de la presion dentro del 5|stema De Ios valores nodales de *Ia presuén

puede ca!cular la dlstnbucmn de velocmad y flulos 0 qmza los esfuerzos'

que se neces;tan
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“solucionar, el primer paso es dec|d|r que técmca usar Esto |mpI|ca un estudu

s

Dependiendo de la naturaleza del problema a resolver, las aplicaciones del MEF se
pueden clasificar en tres categorias. En la primera estan todos los problemas conocidos
como problemas de equilibrio o problemas independientes del tiempo, la mayoria de
las aplicaciones del MEF caen dentro de esta categoria. Para la solucion de problemas del
area de mecanica de sélidos, se necesita encontrar {a distribucion de desplazamientos,
esfuerzos o temperaturas en una carga térmica o mecanica dada; en tanto, en mecanica
de fluidos, se debe calcular la presion, velocidad, temperatura y algunas veces la
concentracion de distribuciones bajo condiciones de estado estable.

El segundo grupo cormesponde a los llamados problemas de eigenvalores de
mecdnica solida o de fluidos. Estos son problemas de estado estable c‘uya_soluéibh
requiere la determinacion de frecuencias naturales y modos de vibracion \d‘e‘ sélidos*y
fluidos. Aqul es posible estudiar ia interaccidn de lagos y presas o el compdnamiento Vde,' o
combustibles llquidos en tanques flexibles. , | | : i

Otra clase de problemas de engenvalores mc!uyen Ia estabmdad de estructuras y Ia’,‘_"f : :

estabilidad de flujos laminares. ; . , R o e

En el tercer género se hallan los problemas de propayacmn 0 dependlemes del ;

tiempo de mecanica del medio continuo. Esta categorla esta compuesta de los problemas,_r

que resultan cuando la dimension tlempo es adncnonada a los’ problemas de Ias dos,
categorias anteriores. . | et S
En cada rama de la mgemerla es fact»ble emplear eI MEF ello no s»gnmca quee

metodologta sea la mejor. Cuando el anahsta 0 dlsenador tlene un problema del contm'uo

métodos alternativos de solucién, la daspombmdad de Ia computadora los vpaq‘uete
comercaales exostentes ylo més 1mponante de- todo Ia cantadad de tnempo y dmero
esté dlspuestoa invertir para obtener una soluc»én :

Resumiendo, como técnlca de anahsls el MEF ha alcanzado ‘una posic

inigualable, pues sirve para exammar un ampho rango de estructuras en’ mgemer[‘

componentes, desde el cuerpo humano hasta Ias alas de un aeroplano por_ val razén
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importante que el procesa de solucion sea lo mas economico posible; ésto quiere decir
que los matematicos deben trabajar para fundamentar extensamente la teoria y determinar
los limites de error y tasas de convergencia para problemas lineales y no lineales: tambien
es necesario continuar la busqueda de una mejor automatizacion para la carga y lectura

de datos y procesos para evitar errores en redondeos y aproximaciones.

6.2) Diferentes tipos de elementos

La primera decision que el ingeniero debe tomar es seleccionar la figura o
configuracion del elemento basico a ser empleado en el analisis. Esta eleccion depende
de la geometria del cuerpo o estructura y dei nimero de coordenadas independientes que |
son imprescindibles para describir al problema. Existen diversos tipos de elementos, envt‘re :
ello estan : i L

a) Elementos unidimensionales : Cuando ia geometria propledades del matena! y“

las variables dependientes ( como el despiazamiento ) pueden ser expresadas en

términos de un solo espacio coordenado mdependlente se usa un elementoi’f
unidimensional. Este tipo de elemento es uilizado para estructuras que pueden;‘f"er*
idealizadas. | B - i

Un elemento umdumensmnal puede ser representado por una linea rect/:icuyos

extremos son los puntos nodales, en la figura 6.4 se observa un‘ elemento‘;umdsm 1siona

o = | g
NODO1 | NODO3
FIGURA 6.4 ELEHENTO UNIDIHENSIONAI

402




R ]

Los puntas 1 y 2 se denominan nodos externos porque representan puntos de
conexion a los elementos adyacentes. El nodo 3 se conoce como nado interno, y algunas
veces es necesario perque no existen conexiones a otros elementos.

b) Elementos bidimensionales : Entre éstos estan el plano de deformaciones,
plano de esfuerzos y vigas. £l elemento mas simple para problemas bidimensionales es el

triangulo ( figura 6.5 ).

6 5

-0
1 4 2

FIGURA 6.5 ELEMENTO TRIANGULAR

Existen dos arquetipos posibles de nodos extemnos para Ios elementos tnangulares‘;’f' b

los nodos de las esquinas indicados por 1, 2.y 3 son Ilamados nodos exurnos prlmarlos?" ‘:

Cuando hay nodas adiclonales en Ios Iados de Ios elementos ( nodos 4 5 y 6.‘ 'S/

hace referencia a ellos como nodos extemos secundarlos

Esta distincion es necesaria porque - las - nodos secundanos tlenen ‘menos“*
desplazamnentos de interés que los nodos dela esquma - B e
Otros tipas comunes de elementos bldlmensmnales son Ios cuadnlateros

rectangulos éstos se apreclan en Ia figura 6.6y 6.7
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| ﬂgura 6. 8

| 3]

FIGURA 6.6 ELEMENTO CUADRILATERO

FIGURA 6.7 ELEMENTO RECTABGULAR-;; |




1

FIGURA 6.8 ELEMENTO AXISIHETRICO

d) Elementos tridimensionales : Los elementos tnd|mensnonales can ocho nodos

extemmos primarios son de la forma general de un hexaedro 0 pnsma rectangular en la

o :v:ff figura 6.9 se aprecian unos elementos tndlmensuonales

TETRAEDRO WE PRISMARECTANJLAR
FIGURA 6. 9 ELEHENTOS mmmsusr_ AI;ES v

Existe otro tipo deveieme‘n‘tovi 8l iSq‘paramé‘t_'r‘icp; sste se descnbea continuaci
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6.3) Caso isoparamétrico en 2D

La formulacion de modelos de desplazamiento y los calculos de los elementos de
rigidez han sido simplificados y generalizados por el concepto conacido comn elemento
isoparametrico. Las principales bases de éste son el sistema de coordenadas natural y los
modelos de desplazamiento e interpolacion.

El sistema de coordenadas natural es un sistema local que permite la especificacion
de un punto dentro del elemento mediante un conjunto de nimeros adimensionales cuyas
magnitudes nunca exceden la unidad. Mas aun. algunas de las coordenadas naturales
tienen una magnitud unitaria en puntos nodales externos primanos.

Un sistema de coordenadas natural para una linea es mostrado en la figura 6.10

_ R 5
I > %2
I}Odo)l P(L,, Ly) r}odo ’7

FIGURI& 6.10 SISTENA DE COORDENADAS NATURAI.

Una funcion de interpolacion, también conocida como funclén de forma es una;}"‘
funcion que tiene valor unitario en un punto nodal y cero en los demas nodos S E o

Ademds de cumplir estos dos requisitos, la geometria y- desplazamientos de '051
elementos son definidos en términos de los mismos parametros Este concepto ayuda a - =N
formular slementos de cualquier orden con madelos de desplazam;ento isotrdplcos Por' A

este motivo satisfacen los requusuos de totalidad y compatubuhdad

Si las funclones de forma en coordenadas naturales Ilenan Ia contmulda” de Ia’

geometria y desplazamtentos dentro del elemento Y entre elementos adyacentes. se
puede mostrar que la condiciéon de compatlbmdad as satusfecha en Ias coordef,,,da

globales. Se observa que los desplazamentos mdnwduales en cualquier ;parte

elemento dependen sélo de los desplazam|entos en los nodos
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Mas aun, si el modelo de interpolacion produce desplazamiento del cuerpo rigido en
el sistema de coordenadas naturales local. las condiciones de desplazamiento y las
constantes de estado de deformacion se cumplen en las coordenadas globales.

La concepcibn del elemento isoparamétnco es una herramienta poderosa

generalizada para construir elementos completos y conformantes de cualquier orden.

6.4) MEF en el elemento individual

Es evidente que |a teorla del MEF puede ser dividida en dos fases. La primera
consiste en el estudio del elemento individual y |a segunda es el estudio del ensamble
de los elementos representando al cuerpo entero. Enseguida se expliéa lo cohcémienté al
elemento individual. Sl | 5

La especializacion mas simple de la Ley de Hooke generalizada es el caSb enelque |
se asume que el material es lineal, is‘otr()pico‘ y elastico. Un rynaten‘ral'V‘igqttfébi(;iql'és,.el_l que
tiene un punto de simetria, entonces el vector de deforﬁ\aCibh e‘hi térmmosdeEy»se |

expresa como

"g" -.VE ..ys i yE ‘ o o .
Yo |© SMETRICA w00

Y en términos de los componentes de esfuerzoes .
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- generallzadas que causen’ que todos Ios puntos en eI elemento expenmenten

~ deformacion,

i

r

m.

Oy

T | (14 v)(1-2v)

U2

| 7x |
o1 [1-v v v 0 0 0]T,]
o t-v v 0 0 0|4
7: 1“" 1 0 0 0 gz.
Ty = SIME TRICA J;i}n 0 0 7’0
Tye ‘ !.:22!. ?'J" ,
LTxx_ I | .1.'..;3!- "_,r;x_ !

cumphrse tres: condlclones

a) Los modelos de desplazamtento deben ser contmuos demro d" 7 os eleme




el

Los desplazamientos en los nodos, rotaciones y / o deformaciones necesarias para
especificar completamente la deformacion del elemento finito son los grados de libertad
del elemento. El nimero minimo de grados de libertad necesanos para un elemento dado.
es determinado por la totalidad de requenmientos de convergencia. isotropia geometrica y
la necesidad de una adecuada representacion de los términos de la energia potencial
funcional.
Considerando estas restncciones. se puede decir que el analisis en un sélo
elemento finito estd compuesto por los siguientes pasas -
'} Seleccionar la configuracion del elemento basico
il) Escoger ei modelo de desplazamiento y adoptar los desplazamientos en los
nadas convenientes como las amplitudes del modelo. ‘ ,
i) Usando las relaciones apropladas de esfuerzo vy deformacidn. 'éscribir los
elementos de esfuerzo y deformacion en términos de los desplazamlentos nodales | , -
iv) Sobre la base del método directo de ngldez 0 el pnncnpao vanacnonai formular la : L T

ngidez de los elementos y las cargas. ‘ o o ol e

v) Si es necesario, condensar para sliminar grados mternos de ilbenad por el métodof‘j{'

de Gauss - Doolittle. | Fehe
Una de las cantldades lmponantes que se desea obtener para anahsns y dlseno de‘. ;

un procedimiento de elemento finito son los. esfuerzos y! olas deformamones , |
Las relaciones de desplazamnento de esfuerzo y deformacnén dependen de
especializacion del comportamiento del matenal, el cual debe ser proplamente aphcado
-{e] es el vector de los componentes de deformaclon relevantes en un punto arbuirano
_dentro - del elemento fnmto ~entonces  se ‘recure @ las ecuacnones

deformacson - desplazamiento y al modelo de desplazamlento para escnbnr

el <1Bulal
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Donde [ B, ] es la matriz de deformacion - desplazamiento para las coordenadas

generales; [ o ], el vector de coordenadas generalizadas; [ B ], la matriz de

deformacion - desplazamiento para los modelos de interpolacion; y [ q ]. el vector de

desplazamientos nodales.
Es importante notar que [e ]y [ B, ] o [ B ] son funciones de las coordenadas del

espacio independiente. Sin embargo. si { B, | vy [ B | estan en el mismo sistema de

coordenadas pueden relacionarse por .
[B] = [B.]| A"

Aqui, { A" ] representa las transformaciones de los désplaz’amientos‘relaciohand'o* =

[o]con[q]
Si{c]es el vector de esfuerzos carrespondiente alas. deformacmnes [ ; ] se

emplea una matriz apropiada de las ecuamones de esfuerzo deformacubn para escnblra_gg = i

los esfuerzos en los elementos como sigue :

lo] = [CllB.]la]

O bien como
(o] =(clBlla)

donde [ C]es lamatriz esfuerzo deformacnbn

Ahora, si [k] es la matriz de ngidez de los. elementos y [Q] eI vector def‘ ar

los elementos entonces la reiacion de equnhbno entre estas dos vanables y el vector?de'

10
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desplazamientos nodales [q] es expresada como un conjunto de ecuaciones algebraicas

lineales simultdneas de la forma :

La rigidez relaciona los desplazamientos en los puntos nodales con las fuerzas
aplicadas en los puntos nodales. Los elementos de la matriz de rigidez son los
coeficientes de influencia. La rigidez de una estructura es un coeficiente de influencia que
suministra la fuerza en un punto sobre una estructura asociada con un desplaZamiento
unitario en un mismo ( o diferente ) punto. i '

La matriz de rigidez para un elemento depende de : el modelo dé de'splazamientp_; la.
geometria de! elemento y las propiedades locales de!:,r.rlaterial, 0 SQS‘ ‘relaciones

constitutivas.

6.5 MEF y el ensamble de elementos

El proceso de subdiwsnén es esencnalmente la construcclén de !a malla: S tlene

que decndlr el niimero, forma ‘tamano y conftguracnén de Ios elemento" de ta' forma. que

tamaﬁo y fonna para todos los elementos Para encontrar una so

necesario un refmamnento de las subdmsaones en Ias‘ff_“ nes




~ meétado directo de ngldez son

.elemento Generalmente éstas son almacenadas en un arreglo de n x n y uno nx

concentraciones de esfuerzo. Tres condiciones deben satisfacerse para el proceso del
refinamiento de la malla. Estos requisitos son

a) Cada punto en el cuerpo puede ser incluido dentro un pequefio elemento en
cualquier etapa del refinamiento de |a malla.

b) Todas las mallas previas deben ser contenidas en la malla mas fina.

¢) La misma forma y orden del modelo de desplazamiento debe ser retenido para la
red refinada como para la malla previa.

Habituaimente a la subdivision que cumple los dos pnmeros requisitos, se le flama
red reducible.

Si elementos rectos son empleados, las tronteras curvadas son aproximadas por

medio de pequeias piezas lineales en los lados adyacentes de Ia frontera.

El proceso de construir las ecuaciones algebraicas para el ensamble de las
ecuaciones de los elementos individuales es una rutina. La compatlbmdad nodal es usada
como base para este procesa. Este simple requisito establece: que todos los elemento%yrvf o
adyacentes para un nodo particular deben tener los mnsmos desplazamientos La:gf

impaosicion de compatibilidad nodal representa la construccuon del ensamble por Ia umc.‘m e

rigida las piezas o elementos a cieros puntos de union,

El método directo de rigidez es usado casi umversalmente para ensamblar las;;‘,;
ecuacuones algebralcas en las aphf'acaones de plementos fmnos Su populandad resade env i |

la economia de almacenamlento del método vy su facilidad de cod;flcacnon Las etapas del;‘if

a) Calcular 1a matriz de nqudez de los Flementos [ k ] y Ia de cargas ( Q l para cada

respecuvamente
b) Transformar las (,argas y rigideces’ de tos elementos a coordenadab globales La

ventaja del elemento nsoparamétnco es que snempre se usan coordenadas glob'
¢) Si el elemento tuene grados de libertad mtemos llevar a cabo el p‘ ocedl,

condensacion. |.a matnz de multlpncadores {c } p'w)tes [ d y el vector -onden
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‘posible hay que evutar el uso de muchos nodos externos secundanos Esto puede hacerse :

g

cargas [ f ] son almacenados para la recuperacion posterior de los desplazamientos
internos por ecuacion.

d) Utilizar un arreglo que relacione los indices nodales globales y locales para el
elemento, afadir las submatrices de la rigidez de elementos [ k | a 1a localidades
apropiadas de ia matriz de rigidez total { K ]. Ademds, agregar los subvectores de las
cargas de los elementos [ Q | a |a posicion apropiada del vector total de cargas [ R |.

e) Regresar al paso a y repetir el proceso hasta que todos los elementos hayan sido
procesados.

Como el almacenamiento es una situacion critica, se utiliza el esquema de particion
explicado en la seccion 2.2, ;

El ancho de banda del sistema de ecuaciones final depende del tamafio de Ia,matriz i
de rigidez de los elementos individuales y de! sistema dé notacién para los nodos. Si se: e
puede minimizar el ancho de banda, se reduce el tiempo‘d‘e sOlucién y Ius '[r‘aqt_ji»si’tds,‘de} ;; B
almacenamiento para la matriz de rigidez total. i e § >

Hay dos pasos que hay que tomar en cuenta para esta m|n|m|zac|6n aneru S| esj ‘

al elegir denvadas del desplazamiento como grados de llbertad adnclonales en !osl‘nodos

extemos pnmanos Segundo se debe ejecutar una subdnvusnén cmdadosa y adopta “el

sistema de numeraclén adecuado para Ios nodos Asl que un aspecto esencualydel
proceso de dnscretizaclbn es la desugnacmn del sustema de numeraclbn para 1 :
los elementos. La ﬁgura 6. 11 muestra la forma mas comun para numerar i

bidimensional.

13



,evmpleada para los elementos Los datos adlcionalss dsbena ser tabulado
desplazamlentos en Ios nodos, antonces e| ancho da banda de a matriz de ngide
“‘depende de la dlferencia mas grande entre dos numems de nodo xtemos cuales

~para un solo elemento Dejando a D ser la mamma dnferenc'a que

el nimero de grados de Ilbenad en cada nodo

FIGURA 6.11 NUMERACION DE fu_'_in\r.:x“ :‘ S

Los nodos son numerados consecutwamente de lzqmerda a dero“’"a y e abaij

| hacna amba, de acuerdo al snstsma de Ia mano dsrecha Una umeracion similar. e

Si Ios numeros de Ios nodos son usados como base

elementos del montaje el ancho de la semlbanda B esia dado_fpor B=(]

“MCSTH




el numero de grados de ubenad en cada nodo

A

| O Elemento

FIGURA 6.11 Nuxsmcronbs u.g“u

“Los nodos son numerados consecutwamente da lzqulerda a dsmcha y .;d, aba]o
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CAPITULO 7. APLICACION

£l programa esta limitado al andalisis de cuerpos isotrépicos, con comportamiento
lineal, elasticos, deformacion plana o esfuerzo plano. S6lo se puede acomodar un caso de
carga para cada problema. Los elementos usados son cuadrilateros y / o tridngulos de
deformacion constante.

El programa se divide en una rutina principal y varias subrutinas que son
controladas por el programa principal. En las tablas B4 y B.5 se describen estas
subrutinas y la nomenclatura utilizada, respectivamente.

Este software cuenta con una rutina para efectuar mapeos que transforman el
elemento de una matriz ( que se halla en memoria pnncipal ) en una direccion de disco

duro y otra qus lleva a caboa la accién inversa; también se implanta el método de soluccdn »

para grandes sistemas de ecuaciones simultaneas conocido como de Gauss - Doolmle va

explicado en la seccion 2.2; con todo ésto se logra reducir la cantidad de memoria -
principal requerida y se optimiza el tiempo de proceso.

Otra caracteristica importante del programa es que mane;a amhwos secuenclales y :
directos parair guardando tanto los datos como los resultados.

7.1) Entrada de datos

Al inicio del programa se solicitara que se eshpulen valores maxlmos para e! numero

de elementos, nodos, diferentes matena!es a usar, cargas de traccion y maximo ancho de' SR St

banda; estos valores dependeran del eqmpo de cbmputo que se utilice.
Para capturar los datos se deben respetar las sugucentes restnccuones

a) Los datos deben mtroducnse enel orden en que se md\ca en el programa
b) Las unidades emplaadas deben ser consistentes.
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CAPITULQ 7. APLICACION

El programa esta limitado al andlisis de cuerpos isotropicos, con comportamiento
lineal, elasticos, deformacion plana o esfuerzo plano. S6lo se puede acomodar un caso de
carga para cada problema. Los elementos usados son cuadnlateros y / o triangulos de
deformacion constante.

El programa se divide en una rutina principal y vanas subrutinas que son
controladas por el programa principal. En las tablas B4 y B.5 se describen estas
subrutinas y la nomenclatura utilizada, respectivamente.

Este software cuenta con una rutina para efectuar mapeos que transforman el
elemento de una matriz ( que se halla en memoria principal ) en una direccién de disco
duro y otra que lleva a cabo la acclén inversa, también se |mplanta el método de solucion -
para grandes sistemas de ecuaciones simultaneas conocido como de Gauss Doollttle ya :
explicado en la seccion 2.2, con todo ésto se logra reduclr«_la can‘tldad‘da }.memo'na
principal requerida y se optimiza el tiempo de proceso. R

Otra caracteristica importante del pmgrama es que maneja archwos secuenmales y _
directos para ir guardando tanto los datos como Ios resultados -

7.1) Entrada de datos

Al inicio del programa se sohcnara que se estipulen valores méxlmos para
de elememos nodos diferentes matenales a usar cargas de tracclén y maxlm ancho
banda estos valores dependeran del equlpo de cbmputo que se utihce

Para capturar los datos se deben respetar Ias smunentes restnccl ]

, a) Los datos deben mtroducnse en el orden en que se |nd|ca en el: programa

b) Las umdades empleadas deben ser consustentes |
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¢) Los valores ingresados no deben ser mayores a los valores establecidos al inicio
COMO Maximaos.

Todas las pantalias constan de tres secciones : encabezado, area de trabajo y linea
de estado.

La primer pantalla que se visualiza, es como la que se aprecia en |a figura 7.1

DISENO POR ELEMENTOS FINITOS. CASO ISOPARAMETRICO EN 2D

Descripeion :

No. de nodos (NNP)

No. de elementos , (NEL)

No. de materiales diferentes ( NMAT)

No. de cargas de traccion | (NOPT) vv :
Deformacion = 1 Esfuerzoplano=2 ~ (NBODY)
Fuerzas decuerpo (Bn Y =1 No=0)  (NSLC)

¢, Estan correctos los datos 7

T ‘;“ |



La descripcion del problema es una cadena, cuya longitud maxima es de sesenta
caracteres; ésto es por las limitaciones de pantalla que se tienen.

Los valores que puede tomar NOPT son 1 6 2; el 1 es para calcular las
deformaciones, y el 2 para obtener los esfuerzos planos; la opcién 2 consume mas tiempo
y mas recursos de computo ( recuérdense las formulas de esfuerzo y deformacion,

previamente dadas ).
En la altemativa Fuerzas de cuerpo, debe escribirse 1 si existen fuerzas en el

cuerpo aplicadas en |a direccion Y; en caso contrario, responder 0.

Después de verificar que los dalos estan correctos, se pasa a la pantalla 2

(figura 7. 2), que sirve para capturar las propiedades de los materiales.

DISENO POR ELEMENTOS FINITOS. CASO ISOPARAMETRICO EN 2D,

Médulo de elasticidad  (E (1)
Relacion de Poisson (R
Densidad | (RO(I)) :  ‘;’ -
Espesor | o "(’I'H(I’)z)}‘ L

¢ Estén correctos los datos ?

CFIGURA 7.2 PANTALLA 2

s

AT




El programa pedird todas estas caracteristicas, tantas veces como nimero de
materiales se hayan indicado en la pantalla 1.

Cabe aclarar que en 2D, la densidad serd igual a 0 y el espesor, para fines
algebraicas, valdra 1.

En la pantalla 3 se introducen los datos correspondientes a los nodos que forman la
malla de la estructura a analizar. La pantalla 3 se observa en |a figura 7.3. El conjunto de
datos requeridos sera igual al nimero de nodos que tenga la malla ( especificado por
NNP) .

DISENO POR ELEMENTOS FINITOS. CASO ISOPARAMETRICO ‘EN 1

No. de nodo (M) |
Tipo de restriccién (KODE(M))
Coordenada en X (X(M)) -
Coordensds en ¥ o YM))
Desplazamiento o carga en X | (ULX( M )) 

| Desplazamiento o c#rga enY o | ( VLY (M) )

¢, Estan correctos los datos ?

FIGURA 7.3 PANTALLA 3
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Debido a la naturaleza del algoritmo generador de la malla de la estructura, no es
necesano introducir manualmente todos los nodos. Basta con disefiar la numeracion de
los nodos de acuerdo a la convencion establecida en la seccion 6.5. Con ésto, s6lo se
introducen los nodos de |a pnmera linea sobre el eje X y la pnmera linea vertical completa,
en caso de que no haya cargas externas: si hubiese cargas extemnas es necesano meter
manualmente el nodo afectado. Se necesita un conjunto de datos para cada nodo. Sin
embargo si algunos nodos estan alineados en forma directa y son equidistantes, el
conjunto de datos seran sélo para el primer y ultimo nodo de ese grupo. Los datos para los
nodos intermedios, se generaran automaticamente por interpolacion lineal.

Las fuerzas y / o desplazamientos establecidos en un nodo, son identificados por
KODE; los valores que puede tomar KODE son : 0 si tiene dos grados de libertad, 1 para
libertad en Y, 2 si tiene libertad en X, y 3 para cero grados de libertad.

Los valoresde X (M), Y( M), ULX(M )y VLY (M) se proporctonaran de acuerdo

al sentido levégiro.

Cuando se ha teminado de verificar que los datos son coirectos 'aparéce*la' | |
pantalia 4; ésta es una tabla ordenada por nimero de nodo de todos los datos mtroducldos.’, S o

previamente. En esta etapa es posible corregir todavla algun dato enﬁneo

En la pantalla 5, se solicitan NEL veces los datos para los elementos La ﬁgura 7 4 : S

representa a la pantalla 5.
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DISENO POR ELEMENTOS FINITOS. CASO ISOPARAMETRICO EN 20)

No. de elemento (M)

Nodo No. 1 [E(M,1)
Nodo No. 2 IE(M,2)
Nodo No. 3 IE(M,3)
Nodo No. 4 IE(M,4)
Tipo de material IE(M,5)

, Estan correctos los datos ?

“FICURA 7.4 BANTALLAS' :

~Gracias a la naturaleza del algoritmo generador de la malla de la. estmctura&' no es

esencial msertar manualmente todos los alementos La forma de numerar Ios elementos
fue acordada enla secclén 6.5. | : ? o _

B (M, 1) IE (M, 2), IE(M 3) e E (M, 4)danolanalos cuatro nodos]’de‘"";
|, J, K, L de un elemento cuadnlétero M. El programa tamblén pemnte el uso de ele entov
: lnangulares los cuales son mdlcados repmendo el tercer nod ),
HEM, 3)=IE(M, 4) obienk—l IE(M 5)expresaeltnpodematenal en eleeme
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‘1,4, K, L de un elemento cuadnlatero M. El programa tamblén perrmte el ’uso de: element
- triangulares, los cuales son mdlcados repmendo el tercerf : nod é

DISENO POR ELEMENTOS FINITOS. CASO ISOPARAMETRICO EN 20X

No. de elemento (M)

Nodo No. 1 IE(M,1)
Nodo No. 2 E(M2)
Nodo No. 3 IE(M,3)
Nodo No. 4 [E(M,4)
Tipo de material IE(M,5)

¢ Estan correctos los datos 7

FIGURA 7.4 PANTALIA §

Graclas a la naturaleza del algontmo generador de la malla de Ia estructura no . es
esenclal msenar manualmente todos Ios elementos La forma de numera Hos €
fue acordada en la secclén 6.5.
IE(M 1), IE (M, 2) IE (M 3)e IE(M 4)denotanaloscuatronodosde 5q

lE,(M, 3)=IE ( M, 4 ) o blen k= I IE (M 5 ) expresa el tlpo de matenal en
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' traccubn se hayan indicado. En Ia fi gura 7. 6 se muestra Ia pantalla 7

KGR

La manera de proveer los nodos que integran a un elemento, se muestra en a figura
7.5

P
FIGURA 7.5 NODOS QUE CONSTITUYEN A UN ELEMENTO

Ademas se debe cumplir lo siguiente :
j=i+1

I=k-1
I-i=k-j=B

i
1
i
B
h
'
¢
i
i
K

Donde B es el ancho de la semibanda de la matnz SImétnca de coef clentes

Cuando se ha ﬁnauzado de comprobar que Ios datos son correctos se exhlben en I
pantalla 6 todos los datos introducidos en forma de tabla ordenada por numero d
elemento En este paso aun se puede coneglr algun dato i : S ‘

Por medio de la pantalla 7 se mgresan los datos correspondlentes va“las su\ ol |

de traccién, en caso ‘de que en la pantalla 1se haya mdicado que sl exlstén ‘superf cues..

tracclbn enla estmctura Los datos $8 plden tantas veces como numero de superﬁclesvdes

12 ‘




DISENO POR ELEMENTOS FINITOS. CASO ISOPARAMETRICO EN 2D,
| Nodo i (ISC(L))
| Nodo j (ISC (L))
Carga de traccion direccion X en el nodo 1 Xi (SURTRX (L.1))
| Carga de traccion direccion X en el nodoj Xj (SURTRX (L,2))
Carga de traccion direccion Y en el nodoi Yi (SURTRY (L.1))
Carga de traccion direccion Y en el nodoj Y] ( SURTRY (L2))
(, Estan correctos los datos 7
FIGURA 7.6 PANTALLA 7
Las superﬁcnes de traccnén deben especsﬁcarse solamente ”entre dos  nodos
adyacentes Los tres casos posubles se muestran en la flgura 77
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i
H
T
i
;
i
g
R
o
a0
4
H
:

SURTRX (j)

SURTRY (i) SURTRY (j)

SURTRX (i)
i

a) Tracciones s6lo en la direccion X b) Traccién s6lo en direccion Y

c) Traccidn en las direcciones de Xy Y
FIGURA 7.7 CASOS POSIBI.ES -DE . SUPERFICIES DE TRACCIOR

Para el caso a, solo SURTRX (i )y SURTRX (i ) se mtroducen Para el caso\
umcamente se ingresan SURTRY (i) y SURTRY (§). Para el caso c pueda necesntavs‘

. calcular manualmente los componentes da las - tracclones Mas aun e usuano
multiplicar todas las mtensudades de superﬁcle por el espesor del elemehto antes ue la
intensidades sean |ntnoduc|das ala computadora : E

~ Los signos de las tracclones suguen las dlrecclones de los ejes coordenados
Aqul también exlste la posnbilldad de correglr aigun dalo .
Ai termmar esta pantana comlenza el proceso de calculo
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7.2) Proceso de calculo

Los pasos a seguir son :

a) Inicio del programa.

b) Leer e imprimir los datos.

c) Si ocurre un error, abandonar el programa; en caso contrario, calcular el ancho de

la semibanda de |a matriz simétrica de coeficientes.

1 d) Si el ancho de la semibanda es muy grande, terminar la ejecucion; en caso
contrario, ir al paso e. |
@) Para cada elemento : | o
* Checar nuevamente los datos. | |
*Caleular{C],[B) [k}, [Q] ‘ o
* Condensar nodos intemos. : ; o L b S

* Almacenar [ C ), [ B ], multiplicadores, pivotes y cehtroides' de los elém_éhiésL : S
* Adicionar[k]a[ K]y[Q]a[R]. R
f) Aplicar condiciones geométncas de frontera

g) Si ocurre un error en las condlcnones de frontera termmar el programa en caso

contrano calcular e impnmir los desplazamlentos nodales o
h) Para cada elemento : |

Y Recuperar [C)I[B]) multlphcadores pwotes y centroldes de Ios elementos

* Recuperar los desplazamientos y los nodos mtemos L s

* Calcular deformacnones ‘esfuerzos ) y esfuerzos pnnclpales

’ Impnmnr Ias coordenadas de los centrmdes esfuerzos y esfuerzos pnnc al

i) Fin del programa. ' S
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como para los. esfuerzos

IR

1.3) Interpretacion de resuitados

La primer pantalla de salida muestra para cada nodo de la malla, los
desplazamientos tanto en la direccibn X como en Y. posteriormente se exhiben los
numeraos de nodos en donde ocurren los maximos desplazamientos en ambas direcciones.

En la figura 7.8 se abserva la pantalla de salida 1.

Nodo Despl. U/ en X Despl. Ven 'Y

FIGURA 7.9 PANTALLA DE SALIDA 1

En la pantalla de salida 2 se presenta para cada elemento en su centrosde los_ L
esfuerzos correspondientes. Dicha pantalla mostrara los siguientes resultados I e

No. Elemento  Coordenada x Conrdenaday  Eufuerzo Esfiseran Esfuerzo Imensxdaddc b:tensuhdd& . Angulo s Pt
*del centroide - del centroide - prncipal en ¥ ponepalen Y cortante X - Y. csb.u-rmenx esﬁmm enY V

Ensegutda se exponen los nimeros de ‘elementos donde se. reglstran los valores”;;
maxlmos de mtensndades de esfuerzos en ambas dlrecclones ‘ Ll
Una vez que se han obtemdo las dos pantallas de resul!ados se proced

interpretarios.

Para placas de acero y dependnendo del ttpo de que se trate exnsten valores,dados




vcondtclones optimas globales.

<AL

Es necesario examinar las dos pantallas, ya que al revisar 1a primera si se detectan
desplazamientos en algunos nodos, que excedan los valores prescritos en las normas,
entonces quiz4 ya no valga la pena examinar la pantalla 2, ya que un desplazamiento
mayor que el maximo tolerado, ocasionard riesgos para el buen funcionamiento de la
estructura de la que forma parte la placa.

Si todos los desplazamientos en la pantalla de salida 1 estdn por debajo de los
valores especificados en las normas, se procede a examinar la pantalla 2. Aqul se
comparan los valores de esfuerzo constante e intensidades de esfuerzo con las
especificaciones del material que se estd tratando. Cada material tiene sus propios
valores maximos de esfuerzo cortantes e intensidades permitidos. Si existen valores que
sobrepasen los indicados en la especificacion, entonces se sabra con certeza en que
region sufrir colapso la placa estudiada. | ‘

Para el acero, el desplazamiento maximo aceptable ( en niGmeros redondos ) es - x

aproximadamente X:", no importando el espesor de la placa. B SEL L
Para esfuerzos, aqui no se puede mostrar algin ejemplo ya que Ios valores (o

A
b
E i
i
e
.
H

dependen de las dimensiones de |a placa en cuestion.

7.4) Toma de decisiones

Si los resultados obtenidos en la primera comda no son sat;sfactonos ( su esta‘»'

permitido por las condiciones técnicas, admmustratwas y econbmtcas de Ia empres, ) ‘es

necesario efectuar corridas postenores modlf cando los. valores de Ias vanablesﬁ xbg“ as‘
y / o las de estado. Se deben realizar tantas comdas como numero de comblnaclone

discretas se hayan calculado hasta Iograr un rango de resultados que ofrezcan a

Si los resultados son satlsfactonos enla pnmera comda es necesano ||eva

de todas maneras un numero tal de comdas |gual al numero de combmacnones e
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con antelacién, para lograr el rango de resuitados necesarios para llegar a tener una
buena toma de decisiones.

Cuando ya se liene el rango de resullados, se procede a graficar para todos los
casos, cargas - esfuerzos, cargas - deformaciones, indicando los valores de espesores y
dimensiones generales para estas graficas. La decision tomada a partir de las graficas son
para aprobar el disefio de la placa; sin embargo, habra que verificar que este disefio ( por
condiciones de carga, propiedades del material y dimensiones ) esté acorde con los
procesos de manufactura, produccion, adquisicion de materiales, recursos economicos,
utilidades, procesas de control de calidad, etc.

Si alguna de estas condiciones se contrapone al disefio obtenido por MEF 'se hace -
necesarno volver a diseflar y a hacer otra vez el numero de corrida_s necesanas, hasta que
todos los requisitos de la empresa estén conciliados; es decir, se trabéja bajo el enfoque e

sistémico.

18
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CONCLUSIONES

Se ha llegado al final de esta investigacion, y se comprueba con beneplécito que
cumpli6 totaimente con los objetivos propuestos ( proporcionados al inicio de la misma ).

Asimismo posee los atributos que caracterizan a una investigacion cientifica, es
decir

* Fue un estudio sistematico y objetivo.

* Se realiz6 sobre un tema claramente delimitado.

* Estuvo basado en fuentes apropiadas y trabajos recientes sobre el mismo tema.

* Su meta fue llegar a una sintesis unitana sobre el objeta de estudio, ya que no sélo
aumenté el acervo de datos conocidos, sina que aclaré y cred nuevas dudas acerca de su
estructuracion, ordenamiento, canexion interna, de tal manera que el tema es contemplado
ahara, como un todo unificado que tiene un sentido acorde a |a realidad. | |

La calidad y confiabilidad del médulo que se ha disefiado en esie trabajo ‘de'

investigacion estan aseguradas, ya que al llevar a cabo com’das paralelas can médulos'
similares de Ansis, Algor, Cosmas, Phoenix y Nisa ( que son las paquetes comemuaies.
mas populares ) se abtuvieron los mismas resultados A diferencia de todos Ios paquetes;_" S

que se encuentran en el mercado, este m6dulo se puede correr en cualqmer tlpO deh' G -

computadora ( XT, 80286, 80386, 80486, etc. ) y la capacntacmn para su mane,o esf”"

minima, ya que el sistema se disefi6 en forma amlgable e o
En la siguiente gréfica se aprecia la relacién. benef icio - costo para este dnseﬂo en

comparacion con los paquetes comercuales ‘ o ‘
**Nota : El andlisis beneﬁc:o costo se estudla de manera detallada en el apéndlcei
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COSTO

paquete B
paquete A
paguete
/ software propuesto

BENEFICIO

Se observa que el costo de este programa ( en relacion con los ‘paqu»etes‘ |
comerciales ) es infimo. o | ’
Como se ha dicho a lo largo de toda esta mvestngambn el MEF es una técmca de
sumulacubn de gran utilidad para diseflar placas de estructuras.. Si por e]@mpio en unaf‘_: )

empresa se requiere probar un nuevo disefio o mejorar uno exlstente normalmente se. o i

tienen que hacer pruebas piloto ‘que consnsten en fabncar una o vanas plezas con Iosf-*’ o

disefios propuestos, lo que orgina una serie de gastos en matenales maqumana
personal especializado, especmcaclones de control de. calldad etc Si el duseﬂo es
exitoso, terminan las pruebas, pero todo el matenal dnsenado ya no se uﬂlllara en caso:
de que ellproyect_o fracase, hay que volveﬁﬂo a cOns’iderarj'y repet’i.r‘ |a producclbnpﬂot
hasta que se alcancen resultados 6ptimos. | N g

Otra altemativa mas wab|e es el empleo de la SImuIacn()n por MEF Igual qu todas
las aproxumacnones numéncas el MEF esta basado en el concepto de dlscreuzacno tanto
en el enfoque variacional como en el restdual esta técnica reconoce la don Ui
v multldlmenslonal del cuerpo No sblo trata |dea|mente al cuerpo como contmu

tamblén requuere no. separar el proceso de mterpolacubn para que Ia soluclbn

13




se extienda a cada punto dentro del continuo. No obstante, el hecho de que una solucian
se obtenga en un numero finito de puntos nodales discretos, la formulacion del models
proporciona inherentemente una solucion en todos los otros puntas.

Para finalizar, cabe aclarar que la investigacion en este campo y particularmente en
esta linea debe continuarse, pues es necesario extenderia a 30D y a otros campos de

aplicacion. También debe estudiarse el caso axisimétrico tanto en 2D coma 3D.

o
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~ contiene 2s o 2s - 1 digitos ) no puede emplearse en cdlculos posterlores, el pfoducto es tedo' d

APENDICE A. APROXIMACION NUMERICA Y ERRORES

Cuando se trabaja con métodos numéricos, es necesario hacer un buen manejo de sus conceplos
fundamentales; entre éstos se encuentran :

Aproximacioén Es el calculo o valor que no es exacto, sino que se acerca al valor verdadero.

Precision : Es el numero de cifras significativas que representan una cantidad o la extenslon en las
lecturas repetidas de un instrumento que mlide alguna propiedad fisica.

Exactitud : Es la aproximacién de un nimero o medida al valor verdadero que se intenta
representar.

Establiidad : Se dice que un método es estable, si para camblos o variaciones pequefias en los
datos iniciales, produce correspondientemente camblos pequefios en los resultados o si algun error que
solo se cometa al aplicarlo, tiene un efecto correctivo en su estructura.

Convergencia : Un método es convergente si la aplicacién reiterada del algoritmo, se acerca

paulatinamente a la solucién, hasta alcanzarta.

Claro estd, que los resultados numeéricos estan influenciados por diferentes ﬁpoS'de etrorés; entre

ellos se pueden mencionar los siguientes :

Errores en los datos de entrada : Los datos de entrada pueden ser reéunado de medido’ne‘s‘ Ib's‘

cuales han sido influencladas por errores sistemdticas o por porturbaciones temporelos Tamblén se :

conocen como errores inherentes. Estos ocurren 1recuentemente en modlclones ﬂslcas como voltaje, N e

tiempo, distancia, etc,

Enons de truncamiento : Estos errores se cometen cuando procesos matemétlcos inﬂnnos se‘ ) =

cortan o truncan a procesos finitos; ejemplos de este tipo de errores ocurren cuando se truncu una serie,‘_ o

como la de Taylor; cuando una derivada es eproxlmada con coeﬂdentes dﬂerenciales cuando funclones.

no lineales se aproximen mediante fundones ineales.
Enores de redondeo : S| el dlsposmvo de célculo que se esta utulzando no puede manlpular

numero que tengan més de s dighos, entonces el producto exacto de dos numeros con s dlgnos (’:que
nimero maximo de cifras més significativas con les que cuenta el d&sposmvo
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El error se puede medir a través del error absoluta y éf relativo. El error absoluto en una cantidad
es la diferencia entre el valor verdadero ( suponienda que se conoce ) y una aproximacion al valor real. Se

expresa mediante ia formula :

Donde e, es el error absoluto; x, el valor verdadero; y X, el valor aproximado.

El error relativo es el coclente del error absoluto entre el valor verdadero, multiplicado por cien. Es

decir

X-X o
e = ~—-(100) L
La representacion gréfica de un error es la que se muestra en Ia‘fvlgura Al f

Espacio datos de entrada Espacio datOs de salida s

P

¢

 FIGURA A.1 REPRESENTACION GRAFICA DE UN ERROR

Un problema numérico P significa un mapeoldel espacio de los datos deentradaalespecm e
datos de salida; es decir, un circulo de radio r es mapeado en un‘é elipse jiéuyé eje mayorosapmximadoa

Cyr.
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APENDICE B. TABLAS MAS IMPORTANTES

o ————

——————

MATERIAL

MODULO DE ELASTICIDAD, E
Mpsi ~ GPa

MODULO DE RIGIDEZ, G

Mpsi GPa

Abeto Douglas

e oonoe

0.6 4.5

Acero al carbono

Acero inoxidable

Acero niquel

300
28

L2070
1900

79.3

73.1

LR P
106

.00 2070

1.5 79.3

Aluminio ( lodas las aleaciones )

el

Bronce fosforado

Cobre

Cobre al berilio

a8 a0

T

..080 282 ..

6.0 414

180

190

a9 a7 J

Hietro fundido gris

1240
145 1000

7.0 483
60 414

inconel

31.0 214.0

M0 758

Latén

154 106.0 -

IMagnesio

85 ... 448

se2 a0 o
24 ws )

] Molibdeno

48.0 3310

Monkelk |

26.0 1790

e e

|

|

127.0

i Plata niquel

185

pes 70 o ; *;Isaf_s??

;tho

53 . 365
67

i A
Vidrio

TABLA B.1 NODULO DE ELASTICIDAD Y RIGIDEZ PARA DIVERS0S MATERIALES

A
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MATERIAL RELACION DE POISSON

0.330

Abeto Douglas

Acero al carbono N . 0.292
Acero inoxidable 0305
Acero niquel I . A m_}

Aluminlo ( todas las aleaciones) | _ 0334

Bronce fosforado e 0349

Cobre e 0326

Cobrealbeto | 0.285

Hierro fundido gris 1 02N

Inconel 0.290

Latdn e e 0328

Magnesio o d 0350
Molibdeno 0.307
lyonei S R - S

{Plata niquel | 9.322“ o

Jpomo L oM
{vidrio ‘ | 0245

- S ———

TABLA B.2 RELACION DE POISSON FARA DIFERENTES NATERIALES
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RESFIRE]

A= Area ! = Momento de inercia J = Momento polar de inercia Z = Madulo de seccion

k = Radio de giro y = Distancia al centroide

|

Rectangulo
A=bh k = 0.289h

ol | I=(bh3)/12  ¥=h/2

v’ Z2=(bh?)/6

Tridangulo
A=(bh)/2 k = 0.236h

*‘IA. l=(bh?)/36  §=h/3 5
. v’ . : L

+~—b Z=(bh?)/24 | I

T Circulo

A=(x@)/4  J=(nd)i®
'z(lﬂd")/‘ed,'v::‘k:d,“‘_; S
Z=(x)132  §=di2

Coronaclrculal
A= (ndz)M

; l—(n/@t)(d4 ¢4)
), ."...q"i S ‘ Z-(n132d)(d4 d.4)

11
1
]
a

TABLA B.3 PROPIEDADES DE LAS SECCIONES
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FUNCION

I
i
|

s

TAREA REALIZADA

TABLA B.4 LISTA DE SUBRUTINAS

140
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R ,‘ ': SRR
l
V
1

PRINCIPAL {Lee el titulo del problema, calcula el ancho de la semibanda, resuelve las
ecuaciones de equilibrio giobales e imprime los desplazamientos.
DATAIN Lee e imprime los datos de entrada. o
ASEMBL Inicia y ensambla la matriz de rigidez global y el vector de carga. Almacena
temporaimente los datos necesarios para célculos posteriores. Introduce las
condiciones de frontera. o
QUAD Calcula la matriz esfuerzo - deformacién, ia matriz de rigldez, el vector de fuerzas del |
cuerpo y la matriz deformacion - desplazamiento de los elementos cuadrilateros.
CsT Calcula la matriz de deformacion - desplazamiento, la matriz de rigidez y ei vector|l
. de fuerzas del cuerpo de un elemento triangular de deformacion,
GEOMBC | Aplica las condiciones de frontera para los desplazamientos préscrito‘s: en un : nodo‘
simple. e SRR
BANSOL | Trianguleriza la matriz de rigidez bandada global por doscomposicidn slmémca ‘ -5 “ |
Gauss - Doolitle o resuetve pera o vector de desplazamwmo couespondento a un S
| vector de carga en particulr. | L -
! STRESS’ | Calcula ' las delormaciones esfuerzos y es'uefzos pnncapales lmpﬂme
L stuomon y estueros princpais e o contride o os cementos,_




TERMINO DESCRIPCION
AK Matriz de rigidez ( montaje ). ) B
AREA  |Area del elemento triangultar. -
B Matriz [ B ] para elementos cuadrilateros. )
BODYF _ | Contribucidn de carga nodal de TBODY.
BT Matriz [B ] para elementos triangulares. .

C.__ [Matiz estuerzo - deformacion( G . . ... . ...
Cs Matriz resultante del producto (C J[B).
CF Factor coman en el calculo dela matiiz [ C | esfuerzo - deformacion.
E Maddulo de elasticidad E. En STRESS, representa las deformaciones en el centroidekkde los
‘ elementos, - =
EL Longitud def lado del elemento donde la traccién de la superﬁcue es determlnada
FAC Factor para promediar las deformaciones en un elemento | ‘
IBAND __| Ancho de la semibanda de las ecuaciones de ensamble |BAND<-MAXBW et s
IE(M, 1) |Arregio de identificacion dei elemento. M es el numero de elcmento, I<..M<-NEL | =1, | |
2, 3, 4 denota los nodos de les esquinas del elemento el= 5 expfesa o MTYP pera«el ok
elemento. i v ‘ L ‘ e
ISC, JSC |Numeros de los nodos i y j para el lado en‘ el ctjal la i supefﬁcae detraccuﬂnes
ISTOP. |indice utizado para contar el ndmero’de’ eirores en los:datos" e .
1,J,K, L |Indices pnra los cuetro nodos del cuadtildtero en QUAD..
I,J,K |indices para los tres nodos dei etemento tﬂangular enCST. S
KODE( i) Indace de desplazamlento Yy condiciones de carge concentrada en el nodo l :

TABLA B.5 DESCRIPCION DE NOMENCIATURA =
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TERMINO DESCRIPCION

KKK En BANSOL, es el Indice que designa a la funcién a ejecutarse. Asl, KKK = 1
, para ftriangularizacion de rigidez y KKK = 2 para solucién retrospectiva
empleando rigidez triangularizada. .
MAXBW Mdximo ancho de semibanda permitido. B
MAXDOF Numero méximo de grados de libertad. MAXDOF = 2 * MAXNP.
MAXEL Numero maximo de elementos.
; MAXMAT Numero méximo de materiales admftidos. =~~~
__MAXNP | Nimero meximo de nodos permdos, .

MAXSLC Namero méaximo de superficies de traccidn.
MDIM Méximo ancho de banda. MDIM = MAXBW.
MTYP Numero maximo aceptablp_,gg._t_igos de material. |<=MTYP<=NMAT
NBODY Opcién para fuerzas del cuerpo. De aqui, NBODY =
o NBODY = 1 para fuerzas en Ia direccion negauva del eje Y.
NDIM Numero maximo de grados de libertad. NDIM MAXDOF. Lo
NEL Numero de elementos. NEL <=MAXEL . | L | SR j
NEQ Ndmero tolsi de ecuscionies, NEQ =2+ NNP <= MAXDOF.
NMAT | Numero de materiales dﬂerontos 1<-NMAT<—MAXMAT S
NNP Numero de puntos nodales, NNP<-MAXNP 5
NOLINE |En STRESS os el indice para hmllar la sallda 8 50 llneas pm pd@g y
NOPT Opcién para esfuerzo y /o deformacién plana Si NOPT = 1 entonc
defotmuc&én plana. si NOPT= 2 2, entonces se trata de osfuerzo plano 2
NSLC Numevo de superﬁcies de traccldn NSLC< MAX<-LC S
PR Relacién de Pmsson V. ‘
_PXI, PXJ, PYL, PYJ Contribucicn nodal de la superﬂcle de ttaccién en direccidn x y Y i

TABLA B.S DESCRIPCION DE NOHENCLA’I‘UR‘A' ( Sc_bnrx‘gu‘gc'_xou,‘);;‘g?_._
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- e
TERMINO DESCRIPCION
Q Vector de carga del elemento cuadrilatero. En STRESS, es el vector de
desplazamiento. .
\ QK Matriz de rigidez del elemento cuadrilatero.
R Vector de carga del ensamble. También calcula desplazamientos para el
_____ensamble en MAIN, BANSOL y STRESS, ) s _
] RO Densidad del material. R
‘ SiG Arreglo para esfuerzos. - L
" ll SURTRX SURTY | Componentes en X y Y de tiaccion ditrbuidas prescitas,
TBODY Peso total del elemento triangutar, B
T Melrzdo rigdez do demeno tangusr,_______ SN
TOTALA Area total del elemento cuadrilétero. o ;
u Desplazamiento determinado en la dueccmnxoVeneeomsc ol b

CULX, ULY,

X(1), ¥(1)

| Coordenadas (x,y)del nodo I,

Carga concentrada o dosplnzanuento en las dilecclonas X y Y en al nodo i oy

XQ, YQ

LR

YQ( 5 sonlas coomenadasdelcentroide L

TABLA B.5 DESCRIPCION DE NOMENCLATURA ( CONTINUACION )

Coordenadas de los nodos de un elemento cuadnlﬁtelo o tnangula ”XQ( ‘5
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APENDICE C. ANALISIS BENEFICIO . COSTO DEL SOFTWARE DISENADO

Beneficlos obtenldos al emplear ef software disefiado { Ahorros )

PRUEBA PILOTO

Disefio Prefiminar

Material

Mano de obra

Equipo

Especificaciones de control de calidad
Especificaciones de fabricacién y ensamble
Pruebas

Soldadura

¥ BENEFICIOS

Costos del software disefiado

Equipo

Capacitacion
Andisis
DiSéﬂo

lmplaniacian

 Sueido dei Ingeniero Mpcénico (%)
£COSTOS -

5

b
$
$
$
$
$
$
$
$

~ *Elsueido de un Ingeniers Mecanico es apkoxim,édamentef igi‘j’a‘l‘azf 6000por mes

$
$
5
$
$
s
s

15 000
150 000
540 000
200 000
240 000
150 000
200 000
300000

1795000=1800000

R




contar con equipo de cémputo ( PC 80286 o superior y algunos dbposmvos pemricos ), 50 '

técnica y como econbmicamente

Y

YA

1800,000 5
RELACION BENEFICIO - COSTO = 61000 ~ 2951=30

Este andlisis beneficio - costo reporta que los costos del software disefiado son minimos
comparados con los beneficios obtenidos, pues se esta recuperando 30 veces lo que se invirtib. Notese
que este andlisis se efectud solamente para un disefio, pero claro estd que en una fabrica se realizan miles
de disefios; ésto significa que los costos del software se reducen practicamente al sueldo del ingeniero
Mecénico, ya que no se tiene que invertir nuevamente en equipo, capacitacién, andlisis, disefio e
implantacién.

Por otra parte, resulta bastante costoso efectuar pruebas piloto para verificar si el diseflo es el
adecuado o no en cuanto valores de esfuerzos y desplazamientos en la estructura y si realméhte ese.
disefio es ¢ mas econdmico, seguro y confiable; pero quizé io mas importante aqui sea o ﬂempo que todo = |
ésto consume, junto con la incertidumbre de sl ef disefic es adecuado y conecto Se dice que ei tsompo es ‘
lo més importante parque afecta considetablemente los intereses del cliente, Va que normalmente 8 él» , |

unicamente le atafle que & producto se entregue lo antes posuble

Ahora, i este problema se soluciona con técnicas de simulacién y epﬁcando el MEF sblo besta con; ‘  v‘ :

diseflado y una capecitocldn sencila para Inlciar i vodﬂcadbn dei disoﬂo dei producto Se puoden lleva a

cabo tantas corridas como sea necoseﬂo hasta que se encuemfe C disoﬂo que resulto convenlento tanto
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PENDICE D. EJEMPLOS

e

Considérese el ejemplo de flexion pura en una placa coma la de la figura D.1

6"

1000 Ib./pulg. 1000 1b./pulg. ? = R

e e
9"

FIGURA D.1 EJEMPLO

La pleca estd sujeta a una dcstﬂbuclén de esfuerzo ﬂexioname con una intensadad maxima de

Ib. / pulg. 2. Dobido a la simetria y antisimetria respecto a Ios ojes XyY ( usopatametdsmo ),,sdlo} el ‘pnmer

cuadrante de la placa es discretizado. Los lados 0X y ov se restnngen contra ei movimwnto hoﬂz jntal

£n la figura D.2 se muestra el wlinamlento dela maﬁa para esta porcibn de la placa

1‘48



APENDICE D. EJEMPLOS

Considérese el ejemplo de flexion pura en una placa como la de la figura D.1

6"

1000 Ib./pulg.

1000 tb/pulg,

9" |
FIGURA D.1 EJEMPLO

i
S
Ty

A
e

La placa esta sujeta a una distnbucldn do esfuetzo ﬂexionante con una Inumsadad méxim de 100

Ib. / pulg. 2. Debido a la simetria y antisnmettla respecto a tos ejes X y Y ( 'Sopnramotmmo ) sélo priny

cuadrante de la placa es discrenzado Los lados 0Xy OY se restringon comm el movim' : _ to h ‘

En la ﬂgura D2 se muesua ol Minamlento de la maﬂa para esta porcién de ln pltca
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FIGURA D.2 REFINANIENTO DE LA MALLA L

En la tabla D.1 se observa la solucion por elementos finttos de 8cuerdoacadadMsi6n d

¢stos son muy aproximados a la solucién exacta.
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P(453) _ P(22515)

No. elementos U

Por resistencia

de materiales

~+ |os desplazamientos estan en 10-4 pulgadas.

TABLA D.1 SOLUCIONES APROXIMADAS

Se advierte que a medida que la malla es més refinada, ‘Ia solucién calculada va niejomndo, Lé :

solucion exacta se consigue mediante las formulas

£
U=--E_ixy

: F : v "
= e X2 2) -
V= ZEy(x fvy) o
Con las siguientes condiciones del métorial L
 E = 30010° b Jpulg2

v=03 L oo

- Otra caracteristica de la discrefizacion que qfécta auna sduclﬁnporelementosﬂmtos
de aspecto de los elementos, ésta describe la forma del elemento en el ensemble.
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Para elementos bidimensionales, este pardmetro se define como la razén de la dimensién mas
larga entre la dimensién mas corta. La razén de aspecto més ptima en cualquier lugar dentro de la malla
depende grandemente de la diferencia en la razén de cambio de desplazamientos en diferentes
direcciones. Una razén de aspecto cercana a la unidad mejora la calidad de la solucion.

Para ilustrar ésto, obsérvese la figura D.3

u
‘
} 1 it i
1 11
« 48 - - 4 —»
3) [}

i
' u i ;
v ; ;
] . - ‘
1 ! i
{
¥
9 a8 ' 9 IR >
(o) @ .
o
N7l N

g "

» L)

3 B

—

[ B

: LR A A
(s)

FIGURA D.3 DIFERENTES MALLAS CON ELEMENTOS RECTANGUI.ARES B

Se aprecia que las cinco mauas tienen doce e!ementos En Ia tabla D2 se compmn Ias clnc

soluciones obtenidas con las respecﬁvas mafles y Ia solucibn calculada por 16rmula
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R ) 0. /% B P{450
....... s e cremmim == <>
Razdn de No. No. nodos u v u v
aspecto jelementos| ]
8 12 26 1.2966 - 1.1021 0 -0.9724
2 12 | 21 | 14422 | -12272 0 - 1.0910
1.125 12 |20 1.4529 -1.2375 0 - 1.0989
2 12 20 14276 | -1.2182 0 - 1.0835
45 12 | 2 1,36542 | -1.1598 0 - 1.0333
1.5000 | -1.2750 0

T VT S—— —
SRS M | AT A

w* | os desplazamientos estan en 10- pulgadas.
TABLA D.2 SOLUCIONES APROXIMADAS CON DIFERENTES MALLAS

En la figura D.4 se contempla una gréfica de la solucién con férmula contra los fosultsdo; de la

tabla D.2 en el punto P (4.5, 3 ). Es claro que mientras la razén de aspecto esté més c«cgna'de launided,

mds se aproxima a la solucion exacta.

% de
errar en

desplazeminnto
en P

123456789 Rexbndeaspocta’

'FIGURA D.4 GRAFICA DE SOLUCIONES
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