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PREAMBULO:

En los ultimos afos el desarrollo de la Fisica Estadistica ha sido
extendldo considerablemente. MI Intento es ofrecer al lector un
tratamiento det problema de dlifusion a partir de un modelo estocdstico

myy simplificado en una dimension.

No es la pretensién de este trabajo 1llegar at modelo exacto de
dlfusion, mas blen se llegé a una aproximacién distinta, que sea al
menos mas congruente con el hecho de que la velocidad de propagacién de
las particulas es finlta. Desde luego que el concepto de velocldad de
particutlas en difusién en muchos casos es lnalcanzable. Supongamos que
€n un vaso con‘agua de jamos dlfundir tinta, es evidente que “velocidad
de particulas" puede resultar un concepto inatll st pensamos en
establecer una relacién para saber cudl es la velocldad de cada
partfcula en el tlempo, peor aun sl el nimero de particulas en difusién
es del orden del nimero de Avogadro. Pero 1o que si es clerto es que lo
rapido que ocurre la difusién o lo lento que ocurre la difusién tlene
que ver mucho con el medlo. Supongamos que en vez de agua simple tomamos
un acelte. Obviamente la difusion de la tinta es més lenta. Aclaro esto
porque es absolutamente Imposible que si realizamos un experlmento de
difusion, todo el medio se entere Instantdneamente de que existen
particulas que van buscando una forma de distribuclén en equilibrio
empleando como Gnlca causa una diferencia de concentraclones (y ademas
estamos ante un proceso lrreversible.) En consideraclén a lo anterior se

reallzard la totalidad del trabajo.

En la seccilon 1.1, que se llama "introduccion", se propone el sistema
del cual depende el modelo matemdtico. Se hacen también las suposlciones
basicas, se establecen las posibilldades que exlsten dentro de la
dinimica del sistema y la definicién de la terminologia que se empleara
a lo largo de todo el trabajo. Se hace una propuesta de modelo dlscreto
y termina aproximando el modelo al continuo. Es necesario hacer hincaple

en el hecho de que esta aproximacion tlene un preclo, el cual es, segin



se vera en su momento, la perdida de la estructura granular del modelo
discreto, Tanto en el caso discreto como en el caso del modelo contlnuo
las dos relactones matemiticas badsicas se ltaman slstema de ecuactones
dlnamtcas, algunas de cuyas propiedades se tratan en ta secclén 1.2,
Desde luego que se asume que et lector conoce las proptedades de los
sistemas de ecuactones diferenclales parclales stimultaneas y en
diferenclas finltas, Se 1lega posterlormente a wuna formulaclén
alternativa del problema en términos de otras dos propiedades
fundamentales: la funclién densldad de particulas y la funclén densidad
de corrlentes, Se llega a una ecuaclén diferencial parclal de segundo
orden: la ecuaclén de los telegraflstas, que es hlperbélica de segundo
orden, en lugar de la ecuécién diferenctal parclal parabdlica que nos
servira para resolver el problema de ditusién en base a la ley de Flck.
Después de resolver el sistema de ecuactones dindmicas discreto vy
plantear generalldades acerca de la soluclon del sistema en el continuo,
se dedlca el resto del trabajo a casos partlculares del mlsmo, En la
secclén 2.1 resolvemos el slstema de ecuaclones dlpamicas en la recta
Infinita, a pariir de funclones de denslidad de movimlento propuestas de
antemano. En la seccién 3.1 se aborda el mismo problema desde el punto
de vista de proponer dlstribuclones de particulas y analizar el
comportamiento posterlor del sistema en una recta infinita.
Posterirmente, las secciones 4.t y 5.1 se dedican a la solucién del
sistema de ecuaciones dinamicas en el continuo en la semi-recta x>0,
primero colocando una pared absorbente en el orlgen y posterlormente

colocando una pared reflelante, tambtén en el origen.

Intenclonalmente se han dejado los apéndices para proporclonar al
lector los indiclos necesarlos acerca de técnlcas matematlicas que no son
muy frecuentes de encontrar en la lilteratura, como es la soluclén de
slstemas de ecuaclones dlferenclales parclales y de la ecuaclén de los
telegraflstas por medio de las transformaclones integrates de Laplace,
de Fourler discreta, de Fourler contluua, de Fourler seno, de Fourier
coseno. En el apéndice 1 resolvemos la ecuaclén de los telegraflstas en
la recta Inflnita por el método de Riemman; en el apéndlce 2 se
presentan los cidlculos a detalle para resolver el sistema de ecuacliones
dinamicas en el contlnuo por medio de Lransformaclones integrales,

comblnando las lransformaclones de laplace y de Fouriler continua, Para



Ia solucién de la ecuacion de los telegrafistas en la recta x>0 se

escribll el apéndlce 4. Los apéndices 3 y 6 tratan de las soluclones de
la ecuacidén de difuslon derivada de la Ley de Fick y se dejaron para
comparacion, £l apéndice 5 muestra la relacion entre la formulacion
mesoscaplea y la de Fick, la cual evidentemente debe existir. Los otros

dos apéndices son resultados matemdatlcos auxillares slmplemente, en el

texto se hace oporiuna referencia a ellos,

R. Salas C.
18 de agosto de 1996,



1.1: INTRODUCCION.
OBJETIVOS :

1.-Deflnir las varlables y parametros necesarlos para ia descripclon de la
Difusion Mesoscaplca Unldlmenslonal Claslea (D.M.U.)

2,-Exponer, a través de un modelo slmpie, el desarrollo de una dlstribuclén
lniclal dada de particulas sometlda a D.M.U.

3.-Calcular el valor esperado y la varlanza para la posicién en el caso
espectal de difuslon de particulas con gran capacldad de Lransmlsion.

A.-Proponer y resolver el slstema del ecuaclones dinamicas, en térmlnos de
variables dlscretas.

5.-A partlr del slstema anterlor, deducir una verslén del slstema de

acuaclones dlnamicas, pero para variables contlnuas,

El orlgen de esta tesls fue un cuestlonamiento que surgié al resolver el
sigulente problema en unidades del sistema MKS (ver MHeat, Mass & Momentum
Transfer por Warren M. Rohsenow, Prentlce Hall):

Una dlstrlbuclén de particulas f(x) Kg/m3 de hldrogeno al tlempo t seg. se
va a difundlr en agua. A partir de esta distribuclén inicial en 1=0. ;Cual
serd el valor de la densldad p(x,t) en cualquler tlempo posterior?

Empleando la ley de Fick y la ecuaclén de contlnuldad, resulta que tenemos
que  resolver el sigulente problema de condlciones Inlclales, con un
coeflclente de difusléon que, en este caso, es de D = 46,97 mz/s, como lo

reporta el autor referldo en el apéndice E a 290 Keivin:

2
p &p . %

gxe  dt

sujeta a: p(x,t=0)=f(x) Kg/m3 arbltraria, inéﬁ%fgl

= 0. Estas condiclones -

Iniclales corresponden a una dlstrlibucion Intclal arbitraria y unldimensional
de partf{culas, la cual no sufre camblo temporal al tiempo t=0. Sucede como
cuando tenemos una distribuclén f(x) de particulas envueltas en una membrano y
al tlempo t=0 retiramos instantaneamente dicha membrana. No esta por demas
recalvar que muy aparte del modelo que empleemos para resolver este problema
estamos ante un fendmeno irreverslble, causado por una diferencla de
concentraclones.

Nos es blen conocldo que la soluclon es (ver apéndice 3 para una

deduccion):



8 es delta de Kronecker.

" Condicion inicial: P ; (x, 0j=P ;(x,0)=5(x,0)/2; en la celda x~ 0en N—0,

R=probabilidad de dispersion cambiando a la direccion contraria.

potencial; N: Numero de evento.

T=probabilidad de dispersion continuando el movimiento en la misma direccion.

x: coordenadas horizontales para las celdas, en cuyos extremos hay barreras de

x=-4 x=-3 X=- x=-1 x=0 x=1 x=2 x=3 x=4
2>
12 <
— N=0
TR2< RI2Z< | 72>
Ri2> i
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H : i I | S | N=2
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1 i1 {TRTT2< {RTRT/2< |RRRT/2> | i+
; TTRT2>  [RTRTR> JTRTT2> | '
RN | (S _-—: j ._,_j S (S IN=
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plx,t) = — j f(E&)expl- L —leq Kg/m?

2l

-

Si, en particular, f(x) = 8(x) (deita de Dirac), tenemos un conjunto de

particulas concentrado en el origen; sustituyendo en ia uitima ecuaciaon:

. o X 3
plx,t) = — expl 4Dtl Kg/m

24Dt

Por ejemplo, sl x=60 m, y t=0.1 seg. tendremos que el correspondiente valor

de la densidad es p(60 m,0.1 seg.l= 7.84 » 10795 Kg/m?

(Es posible que en una décima de segundo, en un punto tan alejado del
origen como puede ser el que estd a 60 melros, o a cualquier olra distancia
(ya que tenemos una relacién matematica valida para cualquier vator de x), ya
podamos detectar particulas en difusién? Si esto es asi gsera que las
particulas se desplazan a veloclidad infinita?. La respuesta es obvlamente no.
Este es el punto mis Importante del cuestionamliento que hlzo posible esta
tesls.

1.-Definiciones Preliminares y Propledades Fundamentales de! Modelo,

Difusioén Mesoscépica Unidimensional es un modelo f{sico para establecer una
descripclén aproximada de la situaclén de una part{cuia o conjunto de
partfculas, a lo largo de una recta o una seml-recta bajo las slgulentes
suposiclones:

Suposlclén 1: A lo largo de la recta Infinita o semi-infinita ([que
‘denominaremos el medio) existe una estructura perlédica que vamos a suponer
como un allneamlento de celdas separadas por barreras ldéntlcas de potencial.
La distancia entre dos valles sucesivos (representados con V en la flgura 1)
es §. El ancho de la barrera de potenclal es despreclable comparado con 3. '

Esta suposlcién es Importante porque nos dard la diferencla entre ta visién
macroscoéplca (en la cual esta estructura de celdas, tamblén ilamada granular,
no existe) y la microscépica (en la cual la interaccién con las barreras de
potencial se debe estudiar con los métodos de la Mecanica Cudntica.) De hecho,
se trata del modelo de Kronlg-Penney. Desde el punto de vista de ta Meeanica
Cuantica, podrfamos escribir de inmedlato la ecuaclén de Schrddinger para
funclones de onda de electrones (por ejemplo.) Un tratamiento bastante ameno
de este tema lo presenta David L. Goodstein en States of Matter, Prentice

ltatl, capituio 3.



El modelo es mesoscoplco precisamente porque realizaremos la descripeion
desde un punto de vista “intermedio® en escalas de tlempo y longlitud, entre la
conslideracion no granular de la formulacléon macroscopica que presenlamos al
intcto de este trabajo y una descripeldn cudntlica como la que ya comentamos.

Suposicisén 2: La particula (o las particulas) en el medio, pueden reallzar
saltos de tamafio 8 en forma aleatoria, stempre a partir de un valle, a la
derecha o a la lzquierda. Puede ser posible, ademds, que la particula o
particulas atraviesen una barrera (fenémeno de transmisién que ocurre con
probabilidad T) o bien, pueden rebotar al llegar a ella (fendmeno de reflexion
que ocurre coh probabllidad R.) Estes saltos tlenen una duracién 1. El
caracter estacaslico del fendmeno radlca Justamente en esto: no podemos declr
de antemano qué tipoe de Interaccién con las barreras de potenclal tendrad
lugar, reflexién o transmlsién. Para abundar mds: nuestra varlable aleatorla
serd la posicion de las partfculas, las funclones de distribucién de
probabllidades se {radn formulando sobre la marcha, y quedaran entonces
descritos los correspondlentes procesos estocdsticos.

Supasicién 3: Ninguna particula puede permanecer en reposo, ademas la Unica
interaccién permitida es con las paredes que se encuentren en la celda
correspondiente, lo que significa que sdlo puede haber reflexién o transmision
con barreras, de modo que se cumple que: T + R = 1.

Las coordenadas x {nimeros enteros entre -m y +m, flg. 1) corresponden a la
ublcaclén de los valles de potenctal, y representan la posiclén de la
part{cula, slrven tamblén como etlqueta para cada celda.

St una particula partlera de la celda x, y dlera N sallos a la derecha
slempre pasando de manera transparente las barreras de potencial, ia celda en
la que se encontraria finaimente serf{a x, + N = %, y para todos los saltos que
efectub es xy =48, 1 =1, ..., N

Suposicién 4: la transmlsién o reflex)on en una pared no altera la rapldez
del salto de la particula, que deftnitremos como c=8/t (a tas particulas,
cuando tomemos un conjunta), esto es: las collsiones que resultan en
reflexiones son eldsticas, y las colislones que resultan en transmisionus se
efectian de nanera totalmente transparente, as{ que no hay camblo en la
energfa de la particula.

Suposicldn 5: La razén c=8/t es constante, le hemos liamado la rapidez de
saltos, y nada tlene que ver con la velocidad de la particula. Para
cuantificar la velocidad de particula nos tendriamos que atener a los

principios fundamentales de la Clnemidtica: la razén de camblo de pasiciédn con



respecto al tlempo seria la velocldad (Ax/At.) Esta constante, 6/7, la
raptdez de saltos, se refiere a la razén entre la distancia recorvida durante
un salto y la duracian del mlsmo.

Qbviamente para un tipo particular de medlo o estruclura cristalina, y para
determinado valor de la energfa de las particulas, la rapldez de saltos puede

camblar, ¢ es una caracterfstica de cada sltuscion particular de dlifusion.

e 8
vix < —

{a particula se A .
refleja a x la particula
con prohabiii- pasa a x+i
dad R: 'l'-'ﬁntg)anhnhl-
m2 / da .
iniciot 172

S TI2>

i t ( t x
Valies: x 4] 2

Figura 1,

Suposlicidén 6: El resultado de un salto, que puede tener como consecuencla
que la particula vaya hacia la derecha o hacia la izqulerda, dependera
excluslvamente del resultado del salto anterior. Dicho de otro modo, el
praceso correspondiente a que una particula en la posiclén x en el salto
nimero N, vaya a la derecha o a la lzqulerda, es un proceso markoviano, Esta.
suposiclon es la diferencia fundamental que distingue la formulacién que
presentamos de la que realiza Chandrasekhar en Rev. of Modern Physlcs (Vbl.
15, No.1) donde asume que los saltos son absolutamente independientes.

Lo que sucede en el tiempo ¢t = Nt (N entero) se llama evento N.

Supongamos que una parlicula estd en el valle x y que se¢ mueve hacla la
derecha en el evento N=0; vemos de {nmedlato que puede haber dos
posibilidades:

Posibiildad 1: que iInteractie con la pared de la derecha y se transmita al

valle x+1.



Posibilidad 2. que interactie con la pared a la derecha y se refleje al
mismo valle x de donde partio.

Pero st fuera el movimiento a la tzquierda, en la celda ¥, puede suceder

que:
Posibilidad 3: que Interactde con la pared a su lzqulerda y se transmita al

valle x-1.
Posibllidad 4: que interactde con la pared a su izquierda y se refleje a

valle %.

Hagamos ahora las sigutentes definiciones:

Definicién §: Py{x,N} (o Py} es la probabllidad de que la particula esté en
el valle % (posicion x) en el evento N (o tlempo (=Ntr) v se mueva a la
derecha. S1 se trata de muchas partfcutas le llamaremos densidad de
probabilidad de particulas con movimlento a la derecha.

Pefinicién 2: Polx,N) f{o P.)} como en {a anterlor definicidn, pero para

movimiento a la lzquierda.

Definicién 3: Py+Py = plx,N) es la funclén de densidad de probabilldad
total de que la partfcula esté en x, al evento N. Notese que en lo sucesivo no
emplearemos el concepto de densidad como masa por unidad de velumen, sino como
fracclon total de particulas. La fracclén de todas las partfculas que van a la
derecha més la fraccién de las que van a la lzquierda suman la unidad (100%.)

Definicién 4: (Py-Pylc = J(x.ﬂ) es la densidad total de corriente. Esta
cantldad representa una medida de la tendencia global de movimlento de las
particulas, que serd hacla la derecha sl es posltlva y hacla la izqulerda si
es negativa.

Definlcion 5:

Espaclo fase es5 aquel al cual le aslgnaremos como coordenadas

los valores de Py y P,.
Definicién 6: Fspacio de conflguraclén es aquel al cual le aslgnamoes como

coordenadas ios valores de p y de J,

As{ pues, debemos tener:
0 =Py, Py, p, 1Jf =1
o
y: Z pix, N}=1.
: X=~m
2. -Desarrollo del Proceso Difusive,
Supongamos que colocamos una particula en la celda N=0O y que ie asignamos

la misma probabilidad de Ir a la lzquierda o a la derecha. Simbélicamente



representaremos este estado inicial como:
172> {st va a la derecha), o
1/2< {si va la lzqulerda), respectivamente.

Sl esta partfcula comienza su movimlento a la derecha y reallza tres saltos
de la sigulente manera, por ejemplo: una transmlsion, una reflexlon y otra
transmisién, el movimlento resultante serd evidentemente a la lzqulerda, y
simbdlicamente representaremos esto como TRT/2<: numéricamente la probabiildad
de que esto ocurra es 72R/2. sustitulmos cada letra por su valor numérico
simpiemente.

Por otro lado, al ver la notaclén "TRRT/2 >" (por ejemplo) en una celda,
representamos la opclén de que una partfcuia inicle su movimiento con jguai
probablilidad a fzqulerda o ‘derecha y sufra en este orden: transmisién,
reflexién, reflexlén, transmlsion, quedando flnalmente movléndose a la
derecha. Por supuesto que sl cae flnalmente en una celda cualqulera, exlsten
otras opclones aparte de "TRRT/2" que podrfan lievarla a esa celda, la suma de
todas ellas nos da la probabllidad total de que la particula esté en esa celda
determinada, en un momento N dado, el numero del evento se puede deduclr por
el nimero de factores del tlpo T y R: en el Gltimo ejemplo TRRT/2 > nos dice
de inmediato que estamos tratando con una poslbilldad del evento N=4 (cuatro
factores), En la tabla 1.1 generamos para los primeros 4 eventos todas las
poslbilldades para una particuia que inicla su movimlento de camino aleatorio
en N=0 y le asignamos la misma probablilldad de ir a lzquierda o derecha
iniclalmente, esto se expresa asf:

Py (x,0)=P3(x,0)=5 8(x,0) (1.1.1)

donde 3 es la delta de Kronecker

Ahora blen, en N=l, si la partfcula se fue por la derecha, pudo
transmitirse hacia x=i, con movimiento resultante a la derecha, o reflejarse y‘
regresar al valle x=0, pero moviéndose a la lzquierda, ‘Simbélicamente
representamos la transmisién como T/2> en x=1 y ia reflexién como R/2¢< en x=0.
Matematlcamente se pueden evaluar ias probabilldades slmpiemente f1jando el
valor de T, entonces calculamos

R=1-T (1.1.2)

y substltuimos los numeros correspondlentes para calcular T/2 y R/2.

Si, por el contrario, la partfcula se va por la lzquierda, puede
transmltirse a x=-1 con movimiento a la tzqulerda, o reflejarse y regresar al

valle x=0, pero moviéndose ahora a la derecha. Simbolicamente esto se pone



T/72¢ en »=-1 y R/2> en x=0.

En la tabla 1.1 vemos que para N=1 ahora hay tres posibles celdas ocupadas:

x=-1 con 1/2¢< totallzando Py(~1,1)=0 y Py(-1,1)=T/2.

%x=0 con R/2< y R/2» totalizande Py(0,1)=R/2, Pp(0,1)=R/2,

%=1 con 1/2> totallzando Py(1,1)=T/2, Pp(1,1)=0.

La suma de todos los poslbles valores nos da: T/2+R/2+R/2+4T/2=1,

En N=2 nos damos cuenta en !a tabla (.l de que hay S5 posibles celdas
ocupadas. Procediendo como antes, buscamos en cada celda las opclones que
tralgan ">" vy las sumamos para calcular Py, y las que traen "<" para calcular
Py, ta suma total de todos los valores de todas las celdas se reduce a la
unidad, como  vemos:  TZ/2+4RT+R2+RT+T2/2=1.  Asi  podriamos  segulr
{ndefinldamente.

3.-C4lculo del Valor Esperadoc y de la Varlanza para la Poslclén.

Conslderemos N=2: podemos calcular, por ejemplo, el valor esperado de la

posicion para la fraccién de partfculas que van a la derecha, que llamaremos
L2
’ E (x N=2)= Z %Py (x,N=2), cuyo valor es:
%x=~2
E4(%,N=2)=-1(RT/2)+1 (RT/2)+2(12/2)=12,

Abora podemos calcular por el mismo procedimlento el valor esperado para la
posicién de las particulas que van a la lz2qulierda, oblenlendo: E.(x,N=2) =
~2(12/2)-1{RT/2)+1(RT/2) = -T2, de modo que el valor esperado para la posicién
es, cuando N=2:

E(x,N=2)=E, (x,N=2)+E.(x,N=2)=0.

Por otre lado, cuando T=1/2, tenemos que dos eventos suceslvos serfan
completamente independientes, las barreras de potencial de la tabla 1.1 son
tales que indistintamente dejan pasar partfculas o que las repelen. La
sltuacion cambla si hiciéramos que T tienda a la unidad, pues el efecto es
hacer que la pared sea cada vez mds débil, por lo cual la transmisléon es mas
segura, por lo tanto, exisle una gran tendencia a mantener la direcclén del
movimiento de las particulas en este caso: Tsl. Como E(x)=0 de cualquier modo,
Ia forma de distribulrse que tlenen las particulas es simétrica respecto al
origen, las partfculas se van tendlendo a difundir en {igual proporcién a
lzquierda y derecha.

Pasemos ahora, dentro de nuestro caso especlal de N=2, a evaluar la

‘ Varianza, que como sabemos estd dada por la relacidn:
V(x)=E(x2)-[E(x}]? (1.1.3)




segun esto debemos obtener primeramente el segundo momento E(x2), en N=2:
E(x?) = 2T2-RT+RT#2T2 = AT2,

st T=1/2, V(x)=1; sl T tlende a la unidad V(x) tlende a 4 (que es igual a 22
que no es colncldencia como vamos a demostrar.) Estos valores nos dlcen que
entre mayor sea T, mayor es tamblén la separacién de la media, lo cual es de
esperarse tomando en consideracién que slendo T una medida de la
transmisibiiidad de las barreras, estamos debiiitando la capacidad de dichas
barreras de potencial y, sitendo mayor la tendencla a conservar la direccion de
movimiento sin repuisiones, es mayor el alejamiento que debemos esperar de las
particulas respecto a la media. T es una medida, por lo tanto, de la
permeabliidad de nuestras barreras de potenclal, y en todos los casos en que
iieguemos a necesitar que su valor se aproxime a la unidad, debemos estar
consclentes de que estamos debiiitando la pared y aumentando la lendencla a la
conservacién de la dlreccién de movimlento de las particulas.

Generallcemos ahora los calculos para E(x) y V(x) para un caso extremo, T
tendiendo a la unidad. Tomemos el evento N, por supuesto que entonces R tiende
a cero. Viendo la tabla de la tabla 1.1, pnos damos cuenta de que, como en
todos los casos aparecen productos por R, sbéio tendera a un valor no nulo el

correspondiente a la barrera colocada en x=-N y x=+N, para cada N:
EGe)» 5 T (N) + 5 ™ (-N) = 0 cuando T » 1. (1.1.4)
Anatogamente, para E(x2) tenemos que:
EG2)s 5% ()2 + 5 (-N)2 = N2 cuando T » 1. (1.1.5)

Por lo tanto, en nuestro caso especial en que T tiende a uno:
V(x)=N2 (1.1.6)
4.-El Sistema de Ecuaciones Dindmicas de Dominlo Discreto.

Relaclonemos ahora las funclones Py y P, mediante una ecuacién del tipo:

P(x,N)=A P(x,N-1) (1.1.7)
Py

donde P es el vector formado por p.| Y A una matriz 2 por 2. Antes de eso,
2

construyamos un Sistema de Ecuaclones en Diferencias para las P, como sigue:

De acuerdo a la Informaclén de fa tabla 1.1:



Py ¢, N)=TPy (x~1,N-1)+RP,(x,N~1) {1.1.8)
esto es: la probabllldad de que una particula esté en el valle x al evento N
tlene dos componentes: una deblda a una transmlsién anterior procedente de la
celda x-1 y una reflexlén anterlor desde X para regresar a la misma celda x,
Analogamente:
P,(x,N)=RP; (%, N-1)+TP,{x+1,N-1). {1.1.9)
Al slstema formado por (1.1.8) y (1.1.9) le llamamos slstema de ecuaclones
dindmlcas, obviamente en el domlnio discreto.

Una forma matrlcial para este slstema es:

C[Pa] [ RGN PytoN-D) [
PN o o [F] Polert B=1) PLxoN-1 | [R

Empleemos esta formulaclén para comprobar en N=2, por ejemplo, lo que

llevamos hecho, sustltuyendo x=0 y N=4 se tlene:
Py(0,4) Py(-1,3) P,(0,3) |1y
P(0,4)= =
P,(0,4) P,(1,3) P,(0,3)[|R

=[ TR2/2 T?R/2+R3/2] [T] _[TZRZH{“/Z]

TR2/2  TeR/2+R3/2||R| [ 12R2+R4/2

Este es precisamente el valor que esperabamos.
Nos interesa ahora hallar una soluclén completamente general del slstema de
ecuaclones dindmicas, para lo cual tomaremos la transformaclén de Fourier de

(1.1.8) y (1.1.9), el sistema de ecuaclones dindmlcas en otra forma matriclal

se {ee entonces:

_|Pip (K NE D T Texp(ik) R Prp(k,N)|
PF(k'N”)—[PZF(k.NH)— R Texp(-1k)| [Pt |= BrOON), (11.10)

donde hemos empleado la notacldn:

+0 o
PF(k,N)=z exp(1kx)P(x,N)=exp(Fik) [ expl1k(xt1)]P{x21,N)=
K== xtl=-
+00
=exp(F1k) [ expl1kz)P{z,N).
2=-0
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la forma (1.1.10) es la Cadena de Markov correspondiente al sistema de

ecuaciopes dindmicas en el FEspacto de Fourler, porque describe un proceso

estocastico en el cual los valores de las funciones de distribucién de

probabllidad P| o P, dependen sélo del valor previo y afectan s6lo al valor
subsecuente. Desde luego que en la forma (1.1.10) el espacto x se sustltuye
par el espaclo k., Si la matriz 2 por 2 en (1.1.10) le }iamamos T:

Pk, N+1)=TPg(k,N).
Esta férmula recursiva nos dice de lnmedlato que:

Ppli,N)=TP, (k,0).

Para calcular la N potencia de 1a Matrlz T, evaluemos primero sus valores

A,z = Tcosk & Jna-TzsenZ’k = r exp(tip),

propios:

donde tomamos: r=4T?-R2 y p=cos™!(Tcosk/r).
Se puede demostrar, como lo hace T. C. Bradbury en Theoretlical Mechanics,
Wiley, en el capftulo 3, sobre matrlces:
Aa 7‘17‘2"”‘2%“

™ = + ,
Ay AyAn

I: matriz unitarla.
Tenemos, por lo tanta, que escribir lo sigulente:

N_, N
AL -Ap - pher SenuN sen{N{cos~! (Tcosk/r)1} _ pHery, | (Jeosk,
seng Lt R S

AmAg sen{cos™! {Tcosk/r) )

donde U),.; es el polinomlo de Chebyshev de segunda especie y orden N, tal como

lo presenta Abramowltz en Handbook of Mathematical Functlons. AnAlogamente

At

. LI Teosk
tenemos que: AR, r Uyal

)

Finalmente;

Teosk

™ = ot gy (T gy, TSk

r

donde, por deflnlcldn {como en Handbook,.. de Abramowltz):



[n/2]
(n-m)? -2
= -1}, A n-dm
Up(B)= | (-11eril (2B)02m,
m=0
y adicionalmente podemos demostrar (Apéndice 8) que la férmula de lnverstén

para cos%exp(igk) es:

L
It o e ( =1 a!
Gl NI = J'cos Kexp( 1) exp (-3 ke e T
-

donde {oifi¥x}/2 debe ser un entero posttlvo, de lo contrarlo G{x,N}=0,

finalmente se obtiene:

{{N-11/2)
T oy N (N-1-m)! T pie2
Ptk N)=7 ¢ R R e E e T e ot (=i ey v vl
m=0
{{N-11/2)
Rt - (N-1-m) ! TiNt-2m
D I b et e e Ve T (e T P T
=0
{(N-2) 72}
- } (N-2-n)! Tyjeaen
2™ L Ve e G ()
wn=0

En las figuras 3 a 26 podemos ver las graficas correspondlentes a diversos
valares de T y'de N.

Podemos observar que si T es cercana a 1/2 (Grupos 1, 2 y 7} el
comportamiento de las graficas es simlilar al de una Gaussiana. S1, por el
contrario, T es cercana a la unidad (Grupos 5 y 6}, el debliitamiento de las
barreras de potencial y el consecuente aumento de la tendencia a la
conservacién de la direccién del movimiento conducen a que exista una mayoria
de partfculas en x=+N y x=-N, que llamaremos balisticas, correspondientes a
transmlsliones en forma ininterrumpida, con velocidad c=1.

En lo sucesivo usaremos la convenclén de flamar particulas balisticas a
aquellas que se mueven como s} efectuasen movimlento rectilineo uniforme.

Esta conclusién es vdlida en general, y veremos que en cualquier caso, la
B.M.U, tlene como caracteristica una cantidad de particulas desplazandose

simétricamente como balisticas, y el reslo queda como cauda que se aproxima a



Solucion del Sistema de Ecuaciones Dindmicas:
Pi(x,N)=Py(x-1 N-1)T+P(x,N-1)R
Pa(x,N)=P(x+1,N-1)T+P(x,N-1)R

sujelo a:
P\(x.0)=5(x,0)/2
Py(x,0)=5(x,0)/2

8 es delta de Kronecker.
Grupo 1: N=10, T=0,60
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0015
0.01
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Grupo 2: N=20, T=0.80
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Sotucidn del Sistema de Ecuaciones Dindmicas:
Pi{x.N)=Py(x-1,N-1)T+P;{x,N-1)R
Po{x,N)=Py{x+1 N-1)T+P(x,N-1)R

sujelo a:
Py(x,0)=8(x,0)/2
P3(x,0)=6(x,0)/2

§ es della de Kronecker.
Grupo 3: N=10, T=0.80
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Grupo 4: N=20, T=0.80
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" Solucion del Sistema de ecuaciones dindmicas:
Py(x,N)=P; (x-1,N-1)T+P,(x,N-1)R
Pa(x,N)=Py(x+1 N-1)T+P(x,N-1)R
sujeto a:
P4(x,0)=5(x,0)/2
Pa(x.0)=5(x,0)12
5 es delta de Kronecker,
Grupo 5: N=10, T=0.90
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Grupo 8: N=20, T=0.90
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Solucién dei Sistema de ecuaciones dindmicas:
Py(x,N)=Ps(x-1,N-1)T+P;(x,N-1)R
Py(x,N)=P(x+1,N-1)T+P(x,N-1)R

sujelo a:
P1(x,0)=8(x,0)/2
P;(x,0)=8(x,0y/2

& es delta de Kronecker.
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[ Grupo 7: N=5, T=0.60
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Grupo 6: N=5, T=0.80




una forma gausstana:

Difusién Mesoscopica | p /T\ La distribucion inicial es:

Unidimensional, p(x,=0) = 8(x)
t>0 cauda Figura 2.
particulas balistic particulas balisticas

AW 4

<

movimiento

Para tiempos cortos las particulas balisticas son
mayorfa respecto a las que quedan como cauda.

En esta flgura las distribuclones que llamamos particulas balisticas
estardn afectadas, como demostraremos en el casc continuo, de un factor de
decaimiento temporal, y para una distrlbucién Inictal 8(x) se comportaran como
L
29
5.-Aproximacién al Continue.

Pasaremos ahora a reallzar una aproximacién continua (en la cual perderemos

S(ctix)exp(-5=) donde ¢ es una constante caracteristica del medio,

1a estructura de celdas, como primera consecuencial}. Para ello debemos hacer
que tanto & como T tlendan a cero simultdneamente, lo cual se logra
modificando nuestra escaia de tiempos y de distancias a la vez: sl medimos
difusién en segundos y milimetros, ahora lo hacemos en nanosegundos y‘
Angstroms, pero la razén &/t debe tender a un valor constante, de modo que los
saltos mas pequeflos en longitud deber&n ser mis cortos en duracién. Bajo estas

circunstancias la ecuactén (1.1.8) nos da:
8P, P,
Pylx,t) 4t = TPy (x,t)= & = ) + RPy(x, L) (1.1.12)

dividiendo entre t y haciendo tender T a la unidad:
(BP( § 9Py
EIMEr:")

pero para que podamos tomar el limite cuando t y 8 tlenden a cero, con T

RS IAPRIE NURSY



tendiendo a la unidad (y obviamente R a cero), es preciso postular que no sélo

8/t tlenda a una constante, sino tamblén: g E %5 = A

Este resultado es una forma de expresar el Limite de Dispersion Débil (Weak
Scattering Limit)

¢ (que escribiremos tamblén como %X) se tlama tiempo caracteristico, proplo

de cada medlo, A es el coeficlente de amortlguamlento y tamblén es propto de
cada medio. Aplicando esto en (1.1.12) y procediendo lgual con (1.1.9) el

sistema de ecuaclones dindmlcas es ahora, en el continuo:

ap, aP, 1 1 (

FC =3t 5 Py(x,t) - 55 Pylx, t)

oP, or, 1 1

-aT—+C ﬁg*ﬁpi(x.t) - 56 Pa(x,t). (1.1.13)

Adicionalmente, la cantidad D=c20 se llama coeficlente de Difusién. Este
coeficiente D, por definicidn es:

= 82 V(x) _ 821
D=lim Tt‘ —ET = llm ? 3

Neso Netoo Neteo Naoy

Nt = lim cz(% Nt) = c2llm (% Nt)

de donde el tlempo caracteristico es entonces: ¢ = lim (% Nt).

Nesco

La aproxlmacién continua es vidllda para tiempos largos y saltos muy cortos,
comparados con T, porque como eliminamos la estructura granular, en completa
semejanza con lo que hacemos en los procesos de cdlculo Inflnltesimal, ya no
podemos volver a ella, de modo que lo que empezd como un proceso estocastlico,
se vuelve ahora un sistema de ecuaciones en forma determinista. Esta
modificacion {ntroducida por el proceso de limite para emplear varlables
deterministas es comentado de modo muy interesante por Kellog en Foundations
of Potential Theory Springer, capitulo 1, seccién 3, en relaciédn con el
cédlculo de potenclales gravitatorlos de geometrfas planas y tridimensionales.

Una restrlccidon obligada es ahora:

]
0sPy,Py, 1J],p=0 I plx, t)dx=1.

X==n
Aqui:

plx,t)=P(x,t)+Po(x,t),
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es la funcién de densldad total de partfculas, nuevamente:
Jx,t) = clPy(x, t)-Pplx, b))
= {076 1Py (x,1)-Pylx,t)) ’

es la funcléon de densidad de corrlente. Usamos D y ¢ que son constantes
f(sicas en las que no se detecta ya necesarlamente estructura granular, pero
esto es por conéruencla de lenguaje, después de todo c, que lleva implicito el
planteamiento por medlo del uso de estructura granular, se puede expresar en
términos de ellas.

Finalizaremos esta seccion comentando el paso del modelo discreto al
continuo desde el punto de vista de un caso limile del coeficiente de
correlacién de la varlable aleatorla xj, cuyo dominle sera el conjunto { +3,
-8 } y que caracterlza cada salto por su tamaflo y su dlreccién, izqulerda
{menos) y derecha (mis.) Definlmos la sigulente funclén de distribucion de
probabl idad:

T Xp.-p =48 R %y = +3
P(xy=+8) = P(xy=-8) =
R X1 -8 T xy.) = -6

Por deflnicién el coeficlente de correlacion para dos saltos suceslives es

(ver :Keeping, E.S. Mathematics of Statlstics. Van Nostrand.):

E(x,xl_l )'E("l)E(xi-l]

J E(x,2) E(x,.,%)

podemos calcular facilmente los momentos requeridos como sigue:
E(x,)=T(+3)+R(+8)+T(~3)+R(~3)=0, por lo tanto: E(x,.,)=0
E(x,x,_,)=T(+6)(06)0ﬂ(+6)(—6)+R(—6)(}B)oT(-a)(~6)=2(T-R)62
E(x,?)=T62+R52+4R82+T32=252

Q(1,i-1} =

por lo tanto:

Qi,i-1) =T ~-R=2T -1
de modo que si ellminamos sucesivamente el caracter estocastlco, aceptando una
formulacién determinista, § debe tender a la unldad, conforme a la Teoria de
Probabllidades, y esto implica como resultado en nuestro modelo, que el
coeficlente de transmisién T también tenga por valor li{mite la unidad. Hay

completa congruencla con lo que hemos dicho con anterioridad.
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1.2: ALGUNAS CONSECUENCIAS IMPORTANTES DEL SISTEMA
DE ECUACIONES DINAMICAS EN EL ESPACIO DE CONFIGURACION.

OBJETIVOS:

1.-Ejempliflcar condiciones Iniclales para el estudio de difusién
mesoscéplca unldimensional que sean fisicamente aceptables.

2.-Individuallzar, del sistema de ecuaclones dinadmicas en el continuo a una
ecuacién diferencial parcial para cada una de las funclones de distribucién
Py (1=1,2.)

3.~Establecer propiedades generales de la solucién y las condlclones

iniclales y de frontera de las ecuaciones obtenlidas anterliormente,

{Por qué un capftulo dedicado a este tema? Usando {las palabras de
Garabedian en Partlal Differential Equatlons, Wiley: ".,.una ecuacién
diferencial parcial por s{ misma es un ente matemitico excesivamente complejo
como - para tratar de darle significado en lo general, es la labor de cada
estudiante formular correctamente cémo qulere condlcionar semejante objeto
para obtener resultados que puedan ser corroborados con el experimento, ... o

por lo menos con el sentldo comin". Esta es una vallosa observacién.

1.-Ejemplog de Condiciones Iniciales para el Esgtudio de Difusién
Mesoscépica Unidimensional.

Para resolver el sistema de ecuaclones dindmicas en el continuo, debemos
proponer dos condiciones Iniclales; de modo que si damos un valor de las Py,
al tiempo t=0, podrfamos obtener (por lo menos en principio) una solucién en
un medio unidimensional infinlto. La pregunta que debemos hacernos, por lo
tanto, antes de intentar resolver el sistema de ecuaciones dindmicas es gcual
es la funcién de distribucién inlclail de partfculas que van a la derecha y a
la izquierda?

Fisicamente debemos tener cuildado en algunos puntos importantes, en
relacién a las condiciones que vamos a plantear, como son el hecho de que la
suma de ias Py deben cumplir la condicién de integrar a la unidad con respecto
a X, como lo exige la normalizacién que establecimos al final de ia seccién
anterior, y que sean ambas, Py y Py positivas

Con mucha frecuencla emplearemos condiclones iniclales del tipo de la
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funciéon delta de Dirac: P,(x,t=0)=Pz(x,t=O)=-Zt~ §{x-%y), aceptables porque se

cumple que:
+on, +m 4o
jl’i(x,t=0)dx = J' 3 Slxxgle = 5 f Slx-xoldx = %, 1=1, 2,
-~ -0 ~0

y la suma de ambas es la unidad. La funclén delta empleada como condiclon
infclal de la funclén de distribuclén total de particulas, que es la suma:
P,+P,, nos representa precisamente una distribucién concentrada en un punto:
%y pix,t=0)=8{x) serfa el caso en que tuviésemos una distrlbucién tnlcial de

particulas concentradas en el origen,

En algin momento también emplearemos una funcién gaussiana cen centro en el
origen como condicién inlclal:
plx, t=0)=-texp(-x2),
in
en este caso tene}z\os un conjunto de particulas sujeta a una distrlbucicn
iniclal normal. O podrfamos poper una funclén rectangular centrada en el
origen del tipo:

172, x| <1
plx, t=0)=
0 de otro modo

o escrita con la terminologfa de los textos de matemitica operaclopal como
plx,t=0) = % H{1~{x}), donde }} es la funcién escalén unitario de Heaviside gue

es fgual a uno cuando su argumento es positivo y cero en caso cantrario,
Claramente ta diferencia entre las dos Gltimas condiciones Iniciales de
funclones de distribuclion total de partfculas radica en que en el caso de la
gaussiana tenemos un conjunto que se extlende desde t=0 a lo largo de toda la
recta -wdx<wm, y en el caso de la funclén cuadrada el conJunfo se extiende

inictalmente sélo a lo largo de un dominlo {inltc de valcres de x.

En principlo las dos 0ltimas son condiciones iniciales vdlidas para la
densidad de particulas; para las Py podriamos proponer gue cada una de sus
candiciones iniclales sea simplemente la mltad de estas funclones de

distribucion, de modo que obviamente su suma es una funcldn fisicamente
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aceptable para la densidad. Si recordamos que: J=c{P-P,), con las Py iguales

al tlempo t=0, la corrlente iniclal es nula.

PDebemos culdar, por tanto, que al proponer una condlcldén Inlclal sobre la
Py, digamos, la otra condiclén Iniclal sobre la P,, no se puede proponer

arbitrariamente.
2,-Particularizacién del Sistema de Ecuaciones Dindmicas a FEcuacliones

Diferenciales Separadas para cada Distribucién.

Ahora ellminaremos Py y Py del sistema de ecuaciones dinamicas obtenide en

el art{culo anterior. Lo reescribimos:

ap, ap, 1 1 p ap, ar, 1 1
E GRS PO R Ml L P (t.2.n

Tratande las derivadas y productos como operadores, suponiendo que las

funclones y sus derivadas cumplen con las condlclones necesarlas de

continuldad:

G vo +os) P ()P <0, (1.2.2)

(at 7% 20 207 2

para la primera ecuvaclén, y para la segunda:

! . y
~lg)Py 4 -og +350P 0. (1.2.3)

Apticando a (1.2.3) el operador que afecta a P, en (1.2.2) y luego

multiplicando la (1.2.2) por —L y sumando tenemos:

20,00 8 1.8 8 1, _
<P gy tepx 59 gt Cax tag Tl

y 8%, 8P, a%
LR Rl ALY (1.2.4)
c? gt2 D at 3x2

Por un procedimiento semejante vemos que Py y P, verifican la misma
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ecuacién diferenclal, y ademds, tanto Py+P, como P-P, verifican esta ecuaclodn
dlferenclal (esto por el principlo de superposlcién de las soluclones de las
ecuaclones dlferenclales parclales lineales.) A (1.2.4) se le conoce como
ecuacion de los telegraflstas

Puede resultar extrafo el hecho de que a partir de un modelo que empezd con
un proceso estocastico de cardcter Markoviano ahora se presente cada funcién
de dlstrlbuclén en una ecuaclén diferencla)l con una derivada segunda en el
tlempo, la cual Implilca una referencla a dos etapas distintas de movimiento, y
no'a una como el Markovlano. Pero no olvidemos que en la aproximacién continua
ya no exlste caracter aleatorlo, todo estd puesto en términos @e variables
determinlstas, y en ese contexto, no debe resultar sorprendente encontrar la
mencionada derlvada scgunda.

La ecuacién diferenciai parclal hiperbdllca de los telegraflstas reemplaza,
por lo tanto, a ia ecuaclén diferenclal parclal parabdlica que hubléramos
tenldo que resolver en el modelo que se basaba en la Ley de Fick. El término
adlcional que ha surgldo en este caso, y que distingue ambas ecuaclones

diferenciales parciales es el que contlene una segunda derivada temporal.

Esta formulacién nos ha resuelto el problema original que propusimos al
inlclo de este trabajo, porque la ecuacién diferencial parclal hiperbdlica es
precisamente 1a ecuacién de onda amortiguada, que surge en Electrodlinamica y
toma en cuenta el hecho de que las seflales se propagan.a vélocldad finita.
Para una dlscuslén mucho mids detaliada de este punto puede anallzarse la
presentaclén de Stratton en Electromagnetic Theory. Mc. Graw Hill. (Es
sorprendenle, desde mi muy partlcular forma de ver las cosas que ya desde esle
momento se vlslumbra una sallda favorable al lnconvenlente de¢ preguntar sobre
velocldades de propagaclén de partfculas infinita.)

3.-Propiedades Generales de las Soluciones y de las Condiciones Iniclales y

de Frontera.

La solucidén de la ecuacién (1.2.4) requiere dos condiciones Iniclales: una
sobre la funcién y otra sobre la derivada de la funciéon que pretende
calcularse, para un medlo lnfinito.

St vemos la ecuacion de los telegraflstas como la ccuacion de onda
amortiguada y pensamos, dlgames, en una cuerda elastica ¢qué hacemos para

segulr la observacién de Garabedlian, de dejar al estudianle el proponer



condlclones lniclales lo mds cercanas poslble al sentido comun?, tendriamos
que pensar en el papel que Juegan las constantes fislcas del contexto como
para dar los coeflclentes de la ecuacléon diferenclal, y tamblén en la forma
geométrica de la cuerda al tlempo t=0. [gualmente tendriamos que pensar sl se
imprime alguna velocidad intclal al slstema. Si la variable de decision (esto
es, la varlable dependiente de la ecuacién dlferenclal parclal) es la
separacion £ respecto a la recta de los puntos de la cuerda, el valor lnicial
de § y de su derivada temporal bastan para resolver nuestro problema

completamente.

En perfecta analogia podriamos pensar en la ecuacldn de los telegrafistas
en el contexto de la difusion mesoscéplca unldimensional. Si la varlable de
decisién es la funcién de distribucién de partfculas tenemos que decir cual

era la distribucién de particulas Iniclal y cémo variaba con el tiempo en t=0.

En relacion con otro punto Importante: debemos exlgir que cuando x tiende a
Infinito positlvo o negativo, P; (que denotaremos tamblén como Py} y Py (que
denotaremos también P_) se anulen, esto es, las soluclones que vamos a obtener
deben ser acotadas. En la recta seml-Inflnita: x>0, debemos exlgir, aparte de
las condlcliones iniclales, que P, tlenda a cero cuando x tlende a Inflnito
positivo, y debemos aslgnar valores a las Py o dP;/8x en el origen al tlempo
cero (condiciones de frontera.) Sera en el orlgen donde colocaremos siempre la
frontera del problema, en este trabajo. Tales condiciones a la frontera las
1lamaremos paredes, porque fisicamente es lo que representan. Existe una gran
cantldad de paredes: pensemos en una pared consistente en una placa cargada
positivamente, y que las particutas en dlfusién son electrones, en este caso
mientras mids electrones lleguen a la pared, es claro que la dlferencia de
potenctal ir4d dismlnuyendo hasta que el efecto de la pared dele de ser
atractivo, para un numero suficlentemente elevado de electrones. En este
trabajo nos ocuparemos de dos tipos de pared: la pared reflejlante y la
absorbente. Una pared reflejante es aquella tal que en el punto en que se
encuentra, la corrlente se anula, esta es la mejJor forma que se me ocurre para
describlr un rebote: J(x=0,t)=0. Una pared absorbente es aquella tal que
cuando una particula llega a ella, esta particula no se puede retncorporar al
medio en que se movia. En su momento lInsistiremos y detallaremos en este
interesante punto. No perdamos de vista: la forma de identlficar una pared es

a traves de condlclones a la frontera, y, sigulendo la observaclon de
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Garabedian, nuestra comprensiéon del fenémenc asoclado a la presencia de
paredes se asocla intimamente a nuestra facilldad de propoener la formulacion

matematica correspondiente.

Tomemos ahora paPy+Py y J=c(Py-Pp), definimos como Tellp) al operador

sigulente:
_, 82 1 82 13
Tellp)=l —og = =5 =3 " § gt P

Veamos varlos casos:

Caso 1: Tel(p)=0 -m<x<m; entonces se debe exlgir que p(te,t)=0. p(x,0) debe
proponerse previamente. lgualmente: 48p/8t en  (x,1=0) debe proponerse
previamente.

Caso 2: Tell(p)=0 x>0; entonces se debe exlgir que pl(+w,t)=0. pl0O,t) o
3p(x=0,t)/8% debe proponerse previamente, al igual que p(x,0) y 8p/8t en
(x,t=0).

En la medida que nos es posible plantear el problema de Difuslén
Mesoscopica Unidimensional y caracterizar sus condiclones {niclales y de
frontera, podremos interpretar adecuadamente el fenémeno a través de las
representaclones graficas de las Py y de p, J: el problema se reduce a poder
resolver las ecuaclones dliferenclales parclales correspondlentes por los
métodos tiplcos

Estamos anallzando el problema en dos espaclos, el espaclo fase y el
espaclo de conflguracién, Dijimos que dos condiclones Inlclales bastan para
resoiver el sistema de ecuaclones dinamicas, y que la ecuacléon diferenclal
parclal de los telegraflistas requiere una condlelédn Inlclal sobre funcién y
sobre la derivada, pero es obvlo cuestlonarse ;estamos diclendo lo mlsmo?. La .
respuesta afortunadamente es isf{!, pero claro, debemos tomar en cuenta que el
paso de un espaclo a olro significa una operacién intermedin. en el espaclo
fase nuestras coordenadas son Py y Py, en cl de configuractién son la suma y la
resta multiplicada por c=i0/0. Si, recordamos el sistema de ecuaclones

dinamicas en -w<x<m:

aPy ap, 1

'éT +c '5;(“ = - 2——6(P1P2)

ar, apP, 1 ) ;
B T m e 11.2.5

o2
o



como es vialido en todo tiempo, lo es en particular para t=0, de modo que sl
Py(x,t=0)=F, (x) y P,(x,t=0)=F,(x) son propuestas (evidentemente exiglendo que
su suma, densidad de particulas al tlempo cero, tenga un valor de uno para la

integral respecto a la posicion):

P, (x,t=0)  dF, )
—gr— g - 51 Fy(x)-Fa(x)]

aP,(x,t=0)  dF, .
I Ta— _C.d?. allid '23[ FZ‘X)'Fl(X)] (1.2.6)

sumando las dos dltlmas ecuaclones:

dp(x,t=0)/8t= -c(dF,/dx-dF,/dx); (1.2.7)
ila condlcion inlclal para la derlvada temporal de p!. Ademas es importante
insistir en que p{x,t=0)=F;(x)+F,(x), jla condlcién iniclal para p!, y como

esta suma: Fy+F, debe Integrar a la unidad, resulta claro de (1.2.7) que la

proposiclén de dp(x,t=0}/8t no puede ser arbltrarla.
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1.4 PLANTFAMLENTO DEL PROBLEMA EN EL ESPACIO DE CONFIGURACION.

OBJETIVOS:

1.-Obtener la ecuaclon de Maxwell-Cattaneo a partir de la descripcion en
cspacio fase,

2. -Relactonar  la  ecuacion de  Maxwell-Cattaneo con la  ecuacléon  de
conlinuldad, para obtener las ecuaciones de difusion mesoscopica para la
funcion de dlstribucien de densldad de particulas independientemente del
resuitado en espaclo fase y mostrar ia cquivalencia de ambos puntos de vista.

3. -Realizar camblos de variable adecuados para trabajar con canlidades

adimensionales.
1. Ecuaclon de Maxwell Cattaneo.

Conslderemos el movimiento difusivo de una clerta cantidad de materia en
una dimenslon, Llamemos p a 1a densidad de particulas. La ecuacién de Maxwell-
Cattaneo permlte relaclonar la funclén de distribuclén de densldad de
corriente con la de particulas como slgue: restemos las ecnacfones (1.2.5) del
sistema de ccuaciones dinamicas, tendremos asi (x; es la coordenada carteslana

horizontal, ¢t el tlempo):

var, a1
" Bx, co

cat’
pero como c®y = D, multlplicando ésta dltima lgualdad por ¢9 tenemos la

denomlnada ecuacién de Maxwell-Cattaneo:
1=-p .8 (1.3.1)

donde J es la denstdad de corriente, p es la densidad de purticui'as, t es el
tiempo, D es el coeficiente de difusléon y 9 un Lliempo caracteristlico de
relajacién para cada medio, cuyo valor se supondra conslante. El llamarie
“tlempo de relajacion” se debe al hecho de que debido a la existencla del

término en 9 se tendra un factor exponenclal negativo en la solucién.

Veamos la ccuacién de Maxwell-Cattanco, la funcion de distribuclon de

corrientes tiene dos componentog:



La primera de ellas es proporclonal al negativo dei camblo de la densidad

con respecto a la posicién: -D§¥1= a medlda que los posibles valores de X,
1

aumentan, es decir, a medida que vemos desde mas lejJos el fendmeno difusivo,
dado que la difusién es un proceso que eminentemente tiende hacla el
equiiibrio, esta componente ir& dismlnuyendo. Las corrientes decrecen a medida
que "vemos méas lejos", aclaramos: para posiciones permitidas, porque ya
estamos conscientes de que el efecto difusivo no se transmite por todo el
medio instantaneamente.

La segunda componente corresponde a la evolucién de ia proplia corriente:

—0%% a medlda que pasa el tlempo, el proplo camblo temporal de la corriente

hace que las misma decrezca. Este término es una correccién a la Ley de Flck,
y de acuerdo a nuestra experiencia con este tipo de términos, el modelo debera
incorporar un decrecimiento exponencial temporal: exp(-t x const.). Un poco
mas adelante veremos que en efecto, asf sucede (todos sabemos que un tlpo de
componente como éste aparece cuando resolvemos un circulto eléctrico simple
que contiene un inductor L, un resistor R y una fuente de potencial eléctrico

E(t), en notacion tiplca: | = ~ % g% + E%%l: i tiene un factor exponenclal

tcmﬁoral decrecliente. )
Por otro lado tomemos en cuenta lo sigulente, hablando de dimensiones:
le)= Lt (D)=Lt™);  (D1=L26Y; (pl=t;  (ol=t. (1.3.2)

En unldades del sistema MKS, por ejemplo, ¢ se mlde en segundos, L en

metros.

Tanto D como ¢ son constantes caracteristicas del medlo en que sucede el
proceso de difusién y las definimos en nuestro nuevo contexto en la seccién
1.1, apartado 5.

Ya establecimos, pues, que la relacién (1.3.1) es una varlaclén de la Ley
de Flck:

J=-D9Yp, (1.3.3)
" La relaclén (1.3.1) comenzard a aproximarse al régimen fickeano a medida

que fa cantidad %% se haga mas y mis pequeia, esto es, a medida que el tiempo
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es muy grande comparado con el tlempo de relajacién 9:

Hm J(O=-DVp,
w -
2,-Relacién entre la Ecuacién de Maxwell- Cattaneo y la Ecuacién de

Continuidad.
La conservacién de ia masa {ecuacion de continuldad), se puede obtener

sumando el sistema de ecuaciones dinamicas y nos da:

% . .y . (1.3.4)

Por consigulente, la sustitucién de la funcién de distribucién de densidad

de corrlente {1.3.1) en la ecuacién de continuidad (1.3.4) nos da:

80 _ _orenwe ~ 0 My - pet 8 pynpd _ . 8% .
31 = V(DY - 0 57) = DVpr 0 5 W=D Vp - 0 TR (1.3.5)
0 bien, en una dimenslén del espaclo x;, x,, Xy
2 2
To 2 .pl2 (1.3.6)

%5 et Dy

L.iegamos de nuevo a la ecuaclén de los telegrafistas. Si nunca hubiésemos
hecho uso del espacio fase, esto es, si ni siquiera hublésemos partide del
método estadi{stico, y hublésemos preferido partir de la ecuacién de Maxwelli~
Cattaneo y la de contlnuldad, hubiérames flegado al modelo de difusién
mesoscépica, todo en el espacio de configuracién y desde el punto de vista“
fenomenoléglco.

3,-Camblos de Variable a Varlables Adirenslonales,

Para facliitarnos el trabajJo hagamos ahora el cambio adimensional de

variables:
(1.3.7)

Este cambio de varlables imprime una correccién en la escala de tlempos y
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de distanclas
Aplicando este cambio de variable a (1.3.6), que es la ecuacién de los

telegrafistas obtenemos:

3% . ap _ 8%
—£ 4 gb ® (1.3.8)

que es el caso de (1.2.4), como debfa ser, por el Principio de Superposicién
de las soluclones de las ecuaciones diferenclales lineales, y que fue obtenlda

en el espaclo fase con:

c=7y=1, A= 1/2 (o blen 6=1), (1.3.9)

En lo sucesivo podemos segulr trabajando sélo con la ecuaclén (1.3.8) para
p, J, Py o Pp (empleando la condiclén (1.3.9)), ya que la informaclén
referente a las constantes fisicas no se ha perdido por el camblo de variables
y se puede recuperar en cuanto se desee, medlante (1.3.7) en donde han quedado

los valores de las constantes fi{sicas del problema.
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2.3: SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES DINAMICAS PARA ~w<X<w.

OBJETIVOS:
1. -Resolver el sistema de ecuaciones dindmicas en el continuo a partir de
dos condlciones inlciales simples.
2.~Comparar graficamente el resultado mesoscéplco contra el de Flck.
3.~Comparar en forma tabular evaluando los porcentajes de error de los
modelos mesoscopico y de Fick (macroscépico) para tiempos largos.
4, -Representar graflcamente el resultado obtenldo en e}l objetlvo 1 de esta

seccién.

1.~Solucién del S.E.D. con Condiciones Iniciales Simples.

Ya que hemos propuesto que la difuslén mesoscépleca puede ser descrita en
términos de probabilidades P, y P,, seria interesante obtener las soluclones
explicltas tanto de P, ¥y P,: su suma serfa la densidad de particulas y su
resta la densldad de corrliente para una rapldez de salto unltarla. Escribamos
nuevanente el sistema de ecuaclones dindmicas para P, y P, dado por (1.2.1)

con c=i, 9=f (y=1 y A=1/2.)

ap, 8P, } N

EOR A R

ap, 8P, '

Tt " T "t 5PrPa) (2.1.1)

Propongamos como condiciones Iniclales de nuestro sistema:

!

PLX,0) = £1(%) = 5 8(x); Pa(x,0) = fp(x) = § 3(x), (2.1.2)

las cuales son aceptables de acuerdo a 1o expuesto al final de la seccién 1.2,
y corresponden a un conjunto de particulas tales que la mltad se mueven
Iniclalmente a la derecha y la mitad a la lzqulerda. Ademas su suma

corresponde a una distribucién p{x,t=0) = 8(x).

En el apéndice 2, eccuaclon (A.2.17) y (A.2.18) se obtiene la soluclén

analitica del sistema (2.1.1.)
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Las relaciones explicitas de Py y P, son:
1 t
Py(x, t)=zexp(- 5){8(x-t1+8(x+t)

1

L1 (L) Lz t2-x?)
g t-mt-x) + 25350 - H(t=x))
7'0'% ) Moo
Palx, )=pexp(- EHBLx-t1480xs1)
1, 1 (1 17
. -X P
+5lol5 2 E-x) ¢ S e HE-x)) (2.1.3)

donde se debe tomar: t={/9 x=x,/f63 para regresar a las varlables origlnales.

Nos damos cuenta, por simple inspeccién, de que el alcance de las
particulas ho puede superar el valor: x = t o bien fil = ;} z t, donde los

Do

argumentos de las funciones escalén de Heaviside se vuelven negativos. Nos
percatamos de la existencia del factor exp(- t/2), que ya esperébamos, como
consecuencla del término de correcciédn de la ecuacion de Maxwell-Cattaneo, que
discutimos en su oportunldad. Observemos la presencla de dos fragmentos del
tlpo funclonal &(x % t) que corresponden al efecto de particulas balfstlcas,
desde luego que la cantidad de las mlsmas queda amortiguado por el mismo
factor exponencial negativo en el tlempo. jTodo va de acuerdo con lo que se
esperabal

2.-Comparacién Grafica entre el Modelo Mesoscépico y de Fick.

Como referencla, presentamos las relaclones de las densldades de particulas
y de corrlentes, as{ como la soluclén Flckeana para efectos de comparaclon:

Densldad mesoscépica de particulas:

px,t)= Py (x, t)+P,(x, t)

—

Ii(5 JtZ_XZ)
=) expl- 5 ) (stten) ¢ 8lt0) ¢ 4 10(519-)@) v g ) H(LX),

2 2 [:;:;:

N

Densidad Mesoscépica de Corrientes:



. (5 1t-x2)
JOE) = Px,E)Py(6,t) = § exple 5) (% ~—mms—e HI(E-X).
LE_XZ

Para comparar esto con la soluclon del Modelo Macroscéplco , usemos el

resultado del apéndice 3, en el cual se resuelve el problema:

Pp _ op

w2 at

sujeto a: p(x,t=0)=f(x); dp(x,t=0)/at=0.

Esta soluclon es, tomando f(x)=8(x):
21 %2
p(x,t)—~—» eXP( at ),

2lnt

La comparacién graflca se presenta a continuacién, para t=20.00:

| 007 Eore) MODELO MESOSCOPICO
I\ | TELp)0
: PHX.0)= § (02 =P-(X0)

] figura 27
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DENSIDAD DE PARTICULAS

0.07 Py = Pt
sujeta a:
p (X,0)=8(x)
(x,0= 0
0 £

" L r

grsvr-(pmurvrsomom
§on o -

MODELO FICKEANO. figura 28

3, ~Comparacién Tabular.

El modelo Fickeano tiene una muy buena aproximaclén para tiempos largos en
comparacién con el tiempo de duracién de wun salto y distanclas
comparativamente ﬁenores a la distancla de alcance balistico, slendo el error

menor al 10% en la medicién de densidades de particulas.

Esta es upa tabla comparativa de ambos modelos:

P P
X Modelo Modelo ERROR
Mesoscépico Macroscéplco Porcentual

=20 0. 00000 0.000425 --
-19 0.00024 0.000692 188.3
-18 0.00057 0.001099 92.8
~17 0.00116 0.001702 46.7
~16 0.00210 0.002571 22.4
-15 0.00350 0.003788 8.2
-14 0. 00546 0.005443 0.3
-13 0. 00806 0.007628 5.4
~12 0.01137 0.010427 8.3
-1 0,01538 0.013900 9.6
-10 0. 02006 0,018072 9.9
-9 0. 02529 0.022917 9.4
-8 0.03093 0.028343 8.4
-1 0.03678 0.034188 7
-6 0. 04259 0.040220 5.6
-5 0.04811 0.046149 4.1
-4 0.05307 0.051644 2.7
-3 0.05722 0.056367 1.5
-2 0.06036 0.060002 0.6
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P P
X Modelo Modelo ERROR

Mesoscéplco Macroscéplco Porcentual .
-1 0.06231 0.062295 0
0 0.06297 0.063078 0.2
1 0.06231 0.062295 0
3 0.05722 0.056367 1.5
4 0.0S5307 0.051644 2.7
5 0,04811 0.046149 4.1
6 0.04259 0.040220 5.6
7 0.03678 0.034188 7
8 0.03093 0.028343 8.4
9 0.02529 0.022917 9.4
10 0.02006 0.018072 9.9
11 0.01538 0.013900 9.6
12 0.01137 0.010427 8.3
13 0.00806 0.007628 5.4
14 0.00546 0.005443 0.3
15 0.00350 0.003788 8.2
16 0.00210 0.002571 22.4
17 0.00116 0.001702 46.7
18 0.00057 0.001099 92.8
19 0.00024 0.000692 188.3
20 0 00000 0.000425 --

4.-Representacién Grafica de la Soiucién.

En las flguras 29 a 56 tenemos la representacion grafica de fa solucién de
nuestro sistema de ecuaclones dindmicas:

apP,  dp, 1 ( P AP 1
a7 PP g g (e B

sujeto a:
Py(x,t=0)=P_(x,t=0)=5 8(x),

representando Py y P.; luego P,+P.=p(x,t); luego P,-P.=J(x,t) en grupos de
tres graficas, un grupo por cada valor de tlempo.
Figs.29 a 34: grupos 1 y 2: P+ y P~, p y J para t=0.25 y t=0.50.
Figs.35 a 40: grupos 3 y 4: como la anlerlor para t=1.00 y 5.00.
Flgs.41 a 46: grupos 5 y 6: como ia anterlor para t=7.00 y 10,00.
Flgs.47.a 51: resumen, graficas de densldades de particuias.

Figs.52 a 56: resumen, graficas de densldades de corrlentes.

Notaremos o sigulente:
1.) La evoluclén de la densidad de particulas (Py)+(P.) tiende gradualmente
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a que la cauda (de forma cada vez mas préxima a una curva gausslana), domine a
lo largo de todo el medlo, hasta la poslcién correspondiente a las particulas
balisticas, como se puede ver para t=tx. Yemos aqui la primera ventaja del
nuevo modelo: ya no tenemos la sltuaclén clasica en la cual la distribucién
resultaba no nula para todo valor de % en todo tlempo t, y descrita slempre

por una curva gausslana.

2.) La funclén delta de Dirac de la dlstribuclén inlclal de la densidad de
particulas, va extendiéndose después de sufrir una fragmentacién en dos, a lo
largo de las dos direcclones horizontales positiva y negatlva, cada una de
estas particiones en movimlento se ve afectada en su amplilitud por un factor de
decalmlento exponenclal, demostrando que hay una clerta cantldad de particulas
que se comporla como balisticas que obedecen a la mlsma relaclén funclonal de
ta distribucién Inlcial. Por lo tanto es Ia cauda lo que se va a distribuir en

forma normal.

3.) La densldad de corrlente es una funcién impar de la posliclén, por lo
tanto, se satisface la condicién de que una distribucién de particulas con
derivada temporal inlclal nula tenderd a difundirse de manera completamente

equillibrada en las direcciones que se le ofrezca para hacerlo,
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t=1.00 [fig 35" J

(P#)¥{P)

0.14

0.12 028
0.10 - 020
0.08 -

0.08 015
004

0.10

H
1

T
i 8EB328838%

- o Grupo 3:
@) [ﬁ9~ 3 ] Difusién Mesoscépica Unidimensianal

en |a recta infinita de la distribucion:
P4(x,1=0)=5(x)/12=P.(x,=0),
derivada temporal nula en t=0.
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(Po)+(P) 1=05) HIE 47J (PH(PA) 1)
0.25
0.2
015
0.1

0.05
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Difusién Mesoscépica Unidimensianal ]
de la distribuclén:
p(xt=0)=8(x),
derivada temporal nula en t=0,
recta infinita.
GRAFICA DE DENSIDAD DE PARTICULAS ’
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Difusién Mesoscépica Unidimensional
de la distribucién:
pix,t=0)=58(x),
derivada temporal nula en t=0,
recta infinita,
GRAFICA DE DENSIDAD DE CORRIENTES.




3.1: SOLUCIONES EN EL ESPACIO DE CONFIGURACION.
OBJETIVOS:

1.-Comprobar que de lia formulacién en espaclo fase se puede obtener la
ecuaclon de Maxwell-Cattaneo y de continuidad.

2.-Determlnar las condlciones lniclales en espacio de conflguraclén tanto
para la denslidad de partfculas como para la de corrientes a partlr de las
condiclones inclales de las distribuclones de probabilidad Pj.

3.-Encontrar la solucién de difuslén mesoscopica unidimensional para dos
distribuciones iniclales de partfculas libres: una finlta (pulso rectangular

de partfculas) y la otra infinita (dlstribuclén iniclal gaussiana.)

1.-0Obtencién de las Ecuaclones de Continuidad y Maxwell-Cattaneo a partir
del Sistema de Ecuaciones Dinamicas.

Sabemos que en el caso de las distribuclones de probabllidad Py y Py, y
desde luego cualquier combinacién lineal de ellas o de sus derivadas, digamos

P, se cumple la ecuacldn de los telegrafistas, as{ pues:

a2p ap _ _.a%
m*ZAEY-V‘a_XE (3.1.1)

Para el caso en que A= 1/2 y y=1 tendremos:

% P _ 3%
el e (3.1.2)

Sin perder de vista que se cumple slmultdneamente el slstema de ecuaclones
dindmicas (1.2.1):

ap, ap,

R R I R (3.1.3)

Tamblén denotamos, de acuerdo con las definiclones de las densldades de

particulas y de corriente:
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p=Py+Pp; J=(P(-P)) (3.1.4)

S1 sumamos las (3.1.3):

o . .8
7 R (3.1.5)
51 las restamos tenemos que:
aj op _ .
EE«)E;- J {3.1.86)

Se identifica de inmediate {3.1.5) con la ecuacién de continuidad y (3.1.6)
con la ecuacléon de Maxwell-Cattaneo (1.3.1). Estas relaclones nos seran muy

utiles para obtener las condlciones Inclales en el espacio de configuracion.

2.-Condiciones lIniciales para lag Densidades a Partir de las Condiciones
Iniciales de las Distribuciones de Movimlento a Derecha e Izqulerda.

Si prefijamos P, y P, al tlempo cero, y Illamamos P,{x,t=0)=f,(x),
Palx, t=0)=f,(x) tenemos primeramente, por definicién de p:

px,t=0)=P (x, t=0)+P,(x,t=0) (3.1.7.a)

y de la ecuacién de continuldad (3.1.5), que es vélida para todo x,t,
conslderada particularmente en t=0:

gp _ d L ~
atit=0 a;lP,(x.t-o) P,{x,t=0)] (3.1.7.b)

Esto nos confirma que para distribuclones sin movimlento inlclal podemos
poner con absoluta conflanza la corriente inlclal y la derivada temporal de la
densidad a t=0 nulas, porque suponemos que las Py son lguales inlcialmente,
como dl)imos en la seccién 1,2.

Por otra parte, estas son 1as condlciones iniclales para Tei(p)=0:
plx t=0)=P1(x,t=0) + Ppx.t=0)= fy(x) + falx); dp(x,t=0)/8t = -dfy(x)/dx +
df(x)/dx. De manera simllar, para J, por (3.1.6):
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Por deflnlcién: J(x, t=0)=Py (x, t=0)-Py(x, t=0)
aplicando ahora la ecuacién de Maxwell-Cattaneo (3.1.6) en t=0:

aJ

o =0)-4 = =
3E) =04 (% =01 =g [Py (%, £20) 4P (x, t=0)) {3.1.8)

que son sus condlclones inlclales a partir de las de Py.
3.-Soluciones de Difusién Mesoscépica Unidimensional para Distribuciones

Iniciales Pulso Rectangular y Distribucién Gaussiana.

Nos proponemos ahora resolver dos casos de distribuclones iniciales sin
movimiento Inlclal que nos han parecide de interés. Para resolver estos
problemas consideramos la soluctén dei apéndice 1, (A.1.43), empleando métodos
de Integraclén numérica y aproxlmaciones para las funclones de Bessel. La
integraclén numérica que se empleé para generar las soluclones fue una
subrutina del Método de Simpson y la definlcién en serie de las funclones de
Bessel, tal como se presentan en el libro de Hildebrand Advanced Calculus for

Applications. Prentice Hall:

A) £(x)=p(x,0)= L exp(-x2); 8plx, t=0)/at=0.
I

Tenemos un caso de distribucién iniclal a io largo de toda la recta.
Podemos ver. en la serle-de graficas que slguen que de una distribuclén
gausslana, ya para t=1.00 se comlenza a perciblr una "particién" en dos de la
distrlbucién, y para t=3.0 en adelante aparece la cauda que eventualmente se
convierte en dominante y para tlempos muy largos (t=20) ya practicamente tlene

forma de distrlbuclon gaussiana, como se esperaba.
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denstdad t=0.25
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En las graficas de esta pagina, considerando los tiempos t=0.25 y t=0.50,

tenemos que para p(x,0) = l— exp(-xz) se mantiepe practicamente la forma
n

inicial, la condicién inicial sobre la derivada temporal es: p(x,t=0)/0t=0.

densidad t =050
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Como las particulas se distribuyen a lo largo de la recta horizontal sin
una direcclén preferente, a lo largo de todo el tlempo la distrlbuclén de

particulas es completamente simétrica respecto al orlgen.

densidadt=1.00
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Los mAximos se desplazan a una velocidad finita

densidad t= 2.00

020 /,,m.,\\"_.u_wﬁ,,,m\\ ﬂg()“]
015 J/ A
//I \\\
010 / \
w| \
4

000 hes”

BERBEIEERELIBIE8REBBIER B

TOO a0 0000 -+~ deaonan

Para las dos graficas que se presentan ahora podemos observar con claridad

como tenemos ya la aparlcién de la cauda.

densidad t=3.00
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densidad t = 5.00
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Ahora nos podemos dar cuenta como la cauda va tomando forma gaussliana.

18



denstdad t=20.00
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Comparemos ahora nuestros resultados mediante el modelo macroscépico, del

sigulente modo: dada la distribucién iniclal p(x,0)= IL exp(-%x2), con derivada
“dn

temporal nula en t=0, por el resultado del apéndice 3 (A.3.2), tenemos que:

[

plx, )= —zom fcxp(“Ez)exp[~(x-£)2/(Al)ldE (Fick)

ZJ—” I& _

particularmente en x=0 tenemos que:

o
1 n
p(0,t)=——= | expl- 2(1+———)]d£ ----------- ,
it _.[o ﬁlln/(m

1o cual en t=20 nos da:

p(0,20)=0.0626877,

en buena concordancia con la grafica de esta pagina.
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B) f(x)=0.50 para |x|<1

Podemos ver en las serle de graficas sigulentes que para t<1 esta
distribucién cuadrada va poco a poco reductendo su “"meseta" horizontal, ésta
desaparece en t=1 y después de ese tlempo comienza a percibirse el efecto
mesoscopico: presencta de cauda, hasta llegar a t=15.00 en que los cortes de
la distribuclén lInlcial practlcamente han desaparecido para dar tugar

gradualmente al efecto dominante de forma de gaussiana que debfamos esperar.

t=0.25

o fig.B6
04
03
02
01
WS e o8 < a8 a <5 o5 o
w e w g 9 ¢ 06 0 0 6 6 o - -
t=0.50
05 . ny.57
04
09
02
01 ¢
o'omnqmamqvqomw‘qmcm*m
- e =00 QO 0000 - e e e

Dlfusidén Mesoscéplca Unidimensional de la dlstribucion:
plx,t=0)=3(1-1x1), 3p(x,t=0)/5t=0.

El maximo alcance de las partfculas es el de las balisticas que parten de

x=%1,
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t=1.00
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En estas dos graficas podemos notar cdmo para t=1.00 ocurre la particlién en
el origen quedando la cauda correspondiente de forma gradualmente ligual a la
de una gaussiana.

t=3.00

018 T

0.16 fig.69

-+

Difusién mesoscépica de ia distribucion: p(x.t=0)=%(l-|x|). dplx, t=0)/3t=0.



t=15.00
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A manera de comprobacion tomemos el modelo de Fick, con
p(x,0)=5 HU1-IxI),

y derivada temporal nuia en t=0, nos da:
1

1
plx, t)=—= | exp[-(x-£)2/(4t)]1d€
ZGC_J;

de acuerdo al apéndice 3, ecuacién (A.3.2).
Este resultado, poniendo x=0 se puede desarrollar en series de Taylor, y

tendremos lo sigulente:
1

1
I expl-€2/(4t)1dE=1-€3/(12t)+£5/(160t2)-€7/(2688t3) + etc. |
-1 -1
que en t=15 nos da:

p(0, t=15)=0,0728365,

en buena aproximacién con el resultado mesoscépico.
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4.1: SOLUCION EN EL ESPACIO FASE PARA X>0, CON PARED ABSORBENTE EN EL ORIGEN.
OBJETIVOS:

1.-Demostrar que una condicién de frontera y las dos iniclales para el
sistema de ecuaclones dinamicas es necesarta y suflciente para resolver el
problema de difustén mesoscépica unidimensional en un medio semi-infinito con
pared absorbente en el origen.

2.-Determinar explicitamente ltos valores de P, y P_ para el apartado
anterlor con dos condiclones iniclales simples.

3.-Representar graficamente la evoluctén de una distribuctén sujeta a las

condiciones anterlores.

i.-Planteamiento del Problema y Estrategla para Resolverlo.

Supongamos que tenemos un probiema de difusién mesoscopica unldimenslonal
en un medio que se extlende a lo largo del eje X positivo y que en el orlgen
%x=0 colocamos una pared abgsorbente. Para una clerta distribuclién inlclal
descrita por Py(x,t=0)+P,(x,t=0)=f,(x)+f,(x) nos proponemos haiiar P, y P,, a
partir del glstema de ecuaclones dindmicas, quedando determinadas de este modo
tanto ia densidad de particulas como la densidad de corriente,

Nuevamente, consideramos distribuclones sin movimlento inlclal, de modo que
se cumplen las condiclones (3.1.7): plx,t=0)=f1(x)+fp(x); ap(x,t=0)/at=-
df g (x)/dx+dfp(x)/dx = 0,

El efecto de la pared absorbente es, en principlo, tal que todas las
partfculas que lleguen desde la derecha alcanzande la pared ya no puedan

regresar al medio, por lo tanto es de esperar que en el origen:

P(0,t) = 0
P,(0,t) # 0

no anulamos, entonces, la posibilidad de que las particulas sigan ilegando
desde la derecha a 1a pared. Por lo tanto la densidad en x=0 no es nula,
tendra el valor correspondiente a las partfculas que tlegan a la pared.
Colocaremos la distribucién Iniclal obvlamente fuera del origen. A}
princlplo de!l proceso difusivo sucede que, antes de que las prlmeras
particulas lleguen a la pared absorbente, se comportaran lguat que en la recta

Infinita, porque el efecto de la pared tarda el tlempo finito que tarden las
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primeras particulas (las balisticas) en llegar a dicha pared.
Para poder encontrar Pyl(x,t), en el apéndlce 4 se resueive el problema

general:

Tel{u)=0: xz0
sujeto a: u{0,t)=0, ulx,t=0)=f{x), dulx,t=0)/dt=g(x) (4.1.1)

Y podemos obtener Pylx,t) a partir del slistema de ecuaciones dlnimicas:

aPy 9Py -~PytPy

wtE T
es declr, despejando:
¢ aPy P
Pylx, t)=Py(x, )*2('57 + "é—{)

El célculo de esta derivada aparece en el apéndice 7. las expreslones
(A.7.5) vy (A.7.6) son las soluciones del problema para condiciones lIniclales

dadas por:

Py(x,t=0)=Py(x,t=0) = 5 &(x-1).

1
)
Py(x=0,t)=0,

ademds del sistema de eccuaciones dindmicas sabemos que las condictones
iniciales para la derivada temporai de Py y Py son:

120, t=0) 1 as(x-1) "
at 2 dx

basta conslderar que e} sistema de ecuaclones dindmlcas vale en todo t,
partlcularmente en t=0 y hacer Py, z(x,t=0) = % 8(x~1)

2.-Soluciones para P, y P_.

Escriblremos las soiuciones en el intervaio 0<x<t~1, para t>1, denotando:
11(; t2-(x£1)2)

%Jtz—(xtl)z '

Bot(x,t)= g2 (x41)2), DE(x,0)=
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Bo i, t)-2D¥(x, b, *1)

, HEOx =1t (x£1)).
{t2-(x£1)2]

PE(x, t)=
tendremos:
~£ ..,t,,*?
Pl(x.t)—dexp( 2)( tDTHY/4

+{x+1 ) DT /8+EDTHT /44 (x-1)DTH/8+
+By H™/2-Bp it /2)

Pg(x.t)=%exp(~ %)(—D*H*/q-tzP'H*/4+t(x+l)P*H*/B

SDTHT /44 E2PTHT /44t (x-1 )P H™/8+LD"H /8-t D*Ht/8)

La solucton buscada para p, densldad de partfculas es:
plx, t)= pplx-1,4) Kpix, t)

+ 1 Kalx, texpl= 2){(+D¥HY[1/8-31/8+ (x+1) /41 4DTH"[3/843L /8] ¢

+PTH[-12/4-(x+1)2/8-3t (x+1)/8)+
+PHT (1274 (x-1)2/8-Y (x~1)/8) +Bg~/2-Bp*/2}

y para J, densidad de corrientes:
Jx,t)= Jolx-1,t) Kylx, t)

+ % Ko (%, t)exp(~ %)(+D*H+[t/8¢1/8!¢D'H‘[—3/8—t/8f(x-1)/4l+
P (L2744 (x+1)2/8+8 (x41) /8] +
+PTH™ (~12/44 (x~112/8-3t (x-1) /8] 4B ~/2-Bg* 72}

Donde pg (y Jg) es la soluclén de Dlfuslén mesoscépica para el medio

infinito y:
3 t-1<x<t+]
K[(x.t) =
0 de otro modo
1 en t>1, O<x<t-1
Ko(x,t) =

0 de otro modo

Realmente las expreslones se han podido obtener, pero Indudablemente dlcen
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mucho mas las representaciones graflcas,

3. -Representacidén Grafica de las Soluclones.

Las graficas que se presentan en grupos de (P,), (P.), (P,)+(P.) en las
figuras de la 71 a la 97 muestran el sigulente comportamiento de Ila
distribucién inicial:

1.) Para t<i (grupos 1 y 2) las soluclones tlenen el comportamiento ya
conocido de difuslén mesoscopica en medios iInfinitos porque no ha habido
interaccion con la pared absorbente.

2.} Por efecto de la interaccidén con la pared siempre tendremos una
densidad de partfculas no nula en el orligen, debida al frente de particulas
que llega slempre,

3.) Por efecto de la interaccién de ia pared tendremos una cada vez mayor
densidad de corrientes negallva en el origen, como se esperaba, este efecto es
algo as{ como el de un "vaclado"

A.) Exlste un frente de discontinuidad en x=t-1, el cual debe aparecer como
resultado de que gradualmente las partfculas se van "enterando" de la
presenéla de la pared a upa velocidad unitarla, correspondlente como siempre a
las partfculas bal{sticas. Este frente también aparece en los problemas
hidraulicos de drenado de fluldos en una dimension.

5.) El frente de dlscontinuidad afecta también a la densidad de corriente
disminuyendo o haclendo negativo su valor, como debfa ser.

6.) Exlste un efecto residual de particulas que no "se enteran" de la
existencla de la pared y contingan su avance como en el medio infinito entre
x=t-1 y x=t+1,

7.) Para tiempos muy largos es vislble un resultado aproximadamente igual
al que se obtendr{a del modelo de Fick, pero con una densldad de masa reslidual
siempre en el origen, lo cual es mucho mas aceptable f{slcamente que el
resultado que se propone en el modelo macroscépico (densidad cero en el
origen}, puesto que en realidad si llegan particulas al origen (desde la

derecha, )
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5.1: SOLUCION EN EL ESPACTIO FASE PARA X>0 CON PARED REFLEJANTE EN EL
ORIGEN.

OBJETIVOS:

1.-Caracterizar la frontera reflejante a través de sus condliciones de
frontera.

2. -Ffectuar  un  camblo de varlables que permita aplicar las
condiclones de frontera as{ obtenidas para resolver la ecuacion de los
telegraflstas.

3.-Obtener la solucién para la densidad de particulas con pared
reflejante medlante la condicién de frontera: dp(x=0,t)/3x=0.

4.-Combinar las dos soluclones anteriores para generar la soluctén en
el espaclo fase,

5.~Representar graficamente las soluclones para una distribucién

sujeta a condiclones iniclales simples,

1.-Condlciones de Frontera para la Pared Reflejante.
Conslderemos el Intervalo x>0, colocamos en x=x,>0 una densidad
inictal de particulas caracterlzada, en el espaclo [fase, por
K=
Pp(x,t=0)=f1 (%) y Pp(x,t=0)=fp(x), tal que I(fl(x)+f2(x))=1. Si
x=0
colocamos una pared reflejante en x=0, la pared actta de modo que la
probabilldad de que una particula esté en la poslcién & al tlempo t+t
tiene dos componentes, una debida a la reflexién que naturalmente puede
ocurrlr con probabllidad R desde la propla pared; es decir que esta
primera componente es el resultado de que la particula esté en la misma
poslcién de la pared pero, se refleje como resuitado del proceso
independlentemente de la presencia de la pared . Una segunda componente
se debe a la transmlsién, pero como la pared es reflejante, en lugar de
que la particula llegue a -3, va a llegar a +§, y ésta es precisamente
la caracteristica de la pared, su pecullaridad, digamoslo de ese modo.
Asi que tenemos
P (3, t+T)=TP,(0, t )+RP, (0, t),

pero como R+T=1, al efectuar un desarrollo en Serie de Taylor de primer
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orden:

ary aPy
Pylo,t) + 5--5;(“ T Pal0, L),

g1 dividlmos entre 1, tenemos:
& (JP] ()Pl

1
P p— -
T dt ax T

(Pz((), l]*f’l (0,t)),

necesitamos obtener el limite cuando 8,t tlenden a cero, y este limtte
no sk puede determinar al menos que supongamos que:
Pp(0,t)-P5(0,1£)=0, (5.1.1)
Estas son las condlelones de frontera para la pared reflejante: es
inmediato ver que éstas condiciones en el espacio de configuracién
significan que la densldad de corrientes es nula en el erlgen, para todo
tiempo. Y de hecho esta es la forma de ver la pared reflejante mas
propla de la intulcién fisica, toda pared reflejante es anuladora de
corrientes.
Por otro lado, ya sabemos que al especiflcar condlclones inciales
para Py y Py, esto es Py(x,0)=f(x) y Pa(x,0)=f5(x) teremos, para la

derivada temporal:

apPy dr;  £1(x)  fu(x)

FEt0)=- g - S = g ()
ap, dfy  £(x) £p(x) )
Selet=)ee 520 LU L 2R L g (5.1.2)

2,~Camblo de Variable para Resolver la Ecuacién de los Telegraflstas.
Consideremos ahora el sistema de ecuaciones dinamlecas en un tlempo t

diferente de cero:

ary 3P1 P] )
T T e
aPy 8Py _ P P2

Bt &k T 272

y la condicion (5.1.1) se puede expresar de esta manera:
J(o,t) = 0. (5.1.3)
Por el principlo de superposiclon J tambien debe satisfacer la

ecuaclén de los Telegrafistas, de modo que se cumple:
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Tel(J)=0 (5.1.41

Ademds:
SO, b= () - £ (x], en =0, (5.1.5)
Por otro lade, derivande J con respecto al tlempo tenemos: Qﬁ%%}ﬁl,=1
ap, P,

4 " ﬁf”' cantidad eésta Ultima valida para todo t, particularmente en
[

t=0 y debemos tener:

,QJ(.%'_{&:Q) =(~ g lx) + golx)}, (5.1.6)

donde gy{x) y g,(x) vienen dadas por (5.1.2). Como este problema, el
descrlto por la ecuacién (5.1.4) con las condiclones x20, (5.1.5),

(5.1.6) se resuelve en el apéndice 4, podemos tener en principlo:
J(x,t), qgue ya involucra contar con Pz(x,t)-Pi(x,t).

3.-Combinacién de la Funcién J y 1la Solucién en Espacio de
Configuracién para Obtener cada Valor de Pj.

Tamblén podemos resolver el problema en el espacio de configuracién
para la densidad de partfculas, esto es: Tel(p)=0, sujeto a:,
plx,0)=f(x), dplx,t=0)/dt=g(x), a8p(x=0,t)/dx=U(t)=0, ésta ultlma es la
condicién de frontera para el caso de paredes reflejantes, la cual se
deduce de la ecuacién de Maxwell-Cattaneo c¢on J=0 (condiclon
indispensable en el orlgen). Tratando las ecuaclones que definen a p y a

J como simulitaneas, vamos a tener:

(5.1.7)

Pi/atx.t )=5i(§'—‘—)gmp(x'-‘~’-.

4. -Distribucién Inicial sin Movimiento con Condiciones Iniclales
Simples.
Como un caso partlcular supongamos que descamos resolver el problema

de encontrar Py(x,t) y P;(x,t) bajo las sigulentes condlclones:
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I
1
i
i

Py(x,0)=5 a(x-1)sfy (x); gy (x)== 3 8 (x-1),

D) -

Pz(x,0)=% S(x-1)=fn(x); gplx)=+ é 8" (x-1),

P1(0,t)=Py(0,t)
Del apéndlce 4 tenemos, combinando {A.1.4) y (A.4.7) en (5.1.7):

Pi/p(x, )=hexp(~t/2) {28 (x=1-t)+23(t-x-1)

sy 0on2) B i e (2= 0en?) L2 e
’ 2424 (x+1)2 2H12-(x-1)2

x+1)

+%[0(%jt2-(x+l)2)ﬂ(t-x-l)+%Io(%jt2-(x-l)2)n(t—x+1));

Nuevamente, dlrd mucho mas la representaclén graflca que las
relaciones matemitlcas.

5.~ Representacién Grafica de la Saluclén.

En las flguras 108 a 144 podemos ver que:

1.) Mientras t<1, vemos que el desarrollo de las dlstribuclones Py y
P, es la misma que resulta en un medlo inflnito, por lo tanto, las
part{culas tardan un tlempo finito en enterarse de la exlstencla de la
pared,

2.) A partir de t>1, notamos cémo Py (o Py) va tomando un valor
dominante, de modo que P. o Py tlene el efecto complementario que hace
que la derlvada con respecto a x en el orlgen se anule.

3.) El efecto de repulsién provocado por la pared reflejante hace que
evidentemente exista un aglutinamlento en el orlgen.

4.) Para t>2, cuando las ultimas partfculas bal{sticas con corriente
hacla la lzquierda, son rebasadas por el frente de particulas rechazadas
por la pared, tenemos una corrlente decreciente permanentemente:
posltlva,

Con el fin de obtener un comparative, evaluemos la densidad de
particulas en t=20 para el modelo de Fick, apéndice 6, ec. (A.6.4):

c(x=o,t=zo)=T%f exp(- 5%{1)cosh(- 77)=0.1261566.

Este valor corresponde muy blen con el de la graflca del grupo 9.
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CONCLUSTONES:

Pel desarrallo del presente trabajo he llegado a las conclusiones

sigulentes:

1.-La difusion mesoscopica puede analizarse desde dos puntos de
vista, Ei primera consiste en estudiar el problema empleando dos
distribuciones {(que serian distribuciones de probabilidad, en el case
discreto) la primera corresponde a particulas moviéndose a la derecha y
la segunda corresponde a las particulas moviéndese a la lzquierda. El
segundo punto de vista consiste en considerar como variables de decistén
de nuestro problema la funcléon de densidad de particulas y de
corrientes. Dadas dos condiciones iniclales para 1as distribuciones en
el Espacio Fase puede resolverse el problema completamenie.

2.~La ecuacion diferencial parclal de los telegrafistas, que es
hiperbélica, es verificada por las variables de declsién en difusién
mesoscopica claslea unidimensional: por las distribuclones de densidad
de partfculas con movimiento a derecha e izquierda, por {a funcién de
densidad de particulas y de corrientes.

3.~El modelo matemdtico propuesto por el slistema de ecuaclones
dlndmicas en el discreto y continuo es congruente con el resultado
esperado: sl estudlamos el fenomeno en escalas de tlempo mayores ai
tiempo de duraclén de un salto de las particulas encontraremos que una
determinada cantidad de ellag se desplazan como balistlcas y el resto
quedan como una cauda, tal que a medida que el tlempo aumenta se reduce
a la forma esperada por el modelo derlvado de la ley de Fick, La
canhtidad de particulas en la cauda y la cantldad que se desplazan como
balisticas dependen de las caracteristicas del medio.

A.~Toda pared se puede distingulr matematicamente con tas adecuadas
condiclones a la frontera. La pared reflejante anula las corrlentes, y
la absorbente anula la densidad de particulas gque puedan relucorporase
al medlo después de {interactuar con ella. El tratamlento de los
correspondlentes problemas matematlcos es congruente con la solucion que
se esperaria Intultivamente.

5.~Este modclo de dlfusion mesoscépica unidimensional es tamblén
aproximado, no es el modele exacto de difusién. Para convencernos

consideremos el resultado en la recta infinita: de la distribuclén



inicial surgicron dos particiones que se desplazan como balistleas que
stguen  la  misma forma matemdtlca que la  distribuclon  intcial
miltiplicadas por un factor de decalmiento temporal exponencial, pero
dno seria mas razonable supener que estas partictones se deformaran
tamblén con e) tlempo en vez de conservar la relacion funclonal de la
distribucton inlclal?, Esta investigacion se deja como perspectlva de un
futuro anallsis, el trabajo se concluye con una formulacién que puede
expresarse por ecuaciones cerradas.

6.~-l.a ecuaclon de Maxwell-Cattaneo, que es empleada, por ejemplo, en
Termodinamlca de Procesos Irreverslibles como un resuitado
fenomenoléglco, puede ser deducida a partir del sistema de ecuaclones
dindmicas , 1o cual es un logro muy importante del modelo y que hace ver

la congruencla entre la formulaclon macroscdpica y mesoscopica.

PERSPECTIVAS:

Las perspectivas futuras de anallsis del presente problema pueden ser
las sigulentes:

1.-Nifusién mesoscéplca unldimenslonal cuando la dlstribucién de
velocldades de salto de particulas no es constante (en este trabajo se
tomé c=constante} sino que obedece a alguna funcién de distribucién,
dlgamos c=¢(x,t).

2.~-Difusién mesoscédpica en dos o tres dimensliones.

3.-Fstudio de la evoluclén temporal de las particiones balistlcas.
Sin duda este estudlo deberd reallzarse diseflando los experimentos
correspondientes,

Sin duda, los procedimientos para modelar estad{sticamente los
problemas de difusién deben mejorarse sensiblemente para proponer
soluciones en dos y tres dlmensiones, asi{ como para considerar otros

casas de paredes.
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APENDICE 1: SOLUCISN DE LA ECUACION DE LOS TELEGRAFISTAS PARA -o<X<w,

1.ECUACIONES DIFERENCIALES CARACTERISTICAS.
En este apéndice trataremos brevemente aspectos particulares sobre clertas

ecuaciones conocidas como cuasilineales de la forma:

8%z 8%z . 3%z _. A
A(x,y)a;i +2B(x,y)§§5§ ‘L(x,y)byé = (x,y,2,d2/0x%,82/8y). (A.1.1)

Con la notacién usual:

p=az/8x, q=8z/8y, r=d22/0%2, s=822/3x3y, t=02/8y2, (A.1.2)

se escribe brevemente:

Ar+2Bs+Ct=F, (A.1,3)

Supondremos que las funclones A, B, Cy F tlenen derivadas continuas.

Para determinar ahora una superflicie integral, no basla, como para las
ecuaclones de primer orden, dar una curva iniclal B; es necesarlo, ademas, dar
el plano tangente a la superficie en cada uno de los puntos de la curva
inlcial, lo que equivale a prescribir la superficle reglada circunsecrita a lo
largo de la curva dada. Los planos tangentes quedan fljados por sus vectores
normales n=pi+qj-tk, es decir, por p y q. Al conjunto de todos los planos
correspondlentes a todos los puntos de una curva lo llamaremos una banda
(fig.1).

Una banda queda, por lo tanto, determlnada en forma paramétrica por las

cinco funclones:

x=x(t), y=y(t), z=z(t), p=pl1), q=q(t). (A.1.4)
Ahora blen, para que esta banda pueda corresponder a una superficie z(x,y)
es preciso que verifique la sigulente relacién:
z2'=px' +qy’ (z=dz/dr, etc.), (A.1.5)
1iamada condiclén de las bandas, que se obtlene derivando con respecto a t la
cantidad:z(t)=z{x(t),y(T)].
Supongamos dada una banda (A.1.4) con la condlcién (A.1.5) y que por ella
pasa la superflicle integral z=z(x,y). Podemos calcular los valores de las
derivadas segundas r,s,t a lo largo de esta banda. De p(t)=p{x(t),y(z)] se

deduce, derlvando respecto a la varlable 1: p'=x'dp/dx+y’ dp/dy=rx'+sy’.



Fig. 1.

| Andlogamente se halla que q'=sx’'+ty', Por conslgulénte, tenemos, junto con
la ecuacién entre derlvadas parciales, tres ecuaciones:
x'r+y's=p', X's+y't=q', Ar+2Bs+Ct=F, (A.1.6)

para el cdlculo de r.5,§.

Este slstema se puede resolver unfvocamente respecto de r,s,t cuando su

; determinante:

\ X'y 0

; 0 X' y'| = Ay'2-2Bx'y’+Cx'2 {(A.1.7)
A 2BC

b no se anula. si se supone ademds que A,B,F x(t),y(t),z(t) son funciones

analftlcas, se pueden calcular jas derlvadas de orden superlor de z(x,y) a lo
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largo de € de modo completamente andlogo y se obliene asi el desarrollo de
Taylor de z(x,y). Puede probarse que este desarrolie converge y finalmente,
que su suma representa la integral de ta ecuacion diferencial entre derivadas
parciales dada. $1 el determinante (A.1.7) se anula a lo largo de una curva,
ninguna banda que la contenga determlnard una Unica superficte Integral.

Resulta de aqui que la ecuacion diferencial
A, Y)Y 2-2B(x, y)x' y' +0(x, y)x’ 2=0, (A.1.8)

desempeifia un papel importante en la Teoria de las ecuactones entre derivadas
parciales; se llama ecuacién dlferencial de las curvas caracteristicas. Como

y'/x' =dy/dx se puede poner en la forma:

Aldy/dx)2-2B(dy/dx) +C=0, (A.1.9)

Esta acuaclén es cunadratica endy/dx, resueltada:dy/dx=(1/4) [BtiB2-AC)
Se obtendran, por lo tanto, dos ecuacliones diferenciales ordlnarlas, cuyas
soluclones definen dos haces de curvas y=y (x,c}). y=yu(x,cp) (flg. 2)
Estas curvas se llaman curvas caracterfsticas de la ecuacién diferencial
(A.1.1). Resolviendo estas ecuaciones respecto de cy y ¢) se obtiene:
c1=¢(x,y),co=¢lx,y). (A.1.10)
Para el primer haz se vertflca:

dy/ux=-¢x/¢y=(1xa)lB»JuZ-Acl con: gy diferente de 0. (A.1.11)

Y, para el segundo:

dy/dx=-wx/wy=(l/A)(B—jBZ-ACl con:yn, diferente de 0. (A.1.12)

Sustituyendo en (A.1.9) se obticne para ¢ y ¢ las ccuaclones entre
derivadas parclales de primer orden:

A¢x2+2n¢x¢y+c¢y2=o. Ay + Mgy +Cy 220, (A.1.13)

Atendlendo al valor del dlscriminante D=B2-AC de (A.1.9) se distinguen los

sigulentes casos:

>0 easo hiperbélico,
D=B%-AC{=0 caso parabéllco, (A.1.14)
<0 caso eliptico.

pene




=TT e y=e

W(xy)=C2

Debe observarse aqui que esta diserimlnaclién depende de (x,y} y que, por lo
tanto, puede ser distinta para distintos puntos del plano (x,y).

En el caso hlperbdlico son los dos haces de curvas caracteristlcas reales;
en el eliptico imaginarias conjugadas; en el parabolico colnciden los dos
haces,
2.NETODO DE RIENMAN,

La ecuacién diferencial de tipo hiperb6iico en su forma que se conoce como
normal es:

a2,
L[z]=-a—)-(~§§

. 8z az .
+ a(x,ylgi + b(x,y)ay + clx,ylz=0. (4.1.15)
Conslideremos e! método clasico, debldo a Riemman, que puede, en muchos
casos, resolver el problema de condiclones iniclales para esta ecuacién. Para
eile npecesitamos hacer algunas observaciones previas: representaremos por H(w)

ta expreslon diferenclal adjunta de .(z}:
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_ dtav) albw)

g . vOOW, (A 1.16)
[54 dy

St ne verifica que L{zl=Mlz], se dlce que la ecuacion (15) es autoadjunta,
Este es, por ejemplo, el caso en el que a=h=0. Se ve facllmente que, empleando

las abreviaturas:

1 3lzw) W 1 8(2w) aw .
PR LR A § Qs et e (5 - au). 1t
P 5 R Y (ax bw); Q 5 "ay (dy v ) (A.1.17)
Se verlflca la identidad:
21-7 .o _ap
wl.[z]-2M{w]= & oy (A.1.18)

Supondremos que z=2(x,y) sea la solucién de (A.1.15) y w=wix,y) una

solucién de su adjunta Miw]=0. En virtud de (A.1.18) se cumple que:
gg - g'; =0, tA.1.19)

SL C es una curva cerrada del plano x,y se deduce entonces del Teorema de

Stokes que la Integral curvilinea de Pdx+Qdy a lo largo de C es nula:
fc (Pdx+Qdy)=0, (A.1.20)

Empleemos ahora como C una curva formada por dos segmentos rectilineos
paralelos a los ejJes coordenados y un arco de curva R que a lo sumo es cortado
en un punto por las paralelas a dichos ejes (fig,3)

Estas paralelas x=const., y=const. son las caracteristlcas de la ecuaclén
diferencial (A.1.15). Supuestos conocidos los valores de z, dz/dx, 8z/3y a lo
largo de R, se trata de hallar el valor de z en el lugar A de coordenadas xq,
yo. Sean y=$(x) y x=yi(y) las ecuaciones del trazo curvllineo de R. De (20) se
deduce:

Ay A "
J'R (de*Qdy)‘bJ‘R (de+Qdy)*J.“ (Pdx+Qdy)=0. (A.1.21)
Ay Ay A

En el segmento de Ay a A es x=xg=const. luego dx=0 y, analogamente, en el
punto de A a Aj; es y=yg=const. luego dy=0. Tenlendo esto en cuenta y
sustituyendo parcialmente {A.1.17) en (A.1.21) se obtiene:
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Y bl i)

N\
[ ] (ny)
R
(xgy)
= \ AWy

A ,Yo) (x, y0

X

-

fig. 3.

Ao A

f (de+Qdy)+f[1 i"—“l'—’ z(;%’ ~aw)1dy - Il

Ay Az

1 a(zw)

aw =
(Zﬁ bw) Jdx=

A A A

e aw oAy A
J'“(demdy)njl,:(g-y aw)dy +J.z(5§ budx <37l +§[zw]A2-O,
Ay Ay A

o blen:

A2 A A
{2w] =l([zw] +lzw]  }- (de+Qdy)+J.z(9E -aw)dy +J-7(§)~w ~-bw )dx (A.1.22)
ATS A A R 3y “a3x ' e
1 2 A
_ 1 Ay A
Se trata ahora de determinar la funclén w=w(x,y) de modo que, ademas de la
ecuaclén M[w]=0, verifique las condiclones:

wixg,yg)=1, dw/dx-bw=0, sobre AjA, dw/dy-aw=0 sobre ApA. {A.1.23)

Como y=yg=const. sobre AjA y x=xg=const. sobre ApA las dos ultimas



condlelones vepresentan ecuaclones diferenclales lineales ordinarias para
wix.ygl ¥y wixg,y}, respectivamente, dque son factles de Integrar con la
condicion iniclal wixg,ygl=1. Por consigulente, resultan en total las
sigulentes condiclones para W

0% alaw) _ albw)

Fxdy ~ ox ay ot =0
x Yy

w(x,y0)=exp(j bl yplagl, w(xo,y)=exp{[ alxg,m)dnl. (A.1.24)
X0 Yo

Teniendo presente (A.1.23) se oblienc de (A.1.22):

z(xo.yo)=é[z(W(yo),yo)w(W(yo,yo)'
Ay
2(x0.$lx0) Wixg, $lxg) ) 1+ Jf o (PaxsQdy). (A.1.25)
Ay
S1 se puede hallar ahora una funclén wix,y), llamada de Rlemman, que
verifique las condiclones (A.1.24), queda el segundo miembro de (A.1,25)
totalmente conocido y se puede calcular 2(xp,yp). st se hace variar xg, yg se
obtlene una superficie integral z=z(x,y) en et entorno de la curva iniclal R.
Debe observarse que al varlar xg, yp varia también la funcién de Rlemman
wix,y). La mayar d}flcnltad det método consiste en determinar la funciéon de
Riemman wix,y) que verifique las condiclones (A.1.24).
3.EJEMPLO: LA ECUACIGN DE LOS TELEGRAFISTAS,
Consideremos la sligulente ecuacién entre derivadas parclales de tipo

hiperbélico con coeficlentes constantes «p, 8p, ¥p:

gég%+a0§§+ﬁog§+qoz=0. {A.1.26)
Esta ecuacién tiene ya la forma normal, pero por medie de la
transformaclén:
z(x,y)=ulx, ylexp(-agy-fgx) (A.1.27)
en su forma autoad junta:
L{ul=§7~i¥’--+ku=o, k=3g-0gfig- (A.1.28)
axdy >

En virtud de (A.1.24), una funcién de Riemman w(x,y) para este problema

debe satisfacer las slgulentes condiciones (a=b=0}:
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condiclones representan ecuaciones diferenciales lincales ordinarlas para
wix,yg) y wixg,y), respectivamente, que son féaclles de Integrar con la
condiclon inlcial w(xo.yo)=1A Por consiguiente, resultan en total las

slgutenies condicliones para w:

3w alaw) _ 3(bw)

way e T Tay Tt 0
X

w(x.y0)=explj b(&,yp)dgl, w(xo,y)=explj alxg,n)dnl. (A.1.24)
X0 Yo

Tenlendo presente (A.1.23) se obtiene de (A.1.22):

2(x0,¥0) =51 20 (¥0) ,yo M ($(¥0, 0 ¢
A
2(xg,#0k0) (g, dlxg)) 1+ [ 1 (Paxsay). (A.1.25)
A2
St se puede hallar ahora una funcién w(x,y), 1lamada de Riemman, que
verifique las condiciones (A.1.24), queda el segundo mlembro de (A.1.25)
totalmente conocido y se puede calcular z(xg,yp). sl se hace vartar xg, yg se
obtlene una superflcie Integral z=z(x,y) en el entorno de la curva inlclai R.
Debe observarse que al varlar xg, yg varia tamblén la funcién de Rlemman
w{x,y). La mayor dificultad del método consiste en determinar la funcioén de
Riemman w(x,y) que verifique las condlciones (A.1.24).
3. EJEMPLO: LA ECUACIGN DE LOS TELEGRAFISTAS.
Conslderemos la sigulente ecuacion entre derivadas parclales de tipo

hiperbélico con coeficientes constantes oy, Bg, 7¢:

§6%+aog§+nog-§+mz=o. (A.1.26)
Esta ecuaclén tlene ya la forma normal, pero por medlo de la
transformacion:
2, yt=w(x, ylexp(-agy-Bgx) (A.1.27)
en su forma autoadjunta:
Liul= 2 s, k=1g-00fy. (A.1.28)
axady

En virtud de (A.1.24), una funcién de Riemman w(x,y) para este problema

debe satlsfacer las sigulentes condiciones (a=b=0):
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i
[
:
¢
1

ae
Mlu]mL(w1=§;g§+kwno, (A.1.29)

wix,ygl=1, wixg,y)=1. (A.1.30)

La funcién wix,y) debe tomar por conslgulente sobre las rectas y=yg y x=xg
el valor constante 1. Ahora bien, sobre estas rectas es o=(x-xg)(y-yg) lgual a
cero. Por consigulente se trala de hallar una funcién w=w(¢) que sea solucién
de la ecuacién (A.1.29) y que verifique las condiciones w(0)=1 y:

Wix, yl=wl (x-xg) (y-yg}}

con lo que se habra hallado una apropiada funclén dé,Rlemman. De (A.1.31) se
deduce:

A de o de oy
3% " 8 ax " deYYO

2w 8w Jdw oD B
Fxay _EV[EE(Y ygil = s +{y YO)EV(EE)“

d?uw _ dw d2u

dw 820 8r _ dw 2
B +{y-yg)(x XQ)EE? s i *da;é.

a MYY0Yez 5y T
Sustituyendo esto en (A.1.29) se obtlene la ecuaclédn diferenclal ordlnaria:

d%w | dw
0':1-;2‘ + &_ + kw»O,

para w=u(c) que, medlante la sustltuclén dke=t? se transforma en la ecuaclon

dlferenclal de Bessel:

d2w . 1 dw
E?? + wt w=0,

La cual tiene, alrededor de t=0, es declr: ¢=0, la solucldn continua:

w=lglt)=Jg(2fke)=Jg 2]k (x-xg) (y-yo) )

como: w(0)=Jg(0)=1, la funclén:

w(x.y)=J0(Zlk(x—x0)(y'YO)l. . (A.1.33)

es una funcléon de Riemman para nuestro problema. De (A.1.17) se obtiene en
nuestro caso:

du aw
-uz—-).

(w5§ W

P= -3tudd -ult), Q=)

Adends, como: Jg' (t)=-Jy(T):
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Sustituyendo todo en (A.1.25) resutta;
Ay

ulxg,ygl= —lu(W(yQ) yo)tulxg, ¢(X0)]+VwIRJQ[?IE(X x0) ly=yg) 1 (-3

A2

A T———————
! Jllk(x xg) (y-yg)
2

i k{x- xo)(y yo)

*Ei[ e —— Ul (yg-y)dx-(xg-x)dy).

—~m+—d)+
(. y y

De aqui se obtlene tamblén la solucién z(x,y) sustituyendo en (A.1.27). La

llamada ecuacién de los Telegrafistas:

a2u
852 at2

se puede reduclr a un caso particular de A.1.26.

2y
- a2 88 -2 & U,

La transformacién

x=s-t/ay, y=s+t/ay,

pone (A.1.34) en su forma normal. Se obtiene:

U_ U dx, du dy_ 13U

at % 8t dy 8t T ug ax

2u_ 1 89U,

2wl ek " Bxdy

au_ au 6x+ ay ay_ au

ds5 dx s dy s 8x

?u_ o, 8,
32 axd | © &y

Sustituyendo en (A.1.34) resulta:

J  BLoau au
dxdy

pero ésta es preclsamente (A.1.26) con:

1 au
0.1 Jdy
2
N ¢l
Oy?
oy
dy
32y
By"'

(A.1.34)

(A.1.35)

(A.1.36)



agEly Wiy ), HpEeRytdayd, rgEeYdd

La transtormaclén (A 1.27) serd ahora:

3
U=u(x.y)exp[~£~"(x—y)l. (A.1.37)

Queremos lmponer ahora a ia ecuaclén (A.1.34) las condlclones inclales:

99(5

U(s,0)=f(s), 3t ,0)=g(s). (A.1.38)

Donde f(s) y gl(s) son funclones prescritas. En virtud de (A.1.35) a t=0
corresponden las rectas y=x=s. El trozo de curva R es, por conslgulente, un
trozo de estas rectas (fig. 4); asi que.'éh (A.1.25) y en (A.1.33) debe
ponerse Vily)=y; ¢(x)=x.

De (A.1.37):

U(s,0)=u(x,x)=f(x), (A.1.39)

8U_ 1 au 1 au 1t 81 au sy By
P &T % +EI 5; —ETLXP[EEY(X*Y)I ( T *5§ &TUI

s 0)a LA au

By
3t &{lgy(x.x)— BQ(X'X)' ) ulx,x))=g(x)

au 8y By )
E}lX'X) “gal%ix)= EIf(x) +oyglx). (A.1.40)

A lo largo de la recta x=y es dx=dy y se tlene que Integrar (A.!l.33) desde
®=yg hasta x=xg, sustituyendo (A.1.39) y (A.1.40) en (A.1.33) se obtiene:
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e
e
//
}/ == ii,//r
e
yd
yd
Az(y(,,/yu/)
- A(xo,¥0)
o
fig.4. X
%0
. | ) 1 ———— B
k(Xg.YQ)”élf‘Xo)*l(yo)l*é‘ J (JDIQJR(X'XO)(Y’YO)’[&Y flx)+ay glx)]
=Yg
3y Jklxg) (y-yg)
et IO Y Y0 (k) tyyg) beix. (A.1.41)

!k(x-xo)(Y‘YO)

Representando ahora la variable de integracién como o en fugar de x,
escriblendo x,y en fugar de xg, yg, ¢ Introduciendo de nuevo s y t con ayuda

de {A.1.35) se obtlene de (A.1.41} y de {A.1.28) la solucidon:
%
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1 B
Uls, t)=5exp( ---x;t)(((fs-t/ul J4f(set ay)
< ay

stt/ug

P y B
+ j [JO(ZJ (s~0)3*t3/u131[&} flo)taygloll

s-t/uy
2% Jy(2 k((S"O‘)z'tz/al‘z] ) [312 EE
+&4.(w e fdod; ksemmeg -

[kl (5-012-2/a,2] duy©

(A.1.42)

Hagamos fi1=1/2, ay=1, ¥=0, , k=1/16: sl hubiésemos camblado el argumento de

las Funciones de Bessel por tz/a12~ (s-0)? en vez de Jg y Jy aparecerian Ig e

I1, emplearemos esto Gltimo por ser para nosotros mds adecuado en lo sucestivo,

de modo que tendremos flnalmente:

U(x,t)=;exp(— ét)(f(x—l)*f(x*t)

X+t
+f 1ol} m—{x-c)zllé— Flolrgle)) +

x-t

[1{JL2-(:-:-0‘)2/2] |

1.0
+§tt(v)—w~~m—»~w«M~mmw~~- do}. (A.1.43}
'tz—{x~a)2)
Supongamos los slgulentes casos, en particular:
1. £(x)=8(x), g(x]=0:
L ly2.y2
Ulx, U= expl- t/2){8(x+L)+3(x=t) 45 Lol AL2~x2) b s o Milx=t).
S1 ahora denominamos:
1 L ARexe?)
P, tyo)=5H - (o) ) { ToG 0250120 b o (A.1.44)

t2-(x-0)2

podemos escribir:
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Ulx, =) exp(- £/2)(8(xrt)+80x-t )+, 1, 0) M (x-t)

. fx)=exp-x2) 4w, g(x)=0:

U(x,t )“M}:;Qexp(—t/?)(expl--(x-t)zlmxp[—(xrt 2]
24n
X+t
+ f exp(-o2)g(x,t,0)ds}

X=t

1, f(x)=2‘» H(1=)x]), g(x)=0:

UG, 0= ewp (-/2) (1= 1x et D=t )

X+t
+ f H(1=1o1)¢{x, t,0)do}

x-t
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APERDICE 2: SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES DINAMICAS
EN EL ESPACIO FASE (-w<{<w).
para el desarrollo de este apéndice hemos seguldo los procedimientos vy
tablas de Ruel V. Churchill en Operational Hathematics. Mc Graw Hill
Escribamos nuevamente el sistema de ecuaciones diferenciales simultdneas Py y
Pa que denomlinamos sistema de ecuaclones dindmicas con y=1 y A= 1/2: vimos en
la secclon 1,3 que no existe pérdida alguna de informaclion con esto, a flin de

cuentas esto sera utii para simplificar los cdlculos. Entonces tenemos:

aPy Py .

At tae © T atheT)

apy APy 1

T vl -,ZUI'Pz). (a.2.1)

! Exlgiremos adlclonalmente que para valores infinltos las Py tlendan a cero.

Pongamos como condiclones inicfales generales de nuestro sistema:
Py(x,0)=f1(x); Pa(x,0)=fp(x). (A.2.2)

Para resolverio, utlifzaremos transformaciones integrales, como slgue:
conslderando que deseamos especificar condlclones iniciales, el espaclo de
tiempo lo transformaremos mediante la transformacién de laplace. Considerando
que la poslclén va a lo largo de todo el'eJu real, usaremos la transformacién
de Fourler. As{ t queda convertldo en s y x en w, y tenemos primero, apticando

la transformacion de Laplace:

; dPy 1

! SPY ()= - s - 5 Py 45 Py

t dPy 1

: 8Py falX)s ¥~ 4 5 Py - 5 Py (A.2.3)

Donde hemos utilizado la notacion Py (s, t)=£{P,{(x,t)}, para la transformada
i de Laplace.

Transformando aliora el espaclo de posiciodn:

L 1 1,
sPyp=fyp = ~iWPyp = 5Pyr ¢ 5Pay
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1 1
SPup=fop = +1WPyp + 5Pyp - sPap

(A.2.

Donde fp=F{f}, es la notaclén empleada para la transformada de Fourler;

los casos de P, y P, no debemos olvldar que tenemos una Transformada

lLaplace precedente

Factorizando la relaclén (A.2.4) adecuadamente:

Puels + 5

!

l -

X \”l*Per('%lzfxr

Pm[-:zlvr’m.,-ls t o5 =IWl=f .

2

Podemos despejar Py y Py como sigue:

Ir -

Por =

s2tg+u?
(s+1/2)F 40, /2+1uf

{8+1/2),+€,/2-1uf

524 5+42

(A.2.

(A.2.

De modo que, al tomar por grupos de dos factores la transformada inversa

Fourier:

Py =(s41/2)F W (f, ~—o}4
L ! (g24g) 4w
iwf
NEVZAL S TT S— —" LAY
(s2+g) +uw? (s2+g) +w?

Sabliendo que:

g T—

1

exp(- I;;:lel)
= y

(s?+5)+w”

2]52+s

dr,
ques?“‘(lwf1)=?ﬂz'

(A2,

(A2,

Podemos aplicar el teorema de convoluclién entre los dlversos productos

pares de transformadas de Fourler y tendremos:

+

PIL

* exp(~ J;;:QIX-EI)

+o
ex

+
£,(€)der J

|

pl~ Jsa+s|x-s )

~~~~~~ — f,(§)dE +

* expt {s2is|x-g]) ar, 6
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2]52+s

i3

)dg.

(A.2.10)

4)

en
de

5)

2.86)

7)

de

de



Podemos constderar todo bajo una sola integral:

e exp(- -‘(snxz)i’--l/:&]x-gl)
Pu;jusn/z; LN

o j(s+1/2)2-1/4

3

exp(~ I-(—;I/Z)Emlx-&;l) \

+ r_________, 5
(s+1/2)2-1/74

exp(- I(_s+1/2)2-1/4]x-§]) | df (&)

I‘"‘“""‘“"“ 2 d§
(s+1/2)2-1/4

} dE. (A.2.11)

S1 tomamos en cuenta la propledad de traslaclén de la transformada de
Laplace, tenemos un factor comin en la transformada Inversa lgual a exp(-t/2),
ademas:

LY QR S R Y N { %hz—(x—g)? VHCe=fxg]), 2a2)

donde I, es la funclién modiflcada de Bessel y H la funcldn escalon de
Heavislde. Como la cantidad: |x~€| < t, para que la funcién escalén unitario

de Heavislde H sea igual a la unldad, es preclso que:

~t<x-g<t, (A.2.13)
o sea, en términos de la varlable de integracién:

X+EIE>K-L. (A.2.14)

Este es el dominlo donde no tenemos integrando nulo. Ademds como para todo

par F(t)=£{f(s)} (ver el resultado de Splegel en Laplace Transforms. Mc Graw
Hill Schaum):
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£ 4{st(s)}=F" (L)+F(0)3(t). (A.2.15)

Podemos escriblr, en base a esto:

. (- ds2-1/4]%-£[)
S SO U TS o S
{5214 2fieegrz

£

¢ Tt (x-€)2)5 (8- 1x-€ 1), (A.2.16)

como t>0 el segundo sumando en (A.2.15) F(0)8(t) se anula.

Aplicando (A.2.16), [A.2.12) a (A.2.11) y restringlendo los limltes de
(A.2.11) segun (A.2.14):

1 bl 1
Py(x, t)=5expl-5) {51 (x-t) 456, (x+t)

X+t

df, (&)
o [ tale-aeen drye)-Th)
x-t

(1 fexee? )

e Bl

2 Jta-(x—s)z

] d€), (A.2.17)

y por slmple inspecclén de (A.2.7) es claro que:
1 to 1 1
Pz(x.t)=§exp(-z)(ifz(x-t)oifz(x+t)

x+t

dr, €
. [ [Io(%JLa-(x-E)ZJ(%rl(g)o.._z_S).)
x-t

dg

Jtz-(x—EJa )

t2-(x-£)2

0
the) ' 2
+ ] dE}. (A.2.18)




de esto se deduce de inmedlato que:
By (2, )4, (%, ) =p e, t)=hexpl= 5)E, (x, U ,(x, ).
1 (7, )Pl U =p O, ) =semp (= 5 HE (LT (x, )+

x+t
I {(d(x, b, )1 (E)+1,(£))+(df,(E)/dE-df, (E)/dﬁ)lo(% J-Lz‘(x-ﬁ)a)dﬁ),

x-t .

con $(x,t,£) deflnldo como en el apéndice 1, (A.1.44), la cual es preclsamente
la solucién (A.1.43) pero en el Espaclo Fase, como tenfa que ser, dado que ias

Py satisfacen la misma ecuacién diferencial de los telegrafistas.
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APENDICE 3: SOLUCION DEL MODELO DE FICK EN -o<X<a

Conslderemos para efectos de revisién y referencla la solucion de la
ecuacién de difusion segin el modelo macroscopico, que toma en cuenta Ja Ley
de Fick y la ecuacién de continuldad en la recta Infinita. Los valores aqui
obtenidos se compararan con la solucion mesoscépica.

Tenemos que resolver la ecuacion:

2
pdoe . o (A.3.1)

sujeta a: plx,t=0)=f(x) que debemos, claro, dar de antemanoc en respuesta a la
pregunta jecémo vamos a colocar nuestras particulas antes de dejarlas difundir?
y 8p(x,t=0)/8t=0 o sea, como cuando colacamos la distribucién inicial en una
“envoltura” impermeabie al paso de partfculas y es retirada repentinamente, El
caso en que 3p(x,t=0)/8t # O corresponde a la situacidn en que la distribucién
Inicial ya sufre un camblo de configuracién al tiempo t=0. Resolverecmos el
problema por medio de transformaciones integrales.

Tomando la transformada de Laplace en t: denominandola p, = £{p(x,t)} =

PL(X.S):

sp, - f(x) =D—(§% .

Ahora, tomando la Transformada de Fourter en x (porque x corre en el
intervalo ~w < x < w, llamando pyp=Z{p (x,s)}=p pla,8), fpla)=F{f(x)}} que son
respectlvamente la doble transformada de p y la transformada de Fourler de la
distribucién iniclal:

spyy - fpla)=-02 D py;
es decir, al despejar la doble transformada:

puple,s)=- !
524D

f;-(«z)

Podemos reescribir, de manera conveniente y para facilitar la obtencién de
la inversa de Fourler en las tablas de Operational Mathematics de Ruel V.
Churchill:

1 {s

PL}‘(“.S)=-—-- e
2l 0+ ({5)2
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Aplicaremos el teorema de convelucién de la transformada de Fourler tal y
como se presenta en la ultlma referencia menclonada para recuperar nuestra

variable x:

o0

p lx,s) = A I f(C)exp(-I;Ix~C|~¥)dq
0

2 o5 2 I

como se puede ver en la misma referencla:

-1 exp(-Iglx—ql/IB) 1 (x-¢)2
P e} = exp (- wﬁﬁfuﬂ

Nos queda flnalmente:

m

2
ptx, 1) =~ [r(@exp( - 2B g, (A.3.2)

2 4Dnt
~m
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APENDICE 4: SOLUCION DE LA ECUACION DE LOS TELEGRAFISTAS
EN LA RECTA SEMI-INFINITA CON CONDICION DE FRONTERA FUNCION NULA
Y DERIVADA RESPECTO A LA POSTICION NULA.

Consideremos la soluclon deld sigulente problema:
8%y _ an | ou

. T aa o

axe gtz ot

sujeta a: (1) Ulx,t=0)=f(x)}; (11) 8U/8t=g(x} en x20,t=0; (i111) ULO, ti=k(t).Las

para x =z 0,

primeras condlclones son lInlclales, validas en el rango de x positivas, la
segunda es una condicién de frontera. Nus serd necesarta en futuras ocaslones
para distinguir un problema en el cual tenemos que el origen actia como pared
absorbente o reflejante. Por lo pronto la dejaremos en forma tolalmente

general: k(t).

Este problema suglere el uso de una transformacién de Fourler seno, puesto
que padriamos pensar en una sltuacién en la cual tuviésemos una dlstribucion
de “propledad U" en xz0 y otra (por supuesto sélo en nuesira imaginacién, como
artificlo matematico) con distribuciéon de "propledad U" negativa en x=<0, es
decir: una distrlbuclén que tuviese lé forma de una funclén impar. La soluclén
se faciiita enormemente por el uso de transformaclones integrales, y la de
Fourier seno es la adecuada para este tipo de problemas. Este modo de pensar
nos recuerda una forma de encontrar potenclales para distribuciones de carga
en geometrias partlcularmente susceptlibles de emplear "imdpgencs" de modo que

las Fronteras se convierten en equipotenclales.

Aplicando la  trunsformaclon, denotando por U, la transtormada
Upla, t)=5%,(U(x, t)}:

d?Up  dUp
'(IZUF + ak(t)=~(—j‘—t2— + r

las condiclones lIniclales de este problema meran transformadas, por lo tanto,
de acuerdo a:

Up (e, t=0)=fp, aUp/dt=gp en a,t=0,

resultado que usaremos a continuacion.
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el efecto: propiedad a miedir - imagen

tiempo =t i propiedad
Val a medir

este frente es el de
avance de la imagen
imagen: — propiedad &l tiempo t

i

Ahora, desde luego que para el tlempo se impone, como de costumbre apllicar
la transformada de Laplace, denotando por Upp(a,s)=£{U(a,t)}):

~0?Up taky =52Up ~Sfp-gptsU o~

Factorlcemos ahora Ug (a,s):

Upy, (-a?-s?~5 ) ==ak, ~sfp-gp-f}

Como ya sabemos que a fin de cuentas la cantidad s?+s va dar lugar a la
factorizacién s®+s=(s+1/2)2-1/4, escribamos de manera equivaiente la ultima
expresion:

Upy (0245245)=(5+1/2) p+f /24K ot gy

Por lo tanto:

H 1 1 + 13 . 1

g (A.4.1)
P a2estig L arg?is F

Upy= (s + 2) £

- +; -
a+sies 2 alises

Requerimos ahora la transformada de Fourler inversa, y recordando que la

convolucién en este caso nos obliga a Inclulr un factor de 2/«:
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ey 12 “ L2 a. I .
U“~(5+2) 2a fr FEIRENA Yix fr IS th a2tsts taal wl+sis
Encontramos finalmente:

o ¥+l

U =(s+5) i[ £(g) I exp(- 52+s widw dg +
0 I=-¢l
@ Xt
+ 711- I £(g) I exp(- Jszﬂ; w)dw d¢ +
0 1x-¢|
+ ki exp(- Jsz+s W) o+
o X+¢
+ % g(g) I expl- Jszfs w)dw d¢ (A.4.2)
0 1x-¢|
Pero la lntegral:
X4
exp(- ]szlts w)dw = -l ( expl- Jshs(xfc)l-exp[- ]sz+5|x+§|l }
1x-¢| v]shs
es, desde luego, tnmedlata, de manera que escribléndola en (A.4.2):
o
UL=J.(§-(—2—C—l [ - »(—Sizglexp[- jshs(x*c)] + Mexp[- ']sz+s|x-l;|]
0 s2+s s?+s

- ~£(~c)—-exp[--|sa¢s(x+c)l + f(c)~exp[-~lsz+slx—§|]]+
M s?s A s?+s

g_Lle[_ ! exp(-lshs(x*c)l + ! exp{-lsa+s|x-c|]])dc (A.4.3)
s?ts 5245

k, expl-xis+s].

Tamblén encontramos en tablas que:

- s2a
g (exel ls-17 Bly - 10(%Jt2-82)ll(t-ﬂ);
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areesntn

§ et 1 (GA-BH-D)

/aBly L)

I;:T;;; ‘ ]tz B?

N (1 t2-B2)8(t-B);

£ {expl- Js”-l/d Bl } = 8(t-B) + w~~§‘——-ll(% I;2~1/4)H(t-ﬂ);

2]t2-1/4
o

£71{5(1-B) >=fexp( ~5L)8{t-B)dt=exp(-Bs);
0

s exp[~ e
g8 Lapl- Is?-1

t
£-Ya(s)b(s)}=la(A)b(t-A)dA.
0
De modo que cada una de las lnversas queda en una inversa global aparte de

la Integral desde O hasta o, como slgue:

£é§l Y- ~~—1§115%l~—ﬂexp(- J(s+l/2)2-l/4(x+c)l)=
J(sfl/Z)z-l/d

T upi-tra) 4= 3 =t Ly - et (x00)) -
]tz-(x+c)2
“Iy( ;:lta-(mC)z )3(t=(x+E)))
£%§l -1 _{st172) —expl- J(s+1/2)? 1/4|x-¢|1}=
J(s+l/2)?~1/4
£§§3 exp(=t/2) {+ 3 =t 1120t 121 +

2
Jta (x-¢)?
010(—']; t2-(x-€)2)8(t=[x-C1)};

EL) L gt =2 epl- {122 14000) 1=
- ](sol/z)z 174
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I

(f%él.’ i%flxexp(-t/zl(»roté {2~ (x+E) L= (x+C 1) )3

A T P Y- M2 —expl- 1(s+1/2)2—1/4|x--c|l>=

oo

(s+1/2)2-1/4

1480 4 8-ty rtg (-t e

Ahora blen, para lnvertlr el término en k., dado gue:

expl(-xis+s)= exp(~xi (s+1/2)2-1/4)

Por el Teorema de traslaclén y las identldades presentadas:

f“(exp(—xjsz* )y=exp(-t/2){8{t-x) + -—-—4 (~ Jtz-xz)ﬂ(t -x)}
2412-x2

Por lo tanto nos queda, finaimente:
t

LMk exp(~ x]sz0 )}= Ik(t Alexpl-a/2)}{s(a~ K) b (2 A2-x21(A-x) }dA.
24 2%-x2
Para las Integrales en las que aparecen las 8 tenemos, en la Inversa

general:

-expl~ t/a)Jf‘§’10(~Jt2 (x#)2)8(t-x-C)dg=-cxp(-5) ~(~—— ’

+exp(—t/2)I (e, (e -0)2)5(t-1x-21 g

3 expl- t/?)If(c) 1 (—Jte (x-C)2) [8(E-{t+x))+8 (L= (x~t)) JdC=
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La solucidon final, la inversa de (A.4.3) es:

U(x.Ll=%exp(-ti2](-f(t—x)+f(t*x)*f(x~tl]0k(t~xlcxp(-x/2)+

t
J (t~“1°""( M2) b fenenexane
2 2lyene -
t-x .
rexp(-t/2) J (—£é§2 % ~w-}~~::; l,(% ]tzu(x+C)2 -
0 ’ td-(x+g)2 "

-(£%§) 8¢} )Io(% jtl-(x+c)2 ) g+
t+x

+exp(-t/2) I (f(c) ; T Il(% lta_(x_c)a +
jtz-(x—c)2

(S,!Q. L_ ), (- le-(x-0)2 e

(A.4.4)

Es importante observar el efecto de la condlclén de frontera k(t), vamos a

tomar en general k(t)=0.

Por otreo lado, sl el problema se intenta resolver prescriblendo
k(t)=gU/8x=0 en (x=0,t) y no U(x=0,t) como hiclmos aqui, la transformacién

Integral adecuada hublese sldo la transformaclon coseno de Fourter
pues, que resolver:

. Tenemos,

Tel(U)=0; x=0, dU(0,t)/ax=2(t), U(x,0)=f(x), 8U(x,0)/8t=g(x) (digamos).

Denotemos por U, la transformada de Laplace de U en el tlempo, como hemos

hecho hasta ahora, es declr: U=£{U(x,t)}=U, (x,s). Llamemos

transformada de Fourler Coseno de Uy, esto es: Ugpla,s)=F {Ug(x,s)}

tendremos, suceslvamente:

42,

QI;; = gl -€(x)+sU, -sf (x)-g(x)

~a?U p-2, (8)=sU p=Fpt 52U p-sf-gp

Que puede factorizarse como antes, quedando ahora:

ULk
Entonces

a la



;5 2
,,;wu.(.,-ﬁ.*.;_,f‘.-.}z,rr,.._ﬁ__,_!:;,,w , }17,,1 e 4

atydstisr?) a?r(15%15)7)

1 ! B, 1
* é’zﬂi'm”“w” e - Z(, USRS —

22 tds%8) ?) a?e{45%+5)?)
Daremos a cada sumando de Upr la notacién slguiente:
usp (1) ep(1)+p(Lt1)epliv), Para p(i):

L @
) j~2 5 . I .
Fe (ZfF~~~—3‘°J Y (W {expl-4s?+s(x+w) J+expl~ds?rs|x-w] hdw
a2 ds?is)?)

aftadlendo, desde luego, el factor y dlvisor ¥s%+s. Ya estamos famliliarizados
con el efecto del factor s+1/2, que nos da al Ltomar 1a transformada inversa de

Laplace un factor exp(-t/2} y una derlvada, de modo que la lnversa de p(l) es:

o
%mﬂ-?ﬁWMMh%lW%wﬂﬂmwiww«mhuwﬂ
0 2412~ (x+w)2

foly l-Genase-ton) + 1,03 PR N S P
?Jt,?—(x—w)2

+ioly et st 1xw

Para p{ii) y p{l}}):

o
exp(-t/z)f(%f(w)*%g(u))dw[lo(% [ temiict=txow)
(¢}

ovsrmse iy

+Io(% L2~ (x-w )P (-1 %-wi) ],

y, finalmente, para pliv):

®
‘k(huMmﬂ-gno%JwﬁxﬂluwxMw
0

Conslderemos el caso de U(t)=0, de modo que la solucién final es:

utx,t)=%exp(«t/2)(f(x-t)+r(t+x1+r(c~x)

w
ff((:,(é £ (01 2) Do) )+

0 2 2= ()2

103



ez HOL= o=l JIE (W e

Sy

2[12~(x—w)2

———y

FOEO 001 LTy 4 L= (e FIR(L= G 4
(o T2 G120 Pxmu 11 v, (A.4.5)

S1 asumimos que f(x)=8(x-1), g(x)=0 y h(t)=0, la soluclon (A.4.1) para el
primer caso, funclon nula es (t»1, Oexet-1)s

é exp(- %){5(1w3~))-6(t~x—1)w6(x~tu1)

ot leé fre- ey 2imiex-1)

2412-(x+1)2

U(x,t)=

S,

-4 1ot G 2Nk b 1 G 2= (-1 RH (e 1)
2412-(x-1)?
¢ 3 o 2 (x- 12t -xe 1)) (A.4.6)

No exlste componente § porque 8(x-1-t)=8(t-x+1) y &8(x+l-1) es nula para t>i
en todos los valores de x>0, que son los que nos interesan,

La solucién con U(t)=0 en (4.1.5) para la derlvada nula:

U(x,t)=% exp(~ %)(5(x~l~tl+6(t—x+1]

t 1 1
t o (s 182 (k1) HE=%~1) + 5 Tg(At2=(x+1)2)H(t-x~1 )+
I 2 2
2412~ (x+1)2
bt 1 W (DB L0312 D) (A4.7)
o [ER

pues 3(x+t+1), st x,t>0 no tlene efecto.
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APENDICE S: DEL MODELO MESOSCOPICO AL MODELO DE FICK.

Advertencia: en este apéndice he tomado la notacién de Zarauder, como en
Partial Differential Equations of Applied Mathematics. Wiley, capftulo 1, El
resultado que presento como apéndice 5 es un problema que Zarauder deja
abierto para resolver en la secclén correspondiente, por lo que la constante
de amortiguamiento que yo uso como A, en el texto mencionado se emplea como
2.

Conslderemos la ecuaclon {3.1.1) con P=p=P+P,

g%% + 22 g% = 2 g;g. (A.5.1)

Si deflnimos la densidad de corrlente como un producto de la forma:
p=R(x, tlexp(-At}, (A.5.2)
esto en base a la experlencla que hemos adquirido en la soluclén de esta
ecuacién dlferencial por otros métodos, los términos de la ecuaclon

diferenclal seran ahora:

dp _ 8R . - -
3 ° 5t exp(-At)-A R exp(-at),

3
o _ 22R
ate  at2

exp(—ht)-ZAg%exp(~At) + A2R exp(-At),

8% _ 8%R
e = e exp(-At), A.5.3
axe  ox2 P ( )

Esto es, la ecuaclén flnalmente se lee:

R %R :
— - AR-y? 22 = Q, .5,
TS 4 P (A.5.4)

Sea ahora;

z=],ztz_x2 v ReW({gap2-42), (A.5.5)
donde también hemos hecho uso de los resultados previamente obtenlidos, notese
que no estamos considerando ia posibllidad de que exlstan componentes f(xtt)

que son componentes de la solucién de la ecuacién de onda.
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Se slgue que:

B2/0%=-%/2) 822/8%P=-y2t2/2% du/dt=-y2t/20 822/3tR=-y2x2/23, (A.5.6)
de manera que los términos de la ecuacion diferenclal (A.5.4) ahora llegan a

ser:

gz

dx  dz ax’
9°R _ dW 8z,2 dW 8%z
= e (=) 4 e T
ax2  gz2 Ox dz gx2

%R _ d%W ,32,% dW 9%z
— b o—— —
gtz gz2 At dz 3t2'

(A.5.7)

Por lo tanto la ecuaclon diferencial parcial se convierte en una ecuaclon

d1lferenclal ordinarla que queda:

daW  az,2 dzy2, dW 8%z adz, .2,
a:a[(-é“t') y ( '5;) ]+d—£[5-t-z; 7 5;5] A W=0, (A.5.8)

Pero a partir de (A.5.7) y de (A.5.6) podemos simplificar ain mas la

presente ecuacién diferenclal puesto que:

A

) 232 442 2
: X =g _1_>L+?.£.=7? (A.5.9)
2 Z

'
23 23

Asf pues, el aspecto de 1a ecuacién dlferencial es mucho ms simple:
o - = W=0. (A.5.10)
Si hacemos ahora:

Wiz) = =z 12y (A.5.11)

1
—_ 0
iz

Que es un cambio tiplco de ia ecuacién de Bessel, la ecuacidén (A.5.10) nos
da:
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JIURY RN [T=T (A.3.12)
22 ]

hagamos la siguiente aproximaclén para tiempos largos y valores pequeios de x,

para los cuales es vallda la aproximaclén del modelo mesoscéplco al de Fick.:

(A.5.13)

2
2=|,2t2_xz = g4t f1- L
7

Por otro lado, viendo (A.5.12), es claro que z crece sin limite si gt

tamblén crece, de modo que para un tiempo largo, (A.5.12) nos quedaria:

X Lso (A.5.14]

escribiendo A = 32/D:
7
A2=34/D2, es decir: w" - ) w0

una solucidn es:

w(z) = cyexpl ¥y 2/ D). (A.5.15)
Volvlendo a la notaclén origlnal y empleando (A.5.13):

c
W=t expl y2/D ), (A.5.16)

Iz

o blen, en términos de R:

R = — exp[ s(yt-

m

aqui{ vemos el porqué conslderamos la soluclén exp(yz/D) y no la de argumento

-, (A.5.17)

negativo, que nos hublera generado un término del tlpo exp( (7t+ )] que

obviamente crece sin 1imlte sl x crece sin limite, y finalmente, en términos
de 1a densldad de corrlente:

p———*exp( ) (A.5.18)
I;? ZDt
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Ahora tomemos la solucién de la ecuacién de difusion flckeana:

Qa1 4y
ax2 e ot
sujeta a: u(x,0)=8(x), -0 < X < o, (A.5.19)

tal soluclén (en general) es, de acuerdo al apéndice 3:

+o

ey )2 2
u(x,t)=~}—~~ J.tS(x)expl-~(—x~z—)~—ldy= ——e exXp (-] (A.5.20)

2cdnt Ac?t 2¢lnt 4c?t

Este resultado tlene precisamente la forma (A.S.;‘l8) con c=1, D=2, y=1/2,

1
=1
2{z
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APENDICE 6: SOLUCION DEL MODELO DE FICK
EN LA RECTA SEMI-INFINITA.

Conslderemos la vartaclon de la densidad de particulas C{x,L) en una
dimensién segun la ley de Fick. entonces, para este caso ge cumple la

sigulente ecuacién:

2 .
P LT e, (A6.1)
axe agt
Pongamos como condlcion inltclal que C(x,0)=f(x} y como condiclon de

frontera que C(0,t)=h(t), en general.
Liamemos Cp =£{C} como la trapsformada de Laplace de la concentracion:
2r
tjl»:f = 50 -t (x)
Llamande Cpy a la transformada de Fourler seno de (:
~a?Cyprahy =50 pfy,
es decir:
C,_,-(uz2+(E)z)wh“fF
Ty 20

[*
- h, +
LF L 3
a+({5)2 e+ ({5)2 2a

Tomando 1a inversa de Fourler:

o

® AW
CL=hLexp(-XE)+% _[f(w) _[ exp(-zE)dzdw
0 Ix-wl

En esta Gltima, Ia integral interior es tnmediala: y tenemos:
Cy=h exp( xl5)-
w

- -l-fr(w)exp(-(x+w)12)dw+-lm Iflw)ﬂxp(-lx"wlf;ldw
2@0 als

La transformada Inversa de Laplace nos da:

«©

t
.2
C(x,t)=.[h(w~t.) X ewp(- X5 )aw
[—A‘ dw
0 & an

(] o
)2
x-u) }dw

1 Loaxp (-2 e (
5 Ir(w) expl it Jdw + 5 If(w) m expl( T

Jnt
0 0
Para el caso de una pared absorbente tendremos entonces que la densidad en

el orlgen debe ser en todo momento nula, de modo que:
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(0]

Clx, t)s o J f lw)dwl exp(~

zﬂ

Esta suposicion trae lmpiicito el hecho de que en los modelos clasicos la

u ) Lww)e

i ) = ep (e

)
TR

velocidad de iransmision de particulas es Infinita: el medio completo se
enlera Instantdneamente de que existe un proceso difusivo. En todo difusion
mesoscopica esto no es correcto, las paredes absorbentes no tlenen densidad de
particulas nula,

Por otro lado, supongamos ahora que la condiclén de frontera es que:
3C/8x=U(t) en %x=0, de modo que la formulaclén del problema debe hacerse en
base a transformada de Laplace en el tlempo y de Fourler coseno en la

posicién, por lo tanto, la soluclén sera ahora:

L]
Cix,t)= ——~~J £ (w)dwl exp(Ji«‘—*——)— )+ ex p(--SX'--N) 1)
2 nt
t
Ulw-t) —= exp( )du (A.6.2)
P g

Para una pared reHeJante tendremos que U(t)=0, esto es, no hay camblo en
la densidad respecto a 1a posicién en el origen, lo cual es condiclén
necesarlia para que todas las particulas que lleguen regresen, o "reboten”,

Por lo tanto, después de algunas operaclones slmples llegamos a la
concluslén de que para una distribucién intclal dada por f(x)=6{x-1) se tlene:

Pared absorbente en el origen:

2
Clx, )= exp(- L) senn( %) (A.6.3)

It

Pared reflejante en el orlgen:

2
clx, U=ty exp(- XL cosh(-)., (A.6.4)
=
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APENDICE 7: DERIVADA DE P+(X,T) PARA LA RECTA
SEMI-INFINITA CON PARED ABSORBENTE EL EN ORIGEN..

Denotemos ahora como:
Botx, )= Lo t2-(ow1?) (A.7.1)
las derlvadas se calculan a contlnuaclén como:

8 12 2129 ria. 2 1/2=£ a_ ay-1/2 B t
at( t2-(x+w)2) 6!.“’ (x+w)2] th (x+w)2]77(2¢)

Jtz—(xw)z'

Bqﬁdtz-(xw)ah%(t"’-(xw)z]w%[tz-(xw)zl'"z(-ztxw))=~—:(xm)

Jt2—(x+w)2‘

y tamblén:

!
1 (2= (x4u)?)

B
T =TG- te?) § ot <L
L2-(x+w)? «ltz-(xw)z
1, (2= (xom)2)
Byt Yot
3t =7x. = - RILAD
J; t2-(x+w)?
donde hemos deflnlido:
1, (Ht2-(xa02)
172
ISR L ——

n . (A.7.2)
Jz t2=(x4u)?

Aqui hemas hecha usa de las sigulentes ldentldades:

dlzJ,(z})
'———a‘{-—'— = ZJO(Z),

Jo(z} i

podemos derlvar por lo tanto: = zJglz) —
4 Jit2) i 2Jy(2)
gl 7 g Mole) - =

m



aby x*u
COMO: e B

Dix, t,w), tendremos:
ax

[D(x t,wl)l= “‘~~—~~~[1 ( t2-{x+w)?)-2D(x, 1, w)l
12 (x+w)2 ? L“"(xwlh

BQ(x t,w)=20(x, t,w)
S AR Y T PR ST
{12-(xn)?2]

donde definimos P(x,t,w) como

Byfx, t,w)=2D(x,t,v)
Pix, t,wl= - . {A.7.3)
ft2-(x+w)?}

Podemos escribir, par lo tanto:
ID(x, t,wh/at=tP{x, t, W), OD(x.t.w)/ﬂx=<(x+w)?(x,l,w):

y en lo sucesivo denotaremos como DY(x,t)=D(x,t,1) y D (x, t)=h{x,t,-1),
PHx, L)=Plx,t,1), P {x,t)=P(x,t,~1), a*=3{t-x-1), &7=3{t-x+1), H*=H{t-x+1),
etc,

Una aobservacién importante: el problema de resolver ¢l slstema 9Py/at +
aPy/8x = (-Py#Py)/2;  aPp /8t - AP,/0x=(Py~P,;1/2 con condiclones Iniclales
Py(x, t=0)=f,{x) y Pulx, t=0)=[,(x), como ya hemos visto, significa que, como
este sistema es vdllde para todo tlempo, lo es particularmente cn t=0, de mado
que el proplo sistema se verfa de 1la slgulente manera (para t=0]:
aPy(x, t=0)70L + dfy/dx = (~F1(x)+f(x))/2 y ademis 3Pp(x,t=0)/dt-df5(x)/dx =
(£yEx)-5(x})/2. Estas relaclones son las que nos dan el valor Inlclal de la
derivada de Py y Py con respecto al tlempo, que, en el caso de que
£1(x)=f2(x)=8(x-1)/2 tendremos: 8Py{x,t=0)/8t= ~ dfy{x}/dx y: aPy(x,t=0)/8t =
+ dfa(x}/dt.

Adiclonalmente, ya conocemos la solucion del problema:

Tel(Py(x,t))}=0: %20
P1(0,4)=0, 1) (x)=Py (x,t=0)=25 L) gy o, 01 dtegy )= SO (ar.a

la cual estad dada por:

PLUX, =g expl-t/2) {~LDMIF* 74+

+H{X+1IDHY/8+ DI /44 (x~1)D"H™/8



+H™B"/2 - HYB*p/2), (A.7.5)

De modo que tendremos:

ap, Pyix,t)

Bt 2

o% exp(-t/2){ —D’H'/4—L29*H*/4+(xoi)tp'u*/a+n'u"/4
fLZP‘H'/d*(x—l)tP'H“/BOtD'H‘/B—tD'H'/B)*W(x,t);

[N P O | L T TP UUR N [
(con W(x,t)= FIDTET + 4tD7ET 4 §(x+1)D 8"+ glx-1)D787 + 5B78 5188 )
Por otro lado, tenemos también que:
Py + + 2pygt
il exp(=t/2) {(x+1)tP*H*/4+D* /8- (x+1)2P 0T /8
-t(x~l)P'H‘/4OD‘H‘/8-(X-1)ZP'H"/B-
-(x-1)D"H"/8+(x+1)D*H*/8}-W(x, t),
o, mas facllmente:
Palx, t)=} exp(-t/2)(AsB] (A.7.6)

donde A y B son las expresiones entre llaves en negrilla,
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APENDICE 8: UN RESULTADO DE LA MATEMATICA FINITA IMPORTANTIE,

Consideremos la sigulente transformada de Fourler que deseamos lnvertir, y
que surgla en el articulo 1.1, del problema de la pagina 4:
G (k,N)=coskexp(Bik)dk

directamente la inversa es:

T

G(x.N]=£§ f cos%kexp(~tkx)exp{Bik)dk

-

por definicién de cosk en términos de exponenclales complejas:

[exp (ik)-exp(~1k)]® -1

)= 1 . ¢
cosTk P - exp(ike)[1rexp(-21k)}

Empleando el Teorema del Binomlo en el segundo paréntestis:
¢
[1+exp(-21k)]9= | [‘I]exp(mkn
1=0
incorporando esto en la lntegral para la lnversa:
n
Glx, N)——— f—-«:—xp(lk«r) Z []exp( 21k 1) exp(-1kx)exp(Bik )dk
~n
es decir:

Gl M=y ): ”flexpnk( 21-x440) Jdk

la Integral es inmediata y nos da:

Lin exp{in( -21=x+f+o) J-exp{-in(-21-x+8+q) ) _ llm21sen[n(-21-x+ﬂ+c)l
in(-21-x+B+c) T I (=2T-x4840)

(21¥x=R+c) (21+x=p+v)

=28(21+x,B+a)
finalmente, etiminando 1:
[

=20 o =2-C !
Gix,N)=2" | {1)5(2“"'3“’) L (AT (e T ya T
1=0

donde los argumentos de los factorlales sean estrictamente enteros positivos.
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