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PREÁMBULO: 

En los últimos años el desarrollo de la Física Estadística ha sido 

extendido considerablemente. Mi intento es ofrecer al lector un 

tratamiento del problema de difusión a partir de un modelo estocástico 

muy simplificado en una dimensión. 

No es la pretensión de este trabajo llegar al modelo exacto de 

difusión, más bien se llegó a una aproximación distinta, que sea al 

menos más congruente con el hecho de que la velocidad de propagación de 

las partículas es finita. Desde luego que el concepto de velocidad de 

partículas en difusión en muchos casos es Inalcanzable. Supongamos que 

en un vaso con agua dejamos difundir tinta, es evidente que "velocidad 

de partículas" puede resultar un concepto inútil si pensamos en 

establecer una relación para saber cuál es la velocidad de cada 

partícula en el tiempo, peor aún sl el número de partículas en difusión 

es del orden del número de Avogadro. Pero lo que si es cierto es que lo 

rápido que ocurre la difusión o lo lento que ocurre la difusión tiene 

que ver mucho con el medio. Supongamos que en vez de agua simple tomamos 

un aceite. Obviamente la difusión de la tinta es más lenta. Aclaro esto 

porque es absolutamente imposible que si realizamos un experimento de 

difusión, todo el medio se entere Instantáneamente de que existen 

partículas que van buscando una forma de distribución en equilibrio 

empleando como única causa una diferencia de concentraciones (y además 

estamos ante un proceso Irreversible.) En consideración a lo anterior se 

realizará la totalidad del trabajo. 

En la sección 1.1, que se llama "Introducción", se propone el sistema 

del cual depende el modelo matemático. Se hacen también las suposiciones 

básicas, se establecen las posibilidades que existen dentro de la 

dinámica del sistema y la definición de la terminología que se empleará 

a lo largo de todo el trabajo. Se hace una propuesta de modelo discreto 

y termina aproximando el modelo al continuo. Es necesario hacer hincapié 

en el hecho de que esta aproximación tiene un precio, el cual es, según 



se verá en su momento, la pérdida de la estructura granular del modelo 

discreto. Tanto en el caso discreto como en el caso del modelo continuo 

las dos relaciones matemáticas básicas se llaman sistema de ecuaciones 

dinámicas, algunas de cuyas propiedades se tratan en la sección 1.2. 

Desde luego que se asume que el lector conoce las propiedades de los 

sistemas de ecuaciones diferenciales parciales simultáneas y en 

diferencias finitas. Se llega posteriormente a una formulación 

alternativa del problema en términos de otras dos propiedades 

fundamentales: la función densidad de partículas y la función densidad 

de corrientes. Se llega a una ecuación diferencial parcial de segundo 

orden: la ecuación de los telegrafistas, que es hiperbólica de segundo 

orden, en lugar de la ecuación diferencial parcial parabólica que nos 

servirá para resolver el problema de difusión en base a la ley de Fick. 

Después de resolver el sistema de ecuaciones dinámicas discreto y 

plantear generalidades acerca de la solución del sistema en el continuo, 

se dedica el resto del trabajo •a casos particulares del mismo. En la 

sección 2.1 resolvemos el sistema de ecuaciones dinámicas en la recta 

infinita, a partir de funciones de densidad de movimiento propuestas de 

antemano. En la sección 3.1 se aborda el mismo problema desde el punto 

de vista de proponer distribuciones de partículas y analizar el 

comportamiento posterior del sistema en una recta infinita. 

Posterirmente, las secciones 4.1 y 5.1 se dedican a la solución del 

sistema de ecuaciones dinámicas en el continuo en la semi-recta >>O, 

primero colocando una pared absorbente en el origen y posteriormente 

colocando una pared reflejante, también en el origen. 

Intencionalmente se han dejado los apéndices para proporcionar al 

lector los indicios necesarios acerca de técnicas matemáticas que no son 

muy frecuentes de encontrar en la literatura, como es la solución de 

sistemas de ecuaciones diferenciales parciales y de la ecuación de los 

telegrafistas por medio de las transformaciones integrales de Laplace, 

de Fourier discreta, de Fourier continua, de Fourier seno, de Fourier 

coseno. En el apéndice 1 resolvemos la ecuación de los telegrafistas en 

la recta infinita por el método de Rlemman; en el apéndice 2 se 

presentan los cálculos a detalle para resolver el sistema de ecuaciones 

dinámicas en el continuo por medio de transformaciones integrales, 

combinando las transformaciones de Laplace y di! Fowler continua. Para 



la solución de la ecuación de los telegrafistas en la recta x>0 se 

escribtf) el apéndice 4. Los apéndices 3 y 6 tratan de las soluciones de 

la ecuación de difusión derivada de la Ley de Fick y se dejaron para 

comparación. El apéndice 5 muestra la relación entre la formulación 

mesoscópica y la de Fick, la cual evidentemente debe existir. Los otros 

dos apéndices son resultados matemáticos auxiliares simplemente, en el 

texto se hace oportuna referencia a ellos. 

R. Salas C. 

18 de agosto de 1996. 



1.1: INTRODUCCIÓN. 

OBJETIVOS: 

1.-Definir las variables y parámetros necesarios para la descripción de la 

Difusión Mesoscópica Unidlmensional Clásica (D.M.U.) 

2.-Exponer, a través de un modelo simple, el desarrollo de una distribución 

inicial dada de partículas sometida a D.M.U. 

3.-Calcular el valor esperado y la varlanza para la posición en el caso 

especial de difusión de partículas con gran capacidad de transmisión. 

4.-Proponer y resolver el sistema del ecuaciones dinámicas, en términos de 

variables discretas. 

5.-A partir del sistema anterior, deducir una versión del sistema de 

ecuaciones dinámicas, pero para variables continuas. 

El origen de esta tesis fue un cuestionamiento que surgió al resolver el 

siguiente problema en unidades del sistema MKS (ver Wat, Mass & Momentum 

Transfer por Warren M. Rohsenow. Prentice Hall): 

Una distribución de partículas f(x) Kg/m3  de hidrógeno al tiempo t seg. se 

va a difundir en agua. A partir de esta distribución inicial en t=0. ¿Cuál 

será el valor de la densidad p(x,t) en cualquier tiempo posterior? 

Empleando la ley de Fick y la ecuación de continuidad, resulta que tenemos 

que resolver el siguiente problema de condiciones iniciales, con un 

coeficiente de difusión que, en este caso, es de D = 46.97 m2/s, como lo 

reporta el autor referido en el apéndice E a 290 Kelvin: 

02p 8p 

8x2 di 

sujeta a: p(x,t=0)=T(x) K/m3  arbitraria, 92-122-7.21  g 	= 0. Estas condiciones.  

Iniciales corresponden a una distribución inicial arbitrarla y unidlmensional 

de partículas, la cual no sufre cambio temporal al tiempo t=0. Sucede como 

cuando tenemos una distribución f(x) de partículas envueltas en una membrana y 

al tiempo t=0 retiramos Instantáneamente dicha membrana. No está por demás 

recalcar que muy aparte del modelo que empleemos para resolver este problema 

estamos ante un fenómeno irreversible, causado por una diferencia de 

concentraciones. 

Nos es bien conocido que la solución es (ver apóndlce 3 para una 

deducción): 

1 



Tabla 1.1 El problema de Camino Aleatorio para una partícula. 
Condición inicial: P (x,0)--P 2 (X, 0= 8(x,0),2; en la celda x-0 en N-O. 

S es delta de Kronecker. 
T=probabilidad de dispersión continuando el movimiento en la misma dirección. 

12=probabilidad de dispersión cambiando a la dirección contraria. 
x: coordenadas horizontales para las celdas, en cuyos extremos hay barreras de 

potencial; N: Número de evento. 
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p(x,t) = 	
1 	

Iff/lexp(- 	
4Dt 

 Idl Kg/m3. 

24Dnt 

Si, en particular, f(x) = 3(x) (delta de Dirac), tenemos un conjunto de 

partículas concentrado en el origen; sustituyendo en la última ecuación: 

x2  
p(x,t) = 	

1 	
exp(- Ibil Kg/m3. 

24Dgt 

Por ejemplo, si x=60 m, y t.0.1 seg. tendremos que el correspondiente valor 

de la densidad es p(60 m,0.1 seg.). 7.84 v. 10-85  Kg/m3. 

¿Es posible que en una décima de segundo, en un punto tan alejado del 

origen como puede ser el que está a 60 metros, o a cualquier otra distancia 

(ya que tenemos una relación matemática válida para cualquier valor de x), ya 

podamos detectar partículas en difusión? Si esto es así ¿será que las 

partículas se desplazan a velocidad infinita?. La respuesta es obviamente no. 

Este es el punto más importante del cuestionamiento que hizo posible esta 

tesis. 

1.-Definiciones Preliminares y Propiedades Fundamentales del Modelo. 

Difusión Mesoscópica Unidimensional es un modelo físico para establecer una 

descripción aproximada de la situación de una partícula o conjunto de 

partículas, a lo largo de una recta o una semi-recta bajo las siguientes 

suposiciones: 

Suposición 1: A lo largo de la recta infinita o semi-infinita (que 

denominaremos el medio) existe una estructura periódica que vamos a suponer 

como un alineamiento de celdas separadas por barreras idénticas de potencial. 

La distancia entre dos valles sucesivos (representados con V en la figura 1) 

es S. El ancho de la barrera de potencial es despreciable comparado con S. 

Esta suposición es importante porque nos dará la diferencia entre la visión 

microscópica (en la cual esta estructura de celdas, también llamada granular, 

no existe) y la microscópica (en la cual la interacción con las barreras de 

potencial se debe estudiar con los métodos de la Mecánica Cuántica.) De hecho, 

se trata del modelo de Kronig-Penney. Desde el punto de vista de la Mecánica 

Cuántica, podríamos escribir de inmediato la ecuación de Schrbdinger para 

funciones de onda de electrones (por ejemplo.) Un tratamiento bastante ameno 

de este tema lo presenta David L. Goodstein en States of Natter, Prentice 

Hall, capítulo 3. 



El modelo es mesoscopico precisamente porque reaHzaremos la descripción 

desde un punto de vista "Intermedio" en escalas de tiempo y longitud, entre la 

consideración no granular de la formulación macroscópica que presentamos al 

inicio de este trabajo y una descripción cuántica como la que ya comentamos. 

Suposición 2: La partícula (o las partículas) en el medio, pueden realizar 

saltos de tamaño é en forma aleatoria, siempre a partir de un valle, a la 

derecha o a la izquierda. Puede ser posible, además, que la partícula o 

partículas atraviesen una barrera (fenómeno de transmisión que ocurre con 

probabilidad T) o bien, pueden rebotar al llegar a ella (fenómeno de reflexión 

que ocurre con probabilidad R.) Estos saltos tienen una duración T. El 

carácter estocistico del fenómeno radica justamente en esto: no podemos decir 

de antemano qué tipo de interacción con las barreras de potencial tendrá 

lugar, reflexión o transmisión. Para abundar más: nuestra variable aleatoria 

será la posición de las partículas, las funciones de distribución de 

probabilidades se irán formulando sobre la marcha, y quedarán entonces 

descritos los correspondientes procesos estocásticos. 

Suposición 3: Ninguna partícula puede permanecer en reposo, además la única 

interacción permitida es con las paredes que se encuentren en la celda 

correspondiente, lo que significa que sólo puede haber reflexión o transmisión 

con barreras, de modo que se cumple que: T + R = 1. 

Las coordenadas x (números enteros entre -a y +co, fig. 11 corresponden a la 

ubicación de los valles de potencial, y representan la posición de la 

partícula, sirven también como etiqueta para cada celda. 

SI una partícula partiera de la celda xo  y diera N saltos a la derecha 

siempre pasando de manera transparente las barreras de potencial, la celda en 

la que se encontraría finalmente sería xo  + N = x, y para todos los saltos que 

efectuó es xi = +é, 1 = 1, ..., N. 

Suposición 4: La transmisión o reflexión en una pared no altera la rapidez 

del salto de la partícula, que definiremos como c=1/t (o las partículas, 

cuando tomemos un conjunto), esto es: las colisiones que resultan en 

reflexiones son elásticas, y las colisiones que resultan en transmisiones se 

efectúan de manera totalmente transparente, así que no hay cambio en la 

energía de la partícula. 

Suposición 5: La razón c=5/T es constante, le hemos llamado la rapidez de 

saltos, y nada tiene que ver con la velocidad de la partícula. Para 

cuantificar la velocidad de partícula nos tendríamos que atener a los 

principios fundamentales de la Cinemática: la razón de cambio de posición con 

4 



respecto al tiempo seria la velocidad (Ax/At.l Esta constante, 6/T, 	la 

rapidez de saltos, se refiere a la razón entre la distancia recorrida durante 

un salto y la duración del mismo. 

Obviamente para un tipo particular do medio o estructura cristalina, y para 

determinado valor de la energía de las partículas, la rapidez de saltos puede 

cambiar, e es una característica de cada situación particular de difusión. 

V(xl 

Ala partícula se 
refleja a x 
con probabili-
dad F1: 
11/2 

Inicio: 1/2  

la partícula 
pasa a x+1 
con probabi-
lidad T: 

T/2 > 

x+1 Valles: 
—r 
x xi 2 

Figura 1. 

Suposición 6: El resultado de un salto, que puede tener como consecuencia 

que la partícula vaya hacia la derecha o hacia la izquierda, dependerá 

exclusivamente del resultado del salto anterior. Dicho de otro modo, el 

proceso correspondiente a que una partícula en la posición x en el salto 

número N, vaya a la derecha o a la izquierda, es un proceso markovlano, Esta • 

suposición es la diferencia fundamental que distingue la formulación que 

presentamos de la que realiza Chandrasekhar en Bev. of Modern Physlcs (Vol. 

15, No.1) donde asume que los saltos son absolutamente independientes. 

Lo que sucede en el tiempo t = Nr (N entero) se llama evento N. 

Supongamos que una partícula está en el valle x y que se mueve hacia la 

derecha en el evento N=0; vemos de inmediato que puede haber dos 

posibilidades: 

Posibilidad 1: que interactúe con la pared de la derecha y se transmita al 

valle x+1. 



Posibilidad 2: que interactUe con la pared a la derecha y se refleje al 

mismo valle x de donde partió. 

Pero si fuera el movimiento a la izquierda, en la celda x, puede suceder 

que: 

Posibilidad 3: que interactúe con la pared a su izquierda y se transmita al 

valle x-1. 

Posibilidad 4: que interactúe con la pared a su izquierda y se refleje al 

valle x. 

Hagamos ahora las siguientes definiciones: 

Definición 1: P1(x,N1 (o Pf.) es la probabilidad de que la partícula esté en 

el valle x (posición x) en el evento N (o tiempo t=Nr) y se mueva a la 

derecha. Si se trata de muchas partículas le llamaremos densidad de 

probabilidad de partículas con movimiento a la derecha. 

Definición 2: P2(x,N) (o P..) como en la anterior definición, pero para 

movimiento a la izquierda. 

Definición 3: P1+P2 E p(x,N) es la función de densidad de probabilidad 

total de que la partícula esté en x, al evento N. Nótese que en lo sucesivo no 

emplearemos el concepto de densidad como masa por unidad de volumen, sino como 

fracción total de partículas. La fracción de todas las partículas que van a la 

derecha más la fracción de las que van a la izquierda suman la unidad (1002.) 

Definición 4: (P1-P2)c a ..1(x,N) es la densidad total de corriente. Esta 

cantidad representa una medida de la tendencia global de movimiento de las 

partículas, que será hacia la derecha si es positiva y hacia la izquierda si 

es negativa. 

Definición 5: Espacio fase es aquel al cual le asignaremoí,  como coordenadas 

los valores de Pi  y P2. 

Definición 6: Espacio de configuración es aquel al cual le asignamos como 

coordenadas los valores de p y de J. 

Así pues, debemos tener: 

0 	P1, P2,  p. IJI = 1 
a 

Y: 	E p(x,N).1. 

2,-Desarrollo del Proceso Difusivo. 

Supongamos que colocamos una partícula en la celda N.O y que le asignamos 

la misma probabilidad de Ir a la izquierda o a la derecha. Simbólicamente 



representaremos este estado Inicial como: 

1/2> (si va a la derecha), o 

1/2< (si va la izquierda), respectivamente. 

Si esta partícula comienza su movimiento a la derecha y realiza tres saltos 

de la siguiente manera, por ejemplo: una transmisión, una reflexión y otra 

transmisión, el movimiento resultante será evidentemente a la izquierda, y 

simbólicamente representaremos esto como TRT/2<: numéricamente la probabilidad 

de que esto ocurra es T2R/2, sustituimos cada letra por su valor numérico 

simplemente. 

Por otro lado, al ver la notación "TRRT/2 >" (por ejemplo) en una celda, 

representamos la opción de que una partícula inicie su movimiento con igual 

probabilidad a izquierda o derecha y sufra en este orden: transmisión, 

reflexión, reflexión, transmisión, quedando finalmente moviéndose a la 

derecha. Por supuesto que si cae finalmente en una celda cualquiera, existen 

otras opciones aparte de "TRRT/2" que podrían llevarla a esa celda, la suma de 

todas ellas nos da la probabilidad total de que la partícula esté en esa celda 

determinada, en un momento N dado, el número del evento se puede deducir por 

el número de factores del tipo T y R: en el último ejemplo TRRT/2 > nos dice 

de inmediato que estamos tratando con una posibilidad del evento N=4 (cuatro 

factores). En la tabla 1.1 generamos para los primeros 4 eventos todas las 

posibilidades para una partícula que inicia su movimiento de camino aleatorio 

en 11=0 y le asignamos la misma probabilidad de Ir a izquierda o derecha 

inicialmente, esto se expresa así: 

1 
Pi(x,0)=P2(x,0)=1  8(x,0) 

donde ó es la delta de Kronecker. 

Ahora bien, en N=1, si la partícula se fue por la derecha, pudo 

transmitirse hacia x=1, con movimiento resultante a la derecha, o reflejarse y 

regresar al valle x=0, pero moviéndose a la izquierda. 'Simbólicamente 

representamos la transmisión como T/2> en x=1 y la reflexión como R/2< en x=0. 

Matemáticamente se pueden evaluar las probabilidades simplemente fijando el 

valor de T, entonces calculamos 

R=1-T 	 (1.1.2) 

y substituimos los números correspondientes para calcular T/2 y R/2. 

Si, por el contrario, la partícula se va por la Izquierda, puede 

transmitirse a x=-1 con movimiento a la izquierda, o reflejarse y regresar al 

valle x=0, pero moviéndose ahora a la derecha. Simbólicamente esto se pone 
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T/2.< en x=-1 y R/2> en x=0. 

En la tabla 1,1 vemos que para N=I ahora hay tres posibles celdas ocupadas: 

x=-1 con T/2< totalizando P1(-1,1)=0 y P2(-1,I)=T/2. 

x=0 con R/2< y R/2> totalizando P1(0,11=R/2, P2(0,11=R/2. 

x=1 con T/2> totalizando P1(1,1)=T/2, P2(1,11=0. 

La suma de todos los posibles valores nos da: T/2+R/2+R/2+T/2=1. 

En N=2 nos damos cuenta en la tabla 1.1 de que hay 5 posibles celdas 

ocupadas. Procediendo como antes, buscamos en cada celda las opciones que 

traigan ">" y las sumamos para calcular P1, y las que traen "<" para calcular 

P2. La suma total de todos los valores de todas las celdas se reduce a la 

unidad, 	como 	vemos: 	T2/2+11T+R2+RT+T2/2=1. 	Así 	podríamos 	seguir 

indefinidamente. 

3.-Cálculo del Valor Esperado y de la Varianza para la Posición. 

Consideremos N=2: podemos calcular, por ejemplo, el valor esperado de la 

posición para la fracción de partículas que van a la derecha, que llamaremos 

2 

E.1(x,N=2)= E xPlbs,N=21, cuyo valor es: 

x=-2 

E.,.(x,N=2)=-1(11T/2)+1(RT/21+2(T2/2 )=T2. 

Ahora podemos calcular por el mismo procedimiento el valor esperadó para la 

posición de las partículas que van a la izquierda, obteniendo: E_lx,N=2) 

-2(T2/21-1(RT/2)+WIT/2) = -T2, de modo que el valor esperado para la posición 

es, cuando N=2: 

E(x,N=2)=E+(x,N=2)+E_(x,N=2)=0. 

Por otro lado, cuando T=1/2, tenemos que dos eventos sucesivos serian 

completamente independientes, las barreras de potencial de la tabla 1.1 son 

tales que indistintamente dejan pasar partículas o que las repelen. La 

situación cambia si hiciéramos que T tienda a la unidad, pues el efecto es 

hacer que la pared sea cada vez más débil, por lo cual la transmisión es más 

segura, por lo tanto, existe una gran tendencia a mantener la dirección del 

movimiento de las partículas en este caso: Tal. Como E(x)=0 de cualquier modo, 

la forma de distribuirse que tienen las partículas es simétrica respecto al 

origen, las partículas se van tendiendo a difundir en Igual proporción a 

Izquierda y derecha. 

Pasemos ahora, dentro de nuestro caso especial de N=2, a evaluar la 

Varianza, que como sabemos está dada por la relación: 

V(x1=E(x2 )-(Elx112 	 (1.1.31 
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según esto debemos obtener primeramente el segundo momento E(x2), en N=2: 

E(x2) = 2T2-RT+RT+2T2  = 4T2, 

sl T=1/2, V(x)=1; si T tiende a la unidad V(x) tiende a 4 (que es igual a 22, 

que no es coincidencia como vamos a demostrar. ) Estos valores nos dicen que 

entre mayor sea T, mayor es también la separación de la media, lo cual es de 

esperarse tomando en consideración que siendo '1' una medida de la 

transmisibilidad de las barreras, estamos debilitando la capacidad de dichas 

barreras de potencial y, siendo mayor la tendencia a conservar la dirección de 

movimiento sin repulsiones, es mayor el alejamiento que debemos esperar de las 

partículas respecto a la media. T es una medida, por lo tanto, de la 

permeabilidad de nuestras barreras de potencial, y en todos los casos en que 

lleguemos a necesitar que su valor se aproxime a la unidad, debemos estar 

conscientes de que estamos debilitando la pared y aumentando la tendencia a la 

conservación de la dirección de movimiento de las partículas. 

Generalicemos ahora los cálculos para E(x) y V(x) para un caso extremo, T 

tendiendo a la unidad. Tomemos el evento N, por supuesto que entonces R tiende 

a cero. Viendo la tabla de la tabla 1.1, nos damos cuenta de que, como en 

todos los casos aparecen productos por R, sólo tenderá 'á un valor no nulo el 

Correspondiente a la barrera colocada en x=-N y x=+N, para cada N: 

	

E(x)4 
2  
- TN (N) + 

1 
 TN (-Ni = O cuando T a 1. • 	 ( 1 . 1. 4 ) 

Análogamente, para E(x2) tenemos que: 

	

E(x2)4 Z TN (N)2  + Z TN (-N)2  = N2  cuando T 4 1. 	 (1.1.5) 

Por lo tanto, en nuestro caso especial en que T tiende a uno; 

V(x)=N2 	 (1.1.6) 

4.-E1 Sistema de Ecuaciones Dinámicas de Dominio Discreto. 

Relacionemos ahora las funciones P, y P2, mediante una ecuación del tipo: 

P(x,N)=A P(x,N-1) 	 (1.1.7) 

	

[

donde P es el vector formado por Pi ' 
P 	

y A una matriz 2 por 	2. Antes de eso, 

construyamos un Sistema de Ecuaciones en Diferencias para las P, como sigue: 

De acuerdo a la Información de la tabla 1.1: 
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Pt(x,N).TP1(x-1,N-114P2(x,N-1) 	 (1.1.8) 

esto es: la probabilidad de que una partícula esté en el valle x al evento N 

tiene dos componentes: una debida a una transmisión anterior procedente de la 

celda x-1 y una reflexión anterior desde x para regresar a la misma celda x. 

Análogamente: 

P2(x,N).RP1(x,N-1)+TP2(x+1,N-1). 	 (1.1.9) 

Al sistema formado por (1.1.8) y (1.1.9) le llamamos sistema de ecuaciones 

dinámicas, obviamente en el dominio discreto. 

Una forma matricial para este sistema es: 

P(x,N)= 
[Pi(x,Nl 

P2(x,N)

i P1(x-1,N-1) 	P2(x,N-1) 

P2(x+1,N-1) 	PI(x,N-1) 

í 

 

T 

R 

Empleemos 	esta 	formulación 	para 	comprobar 	en 	N=2, 	por 	ejemplo, 	lo 	que 

llevamos hecho, 	sustituyendo x.0 y N=4 se tiene: 

P1(0,4) PI 	-1, 	P2(0,3) T 
P(0,4)= 

P2(0,4) P2(1,3)

3) 	

P1(0,3) 

[ 

R

] 

 

TR 2/2 	T2R/2+R3/2  T_ T2R2+R4/2  

TR2/2 	T2R/2+R3/2  R T2R2+R4/2  

Este es precisamente el valor que esperábamos. 

Nos interesa ahora hallar una solución completamente general del sistema de 

ecuaciones dinámicas, para lo cual tomaremos la transformación de Fourier de 

(1.1.8) y (1.1.9), el sistema de ecuaciones dinámicas en otra forma matricial 

se lee entonces: 

PIF(k,N+1) 

	

PF(k,N+I)= r 
	

[ 	

R 	Tex p(-1k) P 
Texp(ik) 	R 	PIF(k,N) 

Par 	
= P

F
(k
'
N)
' 	

(1.1.10) 
ze(k,N+1) 

donde hemos empleado la notación: 

	

+o) 	 ao 

PF(k,N). E exp(1kx)P(x,N).exp(;),k) E expl1k(x±1)1P(x±1,N). 

x.-w 	 x±1=-w 
+0) 

=exp(71k) E exp(ikz)P(z,N). 

z=-co 
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la forma (1.1.10) es la Cadena de Markov correspondiente al sistema de 

ecuaciones dinámicas en el Espacio de Fourier, porque describe un proceso 

estocástico en el cual los valores de las funciones de distribución de 

probabilidad P, o PIF, dependen sólo del valor previo y afectan sólo al valor 

subsecuente. Desde luego que en la forma (1.1.10) el espacio x se sustituye 

por el espacio k. Si la matriz 2 por 2 en (1.1.10) le llamamos T: 

PF(k,N+1).TPr(k,N). 

Esta fórmula recursiva nos dice de inmediato que: 

PF(k,N).THPF(k,0). 

Para calcular la N potencia de la Matriz T, evaluemos primero sus valores 

propios: 

Al/2  = Tcosk ± 4112-T2sen2k = r exp(±1µ), 

donde tomamos: r-472117 y µ=cos-1(Tcosk/r). 

Se puede demostrar, como lo hace T. C. Oradbury en Theoretical Mechanlcs, 

Wiley, en el capítulo 3, sobre matrices: 

X1 
N
-1,2

14  
lP AAN-Azli

N 

TO = 
A -Á-- 

T + 	 I
'  i 2 

I: matriz unitaria. 

Tenemos, por lo tanto, que escribir lo siguiente: 

N N 
Al -^2 

 - r
m„1 senµN = rN.1  sen(N(cos-1(Tcosk/r)1) _ 

rN
_Iu (Tcosk)  

	

11-12 	senµ 	 senícos`1(Tcosk/r)1 

donde Un_l es el polinomio de Chebyshev de segunda especie y orden N, tal como 

lo presenta Abramowitz en Handbook of Hathematical Functtons, Análogamente 

At)'211  	N  -YI 	 Tcosk 

	

tenemos que: 	, 	 r 
.1  .2  

Finalmente: 

TH 	14./ um_1(I57.5k)T 	1 , uN.2(TCOrSk) 1,  

donde, por definición (como en Handbook... de Abramowitz): 
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(n/2) 
(n-m)! 

n(13). 	(-" 
m=0 

y adicionalmente podemos demostrar (Apéndice 8) que la fórmula de Inversión 

para cos°kexp(i(3k) es: 

	

1 	 1 	 o! 
G(x,N)=-- icos (ricexp(ifik)exp(-1kx)dk= 

	

2n 	 +o x)/2-1T1(w93-x)%27T.  2r   
-n 

donde (aifflx)/2 debe ser un entero positivo, de lo contrario G(x,N)=0, 

finalmente se obtiene: 

101-0/21 

	

P1/2(k,N).-- 141-1 	E 	( 1). 	(N-1-(0(    (TItuq-z 

	

2 	 mall7-1-2m±1-x)/21)(N-1-2mT1+x)/23! 'r' 	m  
im=o 

UN-11/21 

	

(N-1-m)!   T N-1-2m + 1 r" 	E 	(-1)1
ml(04-1-2m-x1/2),EN-1-2m+x1/21! (r )  

Hy4-2)/2) 

	

1 r 	L  )3 	r (-I)m 
tt 	

IN-2-m)! 
- mIN-2-2m-x)/21101í-2m+x)/211 ( r)N-2-2" 	(1.1.11) 

En las figuras 3 a 26 podemos ver las gráficas correspondientes a diversos 

valores de T y.de N. 

Podemos observar que si T es cercana a 1/2 (Grupos 1, 2 y 7) el 

comportamiento de las gráficas es similar al de una Gausslana. SI, por el 

contrario, T es cercana a la unidad (Grupos 5 y 6), el debilitamiento de las 

barreras de potencial y el consecuente aumento de la tendencia a la 

conservación de la dirección del movimiento conducen a que exista una mayoría 

de partículas en x=4.N y x=-N, que llamaremos balísticas, correspondientes a 

transmisiones en forma ininterrumpida, con veloCidad c=1. 

En lo sucesivo usaremos la convención de llamar partículas balísticas a 

aquellas que se mueven como si efectuasen movimiento rectilíneo uniforme. 

Esta conclusión es válida en general, y veremos que en cualquier caso, la 

D.M.U, tiene como característica una cantidad de partículas desplazándose 

simétricamente como balísticas, y el resto queda como cauda que se aproxima á 
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Solución del Sistema de ecuaciones dinámicas: 
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una forma gausslana: 

Difiisión Mesosc ópic a 

Unidimensional.  
La distribución inicial es: 

P (x)t=9) = (x) 

cauda 
Figura 2. t > O 

partículas Il

balisti 	111 

partículas balísticas 

---> 

movimiento 

> x- ce 

Para tiempos cortos las partículas balísticas son 
mayoría respecto a las que quedan como cauda. 

En esta figura las distribuciones que llamamos partículas balísticas 

estarán afectadas, como demostraremos en el caso continuo, de un factor de 

decaimiento temporal, y para una distribución inicial 8(x) se comportarán como 

8(ct±x)exp(- 5) donde O es una constante característica del medio, 

5.-Aproximación al Continuo. 

Pasaremos ahora a realizar una aproximación continua (en la cual perderemos 

la estructura de celdas, como primera consecuencia). Para ello debemos hacer 

que tanto ó como T tiendan a cero simultáneamente, lo cual se logra 

modificando nuestra escala de tiempos y de distancias a la vez: si medimos 

difusión en segundos y milímetros, ahora lo hacemos en nanosegundos y 

Angstroms, 'pero la razón 5/T debe tender a un valor constante, de modo que los 

saltos más pequeños en longitud deberán ser más cortos en duración. Bajo estas 

circunstancias la ecuación (1.1.8) nos da: 

ap, 	aP, 
p,(x,t) +T 	aT(P,(x,t)- ó 557t- ) + RP2(x,t) 	 (1.1.12) 

dividiendo entre t y haciendo tender T a la unidad: 

BP1 	aP, 
(--- + - ---) 	

T 
+ -(P,(x,t)-P1(x,t)1 8t  

pero para que podamos tomar el limite cuando r y 3 tienden a cero, con T .  
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tendiendo a la unidad (y obviamente R a cero), es preciso postular que no sólo 

R 	1 
,S/T tienda a una constante, sirio también: i  a 2w  = 

Este resultado es una forma de expresar el Límite de Dispersión Débil (Weak 

Scattering Limit). 

1 
O (que escribiremos también como I ) se llama tiempo característico, propio 

de cada medio, A es el coeficiente de amortiguamiento y también es propio de 

cada medio. Aplicando esto en (1.1.12) y procediendo igual con (1.1.9) el 

sistema de ecuaciones dinámicas es ahora, en el continuo: 

aP, 	aPt 	1 	 1 

	

-c -7.1F 	152(x." 	Plix.t)  

aP,ap2 	1 	 1 a  = +c -711- + 5  Pi(x,t) - 
23 

 P,(x,t). 	 (1.1.13) 

Adicionalmente, la cantidad D=c20 se llama coeficiente de Difusión. Este 

coeficiente D, por definición es: 

82 )/(x) 
D=lim y

IÑ 
= lim82 1 

2 
NT = lis C'o (1 

2 
NT) = c2lim (I NT) 

2 

N4W 	 N4W 	 Wem 	 N4W 

de donde el tiempo característico es entonces: O = lim (1 NT). 

N4W 

La aproximación continua es válida para tiempos largos y saltos muy cortos, 

comparados con t, porque como eliminamos la estructura granular, en completa 

semejanza con lo que hacemos en los procesos de cálculo infinitesimal, ya no 

podemos volver a ella, de modo que lo que empezó como un proceso estocástico, 

se vuelve ahora un sistema de ecuaciones en forma determinista. Esta 

modificación introducida por el proceso de límite para emplear variables 

deterministas es comentado de modo muy interesante por Kellog en Foundations 

of Potential Theory Springer, capítulo 1, sección 3, en relación con el 

cálculo de potenciales gravitatorios de geometrías planas y tridimensionales. 

Una restricción obligada es ahora: 

	

"P1,112,1-11.,91° 
	

p(x,t)dx=1. 

x=-m 

Aquí: 

p(x,t)=P1(x,t)+P2(x,t). 
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es la función de densidad total de partículas, nuevamente: 

J(x,t) = c(P1(x,t)-P2(x,t)] 

= 57i (P1(x,t.)-P2(x,t)l 
es la función de densidad de corriente. Usamos D y 5 que son constantes 

físicas en las que no se detecta ya necesariamente estructura granular, pero 

esto es por congruencia de lenguaje, después de todo c, que lleva implícito el 

planteamiento por medio del uso de estructura granular, se puede expresar en 

términos de ellas. 

Finalizaremos esta sección comentando el paso del modelo discreto al 

continuo desde el punto de vista de un caso límite del coeficiente de 

correlación de la variable aleatoria xl, cuyo dominio será el conjunto ( +3, 

-é ) y que caracteriza cada salto por su tamaño y su dirección, izquierda 

(menos) y derecha (más.) Definimos la siguiente función de distribución de 

probabilidad: 

p(xl.+3) = 
T 	xl_i = 	 R 	xi_l = +5 

P(x1=-8) = 
xl_i = -3 	 T 	xi_i = -ó 

  

Por definición el coeficiente de correlación para dos saltos sucesivos es 

(ver :Keeping, E.S. Hathematies of Statlstics. Van Nostrand.): 

0(1,1-1) 

E(X12) E(x1 _12) 

podemos calcular fácilmente los momentos requeridos como sigue: 

E(x1 )=T(+5)+R(+5)+T(-5)+R(-5)=0, por lo tanto: E(x1.1)=0 

E(xix")=T(+5)(+5)+R(+8)(-5)+R(-5)(+8)+T(-5)(-5)=2(T-R)52  

E(x12  )=T52+1182+R52+T12=2.52  

por lo tanto: 

❑(1,1-1) = T - R = 2T - 1 

de modo que si eliminamos sucesivamente el carácter estocástico, aceptando una 

formulación determinista, fi debe tender a la unidad, conforme a la Teoría de 

Probabilidades, y esto implica como resultado en nuestro modelo, que el 

coeficiente de transmisión T también tenga por valor límite la unidad. Hay 

completa congruencia con lo que hemos dicho con anterioridad. 
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1.2: ALGUNAS CONSECUENCIAS IMPORTANTES DEL SISTEMA 

DE ECUACIONES DINÁMICAS EN EL ESPACIO DE CONFIGURACIÓN. 

OBJETIVOS: 

1.-Ejemplificar condiciones iniciales para el estudio de difusión 

mesoscóplca unidimensional que sean físicamente aceptables. 

2.-individualizar, del sistema de ecuaciones dinámicas en el continuo a una 

ecuación diferencial parcial para cada una de las funciones de distribución: 

Pi(1=1,2.) 

3.-Establecer propiedades generales de la solución y las condiciones 

Iniciales y de frontera de las ecuaciones obtenidas anteriormente. 

¿Por qué un capítulo dedicado a este tema? Usando las palabras de 

Garabedian en Partlal Differential Equations, Wiley: "...una ecuación 

diferencial parcial por sí misma es un ente matemático excesivamente complejo 

como para tratar de darle significado en lo general, es la labor de cada 

estudiante formular correctamente cómo quiere condicionar semejante objeto 

para obtener resultados que puedan ser corroborados con el experimento, ... o 

por lo menos con el sentido común". Esta es una valiosa observación. 

1.-Ejemplos de Condiciones Iniciales para el Estudio de Difusión 

Mesoscópica Unidimensional. 

Para resolver el sistema de ecuaciones dinámicas en el continuo, debemos 

proponer dos condiciones iniciales; de modo que si damos un valor de las Pi, 

al tiempo t=0, podríamos obtener (por lo menos en principio) una solución en 

un medio unidimenslonal infinito. La pregunta que debemos hacernos, por lo 

tanto, antes de intentar resolver el sistema de ecuaciones dinámicas es ¿cual 

es la función de distribución inicial de partículas que van a la derecha y a 

la izquierda? 

Físicamente debemos tener cuidado en algunos puntos importantes, en 

relación a las condiciones que vamos a plantear, como son el hecho de que la 

suma de las PI deben cumplir la condición de integrar a la unidad con respecto 

a x, como lo exige la normalización que establecimos al final de la sección 

anterior, y que sean ambas, P1 y P2 positivas, 

Con mucha frecuencia emplearemos condiciones iniciales del tipo de la 
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1 
función delta de DIrac: lyx,t=0)=P2(x,t=0)=2 Mx-x01, aceptables porque se 

cumple que: 

+m 	 4,0 

1 	 1 	 1 
J.P1(x,t=0)dx 	J ¿ Mx-xoldx = 	

J 
c5(x-xo)dx = 	1=1, 2, 

y la suma de ambas es la unidad. La función delta empleada como condición 

inicial de la función de distribución total de partículas, que es la suma: 

Pl+Py, nos representa precisamente una distribución concentrada en un punto: 

xo. p(x,t=0).&(x) sería el calo en que tuviésemos una distribución Inicial de 

partículas concentradas en el origen. 

En algún momento también emplearemos una función gaussiana con centro en el 

origen como condición inicial: 

p(x,t.0)=-A-exp(-x2), 
4

1

n 

en este caso tenemos un conjunto de partículas sujeta a una distribución 

inicial normal. 0 podríamos poner una función rectangular centrada en el 

origen del tipo: 

1/2, 	ixf 	< 1 

p(x,t.0)= 
O 	de otro modo 

o escrita con la terminología de los textos de matemática operacional como 

p(x,t=0) = 
1
11(1-15(1), donde H es la función escalón unitario de ileaviside que 

es igual a uno cuando su argumento es positivo y cero en caso contrario. 

Claramente la diferencia entre las dos últimas condiciones iniciales de 

funciones de distribución total de partículas radica en que en el caso de la 

gaussiana tenemos un conjunto que se extiende desde t=0 a lo largo de toda la 

recta -m<x<w, y en el caso de la función cuadrada el conjunto se extiende 

inicialmente sólo a lo largo de un dominio finito de valores de x. 

En principio las dos últimas son condiciones iniciales válidas para la 

densidad de partículas; para las PI podríamos proponer que cada una de sus 

condiciones iniciales sea simplemente la mitad de estas funciones de 

distribución, de modo que obviamente su suma es una función físicamente 
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aceptable para la densidad, Si recordamos que: J.c(PI-P2), con las P1  iguales 

al tiempo t.0, la corriente inicial es nula. 

Debemos cuidar, por tanto, que al proponer una condición inicial sobre la 

PI, digamos, la otra condición inicial sobre la P2, no se puede proponer 

arbitrariamente. 

2.-Particularización del Sistema de Ecuaciones Dinámicas a Ecuaciones 

Diferenciales Separadas para cada Distribución. 

Ahora eliminaremos P1 y P2 del sistema de ecuaciones dinámicas obtenido en 

el artículo anterior. Lo reescribimos: 

OP1 	°PI 	1 	1 	OP2 	OP2 	1 
= ---p at 	ax 	20 2 20 2' 	-e  "217 SP:~5P2.  (1.2.1) 

Tratando las derivadas y productos como operadores, suponiendo que las 

funciones y sus derivadas cumplen con las condiciones necesarias de 

continuidad: 

8t ax 20-  
+c-1. +1,2 P ( 

)
P n (1.2.2) 

para la primera ecuación, y para la segunda: 

-(-201 
 + ( 

at -caz -- 	- +-0)P 
2-  
-O 

2 	' 
(1.2.3) 

Aplicando a (1.2.3) el operador que afecta a PI  en (1.2.2) y luego 

multiplicando la (1.2.2) por 5  y sumando tenemos: 

1 8 a 1 
e 	

at  
+(-- +e 

x
-- +

20
)(81  -eax  +20 2

--)P =0 

o2p2 	1 81'2 	O2P2  

c2  73i.7  5 át -  áx2  '°' 
(1.2.4) 

Por un procedimiento semejante vemos que PI  y P2  verifican la misma 

22 



ecuación diferencial, y además, tanto Pi+P., como P1-P2  verifican esta ecuación 

diferencial (esto por el principio de superposición de las soluciones de las 

ecuaciones diferenciales parciales lineales.) A (1.2.4) se le conoce como 

ecuación de los telegrafistas. 

Puede resultar extraño el hecho de que a partir de un modelo que empezó con 

un proceso estocástico de carácter Markoviano ahora se presente cada función 

de distribución en una ecuación diferencial con una derivada segunda en el 

tiempo, la cual implica una referencia a dos etapas distintas de movimiento, y 

no.a una como el Markoviano. Pero no olvidemos que en la aproximación continua 

ya no existe carácter aleatorio, todo está puesto en términos de variables 

deterministas, y en ese contexto, no debe resultar sorprendente encontrar la 

mencionada derivada segunda. 

La ecuación diferencial parcial hiperbólica de los telegrafistas reemplaza, 

por lo tanto, a la ecuación diferencial parcial parabólica que hubiéramos 

tenido que resolver en el modelo que se basaba en la Ley de Fick. El término 

adicional que ha surgido en este caso, y que distingue ambas ecuaciones 

diferenciales parciales es el que contiene una segunda derivada temporal. 

Esta formulación nos ha resuelto el problema original que propusimos al 

inicio de este trabajo, porque la ecuación diferencial parcial hiperbólica es 

precisamente la ecuación de onda amortiguada, que surge en Electrodinámica y 

toma en cuenta el hecho de que las señales se propagan a velocidad finita. 

Para una discusión mucho más detallada de este punto puede analizarse la 

presentación de Stratton en Electromagnetic Theory. Mc. Grau Hill. (Es 

sorprendente, desde mi muy particular forma de ver las cosas que ya desde este 

momento se vislumbra una salida favorable al inconveniente de preguntar sobre 

velocidades de propagación de partículas infinita.) 

3.-Propiedades Generales de las Soluciones y de las Condiciones Iniciales y 

de Frontera. 

La solución de la ecuación (1.2.4) requiere dos condiciones iniciales: una 

sobre la función y otra sobre la derivada de la función que pretende 

calcularse, para un medio infinito. 

Si vemos la ecuación de los telegrafistas como la ecuación de onda 

amortiguada y pensamos, digamos, en una cuerda elástica ¿qué hacernos para 

seguir la observación de Garabedian, de dejar al estudiante el proponer 
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condiciones iniciales lo más cercanas posible al sentido común?, tendríamos 

que pensar en el papel que juegan las constantes físicas del contexto como 

para dar los coeficientes de la ecuación diferencial, y también en la forma 

geométrica de la cuerda al tiempo t=0. Igualmente tendríamos que pensar si se 

Imprime alguna velocidad inicial al sistema. Si la variable de decisión (esto 

es, la variable dependiente de la ecuación diferencial parcial) es la 

separación 1 respecto a la recta de los puntos de la cuerda, el valor inicial 

de 1 y de su derivada temporal bastan para resolver nuestro problema 

completamente. 

En perfecta analogía podríamos pensar en la ecuación de los telegrafistas 

en el contexto de la difusión mesoscóplca unidimensional. Si la variable de 

decisión es la función de distribución de partículas tenemos que decir cuál 

era la distribución de partículas inicial y cómo variaba con el tiempo en t=0. 

En relación con otro punto importante: debemos exigir que cuando x tiende a 

infinito positivo o negativo, PI (que denotaremos también como P.1) y P2 (que 

denotaremos también P._) se anulen, esto es, las soluciones que vamos a obtener 

deben ser acotadas. En la recta semi-infinita: x>0, debemos exigir, aparte de 

las condiciones iniciales, que P2  tienda a cero cuando x tiende a infinito 

positivo, y debemos asignar valores a las Pi o aPi/ax en el origen al tiempo 

cero (condiciones de frontera.) Será en el origen donde colocaremos siempre la 

frontera del problema, en este trabajo. Tales condiciones a la frontera las 

llamaremos paredes, porque físicamente es lo que representan. Existe una gran 

cantidad de paredes: pensemos en una pared consistente en una placa cargada 

positivamente, y que las partículas en difusión son electrones, en este caso 

mientras más electrones lleguen a la pared, es claro que la diferencia de 

potencial irá disminuyendo hasta que el efecto de la pared deje de ser 

atractivo, para un número suficientemente elevado de electrones. En este 

trabajo nos ocuparemos de dos tipos de pared: la pared reflejante y la 

absorbente. Una pared reflejante es aquella tal que en el punto en que se 

encuentra, la corriente se anula, esta es la mejor forma que se me ocurre para 

describir un rebote: J(x=0,t)=0. Una pared absorbente es aquella tal que 

cuando una partícula llega a ella, esta partícula no se puede reincorporar al 

medio en que se movía. En su momento insistiremos y detallaremos en este 

interesante punto. No perdamos de vista: la forma de identificar una pared es 

a través de condiciones a la frontera, y, siguiendo la observación de 
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Garabedlan, nuestra comprensión del fenómeno asociado a la presencia de 

paredes se asocia íntimamente a nuestra facilidad de proponer la formulación 

matemática correspondiente. 

Tomemos ahora p.P14-P2 y J.c(PI-P2), definimos como Tel(p) al operador 

siguiente: 

	

21 02 	1 a ) 
r- 

	

Tel(p)=( 	- 	7-1 	- b ' 

	

ax2  c a 	
a( 

Veamos varios casos: 

Caso 1: Tel(p)=0 -m<x<m; entonces se debe exigir que p(im,t)=0. p(x,0) debe 

proponerse previamente. Igualmente: ap/at en (x,t=0) debe proponerse 

previamente. 

Caso 2: Tel(p)=0 x>0; entonces se debe exigir que p(+m,t)=0. p(0,t) ó 

8p(x=0,t)/8x debe proponerse previamente, al igual que p(x,0) y apat en 

(x,t=0). 

En la medida que nos es posible plantear el problema de Difusión 

Mesoscópica Unidimensional y caracterizar sus condiciones iniciales y de 

frontera, podremos interpretar adecuadamente el fenómeno a través de las 

representaciones gráficas de las P1  y de p, J: el problema se reduce a poder 

resolver las ecuaciones diferenciales parciales correspondientes por los 

métodos típicos. 

Estamos analizando el problema en dos espacios, el espacio fase y el 

espacio de configuración. Dijimos que dos condiciones iniciales bastan para 

resolver el sistema de ecuaciones dinámicas, y que la ecuación diferencial 

parcial de los telegrafistas requiere una condición inicial sobre función y 

sobre la derivada, pero es obvio cuestionarse ¿estamos diciendo lo mismo?. La, 

respuesta afortunadamente es ¡sí!, pero claro, debemos tomar en cuenta que el 

paso de un espacio a otro significa una operación intermedia. en el espacio 

fase nuestras coordenadas son PI  y P2, en el de configuración son la suma y la 

resta multiplicada por c=57,1 Si, recordamos el sistema de ecuaciones 

dinámicas en -m<x<m: 

dPI 	aPI c 	_ II(p1 _p2) 

aP2 	
c  7.17 

aP2 	1  f. . (1.2.5) 
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como es válido en todo tiempo, lo es en particular para t=f), de modo que si 

P1(x,t=0)=F1(x) y P2(x,t=0)=F2(x) son propuestas (evidentemente exigiendo que 

su suma, densidad de partículas al tiempo cero, tenga un valor de uno para la 

integral respecto a la posición): 

dPi(x,t=0) 	dFl  

	

"lcdx 	
IóI Fi(x)-F2(x)) 

at 

ap,(x,t=o) dF2  
11.2.6) 201 F2(x)-F1(x)] 

at 	dx 

sumando las dos últimas ecuaciones: 

dp(x,t=0)/8t= -c(dydx-dF2/dx); 	 (1.2.7) 

¡la condición inicial para la derivada temporal de p!. Además es importante 

insistir en que p(x,t=0)=1,1(x)+F2(x), ¡la condición inicial para p!, y como 

esta suma: Fl+Fy  debe integrar a la unidad, resulta claro de (1.2.7) que la 

proposición de 8p(x,t=0)/8t no puede ser arbitraria. 
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I 	PLANTEAMIENTO DEL. PROBLEMA EN EL ESPACIO DE CONFIGURACIÓN. 

OBJETIVOS: 

I.-Obtener la ecuación de Maxwell-Cattan..) a partir de la descripción en 

espacio fase. 

2..-Relacionar la ecuación de Maxwell-Cattaneo con la ecuación de 

continuidad, para obtener las ecuaciones; de difusión mesoscópica para la 

función de distribución de densidad de partículas independientemente del 

resultado en espació fase y mostrar la equivalencia de ambos puntos de vista. 

3.-Realizar cambios de variable adecuados para trabajar con cantidades 

adimensionales. 

1. Ecuación de Maxwell Cattaneo. 

Consideremos el movimiento difusivo de una cierta cantidad de materia en 

una dimensión. Llamemos p a la densidad de partículas. La ecuación de Maxwell-

Cattaneo permite relacionar la función de distribución de densidad de 

corriente con la de partículas como sigue: restemos las ecuaciones (1.2.5) del 

sistema de ecuaciones dinámicas, tendremos así (x, es la coordenada cartesiana 

horizontal, t el tiempo): 

1 OJ 	Dp _ _ 1  

(5 	1(1 	Cá J.  

pero como c2O = D, multiplicando ésta Ultima Igualdad por c0 tenemos la 

denominada ecuación de Maxwell-Cattaneo: 

Dp 	8J 
J = - D 	- O 

Dx1  

donde J es la densidad de corriente, p es la densidad de partículas, t es el 

tiempo, D es el coeficiente de difusión y O un tiempo característico de 

relajación para cada medio, cuyo valor se supondrá constante. El llamarle 

"tiempo de relajación" se debe al hecho de que debido a la existencia del 

término en O se tendrá un factor exponencial negativo en la solución. 

Veamos la ecuación de Maxwell-Cattaneo, la función de distribución de 

corrientes tiene dos commnontes: 



La primera de ellas es proporcional al negativo del cambio de la densidad 

ap 
con 	respecto a la posición: - D---: a medida que los posibles valores de xt  

axt  

aumentan, es decir, a medida que vemos desde más lejos el fenómeno difusivo, 

dado que la difusión es un proceso que eminentemente tiende hacia el 

equilibrio, esta componente irá disminuyendo. Las corrientes decrecen a medida 

que "vemos más lejos", aclaramos: para posiciones permitidas, porque ya 

estamos conscientes de que el efecto difusivo no se transmite por todo el 

medio instantáneamente. 

La segunda componente corresponde a la evolución de la propia corriente: 

-O--aJ  a medida que pasa el tiempo, el propio cambio temporal de la corriente 
at 

hace que las misma decrezca. Este término es una corrección a la Ley de Fick, 

y de acuerdo a nuestra experiencia con este tipo de términos, el modelo deberá 

incorporar un decrecimiento exponencial temporal: exp(-t x const.). Un poco 

más adelante veremos que en efecto, así sucede (todos sabemos que un tipo de 

componente como éste aparece cuando resolvemos un circuito eléctrico simple 

que contiene un inductor L, un resistor R y una fuente de potencial eléctrico 

E(t), en notación típica: i = - 	11 + 	i tiene un factor exponencial 

temporal decreciente.) 

Por otro lado tomemos en cuenta lo siguiente, hablando de dimensiones: 

IcI= Lt-1: 	IJI=Lt-1; 	(DI=L2t-1; 	(PM; 	(014. 	 (1.3.2) 

En unidades del sistema HKS, por ejemplo, t se mide en segundos, L en 

metros. 

Tanto D como O son constantes características del medio en que sucede el 

proceso de difusión y las definimos en nuestro nuevo contexto en la sección 

1.1, apartado 5. 

Ya establecimos, pues, que la relación (1.3.1) es una variación de la Ley 

de Fick: 

J = 	V p, 	 (1.3.3) 

La relación (1.3.1) comenzará a aproximarse al régimen fickeano a medida 

que la cantidad 
dt 
 se haga más y más pequeña, esto es, a Medida que el tiempo 
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es muy grande comparado con el tiempo de relajación O: 

lim JU19.1-DVP, 

(»o 

2.-Relación entre la Ecuación de Maxwell- Cattaneo y la Ecuación de 

Continuidad. 

La conservación de la masa (ecuación de continuidad), se puede obtener 

sumando el sistema de ecuaciones dinámicas y nos da: 

Bp- -.V J. at (1.3.4) 

Por consiguiente, la sustitución de la función de distribución de densidad 

de corriente (1.3.1) en la ecuación de continuidad (1.3.4) nos da: 

8P = -V(-DVp 	8) = DV
2 
 p+ e 	VJ= D V

2
p - * 

a2p 
at 	 ata 

O bien, en una dimensión del espacio xl, x2, x3: 

82p  ap  82p  
D 

00 di ÉJX-12' 

(1.3.5) 

(1.3.6) 

Llegamos de nuevo a la ecuación de los telegrafistas. Si nunca hubiésemos 

hecho uso del espacio fase, esto es, si ni siquiera hubiésemos partido del 

método estadístico, y hubiésemos preferido partir de la ecuación de Maxwell-

Cattaneo y la de continuidad, hubiéramos llegado al modelo de difusión 

mesoscópica, todo en el espacio de configuración y desde el punto de vista' 

fenomenológico. 

3.-Cambios de Variable a Variables Adimensionales. 

Para facilitarnos el trabajo hagamos ahora el cambio adimensional de 

variables: 

t 	t , x 	
xl 	

(1.3.7) 
4 no 

Este cambio de variables imprime una corrección en la escala de tiempos y 
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de distancias. 

Aplicando este cambio de variable a (1.3.6), que es la ecuación de los 

telegrafistas obtenemos: 

a2p  ap  = a2p  

ate at ax2 
(1.3.8) 

que es el caso de (1.2.4), como debía ser, por el Principio de Superposición 

de las soluciones de las ecuaciones diferenciales lineales, y que fue obtenida 

en el espacio fase con: 

c = a = 1, X= 1/2 (o bien 0=1). 	 (1.3.9) 

En lo sucesivo podemos seguir trabajando sólo con la ecuación (1.3.8) para 

p, J, PI o P2 (empleando la condición (1.3.9)), ya que la información 

referente a las constantes físicas no se ha perdido por el cambio de variables 

y se puede recuperar en cuanto se desee, mediante (1.3.7) en donde han quedado 

los valores de las constantes físicas del problema. 
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2.1: SOLUCIÓN DEL SISTEMA DE ECUACIONES DINÁMICAS PARA -m<X<r». 

OBJETIVOS: 

1.-Resolver el sistema de ecuaciones dinámicas en el continuo a partir de 

don condiciones iniciales simples. 

2.-Comparar gráficamente el resultado mesoscópico contra el de Fick. 

3.-Comparar en forma tabular evaluando los porcentajes de error de los 

modelos mesoscópico y de Fick (macroscópico) para tiempos largos. 

4.-Representar gráficamente el resultado obtenido en el objetivo 1 de esta 

sección. 

1.-Solución del S.E.D. con Condiciones Iniciales Simples. 

Ya que hemos propuesto que la difusión mesoscópica puede ser descrita en 

términos de probabilidades PI  y P2, sería interesante obtener las soluciones 

explícitas tanto de P1  y Pa: su suma sería la densidad de partículas y su 

resta la densidad de corriente para una rapidez de salto unitaria. Escribamos 

nuevamente el sistema de ecuaciones dinámicas para Pi  y P2  dado por (1.2.1) 

con c=1, 19=1 (1=1 y A=1/2.) 

= 	2(PI-P2)  

OP2  DP2  

ffir - -57 = 	2(PI-P2)' 

Propongamos como condiciones iniciales de nuestro sistema: 

1 	 1 
P1(x,0) = f1(x) = 	3(x); P2(x,0) = f2(x) = 	Ó(x), 

(2.1.1) 

(2.1.2) 

las cuales son aceptables de acuerdo a lo expuesto al final de la sección 1,2, 

y corresponden a un conjunto de partículas tales que la mitad se mueven 

inicialmente a la derecha y la mitad a la izquierda. Además su suma 

corresponde a una distribución e(x,t=0) = a(x). 

En el apéndice 2, ecuación (A.2.17) y (A.2.18) se obtiene la solución 

analítica del sistema (2.1.1.) 
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Las relaciones explícitas de PI  y P2  son: 

P1(x,t)=71-exp(- 2)(8(x-t)+8(x+t) 

1 1(4t.7.71 

° 2 
+11 (17217)H(t-x) + 	 2 	 11(t-x)) 
2  

P2(x,t)=-4exp(- 2)(8(x-t1+8(x+t) 

1 (1f-t17) 

+-
2  
1I° 11

-- 	 (t-x) 1 
(- t
7  
-x
7
111(t-x) + --2-- 	 H(t-x)) 

j-72  

(2.1.3) 

donde se debe tomar: t=t/O x=x1/579 para regresar a las variables originales. 

Nos damos cuenta, por simple inspección, de que el alcance de las 

Oxi 	xl  
partículas no puede superar el valor:xatobien

= c 

--a t, donde los 

argumentos de las funciones escalón de Heaviside se vuelven negativos. Nos 

percatamos de la existencia del factor exp(- t/2), que ya esperábamos, como 

consecuencia del término de corrección de la ecuación de Maxwell-Cattaneo, que 

discutimos en su oportunidad. Observemos la presencia de dos fragmentos del 

tipo funcional 6(x ± t) que corresponden al efecto de partículas balísticas, 

desde luego que la cantidad de las mismas queda amortiguado por el mismo 

factor exponencial negativo en el tiempo. ¡Todo va de acuerdo con lo que se 

esperaba) 

2.-Comparación Gráfica entre el Modelo Mesoscópico y de Fick. 

Como referencia, presentamos las relaciones de las densidades de partículas 

y de corrientes, así como la solución Fickeana para efectos de comparación: 

Densidad mesoscópica de partículas: 

p(x,t)= P1 (x,t)+132(x,t) 

1 li(- ft7-72 ) 
t 	 1 	1 1-77, 	t 	2  

=1  exp(- 2  ) 13(t+x) + 5(t-x) + - In( — t2-x ) + 5 ----===-4---1 11(t-x). 
2 	 2 - 2 

- 	*1 t2-::1'. 

Densidad Mesoscópica de Corrientes: 
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t2-x2  

Para comparar esto con la solución del Modelo Macroscópico , usemos el 

resultado del apéndice 3, en el cual se resuelve el problema: 

1 1(.- J77) 

J(x,t) = Pi(x,t)-P2(x,t) = - 	2)exp(- )H(t.-x). 
1 

4  

MODELO MESOSCÓPICO 

TEL( 0=0 

P+(X,0)= 8 (X)/2 =P-(X,0) 

figura 27 

0.07 

o 
912119 i• tn* 

a2p  ap  

ax2  

sujeto a: p(x,t=f)1=f(x); Bp(x,t=0)/at=0. 

Esta solución es, tomando f(x)=3(x): 

1 	x2 
exp(- 

711: 
), 

24ut 

La comparación gráfica se presenta a continuación, para t=20.00: 
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DENSIDAD DE PARTÍCULAS 

 

Pxx = Pt 

sujeta a: 

p (X,0).= S (x) 

pt(X,0)= 

figura 28 MODELO FICKEANO. 

3.-Comparación Tabular. 

El modelo Fickeano tiene una muy buena aproximación para tiempos largos en 

comparación con el tiempo de duración de un salto y distancias 

comparativamente menores a la distancia de alcance balístico, siendo el error 

menor al 10% en la medición de densidades de partículas. 

Esta es una tabla comparativa de ambos modelos: 

X 

-20 

Modelo 
Mesoscópico 

0.00000 

Modelo 

Macroscópico 

0.000425 

ERROR 

Porcentual. 

-- 
-19 0.00024 0.000692 188.3 
-18 0.00057 0.001099 92.8 
-17 0.00116 0.001702 46.7 
-16 0,00210 0.002571 22.4 
-15 0.00350 0.003788 8.2 
-14 0.00546 0.005443 0.3 
-13 0.00806 0.007628 5.4 
-12 0.01137 0.010427 8,3 
-11 0.01538 0.013900 9.6 

-10 0.02006 0,018072 9.9 

-9 0.02529 0,022917 9.4 
-8 0.03093 0.028343 8.4 
-7 0.03678 0.034188 7 

-6 0.04259 0.040220 5.6 

-5 0.04811 0.046149 4.1 

-4 0.05307 0.051644 2.7 
-3 0.05722 0.056367 1.5 
-2 0.06036 0.060002 0.6 
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P 	 P 
X Modelo 	 Modelo 	 ERROR 

Mesoscópico 	Macroscópico 	Porcentual. 

= 	  = 
-1 0.06231 0.062295 0 

O 0.06297 0.063078 0.2 

1 0.06231 0.062295 0 

3 0.05722 0.056367 1.5 

4 0.05307 0,051644 2.7 

5 0,04811 0.046149 4.1 

6 0.04259 0.040220 5.6 

7 0.03678 0.034188 7 

8 0.03093 0.028343 8.4 

9 0.02529 0.022917 9.4 
10 0.02006 0.018072 9.9 

11 0,01538 0.013900 9.6 

12 0.01137 0.010427 8.3 

13 0.00806 0.007628 5.4 
14 0.00546 0.005443 0.3 

15 0.00350 0.003788 8.2 

16 0.00210 0.002571 22.4 
17 0.00116 0.001702 46.7 
18 0.00057 0.001099 92.8 
19 0.00024 0.000692 188.3 
20 0 00000 0.000425 -- 

4.-Representación Gráfica de la Solución. 

En las figuras 29 a 56 tenemos la representación gráfica de la solución de 

nuestro sistema de ecuaciones dinámicas: 

B.f. 	aP.I. 	1 ar_ 	1  
(P+ - P_); 717  - 	=4 	(P4. 	P-) at 	aX 

sujeto a: 

Pf(x,t=0)=P-(x,t=0)4 MX), 

representando P.o. y P_; luego P.1.+P_=p(x,t); luego P.1-P_=J(x,t) en grupos de .  

tres gráficas, un grupo por cada valor de tiempo. 

Figs.29 a 34: grupos 1 y 2: P+ y P-, p y J para t=0.25 y 1=0.50. 

Figs.35 a 40: grupos 3 y 4: como la anterior para t=1,.00 y 5.00. 

Figs.41 a 46: grupos 5 y 6: como la anterior para t=7.00 y 10.00. 

Figs.47 a 51: resumen, gráficas de densidades de partículas. 

Figs.52 a 56: resumen, gráficas de densidades de corrientes. 

Notaremos lo siguiente: 

1.) La evolución de la densidad de particulas (P...)+ft_l tiende gradualmente 
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a que la cauda (de forma cada vez más próxima a una curva gausslana), domine a 

lo largo de todo el medio, hasta la posición correspondiente a las partículas 

balísticas, como se puede ver para t=±x. Vemos aquí la primera ventaja del 

nuevo modelo: ya no tenemos la situación clásica en la cual la distribución 

resultaba no nula para todo valor de x en todo tiempo t, y descrita siempre 

por una curva gausslana. 

2.) La función delta de Dirac de la distribución Inicial de la densidad de 

partículas, va extendiéndose después de sufrir una fragmentación en dos, a lo 

largo de las dos direcciones horizontales positiva y negativa, cada una de 

estas particiones en movimiento se ve afectada en su amplitud por un factor de 

decaimiento exponencial, demostrando que hay una cierta cantidad de partículas 

que se comporta como balísticas que obedecen a la misma relación funcional de 

la distribución inicial. Por lo tanto es la cauda lo que se va a distribuir en 

forma normal. 

3.) La densidad de corriente es una función impar de la posición, por lo 

tanto, se satisface la condición de que una distribución de partículas con 

derivada temporal inicial nula tenderá a difundirse de manera Completamente 

equilibrada en las direcciones que se le ofrezca para hacerlo. 
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Grupo 1: 
Difusión Mesoscópica Unidimensional 

en la recta Infinita de la distribición: 

P+(x,t=0).-8(x)/2=P.(xe l=0), 

derivada temporal nula en t.O. 
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Grupo 3: 
Difusión Mesoscópica Unidimensional 
en la recta infinita de la distribución: 

P+(x,t=0)=8(x)/2=13.(x,t=0), 
derivada temporal nula en t.O. 
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Grupo 5: 

Difusión Mesoscópica Unidimensional 

en la recta infinita de la distribución: 

P+(x,t=0)=8(x)/2=P.(x,t=0), 
derivada temporal nula en t=0, 
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3.1: SOLUCIONES EN EL ESPACIO DE CONFIGURACIÓN. 

OBJETIVOS: 

1.-Comprobar que de la formulación en espacio fase se puede obtener la 

ecuación de Maxwell-Cattaneo y de continuidad. 

2.-Determinar las condiciones iniciales en espacio de configuración tanto 

para la densidad de partículas como para la de corrientes a partir de las 

condiciones Inciales de las distribuciones de probabilidad PI. 

3.-Encontrar la solución de difusión mesoscópica unidimensional para dos 

distribuciones iniciales de partículas libres; una finita (pulso rectangular 

de partículas) y la otra infinita (distribución inicial gaussiana.) 

1.-Obtención de las Ecuaciones de Continuidad y Maxuell-Cattaneo a partir 

del Sistema de Ecuaciones Dinámicas. 

Sabemos que en el caso de las distribuciones de probabilidad PI y P2, y 

desde luego cualquier combinación lineal de ellas o de sus derivadas, digamos 

P, se cumple la ecuación de los telegrafistas, así pues: 

a2p 	ap 	,a2p 

ata *--

21 

 JI 	7  (9X2  

Para el caso en que A= 1/2 y y=1 tendremos: 

a2p ap a2p 

at2 +51  ax2  

(3.1.1) 

(3.1.2) 

Sin perder de vista que se cumple simultáneamente el sistema de ecuaciones 

dinámicas (1.2.1): 

ap, aP, 	 aP2 aP 1 
W 75¿ 	2' 2'11 	2;  W 	

2 	

.- 1'2 
(3.1.3) 

También denotamos, de acuerdo con las definiciones de las densidades de 

partículas y de corriente: 
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p=PI+P2; .1.(P1-P2) 	 (3.1.4) 

Si sumamos las (3.1.3): 

S1 las restamos tenemos que: 

Op _ ai 
át 	dx 

ai 	Op _ 
5I + 8x - -J 

(3.1.5) 

(3.1.6) 

Se identifica de inmediato (3.1.5) con la ecuación de continuidad y (3.1.6) 

con la ecuación de Maxwell-Cattaneo (1.3.1). Estas relaciones nos serán muy 

útiles para obtener las condiciones inclales en el espacio de configuración. 

2.-Condiciones Iniciales para las Densidades a Partir de las Condiciones 

Iniciales de las Distribuciones de Movimiento a Derecha e Izquierda. 

Si prefijamos P1  y P2  al tiempo cero, y llamamos P1(x,t=0).f1(x), 

P2ix,t=01=f2(x) tenemos primeramente, por definición de p: 

p(x,t=0)=P1(x,t=0)+P2(x,t=0) 	 (3.1.7.a) 

y de la ecuación de continuidad (3.1.5), que es válida para todo x,t, 

considerada particularmente en t=0: 

p 	_ d 
áfit.0-al(P1(x,t=0)-P2(x,t=0)) (3.1.7.b) 

Esto nos confirma que para distribuciones sin movimiento inicial podemos 

poner con absoluta confianza la corriente inicial y la derivada temporal de la 

densidad a t=0 nulas, porque suponemos que las PI son iguales inicialmente, 

como dijimos en la sección 1.2. 

Por otra parte, estas son las condiciones iniciales para Tel(p)=0: 

p(x,t=0)01(x,t=0) + P2(x,t=0)= fi(x) + f2(x); ap(x,t=0)/3t = -dfi(x)/dx + 

df2(x)/dx. De manera similar, para J, por (3.1,6): 
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Por definición:J(x,t=0)=P1(x,L=0)-P2(x,t=0) 

aplicando ahora la ecuación de Maxwell-Cattaneo (3.1.6) en t=0: 

aJ 
Ilt.o J(x,t=01-

al
tpi(x,t=0).p2(.,t=0)] (3.1.8) 

que son sus condiciones iniciales a partir de las de Pi. 

3.-Soluciones de Difusión Mesoscópica Unidimensional para Distribuciones 

Iniciales Pulso Rectangular y Distribución Gaussiana. 

Nos proponemos ahora resolver dos casos de distribuciones iniciales sin 

movimiento inicial que nos han parecido de interés. Para resolver estos 

problemas consideramos la solución del apéndice 1, (A.1.43), empleando métodos 

de integración numérica y aproximaciones para las funciones de Dessel. La 

integración numérica que se empleó para generar las soluciones fue una 

subrutina del Método de Simpson y la definición en serie de las funciones de 

Bessel, tal coso se presentan en el libro de Hildebrand Advanced Calculus for 

Appllcatlons. Prentice Hall: 

A) f(x)=p(x,0)= 71.:4  exp(-x2); ap(x,t=0)/0t=0. 
n 

Tenemos un caso de distribución inicial a lo largo de toda la recta. 

Podemos ver en la serie. de gráficas que siguen que de una distribución 

gaussiana, ya para t=1.00 se comienza a percibir una "partición" en dos de la 

distribución, y para t=3.0 en adelante aparece la cauda que eventualmente se 

convierte en dominante y para tiempos muy largos (t=20) ya prácticamente tiene 

forma de distribución gaussiana, como se esperaba. 
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Como las partículas se distribuyen a lo largo de la recta horizontal sin 

una dirección preferente, a lo largo de todo el tiempo la distribución de 

partículas es completamente simétrica respecto al origen. 

densidad t = 1,00 
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densidad t = 2.00 
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Para las dos gráficas que se presentan ahora podemos observar con claridad 

cómo tenemos ya la aparición de la cauda. 
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Ahora nos podemos dar cuenta como la cauda va tomando forma gaussiana. 
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Comparemos ahora nuestros resultados mediante el modelo microscópico, del 

siguiente modo: dada la distribución inicial p(x,0)= 	exp(-x2), con derivada 

temporal nula en t=0, por el resultado del apéndice 3 (A.3.2), tenemos que: 

03 

P(x,t)' 	 exp(-12)exp(-(x-g)2/(4t)Idl (Fick), 
24 tn ,lit -03 

particularmente en x=0 tenemos que: 

w
r  
f 

1
exp(-12(1+--

1  
)1d1. 

1+17(4-0' 2n4t 	
4t 

2/ift". 

lo cual en t=20 nos da: 

p(0,20)=0.0626877. 

en buena concordancia con la gráfica de esta página. 
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B) f(x)=0.50 para Ixl<1. 

Podemos ver en las serle de gráficas siguientes que para t<1 esta 

distribución cuadrada va poco a poco reduciendo su "meseta" horizontal, ésta 

desaparece en t=1 y después de ese tiempo comienza a percibirse el efecto 

mesoscópico: presencia de cauda, hasta llegar a t=15.00 en que los cortes de 

la distribución inicial prácticamente han desaparecido para dar lugar 

gradualmente al efecto dominante de forma de gaussiana que debíamos esperar. 
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fig.66 
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Difusión Mesoscópica Unidimensional de la distribución: 

p(x,t=0).1(1-Ixi), ap(x,t=0)/8t=0. 2 

El máximo alcance de las partículas es el de las balísticas que parten de 

x=1.1. 
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t= 1.00 

En estas dos gráficas podemos notar cómo para t=1.00 ocurre la partición en 

el origen quedando la cauda correspondiente de forma gradualmente igual a la 

de una gausslana. 

Difusión mesoscópica de la distribución: p(x,t=0)--4(1-1:11). apix,t=0)/at=0. 
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t = 15.00 0.00 

fig.70 

0.02 

---a- 
•20 	•15 	-10 	.5 o 10 20 15 5 

A manera de comprobación tomemos el modelo de Fick, 

1 
p(x,0)=2. 11(1-1x1), 

y derivada temporal nula en t=0, nos da: 

1 

P(x.1)=--,:=R 
1 
 fexpl-(x-1)2/(4t)Idl 

2411t 
-1 

de acuerdo al apéndice 3, ecuación (A.3.2). 

Este resultado, poniendo x=0 se puede desarrollar en series de Taylor. y 

tendremos lo siguiente: 

1 

J  exp[-g2/(4t )ldg=1-13/(12t)+g5/(160t2)-17/(2688t3) + etc. 

que en t=15 nos da: 

P(0,t=15)=0.07213365, 

en buena aproximación con el resultado mesoscópico. 

con 
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4.1: SOLUCIÓN EN EL ESPACIO FASE. PARA X>0, CON PARED ABSORBENTE EN EL ORIGEN. 

OBJETIVOS: 

1.-Demostrar que una condición de frontera y las dos iniciales para el 

sistema de ecuaciones dinámicas es necesaria y suficiente para resolver el 

problema de difusión mesoscópica unidimensional en un medio semi-infinito con 

pared absorbente en el origen. 

2.-Determinar explícitamente los valores de Pi. y P_ para el apartado 

anterior con dos condiciones iniciales simples. 

3.-Representar gráficamente la evolución de una distribución sujeta a las 

condiciones anteriores. 

1,-Planteamiento del Problema y Estrategia para Resolverlo. 

Supongamos que tenemos un problema de difusión mesoscópica unidimenslonal 

en un medio que se extiende a lo largo del eje x positivo y que en el origen 

x=0 colocamos una pared absorbente. Para una cierta distribución inicial 

descrita por Pt(x,t=0)+P2(x,t=0)=f1(x)+f2(x) nos proponemos hallar F., y P2, a 

partir del sistema de ecuaciones dinámicas, quedando determinadas de este modo 

tanto la densidad de partículas como la dOnsidad de corriente. 

Nuevamente, consideramos distribuciones sin movimiento inicial, de modo que 

se cumplen las condiciones (3.1.7): p(x,t=0)=f1(x)+f2(x); Op(x,t=0)/3t.-

df1(x)/dx+df2(x)/dx = O. 

El efecto de la pared absorbente es, en principio, tal que todas las 

partículas que lleguen desde la derecha alcanzando la pared ya no puedan 

regresar al medio, por lo tanto es de esperar que en el origen: 

P1(O,t) = O 

P2(0,t) * O 

no anulamos, entonces, la posibilidad de que las partículas sigan llegando 

desde la derecha a la pared. Por lo tanto la densidad en x=0 no es nula, 

tendrá el valor correspondiente a las partículas que llegan a la pared. 

Colocaremos la distribución inicial obviamente fuera del origen. Al 

principio del proceso difusivo sucede que, antes de que las primeras 

partículas lleguen a la pared absorbente, se comportarán igual que en la recta 

infinita, porque el efecto de la pared tarda el tiempo finito que tarden las 
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primeras partículas (las balísticas) en llegar a dicha pared. 

Para poder encontrar P1(x,t), en el apéndice 4 se resuelve el problema 

general: 

Tel(u)=0: xz0 

sujeto a: u(0,t)=0, u(x,t=0)=f(x), 8u(x,t=0)/8t=g(x) 	(4.1.1) 

Y podemos obtener P2(x,t) a partir del sistema de ecuaciones dinámicas: 

api 	-1,144,2  

ex + át ' 
es decir, despejando: 

dpi  DPI 
P2(x,t).P1(x,t)+2(.71.7 r 

El cálculo de esta derivada aparece en el apéndice 7, Las expresiones 

(A.7.5) y (A.7.6) son las soluciones del problema para condiciones Iniciales 

dadas por: 

Pi(x,t.0)=P2(x,t=0) = 	3(x-1). 

P1(x=0,t).0. 

además del sistema de ecuaciones dinámicas sabemos que las condiciones 

iniciales para la derivada temporal de Pi y P2 son: 

"1/2(x,t4) 4.  1 da(x-1)  
at 	- 2 dx ' 

basta considerar que el sistema de ecuaciones dinámicas vale en todo t, 

particularmente en t=0 y hacer P1/2(x,t.0) = 
1
a(x-1) 

2.-Soluciones para Pi. y 

Escribiremos las soluciones en el intervalo 0<x<t-1, para t>l, denotando: 

11(9t2-(xt.1)21 

110±(x,t). 10(11t2-(x±1)2), 19±(x,t)- 	  

2t2-(x±.1)2  
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PI(x,t)- 

	

	 I(x,t)=H(t-(x±1)). 
(t2-(x±112 1 

tendremos: 

PI(x,t)=-41-expi- 

+(x+1)D+114711+tD-H-/4+(x-1)D-H~/8+ 

+130-11-/2-130411.92l 

t P2(x,t)=1exp(- ili-D+ H+ /4-t2 P+ H+ /4+t(x+11P11478 

+D-11~/4+t2P-11-/4+t(x-1)P-H-/8+tD-H-/R4D-411+/8) 

La solución buscada para p, densidad de partículas es: 

p(x,t)= po(x-1,t) Ki(x,t) 

1 	 t 
2 

+ 
4  
- K2(x,t)exp(- -)1+D H 1-1/8-3t/8+(x+1)/41+D-H-13/8+3t/SI+ 

+P+HI-t2/4-(x+1)2/8-3t(x+1)/81+ 

+p-Hlt2/ 4-(x-1)2/8-t(x-1)/81 +13er/2-80472i 

y para J, densidad de corrientes: 

J(x,t)= J0(x-1,t) Ki(x,t) 

t 
+ 

1 
 K2(x,tlexp(- 

1
1(+D H it/8+1/81+D-H-(-3/8-t/8+(x-1)/41+ 

+Pfett2/ 4 +(x+1)2/8+t(x41)/81+ 

+P-H-1-t2/4+(x-1)2/8-3t(x-1)/81+110-12-D0 472} 

Donde po (y J0) es la solución de Difusión mesoscópica para el medio 

infinito y: 

1 	t-1<x<t+1 
K1(x,t) = ío  

de otro modo 

1 en t>1, 0<x<t-1 
K2(x,t) = 

o 
	

de otro modo 

Realmente las expresiones se han podido obtener, pero indudablemente dicen 
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mucho más las representaciones gráficas. 

3.-Representación Gráfica de las Soluciones. 

Las gráficas que se presentan en grupos de (P+), (P-1, (P+)+(P_) en las 

figuras de la 71 a la 97 muestran el siguiente comportamiento de la 

distribución inicial: 

1.) Para t<1 (grupos 1 y 2) 	las soluciones tienen el comportamiento ya 

conocido de difusión mesoscópica en medios infinitos porque no ha habido 

interacción con la pared absorbente. 

2.) Por efecto de la interacción con la pared siempre tendremos una 

densidad de partículas no nula en el origen, debida al frente de partículas 

que llega siempre. 

3.) Por efecto de la interacción de la pared tendremos una cada vez mayor 

densidad de corrientes negativa en el origen, como se esperaba, este efecto es 

algo así como el de un "vaciado". 

4.) Existe un frente de discontinuidad en x=t-1, el cual debe aparecer como 

resultado de que gradualmente las partículas se van "enterando" de la 

presencia de la pared a una velocidad unitaria, correspondiente como siempre a 

las partículas balísticas. Este frente también aparece en los problemas 

hidráulicos de drenado de fluidos en una dimensión. 

5.) El frente de discontinuidad afecta también a la densidad de corriente 

disminuyendo o haciendo negativo su valor, como debía ser. 

6.1 Existe un efecto residual de partículas que no "se enteran" de la 

existencia de la pared y continúan su avance como en el medio infinito entre 

x=t-1 y x=t+1. 

7.) Para tiempos muy largos es visible un resultado aproximadamente igual 

al que se obtendría del modelo de Fick, pero con una densidad de masa residual 

siempre en el origen, lo cual es mucho más aceptable físicamente que el 

resultado que se propone en el modelo macroscópico (densidad cero en el 

origen), puesto que en realidad sí llegan partículas al origen (desde la 

derecha.) 
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derivada temporal nula en 1.0, 
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5.1: SOLUCIÓN EN FI. ESPACIO FASE PARA »O CON PARED REFLEJANTE EN EL. 

ORIGEN. 

OBJET I VOS : 

1.-Caracterizar la frontera reflejante a través de sus condiciones de 

frontera. 

2.-Efectuar un cambio de variables que permita aplicar las 

condiciones de frontera así obtenidas para resolver la ecuación de los 

telegraflstas. 

3.-Obtener la solución para la densidad de partículas con pared 

reflejante mediante la condición de frontera: ap(x.0,t)/3x=0. 

4.-Combinar las dos soluciones anteriores para generar la solución en 

el espacio fase. 

S.-Representar gráficamente las soluciones para una distribución 

sujeta a condiciones iniciales simples. 

1.-Condiciones de Frontera para la Pared Reflejante. 

Consideremos el Intervalo x>0, colocamos en x=x0>0 una densidad 

inicial de partículas caracterizada, en el espacio fase, por 

x.03 

P1(x,t=0)=f1(x) y P2(x,t=0)=f2(x), 	tal que 	f (fiki+f2(x)).11. Si 

colocamos una pared reflejante en x=0, la pared actúa de modo que la 

probabilidad de que una partícula esté en la posición 3 al tiempo t+t 

tiene dos componentes, una debida a la reflexión que naturalmente puede 

ocurrir con probabilidad R desde la propia pared; es decir que esta 

primera componente es el resultado de que la partícula esté en la misma 

posición de la pared pero, se refleje como resultado del proceso 

independientemente de la presencia de la pared . Una segunda componente 

se debe a la transmisión, pero como la pared es reflejante, en lugar de 

que la partícula llegue a -3, va a llegar a +3, y ésta es precisamente 

la característica de la pared, su peculiaridad, digámoslo de ese modo. 

Así que tenemos: 

P1(3,t+T)=TP2(0,t)+RP210,t), 

pero como R+T=1, al efectuar un desarrollo en Serie de Taylor de primer • 
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orden: 

aP1  
Pi(o,t) 	5ax 	ira 	P2(0,t), 

si dividimos entre T. tenemos: 

' aP1 	'1'1 	1 

(í -ffiE 	
(P2(°,i)-P1(0,t)), 

necesitamos obtener el limite cuando 5,T tienden a cero, y este límite 

no se puede determinar al menos que supongamos que: 

P1(0,t)-P2(0.1.1.0. 	 (5.1.1) 

Estas son las condiciones de frontera para la pared reflejante: es 

inmediato ver que éstas condiciones en el espacio de configuración 

significan que la densidad de corrientes es nula en el origen, para todo 

tiempo. Y de hecho esta es la forma de ver la pared reflejante más 

propia de la intuición física, toda pared reflejante es anuladora do 

corrientes. 

Por otro lado, ya sabemos que al especificar condiciones ánclales 

para P1 y P2, esto es P1(x,0)=f1(x) y P2(x,0)=f2(x) tenemos, para la 

derivada temporal: 

aPi 	 df1 	f1(x) 	f2(x) 
--(X
' 
 t.0).- 

dx 	2 	2 	
gi(x) 

OP2 
11(x,t=0)=+ 

 df2 	fi(x) 	f2(x) 
2 	= g2(x) 	 (5.1.2)  

2.-Cambio de Variable para Resolver la Ecuación de los Telegrafistas. 

Consideremos ahora el sistema de ecuaciones dinámicas en un tiempo t 

diferente de cero: 

aPI aPI PI P2 

+ dx = 	+ 

aP2 aP2 P1 P2 
WIE 8x =  2 

y la condición (5.1.1) se puede expresar de esta manera: 

J(0,t) = 0. 	 (5.1.3) 

Por el principio de superposición J también debe satisfacer la 

ecuación de los Telegrafistas, de modo que se cumple: 
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Tel(J),G 	 (5.1.41 

Además: 

J(x,t1= f2(x) 	fa(x), en t'O, 	 (5.1,5) 

8J(x,t) 
Por otro lado, derivando J con respecto al tiempo tenemos: —-( 

Ot 

	

ap, 	aP, 

	

t 	Ot
) cantidad ésta Ultima válida para todo t, particularmente en - --t 
' 

t.() y debemos tener: 

	

5.1(x,1=0 
=1- gi(x) + ga(x)), 
	 (5.1.6) 

donde g1(x) y g5(x) vienen dadas por (5.1.2). Como este problema, el 

descrito por la ecuación (5.1.4) con las condiciones xa0, (5.1.5), 

(5.1.6) se resuelve en el apéndice 4, podemos tener en principio: 

J(x,t), que ya involucra contar con P2(x,t)-P(x,t). 

3.-Combinación de la Función J y la Solución en Espacio de 

Configuración para Obtener cada Valor de Pi. 

También podemos resolver el problema en el espacio de configuración 

para la densidad de partículas, esto es: Tel(p)=0, sujeto a:, 

p(x,0)=f(x), 8p(x,t=0)/8t=g(x), 8p(x=0,t)/8x=U(t)=0, ésta última es la 

condición de frontera para el caso de paredes reflejantes, la cual se 

deduce de la ecuación de Maxwell-Cattaneo con J=0 (condición 

indispensable en el origen). Tratando las ecuaciones que definen a p y a 

J como simultáneas, vamos a tener: 

±E 2 x,t)+p(x,t).  
P1/2(x,‘,- 	 (5.1.7) 

4.-Distribución Inicial sin Movimiento con Condiciones Iniciales 

Simples. 

Como un caso particular supongamos que deseamos resolver el problema 

de encontrar Pi(x,t) y P2(x,t) bajo las siguientes condiciones: 

66 



1.9x,0)=-5  ,5(x-1)=f)(x); 	 - 
1 
4.(x-1). 

P2(x,0)4 5(x-1)=f2(x); g2(x)=+ 

P1(0,t)=P2(0,t) 

Del apéndice 4 tenemos, combinando (A.4.4) y (A.4.7) en (5.1.7): 

P1/2(x, t)=lexp(-t/2)(23(x-1-t)+2ó(t-x-1) 

+110,jt2-(x+1)2) 	  11(t-x-1)+1)(9t2-(x-1)2)   H(t- 

	

12-(x+1)2 	 21

ti(x-1) 

t2-(x-11i 

x+1) 

410(11t2-(x+1)2)11(t-x-11+11p(9t2-(x-1)2)11(t-x+1)Y; 

Nuevamente, dirá mucho más la representación gráfica que las 

relaciones matemáticas. 

5.- Representación Gráfica de la Solución. 

En las figuras 108 a 144 podemos ver que: 

1,) Mientras t<1, vemos que el desarrollo de las distribuciones P1 y 

P2 es la misma que resulta en un medio infinito, por lo tanto, las 

partículas tardan un tiempo finito en enterarse de la existencia de la 

pared, 

2.) A partir de t>i, notamos cómo P1 (o P+) va tomando un valor 

dominante, de modo que P_ o P2 tiene el efecto complementario que hace 

que la derivada con respecto a x en el origen se anule. 

3,) El efecto de repulsión provocado por la pared reflejante hace que 

evidentemente exista un aglutinamiento en el origen. 

4.) Para t>2, cuando las últimas partículas balísticas con corriente 

hacia la izquierda, son rebasadas por el frente de partículas rechazadas 

por la pared, tenemos una corriente decreciente permanentemente.  

positiva. 

Con el fin de obtener un comparativo, evaluemos la densidad de 

partículas en t=20 para el modelo de Fick, apéndice 6, ec. (A.6.4): 

+ 
C(x=0,t=20)= 1 
	x2

7=7, exp(- 	
21

1=0.1261566. 
4nt 	

4tI  

Este valor corresponde muy bien con el de la gráfica del grupo 9. 
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CONCLUSIONES: 

Del desarrollo del presente trabajo he llegado a las conclusiones 

siguientes: 

1,-La difusión mesoscópica puede analizarse desde dos puntos de 

vista. El primero consiste en estudiar el problema empleando dos 

distribuciones (que serían distribuciones de probabilidad, en el caso 

discreto) la primera corresponde a partículas moviéndose a la derecha y 

la segunda corresponde a las partículas moviéndose a la izquierda. El 

segundo punto de vista consiste en considerar como variables de decisión 

de nuestro problema la función de densidad de partículas y de 

corrientes. Dadas dos condiciones iniciales para las distribuciones en 

el Espacio Fase puede resolverse el problema completamente. 

2.-La ecuación diferencial parcial de los telegrafistas, que es 

hiperbólica, es verificada por las variables de decisión en difusión 

mesoscópica clásica unixiimensional: por las distribuciones de densidad 

de partículas con movimiento a derecha e izquierda, por la función de 

densidad de partículas y de corrientes. 

3.-El modelo matemático propuesto por el sistema de ecuaciones 

dinámicas en el discreto y continuo es congruente con el resultado 

esperado: si estudiamos el fenómeno en escalas de tiempo mayores al 

tiempo de duración de un salto de las partículas encontraremos que una 

determinada cantidad de ellas se desplazan como balísticas y el resto 

quedan como una cauda, tal que a medida que el tiempo aumenta se reduce 

a la forma esperada por el modelo derivado de la ley de Flck. La 

cantidad de partículas en la cauda y la cantidad que se desplazan como 

balísticas dependen de las características del medio. 

4.-Toda pared se puede distinguir matemáticamente con las adecuadas 

condiciones a la frontera. La pared reflejante anula las corrientes, y 

la absorbente anula la densidad de partículas que puedan reincorporase 

al medio después de interactuar con ella. El tratamiento de los 

correspondientes problemas matemáticos es congruente con la solución que 

se esperaría intuitivamente. 

5.-Este modelo de difusión mesoscópica unidlmensional es también 

aproximado, no es el modelo exacto do difusión. Para convencernos 

consideremos el resultado en la recta infinita: de la distribución 



Inicial surgieron dos particiones que se desplazan como balísticas que 

siguen la misma forma matemática que la distribución inicial 

multiplicadas por un factor de decaimiento temporal exponencial, pero 

¿no seria más razonable suponer que estas particiones se deformaran 

también con el tiempo en vez de conservar la relación funcional de la 

distribución inicial?. Esta investigación se deja como perspectiva de un 

futuro análisis, el trabajo se concluye con una formulación que puede 

expresarse por ecuaciones cerradas. 

6.-La ecuación de Maxwell-Catt.aneo, que es empleada, por ejemplo, en 

Termodinámica de Procesos Irreversibles como un resultado 

fenomenológico, puede ser deducida a partir del sistema de ecuaciones 

dinámicas , lo cual es un logro muy importante del modelo y que hace ver 

la congruencia entre la formulación macroscópica y mesoscópica. 

PERSPECTIVAS: 

Las perspectivas futuras de análisis del presente problema pueden ser 

las siguientes: 

1.-Difusión mesoscópica unidimensional cuando la distribución de 

velocidades de salto de partículas no es constante (en este trabajo se 

tomó c.constante) sino que obedece a alguna función de distribución, 

digamos c=0(x,t). 

2.-Difusión mesoscópica en dos o tres dimensiones. 

3.-Estudio de la evolución temporal de las particiones balísticas. 

Sin duda este estudio deberá realizarse diseñando los experimentos 

correspondientes. 

Sin duda, los procedimientos para modelar estadísticamente los 

problemas de difusión deben mejorarse sensiblemente para proponer 

soluciones en dos y tres dimensiones, as( como para considerar otros 

casos de paredes. 
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APÉNDICE 1: SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DE LOS TELEGRAFISTAS PARA -m<X‹.. 

1. ECUACIONES DIFERENCIALES CARACTERÍSTICAS. 

En este apéndice trataremos brevemente aspectos particulares sobre ciertas 

ecuaciones conocidas como cuastlineales de la forma; 

	

22 	 a2z 	a2z 

	

A(x,y)--- 	+2D(x,y)álj- 	 =F(x,y,z,az/ax,dz/dy). 

	

ax2 	 Y 	dy,  

Con la notación usual: 

p=az/8x, q=az/ay, r=a2z/8x2, s=82z/azay, t=82z/ay2. 

se escribe brevemente: 

(A.1.1) 

(A.1.2) 

Ar+213s*Ct.F. 	 (A.1.3) 

Supondremos que las funciones A, D, C y F tienen derivadas continuas. 

Para determinar ahora una superficie integral, no basta, como para las 

ecuaciones de primer orden, dar una curva inicial B; es necesario, además, dar 

el plano tangente a la superficie en cada uno de los puntos de la curva 

inicial, lo que equivale a prescribir la superficie reglada circunscrita a lo 

largo de la curva dada. Los planos tangentes quedan fijados por sus vectores 

normales n=pi+cd-tk, es decir, por p y q. Al conjunto de todos los planos 

correspondientes a todos los puntos de una curva lo llamaremos una banda 

(fig.1). 

Una banda queda, por lo tanto, determinada en forma paramétrica por las 

cinco funciones: 

x=x(T), y=y(t), z=z(r), p=p(r), (1=9(T). 	 (A.I.4) 

Ahora bien, para que esta banda pueda corresponder a una superficie z(x,y) 

es preciso que verifique la siguiente relación: 

z'=px'+qy' (z=dz/dt, etc.), 	 (A.1.5) 

llamada condición de las bandas, que se obtiene derivando con respecto a T la 

cantidad:z(r)=z1x(T),y(T)1. 

Supongamos dada una banda (A.1.4) con la condición (A.1.5) y que por ella 

pasa la superficie integral z=z(x,y). Podemos calcular los valores de las 

derivadas segundas r,s,t a lo largo de esta banda. De p(T)=plx(T),y(T)I se 

deduce, derivando respecto a la variable T: p'=x'ap/ax.ky'ap/ay.rx'+sy'. 
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Fig. 1. 

Análogamente se halla que q'=sx'+ty', Por consiguiente, tenemos, junto con 

la ecuación entre derivadas parciales, tres ecuaciones: 

x'r+y's=p', x's+y't=q', Ar+2Bs+Ct.F. 	 (A.1.6) 

para el cálculo de r,s,t. 

Este sistema se puede resolver unfvocamente respecto de r,s,t cuando su 

determinante: 

   

 

x' y' O 
O x' y' 
A 2B C 

= Ay'2-2Bx.y.+Cx.2 	 (A.1.7) 

  

   

no se anula. sl se supone además que A,B,F,x(t),y(T),z(T) son funciones 

analíticas, se pueden calcular las derivadas de orden superior de z(x,y) a lo 
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largo de C de modo completamente análogo y se obtiene así el desarrollo do 

Taylor de z(x,y). Puede probarse que este desarrollo converge y finalmente, 

que su suma representa la integral de la ecuación diferencial entre derivadas 

parciales dada. Si el determinante (A.1.7) se anula a lo largo de una curva, 

ninguna banda que la contenga determinará una única superficie integral. 

Resulta de aquí que la ecuación diferencial 

Afx.yly'2-28(x,y)x. yl +C(x,y)x.2.0, 	 (A.1.8) 

desempeña un papel importante en la Teoría de las ecuaciones entre derivadas 

parciales; se llama ecuación diferencial de las curvas características. Como 

yVx..dy/dx se puede poner en la forma: 

A(dy/dx)2-213(dy/dx)02.0, 	 (A.1.9) 

Esta ecuación es cuadrática en dy/dx, resuelta da:dy/dx=( 1 /A) (EltW7Z) 

Se obtendrán, por lo tanto, dos ecuaciones diferenciales ordinarias, cuyas 

soluciones definen dos haces de curvas y=y1(x,c1), y=y2(x,c2) (fig. 2) 

Estas curvas se llaman curvas características de la ecuación diferencial 

(A.1.1). Resolviendo estas ecuaciones respecto de el  y c2  se obtiene: 

c1'95(5c,Y),c2=0(x,Y). 	 (A.1.10) 

Para el primer haz se verifica: 

dy/dx=-0x/Oy=(1/A)18+TITZI con:05, diferente de 0. 	 (A.1.11) 

Y, para el segundo: 

dy/dx=-0x/Oy=(1/A)(13-62-ACI con:05, diferente de 0. 	 (A.1.12) 

Sustituyendo en (A.1.9) se obtiene para O y O las ecuaciones entre 

derivadas parciales de primer orden: 

Ashx2+2.1100y+COy2.0, Aylx2+2.110x0y-tC0y2.0. 	(A.1.13) 

Atendiendo al valor del discriminante 0.132-AC de (A.1.9) se distinguen los 

siguientes casos: 

1 >0 caso hiperbólico, 

0.62-AC =0 caso parabólico, 
<0 caso elíptico. 

ESTA MIS 
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Ip (x,y)— C1 

ti' (x,y)= e 2 

X 

y 

fig. 2. 

Debe observarse aquí que esta discriminación depende de (x,y) y que, por lo 

tanto, puede ser distinta para distintos puntos del plano (x,y). 

En el caso hiperbólico son los dos haces de curvas características reales; 

en el elíptico imaginarias conjugadas; en el parabólico coinciden los dos 

haces, 

2.HÉTODO DE RIMAN. 

La ecuación diferencial de tipo hiperbólico en su forma que se conoce como 

normal es: 

82z
s, 	ex 

	

L(7.1.____ 4- a(x,y)
el 	

b(x,y)
8z 	

c(x,y)z=0. 
Orce  

(A.1,151 

Consideremos el método clásico, debido a Riemman, que puede, en muchos 

casos, resolver el problema de condiciones iniciales para esta ecuación. Para 

ello necesitamos hacer algunas observaciones previas: representaremos por H(w) 

la expresión diferencial adjunta de 1.(z): 

RO 



	

2w 	0(awl 	a(bw) (A.1.16) 

	

8xay 	ax 	dY 

Si se verifica que 1.(7.1.1,1[7.1, se dice que la ecuación (15) es autoadjunta. 

Este es, por ejemplo, el caso en el que a=b=0. Se ve fácilmente que, empleando 

las abreviaturas: 

1 a(2w) 	aw 	 1 3(2w) 	aw 
P - 	. 	+ 2 (-- - bw); Q= — 	¿ ( 	- as ) . 2 —3-x 	+)-X 	 2 ii-y 	,,- — 	ay 

Se verifica la identidad: 

( A . 1.17 )  

	

w1.121-211(w1= OQ 
	OP 
- 	 (A.1.18) 

Supondremos que 2=2(x,y) sea la solución de (A.1.15) y w=w(x,y) una 

solución de su adjunta M(w)=0. En virtud de (A.1.181 se cumple que: 

3QaP _ - 	-o. 

Si

Ox 8y 

C es una curva cerrada del plano x,y se deduce entonces del Teorema de 

Stokes que la integral curvilínea de Pdx+Qdy a lo largo de C es nula: 

	

5c(Pdx+Qdy)=0, 	 (A.1.201 

Empleemos ahora como C una curva formada por dos segmentos rectilíneos 

paralelos a los ejes coordenados y un arco de curva R que a lo sumo es cortado 

en un punto por las paralelas a dichos ejes (fig.3) 

Estas paralelas x=const., y=const. son las características de la ecuación 

diferencial (A.1.15). Supuestos conocidos los valores de z, az/ax, 02/35, a lo 

largo de R, se trata de hallar el valor de z en el lugar A de coordenadas xo, 

Y0. Sean y=0(x) y x=0(y) las ecuaciones del trazo curvilíneo de R. De (20) se 

deduce: 

A2 	 A 	 Al 

11 
(Pdx+Qdy1+ f12  (Pdx+Q(1y)+ 

R 
(Pdx+Qdy)=0. 	 (A.1.21) 

Al 	 A2 	 A 

En el segmento de A2 a A es x=x0=const. luego dx=0 y, análogamente, en el 

punto de A a Al es y=y0=const. luego dy=0. Teniendo esto en cuenta y 

sustituyendo parcialmente (A.1.17) en (A.1.211 se obtiene: 
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Y 	A 2(110 ,w(x0)) 

A1( II-KY0).5,0) 

	̀;'› X 

fig. 3. 

A2 	 A 	 A1 

a0(::w)aw 
In(Pdx+Qdy1+f 1 
	

-z(-g-s; -aw)ldy 	8(azxw)  z 	-bw)blx= 

Al
2 8y 

 A2 	 A 

A2 	 A 	 Al 

11
(Pdx+Qdy)-1 z( 1-%-4  -aw)dy +J . z(i-14  -bw)dx 	zwI

A
A1 

+215:
lzwI

A
A

2
'0,  

Al 	
ay   

A2 	 A 

o bien: 

A2 	 A 	 A 

1 	 aw 	 aw 
lzw1A9 lzwIAI  +(z.wl

A? 	
_ 
n
IPdx+Qcly)+ z (-á-57  -aw)dy + z( T;¿   -bw)dx, 	(A.1.221 

Al 	 A2 	 Al  

Se trata ahora de determinar la función w=w(x,y) de modo que, además de la 

ecuación M[w1.0, verifique las condiciones: 

w(x0,y0)=1, 8w/8x-bw=0, sobre AIA, 8wr8y-aw=0 sobre A2A. 	(A.1.23) 

Como y.yo=const. sobre A1A y x=x0.const. sobre A2A las dos últimas 
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condiciones representan ecuaciones diferenciales lineales ordinarias para 

w(x,y0) y w(xo.Y), respectivamente, que son fáciles de integrar con la 

condición inicial w(x0,y0)=1. Por consiguiente, resultan en total las 

siguientes condiciones para w: 

02w O(aw) a(bw) + cw 
áx 

y 
w(x.Y0).expil b(.Y0)(:1, w(xo,y).explf a(xo,n)dnl. 

xo 	 Yo 

Teniendo presente (A.1.23) se obtiene de (A.1.22): 

(A.1,241 

z(x0,y0)4[7.(0(y0).yolw(0(yo›Yol+ 

Al 

z(x0,95(xo))wlx0,95(x0)))+J R  (Pdx+Qdy). 	 (A.1.25) 

A2 

Si se puede hallar ahora una función w(x,y), llamada de Riemman, que 

verifique las condiciones (A.1.241, queda el segundo miembro de (A.1.25) 

totalmente conocido y se puede calcular z(x0,y0). si se hace variar xo, yo se 

obtiene una superficie integral z=z(x,y) en el entorno de la curva inicial R. 

Debe observarse que al variar x0, yo varia también la función de Riemman 

w(x,y). La mayor dificultad del método consiste en determinar la función de 

Riemman w(x,y) que verifique las condiciones (A.1.24). 

3.EJEMPLO: LA ECUACIÓN DE LOS TELEGRAFISTAS. 

Consideremos la siguiente ecuación entre derivadas parciales de tipo 

hiperbólico con coeficientes constantes ao, (30. 70: 

áz z Bz 	zaz 
57/«Oási+

owToz=0 . 	 (A.1.26) 

Esta ecuación tiene ya la forma normal, pero por medio de la 

transformación: 

z(x,y).w(x,y)exp(-aoy-(30x( 	 (A.1.27) 

en su forma autoadjunta: 

02u 
LIttl.axay+ku.0, k.Y0-a0(10, 	 (A.1.28) 

En virtud de (A.1.241, una función de Riemman w(x,y) para este problema 

debe satisfacer las siguientes condiciones (a=b.0): 
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condiciones representan ecuaciones diferenciales lineales ordinarias para 

w(x,y0) y w(xo.Y), respectivamente, que son fáciles de integrar con la 

condición Inicial w(x0,y0)=1, Por consiguiente, resultan en total las 

siguientes condiciones para w: 

32w 	O(aw)8(bw) 
+ cw O 

1(4 dx ay  

Y 

w(x,59=expIf 	 w(xo,y)=explf 	 (A.1.24) 

xo 	 Yo 

Teniendo presente (A.1.23) se obtiene de (A.I.22): 

z(x0,y0)4?(O(Y0),Y0)14(1/0(Y0,Yo)f 

Al 

z(x0,0(x0))14(x0,0(x0))1+f R  (Pdx+Ody). 	 (A.1.251 

A2 

Si se puede hallar ahora una función w(x,y), llamada de Riemman, que 

verifique las condiciones (A.1.24), queda el segundo miembro de (A.1.25) 

totalmente conocido y se puede calcular z(x0,y0). si se hace variar xo, yo se 

obtiene una superficie integral z=z(x,y) en el entorno de la curva inicial R. 

Debe observarse que al variar x0, yo varía también la función de Riemman 

w(x,y), La mayor dificultad del método consiste en determinar la función de 

Riemman w(x,y) que verifique las condiciones (A.1.24). 

3.EJEMPLO: LA ECUACIÓN DE LOS TELEGRAFISTAS. 

Consideremos la siguiente ecuación entre derivadas parciales de tipo 

hiperbólico con coeficientes constantes a0, 00, yo: 

8z , az az 
Oxff9'10á

,
vOWToz=0. 	 (A.1.26) 

Esta ecuación tiene ya la forma normal, pero por medio de la 

transformación: 

z(x,y)=w(x,y)exp(-a0y-(30x) 	 (A.1.27) 

en su forma autoadjunta: 

Llul=
a2u
w7Iku=0, k=y0-a010. 	 (A.1.28) 

En virtud de (A.1.24), una función de Riemman w(x,y) para este problema 

debe satisfacer las siguientes condiciones (a.b.0): 

83 



d'w 
(41~1— =áitb

44(w.0, (A.1.29) 

w(x,yo)=1, w(x0,y)=1. 	 (A.1.30) 

La función w(x,y) debe tomar por consiguiente sobre las rectas y=y0  y x=x0  

el valor constante 1. Ahora bien, sobre estas rectas es T=(x-x0)(y-y0) igual a 

cero. Por consiguiente se trata de hallar una función w=w(a) que sea solución 

de la ecuación (A.1.29) y que verifique las condiciones w(0)=1 y: 

w(x,y)=w1(x-x0)(y-yo11 

con lo que se habrá hallado una apropiada función de. Riemman. De (A.I.31) se 

deduce: 

aw aw aedw„ 
= áiax

.. 
= aY(51-Y0)  

82w a aw 	 aw 	a u 
5755", -liV táJ(Y-Y°)1 	“Y-")73-5,-(55')=  

aw 	a2w aaaw 	 d2w dw d2w 

80 +(y-YO)ip. 
557  = lí  +(y-yo)(x-x0)lp = do' 

da 

Sustituyendo esto en (A.1.29) se obtiene la ecuación diferencial ordinaria: 

d2w dw 
+ ai  kw=0, 

para w=w(T) que, mediante la sustitución 41(T=T2  se transforma en la ecuación 

diferencial de Bessel: 

d2w 	1 dw - 
dt2 	

UT + w=0
. 

La cual tiene, alrededor de T=0, es decir: T=0, la solución continua: 

w=.10(T)=.10(2.1j)=J0(21k(k-x0)(y-y0)) 

como: w(0)=J0(0)=1, la función: 

w(x,y)=.10(2.1k(x-x0)(Y-Y0)1, 	 (A.1.33) 

es una función de Riemman para nuestro problema. De (A.1.17) se obtiene en 

nuestro caso: 

1 Bu aw 	1 Bu Bu 
P= 	-ths), (1=i(s457 -uá7). 

Además, como: J0.(T)=-J1(T): 
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jubc(x-x0)(y-yol 

fl(x-x01(y-yol 

aw 	
julk(x-x0)(Y-Y0) 

wIc(x0-x) 
41dx-x0)(Y-Y0) 

Sustituyendo todo en (A.1.25) resulta; 

Al 

ulx0,y01.41u(iii(y0),Y0)+Wx0,95(xo)itH i1 io[2fI(x-x0)(y-yj1l-2dX+951dy/+ 

A2 

A2 

De aquí se obtiene también la solución z(x,y) sustituyendo en (A.1.27). La 

llamada ecuación de los Telegrafistas: 

a2u 	2  a2  u 

a
- .1 a ps: - 2 	

au 
t 	- liu'o,  

se puede reducir a un caso particular de A.1.26. La transformación: 

x=s-t/al, y=s+t/al, 

pone (A.1.34) en su forma normal. Se obtiene: 

	

au au ax 8U ay 	1 	1 8U 

	

at Dx at ay at 	al ax 	Dy 

au 	azu 	a2u 4  a2u, 

	

at2  «12  8x2 	axaY ay2  

au au ax au ay_ 	au 
as igSí 	ay as ál 	ay 

a2u a2u a2u a2u 

as2  ax2 dxay ay, 

Sustituyendo en (A.1.34) resulta: 

a2u(31 au au /1 
uo, 

¿(xay - 20(1' ax - ay ) - 4 -  

pero ésta es precisamente (A.1.26) con: 

(A.1.35) 

(A.I.36) 
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fk 	.1117: x0)(Y YO) 

u((y0-y)dx-(x0-x)dyl. 
2,1 R 

jk(x-x0)(y-y0) 

(A.1.34) 



“0=13 1 / 1 ), 	 10=- Y1/ 4  

La transformación (A.1.27) será ahora: 

11 
U=u(x,y)exp(----(x-Y)): 2al 

(A.1.37) 

En virtud de (A.1.28) se debe poner: 

012 	71  

4,12 	4 

Queremos Imponer ahora a la ecuación (A.1.341 las condiciones Inciales: 

au 
U(s,0)=r(s), -

át
--(s,0)=g(s). (A.1.38) 

Donde f(s) y g(s) son funciones prescritas. En virtud de (A.1.35) a t=0 

corresponden las rectas y=x=s. El trozo de curva. 8 es, por consiguiente, un 

trozo de estas rectas (fig. 4); así que, -en (A.1.25) y en (A.1.33) debe 

ponerse 0(y)=y; 0(x)=x. 

De (A.1.37): 

U(s,0)=u(x,x)=f(x). 	 (A.I.39) 

Y: 

au 	1 au 1 au 1 	,R1 	, , au pu RI a..-. -í.i. 5iri  4.1i  -1,-, =.¿I-ioxpi,---(x-y)1 i ---á- 4-5-7 -jiu] 
¿.1 

au 	au 
--(s,0)'.. --I--(x

1 	 au 	11 
x)- ---(x x)- -- u(x,x))=g(x) 

at 	al ay ' 	ax ' 	al 

au 	l 	MI 
-ás,-(x,x) --

a 
 0,x1= wif(x) +alg(x). (A.1.40) 

A lo largo de la recta x=y es dx=dy y se tiene que Integrar (A.1.331 desde 

x=y0  hasta x=x0, sustituyendo (A.1.39) y (A.1.401 en (A.1.33) se obtiene: 
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Y 

Y x 

/, 
A2(Y 

A(x 

fig.4. 	 X 

X0 
1 	 „rol x(x0,y0)=Ilf(x0)+f(y0)1+I 

J 
 (i0(41(;x0 )(y-yo mii  f(x)+a l  g(x)) 

x=y0  

J1 lk(x-x0)(y-y0) 
+k—,---------------f(x)iy-yo)Idx, 	 (A.1.411 

j1dx-x0)(y-5,0) 

Representando ahora la variable de integración como ir en lugar de x, 

escribiendo x,y en lugar de xo, yo, e introduciendo de nuevo s y t con ayuda 

de (A.1.351 se obtiene de (A.1.41) y de (A.1.28) la solución: 

di 



.V1 1 
U(s.tb.5exp(--...;t1(f1 	tialb+f(slt;a 

sft./ai 

f 	 o  l 
r(J)+0.9+,(T)) 

Ilti(s-a)2-t2/a12) 

Hagamos P11=1/2, 	7.0„ k=1/16; sí hubiésemos cambiado el argumento de 

las Funciones de Hessel por t2/u12- (s-a)2  en vez de J0 y J1  aparecerían Io e 

emplearemos esto último por ser para nosotros más adecuado en lo sucesivo, 

de modo que tendremos finalmente: 

1 
-t)(f(x-t)+f(x+t) 

x+t 

+ 	rti ?(x-cr/ 2)1 r(0)+g(all + 

x-t 

1 	i1)jt2-(x-a12/21 

2 	
----- ----------- ida). 

j
t2_(x...c)2) 

(A.1.43) 

Supongamos los siguientes casos, en particular: 

1. f(x)=5(x). g(x)=0: 

11(1  t2-x2) 

U(x,t)=1  exP 
	- 
(- t/91(5(x+1)+5(x-1)4 10(1  f7717)+t 	2 	 	 111(x-t). 

	

2 	jt2..x2  

Si ahora denominamos: 

1 j 2 	9 
11(.2 t-lx-e)-) 

lidx,t,T)=1p(t-(x-e)) 	 t2177X-c12)+ t 

Jt2-(x-a)2  

podemos ese bír: 

(A. 1.44) 
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2k 	JI(2.11(((s-a)2-t2/a121 

al 
id,r1 

2 
(31  

4t11' 

71 
(A.1.42) 



U(x,t)=.5  exp(- 	/2)(3(xlt)+3(x-t)+0(x,t,0)/H(x-t) 	(A.1.45) 

II. f(x)=exp(-x2 )/f;, g(x)=0: 

H(x-t) U(x,t)._____exp(-t/2)(expl-(x-t)21+expI-(x+t)21 
2fn 

x+t 

+ f exp(-02)515(x,I,o)dT) 

x-t 

(A.1.46) 

III. f(x)=
2 11(1-1x1), g(x)=0: 

U(x,t)-11(x4 -t) exp(-t/2)(H(1-1x441)+H(1-1x-t1) 

x+t, 
11(1-ITI)0(x,t,T)do) 	 (A.1.47) 

x-t 
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APÉNDICE 2: SOLUCIÓN DEL SISTEMA DE ECUACIONES DINÁMICAS 

EN EL ESPACIO FASE (-w<Xcw). 

Para el desarrollo de este apéndice hemos seguido los procedimientos y 

tablas de Fuel V. Churchill en Operational Mathematics. Mc Grau Hill. 

Escribamos nuevamente el sistema de ecuaciones diferenciales simultáneas Pi y 

P2 que denominamos sistema de ecuaciones dinámicas con 7.1 y X= 1/2: vimos en 

la sección 1.3 que no existe pérdida alguna de Información con esto, a fin de 

cuentas esto será útil para simplificar los calcules. Entonces tenemos: 

api  OP1 	
„ 

717 -71-7 

.3P2 aP2 

71: 	7X-  = 	2(P1-P2).  
(A.2.1)  

Exigiremos adicionalmente que para valores Infinitos las Pi tiendan a cero. 

Pongamos como condiciones iniciales generales de nuestro sistema: 

P1(x,0).fl(x); P2(x,0)=f2(x). 	 (A.2.2) 

Para resolverlo, utilizaremos transformaciones integrales, como sigue: 

considerando que deseamos especificar condiciones Iniciales, el espacio de 

tiempo lo transformaremos mediante la transformación de Laplace. Considerando 

que la posición va a lo largo de todo el eje real, usaremos la transformación 

de Fourler. Asi t queda convertido en s y x en a, y tenemos primero, aplicando 

la transformación de Laplace: 

1 	1 

	

SP1L-fl(X)= 
"u

-  1 Pu. 	P2L 

	

1 p 	1 

	

sPzt-fz(x)' .1" dP1L 
	

2 'lL 	- 	Per. (A.2.3) 

Donde hemos utilizado la notación PIL(s,t).2(Pl(x,t)), para la transformada 

de Laplace. 

Transformando ahora el espacio de posición: 

sPn.r-fiF = -1WPILF 	?2P1LF 	12P2LF 
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PIL = (s+1/2) f 
exp( - 517;lx-g1) 

f,(1)d1 

2Fs7+s 

SPW-f2F = +1/4P2LF 	-5?11.F 	g'
, 
 '21.1"• 	 (A.2.4) 

Donde ff..fifY, es la notación empleada para la transformada de Fourler; en 

los casos de P1  y P2  no debemos olvidar que tenemos una Transformada de 

Laplace precedente. 

Factorimando la relación (A.2.4) adecuadamente: 

Ptuís 	4-  iwl+Parql=f,F 

Parl-,1¿- D-Pavia 

Podemos despejar PILA, Y P2LF como sigue: 

1 
- -1141=f2r . (A.2.5) 

(s+)/2)f1+f2/2-1wf1  
PUJ 	 (A.2.6) 

s24.s.l.wa 

(s+1/2)f2+1-1/2+1wf1  
PUF -• 	 (A.2.7) 

s2+s+w2 

De modo que, al tomar por grupos de dos factores la transformada inversa de 

Fourier: 

p1L.(5+1/2)9 	
1 	)+

-1(fl (s2+s)+w2 

+(1/219-11f2r  ---- 	
MI'. 1 	

1-9-1( 	..____} 
(s2+s)1;42 	(s2+s)+142  

Sabiendo que: 

1 	
exp(- f-JZZIxl) 	 dfl 

9-1( 	Y - 	 -- y que:9-1(1wf0.-ivz: 
(s2+s)+w2  

2f5:: 

Podemos aplicar el teorema de convolución entre los diversos productos de 

pares de transformadas de Fourier y tendremos: 

(A.2.8) 

(A.2.9) 

, r  exp(- 7.731x-g1) 	 exp( - 	;1;-;1; dri(/) 
fi 	 1-2(1)de f dg )d. (A.2.10) 

217;747 

91 



Podemos considerar todo bajo una sola Integral: 

exp(- J(s+1/2)2-1/41x-11) 1  
Pm= f ((s.11/2) 	 f,(1) 

1(s+1/2)2-1/4  

exp(- T(7.1.1/212-1/41x-/I) 1  
2  f

2
(1) 

exp(- frs+1/212-1/4Ix-11) 1  dfl(1) 
d. 2 	d¿ 	 }  

1(5+1/2)2-1/4 

f7;1/212-1/4 

(A.2.11) 

Si tomamos en cuenta la propiedad de traslación de la transformada de 

Laplace, tenemos un factor común en la transformada inversa igual a exp(-t/2), 

además: 

exp(-1517/11x-11) 	
1 

2-1( 	 )-10( 	it2-(x-1)2 	H( 

Ts 77171'  

(A.2.12) 

donde lo  es la función modificada de Bessel y H la función escalón de 

Heaviside. Como la cantidad: lx-11 < t, para que la función escalón unitario 

de Heaviside H sea igual a la unidad, es preciso que: 

-t<x-1<t, 	 (A.2.131 

o sea, en términos de la variable de integración: 

x+01>x-t. 	 (A.2.14) 

Este es el dominio donde no tenemos integrando nulo. Además como para todo 

par F(t)=2(f(s)) (ver el resultado de Spiegel en Laplace Transforms. Mc Graw 

Hill Schaum): 
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1-1(sf(s)14'(t)+F(0)3(t). 

Podemos escribir, en base a esto: 

s exp(- ls2-1/41x-/I) 

r1(li f Ilt2-(x-1)2  m(c-Ix-11) 
5171: 	2I

¡ 
It2-(x-1)2  

r 1,(9t2-(x-1)2)5(t-lx-g1). 	 (A.2.16) 

como t>0 el segundo sumando en (A.2.15) F(0)5(t) se anula. 

Aplicando (A.2.16), (A.2.12) a (A.2.11) y restringiendo los límites de 

(A.2.11) según (A,2.14): 

1 
Pi(x,t)Aexp(A 	

I 	2 I
)(f (x-t)+4 (x+t) 

2 	2 2  

x+t 
l( 

+ I (I0(1 t2-(x-1)2)(1f21/ df1) 1- 31 ) 

x-t 

tr i  (1) 	1  2 
[ 	t2-(x-g)2  1 

+  2 	 ) d1), 

l t2-(x..1)2 
(A.2.17) 

y por simple inspección de (A.2.7) es claro que: 

  

P2(x,t)jexp(- 	2 )(f (x-t1+
/
f(X

4.
t) 

2 	2 2  

x+t 
2( 

+ (10(9t2-(x-1)2 )(1f1(1)+
df 1)
71--) 

x-t 

 

    

1 
tf2(1)  11( 	lt2-(X-1)2  

7. 
+77-- 	---- 1 d/y. 

4t2-(x-1 ) 2  • 

(A.2.18) 
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de esto se deduce de inmediato que: 

P1 tx,t1+P2(x,t)=p(x.t)=5-exp(- .)(fI(x,t)+1-2(x.t)-1 

xtt 

11(x.t,Ilif2 (11+f1 (1)1+(df 2 (1)/d1-df l (1)/d1)10 ( 	ft2-(x-1)2 )(11), 

x-t 

con 1(x,t,l) definido como en el apéndice 1, (A.1.44), la cual es precisamente 

la solución (A.1.43) pero en el Espacio Fase, como tenía que ser, dado que las 

PI satisfacen la misma ecuación diferencial de los telegrafistas. 
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APÉNDICE 3: SOLUCIÓN DEL MODELO DE FICK EN -m<K‹. 

Consideremos para efectos de revisión y referencia la solución de la 

ecuación de difusión según el modelo macroscópico, que toma en cuenta la Ley 

de Fick y la ecuación de continuidad en la recta infinita. Los valores aqui 

obtenidos se compararán con la solución mesoscópica. 

Tenemos que resolver la ecuación: 

ax2 3t 

	

. 	 IA.3.1) 

sujeta a: p(x,t=0)=f(x) que debemos, claro, dar de antemano en respuesta a la 

pregunta ¿cómo vamos a colocar nuestras partículas antes de dejarlas difundir? 

y 3p(x,t.0)/8t=0 o sea, como cuando colocamos la distribución inicial en una 

"envoltura" impermeable al paso de partículas y es retirada repentinamente. El 

caso en que 8p(x,t=0)/dt * O corresponde a la situación en que la distribución 

inicial ya sufre un cambio de configuración al tiempo t.O. Resolveremos el 

problema por medio de transformaciones Integrales. 

Tomando la transformada de Laplace en t: denominándola pi_ = £(p(x,t)) 

pl(x,$): 

	

d2p
spt 	

y 

	

- f(x) .1) 	. 
dx2  

Ahora, tomando la Transformada de Fourier en x (porque x corre en el 

Intervalo -w < x < w, llamando Ptr3IPL(x,$)).Ptr(1.5). fF(a)=7{f(x)) que son 

respectivamente la doble transformada de p y la transformada de Fourier de la 

distribución inicial: 

	

sPtr 	fr(1)'-a2  D PU' 

es decir, al despejar la doble transformada: 

,  
PLF(ce.s1=' I -fria) 

524Det2  

Podemos reescribir, de manera conveniente y para facilitar la obtención de 

la inversa de Fourier en las tablas de Operatlonal MathematIcs de Ruel V. 

Churchill: 

,  

	

Pu' s 	 fr 
24s Da2+(ls)2  
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Aplicaremos el teorema de convolución de la transformada de Fourier tal y 

como se presenta en la última referencia mencionada para recuperar nuestra 

variable x: 

PL(x.$) = 	if(Oexp(-1731x-r,k1.-Jdt: 
2 4Es 

	

	 4D 
-w 

como se puede ver en la misma referencia: 

23_1(exp(-Elx-W511  _ 1 x 	(x- )2  
r e  (- Ti 	Int 

Nos queda finalmente: 

x  

Dt 
p(x,t) = 	

1 	
(4 

ff(1)exp( - 	)d. 
2 4Dnt 

-m 

(A.3.2) 
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APÉNDICE 4: SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DE LOS TELEGRAFISTAS 

EH LA RECTA SEMI-INFINITA CON CONDICIÓN DE FRONTERA FUNCIÓN NULA 

Y DERIVADA RESPECTO A LA POSICIÓN NULA. 

Consideremos la solución del siguiente problema: 

a2u a2u au 
+ 	para x a 0, 

ax2 at2 

sujeta a: (1) U(x,t.0).f(x); (l1) áll/át.g(x) en x?-0,t=0; (111) U(0,11=k(t),Las 

primeras condiciones son iniciales, validas en el rango de x positivas, la 

segunda es una condición de frontera. Nos será necesaria en futuras ocasiones 

para distinguir un problema en el cual tenemos que el. origen actúa como pared 

absorbente o reflejante. Por lo pronto la dejaremos en forma totalmente 

general: k(tl. 

Este problema sugiere el uso de una transformación de Fourier seno, puesto 

que podríamos pensar en una situación en la cual tuviésemos una distribución 

de "propiedad U" en xmO y otra (por supuesto sólo en nuestra imaginación, como 

artificio matemático) con distribución de "propiedad U" negativa en xmO, es 

decir: una distribución que tuviese la forma de una función impar. La solución 

se facilita enormemente por el uso de transformaciones integrales, y la de 

Fourier seno es la adecuada para este tipo de problemas. Este modo de pensar 

nos recuerda una forma de encontrar potenciales para distribuciones de carga 

en geometrías particularmente susceptibles de emplear "imágenes" de modo que 

las fronteras se convierten en equipotenciales. 

Aplicando la transformación, denotando por UF  la transformada 

Ur(a,t)=9,M(x,t)l: 

d2UF dUF  
_,2ur. + 	 + 

dt2 	dt 

las condiciones iniciales de este problema serán transformadas, por lo tanto, 

de acuerdo a: 

Ur(a,t=0)=fr, alVdt.gr  en a,t.0, 

resultado que usaremos a continuación. 
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el efecto: propiedad a medir - imagen 

propiedad 
a medir 

tiempo = t 

imagen: — propiedad 

este frente es el de 
avance de la imagen 

< 	al tiempo t 

Ahora, desde luego que para el tiempo se impone, como de costumbre aplicar 

la transformada de Laplace, denotando por UpL(a,$)=2(U(a,t)): 

-12Urt+akt=s2Urt- sff-gf+sULf-ff  

Factorlcemos ahora Uff..(cc,$): 

Urt(-a2-s2-s)=-Ikt-sfe-gF-f1. 

Como ya sabemos que a fin de cuentas la cantidad s2+s va dar lugar a la 

factorización s2+s.(s+1/2)2-1/4, escribamos de manera equivalente la última 

expresión: 

Um(a2+s2+s)=(s+1/2)ff+ff/2+k4a+gf  

Por lo tanto: 

(A.4.1) 
1, , 	1 	1 	1 	 a f 	 + 	

ge 0,2+,24.5 -' 	------- 	-F -2 4 	a2+5'4.5 Un= (S 	2 	,24.s2.1s  • 	a +s• s 

Requerimos ahora la transformada de Fourier Inversa, y recordando que la 

convolución en este caso nos obliga a incluir un factor de 2/a: 
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1 	1 2 r 	
1 ? 	

• 	1 2 a 

	

F 2 2 	4 ex FI- 	kL a2rs2+s 	2 a - a ts-ls 

Encontramos finalmente: 

	

UL.(s+5I) 	J f(C) 	exp(- .7.; w)dw di + 

O 

x+c, 

+ 1 	f(0 
J 

exp(- 	w)dw dC + 

o lx-0 

+ kt, exp(- s2+; w) + 

• x+C 

1 
+ 2  f g(C) f exp(- .j2; w)dw 

o lx-CI 

(A.4.2) 

Pero la integral: 

x+C 

exp(- s1+; w)dw = 7-127.=,( exp(-  f5+:(x+01-exp1- TíZlx+oi ) 

lx-cl 	
62+s 

es, desde luego, inmediata, de manera que escribiéndola en (A.4.2): 

L▪  
.Iff(1) f 	.(5+1/2)expi- .1771;(X+)) 	(S+1/2)0Xpt-  177;1X-C11 
' o' 2 

17i; 	 17,; 

_ f(cLexp(-f;77:(x+01 4151exp(-17,;lx-111+ 

4Z-2+; 	41.2. 

g( 2) 	1 
-- 1-  .7.===.Aexp1-1J;(x+C)1  + 	1 exp(-1541;lx-W1) dC 	

(A,4.3) 

s2+s 	 .s2+s 

También encontramos en tablas que: 

2_1(éxp1-___s2 1!4 11 = o(FJ)H(t-D); 

s2-1/4 
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.1_1(s exp[
r
-
--- 
Js2-1/4 BI y - 1 	t 	yTt2_132)H(t-R) + 
--- 

It2-132  4s2-I/4 

1,(577-2)5(t-B); 

riíexpl- s2-1/4 BI Y = 3(t-11) + -----2---,  11( 1.2-1/4)11(t-B); 

12-1/4 	- 

£-1 1,54-1111=fexp(-st)(5(t-B)dt.exp(-13s); 

0 

Y-1(a(s)b(s))4a(X)b(t-X)dX. 

0 

De modo que cada una de las inversas queda en una inversa global aparte de 

la Integral desde 0 hasta m, como sigue: 

f(2) 2_1( - 
1
_ (s

1
1/21ex

pI- 1(s+1/2)2-1/4(x+01)= 
4(s+1/2)2-1/4 

f(C) 
2 

exp(-t/2) {- 	t    11(1Jt2-(x+C)2)11(t-(x+C))- 
.1t2_(x+02 

1 
-1
°
( I.I1t2-(x+C)2  )3(t-(X+C))4 

f(C)2_1, 	(s+1/2---,exp(-  fis+1/2/2-1/41x-CID= 2 	
' 4(s+1/2)2-1/4 

f(C) 	 1t-- 
	

exp(-t/2) (+    1 (11t2-(x-C)2)H(t-Ix-C1) 
2 2 

It2-(x-C)2 

+10(9t2-(x-C)2 )45(t-lx-C1)); 

(f C) 
_(0)2_1( 	-1/2  
	 expI- 1(s+1/212-1/4(x+01)= 

J(S+1/2)2-1/4 
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1
4 ) 	11()I 	( 1/M-1 (141.2-(x.1)2 )11(1-(x+0)); 

--1/2----expl-  1(s+1/2)2-1/41x-I I 1= 
(s+1/212-1/4 

1111,i5)  + 111)exp(-t/2)(+10(Ift2-(x-5)2)11(1-1x-,W); 

Ahora bien, para invertir el término en kL, dado que: 

exp(-xf57:). exp(-xl(s+1/2)2-1/41 

Por el Teorema de traslación y las Identidades presentadas: 

£-I{exp(-xf7J))=exp(-t/2)15(t-x) + -71111( rt2-x7)11(t-x)) 
24t2-x2  

Por lo tanto nos queda, finalmente: 

£'1 11cLexp(-J5Z))4k(t-A)exp(-A/2)1,5(A-x)+ 21_II(F1711(A-x)}4. 

0 	 24A2-x2 

Para las Integrales en las que aparecen las 8 tenemos, en la Inversa 

general: 

ro 

-exp(-t/2)f1A 2 O 2 Z (14 2  (x+ 	)2)3(t-x-0«=-exp(- 2t) 

° 
m
p  

+exp(-t/?)f.1-V-10(112-(x-02)(5(t-lx-W(E= 

O 

1 
exp(-t/2)ff() 10(

2  
11t2-(x-C)2)15(-(t+x))+5(-(x-t))1d= 

0 

t f(-t-x) 	t f(x-t) 
exp(---

2 	2
) ------- + exp(-

2
) 	7-- 
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La solución final, la inversa de (A.4.1) es: 

U(x,t).:exp(-ta)f-f(t-x).1  (1+;d1f(x-tIltk(t-x)exp(-x/2)+ 

xidt-Alexp(-N/2) 	17_7(2)Hwodys.  

0 	2 X2-x2  

t-x 

f(0 1 	 1 I 2  
4exp(-t/2) f 	 t -(x+c )2  - 

2 I 	 
4 t2-(x+)2  

f(I) + g((! )1 (1  1t2  -(x+02  )1(10 

t+x 

	

+exp(-t/2) f 	t  	112-(x-02  + 

	

0 	1t2-(x-02  

4 
+ 15) 	°(1  1t2-(x-02 	 (A.4.4) 

Es Importante observa( el efecto de la condición de frontera k(t), vamos a 

tomar en general k(t)=0. 

Por otro lado, sl el problema se intenta resolver prescribiendo 

k(t)=0U/8x=0 en (x=0,t) y no U(x=0,t) como hicimos aquí, la transformación 

Integral adecuada hubiese sido la transformación coseno de Fourier. Tenemos, 

pues, que resolver: 

Tel(U)=0; x1:0, 8l1(0,t)/8x=2(t), U(x,0)=f(x), aU(x,0)/8t=g(x) (digamos). 

Denotemos por UL  la transformada de Laplace de U en el tiempo, como hemos 

hecho hasta ahora, es decir: UL=£(U(x,t))=UL(x,$). Llamemos ULF a la 

transformada de Fourier Coseno de UL, esto es: ULF(e,$)=9c1UL(x,$)). Entonces 

tendremos, sucesivamente: 

d2ul  

dx¿ sUL-f(x)+52UL-sf(x)-g(x) 

-12ULr-71.(°)=°Utr-fr+52Uir-sfr-gr 

Que puede factorizarse como antes, quedando ahora: 
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(s+1/2) 	 1 
2ff  

4 
o,•*(452-,$)"1 	a2,-1is2fs)2) 

— 
2 

,12• s2,s 	a2 t(f5fs)2 ) 

Daremos 	a 	cada 	sumando 	de 	Uts 	la 	notación 	siguiente: 

u=pmfp(11)44)(Ill)fp(Iv). Para p(1): 

Vc (2f1---- 	---).ff(w)lexp(-1 	 a s2+s(x+w)l+expjZix-wl}dw 

a241 s2*s)2) o 

ailadlendo, desde luego, el factor y dIvlsor 4s4s. Ya estamos famIllarlzados 

con el efecto del factor sil/2, que nos da al tomar la transformada Inversa de 

Laplace un factor exp(-t/2) y una derivada, de modo que la Inversa de p(1) es: 

r 
2exp(- 2)ff(w)dw113(2  it2-(x+w)2)filt-(x+01 

o 12-(x+w)2  

+10( 1177;02)ó(t-(x+14)) + 11(1  It2-(x-w)2) t  	Hlt-lx-wll 

21t2-(x-w)2  

fl° 2  
(1  It2-(x-w)2)(51t-lx-w1/1 

Para p111) y p(111): 

o 

exp(-t/2)1(1f(w)+1g(u)ldw(10(1 112-(x+14)2)11(t-(x+w)) 

O 

+10(1 T7-(x-w)2)11(t-lx-wi)1, 

y, finalmente, para p(1v): 

o 

f2(t-w)exp(- 5)10(1 T:77) 11(w-x)dw. 

Consideremos el caso de 0(1).0, de modo que la solución final es: 

1 
11(x,t).- 	(-4/2)(f(x-t)4(14,x),(f(t-x) 2exp 

44(11(211.2-(x+w)2) ¡¡_--
._t_...-111t-(x+w)1+ 

O 	 24t2~(x+u)2  
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f 	-w) U-K2). 	 1((t-lx-Wl)lf(N)+ 

2ft2-(x-w)2  

1 	
1 

1.(141 17,(1~ 1¿-(x+w)211((t-(x+)41)+ 

lt2-(x-w)2111(t-ix-wi)1ida. (A.4.5) 

Si asumimos que f(x)=A(x-1), g(x)=0 y h(t)=0, la solución (A.4.1) para el 

primer caso, función nula es (t>1., 0<xct-1): 

U(x,c)=
1 
 exp(- 2)15(1+x-11-5(t-x-1)+,5(x-i-1) 

..t2-(.+1)2)11(t-x-1) 
24t2-(x+1)2 

11 
10(17-(x+1)2)11(t-x-1)+ 	

t 	
I1(I  it2-(x-1)2 )H(t-x+11+ 

2ft;17X-112  

1012-(x-1)21N(t-x+1)1 	 (A.4.6) 

No exlste componente )5 porque 8(x-1-t)=6(t-se14) y 5(x+t-1) es nula para t>1 

en todos los valores de x>0, que son los que nos interesan, 

La solución con U(t)=0 en (4,1.5) para la derivada nula: 

1 
U(x,t1=2  exp(- 2 )(5(x-1-04.1(t-x+1) 

	 11(2  it2-(x+1)2)H(t-x-1) + 5  1012-(x+1)2111(t-X-1)+ 
1 	 1 

12-(x+112  

11 2 	 2 
(I filT7-112)H 	1  (t-x+11+ 	1

° 
 dt2-(x-1)2)11(t-x+1)) (A.4.7) 

pues .5(x+t+1), si x,t>0 no tiene efecto. 
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APÉNDICE 5: DEL MODELO MESOSCóPICO AL MODELO DE FICK. 

Advertencia: en este apéndice he tornado la notación de Zarauder, como en 

Partial Differentlal Equations of Applied Mathematies. Wiley, capitulo 1. El 

resultado que presento como apéndice 5 es un problema que Zarauder deja 

abierto para resolver en la sección correspondiente, por lo que la constante 

de amortiguamiento que yo uso como A, en el texto mencionado se emplea como 

2A. 

Consideremos la ecuación (3.1.1) con P=p.P1 +P2  

a2P 	aP _ 72 a2P 2 
ata 	át 	ax2 

(A.5.1) 

SI definimos la densidad de corriente como un producto de la forma: 

	

p.R(x,t)exp(-At), 	 (A.5.2) 

esto en base a la experiencia que hemos adquirido en la solución de esta 

ecuación diferencial por otros métodos, los términos de la ecuación 

diferencial serán ahora: 

ap aR 	
(-At), at - 	exp(-At)-A R exp  

exp(-At)-2A 
a2R 	aR - 	 JTexp(-At) + A2R exp(-At), 

ate are 

J2p 82R 

8x2 
	ax2  exp( At). 

Esto es, la ecuación finalmente se lee: 

02g 	 a2R - X2R-72 	= O. 
ata 	 ax2  

Sea ahora: 

z= 17:7t77 y: R=W(WE7), 	 (A.5.5) 

donde también hemos hecho uso de los resultados previamente obtenidos, nótese 

que no estamos considerando la posibilidad de que existan componentes f(x-tt) 

que son componentes de la solución de la ecuación de onda. 
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Se sigue que: 

aZ/DX.-X/z,  822/0y2=-7212/7.3. .92/O1=-/2t/Z. 02Z/R2.-1'2X2/23; 	(A.5.6) 

de manera que los términos de la ecuación diferencial (A.5.4) ahora llegan a 

ser: 

aH 	dW az 
51 = dz 51' 

02R _ d2W az 2  dW (32.2 

8x2 	az2 (51) 	a 

a211 =  d2W a7 2  dW 022 

ate 	az2 at 	dz at2 	
(A.5.7) 

Por lo tanto la ecuación diferencial parcial se convierte en una ecuación 

diferencial ordinaria que queda: 

d2W az 2 	az 2 dW a2z 2d22 2 

dzz((dt)- y ( 
	

at2 	
-X2 1-a W.O. 	 (A.5.8) 

Pero a partir de (A.5.7) y de (A.5.6) podemos simplificar aún más la 

presente ecuación diferencial puesto que: 

	

7412 	72x2
.  2 - 

72x2 	7412 	72 
+ 	- 

	

z2 	
7 

 z2 	 Z3 	Z3  

Así pues, el aspecto de la ecuación diferencial es mucho más simple: 

(A.5,9) 

Si hacemos ahora: 

d2W 	1 dW 	X2  

dz 2 az  d 	". 

W(z) =_!..w = Z-1/2w 
2 

(A.5.101 

(A.5.11) 

Que es un cambio típico de la ecuación de Bessel, la ecuación (A.5.10) nos 

da: 
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, 1 	X2  
w"+i— - —14)=0, 	 (A.3.12) 

4z2  72  

hagamos la siguiente aproximación para tiempos largos y valores pequeños de x, 

para los cuales es válida la aproximación del modelo mesoscáplco al de Fick., 

z=ly2t2-x2  = yt 1- --1-íí-2- 	. yt - 1(. 
x2  

Por otro lado, viendo (A.5,12), es claro que z crece sin limite si yt 

también crece, de modo que para un tiempo largo, (A.5.12) nos quedaría: 

escribiendo A = y2/D: 

A2 
W" - 	W O 

y. 
(A.5.141 

	

A2=y4/D2, es decir: w" - 	w a O 
D2  

una solución es: 

w(z) = ctexp( 7 z / D ). 	 (A.5.15) 

Volviendo a la notación original y empleando (A.5.13): 

ct  
= 	exp( 7z/D ), 	 (A.5.161 

4z 

o bien, en términos de R: 

C1 	 y2 
R = 

D 27t 
47t 

aquí vemos el porqué consideramos la solución exp(7z/D) y no la de argumento 

x2  
negativo, que nos hubiera generado un término del tipo exp(11(7t+1,71-)1 que 

obviamente crece sin limite si x crece sin limite, y finalmente, en términos 

de la densidad de corriente: 

ct  

2Dt 
47t 

(A.5.181 
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Ahora tomemos la solución de la ecuación de difusión flckeana: 

8211 	1 8u 
ax2 c2 

sujeta a: u(x,0)=1(xl, -0 < x < a, 	 (A-5.191 

tal solución (en general) es, de acuerdo al apéndice 3: 

tm 

	

u(x,t)=---, 	16(x)exp(-1-2.--idy= --7.,- exp(1.,21_ 1 	 (A.5.20) 

	

1 	 ..(x...,)2 	1 

2c4Itt 	 4c2t 	2cInt 	4c2t 
-o 

Este resultado tiene precisamente la forma (A.5i18) con c=1, D=2, y=1/2. 

1 c1=_. 

24-2 
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APÉNDICE 6: SOLUCION DEL MODELO DE EICK 

EN LA RECTA SEMI-INFINITA. 

Consideremos la variación de la densidad de partículas C(x,t) en una 

dimensión según la ley de Flck. entonces, para este ras() Se cumple la 

siguiente ecuación: 

ac 

l 87.12  
x:10, 	 (A.6.1) 

a 

Pongamos como condición inicial que Clx,0)=I(x) y como condición de 

frontera que C(O,t)=h(t), en general. 

Llamemos CL=Z(C) como la transformada de Laplace de la concentración: 

d2CL  
secf(x) 

dx2  

Llamando CLF a la transformada de Fourier seno de Cu 

-a2CLF-lahL.sCly-fr, 

es decir: 

CLF(a2+(TZ)2)=mk+fF  

a 	 fr 	20t  
111.+  

	

a4(4s)2 	a2+(.17)2 21' 

Tomando la inversa de Fourier: 

	

m 	x+w 

CL=hLexp(-xn+1 ff(w) I expi-zndzdw 

	

O 	lx-wl 

En esta última, la Integral Interior es inmediata: y tenemos: 

CL=IlLexp(-x1;)- 

- i  ff(w)exp(-(x+wil7)dw+-l- ff(w)exp(-lx-wITZ)dw 
21s 

0 	
217 0  

La transformada Inversa de Laplace nos da: 

C(x,t).ih(w-11 

o 

L 
exp(- 	)dw 

3 	
4w 

a 	 a 

1 	1 
-- 

p
f(w) 7,1  expI-

(x+ 
w)2  )dw 	ff(wl .2_, expI.-1- 	Idw 2. 	 4t. 	2 	 4t n 	 nt 

O  

Para el caso de una pared absorbente tendremos entonces que la densidad en 

el origen debe ser en todo momento nula, de modo que: 

109 



1 	
(y..tw)2 

C(x.1) 	f f(wldwl exp( - exp 	
4t 	

) I •  4t  2't o  

Esta suposición trae implicito el hecho de que en los modelos clásicos la 

velocidad de transmisión de partículas es Infinita: el medio completo se 

entera instantáneamente de que existe un proceso difusivo. En todo difusión 

mesoscopica esto no es correcto, las paredes absorbentes no tienen densidad de 

partículas nula. 

Por otro lado, supongamos ahora que la condición de frontera es que: 

aC/Ox=11(t) en x=0, de modo que la formulación del problema debe hacerse en 

base a transformada de Laplace en el tiempo y de Fourier coseno en la 

posición, por lo tanto, la solución será ahora: 

m 

-w12 	 +w 12  
(.2N,0,.,_

1
...... ,., ,P(w )dwtexp( ---

(x
--- ) + exp(-(x4t 
	1  ) 4t 

-2-4 7i-1.  o  

-p(w-t) 	exp( ?
z 

1dw (A.6.2) 

O 
71-w 1-.  

Para una pared reflejante tendremos que U(t)=0, esto es, no hay cambio en 

la densidad respecto a la posición en el origen, lo cual es condición 

necesaria para que todas las partículas que lleguen regresen, o "reboten". 

Por lo tanto, después de algunas operaciones simples llegamos a la 

conclusión de que para una distribución inicial dada por f(x)=S(x-1) se tiene: 

Pared absorbente en el origen: 

x2+I  
C(x,t)=-1- exp(- 	--) senh(2(-) 	 (A.6.3) 

71t 	2t 

Pared reflejante en el origen: 

1 	x2+1 
C(x,t1.„;  exp(- -11-1 cosh(-10. 

4nt 
(A.6.4) 
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APÉNDICE 7: DERIVADA DE P+(X,T) PARA LA RECTA 

SEMI-INFINITA CON PARED ABSORBENTE EL EN ORIGEN.. 

Denotemos ahora como: 

Do(x,t)= 10(9t2-(xm2) 
	

(A.7.1) 

las derivadas so calculan a continuación como: 

‘21_ . 2 	‘211/2_1, 2 	-1/2 

at' 	owd , 	 -lit -0014)-] 	(2t).—,
t2-(x+w)2

— t ---,  
4 .  

a 	 in 1 
51

(,t2_(>0.w)2)=1.1ta_(x,w)2) =_2/t2_(z+w)21-1/2(_2(x+w))..._:(x+w) 
ax  

t2- (x+w )2  

y también: 

I (11t2-(5002) OB 	 I 0 	 t 	
2 

7ir  
4t2-(x+w)2 2  It2-(x+w)2  

I (lít2-(x+w)2) 
Mo t

4 
 2  

4 
- 	D(t,x,w). at  

za2-(x+14)2 

donde hemos definido: 

I (it2-(x+02) 2 

	

D(x,t,w)-  , 	 

2 

Aqui hemos hecho uso de las siguientes identidades: 

dIzJi(z)1 

	

dz 
	 = zJo(z), 

Jo(z) 
podemos derivar por lo tanto: --z-- - zJo(z) 

d  Ji(z) 	1 	2J (z) 

	

(-----) - 	(z) - dz z 	z ° 

2 

(A.7.2) 
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elfo  
como: 

élX = 
D(x,t,14),tendremos: 

2 	11 	 1 	t 
w iD(K t wl1=-1 	 110( 2  t

2
—ix+w)2 )-20K.I.,14Wí r 	 

" 	 4t.2-(x+w12 	 412-(x+w)2  

00(x,t,w)-20(x,t,w) 
t. - tP(x,t,w), 

(t2-(xf+i)21 

 

donde definimos Pix.t,141 como 

   

00(x,t,w1-2D(x,t,w) 
Pfx,t,w1= 

1t2-(x+w)21 
(A.7.3) 

Podemos escribir, por lo tanto: 

   

aU(x,t,w)/at.t.P(x,t,w), OlUx.t,wilax.-(x+w)P(x,l,w): 

 

y en lo sucesivo denotaremos como W(x,t)=D(x,t,l) y D~(x,t).0(x.i,-1). 

p+(x,1)..9(x,t,11, P-(x,t).Pix,i,-11, A+=b(t-x-1), 3-.51t-x+11, 11+.11(t-x+1). 

ele. 

Una observación Importante: el problema de resolver el sistema apvat + 

0P1 /8x 	(-PI+P2)/2; ap2/8t - 8P2/0x.(PI-P2 )/2 con condiciones iniciales 

p1 (x,t=0).f1(g) y lyx,t.0i=f2(x), como ya hemos visto, significa que, como 

este sistema es válido para todo tiempo, lo es particularmente en t.0, de modo 

que el propio sistema se vería de la siguiente manera (para t=0): 

8171(x,t.0)/(it + dfl/dx 	(41(x)+f2(x))/2 y además 8P2(x,t.01/0t-df2(x1/dx 

(f1(x)-f2(x))/2. Estas relaciones son las que nos dan el valor inicial de la 

derivada de P1 y P2 con respecto al tiempo, que, en el caso de que 

fi(x).,42(x)4(x-i)/2 tendremos: 8P1(x,U=0)/8t. - dfi(x)/dx y: OP2(x,t=0)/elt 

+ df2(%)/dt. 

Adicionalmente, ya conocemos la solución del problema: 

Tel(Pi(x,t)).0: xkl) 

P1(0,t).0, fl(x)..P1(x,t.0).1.12711, aPI(x,t=0)/at.gtlx)=-- In17-1-1 	(A.7.4) 

la cual está dada por: 

P1(x,t).4  exp(-t/2)(-W4)1474+ 

+(x+1)Df114711+LD-H-74+ix-110-H-/8 
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441-B-0/2 - 11+13 +0/21. 	 (A.7.5) 

De modo que tendremos: 

api 	P1(x,t) 
at  - 

+1 exp(-t/2)1 -84 0/4-t2P+11474+(x+1)tPf lif /84.8-8-/4 4 

112P-H-74t(x-i)tirl-/8418-11-/8-tD /11 4781+Wfx,t); 

(con W(x,t)=- - 
1
44.8+84  + 1 
	1 	 1 	 1 

+ 0+1)Ists. + 1 (x-1)D-3-  + 213-ó- - j40,5+) 
2 

Por otro lado, tenemos también que: 

ax 

aPi 

= 4 
1 
--exp(-t/2) ((x+1)WW/4+Dir/8-(x+1)2P+11 478 

-t(x-1)P-H-74+D-H-/8-(x-1)2P-11-/8- 

-(x-1)D-H-/8+(x+1)&11478)-W(x,t1, 

o, más fácilmente: 

	

P2(x,t)=71 exp(-t/2)(A+81 	 (A.7,6) 

donde A y 8 son las expresiones entre llaves en negrilla. 
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APÉNDICE 8: UN RESULTADO DE LA MATEMÁTICA FINITA IMPORTANTE. 

Consideremos la siguiente transformada de Fourler que deseamos invertir, Y 

que surgió en el articulo 1.1, del problema de la página 4: 

GF(k,N).costrkexp(Rik)dk 

directamente la inversa es: 

G(x,N)=
1 
 f cos/kesp(-1kx)exp(filk)dk 

-n 
por definición de cosk en términos de exponenciales complejas: 

co"-[exp(1k)-exp(-11dIcr  _ 	exp(1ke)fltexp(-21k)1/ 

	

2/ 	 2 

Empleando el Teorema del Binomio en el segundo paréntesis: 

e 

[1.1exp(-21k))/= E (11exp(-21k1) 

1=0 

incorporando esto en la integral para la Inversa: 

	

G(x,N)=-1- f/-exp(11(e) 	[clexp(-21k1)exp(-1kx)exp(Plk)dk 
2n 2e 

-n 	 1=0 

es decir: 

	

G(x,N)-2e-
+1 	1 	FI 

 E [1S--expIik(-21-x+pfir)Idk 

	

Cr 	II 

1.0 -n 

la Integral es inmediata y nos da: 

limexp[in(-21-x+lho)l-exp(-in(-21-x9+e))-11m21senln(-21-x+Pte))  

	

in(-21-x+ft+e) 	 In(-21-x9+e) 

(21+x=p+e) 	 (21+x=p+e) 

=21(21+x,(3.101 

finalmente, eliminando 1: 

e 

G(x,N)=2-cr  E 7 I(21...04.,)=2-T-wl...)/2171(„1+.)/2r! 
1=0 

donde los argumentos de los factoriales sean estrictamente enteros positivos. 
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