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PROGRAMAClON LINEAL MIXTA- LOGICA

Maria Aux1110 Osorlo Lama

RESUMEN -f g

La programacién lineal mixta-ldgica es un enfoque general para formular y resolver
problemas de optimizacién que tienen ambos elementos, discretos y continuos y que
permite, naturalmente, diferentes estrategias de ramificacion, relajaciones y algoritmos de
procesamiento logico que o no pueden ajustarse o no son sugeridos desde el enfoque

ser vista como una extensmn de la programaclon lineal mxxta—entera en vez de como una
alternativa a ella.

Representa los elementos discretos por medio de férmulas logicas y los elementos
continuos por desigualdades lineales; por lo tanto tiene la opcion de prescindir de las
variables enteras a la hora de resolver el problema, y en vez de requerir.que una solucién
factible satisfaga un conjunto fijo de desigualdades, provee varias conjuntos alternativos
de desigualdades, donde el rol de los formulas l6gicas consiste en gobernar cudles
alternativas son aceptables. A su vez, todo problema expresado en forma ‘de programa
lineal mixto-lgico es equivalente a un, problema de programacién disyuntiva y su
conjunto factible es, por fo tanto una unién de muchos poliedrosfinitos en el espacio de
las variables continuas. |

Ya que es un enfoque general para resolver problemas mixtos continuos/discretos,
comprende un conjunto de herramientas 16gicas que pueden ser utilizadas de distinta
manera para distintos problemas, y su efectividad, depende de que tan cuidadosamente se
disefian las relajaciones, los cortes, los esquemas de ramificacién y las ecuaciones logicas
para resolver cada problema especifico. El objetivo aqui fué el de proveer un amplio
rango de opciones, y mostrar con ejemplos, como la mayoria de estas opciones son
superiores a los métodos tradicionales para una amplia variiiad de problemas. Las
aplicaciones incluyen problemas de sintesis de procesos en ingenierig, de localizacion de
almacenes, de calendarizacién de trabajos y el problema de la “fiesta progresiva”, un
problema de calendarizacion que origind un problema combinatorial tan complejo y
grande que no se ha podido resolver hasta la fecha con programacion lineal mixta-entera.

Entre las principales ventajas que la programaciéon mixta-ldgica ha mostrado en la
mayoria de las aplicaciones ejemplificadas, estan las siguientes: separacion de la regla de
ramificacion y la relajacion del problema, modelos lineales mds pequerios en los drboles
de solucion, procesamiento de las variables discretas mds rdapido y eficiente, soluciones|
factibles identificadas mds rdpidamente, relajaciones mds fuertes, un enfoque alternativo

para identificar cortes y un modelamiento mds natural.

tradicional. En particular; cuenta las estrategxas tradicionales entre sus opciones y debej. » o




MIXED LOGICAL / LINEAR
'~ PROGRAMMING

Maria Auxilio Osorio Lama =~

ABSTRACT

Mixed logical/linear programming (MLLP) is a general approach to formulate and solve
optimization problems that have both discrete and continuous elements. It allows
naturally for branching strategies, relaxations and logic processing algorithms that neither

o it comfortably into nor are suggested by MILP. In particular it counts the traditional|
" |strategies among its options and should therefore be seen as an extension of MILP rather
than an alternative to it.

It represents the discrete elements by logical formulas and only the cont:nuous element by
linear inequalities. It therefore has the option of dispensing with integer variables. Rather

- {than require that a feasible solution satisfy a fixed set of inequalities, MLLP provides

several alternative sets of inequalities. The role of the logical formulas is to govern
which alternatives are acceptable. Also, every MLLP is equivalent to a disjunctive
programming problem whose constraint is a disjunction of linear systems (i.e., the
solution must satisfy at least one of the systems). Its feasible set 1s therefore a union of
finitely many polyhedra.

Because MLLP is not only a general approach to continuous/discrete problem solving but
a framework within which several approaches can be used, its effectiveness depends on
how -

carefully one designs relaxations, cuts, and branchmg schemes to fit the problem at hand.
The intent here is to provide a broader range of options and to show by example that they
can be superior to the conventional ones. The examples include chemical engineering
network synthesis problems, warehouse location problems, ﬂow. shop scheduling
problems, and the "‘progressive party problem," which is a schedulmg problem that has
attracted a good deal of attention because its intractability with the traditional
methodology.

The main advantages that the MLLP's broader framework has made evident in most of the
examples used here, are the following: separation of branching and relaxation, smaller
linear programming problems in the search tree, faster and/or more effective processing
of discrete variables, feasible solutions identified sooner, stronger relaxations, an
alternative approach to identifying cuts, and a more natural modeling.

._/ -
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CAPITULO 1: INTRODUCCION

La programacion lineal mixta-l6gica es un enfoque general para formular y resolver
problemas de optimizacién que tienen ambos elementos, discretos y continuos. Aunque el
enfoque tradicional de programacién lineal mixta-entera es efectivo en muchos casos,
restringe innecesariamente el modelamiento y las opciones de solucidn disponible. En
cambio, la programacion lineal mixta-l6gica permite, naturalmente, diferentes estrategias
de ramificacion, relajaciones y algoritmos de procesamiento légico que o no pueden
ajustarse o no son sugeridos desde el enfoque tradicional. En particular, cuenta las
estrategias tradicionales entre sus opciones y debe ser vista como una extensién de la
programacion lineal mixta-entera en vez de como una alternativa a ella.

Los problemas mixtos con variables discretas y continuas se pueden concebir
tradicionalmente como problemas continuos en los cuales algunas de las variables estan
restringidas a ser enteras. La programacion lineal mixta-ldgica tiene un punto de vista
completamente diferente. En vez de ajustarse a los aspectos discretos de un problema
mixto-entero, mismos que en ocasiones tienen que ser artificialmente fijados, representa
los elementos discretos por medio de férmulas logicas y los elementos continuos por
desigualdades lineales. Por lo tanto tiene la opcién de prescindir de las variables enteras a
la hora de resolver el problema, y en vez de requerir que una solucién factible satisfaga
un conjunto fijo de desigualdades, provee varias conjuntos alternativos de desigualdades,
donde el rol de las férmulas ldgicas consite en gobemar cudles alternativas son
aceptables. A su vez, puede afirmarse que todo problema expresado en forma de
programa lineal mixto-légico es equivalente a un problema de programacién disyuntiva
cuyo conjunto de restricciones es un conjunto de disyunciones de sistemas lineales (i.e. la
solucion debe satisfacer al menos uno de los sistemas). Su conjunto factible es, por lo
tanto una unioén de muchos poliedros finitos en el espacio de las variables continuas.

El objetivo de esta disertacion es el de explorar la programacién lineal mixta-logica como
un enfoque general y practico para resolver problemas con ambos elementos: continuos y
discretos. A su vez se presentan los trabajos anteriores en el drea, en un esfuerzo por
exponer ordgddamente las ideas, unas antiguas y otras nuevas, asociadas con la
programaciOn lineal mixta-logica, en un esquema coherente donde puedan exponerse y
clarificarse las ventajas potenciales de este enfoque, a través de la presentacion de los
resultados computacionales obtenidos con dicho enfoque, en diferentes campos de
aplicacion,

Ya que la programacién lineal mixta-logica es un enfoque general para resolver
problemas mixtos continuos/discretos, comprende un conjunto de herramientas logicas
que pueden ser utilizadas de distinta manera para distintos problemas, y que, como en la
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programacion lineal mixta-entera, su efectividad, en ocasiones, depende de que tan
cuidadosamente se disefian las relajaciones, los cortes, los esquemas de ramificacion y las
ecuaciones ldgicas para resolver cada problema especifico. El intento aqui es el de
proveer un amplio rango de opciones, y mostrar con ejemplos, como la mayoria de estas
opciones son superiores a los métodos tradicionales para los problemas ejemplificados en
esta disertacion,

Las aplicaciones incluyen problemas de sintesis de procesos en ingenieria, problemas de
localizacion de almacenes, de calendarizacién de trabajos y el problema de la “fiesta
progresiva” que es un problema de calendarizacion que surgid a raiz de la organizacién de
una fiesta de yates el aflo pasado en Inglaterra, y que originé un problema combinatorial
tan complejo y grande que no se ha podido resolver hasta la fecha con programacion
lineal mixta entera.

Aunque la programacién disyuntiva puede considerarse como el antecedente tedrico mds
importante de la programacion lineal mixta-légica, y si bien sus problemas comparten las
mismas propiedades matematicas bésicas, ya que como se explicard ampliamente en el
capitulo 3, se puede mostrar que cualquier modelo de programacion lineal mixta-l6gica
puede expresarse como un modelo de programacién disyuntiva, la programacién lineal
mixta-ldgica incluye entre su metodologia diferentes métodos de inferencia simbdlica y
de generacion y expresién de planos de corte y de cortes 1dgicos que no se han utilizado
hasta ahora en la programacién disyuntiva, por lo que puede considerarse como una
herramienta, diferente y en ocasiones mucho mas poderosa. |

También cabe hacer mencidn de que mientras que los otros enfoques contemporineos que

- utilizan la légica como herramienta, como es el caso de la programacién “por

restricciones” y algunos otros enfoques que se sitian en el drea de la inteligencia artificial
utilizan modelos basados en los procedimientos y estdn implementados basicamente en
PROLOG, la programacién lineal mixta légica se mantiene como un enfoque de
programacién matemdtica, basada en modelos declarativos. Ademds, en algunos casos
donde la programacién lineal mixta-entera ha mostrado ser insuficiente para resolver
ciertos problemas con modelos muy complejos, la programacion lineal mixta-16gica,
gracias a la ayuda del procesamiento logico ha encontrado soluciones que sélo pudieron
ser encontradas por medio de los modelos basados en procedimientos que utiliza la
inteligencia artificial, como es el caso de “la fiesta progresiva” que se explora en esta
disertacion. |

A continuacidn se exponen las ventajas potenciales del amplio entorno de herramientas y
posibilidades que componen la programacién lineal mixta-logica y que serdn evidentes a
lo largo de esta disertacion, a través de los ejemplos escogidos para ilustrarlas.

o Separacién de la Regla de Ramificacién y la Relajacion del problema. En la
programacion lineal mixta-entera, las variables enteras sirven para fijar la regla de
ramificacion, designando alguna de las variables enteras que tienen un valor fraccional
en la solucién relajada, en el método de ramificacién y acotamiento y a su vez, sirven
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para relajar el problema, removiendo la restriccion de integralidad en las variables, Sin
embargo, existen otros esquemas de relajacion y de ramificacion. La programacion
lineal mixta-logica permite el uso de cualquier esquema de ramificacion, en
combinacion con cualquiera de relajacién, porque la relajacion no necesita involucrar
las variables discretas. La relajacion es creada, generalmente, agregando cortes a la
parte continua del modelo.

Modelos de programacion lineal mds pequefios. Algunos problemas combinatorios
estdn formulados con un gran niimero de variables enteras. La programacion lineal
mixta-entera fuerza a estas variables a estar incluidas en los problemas lineales
resueltos en cada nodo del 4rbol de ramificacién y acotamiento, mientras que el
esquema de programacion lineal mixta-légica incluye sélo las variables continuas en
los problemas lineales. Esta ventaja esta dramdticamente ilustrada en el problema de la
fiesta. En algunos casos, sin embargo, la ventaja de remover las variables enteras se
pierde por la necesidad de agregar cortes para tener una buena relajacién, como se vera
en los ejemplos de localizacién de almacenes.

Procesamiento de las variables discretas mds rdpido o mds eficiente. Las variables
légicas, pueden, frecuentemente, ser fijadas en cada nodo, mediante la aplicacion de
procedimientos de inferencia en las restricciones 1dgicas. En muchos casos, las mismas
variables deberian ser fijadas resolviendo la relajacién convencional continua. Pero en
estos casos, el procesamiento 1dgico es mucho mds rdpido, ya que puede ser realizado
por medio de un procedimiento de resolucién unitaria, lineal en tiempo. Esto es
ilustrado en el problema de la fiesta. En otros casos, el procesamiento l6gico es mds
poderoso que la programacion lineal, porque fija variables con valores de verdadero o
falso, mientras que recibe valores fraccionales en una relajacién continua, lo cual
puede ser ilustrado en los ejemplos de calendarizacion de trabajos y en el uso de
variables semicontinuas en los problemas de sintesis de procesos.

Las soluciones factibles se identifican mds pronto. La relajacion continua
convencional de una formulacién disyuntiva 0-1 puede tener soluciones fraccionales
ain cuando la disyuncién esté satisfecha. Esto significa que la programacidn lineal
mixta entera puede seguir generando ramas en el 4rbol de ramificacidén y acotamiento
aun cuando se haya encontrado una solucién factible. La programacion lineal mixta-
légica evita este defecto y puede, por lo tanto, producir un 4rbol de busqueda mas
pequeiio. Esto se ilustra en los problemas de calendarizacién de trabajos y en los casos
en donde los problemas de sintesis de procesos tienen variables semicontinuas.

Relajaciones mds fuertes. La programacion lineal mixta-légica puede proporcionar
relajaciones mds fuertes de tres maneras:

1. Algunas veces, los cortes viélidos para las restricciones disyuntivas pueden ser
mas fuertes que la relajacién continua de cualquier formulacion obvia 0-1,
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2. El procesamiento logico puede generar restricciones l0gicas (cortes logicos)
cuyas relajaciones lineales pueden ser agregadas al modelo lineal. A su vez, los
mismos cortes logicos pueden ser usados como planos en un algoritmo
convencional de ramificaciéon y acotamiento, pero el procesamiento légico
provee una forma sistematica de generarlos. Esto es ilustrado en los problemas
de localizacion de almacenes y de la fiesta progresiva.

e Un enfoque alternativo para identificar cortes. El punto de vista légico puede sugerir
cortes logicos que pueden derivarse fécilmente de un entendimiento intuitivo del
problema pero que no son facilmente revelados por el analisis poliédrico convencional.
También puede sugerir cortes logicos no-vélidos, los cuales no cambian el valor
Optimo pero son mds fuertes porque excluyen algunas soluciones factibles que no
tienen sentido. Los problemas de redes de proceso quimico pueden ilustrar ambos
puntos.

e Modelamiento mds natural. Las variables enteras, particularmente las variables 0-1
intentan expresar lo que originalmente fué concebido como restricciones légicas. En
dichos casos, el enfoque de la programacién lineal mixta-légica permite una
formulacién mas natural. En otros casos, los problemas pueden ser mejor expresados
con variables discretas multivaluadas, como por ejemplo, en problemas en los cuales
un valor de variable puede indicar la maquina a la cuél un trabajo es asignado o una
‘posicién de una operacion en una secuencia, Las restricciones en aquellas variables
que no pueden ser expresadas en forma de desigualdad pueden ser facilmente
formuladas con predicados que son mdas naturales para los algoritmos de
procesamiento 1dgico. Un predicado particularmente 1til es el predicado “todos-
diferentes”, el cudl requiere que un conjunto dado, todas las variables tengan valores.
diferentes. Las ventajas de las variables multivaluadas ha sido explotada en la
literatura de la programacion restringida, y los algoritmos desarrollados pueden ser
usados en la fase de procesamineto légico del entorno que constituye la programacion
lineal mixta-légica.

El habito de escribir modelos pensando en la conveniencia del paquete computacional
utilizado para resolverlo es comin en Investigaciéon de Operaciones y puede llevarnos a
olvidar que el principal objetivo del modelamiento en la ciencia es el explicativo. El
proceso de modelamiento deberia mejorar el entedimiento del problema y no supeditarse
a la necesidad de escribir formulaciones compatibles con los paquetes de computacion
utilizados para resolverlos, De otra manera, si el modelo no es totalmente ¢! adecuado
para la solucién de un problema, deberfa reformularse, ya sea por un procedimiento
automdtico o por un experto humano. En algunos casos, puede ser dificil relacionar la
solucién con la formulacion original. Con la programacion lineal mixta-logica se puede
uno situar a la mitad del camino, ya que permite que el modelamiento discreto-continuo
sea mds natural, eliminando la necesidad de variables enteras e introduciendo
restricciones 16gicas y variables multivalentes, pero el enfoque de la solucion esta todavia
relacionado con el problema original porque efectia las ramificaciones en las variables
proposicionales que aparecen en ¢l. El modelo, generalmente, requiere una preparacion



1.5

adicional antes de su solucion, pero la preparacion, generalmente involucra la adicion de
cortes y no la reformulacion del mismo.

Las ventajas mencionadas de utilizar el amplio entorno de la programacidn lineal mixta-
l6gica, pueden ser atenuadas por al menos las tres consideraciones siguientes:

o Las relajaciones pueden ser generadas explicitamente. Un modelo de programacion
lineal mixta-entera ya contiene las relajaciones lineales, pero el entorno de
programacion lineal mixta-légica nos obliga a hacer una seleccion consciente de la
relajacion, y algunas veces no es obvio como crear una relajacién que sea, al menos,
tan fuerte como la tradicional (sin reintroducir las variables enteras tradicionales).

o Las relajaciones pueden agrandar el modelo. Los cortes necesarios para construir
relajaciones utiles pueden hacer el conjunto de restricciones lineales més grande que el
modelo lineal mixto-entero, como en el caso de los problemas de localizacidn de
almacenes.

e Se requiere mds experiencia, y en ocasiones de la mano de un experto, Utilizar el
enfoque de programacion lineal mixta-logica, generalmente requiere de la mano de un
experto, dado el rango mds grande de opciones impuestas al usuario, haciendo, por lo
tanto mas reducido el circulo de personas que puede utlhzarlo, a diferencia del enfoque
tradicional de programacion mixta-entera,

Uno puede responder a los dos primero puntos como sigue: Aunque una relajacién no
tradicional puede ser dificil de indentificar en algunos casos o puede agrandar mucho el
problema en otros, existen otros casos en los que puede resolver problemas que en otros
casos serfan intratables. La clave consiste en ser capaz de identificar la relajacion
apropiada para un conjunto dado de restricciones. Se pueden distinguir los siguientes
casos que son mas rigurosamente caracterizados a lo largo de esta disertacion.

L. Las restricciones a ser relajadas pueden no tener una buena relajacion lineal, porque
el envolvente convexo del conjunto factible ocupa completa o casi completamente el
espacio de solucion. En estos casos, no deberfa usarse ninguna relajacion, como en el
caso de los problemas que se presentan en la calendarizacién de trabajos, y en el uso
de variables semicontinuas en la sintesis de procesos. La programacion lineal mixta-
l6gica permite esto, mientras que la programacién lineal mixta-entera nos fuerza a
utilizar variables enteras, lo cual introduce en el modelo una sobrecarga totalmente
inutil.

2. Se puede encontrar un buena relajacion, pero la programacion lineal mixta-entera es
débil o totalmente intitil. Puede ser posible reemplazar los cortes de la programacion
lineal mixta-entera con un numero razonable de cortes que produzcan una relajacion
mds fuerte. Dos de los métodos utilizados, descritos en esta disertacién, y que pueden
ser utiles son el de reforzar los cortes obtenidos de la programacion lineal mixta-entera
y el de la generacion de cortes de separacion dptima.
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3. La relajacion lineal mixta-entera es util. Puede ser ficil emular los efectos de la
relajacion lineal mixta-entera con pocos cortes. Si no, uno puede tener siempre la
opcion de agregar variables enteras para obtener la relajacion cldsica. Aln en este
caso, se puede desear relajar solo una parte del modelo de esta manera, y las variables
enteras no necesitan ser utilizadas con el propdsito de buscar variables de ramificacion
en el método de ramificacion y acotamiento, asi, se puede mantener la distincion entre
la relajacion del problema original y la regla de ramificacion,

La objecion final, en el sentido de que la programacidn lineal mixta-logica requiere la
mano de un experto, puede ser parcialmente superada por la automatizacion de todas las
opciones posibles ¢ instalando opciones redundantes. Algunos de los paquetes
computacionales de programacion lineal mixta-entera mds utilizados, suelen aplicar, por
ejemplo un niimero de cortes y secciones de preprocesamiento que pueden o no ser utiles
para un determinado problema.

Finalmente, sin embargo, una gran cantidad de problemas combinatorios, suelen requerir
de la mano de un experto para su solucién. El hecho es el de cudnta intervencion es
apropiada. Sin embrago, no parece razonable el restringirse a uno mismo a rutinas
automaticas en paquetes computacionales de proposito general cuando algunas simples
adiciones nos pueden ayudar a encontrar soluciones que de otra manera pueden estar
inalcanzables. En el otro extremo, es impréctico invertir en cada problema nuevo, los
afios de investigacion y esfuerzo que se le han dedicado el problema del viajero o al de la
calendarizacion de trabajos. Por lo tanto, la programacion lineal mixta-logica estd
disefiada para presentar un compromiso entre estos dos extremos. -

Después de esta breve discusion sobre programacion lineal mixta-ldgica, los siguientes
capitulos se estructuran de la siguiente manera. En el capitulo 2 se presenta una
descripcion detallada del antecedente tedrico mas importante de la programacion lineal
mixta-logica, la programacién disyuntiva, campo que permiti¢ el desarrollo posterior de
la programacion lineal mixta-logica; en el capitulo 3 se presentan los antecedentes mas
cercanos de la programacidn lineal mixta-logica, la formulacion general de sus modelos,
se resume el algoritmo basico utilizado y se presenta la descripcion matemdtica detallada
de las relajaciones y los planos de corte utilizados. En el capitulo 4 se presentan los
diferentes procedimientos utilizados para el procesamiento ldgico propuesto, incluida la
generacion de los cortes 16gicos. En el capitulo 5 se presentan los modelos utilizados en
cada una de las dreas de aplicacion estudiadas y; finalmente, en el capitulo 6 se presentan
los resultados computacionales obtenidos en cada una de las dreas estudiadas, asi como
las conclusiones que pudieron desprenderse de dicho estudio computacional. En el
apéndice se incluye una presentacion detallada de los ejemplos utilizados en este trabajo,
presentando tablas con los datos de cada problema, y con los resultados de la funcion
objetivo y de las principales variables continuas en las corridas realizadas; principalmente
con propositos diddcticos y/o para proporcionar la informacién necesaria para reproducir
estos resultados con otra metodologia o con alguna variante de la aqui utilizada.
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CAPITULO 2: ANTECEDENTE TEORICO:
La Programacion Disyuntiva

Hoy en dia, el campo de la Programacion Disyuntiva abarca la utilizacion de programas
lincales (o no lineales) con restricciones total o parcialmente expresadas en forma de
disyunciones que pudieran ser expresados en forma entera (o mixta-entera), pero que
pueden ser expresadas en forma mds natural utilizando esta formulacidn.

En el aspecto tedrico, la Programacién Disyuntiva, provee las caracterizaciones
estructurales que han ofrecido nuevas lineas de investigacion y desarrollo; y en el aspecto
practico, produce una variedad de planos de corte con propiedades deseables, y ofrece
varias formas de combinar planos de corte con el método de ramificacion y acotamiento,
asi como la posibilidad de trabajar con los modelos planteados en forma disyuntiva, lo
cual nos puede llevar a modelos lineales considerablemente mas pequefios en cada nodo
del drbol de busqueda.

Este capitulo, basado totalmente en los resultados obtenidos y publicados por Balas y
Jeroslow en los Gltimos 15 aiios, se organiza de la siguiente manera. En la seccion 1 se¢
presentan los diferentes antecedentes que dieron origen a la programacion disyuntiva, en
la seccion 2, se presentan los conceptos bdsicos y la terminologia utilizada para formular
los programas disyuntivos. La seccion 3 contiene la caracterizacién basica de la familia
de desigualdades vélidas para un programa disyuntivo, y discute algunas de las
implicaciones de este principio general para derivar planos de corte. En la seccion 4 se
presenta la extension del teorema de dualidad de la programacion lineal a la
programacion disyuntiva. En la seccién 5 se presentan las propiedades bdsicas de los
polares inversos y su utilizacion en la caracterizacion del envolvente convexo de un
conjunto disyuntivo, y se muestra como las facetas del envolvente convexo del conjunto
factible de un programa disyuntivo en »n variables, definido por una disyuncion con ¢
términos, puede ser obtenida para un programa lineal con g(n+1) restricciones.

Finalmente, en la seccidn 6 se aborda la importante cuestion, acerca de cudndo se puede
generar secuencialmente el envolvente convexo de un conjunto disyuntivo, imponiendo,
una por una, las disyunciones de la forma conjuntiva normal, y produciendo en cada paso,
el envolvente convexo del conjunto disyuntivo con una disyuncion elemental. Aunque la
respuesta a esta pregunta es negativa para el caso de un programa disyuntivo general o un
programa (mixto-) entero general, es afirmativa para una clase especial de programas
disyuntivos llamados faciales, que comprenden los programas (puros o mixtos) cero-uno,
el problema de complementariedad lineal, el programa cuadratico no convexo (restringido
linealmente), etc.
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1. Antecedentes

La linea de investigacion que dio como resultado el enfoque de la programacion
disyuntiva se origina en el trabajo sobre interseccion o cortes convexos de Young[40],
Balas[2], Glover[23], Owen[36] y otros ([13], [24], [42]). Este enfoque geométricamente
motivado puede ser descrito en términos de las intersecciones de los limites del cono que
se origina en el optimo x del programa lineal, con los limites de algin conjunto convexo
S, cuyo interior contiene x, pero ningin punto entero factible, y usando el hiperplano
definido por la interseccion de los puntos como un plano de corte.

En los afios 70s, la investigacion sobre intersecciones o cortes convexos se dio en dos
direcciones, principalmente. Una, tipificada en ([23],[18],[4]) y llevada a cabo por Balas,
Glover y Jeroslow fué dirigida a la obtencién de cortes mds fuertes, incluyendo dentro de
S, el espacio de restricciones, algunos puntos factibles enteros, implicita o explicitamente
enumerados. La otra también llevada a cabo por Balas [3] introdujo la utilizacién de la
polaridad y los polares exteriores (i.e., los polares de los conjuntos factibles, escalados de
tal manera que contengan todos los puntos factibles 0-1 en sus fronteras), y conceptos
relacionados con el analisis convexo, como las extensiones maximas convexas, funciones
de soporte ([5],[15],[19]). Ademas, de los planos de corte, esta segunda direccion también
produjo ([5], [6]) el método de la “restriccidn activada”. Esta investigacion produjo
algunos resultados relevantes y algunos planos de corte razonablemente fuertes, pero
estos procedimientos resultaron demasiado costosos, computacionalmente hablando, para
ser practicamente utiles. |

Posteriormente, Glover [25] descubrié que los cortes de interseccién derivados de un
poliedro convexo S pueden ser reforzados rotando las facetas de S en ciertas formas, un
procedimiento que €l llamo la “anexion poliédrica”. Este fué un paso importante hacia el
desarrollo de las técnicas que ayudaron a caracterizar esta corriente disyuntiva. Las
mismas conclusiones fueron alcanzadas independientemente, en un contexto diferente por
Balas [7]. El nuevo contexto introducido por él, fué el reconocimiento de que los cortes
de interseccion pueden ser vistos como derivados de una disyuncidn, lo cual origind la
consideracion de los programas disyuntivos en su generalidad [8], [9] y la caracterizacion
de todas las desigualdades validas para un programa (mixto-)entero. Por la misma razém,
ofrecio la nueva posibilidad de generar cortes, especialmente derivados de una estructura
dada. Ademas, ofrecid una perspectiva tedrica unificada sobre planos de corte y
enumeracidn, asi comouna forma préctica de combinar diferentes enfoques en la solucion
de un programa mixto-entero.

2. Definicion Formal

La programacion disyuntiva describe el conjunto de programas de optimizaciéon con
restricciones disyuntivas, programas lineales enteros y mixtos-¢nteros y otros problemas
de programacidn no-convexos, como el programa general cuadratico, ¢l problema lincal
de complementariedad, los programas separables no-lineales, etc., que pueden expresarse
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como programas disyuntivos, esto es, expresando total o parcialmente sus restricciones en
forma conjuntiva normal, En este contexto las restricciones de tipo disyuntivo, incluyen
conjuntos de desigualdades lincales que pueden llamarse “condiciones logicas™. Estas
condiciones logicas son declaraciones con desigualdades lineales, que involucran las
operaciones légicas “Y” (A, conjuncién -que algunas veces se¢ denota como
yuxtaposicion), “0” (v, disyuncién), y “complemento de ** (-, negacién). La operacién
“si ... entonces” (=5, implicacion) puede expresarse como una disyuncién. La negacion
de un conjunto conjuntivo de desigualdades es una disyuncién cuyos términos son las
mismas desigualdades. La operacion de conjuncién aplicada a desigualdades lineales
origina conjuntos poliédricos (convexos). Las disyunciones son asi, los elementos
cruciales de una condicién logica (los que hacen el conjunto de restricciones no-
convexo), y por eso se le llama a este tipo de problema, programa disyuntivo.

Un programa disyuntivo es entonces, un problema de la forma
min {cx | Ax 2 ag, x20,xel},

donde A es una matriz mxn, ag es un vector-m, y L es un conjunto de condiciones logicas.
Ya que este problema puede ser expresado de muchas formas, existen muchas formas
diferentes en las cuales un problema disyuntivo puede ser establecido. Dos de ellas son
fundamentales. | |

El conjunto de restricciones de un programa disyuntivo (y el problema en si mismo) se
dice que estd en forma normal disyuntiva si estd definido por una disyuncién cuyos
términos no contienen otras disyunciones; y se dice que esta en forma normal conjuntiva,
si estd definido por una conjuncién cuyos términos no contienen otras conjunciones. La
forma normal conjuntiva, es entonces

V (A" 2 d, x20) - - 2.1)
heQ A

mientras que la forma normal disyuntiva es

Ax2ay, x20,
V (dx2dp), jeS (2.2)
i€Q

o0, alternativamente,

| (A: :f g OJ 4 [,;’Ql(“‘"x 2 d,o):]/\...;\[ v(d'x2d, )] (2.2)

1e(),

Aqui, cada d' es un vector-n y cada djg es un escalar, mientras que los conjuntos Q' y O,
je8, pueden o no ser finitos. La coneccidn entre las dos formas es que cada término de la
disyuncion (2.1) tiene, ademdsde m + n desigualdades del sistema Ax 2 ap, x 2 0,
precisamente una desigualdad d'x 2 dy, ieQ, de cada disyuncion jeS§ de (2.2), y que todos
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los sistemas A"y > "y, x = 0 distintos con esta propiedad estin presentes cntre los
términos de la ecuacion (2.1); asi que, si O (y entonces cada (J;, j€S) es finita, entonces
to es [Q1=|/]esQ)|. donde [7representa el producto cartesiano. Ya que las operaciones A 'y
v son distributivas con respecto a la otra [i.e., si A, B, C son desigualdades, AA(BvC) =
ABVAC, y Av(BC) = (AvB) A(AVCQ)], cualquier condicion légica que involucre estas
operaciones puede ser expresada en cualquiera de las dos formas fundamentales, y cada
una de ellas puede ser obtenida de la otra.

Se puede itlustrar el significado de estas dos formas en el caso en que el programa

disyuntivo es un programa cero-uno en » variables. Entonces, la forma normal disyuntiva
(2.1)es

Vdvza, x20,x= -l‘h)
he

donde x, ..., Xg es ¢l conjunto de todos los puntos 0-1, y |Q] = 2"; mientras que la forma
normal conjuntiva es

szo, x 20, x=0)vx=1), j=1,...n

Una vez que las desigualdades que ocurren en las conjunciones y/o disyunciones de un
programa disyuntivo son dadas, las formas disyuntiva y conjuntiva normal son tnicas, Es
un hecho de crucial importancia préctica, sin embargo, que las desigualdades que
expresan las condiciones de un problema dado pueden ser escogidas en mds de una
forma. Por ejemplo, el conjunto de restricciones |

3X1+x2-2x3+x451,
¥ txytxstxssi,
=001, j=1,...,4,

cuando son puestas en forma normal disyuntiva, se convierten en una disyuncion con
2*=16 términos; pero el mismo conjunto de restricciones puede también ser expresado
como

Jxj+x-2x3+x4<1,
4
vV (x,-= 1 ,xj=0, _]?ﬁi)v (xj=0, Vj)s

i=l

lo cual nos lleva a una disyuncidn con sélo 5 términos.

3. El Principio Basico de la Programacion Disyuntiva

Una restriccion B se dice que es una consecuencia de, o implicada por, una restriccion A,
si cada x que satisface A, también satisface B. Estamos interesados en la familia de
desigualdades implicadas por ¢l conjunto de restricciones de un programa general
disyuntivo. Todos los planos de corte validos para el programa disyuntivo pertenecen, por
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supuesto a esta familia. Ademds, el conjunto de puntos que satisface todas las
desigualdades en la familia es precisamente el envolvente convexo del conjunto de
soluciones factibles del programa disyuntivo lineal. Una caracterizaciéon de esta familia
viene dada por ¢l siguiente teorema, el cual es una generalizacion féacil pero importante de
un resultado cldsico.

Sea xeR", aeR", a,eR, A"eR™*", g'e R™, heQ (no necesariamente finito) y sea a,”
la j-ésima columna de A", heQ,jeN={1, ..., n}.

Teorema 3.1 La desigualdad ax = o, es una consecuencia de la restriccion

V (A" 2d, x20) (3.1)
heQ

si y sélo si existe un conjunto de 0" R™, 8" > 0, he Q*, que satisface
oz 0"y o, < 6"a,” , VheQH, (3.2)

donde A* es el conjunto de aquellas heQ tal que el sistema A 2 a5, x 2 0 es
consistente., |

Prucba. Es una consecuencia de (3.1) si y s6lo si es una consecuencia de cada término
de (3.1). Este resultado es una consecuencia directa del Lemima de Farkas, donde se
establecen las condiciones para encontrar las consecuencias homogéneas de un sistema
homogénco. | |

Comentario 3.1 Si la desigualdad i-ésima heQ* de un sistema (3.1) es reemplazada por
una ecuacién, el i-ésimo componente de 6" se va a hacer irrestringido. Si se permite que
la variable x; en (3.1) sea irrestringida, la desiguadad j-ésima de cada sistema a>0"A",
heQ¥*, va a ser reemplazada por la ecuacion correspondiente en la parte “si” de la.
clausula.

Con estos cambios, el Teorema 3.1 permanece verdadero.

Una forma alternativa de expresar la ecuacion (3.2) es:

o 2 sup 9”aj" , JjeN,
heQ*

azir:f(;e”ao". | (33
heQ* )

Ya que Q < Q*, la parte “si” del Teorema permanece vélida si Q* se reemplaza por Q.

Ya que(3.3) define todas las desigualdadés validas para (3.1), cada plano de corte valido
para un problema disyuntivo puede ser obtenido de la ecuacién (3.3), escogiendo los
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multiplicadores 6", convenientes. Si pensamos que el sistema (3.1) est4 siendo expresado
en términos de las variables no bdsicas de una solucién basica 6ptima del programa lineal
asociado con el programa disyuntivo, entonces, una desigualdad vélida cv 2 o, corta la
solucion optima del programa lineal (correspondiente a x; = 0, jeN) si y sélo si a,>0;
entonces o, tendra que ser fijada en un valor positivo. Las desigualdades con o< 0
todavia pueden cortar partes del conjunto factible del programa lineal, pero no la solucidn
optima x=0.

El caso especxal cuando cada sistema A"y 2 &, heQ, consiste sélo de la desigualdad
a".x>a;,0 (donde d" es un vector, Y ane €S un escalar positivo) merece atencion especial. En

este caso, escogiendo los muitiplicadores 0" = 1/ay,, heQ, se obtiene la desigualdad

Zj(max a'lajo) x; 21 (3.4)

je

la cual, para Q finita, es la ecuacion del corte de Owen|[36]. También puede ser mirada
como una version ligeramente mejorada del corte de intersecién del conjunto convexo

S = {X|a’xsah0s heQ},

el cual tiene los mismos coeficientes de (3.4), excepto para aquellos (si alguno) jel tal
que a”; < 0, YheQ. Mis aun, el corte de interseccién de S tiene coeﬁmentes cero cuando
los coeficientes correspondnenteq de (3.4) son negativos.

- Siempre que todos los coeficientes de (3.4) son positivos (en términos de cortes de
interseccién, esto corresponde al caso en que S estd acotado), (3.4) es la desigualdad mds

fuerte implicada por la disyuncion Vheq(a"x < ayo); en la presencia de coeficientes
negativos; sin embargo, (3.4) puede, algunas veces, ser reforzado todavia.

Debido a la generalidad de la familia de desigualdades definida por (3.3), no solo los
cortes anteriores descritos en la literatura, pueden ser facilmente recuperados por una
seleccién apropiada de los multiplicadores 8" (ver [8]), sino que, también, poniéndolos en
la forma (3.3) se puede, por la misma razon, ver la forma en que dichos cortes pueden ser
reforzados, con una seleccién apropiada de los multiplicadores. A

Otra caracterfstica importante del principio expresado en ¢l Teorema 3.1 para generar
planos de corte, es el hecho de que al formular un problema (mixto-)entero como un
problema disyuntivo, uno puede sacar provecho de cualquier estructura particular que
tenga el problema. '

4. Dualidad en los Problemas Lineales Disyuntivos

El teorema de dualidad de la programacion lineal puede ser generalizado para los
problemas disyuntivos. Considere el problema disyuntivo:
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Zo = min cx,
sa VA2 x20) (P)
heQ

donde 4" es una matriz y b" un vector, VheQ. De acuerdo a Balas [11], se define el dual
del problema (P). como:
Wo = max w,
w-u"b" <0
sa Ay u'"d"<e (D)
heQ ;
w20

El conjunto de restricciones del problema (D), requiere que cada u", heQ satisfaga el
sistema correspondiente a cada miembro de la disyuncidn y que w satisfaga cada uno de
ellos.

Si:
“{AlA > b, x>0}, X4 ={x|4"x 2 0, x20}:
= {4 | u”A" ¢, u" 20}, U*, = {u" | wW'A" <0, 4" 2 0}.

Ademads, si dejamos que:
Q*={heQ|Xy#0}, Q**={heQ|U,=0}.

Se puede asumir lo siguiente

Condicién de Regularidad: | |
o Q*=0,Q\Q* 2 0)=> Q*\Q** 20

i.e. si (P) es factible y (D) es infactible, entonces, existe heQ tal que X = 0, U;,» #0

Teorema 4.1 Asuma que (P) y (D) satisfacen la condicién de regularidad. Entonces
exactamente una de las dos siguientes sltuaclones se satisface.,

(1) Ambos problemas son factibles; cada uno tiene una solucién dpﬁma Y Zp = wy. |
(2) Uno de los problemas es infactible; el otro o es infactible o no tiene un dptimo finito.

Prueba. (Al) Asuma que ambas, (P) y (D) son factibles. Si (P) tiene un 6ptimo no finito,
entonces, existe #€Q tal que X*, # 0 y x*eX*), tal que cx* < 0. Pero, entonces Uy # 0,
i.e., (D) es infactible, lo cual es una contradiccion.

Ahora supongamos que(P) tiene una solucion éptima, digamos x. Entonces la desigualdad
cx 2 2p es una consecuencia del conjunto de restricciones de (P), i.e., xe X, implica cx=z,
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VheQ. Pero entonces, para toda heQ¥*, existe u"e U, tal que W'b" 2 zp. Mds ain, ya quic
(D) es factible, para cada he Q \ Q* existe u*"eU*, , tal que b > 0, YheQ \ Q*. Pero
entonces, definiendo

W'y =1*"+ Lt heQ\ Q¥
para A suficientemente grande, 1"'(A)eU*;, 1"z 20, VheQ\ Q*.

Entonces, para toda , 1€Q, existen vectores o que satisfacen las restricciones de (D) para
w = zo. Para mostrar que este es el valor maximo de w, debemos notar que ya que x* es el
valor optimo para (P), existe 71€Q tal que

ex* = min {cx | xeXp}.
Pero entonces, por la dualidad de la programacion lineal,

ex* = max {u"d" | €Uy},
=max {w|w-u'"<0|u"eUy}

2max {w]|A (w- W' <0 | u"eUh)}
heQ

i.e. w <z, entonces, el valor maximo de x es wp = 2p.

(2) Asuma que al menos uno de los dos modelos (P) o (D) es infactible. Si (P) es
infactible, X, = 0, VheQ; entonces, para toda heQ, existe u*"e U*), tal que b > 0.

Si (D) es también infactible, estamos satisfaciendo el terorema, De otra manera, para cada
heQ, existe i'eU, Entonces, definiendo

W) = o+ A u*h_, heQ,

W'(\)eU,, heQ, para toda A > 0, y ya que «*'(A)b" > 0 > w puede ser hecha
arbitrariamente grande incrementando A; i.e., (D) no tiene un 6ptimo finito.

A la inversa, si (D) es infactible, entonces o (P) es infactible y el teorema se satisface, o
ademds, de la condicién de regularidad, Q* \ Q** # 0 y para heQ* \ Q** existe x°e X, y
x*eX*, tal que cx* <0, Pero entonces |

x(u) =x°+ e

es una solucion factible para (P) para cualquiera p > 0, y ya que ex* <0, puede ser
hecho arbitrariamente pequefio incrementando y; i.e. (P) no tiene un Optimo finito.

Este teorema asegura que la situacién 1 6 2 se satisface para (P) y (D) si la condicion de
regularidad se satisface. El siguiente corolario muestra que la condicién no solo es
suficiente sino que también es necesaria.
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Corolario 4.1 Si la condicidon de regularidad no se satisface, entonces, si (P) es factible y
(D) es infactible, (P) tiene un minimo {inito (i.e. existe “diferencia dual™).

Prueba. Dejemos que (P) sea factible, (D) infactible, y Q* \ Q** % 0, i.e., para cada
heQ*, deje que U, # 0. Entonces, para cada 1€ Q*, min{cx | xeX,}es finito, entonces (P)
tiene un minimo finito.

Comentario. Ll teorema permanece verdadero si algunas de las variables de (P) {de (D)]
no estan restringidas, y las restricciones correspondientes de (D) [de (P)] son igualdades.

Puede esperarse que la condicidn de regularidad se aplique en todas las situaciones,
menos en algunas especialmente peculiares. En la dualidad de la programacion lineal, el
caso cuando ambos problemas, el primal y el dual son infactibles, solo ocurre para
problemas cuyos coeficientes de la matriz A tienen la propiedad especial de que existe x #
0, u # 0, satisfaciendo el sistema homogéneo

Ax 20, x20;
uAd <0 uz0.

En este contexto, esta condicion de regularidad requiere que, si el problema primal es

factible y el dual s infactible, entonces, al menos una de las matrices A, cuyos conjuntos
asociados U, son infactibles, no tenga la propiedad especial mencionada.

5. El Envolvente Convexo de un Conjunto Disyuntivo

Habiendo descrito la familia de todas las desigualdades validas, el siguiente interés se
centrard en la identificacion de las desigualdades mas fuertes entre las tltimas, i.e., las
caras del envolvente convexo de los puntos factibles para un programa disyuntivo,

Si se denota el conjunto factible de un programa disyuntivo por

(A"x 2 af,')
v )
heg\ x 20

entonces, para un escalar o, dado, la familia de desigualdades ox = o, satisfecha por
todas las xeF, i.e., la familia de desigualdades validas para el programa disyuntivo, es
obviamente isomérfico a la familia de vectores o F”(m,,, donde

F=3xeR"

oo = {¥ € R"| yx 2 ato, VxeF},

en el sentido de que ox 2 o, es una desigualdad vélida si y sélo si aeF o).
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En vista de su relacidon con un conjunto ordinario polar, se puede llamar a F”((m) el inverse
polar de F. De hecho, el conjunto ordinario polar de F es

={ye R"|wx <1, VxeF},

y si se denota Fq, como el polar de F a escala a,, (ie., el conjunto obtenido
reemplazando | con o, en F), entonces Fﬂ(ao, =« F o)

El tamario (lo opuesto del signo) de o, no es de interés aqui. Por lo tanto se distinguird
solo entre los 3 casos 0, > 0 (0 0 =1), aty =0 y 0y <0 (0o = -1). (cuando el sigho de «,
no hace ninguna diferencia o es claro, dado el contexto, simplemente se escribird F").
Para a,< 0, como se menciond antes, F" o ©s (el negativo de) un cojunto polar ordinario,
cuyas propiedades estdn descritas en la literatura, El caso mds interesante para los
modelos disyuntivos, sin embargo, es cuando o, > 1, ya que es el nico caso cuando la
desigualdad ax 2 o, corta el punto x = 0, y esta es la razon por la que se necesita el
concepto de inversos polares,

Para un conjunto arbitrario S < R" se denotara como ¢l S, el espacio cerrado de S, como
cony X, el envolvente convexo, como cono de S, el envolvente cénico, como int S, el
conjunto interior de S y como Dim S, la dimensién de S. Para un conjunto poliédrico
ScR", se denotarda por verr S y dir S el conjunto de vértices (puntos extremos) y el .
conjunto de vectores de direcciones extremas de S, respectivamente.

Balas mostré [10] que mientras que algunas de las propiedades basicas de los conjuntos
polares se aplican a los polares inversos, como las siguientes, que se pueden derivar de la
definicién: - |

@  (8) =(/n)sh

(b) ScT=>SHOTH

() ESuDit=SHNTH

otras s6lo pueden ser recuperadas en una forma modificada, y serdn presentadas dentro de
los siguientes teoremas, enunciados por Balas en 1979[10].

Teorema 5.1 (i) Si 0,<0, entonces ,y S*20
0 & int ¢l conv S < S estd acotado
(i) Si 0y > 0, entonces
0 e clconv S < S =0 S estd acotado

Prucba. (i) Se sigue de la propleddd correspondiente del polar ordinario S° de S y del
hecho de que §* oy = - S°ap '

(i) Para, o> 0, si 8" = 0 existe y € R" tal que xy 2 0, Vxecl conv 8. Pero 0.y < o, , por
lo tanto O¢el conv S. Asi, si Occl conv S, entonces S” = 0; y por lo tanto S” estd
acotado. Contrariamente, si O¢cl conv S, existe un hiperplano ax = o, que separa 0 de
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cl conv S, i.e. de tal manera que, (e > 0y) ax > a,, \'/,xezcl conv S; lo cual implica
u o
aeS', i.e.8"# 0. También implica AaeS”, VA > 1, i.c., S" no estd acotado

Desde este punto de vista, se puede restringir la atencion a los conjuntos cuya envoltura
convexa es poliédrica. Para el conjunto disyuntivo F, esta condicion se satisface si Q es
finito. La mayoria de los resultados se pueden aplicar a los casos generales, pero las
pruebas se pueden simplificar con las suposiciones anteriores.

Teorema 5.2 Si ¢l conv S es poliédrico, también lo es S".

Prueba. Deje que uy, ..., u, y vy, ..., v, sean los vértices y los vectores de direcciones
extremas, respectivamente, de ¢l conv S. Entonces, para cada yeS, existen escalares A; >

0,i=1,...p,;20,j=1,...,¢9,con X="A =1, tal que
P g

= X uh; +Zvjp,,

i=1

de lo cual puede obtenerse que para una x arbitraria, xy = o, VyeS, siy solo si xu; 2 U,
i=1,..,py,J=1,...,q. Asi

S*={xe R"|xu;2 00, i=1,.c,p A xv;20,/=1,...,q},
i.e., S es poliédrico.

El siguiente resultado describe la propiedad mvolutoua crucial de los conjuntos polares e -
inversos polares.

‘Teorema 5.3 Asuma que S" # 0. Entonces

cl conv § + ¢l cono S, ! 0> 0

S¥ = cl cono S, st =0
cl conv (SU {0)), s1 0o < 0

Prueba. S"={xeR" | xy 2 oo, VyeS")
(
xy2a, VyeS
={xeR"uy2ea, i=l.,p
L v,y20 j=1..,49
pero xy 2 o, es una consecuencia del sistema uy 2 oo, i =1, ..., pY VY200, i=1, ..., ¢
(consistente, ya que S" 0 ), si y s6lo si existe un conjunio de 6,2 0,i=1, ..., p, m 0,i
=1,...,4q,tal que | P q

| = 2 0iu + Z G/ Vi (2.1)

i=1
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con P

29,'(102(10,
i=1

Ya que S” es poliédrico, también S* lo es, asi que S* es el conjunto cerrado de puntos
xeR"delaforma(5.1)con9,20,i=1,...,p,0;20,i=1, ..., q, y los tres conjuntos que
son equivalentes

, |2L si >0
6320, si a,=0
sl sioa, <0

Pero éstas son precisamente las expresiones para los tres conjuntos que segtn el teorema
son iguales a S™ en los casos respectivos.

Corolario 5.3.1 cl conv S = 5", n Sm’(.l).

Prueba. Se sigue inmediatamente de la prueba del Teorema 5.3, donde xeS™;)nS™ .,
corresponde a 27;- 10, = 1.0

Ejemplo 5.1 Considere el siguiente conjunto disyuntivo

' - X, =Xy 2 2]
Felrer| M3 :
x,20
| xp2lvx, 21

ilustrado en la Fig, 2.1 (a). Sus polares inversos para a,, = 1 y oty = -1 son los conjuntos

B 2y, 21]
| 2y, 21 y 21
= < =
ki =1y€R ) 21 {y eR ), > 1}
L y?.?'lJ.
; \
| 2y, 2 -1 2y, = -1
o= 2 - L: 2
AFzﬂn 1V ER ), 2 =1 {yGR 2y, 2_1}
| Yy 2-1 ]

mostrados en la Fig. 2,1 (b) y ().
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. : fil : :
Finalmente, los conjuntos F* correspondientes a o, = 1 y oty = =1 (mostrados en la Fig,
2.2 (a) y (b)) son:

) ( )
X, +x, 21 —-N =X, 22
- 2 §
Fy o= 1.\' eR°| x 20 (s FY ={x e R’ 20
b3 .
X;20 | A
Fly e

i

0,1 BT

0.0 (L0 (20) (0,0) N (D U)
(-1/2,- 1!2)
(a) (b) (c)
Fig. 2.1
y su interseccién que se muestra en la Fig, 2.1(c) es
f —-X, =X, 2 =)
| X, +x, 21

F'AF"™ =¢l conv F={xeR} ' >

(n (-1 Xy >0

| x, 20

Q2 |
IO — 00 GO @ wy @
(3 (b) ©
Fig. 2.2

Teorema 5.4 S = g¥

Prueba. Si a, < 0, el Teorema se sigue de la propiedad correspondiente de los polares
ordinarios. Si 0, >0y Occl conv S, entonces 8" =0, S =R" y S##ﬂHO—S” Finalmente,
si o, >0 yOgcl conv S, entonces

gt = (¢l conv S + ¢l cono S)” (del Teorema 2.3)

={y e R"|xy =a,, Vxe(cl conv S + ¢l cono S)}
= {y e R"|xy 200, VxeS} =§'
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Estos resultados pueden ser usados para caracterizar las facetas de ¢l conv S,

Se tiene que una desigualdad del tipo mx 2 71, define una faceta de un conjunto poliédrico
convexo C si mx 2 1y, VxeC, y v = 1, para exactamente o puntos x independientes de C,
donde d = dim C. La faceta de C definida por mx 2 m, es entonces {xeC | mx = 7, };
aunque por brevedad, se puede considerar nx = 1, en si mismo una faceta. Se procederd

. ) . e #it
en dos pasos, el primero de los cuales sirve para definir las facetas de S™.

~ . - f . ’ .
Teorema 5.5 Seadim S =n, y o, # 0. Encontes ax = ¢, es una faceta de SH g y s6lo si «
# 0 es un vértice de S*.

Prucba. Del Teorema 5.4, o € R" es un vértice de S” si y sdlo si

S* [ R w o, Yuevert S
a e = c |
P wao, wvear s

13 . . ] ‘ ’ ’
y o satisface con igualdad un subconjunto de rango » del sistema que define S ', mas aln,
o, # 0 si y s6lo si este subconjunto de desigualdades no es homogeéneo (i.e., al menos un
coeficiente del lado derecho es o, # 0).

De otra manera, ax 2 o, €s una faceta de s" si y s0lo si (i) ax 2 o, Vxe S’”’, ie oe S”; y
(ii) ox = o, para exactamente » puntos independientes de S™. Pero (ii) se ajusta si y s6lo
si o = o, para r vértices v de s ”, y av = 0 para s vectores de direccion extrema v de g
conr =1 (yaquea#0)yr+s2n,tal que el sistema de estas ecuaciones es de rango #.

Asi, los dos conjuntos de condiciones (para que o, sea una faceta de s'y para que . sea
un vértice de ") son idénticos. |

‘Por argumentos similares a esta prueba, se puede mostrar que o 2> 0 es una faceta de st
si y s6lo si a es un vector de direccidn extrema de S* De diferente manera, para o, # 0, la
desigualdad homogénea es una faceta de $"yy si y sélo si es también una faceta de s* 1)
[de $* )], debido al hecho de que cada vector de direccion extrema de S" 1y es también un
vector de direccion extrema de Sy, [de S’ )], y vice-versa. |

Teorema 5.6 Sea dim S = n, y o, # 0: Entonces o 2 o, es una faceta de ¢l con S si y
sélo si es una faceta de S##(uo).

Prueba. (i) Si o, > 0, el semiespacio o > o, contiene ¢l conv S si y solo si contiene cl
con S + ¢l cono S. St o, <0, el semiespacio ax = o, contiene ¢l conv S si 'y
solo si contiene ¢l con (S L {0}). Del Teorema 5.3, en ambos casos o 2 «, €s
un semiespacio de soporte para el conv S si y solo si es un semiespacio de
soporte para S* o).
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(ii) A continuacion se mostrard que
A
IxeceonvS|ov=q,} ={xe S q|ov=a,}

Larelacion ¢ se sigue de que ¢l conv S ¢ S* oy (Teorema 3.3). Para mostrar ¢l inverso,
asuma que es falso y deje que x & ™) \ ¢l cony S satisfaga ax = . Del Teorema 5.3,
x=huparaalguna v e cleonv S,y A>1 siw,>0,0 <X <1 sia,<0. En cada caso,
ox = o, implica an = (1/A) ox < a, para alguna v e clconv S ¢ S”(un), contrario a la
suposicionde que ax = . Vx € S""“(ao).

Por un argumento similar a esta puu.ba, se puede mostrar que si cv 2 0 es una faceta de ¢l
conv S, entonces es una faceta de §™ (o) Para ambas o, = 1 y o, = - El contrario;sin
embargo, no es verdad, i.e., oov 2 0 puede ser una faceta de ambas S™ay y 8™ sin ser
una faceta de $*, N Sy,

Ahora, estamos listos para caracterizar las facetas del envolvente convexo del conjunto
disyuntivo

Alx aa,ﬂ']

F=sxek" v(
e\ x 20

donde se asume que Q es finito, y F es completamente dimensional.

Teorema J ox 2 o, con o # 0, es una f’lceta de ¢l conv F si y sélo si o # 0 es un,
vemcc del poliedro

| y20"4", heQ*
Fro =iy eR"|para alguna ¢"20, heQ*

que satisface  @'a; =

donde Q* es el conjunto de #eQ aquellas para las cuales el sistema A 2d, x20es
consistente.

Prucba, Del Teorema 5.3, el conjunto F”(dc,, ={ye€ R" | xy = oo, VxeF}, es de la forma -
expresada arriba. El resto es una aplicacion dirccta de los Teoremas 5.5y 5.6.

Similar al caso a, = 0, de estos comentarios se sigue que si ox 2 0 es una faceta de ¢l
“conv F, entonces a # 0 es un vector de direccion extrema de F#(ao, para toda o, Lo
contrario no es cierto, pero si o # 0 es un vector de direccién extrema de F”(m,, para
alguna o, (entonces para toda ao) cntonccs ox =0 oes una faceta de cl conv F 0 esla

interseccion de las dos facetas a'x = (xo y o’x 2 aoz cona!+ot=a y ao = . 00 =0,
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Ya que las facetas de ¢l conv | son vértices (en el caso nohomogéneo) o vectores de
direccion extrema (en el caso homogéneo) del poliedro convexo I, dichas facetas pueden
ser encontradas maximizando o minimizando algunas funciones lineales en F* | cscogidas
apropiadamente, i.c., resolviendo un programa lineal de la forma

min gy,

P[*(g-.-au)
y-0"A" 20,
, 3
0ag" 2 o, heQ*,
h
0" >0,
0 su dual
max 2 oo &
- () *
heQ Py*(g.a)
Z gh — g
heQQ* |
he h hoeh < heQ*
o Go -A S <0, Q%

&uh 2 0’ éh 2 0,

Del Tcorema 5.2, si o, < 0 entonces F#(ao, # 0, e, Pi*(g,0,) es siempre factible;
mientras que o, > 0, entonces P1*(g,0,) es factible si y sélo si 0 ¢ ¢l conv F. Esta altima
condicion expresa el hecho obvio de que una desigualdad que corte el punto de origen
puede sdlo ser derivada de una disyuncién que por si misma corte el origen.

Dos problemas aparecen en coneccién con el uso de este programa lineal mencionado
para generar facetas de ¢l conv F. El primero es que algunas veces, sélo Q es conocido,
pero Q* no lo es. Se puede tener cuidado de esto, trabajando con Q en vez de Q*. Si se
deja que Piu(g,0,) denote el problema obtenido cuando se reemplaza Q* con Q en
Pi*(g,00), £ = 1,2. Fué mostrado en [10] que si Pa(g,0), tiene una solucion dptima & tal
que |

(E"=0,8" = 0)= heQ¥,

entonces cada solucion optima de P(g,o,) es una solucion optima de Py*(g,0t,). Asi, uno
puede empezar resolviendo Py(g,c). Si la condiciéon mencionada arriba es violada por
alguna heQ \ Q*, entonces » puede ser removida de Q y Pa(g,0,) resuelta para Q
redefinida de esta forma. Cuando sea necesario, este procedimiento puede ser repetido.

El segundo problema es que, ya que las facetas de cl conv F de interés primario son las no
homogéneas (en particular aquellas con o, > 0, ya que son las que pueden cortar el
origen), seria deseable identificar la clase de vectores g para los cuales P*(g,c,) tiene un
minimo finito. Balas demostrd en 1974 [10], que P\*(g,0,) tiene un minimo finito si y
solo st Ag & ¢l conv [ para alguna A > 0; y que, g deberia satisfacer esta condicion, solo
si o = y* para cada solucion dptima (y*,0#) de P *(g,0,).
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Como resultado de estas caracterizaciones las facetas del envolvente convexo del
conjunto factible I pueden ser calculadas resolviendo el programa lineal Pi(g.ot,) 0 su
dual. Si la disyuncion que define ¥ tiene muchos términos, como en el caso en ¢l que I
viene de la formulacion de programacion disyuntiva de un problema 0-1 con un numero
grande de condiciones 0-1, Py(g,a,) es demasiado grande para que valga la pena
resolverlo. Si, sin embargo, F se hace corresponder a una relajacion del programa original
cero-uno, involucrando condiciones cero-uno sélo para una cuantas variables bien
escogidas, entonces P)(g.a,) 0 su dual puede ser resuelto de una manera practica y provee
los cortes mas fuertes posibles que pueden ser obtenidos de esas condiciones particulares
cero-uno.

De otra forma, ya que el conjunto de restricciones de Py(g,a,) consiste de |Q)|
subsistemas mas 0 menos pobremente conectados, uno esté tentado a tratar de aproximar
una solucién optima de Pa(g,u,) -y por lo tanto de Py(g,a0)- resolviendo los subsistemas -
independientemente. Las primeras experiencias computacionales indican que estas
aproximaciones son bastante buenas.

A continuacion se presenta un ¢jemplo numérico del calculo de una faceta del envolvente
convexo de un conjunto factible F. i

Ejemplo 5.2 Encuentre todas las facetas de ¢l conv F que corten el origen (i.e., todas las
facetas de la forma ax 2 1), donde Fe R? es el conjunto disyuntivo

I'= F} v Fg V F3 Vv F4,

con Fi={x] -x;+2x26, 0<x1£1,x 20},
| Fo={x|4x;+2x211, 1sx<25,x20},
Fi={x| -x;+x22-2, 25<x1<4,x,20},
A Fa={x| x1+tx=26, 4<x1£6,x 20},
(ver Fig, 2.3)

s 5)3;2 GERSUEIY
(0,3) y\f’ 16 ,+ 716 %, 2 |

(0D 4
~~\ ; H’
©0,05) Mo\
0.0 (LOESH @G0 (6.0)
Fig. 2.3

Después de remover algunas restricciones redundantes, F puede ser reescrito como el
conjunto de aquellas ‘{eR” que satisfacen

4x, +2x, 211

- X, + 22X, }26}\/
k20 260y L

Y% {x, +X, 2 6}
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y el problema (g, 1) correspondiente es

min gy +gm

Vi - Oll 2 0
B%) —20l| 2 0
i 404+ 0% 20
2 -204 - 0% 20
Vi -0 20
Va - 03| 2 1
60" > |
110% -20% =1
6(‘)3| > 1

0'1,0%,0%,0° 2 0.
Resolviendo este programa lineal pra g = (1,1), se tienen los siguientes puntus Optimos
(y: 0) = (1/3,1/3; 1/6,1/9,1/9,1/6), (v ; 0)=(1/3,1/3; 1/6,1/9,1/9,1/3),
los cuales tienen ¢l mismo componente-y: (1/3,1/3). Estos puntos son optimos (y la y
asociada ¢s Unica) para toda g > 0 tal que gy < 5 g2, Para gy = 5 gy, en adicién a los puntos
de arriba; los cuales todavia son Optimos, los puntos

(y; 0) = (1/6,7/6; 1/6,2/9,13/18,1/6), (v ; 0)=(1/6,7/6; 7/12,2/9,13/18,1/6),

que nucvamente tienen el mismo componente-y y = (1/6,7/6), también se convierten en
dptimos; y son las tinicas soluciones dptimas para toda g > 0 tal que g1 > 5 2.

Asi, se ha encontrado que el envolvente convexo de I' tiene dos facetas qu{e cortan el
.,}

origen y aue corresponden a los.dos vértices = (13,3 2 2 100X ).

1B x;+13x221,
1/6 x) + 716 x2 2 1,

6. Programas Disyuntivos Faciales

En esta seccion se presenta el siguiente problema explorado por Balas en 1974 [10]: Dado
un problema disyuntivo en la forma normal conjuntiva (2.2), jes posible generar el
envolvente convexo de los puntos factibles, imponiendo las disyunciones j€S una por
una, en cada paso y calculando el envolvente convexo “parcial”, ie., el envolvente
convexo del conjunto definido por las desigualdades generadas antes, mas una de las
disyunciones? |

Por ¢jemplo, en el caso de un problema entero, jes posible generar ¢l envolvente convexo
de los puntos factibles, primero produciendo todas las facetas del envolvente convexo de
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los puntos que satisfacen las desigualdades lineales, mas las condicionesde integralidad
sobre, por decir algo, x); y entonces, agregando todas las desigualdades correspondientes
a las facetas del conjunto de restricciones y gencrando las facetas del envolvente convexo
de los puntos que satistacen este conjunto corregido de dcstig,uald'ldc"s mas la condicion
de integralidad en xz; ete.? Esta cuestion tiene una importancia practica obvia. ya que
calcular las facetas del envolvente convexo de puntos que satistacen una disyuncion es
una tarea considerablemente mas facil, como se mostrd en la seccion anlerior. que
calcular las facetas del envolvente convexo del conjunto disyuntivo completo.

La respuesta a las preguntas anteriores es negativa en general, pero positiva para una clase
muy importante de problemas disyuntivos, que se pueden denominar faciales. Esta clase
incluye programas (puros o enteros) 0-1.

El hecho, de que en el caso general, este procedimiento no produce el envolvente
convexo de los puntos factibles puede ser ilustrado cn el siguiente problema de 2
variables.

Ejemplo 6.1 Dado ¢l conjunto
Fo= {xeR?|2r, + 20 € 1, 2%, - 260 1,082 $2,0<x, €2}
énpuentre F=cl conv (Fym {x| xi, x7 enteros}). Denotando
Fi=cleonv (Fon {x]x cntcro}), Fy = ¢l conv (Fy N {x]x7 entero}),

la pregunta ahora ¢s, cuando F’) = F. Como se muestra en la Flg 2.4, la 1cspuesn es no, ya
que \ |

Fp={x|2x)-x _>.0, -2x1 + 3x2 2 0, -2x; +x2 -2,2x1 =302 2-2}
mientrasque F = {x{-x1+ x2=0,0<x<2,0<x, 52},

Si se cambia el orden en el que las restricciones de integralidad se impusieron, la salida
serd la misma.

Considera un problema disyuntivo expresado en su forma normal conjuntiva (2.2), y
denote
Fo={xeR"| 4x 2 ay, x 20}

El problema disyuntivo (y su conjunto de restricciones) es llamado facial si cada
desigualdad d'x > dip, que aparece en una disyuncién de (2.2) define una cara de Fy; i.e. si
para toda ieQ,, j€S, el conjunto .

Fo M {xlcfxzsdio}

es una cara de Fo. (Una cara de un poliedro P es la interseccion de P con algunos de sus
planos frontera),
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Claramente, ¢l programa disyuntivo es facial si'y solo si para cada ieQ,, jeS, Foc {x|d'x
2 dio}. {

La clase de programas disyuntivos que tienen la propiedad facial incluyen los casos mas
importantes de la programacion disyuntiva, como la programacion 0-1 (pura o mixta), la
programacion cuadrdtica noconvexa, la programacion separable, los problemas de
complementariedad lineal. ctc.; pero no el problema general de programacion entera. En
todos los casos mencionados, las desigualdades d'x = djy de cada disyuncién. actualmente
definen lfacetas, i.e., (d - 1)-dimensionales de Iy, donde d es la dimension de Iy.

, Fo F,=clconv (Fy M (x|x, entero})

(U.ﬁ (1.2 (2,2) 0, (1,2 (2,2
(0,1)/_///(2,1) (U,l)/.;_r;.’ fﬁ""/(z,l)

(0,0 70y 2 0.0y (2,0
0.0 (@ (2,0) { ) (b) (2,0)

Fy=clconv (F, M {x

x, entero}) {F=cl conv (Fy M (x| %, %; enteros))

0 (LD (29 ©D_ (LD (2D

(0.1 H(2,1) | (0,1 TS (2.1)

0,0 (2,0 w0 —(2,0)
© | W

- Fig. 34

Teorema 6.1 Sea el conjunto de restricciones de un programa disyuntivo representado
como |

F={xeFy |V (dx2dp),jeS }
e :
donde | Fo= {xeR"| Ax = qag, x 2 0}

Para un ordenamiento arbitrario de S, defina recursivamente

Fr=conv [V (F.in{x|dxzdo})], Jj=1,..I[8
ieQ;

Si F es facial y Fy estd acotado, entonces Fis; = conv I,

[.a prucba de este teorema usa el siguiente resultado auxiliar [10].

1
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Lemma 6. Sea Py, ..., P, un conjunto finito de politopos (poliedros acotados), y
P= Ur;’;: i Plr'

Sea " = {xeR"| d'x < diy } un semiespacio arbitrario, y H={xeR" | d'x = dy }. Si PcH",
entonces

H nconv P = conv (H'NP)

Prueba. Sea H'nconv P # 0 (de otra manera el Lemma seria trivial). Claramente. (HH'nP)
< (Hneonv P), y por Ic tanto

conv (II'NP) ¢ conv (H neonv P) = H neonv P,

Para probar D, sean wuy, ..., u, los vértices de todos los politopos Py, h = 1, ..., 1.

Obviamente, p s finito, conv P es cerrado, y vert conv P < (\J')=; vert P;). Entonces

=

x € Hrneony P = d'x > do y X = 0 Ay
| ) | i=1
con 'Zlel’ A20, k=1,..,p
i=
‘Mds ain, P ¢ H' implica d'uy < dig, k=1, ..., p. Si asumimos que en esta expresion, para
X, si A > 0 entonces d'ug 2 dip. Para mostrar esto, se asume que existe Ak > 0 tal que
d'u.<d,y. Entonces | |

p : q
dx =d (E h u) < dio (‘?.] M)
=1 =
= diOa |

una contradiccion, Aqui, x es la combinacién convexa de los puntos #* € H'n P, o xe
conv (H'NP),

Otra relacion que se usa en la prueba de este teorema es el hecho que para cada arbitraria
Sls 82 g..Rns 7 ‘
' cony (conv S; U conv S;) = conv (S| U S,).

Prueba del Teorema 6.1. Para j = 1, el postulado es verdadero, de acuérdo a las
definiciones y a la relacion obvia | |
| V (Fon {x|dx2dg}) = {xeFy |V (dx 2 dy)}. (6.1)
icQ; i€Qy
Para probar el teorema por induccidn en j, suponga que el postulado es verdadero paraj =
1, ..., k. Entonces -
Frop =cony [V (Frnix| dx = din}) 1, por definicion

i€ Qg1
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= conv [V({x | dy 2 clio}r\conv{.te]"'olV(cf,\‘ 2 dio), J=1,....k})]
1€ Q%+ i=Q)

(de la suposicion)
= conv [Veonv({x | d'x 2 dig} N {xeFy| V(d'x 2 dp), j = 1,....k})]
10t fe()
(del Lemma 6.1.1, ya que este programa disyuntivo es facial, por lo tanto Fo ¢ {x | d'x <
i}, v IFo estd acotado.) -

=conv [( V{x| oy > dp}) N {.tel"‘glV(ci"x 2z i), J = 1,00,k |
16 Qe ieQy

(de (6.1) y de la distributividad de m con respecto a V)
= conv {xeFo|V (dx = dyp),j=1,..., k+1},

iet);

i.e., el postulado es también verdadero paraj =& + 1.

El Teorema 6.1 implica que para un programa disyuntivo facial acotado con un conjunto
factible F, el envolvente convexo de F puede ser generado en |S] etapas, (donde S tiene la
forma (2.2)), generando en cada etapa un envolvente convexo “parcial”, llamado el
envolvente convexo de un programa disyuntivo con una sola disyuncion. |

En términos de un programa 0-1, por ejemplo este resultado significa que el problema
riin {ex |Ax 2b,08x<e, x;=001,5=1,...,n},

donde ¢ = (1, ..., 1), es equivalente a (tiene el mismo envolvente convexo de sus puntos
factibles, que) |
min {ex | Ax 25, 0sx <e, v = oy, e, ;=06 1,/=2,...,n}, (6.2)

donde a'x = oy, ieH, son las facetas de

Fy=conv {x|Ax2b,0<x<e, ;=001,j=1,...,n},

En otras palabras, se garantiza que x; tenga un valor entero ¢n una solucién de (6.2). Un
programa 0-1 en » variables puede, asi, ser reemplazado por uno en » - 1 variables al
costo de introducir nuevas desigualdades lineales. Las desigualdades por si mismas no
son dificiles de generar, ya que la-disyuncion que le da origen (x; = 0 v x; = 1) tiene solo
dos términos. La dificultad estd, més bien en el nimero de facetas que uno tendria que
generar, utilizando este enfoque para resolver problemas 0-1. Sin embargo, usando alguna
informacién como la de cudles desigualdades (facetas de un envolvente convexo
“parcial”) son las que nos van a acercar al optimo, uno puede ser capaz de hacer cste
procedimiento eficiente, generando sélo unas cuantas facetas del envolvente convexo
“parcial” en cada iteracion.
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CAPITULO 3; LA PROGRAMACION LINEAL
MIXTA-LOGICA

En este capitulo se presentan los conceptos, algoritmos y definiciones que constituyen la
programacion lineal mixta-logica y que junto con el procesamiento l6gico descrito en el
siguiente capitulo constituyeron la serie de herramientas aplicadas en el desarrollo de esta
investigacion, mismas que estan por publicarse en el articulo: Hooker, Osorio:
Programacion Lineal Mixta-Légica. Empezando por los antecedentes, se presentan la
forma general y la interpretacion disyuntiva de la programacion lineal mixta-logica, asf
como su algoritmo basico. Posteriormente se discute la serie de relajaciones y cortes que
puede aplicarse a los problemas resueltos por medio de la programacion mixta-logica.

1. Antececentes

Entre los trabajos precursores que presentaron un enfoque general basado en la légica
aplicada a la Investigacion de Operaciones se encuentra el tratado sobre métodos
booleanos publicado por Hammer y Rudeanu[25] en 1968. También Granot y
Hammer[23] sugirieron en 1971 la posibilidad de utilizar métodos booleanos para la
programacion cntera, | |

Las idcas tedricas mds importantes del enfoque de programacion lincal mixta-logica

- descrito aqui fueron articuladas primero, por Jeroslow [41] quien estaba interesdo

primariamente en asuntos de representabilidad. El vié las variables discretas como
herramientas para representar un subconjunto factible de un espacio continuo, como es el
caso de un modelo de programacién lineal mixta-logica o de programacion lineal mixta-
entera. De esto sc sigue que los modelos de programacion lineal mixta-logica y de
programacion lineal mixta-entera son esencialmente modelos de programacion disyuntiva
con todas las propiedades descritas en el capitulo anterior. En un trabajo conjunto con
Lowe [42], Jeroslow probdé que un modelo de programacién lineal mixta entera
representa una union finita de muchos poliedros si y solo si tienen el mismo cono de
recesion,

Al mismo tiempo, Williams [66,67, 68,70], Blair [8,9] y Hooker [28, 29, 30, 31]
exploraron las conecciones entre la logica y la optimizacion. El trabajo de Beaumont ¢n
1990 [6] fué aparentemente el primer estudio sistematico de programacion lineal mixta-
légica como una técnica de solucidén para problemas de optimizacion. Basado en ¢l
trabajo seminal de Balas en programacién disyuntiva [2,3,4], describe familias de cortes
validos que pueden ser utilizados para crear relajaciones de restricciones disyuntivas.
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Mads recientemente, Hooker argumentd en 1994 [32] que un enfoque basado en la logica
aplicado a la optimizacion, incluyendo la programacion lineal mixta-légica, puede
explotar la estructura del problema en formas paralelas a las téenicas poliédricas
tradicionales, Wilson [71, 72, 73] estudid los cortes 16gicos y las formulaciones basadas
en la logica,

s erucial demostrar el valor practico de la programacion lineal mixta-logica en el
dominio de un problema. Esto fué realizado ampliamente por Grosmann en el drea de la
sintesis de procesos en Ingenieria Quimica, en una scrie de articulos donde tiene como
coautores a Hooker, Turkay, Yan y particularmente a Raman [37, 49, 50, 51, 52, 64].
Estos trabajos desarrollaron algunas de los conceptos claves de programacion lineal
mixta-logica discutidos aqui. Bollapragada, Ghattas y Hooker también obtuvieron
resultados alentadores en el drea de disefio estructural [10].

Es instructivo constrastar la programacion lineal mixta-légica con otros enfoques que
combinan elementos discretos y continuos.

El enfoque de programacion lineal mixta-l6gica de McAloon y Tretkoff [44,45], combina
la programacion por procedimientos con la programacion declarativa. El elemento
discreto es representado por una rutina proporcionada por el usuario que controla la
formulacion y la solucién de modelos lineales que representan el elemento continuo. Esto
contrasta con el enfoque de programacion lineal mixta-logica descrito aqui, en el cual
ambos clementos son modelados en una forma declarativa. Los dos enfoques no son
incompatibles, aunque el enfoque de McAloon proporciona un ambiente en el cual se
pueden implementar la mayoria de las técnicas presentadas aqui.

Aun cuando los problemas de optimizaciéon puramente binarios tienen un elemento
continuo en el sentido de que las restricciones se representan por medio de desigualdades
lincales, y no es obvio como aplicarles los métodos basados en la l16gica, un enfoque
desarrollado por Barth [5] es el de derivar formulas de las desigualdades que pueden ser
procesadas con métodos de inferencia logica. Algunas de las técnicas de Barth pueden
mejorar la fase del procesamiento 16gico de los algoritmos de programacion lineal mixta-
logica.

‘El trabajo de McAloon, Tretkoff y Barth cstd influenciado por varias corrientes de
investigacion que histéricamente se han orientado a problernas discretos pero que estin
exprerimentando con diferentes formas de incorporar variables continuas, Los modelos de
programacion logica introducidos por Colmerauer [16] y Kowalski [43] permiten
- formular un problema en un subconjunto de 16gica de primer orden (clausulas légicas de
Horn). Las versiones recientes del lenguaje de programacién logica PROLOG [11,61], tal
como PROLOG Il {17] (y pronto IV), incorporan programacion lineal.

La integracién de la solucion por restricciones con la programacion logica fué
formalizada en el esquema de programacién logica por restricciones de Jaffar y Lassez
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[39]. Generaliza el paso de “unificacién” de los métodos de inferencia légica para abarcar
la solucidn por restricciones en general [40].

LLa programacion lineal por restricciones proporciona un ambiente para integrar métodos
de satisfaccion de restricciones desarrollados en la comunidad de inteligencia artificial (y
en todas partes) con las ideas de programacion logica [20, 63, 65]. Un numero de
sistemas se ha desarrollado a lo largo de esta linea, en adicion al Prolog 11l incluyendo
CLP® [39], CAL[1], CHIP [9,59], el resolvedor ILOG [46], y otros paquetes [12,57,53].
La programacion lineal tiene un lugar en varios de estos sistemas. A diferencia de la
programacién lineal mixta-légica, estos métodos descansan en el modelamiento por
procedimientos. También carecen del énfasis de la programacion lineal mixta-logica en la
explotacion de la estrucutra del problema para la generacién de cortes y relajaciones,
aunque la literatura de la programacidn por restricciones ha mostrado algin interés en
explotar la estructura (p. ¢j. [21]).

1. Forma General

Un modelo de programacion lineal mixta-1égica tiene la forma

min ¢x
S.a, gt'(yrh):‘ i€l ' (2'])
yi—=>(Axzd),jel

El modelo tiene una parte légica y una parte continua, La parte légica consiste de
formulas g(y,/1) que involucran proposiciones atémicas y = (y},....Vn), las cuales son o
verdaderas o falsas. Dicha formula puede ser y; v y;, la cual siginica que y; o y2 (0
ambas) deben ser verdaderas. También debe haber algunas variables & = (h,...,5,) que
tomen varios valores discretos. La parte continua asocia cada proposicién atémica y; con
un sistema 4'x 2 @ de desigualdades lineales. El sistema se fuerza cuando y; es verdadero.
Asi la férmula y; v y; en efecto, requiere de cualquier solucion x que satisfaga Alxzd' o
A’ = a* (.0 ambas). En general, x es factible si satisface los sistemas lineales forzados
por al menos un valor (y,h) que satisfaga las formulas légicas.

" El problema puede ser resuelto en un 4rbol de bisqueda de ramificacion y acotamiento,
ramificando sobre los valores verdaderos de las y; y los valores discretos de las A En
cada nodo del drbol de busqueda, uno resuelve un problema de programacion lineal que
contiene las restricciones que corresponden a las y; que son verdaderas, mas cualquiera de
los cortes agregados para reforzar la relajacion. Un clemento clave de la programacion
lineal mixta-logica es el de aplicar un algoritmo de inferencia logica a las formulas
logicas antes de resolver el problema lineal. Esto puede generar futuras restricciones
logicas y puede fijar algunas y; o by adicionales. Existen preprocesadores que realizan esta
funcion de una manera limitada y ad hoc. |
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Como se comentd desde la introduccion y se profundiza en el siguiente apartado, es facil
mostrar que cualquier problema de programacién lineal mixta-logica es equivalente a un
problema de programacion disyuntiva cuyo conjunto de restricciones en una disyuncion
de sistemas lineales (i.e., la solucidn debe satisfacer al menos uno de los sistemas), Su
conjunto factible es, por lo tanto, una unién finita de muchos poliedros en el espacio de
las variables continuas.

3. Interpretacion Disyuntiva

Cualquier modelo de programacion lineal mixta-légica (2.1) puede ser escrito en forma
de un problema de programacion disyuntiva,

min cx
sa. VA%x=2al, (3.1)

teT
donde 7' es un conjunto finito de indices. Esto es hecho, dejando que la disyuncion (3.1)
sea

V {#x>d, |y esverdadero, j=1,..,n} | (3.2)
y |

Aqui, y tiene un rango que comprende todos los valores que satisfacen las restricciones -
logicas; i.e., cada valor y para el cual existe una s que haga cada g,(y,h) verdadera,

Porque cada disyuncion de (3.1) representa un poliedro en el espacio-x, el conjunto
factible de (3.1), y por lo tanto de cualquier modelo de programacién lineal mixta-logica
es una union finita de muchos poliedros. Jeroslow mostrd que esta unién puede ser
representada por un conjunto de restricciones de programacion lineal mixta-entera si
todos los poliedros tienen el mismo cono de recesion. El cono de recesion de un poliedro
P es el conjunto de todas las direcciones d tal que para alguna x’'eP, x'+ ad € P para
toda o = 0. Esta restriccion sobre los conos de recesién es de poca importancia practica,
porque si uno pone limites superiores grandes sobre todas las variables, el cono de
recesion de todos los poliedros es el origen. |

Por ¢l contrario, cada modelo de programacién lineal mixta-légica puede ser escrito comio
un problema de disyuntivo, porque puede ser transformado a un problema 0-1,

min cx | - (33)
sa.  Ax+Byz2a
Yi € {091}: VJ*

lo cual a su vez, es equivalente a un modelo disyuntivo cuyo conjunto de restricciones es

V Ax 2 a - By,
y
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donde el rango de y contiene todos lo vectores 0-1,

Una formula logica individual g,(3,h) puede también tener una interpretacion disyuntiva,
Su conjunto factible puede ser mirado como (3.1), donde el rango de y contiene todos los
valores que hacen g, /) verdadera para alguna h. El conjunto factible de g,(y,#) puede,
por lo tanto, ser mirado como la unién finita de muchos poliedros en el espacio-x.

4. Algoritmo Basico

El algoritmo bdasico de programacion lineal mixta-ldgica ramifica sobre los valores
verdaderos de las variables proposicionales y; y sobre los valores de las variables discretas
h,. Cuando ramifica, fija y; a verdadero o falso. y la férmula y, 0 —p; se convierte en una
de las formulas logicas de g(y.h). Cuando /; se fija a v, el dominio D; de A, (ie., el
conjunto de sus valores nosibles) se reduce en {v}.

A continuacion, se aplica un algoritmo de procesamiento logico a las formulas. Esto -
puede generar formulas adicionales (cortes 16gicos). También puede fijar los valores de
las y; adicionales o remover elementos de algunas D;. Si las féormulas son insatisfechas,
esto puede o no ser descubierto, dependiendo de la fuerza del algoritmo, pero si es
descubierto. la biisqueda regresa al nodo padre del presente nodo. En el siguiente capltulo
se discuten los algoritmos de procesamiento loégico en mayor detalle.

Si se desea, se pueden generar ahora, cortes lineales, como se discute en la siguiente
seccion de este capitulo. Se formula un problema de programacién lineal cuyas
restricciones son las desigualdades #'x > @' que corresponden a los valores verdaderos de
las y,, mds cualquier corte adicional, Si el problema lineal es infactible, el algoritmo
regresa al nodo padre del presente nodo. De otra manera, la solucién x’ del problema
lmeal satisfacerd, en general, ciertos conjuntos de restricciones Ax>d y no otros. Si no
se ha fijado ain la proposién y; a verdadera o falsa, temporalmente se asume que es
verdadera si x’ satisface #x > & y falsa en otro caso. Si una y; no fija corresponde a un
conjunto vacio de restricciones, puede tomar cualquier va101 asignado que aplique hasta
que se fije de otra manera.

En este punto, las variables y; son verdaderas o falsas y las variables discretas /, pueden
tener dominios de varios tamafios. Si estos valores pueden hacer todas las férmulas
verdaderas, x' es una solucidon factible. Si alguna g(y,h) es falsa o tiene un valor
verdadero no determinado porque 4 no estd totalmente determinada), uno puede tratar de
generar un corte de separacion; i.c., una desigualdad vélida para g,(y,/1) que x " viole. La
generacion de cortes de separacion se trata en la siguiente seccidn, Si no se genera dicha
desigualdad, entonces gi{y,/) se mira como una formula no satisfecha, Deberia notarse
que si x’ cae dentro del envolvente convexo del conjunto factible de g;(y, #) pero no dentro
del conjunto factible en si mismo, entonces ninguna desigualdad lineal puede cortarla, y
g(v,h) serd inevitablemente clasificada como no satisfecha.
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Deje que G sea un conjunto de férmulas Idgicas, inicialmente las férmulas g,(v,h) en (2.1)
Deje que L sea un conjunto de desigualdades lineales, inicialmente vacio,
Deje que V,F,l indiquen verdadero, falso o indefinido.
Deje que 3’ sea un vector de valores verdaderos para y, inicialmente y'=(l,...,I)
Deje que D = (Iy,....D,,) sean los dominios de Ay,...,/u.
Deje que = ' sea un Jimite superior sobre el valor éptimo,inicialmente .
Deje qua A sea el conjunto de nodos activos, inicialmente con A={(G,Ly"',D)}.
Mientras que A no esté vacio:
Remueva un tuple (G,L,y’,1D) de A.
Aplique un procesamiento 16gico a G, posiblemente cambiando los
contenidos de G, posiblemente cambiando algunas de las y, de |
aV o F, y posiblemente removiendo elementos de algunas de las D;.
Si no se detecta contradiccion ldgica, entonces
Para cada y’; cambiada a V, adicione #x 2 d a L.
Genere cortes de desigualdad para las formulas en G y agréguelos a L.
Deje que x’ minimice ¢x sujeto a L.
Sicxy' <z’ entonces
Para cada y;
Siy; e{V,F} entonces deje que y; =y
sinodejequey”;=Vsi Ax’>d y y”;=F de otra manera.
Deje que C, inicialmente vacio, sea el conjunto de formulas no satisfechas.
Para cada gy, WeG:
Sigiy" h’) esF olentonces
Si se desea, trate de generar un corte de separacion para
gi(y,h) con respecto-a (y”,h").
Si se genera un corte de separacidn,entonces agrcguelo alL.
si no, adicione g;(y,h) a C.
Si C esta vacio, entonces
Si no se generaron cortes de separacion, entonces
x’es factible; dejex* =x"yz’ = cx".
si no adicione (G,L,y’, D) a A.
si no
Escoja una variable y; con y’; =1 0 una variable /;; con [D}] > 1,
tal que se pueda hacer y; V o F, o haga A igual a uno de sus valores
discretos, que satisfaga o tienda a satisfacer una de las formulas en C,
Si y, se escoge entonces
Adicione (G U{y},L,y’,.D) y (G u{~y;},Ly’ D) a A,
si no, si /; se escoge entonces
Para cada ve Dy
Haga D’ = D, haga D’; = {v}, y adicione (G,L,y",D) a A.
Si z' < o entonces x* es una solucion optima.
no el problema es infactible.

Fig. 3.1 Algoritmo genérico de ramificacion para la Programacién Lineal Mixta-Logica
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Finalmente. se escoge para ramificacion alguna de las variables 3, o /1, a las que no se les
haya asignado valor. Esta variable debe escogerse de tal manera que cuando tome algtin
valor, al menos se satisfaga una formula no satisfecha, o quizds, la acerque a la
satisfaccion en algin sentido. Una presentacion mas precisa de este algoritmo aparece en
fa Fig. 3.1

S. Relajaciones y Planos de Corte

El problema de programacion lineal resuelto en cada nodo de un drbol de busqueda de
programacion lineal mixta-logica provee un limite inferior para el valor éptimo en cada
nodo. Sin embargo, el problema lineal conticne solo aquéllas restricciones que son
forzadas por los valores verdaderos de las variables proposicionales. Las formulas logicas
que no fijen cualquiera de sus variables no estan representadas en la relajacion lineal.
Esto, por lo tanto proveera un limite débil,y cuando sea posible es importante mejorarlo
con cortes adicionales que puedan representar las féormulas logicas.

I:sta seccidn presenta algunas de las técnicas para obtener relajaciones lineales de las
formulas 16gicas por medio de la generacion de cortes vilidos en variables continuas.
Algunos de estos cortes emulan el efecto de la relajacion continua - tradicional de un
modelo 0-1, aunque la fuerza y naturaleza de la relajacion tradicional es muy pobremente
cntendida, tomando en cuenta el grado de utilizacién que tiene, por lo que, un analisis de

dicha relajacion formard una parte importante de esta seccion. |

5.1 Envolvente Convexo

Se enfatiz6 antes que cualquier formula logica g(y,h) es equivalente a una dlsyunuon de
conjuntos de restricciones lincales,
{ t
1eT | ,
Su conjunto factible es, por lo tanto una unién finita de muchos poliedros, y una

descripcion del envolvente convexo de esta union es la mejor relajacion lineal posible de
la férmula.

En algunos casos, ¢l envolvente convexo es tan grande que aun la mejor relajacion
posible es pobre o inatil. Si por ejemplo, x estd acotado a 0 £ x < m, no es poco comun
para el envolvente convexo de (5.1) abarcar la mayor parte o toda la caja descrita por 0 <
x < m. Un ejemplo notorio de este caso, aparece en los problemas de calendarizacion. Si
las operaciones 1 y 2 empiezan en los tiempos x; y x2 y duran 2 minutos, uno puede
irnponer la restriccion disyuntiva

(x22x;+2) v (x)2x3+2)

para asegurar que una ocurre después de la otra. Los limites superiores m representan el
tltimo tiempo en ¢l cual una operacion m puede ser calendarizada y son, por lo tanto,

i
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mucho mds grandes que 2. La linea punteada de la Fig. 3 encicrra ¢l envolvente convexo
cuando m = (10,10). En este caso. la mejor relajacion posible viene doda por x; + x> 2 2.
x;+x;2 18 v 0 <y < 10, BEsto no es demasiado diferente de 0 € x, < 10 y os
probablemente muy poco ttil en la practica.

(g g gy

...... s X

Fig. 3.2 Envolvenie convexo del conjunto factible de una
disyuncion para un problema de calendarizacion

U'n ¢jemplo atn mds patético es ¢l de las variables semlcontmuas Si0<xs4dyse
impone y la disyuncion

(0 S..Xj.‘“’: 1) \"4 (3 ij S4)

el envolvente convexo es el intervalo completo [0,4] y cualquier relajacién posible es, por
lo tanto, totalmente inutil.

5.2 Cortes Disyuntivos y Duales

Una relajacién de (5.1) puede ser obtenida generando cortes validos que parcial o
completamente describan el envolvente convexo. Balas [4] caracterizo los cortes vélidos
para (5. 1) como sigue Primero, note que bx 2 B es un corte valido para una disyuncion
factible A'x = a' si y 5010 si estd dominado por una combinacion lineal no negativa (o
surrogada) de A'x 2 d'. Una surr ogada dominante puede ser escrita como udx 2 ua, donde
hzud, B Suayuz0.Pero bx 2 B es un corte valido para la disyuncién si y solo si es
vélido para cada elemento de la disyuncion; i.e. para cada elemento de la disyuncion se
puede encontrar una surrogada que domine bx 2 B. |

Teorema 5.1 (Balas) La dcsngualdad bx 2 f es un corte valido para (5 1)siy qolo si para
cada sistema factible 4'x > a' existe una ' > 0 tal que b = u’A’ yB < va

Dado cualquier conjunto de surrogadas 'A’x > 'd, si x = 0, uno puede, inmediatamente,
eseribir ¢l corte disyuntivo valido



(max{ «'4"})x 2 min { W'd’} (5.2)
te T teT
para (3.1), donde ¢l maximo es uno de los mismos componentes. El teorema 5.1
claramente implica que si x 2 0, cada corte vilido esta dominado por un corte disyuntivo
(3.2).

[.a fuerza y utilidad de un corte disyuntivo (5.2) depende radicalmente de la seleccion de
las surrogadas. Uno puede, en principio, generar cortes disyuntivos para definir cada
faceta del envolvente convexo, pero esto es frecuentemente impractico. La tarea de
obtener una buena relajacion para (5.1) es en esencia la tarea de escoger los
multiplicadores # juiciosamente.

Una seleccion inicialmente atractiva para ' viene dada por la solucion de un problema
dual, Cada surrogada deberia, idealmente, dar el mejor limite posible sobre la funcion
objetivo ¢x. Isto es, u' deberia ser escogido de tal manera que el valor minimo de c¢x
sujeto a A 2 u'a’ sea maximizado. La ' deseada se puede ver ficilmente como la
solucion optima del problema lineal dual de min{cx | A'x 2 a'} , donde #' es el vector de
las variables duales. (Para poner esto de manera diferente, la surrogada dual para un
problema de programacion lineal es idéntica al dual del problema lineal [22]).

La dificultad con este enfoque es que ya que A'x > a4’ es solo una pequeiia parte del
conjunto original de restricciones, puede no acoplarse con la funcién objetivo, Esto es, las
variables x, que tienen coeficientes no cero en cx pueden tener coeficientes cero en A'x >
o', v viceversa. Esto significa que cx no provee informacion para guiar la seleccion de o/,
una situacion que de hecho es comun en la practica. |

Un remedio posible es el de incluir més restricciones en el problema cuyo dual se
resuelve, de tal manera que capture el lazo entre cx y A'x 2 &', Esto puede ser hecho como
“sigue. En cualquier nodo del drbol de busqueda se fuerza un sistema Ax > @ con ciertas
restricciones lineales fijadas por los valores verdaderos de las variables proposicionales.
Si Ax 2 a es incluido en cada término de la disyuncién (5.1), esta se convierte en |

V {dx24d, Ax2a}

teT

Para cada 1, uno resuelve el dual de

min cx |
sa  Ax2d ) (5.3)
Ax2a (u)

donde (2/,u), como se mostrd son las variables duales. Una solucién 6ptima del dual
proporciona un conjunto razonable de multiplicadores ' para el corte disyuntivo (5.1).

Desafortunadamente este enfoque parece ser impractico, porque (5.3) es generalmente, un
problema lineal grande y toma tiempo resolver el dual de (5.3) para cada elemento de la
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disyuncion. De hecho, si uno ramifica sobre la disyuncion, forzando cada elemento en
turno, (5.3) es precisamente el problema lineal que uno resolveria en cada nodo hijo del
nodo actual. Asi, uno podria ramiticar sobre la disyuncion en vez de relajarla. Podria
haber alguna ventaja en relajar varias disyunciones simultaneamente, pero el tiempo
invertido es bastante grande y probablemente, dificil de justificar. La discusion restante
va, por lo tanto a enfocarse en mecanismos mucho mds rapidos para escoger
multiplicadores efectivos /',

5.3 Cortes Elementales

L.a clase mas comun de restriccion disyuntiva (5.1) es una en la cual, cada elemento de la
disyuncion es una simple desigualdad.
V dxzd (5.4)
et
Beaumont[6] mostré como generar un corte para para (5.4) que es equivalente a la
rekijacion continua de la formulacion tradicional 0-1 de (5.4). Esto es

av2o' - M(l-y), teT |
b teT Y1 = 1 (5.5)
0<x<m

yve {0,1}, teT

Cada M, se escoge de tal manera que ' - M; es un limite inferior sobre el valor de a'x. Los
limites 0 < x < m se imponen para asegurar que dicho limite inferior exista. Puede ser
asumido, sin pérdida de generalidad que M, > 0, porque de otra manera la desigualdad en
(5.5) carece de sentido y puede ser desechada. Beaumont obtiene un corte tomando una
combinacion lineal de las desigualdades en (5.5), donde cada desigualdad ¢ recibe un peso
1/M,. Esto origina lo que Beaumont llama el corte elemental para (5.4)

(Z%—)xBZ%—ITHI | (5.6)

tel rel’ t

Teorema 5.2 (Beaumont) El corte elemental (5.6) es equivalente a la relajacion continua
de (5.5). Esto es, el conjunto factible de (5.6) y 0 < x < m es igual a la proyeccion del
conjunto factible de la relajacion continua de (5.5) sobre el espacio-x.

Uno puede también probar equivalencia aplicando la eliminacion de Fourier a (5.9) con el
objeto de eliminar y. Es ficil mostrar que (5.6) y 0 < x < m son las desigualdades
resultantes.

Una técnica similar obtiene cortes elementales para todas las formulas logicas que sc
pueden expresar como restricciones de “maleta”,
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dy 2 0
> (dxza), reT (3.7)
0<xm,

A2

(a)

~ /

(

N N y
Fig. 3.3 (a) Un corte elemental de soporte y (b) un corte elemental no de soporte.
donde d 2 0. Es verdad que (5.7) puede ser puesta en forma disyuntiva usando el esquema

(2.1). pero esto puede requerir un gran nimero de elementos en la disyuncion. (Las
disvunciones son, por supuesto un caso especial de dx>5 en donde d =1 y cada d;€ {0.1})

La representacion 0-1 de (5.7) es

a'x>o- M(1-y), teT

O0<x<m - (5.8)
dy 20 |

v € {0,1}, teT

Una combinacion lineal de las de31gualdades, usando pesos d/M,, nos da el corte
clcmental

(ma -—") Za’}}—"zd +0 | - (5.9)

rel’ rel

Esto es en general, mas débil que la relajacion continua de (5.8). Si Xyd, = 8, por gjemplo,
(5.8) fuerza todos los elementos de la disyuncién que representa, mientras que (5.9) solo
fuerza una combinacion lineal de estos elementos.

Beaumont obtiene M, s6lo de los limites 0 € x < m haciendo

oy - M, = = 2 min{0, a,}mj (5.10)
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En muchos casos, se puede obtener un mejor limite inferior para ax, que resulte en un
corte mis fuerte. Un método es el de minimizar «'x sujeto a cada uno de los demads
clementos de la disyuncion y 0 < x < m y escoger el mas pequeiio de los valores minimos.,
Por lo tanto, M, se escoge de tal manera que

o, - M;= min{min{a'x |a'x = ar,0<x<m }} (5.11)
(3 B
Considere por ejemplo, el siguiente conjunto de restricciones, cuyo conjunto factible es ¢l
drea sombreada en la Fig. 3.3
(x)+2x22)v(@x;+x23)
0< .\'j <2.
[.a formulacién 0-1 es
x;+2x22-Mi(1-y)
3x;+x:23 - Mx(1-y;)
yity:=1
0<x,=52, y;€{0,1}

Beaumont hace (M;,M>) =(2,3) lo cual resulta en el corte 3/2 x; + 4/3 x> > 1. Por contraste,
(5.11) pone (M, M>) = (1,2), lo cual da el corte mds fuerte x; + X, 2 1. Esto es un corte de
soporte en el sentido de que define un hiperplano de soporte para el conjunto factible.

X3

X

Kig. 3.4 (@) Un corte elemental y (b) un corte elemental reforzado

Aun cuando (5.11) es usado para calcular Af, el corte resultante puede fallar en ser de
soporte. Considere las restricciones (Fig. 3.4), "

Cxp+2x22)v2x;-x22)
OSx,-S2.

La ecuacion (5.10) hace (M), M;) = (4,4), lo cual resulta en el corte x; + x2 2 0 que es
totalmente inttil, El corte puede, obviamente ser reforzadoa x; + x> 2 1.
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Cuando las desigualdades a'x = o, en (5.7) son reemplazadas por sistemas de
desigualdades A'x 2 ¢, se requieren de muchos cortes elementales para efectuar el efecto
de la relajacion tradicional, Deje que cada sistema A'x 2 o' consista de desigualdades 4"x
2 a/ para iel,. La formulacion 0-1 es

Axza- MQ -y), 1eT

0sxsm (5.12)

dy 20

yr € {0,1}, 1eT.

Aqui M' es un arreglo tal que para i€l, a - M, es un limite inferior sobre A"x.
Aplicaciones repetidas de la eliminacion de Fourier revelan que la proyeccion del
conjunto factible de (5.12) sobre el espacio-x es descrita por el conjunto de desigualdades
de la forma,

[z,w Ai;',—]xzza;%_zd, +5

tefl tel tel
para todos los posibles vectores (i), ..., iin)e I x ... X Iy

Los cortes elementales pueden, por lo tanto, ser impracticos cuando las y, correspondan a
sistemas de desigualdades. En esos casos uno puede usar los cortes de separacioén optima
(descritos a continuacion) o la relajacion tradicional.

5.4 Cortes Elementales de soporte

El ejemplo de la Fig. 3.4 muestra que un corte elemental puede fallar en ser de soporte.
En esos casos sdlo se trata de incrementar el lado derecho hasta que soporte el conjunto
factible, para obtener asi, un corte elemental reforzado. De hecho, existe una formula de
forma cerrada para obtener el mejor lado derecho posible. La féormula permite checar
facilmente cuando un corte elemental dado es de soporte, y cuando no lo es, para mejorar
sobre la relajacion continua tradicional que el corte representa.

Las figuras 3.3 y 3.4 pueden sugerir que los dos elementos de la disyuncion a'x 2wy, a’x
2 o producen un corte elemental de soporte si y solo si los vectores @y y a2 forman un
angulo agudo, y que se puede descubrir una relacion similar para mas de dos elementos
de la disyuncién. Un tercer ejemplo revela que la situacién es mds complicada que esto.
En la Fig. 3.5 se muestra el conjunto factible para

(3x;+ x22-3) v (-x22-1)
05.’(153

El corte elemental 3 x; + 2 x2 < 12, es de soporte atin cuando (-3,1) y (0,-1) formen un
angulo obtuso. |
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En un analisis mas adecuado, deje que bx 2 P sea el corte elemental reforzado, donde hx
es el lado izquierdo del corte elemental (5.9). Ya que bx = B define un hiperplano de
soporte para el conjunto factible de (5.4), B es el mas pequefio de los valores minimos
obtenidos minimizando hx sujeto a cada uno de los elementos a'y 2 a de la disyuncion,
Esto es,

B =min f,, (5.13)
teT
donde | fi=min{bx|dx= o, 0 <x < m}. (5.14)

X1

Fig. 3.5 (@) Un corte elemental de soporte y (b) un corte que define una faceta

El célculo de B, es simplificado si b 2 0, porque en este caso los limites superiores x < m
pueden ser ignorados. Para finalizar, se puede introducir el cambio de variable,

X, Si b,.zo

m;=X;en otro caso

P

El corte elemental reforzado en términos de £ , digamos bi = ,é , puede ahorei, ser
calculado, donde & =|b,|. El lado derecho de bx > B puede ser recuperado de (5.13),
haciendo

B=B+>mp,. (5.15)
b,{:o' o |
Falta por calcular ,@, = min{ xld's = a5 > 0},_ | (5.16)
donde
. a,  si b}éO |
g = (5.17)



Z m, a (5.18)
!

h <0
Porque b >0, la dualidad del problema lineal aplicada a (5.16) da

- _ bJ X o
ﬂ:mjm ra max{a,.O}. (5.19)

=1
a, =0

N,

Esto prueba el,

Teorema 5.3 El corte elemental (5.9) para la disyuncién (5.4) es un corte de soporte si y
solo si su lado derecho es igual a 8, como se define por (5.13), (5.15) y (5.19).

5.5 Representaciones Integrales 0-1

La relajacion tradicional continua de una restriccion disyuntiva, actualmente tiene dos
debilidades. Puede ser débil, como en los casos mencionados, pero ain cuando es fuerte,
permite soluciones fraccionales cuando la disyuncion original es satisfecha. Esto significa
que un método tradicional de ramificacién y acotamiento puede seguir ramificando ain
cuando se haya descubierto una solucién factible. Por lo tanto, es mejor checar las
disyunciones (asi como otras restricciones 1dgicas) dlrcctamente buscando factlbnhdad
como s¢ hace en la progxamacmn lineal mixta-logica.

La formulacién 0-1 de la disyuncic‘m (5.1) es la siguiente

Ax>d -M(-y), €T
0<xsm | (5.20)

‘ZEPM=I :
y e {0,1}, teT,

dondc M, viene dada por (5.11). La afirmacién aqui es que cuando x se ﬁja a algun valor

x’, un punto extremo de solucién y = y’ de (5.20) puede ser no entero, ain cuando x’

satisfaga (5.1). Un ejemplo de esta situacion se presenta en un caso sencillo de variable

semicontinua, xe {0}U[s,52], 0 | |
(-x20) v (x251) (5.21)
0<x<s.

La relajacién continua de (5.20) es
mx2-8(1-y)
X2Z8)-51) (5.22)
0<x<s. '
0<y<l.

Sixse fijaax’y(5.22) se proyecta sobre y, el resultado es
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ot o
- cy<i-=, 0gys<l (5.23)
S| S5
Sl O<x'<s,p'=1-x7s2es un punto de solucion extrema de (5.23) y por lo tanto de
(5.22) )’ no es entero cuando 0 £ x’' < s3. Asi, (5.22) puede tener soluciones de puntos
extremos con valores fraccionales de y atin cuando x'g[sy.52], y ain cuando (3.22) es la
mejor relajacion posible (el envolvente convexo) de (5.20). Las soluciones de punto
etremo para x 'e[s,s;] esta garantizado que tienen una y entera solo cuando s; = s2; ic.,
cuando x es esencialmente un variable binaria reescalada.

La idea puede ser definida en general como sigue. Deje P, ser el conjunto de puntos y
que satisfacen (5.20) cuando x se fija a x'. Deje la relajacion continua de (5.20) ser entera
si para cada (x ',y ') que satisface (5.20) tal que y’ es un punto extremo de Py, y '’ es entera.

Lo siguiente caracteriza las relajaciones enteras. Un elemento de la disyuncion (5.1) es
redundante cuando su conjunto factible cae dentro de otra disyuncion. Obviamente, las
disyunciones redundantes pueden ser deshechadas sin ningun efecto.

Teorema 5.4 Suponga que la disyuncién (5.1) contiene elementos no redundantes en la
disyuncion, Para t, t’eT con ¢ ¢’ defina

,(:) max {y,| My, < 4’ X - a' +M,, Axzd, O<x <m, y, <1},

Entonces, la reiajacic’m continua de (5.20) es entera si y sélo si y*(¢') = 0 para cada par /,
t'eTcont #t',

Prueba. Es claro que y*,(; ") puede ser escrita,
y4(t)=max {y|Ax>d - M,(Ly,), A'x2d, 0<x<m, y < 1»}. (5.»14)
Es conveniente dejér S;={x{Ax>a,0<x<m} parareT.
Afirmacién. Para cualquier x'e Sy cualquier f #¢’,
ya(y= n;ax{y: l'y € Py}, (5.15)

Prucba de la afirmacion. Es suficiente mostrar que cualquier y; que es factible en (5.15),
es factible (5. 14), y viceversa. Primero suponga que y, es factible en (5.15). Entonces,
dejando x = x' sea factible en (5.14), porque por virtud del hecho de que x’eS,. Por ¢l
contrario, deje que y; sea factible en (5.14). Para ver que es factible en (5.15), deje Vi =]
v,y y-=0 para ¢ "4, t'. Es suficiente mostrar que

Ax'zd -M(1-y) | (5.16)
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» (5.16) ajusta para /"= { por estipulacién. Se ajusta para ;"=
ustaparar”=¢, t* por definicién de M,-, Esto prueba la afirmacion.

ponga que y*(+’) > 0 para alguna 47’ con t= £, Porque el elemento ¢’ de la

uncion no es redundante, uno puede escoger x’e S;'\ §,. Esto implica que y*(1") < 1.

lo cual junto con y*(t") > 0 significa que y* (/") no es entera. También (5.25) implica que
alguna y"con y’, = y*(t’) es un punto extremo de P, Se sigue que (5.20) no es entera,

Por el contrario, suponga que y*(t') = 0 para todos los pares /' con 1= £’, Es suficiente
mastrar que para cualquier x’ que satisfaga (5.1). cualquier punto extremo dado y' de P,
es entero. Si se supone que x'€S;, se puede establecer lo siguiente.

max{y,|yePy} =1 (5.27)
max{y, | yePy} =0, =0,

El primero es debido simplemente al hecho de que x'eS;. Por la afirmacién de arriba, el
segundo es equivalente a y*(s") = 0, lo cual es dado. Pero (5.27) implica que P, es un
segmento de linea de longitud unitaria que se extiende desde el origen en una direccion
positiva a lo largo del eje y,. Entonces, cualquier punto extremo y'e P, es entero. lo cual
significa que (5.20) es entera.

Corolario 5.1 Considere una disyuncién (5.4) con una desigualdad por disyuncion y

limites 0 < x < m. Si (5.4) contiene elementos de la disyuncion no redundantes, entonces

(5.20) es entera si y sélo si |
max{a'x|a'x2op, 0SxSm}=a-M, (5.28)

para cada .t 'eT con (=1,

Las condiciones del Teorema 5.4 y el Corolario 1 son estrictas. De-hecho,

Corolario 5.2 La relajacion continua de (5.20) es entera si y sélo si los Conjuntos
factibles descritos por los elementos de la disyuncion (5.1) estdn separados.

Pruecba. Suponga que dos de los conjuntos factibles se intersectan, p. ¢j. aquellos que
corresponden a los elemntos ¢ y ¢’ de la disyuncidn. Entonces y*(¢’) = 1, lo cual viola la
condicion del teorema. (1

Ni atn los conjuntos factibles separados son condicion suficiente para la integralidad,
como se mostrd en el ejemplo antes mencionado.

5.6 Cortes de Beaumont

Beaumont [6] identifica una clase de cortes que bajo ciertas condiciones, definen facetas
del envolvente convexo del conjunto factible para restricciones disyuntivas en las cuales
cada elemento de la disyuncion consiste de una simple desigualdad, como en (5.4).

f
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Desafortunadamente, las condiciones son frecuentemente insatisfechas, lo cual limita la
utilidad de estos cortes.

El enfoque de Beaumont es esencialmente un método razonable para escoper
multiplicadores «' asi como para generar un corte disyuntivo (5.2). El primero incorpora
los limites x < m dentro de la disyuncidn (5.4) para obtener

-1 —m |

V[ ,]xa[ ], teT (5.29)
a a,

teT

El vector de multiplicadores no negativos para cada elemento de la disyuncion es
u'=(v',w,), donde w, corresponde a la ultima desigualdad en el elemento de la disyuncion.
El objeto es derivarun corte disyuntivo bx 2 3 que satisfaga

b2wd-V
B < woy - vim

para toda ¢, Para una w, dada (atin indeterminada), es razonable hacer los componentes de
b tan pequefios como sea posible para obtener una restriccion mas ajustada. Asi, deje que

b = min{ud'}, (5.30)
t - o
donde el minimo es tomado entre los componentes. Uno puede ahora hacer
Vi=ud'-b,  teT, . (5.31)

porque (5.30) implica v' > 0. Para hacer el lado derecho del corte, tan ajustado como sea
posible, haga |
B = min{uo - vVim}. - (5.32)
‘ teT : - ' .
Todavia falta escoger los valores para las w,. La opcion de Beaumont es equivalente a
hacer w, = M, cuando M, se deriva de los limites de la variable como en (5.10) y «' < 0.
Entonces

1 - .
W, = (5.33)
Q, —-a'm

Este enfoque no puede aplicarse cuando el denominador es negativo, caso para ¢l cual.
Beaumont sugiere dejar |
1

a, —min{a’ 0}m’

(3.34)

W, =

Teorema 5.5 (Beaumont) El corte dado por (5.30)-(5.33) define -na faceta de (5.4) si o,
-a'm> 0 paratoda teT,
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El corte de Beaumont puede, por lo tanto, ser superior a un corte elemental de soporte.
Esto se ilustra en la Fig. 5.5, donde el corte de Beaumont es el corte que define la taceta
21 +x2<517.

Asumir que o, - a'm > 0 es equivalente a asumir que el punto x = m es infactible, en cuyo
caso tiene sentido separar este punto del conjunto factible. Sin embargo, x = m ¢s
frecuentemente factible, como en el ejemplo de la Fig. 3.3. Aqui (wy, w2) =(- % ,- 1/5), ¥
uno debe volver a (5.34) lo cual da el corte 3 x) + 2 x3 2 -2 que no sirve para nada.

La dificultad subyacente es que el enfoque de Beaumont no tiene un mecanismo para
detectar cudl esquina de la caja 0 £ x £ m debe cortarse del conjunto factible. Una esquina
apropiada podria, en efecto, ser identificada usando un cambio de variable similar al
discutido antes, digamos

mj. —-Xx, cuando sea conveniente

J

J X, en oo caso

=

Una transformacién “conveniente” deberfa ser aquella que haga @, —a‘'m >0 para tantos
elementos / de la disyuncién como sea posible, donde @ y &, estdn dados por (5.17) y
(5.18). Esto plantea un problema de programacién entera que puede ser resuelto

heuristicamente. Sin embargo, debido a la cantidad de calculos involucrados, esta opcién
no serd aplicada posteriormente. '

5.7 Cortes de Separacion Optima

Una forma de identificar un punto apropiado para ser cortado por un corte disyuntivo es
simplemente tratar de cortar la solucién de la relajacion actval. Esto es también un
mecanismo para utilizar informacién acerca de la funcidon objetivo, ya que la solucion
actual fué obtenida minimizando la funcién objetivo. Afortunadamente es directo el
formular un pequeiio problema de programacion lineal ctiya solucion identifique un corte
de separacion si y solo si éste existe. Entonces, si no se encuentra ningiin corte, se sabe
que la solucién actual cae dentro del envolvente convexo del conjunto factible, y se hace
necesaria la ramificacion para obtener una solucion factible -a menos que fa solucion
actual ya sea infactible. El corte es optimo en el sentido de que es escogido para
maximizar la cantidad porla cual la solucidn actual lo viola.

Otra atraccion de los cortes de separacion dptima es que pueden ser generados para ¢l
caso en el cual existen varias desigualdades en cada elemento de la disyuncion. Sin
embargo. una restriccion logica g,(y,h) diferente a una disyuncion, debe ser puesta en
forma disyuntiva, |

Suponga que la solucién x ' de la relajacion actual va a ser separada del conjunto factible
de la restriccion disvuntiva (5.1). Cualesquiera limites superiores x < m deberian ser
incorporados dentro de cada elemento de la disyuncion (5.1). Ya que cualquicr corte
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disyuntivo se defina por una seleccion de multiplicadores «, se puede formular un
modelo de programacion lineal para encontrar un conjunto de valores ' que definan un
corte bx 2 3 que es violado maximamente por x . Dicho modelo es,

max f3 - bx’ (5.35)
sa p<gdd, teT

b =z ud", teT

-eLx<e

W' 20, 1eT y B, birrestrictas.

Note que las variables en el modelo son 3, & y «. La funcidén objetivo mide la cantidad por
la cual x’ viola el corte. Si el valor de la funcidén objetivo es cero, no existe corte de
separacion. La restriccion -e < x £ ¢, donde e es un vector de unos, asegura que la
solucién esté acotada, No resulta en pérdida de generalidad porque un corte Optimo
siempre puede ser reescalado para satisfacer la restriccion.

El modelo (5.35) tiene un dual interesante.
min (s -+ e
sa  x'-Zerx'=s-1(b) |
Ax' 2z dy, 1eT ()  (5.36)

ety =1 B)
56Xy, 20, teT

Si s - 1 se fija a cero y x’ es una variable, el conjunto de restricciones es la representacion
de Balas del envolvente convexo para la disyuncion (5.1) [4]. Esto es, cuando s -t = 0. la
proyeccion del conjunto factible de (5.36) sobre el espacio-x’ es el envolvente convexo
del conjunto factible de (5.1). (Esto estd relacionado al hecho, observado por Williams
[69], de que el dual del dual de un problema de programacion disyuntiva es la
representacion del envolvente convexo del problema.) El problema (5.36) por lo tanto.

busca un punto Z 1x’ en el envolvente convexo que sea el mas cercano a x ', medido en
una distancia rectilinea. |

Un corte de separacion optima puede ser superior a un corte clemental de soporte.
Considere ¢l ejemplo de la Fig. 5.5, el cual se convierte en

- 3-\.| -*' w‘-‘: .>_ —3 - \2 2 Hl
-x2=3 [v|-x2-3

L.a solucion de (5.37) es B = -72, b = (-1, - '4), ' = (173,0,5/6), u’ = (2.1.0) lo cual
produce el corte 2 x; + x> £ 7 que define una faceta del envolvente convexo. Sin
embargo, el corte de separacion optima no necesita definir una faceta del envolvente
convexo. Si el envolvente convexo de la disyuncion es la caja definida por 0 <x, < 1 para
J =12, el corte de separacion optima parax’ = (2,2) es x| +x2 £ 2,



CAPITULO 4. PROCESAMIENTO LOGICO

El aspecto 16gico de la programacion lineal mixta-l6gica gira primariamente alrededor de
dos cuestiones: ;Qué repertorio de férmulas ldgicas estan disponibles para expresar las
restricciones discretas?, ;Qué algoritmos de procesamiento 1dgico pueden ser usados para
derivar implicaciones de un conjunto de férmulas logicas? Después de una breve
discusion de estas dos preguntas, las secciones de este capitulo seran dedicadas a varias
clases de formulas légicas de creciente generalidad. También se presentan los algoritmos
utilizados para cada una, siguiendo lo expuesto en el articulo de Hooker, Osorio de
Programacion Lineal Mixta-Légica,

Los cortes logicos pueden también ser desarrollados manualmente, basados
completamente en la estructura del problema. Esto es discutido en la seccion 7.

1. Formulas Légicas

En teoria, una formula logica gi(y,h) puede representar cualquier funcion de (y,4) que
tome varios valores verdadero y falso. Pero hay ciertas formas sintacticas que han
probado ser ttiles para expresar las restricciones. Las mas bdsicas serdn discutidas aqui.

Clausulas logicas. Una cldusula logica es una disyuncion de literales, que son
proposiciones atdmicas y; 0 sus negaciones ;. Entonces la expresion yy v 32 v )
es una cldusula, donde v es un “o inclusivo” légico. En teoria, las conjunciones de
cldusulas légicas puden expresar cualquier funcion sélo de y (i.e., cualquier funcion
booleana), pero puede ser conveniente usar otras formas también. Las implicaciones
(p.cj. y1 => ¥2) y las equivalencias (y; = y2) son ficilmente definidas en términos de
cldusulas.

Cldusulas extendidas, FEstas tienen la forma, “al menos & de Ly, ..., L, son verdaderas™.
donde las L, son literales. Ellas, también expresan funciones booleanas. pero
frecuentemente son mas convenientes que las cldusulas porque tienen un aspecto
guasi-aritmético ademas de su aspecto logico. |

Restricciones tipo “maleta”, La familiar restriccion de “la maleta™ 0-1 by 2 3. donde
cada y,€ {0,1}, puede tambion ser mirada como una férmula logica que es verdadera
cuando la suma sobre las b, para las cuales y; es verdadera cs al mcnos [3. as
funciones booleanas de esta forma se llaman funciones de umbral y son estudiadas
en la literatura de ingenicria eléetrica [58]. Aunque son dificiles de procesar
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légicamente pueden ser utilizadas para generar cortes logicos en la forma de
cldusulas y cldusulas extendidas, las cuales son facilmente manipuladas.

CHiusulas multivalentes. Estas generalizan las cldusulas para acomodar variables
multivalentes y son adecuadas para expresar cualquier funcion bivalente de (y,h).

Son disyunciones de términos que tienen la forma h;e H, donde H es un subconjunto
del dominio de 4.

El predicado todos-diferentes. Como en el caso de las cldusulas bivalentes, es til
proporcionar cldusulas multivalentes con otros tipos de sintdxis. Una formula
particularmente util establece que en un conjunto de variables h;, todos los
elementos del conjunto tienen diferentes valores.

En este trabajo se trataron las variables proposicionales y; de manera diferente que las
variables discretas multivalentes 4, Mientras que las y; representan proposiciones que son
verdaderas o falsas, las /#; no son proposiciones. Para obtener un proposicion, se debe
establecer algo acerca de las A, como que heH. Otra distincién es que las y;
corresponden a conjuntos de desigualdades lineales #x = @ y las A; no. En teoria, uno
puede forzar un conjunto de restricciones para cada posible valor de A4, pero el mismo
efecto se consigue escribiendo y; = (4 = v) para cada valor v y asociando restricciones
con las y;. Las y; y las A; se tratan aqui de manera diferente, principalmente porque existen
técnicas conocidas para escribir relajaciones lineales de varias clases de formulas que
involucren solo variables y,, y no se puede decir lo mismo de las variables 4.

Por correccion logica se debe notar que las y, son “bivalentes” en un sentido diferente al
’ 1] J »
ue las A; son “multivalentes”; mientras que las variables y, pueden tomar dos valores
[ } * J *

logicos, como verdadero o falso, las variables A; pueden tomar varios valores discretos
Ji

que no son verdaderos. Todas las formulas l6gicas discutidas aqui, que incluyen /e fl,
pertenecen a la logica bivalente. |

2. Algoritmos de Procesamiento logico

El objetivo del procesamiento lgico es el de extraer informacion que es implicita en las
formulas 16gicas g,(y,h). Es esencialmente un proceso de inferencia que deriva cortes
logicos, o implicaciones, de las formulas. Puede ser util de tres maneras: «) los cortes
logicos pueden dar origen a cortes elementales o a otras desigualdades que pueden
reforzar el problema lineal relajado; b) algunos cortes logicos peuden fijar variables 3y o
h;, reduciendo asi el drbol de busqueda; y ¢) el procesamiento logico puede detectar
inconsistencia, reduciendo nuevamente la bisqueda. La solucion del problema lineal
relajado de un modelo de programacion 0-1 puede, algunas veces. realizar (h) o (¢). pero
solo algunas veces, ¥y alin asi, mucho mas lentamente que un algoritmo de inferencia
[dgica apropiado.
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Como se menciono antes, un gran nimero de algoritmos de procesamiento ldgico se han
desarrollados por las comunidades de investigacidon asociadas con la inferencia togica, la
satisfaccion de restricciones, la programacion de restricciones y la programacion logica.
Por lo mismo. la discusion aca se limitard a dos tipos bdsicos de algoritmos que pueden
formar la base l6gica de un programa computacional de programacion lineal mixta-lagica.
Uno es un algoritmo completo que deriva todas las inferencias posibles, y otro que es un
algoritmo mucho mas rapido y ¢s incompleto.

El algoritmo incompleto es una simple técnica de propagacidn que toma la forma de
resolucion unitaria (encadenamiento hacia adelante™) en el caso de las clausulas logicas.
Es probablemente adecuado para la mayoria de las aplicaciones, pero cuando se requiere
de un algoritmo de inferencia mas poderoso, se puede usar el algoritmo de resolucion. ks
un método clasico de inferencia para clausulas logicas y puede ser generalizada para
clausulas extendidas y multivalentes. La resolucion puede ser un poco lenta y cs
inadecuada para problemas con un gran nimero de variables proposicionales. Existen
muchas aplicaciones. sin embargo, en las cuales, el nimero de variables discretas es
relativamente pequefio, comparado con la parte continua del problehma. En esos casos.
puede valer la pena extraer tanta informacion como sea posible de las formulas logicas
con el objeto de evitar resolver problemas lineales grandes.

3. Clausulas Logicas

En principio. una férmula légica que contiene sélo variables bivalentes y; siempre puede

ser escrita como una conjuncién de cldusulas, i.e., en forma normal conjuntiva (CNF).
Por ejemplo, la formula () A 32) v y3, donde A significa “y”, y puede ser escrita como (y

v 11) A (2 Vv y3). También la implicacién y; — y2 (0 ¥ 2 y2) puede ser escrita como ~y; v
y2, ¥ la equivalencia y) =y, se puede reescribir como (my; v y2) A (1 vV 2).

La forma conjuntiva normal (CNF) es completamente expresiva porque cualquier formula
en variables bivalentes puede ser mirada como una funcién booleana (verdadera-falsa)

=11 o ym). Siy=v', ... Wson los valores de y que hacen f{y) falsa, entonces la

siguiente formula es equivalente a f{y),
’ N m
'/\I \;/]J/J(Vij),
-— J'-

donde y,(v')) es —y; si v, = verdadera y es y; si V)= falsa.

Esta conversion a la forma conjuntiva normal requiere tiempo y espacio exponencial en el
peor de los casos. Sin embargo, una fé6rmula que involucra las conectivas —,v, A ,2, =
(y otras conectivas con tiempo-lineal de transformacién a CNF) puede ser convertida a la
forma conjuntiva normal en tiempo lineal agregando nuevas variables. El algoritmo va
como sigue. Si una formula dada F tiene la forma A A B, donde A y B son subférmulas,
entonces se aplica el algoritmo a A y a B separadamente, y se juntan los resultados. Si /7
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tiene la forma A —» B entonces hay que reescribirla como - A v B y aplicar ¢l algoritmo
a la formula resultantes, y similarmente para A=B. Si F tiene la forma A v B, entonces se
escribe como (Yt = A) A (Ve = B) A (et V- Yr2)s donde vieg. ymea san variables que
no ocurren en /, y se aplica el algoritmo a la féormula resultantes (ver [71] para
refinamientos). El algoritmo termina cuando se alcanza la forma conjuntiva normal.

I:n la practica, un programa computacional de programacion lineal mixta-entera aceptaria
varias conectivas que se puedan convertir rapidamente a la forma conjuntiva normal y
haria la conversion, Normalmente seria innecesario introducir nuevas variables, porque
generalmente,las formulas son lo suficientemente cortas como para que un equivalente en
CNF sin ellas sea también una formula corta.

Un algoritmo simple de resolucion [47, 48, 54] deriva todas las implicaciones de un
conjunto de clausulas, Deje que la clausula C) absorba la clausula C; cuando todas las
literales de Cy ocurran en C5; C) implica C, si y solo si C) absorbe C;. Dos cldusulas
tienen un resolvente (inico) cuando exactamente una variable y;, ocurre positivamente en
una y negativamente en la otra. El resolvente es una disyuncién de todas las literales que
ocurren en cualquier cldusula excepto yj y —y;. Por ejemplo, yav—ys es el resolvente de
yvy2y yavys. Dado un conjunto S de clausulas, el algoritmo de resolucién escoge un par
de clausulas en § que tengan un resolvente que es absorbido por ninguna clausulaen §, y
agregan ¢l resolvente a S. Se repite hasta que no existe otro par, lo cual ocurre en un
numero grande y finito de iteraciones.

Teorema 3.1 (Quine [47,48]) Un conjunto de clausulas S implica la cliusula C si y s6lo
si el algoritmo de resolucion aplicado a S genera una cldusula que absorba C. En
particular, S no es satisfacible si y solo si la resolucion genera una clausula vacia.

Este teorema seguird de un resultado mds general que se probard en la seccion 6 de este
capitulo. |

Las relajaciones lineales pueden ser generadas para las cldusulas derivadas por
resolucidn, si se desea. Un cldusula es simplemente una disyuncion. Asi, si la cldusula
contiene todas las literales positivas, y cada una de sus variables corresponden a un
conjunto de restricciones lineales, un corte elemental o de otro tipo pueden ser generado
como se discute en la seccion 5. Si una cldusula derivada es una cldusula unitaria, ie.,
contiene una literal simple y, 0 —y;, entonces y; puede ser fijada de acuerdo al valor que
tenga en ella.

La resolucidn no solo tiene una complejidad exponencial en el peor de los casos [24] pero
puede ser lenta en la practica [27]. Un algoritmo de inferencia mucho mds rapido que
sacrifica el hecho de ser un algoritmo completo, es el algoritmo de resolucion unitaria. Es
el mismo que el de resolucién total excepto que uno de los padres de un resolvente es
siempre una clausula unitaria. El hecho de que no sea completo puede ser visto en el
cjemplo,

v yv W0



Viv—ayvav W3
v yav-Als
Yiv-ayav -y

La resolucion fija y; a verdadero, pero la resolucion unitaria no hace nada porque no
existen clausulas unitarias para empezar, Sin embargo, la resolucion unitaria es eficiente,
ya que corre en un tiempo (O(nl), si existen » variables y L literales, y tiende a ser muy
ripida en la practica. Un algoritmo preciso que se adapta a un caso mas general de
clausulas extendidas aparece en la Fig. 4.1,

La resolucion unitaria es un algoritmo de inferencia completo para ciertas clases de
cldusulas, como las cldusulas de Horn, la clausulas renombrables de Hom, ete. [13, 14,
15, 56, 62}. Ninguna propiedad estructural conocida para un conjunto de cldusulas es una
condicidn necesaria y suficiente para que el algoritmo de resolucién unitaria sea
completo,

La resolucidn unitaria tiene el mismo poder inferencial que la programacion lineal, en el
siguiente sentido. Suponga que las cldusulas de S se escriben como un sistema 4y = a de

desigualdades 0-1 en el estilo usual; i.e., una clausula VjeL,; es escrita como Z,-(.;J VL)
21, donde y(L)esy;sil; =y yes1-ysili==-y,.

Teorema 3.2 (Blair, Jeroslow, Lowe [9]) La resoluciéon unitaria encuentra una
contradiccion en el conjunto de clausulas S si y sélo si la relajacion lineal del sistema
correspondiente Ay 2 a de desigualdades 0-1 es infactible,

Ay 2 a es infactible cuando la resolucion unitaria encuentra una contradiccion porque la
resolucion unitaria (a diferencia de la resolucion en general) simplemente agrega las
representaciones de desigualdad de las cldusulas. Asi, el derivar una cldusula vacia es
equivalente a obtener 0 2 1 de una combinacién lineal no negativa de Ay 2 a. Por ¢l
contrario, si la resolucion unitaria no detecta contradiccion, entonces las desigualdades
que representan las clausulas remanentes pueden ser satisfechas haciendo cada y; = %.

4, Clausulas Extendidas

Las cldusulas extendidas parecen ser un compromiso particularmente Wtil entre la
aritmética y la ldgica porque expresan las nociones de “al menos” y “a lo mas” pero
pueden ser procesadas eficientemente como férmulas ldgicas. De hecho, el programa
basado en las restricciones para problemas de optimizacién 0-1 de Barth [5] trabaja con
desigualdades 0-1, solo despu¢s de haberlas convertido en cldusulas extendidas.

Una cldusula extendida de grado & puede ser escrita como

XL >k,
jel
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donde cada /; es una literal. Aqui la suma no es una suma aritmética, pues simplemente
cuenta el numero de literales que son verdaderas. Las cldusulas ordinarias tienen grado 1.
Para decir que al menos & son verdaderas, se puede escribir

XLz -k,

Jjel

y se pueden usar dos clausulas extendidas pra decir que exactamente & son verdaderas.

Un algoritmo de inferencia completo (“resolucion generalizada™) para clausulas
extendidas es presentado en [27,30] y es refinado por Barth en [5§]. Usa resolucidn asi
como una sumatoria diagonal, donde la suma se define como sigue. Una cldusula

extendida 2,e;L; = k + 1 es la suma diagonal del conjunto de desigualdaes extendidas

(2enl; 2 k|ielysi) =\l pero para cada iel, igJ. El algoritmo de [27] se aplica a
un conjunto § de cldusulas extendidas como sigue. Si existen dos clausulas €, > de
grado 1 con un resolvente C que sea implicado por una clausula no extendida en S, tal que
Cy sea implicado por una cldusula extendida en S y similarmente para C,, entonces
agregue C a S, Si existe un conjunto £ de clausulas extendidas con una suma diagonal D
que sea implicada por una clausula no extendida en S, tal que cada clausula en £ es
implicada por alguna cldusula en S, entonces agregue D a S. El algoritmo contintia hasta
que no existen mds clausulas que puedan ser agregadas a S,

Teorema 4.1 (Hooker [27],[30]) Un conjunto § de cldusulas extendidas implica la
clausula C si y solo si el algoritmo de resolucion generalizada, aplicado a S genera una
cldusula que implique C. |

La implementacion del algoritmo requiere el reconocimiento de cuando una cldusula
extendida implica otra. Zje“LU 2 ky implica 2je)2L2; 2 ky si y s6lo si

Vil -1{j € | Lyy= Ly} S kot - k.

Cuando todas las literales de una cldusula extendida derivada son positivos y
corresponden a conjuntos de desigualdades, se puede formular una relajacién lineal
usando uno delosmétodos descritos en la seccion 5. Un algoritmo de resoluciin unitaria
para clausulas extendidas aparece en la Fig. 4.1

La programacion lineal es un algoritmo de inferencia mds fuerte que la resolucién lineal
para clausulas extendidas, Por ejemplo, el problema lineal detectala infactibilidad de las
siguientes desigualdades, pero la resolucidén unitaria no puede hacer nada con las
clausulas extendidas correspondientes.

Vwtyrty; 22
Q-y)+(A-y)+(-ym)22
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Deje que S sea un conjunto {ZJE ily 2 ki | i € 1} de clausulas extendidas,
donde cada L, es yj 0 -y,
Deje que U sea una pila de clausulas unitarias, inicialmente vacia.
Paracadaie [ con [J| =k
Para cada jeJ, agregue L, a U.
Deje J,‘ = (7,
Mientras U no esté vacia
Remueva L', de U.
Paracadaielcon r e J:
St L, = L’ entonces
DCje k,' = k,‘ - l, J;‘ :Jj\{t}.
si no
Si k, = |J}| entonces pare; S ¢s insatisfacible.
si no
Si ki =1/ + | entonces
Para cada jeJ\{t} agregue L, a U,
Deje J; = .
sino
Deje J, = J)\{1}.
Fig, 4.1 Un algoritmo de resolucion unitaria para clausulas extendidas

Ningun algoritmo conocido de inferencia tiene exactamente el mismo efecto de un
problema lineal sobre las cldusulas extendidas, hasta que se ven los algoritmos de -
programacion lineal como algoritmos de inferencia. La resolucion generalizada es, por lo
tanto, mas fuerte que la programacion lineal.

S. Restricciones tipo “maleta”

Un algoritmo de inferencia completo para restricciones tipo “maleta” aparece en [30], y
se puede derivar facilmente un algoritmo andlogo de resolucién unitaria para estas
restricciones. Pero quizds pueden usarse mejor como una fuente de cortes logicos que son
procesados mds ficilmente, como las cldusulas y las clusulas extendidas. Las clausulas
implicadas, por ejemplo, son idénticas a las bien conocidas “desigualdades de
cubrimiento” para la restriccion tipo “maleta”, y su derivacion es directa (p. ¢j. [23]).

Puede ser mas efectivo, sin embargo, inferir desigualdades extendidas. Mientras que es
dificil derivar todas las desigualdades extendidas que son implicadas por una restriccidn,
es facil derival todos los cortes contiguos. Considere una desigualdad 0-1, dy = 8 para la
que se asume, sin pérdida de generalidad, que d) 2 d2 > ... 2 d, > 0; si d; <0, cambie su
signo y agregue d;a 8. Un corte coniguo para cix 2 3 ticne la forma,

trw+ k-1

Y y2k (5.1)
j=t |
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chc k = l., 3= Z'&:l a_',, kﬁllimo = ().
Paraj=1, .., m
Dejes=s-d,.
Si s < J entonces
Mientras s + dy <9
Dejes=s + d,
Deje k =k + 1.
Si k> kuimo entonces
Genereel corte y; + ...+ Y24,
Deje Auitimo = &.

Fig. 4.2 Un algoritmo para generar todos los cortes-1 de una restriccion tipo
“maleta” dy 2 denlacuald; 2d:2 ... 2d, > 0,

donde £ es el grado del corte y w < s su “debilidad”) (w = 0 indica un corte que fija todas
sus variables). En particular (5.1 ) es un corte-f porque el primer término es y,. (5.1) es
valido si y solo si

1+ k-1 n
Xd+ X d<38.
Jj=1 t4wk

Mas aun,

~ Lemma 5.1 (Hooker [35]) (5.1) es valido, si y sélo si,

dy+ oo+ dpsga ¥ dpect oo+ dp <D ) (5.2)

Una propiedad eleméntal de ios cortes que sera util es, o | |
Lemma 5.2 (Hooker [35]) Si (5.1) es vilido, entonces el sigﬁienfe corte es valido para
Vit Yk 2 K - | (5.3)
Mds atin, si (5.1) es invélida, entonces (5.3) es invélida pré toda k'> k.
El siguiente hecho es la clave del resultado,
Lemma 5.3 (Hooker [35]). El corte

- Pttt Ve Sk (5.4)
es valido si y solo si el corte |
Yt oot Yk 2 k-1+1 | (5.5)

es valido.

Prueba. Debido al Lemma (5.1), (5.4) es vélido si y s6lo si
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d o tde g+ gt + oo+ dy < B,
y lo mismo es cierto de (5.5). U]
Ahora, el resultado principal

Teorema 5.1 (Hooker [35]) Cada corte-r de debilidad w para dx = 8 es implicado por un
corte-/ de debilidad w.

Prucba. Deje que %, sea la cardinalidad maxima de cortes-/ vdlidos de debilidad w.
Entonces
it oot ywek 2k (5.6)
es valido y
Vit et Yk 2 kot (5.7

es invalido. Basta con mostrar que el siguiente corte-t es o invilido o redundante.
Vit ot Vw2 ki (5.8)
Pero de (5.6) y del Teorema 5.1, sabemos que
y(+ "as +yw+kl 2 kl -+ 1
es valido. Esto y el Lemma (5.2) implican que (5.8) es valido para k, < k; - ¢ + 1. En este
caso (5.8) estd dominado por (5.6) y por lo tanto es redundante. También de (5.7) y del
Teorema 5.1, tenemos que
Yot oo Yokl 2k -t+2
es invalido. Esto y el Lemma 2 implican que (5.8) es invalido para &, 2 k; t + 2.0
El poder de todos los cortes-f puede, por lo tanto, ser obtenido generando sélo cortes-/. El

algoritmo de la Fig. 4.2, presentado por Hooker en {35}, lo hace en un tnempo lineal. A
manera de ejemplo, la restriccion tipo “maleta”

1391 +9 )2 +8y3+ 6+ 5ys+3y230

da origen a los cortes-/,
ntyzl
ntyaty;22
ntyatystystys23.

El primero puede deshecharse si se desea, porque es redundante del segundo.
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6. Clausulas Multivalentes

Las clausulas multivalentes proveen una sintdxis versatil y conveniente para expresar las
formulas 1dgicas que involucran variables multivalentes. Una clausula multivalente tiene
la forma

m

V (h € H), (6.1)
1=1

donde cada H; es un subconjunto del dominio D, de A Para simplicidad notacional, se
asume que las variables bivalentes ), se pueden mirar como variables /; con dos valores
que toman un valor de, se puede decir 1, cuando y; es verdadero y 0 cuando y; es falso. Si
h; estd vacio, el término (fyeH,) puede ser omitido para (6.1), pero es conveniente
suponer que (6.1) contiene un término para cadaj,

Cualquier funcién verdadero-falsa fih) = flh, ..., hy) puede ser expresada como una
conjuncion de clausulas multivalentes. En particular, —(#; € H;) puede ser escrita como
(hy € D\H,), y (hj € H}) — (I € H}) puede ser escrita como (hje DAH))v(hye Hy). Una

cldusula multivalente V,(k; € Hy;) implica otra V(h; € Hy) si y solo si Hy; ¢ Hy para
cada j. Como ejemplo de clausulas multivalentes, considere la siguiente férmula del
problema de la fiesta progresiva.

v = (Rig =) |
Se puede expresar formalmente como dos cldusulas multivalentes,

(vir € {0} v (€ {j})
(v e {1} v (hp e D\ {}).

La resolucion puede ser generalizada para obtener un método completo de inferencia para
cldusulas multivalentes. El algoritmo resultante se relaciona con el algoritmo de Cooper
para obtener consistencia-k para un conjunto de restricciones [18]. Dado un conjunto de
clausulas multivalentes, |

n

vy e Hy), el | (6.2)
J= .

el resolvente sobre A de estas clausulas es

(hheMHy) v V(he\JH)
el J#k iel
La resolucion ordinaria bivalente es un caso especial. Para aplicar ¢l algoritmo de
resolucidén a un conjunto S de cldusulas multivalentes, encuentre un subconjunto de S
cuyo resolvente M no sea implicado por alguna clausula en S, y agregue M a S. Continie
hasta que no existan mds clausulas que agregar a S,
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Deje que S sea un conjunto {C;|i e 1} de cldusulas multivalentes, donde cada C

tiene la forma V "= \(h; € Hy) v Ve« i todos-diferentes({hlj € Ji})
Deje n; ser el nimero de términos (4; € H)) de C; con H; no vacio.
Deje U ser la pila de indices que representan los dominios activos;
inicialmente U = {1,...,m},
Deje A ser una lista de predicados rodos-diferentes forzados, inictalmente vacia.
Paracadaie I
Sin=0y|T}| = 1| entonces:
Agregue el predicadoad y remuevaidel,
sinosin =1y|T;|=0 entonces
Deje Hj; ser no vacio.
Deje D;=D; ~ Hy y remueva i de I.
Mientras U no esté vacia:
Remueva kde U.
Si Dy estd vacia entonces pare; S es insatisfacible.
Paratodaiel:
Si H; no esta vacia entonces
Si Dy < Hy, entonces remueva i de 1.
si no
Deje H;k= 1’{”‘- m D;‘.
Si H; esta vacia entonces
Deje n;=n;- 1.
Sin;=1y|T|=0 entonces
Deje Hjser no vacia y remueva i de L.
Si D; & H entonces
Deje D;= D; nHy y agregue ja U.
Sin;=0y|T]=1 entonces -
Remueva i de l.
Agregue el predicado todos-diferentes en C;a A.
Para cada predicado fodos-diferentes haga todos- diferentes({h)jeJ}) en A con kek:
Si | Dy =1 entonces
Parajel\ {k}:

Si Dy D; entonces Deje D, = D;\ Dy y agregue j a U.
Fig. 4.3 Un algoritmo de resolucién unitaria para cldusulas multivalentes

El algoritmo de resolucién multivalente es un algoritmo de inferencia completa para
cldusulas multivalentes. La prueba del teorema usa la idea original de Quine para la
resolucion ordinaria.

Teorema 6.1 Un conjunto de clausulas multivalentes implica una cldusula multivalente
M si y sélo si el algoritmo de resolucion multivalente aplicado a S genera una cldusula
que implique M.



Prucba. La resolucion multivalente deriva solo implicaciones de S porque es claramente
vilido. Para probar lo contrario, deje que S’ sea el resultado de aplicar el algoritmo a S,
También defina la longitud de una clausula (6.1) como Z; |[F1]. Suponga que el tcorema es

falso, y deje que (6.1) sea la clausula mas larga implicada por § pero por ninguna
clausulaen §".

Afirmacion. Al menos una /7; en (6.1) estd perdiendo por lo menos dos elementos: i.c.,
|DAH| = 2 para alguna j. Primero, es claro que no existe ninguna A, = D, porque de otra

‘manera (6.1) seria implicada por una (de hecho, todas) clausula en S, suponga, contrario

a la afirmacion que cada H, estd perdiendo exactamente un elemento, digamos v,
Entonces /= v = (v}, ..., v,) viola (6.1) y debe, por lo tanto violar alguna cldusula

Vv(heH') en S’ porque S’ implica (6.1). Esto significa que cada H’; cD)\{v}, asi que
V(hye H') implica (6.1), contrario a la hipotesis. Esto prueba la afirmacion.

Ahora suponga que v, v’x estdn perdidas de Hy, y considere las siguientes cldusulas
multivalentes

(e HA I v Vi (eH), (neHA WDV Via(heH),  (6.3)

Ellas deben ser implicadas, respectivamente, por la clausulas Mj,M2eS’ porque son mas
largas que (0.1). Esto significa que el resolvente de M;, M; sobre /4 implica (6.1). Asi,
por construccion del algoritmo de resolucion, S’ contiene una cldusula que implica (6.1),

contrario a la hipétesis. [

La prueba del teorema muestra que basta, en principio, generar resolventes solo de pares
de clausulas.

Un algoritmo de resolucion para cldusulas multivalentes aparece en la Fig. 4.3. El
algoritmo también acomoda los predicados todos-diferentes, los cuales pueden servir
como disyunciones de cldusulas multivalentes a lo largo de términos laterales de la forma
hye H;. Un ejemplo de este caso estd en la siguiente restriccion de la fiesta progresiva:

01 v & vy v (hy # by

pero puede ser escrita formalmente como una clausula multivalente como sigue.

| B e{1}) v (&; €{1}) v (myu €{1}) Vv todos-diferentes(hi,hj).
7. Cortes Légicos

Un conocimiento intuitivo del problema en estudio, puede sugerir cortes 1dgicos, ambos
vilidos y no validos, ain cuando posteriormente no se pueda identificar facilmente
ningin corte poliédrico, de acuerdo a lo expuesto por Hooker, J.N,, H. Yan, e L
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Grossmann en ¢l articulo Logic cuts for processing networks with fixed charges [37],
mismo que se seguird pricticamente al pie de la letra, para presentar la siguiente
discusion sobre cortes logicos. ’

Un corte logico para un modelo de programacion lineal mixta-légica ha sido
caracterizado, por lo tanto como una implicacion de las férmulas logicas en el modelo,
Actualmente, cualquier formula légica implicada por el conjunto de restricciones como
un todo, es un corte logico. Esto es, g(y,h) es un corte ldgico si es verdadero para cada
(x».M que satisface las restricciones. Por ejemplo, —y; es un corte logico para el
problema

min x; + x2 (7.1)
s.a YiVvy

n—=>x 1)

n-rzl)

3> (x £0)

pero no es implicado por la formula y; v ys.

Los cortes 16gicos pueden ser definidos en un sentido ain mds general que los permita ser
no vélidos. Deje (v, /) ser factible en el modelo original, si (x,,4) es factible en el mismo
modelo, para alguna x. Deje (v’h’) dominar (y,h) si para cualquier (x’y'h’) que es
factible en el modelo, existe una (x,y,h) factible para la cual cx < cx'. Entonces g(», /) es
un corte logico si cualquier (y,4) factible que hace g(y,A) falso es dominado por una
(y’h’) factible que hace g(y 4 ") verdadero. El corte g(y,/) puede ser agregado al modelo
sin cambiar la solucién dptima, pero puede excluir soluciones factibles.

Por ejemplo, las formulas y, y ~ys SOn cortes l6gicos (no validos) para (7.1), porque
cualquier (0,05,53) factible es dominada por (1,y2,y3) y cualquier (1,1,y3) factible es
dominada por (1,0,3). Son cortes 16gicos no vélidos porque excluyen los puntos factibles
(0,1,0), (1,1,0). |

7.1 Ilustracion

Para ilustrar la idea de un corte légico, consideramos un problema muy simple de
optimizacién sobre una red de la Fig, 7.4. -

O
X
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Fig. 7.4 llustracion de un corte logico

Un flujo con un valor superior de M estd disponible en el nodo 1, los nodos 3 y 4 son
descendientes, y ¢l nodo 3 conserva el flujo. Los flujos en los arcos (1,2) y (2,4) sonx y
X2, Y generan ganancias ¢|x; y ¢axs, respectivamente, donde ¢, es cualquier ntmero real,
Sin embargo, los arcos (1,2) y (2,4) deben ser construidos a un costo d,>0 y d»>0,
respectivamente, antes de que ellos puedan acarrear flujo. Esto sugiere el siguiente
modelo de optimizacion lineal mixta-entera,

max cjxjpt+tcax;- d;yl ~dr )2 (7.2)
s.a X2 <X :
x, S My, j=1.2
x20 y, €{0,1}

Obviamente, no tiene sentido construir un arco que no acarree flujo. Aunque nada en el
conjunto de reglas prohibe las soluciones con (x; y)) = (0,1). Una forma de excluir dichas
soluciones es la de imponer restricciones de la forma x; > gy, Dichas restricciones
requieren que cualquier flujo positivo x, sea al menos tan grande como €, pero esto es
generalmente inocuo, para una € suficientemente pequefia.

~Se desea, por lo tanto, encontrar restricciones légicas que puedan ser aplicadas

simbolicamente. Esto no cs posible con restricciones de la forma x; 2 gy, porque ellas
contienen variables continuas. Se verd que las restricciones logicas pueden eliminar
soluciones que las rcstrxccmncs de la forma x; 2 gy, no.

Por lo tanto, se buscardn restricciones que involucren sélo variables y, 0-1. Existen dichas
restricciones que ponen fuera de juego, al menos algunas soluciones espurias de la forma
(x; ¥;) = (0,1). Para ver esto, note que la restriccién x, < My, fuerza x; a cero cuando y, = 0.
Pero x, = 0 implica x5 = 0, en cuyo caso se puede suponer y; = 0. Se concluye que y,= 0
fuerza y, = 0. Esta es una relacion 1dgica entre dos y;: |

V1.),20 - (73)

Si se considera y; como una proosicién que es verdadera cuando y; = 1 en (7.2) y falsa
cuando y;= 0, (7.3) puede ser también escrita como una féormula l6gica:

Y1V o | | (7.4)
Las restricciones (7.3)y (7.4) son formas alternas de formular el mismo corte logico. No

excluyen todas las soluciones en las cuales (x,,) = (0,1), pero dejan afuera (x,.,) = (0,1)
cuando y, = 0.
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También se puede notar que el corte légico de arriba tiene el efecto de forzar y, a un valor
de uno si y, es fijado a uno. Si tal corte no estuviera presente, entonces, dependiendo del
valor de M, y, puede tomar un valor fraccional cuando y, se fija a uno.

Si bien, un preprocesador puede generar el corte (7.3) como una implicacion y; = y, en
este problema simple, ningtin preprocesador puede generar todos los cortes ldgicos que se
pueden identificar para una red de procesos.

Puede parecer que ya que una solucion (x,,y,) = (0,1) nunca es dptima en la relajacion
lineal del problema, dicha solucién nunca aparecerd en un arbol de ramificacion y
acotamiento, de tal manera que no se necesita ningtin corte para removerla. Sin embargo.,

dichas soluciones pueden ocurrir, y esos cortes ldgicos, reducen sustancialmente el
tamaiio del arbol de busqueda.

7.2 Definicion

Se usaran los conceptos de epigrafe y su proyeccion para proveer una definicion de un
corte Idgico. Considerando un problema de programacion lineal mixto-entero,

max c¢x-dy (7.5)
s.a Ax+By=sa

x 20, J=1,..n,

ye{0,1},  j=l.p,

donde A esmxn,Besmxp,ycadad; 2 0. (Sid;<0,reemplace y;con 1 - y; ) La funcién
objetivo puede ser vista como una funcidn definida sobre el dominio D descrito por las
restricciones, El grafo G de esta funcidén, de acuerdo a la definicién (7.5), es el conjunto

{(xy.2) | xy) € D, z=cx - dy}. El epigrafe E es todo lo que se encuentre "por debajo"
del grafo, definido como {(x,y.2) | (x,y) € D, z < cx-dy}. El valor dptimo del problema de
optimizacion en (7.5), puede ser escrito como max {z| (x,),2) € E}.

El grafo de (7.2) es la unién de los siguientes subconjuntos:

{(0,0,0,0,0)}

{(0,0,0,1,-dy)} | (7.6)
{(x,0,1,0,¢%, - d))|0 < x,< M}

{(xy %2, 11,00, + caxa - d) - d))|0 S xp < x) < M}

El grafo proyectado G, es la proyeccién de G sobre el espacio de variables continuas, de
tal manera que G,= {(x,z) | (v, ».2) € G}. El epigrafe proyectado es £, = {(x,2) | (x,3.2) €
E}. Claramente, el valor optimo de (7.5) es max{z | (x,z) € E,}. Esto significa que se
pueden remover puntos del epigrafe £ sin cambiar ¢! valor de la solucion dptima, dado
que la proyeccion del epigrafe £, no cambia.
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La grafica proyectada para (7.2) es la union de los siguientes conjuntos.

{(0.0.0)}
1(0,0,-d5)} (7.7)

{(x).0.0%) - d)I0 S x,= M}
{(¥)X2,60%) + ca¥p = dy - d)|0 S xy S, S M}

El primer conjunto estd mostrado en la Fig. 7.5 por el punto y = (0,0), el segundo por el
punto y = (0,1), el tercero por el segmento lineal y = (1,0), y el cuarto por el conjunto
triangular y = (1,1). El epigrafe proyectado es la unién de estos conjuntos con todos los
puntos abajo de ellos.

0 ty=00)

—y=(@10)
y=(1,1)

Fig. 7.5 Corte Logico

Un corte légico para (7.5) es una restriccién en los valores posibles de y, tal que, cuando
se aplique no tiene efecto en el epigrafe proyectado Ep de (7.5). Entonces, se tiene:

Lemma 7.1 La adicion de un corte ldgico al conjunto de restricciones en (7.5) no cambia
el valor de la solucion 6ptima. o

Por ejemplo, el corte (3) remueve el punto (0,0,0,1,-d>) del grafo (7.2), entonces, ese corte
remueve sélo el punto (0,0,-d,) etiquetado y = (0,1) del grafo proyectado G, en la Fig. 7.5.

El epigrafe proyectado E, no estd cambiado, ya que d; 2 0 implica que el origen cae

directamente arriba de este punto. La ecuacién simbdlica (7.4) es, por lo tanto, un corte
l6gico y no afecta el valor de la solucién dptima.

Una nocién de dominacion se agrega a esta situacion. Si D es el conjunto factible para
(7.5), se puede decir que un punto y € {0,1}7 es factible si (x,y) € D para alguna x.
Entonces, un punto y' €{0,1}7es dominado por y si y £)' y (x,) € D siempre que (x,y’)
e D. En el ¢jemplo, (¥,,¢;) = (0,0) domina (0,1) porque (0,0) < (0,1) y (x;,x3,0,1) € D
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implica (x,x,) = (0,0), lo cual, finalmente implica que (x,,x,,0,0) € D. Esto es evidente en
la Fig. 7.5 porque cualquier punto que es una proyeccion de (x,.x5,0,1), como es el punto
¥ = (0,1), cae bajo un punto que es una proyeccion de (x,.x,,0,0) como es ¢l punto y =
(0,0). Entonces todas las soluciones con (y,y5) = (0,1) pueden ser eliminadas,

De otra manera, (y,,) = (0,0) no domina (1,0) a pesar del hecho de que (0,0) < (1,0).
Esto es porque (x},x,,1,0) € D no implica (x,,x,,0,0) € D, ya que el anterior permite x, > 0
y el tltimo no. Esto ¢s evidente en la Fig. 7.5 porque los puntos que son proyecciones de
(xy.x5,1,0), como el segmento de linea y = (1,0), no todos caen debajo del punto y = (0,0).
Asi que no podemos borrar todas las soluciones con (y,,y,) = (1,0).

7.3 Caracterizacion

El ejemplo de la seccidn previa ilustra el siguiente hecho.

Lemma 7.2 Si S c {0,1}7,
yes (7.8)

es un corte logico para (7.5) si y sélo si cada y'eS factible estd dominada por alguna yeS
factible.

Prucba. Suponga primero que (7.8) es un corte légico y permita que y'eS sea factible.
Entonces, removiendo cualquier punto de la forma (x,p") de D no cambia £, Esto
significa que la proyeccion (x, cx - dy’) de cualquier (x, y, cx - dy) € G cae debajo de la
proyeccion (x,cx - dy) de algun punto (x, y, ¢x - dy) € G para el cual y € S. Entonces cx -
dy'Scx-dy. Yaqued 20, y<y', y se sigue que y' esta dominada por y. |

Contrariamente, suponga que cada y'¢S factible estd dominada por alguna yeS factible.
Ya que d 2 0, la proyeccion (x, cx - dy”) de cualquier (x, ¥, cx - dy") € G cae debajo de la
proyeccion (x, ¢x - dy) de (x, y, ¢x - dy). Se sigue que (7.8) es un corte légico.

En el ejemplo, el corte logico y, - y,2 0 es equivalente a

El Lemma 7.2 confirma que (7.9) es un corte ldgico porque el Unico punto que no estd
incluido, el y = (0,1), esta dominado por el punto (0,0) en {(0,0),(1,0),(1,1)}.

Si S contiene todas los puntos factibles, entonces (7.8) es un corte valido. El corte (7.9)
no es valido porque S no contiene al punto factible (0,1).
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EEn programacion entera pura (i.e. cuando las variables x no aparccen en (7.5)), y domina
y'stysolosiy <y’ El Lema 7.2, por lo tanto, se vuelve mucho mas simple.

Corolario 7.1 (7.8) es un corte logico para un problema puro de programacion entera si y
solo si, para cada y'¢S factible, existe una yeS factible para la cual y < ",

Ahora enfrentamos el problema de determinar cuando todos los cortes 16gicos no vélidos
han sido identiticados. En el ejemplo anterior, es claro de (7.6) y (7.7) que no se pueden
cortar otros valores no factibles de y que no sean (0,1) sin cambiar el epigrafe. Por
ejemplo, si cortamos (1,0), entonces se remueve el conjunto {(x,,0,cx,-d)) [0 < x; < M}
de G, (representado por una linea scgmentada en la Fig. 7.5). Esto claramente altera el
epigrafe proyectado E,.

En general, podemos checar cuando hemos encontrado todos los cortes ldgicos no validos
agregando los cortes 6gicos conocidos al conjunto de restricciones y aplicando el
siguiente corolario para determinar cuando existen mds cortes ldgicos no validos.

Corolario 7.2 El problema (7.5) tiene un corte légico no valido (7.8) si y sdlo si algiin
y'e{0,1}# factible es dominado por algtin y =y’ factible.

Si agregamos el corte 1dgico (7.9) a (7.2), entonces ninguna y' factible es dominada por
otro punto factible. Los unicos puntos factibles y’ son (0,0),(1,0) y (1,1). Cuando x; > 0,
(¥,0,1,0) € D pero, (x,,0,0,0) ¢ D. Cuando x;,x, >0 (x,,%,1,1) € D pero (v,,x2,1 ,0),
(x1,%2,0,0) ¢ D. Asi, ninguin otro punto factible puede ser cortado.

8. Cortes l6gicos de Benders |

La idea detrds de la descomposicion de Benders es generalizada a una base l6gica por
Hooker [33], aplicando la idea de la programacién 0-1 al problema de satisfabilidad. Aqui
la idea es aplicada a la programacion lineal mixta-logica. ‘
]

Un corte de Benders para un problema de programacion lineal mixta-logica puede ser
generado en cada nodo del drbol de blsqueda, de la siguiente manera. Se deja que las
férmulas l6gicas contengan el problema maestro. El subproblema consiste de la relajacion
lineal en ese nodo; ie., el conjunto de restricciones lineales que es forzado por las
proposiciones que son verdaderas en ese nodo. Entonces, si y; se fija a verdadero paraj €
Jy, la relajacion lineal del problema es, -

min ¢x - dy (7.10)
sa Ax = a | (1) .

Ax 2 d, jel (/)

x;2 0.
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donde Ax > a representa cortes agregados en el nodo raiz. Deje que u, «/ sean las variables
duales comos se muestra. Entonces. el siguiente es un limite valido sobre el valor dptimo:

zzua+ 2 idd.
Jel
|
Esto también puede ser escrito como
z2ua+ X ody, (7.11)
je.l|

si cada y; toma su valor actual, digamos 1 (para verdadero). De hecho (7.11) es un limite
valido para cualquier y para la cual v permancce factible en el dual de (7.10), ie,
cualquier y para la cual
ua+ LAy < ¢ (7.12)
jel
i
Iisto da el corte de Benders,
(7.12) = (7.11)

Este corte puede ser generado en cualquier nodo no terminal y usado en cualquier nodo
subsecuente para obtener un limite inferior sobre el valor dptimo, sin resolver la
relajacion lineal. Si el limite no es lo suficientemente grande para acotar el verdadero, se
debe resolver el problema lineal,

En la prictica, es conveniente trabajar con costos reducidos. Si z* es el valor 6ptimo de
(7.10) y r es el vector de costos reducidos, entonces (7.11) y (7.12) respectivamente, s¢
convierten en |

z2z*+ L dd (1-y) o (7.13)
: je.ll '
y TdA-p s (7.14)
je.ll ' ‘

El corte de Bender es

(7.14) = (7.13)

El corte gencrado en cada nodo es valido a través del 4rbol de busqueda. No refuerza la
relajacion del problema lineal pero provee un limite sobre el valor éptimo que puede
hacer obvia la solucién de la relajacién. Esto puede ser dtil cuando el problema lineal es

muy grande o muy dificil de resolver,



CAPITULO 5: APLICACIONES

a——

En este capitulo se presentan ejemplos en cuatro dreas de aplicacion para ilustrar los
conceptos principales, ventajas y desventajas de la programacion lineal mixta-légica. Las
dos primeras aplicaciones son importantes en Ingenieria Quimica. La primera comprende
problemas en disefio de redes de procesos que es el punto fundamental de un nuevo
campo en la Ingenieria Quimica, llamado Sintesis de Procesos y la segunda, la
calendarizacidn de procesos con transferencia cero, en plantas de proceso multiple. La
tercera aplicacion, es el clasico problema de {a localizacion de almacenes que fué
escogido, porque se ajusta bastante bien al modelamiento logico y para ejemplificar
conceptos importantes mencionados en esta tesis; y finalmente, la cuarta aplicacién es el
problema de la fiesta progresiva, escogido para representar problemas en los cuales
dominan los elementos discretos y donde puede verse la potencia de los métodos de
inferencia ldgica porque no ha podido ser resuelto con los métodos clasicos de
programacion entera. La idea fue la de seleccionar problemas que representaran
aplicaciones reales con la complejidad que las caracteriza o que sirvieran de ilustracion
para muchos de los conceptos aqui expuestos.

1. Sintesis de Procesos

Los modelos de Sintesis de Procesos, frecuentemente involucran selecciones discretas
(i.e. la decision de que unidades integrar en un diagrama de flujo). Los enfoques de
programaciéon matemadtica sueclen hacen uso de variables binarias 0-1 para modelar estas
decisiones. Junto con las variables continuas, se pueden modelar los problemas de disefio
y sintesis de procesos a través de una funcién objetivo y un conjunto de restricciones que
representan los balances de masa y energia y las especificaciones. Sin embargo, el
modelamiento es un paso crucial del éxito en el método de sintesis. En esta seccidn, se
aplican las técnicas de programacion lineal mixta-logica, apegindose a los modelos
descritos en el libro por publicarse de Grossmann, Biegler y Westerberg: Systematic
Methods for Chemical Process Design, al modelamiento y la solucion de problemas de

sintesis de procesos. | |

1.1 Redes de Proceso

Las redes de proceso aparecen en aplicaciones en las cuales, un subconjunto de balances
de masa son dados en proporciones fijas. Incluyen, por ejemplo complejos quimicos
industriales y secuencias de destilacion. La Figura 5.1 presenta un cjemplo de una red
quimica de proceso. El objetivo en estos problemas es el de encontrar una subred que
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minimice los costos totales, fijos v variables en que incurren las unidades de proceso. Por
simplicidad, se consideran las redes sin reciclaje, aunque su tratamiento es similar,

Para nuestros propositos, una red de proceso es una red aciclica dirigida con dos clases de
nodos: nodos estructurales y nodos unitarios. Un nodo estrucutral, representado como un
circulo en la Fig. 5.1, es un nodo normal de red que conserva el flujo. Un nodo unitario,
representado como un cuadrado. es un nodo de procesamiento que adicionalmente
requiere un costo fijo de construccion si es que tiene que Hevar flujo. Se asumira que cada
nodo fuente (nodo sin entradas) v cada nodo terminal (nodo sin salidas) es un nodo
unitario fingido. Un nodo unitario i es un predecesor del nodo unitario j si existe una ruta
directa de i a /. El nodo unitario j es un sucesor del nodo unitario i si es un predecesor de
J. El nodo unitario /4 es un sucesor inmediato de la salida j de la unidad i (0 un predecesor
inmediato de la entrada j de i) si existe una ruta directa de la salidajdeiak(odekala
entradaj de i) que no contiene ninguna otra unidad.

T

>
=
L &

Fig. 5.1 Ejemplo de una red de proceso

Para cada nodo untiario /, existe una variable asociada de flujo Z;. El flujo dentro de cada
entrada j debe ser a;Z;, y el flujo de cada salidaj debe ser $,Z;, donde o, f; >0. Se asocia
cada nodo unitario / con una variable binaria y; tal que y; = 1 si la unidad i esta
construida, y 0 en cualquier otro caso. d; 20 es el costo fijo de construccion de la unidad /.
Si se deja que I sea el conjunto de indices de los nodos unitarios, J el de los nodos
estructurales y 4 el conjunto de los arcos, el problema se puede formular con el siguiente
modelo de programacién lineal. |



R

n
L

max cq - dy (1.1)
sa 2y = &g vjel
NN {ied

Gi = i, V(j.i)ed, Viel

qi = By, V(i) eA, Viel

Z! < A/[lyﬁ VIEI

¢, 20, V(ij)eA

Zi 20, yie{0,1}, Viel

Este modelo tiene la forma de un modelo cldsico de programacién lineal mixta-entera si
hacemos x = (¢,2).

1.2 Cortes logicos para redes de proceso

No tiene caso construir una unidad que no acarree flujo. Por lo tanto, podemos ignorar
soluciones con y; = 1 y Z; = 0, ain cuando puedan ser factibles. Como se explico antes, no
se pueden agregar restricciones algebraicas mixtas-enteras que dejen afuera todas esas
soluciones, pero los cortes 16gicos pueden excluir algunas de ellas.

Para encontrar todos los cortes ldgicos para una red de proceso, se empieza con el
siguiente lemma, presentado por Hooker, Yan, Grossmann y Raman [37]:

Lemma 1.1 La regla logica

i = Oy VeV i) | (1.2)
es un corte logico para (1.1) siy sélosiy, =...=y, = 0implica Z;= 0,

Prueba. Sea S el conjunto de puntos y que satisfacen (1.1), y x =(q.2).

Primero se asume que y, = ... =y, =0 implica Z; = 0. Se toma cualquier y'¢S, dejando
que y sea la misma que y', excepto que y; = 0. Entonces y € Sy y < y'. También para
cualquier (x,y") € D, claramente (x,y) € D, porque Zi = 0 implica que y; puede ser cero.

“Asi, la ecuacidn simbdlica (1.2) es un corte légico por el Lemma 1.1,

- En contrapartida, se supone que (1.2) es un corte légico. Se toma (x, y')' €D pa_ra la cual

y,'=..=y, "= 0. Entonces ya sea que y;' = 0, en cuyo caso debemos tener Z; =0, 0 y;' =
1, en cuyo caso y'¢S. Pero en el (ltimo caso, existeunay € Scony <y'y (xy’) € D. Pero
y £y'yyeSimplican Z;= 0. |

Obviamente no hay flujo a través de la unidad / (Z; = 0) si cerramos todos -los
predecesores inmediatos de algunas entradas a #, o si cerramos todos los sucesores
inmediatos de algunas salidas de i, porque cada a,,f3; > 0. Entonces se puede decir que
(1.2) es un corte inicial, si iy, ..., i,, son todos los predecesores inmediatos de alguna
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entrada a i, o son todos los sucesores inmediatos de alguna salida de i, Inmediatamente se
tiene el siguiente Lemma,

L.emma 1.2 Cualquier corte inicial es un corte logico.

Por ejemplo y16 = (vg Vv Jg) es un corte inicial dela Fig. 5.1, y es también un corte
l6gico. No todos los cortes 1dgicos son iniciales, como por ejemplo el corte logico y15 =
(2 v yy). Se le llamara al corte 16gico de la forma (1.2) minimo si no es un corte logico
donde cualquier variable en la consecuencia es removida. Obviamente, un corte inicial es
un corte minimo. Tenemos,

Lemma 1.3. Si (1.2) es un corte logico minimo, entonces cualquicra de las unidades iy,
..y iy SON sucesoras de la unidad i, o todas ellas son predecesoras de la unidad /.

Prueba. Suponga lo contrario. Sin pérdida de generalidad, permita que iy, ..., i, sean
predecesores de i Y Jp.iy, ..., i), Sucesores de i, conr <m. Yaquey; = (y, V..V ¥, ) no
es un corte logico, dejando y, =... = »,= 0, no (por el Lemma 5.1) se bloqueara el tlujo
dentrode /. Yaquey; = (y, v ... v y, ) no es un corte légico, dejando y,  =... = y, =0

m

no se bloqueara el flujo de i. Entonces por ¢l Lemma 1.1 (1.2) no es un corte logico,
contrariamente a la hipétesis.

Lemma 1.4 Cualquier corte 16gico de la forma (1.2) estd implicado por una conjuncion
finita de cortes ldgicos iniciales. | |

Prucba. Cualquier corte 16gico de la forma (1.2) estd implicado por un corte minimo
obtenido removiendo cero o mas consecuentes. Se supone, por lo tanto que (1.2) es un
corte minimo. Por el Lemma 1.3, se puede asumir que todas las unidades que aparecen en
el lado consecuente son predecesores de la unidad i. (El argumento es similar si todas
ellas son sucesoras), El siguiente procedimiento genera un conjunto de cortes iniciales
que implican la ecuacion simbdlica (1.2). |

Dejando jy, ..., ji ser los predecesores inmediatos de cualquier entrada a la unidad i, y
dejando que el conjunto F consista de (1.2). Entonces (1.2) estd claramente implicada
por: | | -

Y = U’hv"‘v Vis (1.3)
= GV N Iy VHEGty i o

donde (1.3) es un corte inicial por el Lemma (1.2). Agregue las reglas (1.3) a F'y borre
(1.2)de F.

Para cualquier regla en F, repita el procedimiento de arriba. El procedimiento termina
cuando £ estd vacia. Ya que la red ticne un nimero finito de unidades, ¢! procedimiento
generard un conjunto finito de cortes iniciales que implican (1.3).
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Como un ejemplo, considere la Fig. 5.1 otra vez. y16 = (V2 v ¥4) es un corte logico.
pero no inicial. Estd implicado por los cortes iniciales yjg = (¥g vV ¥9), Vg = 2 ¥
Y=Yy,

Finalmente se mostrard que los cortes iniciales cortan todos los puntos enteros que
pueden ser cortados por los cortes Jogicos de cualquier forma.

Teorema 1.1 Si todos los cortes iniciales son agregados a (1.1), entonces no existen mas
cortes 10gicos validos.

Prueba. Por el Corolario 7.1 del capitulo anterior, es suficiente mostrar que ninguna y' no
factible estd dominada por una y # y' factible. Considere cualquier y’ factible. Deseamos
mostrar que existe algin (v,y") € D para la cual, ninglin otro punto (x,)) € D satisface y <
y'. Para hacer esto, se supone, sin pérdida de generalidad que y' = (0,¢), donde 0 es un
factor de & (<p) ceros y e un vector de p - £ unos.

Afirmacion. Existen puntos (x*1, 0, y4*1), . (x,0,yP) € D con x'= (¢}, Zl) y
vy =yl 1,..vp), tal que cada Zi;> 0.

Prucba de la Afirmacion. Suponga que la afirmacion es falsa para alguna i e {k+1,...,
p}. Entonces y; = ... = y;,= 0 implica que Z; = 0, lo cual significa, por el Lemma 1.1 que
yi = (1 V.. vV ¥y) es un corte 1dgico. Es por lo tanto, implicado por los cortes iniciales,
lo cual contradice la suposicion de que y' (que tiene y; =1y y'y = ... = yi= 0) satisface
todos los cortes iniciales.

Ya que y' = (0,¢) satisface todos los cortes iniciales, la afirmacién implica que (x¥*1,0,¢),
oy (xP,0,¢) € D. Por lo tanto se puede permitir que (x,0,e) sea su combinacién convexa
usando pesos iguales, con x = (g,Z), y note que (x,0,¢) € D. Yaque Z;> 0 para i = k+1, ...,
p no existe punto (x,y) € Dcony £ y'=(0,e) yy#y’ Se sigue con el teorema.

+ Yo Y
C
Cy Y4 2 n Yq Yg
Yy (— 4 Yo +Cg
v
| 2 Y10
Y6

Fig. 5.2 Red quimica de proceso
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Ejemplo. El siguiente ejemplo presentado en la Fig. 5.2 de una red de procesa quimico
tiene tres partes importantes de seleccidn. La corriente (', puede escoger entre los
reactores representados por yz. vy y/o yu, la corriente Cy, entre los reactores ys y 3o y la
corriente final que sale de estos reactores y que se mezcla con la corriente C's. debe
escoger entre los reactores yy, yo ¥ y10. En todos los casos se contempla la posibilidad de
usar uno sélo de estos reactores o de repartir el flujo en mas de uno,

Para esta red quimica de proceso se pueden generar los siguientes cortes logicos:

LExpresion Algebraica Expresion Simbolica
Ntystys-ymz20 Yv = YaVvyiVvya
V=220 ya = 0

Yi-y20 yi = W

N=yaz20 ya = N
Ystys-y120 Y1 = sV e
y1-ys20 Vs = W0

Yi-ys20 Yo = W1
yetyotyio-y 20 YI = Y8V Vo
vetyotyip-y120 Y1 = VYoV

Otro conjunto muy importante de problemas que pueden resolverse exitosamente a través
del uso de cortes logicos es el de la sintesis Optima de redes de columnas de separacidn.
En estos modelos se debe construir una red que seleccione las separaciones que
produzcan los componentes esperados, utilizando las columnas de destilacion que a su
vez, representen un costo minimo para la red. Dada su importancia y frecuente
utilizacion, en la siguiente seccidon se presenta el modelamiento detallado de estos
problemas.

1.3 Sintesis de secuencias de Columnas de Separacion

Se considera el problema donde una alimentacién multicomponente debe ser separada
dentro de componentes esencialmente puros, a través del uso de columnas de separacion
instantaneas. Con el objeto de reducir el tamafio y la complejidad de los modelos lineales
utilizados, se van a realizar una serie de suposiciones a lo largo de esta presentacion, que
simplifiquen dichos modelos y que eviten el incremento excesivo en su tamafio y la
introduccion de componentes no lineales. |

Primero, como se presenta en la Fig. 5.3, se considerard una columna de destilacion con
una sola alimentacion, en la cual se realizan separaciones entre componentes clave,
pesados y ligeros, que son adyacentes entre ellos. -

Si se consideran constantes la presion y el radio de reflujo, entonces, realizando calculos
rdpidos con cualquier método, se pueden obtener relaciones de balance de masa, en
términos de las corrientes de alimentacion y de salida de la columna, como puede verse
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en la Fig. 5.4, donde d, y b, representan los flujos de masa del componente i en las salidas
del vapor destilado y del fondo de la columna, y vy; son las fracciones de recuperacion
correspondientes obtenidas de los balances de masa de la columna. Si se asume que las

fracciones vy, son constantes, es claro que el conjunto de ecuaciones en (1.4) se pueden
reducir a ecuaciones lineales.

1
N
¢ > A
5 .
el
, .

Fig. 5.3 Columna de separacion

S— |
f, —— | di="%f; |
' b= (1-9 § (14)
| N
s..f._......._._)b

Fig. 5.4 Balance de masa para una columna de destilacion multicomponente

Aunque se pueden usar las ecuaciones de balance de masa, tal como vienen dadas en
(1.4), se considerara una simplificacion adicional que permitira escribir el modelo sélo en
términos de las corrientes de alimentacion total de cada columna de destilacion. Si se
asume una recuperacion del 100%, entonces, para cada columna &, se pueden determinar



a-priori, la fracciones del total de la alimentacion que van a ser recuperadas en la tapa y
en el fondo. por las siguientes ecuaciones (ver Fig. 5.4).

—-———»——-—)}ii
—~ e
Etkapa - > Xr 2 )(iF
) Echapa IGCk )
Xj— (1.5)
ieCk
glondo 2 xF / > )(::
, CLondo ieCy
R,
e )(i
. _ ~fondo

Fig. 5.5 Moédulo para flujo total y separacion fuerte

F . ., . v e e ' d
donde XF; es la fraccion mol del componente i en la mezela inicial, Cx, C®™ y C",
son los conjuntos de componentes involucrados en la salida del destilado y del fondo de
la columna k.

Como ejemplo, se considerara la columna de la Fig. 5.6, la cual tiene como alimentacion
inicial una mezcla multicomponente. Si se aplican las Ecs. (1.5), es claro que X% = 0.2 +
0.4 = 0.6y X" =03 +0.1 = 0.4, Para la columnna de la Fig. 5.5, que solo tiene los
componentes C y D en la alimentacién, se sigue de la Ee. (1.4) que X®P® = 0.3/(0.1 + 0.3)
= 0,75, x°"% = 0,1/(0.1 + 0.3) = 0.25 Con cstas fracciones, se pueden expresar los flujos
de las dos corrientes de producto en la columna, en términos del flujo total de
alimentacion F, dentro de la columna, como puede verse en las Figs. 5.6 y 5.7.

Ya que con las suposiciones anteriores se¢ pueden modelar los balances de materia a
través de los flujos de alimantacion total para cada columna, es conveniente modelar las
cargas de calor del re-hervidor y del condensador, y el costo de capital en términos de
estas variables. Asumiendo las mismas cargas en el condensador y en el re-hervidor, las
cargas de calor para la columna £, pueden ser expresadas como funciones lineales:

Qk = K Fxk | ‘(1.6)

donde Ky es una constante derivada de un calculo répido. Finalmente, el costo anualizado
de la columna, que incluye el modelo de costo fijo para la inversion y los costos de las
corrientes auxiliares de calor, viene dado por:



Ck=2z + Px Fx + (ch + Cc)Qk (1.7)

donde z es el costo 1ijo anual, Bk es el factor de tamafio para la columna, y Cx. Cc son los
costos unitarios para el calentamiento y el enfriamiento del re-hervidor y del condensador.
respectivamente.
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Fig. 5.6 Ljemplo de la separacion inicial de una mezcla de cuatro componentes
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Fig. 5.7 Ejemplo de separacion intermedia para una mezcla de dos componentes

Antes de presentar la forma general del modelo de programacion lineal mixta-ldgica,
basado en las ecuaciones lineales de la seccion previa, se considerard como ejemplo, el
caso donde se tiene una mezcla de 4 componentes A,B,C y D que queremos separar en
productos esencialmente puros, de acuerdo al esquema presentado en la Fig. 5.8,
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Los datos sobre la composicion de esta mezcla, las constantes para el balance de calor, los
datos de costo y las fracciones de recuperacion, necesarias para las ecuaciones de balance
de masa, basadas en los datos de alimentacion y calculadas de acuerdo a la Ec. (1.5), se
presentan en la Tabla 5.1

Primero, hay que generar la superestructura para este problema. La representacion
correspondiente en forma de red, presentada por Andrecovich y Westerberg (1985) se
muestra en la Fig, 5.8. A cada una de las 10 columnas de destilacion en esta red, se le

pueden asignar variables Y; que denoten su existencia potencial, y una variable F para su

corriente de alimentacion.
Los Balances de Masa correspondientes a cada nodo de la red son los siguientes:
Para el nodo inicial en la red, tenemos:
F, +F; + F3=1000 (1.8)

B|CD
Yo

AlBCcD
¥y
Fs
F?
ABCD— 2
TN\ ABcp . AlBC
L £ i ¥,

F? AB'C / Y Y:Io
| Yy

Fig. 5.8 Superestructura para la separacion del ejemplo de 4 componentes

Para los nodos restandes en la red, en vez de considerar balances de masa alrededor de

cada columna, se consideraran balances de masa para cada producto intermedio. La razon

para esto es que en la superestructura de la Fig, 5.8 se asociaron flujos sélo a la

alimentacion de cada columna, de tal manera que las corrientes de producto, no
necesariamente tienen un flujo asociado, como es el caso de las columnas 2,4,5,6 y 7.

e 8 o i 4 i 7 e e b e e %
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Basados en las fracciones de recuperacion de la Tabla 5.1, los balances de masa para cada
corriente intermedia de producto se presentan en las ecuaciones (1.9) - (1.13).

A Tabla 5.1: Datos para el problema de ejemplo
Alimentacion Inicial Ftot = 1000 kgmol/hr  Composicion A = 0.15
COSTO DE SERVICIOS: (FraccionMol) B =03
Agua de Enfriamiento Ce = 1.3(10"33hr/10%6kJyr) - €=0.35
Vapor | Ch = 34 (10°33hr/10°6kJyr) - D=02
_ | | " Costo de Inversion Coeficientes Fraccmnes de Recuperacmn
- Columnade  FIJO VARIABLE de Calor - enla Superestructura
K Separacion  Zzk Bk Kk ,.
1 ABCD 145 042 0028 EA =015 & BCD=085
2 ABICD 52 012 . 0042 & AB =045 & CD =085
3 ABCD 76 025 . 0054 £ ABC=08 D =02
4 BCD 38 014 ' 004 EB =035 F CD=0647
5 BCOD 66 021 0 047 £ BC =0765 ED =0235
6 ABC 25 078 0024 EA =0188 E BC=0812
7 AB/IC 44 011 . 0.039 k AB=05625E.C =044
8 CD 58 019 . 0044 EC =0636 D =0364
9  BIC 37 008 | 0036 E&'B =0462 E.C =053

10 AB M2 039 | 002 EA =033 EB =087

a) Corriente intermedia (BCD), producida en la columna 1, y dirigida a las colunina’s 4yS5.
Fy+F5-0.85F; =0 - (1»»..9)

b) Corriente Ainterme‘c‘lia (ABC), producida en la columna 3, y dirigida a las columnas 6y-7,

| o Fo+Fy-08F=0 - | (1.10)1 |

¢) Corriente intermedia (AB), .producida en las columnas 2 y 7,y dirigidaa la'col»u}mna 10,
Flo-045F;-0.563F;=0 | (1.11)

d) Corriente intermedia (BC), producida en las columnas 5 y 6, y dirigida a la columna 9,
F9~0.765 Fs-0.812F¢=0 | (1.12)

¢) Corriente intermedia (CD), producida en las columnas 2 y 4, y dirigida a la columna 8

o "’%»’,f'\"

Fg-0.55F,-0.647F;=0 (1.13)
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[.as cargas de calor del condensador y del rehervidor, se pueden representar por las
variables continuas Qy, k = 1,...,10, y de la ecuacién (1.6), vienen dadas por las siguientes
ecuaciones:

Qi = Ky Fi, k=1,...,10 (1.14)

donde los pardmetros Ky vienen dados en la Tabla 5.1. Note que las ecuaciones anteriores
aumen que las cargas en los condensadores y los rehervidores es la misma, En la practica
estos valores son {recuentemente cercanos.

Los 10 flujos en las ecuaciones (1.8) - (1.13) se encuentran acotados por el valor del flujo
total, 1000:

0 < Iy £ 1000, k="

h |
!
——h
-
-
-
—
<

(1.15)

Dado que cada unidad puede estar o no estar presente, si Y; corresponde a la existencia de
esa columna de destilacion en la red seleccionada y —Y; indica su ausencia, podemos
escribir las siguientes disyunciones:

Yi v =Yy, k=1,..,10 (1.16)

La existencia de una unidad k, obliga a considerar su costo fijo, como parte de los costos

‘de la red scleccionada, y si sélo seleccionamos equipo que vamos a usar, también

sabemos que el flujo a través de ella, debe ser estrictamente mayor que cero. Por otro
lado, la no existencia de la unidad £, nos indica un flujo de cero a través de ella y ademas

un costo cero para la unidad %, ya que no estd considerada dentro del esquema
seleccionado. | , .

Yy: Zx= Costo fijo de la unidad k y Fy > 0.
-Yx: Fi=0(Flujo cero a través de esa unidad), y Zx = 0.

La forma general del problema hace que al hacer un flujo cero, se haga automaticamente -
el costo cero (ya que el modelo pretende minimizar costos), por lo que las disyunciones
sobre la existencia o no de la unidad &, pueden escribirse en la forma general de las
disyunciones para los problemas de costo fijo, presentada por Beaumont (1985).

{7 = Costo Fijo(k), Fx>0} v {Fx=0}, k=1,...,10 (1.17)

La funcion objetivo vendra dada por la minimizacidn de la suma de los costos dados en la
Ee. (1.7), para las 10 columnas, Esto es,

10 10 o
min C = kE (zx + Pk Fi) + (34 + 1.3) 2 Qi (1.18)
=1 k=1

donde los coeficientes de costo 2k v Bk ,vienen dados en la Tabla 5.1.
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La funcion objetivo en (15) esta sujeta a las restricciones (1.8) a (1.15) correspondientes
al modelo disyuntivo para determinar la secuencia de destilacién optima en la
superestructura de la Fig. 5.8. Note que se tienen 20 variables continuas (Fi, Qg, k=1, ...
,10) y 16 ecuaciones; (1.8) a (1.13) y las diez ecuaciones en (1.14). Entonces, el problema
tiene 4 grados de libertad. También sc tienen 10 disyunciones en (1.16) y 10 limites
superiores en (1.15), que acotan los valores posibles de los flujos.

Finalmente, se tiene informacion légica, desprendida de la superestructura analizada, que
nos fija y/o limita algunas posibilidades de combinacidn entre las unidades que pueden
existir simultineamente en la red de columnas de destilacion, nos permite hacer
inferencia logica y fijar nuevas variables, una vez que se fija el valor de una de ellas, y
que aun no se ha tomado en cuenta en el modelo.La informacién logica contenida en la
superestructura es la siguiente: |

YieYs V Y

Yo<>Ys A Yo

Ya>Ys VvV Yy

Ya= Ys (1.19)

Ys = Yy

Estas ecuaciones pueden ser convertidas a su forma conjuntiva normal (CNF), con el
objeto de emplear el algoritmo de resolucién unitaria para realizar la inferencia logica
correspondiente: . |

-YyV Y4V Y5

-Ys VY,

-Ys5V Y4

-Y,V Yg

-Y>Vv Yo

“YsvYsVvY;

-YsV Y3 . . .

—Y7V Ys | (1.20)

| -Y4sV Ys -

-YsV Yo

-YsV Yg

-Y7 V Y1o

-YsVYsVvY,

-YsV Y5V Ys

=YV Y2 v Y7

Aparte de estas proposiciones expresadas en forma conjuntiva normal, tenemos mas
informacion logica en la superestructura, que puede expresarse en la forma de cldusulas:
“A lo mds m de ...", que corresponderian a cldusulas extendidas y que pueden manejarse
facilmente en su forma original, dentro del c6digo computacional, pero que traducidas a
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su forma CNF originarian cientos de cldusulas proposicionales. Dichas ecuaciones son las
siguientes:

Alo mas 1 de {Y,, Ya, Ya)

Alomas 1de{Y,, Ys}

Alomas 1de{Ys, Y7}

Alo mas 1de {YQ,Y;;} (1.21)

Alomas 1 de{Ys, Ye}

Alomas 1de{Y,, Y}

Alo mas 3 de {Y1,Yz,Ya,Y4,Y5,Y6,Y7,Y8,Y9,Y10}

Si se resuelve este problema disyuntivo lineal, se obtiene la secuencia dptima mostrada en
la Fig. 5.9, la cual tiene un costo anualizado de $3,308 x 10*/aiio.

AlB
Fg | Yao
F
ABCD- 2 Y2 3—3— 40 $ 3,308,000/afi0
1000 2 s50 clp
F10 ' Ye

Fig. 5.9 Secuencia optima de columnas de destilacion para el problema ejemplo

Ya que la solucidn optima en la Fig. 5.9 viene dada por la presencia de las unidades 2, 8
y 10, se puede anular esta seleccion de columnas, agregando la proposicion logica:

A lo mas 2 de {Y][2),Y[8),Y[10}}
Resolviendo el problema disjunctivo lineal correspondiente, con esta proposicion logica,

se obitene la segunda mejor solucion, que se muestra en la Fig, 5.10 y que corresponde a
una secuencia directa que tiene un costo anualizado de $ 3,927 x 10%/afio.

. MBco o - Cp
ABCD—— ¥y [~ Yo 2| Yo | 33,927,000

Fig. 5.10 Segunda secuencia dptima

Para obtener la tercera mejor solucion, se hace esta seleccion infactible, agregando la
siguiente proposicion logica:
A lo mas 2 de {Y[1]},Y[4],Y[8]}

Resolviendo el problema disjuntivo lineal correspondiente se obtiene la secuencia
indirecta que s¢ muestra enla Fig. 5.11, con un costo anualizado de § 4,102 x 10%/afio, Es
interesante notar de las Figs. 5.9, 5.10 y 5.11, que la secuencia optima de la Fig. 5.9 es la
que tienc el flujo total de masa mds bajo (2000 kgmol/hr), lo cual es consistente con la
heuristica de seleccionar la secuencia con el minimo flujo total de masa. Sin embargo,
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note que la tercera mejor solucion tiene un flujo total de masa (2250 kgmol/hr) mas bajo
que la segunda mejor solucion (2400 kgmol/hr).

- ABC|D - AB|C , AlB
ABCD"TE?TE—’ Y, 8;0 Y, 4515 1 Yio $ 4,102 000/afio

Fig. 5.11 Tercera secuencia optima

1.3.1 Modelo lineal mixto-légico

Basados en ¢l ejemplo de la seccidn anterior, se puede generalizar ficilmente el modelo
de programacion lineal mixto-logico para sintetizar secuencias optimas de columnas de
destilacion para cualquier mezcla de » componentes que va a ser separada en
componentes puros.

Primeramente, se definirdn los siguientes conjuntos de indices, que se ilustrardn con los
datos del ejemplo de la seccion anterior.

a) IP = {m | m ¢s un producto intermedio}
‘Ej. IP = {(ABC),(BCD),(AB),(BC),(CD)} |

b) COL = {k | k es una columna de destilacion en la supeustmctura}
Ej. COL={1,2,...,9,10}

c) FSg = {Columnas k que tlenen como allmentamon la mezcla xmclal‘
Ej. FSp={1,2,3}

d) FS;, = {Columnas k que producen producto intermedio m}

Ej. Para m = (BCD), FSy, = {4,5}

A pdrtir de estos conjuntos, la funcidn objetivo de la Ec. (1 '18) y las restricciones de las
Ecs. (1.8) a la (1.16), pueden ser entonces escritas en el siguiente modclo lineal mixto-
16gico:

Min COSTO = % [(Zi+ B Fi) + (Cs + cc)Qk ]

keCoL
S.L. ) Fkx = Fror
KEFS
F
2 Fy - Zéka =0 melP
kEFS KEPS
m m
Qk-Kk Fk =0 - keCOL (19)
Yk ] =Y,
Zx = Costo Fijo k v Fx =0 ke COL
Fk> 0 '

' 0<Fk"*FTOT Qk>0 keCOL
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donde Frar es el flujo de la mezcla inicial y &k son las fracciones de recuperacién del
compuesto intermedio m, en la columna £.

Eiste problema, fué planteado inicialmente, en forma mixta-entera lineal por Andrecovich
y Westerberg (1985), con la variante de que el conjunto de disyunciones Yy v -Y,.
estaba representado por el siguiente conjunto de ecuaciones lineales:

Fkx - U yk==0 ke COL

donde yx = {0,1} es la variable binaria que es igual a cero si el equipo no esta presente y
es igual a uno si el equipo si se encuentra presente en la red seleccionada, y U es un limite
superior para los flujos, que por simplicidad puede ser Fror.

Aunque la funcidn objetivo de costo, es bidsicamente la misma, se multiplica el costo fijo
de cada equipo por la variable binaria de existencia, esto es: Z Yk

La informacion logica asociada a la superestructura, fué originalmente incluida en el
modelo lineal mixto-entero por Raman y Grossmann (1993) [51] en forma de ecuaciones
lineales algebraicas, correspondientes a las proposiciones 1dgicas planteadas en (1.20), y
utilizado alternativamente, dentro del modelo mixto-entero en forma algebraica y
simboélica por los mismos autores en (1994) [5’7] Finalmente, Hooker ¢t al. (1994) [37]
definieron como cortes [dgicos la expresion algcbnum entcra en términos de las
variables binarias y;, del conjunto de ecuaciones “4 lo mds...” planteadas en (1.21). Esta
forma de representacion minimiza el tamafio del problema a resolver en cada nodo del
arbol de ramificacion y acotamiento.

Note que el tamailo de ambos modelos de programacion lineal, el mixto-logico y el
mixto-entero, es funcion del niimero de columnas de separacion en la red representada en
la superestructura, y no del nimero de secuencias utllldedb para separar la mezcla
original en componentes puros.

Tanto en el modelo lineal mixto-ldgico presentado en la seccién previa como en el
modelo lineal mixto-entero utilizado por Westerberg, Raman, Grossmann y Hooker, se
asume que el enfriamiento en los condesadores y el calentamiento en los rehervidores
seria realizado por corrientes de servicio (i.¢. agua de¢ enfriamiento y vapor,
respectivamente). Sin embargo, a veces es deseable realizar integracion de calor en la
secuencia de columnas de destilacion, ya que la energia, mds que el costo de capital,
tiende a ser el costo dominante del proceso. |

Las dos principales alternativas que pueden ser consideradas para la integracion de calor
entre columnas de destilacién, se muestran en las Figs. 5.12 y 5.13. En la Fig. 5.12, se
tiene una secuencia indirecta para la separacion de (ABC). Aqui, la primera columna
opera a alta presion, de tal forma que su condensador pucdc ser usado como fuente para el
rehervidor en la segunda columna que opera a baja presion. En lta Fig. 5.13, la separacion
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de A y B se realiza con dos columnas: una a baja presion y otra a alta presion. de tal
manera que que el condensador de la ultima puede ser usado como una fuente de calor del
rehervidor de la primera. En otras palabras, la Fig.5.13 representa una alternativa para la
integracion de calor a través de multiefecto, para la misma tarea de separacion, mientras
que la Fig. 5.12 representa una alternativa de intercambio de calor entre conlumnas que
realizan diferentes tareas de separacion, En ambos casos, es claro que la seleccion de
presion en las columnas de destilacion, es de critica importancia.

1.3.2 Modelamiento de los efectos de la presion

A ¢

-

Baja Presion Baja Presidn

a >

D,
1O
!

t—():-aa ——] " Y— B

'g* Alta Presion @ [Alta Presidn

e..._c - \E‘_/é,m

Fig.5.12Integracion de calor entre tareas Fig.S.lSMultiéjécro de la integracion de calor

O m >

Tratando explicitamente la presion de las columnas en los modelos que las describen, se
introducen términos no-lineales porque, con el objeto de considerar los efectos en Ia
temperatura, se necesitan calcular las temperaturas de burbuja y de rocio, como se
muestra en la Fig. 5.14. Aunque es posible incluir explicitamente estas ecuaciones €n un
modelo de optimizacion no lineal, se hara la suposicidn de que ATrc, la diferencia entre
la temperatura del rehervidor (punto de rocio) y la temperatura del condensador
(temperatura de burbuja), es una constante que es independiente de la presion de la
columna. Esta constante, seria tipicamente calculada por un método corto a una presion
nominal. Ademads, se asumird, que las columnas tendrin condensadores y rehervidores
totales, como en la Fig. 5.14. Mas alla, se asumird que las temperaturas son constantes
para las corrientes del destilado y del fondo. |



3.18

En adicion, se asumird que los coeficientes de carga de calor Ky son constantes ¢
independientes de las temperaturas. De esta manera c¢s posible modelar el problema de
sintesis de secuencias de columnas de destilacion con integracién de calor, aumentando
en el modelo lineal mixto-logico planteado en (1.22), restricciones adicionales que s6lo
dependerdn de las temperatura de los condensadores y de los rehervidores, lo cual puede
ser realizado a través de dos diferentes tipos de modelo: (¢) Modelos con temperaturas
continuas y () Modelos con temperaturas discretas.

SR

Tburbuja= T condensador
' ATRC= Trehervldor_ Tconclensador
. . Tro::io= Trehervidor

N
4

Fig. 5.14 Modelando cambios de presién a través de ATgc
1.3.3 Modeclo lineal mixto-légico con Temperaturas Continuas

Se asumira, para el modelo de esta seccion, que la integracion de calor serd considerada
entre diferentes tareas de serapracion. Entonces, se excluird la posibilidad de sintetizar
columnas multiefecto, y por lo tanto, la superestructura, en términos de las columnas, sera
la misma que en las secciones anteriores. También se asumird que sdlo existe una
corriente de servicio para el calentamiento y una para el enfriamiento (i.e. vapor y agua de
enfriamiento). Finalmente, con el objeto de retener la linealidad del modelo, se asumird
que el costo fijo de la columna varia sélo con la presion, o equivalentemente, con la
temperatura en el condensador (Raman y Grossmann, 1994) [52]. La formula g,em.ral de
costos que serd considerada es la siguiente:

L4y [TC‘TAE‘EMAT] (‘1‘|23)

Costo Fijo= ¢
| Tap + EMAT

donde Tc es la temperatura del condensador, Tag es la temperatura del agua de
enfriamiento, EMAT es el acercamiento minimo entre las temperaturas de los
intercambiadores de calor y a y y son coeficientes de costo. Note que T¢ 2 Tar + EMAT.
También. si la columna no se selecciona, el costo fijo tiene que ser cero. Esto puede ser



iy

5.19

realizado, introduciendo una nueva variable py que representa los costos fijos que van a
ser minimizados en la funcidén objetivo

S "1ka j_Lkz 0
St Yk 'u‘k:_ o

{4y [Tc-TAg_'EMAT]] (1.24)
Tag+ EMAT

En adicion a las ecuaciones de balance de masa en (1.22), se necesitan restricciones que
representen el intercambio de calor. Si Tr¥ y T¢* son las temperaturas del rehervidor y del
condensador de la columna k, ATgrc es la diferencia de temperaturas en la columna,
EMAT es el acercamiento minimo de temperaturas en el intercambiador y Ty y Ta son las
temperaturas del vapor y del agua de enfriamiento, se pueden aplicar las tres siguientes
restricciones:

TR = Tc* +ATre |
Tr® < Ty - EMAT (1.25) L
T 2T+ EMAT keCOL o

La primera, simplemente establece la relacion entre las temperaturas del condensador y
del rehervidor, mientras que las dos desigualdades proveen los limites de estas
temperaturas en términos de la temperatura del vapor y del agua de enfriamiento.

: ~ OEkj ;
a" |
o’
QE;,

R
Fig. 5.15 Definicion de variables para la integracion de calor entre diferentes tareas de
| separacion

N
' d

Para considerar los intercambios potenciales de calor, se definird la variable QEXy; para
denotar Ja cantidad de calor intercambiada entre las columnas k y j (ver Fig. 13), y
también se definird Zy;, como variable de existencia, esto es:

Zy;: El condensador de la columna & proporciona calor al rehervidor de la columna/
— Zxj: No existe intercambio de calor entre las columnas.
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Entonces, las dos siguientes restricciones condicionales aplican, donde €y es un limite
valido para QEXj;:

Si Zy: QEXkI' < Oy Si— Zk,Z QEij = 0
T = TRY +EMAT k, jeCOL, j#k (1.26)

Finalmente, los balances de calor deben ajustarse para abarcar los intercambios de calor
QEX,y; y las cargas de calor de enfriamientoy calentamiento QW y QSy aplicadas para
satisfacer el calor Qx de cada columna. Entonces, las siguientes ecuaciones aplican:

2 QEij + QWk = Qg keCOL.

JECQL\K ( l '27)
2 QEX + QS = Q« keCOL

jECOLK

Definiendo la funcion objetivo en términos de los costos de inversion de las columnas de
destilacion, como en (1.22), y los costos de las corrientes de servicio, y considerando las -
restricciones en (1.22) y (1.24) a (1.27), el modelo lineal mixto-logico que describe el
problema viene dado por:

Min COSTO = 2 [ (Z puct Br Fi) + (CH + cc)Qx |

| ‘kt‘:COL
S.t 2. Fk = Fror

kGFSF

2 Fk-2§ka=0' melP
kerm kEPsm.

Qk -Kk Fx = 0

2 QEXy; + QW = Qx o
}=COLVK ' » (1 .28)
Z QEij + QS = Qx |

JECOLAK -

TR' = Tc" +ATre
TR* < Ty - EMAT

T >T+EMAT
| YR - ¥
i Z\ = Costo Fijo k 1 v Fe =
_ F‘k:-" 0 . 0
T [ 14y [TC'TAE “EMAT]] H
k
Tap + EMAT
ijf - ij
QEX, < O v [0EXg= 0]
T = TR +EMAT
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Note que en esta formulacion. el costo de los intercambiadores no estd directamente
contabilizado. La opcion mas simple serd la de agregar un costo fijo que estaria sociado
con cada variable de existencia Zy;. La otra opcion podria ser agregar la ecuacion no
lincal de drea, con lo que el modelo en (1.28), se convertiria en no-lineal. Suponiendo que
se resuelve el modelo tal cual estd planteada en (1.28), se tiene que el costo
computacional puede ser alto, debido principalmente al gran nimero de disyunciones que
se tienen en el modelo (Y, Zjx): sin embargo, se puede agilizar mucho el modelo si aparte
de agregar las proposiciones ldgicas derivadas del diagrama original, agregamos las
siguientes proposiciones logicas:

(1) El numero de columnas en el modelo no puede exceder el numero de
componentes (#) menos uno:

Alomas mde{Y,Ys ... Yi} ke COL (1.29)
(b}  Siunacolumna no es seleccionada, no puede intercambiar calor con las demas
columnas:
Zix = Yy que en CNF, seria: = Zy v Yy (1.30)
ij = Yy - ij A\ Yk kv, jECOL, j # K

(¢)  Lacolumnaj proporciona calor a la columjna £, o viceversa:
-3 jkv'-‘zkj (131)

Debe notarse que aunque los tres tipos de proposiciones légicas planteadas arriba son
redundantes, ayudan a limitar el nimero de conjunciones a ser exploradas, y por lo tanto
limitan la enumeracion necesaria en el 4rbol de ramificacién y acotamiento.

Finalmente, es claro que una vez que la solucidn éptima ha sido encontrada con el
modelo en (1.28), las presiones de operacién de las columnas pueden ser simplemente
calculadas de las temperaturas de los condensadores. Una version no lineal mixta-entera
(MINLP) de este modelo se desarrollo por Paules y Floudas en (1988).

1.3.4 Modclo lineal mixto-légico con Temperaturas Discretas

En esta seccion se presentarda un modelo alternativo légico lineal para sintetizar
secuencias de columnas de destilacion con integracion de calor (la version mixta-entera
lineal de este modelo fué originalmente presentada por Andrecovich y Westerberg, 1985),
basada en la discretizacidon de las temperaturas. Aunque en un principio, esto puede
parecer mas restrictivo, se verd como la discretizacion de las temperaturas facilita la
consideracion de la integracion multiefecto, asi como la agregacion de la integracion de
calor a través de ecuaciones de transbordo, que eliminan la necesitan de introducir
disyunciones para los diferentes acoplamientos. |

En principio, se puede resolver el problema de la integracion de calor en secuencias de
columnas de destilacion como sigue. Primero, en la red de la Fig. 5.8, se puede postular
un numero diferente de columnas candidatas para cada tarea de separacion, Este namero
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seria tipicamente el niimero maximo de columnas que quercmos que tengan separacion
multiefecto. Asi, por ejemplo, para cada separacion A/BCD se pueden postular dos
diferentes columnas, cada una operando a una presion tija diferente. Los condensadores
pueden ser tratados como corrientes calientes y los rehervidores como corrientes [rias,
ambos con temperaturas fijas. Solo sus corrientes de flujos estarian desconocidas. Basado
en este esquema de discretizacion para las temperaturas, simplemente, se puede agregar a
nuestro modelo l6gico lineal en (1.22), las ecuaciones del modelo de transbordo
necesarias. Ademds, el hecho de que los flujos sean desconocidos, no representa ningtin
problema para conservar la linealidad del modelo.

Con el objeto de postular la superestrucutra correspondiente, se considera una version
simplificada del procedimiento sugerido por Andrecovich y Westerberg (1985). Habiendo
determinado ATge para cada tarea de separacidn, el procedimiento para seleccionar las
columnas candidatas operando a niveles discretos de temperatura, es el siguiente:

a) Se define el rango permisible de temperaturas para la integracion de calor:

Temperatura mas alla = Temperatura mas caliente de las corrientes de servicio calientes - AT,,,.
Temperatura mas baja = Temperatura mas baja de ias corrientes de servicio frias + AT,

b) Dentro del rango permisible de temperaturas, para cada tarea de scparacion, se
crea una pila de columnas del fondo hasta el tope con cambios ATge de
temperatura y con una diferencia ATy, entre columnas sucesivas; si la pila no

alcanza el tope por mas de AT, hay que crear una segunda pila de columnas del
tope hasta ¢l fondo.

Para ilustrar mas claramente este procedimiento, se considera un cjemplo de tres
componentes en la Tabla 5.2, Como se puede ver en la Fig. 5.16, el rango permisible de
temperaturas, viene dado de 330°K a 540°K. Los 330°K son obtenidos agregando 10°K a
la temperatura de salida del agua de enfriamiento, y los 540°K, substrayendo 10°K de la
temperatura de la corriente de vapor a alta presion.

Tabla 5.2 Datos para la mezela de 3 componentes

TAREA ATre(°K) CORRIENTES D.E SERVICIO

AIBC 100 Vapor de alta presion: 550°K
AB/C 80 Vapor de baja presion: 460°K
A/B 50 Agua de enfriamiento: 300-320°K
B/IC 50 ' EMAT = 100°K

Considere la tarea de separacion A/BC, la cual tiene un ATre de 1000°K como se puede
ver en la Fig, 5.16. Empezando a 330°K, se considera primero una columna con una
temperatura det condensador de 330°K y una temperatura del rehervidor de 430°K. Con
un EMAT de 10°K; se apila, en el tope de esta columna, una cuya temperatura del
condensador esta a 440°K y del rehervidor a 540°K., En este caso, existen dos columnas
que se pueden ajustar exactamente dentro del rango 330-540°K, como puede verse en la
Fig. 5.16. En c¢stas dos columnas, ¢l condensador de la columna 1, a 440°K puede,
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potencialmente, intercambiar calor con el rehervidor de la columna 2 a 430"K. Para la
larea de separacion AB/C, se tiene un ATre de 80"K. En este caso, la primera columna
tiene el condensador a 330°K v ¢l rchervidor a 410°K. Con el EMAT de 10°K, se apila en
el tope de la columna, una cuyo condensador estd 420°K y cuyo rehervidor a S00°K. Ya
que se perdio el tope del rango por 40°K, ahora se puede crear una segunda pila del tope
hasta el fondo. La primera columna, en la segunda pila tiene el rehervidor a 540°K y el
condensador a 460°K; la segunda columna tiene el rehervidor a 450°K y el condensador a
370°K. Entonces, se postularan cuatro columnas para esta tarea de separacion, como
pucde verse en la Fig. 5.16.

540 1
10 16
500 5 500 600
1 490 490
0 480
] 48 13
’ = 450 1 450 17
440 470 450 440 430 440 430
430 » | »
410 ¢ 8 20 14 420
390 12 390 18
2 4| ls;o 380 s 380 370
9 15
330 _ ,
A/BC AB/C A/B B/C

Fig. 5.16 Columnas potenciales para la integracion de calor multicfecto

Para las tarcas de separacion A/B, B/C, ambas de las cuales tienen un ATge de 50°K, el
procedimiento es completamente andlogo al mencionado arriba. En cada caso, se obtienen
dos pilas de 6 columnas, como se ve en la Fig, 5.16. ‘

De la Fig. 5.16, se puede ver que a través del esquema de discretizacion se considerard un
total de 18 columnas potenciales, La presion de operacion de estas columnas puede ser
obtenida haciendo célculos de punto de burbuja para las temperaturas del condensador.

Asumiendo que se ha determinado el conjunto discreto potencial de columnas, como
puede verse en la Fig. 5.16, lo que sigue es considerar la representacion de la integracion
de calor entre estas columnas. En vez de considerar todos los intercambios de calor
individuales posibles entre todos los condensadores y rehervidores, como se hizo para el
modelo anterior, se analizara la integracién de calor en el modelo lineal logico a través de
una cascada de calor, Esto es, tratando los condensadores como corrientes calientes y los
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rehervidores como corrientes frias. se puede construir una cascada de calor basada en las
temperaturas de estas corrientes. Ya que estas temperaturas pueden ser asumidas como
constanles, €s conveniente representar los intervalos de temperatura a temperaturas
constantes. De esla forma, basados en las temperaturas de los rehervidores y de los
condensadores de la Fig. 5.16, y de las diferentes corrientes de servicio, se puede
construir una cascada de calor como se muestra en la Fig. 5.17. En el lado izquicrdo, se
tienen como entradas, el calor de los condensadores Qy, y el calor de la corriente de vapor
de baja presion, Qge. De el lado derecho, se tienen como salidas, los calores de los
rehervidores, Qi En el tope de la cascada, se tiene como entrada el calor de la corriente de
vapor a alta presion, Qap, y en la salida de!l fondo, el calor del agua de enfriamiento, Qae.

CALIENTE(Condensadores) Q FRIO (Reheridores)
AP :
550 Y 6AD a1.05.010.016
510 ;__ 500 Q3,07,Q13
Q10,016 490 T 480 Q11,017
QBP,Q5 460 i 450 QB
Q7,013 450 T 440 03,014
Q1 | 440 Y 430 Q2
Q11,017 430 L 420 Q12,018
Q3 20 T M0 Q4
038,014 390 ¥ 330 Q9,Q15
Q8,012,Q18 380 Y 380
02,04,08,Q15 330 : 320
QAE

Fig. 5.17 Flyjos de calor para columnas potenciales en la Fig. 5.16

Note que todas las cargas de calor en la Fig. 5.17 son desconocidas. Sin embargo, esto no
aumenta dificultad al modelo, ya que podemos realizar balances de calor alrededor de
cada intervalo de temperatura, con una ecuacién andloga al modelo de transbordo usado
para la integracion de calor. Esto es, para cada intervalo m = 1,2,..., M se puede escribir la
ecuacion, | o | |
| Rm~Rimg -2 Qs+ X Qs -2Q +2Qy =0 (1.32)

i€CS JEFSmM k&ECS €FSm
m m
donde Ry, es el calor residual que sale del intervalo m; Qles, Qles son las cargas de calor de
las corrientes de servicio calientes y frias en el intervalo m, y Q, son las cargas de calor de
las columnas. Son los conjuntos de columnas cuyas temperaturas del condensador y del
rehervidor coinciden con las temperaturas de intervalo. De esta manera, incluyendo (1.32)
en el modelo logico lineal (1.22), se puede asegurar la méaxima integracion de calor en las
columnas de destilacion, ya que las cargas de calentamiento y de enfiriamiento serdn
incluidas como costos de operacion en la funcion objetivo.

Basados en el esquema de discretizacion de la seccion anterior, se puede desarrollar una
superestructura de esta red, similar a la de la Fig. 5.8. Como cjemplo, si asumimos que
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tenemos una mezcla ternaria (ABC). para la cual la discretizacion va a proporcionar dos
columnas para cada tarea (A/BC), (AB/C), (A/B), (B/C). Podemos, simplemente duplicar
las columnas en la superestructura como se ve en la Fig. 5.18. Note que aqui, todavia
estamos asignando a cada columna un flujo de alimentacion, y una variable de existencia
Yi. A dicha superestructura, se puede asignar un conjunto de fndices similar al de la
estructura de la Fig. 5.8.

AlBc
A

AlBC

AB|C //

Y,

Fig. 5.8 Superestructura y variables para una mezcla de tres componentes con dos
columnas por cada tarea de separacion |

Reemplazando las cargas de las corrientes de servicio en la funcién objetivo del modelo
en (1.22), y agregando las ecuaciones de transbordo en (1.32) para la integracion de calor,
el modelo logico lineal que describe esta superestructura sera el siguiente:

Min COSTO = X [(Zk + Bk Fi) + (Ch + Cc)Qx ]
keCOL

S.a E Fk - F-ro'r

kerF
2 Fy- X &Fc=0 melP
KEFS kEPS |
m m
Q-Kg Fx=0 keCOL - (1.33)
‘{k | '1\qh :
Zx = Costo Fijo k v Fe =0 keCOL

0< Fyx<Fror, Qk=0 keCOL
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1.4 Variables Semicontinuas

[.os problema de sintesis de procesos pueden involucrar variables semicontinuas, como se
describe en [52]. Estas son variables cuyos valores pueden caer dentro de ciertos
intervalos. Por cjemplo. una entrada a una red de proceso puede consistir de
alimentaciones obtenidas de un conjunto de proveedores, cada cual puede proveer o nada
o una cantidad dentro de cierto rango. Tomando todas las posibles sumas de estos
intervalos se llega a los intervalos dentro de los cuales debe estar el volumen de la entrada
total, Lo mismo puede hacerse con las salidas, si suponemos que estas van a dar a
determinados mercados que también pueden comprar o nada o una cantidad dentro de
cierto rango.,

Un flujo de variable semicontinua x;; debe caer en uno de los intervalos [a,b,] para ¢ = 0,
..., I. La representacion disyuntiva mds directa cs,

T
V=0 Vi
W= (fl; < Xij < b;).

La proposicién y, es verdadera cuando x; cae en el intervalo ¢ Una formulacion
alternativa que demostré reducir el nimero de nodos en el drbol de busqueda, es la
siguiente o R
ay S Xif < b’]‘,
yvy's t=1,.,T ‘
=2 a) | (1.34)
Y= xy<bn)

Aqui, y; es verdadero cuando el volumen del flujo cae en el intervalo ¢ o en otro mayor, y
y'res verdadero cuando cae en ¢l intervalo ¢ - 1 o en uno menor.

Una representacion lineal mixta-cntera es

CXy2apt ZTFIGI.VI
XUSbo + ZTpﬂ),y, (1.35)
Tr=l nsl
ye {01}, t=1,...,T

2. Calendarizacion de procesos con transferencia cero para
plantas de proceso miultiple

L.os procesos en etapas o por lotes (tipo batch) son usados en la manufactura de productos
quimicos y farmacéuticos, comida y cierto tipo de polimeros (Reeve, 1992). Yua que,
cominmente, los volimenes de produccién son bajos, las plantas usadas para cstos
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procesos, frecuentemente tienen instalaciones multiproducto, en las cuales, varios
productos comparten las mismas piezas de equipo. Esto requiere que la produccion en
estas plantas sea calendarizada. Especificamente, uno tiene que decidir el orden de
produccion de estos productos y el tiempo disponible para cada uno de ellos. Esto implic:
que en la etapa de disefio, uno tiene que anticipar cdmo se va a calendarizar la produccion
debido al impacto ecdnomico que esta anticipacion puede representar en el costo final de
produccion,

Cuando un proceso por lotes es usado para producir dos o mas productos, se pueden tener
dos tipos limites de plantas: () plantas de flujo, donde todos los productos requieren que
todas las etapas sigan la misma secuencia de operaciones, y (») plantas a destajo donde no
todos los productos requieren de todas las etapas y/o de la misma secuencia de
operaciones (ver Fig. 5.9). Mientras mds similitud exista entre los productos que se
fabrican, mas cerca estard la planta real del modelo de planta de flujo; y viceversa,
mientras mds diferencia exista entre los productos, mas se acercard el modelo al de planta
a destajo. Debe notarse que las plantas de flujo, frecuentemente son llamadas “plantas
producto multiple”, mientras que las plantas a destajo se conocen como “plantas de
propdsito multiple”.

A A LN Y A
— 2 ] 4 | 3
(a) Planta de Producto Muttiple
A > 3 ) > ) ’é‘
(B: -——-3'5 1 : A 2 J A 4 “—_>5 &

(b) Planta de Proceso Mdliple
Fig. 5.9 Plantas de Producto y de Propdsito Miltiple

Otro punto importante en las plantas de flujo es el tipo de campafia de produccion que se
usa para producir un niimero especifico de etapas para los diferentes productos. Para
ilustrar este punto, considere la produccion de tres etapas para los productos A y B en una
planta de dos etapas. Los tiempos de proceso vienen dados en la Tabla 5.3.

- Tiempo de Proceso (hrs).
Etapa | Etapa 2
A 5 2
B 2 4

Tabla 5.3 Tiempos de proceso para una planta de dos productos
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Como puede verse en la Fig, 5.10 («), una opcion es la de usar campaiias de producto en
las cuales, todas las etapas de un producto dado, son producidas antes de cambiar a otro
producto. La otra opcion, mostrada en la Fig. 5.10 () es la de usar campaiias de producto
mezclado, en las cuales las diferentes etapas son producidas de acuerdo a alguna
secuencia seleccionada (i.e. ABABAB). Note que la duracion total de la campaiia en la
Fig. 5.10 (a) es de 29 horas, mientras que para la Fig, 5.10 (b) es de 2S horas. El tiempo
de ciclo para la secuencia AAABBB en la Fig. 5.10 (a) ¢s de 25 horas y para ABABARB
en la Fig. 5.10 (h) es de 21 horas, Esto podria sugerir que las campaiias de producto
mezelado son mds eficientes. Sin embargo, este no tiene que ser necesariamente el caso,
si los tiempos de limpieza o de cambio de produccion que se necesitan, son significativos,
cuando uno cambia de un producto a otro. Por ejemplo, en el ejemplo presentado, los
tiempos de limpieza son todos de una hora, y puede ser visto en la Fig. 5.11 que la
duracion total se incrementa de 25 a 30 horas y el tiempo de ciclo, de 21 a 27 horas,

) Tiempo de Ciclo = 25 hrs .
st2| 5 5 5 2 2 2
A : o : :
| 1 } L} }
<t 2 P 2 v 2 0 4 4 : 4
b | ST - | SECMERES | $3567043 QAL MO AR | RBSEE0RU R R0 A | MR RS
~ Duracién Total = 29 hrs -

v

(a) Camparias de Producto Simple

Tiernpo de Ciclo = 21 hrs

&
h) C4

St2 ARSI | 125553 A SR 131 | IR SNCRAOBRINR | X278/ 260 )
A B A B A =
' | 1 ' ) t
| | o ' \ '
St 1 :2:.4‘“ :2:_4_- y 2 4
o et o [ oo e JRY o . T e R

.
~

Duracién Total = 25 hrs

(b) Camparias de Producto Mezclado

A

Fig. 5.10 Calendarizacion para camparias de producto simple y de producto mezclado

) Tiempo de Ciclo =27 hrs X
st2l .. 8 121 5 129 5 1 2 1
DECEOTETCNNETE | S BT OEE | - MR IR | R
A B A B A :
St 1 V2 1y 4 4 2 1, 4 1 )
| rsene oo . RERIE RV Hroox0d a0 740", U [} <xe s« R Food oot oo v -2 DN
A Duracién Total = 30 hrs i

N4

. Tiempo de Limpieza

Fig. 5.11 Efecto del tiempo de limpieza en el tiempo del ciclo
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Se puede notar que para el caso de los procesos en etapas con productos multiples,
generalmente. no es posible obtener expresiones en forma cerrada para los tiempos de los
ciclos.

Durante toda esta descripeion, hemos asumido que el proceso en cada etapa seria
transmitido inmediatamente a la siguiente etapa. Es decir, que existe una transferencia de
espera-cero o simplemente, rransferencia-cero, y que es usada cominmente cuando no
existen contenedores de almacenamiento disponibles o cuando el proceso no puede
permanecer mas tiempo dentro del contenedor en curso, (i.e. debido a una reaccion
quimica), La transferencia-cero es la mas restrictiva. En el otro extremo se ticne la
opcion de tiempo ilimitado de almacenamiento, en el cual se asume que el producto
intermedio de cada etapa puede ser almacenado sin que exista un limite en la capacidad
de almacenamiento de los contenedores que se usardn. Finalmente, una opcion intermedia
entre ambas posibilidades es la que considera la posibilidad de almacenar el material
dentro del mismo contenedor de esa etapa.

En general, la fransferencia-cero, requiere del tiempo de ciclo mds largo, mientras que la
de almacenamiento intermedio ilimitado, del tiempo de ciclo mas corto. En la practica,
las plantas, normalmente operan dentro de una mezcla de las tres politicas de
transferencia.

A su vez, la adicion de tanques de almacenamiento de producto intermedio entre las
diferentes etapas o de unidas paralelas de operacion fuera del ciclo, pueden incrementar la
eficiencia de la utilizacion del equipo.

Otra cuestion importante en el disefio y operacion es la seleccion del ciclo de produccion,
La principal decision involucrada es la fraccion de transicion entre los tiempos de
limpieza y los inventarios. Cuanto mds corto es el ciclo de produccion, es menor el
inventario que necesitamos arrastrar, pero mas grande la fraccion entre las transiciones,

Los tres niveles principales de decision y sus correspondientes puntos, son los siguientes:

1. Nivel estructural

a) Asignacion de las tareas a cada equipo
b) Numero de unidades paralelas o de almacenamiento de producto intermedio

2. Nivel de medicion
a) Definicion del tamaiio de los equipos
3, Nivel de calendarizaciion

a) Naturaleza de las campafias de produccion, politicas de transferencia
b) Longitud de los ciclos de produccion
c) Secuenciacion de los productos
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A nivel estructural, la asignacion de tareas a los diferentes equipos, es una de las
decisiones que puede tener el mavor impacto en la calendarizacion y en la economia. Sin
embargo, la seleccion de la longitud del ciclo de produccion, dada su importancia e
impacto en el diseiio y la economia del proceso, requiere de una evaluacion detallada y de
una optimizacion rigurosa. A su vez, para la mayoria de los problemas, el nimero de
alternativas es muy grande y los costos economicos de la mayoria de las opciones, son,
generalmente complejos, por lo que es necesario utilizar un enfoque sistemdtico de
optimizacion,

Dada su importancia y la posibilidad de emplear modelos de optimizacion lineal y no
lineal en el nivel de calendarizacion, gue nos permitan seleccionar una alternativa optima
dentro de las posibilidades existentes, el primer problema abordado en el diseno de
procesos por etapas que puede ser resuelto mediante un modelo de programacion lineal,
mixta-entera o mixta-16gica, es el de la seleccion de la longitud del ciclo de produccion.

Ya que uno de los problemas de calendarizacion que ocurre con mucha frecuencia en los
procesos quiticos y que puede modelarse utilizando modelos lineales de optimizacion es
el problema con transferencia-cero, a continuacion se presenta el desarrollo matematico
necesario para obtener un modelo de optimizacion que nos permita minimizar el tiempo
de ciclo para este problema mediante un modelo lineal mixto-entero y compararlo contra
el modelo lineal mixto-légico que se propone en esta tesis. |

2.1 Modelo lineal mixto-l6gico para la calendarizacién de trabajos con
transfercncia-cero |

Considere el caso de los problemas de calendarizacion de trabajos en el cual, un conjunto
de trabajos i€l debe ser procesado secuencialmente en una serie de etapas, pero no todos
los trabajos requieren pasar por todas las etapas. Esto es, cada trabajo es procesado en un
subconjunto de ctapas jeJ(i). Ademds, se asume una transferencia-cero entre las etapas.
Un ejemplo de un calendario factible para un problema asi, se muestra en la Fig. 5.12.

. Duracion Total = 12 .
Etapa 1 m_S P b
A . !
' ]
3 4
Etap& 2 lr“"‘——‘_':!:[«}wt:smm-m,-hmv ey
1 \ C
; ]
32
Etepa 3 T
B
Tiempo ’

Fig. 5.12 Ejemplo de calendarizacion factible

Sin embargo, el objetivo es obtener una asignacion de tareas que minimice el tiempo T de
terminacion. Con el objeto de obtener una solucidn factible, se necesita eliminar todo
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antagonismo entre los tiempos de inicio de cada trabajo. Esto requicre que no se procesen
dos trabajos simultineamente en la misma etapa. Para cada par de trabajos /, k, las etapas
con antagonismos potenciales son Cy = {J(§) N J(4)}. Si dejamos que ¢, sea el tiempo de
comienzo del trabajo i y 1; el tiempo de proceso del trabajo 7 en la etapa j, el tiempo final
de cada trabajo i viene dado por:
L+ )) Lij
Jel(d

mientras que la terminacion del trabajo 7 en la etapa j viene dada por:

it 2 i
meli), msj

y el tiempo inicial del trabajo / en la etapa j viene dado por:
y + z L
mel(i), m<j

La restriccion que previene antagonismos entre el par de trabajos i y & en cualquier etapa
crea la siguiente dicotomia:

[[,"i"ZI‘"'S’AJ"Z’Ava [tk-l_ZtAm "-<'* II+ZIH"] (2'1)
me i) me J(k) me k) mel(i)
msj me<f msj m<J

La dlsyunuon asegura que cualquier uabajo i preceda al trabajo’ k& o viceversa, en
cualquicr ectapa j donde pueda ocurrir un antagonismo potencial, El ploblema de
optimizacion lineal mixto- logico puede expresarse a través de disyunciones como:

Min Tiempo | |
s.aa  Tiempo 2+ X 4 Viel,VjeCu (2.2)
jed) | | ‘
i+ Ztin S e+ Ztyd V [te+ 2 lim S 4+ 2 il
meJ(i) meJ(k) mel(k) melin
msJj omy mej me<y
Tiempo20,¢20 Vikel i<k

que en su forma de representacion mixta-entera, utilizando “M grandes”, corresponderia
al modelo: :

Min Tiempo
s.a  Tiempo 2 4+ X 4 Viel (2.3)
2el(i) |
t; - Z t;m — ’k + z tkm + M(l y;k) VJ‘EC‘I;I{, Vi,kEI, i<k .
me (i) mel(k) :
msj me j
IA + Z !km < t[ + z t,‘m + My;k V]-EC';A', Vi,kEI, i<k
me (k) meJ(i)
msj mey
ikt yii =1 Vikel, i<k

{0.1}

Time20,420, ie ], yy=

Vikel, i<k
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donde yyu y yw son variables binarias que ayudan al modelamiento mixto-entero de este
problema. Las restricciones con “AM-grandes” que estdn involucradas causan que la
relajacion lineal este problem sea muy pobre, y consecuentemente, la solucion del
problema lineal mixto-entero es a menudo muy costosa, ya que el hecho de que sc
satisfaga una disyuncion, no necesariamente implica que la variable binaria
correspondiente va a tomar valores enteros, y por lo tanto, se crean nodos innecesarios en
el arbol de busqueda., Aunque uno puede reforzar la relajacion del problema lineal.
usando el conjunto de ecuaciones que definen la envoltura convexa del problema, esto
aumentaria notablemente el tamafio del mismo. Por otro lado, el modelo lineal mixto-
l6gico, usa menos variables y restricciones y permite la verificacion directa del
cumplimiento de las disyunciones.

Considere ¢l problema de calendarizacion de trabajos mostrado en la Fig. 3.9, que
involuera tres tabajos y tres etapas, con los tiempos de cumplimiento de cada trabajo para
cada ctapa mostrados en la Tabla 5.4:

Tabla 5.4. Tiempos de proceso (ty) para cada trabgjo en cada etapa

Trahsjos'Etapas | 1 | 2 | 3
A 5101 3
B o132
C 21410

El problema lineal mixto entero de acuerdo al modelo (1.38) es el siguiente:

Min Tiempo

8.8 Tiempo =15 + 8
Tiempo 2 15 +.5
Tiempo 2tc+ 6
In-tc $-5+ M1 ",VAC)
lc- !AS -2 4 MycA
t-tes-1+ M1 - ysc)
te-h<-6+Mycn
th - <=5+ M1 -yAn)
s - INSMyap

Tiempo 20, ta ta.fc 20 yac, ync,Yas = {0,1}

donde M = 20. Si usamos el modelo lineal mixto-logico (1.37), tendriamos el siguiente
problema: -
- Min Tiempo
sa Tiempo2ta+38
Tiempo =1 + 5
Tiempo2tc + 6
In-lc£-5 Vv tc-taS-2
tp-tcs-l \V4 le-tp<-0
tA-Igs -5 V g -Ias 0
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Tiempo 20, ta. In.fc 20

3. El problema de la localizaciéon de almacenes

A continuacion se presenta el modelo de un simple problema de localizacion de
almacenes, dada su utiliadad para ilustrar como se pueden generar cortes de la restriccion
tipo “maleta”. El problema es escoger un conjunto de almacenes de capacidad limitada
para que sirvan a un conjunto de puntos de demanda, mientras se minimizan los costos
fijos y de transporte. Si dejamos

;i = flujo del almacén / al punto de demanda /.
fi = costo fijo del almacén i.
k; = capacidad del almacén i.
d;= demanda en el puntoj.
¢y = costo unitario de transporte de / a /.

El costo fijo z; que se paga si el almacén i se utiliza, ¢s o cero o f;, dependiendo de cuando
¢l flujo que sale del almacén es positivo. Esto nos da la disyunciones

z, = f 4)\/ o _nls Vi
[ ! Z} A’U — 0
El modelo de programacion lineal mixta-l6gica puede por lo tanto, ser escrito como,

min 2 Z; + Z Ciy Xif
i ij

S.a Zj Xij < k;, Vi
Z;x,j = df’ Vj
x; 20, Vij
yivy

Vi "'"> .(zf ::f;)a' Vi
Y'i=» (Zyxy=0),Vi

y el modelo tradicional lineal mixto-entero es
min Y kyi+ 2 ¢ xy
| y
sa  XxySskiy, Vi
Zf’x'f 2 a.’l's vj

Xif 2 0, VI,_]
yie {01}, Vi



4. La fiesta progresiva

I problema final a ser considerado es un problema de calendarizacion de eventos
Hamado “la fiesta progresiva™, surgido a raiz de la organizacion de un rally en Inglaterra
el afio pasado. El problema gand alguna notoriedad cuando un grupo de gente de
programacion matematica y de programacion por restricciones encontrd que  este
problema no se podia resolver con los métodos cldsicos de la programacion lineal mixta-
entera, pero si con algunos artificios, intervencion manual y técnicas de programacion por
restricciones.

Presenta dificultades insalvables para la programacion matematica, principalmente
porque parece que no existe ninguna formulacién econdémica del problema dentro del
entorno de la programacion lineal mixta-entera. Sin embargo, este problema se puede
formular mucho mas ficilmente en el contexto mas amplio de la programacion lineal
mixta-ldgica y sirve para ilustrar las ventajas de las variables discretas muitivalentes,

En una fiesta progresiva, el objetivo es hacer que las tripulaciones de un conjunto de yates
visiten un subconjunto de yates en un niimero fijo de periodos, para encontrarse con los
miembros de otras tripulaciones. Debido al costo de las provisiones que deben existir en
los yates que servirdn como anfitriones, el objetivo serd el de minimizar el ntinero de
yates anfitriones, mientras que se pretende que los miembros de las tripulaciones s¢
cncuentren con el mayor numero posible de tripulaciones de otros yates, dadas ciertas
condiciones especificas. |

El problema puede ser definido mds precisamente como sigue. Se da un conjunto I de
botes. Cada bote 7/ es ocupado por una tripulacién de ¢; personas y tiene espacio para K
- personas a bordo. El problema es el de minimizar el nimero de botes anfitriones. Cada
tripulacion / visita un bote anfitrién diferente Ay, en cada periodo ¢, a menos que séa é
mismo un bote anfitrion, lo cual se indica con el valor verdadero de la proposicion o, y
en este caso A = i para todo intervalo de tiempo £. A su vez se requiere que la tripulacion
de un bote anfitrion permanezca en su propio barco para recibir a las demads tripulaciones
que lo visitan. Con el objeto de hacer que el mayor nitmero posible de gente se conozca,
no se permite que ninguin par de tripulaciones visitantes se encuentre mds de una vezen la
ficsta. La proposicion miy, serd verdadera cuando las tripulaciones / y j de barcos que no
son anfitriones, visitan el mismo bote en el periodo ¢.

Para checar las restricciones de capacidad, es conveniente definir una proposicion vy, que
sea verdadera cuando 4;, = . Las Unicas proposiciones que fueran restricciones lineales de
desigualdad son las &; que fuerzan z; = 1 cuando son verdaderas. Las demds proposicioens
corresponden a conjuntos vacios de restricciones. |

El problema puede establecerse como sigue. La funcidn objetivo cuenta el nimero de
barcos anfitriones. El predicado todos-diferentes significa que todos los argumentos
ticnen diferentes valores.
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min 2. z, (4.1)
iel
s.a z 2 0. iel (4.2

Vi = (N =) ije Lte'l 4.3)
O v edos-diferentes (hy, ... hyy),  iel (4.4)
o= (hy =) iel,teT (4.5)
Xevp sk -c, jel, teT (4.6)
f |

;:j

5,’ vV ij vV nlm vV (h” #= hﬂ), i:je I, i <j5 le ’I‘ (4'7)
m sl ijeli<j (4.8)
el

o> (z;2 1) ie | (4.9)
hipe {1, ..., ]1}, iel, te T.

La tormula (4.3) define v;,. La formula (4.4) dice que la tripulacion i deberia visitar un
bote diferente en cada periodo a menos que sea un bote anfitrion. La formula (4.5) causa
que una tripulacion permanezca en su propio bote si y sélo si es un bote anfitrion,

La formula (4.6) es la restriccion de la capacidad del bote. Deberia ser interpretada como
una férmula légica en lugar de interpretarla como una desigualdad en variables 0-1. La
sumatoria significa que ¢; se cuenta en la suma para cada vy, verdadero. La desigualdad
como un todo significa que las suficientes v,,, deben ser falsas de tal manera que la suma
resultante sea a lo mas K| - ¢;. La interpretacion dc las desigualdades como proposiciones
Idgicas se discutié en el capitulo anterior.

La formula (4.7) dice que si los yates i y j no son anfitriones (i.e., & y & son falsos),
entonces una de dos, o my, es verdadero (ambas se encuentran en algiin otro bote en ese
periodo de tiempo) o hy # hj, (no estan ambas en ¢l mismo bote). La siguiente formula
(4.8) dice que un par de tripulaciones visitantes no deberfa encontrarse mas de una vez.
“Aqui nuevamente, esta desigualdad deberia interpretarse como proposicion logica.

Fl modelo entero ticne O(J)|7]) variables y restricciones. Note que cl modelo lincal es
trivial, ya que consiste s6lo de la funcién objetivo y de restricciones de la forma z; = 1, EL
problema lineal se vuelve mas interesante cuando se pueden agregar cortes algebraicos
dentro del modelo y cortes logicos que se procesen simbdlicamente, para 1c{0rzar la

»

relajacion.

La formulacion de un modelo de programacion lineal es mucho mas dificil. La restriccion
mas desafiante es la que dice que las tripulaciones que no pertenccen a barcos anfitriones
no se¢ encuentren mas de una vez.. Los autorcs de [60] remarcaron que si esto se formula
usando las variables vy, se ;Dcnemn O restricciones. Ya que esto es totalmente
imprictico, introdujeton O((ll |7]) variables y;u, las cuales toman el valor de 1 cuando las
tripulaciones j y & se encuentran en ¢l bote / en el periodo ¢. Pero ya que habfa mds de 40
botes en el problema, este modelo resultd en un enorme nimero de variables.
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Un modelo diferente de programacion lineal mixto-entero se sugiere aqui. Retiene las
variables multivalentes /1, y fuerza las restricciones todos-diferentes en una manera poco
ortodoxa, dadas las caracteristicas de los modelos de programacion lineal mixta-entera.
Las variables /1, usadas no son explicitamente restringidas a tomar valores enteros, ya que
las trestricciones restantes fuerzan su integralidad. El modelo tiene O(l]ﬂ'l]) variables
cnteras y restricciones, muchos menos del modelo que usaron en Inglaterra [60], y que
mostro que no puede ser resuelto.

[:1 modelo de programacion lineal resultante, puede ser formulado asi

min 2 & (4.10)
icl _

s.a o+ (1 -vy) 21, ijel,te T 4.11)

(1-&)+vy=21t, ielte T (4.12)
1’9, + ai_i( + /3{” 2 1, f,je I, le T (4.] 3)
~hytjz1-|I(1 - ay), ije Lte T (4.14)
hu ‘J,.>.~ l -l[l(l-lgfﬂ)’ i,je [, IE T (4.]5)
Xeivip < K- ¢, jel, teT (4.16)
| ‘ ‘ |
2 Vi S 1, | - ijel,i#] (4.17)
te¥ _
Ot O+ myt gyt w21, - djelyi<jteT (4.18)
= hig+ by 2 1 - 1001 - ), ijeli<j, teT (4.19)
lln - hﬁ >21- IIKI" f/f;j(), i,jE I, i <j, te'T » (4.20)
2 my <, ijeli<j (4.21)
teT

L.a funcién objctivo (4.10) nuevamente cuenta el nimero de botes anfitriones., Las
restricciones (4.11) y (4.12) requieren que las tripulaciones de los barcos permanezcan en
sus propios botes si y solo si se trata de un bote anfitrion, Las restricciones (4.13) y (4.14)
usan un mecanismo disyuntivo para relacionar vy, a sy Ellas dicen que si by = (ie., ~ay
y =B 1o que dice que /1 no es ni menor ni mayor que J sino igual), entonces vy, = 1. La
restriceion (4.15) cs la misma restriccién de capacidad que antes, interpretada en esta
ocasién como una desigualdad 0-1. La restriccion (4.16) juega el rol de la restriccion
todos-diferentes. Las restricciones (4.17)-(4.20) nuevamente hacen uso de un mecanismo
disyuntivo para decir que si i yj no son botes anfitriones y 4 = hj;, entonces my, = 1.
Como antes, (4.21) dice que un par de tripulaciones puede encontrarse a lo sumo una vez,
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La finalidad de estos experimentos computacionales no fué la de comparar ¢l mejor
algoritmo posible de programacion lineal mixta-ldgica para un problema dado con el
mejor algoritmo posible en competencia, sino la de aislar el efecto del desempeiio de las
diferentes herramientas de programacion mixta-légica que son ilustradas en cada
problema. Al final, se hace una comparacién del algoritmo mas simple de programacion
lineal mixta-logica contra el algoritmo mas simple de programacion lineal mixta~entera.

El algoritmo de programacion lincal mixta-légica presentado en la Fig, 3.1 del capitulo 3,
se aplica como sigue. La regla de ramificacidn consiste en seleccionar la primera variable
proposicional en la primera férmula ldgica no satisfecha. El algoritmo de procesamiento
logico es la resolucion unitaria. La relajacion de las formulas utilizada varia de caso a
caso, como se describe en cada seceidn de este capitulo. El codigo se escribid en C y se
compild en una estacion de trabajo SPARC 330 corriendo SUN OS versiéon 4.1.1. Las
relajaciones lineales de los problemas en cada nodo del arbol de busqueda se resolvieron
utilizando las rutinas de la libreria de CPLEX versidn 3.0. |

El algoritmo de programacion lineal mixta-entera utilizado para efectuar comparaciones
es un procedimiento cldsico de ramificacion y acotantiento que también utiliza la version
3.0 de la libreria de CPLEX para resolver la relajacion lineal en cada nodo del drbol.. En
este caso, la regla de ramificacion utilizada consistid en escoger la variable cuyo valor en
la relajacion estuviera mas cercano a 0.5,

También se reportan los tiempos de corrida y el nlimero de nodos para la version 3.0 del
cadigo cerrado de programacion lineal mixta-entera de CPLEX. Se enfatiza, sin embargo,
que {a comparacion con un cddigo comercial no proporciona la suficiente informacion,
como se reporta cn [34]; ya que los detalles de la implementacion de los cadigos
comerciales no son del conocimiento publico, y atn cuando asi lo fueran, es bastante
dificil aislar los factores que pueden explicar las diferencias en el desempefio.

La programacion lineal mixta-logica ha mostrado muchas ventajas en los problemas de
sintesis de procesos en Ingenieria Quimica, y los resultados computacionales para estos
problemas, reportados en esta tesis, confirman los trabajos publicados previamente. Sin
embargo, se escopid reportarlos nuevamente aqui porque la confirmacion de los
resultados experimentales es una clave elemental de la ciencia empirica que en ocasiones
no ha recibido la suficiente importancia en la literatura algoritmica. Con respecto a los
demds casos explorados, algunos de los problemas fueron de creacidn propia (como
algunos problemas de localizacion de almacenes), o se tomaron de alguna base de datos
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(como los problemas de localizacion de almacenes con capacidades grandes) o se
seleccionaron de la literatura en el area (como los de calendarizacion de trabajos con
transferencia-cero y los de sintesis de procesos). En otros casos, se cambiaron algunas de
las especificaciones (como es el caso de utilizar variables semicontinuas en las redes de
proceso), por lo que los resultados obtenidos no estaban reportados previamente. En todos
los casos, dichos problemas fueron resueltos, para comparacion, con nuestros codigos de
programacion lineal mixta-1dgica y de ramificacion y acotamiento y con CPLEX.

1. Problemas en Sintesis de Procesos

Los problemas de sintesis de redes de procesos quimicos ilustran el uso de los cortes
l6gicos (no validos) asi como la ventaja del enfoque de programacion lineal mixta-logica
en el modelamiento de las variables semicontinuas.

Si recordamos que el elemento discreto de estos problemas es la decision de cuando
instalar o no instalar una unidad / y sus arcos incidentes. Una de dos, o ocurre un costo
fijo f; o no existe costo fijo y ningiin flujo sale de la unidad. Si z; es el costo {ijo pagado
por la unidad /, tenemos la siguiente disyuncion en el modelo utilizado

C=svy s o _ (L.1)

(et =
Esta disyuncion puede ser expandida en dos disyunciones que pueden ser relajadas

zizf)v(-z20) (1.2)
(z, 2 f.) V(" Z(:‘,j)ei-: Xy 2 O)_ ' | (1.3)

Ya que f; es un limite superior en z,, el corte clemental representado por la ecuacion (5.6)
del capitulo 3, aplicado a (1.2) es simplemente 0 2 0, lo cual no nos sirve de nada, pero
este mismo corte aplicado a la disyuncién (1.3) nos proporciona la siguiente ecuacion

2.
i

1 .
r—— 22— X, (1.4)
f; Ml‘ (f,_}%f{ g

donde M; es un limite superior en el flujo de salida de la unidad i. Se puede ver facilmente
que este corte define una faceta del envolvente convexo de la disyuncion en (1.1), que

también puede expresarse como y; v y’; si hacemos y; igual al primer elemento de la
disyuncion y y’; al segundo.

Mais alin, el Teorema 5.4 del capitulo 3 implica que la formulacion 0-1 de la disyuncion,
yi v y'ies integral. Se puede checar facilmente que si las variables 0-1 yy, y» corresponden
a los dos elementos de la disyuncion y;, y’;, entonces y*1(y2) = y*a(y1) = 0. Esto sugicre
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que la formulacion utilizada en la programacion lineal mixta-logica con estos cortes
clementales puede no proporcionar ninguna ventaja sobre la relajacion tradicional de la
programacion lineal mixta-entera.

Aunque una examinacion minuciosa del problema nos puede dar cortes logicos ttiles, si
examinamos una red de proceso como la descrita en la Fig. 5.8 del capitulo 5, podemos
deducir cortes ldgicos utilizando la conectividad de las unidades en la red. Por ¢jemplo,
es claro que no se deberia instalar una columna de destilacion hasta que cstemos seguros
de que su salida va a estar conectada al menos a otra columna adyacente instalada, y de
que al menos una de las columnas adyacentes que le proporcionan corricntes de entrada
esté¢ también instalada. Por ejemplo, la unidad 6 no deberia ser instalada hasta que la
unidad 3 y la 9 también lo estén. Esto produce los cortes logicos

Yo =2 Y3, Y6 —>)o
lo cual puede ser escrito como las siguientes clausulas,

Y3V =6 =V V Vo (1.5)

Iistos cortes no son validos porque no existe ninguna condicion de infactibilidad que

impida instalar una unidad que no acarre flujo, y bloquee estas soluciones. Aunque se

puede sospechar que una bisqueda de ramificacidn y acotamiento no consideraria estas
soluciones espurias, de tal manera que los cortes (1.5) no tendrian ninglin efecto, la
experiencia reportada en [37,50], nos dice que estos cortes son muy cfectivos tcducu.nd()
el numero de nodos del arbol de busqueda, un hecho que se confirma aqui.

Es posible fabricar problemas de disefio de redes para los cuales la resolucién unitaria sea
incompleta para las formulas logicas que haya en el modelo, cuando se agreguen los
cortes logicos, pero ninguno de los problemas resueltos tiene esta propledad y por esta
razon, solo se utilizo resolucion unitaria para el proceso légico.

La relajacion de los cortes logicos ilustra dos puntos. Uno es que el corte y3 v —yg, por
ejemplo no tiene relajacion porque ys estd negada. Sin embargo, ya que yg v ¥'6 csta dada
en ¢l modelo, el corte implica y; v y%, lo cual puede ser escrito como las dos
disyunciones siguientes, 2V (22 0)

(2 1) [ 2 2)

que respectivamente pueden generar los siguientes cortes elementales

IS | | - (16)
i Je

4 ] (
Lz 'y, (1.7)

fl A1()(l}L[
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METODOLOGIA|Mxta-Légica Mxta-Lagica Mxta-Logica Mxta-Entera CPLEX Mxia-Légica Mxla-Légica Mixta-Entera CFLEX
*Sincortes *Coites  *Cortes + *Corles ‘*Cortes
duales elenuentales elementales elementales
~ 'Cortes  *Cortes
lbgicos logicos .
; “Resolucion *Relajaciones
: unitaria ldgicas
No. de Nodos
5 componentes 61 21 % % -1 9 3 3 7
‘Rest.a 4 unid 15 49 "20 43 3 3 4
Gcomponentes | 1659 105 97 . 191 .94 63 97 33 40
‘Rest.a 5 unid. g - 163 . 56 5 . 3 3 15
Sogundos CPU : ‘ '
5 componenles 0.91 o 3'39 o 0.41 031; 033 035 e ..Or4 ,' 018 0.4
‘Resta 4 unid 045 101 082 052 042 023 028
Geonponentes | 333 265 23 | 66 35 26 . 81 33 35
*Resl.a 5 unid. 08 69 2 06 09 0.4 1.4

Tabla 6.1 Numero de nodos y tiempo de CPU en segundos para redes de separacion

El segundo punto es que (1.7) puede ser deshechada ya que es implicada por (1.4) y por
(1.6).

L.os problemas de sintesis pueden ser modificados fijando el numero de unidades a ser
instaladas. Esto puede ser hecho con la formula,

2iyvi=k
Para generar cortes clementales, esta formula se puede escribir como dos desigualdades,

Xivizk y Ziyizk

Los cortes elementales de la forma (5.7) (capitulo 3) para estas desigualdades son,
respectivamente, |

Z—‘;{-—zk y .Z-%-Sn-—-k
i b |

i i

donde » es el nimero de unidades potenciales,

Los resultados experimentales para los dos problemas de 5 componentes y los dos de 6
. componentes estudiados por Raman y Grossmann [50] se presentan en la Tabla 6.1, Ll
segundo problema de separacion de 5 componentes fija el niimero total de unidades a 4, y
¢l segundo problema de separacion de 6 componentes fija el nimero total de unidades a
5. Los métodos de solucion se agrupan por la fuerza de la formulacion, Los problemas sc
resuelven primero por programacion lineal mixta-légica usando solo la regla disyuntiva
en la ramificacion, sin ninguna relajacion de las restricciones disyuntivas. Los resultados
tan pobres en la primera columna de la tabla indican la importancia de usar las
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relajaciones. La siguiente colummna ilustra el costo de generar cortes duales, como se
discuti6 en la seccidn 5.2 del capitulo 3.

Las siguientes tres columnas de la tabla comparan el algoritmo de programacion lineal
mixta-logica con el algoritmo de programacion lineal mixta-entera y con CPLEX, usando
las relajaciones que tienen la fuerza de las relajaciones continuas tradicionales del
problema original; en el caso de la mixta-logica, esto requiere de los cortes clementales
(1.4). La siguiente columna adiciona los cortes Idgicos descritos anteriormente, y los
procesa en forma simbdlica por medio de resolucién unitaria, sin agregar sus relajaciones
en ¢l modelo. Las ultimas tres columnas agregan los cortes l6gicos utilizando variables
binarias en el modelo mixto-entero y en CPLEX, y sus relajaciones en el modelo mixto-
logico.

Los resultados sugieren que la adicion de cortes logicos no validos puede ocasionar una
mejora sustancial en el contexto de la programacion lineal mixta-entera. También reducen
¢l nimero de nodos generados por la rutina CPLEX MILP, lo cual indica que su empleo
no solo duplica la accién del preprocesador de CPLEX. Los experimentos reportados por
Raman y Grossmann {50} proporcionan una indicacion similar para el preprocesador de
OSL. Los cortes légicos reducen el ntmero de nodos para el programa lincal mixto-
logico, pero esto no se refleja en los tiempos de cdlculo. La comparacion de los métodos
agrupados sugiere, como se predijo antes, que la formulacion tradicional 0-1 es al menos
tan efectiva como la formulaciéon lineal mixta-logica. De hecho, la adicion de las
relajaciones para los cortes l6gicos aumenta el tiempo de computacién necesario para ¢l
enfoque de programacion lineal mixta-légica con respecto a la mixta-entera.

Este es un caso cn el que el punto de vista logico proporciona cortes utiles, pero el
modelamiento basado en la l6gica no proporciona ventajas computacionales.

Sin embargo, el uso de variables proposicionales es particularmente ventajoso cuando se
agregan variables semicontinuas al modelo. Es ineficiente representar semicontinuidad
con variables enteras por dos razones, ambas mencionadas anteriormente: la relajacion
continua, como cualquier relajacion lineal de semicontinuidad es muy ineficiente, y la
representacion 0-1 no es integral. |

La sintesis de una red de 10 y otra de 38 procesos, descritas en [55] fueron resueltos. Se
utilizé la representacion para variables semicontinuas descrita en la ecuacion 1.4 de la
seccion 1.4 del capitulo 5. No se usé ninguna relajacion para las disyunciones resultantes
porque, como se especificd antes, ninguna relajacion es util. Se generaron cortes
elementales para las disyunciones y; v ¥ Los cortes logicos no vélidos se usaron en los
modelos de programacion lineal mixta-légica, mixta-entera y CPLEX, pero no s¢
generaron relajaciones para ellas en el modelo mixto-légico.

Los resultados aparecen en la Tabla 6.2. El problema de 10 procesos tiene 3 variables
semicontinuas, y el de 38 procesos tiene 7. Diferentes versiones del problema se
obtuvieron variando el tiempo en el horizonte y los limites de los intervalos.
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PROBLEMA Numero de nodos Segundos de CPU
Mixta-Logica Mixta-Entera CPLEX  [Mixta-L6gica Mixta-Entera CPLEX
10 procesos, version 1 5 29 24 | 024 082 085
10 procesos, version 2 13 36 B2 041 088 147
38 procesos, version 1| 729 1083 677 | 199 376 178
38 procesos, version2 | 1907 3237 - 868 | 589 1173 271
38 procesos, version3 | 1161 1999 345 | 306 836 104
38 procesos, version 4 | 1901 2861 747 | 514 1083 229
38 procesos, version 5 1081 1561 296 287 551 89

Tabla 6.2 Nimero de nodos y segundos de CPU para la sintesis de redes de reactores

Los resultados muestran que una representacion logica gencral de la semicontinuidad
reduce ampliamente ¢l tiempo de cdleulo, aun cuando el nimero de variables expresadas
en forma semicontinua no es muy grande comparado con el nimero de variables discretas
del problema. Un enfoque razonable para estos problemas puede, por lo tanto, usar una
representacion 0-1 tradicional de las variables discretas que representan los procesos
involucrados, o representar las variables de decision por medio de los cortes relajados
elementales de las disyunciones como en (1.4) y una representacion basada en la 16gica
de la semicontinuidad. La programacion lineal mixta-légica proporciona esta clase de
flexibilidad.

El preprocesador de CPLEX elimina la mayoria de los renglones y columnas del
problema de 38 procesos (pero no del de 10 procesos) y por lo tanto obticne un
desempeiio superior en estos problemas. Es imposible analizar este resultado sin un
conocimiento detallado del preprocesador, porque la operacion que probd ser tun efectiva
en este caso, puede ser agregada al codigo de programacion lincal mixta-logica. En
cualquier caso, el objetivo aqui es el de aislar elefecto de usar un procedimiento basado
en la légica contra la representacion 0-1 de la semicontinuidad y eso puede observarse por
la mejora en los resultados de la columna mixta-ldgica con la mixta-entera, para todos los
casos. ~

2. Calendarizacion de trabajos con transferencia cero

Los problemas de la calendarizaciéon de trabajos con transferencia-cero ilustran dos
ventajas de la programacion lineal mixta-logica: @) puede resolver problemas con drboles
de busqueda mucho mds pequefios que la programacion lincal mixta-entera, y b) el
tiempo de procesamiento en cada nodo es menor, ya que la eliminacion de variables
enteras hace las relajaciones lineales a resolver en cada nodo mds pequeiias.

Como se discutié en la seccion 5,1 del capitulo 3, no existe ninguna razén para introducir
las relajaciones lincales de las restricciones disyuntivas tipicas de los problemas de
calendarizacion, y por lo tanto, se omilen. Si existen m trabajos y n maquinas, esto reduce
¢l nlimero de variables en la relajacion lineal de 2m + mn a s6lo 2m.
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Numero de Lineal Mixta-Légica Lineal Mixta-Entera CPLEX
Trabajos Maquinasjnodos tiempo tiempo/ nodos tiempo tlempo/ nodos tiempo tiempo/
| ~ nodo nodo nodo
6 5 407 2.7 0.0066| 689 10.1 0.0147| 527 8.1 0.0154
7 5 1951 157 00080| 3171 522 0.0165| 2647 51.0 0.0193
8 5 14573 129.0 0.0089 | 24181 546.4 0.0226| 16591 413.9 0.0249

Tabla 6.3 Numero de nodos, segundos de CPU y segundos/nodo para problemas de
calendarizacion de trabajos con transferencia-cero

Mas aun, el modelo de programacion lineal mixta-entera crea siempre un arbol mas
grande ya que su relajacion continua no es integral. Esto puede seguirse del Corolario 5.1
del capitulo 3 que implica que la representacion lineal mixta-entera de la disyuncion

(-t 2rp) Vv (li-tk 21w

es integral si y sdlo si
max {{- 4 [ 4=tk 2 1w, (0,0) (5, 1) S (g, )} = 1 - My (2.1)
max {{x =t t =1, 2 rig, (0,0) S (1, 14) < (s, mg)y = rig = My

Definiendo My, y My de acuerdo a la ecuacién (5.11) de la seccion 5.3 del capitulo 3,
- tenemos que (My, My) = (ri; + my, ry + my). También es facil ver que los dos maximos en
(2.1) son respectivamente iguales a -r; y -ri. Asi (2.1) implica que la representacion
lincal mixta-entera es integral si y sélo si (ry, ru) = (mg, m;), lo cual no ocurre en la
practica.

Se presentan resultados para tres cjemplos de calendarizacion de trabajos con
transferencia-cero en una planta quimica [52] , y los resultados aparecen en la Tabla 6.4,
La programacién lincal mixta-légica genera cerca de un 60% de los nodos de la
programacion lineal mixta-entera y usa menos de la mitad del tiempo por nodo. Por lo .
tanto, corre de 3 a 4 veces mas rapido que la programacion mlxta entera para estos
problemas.

3. Problemas de localizacion de almacenes

LLos problemas de localizacion de almacenes ilustran la generacidén de cortes logicos de

una restriccion tipo “maleta”. También es un caso donde la formulacion basada en la

l6gica resulta ser menos eficiente que la formulacion tradicional, por lo que la mejora real

la constituye la utilizacion de los cortes loglcos y no el uso de los cortes elementales para
las restricciones disyuntivas.

La formulacion de los cortes elementales para las restricciones disyuntivas y; v y’; ¢s la
misma que la utilizada en los problemas de sintesis de procesos (1.4). Estos cortes,
nuevamente definen una faceta del envolvente convexo del problema, y la representacion
0-1 es también integral. El modelo resultante de programacion lineal mixta-ldgica es un
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poco mas grande que el de programacion lineal mixta-entera, porque el modelo
tradicional incluye la representacion de la “M grande” en las restricciones de capacidad
de los almacenes y en ¢l modelo basado en la logica, los cortes elementales practicamente
duplicaron estas restricciones. por lo que puede esperarse que la programacion mixta-
entera presente cierta ventaja en tiempo de solucion sobre la formulacion basada en la
logica,

ProblemalNo. de al-  Radio.. Nodos Segundos de CPU  |Segundos de CPU por nodo
macenes Cap!Dem Mixta- Léngta Ent CPLEX |Mixta- -Log Mixta-Ent  CPLEX [Mixta-Log Mixta-Ent CPLEX

cApst | 16 1.37 57 81 62| 86 88 55| 015 011 009
CAP42 16 1.29| s9 8 57| 89 86 55| 015 0.1 0.0
CAP43 16 129| 61 83 42| 91 89 44} 015 011 0.10
cAp4f 16 137 43 61 40| 71 68 43| 017 011 0.11
capst | 16 275| 1239 1420 1134| 172 135 92) 0.14 0.09 0.08
camt | 16 3.86] 2147 2631 3017| 266 237  235| 0.12  0.09 0.08
CAPT1 16 16| 3481 4495 8830 409 398 658| 012 009 007
1 10 6.12 61 147 31| 121 070 0.67] 0.020 0.015 0.018
2 10 61| 63 45 25{ 1.34 067 0.52] 0.021 0.015 0.021
3 10 408 71 73 59| 154 114 1.17] 0.022 0016 0.020
4 10 3.06| 49 173 138] 111 281 250[ 0.023 0.015 0.018
5 10 204| 19 31 27| 045, 045 0.55[ 0.024 0.015 0.020
6 10 1.02 3 21 20| o016’ 0.30 032] 0.053 0014 0.016

Tabla 6.4 Niimero de nodos, tiempo de CPU en segundos y tiempo de CPU por nodo

El hecho de que la capaudad total instalada en los almacenes debe ac.omodar el total de la.
demanda, nos da origen a una restrlccmn vélida tipo ¢ maleta

Que sc pucde ver como una formula 16gica cuya relajacion elemental puede ser agugada
al modelo de programacion lineal resuelto en cada nodo:

Zkr(zi(f}) ?-de

Se pueden derivar cortes contiguos de (3.1) como se describe en la seccion 5 del capitulo

4. Estas cldusulas tienen la forma V¢ y tienen relajaciones elementales de la forma,
2 ki(zf) =21

Se resolvieron sicte problemas de localizacion de almacenes con capacidades grandes de
[7], y los resultados aparecen en la Tabla 6.4. Cada problema tiene 50 puntos de demanda
con una demanda total de 58,268. Cada almacén tiene la misma capacidad, y el radio de
la capacidad total de los almacencs sobre la capacidad total de la demanda también se
muestra,
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Los cortes contiguos fueron utilizados en el modelo lineal mixto-16gico, pero no en el
modelo lineal mixto-entero, El resultado fué una reduccion del 20-30% en el namero de
nodos pero un aumento del 30-50% en el tiempo de solucién por nodo, ya que junto con
los cortes elementales de las restricciones disyuntivas, las relajaciones de estos cortes
agrandan ¢l modelo. El resultado neto es que el modelo de programacion mixta-logica es
un poco mas lento que el de programacion mixta-entera, lo que nos lleva a concluir que la
mejor opcion serd la de utilizar el modelo lincal mixto-entero, agregando los cortes
1dgicos generados en cada nodo y expresandolos en forma de variables binarias.

Los problemas 1-6 de la Tabla 6.4 fueron resucltos para probar la hipotesis de que los
cortes contiguos tienen un mayor efecto en problemas que estan altamente restringidos,
como se¢ puede indicar por ¢l radio de la capacidad total de almacenamiento entre la
demanda total. Los problemas son idénticos, excepto por la capacidad de los almacenes.
Existen 7 puntos de demandas con valores de 4,5,6,7,8,9 y 10. Los resultados obtenidos
tendieron favorablemente a confirmar esta hipotesis.

4. El problema de la fiesta progresiva

La programacion lineal mixta-logica tiene ventajas sustanciales en el modelamiento y en
la obtencidn de resultados computacionales para este problema. Su notacion logic:
permite una declaracion mas simple de las restricciones, como ya se vid en la Seccion 4
del capitulo 5. La ventaja computacional mas importante estd en que del gran namero de
variables discretas necesarias en el problema, solo una pocas de ellas corresponden a
restricciones lineales. El programa lineal mixto-logico puede procesarlas simbdlicamente
sin agrandar la relajacion lineal en cada nodo del arbol de biisqueda, la cual contiene so6lo
unas cuantas restricciones por nodo.

A la formulacion lineal mixta-logica se le aumentd un simple corte 1ogico que restringe el
nuimero de botes anfitriones a no ser menor que el nimero de periodos:

28 2|T|

iel
Los resultados computacionales fueron los siguientes:

No. de, Periodos Nodos | Segundos de CPU Seg de CPUpor nodo
yates .de tiempo{Mixta-Logica CPLEX |Mixta-Légica CPLEX Mxta-Légma CPLEX

S 2 | 1 136 ] 098 4 197 4 0006 0.173
6, 2 | 239 | 8433 | 141 | 1708 _| 0006 0.314
6 | 3 | 87 . 366 | 025 1 162.8 | 0.007| 0.445
7 8 |7 i 44 | 052 | 446 | 0007 1.014
8 | 3 | 200 | 2307 | 163 | 3113 | 0008 1.349
8 | 4 | 167 | 582 | 135 | 8875 | 0008] 1.525
10 i 3__' 24142 *20000“_' 12259 m_f_*54150 0 011 2708”._
10 . 4 28923 . *20000 319.4 | *43223 0.011  2.161

* CPLEX termino después de 20,000 nodos, sin encontrar una solucion entera t.u.nbig
Tabla 6.5 Niimero de nodos, tiempo de CPU en segundos y tiempo de CPU por nodo
para el problema de la fiesta progresiva
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Como puede obsrvarse en la Tabla 6.5, el tiempo de CPU por nodo permanece casi
constante para la programacion lineal mixta ldgica, mientra que crece considerablemente
para el caso de la programacidn lineal mixta-entera. Esto se explica claramente con los
tamaiios de los modelos utilizados en cada caso. Para la columna de programacion mixta-
ldgica se utilizé ¢l modelo (4.1)-(4.10) de la seccion 4 del capitulo 5 y para la
programacion lineal mixta-entera, el modelo (4.10)-(4.21), También es interesante notar
que para los casos de 10 botes y 3 y 4 periodos de tiempo, CPLEX ni siquicra pudo
encontrar una solucion entera factible para el problema. Este problema muestra muy
claramente las ventajas del entorno de programacion lineal mixta-logica sobre los
métodos tradicionales, para resolver este tipo de problemas.

5. Conclusiones

Después de haber aplicado el conjunto de herramientas de la programacion lincal mixta-
16gica a los tipos de problemas ejemplificados en esta tesis, se puede concluir, en base ¢
lo expuesto, la importancia y el impacto de las ventajas de la programacion lineal mixta-
Idgica sobre la programacion lineal mixta-entera, mismas que como potenciales, se
apuntaban en la introduccidn, y que se han ejemplificado a lo largo de esta tesis.

Al permitir el uso de cualquier esquema de ramificacion en combinacion con cualquier
relajacion que no necesariamente involucrara las variables discretas, la programacion
lineal mixta-logica agregd la flexibilidad necesaria para mejorar los tiempos de respuesta
de una manera contundente, como fué el caso de los ejemplos de calendarizacion de
trabajos y de modelos para variables semicontinuas en la sintesis de procesos.

Ya que el esquema de programacion lineal mixta-logica incluyd sélo las variables
continuas en los problemas lineales, los tamarfios de los problemas lineales a resolver en
cada nodo del arbol de busqueda fueron considerablemente mas pequefios que los que se
necesitaron en los arboles de programaciéon lineal mixta-entera. Esta ventaja quedd
dramaticamente comprobada en el problema de la fiesta, donde la diferencia en los
tiempos de CPU entre las dos metodologias fué tan grande, aunque, en otros casos como
los de la localizacion de almacenes, la ventaja de remover las variables enteras se perdid
por la necesidad de agregar cortes para tener una buena relajacion,

Se pudieron obtener valores de variables logicas, fijadas por procedimientos de inferencia
simbolica en cada nodo, y aunque en muchos casos, estas mismas variables podrian haber
sido fijadas resolviendo la relajacion convencional continua, el procesamiento 1ogico fu¢
mucho maés rapido, ya que pudo ser realizado por medio de un procedimiento de
resolucidn unitaria, lineal en tiempo. Como pudo observarse en los resultados, en el
problema de la fiesta, el procesamiento logico fué mucho mds poderoso que la
programacion lineal mixta-entera, También, en los ¢jemplos de la calendarizacion de
trabajos y en el uso de variables semicontinuas en los problemas de sintesis de procesos,
la resolucion unitaria fijo variables con valores de verdadero o falso, mientras que estas
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mismas variables recibieron valores traccionales en la relajacion continua de la
programacion mixta-entera, fo cual favorecioé enormemente los tiempo de computo, y el
nimero de nodos de los drboles de busqueda.

La programacidn lineal mixta-logica pudo proporcionar relajaciones mas fucrtes de varias
maneras: algunas veces, los cortes validos para las restricciones disyuntivas pudicron ser
mas fuertes que la relajacion continua de cualquier formulacién obvia 0-1 vy, el
procesamiento  logico pudo generar restricciones logicas (cortes 1ogicos) cuyas
relajaciones lineales pudieron ser agregadas al modelo lineal y se utilizaron como planos
en un algoritmo convencional de ramificacién y corte, pero el procesamiento légico
proporciond una forma sistemdtica de generarlos. Esto quedé ilustrado en los problemas
de localizacion de almacenes y de la fiesta progresiva.

Ll punto de vista 1dgico pudo sugerir cortes logicos que pudieron derivarse ficilmente de
un entendimiento intuitivo del problema pero no fueron facilmente revelados por el
andlisis poliédrico convencional. También pudo sugerir cortes 1dgicos no-validos, los
cuales no cambiaron el valor dptimo pero fueron mas fuertes porque excluyeron algunas
soluciones factibles. Los problemas de redes de proceso quimico fueron un excelente
ejemplo de la aplicacién de ambos tipos de cortes.

Finalmente, es un hecho 2l que, en muchos casos, las variables enteras, particularmente
las variables 0-1 intentan expresar lo que originalmente fué concebido como restricciones

l6gicas; es por eso que, en dichos casos, el enfoque de la programacion lineal mixta-

l6gica permitié una formulacién mucho mas natural. En otros casos, los problemas
pudicron ser expresados mejor con variables discretas multivaluadas. A su vez, las
restricciones en aquellas variables que no pudieron ser expresadas en forma de
desigualdad pudieron ser formuladas con predicados que eran mas naturales para los
algoritmos de ploces'lmlcnto l6gico. Esto quedd mds que compmbddo con los ejemplos
de la “fiesta progresiva” y de sintesis de procesos.

En conclusion, se puede considerar a la programacion lineal mixta-ldgica como un
entorno de herramientas poderosas y diversas, para la solucion de problemas continuos
con elementos discretos, que representa un enfoque importante, util y en cierto sentido
novedoso en ¢l campo de la optimizacién mixta-entera. » ‘



APENDICE:

Presentacion detallada de los
ejemplos analizados

En este apéndice se presentan los datos completos de los ejemplos utilizados para probar
los diferentes modelos y los valores éptimos de la funcion objetivo y de las variables
discretas y continuas mas importantes de los problemas analizados en el capitulo 6.

1. Problemas en Sintesis de Procesos

A continuacién se muestran los datos, las clausulas logicas utilizadas, el diagrama de

separacion y los resultados obtenidos para el problema de scparacion de 5 componentes:
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Tabla 1.1 Valores de los pardmetros para el modelo de separacion de 5 componentes
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Tabla 1.2 Clausulas logicas para el modelo de separacion de 5 componentes
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Fig. 1.1 Superestructura de la red de separacion de 5 componentes

Como puede observarse en la Tabla 1.3, las unidades necesarias para obtener el costo
minimo de la red de separacién de 5 componentes, corresponden a las columnas de
destilacidn mdncadas por ya, s, V13 ¥ ¥io. El costo minimo obtenido para este modelo es
de $4304.09 x 10y los resultados 6ptimos de los flujos de materia y Lnerg_.,la se dan en

la siguiente tabla.

Y17
1 B
.,—-*""'Mx
/5 Yig
C/DE { B/C
N
CD/E
i AJBC
N2
o &
'Y13 FI i
B/CD
BC/D :
Yiq Yoo
DJE

FLUJOS _kgmollhr | CALOR | Bl
FTal= 100000 | QTot= | 711543
CF4l= 100000 ) Qi 3500
_F[8)= 95000 | Q[8]= | 26.60
CF18 = 750,02 Quaj= | 18.00
F19) = 35004 | aQuey= 1 15.40

Tabla 1.3 Valores dptimos de los flujos de materia y calor para el modelo de

separacion de 5 componentes (todos los demds valores son cero)

Para el problema de 6 componentes, los datos, las clausulas logicas, el diagrama y los

resultados obtenidos fueron:
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Alimentacion Inicial Ftot = 1000 kgmol/hr Composicion A = 00714
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Tabla 1.4 Valores de los pardametros para el modelo de separacion de 6 componentes
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—1Y33 v Y[S v Y2| AV Yz(, \Y4 Y;r; -1Y34_V Y7V Ymv ng AV Y29
--1Y35 \"4 Yz v Y“ \Y4 Yzl \Y4 Y30

Yo +Y7 +Yg +Yo21
Yia ¥Yi5 +Yi621
Y20 ¥+ Y21 + Y221
Yy + Y21

Y20 + Y3021

Clausulas Extendidas
Yio+Yn +Yp +Ypz21
Yi7 +Yigs+Yp21
Y3 + Y21
Yo7 + Yoz 2 1

Y, +Y2 +Y: +Yy +Ys21 Y, +Y2 +Y3+Ys +Ys<£1
35 ' 35
2Yiz 5 2 Y, g5

i=1

i1

Tabla 1.5 Clausulas logicas para el modelo de separacion de 6 componentes

N
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Fig. 1.2 Superestructura de la red de separacion de 6 componentes

Como puede observarse en la Tabla 1.6, las unidades necesarias para obtener ¢l costo
minimo de la red de separacion de 6 componentes, corresponden a las columnas de
destilacion indicadas por yi, ys, y28, ¥11 Y Y. El costo minimo obtenido para este modelo
esde $ 18,170.35 x 105 y los resultados optimos de los flujos de mqtcua y energia se dan

en la siguiente tabla,

FLUJOS | kgmol/hr CALOR Btu
FTot= 1 1000.00 | QVot= : 11943
Fl11= ; 1000.00 | Q)= | 3700
Fl8}= | 92860 | Q[8)= | 3343
F[28]= | 57146 | Q[2g]= 2229
CF[31)= | 35714 | Q31)= ' 1643
F[34]= | 28573 Q[34] = 10.29

Tabla 1.6 Valores de los flujos éptimos de materia y calor para el modelo de
separacion de 6 componentes (todos los demds valores son cero)

~ El primer problema utilizado para mostrar la efectividad de la programacion lineal mixta-
logica en el modelado y tratamicnto de las variables semicontinuas {ué una red con 10
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procesos quimicos. En la Fig. 1.3 se muestra la superestructura de la red, y en las Tablas
1.7-1.11 los datos de entrada utilizados en el modelo de sintesis de esta red de procesos.

Numero de procesos = 10

Numero de periodos = 1 -

Numero de productos quimicos = 6

Numero de mercados = 1

Tasa de interés = 0.10

Tasa de impuesto = 0. 45

Tiempo de vida proyectada = 100 |
Limite en el numero de expansuones / proceso-—2 _
Factor de capital de trabajo/proceso 0 186
Capacadades existentes (kton/ano) =

Valor de rescate/proceso 0.10 |
Limite inferior sobre Ia expansuén/proceso =0 ktonlaﬁo

Limite superior sobre la expansuénlproceso =100 ktonlauo
Limite de la Inversion = $ 1E5/AN0

Tabla 1.7 Datos generales de lu superestructura para la sintesis de 10 procesos

N {Costo de ope-
~ |Producto Coeﬁmentede lnversuon racion/uni pro-
Proceso prihcipal Variable .‘3152 Fiio $1E5 ]ducto $1E2/ton
| 21 0.8 L0388
34 80 085
25 25 070
22 . 10 060

OBNO oA LN

5 | 47 170 030
5 | =& 0__ 180 :. _0 80
10 6 4.9 - 200 ; 100

Tabla 1.8 Numero del producto principal, coeficientes de inversion y costo de operacion
por unidad de producto para cada proceso (sintesis de 10 procesos)

* Costo de compra/ | Lim.sup. VENTAS ~ 1Costode
Producto umdad de producto Compra le sup. | __Precuos lnventarlo B
Quimico (kton/ano) (kton/afo) (kton/afio) ($1E2/ton)

vt 2839 200 | o] 2339
2 | 4474
R TR T- R 7 N IS S P XL
. R e B e A1
6 1457 120 120.00

Tabla 1.8 Costos y precios de venta de cada producto quimico (sintesis de 10 procesos)
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PRODUCTO QUIMICO
Procesq 1 2 3 4 5 6
111141 100
2 122 -1.00
3 1.05 -1.00
4 105 40
5 - 1,18 -1.00
6 111 100
7 -1.00 1.0
8 106 -1.00
9 111 41,00
10 1.18 -1.00

Tabla 1.9 Coeficientes del balance de materia: positivo para entrada, negativo para
salida y cero para producto no presente en ese proceso (sintesis de 10 procesaos)

En la Tabla 1.10 se presentan las clausulas logicas que se utilizaron para resolver este
problema,

Cldausulas en Forma Conjuntiva Normal

"'IYS \Y4 Y7 -:Y(, A\ Y'}

“Y2v Y -Y3Vv Y

-1Y4V Y] —:Y']VYsV Y(,
-YivYsvYivYy =Y vYsvYov Yy
*~1Y7VY3VY9VY10 —:ngYle';
--;YgVYl v Yy -1Y10V Yl VY7

Cldusulas Extendidas
Ys+Ye2 1 Yo+ Y3+ Yy 1
Ys+ Yo+ Yip21

Tabla 1.10 Clausulas logicas para el modelo de sintesis de la red de 10 procesos

En este modelo de sintesis de una red con 10 procesos, se considero el precio de venta del
producto 6 y ¢l de compra de los productos 1 y 4 que fueron las entradas activas de la red,
en la superestructura de la Fig. 1.3, para introducir semicontinuidad en dichas variables.
Sin utilizar intervalos, el valor 6ptimo de la variable correspondiente al flujo de la
demanda del producto 6 fué de 100 kton/afio y el de las variables de compra de los
productos 1 y 2, fueron de 111 kton/afio y 12.543 kton/aiio, respectivamente. En el primer
caso que corresponde a la version 1 de la Tabla 6.2 del capitulo 6, los intervalos
considerados fueron: |

Tipo de corriente] Producto Mercado Variable INTERVALOS

DEMANDA | 6 1 S61 [S61=0 20<S61<50 100<861<120 130<561<145
COMPRA | 1 1 P11 |Pi1=0 20<P11<80 |100<Pi1<120:150<P11<200
COMPRA 2 1 pat |Pa1=0 10<Pa1<50 1100<P41<120'150<P11<200

Tabla 1.11(a) Intervalos de la versidn 1 de la sintesis de 10 procesas quimicos
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Yara este caso, la utilidad dptima obtenida en la funcion objetivo fué de $7.834.75 E2 v
las unidades presentes en el modelo fueron: yi, ya, Ve, ¥7 ¥ ¥s. El segundo caso,
correspondiente a la version 2 de la misma Tabla, se utilizaron los siguientes intervalos,

Tipo de corriente] Producto Mercado [Variablel INTERVALOS

DEMANDA 6 ‘ 1 861 |S61=0 50<561<90 110<S61<120 130<861 <144
COMPRA 1 1 P11 P11 = 0 20<P11<80 100<PI1<120 150<P11<200
COMPRA 2 | 1 P41 P41 = 0 20<P41<80 100<P41<1 20 150<P11<200

Tabla 1.11(b) /ntervalos de la version 2 de la sintesis de 10 procesos quinicos

En este segundo caso, la utilidad optima obtenida en la funcion objetivo fué de $7,162.14
E2 y las unidades activadas para la superestructura solo fueron vy, y4 y ys.

El segundo caso considerado en las redes de procesos quimicos fué la sintesis de la
superestructura con 38 procesos quimicos mostrada en la Fig, 1.4. Los datos de entrada y
las clausulas l0gicas para este e¢jemplo se muestran en las tablas 1.12- 1.16

Numero de procesos =38 ~ [Limiles sobre la expansion
Numero de periodos =1 | paracadaproceso
Numero de productos quimlcos = 28 kton/ano
Numero de mercados = 2 _ |inferiores = 0

Tasade interés =010 Supenores = 500

Tasa de impuesto = 0.45 |

Tuempo de vida proyectada = 100

Tabla 1.12 Datos generales de la superestructura para la sintesis de 38 procesos

~ Cldausulas en Forma conjuntiva Normal

Y4 \v4 —-|Y5 Y(, A\ -|Y7
Ygv Yy _ YsVY';\_/-mY]()VYM

: -1Y|0VY;>_7 —1Y;2 VY13 :
—;Yls\/Y](, YzVY|5VY|7V-_1Y13
YieVv Yo Yisv Yio =Y Yag
Yisv Y9 =Y2 Yag -Y2 Vv Y23V Y3
—1Y2V Y25V Y37 Yo v —=Yos
Y3 v-YasvYs YigvYpv=YanVv Yy
Yiov-Yy | YzVY|5VY|7V'—zY29
YisvYiovYuv=Ys YovYisvYyrv-Ymn
YoV Y v=Yis Yo v =Yy
YavYavYevYiv-aYss Y4VY3VY“VY12V-—1Y33
YevYisVvYirv YoV YoV Yuv Yy YV Ynv-aYsyg

Tabla 1.13 Cldausulas logicas para el modelo de sintesis de la red de 38 procesoys
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Fig. 1.4 Superestructura para el complejo petroguimico con 38 procesos
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A.12

. _ . Costo de ope-
Producto Capacidades Coeficiente de Inversion racion/uni pro-
Proceso principal' Existentes Variable $1E2 Fijo $1E5 'ducto$1E2!ton

11 3.7 337.1 0.8
12 25 125 1.5
11 31 321 :
14 ' 1 80.8 1.1
13 21 966 11
15 08 62 07
13 13 108 1
16 | 15 102 25
17 s 115 1.5
10 27 09 1715 -
11 17 17 1182
12 | 8 389 06 50 07
13 118 25 3 227 07
14 13 12 829 2
15 2 2 120 18
% | 19 3 08 ¥ 1
LEO I 18110 13
8% 20 19 4 08
19 2 25 42 15
20 (20 24 75 25
24 {28 .3 10 2
31 |24 . 89 . 8 3
2
3

—

OO ~NO DA WN

34 |28 26 11 04
37 [ 24 ¢  © 88 | 131 : 35

Tabla 1.14 Niumero del producto principal, capacidades existentes, coeficientes de
inversion y costo de operacion por unidad de prodicto para cada proceso
(sintesis de 38 procesos) o
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Costo de compraluni. | Limites superiores VENTAS
Producto Nombre de producto $1E2/ton Compra Lim.sup.kton/aio Precios $1E2/ton
Quimico Mercado  Costo |Mercado kton/afio | Merc.1 Merc2 Meret Merc.2
Acido Nirico 1 8.2 1 - 200
Propileno | 40 125
Benzeno 4.4 200
Etileno 35 | 100
Oxido de etileno 8.6 40
Acelileno 55 - 250
| Diéxido de carbén 04 - 600
|Etibenzeno 6.6 } 40
Nafta 41 | 11000 L

10 |Metanol 26 | 2 20 f4 24

11 |Acrionitrlo o ] 150 25 84 86
12 |Acetaldehido | R ] 83
13 faceora 75 64
14 leemero | |6 25 55 57

15 lisopropanol L _ T 30 54

16 |Clorobenzeno | 1 ... 1% 128

17 et} |8 75 73 75
18 |eseno | 115 50 75 77
20 |Acdoacttco | |3 54
21 (Vinlacetao | - |75 20 74 78
22 |Anhidridoacetco | w0 78
23 [Dcloroetieno - 7 5 31 33
24 feengidl . R IR L A
26 |Productossecundares | . |50 ;  '33
28  [Clorohidrinetileno !

OO~ whN-=
[ 2% T S i N O
!\}_.L_-k‘_.l-.-l—k—-l—-l_.h

t
)
i
i
I

Tabla 1.15 Costos y limites de compra y venta en cada mercado, para cada producto
quimico (sintesis de 38 procesos) ~
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PRODUCTO QUIMICO | - |
Procesqd 1 2 3 4 5 6 .7 8 9 10 11 12 13 14
0.58 . 063 | _ -1.00 |
-006_ 1.25 7 i S ' . .5100_ ' ‘
0.40 0869 | A . | R R Y
.JLOO <230

074 |
. 100
100

O oO~NO O WN =

10 e
L O K |

12 ors 028  -100

(I PRI ) & AU e
14 ‘ 078 . e e e o - -teo
15 , S . . ,“m.mm:w”q“.,“_,u‘A . . .-teo

18 B . . . . . e e e e el ,...I,,., . P - “e . S 1'10 B

20 Loeds
21 1 R ULU 2

22 o088 o0
23 foss oe2: ! . 00
4 4+ 089 . | '
25 e ”fLooéun S B
%4 e
2 | oy Jossl o essl
0 |t o
L R M‘;.‘””w;97§m3WMWW“WMHA _m_méﬂmmm;,ww.xmmmm.
,;32MA o m§05aupgmhimwmm.;Wmmjw“m”j : ‘

: i , '- | i

BN A D 7 X R
W -EQ§9WE'tQQ£“.; .LMwm>

L)
Oy O B

36 lesa | o
38 :-0.38 1-0.22 -1.00 I 1308 ! | P

Tabla 1.16(a) Coeficientes del balance de materia: positivo para entrada, negativo para
salida y cero para producto no presente en ese proceso (sintesis de38 procesos)
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PRODUCTO QUIMICO ‘
Procesd 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

25 Lo 197
% R
e 1y e

I AR N T T B 112 N T LA

34| ) )
36 ] -1 1057

' | f ) | -1.81

¥
P

Tabla 1.16(b) Cocficientes del balance de materia: positivo para entrada, negativo para

salida y cero para producto no presente en ese proceso (sintesis de 38 procesos)

En lo que respecta a este problema se hicieron 5 corridas con diferentes valores en los

intervalos y con una variaciéon en la longitud de periodo. Para la primera version se

considerd una longitud de periodo de 10 afios. L.os valores optimos sin intervalos de las
corrientes que sc¢ vendieron de producto fueron: para el producto 11, 102.89 kton/afio,
para el producto 24, 250 kton/afio y para el producto 26, 248.30 kton/ailo. Con respecto a
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las corrientes de compra, para el producto 2 fué de 125 kton/afio, para el producto 3,
75.16 kton/afio, para el producto 4, 100 kton/afio y para el producto 9, 422,51 kton/aiio,

Para las otras cuatro corridas, se considerd una longitud de periodo de 4, y los valores
optimos sin intervalos de las corrientes que se vendieron de producto, ahora tueron: para
el producto 11. 0 kton/aiio, para ¢l producto 24, 250 kton/aito y para el producto 26.
168.48 kton/aio. Con respecto a las corrientes de compra, para el producto 2, ahora fué
de 50.07 kton/aiio, para ¢l producto 3, 84.86 kton/aiio, para el producto 4, 100 kton/ano y
para el producto 9, 286.69 ktonv/aio. En las Tablas 1.17 (a)-(¢) se muestran los diferentes
intervalos utilizados,

TIPO Producto Variable INTERVALOS

Venla ' 11 ‘ S11 |S11= 0 30<S11<45 55<811<75 90<S11 -120 135<811<165
Venta 24 - 524 824 0 60<824<70 120<824<130 180<SZ4<190 240<824<260
Venta 26 - 826 826 0 125<826<150 200<826<275 37o<826"400 475<326<520

Compra 2 P02 |P02=0 30<F02¢35 60<F02<65 90<PO2<95  120<P02<130
Compra 3 P03 |FO3=0 20<P03<30 - 45<F03<55 70<F03<80  95<P03<105
Conpra 4 P04 |P04=0 25<P04<30 = 5O<FOA<55  75<F04<80  95<P04<105
Compra 9 PO9 | P09 = 0 250<P09<300 400<P09<650 750<F09<B00 950<P09<1050

Tabla 1,17(a) Intervalos de la version 1 de la sintesis de 38 procesos quimicos

Para esta version la utilidad neta 6ptima fué de $4,012.79 52 y las unidades presentes en
las superestructura OpLma: ¥y, ¥3, Y4, Vs, ¥8s Y12, Y13s Y16y Y175 Y265 V28s V32 ¥ Y38

TIPO Producto Variable INTERVALOS

Venta 11 - S11 |S11=0. 30<S11<45  55<511<75 : 90<511<120 135<511<155
Vema 24  S24 |S24=0 60<S24<70 }120<S24<130180<8244190 240<524<260
Venta 26  S26 1526=0, 125<sza<150 200<526<275 375<526<400, 475<526<525

,,,,,

Compra 2 P02 |P02=0! 30<F02<35 | 60<FO2<65 | 90<F02<95  120<P02<130
Compra 3 P03 |P03=0' 20<P03<30 | 45<P03<E5 | 70<P03<80 | 95<F03<105
Compra 4 ' P04 |PO4 =0 25<P04<30 ..;o<m4<55 75<F04<80 | 95<P04<105
Compra. 9 rog | Fog = 0:250<P09<300'400<P09<550 750<P09<B00 950<P09<1050

Tabla 1.17(b) Intervalos de la version 2 de la sintesis de 38 procesos quimicos

En este caso, la utilidad neta optima fué de $1,542.81 E2 y las unidades presentes en las
superestructura Optima: ya, ¥s, Yo, V8, Y12, Y13, Yi4s Y16, V28, Y32 ¥ Yas.

TIPO Producto Variable INTERVALOS

Venta . 11 | 811 [S11=0; 30<S11<45 | §5<511<75 , 90<S11<120 135<S11<165
Venta ' 24  S24 |S24=0. 60<524<70 120<324<130180<824~190 240<524<260
Vemta 26 S26 [S26=0. 125<S26<170 200<826<270 375<526<400 475<526<525
Compra. 2 F02 [P02=0] 30<P02<35 | 50<P02<G5 | 90<F02<05 ‘120<P02 <130
Compra 3 P03 |P03=0| 20<R03<30 | 45<F03<55 | 80<F03<00 | 95<P03<I05
Compra 4 . P04 |PO4= 0| 25<P04<30 | 50<PO4<ES l 75<F’04<£’0n 95<P04<105
Compra 9 P09 _|P09 = 0'250<P09<300 400<P09<550 750<F09<BA0 850<P09<1050

Tabla 1.17(¢) Intervalos de la version 3 de la sintesis de 38 procesos quimicos
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Aqui, la utilidad neta optima tué de $1,596.55 E2 v las unidades presentes en las
superestructura optima. al igual que en el caso anterior, yi, Vs, Ve V8 Y12, Vi3 Vide Vies V286
32 Y Vis, |

TIPO Produclo Variatle INTERVALOS

Venta 11 S11 [S811=0 30<S11<45 55¢<511<75 90<S11<120 135<811<155
Venta 24 524 [S24=0 60<524<70 120<524<130 180<524<190 240<524<260
Venta 26 S26  |S26 =0 125<826<150 200<526<275 375<526<400 475<S26<525
Compra 2 R02 [PO2=0 30<P02<35 G60<F02<65 90<F02<95 120<P02<130
Compra 4 FO4 [P04=0 25<P04<30 50<P04<55  75<F04<B0  95<F04<105
Compra 9 PO |PO9 = 0 250<P09<300 400<F09<550 750<P09<800 950<P0g<1050

Tabla 1.17(d) Intervalos de la version 4 de la sintesis de 38 procesos quinticos

Considerando s6lo 6 variables semicontinuas en vez de 7 como en los cjemplos
anteriores, la utilidad neta dptima fué de $1,542.81 E2 v las unidades presentes en las
superestructura dptima, al igual que en las dos tablas anteriores, yi, ys, Ve, Y. Y12, Y13, V4.
M6, V28, V32 Y V3.

TIPRO Producto Variable INTERVALOS

Venta 11 S11 |S11=0 30<S11<45 56<511<75 00<S11<120. 135<511<155
Venta 24  S24 [S24=0 60<S24<70 120<524<130 180<S24<190 240<524<260
Venla 26 26 |S26=0125<526<170 200<526<275 375<526<400 475<526<625
Compra 2 F02 |R02=0 30<P02<35 | 50<FO2<65 90<P02<95 ' 120<P02<130
Compra 4 R04 |R04=0 25<F04<30 & 50<PO4<55 . 75<F04<B0  S5<P04<106
Compra 9 - FR08 |R0S=0 250<P09<300 400<f’09<5’30 750<P09<800 950<P09<1050

" Tabla 1.17(e) Intervalos de la version § de la sintesis de 38 procesos quimicos

’ara este ultimo caso, también con 6 variables semicontinuas, la utilidad neta optima fué
de $1,596.55 E2 y al igual que en las tres tablas anteriores, las unidades presentes en las
‘superestructura optima fueron: ya, s, Yo, V8, Y12, Y13, Vids Y16, Y28, V32 Y V38

2. Calendarizacion de Trabajos con transferencia cero

Para ¢l caso de la calendarizacién de trabajos con espera cero, se probaron 3 ejemplos con
6, 7y 8 trabajos en 5 ctapas. En este caso, como se mencioné en el capitulo anterior, no
se utilizd ninguna informacion légica ni como cldusula de procesamiento simboélico ni
como corle relajado elemental. Los datos de los ejemplos utilizados se muestran en las
Tablas 2.1, 2.2 y 2.3. En la Tabla 2.4 se muestran las colisiones entre las diferentes ctapas
necesarias para completar los trabajos de cada proceso. | | o
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Tabla 2.1 Datos para el multiproceso de 6 trabajos, 5 etapas, transferencia cero
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Multiproceso, 7 trabajos, 5 etapas, espera cero
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Tabla 2.2 Duracién por etapas del mu[tzpmce.so de 7 tr abcyos 5 etapas,
| transfer encia cero
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“Tabla 2.3 Duracion por etapa del mulﬁpr oceso de 8 trabajos, 5 etapas,
) ansfez encia cero
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6 trabajos, 5 etapas, espera cero '_ 7 8 trabajos, 5 etapas, espera cero
Colisiones 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 5 N Colisiones 1 B 2 _ 3 : 4 ! 5
A.B 1 1 AB _ o1
A.C - 1 A.C 1
A D , L AD :
A.E A.E
A.F 1 - CAF
B C | : e A
B.D 1 1 | AH
BE . . . , o bee
B.F 1 1! ] BD
cb e Y
C.E 1 | BF
C.F 1 A B.G
D.F t 1| |oeo
E.F 14 | CE
| CF
7 trabajos, 5 etapas, esperacero] = | CG
Colisiones 1 2 3 4 65, 4 CH
AB v v v} BE
A.C oy | BF
A.D 1 1 b6
A.E | DH
CAF EF
AG EG
BC | EH
BD | FG
BE FH
BF GH
CD
CE
CF
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Tabla 2.4 Colisiones de los diferentes procesos en cada etapa

En la Tabla 2.5 se muestran los resultados obtenidos para estos problemas, Estos abarcan,
el tiempo minimo de duracion de cada trabajo y el tiempo de inicio de cada trabajo, en los
los problemas de multiproceso de 6, 7 y 8 trabajos.
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Node Trabajes| 6 7 8
Duracion Total | 39 44 52
Trabajo ~ Tiempo de Inicio
A 4 g 9
B o o 0
C 22 271 35
D 24 29 37
E 7 2 30
Fool 7 12 12

G L
H 18

Tabla 2.5 Duracion total del proceso y tiempo de inicio de cada trabajo para los
problemas de multiproceso

3. Problemas de localizacion de almacenes

Para los problemas de localizacion de almacenes tenemos dos casos. Ll primero que
consta de 6 ejemplos de problemas con 10 almacenes cada uno y que aparecen numerados
como problema 1,2,3,4,5.6 en Tabla 6.4 del capitulo 6. En la Tabla 3.1 se listan los costos
fijos de cada almacen y el costo variable (debe multiplicarse por el flujo que sale del
almacén 7 al punto de demanda j). La funcion objetivo es la minimizacidn de los costos
fijos + los costos variables de estos almacenes. En el ultimo renglon se lista la cantidad
demandada por cada punto de demanda del problema. |

| Gosto | PuntodeDemanda =
Almacén Fijo 1 1 2 '3 4 ' 5 16 |7

| 400 | 50, 5. 60 65, 70. 75 80

360 | 55| 50| 55, 60, 65, 70, 75

320 | 60| 55 50, 55/ 60 65 70

280 | 65, 60! 55 50 55 60[ 65
.28 | 70| 65 60 65 50| 85| €0
180 75/ 70, 65 60 55, 60 55

g‘co.mjxxg_mfcni.um-mf_x

170 | 80| 75, 70 85! 60, 55, 50

| 160 | 8 80 75 70, 65 60 55

140 | 90| 851 80, 75/ 70| 65! 60

120 95! 90, 85 80 75| 70| 65

SumDemanda=49 | Demanda 4 5 6 7 8! 9i 10

Tabla 3.1 Costos fijos y variables de los almacénes y
cantidad demandada por consumidor

En la Tabla 3.2 se listan las capacidades por almacén, la suma de las capacidades para
cada problema y el radio que se¢ obtiene de dividir la suma de las capacidades entre la
suma de las demandas de los consumidores. También se listan los costos minimos para
cada problema y los almacenes que deben estar presentes en la solucién optima de cada
uno.
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Capacidad/ Suma de las RADIO:Sum cap/ Solucion Optima

Problemalaimacen  Capacidades SumDemanda [COSTO  Almacenes

1 30 300 6.12 | 3125 47

2 25 250 510 3140 4.6

3 20 200 4.08 | 3270 36,7

4 15 150  3.06 3470 3567

5 10 100 204 | 3740 24567

6 5 50 1.02 5045 1,2,3,4.567.8.9,10

Tabla 3.2 Capacidades. radio y solucion optima de los problemas
de localizacion de almacenes

Los problemas referenciados como CAP41, CAP42, CAP43, CAP44, CAPSI, CAPOL v
CAP71 en la Tabla 6.4 del capitulo 6 fueron tomados de la base de datos en
Investigacion de Operaciones del Imperial College y estan basados en los problemas
estandares de prucba de almacenes de gran capacidad utilizados por Beasley [7] para
estandarizar las pruebas de algoritmos para este tipo de problemas. Todos tienen 16
almacenes y 50 consumidores. La suma de la demanda de los 50 consumidores es de
582068 en todos los casos y se tienen los mismos valores de demanda de los 350
consumidores para todos los ¢jemplos, y estos son:

Consumidor Demanda Consumidor Demanda g;gn.gumiddr Demandal Consumidor_Demanda Consumidor Demands
146 | 11 54951 21 38 | 31 231 | 41 1681

87 | 12 o4 [ 22 ‘807 | 32 32| 42 1117
672 | 13 1466 | 23 551 | 33 685 | 43 275
1337 14 143 | 24 304 | 34 12912] 44 500
31 | 15 615 | 25 814 | 35 . 326 | 45 . 2241
559 | 16 564 | 26 337 | 36 366 | 46 733
2370 | 17 226 | 27 4368 | 37 3671 | 47 222
1089 18 3016 | 28 577 | 38 2213 48 49
33 | 19 283 | 29 1 482 | 39 1705 | 49 1464

a0 195 | 30 | 495 40 a8 | s0 2?2

SOENODWWN -

Tabla 3.3 Demanda de los consumidores en los problemas de localizacion
de almacenes de gran capacidad

Los costos variables, que son los mismos para todos los problemas, se reproducen cn la
Tabla 3.4. Nuevamente, la funcién objetivo viene dada por los costos fijos + los costos
variables que deben de multiplicarse por el flujo que sale del almacén i a al consumidor /.

La Tabla 3.5 contiene los datos gencrales como la capacidad por almacén, el costo fijo
por almacén la suma de las capacidades de los almacenes, el radio entre la suma de las
capacidades de los almacenes y la suma de las demandas de los consumidores, y la
solucion optima de los problemas de almacenes de gran capacidad.



Almacén
Commeod 102 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
T 1462 709 524 358 396 455 30 264 44 37 358 267 506 34.5 70.9 415
2 (368 627 44.2 276 302 37 21.1 26.1 358 207 264 205 588 252 62.1 326
3 [7.31 393 292 207 136 223 325 526 225 352 146 287 855 16.6 34.2 231
4 242 224 157 222 159 15 481 60 19.4 £1.8 17.3 364 101 30.3 453 396
5 553 69.4 509 343 403 44 492 30.8 425 57.7 36.6 32.8 64.7 44.5 81.1 588
6 {115 424 29 186 134 221 283 48,6 22.3 31.6 126 24.9 81.4 125 36.4 196
7 1346 12 182 278 248 205 58.5 655 224 622 241 432 110 40.7 557 60
8 [307 24.4 585 154 125 8.14 47.3 632 10.1 527 11.7 30.9 97.2 29.6 552 427
9 612 752 567 40.2 46.2 499 551 36.7 48.3 636 42.3 387 58.8 504 87 647
10 [456 62.4 438 272 32.8 369 354 17.1 355 44 20 24 61 358 723 469
11 |257 376 19 23 839 12 361 40.1 106 44 46 17.8 841 193 52.5 338
12 |196 355 17 932 136 10 36.3 457 102 416 2.72 21.9 87.7 18.5 46.4 316
13 |2611 29 105 108 786 3.54 42.7 48.6 7.89 481 7.08 263 923 25 529 38.1
14 |137 353 286 24 16 247 38.8 58.1 24.9 41.6 17 343 91.9 23 324 204
16 [27.9 586 41.3 26.5 25.7 34.4 11.9 353 338 204 238 194 64.9 18.2 52.8 234
16 1455 631 446 28 32.7 37.7 32.8 144 362 41.3 28.9 224 62.2 341 70.7 443
17 [31.1 46.4 27.9 113 173 21 303 31.5 19.5 389 136 12 77.3 223 567.9 367
18 |26 307 122 91 7.81 7.64 41.9 469 3.79 48 7.57 246 90.9 24.9 52.9 381
19 |37.4 49.2 30.7 14 201 237 40.6 40.4 22.3 492 163 22.3 86.1 31.9 64.2 464
20 441 724 539 37.2 404 469 28 327 455 345 37.5 30.1 48.8 34.3 69.5 395
21 1416 53.4 349 183 243 28 429 426 265 514 206 24.5 80.7 342 68.4 486
22 287 60.4 447 32.4 291 37.8 185 419 36 138 27.7 26 69.4 21.5 49.8 19.8
23 219 36.1 176 6.9 4.09 106 357 43.3 114 41.5 0 194 852 18.4 488 322
24 1161 42.3 356 204 224 31 393 .59.7 31.2 382 23.4 359 929 234 254 26
25 296 48.8 30.2 136 16.8 23.3 248 30.3 21.9 334 13 G6.47 72.8 18.2 54.8 326
26 122 36.1 24.3 16.7 8.76 17.4 345 50.8 17.6 381 9.7 26.9 87.5 167 39.1 26
27 |64.4 931 746 58 60.6 67.4 484 483 66.3 54.9 56.6 50.9 28.4 54.7 B9 59.9
28 1192 383 19.8 968 4.21 12.9 334 44.1 13.1.38.7 2.78 20.3 86.1 156 46 294
29 [17.8 466 20.3 165 13.7 224239 424 22.6 20.2 123 186 77 6.14 427 206
30 252 51.4 44.8 385 315 402 484 689 40.4 474 325 45 102 326 16.3 352
31 1161 48.1 356 2562 20 287! 28 515 28.9 264 19.2 296 811 16 37.2 14.2
132 |145°41.5 24.5 13.5 B89 17.6 [20.0 1454 |17.8 1352 '7.45 215 82.9 121 41.3 24.7
33 1196 51.3 37.9 253 22.3 309 |24.5| 48 3111229 21.56 283 77.6° 16 407 10.7
34 289 17.8 158 25 20.2 17.8 528 628; 20 1564 20.3 '39.7.105 35 49.9 446
35 |30 556 37.1 222 234 302 17.8'32.9 296 263 196 151 65.7 18.3 54.9 29.3
36 132.9'49.7 '31.2 145 202 24.2129.7 27.9122.8 1382 116.4 11.4 736 231 ,58.7 374
37 [266 201 162 227 18 1551505 605 19.9 15417718 374 103 327 47.7 423
38 |27.5 287 124 14 0.26 6.81 44.2 518 1121495.9 27 ,28.7 94.5 264 51.7 395
39 |77.379257739 573 631 67 67.6 1487 664 76.1 60.7 55.7 58.1.68.5 104 = 79
40 218263 1196 23.9 159 .17.1 46,5 603 21. 5*497 17.3 36.4 .99.5 287 141.4 376
41 2264217236 9.4 9.81 166 207/37.3. 16 369 6 134 792138483 282
42 356 '47.4 28971221183 31,9 136.8 366 205;454|145 18.5 823 28.1 624 426
43 586 75.3 66.8 402 45.8 4991455 28.7 48.4| 54 | 42 366! 48 47584 569
44 ]34 652466 32,5 325307 18.7141.5139.1 1191 ;291 262 642! 25 | 65 251
45 17537941 75,5 58.9 64.5 68.6 60.1:48.8 672i666 60.7 55.7 40.2 636 1100 716
46 |79, 91 1725558 61.9 656 71.7'53.3 64.1 80.2 ;68,1 553 62.7 67.1 104 83.2
47 [70.2 833647 481 542 57.8| 64 457 56.4 725 504 47.6 67.3 59.3 959 755
48 1519'80.2 61.7 45 48.2 547 358 /405 533 423 144.4 37.9 41 421 77.3 473
49 233 2341167214 15 ;142|471 69.2/186 50.8 16.3 355 1101 '20.4 443 30.6
50 |32 54.1 365 189 21.8 '286:22.1 .28.9127.2:30.6 . 18 ‘11.8 67.56 20.3 56.8 336

l‘.lbld

4 Costos variables de los problemas de almacenes de gran capamdadad
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Capacidad/  Costo  Sumadelas RADIO:Sumcap/ Solucion Optima
Problemajalmacen Fijo  Capacidades Sum Demanda COSTO Almacenes
CAP41] 5000 7500 80000 1.37 1040417.6 1,2,3,4,5,6,7,89,11,12,13,14
CAP42| 5000 12500 80000 1.29 1097968.3 1,2,3,4,56,8,9,11,12,13,14
CAP43| 5000 17500 80000 1.29 1152968.3 1,2,34,56.89,11,12,13,14
CAP44| 5000 25000 80000 137 |1235468.3 1234,56,89,11,12,13,14
CAP51| 10000 17500 160000  2.75 1025159.3  2346,7,8,11.13
CAP&1| 15000 7500 240000  3.86 | 9325845 123,467.89,11,12.13
CAP71| 58268 7500 932288  16.00  |932584.51  1,2,3.4,5.7,8.9.11.12,13

Tabla 3.5 Datos generales y solucion dptima de los problemas de
almacenes de gran capacidad

En las Fig. 3.1 y 3.2 se presentan graficas que permiten apreciar el comportamiento de la
programacion lineal mixta-légica contra el de la programacion lineal mixta-entera ¢n lo
que respecta al namero de nodos y al tiempo de computo. Como puede observarse, cl
numero de nodos de la programacion mixta-fogica siempre es menor que ¢l de la mixta-
entera; sin embargo, conforme crece el radio de la suma de las capacidades de los
almacenes entre la suma de las demandas de los consumidores, el tiempo de solucion
empieza a ser mucho mayor para la programacion lineal mixta-logica.

Radio contra Nodos
Almacenes de gran capacidad

5000

4000-
d 3000 | I e T :
X ‘ ‘ e |
o 2000 -
s u

1000: .

0 2 4 .6 8 10 19 i s

Radio Sum Cap/Sum Dem

. °

- Mixta-Logica = Mixta-Entera |

Fig. 3.1 Numero de nodos contra el radio de la suma de las capacidades entre la
suma de las demandas para los problemas de almacenes de gran capacidad



o

Radio contra Tiempo
Almacenes de gran capacidad

500
400 e
300

200

v O oo Z
-]

100
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Radio Sum Cap/Sum Dem

o Mixta-Logica v Mixta-Entera

Fig, 3.2 Tiempo de computo contra el radio de la suma de las capacidades entre la suma
de las demandas para los problemas de almacenes de gran capacidad

4. Ll problema de la fiesta progresiva

Los datos originales del problema de )a fiesta progresiva se muestran en la Tabla 4.1. Para

“hacer las diferentes pruebas se tomaron secuencialmente los primeros 5, 6, 7, 8 y 10 yates.

No.de. . Tamafode|No de,  _ _ ;Tamatode|No.de, | Tamanode

Yale_Capacidad Troulacion | Yale 'Capacidad! Triputacion | Yate Capacidad_Tripulagion
112 2 188 2 128 8 12

!
i

{30
-
33
34 {

|16
18
1191
120
|21
|22
24 |
25
|26
[ 27
28

2

12
o1z
10
10
o
8

|

i

3
|37,
|.3%8

39
3
£

42
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Tabla 4.1 Datos originales del problema de la fiesta progresiva

o g i By 1Y & ‘. . o
(STA O TEMS B
) i

SN BE AR BRI



A.25

Ein la Tabla 4.2 se presenta el valor optimo del nimero de yates, asi como los yates
seleccionados para cada uno de los ejemplos probados. En la Tabla 4.3 (a) - (e) se
presentan los recorridos de la tripulacion de cada yate (en qué yate se van a encontrar en
¢se momento) en cada uno de los periodos de tiempo.

Datos Solucion Optima
No.de  Periodos|No.deyates Yates
yates de tiempo] anfitriones Anfitriones

5 2 3 12,6
6 2 | 3 125
6 3 | 3 123
7 3 | 3 123
8 3 | 3 123
8 4 4 1234
10 3 | 4 13410
10 4 4 1,2,3,5

Tabla 4.2 Soluciones dptimas para los problemas de la fiesta progresiva

... | Periodo de iempo .
Yates 1 ¢ 2 Y ates
s | 5 5 | 5

abla 4.3 (a) Recorrido de las tr :pulac:ones en el problema de la j:c.sta pr og.* esiva pan q
5 yates y 2 periodos de tiempo

.| Feriodo lrempo ... | Periodo de tiempo
Yates | 1 2 lvates| 1 | 2 1 3

4 |2 1 |4 12 3
S R S A

Tabla 4.3 (b) Recorrido de las tr zpulacmnes en el pr oblema de la fzesta progresiva para
6 yates y 2y 3 periodos de tiempo



A26

Periodo de tiempo

Yates 2

W N W —’-:E.ON—-‘-—-\
G W U 7% T 4% I o B Y
NN W 2w

~NN Oy

Tabla 4.3 (¢) Recorrido de las tripulaciones en el problema de la fiesta progresiva para
7 yates y 3 periodos de tiempo

Periodos de Tiempo} Periodos de Tiempo
2 3 |Yates 3
1

Yates

WNRN = = w2
,W S WL =
W B LN S WRN SN
AN DLW HWN =
FOFRYE CHE S NEYRRE CIREN N

O ~NOO DS WN =
N RN W W N
® N OoSWN

T ab!a 4.3 (d) Recorrido de las tripulaciones en el problema de la fiesta progresiva para |
8 vatesy 3 y 4 per iodos de tzempo ~

. ‘Perl‘odq de Tiempo | | Perlodo de Tlempo
Yates|] 1 3 Yates

SO NP S U S PR .
: . N T H .

S Gy XIS R I R TN
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e ILIE S T SEAR S I [V
IS ISR IR TS VN N
;xxnﬂalcﬁoﬁcnﬂvioﬁhq}esu
ha#afoﬁro{cfcniqﬁcohoi—sLo
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Tabla 4.3 (¢) Recorrido de las tripulaciones en el problema de la fiesta progresiva para
10 yates y 3 y 4 periodos de tiempo
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