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JHTRODUCCION.

En todo este trabajo, supondremos siempre que R es un anillo
asociativo con uno y R-Mod es la categoria de los R-modulos izquierdos
unitarios.

Recientemente, se han estudiado diversas relaciones de equivalencia en
R-tors, el marco de las teorias de torsion hereditarias en R-Mod. Aquellas
con la propiedad de que cada clase de equivalencia es una subreticula 6 una
subreticula completa de R-tors.

El estudio de estas clases de equivalencia ha producido informacion muy
interesante acerca del anillo R y de la categoria R-Mod.

Principalmente, aqui estudiaremos cuatro de estas relaciones, con base a los
trabajos de varios investigadores mexicanos durante los Oltimos afios.

Este trabajo se divide en cuatro partes:
e La primera parte es introductoria, definimos el concepto de una teoria
de torsion desde tres puntos de vista diferentes, los cuales resultan ser

equivalentes.

También observamos las propiedades basicas de las clases de torsion y libre de
torsion de una teoria de torsion.

¢ En la segunda, vemos que R-tors es una reticula completa al exhibir
los supremos y los infimos, mas aun, probamos que es un marco.



Describimos el seudocomplemento de una teoria de torsion, con base en la clase
de torsion de la misma. Damos propiedades de las teorias de torsion que son
"generadas" y "cogeneradas" por alguna clase especifica de R-modulos
izquierdos.

En la tltima parte del capitulo, describimos el "esqueleto” de R-tors que serd
util posteriormente al considerar una relacion de equivalencia importante
de R-tors. Finalizamos esta parte, dando una demostracion del teorema de
Glivenco, dentro de nuestro contexto.

¢ En la tercera parte y la mas extensa, introducimos cuatro relaciones de
equivalencia importantes que inducen subreticulas completas de R-tors.
Demostramos que cada clase de equivalencia es un intervalo para cada una de
ellas.
Definimos una relacion de equivalencia mas general que, cuando tomamos una
subclase particular de R-Mod, algunas de las relaciones anteriores resultan ser
instancias de ella.
Ademas damos diversas proposiciones, algunas inéditas, acerca de como son
tales intervalos cuando el anillo tiene ciertas caracteristicas. Tales proposiciones
nos dan caracterizaciones de ciertos tipos de anillos,
También tratamos los casos de cuando dos o mas de estas relaciones de
equivalencia coinciden, de cuando algunas clases de equivalencia particulares
tienen los mismos elementos, mostrando propiedades que debe de tener el anillo.

¢ Por ultimo, en el cuarto capitulo, analizamos el caso de cuando todos
los prerradicales de R-Mod son radicales exactos izquierdos, es decir, damos
condiciones necesarias y suficientes para que un prerradical induzca una teoria
~ de torsion hereditaria.

vi



Y

1. JEORIAS DE 70R5T0N .

o Decimos que dos modulos izquierdos inyectivos son equivalentes si y
solo si cada uno de ellos puede ser sumergido en un producto directo de copias
del otro. Es facil verificar que esta relacion es de equivalencia.

Proposicion 1.1 Dos modulos izquierdos inyectivos E y E', sobre el
anillo R, son equivalentes si y solo si la clase de todos los R-mddulos
M que satisfacen, Hom, ( M, E ) = 0 , coincide con la clase de los que
satisfacen, Hom, (M, E')=0.

Demostracion.
(=) esclara.
(<) Supongamos que las dos clases coinciden.

Hagamos Q = Hom, ( E, E ). Entonces existe un R-homomorfismo
canonico @ : E — (E')? definido por:
x <a(x)>
donde a corre sobre Q.

er (vCD) entonces se tiene que Hom, (K ,E') =0 debido a que, por
: cualquier R-homomorfismo de K a E' puede ser extendido a

uno de Eg&E'. Por lo tanto Hom, (K,E)=0. Pero K<E y esto implica
que wpr lotanto @ sumerge a E en un producto directo de copias de




E. De la misma manera se muestra que E' puede ser sumergido en un

producto directo de copias de E.
[ ]

Definicion 1.2 : Una clase de equivalencia de R-modulos inyectivos es
llamada una Teoria de Torsion en R-Mod ( Teoria de Torsion Hereditaria
segun Dickson). A la familia de todas las Teorias de Torsion definidas en
R-Mod la denotaremos por R-fors.

Definicion 1.3. Si © € R-tors entonces M e R-Mod se dice que
es de t-torsion siysolosi Hom(M,E)=0 para algin miembro E de t
(ypor lo tanto para todo elemento de t). La clase de los mddulos
de t-torsion la denotamos por [ .

o Los siguientes resultados son bien conocidos y nos dan las propiedades
basicas de las teorias de torsion. En este trabajo las enunciaremos sin
demostracion. Para una demostracion ver [4).

Observacion 1.4 . Dos teorias de torsion T y © son distintas si y
solamente si [ #T_ .
a

Proposicidn 1.5 : Si 1 esuna teoria de torsion entonces [ es cerrada bajo

tomar submodulos, cocientes, sumas directas y extensiones. Reciprocamente si
A es uma clase no vacia de R-modulos que es cerrada bajo tomar
submddulos, cocientes, sumas directas y extensiones entonces existe una
unica teoria de torsion T que satisface T = oA} .

a

Definicion 1.6: Si 1 € R-tors decimos que un R-modulo M es
libre de t-torsion siy sélo si existe un R-monomorfismo de M a algin
miembro de 1. La clase de todos los R-modulos libres de t-torsion la
denotamos por F'.



Observacion 1.7: Dos teorias de torsion T y o son distintas si y
solo si B=F .
a

Proposicidn 1.8: Si 1 es una teoria de torsion entonces | es cerrada bajo

tomar submodulos, capsulas inyectivas, productos_dir ias_isomorfas.
Reciprocamente si oA es una clase no vacia de R-modulos que es cerrada
bajo tomar submodulos, capsulas inyectivas, productos directos y copias
isomorfas entonces hay una nica teoria de torsion t que satisface § = oA .

a
Proposicidn 1.9 : Si t es una teoria de torsion en R-Mod entonces:
() Me T < Hom(M,E(N))=0 VNef .
(2) Ne B, © Hom(M,E(N))=0 YMe T, .
[ |

Observacion 1.10: Ningin R-modulo distinto de cero puede ser a la
vez de t-torsion y libre de t-torsion,
|

Proposicion 1.11: Si t e R-tors entonces | es cerrada bajo extensiones.
a

Definicion 1.12 . Un prerradical r de R-Mod es un subfuntor del funtor
identidad; el cual asigna a cada R-modulo M el submodulo r (M) de tal
manera que para todo R-morfismo f:M - N se induce el R-morfismo
r(M)->r(N) pormedio de Ia restriccion de f.



e Si r y s son prerradicales definimos los prerradicales rs y r:s
mediante:

rs(M)= r(s(M))

(rs)(M) _ s( M )
r(M)  \r(M)

Se dice que un prerradical r es idempotente si rr=r, y se llama radical cuando
r:r=r esdecirsi r(M/r(M))=0.

A un prerradical r le podemos asociar dos clases de R-modulos llamados:
T=(Me R-Modlr(M)=M}‘
F.=(MecRModlr(M)=0}.

Entonces se demuestra, [7], que si r es un radical exacto izquierdo entonces
T. v F, comesponden a las clases de torsion y libre de torsion,
respectivamente, de alguna teoria de torsion 1. Reciprocamente, si tenemos una
teoria de torsidn o entonces existe un radical exacto izquierdo s para el cual
las clases de torsion y libre de torsion [, y P, corresponden a las clases
y F, respectivamente. En otras palabras, tenemos la siguiente: [7, cap. VI
prop. 3.1]

Proposicion 1.13 : Existe una correspondencia biyectiva entre R-tors y el
conjunto de los radicales exactos izquierdos.
a

o También es posible identificar a R-tors con el conjunto de las
topologias de Gabriel ( o filtros de Gabriel ) de un anillo R.

Siguiendo las definiciones de {7, cap. VI, secc. 4] para un anillo topologico
(trabajando unicamente con topologias definidas por ideales 6 submédulos),
decimos que tal anillo topologico es /inealmente topologico izquierdo si existe
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un sistema fundamental de vecindades del 0 que consiste de ideales izquierdos.
El conjunto # de todos los ideales izquierdos abiertos satisfacen:

T1) Si 1eF y 1T, entonces JeF.
T2) SilyJ e, entonces In) e
T3) Si leF yxel,entonces (1:x)eS.

Los dos primeros axiomas establecen que ¥ es un filtro.

Reciprocamente, si # es un conjunto de ideales izquierdos de R que satisfacen
T1 - T3, entonces existe una Unica topologia lineal en R, con ¥ como un
sistema fundamental de vecindades del 0.

Supongamos que R es un anillo linealmente topologico izquierdo con ¥ como
un sistema fundamental de vecindades del 0. Un R-modulo topologico M se
llama modulo linealmente topoldgico si tiene un sistema fundamental de
vecindades del 0 que consiste de submodulos. Los submoddulos abiertos de M
satisfacen:

TMI) Si Lc L' y L esabierto, entonces L'lo es.
TM2) Si L y L' son abiertos, entonces L~ L' lo es.
TM3) Si L es abierto y x € M, entonces (L:x) e

Reciprocamente, los axiomas definen una Unica topologia lineal en M, en
analogia con el caso para anillos.

¢ En particular, para cualquier R-modulo M existe una topologia
lineal fuerte en M, que es aquella para la cual el conjunto de submoddulos
abiertos es:

F(M)={LcM|(L:x)eF,VxeM}.

De hecho, (M) satisface TMI - TM3. Esta topologia es llamada la
F-topologia en M.

El R-modulo M es un modulo linealmente topologico bajo su topologia
discreta ( es decir que la #-topologia de M es discreta ) si y slo si el
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conjunto de los anuladores izquierdos de x estd incluido en ¥ paratoda x en
M. Llamamos a un R-médulo M, F-discreto sila F-topologia de M es
discreta.

¢ Ahora, introduciendo un cuarto axioma:

T4) Si 1 es unideal izquierdo y existe J € ¥ talque (1. x)e ¥ Vxel,
entonces 1 € %

Una familia & de ideales izquierdos de R que satisfacen los axiomas T1 - T4
esuna lfopologia de Gabriel (izquierda ) en R.

La proposicion que relaciona los tres conceptos que se han mencionado es la
siguiente: {7, cap. VI. Teo. 5.1]

Proposicidn 1.14 . Existe una correspondencia biyectiva entre;
( 1) Topologias de Gabriel (izq. ) en R.
(2) R-ors.
(3) Radicales exactos izquierdos de R-Mod.

En la demostracion se ve que la clase de los R-modulos F-discretos
( 6 equivalentemente, aquellos modulos para los cuales todos sus elementos son
anulados por ideales izquierdos en # ), es una clase de torsion para alguna
teoria de torsion. Tales modulos se llaman los modulos de F-torsion.

Por otro lado, si t € R-tors, entonces el conjunto:

F=(JsRIR/1eT,)}

es una topologia de Gabriel en R.



2. LA RETICULA R-fors

Proposicion 2.1: Sean 1y 6 € R-tors. Son equivalentes:

(HSiMe ‘[r entonces M € [
(2) SiMe F, entonces Me B

Demostracion:
(1=>2) Si N EFU entonces Hom(M,E(N))=0 VMe'[ . Por (1),

esto es cierto en particular para todo R-médulo de 1-torsion, y por lo tanto N
es libre de 1-torsion.

2=>1) SiM e'[r y sea N GFU' Por (2), N epr y entonces:

Hom(M,E(N))=0
L Me '[0

Definicion 2.2 : Si t y o € R-tors cumplen las condiciones de la
proposicion anterior decimos que T es una especializacion de ¢ y que o es
una generalizacion de 1 y lo denotamos T <o. Esta relacion define un
orden parcial en R-tors.



Ejemplos 2.3 : 1) Para cualquier teoria de torsion 1 € R-tors tenemos £ < 1
<% . Donde & es la clase de todos los cogeneradores inyectivos y % es la
clase del cero.

2) Para cualquier R-modulo M, denotemos la clase de
equivalenciade E(M ) por % (M) entonces 1<y (M) para cualquier
teoria de torsion t para la cual M es libre de torsion . Llamada /a reoria de
torsion cogenerada por M,

Demostracion. Sea N e Fz(M) entonces E ( N ) también lo es. . existe

E(N)&)I;[E(M). Sea E € 1. Como M € [, entonces E( M ) también
y tenemos que £—=— E(M)——= >I)]E . Ademas E( M ) esta incluido en

l:\lE(M) que es inyectivo. Por lo tanto existe HIE(M)—ﬂ»[)}E y asi,
tenemos un monomorfismo de N a [1F, es decir Ne | .
Y '

[ |

eSea @ # U ¢ R-tors, y para cada elemento 1 e U sea [, un
miembro de 1. Entonces E =[] F(, esinyectivo. Denotemos a la teoria de
rel/

torsion que es la clase de equivalencia de E mediante AU. Si te U
entonces todo R-modulo libre de t-torsion puede ser sumergido en un
producto directo de copias de [, y porlo tanto en un producto directo de
copias de E vy asi tales modulos son también libres de AU-torsion. Esto
muestra que AU<t V1elU.

Proposicion 2.4 Sea < # U ¢ R-tors, entonces:

(1) M esde AU-torsion siy solo si es de 1-torsion V 1 e U.

(2) Si o es una teoria de torsion que satisface la condicion de que todo
modulo de o-torsion es de 1-torsion V 1 € U entonces 6 < AU .

Demostracion:
(1) Me [U < Hom(M,E)=0

< Hom (M, Em )=0Vrtel.
Debido a que Hom (M, ] £y ) = T[1Hom(M, ) .
rel) rd)



(2) Si o satisface la condicion dada entonces todo R-modulo
de o-torsion es de AU-torsion por (1) y por lo tanto o< AU.
[
o Esta ultima proposicion muestra que AU es e/ finico infimo de U
para cualquier subconjunto no vacio U < R-tors, y asi R-tors es una reticula
completa.

De manera semejante definimos el supremo vU como AU donde U’
es el conjunto de aquellas teorias de torsion ¢ que satisfacen 1 <o V1t e U.
Asi tenemos en particular que V@ =& yque Ad=1y.

Proposicion 2.5. Sea & = Uc R-tors entonces:

(1) N eslibre de vU-torsion siy solosi N eslibrede t-torsion V t e U.
(2) Si o R-tors satisface la condicion de que cualquier -R-modulo libre
de o-torsion es libre de t-torsion V t € U entonces vU<a@ .

Demostracion:
(I) Sea Ne B entonces porel ejemplo2.3(2), VU<y (N) yasi, en

particular, t<x (N) VteU entonces Ne f VteU.

(2) Si o satisface la condicion entonces 1<o V1 e U porlotanto o e U
esdecir VU<ao.
|

Observacion 2.6. Si M € R-Mod entonces la teoria de torsion % (M) es
precisamente VU donde U = {1t € R-tors IMe .}

B
Similarmente podemos considerar la teoria de torsion & ( M) definida como:

/\(‘tER-tOfSIME"r}



Entonces & (M) es justamente la clase de equivalencia de E = []J; donde
i

{EiicQ} esun conjunto completo de representantes de las clases de
isomorfismos de aquellos modulos inyectivos E' que satisfacen:

Hom (M ,E')=0.
A &(M) selellama /la reoria de torsion generada por M.

Si @ % oA c R-Mod escribiremos & ( o4 ) en vez de v{&(M)IM €A }
y x(A) envezde /\{x(M)]MeJ\}.

Ejemplo 2.7 : Usando la proposicion 1.8 vemos que existe una teoria de
torsion ¢; en R-Mod definida por la condicion de que un R-mddulo M es
libre de 75-torsion si y solo si es no singular ( Un R-modulo se llama no
singular si ningin elemento x de M es anulado por un ideal esencial de R ).
Esta teoria de torsion es llamada la teoria de torsion de Goldie.

De la proposicion 2.5 vemos que 7; = v {& (R/1)| I es un ideal esencial de R}.

.
Proposicion 2.8 Para M € R-Mod se tienen las siguientes condiciones:

(1) N<M entonces E(M)=E(N)VE(M/N).
(2) {M,-},_E'\, con M, <M VieX talque M= UM o0

ieX
M= Y M, entonces {E(M)= VvE(M,).

e¥

(3)Si N y N'<M entonces E(M/N)VE(M/N')=E(M/[NNN'])
Demostracion:
(1) Como Ny M/N sonde &(M)—torsién tenemos que:

E(N)VE(M/N) = E(M).

10



Por oiro lado Ny M/N sonde £(N)vE(M/N )torsion y como una
clase de torsion es cerrada bajo extensiones tenemos que M también es
de £ (N)VvE(M/N)-torsion.

(2) Comocada A, esde & (M )-torsion tenemos que:
vE(M,; )<E(M),

a) Si M= Y As, entonces M esuncociente de @A, y ©M, esde

feX

vE (M, )-torsion, porlotanto M loes.

b) St M= UM, y meM entonces Rmc M, paraalguna i € X ypor

[y

lotanto Rm esde V& (A, )torsion entonces M= @ { Rm|me M }
también lo es. Como M es un cociente de M' se obtiene que M es de
v & (M, )-torsion.

(3) Como M/N y M/N' soncocientesde M/ [ NN N'] tenemos una
desigualdad. Por otro lado existe un monomorfismo canonicode M/[ NN N'}]
a M/ N®M/N' entonces:

E(M/[NAN'])SE(M/NOM/N')<E(M/N)VE(M/N').
o Una teoria de torsion se llama simple si es de la forma & (M) con
M un R-médulo simple.

Proposicidn 2.9 : Cualquier teoria de torsion no trivial en R-Mod tiene una
especializacion simple.

Demostracion:
Sea T una teoria de torsion no trivial entonces 30#L € '[r el cual
contiene algin submédulo ciclico N<L . Porlo tanto N € T, Como sabemos



que todo modulo finitamente generado tiene un submodulo propio maximo
entonces IN'<N talque N' esmaximoen N.

Porlotanto N/N'e T yessimple, asique E(N/N') < 7.

a
Observacion 2.10 . En particular vemos que los atomos de la reticula R-tors
(una teoria de torsion T es un atomo si ( 6 < T = ¢ = £) ), son precisamente las
teorias de torsion simples. Ademas, si M y N son simples no isomorfos
entonces E(M)#E(N) ya que si £ M-»N esun homomorfisino
entonces f esun isomorfismo 6 f=0, por lo tanto M ¢ '4(~) yNeT,,,
Porloque M e FM, asi que ‘«m c FW).
Por lo tanto '[«mm‘[“m—*o, Yast E(M)AE(N)=E.

Proposicion 2.11: Si M y N son simples no isomorfos entonces:

E(M) < ¢ (N)
Demostracion,

Por la observacion anterior N ¢ ‘[6( M lo que implica que N e Fﬂ a PO
lo tanto E(N)ef«m.Estobastaparaque E(M) < x(N) yaque y(N)

es la mayor teoria de torsion que tienea N como libre de torsion
|

Proposicion 212 Si o8 es un conjunto no vacio de R-modulos simples
entonces % ( oA ) =E siysolosi todo R-modulo simple es isomorfo a un
miembro de oA .

Demostracion:



(<) Si x(A) es no trivial entonces tiene una especializacion simple
E(N)con N simple tal que N no es isomorfo a ningiin elemento de oA
ya que todos los elementos de oA son libres de % ( A )-torsion.

(E(N)<%x(A) implica Ne sz ).

(=) Si existe N simple no isomorfo a ningin miembro de A

entonces N e “1(4) vaque E(N)<x(A) Porlotanto x(A)=E.
[ ]

Proposicion 2,13 : Sea M e R-Mod entonces se cumplen las siguientes
afirmaciones;
(1) NsM =2 (1 (N)Ax(M/N)<x(M)sy(N)).
(2) Sea {M]} ., tal que M, <M VieX y (M=UM 6 M=
‘ ieX
0 M=TIM),enionces X (M)=ax(M,)
ieX

SM

ieX

(3) Si N%M entonces L (N)=x(M).

(4 Si N<M y N es extension esencial maxima de N en M
entonces L (M) A x(N'/N)=yx(M/N)ax(N).

Demostracion:

(1) Supongamos N<M. Me FM), como Ne Fm') y M/Ne me
tenemos que N y M/N € FM/N)AI(N) . Como F,(um)n,m) es cerrada bajo
extensiones, concluimos que Me § MNP )

Porlotanto x (M/N)AX(N)<y (M)

Ahora, si N< M tenemos que N e FM):m(M)Sx(N).

13



(2) Por demostrar que x (M)=A%x(M,)

(<) Como M, <M entonces M, €
A (M)< Ax (M)

a0 enesta situacion tenemos que

(2) Tenemos que M, € f . Vi. Si M= [IM; entonces
UM, ieV
Mef . Ademas como YA, < [IM;, y UM, esisomorfo a
1My reX iev ie¥

Y Mi, st M= UM, se tiene que en cualquier caso M e § - dandose la
el ieY AR

otra desigualdad .

(3) Se sigue del hecho de que N <M implica E(N)=E(M).

(4) Sea #={L<M | LAN=0} entonces ¢+ yaque 0 € &,
Tomemos {1,,}'6\,, cadena en %, entonces Y/, € ¥ ya que
" ey
0= Yx €Yl con F un subconjunto finito de X implica que 3j tal que

el 2

i<j VieX porlotanto x, €/, Vi. Como [; nN=0 tenemos que
Tx, ¢N.

el
S YL AN=0,

teY

Por el lema de Zorn # tiene un elemento maximo. Sea N" maximoen ¢, es
decir es un seudocomplementode N en M, entonces N" NN =0 ya que
(NN y NnAN=z0)>NA(N'AN)=#0. Porotro lado, se tiene que

N (N"nN')<NAN"quees cero.
Ademis NON'<M yaquesi existe 0L < M tal que:
(N®N")AL=0 entonces NN(N'@L)=0

contradiciendo la eleccion de N". Asi L =0.

14



Ahora, por (2) y (3) tenemos las siguientes igualdades:
(M) = x(NON') = x(N)ayx(N).

NeN' N M
O—)<— .
N N)esN

Ademas mostraremos que (

En efecto, sea M'/N=#0 con M'<M.

Si (M/N)Nn(N/N)#0 ya terminamos.

Entonces supongamos que (M'/N ) (N'/N)=0, porlotanto M N'=N
y se tiene que M'z N" y entonces N" < M'+ N". Por lo tanto se tiene que:

(N"+M')AN#0

y podemos escoger 0 #x+m'e (N"+M' )N N,con xeN'y O=m'¢ N,
Entonces 0zm'+NeM /N .. meN'+N.

M N+N"
. 0em+Ne M
FmrNerntTy

@%).
Aplicando (2) y (3) vemos que % (M/N)=x ([ N+N"]/N)Ay(N'/N)
=X (N)Ax(N/N)=x(N")Ax(N/N)
y asi, aplicando (1) tenemos:
K(M)AY(N/N)=g(N)Ay (N')Ax (N'/N)=% (N)Ay (M/N)
8

e En particular observamos que si N < M tal que N no tiene
extensiones esenciales propias en M ( es decir N es un complemento )
entonces:

L (M)=x(M/N)Ax(N)

15



Definicion 2.14 . Una reticula completa (L, A,V ) esun Marco siy solo si
intersecciones se distribuyen sobre uniones arbitrarias. Es decir si y s6lo si:

an(vlU) = v(aAblbeU} VaelL yvV @=Uc L.
Proposicion 2.15 : La Reticula R-tors es un Marco.
Demostracion:  Sea t € R-tors ysea @ = U ¢ R-tors.

Sea "= v {1AGQC IceU} (). Si o € U entonces
TAG £21A(vU) y porlo tanto 1"stA(VvU)

Veamos la otra desigualdad: Si no es cierta, entonces existe M e R-Mod
de tA(vU)-torsion pero no de 1 "-torsion.

Tomemos N=t.(M) entonces M/N es un R-modulo izquierdo distinto
de cerode TA(VvU)torsion y libre de t "-torsion.

En particular M/Ne T y M/N e . Por lo tanto existe un

elemento o € U talque M/N¢ k.
Sea 0# N'/N=1t,(M/N), entonces N/Ne 'y . N/NeT.,.
Porotrolado N/N <M/N e |, loqueimplicaque N/ N ¢ B, que es

una contradiccion,
[ |

Es claro que cualquier Marco es una reticula distributiva por lo tanto
podemos concluir el siguiente:

Corolario 2.16 . LaReticula R-tors es distributiva.

¢ Si t y 1' son elementos de R-tors entonces el conjunto;

U={ o eR-tors l TAG0STtT')



€s no vacio puesto que contiene a £ . Ademas, como R-tors es un Marco,
vemosque TA(vU)=v{1AcC loeU }<t' yporlotanto U tiene un
unico elemento maximo. Llamémosle v U .

Este elemento es llamado el sendocomplemento de 1 relativoa 1' vy se
denota por:

(t':7).

Dado un elemento 1 en R-tors, el conjunto de todas las teorias de
torsion ajenas a T tiene un unico elemento maximo ( £ : t) llamado el
seudocomplemento de 1 y se denota por +*.

Observacion 2.17 Me “r‘ < VN<M, M/Ne F;‘
[ ]

Definicion 218 : M € R-Mod es libre de 1-cotorsion si M no tiene
submodulos propios t-densos (VO0# N<M, M/N ¢ 1)

En particular M € Tr‘ = M eslibre de 1-cotorsion.

Proposicion 219 . Sea 1 € R-tors tal que la clase de todos los
modulos libres de t-cotorsion es cerrada bajo submodulos, entonces M es
libre de t-cotorsion siysolosi M esde 7*-torsion.

Demostracion:
Ya hemos observado que todo M € Tr‘ es libre de t-cotorsion.

Reciprocamente: Sea M un modulo libre de t-cotorsion y supongamos
que existe 0% N e ‘[M)M, entonces existe un morfismo distinto de

cero o :M-E(N).
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Si M'= 4! (N) entonces M' es libre de t-cotorsion y tiene un cociente no
cero de t-torsion, esto es imposible y porlotanto & (M) y 1T son ajenas.
s (M) < ¢, demostrando que M es de 7 -torsion .

a
¢ Decimos que una teoria de torsion T es jansiana si su clase de
torsion [ es cerrada bajo productos. Y decimos que T es esiable si [ es

cerrada bajo capsulas inyectivas.

¢ En particular obtenemos que si T es estable entonces el submadulo de
r'-torsion de M es precisamente [, ( M ), la interseccion de todos los
submodulos t-densos de M .

Proposicion 2.20 : Para toda teoria de torsion T se cumple:

a) ¢ =y ({ RSimpn [ })
b) " = x ({R-Simp E }).
Demostracion:

a) Sea M un R-moédulo simple de t-torsion, entonces & (M ) es menor o
igual que 1, dedonde E<E(M)A ¢ < 1A ¢ =&

Porlotanto E(M)A ¢ =& y & (M) noes menoro igual que ¢ ,
entonces M no es de ¢*-torsion y por lo tanto es libre de 7 -torsion, de
donde + esmenoroigualque x (M) y

A< A {1 (M) [MeRsimpn T, ).

Sea '=A{%x(M) |MeR-simpn F. ) entonces t<t'.

Ademas:
t/\(/\{x(M)lM € R-simp N[ }) < ‘C'/\(/\{x(M)IM € R-simp ~ [ })

= A{x(M) MeRsimpn [, } =E
Porlotanto A {yx (M) IM e R-simp ~ [} < 7y la igualdad se ha
demostrado.
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b) Por (a) = % ({R-simpr T'c‘ }) Pero M e R-simp n Tr’ si y
solo si M essimpley M ¢ siysolosi MeR-simpn R . Por lo tanto

se tiene lo deseado; " = x ({R-simpn [ }).
u

i

Observacion 2.21: No es cierto en general que T= 7" paratoda T en

R-tors. Por ejemplo, si R=2, 7,<7 = 7,* donde la tltima igualdad se da por
# a
la proposicion anterior. ( 7, denota la capsula jansiana de 7, ).

¢ Sin embargo, el mapeo ¢ : R-tors — R-tors, es un operador de
T bt
cerradura en R-tors que preserva intersecciones finitas.

Demostracion:
1) Aplicar el operador ()" a una desigualdad la invierte, ya que, si <o

entonces {Se [ S es simple } Fz({sq sampehy > Y POT lo tanto:

o =X ({ R-Simpn [ })sx({ R-SimpnTT.})= ;.
Porlo tanto si T < o entonces 7 < o .

2) En general se tiene que 1< 7** por la proposicion 2.20(b).

3) Aplicamos (2) a 7* y obtenemos lo siguiente:
()=t o MM

por otro lado aplicamos (1) a ty ¢! 1< => <M

L 1l

Las tres observaciones anteriores muestran que el operador ()" s de
cerradura.



4) Ahora veamos que preserva intersecciones finitas:

Sabemos que (rhno)™ =% ( { Rsimp ~ F..}) pero tenemos que
(F,.VE,)R-simp = anR—simp.

En efecto, sitomames S € B, Ssimple entonces aplicando los funtores de
torsion asociados a T y ¢ setieneque ¢, (¢,(S))=0, como S es
simple se tiene que:

1:(8)=8 6 (,(8S)=0

y lo mismo pasa para ¢, .

Dedonde ¢,(S) =0 6 ¢, (S)=10 porlotanto Se f v, déndose

una desigualdad.
La otra desigualdad es claramente valida.

Por otra parte tenemos, en general, quesi X y Y< R-Mod entonces:
X(XOY)=0(X)ax(Y)
De estas dos observaciones tenemos que:

(rno)* = x ({Rsimp ~ §__})=x ({Rsimp ~(F VE,)})

= 2 ((Rsimp A F,}) A x((Rsimp A F,}) = 7 Ao,
]

o A laimagen de este mapeo se le llama el " Esquelefo " de R-tors y
se denotard por R-Skel. Los elementos de R-Skel se llaman teorias de torsion
esqueléticas.

Observacion 2.22: R-Skel = { o € R-tors | 37 eR-tors con (1 )=0}
={oeRtors | 37eR-tors con =0}
={aeRtors | a=¢")
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Demostracion:
La ultima igualdad se tiene del hecho de que:

r* =0 implicaque 7 =g* porlotanto ¢+ =g".
]

Ejemplo 223 : Las teorias de torsion jansianas y estables en R-Mod
pertenecena R-Skel.

Demostracion:

Sea 7 € R-tors Jansiana y Estable. Claramente t < 7.
que la desigualdad es estricta.

Entonces existe un R-modulo M talque Me B y Me Tr“’ M=0.
Como ¢ =x (R-Simpn g ), MeT M implica que Hom (M, E(S))=0

para todo simple libre de t-torsion.
Tenemos, ademas, que existe un monomorfismo de M a [l E(S,) con §,
ack

Supongamos

simple. Por lo anterior, podemos suponer que S, esde 1-torsion para toda a.
Por lo tanto, como 7 es jansiana y estable, E ( §,) es de 1-torsién y por lo
tanto [T £(S,) loes.

ack

s M e [, que es una contradiccion,

K

Proposicion 2.24 . Todo elemento t € R-tors puede ser escrito en la forma
n An con eR-Skel y 1, talque 3 =& . Ademds 7 es Unica
(aunque 1, no).

Demostracion: Si A =1 con 7 € R-Skel y rn talque 7 =§
entonces aplicando la cerradura de intersecciones finitas obtenemos que:
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= (nrn)’ = o' Ad

pero 75 =& lo que implica que 7' =% y n €R-Skel implica que

n = 7n' . Porlotantotenemosque 7 =g AY=1n

L=t
Ahora bien, bajo esta situacion (v 7 ) cumple para ser 7, ya que:
(v )aag=E. Como (tv ¢ )ag=(tAc)Vv(F Arag)=E implica
que TAc=7 Ao=¢& locualasuvezimplicaque o= ¢&.
L(rve) =4

Y t'A(tvd)= G at)v (Mad )= v =T

Como 1tv 7 <(7t:7%) implica que (1: 7" ) también es esencial y
(‘tir“’)/\tl" TAF =T,

1

So(t 7)) también puede ser. g, .

. 7y esUnica aunque 1, noloes.
a
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3. SUBREIICULAS DE R-tors

¢ Sea oA < R-Mod. Definimos la relacion ,~ en R-tors como
sigue:
Sean ¢ y 1 dos teorias de torsion, entonces:
crT I, M=1MVMecA

Esclaroque ,~ define una relacion de equivalencia en R-tors.

Proposicion 3.1 : Toda clase de equivalencia | 'r]‘“ es una subreticula
completa de R-tors, y se tiene que:

[7.= (EC(,(M) [ Mec AY, x({MI,(M)IMeA}].

Demostracion. Denotemos 7, = &( { t,(M) | Me AA4})
y 7=x({M/1,M|MeA))

Sea oe[r]‘_ yMe A entonces £, (M)=1,(M)e T,
{t,(M)|M eoq}c_;‘[a y porlotanto 7, <o,

Ademas t,(M)=1, (M) = M/1,(M)=M/1,(M)e f_
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{M/t,(M)lM €A} c |, Y entonces o< r

(d.eln, 7]

Ahora sea o € R-tors talque rn<o<7 .

Si Me A entonces 1,(M)e‘|‘r.
(M) g 1. (M) g (;(M).

Como M/I,(M)eFr-gFa tenemos que /, (M)ct, (M)
L (M)=1, (M) YMe A.
o ~T.
a
Lema 3.2: 2= o & R-Simpn T. = RSimpn T,
Demostracion: Sabemos que t< 7 por lo tanto tenemos que:
R-Simp [, ¢ R-Simpn it

Ahora, sea S € R-Simp N [ M

Si S¢ [ entonces Sef ycomo =% ({RSimp~ [ }), porla
proposicion 2.20, se sigue que S € ‘[rL :
Asique S € ‘[r, s "r“ lo que es una contradiccion y por lo tanto

tenemos que:
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R-Simp ~ [, = R-Simp~ A

Con esto se desprende la conclusion deseada .

Proposicion 3.3 : Si A= R-Simp, entonces © & ¢ & =o't

Demostracion:
=) Supongamos 1t ~ 0 ysea Se A N T, .

r

1,(8)=S =1,(8)=5. Porlotanto Se A N T .
Asique A NTCANT,.

La otra inclusion es simétrica y asi tenemos que 7' = o™,

<=) Supongamos = o y sea Sc A.Como A NT.= AN T,

setieneque 7, (S)=¢,(S). Porlotanto 1 ~ ©.

Lema 3.4: Paratoda 7 e R-tors se tiene que:
=t

Demostracion; Sabemos que < L por lo tanto, si aplicamos ( )l

tenemos la desigualdad 7" > . Por otro lado, (7')“ 2 7 .
]

Corolario 3.5: Si oA = R-Simp entonces © = 06 & 7= ¢*.

Demostracion:
Por una parte, si r* = o* setieneque (¢* = o) (1 » o)
Por otraparte, si T ,~ o tenemos que ¢~ = o', asi que Mt = oM,

porlotanto ¢+ = o',
a
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Proposicion 3.6: Si A= R-Simp. y o e R-tors entonces:
[O']‘.=[ gL O'LL]

Donde g, es la teoria de torsion generada por la clase de los modulos simples
de o-torsion, es decir o =0 A 1, ( 1, denota la teoria de torsion generada
por los simples ).

1°¢ Demostracion:

c) Seate [‘T]‘. entonces ¢ = gt y porlotanto AN T =AN T,

como todo modulo simple es ora de t-torsion ora libre de t-torsion para toda
t queestien R-tors, tenemosque A NE = A NE, .
Por lo tanto tenemos que:

1=(T) 28 (ANTY,)=E(ANT )= ¥
1=%(F)st(ANE)=%(A NE)sx(A N T,)=c"

TG[O‘_L,o'u']‘

> ) Supongamos que ¢y < 1 < g™, entonces ot < M < oMt yaque
ot = o™, Entonces basta demostrar que ¢ = ot pero 0 y o
tienen los mismos simples libres de torsion y por lo tanto AN, =, N A.
2" Demostracion. Ya sabemos que:

[0, = [E({r.MIMeA}), x({M/1M|MeaA]

entonces si oA =R-Simp se tiene claramente que:

E({1.M) | MecAN= a
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Y como se vio que gt =% ({R-Simp F_}) sellegaaque:
L({M/1,M) | Me A} = g+

Corolario 3.7 : [2'],. =l n,x] ,[f]‘f (&}
y si o<, entonces [a]‘§= {0}
8

o De aqui en adelante denotaremos a R-Simp por ., y a la relacion de
equivalencia descrita por # la denotaremos por ~ .

Lema 3.8: Sean o y 1t dos teorias de torsion; si o < 1, entonces

o, =1 Aot

Demostracion: Como ¢ < 7 entonces o, < 7,, ycomo o, < g™, tenemos
que o, <, A o' Bastademostrarque T, .c T .
4 4

Sea Me T, ., entonces Me [, y Me ..

Me [, implica que todo cociente 0#M /N de M incluye un modulo

simple de t-torsion S,. Ahora esperamos que S, € [ paratoda N<M.
Supongamos que no es cierto, entonces §, € f_ para alguna N, pero

esto es imposible ya que, ot = % (¥ F,),entonces S, es libre de

o-torsion. Pero S, esde o-torsion y es distinto de cero.

T Aot <0,
|
Corolario 3.9 : Paracada 6 € R-tors, 0, = 1, A o
Demostracion:

Por el lema anterior, basta demostrarlo para o >7,.
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Si esto pasa, entonces 7, <0< ot y 0, =7,.
Porlotanto 7, =0, =1, A g™ = 7,, cumpliéndose la igualdad.
a

¢Si 6,71 R-tors y o<1, definimos las siguientes funciones en las
clases de equivalencia de ¢ y 1 segin la relacion =, como sigue :

foilo,o*l—, ™My gl Ml —0, M
a P avr, f F pagt

Entonces f,, y g, estanbien definidas. En efecto:

(1) f,: asg"Hse™ y 7 <7, loqueimplicaque av 7, < 7y
r,<ovr, . Porlotanto 7, sav 7 <7t

(2) g,,: Si 1,5z ™ entonces, aplicando g.,, € claro que

BA o< gt
Ahora, porellema 38, 0, =1 Ao < B ot
L0, < Bagt

Ademés, notamos que f,, y g, son morfismos entre reticulas ya que
preservan uniones e intersecciones finitas y g, aln infinitas.

Observacion 3.10 .
(1) Sio,1,y<eR-tors y 6 <1<¥, entonces:

a) ff_yofa,;=fa,y'
b) £.0° &, = 8,0

(z)gy,cofa,r=l[”]'
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Demostracion:

1@): f,,° fo(a)=f,(avr)=@vr)vy Peo 7 <y (del
hipotesis), porlotanto av 7, vy, = avy, = f, (a), estoparatoda a.

i(b): 8,,°8, (B)=8,,(BATH)=(BATH)A M =BA(r A o).
Pero o < v, porlotanto BA(r Agt)=B Aot =g, (B), esto

para toda f.

2: Sea ae[a]‘n. 8.0° for (@) =g (@vr)=(avr)Ag™

= (@A) V(s AoM)
(i) =avo
(ii) =a

(i) Debidoaque o< o™ y aque 7, A g™ =0, porellema 3.8.
(i) Yaque o0, <0.
gr,a ¢ fa,r = l(’) .

o Como consecuencia de lo anterior f,  esinyectiva y g, es
suprayectiva.

Por lo tanto, dadas ¢ y 1 en R-tors con o < 1, tenemos que:

S 5, €sunmonomorfismo de reticulas y
g,, €sunepimorfismo de reticulas.

Utilizaremos el hecho de que, R es semiartiniano si y solo si para toda
1 e Rtors, 12§, 1 esth generada por una familia de R-maddulos simples,
para demostrar la siguiente:
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Proposicion 3.11 . Para un anillo R, son equivalentes:

(1) [z, ={x}
(2) [0], = {0}, paratoda o & R-tors.
(3) R es semiartiniano.

Demostracion:

(1=>2) Setiene del hecho de que g, es sobre paratoda o.

(23) [a]‘_ ={0}= o= 0, = toda teoria de torsion estd generada por
simples.

(3= 1) R semiartiniano implica que % = 7, . Por lo tanto [x]‘_ ={y}
|

Ahora veamos para cuales clases de equivalencia de ¢ y t, el
epimorfismo g es un isomorfismo.

—_—t1

Utilizaremos el hecho conocido de que 7,=7, =7, =r," para las
siguientes afirmaciones. ( Algunas de ellas las demostraremos més adelante )

Proposicion 3.12: Sean ¢,t € R-tors. Si 7, <o <t<y,entonces g,, €5
isomorfismo de reticulas.

Demostracién: Basta demostrar que g, es isomorfismo.

Tenemos que [1,,] =[r,, ra] ,[x]lk =[r,%] yque 7,v 1e =Y.

Porlotanto, s5i B e{7,,%], entonces:

(o 28 XB)=(B ATV T, =(BVT)A(TavT)=BAY=B.
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Porlotanto g,  esinyectiva y enconsecuencia isomorfismo.

Corolario 3.13 . Paraun anillo R son equivalentes:

(1) R es semiartiniano.

(2) o esaislada para toda @ € R-tors.
(3) x esaislada.

(4) 7, esaislada.

(5) 7, esaislada.
(6) 7o esaislada,
(7) 74 esaislada.
[ ]

¢ Ahora veamos como podemos expresar a la clase de equivalencia de 1,
si la clase oA cumple algunas otras propiedades:

Proposicion 3.14: Supongamos que o < T y que o4 < R-Mod es cerrada
bajo cocientes y submodulos, entonces para la clase de equivalencia de t

[d.=[EC{:MIMeA}), x((Mi.MIMeaA)})]

se tienen las siguientes afirmaciones:

DE, M| Mec AN =E(ANT,)=E(A)AT ¥
b)x ({M/1,(M)| Me A} = X(ANE,)

Ademas se tiene que:
c)t‘zowam“r =Am‘[o- yrlzcwamrﬂt=amro'
Demostracion :

a) (c) t:(M)<M porlotanto 1,(M)e¢‘!\rw'|‘T si tomamos M e A .
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(2)SiMe AN T . entonces /. (M)= M porlo tanto M esta en los
generadores de & ({1, (M)| Me A}).

b) Es analogoa (a).

c) Primero veamosque (1 ~ ¢) (AN T, =aANnT,)

=) Si Me AN T, entonces M=, (M)=¢, M) e [, Laotra
inclusion es analoga.

¢) Sea Me A entonces { M) e AN T . =aAN T,
St (M) £ 1, (M) . La otra inclusion es andloga.

Ahora veamosque T & 0 © ANF = AN E_.

=) Si Me An fr con 0=y, (M)=(,(M), setiene por lo tanto que
MeANnE,

<) Sea Me oA, entonces M/ (M) e AN E. = AN E,, por lo

tanto (, (M) < 1, (M) . La otra desigualdad es analoga.
]

o En general, no es cierto que ¥ (o4 N Fr)=x(01|)vt,comose

podria suponer.
Para ver esto, tomemos oA =R-Simp L {0}, entonces ¥ ( oA N Fr )= 1",

Por otro lado, % (A ) =&, dedonde x (A) Vvt = 1.
Y en general 1 # 7. Por ejemplo, Si R=2 entonces 7,"=7 =% # 7,.

Sin embargo, si la teoria de torsion es cohereditaria, podemos demostrar el
siguiente:

Lema 3.15: Si oA esuna clase de R-modulos que es cerrada bajo
submodulos y cocientes y T una teoria de torsion cohereditaria, entonces:
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X(ANE)=x(A)VvT.
Demostracion:.
(2) Esclaropues ANE P, " F.=F VT

(=) Supongamos que no vale, entonces existe un R-modulo distinto de cero
que es de % (A NE )-torsion, es libre de y (oA )-torsion y libre

de t-torsion, entonces existe = 0 tal que el siguiente diagrama conmuta

M—2.,E(A) AcoA

-

0 M —Zfae y A

L0xf(M)e ANE y Me "m ~p) Que es una contradiccion.
)

o Supongamos ahora que A ={N | N<<M para alguna M} ,

que denotaremos por R-Suf, entonces tenemos la relacion de equivalencia
en R-tors:

o= R

Esdecir © .~ 0 ¢ ¢, (N)=¢,(N) paracada R-médulo N que esun
submoOdulo superfluo de algun otro R-modulo M (N<<M}),

Observacion 3.16 . R-Suf es cerrado bajo submodulos y cocientes.
Demostracion:
Supongamos que N e R-Suf, es decir 3 M € R-Mod tal que N <<M,

y sea L<N entonces claramente L <<M, por lo que R-Suf es cerrada bajo
submddulos.
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Ahora, si tomamos N /L setieneque N/L <<M/L por lo que también es
cerrada bajo cocientes.
B

Proposicion 3.17

(l)[x] = [& {R-Suf}, %]
(u)[] =[&,x { R-Suf}]
(iii ) [7] , =[E({R-Suf})nt, x ({R-Suf~ F, }

Demostracion: Se tiene usando la proposicion 3.14 y la observacion anterior.
[

Proposicion 3.18 : Las siguientes proposiciones son equivalentes:

(i) .~
(i) N<<M=>Ne T,

Demostracion:

(i=>ii) Si N<<M entonces, por la hipotesis, N es uno de los generadores
de A7) . <t porlotanto Ne T, <,

(ii=i) Por (ii) tenemosque & ( {N IN<«<M pa.M}) <t. Porlo
tanto setieneque 1€ [E( (N IN<«<M p.a.M}),x]=[z]«=
]

Lema 3.19: N e R-Suf siysolosi N<<E(N).

Demostracion:

<) Es obvio.

=> ) Supongamos que N & R-Suf, entonces existe ¢ tal que el siguiente

diagrama es conmutativo;
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O—I'N——i‘-—)M

i

E(N)'/m

donde ¢ (N)=N. Entonces basta demostrar que ¢ (N)<<E(N).

Supongamos que @ (N)+K=E(N) con K<E(N), entonces para toda

meM setieneque o (m)=¢@(n)+k con neN y kekK, porlo

tanto g (m-n)=¢(n)+k-¢(n)=k. Esdecir m-ne ¢' (K) y

entonces m € N+ ¢ (K ). Como esto es para toda m, concluimos que:
M=N+ ¢' (K)

Como N <<M, tenemos que M= ¢ (K).

En esta situacion se tieneque (M )=0¢ ¢' (K)=KnIm(¢).

Y 9(N)co(M)cK,

AsiqueE(N)=¢ (N)+K=K, porlotanto ¢ (N)<<E(N).

Proposicion 3.20 . Son equivalentes:

(i) &=

(i) &(R-Suf)= T,

(iii) a) Todo R-modulo superfluo es semiartiniano y
b) No hay R-modulos simples inyectivos.

Demostracion:

(i=ii) Como _~ =&, en particular tenemos que:
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[4] . =[E(NINeRSuf},x]=[7,x]1=[1] .,
de donde € ( R-Suf) = 7,
(i =>1ii)

(a) es claro pues & (R-Suf) =7, .

(b) Si ;S esun R-modulo simple y .8 no es inyectivo, entonces 5 no es
superfluo ( por el lema anterior ), Por hipotesis existe un morfismo distinto de
cero f: M E(;S), con M simple superfluo. Ahora ,§ Nnf(M)=#0
implica que ;S < f(M), porlotanto ,§ =f(M). (f(M)=M, Msimple).
Porlo tanto .S =M superfluo, que es una contradiccion.

(iii =>ii) (a) implica que /\[2’]“'; <7,

(b) implica que 7, < A [Z].,.='
. 1, =& (R-Suf).

(iii = i) La hipotesis implica que A [r]«g = La clase generada por los
superfluos de t-torsion, es iguala A[7]  =La clase de los semiartinianos
de t-torsion. Porlotanto 1 ~ 0 & 1]  =[d] . =>a[d]_ =n[7] =
nld] . =/\[a]§~ = T,% /\[r]f = /\[a]ﬁ X G

LTRO.

El mismo argumento funciona parademostrarque tT,~¢ = T _~0C.
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o Recordemos que un R-modulo es 71 - codivisible si y solo si
es proyectivo con respecto a cada R-epimorfismo que tiene nucleo
libre de 1-torsion.

Un R-epimorfismo B: M — M|, esuna cubierta t-codivisible de M'si M
es t-codivisible y Ker (f#) es un submodulo superfluo, libre de t-torsion de
M.

Se define la relacion de equivalencia =~, en R-tors de la siguiente

manera. T = G <> la clase de los R-modulos t-codivisibles es la misma
que la delos R-modulos a-codivisibles.

Observacion 3,21 . Supongamosque 0 5> K(M)->P(M)>M -0 es
una cubierta proyectiva, entonces:
0->K(M) (K(M)>P(M)/{;(K(M))>M=-0
esuna cubierta t-codivisible ¥ 1 & [7], .
|

Lema 322: Sea M un R-modulo tal que cada uno de sus submodulos
propios esta incluido en un submodulo propio maximo, entonces Rad (M)<<M.

Demostracion:

Sea L un submodulo propio de M y sea K el submodulo propio maximo que
lo incluye, entonces como Rad (M) c K setiene que:
L+Rad(M) < K# M, esdecirque (L+Rad(M)=M = L=M),
porlo tanto Rad (M ) es superfluo en M.

a

Como se sabe que todo ideal propio de R esta incluido en un ideal maximo
entonces del lema anterior podemos concluir el siguiente:

Corolario 3.23: Rad(R)<<R.
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Proposicion 3.24: Si R es semiperfecto entonces toda clase de
~,-equivalencia es una subreticula completa de R-tors.

Ademas se tiene que:

[1],, = 1 (sr (RadR)), x (Rad (R)/ 1, (Rad (R))) ]

Demostracion:

Denotaremos por P _a la clase de los R-modulos t-codivisibles.
Primero observemos quesi <o entonces P < P_. Puessi Me P, y si
Ke B, eneldiagrama

M
o
0-5K->N-L-0

como | c [, entonces existe ¢ tal que el siguiente diagrama conmuta;

B M

o /Lo
0>K—-N-»L-0
'.Mep.

[

Ahora veamos que & ( ¢, (RadR)) es el menor elemento de [r]" ,

Por la observacion anterior tenemos que P st o) = |

Demostremos la otra inclusion. Recordemos que ([4] prop. 13.4) Me P, si

y s6losi M es un sumando directo de un R-modulo de laforma P/ T donde
P esproyectivo y T<P estal que T €' . Tomemosuntal R-modulo P/T.
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Como R es un anillo semiperfecto entonces P = @Re, donde ¢,

acl

idempotente primitivode R y Y es algin conjunto.

Sea X={BeY!Re,,gT}. /
Entonces tenemos que:

M esun sumando directode (PRe, ® @ Re,)/T

aeY ael-X

Tenemos que T —=—> (PRe, @ @ Re,) N @ Re,
aeX acl-X acX
composicion es un epimorfismo ya que @Re, c T

ael

Entonces tenemos lo siguiente:

T= @Re,®T con T'c @ Re,
acX asl-¥
asi que:
P/IT=(@Re,® @ Re,)/ DRe,®T = @ Re,/T.

ack acl-X aeX ey ~X

Ahora, por definicion de X, Re, "T c Re, VaeY\X.

®

es un

y la

Por lo tanto tenemos que T ——> @ Re, —2+» Re, no es

ack-Y

epimorfismo VaeY\X.

Entonces tenemos que:

Im(T ——> @ Re, —2x3 Re, ) c Rad(Re, )

aef-X

T —> @ Rad(Re,).

acl-X
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Pero entonces:

T'c @ RadRe, )N (. (@ Re,) =1, ( @ Rad(Re,))e T

acl-X acy-X acl-X §Uf (Raduit)

De esto se sigueque P/T e Pé(l gy Y EtONCES P.c Pé(t Radt))

L= Pﬂt,wmﬂ» yasi £( 1, (RadR)) € [r]ﬂ'.

Ahora, si o € [7]_, entonces las sucesiones exactas:
F

0—-Rad (R)/ ¢, (Rad(R)) >R/, (Rad(R)) >R/Rad(R)—0
y

0—>Rad(R)/¢, (Rad(R)) »R/¢, (Rad(R)) »R/Rad(R)—0

son ambas cubiertas t-codivisibles y o-codivisibles ya que o € [r]g' y por

el lema anterior. Recordando que 0 > Rad(R) - R —» R/Rad(R) —0
es una cubierta proyectiva de R /Rad (R) debido aque Rad (R)<<R,

entonces ¢/, (Rad(R))=¢,(Rad(R)) vy asi

E(t, (Rad(R))=E (1, (Rad(R)) s0.

Esdecirque &( ¢, (Rad(R))) es el menor elemento de [r]n' .

Ahora demostraremos que % ( Rad (R ) / ¢, (Rad (R ))) es el mayor
elemento de [7], .

Notemos que t < y (Rad(R)/(, (Rad(R))) y en consecuencia

b.c Pz(Rad(R)/t,(Rad(R))) ‘
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Veamos la otra inclusion,
Sea M e pm Pp— entonces M es un sumando directo de P/ T con

P proyectivo y P2T e [,(Raamw,madmn)'

Por lo tanto P es de la forma @Re,, con ¢, idempotente primitivo de

aef

R Ya €Y, Yunconjunto.

Sea X ={peY | Re, ¢ T}, procediendo como antes, tenemos que
PITz @ Re,/ T' paraalgin T'c @ Re, .
ael-X ael- X

Ycomo T' —— @ Re, P, Re, no es epimorfismo Va e Y\X,
ack-X

tenemosque T' ¢ @ Rad(Re,) .
aef-X

Definamos N, = P, (T'), entonces N, € ‘|‘z y tenemos

(Rad(R)/{ (Rad(R)))
que
N. —<— Rad (Re, ) —<— Rad(R).

Si N. e T, entonces existe un mapeo inyectivo distinto de cero:

No/t:(N.)—Rad(R)/¢, (Rad(R))
pero Hom( N.,Rad(R)/¢,(Rad(R)))=0.

Por lo tanto N,/ ¢, ( N.)=0, que es una contradiccion, por lo tanto
N.€ T, vy entonces Te T: y consecuentemente tenemos que :

@ Re,/ T €p,

ael-X

* %(Rad (R)/1, (Rad(R)) €[]
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Ahora, si © € [TL,’ tenemos que ¢, (Rad (R))=/,(Rad(R)), por

lo tanto:
x(Rad(R)/¢, (Rad(R))= y(Rad(R)/¢, (Rad(R)) 20 .

De aqui que x(Rad(R)/¢, (Rad(R))) esel mayor elemento de [7]

SF

+ [7],, esuna subreticula completa de R-tors.
]

Observacion 3.25 . Bland en [9] demostrd que si T & R-tors entonces
son equivalentes:

(a) Todo R-médulo es codivisible.

(b) Todo R-médulo libre de t-torsion es semisimple e inyectivo.
(c) R/ ¢, (R) es semisimple,

Y que si, ademas, R es semiperfecto entonces son equivalentes:
(a) Todo R-modulo es codivisible.

(b)Rad(R)c 1, (R).

Ahora bien , 1 € [z]" siysolosi & ( Rad (R))<7t. Esto dltimo es

equivalentea que Rad(R)c ¢, (R), y por lo anterior, es equivalente
a que, todo R-médulo libre de t-torsion sea semisimple e inyectivo .

Corolario 3.26: R es un anillo semisimple siysolosi & &, x ( es decir que
R-tors/ =~ = {[E]}).
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Demostracion:

(=) Si R es semisimple entonces para toda T € R-tors, R/, (R) es
semisimple, entonces 1 € [ ,z']=F , porlotanto [ £]=[%]=R-tors.

(<)Si &~ % ,enparticular & e [ ]=[¢ ], por lo que tenemos que N es
semisimple en el caso de que N sea libre de &-torsion. Como F; =R-mod ,

se sigue que todo R-modulo es semisimple.
]

Proposicion  3.27 : Las siguientes afirmaciones son equivalentes para ,R
semiartiniano:

(i) e[z]g,.

(i) Todo R-modulo M semisimple y proyectivo es inyectivo,
Demostracion:
(i=ii) Si M essemisimple y proyectivo entonces M e Fr' Por (i) y

la observacion 3.25 tenemos que M es semisimple e inyectivo.

(ii=>1i) pR semiartiniano = Soc(M)< M V M i MEFT

entonces Soc (M) =Soc, (M) por (ii) Soc,(M) es inyectivo por
lo tanto Soc,(M)< M y Soc,(M) esunsumando directo de M, pero

esto es posible solo si M = Soc, (M) que es un modulo semisimple e
inyectivo.

LT € [z]:'.

Observacion 3.28 : Si R es semiperfecto, entonces T .# ¢ = T ~ G .
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Demostracion:
Sabemos que Rad(R) << R, entonces tenemos que:
t:(Rad (R))= ¢, (Rad (R))
esto implica que :
(7], = [&Cs-(Rad (R)),x(Rad(R)/ ¢, (Rad (R)) =[0L'
.

Proposicion 3.29 : Si o es una teoria de torsion cohereditaria entonces ©
tiene complemento en R-tors; ot =¢&( F.). Ademas, ‘[01 =B

Demostracion:

Si o es una teoria de torsion cohereditaria entonces F, es una clase de
torsion y por lo tanto, existe o' teoria de torsion hereditaria tal que B =T
entonces 'I'qn"a, = ‘[anpa= {0}. Porlotanto onag'=¢§.

Ahorabien § =F n f_ = ‘[dn F,={0} Porlotanto cva'=y.

Es decir que o' es el complemento de o en R-tors.
a

Proposicidn 3.30: Si o es cohereditaria y o} = F_ entonces:
[d.=[trd",1ve].

Demostracion;
[d . =[e (M) IMep, ) a (M/1 (M) [MeE )1

Esclaroque tva=y{M/{, (M) |Me Fa}.
Por otra parte, £ ({7, (M) |Me Fa}) < 1A g*, debidoa que Fa= [.7
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Reciprocamente, si M ¢ ‘[tAol entonces Me T Q’ =F.Nn Q’

LE({ (M) [ MeB D) =tnot

Observacion 3.31 . 7,=1," = T .

Demostracion:
Por la proposicién 2.20 tenemos que :

75, =% ( { Simples proyectivos } ) = 7," 2 1, .

Como 7,, es cohereditaria, de la proposicion 3.29 tenemos que | W T e
r,’;, es Jansiana y estable ya que I?,m es cerrada bajo productos y capsulas

inyectivas respectivamente. _
.‘n TG S tllf-)'

Supongamos ahora que M € '[,.,. Entonces Hom (M, E(S))=0 para

cada R-modulo simple proyectivo. Como los modulos simples cogeneran
R-Mod, se tiene que existe un monomorfismo M —*{5[]E(S,) con S,
simple paracada o. Por lo que acabamos de ver, podemos suponer que S,
es singular. Por lo tanto existe un monomorfismo M — H'E S, € '[-'a. Pues

aeX
ES,)eT,.

AL
a

Corolario 3.32 [r]"; =[tAz, TV z-,p]=[‘t/\;;,‘tv T .
Demostracion: La segunda igualdad se tiene de la observacion anterior. .
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Proposicion 3.33: Si soc (R) < R, entonces 7, es jansiana,
es

Demostracion. Consideramos la siguiente sucesion exacta:
0— soc(R)—> R—> R/soc(R)— 0

donde soc(R)e f, y R/soc(R)eT, .
Porlotanto 7, vz, =y. Como 7, =7, vz, y 1,57, etonces
tenemos que 7, v 7, =Y.

— l—_
TG—TW = To .

e Decimos que un R-modulo es o-inyectivo si y solo si es inyectivo
con respecto a cada R-monomorfismo que tiene comicleo de 71-torsion.
Definimos una relacion de equivalencia en R-tors mediante 7 ~, o si y solo si
la clase de los a-inyectivos es la misma que la clase de los t-inyectivos.

o Si T € R-tors, un submodulo N de M se dice que es 1-puro en M
siMNe F,.

Observacion 3.34 : La interseccion de una familia arbitraria de submodulos
1-puros de M es otra vez T-puro.

Demostracion: Si % es tal familia, entonces existe un monomorfismo
candnico M/ NE —* I]{M/NIN ei?”} Porlo tanto Im¢ € ..

. N& es t-puro en M.
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o Cualquier submodulo N de M esta incluido en al menos un
submodulo t-puro ( a saber M mismo ), y por lo tanto existe un elemento
menor en la familia de los t-puros de M queincluyena N.

Tal submédulo se llama /a t-purificacionde N en M.

Ademas, Si N'esla t-purificacion de N en M entonces :
N /N=( (M/N).
En particular ¢, (M) esla t-purificacion de 0 en M.

e Sea 7t € R-tors, por [4, Prop. 8.2] vemos que, para cualquier
R-médulo M, la t-purificacion de M en E(M) es un submodulo
t-inyectivo de E (M ) que contiene a8 M como submodulo esencial. De hecho
es el menor submodulo de E (M) que lo cumple. La t-purificacion de M en
E (M) sellama lacdpsula 1-inyectivade M 'y la denotamos por E,(M).

Observacion 3.35: Si M e R-Mod es de t-torsion entonces £, (M )
también lo es.

Demostracion: Tenemos que la siguiente sucesion es exacta:
0->M->E (M) E,(M)/M=0

en donde M es de t-torsion por hipétesis, ademas £, (M) satisface la
condicion E,(M)/M=;,(E(M)/M), porlotanto £, (M)/M s
de t-torsion y como la clase de torsion es cerrada bajo extensiones se sigue
que E.(M) también lo es.

|

Definicion 3.36
Una clase propia en R-Mod es una familia & de sucesiones exactas
cortas tales que, si denotamos por M ( & ) los monomorfismos de las
sucesiones de E y por P (& ) los epimorfismos de las sucesiones de &,
entonces las siguientes condiciones se tienen:
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1) Si una sucesion exacta estd en & entonces cualquier sucesion exacta corta
isomorfa a ella también estd en &,

2) Todas las sucesiones exactas cortas que se escinden pertenecen a &
3) V £y, f e M(&), talesque f,°f, esta definida, tenemos que:
fiof, e M(&).

4) Para todo par de monomorfismos f;, f, tales que f)°f, esta definida,
tenemos que ( f1°f, e M(&') = £, e M(&)).

5) V g,,8, € P(&), tales que g, ° g, esta definida, tenemos que:

8,08 €P(&).
6) Para todo par de epimorfismos g,, g, tales que g,°g, tiene sentido, si
tenemos que g,° g, € P (&), entonces se debe tener que g, € P(&’).

o Si 1 e R-tors, consideramos la menor clase propia &, tal que toda
sucesionexacta 0—->M' 9> M—->M'—>0 con M"e [ pertenecea &', .

Denotaremos por /, a la familia de todos los R-modulos t-inyectivos.
Entonces /, es la familia de los R-maodulos inyectivos relativos relacionados
con Z,.

e Definimos [T]., = {oeRetors | &, =&,) paracada 7  R-tors,

Lema 3.37: Sice [r]EI ,entonces £, (M)=FE,(M) VMe R-Mod.
|

Observacion 3.38: Como cualquier ideal izquierdo esencial de R es
7s-denso en R, tenemos que un R-modulo izquierdo es 7;-inyectivo si y

solo si es inyectivo.
a
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Lema 3.39: F,(M)=E(M) YVMeR-Mod siysolosi r;<7.

Proposicidn 3.40: a) [z], = {1 R-tors | &<t)
b) [f]z‘ = { 1 € R-tors 1< oy }

Demostracion. a) Se sigue del lema anterior.
b) 1€ [.;‘]rq < [, = R-Mod © &, es la familia de las
sucesiones exactas cortas que se escinden <> °[  estd incluida en la clase de

los R-modulos semisimples proyectivos.
]

Observacion 3.41 . 1<0 2 ¢, C &, 1,2 1,.

Proposicion 3.42: Sea 1 € R-tors y Uc [r]g‘ , entonces:
a) A{c|locU) e[r]=l
b)vio|oeU} e[r],‘1

Y por lo tanto [r]ﬂ es una subreticula completa de R-tors.

Demostracion:
a) Tomemos g, =A (0O leeU } entonces oy <0 VaoeU entonces
loc 1, VoeU Porlotanto /. </, .

Supongamos que Me /, . Si M ¢/, entonces 0= E,(M)/Me T .
Pero £, (M)=E,(M) YVoeU Porlotanto I/, (M)/M e ‘[u.
Entonces £,(M)/Me n‘[":"o:,’ lo cual nos dice que:

asl
E,(M)cEg (M)
yporlotanto . (M)/M=0 locual es una contradiccion.
b) Se demuestra de manera similar.
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¢ Denotamos Tﬂ:/\{ol GG[T]::]} y 1‘°=V{0| GG[T]” } Ylos

llamamos infimo y supremo respectivamente. Ademas usamos la siguiente
notacion;

R-inf={ 7, | T € R-tors }

R-sup={ 7"| 7€ R-tors }

Proposicion 3.43 . Sea 1 € R-tors, entonces:

a) teRsup & 1= {E(M)/ E,(M)| M e R-Mod }
b) e Rinf @ t=t{E,(M)/M|MeRMod)

Demostracion:
a) (=) Sea o=y {E(M)/ E,(M)]| M e R-Mod }, entonces los
cogeneradores de ¢ estanen | asique 021 yporlotanto J,C /..

Ahora supongamos que M € J, entonces tenemos que:
E(M)/M=E(M)/E.(M)e}_;

porlotanto M e J, ysetiene /,=], esdecir oefr y o 27 lo

que implica =7 =1.

(<) Sea 1= x{E(M)/E,(M)|MeR-Mod} como v{c|oecU}
e[7],, con Ug [7] tenemosque /=7, yparatoda M e R-Mod se
tiene:

E(M)/Er(M)=E(M)/ER(M)GF,;-

Porlotanto 7> 7" y se tiene la igualdad.

b) (=) Sea 0=E { E,(M)/M | M e R-Mod}. Los generadores de o
pertenecena [ porlotanto o<1 lo que implica /. < ], .

Ahora, si M € ], entonces:
E.(M)/MCE(M)/M=E(M)/E,(M)e}_.
Pero £, (M)/Me T, porlo tanto E.(M)/M=0 esdecir:
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E:(M)=My Me/l. . I:=l,
Entonces oe[r]” y o<1 locual muestra que o=17=1.

(<) Sea t=E{E,(M)/M | MeR-Mod }.
Como A {c|oeU]) e[r]"1 setieneque /»= [,, ¥ VM eR-Mod
se tiene:
Er(M)/M=Em(M)ETu'

Por lo tanto ‘[r c '[T esdecir T< r, entonces T=7,.

Corolario 3.44: a) t cR-inf 1<
b) teRsup > 12 7,
c) R es semisimple artiniano <> R-tors = ZL‘

Demostracion:
a) Observemos que T € R-inf <> 1 esta generado por R-modulos singulares
oOTS 16

b) Sea te R-sup. Si S esun R-modulo semisimple proyectivo, entonces
es no singular; porlotanto Hom(S,E(M)/ E,(M))=0 porlo tanto
TpST.

c) Esinmediato.

Corolario 3.45 .
1) Si teR-sup y o € R-tors entonces £,C £, =>0<1
2) Si {7z} ey SR-sup entonces A 7, € R-sup
ael
) A{r | teR-sup} =1,
Demostracion:

1) EeCE,= 1,1, yporlotanto £,(M) es o-inyectivo.
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Entonces E(M)/E,(M)e f_ VM
@ t=y (E(M)/ E,(M)] MeRMod}2 o .

2) Eneg = Eny, S E,, ¥V @ porelinciso (1) y (A1)’ S 7, V @
Porlo tanto (A7)’ < A 15
W (A) E A

Observacion 3.45.1: Un R-modulo N es semisimple y proyectivo si y
solo si Hom(N,E(M)/M)=0 V M e R-Mod, asi que:
tp =% {E(M)/ M| MeR-Mod} = ¢ e R-sup.

3) Ahora es inmediato.
[ ]

o En general R-sup no es cerrado bajo tomar uniones arbitrarias.
De hecho, en Z-mod tenemos que v{y(Z,) | p esprimo } = z; queno

estaen Z-sup.
Proposicion 3.46 . ¥ v € R-tors setieneque = rA 15 .

Demostracion: Ya sabemos que 1, S 7, lo queimplicaque n <75 A T.

Ahora, supongamos que 7, < 75 A T. Entonces existe RY #0 tal que

Me Tn Me . Como Me entonces Z( M ) =0
Tf 11‘0 y F TO 11'0 ( )

donde Z(M) es el submdidulo singular de M. Sea 0% xeZ (M)
entonces 0= Rx € T N Tr N Fr y Rx=R/I con I unideal esencial

de R. Porlo tanto tenemosque R/Ic £, (1)/1 = E (1)/] € Tr’

que es una contradiccion.

Wn=TA7
]

Proposicion 347 Larelacion =, esla misma que la relacion L
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Demostracion.

Tomando SA =T . tenemos que:
aq

[ (M)IMe T 1) x UM/ (MIMeT )]
[tA s, x({M/1;(M)IMe T )]

[

&
TG

Pero sabemos que:

[d], = [7A @, X({E(M)/E:(M) | MeRMod})]

RO OTAT “TONT Tz 0.
[ ]

-t Tro
Proposicion 3.48: =~ ==, siysolosiz; es de tipo simple ( de hecho pasa

e w=nY %m~ £)

Demostracion: Tenemos que 7] =[tA z, ] yque:
(4, =[tA . Y ({E(M)/E,(M)IMeR-Mod})]

entonces tenemos que TA 7, = TA 75, por lo tanto si tomamos la clase:

[TG]=[ AT, T )
=[ 0, A ({E(M)/ E,(M)|MeRMod})]

tenemos qu€ =T A TS T
.. 1 es de tipo simple.

De hecho, si tomamos ahora la clase de 7, se observa que 7, < 7; déndose
asi la igualdad.
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Ahora tomamos la relacién , ~ donde se ha escogido A= Ft donde 7,
Tap »
como sabemos, es cohereditaria. Entonces F'c es cerrada bajo submodulos y
o

cocientes. Por lo tanto [r]' SLECTNR, )tV ]
Tsp w

Tomamos la clasede 7, quees [ E( L), T, VT, ]=[ mm ] yes la misma
quelade 7, . Ademas [r,,,] =8 wly [;a] ==[;;,X]-
¥ ¥

) tp

Como [z‘t]ﬁ =[n,%], [Tu]ﬁ = [ 1y o) = [ s ,—1‘;] y

fw< 7S 7 concluimosque g, = 7, es decir todos los modulos simples
son singulares, yporlotanto x= 1 y &= 7p.

Ahora, si suponemos que 7; = 7, entorces como:
[T]F:[‘C/\ n,rt1 Y

(7], =[tA r. L{LECM)/ £, (M)[M e R-Mod )]

setieneque TA T = TA TG

' ‘Cﬁd’@‘t/\z‘b:()’/\n<:>‘C/\TG=0’/\1'GC>‘C2,G.
|

Proposicion 3.49 : Las siguientes afirmaciones son equivalentes para 7, !

(i) 7¢ es Jansiana
(ii) [r]=‘= [tA®m, TVry] VreRtors

Demostracion:.
’ m ’ . - 4 1
(i=ii) Si 7, es Jansiana entonces 75 = 7 = Typ Como 7, €5

cohereditaria sabemos que [, . = F,, Asitenemosque T = F..
a
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Por los resultados anteriores tenemos que :

[TL' =[r]1r: =[T]'r.,," =|1A 'r,pl ,TV T:p]= (TAw, TV T ].

(iii = i ) Por hipotesis sabemos que:
[ =(x A, xvr,l= [, 1]

=[TGL, =[ A, n;VT:p]

6V sp=x

4
Ycomo AT, =& vyaque ' =7, tenemosque =1y =75 .

. 1; ©sJansiana.
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o Un anillo se llama PF-izquierdo si satisface alguna de las siguientes
condiciones equivalentes: ( ver [3] y [6] ).

i) xR es un cogenerador y s6lo hay un nimero finito de clases de isomorfismo
de R-modulos simples.

ii) ;R esinyectivo y finitamente cogenerado.
iii) oR es inyectivo, semiperfecto y tiene zoclo izquierdo esencial.
iv) xR esun cogenerador inyectivo.

v) xR esinyectivo y tiene zoclo izquierdo esencial finitamente generado.

Proposicion 3.50: Si R esun anillo PF-izquierdo entonces:
x(Rad(R)) ~& y [& =[& x(Rad(R))].

Demostracion:

Si R es un cogenerador inyectivo y N <<M entonces existe

f: M——R* mono, para algin conjunto X, por lo tanto tenemos el
siguiente diagrama:

00— N—M
manol f In flmono
0— f(N)—=> R¥

Como f(N)<<R", setiene que f(N)c Rad ( R* )c ((Rad(R))*.



De aqui, se tieneque N e |

Rad(R)) Por lo tanto x (Rad (R ))< o (R-Suf).

Por otra parte, Rad (R ) € R-Suf] asi que y (Rad (R ))=y (R-Suf) quees
iguala v [£] - La conclusion se sigue de la proposicion 3.10 (ii ).

Proposicion 3.51 : Sea R un anillo PF-izquierdo, y t una teoria de torsion
Jansiana, entonces:

[]_.= [ &, (Rad(R))) ,x (Rad (R)/ 1, (Rad(R)))]
Demostracion:
Primero demostramos que:
§(t:(Rad(R)) .~ 1 ~y(Rad(R)/¢ (Rad(R))) (1)
Supongamos que N <<M, queremos demostrar que:
txizmaawy (N )= ¢, (N).

Como R es un cogenerador inyectivo, existe un monomorfismo de M en
R¥ para algin conjunto X. Como N << M se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:

N—49M
mnolf /N f ‘l’mono

Rad(R*)—<>R* .

Y como t esJansiana entonces ¢, conmuta con productos directos. Entonces
tenemos el siguiente diagrama:
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lr(N) mano_, tr(Rad(R\))__E_.)lr(R\)
i;;
(t,(Rad(R)Y" € Tz,

Debido a que, como N e R-Suf de t-torsion, existe N —= R, por lo
tanto N —=— Rad (R*)=Rad(R) * R* —=— (Rad(R))* € Tz

5 N == (t,(Rad(R)))".
Entonces ¢, (N)c /zmamn (N) < 1, (N).
Por lo tanto &(7 (Rad(R))) .~ 1.

Ahora demostraremos que N <<M = (1, (N) =1, gounyn, razcryy (V) )-

Como antes, tenemos el monomorfismo 1 (N )—f—/'ﬂ’—-)(t,(Rad(R)))x, el
cual induce el monomorfismo N /1 (N)———(Rad(R)/1,(Rad(R)))* . Por
lotanto N/, (N)e FMMRWM(R”) , entonces:

ta(Rad(Rye (Rad(Ry) (N) & 10 (N).

Por otra parte, tenemos que t< ¥ (Rad (R) /¢, (Rad (R ))). Porlo tanto se
ha probado (1).

Ahora bién, sabemos que;

[’]\_(F:[i{lf(N)lN«M paM}, x{ N/ 1, (N)| N<<M paM}]
Por (1) tenemosque E{ s, (N)| N<<M paM} <& (s, (Rad(R))).

Pero como Rad(R) << R entonces /,(Rad(R)) esun generador de
g1, (N)|N<<M paM}.
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Por lotanto £{ ¢, (N)| N<<M paM} =& (¢, (Rad(R))).

De la misma manera, de (1), ycomo Rad(R)/, (Rad (R)) esuno de
los cogeneradores de ¥ {N/;,(N)I N<<M paM}.

Obtenemos que:
2N/ ¢, (N)| N<<M paM} =y (Rad(R)/(, (Rad(R)).
]

Corolario 3.52: Sea R un anillo perfecto derecho y cogenerador inyectivo, y
sea T una teoria de torsion, entonces:

[7] .= [8C+ (Rad (R))), % (Rad (R)/ 1, (Rad (R))]

Y por lotanto = =x¢ .

Demostracion:

Se tiene del hecho de que si R es perfecto derecho entonces toda teoria de
torsion es Jansiana ( y semisimple ) [8], y de la proposicion anterior, ya que,
en este caso, & (¢, (Rad (R))) = &(t,(Rad(R))).

Las siguientes dos proposiciones se encuentran en [12] y omitiremos la
demostracion en este trabajo.

- Proposicion 3.53 : Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un anillo
perfecto derecho R:

i) Soc,(Rad(R))=0.

i) Todo R-modulo simple proyectivo es inyectivo.
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iii) Ta E[,‘t‘] .

~F

Proposicion 3,54 : Para R, anillo perfecto derecho, son equivalentes:

i) 7; es el menor elemento de | ;(]w.
i) La clase de los R-modulos simples inyectivos es la misma que la clase de los
R-maodulos simples proyectivos,

o Decimos que un anillo artiniano derecho e izquierdo R es un anillo
QF en el caso de que sea auto-inyectivo derecho e izquierdo.

De la proposicion anterior se desprende el siguiente:

Corolario 3.55 : Si R esun anillo QF, entonces 7, es el menor elemento
de [7], ,esdecir ; =£(Rad(R)).

Demostracion:

Se tiene que R es perfecto derecho y la clase de los R-modulos
inyectivos es la misma que la clase de los R-modulos proyectivos. Ademas
Soc, (Rad(R))=0. Si S<Rad (R) fuera un R-mbdulo simple
proyectivo, entonces S tendria que ser inyectivo y en consecuencia S serfa un
sumando directo de R. Porlo tanto S=Re<Rad (R ) con e un elemento
idempotente, lo cual es imposible. Concluimos usando la proposicion anterior.

Proposicion 3.56: Si R esun anillo QF, entonces [¢] =[¢] .

~F

Demostracion: Basta demostrar que 7,, =% (Rad (R)).



(<) Supongamos que S es un R-modulo simple proyectivo y que
Se T ARadR) ? entonces existe un monomorfismo S —> E(Rad(R))

y por lo tanto un monomorfismo S —> Rad (R) con S un modulo
inyectivo. Por lo tanto S es un sumando directo de Rad ( R ), que es
imposible. Por lo tanto 7, <% (Rad (R)).

(2) Como R es artiniano izquierdo y por lo tanto semiartiniano se tiene
que 7 (Rad (R)) =& (R-simp ). Supongamos que S € R-simp es singular,
entonces paratoda x € S setieneque (0:x) < R. En particular se tiene

que, Sc(0:x) VxeS. Porlotanto tenemos que §* =0. De lo cual se
sigue que S c Rad (R ), lo que implica que S € [ qradqry  AUE €5 Una

contradiccion. Por lo tanto S es proyectivo para todo S € R-simp.

]
Proposicion 3.57: Si R esun anillo QF, entonces =R
Demostracion: Sea t € R-tors. Demostraremos que:
A= E(s (Rad(R))

Como ¢, (Rad(R)) € ‘[r y 7 =& (Rad (R)) tenemos que el infimo de
[’L, ( que denotamos por r.) quees & (¢, (Rad (R))), esmenor o igual

que TN 16 .
Supongamos que la inclusion es propia. Entonces existe M € '[  tal que
q

MeY. .

Podemos suponer ademas que M € Tm,, N Fr =T, n ‘[ra N Fr . Como

R es semiartiniano tenemos que T A 7 =& { pS | x5 €s un modulo simple
singular y de t-torsion }.
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Entonces 3 S ——> M tal que Me [ N[ Fr con S un
R-modulo simple no proyectivo. Como R es un cogenerador de R-Mod,
obtenemosque S=T —=3 R,

Ahora bien, ;7" singular implica que T=0 y porlo tanto T < Rad (R).
Debidoaque Te [ , tenemosque Tc s, (Rad(R)). En consecuencia
Te ‘[{("(Radmm =", » loque contradice que 0= T e Fr. .

Por lo tanto & (¢, (Rad (R))) = Tr .

Asi, tenemos las siguientes equivalencias: 0~ T < OA R = TAR &
E(t:(Rad(R))=E (1, (Rad(R))) @ go=ro @ O 1

Xy E Ry
[ ]
Como consecuencia de las proposiciones anteriores tenemos el siguiente:
Corolario 3.58 : Si R esun anillo QF, entonces =~ ==, = _=.
]

o Ejemplo 3.59: En este ejemplo, [8] , veremos que el reciproco del corolario
anterior no es cierto en general,

Tomamos el conjunto de los nimeros racionales no negativos Q" con el
orden usual <. Sea F un campo, denotemos por R, al conjunto de todas las
funciones f:Q*— F tal que el soporte, Sop f={re Q" If(r )# 0}, est
incluido en un subconjunto bien ordenado de @Q* que no tiene puntos limite
finitos, con la adicion y multiplicacion definidas como sigue:

(f+£)(r)=fi(r)+£(r) vy
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(f,*£,)(r)= Y fi(9)f,(t) respectivamente.

s+t=r

Entonces R, con estas operaciones es un anillo conmutativo. Ahora, para toda
fe R,, denotamos por r, al menor racional no negativo tal que f(r, )#0.
Ademas, para cada t € Q*, denotamos por &, alafuncionen R, definida

I r=t
© 0 = .
por: 8,(1) {0 -

En seguida daremos una lista de algunas propiedades de este anillo:

1) 8, es el elemento unitario de R,.
2) Paratoda fe R, setieneque f=8, * T, donde f (r)=f(r+r).
3) Sife R, estalque r; =0, entonces existe ge R, que satisface:
frg=3,
Y en consecuencia se tiene que:
fe R, esunaunidaden R, siysolosi r,=0.

4) De lo anterior se desprende que: f= 3, * f ,donde f esunaunidaden R,.
5) Paracada r € Q*, existen dos ideales:

L={feR,|r2r}

I, ={fe R,lrf>r}

Y todos los ideales de R, son de esta forma.
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6) Notemos ademas que I,gi, y que si r<r, entonces I, c 1

por lo que los ideales de R, forman una cadena. En particular Io = R,
e I,= Rad(R,).

7) No hay divisores de cero en R, , porlo que R, esun dominio entero.
8) Si fe Rad (R, ), entonces r, >0 y obviamente,

f=9
r

1
2 f

*g donde g(r)=f(r+1/2r ) para reQ’;

y evidentemente 5'r y g pertenecena Rad (R, ).
e

Por lo tanto Rad ( R, ) esidempotente.

Finalmente, dado un nimero racional positivo q , definimos R,, = R,/I,
entonces Rad(R, ) = I,/I, 'y satisface otra vez que:

(Rad (Ry ) =Rad(Ry ).

Pero cualquier otro ideal propio (que esisomorfoa 1,/1 6 1, /I para r<q)

es nilpotente. ( Pues, el producto de ideales, se calcula simplemente sumando los
racionales que los generan, [,-/, =1 ).

Por lo tanto, si un ideal propio I de R,,, quenosea Rad( R, ), pertenece

a un filtro de Gabriel ¥ 'de R,,, entonces I" pertenece a tal filtro para toda

n natural. Porlotanto (0) estaria tambiénen & y .F seria el mayor filtro
de Gabriel.

En consecuencia solo hay tres teorias de torsion en R, -tors, Son las
correspondientes a los filtros de Gabriel mas grande, %, , al mas pequefio, % ,
ya F={ R, ,Rad (R, )} que correspondea 7, . Ademas, todas ellas
son cerradas bajo productos directos por lo que son Jansianas.



o Ahora veamos las particiones de R, -tors que se obtienen:
1) R, -tors /=,
En este caso la clase de equivalencia de t estd dada por:

[t]=[%A 75, Tt vrg], perocomo el dnico simple que hay es singular,
tenemos que 7y, =&, porlotanto [t]={tA 75,7] Ademds tenemos que

T6=1g = 1" =% .Porlotanto [x]={%), [n]={r) y [E]=(E).
2) R, ~tors | =, .

Aqui [t]=[&{/ (Rad(R,)},x(Rad(Ry)/ ¢ (Rad(R,)}]
entonces como X (Rad (R, ))=& tenemosque [§]={&}.

Por otro lado se tiene que & (Rad (R, ))=y% , demodoque [x]={x} ¥y
[o]1={n}

)R, —tors| = :

Por la observacion 3.28 se tiene que aqui también las clases de equivalencia
son puntos aislados,

Por lo tanto se tiene que las tres relaciones de equivalencia coinciden pero R,
no es un anillo QF ya que R, no es semiartiniano; 7, # .

4) R, —tors/s=~: Como 7, #x, sabemos que las clases de equivalencia
quedan del siguiente modo: [E]={& }, [, )1=[x]1=[n, %)

Asi R,, no es perfecto derecho.
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® Decimos que un anillo ,R esun anillo bueno si.
Rad(M)=Rad (R)'M V M.

Por [6, Cor. 9.7.3, Teo. 11.1.7] tenemos, por ejemplo, que un anillo semilocal
es bueno y en consecuencia un anillo semiperfecto también lo es.

Lema 3.60: Si R es un anillo bueno entonces [x] .=[&(Rad(R)), 11

Demostracion: Tenemos que son equivalentes las siguientes proposiciones:

[{)} )
telr] , ©(N<MaNeT,) S Rad(M)e T, VoM

SRad(R)e T, SE(Rad(R))<T>Te[E(Rad(R)) %]

Donde (1) se tiene por la proposicion 3.11, (2), (4), y (5) son claras, al igual
que laida de (3). El regreso de (3) se tiene de que Rad (M )=Rad (R )M .

Proposicion 3.61 : Para un anillo semiperfecto R son equivalentes:
(i) Todo R-modulo es t-codivisible.

(ii) Todo R-moédulo libre de t-torsion es semisimple e inyectivo.
(i) Red(M)e . VM.

(iv) Rad(R)e T,.

(v) te[z]ﬁ.

(vi)te [z]g ‘
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Demostracion:

(iye (i) (iv) e (v) porlaobservacion 3.25, (v) < (vi) porel
lema anterior, (iii)=>(iv) es claro, y (iv)=> (iii) se debe a que,
como R es semiperfecto, entonces Rad (M )=Rad(R):-M y como
Rad (R) e T, entonces Rad (M) e .

Observacion 3.62 : Si R es un anillo PF-izquierdo entonces soc,( Rad (R)) =0
( soc, denota el preradical que asocia a cada R-modulo izquierdo su zoclo
proyectivo ).

Demostracion.  Supongamos que soc,( Rad (R)) # 0, entonces habria un

submodulo simple proyectivo S de Rad (R ). Como S es isomorfo a un
sumando directo de R , porque R es PF, entonces S es inyectivo. Por lo
tanto S es un sumando directo de ,R. El complemento de S es un ideal
izquierdo maximo de R y porlotanto S no puede estar incluido en el radical
de R, lo que es una contradiccion,

Lema 3.63 : Sea .S simple proyectivo, entonces existe un monomorfismo no
cero de »S a Rad(R) 0 S € Fypony:

Demostracion: Sea pS simple proyectivo y supongamos que .S ¢ F{(Rad(R))
entonces S € Typisny Por o tanto existe Rad (R )—L2 E (§)

Entonces tenemos que Rx LN para alguna x € Rad (R). Como § es
simple proyectivo, entonces Rx —=— S se escinde, y por lo tanto existe un
monomorfismo g : S —=— soc,(Rx ), por lo tanto:

S —£— soc,(Rx ) —=— soc,(Rad (R)).
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Proposicion 3.64 : Las siguientes proposiciones son equivalentes para R :
(i) soc,(Rad (R))=0,

(i) &E(Rad(R)sx(soc(R))=rt=15.

Demostracion:

(i=ii) Si xS es proyectivo, entonces tenemos que S € F{(Ra acry POT el
lema anterior y porque estamos suponiendo que soc,( Rad (R ))=0. Por lo
tanto & (Rad (R))<x (soc,(R)). Ademis ¥ (soc,(R))=71t=75.

(ii=i) Si zS es simple proyectivo, entonces 7S € . < Fypumy -
Porlotanto Hom (Rad(R)),E(S))=0, porlotanto S no puede ser
isomorfo a un submddulo del radical de R. Ast soc,(Rad (R ))=0.

|

Corolario 3.65 . Las siguientes proposiciones son equivalentes para un anillo
R con zoclo izquierdo esencial: ( Por ejemplosi R es semiartiniano izquierdo, si
R es PF-izquierdo 6 si R es perfecto derecho ).

(i) soc,(Rad (R))=0.

(ii) E(Rad(R))= 1.
Demostracion:

Se sigue de la proposicion anterior, simplemente observando que, debido a que
el zoclo es esencial, entonces 7, es jensiana, proposicion 3.33, y por lo tanto

0= 76 .
]
o Decimos que una teoria de torsion v se escinde si 1, (M) es un

sumando directo de M, para cada R-modulo M. Si e es un elemento
68



idempotente central de R, y hacemos t (M) =Me paratodo R-médulo M,
entonces obtenemos una teoria de torsion o de R-Mod que se escinde con:

T=(M|Me=M} y F =(M|Me=0)

Una teoria de torsion que se obtiene de esta manera con un elemento
idempotente central e de R, se dice que se escinde centralmente.

Proposicion 3.66 : Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un anillo
semiperfecto con zoclo izquierdo esencial: ( Por ejemplo si R es perfecto
derecho 6 PF-izquierdo )

(i) soc,(Rad (R))=0.
(i) rel&(Rad(R), 1= [2] .= [4],
(iii) Rad(M)e T, paracada zM.

(iv) Rad(R)e T, .

(v) [7], €[], Para cada e R-tors.

(vi) 7, seescindecentralmente.

(vii) 7, seescinde centralmente.
(vii) Todo R-modulo semisimple proyectivo M, es inyectivo.

(ix ) Todo R-médulo simple proyectivo S, es decir que esté en F,o, es
inyectivo.

Demostracion:
(i©ii) Por el corolario anterior, (i) es equivalente con;

w € [E(Rad(R)),x).
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Ademis, [IL, =[1]«= por la proposicion 3.61, y

[&(Rad(R)),x]=[1]~, por [9, Teo. 2.8].
(ii<»iv) Es claro.
(iii = iv) Esobvio.
(iv=iii ) Setieneporque Rad (M )=Rad(R )M, para cada zM.

(iv=>v) Comoel zoclo de R es esencial, entonces 7; es jansiana. Entonces
por la proposicion 3.49 tenemos que [r]“ =[TA1,TVv 7,] V1TeR-tors.

Por otro lado, tenemos de la proposicion 3.24 que:

[TLr = [E(s,(RadR)), x (Rad(R)/, (Rad (R)))].
Ahora, como estamos suponiendo que Rad(R) e T ,,» entonces:

E(r,(RadR))<tA 1.

También es claro que 1<y (Rad (R )/ ¢, ( Rad ( R ))). Demostraremos pues
que, 7, <% (Rad (R)/ ¢, (Rad (R))).

Queremos demostrar que, Hom (S, E(Rad (R )/, (Rad (R ))) ) =0, para
un R-modulo simple proyectivo S.

Si § 2 ,E (Rad (R) /¢, (Rad ( R))), entonces podemos tomar un
monomorfismo O#f de S a Rad (R )/ ¢, (Rad (R)), y entonces tenemos
el siguiente diagrama conmutativo: S

/ 4
Rad(R) —%> Rad(R)/(,(Rad(R)) —> 0
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que contradice el hecho de que soc,(Rad (R))=0.
Por lo tanto, tenemos que tv 7, < % (Rad(R)/¢, (Rad (R))),

v [7,, cld],, para cada t e Retors.

(v=ii) Supongamos que [TL, c [r]g' para cada T e R-tors. En

particular, [ %, %1=[2], <[4], =[&(Rad(R),x].

(i< vi) Por [12, Teo. 16).
(vi&» viii ) Por [10, Cor. 2.15).

(viedvii) (vi) es equivalente a que 7o se escinda centralmente [10, Cor.
2.15). Pero, en esta situacion, 7o = 7; yaque soc(R)< R
es

( viii = ix ) Es obvia.

(ix=>i) Si RS esun R-modulo simple proyectivo y .S <Rad (R),
entonces S es un sumando directo de R, ya que, por (ix ), 5 es inyectivo.
Por lo tanto S =Re, con ¢ unidempotente distinto de cero. Pero Rad (R)
no incluye idempotentes distintos de cero.

. soc,(Rad (R))=0.
|

Proposicion 3,67 Si R esunanillo PF-izquierdo ( Por ejemplo si R es QF )
entonces:

(i) Si TeR-tors es jansiana, entonces [7], <[], c[r] .. Ademds,

tv 1, =% (1, (R)/1,(1, (R)) Y v[r]='=v[r]«g.

(ii) Si 1 R-tors esjansiana y estable, entonces:
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tv 7, =y (Rad(R)/¢(Rad (R))
(iii) Si t e R-tors es cohereditaria, entonces T A 7, =& (#,(Rad (R))).
(iv) Si 7 e R-tors es semisimple, entonces TA 7z =& (/,(Rad (R))).

(v) Si teR-tors esestable y cohereditaria ( que, por [4, Prop. 39.3], es
equivalente a que T sea jansiana y se escinda centralmente ), entonces:

[T]u‘ = [T]gr = [T]“n '
(vi) Si T e R-tors es estable, jansiana y semisimple, entonces:
[T]n] = [rln' = [Tl«g *

Demostracion:

(i) De la proposicion anterior y de la observacion 3.62 se sigue que
[z]., <[], ydelaproposicion 351 setiene que [7], <[d] .

Ahora, 1 (R)/ 1, (1, (R) e f, N F’v =me , yaque T, = Ff".
LTV 1, <E (1 (R) 1, (1, (R))).
Reciprocamente, si M e f, F'm , COmo
tp, = L (Rad(R))=y (1, (R)),
entonces existe un monomorfismo f: M — (1, (R))*, para algiin conjunto X .

Este monomorfismo induce otro monomorfismo:

£ M- (t, (R)* /1,00, (R)Y).
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Pero, como t es jansiana, £,((1, (R))")=(1,(1, (R)))*.
Por lo tanto, tenemos un monomorfismo:
M— (1, (R)/1,(t, (R))"

Es decir que M eslibrede x (¢, (R)/ ¢, (¢, (R )))-torsion. De esto,
obtenemos que:

v, 2 (1, (R)/1,.(1, (R)).
(ii) Supongamos que T es estable ademés de ser jansiana.
Como Rad (R) </, (R), tenemos un monomorfismo:
f:Rad(R)/¢ (Rad(R) —> 1, (R)/ 1, (1, (R))
por lo tanto:
v, =g (1, (R)/,(1, (R)))<x(Rad(R)/ ¢ (Rad (R).

Por otro lado, como 7, (R)=E (Rad (R))=E(soc(R)), entonces s¢ tiene
que

. (R)/4.(t, (R))=E(Rad(R))/¢,(E(Rad(R)))
=E(Rad(R)/E(t,(Rad (R)))= E(£{S<Rad(R)|S et.}).

Ahora,si S<Rad(R) y S € F, entonces S es isomorfo a un submodulo de
Rad(R)/ 1. (Rad (R)).

. § es librede 4 (Rad (R )/, (Rad ( R )-torsion.
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En consecuencia E ( Z{S < Rad(R) IS e r,}) =1, (R)/1.( 1, (R)) también
es librede y (Rad (R )/ 1, (Rad (R )-torsion,

s 4 (Rad (R)/1,(Rad (R)S% (1, (R)/1,(1, (R)))
Entonces tenemos que [TL, c [TLF y tv 7, =% (Rad(R)/¢ (Rad(R)).

(iii ) Supongamos que 1 es cohereditaria. Como Rad(R)e | ., entonces
t,(Rad(R))e T. _,entonces £E(/, (Rad(R)))<StA T, .

tAL,?

i la inclusion fuera propia, entonces existiria 0=M e T . A Ty, (pascry-
[ r

Como 7, € £ (Rad (R)), entonces existe Rad (R ) LN E(M), pero
E(M) € Py rauryy este morfismo induce:

Rad (R) /1, (Rad (R)) —2L E(M).

Debidoaque M es esencial en E(M ) entonces 0 M Im( f ) e T.~F.
lo cual es imposible, porlotanto £( ¢, (Rad(R)))=1tA 7, .

(iv ) Supongamos que 1 es semisimple, entonces £ (/. (Rad(R)))stA 7.

Si ¥ denota a la familia de todos los R-modulos simples que generan a T,
entonces es inmediato que T A 7, =& ({ S|S eF T D sisesnT,

entonces S es, debido a que R es un cogenerador inyectivo, isomorfo a un
ideal izquierdo minimo A de R. Como A es un ideal simple singular,
entonces A% =0, porlotanto A<Rad(R).

Como Ac [, ,entonces S= A<, (Rad(R))

SE(H (Rad(R)))2tA g, .
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(v ) v e R-tors es estable y cohereditaria <> 1 es jansiana y se escinde
centralmente [17, Teo. 3] . Entonces (v) sesiguede (ii) y (iii), porque
7 es estable, jansiana y cohereditaria,

(vi) Sesiguede (ii)y (iv).
a

Proposicion 3.68 : Si R es un anillo perfecto derecho y cogenerador inyectivo
izquierdo, entonces ~, =, = _ &,

Demostracion: [r]ﬁ' =[7] , porel corolario 3.52.

Por (i) de la proposicion anterior, tenemos que [7], <[7], Vte R-ors.

Pero por (iv) de la proposicion anterior, se tiene TA 7, =& (#.(Rad(R)))
Y 1 € R-tors.

voeld =[d, =0, &1 (Rad(R))=A[d],
=€(1,(Rad(R)))DTAT,=CAT, D Ox, 1 oe[r]w, .
Porlotanto [7] =[7] VteR-tors Asim =m= ~.

Lema 3.69 . Si =~ = =~ entonces la clase de los R-moddulos simples
inyectivos es la misma que la clase de los R-modulos simples proyectivos .

Demostracion:  Si S es un  R-modulo simple inyectivo, entonces no es
superfluo. Como [1]“,‘ = zL' entonces & (R-Suf) =z, . Porlo tanto S

singular implica S superfluo. De aqui que S no es singular y, por lo tanto S
es proyectivo.
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Ahora bien, si S es proyectivo y S no es inyectivo, entonces S es superfluo.
Por lo tanto S es de 7,-torsion. Por lo tanto es singular proyectivo, que es
una contradiccion.

]
Proposicion 3.70 . Son equivalentes para R, un anillo perfecto derecho:

(i) z'=«z'

(i) laclase de los R-modulos simples inyectivos es la misma que la clase de
los R-modulos simples proyectivos .

Demostracion: (i=>1i) Por el lema anterior, vale para cualquier anillo.
(ii <= 1) Por la proposicion 3.54, tenemos que:
7o= 1, =t (Rad (R)) <& (R-Suf).

Ahora, si N es superfluo y es libre de & ( Rad ( R ))-torsion. Como
soc ,(Rad(R)) = 0, entonces 7_ se escinde centralmente y, por lo tanto se tiene

que FHM(R»= F;, = T,.. Entonces N seria semisimple proyectivo. Por lo

tanto habria un simple proyectivo ( inyectivo ) superfluo, que es una
contradiccion,

. E(Rad (R))=E(R-Suf)=71s=r1, .

s Az, = 2] =12,

Abora, A[7] , =tA&(R-Suf)=1A 7, =[1], .
]
Proposicion 3.71 : Sea R un anillo para el que cada simple inyectivo es

proyectivo. ( Por ejemplo: R PF-izquierdo, un anillo de valuacion local ). Son
equivalentes:
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(i) lal, = [z,
(ii) 7, se escinde centralmente.
Demostracion:

(ii=>i) 7, esjansiana y F; = '[r' . Como t, se escinde centralmente,
entonces cada modulo semisimple proyectivo es inyectivo. [10, Cor. 2.15)

L tg=1a €[g],.

Si oel z].' , entonces [ consta de semisimples inyectivos ( por la
observacion 3.25). Por hipétesis, F, = T, =F;,. Porlotanto 7. <.

T, =Te<0.

Pordltimo, 627, = P, ¢ F,O =T o Y cada simple proyectivo es inyectivo.
Asique o € [Z].,»

wl =lwad=2l,, -

(i=ii) 7 elz], =[z], =F, consta de semisimples inyectivos no
singulares y, por lo tanto, proyectivos. En consecuencia < T, .
Porlotanto 7, v r, =%, yentonces 7, =7a. T,' =F..

T, € [ ;(L. implica que todo semisimple proyectivo, es inyectivo.

. 1, seescinde centralmente. [10]
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Lema 3.72: Si R esunanillo PF-izquierdo, entonces 7, =y (R-Suf).
Demostracion:

(<) Si .S esun R-modulo simple proyectivo y libre de x ( R-Suf )-torsion,
entonces existe un morfismo 0 #f de ,§ a E(M), con M e R-Suf
Entonces 02 f( ,§)sSM (M<SE(M)). = x8=f(z8)con f(,5)

superfluo. Por lo tanto, por €l lema 3.19, ,§ no esinyectivo. Porlotanto .S
no es proyectivo, que es una contradiccion,

(2) Si M eslibrede 7 -torsion y M —" l'!‘E(S,,) con §,, como
aeX

Hom (M,E (S, ))=0 paratoda S, simple proyectivo, podemos suponer
que S, essingular paratoda o en X. Porlotanto §, € R-Suf. Va e X

. Me Fm_w,.
[ ]

Lema 3.73: Si R esunanillo PF-izquierdo, entonces:
7, =E(R-Suf)=n[z] ,.

Demostracion: Sabemos que [r,|  =[&(R-Suf)nr,,x (RSuf~F, ).

«

De [4, Prop. 39.3] se tiene que 7, es cohereditaria debido a que 7, =74, que
se escinde centralmente, pues R es PF.

Entonces, por el lema 3.15, , ( R-Suf f,a) =x(R-Suf)vr, =7, vr, =y,

LK€ [T“].‘«e ~lz] .. Asiesque 7, e[y] ..

Como 7, es jansiana, entonces A [r,,] LA [ z]“g =& (R-Suf), y como,

<

ademas, & (R-Suf )< 7, (Si N € R-Suf entonces existe un monomorfismo de
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N hacia (Rad(R))* p.a. conjunto X, y Rad (R)</, (R),yasi Ne T; ),
se tiene que & (R-Suf ) es jansiana.

Ahorasi M € & (R-Suf ), entonces existe un monomorfismo:

M2, HYE(S.,) € T,sy (pues & (R-Suf ) es jansiana ) , con §,
simple singular. Por lo tanto 7, <& (R-Suf).

Proposicion 3.74 : Si R esunanillo PF-izquierdo, entonces ~ = = .

Demostracion. Del lema anterior, tenemos que A [r]_‘, =1t A7, . Porotra
parte sabemos que A[7], =tA 7, .

LT RG O TAT,=CAT, < T=0.

(TR TESS KT
S BE B i
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v, CARACIERIZACION DE LOS ANILLOS PARA
LOS QUE R-fors £S TSOMORTO A Ropr.

ALGUNAS CUESTIONES RELACIONADAS.(;Cuando :_ es
una operacion en R-tors?).

o En la clase de los prerradicales en R-Mod, hay definidas cuatro
operaciones. A,Vv, 9, y _: . Como vimos en el capitulo 1, a cada
elemento 7 e R-tors, le corresponde un radical exacto izquierdo 1, .

Observacion 4.1: Si t y s son prerradicales de R-Mod tenemos que:
MeT, siysolosi M/t(M)eT,
Demostracion:
(=2)Me T, =(t:s)(M)=M = M/t(M)=s(M/t(M))
S MIt(M)eT,
(c)M/t(M)eTl, @s(M/t(M)=M/t(M)=(t:s)(M)/t(M)
Lo (tis)(M)=M y Me T .
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Podriamos intentar definir _: _ en R-tors por:
T.=(MM/,(M)eT,)
={M|30>K->M->N-0 exacta,conKe T ,Ne T }.

Y asi tendriamos que 1, = ¢, . Sin embargo esto, en general, no
funciona pues implicarfa que _ : _ es una operacion para el conjunto de los

radicales exactos izquierdos en R-Mod.

Proposicion 4.2 . Si _:_ es una operacion para el conjunto de los radicales
exactos izquierdos, entonces todo R-modulo semisimple proyectivo es
inyectivo. ( En otras palabras: 7,, se escinde centralmente por (10, cor. 2.15}).

Demostracion. Sea M un R-moédulo semisimple proyectivoy sea E(M) su
capsula inyectiva. Entonces M y E(M)/Me | por la

LEEMYMYTEM)
observacion anterior. Como la clase de torsion asociada a un radical exacto
izquierdo es cerrada bajo extensiones, de la sucesion exacta:

0->M-2>E(M)->E(M)/M-0

obtenemosque E(M)e T .. Entonces, de la observacion anterior
(EMIMYTEM)
E(M)

t;(E(M)/M)(E(M)) Ifmn '

se infiere que

=

Por otro lado, Me 7| w € F. .» bor lo tanto E(M)ef, ., pero
E(M)/M ¢ '[‘r ya que Mesesencialen E(M). Entonces tenemos que:

Hom(E(M)/M,E(M))=0

yentonces E(M) e | . Porlo tanto, E(M) e T

LEEMY M) L’
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Como consecuencia, E(M ) es un R-modulo semisimple proyectivo y por lo
tanto M es un sumando directo esencial de E ( M ), lo cual sucede solo
cuandko M=E (M). Porlotanto M es inyectivo.

Observacion 4.3 : Sea Z el prerradical que asocia a cada R-modulo M su
submodulo singular, entonces como caso particular de [2, prop. 1.10.2] vemos
que:

Si Z es un radical, entonces R es un anillo no singular.

Suponiendo que Z es un radical exacto izquierdo, entonces [, es cerrada
bajo extensiones. Si tomamos ,K <R méximo con la propiedad de que
KN Z(R)=0, entonces, de la sucesion exacta:

05Z(R)>R/K->R/(Z(R)®K)>0
vemos que R /K es singular, es decir que K es esencial en R.
Como KnZ (R)=0,entonces Z(R)=0.
a
Ejemplo 4.4 : Del teorema 4.2 se ve claro que, para un anillo R con un
R-médulo semisimple proyectivo que no sea inyectivo, el conjunto de los

radicales exactos izquierdos no es cerrado bajo la operacion _:__ .

Por ejemplo; Sea F un campo cualquiera y tomamos:
R= F F
0 F
Entonces (O 0)= soc (R ), y es el unico ideal izquierdo esencial de R,y por

lotanto Z (R )=am,(soc(R))=0.
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Ahora, tenemos que soc(R), y R/soc( R) e T, Sin embargo,

¢ (Wrac(RNFE (aoe ()

demostraremos que R ¢ T, Como R € F,m ( por la observacién

R AN (et m)) |

anterior ),y R/soc(R) e ‘l‘,m (debido a que soc (R ) es esencial en R ),
Ahora,si Re T

iioccanHecanian ° entonces R € T

entonces R € F, feameeny”

¢ Rooe(R) |

Esto implica que R es semisimple proyectivo, ya que soc (R ) loes. Pero R
no es semisimple.

Observacion 4.5 . Sean t y s prerradicales de R-Mod, y t idempotente.
Entonces t<s es equivalentecon [,c T, .

Esta Gltima observacion muestra que el orden de los prerradicales idempotentes
esta dada por < respecto de sus clases de torsion.

¢ En lo que sigue, veremos cuando todo prerradical se corresponde con
una teoria de torsion ( hereditaria ).

Eneste caso _: _ es una operacion en R-tors, asf que se aplica la proposicion
42

Como en realidad e! problema que nos interesa es el de cuando todo prerradical
es un radical exacto izquierdo, podemos empezar notando lo siguiente: [7, V1.
Prop. 1.7].

Observacion 4.6 : Sea r un prerradical en R-Mod. Son equivalentes:

(i) r esexacto izquierdo.

(ii) r esidempotente y T, es hereditaria. ( cerrada bajo submodulos ).
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Proposicion 4.7 : Si todo prerradical de R-Mod es un radical idempotente,
entonces t:s=tvs,

Demostracion: De la observacion 4.6 sesigueque t<t:s y que s<t:s,
porlotanto tvs<t:s.

Ahora, mostraremos que t <s implicaque t:s=s Sea MeT s » €NtONCes
M/t(M)e “,- Como t(M)cs(M) y como s esun radical, tenemos
que M/t(M)=s(M/t(M))=s(M)/t(M),yentonces Me | (La
segunda igualdad se tiene del lema anterior ).

Porlotanto t:s<s=t vs<t:s, asique t:s=s,
Si t y s son prerradicales, como t <t vs, de lo anterior obtenemos que:

t:sst:(tvs)=tvs<t:s,

Proposicion 4.8 : Son equivalentes:
(i) Todo prerradical es un radical exacto izquierdo.
(ii) a) A =_0o_ .

b) v=_:_

c) T, eshereditaria paratodo R-médulo M.

Demostracion. (i = ii ) Por la observacion anterior, r exacto izquierdo
implica r idempotente. Por lo tanto todo prerradical es idempotente. Asi que
podemos aplicar la observacion 4.5.

a) rossr pues (s(M)cM=r1(s(M))c r(M)). También:

r(s(M)ss(M). 2 (ros)(M)er(M)ns(M)e [,nT,=T,,.
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L (ros)(M)<ras.

Porotraparte,s:me[ =T T ,entonces s(M)=My t(M)=M.

“(ros)=ras.
b) Se sigue de la proposicion anterior.
¢) m, (N)=Z{f(M)f e Hom(M,N)}.

Ir,, esun prerradical.
Ahora bien, g (1, ()= Z{g 7(M)lf € Hom(M, N}

< T{(M)lh € Hom(M, L)} = 1, (N).
Por hipotesis fr,, es exacto izquierdo, asi que T,,N es hereditaria.

<) (A = _9° _) = todo prerradical es idempotente.
(v = _:_ ) = todo prerradical es radical.

Sea r un prerradical, entonces r es un radical idempotente. Para demostrar
que es exacto izquierdo, basta ver que |, es hereditaria ( por la observacion
46).

Supongamos que M € [, entonces <.

“NeT, =>NeT,.

Finalmente, en algunos pasos, damos la caracterizacion de los amllos para los
que todo prerradical es radical exacto izquierdo.
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Observacidn 4.9 : Si todo prerradical de R-Mod es exacto izquierdo,
entonces todo ideal izquierdo de R es idempotente.

Demostracion. Sea I unideal izquierdo de R, entonces:
l _ : R-Mod — R-Mod
MHIM

induce un prerradical de R-Mod. Como estamnos suponiendo que todo
prerradical es exacto izquierdo entonces por [7, VI prop. 1.7] tenemos que,
como IcR:

I1=J (I)=InJ (R)=InIR =1,
.

Lema 4.10: Sea R un anillo tal que todo prerradical de R-Mod es exacto
izquierdo. Entonces paratodo ,/< R setieneque & (/)= .

Demostracion. Sea /< R,y consideremos la siguiente sucesion exacta:
L

0> >R~-R/I-0.

Tenemos que R/T e [, . Porlaobservacion 4.3, R € F, . Entonces, dela
sucesion exacta anterior y de la proposicion 4.7, obtenemos que:

Re '1“,,:1 o '!m)vl o ",

wilan

Como Re T, ,YRe Ft, concluimos que R e T, ; es decir que R

'a:l‘”)
esde & (I )-torsion, porlotanto & (I)=1x.
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Proposicion 4.11: Sea R un anillo tal que todo prerradical de R-Mod es un
radical exacto izquierdo. Entonces R no tiene ideales bilaterales propios que
sean esenciales como ideales izquierdos.

Demostracion.  Supongamos que si hay un ideal bilateral ./, con esa
propiedad. Entonces por el lema anterior se tiene que & (1) =7. Entonces
tenemos que Hom (I,E(R/1))=0. Porlo tanto, existe un morfismo:

0%f:J>R/I, con J<I.
Entonces obtenemos, utilizando la observacion 4.9, que:

0-#f(J)=Ff(J))=Jf(J)<1R/I =0, queesuna contradiccion,

De la anterior proposicion podemos demostrar la siguiente:

Proposicion 4.12: Sea R un anillo tal que todo prerradical de R-Mod esun
radical exacto izquierdo. Entonces todo ideal bilateral de R esta generado por
un idempotente central de R

Demostracion. Sea ./, <R, entonces ,/ no esesencial en R. Sea K ideal
izquierdo maximo con la propiedad de que 1 ~K =0, entonces ,/, ® K es
esencial en R ([l prop.5.21]).

Como IK < InK = 0, tenemos que K < amy (1), el cual es un ideal
bilateral de R. En particular amm, (1) 1 es un ideal izquierdo de R. Porla
observacion 4.9, sabemos que todo ideal izquierdo de R es idempotente.

Por lo tanto amm,(1)~1=(am,(1)~1)* que estd incluido en
Lamn, (1)=0. Por la eleccion de K, se tiene que:

K=ann,(1).
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En particular, K es un ideal bilateral de R. Porlotanto ,/,® ,K < R e

oIy @ (K es bilateral. Por la proposicion 4.11 tenemos que R =1 x K
(Producto de anillos).

Lema 4.13: Si R esunanillo que no es semisimple y tal que todo prerradical
de R-Mod es un radical exacto izquierdo, entonces todo prerradical que
extienda propiamente a Z, se escinde centralmente,

Demostracidn: Por la hipotesis y la observacion 4.3, se sigue que R es no
singular. Por lo tanto, la teoria de torsion de Goldie y la teoria de torsion de
Lambek , ¥ ( R ), coinciden. Como consecuencia de esto, Z es el mayor
prerradical que hace a R libre de torsion, Sea t una extension propia de Z ,
por la proposicion 4.12, tenemosque R=t(R) x K, con K=R/t(R).

Observacion 4.14 . Notamos que en el lema anterior, la clase de torsion
asociada a t es cerrada bajo productos.

Demostracion: Esto se debe a que, por las hipotesis, todo prerradical
corresponde a una teoria de torsion hereditaria. Ahora, si t es un prerradical
que extiende propiamente a Z, entonces la teoria de torsion correspondiente se
escinde centralmente, como se vio en el lema anterior. Es bien sabido que una
teoria de torsion que se escinde centralmente, es jansiana (ver [7, V1. example
2.2 y p.154]) que es lo mismo que decir que 'l', es cerrada bajo productos.

Lema 4.15: Si R es un anillo que no es semisimple y tal que todo prerradical
de R-Mod es un radical exacto izquierdo, entonces:

R-tors=[&, 7, JU {x}.

Demostracion. Por la observacion anterior, sabemos que toda extension propia
de 7, esjansiana.
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Si hubieraun R-modulo S simple proyectivo, entonces 7, v 7, seriajansiana
y por lo tanto:

STV, D G=1,V(AT, )T,
La tltima igualdad se tiene debido a que, 76 es €l seudocomplemento de 7, .

Esto implica, por la proposicion 42 y de [10, cor. 215 y Teo. 2.16]
tenemos que R=soc,(R) x £, (R), pero - (R)=1 (R)=Z(R)=0.
Por lo tanto R deberia ser semisimple contradiciendo la hipotesis. Entonces
concluimos que R no tiene R-modulos simples proyectivos y R =1. (R).

En consecuencia 7o =7. Como toda extension propia de 7, es jansiana y

como 7a = %, concluimos que 7, no tiene extensiones propias,

Por otro lado, Si o € R-tors, y o no es una especializacion de 7, , entonces
ov 7, =%. Delaproposicion 4.7, obtenemos que R=R/Z(R)e T, .

Porlo tanto o =%. Concluimos que R-tors=[&, 7, Ju {% }.

¢ Podemos observar también que, si R es un anillo no semisimple tal que
todo prerradical de R-Mod es un radical exacto izquierdo con un ideal bilateral
0#,/, propio, entonces el prerradical /_ definiria una teoria de torsion que
noestien [& 7, JUu{x} (0zIR=1<R),delo quepodemos concluir el
siguiente:

Lema 4.16 . Si R esun anillo que no es semisimple y tal que todo prerradical
de R-Mod es un radical exacto izquierdo, entonces R esun anillo simple.

Proposicion 4.17 : Las siguientes proposiciones son equivalentes para un
anillo R:
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(i) Todo prerradical de R-Mod es un radical exacto izquierdo.
(ii) R esun anillo semisimple artiniano.
Demostracion:

(i>ii) Sean R, y R, anillos tales que cada uno de sus prerradicales es un
radical exacto izquierdo, entonces, se sigue de [2, prop. 1.9.1] que el producto
deanillos R, x R, también tiene la propiedad.

Ahora bien, si hubiera un anillo que no fuera semisimple R, tal que todos sus
prerradicales fueran radicales exactos izquierdos, podriamos tomar el producto
R x R, que también tendria tal propiedad, pero R x R no seria semisimple
artiniano ni un anillo simple, contradiciendo asi el lema anterior.

(ii=1i) Si R es semisimple artiniano, entonces para cualquier prerradical t
de R-Mod, se tiene que t es un funtor exacto izquierdo ( todo se escinde ). En
particular, t es exacto izquierdo y en consecuencia t es un prerradical
idempotente. Para M € R-Mod tenemos que, M=t (M) @ N, para algin
R-mddulo N. Porlotanto t (M) =t(t(M)) @t (N). En consecuencia se
tieneque 0=t(N)=t(M/t(M)), esdecir t esun radical.
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