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P 	E E A C. I O. 

• Ls probable que en este preciso ¡nomen( o, 1;1 mente inmiisidora. del lector 1.; 
se cuestione, al igual que lo liare un explorador cuando comienza un viaje, 
¡u,  le espera si decide abordar el contenido del presente Trabajo de Tesis. 

Para ser justos debo admitir que se pueden tomar diferentes rutas y puntos 

de vista en una aproximación al tema al "problema de valores Iniciales de 

I.. Relatividad General,' según el gusto de cada autor, lo que es no indicio 
de la riqueza (I 	1111 bebe nuestro tema. Por (jernplo, es una. fuerte moti- 
vación liara seguir los lineamientos (le este estudio, tener en mente que, una 

resolución. aún parcial. de este problema, en conjunción con el uso de las 

ilerrainVlit as de cómputo y métodos numéricos de los tiempos modernos, es 
-in duda alguna. una vía práctica para gcncror soluciones de las ecuaciones 
.1.. campo de Einstein. 

Aquí. solo comenzamos a. explorar y ciertamente no hemos llegado a 
la forma de ataque definitiva, para una resolución completo del problema, 
muchas preguntas aún persisten y hasta ahora permanecen abiertas. Pre-

sent fonos a continuación, la. manera como se ha organizado el viaje, o mejor 
dicho. como se ha presentado el mismo ante los ojos expectantes del autor. 

En un primer capítulo se fórmula el problema en cuestión, cuyo nom-

bre titula esta 1ósis, con todo lo necesario que con lleva este aserto. Hemos 
m'atado de que a lo largo de la exposición, las fórmulas relevantes quedaran 

centradas. Conio cuestión de notación indicamos que, los índices formados 

con el alfabeto griego recorren los números 0,1.2 y 3. Mientras que aquellos 
indices  representados por letras de nuestro propio alfabeto, solo recorren 1,2 

3. V se usan en objetos de rarúter meramente espacial. En el segundo 
capítulo se recoge parte de la. jerga matemática, en especial el concepto de 

nimpacidad como medio Para afrontar problemas definidos en espacios de 
dimensión infinita. L'II el capítulo tres, se indaga la invarianza conforme del 

problema de valores iniciales de la Relatividad General y su reformulación 

terininos de esta base. En ese mismo lugar, sección 3.8.1, se incluye 
01a prueba, debida al autor, concerniente a la existencia de soluciones es-

tictainente positivas para una ecuación diferencial parcial de la mayor rel-
..vam-fa  1.11 la. investigación. También tie muestra en un cuarto capítulo, la 

H.solución conseguida en I 984, de una antigua conjetura formulada en los 

sesenta. que plagaba a la geometría diferencial, la que se le denomina, 
II 	ira de Va mabe cuya. solución descansa en el teorema de la positividad 

la energía y que ha motivado mucho, las investigaciones sobre análisis 

pi -lineal. Armados con estas piezas de conocimiento se arriva finalmente, 

,•:. el quinto y último capítulo, al siguiente resultado, concerniente a espacio- 

• .,Inpos espacialmente cerrados V entonces aquellos para los cuales la inercia 
i i -determinada" por la. materia.. 
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Sea  s. el conjunto (le soluciones de las ernaciones del campo gravitatorio. 

formado por elementos que son espacio-tiempos. globalmente hiperbólicos y 

que por tanto cumplen con el pricipio de causalidad, que admiten al menos 

una hipersuperficie espacial compacta. sin frontera de curvatura media con-

stante, quienes satisfacen la condición (le energía dominante, permitiendo 

ratar en ellos entonces, solo materia energía que no puede viajar más rápido 

que la luz. Este conjunto S, result estar en rorrepondencia binnívoca ron 

clases de equivalencia difeoconfornies (le dalos iniciales (1' 3,1, a•,V,p,J), 
libremente especificables, salvo que' deben cumplir la condición de energía 

thuninante.• la condición de iniegrabilidad global ( N,„ .1" 	= t) y la ecuación 

dikoconfornie, que expresa la influencia (le la finitud del espacio sobre la, 

inercia de los cuerpos, (n.( -4. 1 )O  r.1- 1- II 	O. 

Mlíti 	 por cada clase difeoconforme de datos iniciales no 
jiviales, que satisfacen las condiciones anteriores, existe un Unico represen-

tante. oxrepto por cambios df,  coordenadas, donde la ley de conservación 

de la energía es Válida y dichos dalos generan una. región de espacio-tiempo, 

globalmente hiperbólico. que satisface las ecuaciones del campo gravitatorio, 

fundadas en la leoría de la Relatividad General de Einstein, 

Espero que la investigación presente les luciese, a lo largo del camino 

pasar algttnos ratos agradables. 

Quiero expresar mi gratitud al Dr. Jental Guven por sugerirme el terna. (le 

Tesis, y darme la libertad de seguir mi propio instinto; así como al Instituto 

de Ciencias Nucleares por las facilidades brindadas durante la, elaboración 

de este tralla jo. Especialmente al 1)1.. Jorge Ize, quien fue la típica influencia 

"rata que hiciera valer la. pena. el asistir a la. Universidad. 

\If', N ico, 1), 1'. Julio de 199(1. 	 'Vence-sino S'a:dingo Germán 
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( ()N(11)1:11ACIUM 	(111111, L1 ()111( 1:N 1)1, 1,1 IN r 	.1,\ 

1.1 	1.:1 principio (lt,  Mach. 

(luí I ral ap, m(p, con principios básicos de ['s'ea. Estos principios han sido A 
rpvisado, una V otra VQZ Pll Cada (''pnea; reCOrdenwS 110f PiPinpiü, las obras (le 
Newton y F.,inhtein, de las que somos deudores. l'ara dar un vistas() sobre lo 
que estamos hablando, hemos preferido iniciar con un experimento pensado, 
cuyo origen se remonta a las reflexiones del físico y filósofo austriaco Ernst 

laclii. Imaginemos pues dos cuerpos (leídos de la misma naturaleza, que se 
encuent ran en rotación relativa lino con respecto al otro alrededor de un eje 
4 onuín. suficientemente alejados entre sí y del resto de la. materia para que 
la Unica interacción relevante a considerar sobre ellos es la ejercida por sus 
propias partes. Bien podría suceder que mediciones internas, efectuadas por 
observadores que se encontrasen ('II reposo relativo con respecto cada cuerpo, 
',velaran que 1111(1 de (.110s, S t , 1 lene forma psferica, mientras (lile el otro, 52 , 
I iene forma elípsoidal. ,', A que debemos atribuir esta diferencia?. Queremos 
una respuesta que no involucre iiiiii.atnenie a ,s' i  y ,5'2  ¡MI' sí mismos, pues en 
' a l f aso. esi ;i ríamos  dando una explicación basados en las; propias difvfPftrial.' 
( p i e queremos explicar. 

Nuest ro sentido de justicia ,4‘ i n cli n a a favor de la siguiente aseveración 
a la que nos referiremos en adelante como principio de Mach; • 

La, propifdades inciria/(.5 	/4(5 ent 11)(15 11( M'Ud( II de 1(1 diSlribtlelÓn y 

flujo o 'olivo (I( lodo forma de aun ria-t Hervía cristente en el Universo, 

La teoría General de la Relatividad proporciona parle del significado de 
este enunciado, pero ¿('(lote lo hace y de que 'llanera la inercia de los cuerpos 
queda completamente determinada'.'2 . Esta es la interrogante que desearnos 
contestar. sin embargo antes de comenzar nuestra, tarea. citaremos algunas 
palabras que Dermis Schou') exclamó alguna vez y que a su vez servirán 
como palabras de advertencia: 

.. This reniarkable theory ( General 	) has liad many striking 
dicresw:„ lo in, credit, but tlie e N iem lo which íi. account for inedia is titila 

mane! oí* coto roversy. One ! pasta, [la Ibis is Ilie mathematical intricary 
of the 1 heory. which preve:lis a general aoack oil most problems3  ". 

I  A. Einstein. Die Gruntilage der allgentt‘inen Itelativitjitstlieorie, Alittrifen dcr Physik, 

9, 1916. erit.enido C.11 la eolleción Das lielativitátsprinzip. 

2 E11 esta direeci6n ver J. A \VIteeler 1988, (;conietrotiyilaniic SI eering Principie reveals 

the detertniners of Inercia, itifcrtitiono/./ourtia/ of Modern'Physirs A, Vol. 3, No 10. 

3 D. W. Scianta. inertia„S'ei. Atto vierto 196 (/957) 99-109. 
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1.2. 	\ .1111,11i1.1,ti A.1).N1. 

1.2 	Variables 

:a de '09' Iilí1. piwitios ('II el 1111.n1'ú, clariliqueinus parle (le nuestras 

eleas. l'<fr materia-energía existente en el universo entendemos toda. aquella 
(pu-. se enfilen,. ya en una misma Itipersuperficie 	orientable de tipo espacial 

elt, l'ara afrontar nuestro problema, convendremos en describir 
el campo gravitacional no con el uso directo de las componentes del tensor 
métrico g sino emplear otro conjunto (le variables, ya conocido en la, litera-
tura como variables A .D.M.1. que  aunque no :,0,a rovariante si resulta (le 
gran ayuda para el seguimiento de la dinámica de la :lgoomet ría y SU inter- 
pretación. Con esta. idea en mente 1,xploremos 	signilicado que encierra el 
elemento de linea ds para las cantidades 	o y fr que aparecen en la 
fórmula: 

ds2  = -(((di)2  -11„),(dx" + 	dt)(d.rb 	libdt) 

Anea coordenada X 

deberá corresponder a una métrica Riemanniana de 	(vease la figura 
adjunta), adi se interpreta entonces como el tiempo propio ortogonal de 
separación entre las dos hipersuperficies E y Y.1;;I i_ di , de ahí que a a se le 

denomine el nombre función lapso. Luego solo queda, por interpretar 5 
que. después de lo anterior, será precisamente la velocidad con la quem la 
base coordenada espacial se mueve respecto a su origen, medida en unidades 
de tiempo propio local. Para no cometer faltas de memoria se designa al 
objeto J con el nombre de vector Shift. De esta manera tenemos en nuestras 
manos diez cantidades independientes que remplazarán a las componentes 
de la métrica del espacio-tiempo g. 

gt 2 	 ) 
lid 	 b 

( goa) = 

7 „icé' 	11:;; 	7„031'; (1(.1,(--g) = (r2  del y 

(
,c20 -2 fia 7ah _ „-213a tib 

'Ainowitt , lkser and Minner ( 1962 ). The dynailins uf.  General Relativity, iu Grav- 
an/tul/ 	Introduefion ta (!urrunt lkscurch, 	 ), New York,Wiley, pp. 
2'27.265 



io 	I. CONSWERACIONES SOBRE EL ORIGEN 1)1.: LA INERCIA. 

1.3 	Curvatura intrínseca y extrínseca. 

En acuerdo con nuestras interpretaciones, el vector normal unitario i/;.;  a la 
Ifipersuperficie Y131  (n • n 	L — 	orientado hacia el futuro, es simplemente 

= I
.•.0( 	(I 3r" 	

precisamente el valor que toman sus componentes, 
, lo que se necesita para construir el operador (le proyección P a la hiper 

superficie. Operador que se representa por P111 /),!? (• • •) 	, :fondo cada /),!' 
es igual a. e + n"n,,, cuando actúa sobre tensores de í-esimo rango, (ligamos 

Notemos para empezar, que una definición natural (le derivada covarian• 
le en Y:Al aplicada a tensores de tipo espacial se obtiene (le tomar primero la 
derivad,' (ovada:de asociada a g, y proyectar despur;s sobre la, hipersuperli 

es  devi l. se sugiere 'usar: 
l),)5" 

De esta manera se recobra de nuevo un tensor que tiene solo componentes 
espaciales. Si por ejemplo, plasmamos en el papel solo aquellas componentes 
no nulas de aquel tensor que se origina. de aplicar el operador DI, sobre un 
tensor puramente espacial. digamos T,11.  para fijar ideas, se tiene que Den = 

— 	+ bc e 	P  ,10,T, (expresar 19, en términos de ?á.)  y 
). Ahora bien, en virtud (le (1.0 se observa que &Ir se puede escribir 

completamente en términos de y, 11101 métrica intrínseca a la hipersuperfice, 
en la manera usual; a saber 

Dc'rj + lec TI 

d011de 11, es la conexión asociada a y. 
Se puede tainbién calcular el tenso'. Rieci(7)„1, =2(x)1 -1- 71,/,,-y::),) 

contraer sus índices para obtener un escalar 11.(7) que represente la cur-
vatura intrínseca de Y.';'15  asociada. a 1. 

Por ara parte, uno espera que una medida natural de la. forma en que .‘.:13  
se t (terco en el espacio-tiempo debe estar puesta en términos de las derivadas 
de u. se lleva a. cabo dicho acometido considerando el tensor: 

K E:7 - 1P o .en g 

Que con razón suficiente llamamos tensor de curvatura extrínseca. Esta 
cantidad solo tiene conlponentes espaciales y es un tensor simétrico de rango 
dos, cuyas componentes diferentes de cero son, después de un cálculo: 

lila, = 	
-- 7„b 

 
2o O/ 

la primera igualdad se sigue de usar las componentes (no, no ) = ( 	O) en 
la definición, mientras que la segunda es consecuencia slirecta de la relación 
It 	_ 

= 	„ 



I 11.1',\SCIIIITI(*).\ .1 LAS VAI(IA.111,1 	A 1 \I 	 II 

Trailwripek'ni a las vitriables 	\ I. 

1111i414' 11 ailSilibir Cada Illla de las cantidade•-; ,leteinlina, las por el teirma 
un'.•trig u g en términos del conjunto de variables (11.41, y , 1.1:) y una base coor- 
denada je t .e.,:, • • • , 	del (9 )1 	tangente a 	Con tal fíe se sugiere 
usar las siguientes, expresiones, enlist adas lif!g1-111 	1441111 tic 10ti c,ílcnlus, (P! 

Clhdes 	deri van. 

11 • ti 
1 

	

V a e, 	D„ lo o n 	( • la 

	

!1i1'(1„ 	 D„ I11 1) 
di vil 

	

u 	:-) 11/ Di, Iu ne„ 

Se oTonocen en (11) y (1.3) las ectiacione:-: de Ganss-Weingarten 
qne sob consecuencia directa de las definiciones de 	y k„,b, para establecer 

(1,5) es conveniente utilizar V:1 „e„ 	V„n 	n, e. I y ni` 	—1), en (1.6) 
usar 57;,&.! = ( 	n"n„)V,,e:!, y finalmente (1.8) proviene de c•onsiderar 
n'Y', u'' - \-",„(nl`ny) ••• 111'V „u" junto con non' = — 91"' + Pµ"; /4 ' 
. 11: e,, 

Por ejemplo, si queremos expresar las componentes independientes del 
tensor de Itioniann en función de las variables 	K), bastará, usar la 
relacion illp„s„w"uova s• a, )w. donde /?( u. )w V„Vu w—V,„V„w•- 

,,w Vt ,,. Para obtener: , 

	

R1111 be g ) 	 iljblbe 	) 	 : (1.9) 

	

11,1,14(01' 	21I„ h 1,), 	1.10) 

I 	11 	. 
111,„d„,(g)n"u' ( 	) 11  -11) Dbo 

o 	
(1.11) 

	

101 ar pi' en virtud de las simetrías 	110„1,,„ 	11(,,„ p(,) = 119, 

tensor de Ilieniann tiene 1212---:)-P-'-± componentes independientes, de las cuales 2 

12. 	71.1)±-1!. estan detertitiondas por (1.9). P.-121)-1,'!::.:1)1:1- por (1-10 y 111--11112  
provienen de ( 1.11), llrakets cuadrados indican antisimetrización, mientras 
que.  los parentesis señalan sfinetrización). 

( 1,9) y ( 1.10) son las ecuaciones de Gauss-Codazziy Codazzi-Mainardi 
respectivamente. (1nando se considera el par 	K) y se pregunta si se 
les puede caracterizar como una métrica inducida y un tensor de curvatura 

,(t 



12 	I. CONSWERAC1()NES SOBRE EL 011.IGP:,N DE LA INERCIA. 

extrínseca asociados a una variedad Y.:3  encajada en un continuo tetradimen-
sional con métrica g, las ecuaciones de Gauss-Codazzi-Mainardi resultan sor 
entonces un conjunto necesario para la, integrabilidad. La ecuación (1.11) 
es la única del conjunto que contiene segundas derivadas temporales de la 
métrica 7 (ver (1.2)) y cuando contraeinos sus indices espaciales se le puede 
escribir de una forma un poco diferente,como notara k. liuc.kar después 
de completar segundas derivadas; esto es, llic„.,,(g)iii' 	= 

) 	V „,( ni' S 7  ,,nv ) 	V p(a"V „n" ) (V „a» )(S 7 „a') + ( V 	)(V „it'' ) 
V entonrcs 

div(1)"In cte„ K n ) 	+ K2  

1.4,1 TENSOR 1W EN ERBÍA MOMENTO Y LAS ECUACIONES 
DE CAMPO DE EINSTEIN. 

Con la finalidad de traer a la luz algunos aspectos sobre el origen de la 
inercia. según la relatividad general, se hace la transcripción completa de 
las ecuaciones de campo de Einstein al lenguaje 	pero antes haremos 
algunos comentarios. La manifestación de la materia-energía local se toma en 
cuenta a través de las componentes de un tensor simétrico (le segundo rango 
Tp,„ esta es la manera en que la teoría dice, aquí existe y fluye materia- 
energía local, Distingamos sus componentes, p = 	es la densidad 
de energía local medida por un observador cuya linea de universo tiene como 
vector tangente unitario a n, 	= —P,11  Tp,,n" es la densidad de momento 
según e,, ó por la igualdad E = roe2  es también el flujo de energía propia 
según e„, .5„,, 	P,ILPOl,„ es el (lujo según el, del momento según eu  y como 
no se quiere que un cubo infinitésimalmente pequeño de materia adquiera 
una aceleración angular arbitrariamente grande es también el flujo según e„ 
del momento según eb. No sabemos la forma exacta que el tensor de energía-
momento debe tener. Sin embargo; podernos asumir ciertas desigualdades 
generales que caracterizan el comportamiento de la materia-energía local 
observada en la naturaleza en acuerdo con nuestra idea de como ponderar 
sus contribuciones a la inercia. 

Condición de energía dominante. 

Para cualquier observador, la densidad de energía local es no negativa y 
el vector de flujo de la energía local es no espacial. Más precisamente, se 
tiene que T„,,tel`ty'< 1) y 	es no espacial w temporal. 

La condición de energía dominante implica que la materia-energía local 
no puede viajar más rápido que la Itizr>. 

W. Ilawking and G. F. R. Eilis, Thi huye Scale Structurc of Space• Tinte, Cani bridge 

University Press, Cambridge (1973), pgit 88-96. 
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Es una consecuencia del principio de equivalencia, que no es posible 
, lefinir (le manera (m'urjan/e intríns«..a una densidad de energía local para 
el campo gravitatorio, va que siempre es posible, dado un plinto del espacio-
:lempo. encontrar un sistema de referencia para el cual el campo gravitatorio 

ese punto sea nulo, no obstantc es nuestro principio básico el considerar 
todas las formas de energía como responsables de la inercia de los cuerpos, 
irás adelante tocaremos este punto de nuevo. sección 1.7.1, por el momento 
ocupémonos de la transcripción de la ecuación del campo gravitatorio 

1 
,l/ 	s-  T„„ id- 	1,, 

Recordarnos que hemos asumido e , 1 y 871- (7 = 1, lo que significa, que el 
valor numérico de tz. 	11-1_P Pfi lulo. Ell ;Ldelan 1,0 abreviaremos. como es usual, 

.5„„/I por 

Ecuncion del campo graritalorio, 

Aquí Si? asume que ( 	g), satisface las mit:eh-u-les del campo gravitato- 
rio y se pretende encontrar su ranga Ilación en el lenguaje AI)M. Se inicia 
con el escalar de curvatura del espacio-tiempo, ./?.(g) = (P"" —nonv)(PP' — 
nPna )ll„„,(g) 	PP"Po"Ropw(g) 211„,,(g)n"n'. Esta expresión en con- 
junto con las ecuaciones de Gauss-Codazzi son suficientes transcribir al-
gunas de las ecuaciones de campo de Einstein. Se pone p = Glivnlinv(= 
11„,.,(g)W4 n' 	1/1(g)) en la forma: 

. 
--- 	

' 
( /?(I — 	Kb  + K 2 ) :-p 

2  
( 1.12) 

Y también vemos que 	= -41.1,1 (.7„,n" = 	= 	/?„„(g)n," se reduce, 
por Gauss-e',odazzi, a la ecuación 

j cb 	 7ficis.) 	 (1.13) 

Si insistimos de nuevo en saber si un par cualquiera (1,K) se puede 
interpretar como una métrica inducida y una curvatura extrínseca de una 
hipersuperficie I13, esta vez inmersa en un espacio-tiempo que satisface las 
ecuaciones de campo de Eiustein (problema inverso de lo que se hace en esta 
sección), necesariamente debe cumplirse sobre la hipersuperficie el sisterna 
de ecuaciones (1.12) y (1.13); estas expresiones, que forman parte de las 
ecuaciones del campo gravitatorio, en su conjunto les llameremos constric-
ciones y son nuestra primera conexión directa con el principio de Mach. 

Por otra parte, 1?„„(g) = (T„, 	112-gt,„?`7„,) es otra manera de escribir 
las ecuaciones del campo gravitatorio, si se usa esta última forma, la relación 

ilab( g) = Rq s'ibv(g) rf---::: 1- il,i'm,(g), (1.11) y de ntmvo 
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Gauss-Codazzi si. expresa finalmente. PI,' Ir (8' 	,S'„1, como: 

I 

4} 

( 	Kni. 	— 2 K,(.711.;, + K 	— ( ;5',1; + 2 
	P 	51) —  — 	"b(1  

(1.11) 
hemos concluido la transcripción de las ecuaciones de campo de Einstein. 

I',.f91111'i0110 s rlr 1"011.SITIWICifill. 

En noviembre 25 de 1915, A. Einstein presentó su versión final de las 
er naciones (1(.1 campo gravitatorio ante 1;1, academia Prusiana. Para este 
tiempo aún no era parte de su conocimiento las identidades de Bianchi y en-
tonces qme el operador diferencial GPI' en las 11,,,, tiene divergencia nula. Esta 
identidad fue derivada por el matemático alemán Aurel Voss en 1880, por 
Med en 1889 y Luigi Bianchi en 1902, Merman Weyl en agosto de 1917 obtuvo 
también esta identidad por un principio variacional. Se pone de manifiesto 
ahora que tal identidad 57 1,69"; = O implica, siempre que se satisfacen las 
ecuaciones del campo gravitatorio, que V,,T1'" = O y se cumplen entonces 
las ecuaciones (le conservación. Al aplicar las expresiones (1.5), (1.6) y (1.7) 
tanto en Pia V t,T" = O como en n„V,,T" = O se obtiene una versión de 
ambas ecuaciones en función de las variables A.D.M. Se reconoce en cada 
tina, colaciones muy particulares, a saber, la ecuación de continuidad y la. 
ecuación de Euler6  respectivamente. Notemos que Sub  aparece en cada una 
de las m'ilaciones y la interacción gravitacional se toma en cuenta a través 
de los tí.rittinos que contienen las variables (r, / y K. 

cl 
	Dolb 

 
= 5"1' /5..;/, -1- p K 	I)bp 	2,1b  Di, In o 

	
(1.15) 

ja 	Dhsab = 2,/ !s.4), 	 — (Sa b  p-yab )D6 In 41.16) 
rl 	

(1( 

Es instructivo notar ahora. sin necesidad de hacer más cálculos, que si se 
verifican las ecuaciones (le movimiento (1.2) y (1.11) para -y y k, y además 
la materia-energía evoluciona satisfaciendo las ecuaciones de conservación 
(1.15) y (1.16) entonces, si se verifican las constricciones, ecuaciones (1.12), 
(1.13), sobre 	se mantendrán válidas sobre 	que se determina, apartir 
(le 	según los valores que tomen (r y /1. Esto se infiere de la identidad 
C' (1"" 	O tal como se puede visualizar directamente por andollín a los 
cálculirs que llevaron a las ecuachmes ( 1.15) y ( I .1(i), solo que ahora debemos 
remplazar 'Pu' por (IP" -- Ti' para finalmente arrivar a dicha conclusión. 

Estas expresiones aparecen en .1. W. York 1982, The Initial value prohlern and dynarn-
ics, Gravitational 1?ndintion, North 
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1.5 	problema (le valores iniciales 

de la Relatividad General. 

Sr' dice que un espacio-tiempo (1», g) es globalmente hiperbólico 
si y lado si admite una subvariedad, S, que solo es intersectada, por cada 
irayectoria causal sin fín, una y sola una, vez, subvariedad que se le designa 
el nombre de superficie de Cauchy. 

"l'oda la información de la región donde el espacio-tiempo es hiperbólico 
euruent ra concentrada en un conjunto de datos iniciales, :dennos de natu-

raleza  puramente geométrica, mientras que los otros son de caracter local, 
pero Iodos ellos especificados sobre una superficie de ('auchy. Este es el 
contenido en la relatividad general de la frase: "Las cosas son como son 
porque füeron lo que fueron7". 

En verdad, hoy día se tiene un resultado unís preciso. A saber, cada 
conjunto de datos (E3,7, K) genera, una, región de espacio-tiempo (1/ 4 ,g), 
que se denomina desarrollo de Cauchy de (E3, 7, K), donde g es efec-
tivamente una métrica lorentziana que satisface las ecuaciones del campo 
gravitatorio en el vacío y VI  admite una subvariedad„S, difeomorfa a E3; 
tal que la métrica inducida por g sobre 5 y la curvatura extrínseca asociada 
son respectivamente las imágenes de 7 y K bajo el difeolnorfismo E3 	S. 
Todo aquello cierto si y solo si el conjunto de datos (E3, K) satisfacen las 
constricciones en el vacíos. Un resultado análogo también existe en presencia 
de fuentes, solo que esta vez lia.y que considerar tanto leyes de conservación, 
cuino leyes constitutivas y otras constricciones que pueden surgir en el pro-
blema. 

.Así que el conjunto de datos (E3,7, K,p,./) no es libremente especifi-
cable ( Principio (le Mach). Una interrogante es ¿Cuales son aquellos datos 
libremente especificables que gobiernan la inercia de los cuerpos?. El prob-
lema de valores iniciales es construir todos los conjuntos de datos 
í E. 	K.p,./) posibles, que satisfacen las constricciones, una empresa que 
lleva, en si misma, la identificación de los grados de libertad del campo 
zraYil alorjo. 

7 E1 tiv arrollo de Cauchy, ver abajo, de un conjunto de datos iniciales terminaría por 
ejemplo por la formación de singularidades o violaciones a la causalidad. 

Ver C. I. i. Clarke (1993), The Anolysis of Space-Time Singularities, Cambridge lecture 
notes in physics, Pniversity Press Cambridge, 124-125. 

"Ver Choquet-llruhat, Y. and 	W. York. (1980), The Catiehti Problem, in: General 
Itelativity and Gravitation, cd. A. Ileld (Plenum, New York). 
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1.6 	Formulación canónica, 

A principios del siglo XX, cinco días antes de que Einstein presentara su 
versión final de las ecuaciones del campo gravitatorio, D. llilbert presentó 
un artículo a la Gesellschaft (leí' Wissenschaften en Goettingel titulado "The 
l'oun(lations of Physics", en este se presentaba con éxito la construcción de 
un conjunto de ecuaciones para el campo gravitatorio°, el método que utilizó 
para llegar a él tiene origen en un principio variacional. 

Se define primero un espacio normado de métricas hiperbólicas de sig-
natura lorentziana admisibles a la variedad del espacio-tiempo V'', diga- mos 
M(1/4  ). En la definición de M(174 ) se especifican por ejemplo res- tricciones 
referentes al comportamiento asintol ico a tornar en la infinidad espacial, si la. 
hay. Si M( 	) es lo suficientemente "regular", que no siempre es el caso en las 
aplicatigmesw, y donde la palabra regular incluye que .51g1 = f R(g)dVy  < 
•.yz; una métrica en fsl(l/ 4 ) que satisface las ecuaciones de campo (le Einstein 
sin materia es un extremo del funcional 

S[gj , 
J 

 11(g)dl 

y viceversa, un extremo de S[gl en M(114 ) satisface las ecuaciones de 
campo de Einstein en el vacío. 

Se advertirá, con esta información fluyendo en el torrente sanguineo, la 
posibilidad de construir un hamiltoniano cuyas ecuaciones canónicas resta-
Mescal' de nuevo las ecuaciones de la teoría de la relatividad general, para, 
eventu ramos en tal empresa debemos especificar el espacio normado M(Vd); 
así que nos limitaremos a buscar entre los hatniltonianos posibles aquel que 
gobierna a un espacio-tiempo espacialmente cerrado y a un espacio-tiempo 
asintóticamente plano. 

Debido a que la mecánica cuántica se construyó en analogía'' con la 
teoría flamiltoniana (le la mecánica clásica, uno espera también encontrar 
pistas hacia. una teoría cuántica de la gravedad. 	' 

Para comenzar, analicemos el funcional S [151 bajo el conjunto de variables 
a,13, 7,7,0): Vemos que, en virtud de la última fórmula antes de la sección 

°A. El stei n (1916), Ilaraillon's p río etple arel the General Ilienry of 	omite nido 
en la colección The Principie of Relativity, Dover publication 

10¡ Es posible tener soluciones de las ecuaciones de campo de Einstein, que en cierto sen-
tido son regulares, pero para las cuales la acción f 11.(1V, diverge?. .1, iladamard presentó 
en 1906 el siguiente ejemplo. Sea 12 = {(r, y) E 4i2  7 2  + y' < 1). Y consideremos el 

problema de Dirichlet r.lu = O, ulou  = q, donde g(0) es la función continua Er 519÷12:14  

(Es una serie de funciones continuas que converge absoluta y uniformemente). Note- 

mos que u(r, y) = 	 ) (función analítica en 1/)•es armónica en f2 y satisface 
la condición de frontera. Luego es solución. Sin embargo se tiene que la acción diverge 
/(u) = fn l  vu 1 2  df2 = oo. 

"P, A. M. Dirac (1925),"The Fundamental EquatioNS of quantum Mechanics" Proc. Soc. 
A. 109 p. (142 
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.1.1 y la priinera de la subseccióu 	ellarit://1 dt eaffipil 9n11,21140'7.0, 	1g1 
1 pi n a la forma 

Sin, 3 ,I, K1 	I .1.  111TK,b, ---- h.2  -{- I?( 7 ) } (tditPj..1,. 

1 — 2 1 	(11 ( l( /)U  Iii n( -I-  K in)ndt0j...; 

Con esta apariencia ya se distingue un término que puede em.xibirse como 
integral de frontera. acordemos en este pingo seguir sin él, a menos que 
!-..ea  necesario incluirlo de nuevo. Como hemos asumido det 7 71,0, podemos 
emplear la supermétricai2 irahrri  y su inversa. G-1  dados por las fórmulas: 

11. ac.„( bri 	nd br 	ntyd)  

~), 

	

) 	ha, »4 

((\bgbi + (S:i(5,6 ) 

para sustituir /1"g/s-1 - 112  por la relación equivalente 2---1bc:1"K"1  , que 
(itet-,.)1 

torna la apariencia de tina energía cinética, luego ll(7) será la resemblanza 
de una energía potencial y podemos reconocer entre las fauces un lagraugiano 
/„ 

Ga bcd b  Krd  
L[0, /3, 7,7,1 = 	(de, 	 Rey ))(1Y. ti 

Notamos enseguida que t no depende de Cr y fi,o , consecuentemente es-
tas cantidades son libremente especilicables, salvo condiciones impuestas por 
la topología de V4, y tanto a como fi pasan a ser variables de norma ajusta-
(des bajo difeoniorlismos, cambios de coordenadas, luego sus momentos con- 
¡ligados asociados son identicantente nulos 	= 	= 0. A diferencia, el 

momento conjugado a lo, es la densidad tensorial 176.11,7 2rrGd'"iKabl'I'd- 
S'Yeá,o 

cantidad que resulta ser en virtud de la ecuación ( 1.2): 

b 	 ( Kub __ 	K  

Ilryee S. DeWitt. (1967), Quantum Theory u1 Golea!) . / 1'/o f.hoiordeal Thcory. 
Phybit 	, vol 161), No 5. 

Nota : Entre las diversas propiedades de la supermétriea podemos Nelialar que mediante 
un rálculrr directo ha de satisfacerse la fórmula G,-41,d1)(i"" 	—y"bh-rar, de la, que se deduee 
la relación de proporcionalidad del G a det 	Del estudio del problema de eigenvalores 
‘le G cuando 7" = 8" se infiere que det G = 	del 
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A la luz de e;la, última fórmula y nuevamente por (1.2) es posible también 
expresar 	en términos irab  arrivando al resultado 

-Griab + 2o6;bed ircd  
En esta etapa de nuestra diseri ación podemos ya intentar construir una ex- 
presión bamiltoniana considerando la transformación de Legendre (ry „„ 

( 7 , 	AD A1  ) esta blecida por 

il.4DAr[n. f3,1, 	= 	ab 	01 , /9,1, 71 (det,y) 
la cual se puede reescribir como 

r''b r„b— ..;tr2[71 	
3 ADA1[ 0 ,13,1, 	f 2 rtt",b  j 	" 	 R(^/ )) dE:. 

(d 

Veamos por tanto que ecuaciones canónicas se infieren de este funcional, el 
cálculo directo de la variación i ll:t n,11  conduce a la expresión: 

	

bilium = f A"1) (`'/„b 1.4,W/9E3 	 (1.17) 

— (Dc0)b7,10d2ue 

2obbir bc + (20,i irk /3cinab)b
ryabd2

0., 

Ahora bien, los términos de frontera se pueden anular en un punto crítico 
del funcional ya sea porque el espacio M (V 'I) se toma suficientemente grande 
ó precisamente porque se restringe ;11(1.R) de manera que estos términos son 
cero de entrada; este último punto de vista es el que se se usa frecuentemente 
de manera que se asumen condiciones de frontera especiales en la infinidad 
espacial. 

Diremos que un espacio-tiempo (E3  x.41, g) es asintóticamente plano si 
existe un conjunto compacto 15 C .9 tal que E3 \73 es la unión disjunta de un 
número finito de conjuntos abiertos 51,1 , A = 1,2,..., N llamados terminales, 
cada uno de ellos difeomorfo al complemento de la 'cerradura de una' bola en 
/13  y con tal difeomorfismo el tensor métrico debe adquirir en SZA  una forma. 
tal que 

C5ab = 	 ) l'abw = 0(r-2 ) 	 (1.18) 
7ab = 0( 7,-2) 

— I = 0(r-1 ) (1,c = 0(r-2) 

13" = 0(r_ s ) í3",• = 0(r -2) 

Resulta que con estas restricciones existe aún un término no nulo en la 
infinidad espacial, a saber 	Gubcr 1)„blabd 2ae = 	7 ab

(,Í, ic,b — 7ab,c)(12ac  • 
Las condiciones (1.18) son físicamente razonables cuando se considera un 
sistema gravitante aislado, ya que es de esperarse su similitud en 12,4  con la 
métrica (le Schwarzschild 
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.1/ 	.r 1' 
ti.," .• 	(I - - —

A/ 
 - ) d/ 2  -F (kr, -i 	- 	

.r
-- - .,-- )11:r'il;r !' 871-1 	 8 ir 	1.-• 

Asi cine nos vemos obligados a modificar //m-,A /  y adoptar como lialuilto 
niano la expresión; 

Lf [a, 	.,r] 	 13b7(60.::,1, + EH 

	

irabirab 	,t2.1 ,2[ 7r i 
/1.(7) 

d(`t 

	

211 	D„ 
(det. ,-W 

	

E[-y) 	7"be'lac,b 	*/•« ,,,,/d2(7" 

El primer término proviene de una integración por partes tomando en 
cuenta 11.18) y hemos añadido un término adicional de superficie para, que 
H/ no contenga términos de frontera; en un IlliiVerSo cerrado tales términos 
simplemente no existen. Podemos verificar ahora, con la acción correspon-
diente al hamiltoniano II 

5111,13,1,r1= 	f 	 111u,y1,7,7r1)dt 
• t„ 

(lile las ecuaciones canónicas 

áti at) 	SU 	:tab 

	

— J'ab, 	= 	= 

sol! solo (1.2) y (1.1.1) respectivamente, que a y /9 aparecen corno multi-
plicadores de Lagrange y que de la variación de ellos se infiere, la constricción 
hamiltoniana (1.12) y la constricción del momento (1.13). Se recuperan, de 
esta numera, las ecuaciones de campo de Einstein en el vacío, tal corno 
queríantos, ¿Pero que significado encierra el término de superficie?"; Este 
flecho es el que teníamos precisamente en mente cuando afirmamos en un 
comienzo que la inercia está determinada solo parcialmente por las ecua-
ciones de campo gravitatorio"". 

-7:7;(.":171¡(;gti, 	 C. (1974) Itole of sudan. integral:: in the. Ilamiltonia.n 
furninlation of general relativity. Ano. uf Phys. 88, pp. 286 -318 . 

14  A este respecto ver la página 179 y la nota 17 de W.Panli (1958), Theory uf Relativity, 
llover publications. 

.. A decision of the more general mathernatical problem uf the existence of such 
rigorous solutions is desirable (soluciones regulares no estacionarias de Itire(g) = O en un 
eSpacio-tiempo a.sintóticamente plano), 1f thcy cxist it would not he posible to formulate 
the Mach principie ( Inercia ) in such a way that it is a consequence oí the relativistic field 

	

equations .This principie has to be reconsidered 	" 
"También A. Einstein en su publicación de 1917 "Cosmológica' considerations Oil the 
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Notemos que cuando evaluamos tal término de frontera para la métrica. 
de Schwarzschild se recupera simplemente la constante Al. 

De ahora en adelante distinguiremos con una barra aquellas cantidades 
que satisfacen las ecuaciones de campo de Einstein, así en particular, el con- 
junto 	71,5, ) será un extremo de la acción S, siempre que este funcional 
11)111(1 un valor finito. 

1.7 	La energía y el momento total 

de un espacio-tiempo asintóticamente plano. 

Anide Enuny Noether, quien se encontraba en Goettingen en 1915, época 
en que se sucitó el descubrimento de las ecuaciones de la gravitación , señalo 
a D. Ifilbert un resultado sobre cantidades conservadas deducidas a partir de 
la invarianza ante ciertas transformaciones de un funcional dado. el mismo 
Unen, quien tampoco conocía las identidades de Bianchi, hizo alusión a 
tal resultado en el artículo referido en el apartado anterior. 

Teorerita de Noether 

Sea Te  una familia de transformaciones (1,o, j3, y, ) A (re, nt,,  (f,,  ya, re ) 
paramétrizadas por e y compatibles con (1.18) , tal que T„ 	I . Si el 
funcional S, dado por la ecuación 

re(íz) 
Se[(11. 3e, l'E, re] 	{ 	x ) • 	'x )(E-1-%3  — 	[cce, /3E, 'Ye, r e) }dre 

rdt i )  

es independiente de e en una vecindad del cero para todo tt  y 12 con 
(a,...0 ,13.,=0,7,=0,7r„..0 ) punto crítico de Se=0, entonces m: 

	

r(t,x) • (i;`)  ),„00.:3 	/11(k,[1,7,71( 7)(9--E71),.. o 	(1.19) 

no depende de t. 

general theory of Relativity" (contenido en la colección The principié of Relolivity, Dover 
publications, pp. 183) reconoce las consecuencias de adoptar condiciones de frontera: 

" Thus inertia would indeed be influeticed , but would not be conditioned by matter". 
"'Ver Jorge lze, (1987), "Calculo de Variaciones", Cinvestav, pp. 147-149 



I..1 ENFI1GíA Y El, ..\1()11.:NT(/ T()T.11 	 '2! 

1.7.1 	1.....\;111(;Í:\ A DNI. 

-;apongatoos en 1..‘stasección, (-oteo ¿'II la que 	sjWif'. 4111t' 4 '1 COIli11111.(1 dt! 

Varia hiCi ( 1 4 	:/1 ¡,r ) esuu PXI renio di! la acción :4)1.iro ol uspacio funcional 

que satisface (1.18). Debido a que lI 110 depende eXpliCil alliellte de 1, no 

tardamos en reconcer que la familia de transformaciones (1.,5",,-J,7y-,W) 
(1+ 	Ef(x),¡3. -̂ 7,1O con f 	(1‹.'-,x11:3) preservan (1.18) y deja invariante 
al funcional 5)o, 3,7, rj, entonces por (1.19), u ,.sa.riaiu nte //VF,.1,5,71 
os una constante de movimiento. Luego, en virt lid de (1.12) y (1.;'3) tiene 
valor EM. De ahí que /151 se interprete como la energía total de un universo 
asintótic'amente plano, que incluye ambos tipos de energía, la de la materia y 
la del canipo gravitatorio. Esto significa que en ausencia de materia, E[-1 se 
reduce al contenido de energía efectiva de la ondas gravitacionales. (Notar 
que el decaimiento de 7 y sus derivadas mantienen esta cantidad finita.) 

1.7.2 N1()N1ENTO *I °TAL 

Siguiendo la. misma pauta, ponemos a tela de ,juicio la familia de tranSfor-
¡naciones T, generada por el campo vetorial e, que tiende en la infinidad 
espacial a un vector constante F (oo) 	C; 

(1, i7, 	k) 	(t, 	 — 	-- 
Después de aplicar tales transformaciones, las condiciones (1.18) persisten, 
surge entonces la pregunta si la acción S es invariante ante dichas transfor-
maciones. Un primer indicio sobre la veracidad de este aserto proviene de) 
hecho de que T171, por si solo, es invariante. Para saber si el término restante 
es también invariante tomemos su derivada de Lie (notar que el integrando 
es ahora un objeto del tipo al que Weyl denomina densidad escalar), millo 
cual se obtienen las siguientes igualdades que culminan en un rotundo cero, 
gracias a las ecuaciones de movimiento y a las condiciones (1.18): 

ffir'05,-Z, 	1111;n:II)E1`) 41;3(// 	rub71;571 1.-edlacdt = O 
(del-Tr 

En esta ocasión por tanto, también se puede recurrir al teorema de Noether 
y descubrir otra cantidad conservada, la que en virtud de su origen se le 
denomina ímpetu total. Para avanzar hay que senfialar en primer lugar que, 

1..,r )£ ;57 1Y.;3 	f 	 D„/b 	—.2 It;71-7'71;Cbd2o-r, 
(1.11,17y)2 

usar una integración por partes y las ecuaciones de movimiento. Se sigue 
entonces de aplicar (1.19) la. expresión del ímpetu total: 

	

laó = —2 	-Ii--;17;f12.1„ 
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1..8 	Acyrea 	dysarrollo histórico (1(.1 Teorema 

de la positividad de la energía. 

1,a. conjetura de la positividad de la masa dice que ( dl(„ P„) es un cuadri-
vector de tipo temporal para cada región asintótica, las denominadas termi-
nales, a menos ( pie  ('1 osnacio.tiempo que evoluciona de nuestro conjunto (le 
datos iniciales es el espacio-tiempo de Minkewsky. 

Ell algún momento de 190. Brin y Deseri 7  calcularon, sobre espacio-
tient in»; asintóticamente planos. la primera y segunda, variaciones del 11111- 

detal 	condicionado por las constricciones, hamiltoniana, y del mo- 
mento. Cabe notar que su camino no involucra resolver las constricciones, 
sino solo considerar sus primera y segunda variaciones. En tal caso encon-
t raros que, existe un único punto crítico; el espacio-tiempo plano, punto en 
el cual la segunda variación de Erg es no negativa y E[gl toma, en tal punto 
el valor cero, de lo que se infiere que la energía Al)M es no negativa en la 
vecindad (le dicho punto. 

Un poco más tarde, 1976, acaeció una prueba rigurosa de la positividad 
de la masa A DM, en las cerranías, en sentido funcional, del espacio-tiempo 
de Minkowsky. Fue establecida por Choquet-liruhat y Marsdeuls. Sin em-
bargo, ya que las normas de espacios de dimensión infinita son en general 
no equivalentes, su prueba solo se aplica a cierta clase de la totalidad de 
espacios asintóticament e planos. 

Fue en un célebre artículo de 1979 publicado por Schoen y Yaulg, usando 
argumentos de carácter puramente geouin 	(en el (pie se involucra la exis- 
p.mcia de superficies niaxinlalesl, cuando se estableció el siguiente resultado 
global sobre la. positividad de la energía en espacio-tiempos asintóticamente 
planos. 

17  Rrill,  D., and S, Deher, 1968, Variational Metlools atol Positive Energy in General 
Itelativity, Aun. Phys. 50 , 548.570, 

"Choquet-13ruhat, Y ., atol Marsden 1976, Commun. hloih. Phys. 51 , No 3 ,233. 
"Schoen, R., atol S. Van, 1979, On the proof of the Positive Mass Conjecture in General 

Relativity, Commun. Moth. Phy.t. 65, 45-76. 
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Teorema de la positividad de la energía. 

Sien (1:3,-0 una variedad flientanniatta, órit 	 ) > O y 

tiNintóticamenle cuclídea. ES decir, en cada térittinallI A 	100; la métrica 

t O ettrdt.nadas cuclideanas de 113 , fleme la forma (Ver la sección .`..I.2 

dandi st dan algunas ddiniciones) 

= 	-W Y'hab hu  b hg b = 0(1'2 ) 

Etztnnees 

Adieionalmunte, sí 11 E C' y as(l 03 It 	04 11; -1- 	< ocJ resulta 

también cierta la implicación: 

(ii) .11,4  = O, para algún A 	(1;3,7) es isornélrica O R.' con métrica 

plana. 

Haciendo alusión al teorema anterior notemos que, si un espacio-tiempo 
satisface la condición de energía débil (p > O) y admite una hipersupeficie 
máximal (Ir [K] = O) de tipo espacial, la constricción hamiltoniana (1.12), 
asegura MI) (1 y si además se cumplen las hipótesis sobre 'y del teorema, 
entonces necesariamente MA 	O. 

Más tarde. durante 1981, precisamente en un artículo subsecuente de 
los mismos autores 20, la condición (Ir [1(1 = 0) fué liberada y remplazada, 
asumiendo esta vez la condición de energía dominante (p < (JaM2 ) y el 
decaimiento, Ir (K1 = 0(r-3). También se debilitó la condición asintótica 
de ")ab  de manera que ahora se admite lit = bab -1- o( y-% a saber 

= bqb + hab 

Iticharti Schen y s.rr Yait, 1981. "Proof of the Poaitive Masa theorern II". Commun. 
Maar, Pliy3. 79 pp. 231-260 
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En donde ki,k2  y ki tiOn contantes positivas y í) representa el gradiente 
euclideano, 

Finalmente mencionaremos, que en otros terrenos E. Witten descubrió, 
hacia l9 1, una prueba diferente del teorema de la positividad de la energía, 
la que posee vínculos con la teoría clásica de la supergravedad 21. 

Por algún tiempo, en nuestro siguiente capítulo nos dedicaremos a otros 
menes• (eres, encaminados a revisar parte del bagaje matemático de nuestro 
siglo, necesario para abordar algunos de los problemas que nos aguardan, 

27  Aquella derivación se puede enrostrar en Chaquet-Bridiat , 1984, Positive-Enciwy 
Theorerns, Les Boliches, Scssion XI, 1983; Itelativité, groupes et Topologie 11, Elsevier 
Science Publishers [3. V., 740-785. 
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Herramientas matemátical.,,-.1, 

-The approach to a more profound knowledge of the basic principies of 
physies is tied up with tlic most intricate mathetnatical inclhods". 

A. Einstein. 
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2. HERRAMIENTAS MATEMÁTICAS. 

2.1 Teoremas de encajamiento y compacidad. 

Más adelante, vamos a querer manipular objetos de dimensión infinita. 
Quizás para comenzar, el primer impulso natural sea usar la intuición geomé-
trica cultivada en espacios de dimensión finita y ver cuanto más se le puede 
extender y aplicar. Es de valor investigar bajo, esta perspectiva, el concepto 
de compacidad. Se recuerda que si toda sucesión formada por elementos de 
nn conju nto S contiene una subsucesión conamente coas un límite en S, se 
dice que el conjunto S es compacto. Aquí S puede representar por ejem-
plo, el universo espacial mismo de cierto espacio-tiempo. Esta idea pensada 
sobre puntos dd continuo espacio-temporal es susceptible de generalización 
y aplicable a conjuntos más generales; que tienen como "puntos" funciones, 
operadores, etc. Por ejemplo, un operador continuo T que mapea conjuntos 
acotados a conjuntos cuya cerradura es compacta le llamaremos un opera-
dor compacto. Precisamente emplearemos una y otra vez sucesiones de 
funciones, a través de la repetición indefinida, que esperamos aproximen en 
sentido funcional a alguna posible solución de las constricciones y así atacar 
el problema del origen de la inercia. Será entonces de vital importancia re-
conocer los espacios normados donde tal forma de busqueda resulte exitosa, 
la búsqueda de soluciones, en esa dirección un espacio de Banach (X, 111) 
es un espacio vectorial normado sobre los reales o los complejos en donde 
toda sucesión de Cauchy converge a un límite en X, Recordemos cine lui} 
es una sucesión de Cauchy en (.V, II • ID si y solo si, dada e > 03./(e) tal 
que W, m > J(e) se tiene ilut  — 	< e. 

La manera en que tina sucesión de funciones se aproxima a una posible 
solución de las constricciones, queda manifiesta atendiendo las diversas cela-
dones existentes entre diferentes espacios de Banach, de ahí la necesidad de 
estudiar los teoremas de encajamiento. Veamos algunos ejemplos de espacios 
de Banach: 

(i) El espacio de funciones continuamente diferenciables. 

Aquí escribimos Dk u, para indicar cnalquier derivada de orden k de u. 
Se define 

(51:11  = (uf Dk  es continua sobre Ir para k < in} 

ituticm = 	II< ni S 	nAtil  

en donde usamos I Dku 	(O" I)" • • • D""u). (D„,D,,,• • • D„,u). 
("(ri) es de Bailad si S/ es acotado. 

La antigua escuela italiana (Dini, Ascoli, Arzellt) encontró importantes 
hallazgos sobre los espacios en. Ascoli en 1883, introdujo la noción de 
equicontinuidad, concepto central que ha llegado a conocerse, en nuestra 
época, como teorema de Arzela- Ascoli. 



2.1. TEOREMAS DE ENI('MAMIENTO Y ('011'A('II)..1 I) 

Teorema de Arzel&-Ascoli 

Sto .5' un compacto y {ui } una sucesión el, (1(S .tif (1,St y lira que si dado 

f > O se tiene: 

(a) equicontinuidad. 317(•,x,) vecindad de ,r,)  E S 

tal que 1 uj(x)— uj(t o ) < E I, para .c E 1/(s, 	Vj. Va.„ E 5' 

(Aquí la vecindad no depende á,  D. 

(b) 5. Al; Vi (Al no depende de j). 

Entonces se puede extraer una subsucesión {tia } quo mtlyerge en ('(5'). 

Prueba. Vamos por pasos. 
(•) Notar que para x„ fijo, { u j(x„)) es una sucesión acotada de números 

reales, por (b), y por el teorema de Bolzano-Weierstrass, contiene una 

!,trbsucesión convergente, digamos ni(4) 	u(4), Gr o  fijo). 

(••) Primero: Se observa que, todo conjunto .5' compacto, contiene un 

subconjunto contable y denso {xii} C S tal que V > O existe un sistema 

finito de puntos x1 , x2, 	x„, ( ,. )  de {x'i } con la propiedad de que todo punto 

.r de 5 se encuentre a una distancia < E, desde al menos uno de los puntos 

x .X2  , 	rm(t). 
Prueba 	Sea 5 compacto c supongamos que existe E, para la cual no 

existe una cobertura finita de esferas de radio < e o  con centro en puntos 

de 5. Llegaremos a un absurdo. Se toma x„ E 5 y se elige xi E S tal que 

!:1•„ — x111 > eo. Si no existiera x1  ya tendríamos nuestro sistema finito de 

puntos. De igual formase elige ahora x2  E 8 cuya distancia, tanto a x1  como 

.1'2, sea mayor que eo. Continuando de esta manera que no tiene fin en un 

número finito de pasos; se construye una sucesión {xi} tal que Uxi 	> e„ 

j 	i. de la cual ninguna subsucesión convergente se puede extraer, lo que 

es ridículo si S es compacto. Ahora sabemos que Ve > O podernos extraer un 

sistema finito de puntos con la propiedad deseada. Para construir (x .; ) se 

toma ‘‘: 	 ..., y se recolectan los correspondientes sistema finitos 

de puntos. 

(•••) En virtud de ( • ) por un argumento diagonal de Cantor, ver página 65, 
se extrae de Ini(x)) la subsucesión In;(x)) que converge simultáneamente 

para .r 	 etc. 
Ahora bien. sea e > O dado, Vx E 5 se tiene que 3j < in(e) tal que 

J.  E 1,1:- ..r1.1 ). luego por la equicontinuidad (a) se deduce: 

ar(a') — u`k(z) 	 ni (xii) 1 + 
u'A.Gr ) 	itik(x) 1< 2e± 1 n't(rii ) 

Y por (. • .) para t, k > .1(e) se concluye que 	— nik(x)•1 < 3e; 

Vx E 5. Esto significa que u es una sucesión de Canchy en C(5), por ser 
c(s) 

C(8) un espacio de Banach ni 	u E 5.o 
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Desafortunadamente estos espacios carecen de algunas propiedades nal u 
rales. Por ejemplo, si consideramos el problema de Dirichlet ¿Vit = y, albo 
(1 sobre un conjunto abierto y acotado 9 C Ir con frontera regular. Aún 
con y E C(SI) no necesariamente existe una solución u E C2(9) fi na). 

Así sucede en el caso en que 9 es el interior de una esfera., 
= 13: E R3 1 X 1< 1) 

y g(x) es la función continua en cero: 

g( x)= 
(.* 1)---/-1  

hit!,  
0 

Si 

Sé 

1 x y 0 

1 3.1= 0 

Notese que ahora. la función u(x) = 	fu 
y(ti) 

[ 11
1 

[11_ x ixin i 

solución. Sin embargo, u no es C2  en x = (). 

(ii) El espacio de funciones Itólder continuas de exponente o. 

m.-0 ) 	tu l  11 E C'"( 'r ), 	D'u ) < oc } 

= 	-1- stip /1„(Dmt4 

en donde o denota ahora un número positivo, O < o < 1 y 

111„,(71)E.--,51.11) 	 jum-umt  
a, y E En; x /_  y 	le-y 

Este es un espacio natural para la teoría del potencial porque si 12 es un 
C011itIllt0 abierto y acotado de r, f E C"(11) y u satisface la ecuación de 
Poisson 	= f en sentido distribucional entonces u E C2,'(S1) en donde 
0 < 	< 1. 

(iii) Espacios L. 

Fue F. Riesz quien introdujo, en un trabajo memorable para el análisis 
funcional, los espacios L. 

Sea. p un número positivo, con 1 5." p < oc y 

17 = u : E" — 1 bbesgue mulible; 
f 

 1 u Ip  (1E" < oo} 

el espacio normado con norma 

II u 110,= {fiar dr,"} 

Cuando se identifican funciones que difieren solo en un conjunto de medida 
nula; LP es de Banach. 



I I. 011E \I 	1)1, Pl. 	\ NI 1 E ,'M 

Dallad'. 

['vuela: 	{,,,,j } una sitia ,laón de l'anclly en I. Para. 

pular 	una sulpitir('si(in tinverp,enle 	(0.5;11' 11 1), 	 111y 

- 	 11 (1) ), 	 11 L1. 	PUF 	1111 	-11'g111111'1110 (..11,11.1011a1 	e .:I rae 

,11111 	.;111) ,11(•Pf.;1011 	 1;11 	gil(' 	(P,„ (1 	- 	(I)), 	11 	1,1. 	 1)011(' 

(p 	-(b), 	1) , Nt11 ;11111.Y,,. 	,r‘g11.111i1 (111(, 	1 	1, 1)(» 11) (11;11 

dy(111(1', lIbil11111) el teorema de c(niver;encia inonOtona, (pw y, 

Por otr.,, parte, i)a.ra. in 	2 	1,1C111'. 1 	 II,), 1 	 (15.1,,,_ 4 

+ 1 	1~1
"- (Pi, 1 	g 	en c,t_p. 1,uepp, 	 N'», {(i)j,,,(x)} 

es una sucesión (le Canelly en R. loo 1.arito, 	- 	,p (.r) en c.t.1). Por 
lo cual 1 	 q 	en 	 2 y (onsecuenterneitt,e 

por el teorema (1, conTigenela dominada (le 1,el)est;tiel. 

1 (Pi, 	(.5* 11 	O. 

Convergencia. en e.t.p. 

{e!.5 ). una sucesión en 1,7' y o (1 U, tales que 11 	11 / 	O. En tolleeS 

e puede extraer una :.arbsticesion 	} tal que 0,, --- 	('II c,t,p de Ye',". 

En efecto, en este caso como 11 	--(1) 11 iy --, II, á SU C{,n sión es de (.....,auchy y 

podemos proceder exactamente de la. misma manera que antes para obtener 

una sule;ticesión {(f)J( } tal quo N 	 o y 	(1Y. 	c.t.p de 
rl 

Luego 	1,I)* 	o 	H 	H 	H 	l)e ahí que 

enc. t .p. 

Espacio 1,"'. Se define 

{ u : 	 1...(besguc 	medibic; aC tul qoo 1 u 15, C 	c.i.p de Y.',"} 

y se introduce la norma 

11 u 	infIC :1 u 15 e c.i.p y)) 

con la que 	resulta un espacio de Bruma. 

'Sobre la medida de Lebesgue se puede consultar por ejemplo 	Royden. 0968). 
'Real analysis". Macinillan Publishing Co., Ncw York. 
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Desigualdad de Hiilder. 

Dicha desigualdad se usará frecuentemente' 

Sea OiE. /..P' y 1 = 	entonces 
1.1 

1, 

I no, n 

Prueba. 	El resultado es trivial si para algún j se tiene 4j E O. 
Suponga- mos que no ocurre. Ahora bien, por la homogeneidad de la de-
sigualditd, basta probar que, para ikij il i rt = 1 con E,). p, = 1 necesaria- 

mente 
f 	(bi  I (11; < 1. Esto se asegura si mostramos que, para xi > O con 

xr" 
117... i te1  = 1 implica. 1 < 	ya que entonces el resultado se sigue de 

usar sj = 	l'PL-3.171 	e integrar. Tal desigualdad resulta sencilla de probar 
(te,11 1011r) 

en el caso ni = 2, cuando se nota que log es una función cóncava y creciente 
sobre lo, cx[. Pues entonces, se sigue de poner t = 	E]Ó, 1.[ con lp 	= 1 

en log1(1 — 1)x1; 	trn > (1 — 1)log[3.1 4- 1 log[41] = log[xix2]= O . En 
el caso general procedemos, para poder concluir, encontrando los extremos 

2)) 
vía multiplicadores de Lagra.nge del problema F(x i  , x 2, , 	=E 1P , —1— El p., 1 

condicionado por g(xi ,x2,..., x„) = 117ili xj — 1 = O. Esto lleva a analizar 
VE = pVg . Lo que implica, después de multiplicar la ecuación j por xj, 
que hay un extremo que satisface .rr = x22  = • • = teln'n = 1 = µ . De 
hecho este es un mínimo; porque si tomamos por ejemplo (x1 , x2,..., x„)= 
(s, 1, 1, . , 1), F tomara valores arbitrariamente grandes para valores de 
arbitrariamente pequeños .o  

Una consecuencia directa de esta desigualdad es la contención LP(E) C 
I,q(E) si p > q > 1 y ú compacto, basta observar que al tomar 44 = 

= 1 y Pi = vnecesariamente Ilf 	< Vol(E)9 Pikkikp. 

Observaciones generales. Se denota con (LP)' al conjunto de fun-
cionales, lineales y continuos, sobre LP que llamamos espacio dual de LP . 

liaremos los siguientes comentarios. Para p E11, col; LP es identificable con 
( U)' y se dice en este caso que V' es reflexivo. En cambio esto es falso Si 
p = {1 tí (x)}. Más aún, como probara F. ltiesz, (LP)' es identificable con V; 
siempre que p Ell, (x)[ y donde p' es el conjugado de p, es decir pl -F -7)1¡ = 1. 
Analoganiente 	es identificable - con Les. Por otra parte, resulta que si 

'Para una discusión de la desigualdad. ver Eberhard Zeidler, Nonlinear Fuetional Ama-
ysis and its Applications 11/A: /Ático,. Monotone Operators,1990 Springer-Verlag New 
York, pgn 35-40. 

711, 
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p E Í1. x[ entonces LI)  tiene un subconjunto denso numerable, es decir es 
un espacio separable. No ocurre así para L''. 

(iii) Espacios de Sobolev. 

Eran los años 30 cuando S.L. Sobolev comenzó a publicar sus investiga-
dones sobre los espacios 14,0r j. 

Sean {li}ia; y {gi}iEN  sucesiones de Ca.ucliy con respecto a la norma 

jl .11x , diremos que estas dos sucesiones están relacionadas {fi) 

si y solo si Uf; 	gdlx s-2-7' (1.1111 espacio normado se puede completar para 
formar un espacio de Banach tomando clases de equivalencia de sucesiones de 
Cauchy3. Sea entonces q > I y k un entero no negativo, considerando clases 

de equivalencia de sucesiones de Cauchy formadas por funciones C"(E") 
con respecto a la norma: 

{ Ilutli,;„ ( .. ) = 	E IID'ul., 
k<In 

resulta en un espacio de !Sanad! al que se bautiza 11(;,(5r), 
Este también es un espacio natural para la t curia del potencial. Sea 

1? C lin y 1 < p < (x,. Se sabe que, si g E 111(51) entonces cuando u es 
tuna solución distribucional de 1;1 ecuación .4(n) = q donde A es un operador 
lineal elíptico de orden 2, necesariamente u E //1". .,. 

Todos estos espacios los usaremos muy pronto y son el prototipo de 

algunos otros, relevantes en el estudio de espacio-tiempos asintóticantente 
planos( ver sección 

Diremos que el espacio de Bailad Y está encajado en .V y escribiremos 
Y r X cuando los elementos de Y son también elementos de X y existe 
una constante absoluta e > O tal que llujix < eflully para cada u E Y. Si 
ademas, subconjuntos acotados de Y son conjuntos compactos de X se dice 
que la contención es compacta, propiedad que se expresa en símbolos en 
la forma Y 

Antes de dar, algunos ejemplos verifiquemos el suplente resultado sobre 
densidad. 

C:11?") es denso en /11,(r ), 1 < p < 

l'ara establecer este resultado, es suficiente mostrar que para 
u•E (' 'IR") n /1;;,(12") dado, existe ne  E C713?") tal (pie 

> 	Sea (*, E 61,-,(1") tal que O < 	< 1 y ((x) = 	
.1 Si 11h 1 

x 2 

Se define entonces la función Truncamiento i",e (x) 	«ex). Se afirma que 

3 Ver por ejemplo Kósaku Yosida, PunctionalAnalysis,Springer-Verlag New York. 1980, 
pila 56-57. 
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11. E (e, u realiza bien ese trabajo si r' (positivo) es suficientemente pequeño. 
Sucede que para cualquier entero k < m,i D k  (C,E , .u) 1 está acotada en c.t.p de 
41" por una función de Lp; a saber Y..4-1(1) 11 ((9 11E,1 u(k-1) 1 E 	(usar la 
fórmula (le Leibniz) y Dk(Giu) 	Dku en c.t.p, cuando e' 	O. Por lo que 
se concluye, en virtud del teorema de convergencia dominada de Lebesgue, 
que Dk((tiu) 

G,,
D u, cuando e' 	O, para todo k < rn. Por consiguiente 

11(eu — 11./i1(30)  < e para e' pequeño con respecto a una cota que depende 
de e.o 

Como C;;G (1?") es denso en 1.1 ,„( r); también se puede definir' /1„,(31") 
usando la transformada de Fourier. Para esto, se implementa a Cr( t") con 
la norma 

11 	1111m = {Ln  (1+ 1 121n) 1 12(1) 12  d"1}1 

en donde ñ denota la transformada de Fourier (le u y se completa después el 
espacio normado. La equivalencia entre ambas definiciones es consecuencia 
de la equivalencia entre las normas sobre un conjunto denso: 

II u 04, 511 II//„, 5- 2m-1 u  II//m ; Vu  E Cr (V) 

Tales relaciones se verifican al usar que 1 < 	
— 

	

1+1112+1(-4
1'  

111''n  < 	; 
\/¿ E W (Notar que la función xn` con 2 < m, es convexa y por tanto 
[t • 1 + (1 — 1) 1 121'n < t• Pn 	(1 — t) e 12m para E [0,1], se pone t 

= 	 = 1) y la identidad de Parseval 	fy, Dk u 	 fun  Dku  12  
fw„ 1 	1 2k1 íi 12  dn1 . (Sumar sobre k, desde cero a m y usar la desigualdad 

previa). 
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Ejemplos de encajantientos 

/11(1") c D"( 	) 

Para empezar, supongamos que exilen constantes 11.(11,q) y 1 5 q < u que 
verifican 

!kg, 	Un, 	7u iit,q; VIL E 111(511") 
(Notar que si esto es cierto, entonces 	 O' 11 u 11u,  ) 

En particular si se pone u(cs) en lugar de u(x) resulta, después de un 

cambio de variables, que también II u  111,,,< (.0+1-1) h a, 011 VIL 11b, . Si 

se quiere tener una desigualdad integral invariante ante esta clase de es-
calamientos, tendremos que identificar necesariamente a p con p*, cantidad 
de terminada por q en la forma 21; 	9 

= 	- 1. 
P 

(Si se torna q E (1, u( se tiene p* > 1) 
En seguida se demostrará aquella desigualdad, usando un razonamiento 

de finales de los años 50, empleado por Gaglia.rdo y Nirenberg. Como siem-
pre, podernos restringirnos por un argumento (le densidad al caso donde las 
u's E C;<> . La prueba se liará en dos pasos. 

(»Primero se demuestra la estimación auxiliar: 

II uli-
1 
2  r-1 	<

1
"": 11 741,1 

-  

donde ail/OXj y corresponde al caso con q 	I. 

Sea 	I, 	I 1,,,GE , 	 „.i.i , 	„ 	 . Observamos que 
por el teorema fundamental del cálido 1 2u(x) 	/j. Multiplicando es- 
tas desigualdades juntas, se obtiene 1 2u(x) 1"/("-1k (fi  /2  • • • /„)1/("-1) 
Se integra ahora esta última desigualdad sucesivamente sobre las variables 
x 1 ,x2,...,x„ y se aplica la desigualdad de 116Ider en cada etapa. Como 
propotipo, veamos por ejemplo lo que sucede en la primera etapa. 
(Se escribe /ji 2 f 	f 	I 	dej(Ixi ) 

foc,‹;  2u( x) In/(n-1) dsi  < [:/(n-1) reo: (fi  [2 	)1/(„...1)dxi  < 

	

< iii/(7+-0(./21 	)1/(n-1) 

Y se sigue. Finalmente se tiene 
fr 1 210)  (n/(n-1)  dnx  5 {/17.1  fr,  uz) dnxy/(n-1), 

que es precisamente la primera relación que se quería probar. Para es-
tablecer la otra estimación de (2.1), solo se justifican las cotas sucesivas 

de 	111;=  A ?t, 	< 	E r1.1 (11712,)  li t: I] 	7/1,111i . Las cuales son 

el resultado usar 1-17.0.il in  < 	(Usar la prueba de la desigualdad de 
a un 

iliilder y poner -x j  = 	) y la desigualdad (le Cauchy-Schwarz en 
(11,")l n .$ =1 , 	i  

*11"; en ese orden. 

(2.1) 
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(ii) Se aplica (2.1) a 1 u 	u en lugar de u para un t > I. Luego 

II ull
t 	

< —
t 

-II I u - 2,fií 5 	 

Se elige 1 de forma tal que .7+111-1- = (1(1 -- 1). Que se reduce a tomar 

/ 	, un valor permitido porque t > 1 para ti E [1, n[. De ahí que 

1/111,,,. 5. 2lf,7 	 .0 

OBSERVACIÓN: Aunque la cota —17-171  funciona bien, esta no es la ri--q  

constante óptima. La mejor constante la calculó F. Rodemich en 1966 .1  : 

/ 	

1/11 
2:-1 I.  n—i1 1 /1 nr(n+1),,,,,_,  I 

it"(n,(1 )..., 	"-q 1"0-1 )1 	F(1)r(7,+1-1) 	

*11/ n 1  LL 

Si 1 < < n 

Si 	= 1 

Y es alcanzada por las funciones u(x) = (A+ II ,Ellq/ (9-11) I-("M; A > O. 

Fl„,(4?") C C(41" ). 

Basta probar este encalamiento sobre un conjunto denso; tornemos u E o 
Ir(Ifi") n ll„,(1"). Primero se observa, que j'y, j„, es finita si 2m > 

Y se recuerda que u(x)= (27r)-'112  1,3' ¿„ eir'qi(/)d" . Entonces por la desi-
gualdad de Cauchy-Schwarz 

1 lo.) 	f 	u(1).(1+111211 / 2  0+1112,9 /2 s,/-T` 	at" 11Y%1  <II 	 )1/2  

de ahí que u es continua. En efecto, tomar K compacto, tal que 
111 

x0  E In E 	
, 

t y 111 	u con ?L3  E GIR"); 
1 •u(x)— u(x0)  111 u(x) -- uj(x)1 + ui(x)— u.po) 1  + 
+1 ui(x0 )— u(x0 )152ete.11u— u11111,1,+1ui(x)— ui(x„) 1 

Así, tomando j suficientemente grande, digamos j = J(e) \reinos que, 
VE > O 3b(j(e)) tal que 1 u(x) — u(s0) 1< E para • 
1 x—x„ 1‹ b(J(E)). Esto último por la continuidad uniforme de u,1(F)  sobre 

' Ver Rodemich.F. "'l'he Sobolev inequalities with best possible ciii,stants" Analy,O.9 
.9eIninar at California Inslitute uf Technology, (1966). 

Ver también: 
Th. "Probllines isopérimétriques et, (naces de Sobolev, C. R. Arad. Se. Paris, 

280(1975) p, 279-281 y J. Diff Gentil. II (1976), p. 573-598. 
Talenti, G."Best constants in Sobolev inequality, Ano. Mat. Pura Appl., 110 (1976) p. 

353-372. 
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Ejemplos de encajamientos compactos 

/1'1) (9) 	1,P((. ), p E [I, I/ 

Sea p un subconjunto acotado de 11;1(9), aquí 9 c r es abierto y acotado, 
digamos para fijar ideas, 

pElaE .f/i(n) I II ulillm)  < C = ele) , 

Se nota, que si u E p entonces Ilul1L,•(,) 	K (n, q)C , debido al encajamiento 

de Sobolev 	C LP.. 
Como ya es usual, se mostrará primero el resultado en el caso p = 1. Se 

pone 1+' 	{x E 9 1 dis( x , 09) > 	j E N. Verifiquemos la veracidad de 
los siguientes enunciados sobre los elementos de p. 

Dado e > O, 

(i) 3 j„(E) tal que hilo (u _ n• j)  5 e/4, Vj 11>. j„(e) y Va E p. 

(ii) B6 > O tal que k 1  n(x + y) — u(x) I d"x, 5 e /el cuando Ilyil 

En efecto, (i) se sigue de la desigualdad de 1 

11 u • 1 11 LI (n _h.,)  5 11 uhp. 0.1 _ h.) 	[vol(fl 	Ki )1 /(1)*Y 

< K(1/, q)C • ivol(51— Ki)11 /(P')' 

Y (ii) es un poco más complicado. Supongamos que d E C'(9), luego por 
el teorema fundamental del cálculo 

d(x + y) — t7(x) d"x 	fa' 119(x ly) 1 dtdnx 

El segundo lado se puede acotar de manera sucesiva por 

11, 	V xg(x 	ty)1 dtdnx • Ilyil y Hyll • f: 1K2). I  V,t9(z) 1 dnzdt 

usando el cambio de variables z = x ty, donde se supone Ilyll < 1/jo, y se 
aplica el teorema de Fubini al final. A su vez la última estimación es menor 
o igual que 

Yil 	dilL'fol 5- hl 
Ahora bien, esta cota no es solo cierta Vi) E C'(9) sino que por densidad lo 
os también para u E E. Finalmente se pone como cota 11y11 C • [vol(9)]liq' 

414  De ahí que (ii) resulta, si se elige 6, < min{cho i(oph (' lijo). La obser- 

vación de que el cumplimiento de (i) y (ii), nos lleva a concluir que so es 
precontpacto en L1, se resume en un resultado conocido como el teorema de 
Fréchet-Kolmogorov. La idea es introducir los modificadores de Friedrichs 
( ver apéndice A.1 para su definición y estudio) y así usar el teorema de 
A rzelá. A SCOli 

u(x) Si 
Se pone 	= 

O Si 
x E n 

x E 42" \9 
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V.3 E-2{ºi I u 	p} y piii= j"p(j.r). 

(ii) se sabe entonces que 
01, VE E yi y Vj 

Esto resulta claro de notar que: 

I ( 	¡ja) - 	I d"x = K 	
p(z)Iii(x 	z) 	Titex)1 d" zd"x 	0'1 

Jo 

	

donde se usa el teorema de 	
bbli y se aplica (ii). 

	

, parl P 

	
conjunto Ei1j(P)IK,0 C ("?( K)„) es acotado 

Por otra parte,, 
jijo, u el  

y equicontinuo sobre Ki„. En efecto, se advierte acotamiento uniforme 

uwa 	Cj, VI E p 

y equicontinuidad.  

	

(F11i-0( (Fi/j11)(V) 	
110(Pt/i)lPih) ) 

( se recuerda que II„(u) 
sup„41-11','J'' 01) 

Luego, por el teorema de Arzehi Ascoli: 

(iv) p es precompacto sobre Kio  en C"(K j o ), 

(por tanto, también en 1,1
(Ki„)) 

Sigue el razonamiento final para mostrar que cualquier sucesión del conjunto 

p tiene una subsucesión convergente en L
1(n). Sea lyileErv ; no E p, Se 

elige j de modo que 	
(I; < e/4 (por (iii)). 

Se sabe ademas 

Jo 

que existe una subsucesión, {ue} tal que 11(F1 /77t, 
 

para 1,m > M(e) (por (iv)). 
Así, en virtud de la desigualdad del triángulo y (iii) 

	

uinhl(o) 5- Ilue 	14,111)(90;,„)+ 1114 	(Plii Tul)111.)(K,„)+  

+1(F,Iiul
) -- (Fil;tti,„)11,(K,00- Mhbul,t) Cuini)110(K,O) 

5. 

1(9) Consecuentemente {i4} es de Cauchy en L, y por ser este un espacio 

completo {uit} converge en L1
(9) tal corno se quería probar desde un prin-

cipio. 
Resta considerar el caso ¿Ifl (9) 	

LP(9)?, para p E (1,1)x). Mostraremos 

que 	1} c 	
es de Cauchy en 1,1(9) necesariamente es de Cauchy en 

I,P(9), para p E (1,p"). Veamos porque: 11P 

hit 	1111111LP (9) = 

	un, 	P 	(111S 

21:11.1  p  

dux} P.   	fri I 	
I P-1 	P-1 dnx 

	

p1=2 	, 	
.1,-1 

	

11:m111,1(w P. 	P k1111£ 	ilLP* (0)) P. —1  " 	
(2 K (11, 11)(1)PrZT 	EP 	P 
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11 4.'11111S Usado la desigualdad de Holder par, )  p• -- 	(I' 	p• -- 
1 Legamos así por consiguiente al resultado de que. Vfvetivaniente 

1.P(9), para p(,11,p").i, 

Ilay cine señalar, en primer lugar, que si p 	p', no necesariamente la. 
coMmición /11(1?) C 1.)).( U) es compacta; se conocen contraejemplos con-

struidos con las funciones ux(x) = EA + 11:rilq/0-111-1; ,\ > O, (ver la pag. 
3.1). Y es por esta razón que nos referiremos a p* corno el exponente crítico 
de Sobolev. Conviene poner atención para los resultados que vienen, la lucha 
entre la integrabilidad (potencia en LP.) y la diferenciabilidad para que los 
encajamientos funcionen, donde por supuesto la dimensión juega un papel 
importante, 

2.1.1 ALGUNOS RESULTADOS EN VARIEDADES RIE-
MANNIANAS COMPACTAS. 

Teorema de encajamiento de Sobolev. 

Sean k, l dos números enteros (k > C > O); p y q dos números reales 

(1 < q < p) que satisfacen 	> n y denoteinoa con E" a las variedades 
P 

Riernannianas orientables, compactas sin frontera y con W" a las variedades 
Itiemannianas orientables, compactas con frontera Cr, r > 1. El teorema de 

encalatniento de Sobolev establece las contenciones: 

HZ(E") C 117(E") 

HZ(W") C íI, (W") 

Si además q(k s) > n, s < r se siguen también las relaciones 

HZ(E") C C3(E") 

HZ(W") C Ch(W"). 

Más alío, cuando q(k - s — 	> n, en verdad se tiene 

Irk1(E") C Cr+'(1',") 

HZ(W") C Cr+a(Tr) 

donde 1, es un número real, O < a < 1. 
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Teorema (le Kondrakov. 

Sean p, q E 	k E Z, k > O. El teorema de kundrakou asegura que para 
variedades llienumniana.s compartas sin frontera E" y variedades Rienum-
;lianas compactas Yr con frontera suficientemente regular, digamos CI 
contenciones siguientes son compactas cuando las de.sigualdes entre p, q, k, a 
se verifican. 

HZ(En) ti L„(En) 
.HZ(vv.) 	L„(Iv.) 1 > 	> o 

C°0(E") 

¡1(147") 	co,c, 

q(k --- a) > n; o<a< 1  

Prueba. Aquí solo se muestran las primeras etapas (le cada teorema, 
que son precisamente las que se necesitan en los capítulos posteriores. 

Sea (2i)jEi  un recubri- miento finito de E" (digamos I = {I , 2, ..., In)), 
wi)jEi  un atlas tal que en cada carta las componentes dd tensor métrico 

esten acotadas, y (ai)jei  una partición de unidad- C°° asociada al recubri- 
miento (51i) (Esto es, aj(x) E C'(E") con Ki(compacto)= Supp 	CS2j , 
O 5 ai 5_ 1 y Erili  ai = 1). 
Observemos que u E iiii(En  , -y) G aju E ilig(E",7); Vj E 1 Lomo pre-
cisamente en 	el tensor métrico 7 tiene componentes acotadas sobre la 
carta asociada (S2i, 9j); necesariamente 

aju E I/V(En,7); Vj E I .1.1> aju o so7 I  E liq (a?"); V E / - 
en donde se pone aju o yoi-1  = O, afuera de (pi(Ki). 

§a. Encalamiento de Sobolev. 

Se quiere probar que 3Ci constante, tal que: 

II aju 	 aju 11„70,„, Vn E C'(E")n BUS") 

Supuesto sea el caso, se tiene por ende que 

11 u 111),.(E„) 5 L'31.1 lI  aiu lir,,• (E„ )  

m(suPiEt Ci)111 Vu II/,v(En) + 	+ suPiEi I Va; 1) 11 u 111io.:1 

tri(suPiE/ C1)(1  + suPiEi I Vai 1) 11 u 111/1(E9  

se termina por un argumento de densidad. Tomemos entonces un j fijo y 
notemos además que existen constantes positivas vi y /ti; tales que para la 
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métrica /iirnuuurirntrc se tiene O < 	< NA1T-5-gti, sobre el compacto 
al proseguir nuestro camino vemos queefectivatuente existe CJ : 

/Iii/P.  II ¡lin o 	-- I 

' 	. K17.1,411 I/P  u V( n j  u o  4 7-71  ) II (31" 

5 k( 11 , 9 )11.1¡ /P 11;1 /9 	IIL,(En) 

Por tanto //'1(E") c: U(E"). Los casos restantes se siguen de una manera 
análoga y por argumentos de recurrencia.° 

§1.) "r,rerna de Kondulkov. 

Sea {uk} una sucesión acotada en II1(E") y p E [1,p1 , querernos pro-
bar que .e puede extraer una subsucesión convergente en Lp(En). Ahdra 
bien, h, [4] = (link o tpi-1  resulta ser una sucesión de funciones acotada 
on /11( 9.1 ). Luego, por el teorema de Non(lrakov en 11"; existe {uki}, sub-
sucesión de {uk}, tal que Ihiluk,j} es una sucesión de Cauchy en Lp(5/1). Del 
mismo modo, se puede extraer {uk2 } subsucesión de {uk, }, tal que también 
{h 2iuk2 1} es de Cauchy Lp(12.2 ). Repitiendo esta operación sucesivamente, 
se encuentra que, es posibie seleccionar una, subsucesión {ukm} de la ori-
ginal {u k}; donde {hAnk„,1} es de Cauchy en 1,1,(Iii) . Esto significa que 
{0i  uk„,} es de Cauchy en Lp(E") Vj E 1 . Finalmente, por la desigualdad 
del triángulo 

II E7.1 a., • (u€,„ 	uk„,) li t,p(E15_ E. 11 	 Ili,p(Er )< ME 

k > N(e). Y como Lp(En) es completo, uk„, converge en LP(E"). 
Los casos restantes se siguen de una manera análoga y por argumentos 

de recurrencia.o 	 • 
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Algebras de Bailad'. 

Se dice que un espacio de Bailad' (X, II • l¡x ) es un álgebra generalizada 
de Banach. si y solo si: 

uv E X 
V u, v E X 2? { 

linda, 5 de .11uH x11211 x  

Por ejemplo, C',", O < 	< l y 	forman, cada uno, un álgebra 
generalizada de Hanach; en donde de = 1, es decir Iluulix < 

También H forma un algebra generalizada de Hana.ch cuando pk > a. 
En efecto, si u, y E lir y pk > n entonces también 

ilDa uDb viii,P < cte • 
	

(2.2) 

para I a I= j, bl<k— 

Prueba: 
(i) Caso j = O. Precisamente Hl C C° porque hemos asumido pk > n. 
Luego Dan E C° y sup EE„ Dan I< ctellulin que implica la validéz 

de (2.2) en este caso particular. 
(ir) Caso j = k. 
Se sigue del razonamiento anterior aplicado a la función v. 
(iii) Caso 1 < j < k —1. Por el teorema de encaje de Sobolev 

11 C Hr Si 

11 , 	Si 
(2.3) 

Necesitamos aquí r > 1, así que tomamos r = 	Vemos que, se puede 

satisfacer ambas condiciones en (2.3) acogiendo las relaciones auxiliares 1, 
= 1 y pk > n (parte clave). En acuerdo con esto, al usar primero la 

desigualdad de Ilülder y después (2.3) concluimos 

IID"U.DbVIILP < cte 	LPr Dbv LP < cle • bliírlIVIIHP.0 

Aunque nuestra investigación y resultados como se verá, girararán en 
torno universos espaciahnente cerrados, resulta indespensable, tal vez insal-
vable, tratar los espacio-tiempos asintóticamente planos. Por eso, incluímos 
también una sección sobre este tema, donde apuntamos COMO se ha usado 
parte del material matemático descrito en este capítulo. 
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2.1.2 ESPACIOS DE SOBOLEV CON PESO. 

Los espacios de Sobolev con peso fueron introducidos por M. Cantor', para 
resolver algunas dificultades que se encuentran en aplicar las técnicas del 
análisis sobre dominios no compactos, por ejemplo la alternativa de Fredbolin 
para operadores elípticos falla en general en espacios de Sobolev definidos 
pobre variedades no compactas ( -Vease sección 3.3). Sin embargo se puede 
probar que en ciertos espacios de Sobolev con peso, estos operadores elípticos 
actúan como isomorfismos. 

Espacio-tiempo asintóticamente plano. 

Un espacio-tiempo (Y..:3  x 9i, g) se dice que es asintótica mente plano si, 
exis- te Un conjunto compacto ZS L Y.:9 tal que Y..-i3V5 es la unión disjunta, de 
un número finito de conjuntos abiertos 52A  , A , 1, 2,..., N . Cada ItA  es 
difeomnorfo al complemento de una bola cerrada fi A  c 113  con el difeornor- 
fismo ch..1 , y además la diferencia g 	I/ (11 la métrica de Minkowski) sobre 
cada Q tiende a cero en la infinidad espacial para cada 1 E 9/. 

Se introduce una función (-a:alar a sobre E3, suave y positiva, tal que 

para .r E SIA , en coordenadas IP A , o (x) 	(I -1- '11 2  donde r caracteriza la 
distancia a un punto fijo, arbitrario. 

Espacios Funcionales. 

: Espacio de campos tensoriales sobre E3, s veces continuamente dife- 

renciables tales que 	Es  sup„,E, (T41  0/f(x) 1< no. 

11; : Espacio de campos tensoriales ,f, sobre E3, con derivadas generalizadas 
en el sentido de la teoría de las distribuciones) de orden < s tales que 

f (s) es de cuadrado integrable sobre E3. Il es un espacio de Hilbert 
en la norma 

II f 	E- E f 	a2P4M 1 f(x) 1 2  (1E} < OO. 
2 

N 0 T A. Se sabe que cuando s > áy —1 > h > —1 el operador 
de (,aplace-Beltrami 0 r : ttg 	Hg+1 actúa, en variedades Itiemannianas 
enclideas en el infinito como un mapeo lineal, biyectivo y continuo, y no 
solo eso sino que, estas últimas propiedades las comparte con su operación 
inversa. Se puede usar este resultado para probar que la desigualdad: 

11 < 
(8Vu • Vu, 1)7  + (R(7), 2 ),y . 

VIL E Cr(E3); 	O. 
Hall' • 

 

'Ver Cantor, M. (1979). Some problems of global analysis on asymptotically simple 
Compositio Madi. 38, pp. 3-35. 
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Pti en realidad una condición necesaria y suficiente'', para, que una métrica 
asintóticamente plana se pueda deformar conformemente de manera que, su 
nuevo escalar do curvatura asociado sea identicamente nulo (comparar esta. 
condición con los resultados acerca de la conjet ura, de Yantabe del capítulo 4 ), 
Las métricas que cumplen tal condición son relevantes; porque constituyen 
soluciones al problema de valores iniciales en el vacío, en un instante de 
simetría temporal (K = O). 

Entre alguna de las propiedades análogas a los espacios de Sobolev usuales, 
citamos: 

Teoremas ( Clioquet-Bruhat y Christodoulou 1981) 

Sobre ami n-variedad Riemanniana eviclidea en el infinito, las inclusiones 
siguientes son válidas 

cg, cagC e3;, Si 	b' < 	< 
s > + 

Y se nota que la propiedad f E cg es equivalente a la notación clásica: 

	

f = 	(7.-1 ; a f = 0 (r-5-1); asf = (r-5-3) 

Teorema de multiplicación. 

	

La multiplicación puntual entre campos tensoriales (f,g) 	f g en una 
n-variedad (ad:Vea en el infinito es continua: 

	

cg, x c6 2 	cg,+4;  vs E N; 15 1  ,b2  E 11 

	

llhl x  Iq 	11,11 +,5 2; 	Sis :5 8 1,82; 	< 	+ 82 - 	6 < 	+ 62 + 

Notar que lió es un algebra de .11anach si s>lyh> 
En adelante vamos asumir (Ea, 7) como variedad Riemanniana compacta, 

a menos que se especifique lo contrario. 

6 M. Cantor and 1). Brill (1981); The laplacian on asymptotically fíat manifolds and 11w 
hpecification of scalar curvaturc;Compositio Mothemalica., Vol. 43, Fase. á', 317-330. 
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" .11 any tate, a sujgestion is ;nade that the absolute sine of g 	be taken 
seriously!, it mal/ have a meaning." 

Richard 	Feynman. 
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3.1 	Deformaciones confornips. 

Detengamonos por un instante y contemplunos la constricción del momento 
Dia(K ytr[KI) = J, la primera impresión nos revela que, solo condiciona 
la divergencia de un tensor simétrico, de ahí el gran valor que tiene para 
nuestra completa comprensión, el que contentos con una técnica para (les-
componer aquel tensor simétrico en una suma de tensores, pero no cualquier 
des- composición, sino una en la, que al menos uno de sus términos posee 
cierta propiedad de nuestra propia elección, la propiedad de ser transverso, 
es decir, con divergencia. nula. Si miramos la ecuación Ot-y = 	K nos 
convenceremos (le que es útil buscar la descomposición entre el conjunto de 
deformaciones de y, de las cuales cabe distinguir aquellas que dejan invari-
ante al espacio de métricas admisibles sobre E", que llamaremos M (E"). 
Cuando se deforma conforrnemente la métrica del espacio-tiempo, su estruc-
tura causal local queda invariante, ya que no cambia el signo del elemento 
de linea (18 2 ; esta reflexión nos llevan a considerar en especial a las defor-
maciones conformes, que en el futuro se convertirán en la piedra angular de 
nuestra investigacióni. 

Diremos que dos métricas Riernamiianas 7 y -y admisibles en E" son 
conformemente equivalentes, si y solo si, existe una función escalar (/) 

> O, tal que 7 = 011, lo cual indicamos con la, simbología (E",7) es,  (E", -y). 
Se sigue entonces que los ángulos definidos por y y y tienen el mismo valor, 
pero la propiedad útil para nutra causa es otra. 

De las relaciones existentes entre objetos geométricos definidos por 7y-  y 
destacamos: 

	

(det, 7)2 
	

9(det 7)1 

	

rtc 
	rg, 	1)-11(6157,1n + b,̀.Vbiii + yb,V(` lu 

	

7/7 	
= 0--1{R 2p( n 1) r  L50 

41)(112712) 1.))) + (V In 

Y si además incluimos en nuestro repertorio escalamiento.; r = </P`E y 
117  = rgir de campos vectoriales T.; y tensores simétricos (le segundo rango 
T contravariantes también resultan las siguientes expresiones entre diver-
gencias: 

divE = OldivE + (n1 p)E • V In 01 

p(n + 2)  ),T 	p •  tr[T]  v in 01  
dtvT = (b"'i[din + 	+ 	 V In 

'El método conforme fue introducido por André Lichnerowicz 
Lichnerowicz , A. , J. Math. Pires Appl. 23 (1944), 37-65. 
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Guiados por la navaja de t)cc¿titi tomaremo52  p 	.'1n._ _ 	--1)" y u -2 
ta ips valores in! 	--2(p" - I) junto con la condición adicional ftf.11 	O 

para obtener un conjunto más sencillo de ecilaciones3: 

n - 
— - (.+)P -11? --,-- 	/? - 4 -- 	1.10 	 (3.1) 

u - 2 

= O-P.E 	5 	= 	divE 	 (3.2) 

= 0-20)* -- orr 	7i7; T = 0-2(P*-1)div T 	(3.3) 

3.2 	Hacia la descomposición de York. 

Usaremos 5 para denotar a la densidad tensorial 	i que representa la 
(dec1)u 

clase conforme de equivalencia, para 7, una métrica admisible en E". Exa-
minemos el cambio inducido por un difeontorfismo infinitésirnal generado 
por un campo vectorial w sobre 5. De la teoría sobre derivadas de Lie4  
aberrios que una condición necesaria y suficiente para que tal difeomor-

fismo no cambie la clase de equivalencia de métricas conformes a 7 es que 
tw5 = O. Esto es, que la derivada .-eu,5(4b = 7ar.Obwc  + 5bc57 a Wc  15abVcWc  
sea idénticamente nula. Esta derivada de Lie es una densidad tensorial sin 
traza, pero como deseamos trabajar con una cantidad tensorial en vez de una 
densidad tensorial introduciremos el operador vectorial .1,[w] que resultará 
en una simplificación de la notación y la adopción del lenguaje de operadores. 

L[w] = (det 7)1  .Cw5 	 (3.4) 

Inmediatamente podemos decir algo sobre nuestro operador, si al usar la ley 
de transformación conforme del determinante de un tensor métrico L[w] = 

(det 5)1 	= c/)2,4 (det 7)* Lw ry = 024 (det; 7)1 £‘5,5 = 0211L[w], de lo 
que resulta la invariancia ante transformaciones conformes del ker[L] y de 
la dim ker[L]. Queremos además, hacer notar una propiedad relevante so-
bre ker[L], a saber, que tiene dimensión finita, más aún, el valor máximo 
de din' ker[L] es (n+1)(11+2)  y este se alcanza si Y solo si (E",7) es confor-
malmente plano. Para finalizar esta sección, acordemos en reservar x para 
distinguir a los elementos del hedí'', a los que llamaremos vectores de 'Killing 
con formes. 

El valor p* = 	es precisamente aquel para el cual la contención 	C Lp.  deja de 

per Compacta . 
'Notemos que la ecuación de conservación V,,T"' = O se satisface en general para un 

,solo  representante de la clase de métricas conformes del espacio-tiempo, salvo escalamientos 
por  factores constantes (I) = ele, y entonces solo para (V, g). . 

4  1<C11 t aro Vano; 'The Mein of Lie dericatices and its applications; North-Holland; Am-
sterdam; 1957. 
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3.3 Descomposición de York" . 

iletoinando la disertación previa al comienzo de este capítulo y teniendo en 
mente (3.3) optamos por aquella descomposición de un tenso(' simétrico h, 
que separa su parte transversa y sin traza h". 

h= 	(det 1)1 	Tr.,[11) 
	

(3.5) 

De esta manera, cuando h respresente una deformación de la métrica, 
(ligarnos b-1, el tercer término de la descomposición no cambiará la clase con-
forme de equivalencia, en contraste con el segundo que representa el cambio 
de la clase conforme de equivalencia generado por w, sin embargo ruin am-
bos términos dejan invariante Al (E"), luego solo queda 11" para especificar 
completamente cualquier deformación by. 

El lector habrá notado, por la aparición del símbolo (.1), que no resistirnos 
la tentación de adelantarnos en señalar que tal descomposición, si existe, es 
ortogonal con respecto al producto escalar global, en efecto: 

( hs, (del. 7)1  .Cw5 ) = ( h", Try[h]) = ((det 7 .ew7, Tr4h)) = O. 
El primer miembro de la cadena (le igualdades se anula después de integrar 
por partes ya que h" es transverso, el segundo y tercer miembros gracias a 
que h" y Cur ry carecen de traza. 

Concentraremos nuestra atención por el momento en señalar aquellos 
aspectos que aseguran no solo la existencia de esta descomposición sino 
también su unicidad y entonces los que se derivan del estudio de la ecuación 
que debe satisfacer el campo vectorial w : 

Lw 	div I,[w) = div (h — 7'r.111)) 	 (3.6) 

—AL es un operador diferencial lineal de segundo orden que manda vectores 
en vectores con dominio denso en Es, simétrico (—ALw ,v ) = ( w , —ALv) 
y positivo (—ALw , w ) > O en su dominio D(-411L) como se infiere de la 
igualdad: 

1 
(—ALw, v) = 2(L[w], My)); Vw, v E D( — A1,) 

Usando de nuevo esta misma igualdad, se deduce directamente que Ker[—Ad = 
K er[L] y corno —AL es simétrico (1iango(—AL))1  = E er[n. Observemos 
además, que en virtud de la definición explícita (le .L[w], se tiene la ex-
presión correspondiente AL=A -ti  2  Vdiv Ricc(y), de donde se deduce 
que AL posee símbolo inyectivo y es por lo tanto un operador elíptico. Esto 

5  York J. 1973 Conformally invariant orthogonal deconiposition of syntetrie tensora on 
Itiemannian manifolds and the initiaJvalue problem of general relativity !With. l'hys, Vol 
14, No 4. 
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traduce en la posibilidad de regularizar la diterenciabilida.d de las solu-

ciones débiles de (3.6) hasta el grado permitido por la diferenciabilidad que 

,e asuma sobre los coeficientes de AL. Estas observaciones son suficientes 

para asegurar la existencia de una única solución salvo vectores de Eilling 
confornies \ una vez que se verifique la condición de integrabilidad (vaese 

abajo), a saber que la di v(h 	Tr_,[h]) sea ortogonal a los elementos del 

K (7411. que en verdad se satisface: 
( 	. di e( h l'r1[11]) ) 	L[x] , h — 	) = O. Notese que, aunque en- 

general no podamos asegurar una solució única para (3.6), la, descomposición 

si es única: pues en ella w interviene solo a través de ./Awl. 

Prueba de existencia de una solución generalizada para -AL. 

Si se usa la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene: 

(—ALw, 	< c1  IIwII,,,HA/ti, Vw, v E 111 (Y;3) n D(--AL) 

Ahora bien, por el teorema de Hahn-Banach, se puede extender el fun- 

cional Lv  [IN] 	(—ALw, y) como un funcional lineal y acotado sobre.  /fi. 

Luego, por el teorema de representación de Riesz, existe un elemento de Hl  

único, que llamamos C [y], tal que: 

= (w, C [y]) Vw,  ,v E H1  

Aquí 	— Hl , es un operador lineal y acotado, corno se puede checar 

fácilmente, y como —AL es sfinetrico se sigue que e es un operador autoad-

junto. Se quiere resolver 

(l'iwi , y) = (f, y) Vv E Hl  donde f E D iv(h Tr,i[h]) 	(3.7) 

Antes de esto, consideremos el problema auxiliar, correspondiente a la forma 

jw1, ) A( w,v) = (f,v) Vv E 111  donde f E 1,2  

Si fija > O, suficientemente grande para que se cumpla la relación: 

rwl , w) A(w,w)?: eieIIwllÍi, Vw E 111  

(desigualdad de Garding) 

Recordar la naturaleza elíptica de (3.7). Entonces por el teorema de Lax-

Milgram, existe una uEill única, tal que 

(t [u].v) 4- A(u,v)= (?,v) Vv E 1/1  

Se pone u = Ti*. Vemos que T : L2  ---> L2 es un operador compacto (la 

continuidad se hereda del teorema de Lax-Milgram y H1(E3) 	L2(E3) ). Se 

enfatiza ahora que una solución de (3.7) es equivalente a tener u = T(f 	u); 

que se convierte al poner 19 = f +Auen (f—)TO = f. Esta ecuación en virtud 

de la alternativa de Fredhohn tiene solución si y solo si f E ker(/ — 	= 
ker(1 — T)1  (También de aquí, por ser T compacto y A # O se infiere de 
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la teoría de Riesz-Fredholm que dim ker( / AT) < cx:,) ó lo que es lo 
mismo si y solo si ( f, ‘) = O, V\ que sal isface T( \ ) = y. En particular. 
osi o significa que (C[\1, y) = O Vv 	H l  y por lo tanto \ E ker t (Usar los 
teoremas de regularización para admitir primero que \ E Hl 3; entonces se 
p(Hip, y 	\ para poder deducir O =(([\I.   y) = DI,[y),140). 

3.4 	ei 	t ()potencial vvetorial. 

Se han introducido la fórmula de t ransfortuación conforme (3.3) y la descota-
p(e,ición de York, con la idea de atisbar cantidades que se tornen libremente 
especdicables, los grados de !j'irrit' del campo gravitatorio en presencia de 
f coles , de manera que sea posible construir, apartir de ellos, un conjunto de 
datos iniciales soluciones de las constriciones (Recordamos que diferenciarnos 
estos datos en particular con una barra encima). Veamos como funciona, se 
escribe primero K como suma; un sumando es una parte sin traza, digamos 
A. mientras que el otro contiene la traza 7 E tr..-71iZI, esto es: 

aa 

	 (3.8) 

Se aplica (3.3) a la constricción del momento 

Div(A — 	= 
considerando 7 como cantidad dada, aquí es donde se tiene la sensación de 
que se debe especificar información invariante ante transformaciones con-
formes, luego se escalan las fuentes y se asume, por el momento, V-  como 
cantidad preescrita. 
¿,Sin embargo, como decidiremos que regla adoptar para escalar las fuentes?. 
Podríamos decidirlo de forma tal que, las ecuaciones resultantes sean más 
fáciles de manejar cí también bajo el criterio de que, a fuentes físicas les deben 
(.1•,rresponder fuentes físicas. Afortunadamente ambos criterios se satisfacen 
cuando se toman las siguientes reglas de transformación conforme. 

eltui 
7" = 	 P (3.9) 

El escalamiento de .1, proviene del deseo de simplificar la constricción del 
momento, mientras el escalamiento de p es impuesto por la condición de 
energía dominante7  

'Empleando exactamente la misma clase de argumentos con los que hemos tratado la 
gravitación, esta vez considerando cargas eléctricas en vez de masas, se encuentra que la 
teoría electromagnética de Maxwell posee constricciones: 

51 „E" = 
75:17" o 
Y en conexión con nuestro asunto se tiene aquí, 7 WaTu+-TriL, y r = (W X Tlr. 

l'ara satisfacer las constricciones basta descomponer en la forma 
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'iguiendo este plan arrivarnos a la ecuación 

I.)h t 	J" 	13.71(t)'*1)"f 

que reescribireinos, ¡ loiciondo uso de 141 deseompo.qieión (h• l'ork!. Se pone 

A 	a • • 1,[W] 

1.0(i Iftig'11(10 el problema a tan solo encontrar un campo vectorial 'W que 
.,atisface la Pellaci611: 

(L1l w)rr __ J.3 + 	/pf 	 (3.10) 

que tiene una única solución salvo vectores de Kinn% conformes x siempre 
que se verifique la condición global de integrabilidad 

= l 1„.+ 1110PDa7), = CX„,:r 1V .1.5"7)y, 
condición que como vemos, solo depende de la clase conforme de equivalencia. 
Estas condiciones junto con la ecuación (3.10) se desacoplan de la con-
stricción hainiltoniana cuando r es constante sobre ,Y,3  y entonces cuando E3  
es extremo de un problema variacional,cuyo plantarniento es bastante natu-
ral. l'uniese como funcional el área de aquellas hipersuperficies que tienen 
una curva espacial fija y cerrada como frontera común. llipersuperficies 
que difieren tan solo por deformaciones temporales de manera que siempre 
se encuentren por encima de una hipersuperficie fija, que tiene la misma 
curva como frontera y de forma tal que se mantenga el volumen encerrado 
constante. Resulta que la hipersuperficie que es extremo de este problema 
satisfaciendo la ecuación r = de cuando se libera la restricción sobre el volu-
men, se obtiene el famoso problema de hipersuperficies extremales, del que 
los estudios dedicados se remontan a la era de Lagrange, que se admite inicio 
cestas investigaciones, 1760, la ecuación ha satisfacer por 1,13, en este caso, 

= ti y se dice que E3  es una hipersuperficie máximal del espacio-tiempo 
( V".g). En general es un problema complicado saber si existen hipersuper-
(Hes máxiinales en un espacio-tiempo dado, porque el carácter elíptico de 
la ecuación diferencial a resolver depende de la misma solución. 

Para r = cte sobre >:.4 (que por tanto se puede utilizar como parámetro 
temporal), Jaque satisface la condición de integrabilidad y o' cantidad libre-
mente especificable (que se puede construir aplicando la descomposición de 

r 	ongq0-0 
714  3"0-6  

= 
En donde y E 0-61 ta  y /3” son los datos libremente especificables, siendo los dos 

últimos transversos; se puede verificar ahora que la ley de transformación conforme para 
p y J coincide con nuestra elección (3.90. 

"Ver D. 'filien y S. Cohn-Vossen (1952). Geornelry and the hnagination, Chelsea 
'Publishing company, New York. 226-227. 
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York sobre un tensor sirnét rico cualquiera) se construyo la forma que tiene 
toda, curvatura extrínseca, R, que satisface la constricción del momento; 
sujeta claro está, por la restricción 	= r. 

.17  b 	¿ l (-771h 	[W])ub)+ 	a b 

Luego los seis grados de libertad de R están repartidos; dos en a", tres en 
w y uno en T. Solo resta saber, en estas simplificaciones, para que métricas 

EM (E") es posible hallar un escalar 	> O de manera que con y en 
verdad se satisfaga también la constricción hamiltoniana. Tengase en mente 
que hasta este momento, no se ha presentado la necesidad de restringir las 
métricas admisibles de E". Debo mencionar, que una especificación completa 
de tales b is sobre una hipersuperficie compacta E", con curvatura media 

ele, solo ha sido posible recientemente con la solución de un problema, 
hasta hace poco abierto, de la geometría diferencial; la llamada conjetura 
de Yamabe. Más adelante se presentará una de las versiones de prueba 
de esta conjetura, y también la manera de aplicarla para descubrir aquellas 
métricas que conducen a la solución de las constricciones, las ecuaciones que 
gobiernan la inercia de los cuerpos°, el significado preciso del principio de 
Mach según la teoría de la gravitación de Einstein. 

liemos dicho todo esto y aún no tocamos la, constricción hamiltoniana, 
el germen de lo párrafos finales. Para corregirlo, sin más preámbulos, pre-
sentamos la ecuación de Lichnerowicz. 

3.5 	Ecuación de Lichnerowicz. 

En tanto que antes, hemos dado una expresión explícita para que los 
que satisfacen la constricción del momento. Intentamos ahora obtener la 
representación equivalente para y. Ya no queda más qu e buscar el tensor 
métrico ry  dentro de la clase conforme de equivalencia de 'y E •M(2.;:3 ) y 
entonces, encontrar un factor escalar > O de modo tal que se verifique 
también la ecuación entre escalares 
Re) — K • K + 2  = 275 

En última instancia, debemos obtener un (t) determinado completamente por 
el conjunto (24'3,7, u* 	p, J) previamente fijado. Si se aplican las fórmulas 
de transformación conforme (3.1), (3.3), junto con (3.8), fórmula de des-
composición, y la ley de escalamiento conforme para fuentes (3.9) en la 
constricción hantiltoniana, se obtendrá una ecuación que indica si es o no 

5 Por supuesto, complementado con la cláusula de que una partícula libre se mueve 
cursando una geodésica del espacio-tiempo. En vista de la restricción 71„" derivada de las 
ecuaciones de campo surge la pregunta de si las ecuaciones de movimiento para las fuentes 
se sigue entonces únicamente de las ecuaciones del campo gravitatorio. 
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py.ible crear tal anhelado factor escalar, Il < 	 caso de existir tal 

',e convertirá en Solución de la ectmción misma: 

(3.11)    8"..50 	A • ib,V 7  +' 210-3  

ru,, 	Lichnerowicz quien apartir de sus investigaciones sobre las cons- 
tricciones de la Relatividad General en el vacío, formuladas sobre superfi-
cies maximales, introdujo esta hermosa ecuación (con solo sus dos primeros 
ii'lminos claro está.), y en su honor solemos denominar "ecuación de Lielt-
nerovvicz". Aquí estudiamos las constricciones en condiciones más gene-
!ales, a saber, cuando se les fórmula sobre hipersuperficies de curvatura me-
dia constante, caso particular en donde ambas constricciones se desacoplan 
y en general hemos incluido fuentes. 

Quisiéramos escudriñar dentro del significado físico del factor escalar. 
Así que escribiremos la energía A.D.M asociada a el tensor métrico ¶, com-
pletamente en términos de y 7,. Si consideramos ambas métricas como 
parte (le un conjunto de (latos asintóticamente planos y se asume entonces, 
o = 1-1-0(c 1 ), un cálculo directo nos lleva a una relación cuyo lado izquierdo 
le atribuye significado físico al lado derecho y luego al factor escalar 0. 
relación 

My] .E[7] 	D"od's„ 

Por otra parte, de la existencia y significado de esta ecuación puede 
sacarse una conclusión de la mayor importancia, conclusión a la que llegaron 
O'M 11u:badila y York durante 1974, Imaginemos que (1;3,7, a*,r = 0,p,J) 
son un conjunto de datos iniciales que satisfacen la condición de energía débil 
y son además, solución de las constricciones, por tanto con R(y) > 0;. Se 
afirma entonces que, existe un conjunto de datos (E3,57,ir = 0,7:= 0,Ti= 
(1. J. O) que son solución (le las constricciones en el vacío, luego R(y) es 
nulo, que tiene una energía ADM menor o igual a la cantidad que existe en 
el primer conjunto de datos y donde (E3,7) (E3,'7-). 

.1 gloso modo: Se asume 1i(7) integrable, luego R(7) > O significa que 
el problema O = R(7)0— SAO (ecuación (3.1)) con r 711°-1. tiene solución 
en cierto espacio de Sobolev con peso, donde es aplicable el principio del 
máximo (sección 3.7), de lo que se infiere O < Qi < 1. Ahora bien —4 foo  DacP 

= —.1 f L.10{1E3  = 	f R(7)01E3  < O y se sigue que 

Vemos con esto que, la inclusión de "energía cinética gravitacional" A • A y 
la densidad de materia p sobre una Itipersuperficie maximal incrementa, la 
energía total. 

En repetidas ocasiones P.A.M. Dime mostraba su plena, con fianza en la. 
siguiente idea: 

Physical latos should have malheinatical beauty." 



r).? a. LA NATI' IlA LEZA C.ON I()It N'E l)E LA GEt)kl E'Ilt01)1N Á N11(..'A.. 

Las páginas subsecuentes abrirán nuestra perspectiva y proporcionarán 
una base firme de conocimientos que revelán parto de la belleza que hay 
detrás de la ecuación Lichntirowiez. 

3.6 Sobre (1 grado topológico. 

Ei como se usará la teoría del grado topológico es algo que solo quedará claro 
hasta el final de la sección (3.7.1), es necesario entonces una buena dosis (le 
paciencia. Se sorprenderá de los progresos que se han hecho a partir de 
un comienzo que parece primero muy simple y superficial. En este sentido 
conviene recordar las palabras de Einstein, diciembre de 1916, para realizar 
una lectura cuidadosa. 

" Esperarnos que al lector no le suceda lo que a aquel viajero a quien las 
casas le itnpedian ver el poblado. " 

Sea 	E Ci (32",lin), SZ un conjunto abierto y acotado de al" y b E 
91"/9.9(052), supongamos que va'(,.c,) es no singular para todo e E 9-'(b) n 
SI entonces podemos construir un número entero d(y9,11,b), que se lee el 
grado de ya con respecto a U y h, que depende directamente del número de 
soluciones de la ecuación ya(x) ,,  b para X E n. Se toma: 

d(9, 9, b)= E¿ev,-1(b)no Sgn det yo' (I) 
	

(3.12) 

Notar que corno 99 es no singular solo hay soluciones aisladas y puesto que 
no hay soluciones en OSI este número solo puede ser finito. Podemos ahora 
cerciorarnos de algunas propiedades del grado topológico: 

(i) d(9, S2, b) = O si yri(b)n U es vacío. 
(ii) d(so,11,b) O implica que huy una solución de ya(x)= b en P. 
(iii) Continuidad. Si 99 es una función decente (que cumple con las 

hipótesis mencionadas arriba), existe una vecindad V de cP  en C1(5/, ) tal 
que para cualquier ti) E V es también una función decente y d(0,n,b) = 
d(9,51,b). 

(i) y (ii) resultan directamente de la propia definición del grado topológico 
y (iii) se sigue del teorema de la función inversa. Como consecuencia directa 
de (iii) se deduce la propiedad de invariancia hornotópiea del grado : 

(iv) Si 11 E C'(íl x [0, lb al"), b E 41"/ .11 (09 x [0,1]) y 11(• , t) 
es una función decente para 1 E [0, lb 
entonces d(H(.,t),51,b) no depende de t 
d(H(.,0),9,b) =d(H(.,1), U, b). 

En efecto, por 	para cada r E [0,1], d(I1(.,t),11,b) =d(11(•, r), Sl , b) 
jara t vecino a r y entonces d(11(•,1),11,b) es continuo con valor entero en 
.n intervalo conexo [0,1]. Por lo tanto posee un valor constante. 
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resultados de lin, se litin extendido a ez-:paríos de lianacli de di- 
itifinit a. (.11 donde 	corresponde a 1111 :'.11i)cotijultio abierto y ataro 

;ad() (le un espacio de Ilanacli v 	se restringe 1 una perturbación compacta 
la Identidad, es decir tiene la forma ,p( u) .7. 	- T( u), dondt. T 	un 

operador compacto"), ver sección 2,1 , Este tipo de mrado, que data desde 

1931, es el grado á la Leray-Scliantler y la propiedad análoga a ( iv) es la (ie 
nsareitio; 11111V pronto. 

3.7 	Principio del máximo do Hopf. 

Seo U an conjunto cancro, abe Pie 'y acotado dell'', 111.1) un operador dije-
'', nejo' lineal uniformemente elíptico en 11 de urdae dos con coeficientes neo.. 
todos, uik = 112u1Oxiask y ni = On/Oxi. 

= 	+ 	cu; e 5 O 

Supongamos que u E C2(U) y 1,[u] > O. 
Enioncts si u alcanza su máximo Al > O en U, u debe de ser una 

constante. Al sobre U. Por otra parte si en :E„ E 011, u es continua y 
u(x 0 ) = .11 > O entonces 231 1 O si 	es parte de lo frontera de una Int 	> 	-0 	• • 
bola incluida CT1 

Prueba. Observemos que si 	> O en U, u no puede alcanzar un 
máximo relativo M > O en algún punto S E 9. Ya que en dicho punto 

• O 	 k Y ui 1s= O, por consiguiente O > L[u] 1s, que contradice 
la hipótesis. Veremos en seguida como, en el caso general, L[u] > O en un 
conjunto II conexo, abierto y acotado de r, se puede hacer uso de esta 
última observación. 

El argumento es por reducción al absurdo. Como 11 es conexo podemos 
conectar por medio de una curva I' C II a dos puntos A y 13 E II (vease la 
figura adjunta). Supongamos que estos dos puntos son tales que u IA< 
u IB= 	. Emplearemos también D E II para denotar el primer punto <le 
1' donde u toma el valor M y sea C E un punto suficientemente cercano a 
1) tal que la siguiente construcción este en el interior del conjunto II: 

Tomando como centro C hacemos crecer una bola hasta que su frontera 
alcance un punto, digamos 5, donde u 15,-- M, luego construyamos en su 
interior otra bola E tangente en el punto S cuyo centro llamaremos X/. Para 
finalizar con este edificio geométrico, indentilicanios la región 9, como el 
interior de una bola centrada en S de radio pequeño con frontera (i U(2. 

"'Tal rk!sirieción se debe en parte, hablando robustas ente, a que a un operador compacto 
si: h. puede aproximar por una función de rango finito, ver el paso dos en la prueba del 
11:orema di. A rzelá Ascoli. 

tt Ver por ejemplo, Protter M y Weinherg 11 1976 MUL1171-11111 Principie in Di f ferrniiel 
Englewood Cures, N.1: Prentice-11111 ), 
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Ahora hien, en lugar de trabajar directamente con u manejaremos su 
perturbación u -1- ez, en donde z cuenta con las propiedades: 

{ 2 > O en 	-....-

(1 en ifE 

z < O en 

LH:,  1) en 1 

Uno puede checar que z(X ) 	e-"I x-ix  12  — e--"1 =  L-1' satisface todas 

las propiedades requeridas, para a suficientemente grande, en especial se 
sigue L[z] > O sobre S2 porque L[z] tiene la forma de un polinomio de 
grado 2 en a, donde el coeficiente que acompaná a la máxima potencia es 

4e "
1xx

2-12  Erk=1  aik(Xi — )(Xj — Xii ) que tiene una cota por abajo sobre 

estrictamente positiva. Esto Ultimo a consecuencia (le ser 1, un operador 
uniformemente elíptico. 

u é Af 
	 u* ex <Al 

(3.13) 

(3.14) 

Petluebock;» er 
11 	v 

12 

C tea tis eorepecto 
es toma e tel que 4.! 	A4 • er 	'r.°  u 

 

Luego u 4 	Is= Al, lo qui, significa que en S hay un máximo relativo 
y a que en la frontera (1  U G se tendrá u + 	< dl para e suficientemente 
pequeño. Por otro lado L[u+ ez] = 141+ EL[z] > O; lo que es absurdo, en 
virtud (le la observación que hicimos desde un principio. Consecuentemente 
u E efe = M > (1 sobre H. 

Por otra parte. Si el máximo Al > O se alcanza en la frontera, digamos 
en el punto s' E all, consideremos una construcción similar a la de la parte 
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primera donde II tome ahora el papel de la bola. centrada en ("'. Ocurre 
entonces tol e la perturbación U -t- F.2 alcanza su máximo en 	por lo tanto 

(I. Luego. como 	--. 0 necesariattiente 	() .0  

3.8 . Avances sobre el problema (le existencia.. 

Veremos más adelante, como nuestras investigaciones nos conduciran ine-
l udiblemente a la siguiente eUesliÓ11, (91 cuya s011ICIÓI1 descansan nuestros 
principales resultados. Majo que condiciones la ecuación (3.15) admite una 
solución est 	ament e positiva?. 

(3.15) = f(x ,,t) 

Ya hemos visto que un caso en donde está cuestión es de interés, en en el 
estudio de la ecuación de Lichnerowicz. La teoría del grado topológico nos 
permitirá dar una respuesta parcial a este interrogante en un caso especial, a 
saber, cuando una variedad Riemanniana-C''compacta y sin frontera (E3, y) 
forma el conjunto sobre el cual se define la ecuación (3.15), como primer fruto 
de est a elección estamos en libertad de usar el teoremas de encaje de Sobolev 
y el teorema de Koudrakov de la sección 2.1.1 , Así por ejemplo, se infiere el 
hecho de que 1/4  (E3) C C2  (E3) de lo que se desprende nuestra inclinación 
en otorgar al tensor métrico y una diferenciabilidad //4(E3) C C2(E3) en 
lo s razonamientos posteriores. Existe también otra propiedad relevante 
que ronda sobre nuestras cabezas y que es además una consecuencia de la 
dimensión de la hipersuperficie E3. Nos referimos a que //2  forma un álgebra 
(le Ilanach, observación de utilidad que aprovecharemos ampliamente. 

Sin alterar el contenido de la ecuación (3.15) podemos reescribirla, de 
manera de lacar provecho del enunciado del principio del máximo. 

co0= f(x,0+ co0 tz-  Plx,0) 	(3.16) 

ExamineiitoS entonces las propiedades de ambos lados de la igualdad en 
(3.1(1) acordando en adelante el uso de los símbolos ci; i = 0,1,2,3 para 
denotar constantes positivas. 

Notamos en primer lugar que, en virtud de que y E 11,1i por hipdlesi,I, la 
ecuación lineal —Al/ + /:‘/t = y, con y E 112  tiene una única solución u E /14  
que satisface 

	

1101111, 	5 	el II y 1111, 	 (3.17) 

	

1101111, 	cz 111111,, 	 (3.18) 

donde c i  y e, solo dependen de E3  y y. Más ;1.11'1,191 el espacio ft/pelona, /14  
el operador 1. definido en el lado izquierdo de (3.16) posee la prdpiedad 

Si /,[ud < /.421 	tt i  < 112 	 (3.19) 
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que 	cigio,  de usar la colo onciOn // i  C '2  y el principio del máximo. 
1141 a 'el l'orno de analizar al lado derecho de la igualdad en (3.1(i). Per 

niii amos ahora que 	és: 	I j donde I representa cierto intervalo 
cerrado de 'II'. La compacidad de 	permite entonces dar a e, un valor 

tal que la 	 c„ i'0-!.1-;,!-
1 
 sea positiva. en 	1. 

, 
r,, 	, 	I. t‘iiiiwriiviltrtrulit‹. 1'(.1,1) es creciente en en la variable 
/ para cada 1111111.11 de :I', propiedad (pie delie/1.11nIS 1/1/11V1* en inárlirá y que 
se vio-lie:ora en completa ilnid(T(il e<111 (3.19). 

Cl111'HOI 'fin dr aprovechar todas las propiedades :interiores debemos coy 
dorarnos de que f cumple 	las siguientes propiedades i ': 

f ( 	, 0(.c)) E 112  y f (x, ) E C i (E3  X 1). 

Trataremos en adelante solo con tales funciones f (x,1). 

3.83 A 10.: M 	TOPOLÓGICO. 

En lali6Squeda de condiciones que aseguren la existencia de una solución 
est rictainente positiva de la ecuación (3.15), se emplea la teoría del grado 
topolókiéo'á la Leray-Schauder. En especial se liare uso de la siguiente 
propiedad análoga a la mostrada en el inciso (iv) de la sección (3,6) : • 

Sra T, una hainotallía 	tramsfartnaraws eampactas que untrunn un 

espaeh, dr Manch (X ,(1.11) ( rr sí mismo. Sea fl sin subconjunto di X 

1:l'itrio !I acolado con cerradura 11. Si (1 	T i )a, 	b Vi E [O, 	y Vio E alt. 

cubil:Las d(1 T 1 ,1-1.(5) existe y ticat el mismo valor para cada 1 E [O, 1]. 

Sea el funcional /(a) = (1 Va 1 2  +ca2,1) y d 1 (u, h) su derivada de 
Gateaux en la dirección h, evaluada en u. La idea dt I autor Os usar" 

< 	1 d./(0_, h.) < (1.1(1410 < W(0+, tir. • h E p 

"Por ejemplo. Sea f(•) una función analítica con radio de convergencia p, X un algebra 
de Bailad) (A..1.11x ) y II = {u E .V 	•< ±,} donde la constante que define a 13 es la 
constante del:urllx < tic • II 	VIX Entonces el mapeo F:13 — X dado por u w f(u) 
es analítico. Recordar que en dimensión tres //2  es una algebra generalizada de Banach. 

13 E n  d ar tículo  1/,  probleni  of Coustrains in General Relativity : Sohaion of Ilat 
hichnr rort'rrz • •pmtiort. 	Y . choquefilruhat. utiliza el conjunto S2 = (11 u •Ilrb< 

11 < 1 	tt < 	1:1' 	COOS1a1111'5 pe1'a. ObtenerLIS siguientes condiciones suficientes 
quo muestran existencia de una solución positiva . 1(1,x) 5 O y f 	< O • V)! E 1:5. 
Nom,' rus 1telnOS arrivado gpieralizantio St a condiciones aún más geherides en donde el 
cami anterior se recupera cono) un caso parricidio. Notemos que nuestro conjunto U se 
diferencía del anterior en que en vez de considerar constantes 1 y in usamos en su lugar 
funciones tb.:y o+ , además las desigualdades involucradas no son de caracter puntual sino 
global. También hemos introducido la, funciones auxiliares h y e incluimos en lá propia 
definición de o. el operador /4.1, que nos permite hacer uso del principio del tnáxinto de 
llopf. 
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51 /11 1111 l'al'  (IP fIlliCil)110.,i 	 a las quo Ilionarmmu:i 
.1. lo sticosi 	sil li-solticiOn y umper solución ri.spectiviotionto, I..I letra ( que 

aparoTe ou lit dolinición do 52 ('S Illla constante por determinar y se pone 

b 	 ) 	( 	) 	( 	). /I 	O 1. 

II:I(.eul'1 notar que itutbiis conjuntos t) y 52 l‘stan bien delinidus, •pur)s 

tooromasde oncajamionto aseguran la linit lid de cada integral que hace 

pro-"ocia. .\(letnás sfni conjuntos no  vacíos. tal como so inlioriy al escribir 52 

on la t'orina más 

52 	 (H 	(L¡(; .1, /i 	< ( Lit11,/, 	( / 	/u); 	// E su } 

Suponeamos 	i ;intente positiva, I n'onces una función u en 52, la 
qui os ((minina ( 11 2 	'''). salkiarv 

(3.20) 

1 u  40(1 o. Sabotini, que 	111111 	(u. Llb I ) < (01- 	) 
Consideromos entonces losII,) dados por la única solución del problema 

I.,/,,1 	y, para gi gs e /12  c 	arbitrarios. que satisfacen (0_,g) 	O I. 

• 1/ y Y j 	' 	Por ( 3.17) Y ( 3. 19 ) los h g 	p. Usando estos 

y...,  arbitrarios encontramos (0-,9) < D1,0 	(c+.g), Vil que satisface las 

propiedades mencionadas, lo que es suficiente para derivar (3.20). 

En lo que resta podemos trabajar, sin dificultades, tomando como inter- 
valo cerrado de '111  al conjunto 1= [milly:,3 <,•")..„ 	041. 

Sol}  soluciones de (3.1.5) los plintos fijos del mapeo TI  : S? 	11 2  que 
asigna a rada elemento e en S2 la lírica. solución de /,[0] 	blx, e), en vir- 

tud de las hipótesis acordadas sobre 	junio con (3.1M, se asegura que 
r(x)) E 1/2  y Ti  es continuo, más aún, por medio de (3.17) necesaria- 

Hielo e 	11 1 	• 112  de lo quo 50 illrivr(' quo T i  1'5Ilr r)peradar compacto. 
l'in la teoría de grado 1-' 1  tiene puntos fijos si 	/ • T1,9,0) 	o, así 

oriol.. por ejemplo para ol :natio() constante T„ 52 	// 2  quo asigna a cada 
'Monacato 	do 52 la única solución de la ocilaci'on 1,11/1 	/1'1'H-21.'11'1y minoicos 

un D'apl.(' con un Mdco punto fijo 	52 por lo cual (1(1 "f" „32,0) = 

Ahora bion. si existiese un punto fijo do T i  en 052. digamos 10, tomaríamos 
simplement e  r = 111 y ya no tendríamos que probar la existencia de una 

• munición para nuestro problema, supongamos entonces que este feliz acon-

tecimiento no ocurre, El resultado análogo de ( iv ) se puede parafrasear como 

sigue": 

Dos operadores T i  y 'T„ compactos poseen ol mismo grado si T t 	/Ti -t- 

-- 1)T., no tiene puntos fijos en Oí? para O <1 I < 1 donde S2 es un conjunto 

abierto y acotado de un espacio de Ilanacb. 

11 P:1ra una int roduccitin a lit teoría de grado ver por ijemplo Lloyd N 1978 1)ugtre 1/Ivory 
idge raitibridge University. Press) 
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Si tan solo fuera posible establecer condiciones para las cuales cualquier 

solución tentativa en r2 ocurriera en verdad solo en 9, la invarianza ho-

motópira del grado nos conduciría a afirmar que 11(1 •-• T i  , S?, 0) = IR/ - 
T0,12.0) = I, y por tanto ciertamente existiría un punto fijo en S2 para T I . 
Aquí damos forma a "f t  apariir de las soluciones de la siguiente ecuación 
lineal 

= 

donde e 	u = Tt1v1. Ha, llegado) el momento de terntianr ron la. espera, 

y asignar un valor a nuestra comstante C, lo que haremos de tal modo que 
para 1 E (0,11 resulte siempre que II u ll yz  < C' cuando u es un posible 
punto fijo de T t . Esto se puede hacer gracias a que u, definida entonces por 
tal mapeo. es C2  y como .9 es un compacto, F estará acotada entonces por 

tina constante que depende de 45_, y 0.4., (ligamos I en la norma L2 y por lo 

cual basta con tomar, en virtud de (3.18): 

> e 2  • oiría. 	,.1,[ 95—  ; (1)-1-1} 

Particularmente en nuestro caso sabemos que no existen puntos fijos sobre 
m' para 1 = O y 1 = 1, es nuestro) deseo que esto combine siendo válido 

también para O < t < I. Supongamos lo contrario, que existe 1111 punto lijo 
u' en 051, esto significa que existe algún h permitido tal que (Ir, 110.1) 
(h, 1,(w]) ó (lt, 1,[0 4.]) = 	, Ltwp, Se sigue de inmediato, en caso de ocurrir 

cualquiera de estas dos posibilidades que: 

O 	= 	(h,/(F(x. w) 	LE(.5-1) + (1 — I)L[(1)4. - 
	
]) 

> 	(11,t(F(x,(1)..) —, L[0.1) + (1 — 1)11 	—2 °1) 

O 	= 	(h, F( x, w) — 1.40+1) + (1 — 

5 	(hl 1( M•r ,  46+) 	1,1041.)+(1-1)11 
— —0+

(1) 	i) 

respectivamente, en donde usamos que F es una función creciente. Notemos 

también que los últimos términos de las dos relaciones anteriores tienen un 

solo signo + y — respectivamente. Imponiendo ahora algún criterio para la 

falsedad ole ambas relaciones se llega. de esta manera a condiciones adicionales 

a las implícitas en (3.20) sobre o_ y 0.1. para poder asegurar la existencia 

de una solución p > 0 en /tí de (3.15). Un conjunto tal lo forman: 



\\'.\\(I .S St)111(1; 1;1, 11{0111,DIA i n: 1.XI5l f.:N(1,1 

(3.'21) 

E( 	(:).4. I 	 ( 3.22) 

Sobre todc, .r en V". U 

3.8.2 	i l(a• m ENE)  coNsTRucTi vo.  

En la sección anterior encontramos un conjunto de condiciones que aseguran 
la existencia de una solución positiva de la ecuación (3.11), s..?. Quisiéramos 
mostrar ahora como usando tales condiciones podemos no solo construir tp 
zinc) además dar una prueba alternativa de su asistencia e incluso asumir 
o_ < o+  en contraste con (3.20) . 

Nuestro plan de ataque consiste en encontrar una sucesión de funciones 
o;  cuya convergencia sea equivalente a la existencia de tal i,, definamos 
entonces {03 } inductivamente por 

(3.23) 

1,[(1) J .1.1 1 	 (3.24) 

Se usará (3.21) y (3.22) para asegurar que la sucesión así formada sea 
monotottamente decreciente y al igual que en la sección anterior tomaremos 
I= lininv..1 0_, tnaxE3 0+1. 

En efecto si hacemos uso de (3.21), la monoticidad de F y (3.22) ten-
dremos 

L[0-1 < !'(.r', O—) < blx, ,b,,) = Lk5 i1 < L[0,,1 

'Itt Onces por (3.1()) 

O-- 	01 5 

luís generalmente si asumimos 	< <. 0,, y procedemos (le 
manera análoga encontramos 

L[o-] 	1'(2,,ó...) 5 F(x.07 )-- L[O,H-1 

nuevamente por (3.1111 

nr-Q/- = b[0,i1 5 F(x,0(,) < LE001 

< 	• < 0J+1  < (fi) < • < 	< 	rz 

Debemos a la buena fortuna, en la elección (le los espacios funcionales en 
los que I, 0_ y ch.}  son elementos, así corno las relaciones (3.17) y (3.23), el 
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gni, la >,i l eysióii o h, 	Ticjouph  { 	} 1,,111` 1111hr 	 itCntilda 

(IV 	que se infiere la existencia (IV nna SlIbSIICVSiÓn 0j, ('II ii? que 
converge a una .F en /12. Tomando ahora el límite en (3.10) cuando 
y considerando que T I  : //2 	//,! es 1111 operador continuo deducimos <1111. 
T.: es una solución de (3.15) en /12 . Luego por (3.17) también 4.stara en 
11.1  C 	En realidad la sucesión completa converge. En efecto, como 1' 
está en C1 (.9 x /) y la estimación (3.18) asegura que, si {0i} es de Cauchy 
en la norma C" entonces es también de Cauchy en la norma 112 . Ahora bien, 
la sucesión completa es de Canchy en C', precisamente porque (0j,} es de 
C'auchy en /12  C C° y {0i} es una sucesión monótona; linahnente siendo /12  
1111 espacio de Banacli la sucesión completa convergerá a una solución yo. O 

3.9 	Problema de miieidad15. 

Sea F(x, u. Vu, V 2u) = O una ecuación no lineal, de segundo orden, definida, 
sobre una variedad Itiematiniana compacta y sin frontera (E",7). Si la 
ecuación es elíptica, es decir, si para todos los valores de los argumentos 
de 	(Aquí 	= rJC 4-1,-) la forma cuadrática: 

"U
r.  

, h  

es definida positiva, y P„ < 0, no identicatnente nulo, se sigue que solo se 
admite una única solución u E 
En efecto, supongamos que u y 1) son (los soluciones y por lo tanto 

O = F(x , u, Vu, V 2u) — F(x,v,57  e, V 2  o), 

escribiendo esta expresión tonto integral por medio del teorema fundamental 
del cálculo y denotando el valor medio de q por 

0—  = 	0(x, tu — (1 — t)v,t57  — (1 — 1)57 v,157 21t — (1 — t)V2u)d/ 

se deduce que la cantidad u: = u. — u verifica la ecuación • 

vn TI 
k itk I 	 rniV = O 

De acuerdo con el principio del máximo u: < 0, pero el mismo resultado se 
aplica a --tu; consecuentemente te O. O 

"Ver R. l'ourant and D. !When 1953, 	ethodi of Mathernalical Physie$, Int e rhciunce, 
New York, Vol. II, p. 322423. 
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El origen de la conjetura 

Sea (ER,5) una variedad Riemannialla, orientable, COMpaCta y sin frontera, 
de dimensión n 	3, propiedades de la variedad que siempre sumiremos en 
esta sección. Es natural preguntarse si es posible asignarle a .Y,71  una geo-
metría. o más precisamente una métrica, cuyo escalar de curvatura tenga, una 
propiedad bastante atractiva y sencilla, la de mantener un valor constante 
sobre todos los puntos de En. Ya conocemos una ley de transformación que 
liga a los escalares do curvatura de dos métricas que se obtienen una de otra 
por deformación conforme, nos referimos a la ecuación 

n — I 
—4---- 	=  

u — 2 

en donde = yh 7 El matemático II. Yarnabe hacia. los años 60 preguntó 
a la comunidad científica: Dada (`j'', 7), Y' será. posible deformar conforme-
mente el tensor métrico y de tal manera que el escalar de curvatura asociado 
a la nueva métrica, sea una constante?, en otras palabras, ¿existe solución al 
problema de eigenvalores no /iwal, vease (4.1), para el operador lapla£iano 
conforme? 

L E --A + a, donde se denota a con 1- 11::11? 4 

{ = ,\(9*-1 
E C`''''( >2," ); cG > 0 

(4.1) 

el mismo 1'am:dm respondió afirmativamente a la cuestión y publicó una 
prueba de ello, en un célebre artícit101  que ha motivado mucho el desa-
rrollo del análisis no lineal. Sin embargo, fue en el transcurso del año 1968, 
cuando N. Trudinger2  se (lió cuenta que la prueba dada por Yainabe contenía 
una falasia, La conjetura entonces quedó como problema abierto y así per-
maneció durante más de (los (lecadas. l'ara su desgracia Yartiabe murió poco 
tiempo después de la aparición de su renombrado artículo y en su memoria 
se le denomina al problema, que acabamos de fórmular, como "la conjetura 
de Yamabe". 

Apuntamos que del mismo modo que, un problema de eigenvalores lineal, 
este problema no lineal (4.1) admite una formulación variacional. SI 01,,, 
satisface (1.1), tentativamente A sería el ínfimo del funcional 

(L0,0) 
I91 	 (4.2) 

11011 2/,,, 

II. Ya rn a b e, On a deformation of Riemannian strnetures on compact manifolds, °sub 
11111/1. .1. No 12 (1960 21.37. 

Trudinger (1968), Remarks concerning the conforma' deformation of Itiemannian 
uctures on compact manifolds, A1111. Scuoln Norm. Sup, l'isa CI. Sci. (Id 3 26.5-274. 
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-obre un espacio de lianach 	II • II) todavía iuu. determinar. 	ponga inos 
quo 	pfect ivaniente e.i ínfimo:I  sobre cierto espaci() de ltanaeli X apro- 
piado, 

lieHilta bonito descubrir que A es un invariant e conforme. En efecto, si 

aplica, la le y. de tratis;fornitición del determinante y de un tensor métrico y 
propio escalar de curvatura, halo deformaciones conforates (sección 3.1), 

.i se rei•sciibe en la forma 

R, 1)5 

Miura bien, variar in significa barrer sobre las métricas conformemente 
relacionadas con -y, lo que verifica por tanto la. certitud de nuestra aseve- 
ración1. en virt 	de nuestra veden expresión para '.:1[•1 De ahí que también, 
el signo de A, que coincide con el signo del primer eigenvalor del operador 
Laplaciano conforme, que denotamos por A2  sea. también un invariante con- 
forme.( Notar que 	 > A2  7:: 6-121  421  > A; 1/46 X) 

114,11t, — 	1145211E2 	' 

4,1 	El. Método Topológico en acción. 

Los casos cuando es A < 0 ó A = 0. En el capítulo anterior estudiamos 
precisamente la, ecuación —A0 = f(x,y5) y usando un argumento topológico 
arrivamos a las siguientes condiciones suficientes, garantizando la existencia 
de una solución positiva, al menos dos veces continuamente diferenciable. 

f(x,(1)) , 	f(x,0), o < 
en donde (1)_ y rb+ son funciones de 11.1. En esta ocasión muy particular, 
f (x, () = Art)P. 	— a0. Regresemos a la sección 3.8.1 y notemos que la natu- 
raleza del conjunto Si' sugiere tomar, para su simplicidad, multiplos de la 
eigenfunción 

02 E 114  02 > 0, 

L02 = A202. 

en la construcción de las funciones 	y 04. de ser posible. Aquello motiva 
a considerar considerar, tomando una constante e, a funciones del tipo c02  
para verificar la existencia de una subsolución 	y una supersolución 0+. 
Consideremos pues, la siguiente identidad encaminada a. cubrir el caso donde 
A = 	1 

11021 (co2)P*-1  = co2tA2 (co2)V*--21 

Es posible que aunque un funcional tenga una máxima cota inferior sobre cierto espacio 
funcional no exista ninguna función de tal espacio para el cual el ínfimo del funcional se 
alcance. en la primera nota de la sección titulada la contribución <le Yanialie se cita una 
itterew la en donde se dan ejemplos. 

'Si se libera la restricción y se varia sobre todas las métricas admisibles en?w",   los 
puntee críticos del funcional son métricas de Einstein Ricc(1)= cte 'y. 
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De ahí que observemos inmediatamente que, Idea original de .1. kazdan, 
que si A2  es negativo, entonces para 	suficientemente pequen° y e+  sufi- 
cientemente grande c-02  y (402 son respectivamente una subsolución y una 
su persol ción 

Resinniendo, si el signo de ,\ 2  es negativo siempre podremos deformar la. 
métrica (le manera conforme a una que tiene un escalar de curvatura cons-
tante, pero solo (le valor negativo ( Recordar que el signo de A2  coincide con 
el signo del invariante conforme A). 

Por otro lado, si A2  = O, es posible realizar esta deformación a un escalar 
de curvatura identicamente nulo. Solo resta para verificar la conjetura de 
Yamabe el caso A2  > O, del cual no hay conclusión usando este método, al 
menos no hay nadie quien lo haya hecho aún. 

En las próximas secciónes mostraremos no solo la existencia de la función 
(le la que nos hemos auxiliado 02 , sino que además atacaremos el caso pen-
diente A.2 > 

4.2 	Método de sucesiones ininimizantes. 

Detengámonos un instante, para hacer un breve análisis, que nos será de 
utilidad muy pronto. Si se quiere probar que un funcional (:1,1  alcanza un 
extremo q,, en el espacio de trabajo p, se suele seguir cierto estratagema, 
conocido corno el método de sucesiones tninimizantes. Supongamos :1-•q[0] 
acotado por abajo V0 E p, el espacio funcional de trabajo. Se sigue del 
axioma de supremo de los números reales que se puede extraer una sucesión 

minimizante en p. Es decir, 3{MiEN, (bj E sa tal que 'N'. (1 [0 ji 	9°  Ay  E-2 
inf{2‘q[0] 1 0 E p} < oo. La idea es, ver si apartir de la sucesión minimizante 
se puede extraer una subsucesión (le la cual se construya una función 0, E 

f) y esperar sigilosamente que A,/  = ':;1104 (se dice entonces que el extremo 
se alcanza en p). 

Ejemplo de Weierstrass 

'lechemos un vistas() al histórico ejemplo de Weierstrass, 1870, que mues-
tra como a veces la idea sugestiva anterior, fracasa. lis decir, se indica un 
ejemplo donde el valor extreinal de '-'s q[•1 sobre p nunca se obtiene (le evaluar 
2,4[1 con una función de p. 
Sea lea)  = f i (xit1)2dx y p= {uECI  [0, 11i u( —1) = a, u(1) = b,a b} 

La sucesión de funciones u' = 	1111-.1'1'193-j1: satisface las condiciones 2 	ardan j 

de frontera, además 211-bri, > /-(u j) 	0 = 	1(n). Sin embargo no 
existe ninguna función y E p que minimize el funcional. Si existe, significa 
que xv' 	O y entonces y E.: cte en oposición a las condiciones de frontera. 

Es instructivo notar, que ya en 1965, S. Pohozaev mostró que ninguna 
solución del problema —su = uP'-1, u > o en 1./ C 4in y u 	en 09, se 
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puede obtener por el proceso de minituízackín, citando SI es una estrella' 

Para que el método de sucesiones minimizamos se lleve a. feliz término, 
lato() 	como ‘::5,1  deben tener propiedades especiales. Parafraseando la 
ovación. diremos que junto a 1111/1 ecuación diferencial parcial, uno se en-
en, a tanibien al problema de encontrar equellos espacios funcionales para el 

cual la ecuación en sí tiene solución. Tendremos la oportunidad en el futuro 
de afrontar este mismo problema, citando consideremos las constricciones de 
a relatividad general; así que más vale preparse para tal ocasión. En este 
peligroso juego es donde se recurre a la teoría de los espacios de llamad, al 
teorema de encaje de Sobolev y al teorema (14'. Kondrakov. 

Necesitaremos, para poder continuar, el siguiente resultado de la mayor 
importancia. 

Un espacio de Hilbert es débilmente compacto. 

Todo espacio de Banach, reflexivo, es débilmente compacto. Aquí sin em-
bargo, daremos una prueba, suficiente para nuestros propósitos, que solo 
conciernen a los espacios de Ililbert. 

Toda sucesión acotada, de elementos (le un espacio (le Hilbert,11, real y 
.9.parable. digamos {(Pj} con Kb < M , tiene una subsucesión <fii, que 
conrerge débilmente a un elemento 0,, E H. Y no solo eso, sino que además 

liminf 110i, 11H . 

Prueba: Sea {oh} un conjunto contable y denso en 17. Por la de-
1-.igualdad de Cauchy-Schwarz la sucesión {(49j, )) es acotada en 52., esto es 

(o), ) I<  111110111H . El teorema de Bolzano-Weierstrass nos dice entonces 
que 	) subsucesión de {(1)i} tal que (4)i( , oh) 	al , un real. También 

c2 )) es acotada en 32, por tanto 3{0i, } subsucesión de {Oh }, tal que 
o.);,. 	a2. Procediendo de manera análoga, nos damos cuenta que, la 
ithslicesión diagonal {0j, } de la sucesión original {(Pi} tiene la propiedad de 

que f 	ek) --+ ak,Vk. (Este es el argumento) diagonal de Cantor) 

a l 	a2  rtk 

(Oil, 01) 	1.  
(Oja'''l) (Oh, 02) 

((hh , 11,1) (Oh, 02) 

(Oh 	(Oh 02) • • • (Sbjk )Ok) 

Siendo { ek} denso en 11 , significa que V E 11, I((p) 5 	, 9) existe 
y es (Mito. De hecho es un funcional lineal y acotado. Entonces por el teo-
rema de representación de Riesz 300„ E II tal que I( (p) = (0,s0). Por tanto 

'S. Poliozaev (1965), Eigcnfunctions oí thc equation iltt+ Af (u) = O, Soviet Mutis. Dukl 
t. pp. 141114-1411. 
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I,  03» 	- 	• p) Vy,  E II, convergencia débil que se denota <pi, 	(b,„. 
Para finalizar solo notemos que 	 ) 

11111  ¡d,- 	110.1,1I11110,11 u 

4.3 	La barrera (le la compacidad. 

Seguiremos por un rato el razonamiento de Yamabe, esto significa estudiar 
un problema auxiliar. Primero se muestra la existencia de un extremo yríq , 
emulando el método de sucesiones minimizantes para el funcional :1,01, 
q E [2, p`) (ver abajo) sobre el espacio de ililbert 	E //i \ {O} 1 	> O}, 
(Notar que este problema está bien definido, porque // i  •--› 1,1'.  c 1," ). La 
aproximación a una resolución de la conjeturase deja a una investigación de 
I() que sucede en el límite, q - ir- . 

(S70 • vo, + (no, o 
.1./í.01 = 	

ilOng 
	, 	q E [2, pi  ) 

Comencemos mostrando que al[o] se está acotada por abajo, más precisa- 
mente 

-, 
k 05 1 	in f.  En {a , O} • tillpy;” { 1 , c()/(1,')••} para q E [2, y') 

en efecto, 

"1(11(11 > lia011,) > inf En 	, O) ( ¡a-H-19')2  >f inL„ la, O} • vol(E") 
2 

esta última relación se infiere de la desigualdad de 1161der. Coleo q < p*, se 
sigue a su vez la cota por abajo anunciada, que es independiente de q. 

Siendo :1,1  un funcional homogeneo de grado cero, se puede tornar una 
sucesión niinimizante 

(<1>j)JEN) (i),i E 19 tal que bi.111,, 	1 y (3,,[0i
] 
	4. 1  

Estas propiedades son suficiente para asegurar que la sucesión Irkili E N está 
uniformemente acotada en el espacio de l[ilbert H l  y seguir un argumento 
basdo en sus propiedades (le compacidad, ya senfialadas. En efecto, 

1104 	+ 	= 
‹a,[1] + 4- (supr„ I  a  I  -i-uppjil 

Oh  
I a I ' (111.. , 	2 + 1 + (tillpEn 1 a +1) (114))111/2 ) 

1 + (2 supr,„ 1 a 1 +1) supEn {1 , vol( Ei")1}  
Al final se ha usado, nuevamente, la desigualdad de H61der. Por tanto, 

podemos extraer un subsucesión 	(j fijo), de la sucesión original <fii que 
satisface: 

(1) 	(1)(1  C011 11cbgllil, 5.  hm inf 114j,11y,cuando  j, 	oo. 
(Un espacio de Hilbert es débilmente compacto) 
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0,1  por el teorema (le kondrakov 

(:), por Ilidder L ,a  C /,2  
í 	‹,ti  en c.t.p, por la convergencia en 

Vea, ' el estudio (11 los espacios U do la sección 2.1.) 

-i 	Deceario se toma una sub sucesión, de una su bsucesión, de una ...etc, 
tres pasos. Luego por (iv) 'p, > 0 , por (ii) 	, recuerde:se que 

de lo que se sigue que 0,1  no es identicamente cero y puesto que (i) 
asegura ow  en th se verifica la membresía de 0,1  en p. 

Finalmente por (i) y (iii) .\ q  < `Zsq[cpq] 5 lim MOji = Aq  cuando 	00 
y se concluye, 
t1.1  es un extremo de 	en 19 y entonces 	 Voq  E 5.),rj 

Se debe precisamente a la falta de compacidad en la. contención /fi C 
cuando q;' es 	el exponente crítico de Sobolev, que no se pueda asumir 
( II) y ¡MI' tanto aplicar directamente, a la conjetura (le Yarnabe, el método 
ininimizante. Actualmente no existe un método, más o menos general, para 
salvaguardar este tipo de dificultades, nos referirnos a la falta de compacidad. 
Nos encontramos ante los límites de la matemática actual, en el comienzo de 
una linea de investigación'', razón por la cual la resolución de la conjetura de 
lamabe adquiere una extraordinaria valía en ambos campos, el de la física 
y el de la matemática. 

Ahora bien, dado que Cr(E,") es denso en Hl , ver la sección de espacios 
de Sobolev del segundo capítulo, y 11V 1 o I II Ll < 	resulta que (N es 
también un extremo del funcional IR, 	 condicionadopor G(.) E-7: 

— 11 • 111 = O sobre un espacio más grande, a saber pi  = 	E 	\ {0}}. 
Se sigue de usar la técnica (le multiplicadores de Lagran,ge (aquí se de-

notan con pa y y) que oq , siendo un extremo, es solución del problema libre 
ji Dh 11+ 	D hG = O; 	+1/2 	O. Es decir, 

p(C" o,/  • V h , 1) + 	acbg , h) 	v (1((b1, 1)1-1  (01-1  , h) -,--- 0; Vh E ni 

•roniando h tr. (N vemos que, necesariamente p. debe ser distinto de cero, 
podernos entonces dividir entonces por it y evaluar 1,, para escribir: 

( V Oil  • VI/ , 1)-( a(bq  h ) = .)1 (1 ( Or h); Vh. E lí 

Luego para cada. y E [2,p-) tendremos una (fig  solución débil de la ecuación 
l.n = ,\10-1. Nuestra siguiente nieta es regularizar la diferenciabilidad de 
0.1 , ah( tendremos que usar estimaciones sutiles, debido a la presencia de la 
potencia en drq-1, solo entonces estaremos seguros que (fi, es también una 

Ver llaim Brezis (1987) Nonlinear Elliptic Equations hivolving the Critical Sobolev 
t. xponent•Survey and Perspectiucs, Directions in Partial Differential Equations, Academie 
Press.17-35. En donde se pueden encontrar referencias. 
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milució)) clásica estrictamente positiva, hasta ahora, ni siquiera sabemos si 
es continua. ver la sección 2.1.1 . En realidad con el método que usaremos 
enseguida. solo será posible mostrar que ui,r  E ( " , para q E [2, 	en donde 
g., esta por debajo del valor crítico p". 

Función de Green. 

Una función G(./., y) que satisface la relación (G(x, y), 	 My) 

j1i 1)
,  pala todo h que le de sentido a. la expresión sobre la variedad 

Itiemanniana, orientable y compacta, (E",7), se llama función de Green 
del operador 	(Observemos que cuando h . ele esta última ecuación se 
convierte en una identidad), Para u > 3, una función así, que es incluso 
('4E" Y E"\:r = y), existe'. Además tiene tiene la propiedad de compor-

p,.,52—, 
iluso en la. vecindad de la, diagonal como 	m'"1--- lo mismo sucede en vt  

' 
y globalmente de manera que (;(c, y) l< 	A la vista de la libertad 
de incluir incluir unaconstante a la función de Green, se puede elegir esta de tal 
manera que, (1(x, y) sea positiva. Esto es claro de observar que cerca de la 
diagonal. G(x, y) es positiva, digamos sobre cierto conjunto abierto 	y en 
su complemento compacto (E" 	)\SI se tiene que G(x, y) alcanzará un 
valor mínimo. 

Aubin T. Non-linear hinctional analysis on Riernannian nianifolds, Spinger-Verlag.106-
1 11. 
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Lema 

Sea a EI,O. 11 y q', 1, r números reales finitos tales que se cumplen ambas 

relaciones 1 < 	q' 	r) y 3. 	-,117 -1- 	— 1. 

Se define el operador integral 5[0] 11.:. 	1). Se afirma que VS MI 

operador lineal acotado de 1," en U. Más precisamente, Si 	E !Y (Y.71 ) 
entoncess: 

0(x) 
My) S101 = 	 I 

(4 

11/1•111„ 

Regularización, "bootstrap rnethod". 

Se pone a E: l — e, E > O. Sea 2 < q < go  < r„ 	= 	y por lo tanto 

> 712 	> 	> 1, recordar que 71 > 3. Luego .111  C Lro  C 	C 

Estimáremos obii , solución débil del problema ./..4(1)q j = 	, a través 
1,1 

de la función de Green del operador --A. 

cte
on 2 	 f

HOW  
0,i ( 	< (d(x, 	, Aq  (14-1  4. Sun', I a I 0y ) 

vo/(1I") 	
- (4.3) 

En lo que sigue se usará la letra A para denotar constantes positivas. 
Por ejemplo, sabernos que (Pq E Hl y entonces es admisible escribir 

< 	 < 
Apliquemos el lema a la fórmula (4.3), se fija q,, EiTo  — 1 , l'„( y se escribe 

I 	q„ — 1 	2h 
= 

1.„ 	7/ 

también se ha puesto r „ 1t„_,)  1 -- ;2 b para una mayor sencillez al escribir 
los cálculos, de manera que ó < 1 para e pequeño. Adviértase que para 

'La fuente original es Sobolev, S.L. (1938) Sur un théorlme d'aualyse fonctionnelle. 
Sborriik. No 45 , 471-496. Históricamente los encajamientos de SObolev fueron 

derivados de las propiedades de este operador cuando a = 1, (El lema es válido también 
este casto) 

Prueba del lenta. Notar que: i 1„;, — 
, 1-1 

..zu 
X.1')6 	 d(X,Yr 

	

Altura bien, como 1 =-I- ( — 1) -I- (41- 	1-) y cada término de la suma es positivo, 
r 	

r 

porque asumimos 1 < mín (q', 	, r), se puede emplear la desigualdad de lliilder al calcular 
Voli b r teniendo en cuenta que E” es un compacto se sigue el resultado enunciado .o 
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cumplir la desigualdad 	> 0. el intervalo donde tomarnos a (Ir, no es el 
intervalo optimo. 

Al estimar entonces 	, por el lema, se encuentra que existe una 
consumo! A l  para la cual 

— 
1144q111„., 5 	)1(10 R A1( 11 1 , (10)110qii

qI 	
(*) 

Aquí lo importante es que Al  depende de go  < 
inductivamente con relaciones de la forma 

1 	g„ - l 	2b 

rk k—I 

P.  Y no de 	rocedipudo 

Se deduce que, existe una constante Ak  para la cual se tiene' 

	

IIbliLrk  <A1; (n, Ay„, 	go)1101ZOk 	Cl). 	(4.4) 

Sin embargo, este proceso no puede continuar indefinidamente al tomar e es 
suficientemente pequeño, en efecto 

	

0 I 	(q°-1)k 	+(q0 - 	 (q r, - 	 ro 	Ti 	 0 	1  Y-1) 

- 

	

(y0-1)4 	26 	 lo 	I I 2(1 	b))+ 
r., 	(q„-1)-1 	(q0-2) ir„ 	 • 	n(q.-2) 

si se toma E suficientemente pequeño, el término entre corchetes es negativo, 

	

e n-2porque <5 	1 2 
Luego, para k suficientemente grande, el último miembro de la cadena de 

igualdades, es negativo. Esto significa que 3 k' tal que rvii  < O y rki > O. 

Se infiere de esta manera con dicha ki  se tiene, y 	26 	2 --SL > 	> 	> 	> 1, 

	

o-1 	— 	go-1 

para cierto r' aún por especificar, preo que satisface Lk' C 1/. Usando (*), 
la contención Lk' C 	y el lema, como antes, en orden inverso se deduce la 
desigualdad 

110,IlLr 	A(n, Áqo , , 1lo)110,101)"1  con I  = g9 	-i 1 	26  r 	r 	> 

Se concluye de aproximar r' a 1-(1-111-12 que, (Pq E Y, Vp E [1, oo[, y por 
ende (N E /,`"' (Usar un argumento por contradicción). Por lo tanto (I) 

está acotada. Mas aún al derivar (4.3) y por lo anterior necesariamente 
(N E C1 . Además, ya que 0, es solución débil de la ecuación elíptica 
LOq  = Aq<f) - 0-1  E C1  C C°'° se sigue de las estimaciones de Sahuder el 
que (14 E C2."'C C2. Este argumento se puede seguir inductivamente, para 
mostrar que, d1q  E C°° con E [2, q0) solo si (N es estrictamente positiva y la 
métrica 7 es infinitamente diferenciable, (,bq  E C2  estábien si -y E H4 . Notar 

9 E1 origen del error en la prueba de Yamahe, que apuntó N. Triidinger, está en asumir 
su desigualdad número (6.2), la cual ha de remplazarse por la que se presenta en acto 
seguido (Se conoce un contraejemplo sobre la n-esfera, precisamente con las funciones que 
se usan en la última sección de este capítulo). 
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.1,11' 	aso pa.rticular de fi 	2, este argumento tambitut funciona, soto que 

la ve/.. la cadena de igualdades que comienza con 	se debe cortar ant‹..s. 
.,(g1111(10 paso, esta es la única modificación. 

Positividad. 

1.a función (.5 	O esta acotada y es C2 . Se puede usar el principio del 
máximo de llopf. Ver en primer lugar que, 

-supy:  .3 1 ( a - A 951- 2  ) 0,i  <... o, 

y aplicar el principio del máximo a la función 	Se infiere entonces 
que (,),1  es estrictamente positivo ó es identicamente nulo, como Ikbq l1 Lq  = 1 
necesariamente c5q  > O. 

4.4 	Contribuciónes posteriores al problema 

Lazo entre A y la mejor constante de Sobolev. 

LII toda variedad Itiemanniana, compacta y sin frontera, el encajamiento 
/./1( E") C LP4 ( En) es continuo. Un estudio más cuidadoso revela que, existe 

Hui constante, la mejor de todas es ./((n, 	2[n(n 	2)1-51./,, " (que no 
depende de la métrica y que es la misma para todas las variedades Itienian-
Manas compactas), que cumplem: 

011 Ly* < (1((n,2) e)11\ 7042  -I-  A(E)i{0111,2 

con 	> (1 tan pequeño corno se quiera. 
Además, hay una sucesión de funciones {0i}j EN , <,1).i E 	tal que 

= 	 O, Y {N 'A 111.4c°  A' -1(n, 2). 

Si usamos aquella sucesión, en 5.1'[.1, arrivaremos a un resultado válido 
para toda variedad Riernanniana compacta, a saber, siempre se debe tener 
A.< E( u-, 2)- 1. 

Nbis adelante, sección 4.5, llegaremos a esta misma conclusión, A < 
1 i( .2) -.2  VE3  compacta, esta vez atravís del uso explícito de una sucesión 
de funciones. Mientras esto sucede, pensamos que sería instructivo saber lo 
(pub en los  círculos matemáticos ya se manejaba, antes del arrivo de la prueba 
de Schen, que completara la verificación del enunciado (le la conjetura de 
l'amabe conectándola con el teorema de la positividad de la energía, 

I °  Ver '1'. Aubin (1982), Nonlinear Analysis en Manifolds. Monge-Ampere Equations, 
Springer-Verlag , N. Y. 
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Caso O 	A < /k.  ( a, 2) ..2. 
 

Sea 	una sucesión cuyos únicos elementos son ION (1)q , euusl.ruidt e, en 
la primera parte de este capitulo), con 

q E 12  P.  • 	qi Y (/./ 
En lo que sigue asumiremos siempre Vol(,") = 1, notar que eso se puede 
lograr sin pérdida de generalidad, para una. clase conforme de equivalencia., 
multiplicando la métrica original por una constante. Así, por la desigualdad 
de Helder, para c fijo, con ct) E C' denso en li t , 11011/,„ es una función 
creciente en y. Luego, 'sii[cfi] es una función continua monótona. decreciente 
en y (recordar que estamos en el caso A > O) y por tanto Ami  < Aqi. Como la 
sucesión de números reales 4.7  es monótonamente decreciente y acotada por 
abajo, tiene límite. Para calcular este límite notemos que, para todo e > O 
3 0, E C"' tal que A < lim supe., < lim supe.,p  (a,[0,] = 	[(k& < A + e, 

consecuentemente se tiene el resultado Ag, 	A, que emplearemos más 
t arde. 

T. Aubinii, usando un argumento de regularidad desarrollado por N. 
Trudinger, para las soluciones débiles de (4.1) en // i , fue capaz de probar 
la conjetura de Yamabe en el caso \ < ./1*(n, 2)-2. Aquí damos una prueba. 
bastante instructiva del mismo hecho, la cual no utiliza el resultado de regu-
laridad de N. Trudinger y creemos que será bastante socorrida en el futuro. 
Esta se basa en obsevar que las funciones 49q están uniformemente acotadas 
para q 	pl siempre que ,\ < K(n,2)-2. 

Cota uniforme" 	El razonamiento es por reducción al absurdo. Suponga- 
mos que los cky  no están uniformemente acotados para q E)2, pl. Entonces se 
puede extraer una sucesión de funciones (cbqi }jEN  y un conjunto de puntos 
{15}iE N en E" tales que 

V E > O se tiene p* < qi +e y in1  E maxEncky, = 01,(x j ) > É , V j > J(e) 

Notese que por ser E" un compacto, existe una subsucesión convergente de 
la sucesión original de puntos xiiEN . Reetiquetamosla inmediatetnente y 

pongamos 2:3 	E E". Se usa ahora un sistema normal de Coordenadas 
centrado en el punto de E", x„, donde 

1,6(X) = bab + 0(1142); det 7 = 1 + 0(1142) 

y tal que en coordenadas (x„) 	O. Por construcción, 0,/, satisface la 

11T. Aubin (197(i), l'he acolar cureature, Differential Geometry and Relativity, editado 
por Caben y Flato, Reider. 

"R. Schoen y S-T. Yau (1994), Lectura on Ihffereratial Geornetry. Conference Proceed-
ings and Lecture Notes in Geonietry and Topology, editado por P. International PCCSS, 
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( supongamos que lo hace localmente para ilx11 <I ) 

( det 7 )1" 
	(( det 1)17"b0b0q,) 	a(/,q , 	q, (Pq, 

	 (1.5) 

Para llegar a una contradicción; construiremos tina función auxiliar de 31" 
basada PI, esta información. Sea 

E In, 	(1 y u,(x) 	in j-1(fiq,(bi x 	) 

que está definida sobre la bola, 11,,E  C 	centrada en cero y de radio 

= ----1,1-r/LO Después de un cambio de variables x 	2-  x 	xi  en 

(4,5) se puede apreciar que u,i (x) satisface 

det 7')12 I mbabiu j(3,1) -1- 	
gj- 

-f u()  (x`) 	( 1)191-1  (4.6) 
(det -; ')5 	 Mi  

Notar que para un radio fijo p, 

ci (B) "b' 1  (x) -ya 6(tn j  2 	
p x' 	x j ) 	bab Y 

Ci(13P) aPri 	x'--1- x 	it(2, ) cuando j 	00. 

Ahora bien, precisamente como u.i(x) < uj(0) 5 I, se sabe de aplicar la 
teoría de regularidad de las ecuaciones elípticas lineales a (4.6) que, existe 
sobre 13,-, una cota A(p), tal que 

11 J 	07,;) < A(P); V j > J(P). 

Siendo válido este resultado Vp, se torna primero una sucesión creciente de 
radios pi y por un argumento diagonal de Cantor se extrae la subsucesión 
(u31 ) de { (ti) convergente en C72(42"). Por tanto, para cada p fijo, tal sucesión 

C2  
tiene la propiedad 	(x) • 	u > O cuando ji ---> oo. 

Luego, en virtud de (4.6), u satisface sobre Ir la ecuación —Au = 
.10.-t y (lado que u(o) = I, por el principio del máximo, necesariamente 

> 0. 

Veamos que sorpresas nos depara u(x), en relación a la constante de 
Sobolev 	Con este fin, notemos que por el cambio de variables x' 

) 
se verifican las siguientes identidades, donde los términos entre 

corchetes son positivos y convergen cero. 

uqj:' ( x') Vdet ry'dnxi = 	 (/),qi''(x)dV, 

firillii<1  I V xmi,(x9 1 2  .Vdet 71(1"x' 
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=
2, 	 2 	1-  I Vx(1)

(1 
(X) V (/V) 

1 3 1 
Ahora bien, en virtud del lema (le Fato(' 

f lim  inf j —,x)(Pj < 	,t d. < lint sup_,,,,, f q 1 < f linl supe _„ (1)j 

en complicidad con 110q 1I L9  = I se infiere las relaciones. 

HuIl Lp.(41") 5j. 1 y IlVull i,2(wr )  < 

S'a tenemos las estimaciones necesarias para señalar que u es solución débil 
del problema: 

Vu Vhd"x = A 111„ aP.--1 /t<1"x; Vil, E CrIt LI ► (?1?") 

El próximo paso es tomar un h especial. Aquí lo construimos explícitamente. 
Sea ( E Co(r) tal que 

{ 1 	Si II x 11.5_ 1 
O < ( < 1 y ((x) = 

O Si IIx II>2 

Se define G(x) 	((EX). Hacemos notar que si y E LP(Ifin) con 1 
p < oo, entonces por el teorema de convergencia dominada (le Lebesgue, 

LP(3?") 
(4/ —` 

Se elige h, = (E  • ( F,u) E C,'(41") (Ver apén(lice). Demostraremos 
que al llevar acabo el proceso de límite, cuando e tiende a cero, se tiene 

II 	p•(to) •-•4 O y por lo tanto ti,  

II Vu 11.;)(31( ) = 	u 

Esto nos "lavará a un absurdo; porque por un lado, el teorema de encaje 
de Sobolev en lin nos indica 

II u 112/),(30)5 K2(2, n) II Vu  Illr.(.31„ )= A K2(2, n) II 	11 1, .,;:p•00)  • 

como II u Ily,•(31„)  <lyu>0 ineludiblemente 

1 5 AK2(2, n) II  u le. (3115_ A K2(2, n). 

mientras que por otra parte se ha asumido AK2(2,n) < 1. 

Retomando, vemos que de la identidad h, — u = (,[(F,u)— u] + [(su — u], se 
infiere 

II he  — u by. 511 (F,u) — u 	+ (eu — u H it  —› O 

Ahora bien, h'e  = 	• (F,u) + 	• (E,u') y por tanto 

hic — 	IILP•51I (le • (Feu) 	+ II G 	u' 111"-- 
5• E C 	Fru 	(F,71') 	+ 

+ 11 Gu` - 	11LP. 
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Como cada uno de los últimos términos converge a cero, cuando r tiende 
a cero. nuestra aseveración II /te  - u l'ir.— O es correcta .0  

Para finalizar. simplemente notamos que en virtud de que e E /Ir se tiene: 

he )11u -- O 
11 uf' -I ( a -- 	hl. 	— he Lp• — O 

l'sar Cali( hy•Schwarz en la primera desigualdad y 	con 
v 	en la segunda .0  

i 	P.  • 7' 	P.  

p.9'.  existe!. Ahora que nos hemos dado cuenta de que la sucesión {(fici., }J E N, 
(/) E12.pl está uniformemente acotada cuando la variedad Riemanniana 
cumple AK2(2, n) < 1, diferenciando (4.3), descubrimos que (,bqj  E Ci  
unifornif mente. Por tanto, se cumplen las condiciones de Arzelá-AscoliI3  
(E'' es un compacto), inferiendose inmediatamente la existencia de una, 
subsucesión convergente con la norma del supremo en C'(E"), digamos, 

c., (En) 
> O cuando ji 	oo. Tomando este límite en (4.3) encon- 

tramos que Op• es solución débil del problema LO 	Ad)P*-1  y como <Pp• es 
continua, está acotada (E" es un compacto), derivando la ecuación analoga a 
(1.3) para pp., des- cubrimos que (bp. E CI  C C'." y entonces por los teore-
mas de regularidad de ecuaciones elípticas 4. E C2" C C2. Sin olvidar que, 
I = 11 (.5,1) 	-110p• 	cuando ji -+ a), el principio del máximo asegura 

que op. 	O y entonces podremos mejorar la diferenciabilidad, aplicando 
inductivamente el teorema de regularidad y concluir 01). E C'x'. 

T. A tibia, con la ayuda de estos últimos resultados, ha demostrado la ve-
racidad de la conjetura de Yamabe en casi todos los casos para n > 6, pero 
esta es otra historia, nuestra principal preocupación yace en el caso tridi • 
mensional; no hemos fijado la dimensión hasta ahora porque los resultados 
obtenidos son generales. 

4.5 	Eclosión de una solución 

La mera existencia de las funciones (fiq  > O indica que, siempre es posible 
deformar conformemente la métrica de una variedad Itlemanniana con, A > 
O, en forma tal, que el nuevo escalar de curvatura sea positivo en todas 

partes. hui() hay que tomar 5 = ( y para obtener 77 = AlOqq-P.. Así para 
t miar 14 caso A > O, aún no completamente resuelto, asumir 2 > O no es 
motivo (le alarma. 

"Una reseña clara, del teorema. de Arzelá-Ascoli, se encuentra en Robert F. Brown 
1993) a hpological Introduction to Nonlinear Analisis, Birkbiiuser, Boston.8-17. 
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El matemático 11. Schoen", alrededor de 1981, desenmaraño el miste-
rio para admitir la veracidad (le la conjetura de Yarnabe en los casos en 
que la variedad tiene diemensión 	1, 5 al probar que en la desigual- 
dad 	< E-2(2,n), la igualdad se alcanza si y solo si la variedad E" es 
conformalmente difeomorfa a la u-esfera S", de curvatura co,istante. 

La ruta hacia la demostración, dijo, es exhibir una función (le prueba 
cercana a una solución de LO = OP*-1, pequeña fuera (le la vecindad de un 
punto, digamos o E E", de manera que la parte no trivial de la estimación 
para cj[ip] quede concentrada en la vecindad del punto o. Y esto es la clave, 
-/(p O sugiere tomar 9 G, la función de Green del laplaciano conforme 
(LG = (n - 2)c,./„_1&„ que se sabe es positivo en el complemento de todo 
conjunto abierto que contiene al punto o)", y dejar la parte no trivial al 
comportamiento de G en la vecindad (le o. En dimensión tres, el único 
caso que trataremos aquí cabahnente", G tiene en coordenadas normales la 
expansión alrededor del punto o. 

G = 	2 + A + 	 (4.7) 

Luego, la deformación conformery' = G117 revela una métrica asintótica- 
mente plana -y' = 	2_22.7,IIJII z + 	con y = --1-111.:3- Y por tanto 
expansión situada para y grande. Como R.' = O, el teorema (le la positivi-
dad de la energía asegura; ya sea una constante Á positiva, que en su caso 
implicará como veremos a < U[y.1 < K-2(2, n), 6/1E-Oy entonces E3  es 
conformahnente equivalente a S3. 

Para la construcción (le 9o, lt. Schoen usó las soluciones u, = L-217)2:5--1  

sobre 91" de la ecuación &u, = n(n - 2)ur-1y entonces funciones que satis-
facen 

2+1. ).ra P.  

	

I VU 1 2  dx = n(n - 2) j ur dx 	+ I ue  a---
U
Ido.  (4.8) 

Lp. 	E 	 B Po 	 Upo  ar 

que se sigue de multiplicar la ecuación diferencial por Ice , integrar por partes 
y notar que 1+ p2i. = 1. De esta última igualdad se deduce al tomar po  --. oo: 

hl. i V ue 12 (1x  = 11(71'- 2) 	
2. 

11(n,2)-2  = 	 ;P.  dx 	(4.9) 
Ln - )n  

Cho lir dit) i"'T  

14 R. Schen 1984, Conforma' deformation of a Riemannian nutrir, to constan', sealar 
l'urvatii re. J.Diff.Geom.20, 479-495. 

"Ahora que R > O, —L es un operador uniformemente elíptico e invertible. 
16  Para n > 3, la expansión de la función de Green del laplaciano conforme, mencionada 

arriba, es válida solo alrededor de un punto donde la métrica es conformalmente plana. 
De módo que se necesita, en principio, hacer más de lo que se hace aquí para probar la 
conjetura de Yainabe. 
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Siguiendo adelante, (4.9) y (4.8) implican linithuenie que 

Ort 
l 2  dx < K(n,2)-2 	u 	+ 	da 

	

1). 	013,,„ " uy  
(110) 

I:s instructivo comparar este resultado con la desigualdad de Sobolev y notar 
que t. < 0. Sea po  un radio pequeño, 11 = 71(11 a: ) una función suave, tal 
que ti 	1 si a' E 13 p, 	Vid< pji Si x E fi2i,,,\M,„ y 7) = O 	x E En\ B2P0' 
Sin olvidar el discurso anterior, es razonable que la función de prueba 9(x), 
por construir, funcione bien: 

u„(x) {Si xE 110,, 

	

.;.,(x)= 	...,:„( G(x)- ip(x)) Si x E 1J2 p,,\Bo„ 
t, 6(, a! ) 	Si x E E"\ 112p„ 

,.ujet a a la típica condición de continuidad que impondremos, ha de resolverse 
para . 

— 7.1  •) ! ;1  = .`:()(11X112—n  + A) en Fll1 p„ 	(.1.11) 

Justo aquí, es la primera vez donde se necesita p„ >> e0  con el lin de que 
exista solución para e; de las dos posibles tomaremos aquella para la cual 

Cr 	Estudiemos lo que le ocurre a 92 sobre Y" \11p,,, no sin antes 
remarcar que o(x) es una función armónica con o(0) = O y 0(x) < 
aquí e es un objeto matemático que indica la presencia de constantes y por 
t amo absorbe constantes. Iniciaremos con 

J'En \ti po  1 749  12  +ap2dv = e:2)  fEn\Bpo  VG 12  -1-aG2 d1/ 

+ 	
Po 

1 V(tia) 12  -2VG • V(ricr) + (ya)2  dx. 

Vemos que la segunda integral del miembro derecho es un epod. Además 
notese que G satisface I, G = O sobre E" \ Boo  así que una integración por 
partes en la antepenúltima ecuación integral en complicidad con (4.10) con-
ducen al resultado17  

(1.,;., ,,a)7 5 K(71,  2)--2k011 2  • (13„„) +  

	

.1,11,,,, ( ne t. — 	)da epoel. 

Finalmente a R. Schoen solo le quedo mostrar que el término de frontera 
es lo suficientemente negativo cuando A > O y entonces 1;" no conforrnal- 
mente difoomoda a S", para concluir 	< K (it, 2)-2. Un cálculo directo, 
considerando p„ > e„, (4.11) y guardando solo los términos dominantes, 

) 'Notar que en dimensión 3, 
f

Uo 
 1 V1,, 12 	< fnp.  1 Va, 12  die cp0e 20  

f dit ;  I • < f 	u6dv 	ceo. 
u?. 	— Boo 
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muestra que 

K Pi, 	ik2 i1ip.(B,„,) 

-(n 	2)„,„ _ /1E:, 	n E„  1f 	
+ rp  

Y la prueba queda completa" al tomar po  pequeño y E 0  aún !micho mas 
pequeño. Notar que de aquí también se deduce la relación A < E(3,2) -2  V 
variedad ltiemanniana (E3, y) compacta, sin frontera 

4.6 	La Unicidad. 

Supongamos que y es tal que su escalar de curvatura R es constante y 
az: 

tratarnos de encontrar una función w > 0 , p E C2  para el cual 7 = n -y 
le corresponde de nuevo un escalar de curvatura constante, esta vez 17 = R. 
Nos estamos preguntando entonces sobre soluciones de la ecuación 

• 
n - 1 	

.119,1).1 
- 2 

(4.12) 

En el caso A < O hay una única solución, ya que si existiera otra esta 
alcanzaría un máximo y un mínimo, digamos en x y x' respectivamente 
(4(x) > O > Asci(x')) y por lo tanto yoP*-2(x') > 1 > 99*-2(x) que implica 
Y(x) E 1. 

En el caso A = O las soluciones son proporcionales, ya que la ecuación a 
satisfacer es ,599 = O, lo que significa cp = cte. 

Cuando A > O en general existen soluciones no proporcionales. Por ejemplo 

en S„ las funciones 99(r) = (,(3 cosorri-2-n  , con fi2  = 	+ 1 y a2  — noLn...0 

satisfacen (4.12) 
(Recordar que en coordenadas polares geodésicas para una función radial, el 
laplaciano tiene la expresión. 

L.1 = 	t 	or(rn-1 r-- VI 'y lar) y en la n-esfera rn-1  \A y 1 = (sin cYr)".-1  ). 
\fi:5 

Con estas funciones se puede verificar tambien que A(5") = K-2(n,2). 

"Una revisión de la prueba de R. Shoen y discusiones tempranas sobre la relación entre A 
y la masa A.D.M. se puede encdntrar en Niall Ú Murchadha (1989), Thé Yamabe Theorein 
and General Relativity, Proceedings uf the Centre for Malhernatical Analysis, editado por 
R. Bartnik, Auitralian National University, Canberra, 137-167. 
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5. PARAMETRIZACION DEL ESPACIO DE SOLUCIONES. 

5.1 Invarianza conforme. 

Sabemos que siempre es posible descomponer, sin restricciones, todo con 
•

junto de (latos iniciales (E',5„1„ R„1„ /5„/ ) (lados sobre una variedad lb-
manniana compacta, orientable y sin frontera, en la. forma 

(E", 047 ah 0-2(a 	L[wDab) 37(1)47,,b, 0-8  p, O-1V 
Más aún, en la parte final del tercer capítulo, encontramos que la existencia 
de un gravitopotencial vectorial w(y) y un factor escalar (f) que satisfacen 

(ALw)
a 
 = J" 72i06 Da't- 	 (5.1) 

r 
-SAO 	 -r.(1f )  - RO + 20-3  + A • A(V7 	(5.2) 

:3 
s una condición necesaria y suficiente para que el conjunto (le datos 

(E3, .5„b, K „b, pt  Y') sea solución de las constricciones. 
Notamos además que existe una condición integral global, también nece-

saria y suficiente, para que la ecuación del gravitopotencial tenga solución, 
a saber 

o = (x„,Ja 	1(b('Dri7),, = cv,„7a  
la que solo depende de la clase conforme de equivalencia. 

Y en verdad podemos ir, aún más lejos. Primero, como la descom- 
posición (le Í>; ab es única y usando como intermediario las constricciones, 

ecuaciones que esperamos (E3, 7,b, Kab,l5,76 ) resuelvan, vemos inmediata-
mente, sin necesidad de realizar más cálculos, que el sistema de ecuaciones 
(5.1), (5.2) admite solución 0, 	) para (E3, y, Q', r, p, J) si y solo si admite 
solución para todos los conjuntos conformalmente relacionados 

Zo(E" 	aabf P,J b) = (E", 017(16, 0-2  aab,T:  ' 078  P90-
10 jb) 	(5.3) 

en donde el factor escalar que conduce a una solución de las constricciones 
es ahora O' = 00 y cada término en la descomposición de Kat, se transforma 
así mismo en un término con iguales propiedades correspondientes de traza 
y transversalidad. 

Está invarianza, que acabamos de señalar, indica que solo necesitamos es-
tudiar el sistema. (5.1), (5.2) sobre un solo representante de la clase conforme 
de equivalencia, que podemos tomar a nuestra conveniencia, para saber si 
cualquier elemento (le la misma clase genera o no una solución (le las con-
stricciones del campo gravitatorio. 

Del conjunto de datos (E3, y, a' , p,J) se pueden extraer algunos inva-
riantes conformes que caracterizan la clase conforme a la cual pertenecen, por 
ejemplo 7. Sin embargo, estarnos interesados en descubrir tanto invariantes 
conformes como condiciones necesarias y suficientes aplicables a ellos, que 
revelen aquellos conjuntos de datos iniciales (E3, 	p,J) que conducen 
a una solución de las constricciones. 
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5.2 	f.a 	1'11 1111 1111VP1'SO (DITi1114). 

1 11,11,, 1., enial izad,, que  de  la teoría de la. Relatividad General, sí,  infiere que 
la inercia depende, por II) menos en parte, (le la distribución y flujo relativo 
de toda,  las formas de m)Iteria.energía existentes en el universo, kW 

1:11' PX.P-.14 ,  una dependencia en las propiedades del espacio, que se manifiesta 
por las condiciones límites que se pueden admitir en el caso (le un Hui-
Yero infinito cuasi-euclideano. Resulta muy especial el caso de un universo 
,,spacialmente líndtado. donde ya no existen condiciones límite. Debemos 
pregunt ataos entonces como afecta. esta condición del espacio a la inercia de 
los cuerpos. A primera vista, podemos inclinarnos a lo que Einstein llamó, 
I:1 hipótesis de la relatividad (le la Inercia, que asunte que la inercia total de 
iota masa puntual está en efecto determinada por la presencia; de todas las 
masas. debido a una clase (le interacción con la lit ilna. Dicha suposición solo 
puede llevarse acabo satisfactoriamente cuando el universo es espacialmente 
cerrado. Es precisamente, para el análisis de este caso muy especial, que 
hemos concent rado todos nuestros esfuerzos. 

Encontraremos indicios del significado que encierra la finitud del espa-
cio para la física de la. inercia. al apuntar que en una variedad 'tientan-
!Jimia 1`'". ), orientable, COMpacta y sin frontera, se cumple la identidad 
matemática ( -.10, 1) = 0 V(i) E (,'2. Esto significa que, la existencia de 
atta miltición liara la ecuación de Lichnerowicz depende sensiblemente de los 
igno,  de los coeficientes de O. Regresa de golpe a nuestra mente, en lo con-

cerniente a esta notación, que el signo de A( E. i  ) es un invariante conforme 
y aún más. que coincide con el signo del escalar de curvatura constante al 
IIIIe se puede acceder por deformación conforme (le la métrica y, en virtud 
de la prueba de la conjetura de Yatnabe. De ahí el derecho que tenemos para 
clasificar las métricas Riemannianas, admisibles a. E:5 , como pertenecientes 
a tres "clases de Yarnabe" y-1-(E3), r(E3 ) ó y -( E3 ) según A( E3,7) sea 
positivo. nulo o negativo respectivamente', 

'T. Mibin probó que toda variedad Itiemanniana compacta de dimensión mayor o 
igual que ir<.s. siempre lleva consigo una métrica que (jebe por escalar de curvatura a una 
con ante negativa. Por lo tanto Y-(E) es no vacío. 

Ver Anhin T.( (970), "Met riques rientanniennes el combine", J. nig'. Gco. 4 (4) v.388. 
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5.2.1 Cuando la curvatura media de (E'3,7) es constante. 

Cuando -7-= = cl(2  las constricciones del campo gravitatorio se desacoplan y 
la ecuación del gravítopotencial vcrlorial se puede resolver para un w(7) al 
satisfacerse la condición de integrabilidad global, que ahora es posible veri-
ficar sin conocer 0. Luego, el problema de valores iniciales de la Relatividad 
General se reduce a estudiar la existencia de un factor escalar que cumpla 
la ecuación de Lichnerowicz. 
Los invariantes conformes que se apuntan relevantes en la investigación son: 

n 	sgrt (72) > O 

rl 7-r: gn AGS3,-y) 

— sgrt,,,,,xE3(A • A p) 5 O 

n nos dice si trabajamos sobre una hipersuperficie maximal o sobre una 
hipersuperficie con curvatura media constante diferente de c-ro, y determina 
el signo del escalar (le curvatura constante accesible a 7 por deformación 
conforme y c indica la presencia de "energía cinética gravitacional A • A" o 
la existencia de fuentes de densidad de energía local; en total hay doce casos 
a explorar. 

Existencia. 

Gracias a la libertad conforme (5.3) y la verificación de la conjetura de Yam-
abe podemos tomar 7 de manera que su escalar de curvatura sea constante, 
luego es inmediato ver que cuando (n, 0 es igual a uno de los elementos 
del conjunto {(0, —1,0); (0,1,0); (1,0,0); (1,1,0); (0, —1, —1); (0,0,-1)) la 
condición necesaria (—A0,1) = 0 no se verifica y por tanto es imposible 
construir una solución O < 	E C2  de la ecuación de Lichnerowicz (5.2). 
Solo las seis soluciones de la ecuación 

(n( 	1)(s -I- y () = 

Esto es «0,0,0); (1,-1,-1); (1,0,-1); (1,1,-1); (1,-1,0); (0,1,-1)) 
tienen la posibilidad de (le (lar origen a tal solución (fi > O; vele- MOS que sat-
isfacer la fórmula (5.4) es la condición necesaria y suficiente que buscamos. 
Es en esta ecuación, donde se manifiesta la propiedad de ser el espacio cer-
rado, sobre la inercia de los cuerpos. Cabe mencionar que solo recientemente, 
motivado por el advenimiento de la prueba de la conjetura de Yamabe, es 
como se ha llegado a tal condición matemática. Se recuerda que hasta hace 
poco, permanecían algunos conjuntos de datos iniciales iniciales como inde-
terminados, no se conocía si conducirían o no a una solución (le la ecuación 

2Se sabe que si un espacio-tiempo admite una hipersuperficie de Cauchy compacta 
entonces toda hipersuperficie espacial compacta es también una superficie de Cauchy. 
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lichnerowicz3 , cuando la hipersuperficie sobre las que se les define, se le 
asigna una curvatura media constante. 

En adelante. será instructivo tener en mente el significado <le cada com. 
ponente de la tríada ordenada ( 	continuemos entonces. 

El caso más sencillo de verificar es (n,q,(;) .= (0,0,0) ya que cualquier 
= rte > O satisface (5.2), estos datos generan un espacio-tiempo plano ,y 

est ático: la no unicidad (le 	es un reflejo de la libertad en elegir cualquier 
escala de longitud espacial. 

El aspecto que tiene la ecuación (le Lichnerowicz 	= P(0, x), nos 
regresa a la sección titulada -Avances sobre el problema de existencia- del 
tercer capítulo que preparó el camino para resolver parte del enigma. Si 
logramos exhibir un par (le funciones 	y O+, llamadas respectivamente 
subsolución y supersolución, que satisfacen las relaciones 

—A46 — 5 13(0—,$); 

NO-f-,x) 

o < 	< 
quedaría asegurada la existencia de una solución 5 E C2 , cl) > O de la ecuación 
de Lichnerowicz; se necesita asumir para esto que los coeficientes de 0, a. 
saber pyA.A estén en //2(E3) C C°(E3).ltecordar que siempre hemos 
asumido que por lo menos ry E ff,1 (E3) 

Arguniento del polinomio. 

r unto primer paso, notemos que P(t,x) es un polinomio en t y en virtud de 
que .1:3  es un compacto sería suficiente, para que existiesen dos constantes 
positivas O < F < in que funcionen como subsolución y supersolución4, esto 

(1 < P(e, x) y O > P(in,x) 

el que 1'(t, x) tuviera una y solo una raíz positiva con P(t, x) negativo cuando 
t es grande para cada x E E3. Este es precisamente el caso cuando, (K,11,() E 

(1, —1, —1); (1, O, —1); ( 1, 1, —1); (1, —1, O)}. Para corroborarlo usaremos el 
siguiente lenta. 

Vür Isenherg J. (1987); "Parametrization of the Space of Solutions of Einstein's Equa-
tions" Pho. Hee, Lett. 59 238942. 

En donde se anuncia la resolución de todos los casos indeterminados cuando la curvatura 
inedia r es constante sobre El. 

4  Este argumento proviene del trabajo pionero de 	Murchadha N. and York J. (1973) 
"Ertistence and uniqueness of solutions of the Hamiltonian constraint of general relativity 
ng 4.0111pact manifolds". J. Maui. Pliy3. Vol. 14, No 11, 1551-7. 
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Lema. Sra A un conjunto abierto, con Y.:3 \A tu) vacío y fandem regular 

HA, cnionres siempre es posible dr formar ronformementr la uzítrica de n'anua 

que ( I nuevo escalar de eUrvalura asociado es menor que una constante 

negativa en A. 

En efecto, el resultado se arri va mediante la aplicación seguida de dos 
deformaciones conformes. Si 1" E 11.1  C C2, 11(7") es continuo sobre el 
compacto 1:3  y por tanto está acotado por una costante M> I R.(7") I. Con la 
primera transformación y' = 2M j"se logra obtener un escalar de curvatura 
11(-") < 1-„ para la siguiente deformación consideremos el problema 

SAi u -- u = O 	(.1/ A 
u = I 	IBA 

que tiene una única solución u E //,i(X), que por el principio del máximo 
necesariamente es positiva, sin problemas podemos extender u a una función 
positiva O E C2(E3) y por tanto acotada por una constante, digamos ni. 
La deformación conforme 	termina el trabajo, se usa la ley de 
t ransformación de los escalares do curvatura 

Ya (pie estamos interesados solo en l'aíres positivas de /9,$) conside-
remos (.11 su lugar 

077)(0, x) E Q(z,x)= —Daz3  — 1122  +2pz + A • A; z= 	(5.5) 

si se tuviera (7.2. 0, con algunos lugares donde A A+ p = 0, (ligamos ('II 
el interior del conjunto no vacío llamado A c Y2,3; por el lema anterior, sin 
perdida de generalidad, podemos asumir que en 	< 0. Si este no es el caso 
ornaremos siempre la. opción dentro de la clase conforme de equivalencia de 

-y que corresponde a un escalar de curvatura constante, que como sabemos 
su signo coincide con y. Concluido los preparativos ya se visualiza porque 
el polinomio en z de la fórmula. (5.5) considerado con el representante de la 
clase conforme de equivalencia. que liemos asignado tiene una y solo una raíz 
positiva cuando (n,y,(;) E {(1, —1,-1); (1.0, —1); (1, 1, —1); (1, —1,0)). En 
cada caso en la ved m'ad del cero Q(z,x) adquiere un valor positivo, para z 
grande huna un valor negativo, se sigue por ser un polinomio de grado tres 
que tiene una ó tres raíces positivas, pero no puede tener tres raíces positivas, 
ya que entonces se podría escribir como Q(z, 	= — 	z zi )(z—z2 )( z— z3) 
que posee un término lineal en z con coeficiente — If2(zi z2  + z3+z2z3) < O 
que es ridículo ya que sabemos que este coeficiente es 2p > 0. 
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La doma del caso 	q,() = (0,1, -1). Solo falta explorar (K, (;) 

1. - 	nuís precisamente 

-8 4-5 (i5  = 2p0-3 + A • A0-7  = no,x) 

que nos resulta algo familiar', como si ya lo hubieramos visto antes, claro 
en el argumento constructivo del tercer capítulo, excepto que ahora F es no 
creciente. Sea 1 < o = max{1.,maxn, F(1, x) } , entonces 

< Li0.1íp, z) 	/.1 	) < í/).w 	E[cla.f.] 

4.11 donde 	es la única solución 114  de la ecuación diferencial 140 .1 
f*(i>. .r ). luego por el principio del máximo O < 	< 44 y entonces 

	

F( 1-1-,x) 	F(0-, x) 

consecuentemente, 0_ y 0+  forman respectivamente las anheladas sub-
solución y supersolución que garantizan la resolutividad de la ecuación de 
Lichnerowicz. 

Ver Isenberg J. (1995); Constant mean curvature solutions oí the Einstein constraint 
t:quations on closed manifolds. Class. Quantum Grau, 12, 2249.74. 

Curiosamente en la página 2264 de este árticulo Isenberg escribe: "Note that this is the 
,•1a.ss  for which no Leray-Schauder existence proof has beca found". 

Isenberg ataca este caso corno los anteriores, exhibiendo explicitamente una subsolucién 
y una supersolución, conociendo la prueba constructiva de este método, en contraste 
nosotros partimos de la teoría de grado a la Leray-Seltuder consiguiendo la prueba 
de existencia reilerivando las condiciones del método de subsoluciones y supersoluciones. 
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I nicidad. 

1,1 liwilujo miting 	(HP ( 	) 	j O. O. O ) 	LIS CollS111(TiOlIeb para 

clialquirr 	> O, 110 unicidad se espera físicamente en este caso. 
esta seccii'm retomaremos los resultados del tercer capítulo encasillados bajo 
e! nombre -el problema de unicidad,. 

La ecuación de lachnerowicz claramente es una ecuación no lineal mil 
birmentent e elíptica. ahora bien, aquí /1  es: 

	

111./.. 	C- u, V 2 u 	 Ii>u 	0 -7  -1- 2/pu, --a  

icam, 	O. con derivada no idPiiticailiculc 	Esa es la- pregunta 
(ppe debemos contestar liara proclamar unicidad. 
('ara esta cuestión, se elige en cada una de (as diferentes alternativas, donde 
sabemos existe solución, la representación de la clase conforme de equivalen-
cia donde el escalar de curvatura es constante y normalizado. 
Resulta inmediato notar que cuando ts. lb() E «(1, 1. --1); (1, 1, —1); (1,0, —1 )1, 

efectivamente '41: es no positiva para u estrictamente positiva, 
1.1t los casos restantes, (o, 	E 1( I, 	I, -- I, — n, uno puede ver 

4.* «.11 gozo que ,7)-7,- < (1 en un subconjunto de los reales positivos donde toda. 
-,olución u E C2  de la ecuación de Lichnerowiz debe existir, más precisa-
mente. si u es solución su valor mínimo satisface 

	

u 	• 	—min  	 u(  non 	x„) O 

y entonces 

umin 	
IFf 

I f 	111111 	2P1‘11iin).1 )1  

infiriendose dr. este modo el resultado 

1( 1  1 .7, ,Irl 	fit2 	 (1 intervalo 	 . 	. 
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l'aranutt rizando el espacio de soluciones. conclusión 

i /iremos que dos conjuntos de datos estan difeoconformemente relacionados 
1 sf ,  pueden obtener uno del otro mediante I;: composición de un difeomor-

!isnio espacial y una deformación conforme. Con tal terminología se puede 
eniniciar el resultado prometido al inicio de está ivestigación 

conjunto de soluciones (le las ecuaciones del campo gravitatorio. 
!orinado por elementos que Son espacio-tiempos. globalmente hiperbólicos, 
,;te admiten al nimios una hipersuperficie espacial compacta, sin frontera. 

Curv;it nra. inedia constante, que satisfacen además la condición de energía 
dominante, Vste conjunto utsulta estar en correpondencia biunívoca, con 
clases deoquivalenda difeoconfornies de datos iniciales (9,1,(r,f ,p, 

especificables. salvo que deben cumplir la condición de energía 
dominar:II,. la condición (le integrabilidad global ( 	= O y la ecuación 
difeoconforme. que expresa la influencia. de la finitud del espacio sobre la. 
ipy•iit  l"  los  cuerpos. In< + 1)(K, + y () = O. 

precktmente. por cada clase difeoconforme de datos iniciales no 
triviales. que satisfacen las condiciones anteriores. existe un único represen- 

excepto por cambios de coordenadas, donde la ley de conservación 
de 1;., energía es válida y los datos genera. una región de espacio-tiempo, 
uloballilPflte hiperbólico. que satisface las ecuaciones de campo de Einstein. 
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5.3 Coniviitario. 

Sin duda alguna. existe todavía un aire (le insatisfacción, y no podemos 
..eutirnos agusto: debido a la confrontación (II' dos teorías, la, teoría do 
la Relatividad vs. la Mecánica cuántica. Debemos comenzar (le nuevo y 
preguntarnos ahora. cual ('s (.1 umi/oyo (.11 -nuestro Universo" del principio 
do Mack: cada concepto que aparece ('II tal enunciado como masa-energía, 
espacio-tiempo debe ser revisad() y encontrarse un análogo. Dybentos tener 
cuidado incluso con la. propia estructura causal. 

Me lie cuestionado si otras personas han livelio la misma pregunta, (.1 
análogo (101 principio de :Wad'. a II) más que he podido enterarme, he encon• 
!Fado una, R. 1'. 	1111101i 	n'omento (le rPtlexión conomitó6: 

-With 1hr (1(14(1(1 of quantum no d'aojes (i orw 	was delloobk; 

n6801111( M'al( of lenglh or 	.11ach's Principie is «t'amical lo the o:talc- 
o« ni Mal lhr fundamental units 0/'Itnglh and lime al a misil are. Ilte yesal' 

Ihr infla< tic( of 111- hulac,.. Y' (/14(1 (10 	pludoas 	triad lhcir wan 

lf T/111 is in absolab 111111.9 	Cid( WhtllIfT lo n'ab.  pairs Y. 

Malta mucho camino por recorrer sin (111(1,., y 11() podemos dejar de es-
cuchar aquellas palabras que (.1 propio Newton fijó para sí al final de su 
"iota'. C que rezno-Iban todavía dentro de nuestros ¿tidos: . 

".Vo Nt . 	gil( 	parr,u'o al amado: priv para nd nii.smo tengo la int- 
piv.siOn rlr sr r solano' ol«.01no 	inuehacho ,jugando a la orilla. del mur, y 

(a (amollar dr. ((lulo (a I an 10 un guijarro !luís lis(( yac los 
1111JS. fi alai rallella IlaLS lia'1110511 rlr la habilita', 	 fl gran freí:ano 

.1( la r'rrrinrl .tir I 	aún por dr seabrir unir no. 

'1{, 1), 	 ( .)111k )1111a Insdinte 	'1,,(11111ology. 

l'asatleita 	 ()go 66-73. 
7 (1)11(. 1,. elirislianson (1987), - ti),;s1.111 (2)" 	 L4111(1(1'8, 1,1'. (i13.61.1. 
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Apéndice 

Regularizador de Friedrielts. 

‘,,.it  , .,.. (.'..... ( e" ), y : 4?" --- Ill con .5'upp u C Di ; tal que q 	O en li y .1/ = O 
,i ',: .r : I. además de satisfacer fii—i  rid";/: = I. 
Tono,: por ejemplo la función 

{ vi: 11.12  -i 	Si 	II x II< I. 
O 	si 11 	II?. 1  

Se 1111.11)1111re el regularizador de Friedrichs asociado a u, denotado ( GIL), 
saber 

(F,u)(z) 	 1/( 	 ) 11(01" !I • 
e" 30 

q( 	)(1": 

',I tiene las siguientes propiedades: 

(i) t /.' 	 1•;sto es claro de su propia definición. 

(k) 
Sea u E C i f :11") entonces ( F,rt) 	uuiformtmente cuando 

tiende a cero. para todo compacto K c 	. 

1.1, electo. sea E un compacto fijo y 	> O M1111'11E10. 001110 'U es C'1 ( 
la) (ilw 

o 
fi( .I') 1 2  + 1 0„11(1' 	EZ) — i)„ u( x )1 2  < s' ) 2  ;ki J.. E Ky z E 131. 

110 esto sp iu how las siguientes desigualdades 

( 	)( 	— 10) < 	ii(z) I 	+ EZ.) 	 < 

• 111(1)— an u.(x)i< f.3?„ 	0,u(3, + 	i)„u(.r) I 	< 

89 

C011 e 	."-T: 	( 	I (I"  X 
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para E suficientemente pequeao. digamos O < e < 1!(l►' ,e').  

(iii) Si y E L''(31") con p 	entonces 11 Fc g 	<I1 g I1tr . 
Para verificar la, certitud del aserto se usa primero la desigualdad Ilidder: 

	

1 ii( .12;72  )11 g(y) 1=1 	11:11/(:v)11 IlU;j1 ) I 75 í 14,  

sif 	I 11 !/(Y1 1 d'Y 	1 11( .1::»1  )11 g(II)i r  (1" 	• 11 1111'1i, 

N .  luego. después de aplicar el teorema de Pubini para intercambiar el orden 

de integración, se escribe 

Ij l'11111p5i1 11110 • 11 	111,1) 	11 7111111  

.., 	Live. 
(iv) Si y E 1,P(11."), con p 	x.4, entonces (t,g) 	y, 

COMO C„( 	) es denso en L'(11"), se puede fijar gl  E c„(r) tal que 

1: g gi IILn< e' . Es util observar que, 5.upp(Pg i ) C S uppg i 	C K , para 

k compacto suficientemente grande, y de esto se tiene, por la convergencia. 

uniforme sobre el compacto .k, la estimación adicional 

(F,III)-- gt  110,— 

Ahora bien, si se escribe 

Peg) — = [Fe(g — 	1( rol) — gd [gi  — 

(F;.g) g iitP5. 2 	— 	+ (F,91)—gl Ni" 
NOtaillOS que los dos últimos térininos de la desigualdad, son arbitrariamente 

pequeños y se verifica. nuestra afirmación.0 
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