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Introduccion

En este trabajo se construyen clases caracteristicas para teorfas de coho-
mologia que satisfacen ciertos axiomas como se enuncia en el siguiente teo-
rema ‘

Teorema 0.1 (existencia y unicidad) Supongamos que h* es una teoria de cohomologia

maultiplicativa tal que para cada n existen elementos ,, € h3(CP") que satisfacen

(1) A*(CP") = h* (pt) )/ ()

(ii) la inclusidn i : CP" — CP"*! da i*(wp41) = zpy n. > 1.

Entonces para cada haz vectorial complejo de dimension n € sobre un complejo CW X,
existen elementos definidos de manera tnica co(€), €1(€)y ...y €n(€) con ¢;(€) € h¥(X) que

dependen solo de la clase de isomorfismo de € y satisfacen

(C1) Si¢— X esunhazy f: Y — X es una aplicacidn, entonces ¢;(f*€) = f*(ei(€)),
0<i<my

(C2) co(€) =1 para todo &;
(C3) Si 4} (C"*!) — CP" es el haz de Hopf sobre CP", entonces ¢;(v' (C**1)) = ay,;

(C4) Si ¢ es un haz de dimensidn m y 1) es un haz de dimension n, ambos sobre X, entonces

(€D ) = Xjpn=ici(€)ex(n)y 0 <i < n+m, donde tomamos ¢;(§) =0 si i >m.



El resultado ha sido enunciado para haces complejos pero existen resul-
tados similares para haces reales y simplécticos. La prueba de este teorema
requiere de un resultado fundamental: el teorema de Leray-Hirsch. Este re-
sultado usualmente se demuestra utilizando sucesiones espectrales, pero en
este texto se dara una prueba diferente utilizando un resultado de A. Dold.
Ademds de obtenerse con este método la prueba de este importante teo-
rema, se tienen como corolario un par de no menos importantes resultados:
el teorema de isomorfismo de Thom y la férmula de Kiinneth.

Por otra parte, como una aplicacién de la existencia de clases carac-
teristicas, se calcula la cohomologia del espacio clasificante BU(n) con co-
eficientes en Z y de manera andloga también se obtienen H*(BO(n),Z;) y
H*(BSp(n), Z).

Finalmente se da la construccion clasica de los cuadrados de Steenrod y,
se prucha el teorema de Riemann-Roch topoldgico. Con este resultado y un
teorema de Thom se obtiene una interpretacién geométrica de los cuadrados
de Steenrod en variedades.



Capitulo 1

Haces y teoria de Mayer-Vietoris para

homologia y cohomologia

| 1.1 Haces fibrados

La mayoria de los resultados que se incluyen en este trabajo estdn enunci-
ados solo para teorias de homologia pero, aunque en ocasiones no se men-
cione, estos resultados tienen su analogo para teorias de cohomologia.

A continuacién vamos a recordar las condiciones bajo las cuales una
aplicacién de espacios topoldgicos resulta ser una fibracién.

Definicidn 1.1 Una aplicacidnp : E — B tiene la propiedad de levantamiento de homotopia
con respecto a un espacio X si para toda aplicacion f : X — E y homotopla G: X xI — B
de po f existe una homotopia F : X X I — E con f = Fy ypo f = G. (F se dice ser
un levantamiento de G.) En el diagrama que aparece abajo la aplicacidn iy estd dada por
io(2) = (x,0), z € X

e
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Definicién 1.2 Una aplicacion p : E — B es llamada una fibracidn si tiene la propiedad de
levantamiento de homotopfa para todo espacio X y una fibracidn débil si tiene la propiedad
de levantamiento de homotopia para todo disco D" n > 0. Sib € B, entonces el espacio

F = p~Y(b) es llamada la fibra de p.

La proyeccion pp : B x F — B es claramente una fibracién y es llamada la
fibracidn trivial sobre B con fibra F.

Supongamos que p: £ — B es una fibracién y f : X — B es una aplicacién.
Sea E; = {(z,e) € X X E: f(z) = p(e)} C X x E. Las proyecciones m, : X x E - X
y m : X x E - E cuando son restringidas a E; dan origen a aplicaciones
ps:Ef = Xy f: E; —» E que hacen conmutar al diagrama

E L E

I"l 11'_

X - B
f

Proposicidén 1.3 Con la hipdtesis de arriba, ps : Eyf — X es también una fibracion con
fibra homeomorfa a F = p~}(b) = p~'(f(0)). @

La demostracién de este resultado puede encontrarse en [3] p. 1. La
fibracién p; : E; — X es llamada la fibracién inducida de p: E — B por f.

A continuacién vamos a considerar una clase de fibraciones que aparecen
con mayor frecuencia y que como se enuncia mds abajo resulta ser una

fibracién débil.



Definicion 1.4 Un haz fibrado es un cuarteto (E,p, B, F) donde p es una aplicacidn p :
E — B tal que B tiene una cubierta abierta {U, }aca ¥ para cada o € A existe un homeo-
morfismo @o : Uy X F — p7 (Uy) tal que po ¢pg = py, : Uy X F > U,. En otras palabras,

localmente p: E — B se ve como una fibracidn trivial,

La demostracién del resultado que a continuacién se enuncia se puede
consultar en [3].

Proposicién 1.5 Si (E,p, B, F) es un haz fibrado entonces p : E — B es una fibracidn
débil. @

Ahora vamos a considerar una clase importante de haces fibrados, que
son aquellos en los que toda fibra tiene la estructura de un espacio vectorial.

1.2 Haces vectoriales

Definicién 1.6 Denotemos por F a R, C o Hl los nimeros reales, complejos o cuaterniones,
Un haz vectorial sobre F de dimensién n. es un haz fibrado ¢ = (E, p, B, F"*) en el que cada
fibra p~1(b), b € B, tiene la estructura de un espacio vectorial sobre F tal que existe una
cubierta abierta {Uy: o € A} de B y para cada a € A un homeomorfismo ¢g : Uy X F™ —
P (Ua) con poda = pug, tal que ¢y | (b} x F™: {b} x F* — p~!(b) es un isomorfismo de
espacios vectoriales para cada b € U, (condicidn de trivializacidn local). Hablamos entonces

de haces vectoriales reales, complejos o cuaterniones dependiendo st F=1R o C,
Ejemplos.

(i) Para cualquier espacio B el haz vectorial trivial F de dimension n es el cuar-
teto (B x F",pg, B, F"), donde pg(b,z) = b y con estructura de espacio
vectorial en las fibras definida por t,(b,z1) + t2(b,x3) = (b ty1z1 + tazs), lo

denotaremos por e,



(ii) El haz tangente 7(M) de una variedad suave M. El espacio total de 7(M) es la
variedad DM que consiste de los pares (v,v) con 2 € M y v ¢s tangente a
M en z. La proyeccion se define por p(z,v) = 2; y la estructura de espacio
vectorial en p~'(x) estd definida por #(z,v) + ta(x,v3) = (2,ty01 + t3v5). La
condicion de trivializacién local no es dificil de checar. Veamos ahora el
caso particular M =S" Para cualquier n > 1 el haz tangente »(S") de la
n—esfera S" es el haz fibrado (E,p,S" R"), donde E = {(z,y) € R*! x R"*!:
Jall = 1, 2y =0}

y p: E - 8" estd definido por p(z,y) = . Tomemos U; C S* el conjunto
abierto U; = {x € R : ||zf| = 1, ; # 0}, 1< i < n+ 1. Entonces {U; : 1 <
i < n+1} es una cubierta abierta de 8" Definimos ¢; : U; x R* — p~!(U;)
por éi(z,y) = (z,fi(y) — (z- fily))z), donde f; : R* — R estd definida por
filiy ey Un) = Wiy ey Yic1s 0, Wiy ). LOS ¢; son homeomorfismos que satisfacen

po¢; = py, y son lineales en las fibras.

(iii) El haz normal v de una variedad suave M C R* se obtiene como sigue.
El espacio total E c M x R" es el conjunto de todos los pares (z,v) tal
que v es ortogonal al espacio tangente DM,. La proyeccién p: E - M
y la estructura de espacio vectorial en p;‘(m) estdn definidas por las
férmulas p(z,v) = x y ti(z, v1) +ta(x, v3) = (,t1v1 + tyv;). En particular para
M = S" se tiene lo siguiente. Para cualquier n > 1 el haz normal v(S")
es el haz fibrado (E,y,S"R'), donde E' = {(z,y) € R™*! x R*! ; ||z|| = 1,
y=A, AE€ER'} yyp: E - 8§ estd definida por y/(z,y) = . Definimos
¢:S"XR' - E' y4p: B — S"xR! por ¢(z,A) = (z,Az) para (z,)) e S"xR' y
P(x,y) = (v, 2-y) para (z,y) € E'. Entonces ¢, 9 son mutuamente inversas,

y v(S") es un haz trivial.

(iv) El espacio proyectivo complejo de dimensién n CP" es el espacio de todas las

lineas complejas que pasan por el origen en C*+!, Dotamos a CP* de una
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topologia viéndolo como el espacio cociente C**! - {0}/ ~ donde & ~ &/
en C* - {0} si existe un z € C- {0} con @’ = zzx. Sea q: C*! - {0} - CP*
la proyeccién. Entonces denotamos el punto q(xy,3,...,%,41) € CP* por
[©1, 23, ...2u41), 125 cuales son llamadas “coordenadas homogéneas” en CP".
Sea ¢ : §*"+! — CP" la restriccién ¢ | $**+', La imagen inversa de un punto
en CP" es un circulo: o’ = zz para cualquier z€ S' = {w € C:|w |=1}. Las
inclusiones C° c C! ¢ ... ¢ C* ¢ C**! ¢ ..., inducen inclusiones CP° ¢ CP' ¢
. CCP*" ! c CP" C...; ya que CP*! = {[z},23,..., @041 : ¥pya = 0}. Podemos
tomar CP*™ = {J,5, CP" con la topologfa débil. Vamos a construir el haz
7' (C™*) sobre CP" como sigue. Sea E(y!(C*1)) = {(l,y) € CP*xC"*!:y €l}.
En otras palabras la fibra de 4*(C*+) sobre / es el conjunto de todos los
puntos de C™+! que pertenecen a ! y cada linea tiene su estructura de
espacio vectorial usual. El haz vectorial resultante v'(C*+!) serd llamado

el haz lineal candnico sobre CBP".

A continuacién veamos como a partir de dado un haz podemos obtener

uno nuevo,

(a) Restriccidn de un haz a un subconjunto del espacio base. Sea ¢ un haz con proyeccion
p: E— By sea B un subconjunto de B. Pongamos E=p~(B)y5: E— B
la restriccién de p a E, entonces obtenemos un nuevo haz vectorial que
denotaremos ¢ | B . Cada fibra F,(¢ | B) es igual a la correspondiente
fibra Fy(¢), y tendrd la misma estructura de espacio vectorial.

(b) Producto cartesiano. Dados dos haces vectoriales ¢; y ¢ con proyecciones
pi: Ei — By, i =1,2; el producto cartesiano ¢; x¢; es el haz con proyeccion
p1 X p2: By x By — Byx By, donde cada fibra (p; x py)~!(bs, b) = By, (1) X Fi, (&)
tiene la siguiente estructura de espacio vectorial: si p; x pa(e;, ef) = p1 x
pa(es ;) = p1 x pa(es, €}) entonces ¢ (e e}) + ta(es €}) = (es,e}) donde ez =
tie; + taes, e} = tie) + tseh. Luego si (Uayda) Y (Usys) Son las cubiertas
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abiertas que satisfacen la condicidn de trivializacion local para ¢ y &
respectivamente entonces (U., X Up, Pa X ¢5) 10 €5 para & x &.

(c) Haz inducido. Sea ¢ un haz vectorial con proyeccién p : E — B y sea B,
un espacio topoldgico arbitrario. Dada cualquier aplicacién f: B, — B
podemos construir el haz inducido f*¢ sobre B,. El espacio total E, c
B, x E de f*¢ consiste de los pares (be) con f(b) = p(e). La aplicacién
proyeccién p; : E; — B, estd definida por p(b,e) = b. Asi tenemos el
diagrama conmutativo

donde f(by,e) =e.

Proposicidn 1.7 Sean g : By — By y f : By — B dos aplicaciones, y sea & un haz sobre
B con proyeccidn p. Entonces 1*€ y € son isomorfos y, g*(f*(€)) y (f 0 g)*€ son isomorfos

(ambos sobre B).

Demostracién. Definamos ¢ : ¢ — 1*¢ por la relacién ¢(z) = (p(z),z), asf ¢
es claramente un isomorfsimo. Por otra parte, sea ¢ : (f 0 g)*¢ — g*(f*(¢))
la aplicacién definida por ¢(b;,z) = (b, (9(b3),)). Entonces también ¢ es un
isomorfismo. B

(d) Suma de Whitney. Consideremos dos haces ¢, ¢ sobre el mismo espacio
base B y denotemos por A: B — Bx B al encaje diagonal, A(b) = (b,5). El
haz inducido A*(¢, x &) sobre B es llamado la suma de Whitney de ¢, y
&, segin el inciso anterior su espacio total estd dado por E(A* (¢ x &)) =
{(b, (e1ye3)) € Bx (E1 X By) : A(b) =p1 X pa(er,e3)} y 1o denotaremos por ¢ &é;.

10



Observemos que cada fibra Fy(¢; @ &) es candnicamente isomorfa a la
suma directa Fy(¢,) ® Fy(&,).

Definicidon 1.8 Consideremos dos haces vectoriales € y 7 sobre el mismo espacio base B
con E(§) C E(n), entonces ¢ es un subhaz de 1 (esto es &€ C 1) si cada fibra Fy(€) es un

subespacio vectorial de la correspondiente Fy(n).

Lema 1.9 Sean & y & subhaces de 0 tal que cada espacio vectorial Fy(n) es igual a la suma
directa de los subespacios Fy(€) y Fy(&). Entonces 1) es isomorfo a la suma de Whitney
& © &, Consultar (4] @

(e) Complemento Ortogonal. Esto nos sugiere la siguiente pregunta: dado un
subhaz ¢ ¢ 1 existe un subhaz complementario tal que , se escinde
como una suma de Whitney? Si 5 tiene una métrica euclideana (ver
[4]) entonces un sumando complementario tal puede ser construido
como sigue. Denotemos por F(¢*) el subespacio de F(y) que consiste
de todos los vectores » tal que »- w=0 para todo w € Fy(¢). Denotemos
entonces a la unién de los F(¢') por E(¢*) ¢ E(y). Luego, afirmamos que
E(¢*) es el espacio total del subhaz ¢* c 9 y ademds que 7 es isomorfo a
la suma de Whitney ¢o¢* (ver [4]). Asi ¢* serd llamado el complemento
ortogonal de ¢ en 5.

Definicién 1.10 Para cualquier aplicacién p : E — B una seccidn de p es una aplicaciin

Ai:B— E conpod=1s.

Definicién 1.11 Sean ¢ = (E,p, B,F") y ¢ = (E,p/, B',F"). Un morfismo ¢: € — & de
haces vectoriales sobre F es un par de aplicacionesp: E — E'y¢p: B — B' conp/ogp = gop y
(| p7MB)) : () — PN (P(D)) es un isomorfismo lineal para cada b € B. Las aplicaciones
identidad 1: E — E, 1: B — B definen un morfismo 1: £ — £. Sea ¢ = (E", ", B", F"™)
otro haz vectorial y sea ¢' : € — &' un morfismo de haces vectoriales sobre F. Entonces ¢/ o

es un par de aplicaciones f o¢p: E— E", @/ op: B — B" conp'o (' o)) = (¢ o) o p

1



y (' o) | p72(b) : p7X(B) — p" (@' 0 §)(b)) es un isomorfismo lineal para cada b € B
(como espacios vectoriales). Asi ¢'o¢ es también un morfismo. Decimos que dos haces &,
¢ sobre el mismo espacio B son equivalentes si existen morfismos ¢ : &€ = €, 1 ¢ — ¢
cong=1=v¢ ypo=1,¢pod=1 O0bsérvese que haces equivalentes tienen la misma

dimension.

La nocién de haz vectorial estd estrechamente relacionada a la nocién de

G-haz principal, donde G es un grupo topoldgico.

1.3 Haces principales

Definicién 1.12 Sea G un grupo topolégico. Un G — haz principal (localmente trivial) es
un haz fibrado &€ = (B, p, E,G) con una G—accién por la derecha EX G — E de G en E tal
que existe una cubierta abierta {U, : a € A} de B y para cada a € A un homeomorfismo de
o : Un X G = p~Y(U,) que satisface po o = pug Y Pa(byg) = Pa(by1) g, 0 €U, g €G.

Definicidn 1.13 Un morfismo ¢: € — ¢ de G—haces principales es un par de aplicaciones
¢:E—E,$:B— B talqueyodp=cop ydle:-g)=¢(e) - g para toda g € G, e € E.
Tenemos una nocién de equivalencia de dos G—haces €, € sobre un mismo espacio base B

como arriba,

Definicién 1.14 .Una carta (U,p) de G—haz principal ¢ = (E,p, B,G) es un conjunto
abierto U C B y un homeomorfismo ¢ : U x G — p~U) tal que po ¢ = py y ¢(b,g) =
$(b1)- g, b € Uyg € G. Un atlas es una coleccion de cartas {(Uaydha) : @ € A} tal que
{Ua: a € A} es una cubierta abierta de B. Por definicidn todo G—haz principal tiene al

menos un atlas,

12



UxG & » ()

n l /})
U

Definicién 1.15 . Un conjunto de funciones de transicion € para un espacio B y un grupo
G, es una cubierta abierta {U, : a € A} para B y una coleccidn de aplicaciones gag :
UsNUs — @G para o, f € A tal que

oy(0) = gas(b)gay(b) Vb € U, NUz N UL,
Puesto que en particular gaa(b) = gaa(b)gaa(b) para toda b € U,, se sigue que
Gaalb) =1V b€ U
Por lo anterior se tiene que gos(b)gsa(b) = gaa(b) = 1, lo que implica que
9sa(b) = gap(b)™" Vb€ Uan Up.
Un morfismo r : £ — & entre conjuntos de funciones de transicién £ =
{Unsy 9ap : 0,8 € A} sobre By & = {U,,945: 7,6 € '} sobre B’ es una aplicacién

7: B — B' y una coleccién de aplicaciones .4 : U, N7'Uy — G que satisface

T (0)ga(0) = g5 (7(b))rss(b), para todo b€V b€ Uy NUp NF-'U, NF71U;

Dos conjuntos de funciones de transicion {U,, gag: o, 8 € A}, {Uyygys: 7,6 €T}
sobre el mismo espacio base son llamados equivalentes si existen aplicaciones
rya : Ua NU, — G, a € A, y€T que satisfacen

13



5(0) = 7ya(0)gas(b)rss(b) ™, para todo b € Uy NUs N U, NU;.

Deseamos ver que clases de equivalencia de G-haces sobre un espacio fijo
B estdn en correspondencia uno-uno (en un sentido natural) con clases de
equivalencia de conjuntos de funciones de transicién. La demostracién de
los resultados que se enuncian a continuacién la hemos omitido pero pueden
encontrarse en (3]

Lema 1.16 (i) Sea ¢ un G—haz principal sobre B. A todo atlas {(Uayta) : @ € A} para ¢
podemos asociarle un tnico conjunto de funciones de transicion & = {Uyy gag : o, 8 € A} tal
que ¢5(b,9) = da(by gas(b)g), para todo b € U NU NU, NU;. (i4) Si £, & son conjuntos de
funciones de transicidn asociadas a atlas {(Uay ¢a) : a € A}, {{Uyy¢f,) : v €T} sobre haces
¢ = (E,p,B,G), ¢ = (FE,p,B,G) como arriba en (i), y si¢p: &€ — & es un morfismo de
haces, entonces existe un tnico morfismo de conjuntos de funciones de transicionr: € — &

tal que F=¢ y o dalbyg) = #y(‘]’-(b):""ya(b)g)’ para todo Uy N $_1U',y? gea. u

Proposicién 1.17 (i) Si £ = {Uasgas} es un conjunto de funciones de transicidn para el
espacio B y grupo topoldgico G, entonces existe un G—haz principal ¢ = (E,p, B,G) y un
atlas {Unyda} para € tal que € es el conjunto de funciones de transicidn para este atlas.
(i) Sean ¢ = (E,p, B,G), & = (E',p/,B',G) dos G—haces principales con atlas {Ua,da},
{Ul,¢,} y conjuntos de funciones de transicién asociados & €. Sir : € — & es un morfismo
de conjuntos de funciones de transicidn, entonces existe un morfismo ¢: £ — ¢ de G—haces

principales inducido porr. @

Teorcma 1.18 Existe una correspondencia uno-uno entre las clases de equivalencia de G—haces
principales sobre B y las clases de equinalencia de conjuntos de funciones de transicidn que
puede ser descrita como sigue: si € es un G—haz, entonces a la clase de equivalencia de §
le asignamos la clase de equivalencia {€} de conjuntos de funciones de transicidn asociado

o un atlas de ¢ por 1.16(3).
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Demostracién. Si ¢ : ¢ — ¢ es una equivalencia de G-haces principales,
entonces por 1.16(i7) obtenemos un morfismo r(¢) : £ — € el cual claramente
es una equivalencia de conjuntos de funciones de transicién puesto que ¢ =
15. Asf la correspondencia descrita estd bien definida.

Supongamos que £ es cualquier conjunto de funciones de transicién. En-
tonces, por la proposicion 1.17 obtenemos un G-haz principal ¢ y un atlas
{(Uayda) : a € A} de ¢ tal que £ es el conjunto de funciones de transicién
asociado. Asf la correspondencia es supraycctiva.

Ahora supongamos que ¢, ¢ son dos G-haces principales tales que sus
correspondientes conjuntos de funciones de transicién , £ son equivalentes.
Sea r : £ - & dicha equivalencia; entonces 1.17(i) nos da un morfismo
¢: ¢ — ¢ inducido por r. En particular ¢ = 13. También se tiene el morfismo
r~1: & — £ el cual estd dado por »* = {7}, El morfismo asociado ¢~': ¢ — ¢

de haces es el inverso de ¢, y asi tenemos

¢~ 0 ¢ o dalb, g)=¢7'o ‘/’{y(ba 74a(b)g) = da (b, 7’;(: (O)rra(b)g) = ¢alby g)

para toda b e U, NUJ, g €G, a € A, v €T, por lo que ¢~ o¢ = 1. De manera
similar ¢o¢~! = 1. Por lo tanto, ¢ ~ ¢ y asi la correspondencia es inycctiva. @

Corolario 1.19 Si ¢ : ¢ — & es un morfismo de G—haces principales sobre B tal que

¢ = 1, entonces ¢ es una equivalencia, B

Denotemos por GL(n,C) al grupo de todas las matrices no singulares de
n x n. entradas sobre C, el cual es un grupo topoldgico cuya topologia se
obtiene de considerarlo como un subconjunto de C**,

Supongamos que ¢ = (E,p, B,GL(n,C)) es un GL(n,C)-haz principal y con-
sideremos a C* sobre el cual actua GL(n,C) por la izquierda, Formamos en-
tonces el haz fibrado asociado ¢[C") con fibra C* como sigue: definimos una accién
por la derecha de GL(n,C) en E x C* por (e,y)g = (eg,g~'y) para g € GL(n,C),
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e € E, ye C" Sea Exn = E x CYGL(n,C). Si denotamos por {e,y} la imagen de
(e,y) en Ecn, entonces {eg,y} = {e,gy} para g € GL(n,C). Definamos 5: Ec» — B
por p{e,y} = p(e). Puesto que p(eg) = p(e) para g € GL(n, C), p estd bien definida
y ademads es continua.

De la construccion anterior, se tiene la existencia de una correspondencia
biyectiva entre las clases de equivalencia de GL(n, C)-haces principales sobre
un complejo CW y las clases de equivalencia de haces fibrados asociados
con fibra C"* sobre complejos CW.

Por otra parte, también se tiene que las clases de haces fibrados asociados
con fibra C" estdn en biyeccion con las clases de haces vectoriales sobre un
complejo CW. En efecto, sea ¢[C") = (Ec, 5, B,C") el haz fibrado asociado al
haz principal ¢ = (E,p, B,GL(n,C)). Si {(Uay#a)} €5 un atlas para ¢ definimos
entonces un atlas {(U,,va)} para ¢[C"] por

Pa(byy) = {da(b,1),y},0 € Un, y € C".

Entonces 4, es una aplicacién continua y satisface que 5o, = py,. Luego la
composicién

P\ (Ua) x C X U, x GL(1,C) x C* 28 U, x €

(donde p : GL(n,C) x C* — C" es la accién de GL(n,C) sobre C*) induce una
aplicacion p~'(U,) — U, x C" la cual es la inversa de 4.
Entonces podemos dar a las fibras una estructura de espacio vectorial y
asi 9, cs lincal en las fibras para cada a tomando r{e,v} + s{¢/,v'} = {e,rv +
| sg~'} si e'g=e¢, g€ GL(n,C), r,s € C.
Ahora consideremos un haz vectorial 4 = (E, g, B,C"), entonces le podemos
asociar el haz principal p: P — B cuya fibra sobre b estd dada por {(v;,v,, -
) | {v1,v3y+ -y} €8 una base de g='(b)} = V,.(¢~'(b)) (en la seccién 1.4 se verd
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que es un ejemplo de variedades de Stiefel); esto es,
P~ (6) = Vil (b)) = Vo(C") & GL(n, C).

Entonces, por la exposicién de arriba las clases de GL(n, C)-haces princi-
pales estdn en biyeccién con las clases de haces vectoriales. Finalmente si
denotamos por ke, c) las clases de GL(n, C)-haces principales, por Vect, las
clases de haces vectoriales de dimensién » y por T las clases de conjuntos
de funciones de transicién asociadas a un atlas del GL(n,C)-haz principal,
se tiene el siguiente diagrama

Vect,, «— kGL(n,C) — T,

Entonces como consecuencia, se tiene el siguiente corolario:

Corolario 1.20 Existe una correspondencia uno a uno entre las clases de equivalencia de
los haces vectoriales sobre B de dimensidn n y las clases de equivalencia de los conjuntos de

funciones de transicién pare B y GL(n, F). B

Como en haces vectoriales, existe una construccién andaloga para el haz
inducido f*¢ si ¢ es un haz principal.

Definicién 1.21 $i ¢ = (E,p,B,G) es un G-haz principal sobre B y f : B — B es
una aplicacidn, entonces construimos un G—haz principal f*€ sobre B' como sigue: sea
E ={(V/,e)e B'x E: f(V) = p(e)}. Definimosy’ : E' — B' por p/(V/,e) = V. Si definimos
f'+ B — E por f'(t/,e) = e, entonces el diagrama de abajo conmuta. La G—accidn en E'
estd definida por (V,e)h = (V,eh), h € G. Sea {(Uay¢a) : a € A} un atlas para €. Entonces
{(f"Uayl) : & € A} es un atlas para f*¢ = (E',p/,B',G), donde ¢f, : f U x G —
YN Ua) estd definida por ¢ (V,g) = (V,da(f(t),9)), ¥ € f(Ua), g € G. Claramente
i € ~ &' entonces f*¢€ ~ f*¢.
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El siguiente resultado también es védlido para haces vectoriales.

Proposicién 1.22 Si ¢ : £ — 1 es un morfismo de haces, entonces existe un morfismo

P €& = ¢*n con ) = lg; por lo tanto por 1,19 & ~ ¢*y.

Demostracién. Recordemos que ¢*n = (E',y,B,G), donde E' = {(be) €
B x E,: $(b) = py(e)}. Definimos 4 : E; — E' por 4(e) = (p¢(e), p(e)). Asf (e) estd
en E', puesto que p, o ¢(e) = ¢ o () para toda e € E;. Claramente p o9 = p;
Y $leh) = (pe(eh), dleh)) = (vele), #(e)h) = (pe(e), dle))h = ¥(e)h, h € G. Asi 4 es un
morfismo de G-haces principales con¢ =15 ®

1.4 Haz universal

Definicién 1.23 Unk—marco en C*+"es un arreglo de k vectores linealmente independiente
de Ck™, La coleccidn de todos los k—marcos en C**" forman un subconjunto abierto del
producto cartesiano C*" x .. x CH" (k copias) llamada variedad de Stiefel y se denota
por VA(CH) (0 Vs

Definicién 1.24 La variedad Grassmanniana de subespacios de dimensidn k de CH+", de-
notada por Gy (C¥*"), es el conjunto de subespacios de dimensién k de C**+" con la topologta

cociente definida por la funcidn candnica

q: V;,(CH") — Gk (Ck-{»n)
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que manda a cada k--marco en el k-plano que genera.

Las Grassmannianas son esencialmente una generalizacién del espacio
proyectivo y la demostracién de que son variedades es andloga a lo que se
hace para los espacios proyectivos. Observemos que Gy(C**!) = CP*, ademas
las inclusiones

CtcCHlc...cCH.
dadas por (1, ... @ks) = (01, 2441) induce inclusiones
i i
Gk = Grjea1 =+ et = 5

y asi formamos

G =l Gu(C).
k<n

Sea Ej 4. €l subespacio que consiste de pares (V,z) € Gy (CHm) x CH", con
z € V. Veamos que 7*(CH") = (B jim 2y Gy(CH"), C") es un subhaz del haz
producto (Gy(C**") x C**", p, Gy (C*+"), ck+n), Para ello consideremos la funcién
7 : Gy(CM) x CHn — ¢4+, donde n(V,x) es la proyeccién ortogonal de z en V,
es una aplicacién diferenciable. Para H C {1,2,- . k+n}, un subconjunto de k
elementos, tenemos una aplicacién lineal uy : C* — Ck+* poniendo 0 en cada
coordenada que no esté en H. Con estas aplicaciones vamos a probar que
A#(CH) = (E, p,Gi(CH+™),C¥") es localmente trivial. Como E cs el subespacio
de G(C**")xC+" que consiste de pares (V,z) conz €V, la fibra sobre V es {V} x
V, y la estructura de espacio vectorial estd determinada por el subespacio
V. Sea Uy el subespacio abierto de G, (C*") que consiste de un clcmento V e
G(CH tal que m(V, —) : ug(C**") -V es una biyeccién. Entonces hy(V,z) =

(V,n(V,)), ¥ by €s un isomorfismo el cual es lineal en cada fibra.
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Un caso especial de este ejemplo k = 1, el haz vectorial candnico 4}(C**')
sobre CP" = G,(C"*') es llamado el haz candnico lineal,

El haz +*(C*") = (Ej byny 2 Ghheny C¥*") €8 universal para haces vectoriales
sobre complejos CW de dimensién a lo mas » - 1; es decir, si ¢ es un haz
vectorial complejo sobre el complejo CW By f: B — Gy, €5 una aplicacién
entonces se tiene f*4*(C*") ~¢. De aqui se sigue que el GL(k,C)-haz princi-
pal (B ksny 2 Grpny GL(k, C)) €8 universal para GL(k, C)~haces sobre complejos
CW de dimensién a lo mas n—1. Ahora si tomamos Gi(C®) = U0 Gritn ¥
By 00 = Un>o Eusny ambos con la topologia débil y denotamos por p : E; o —
G(C>) la aplicacién obvia, entonces los haces v* = (Ej o, p Gi(C®),C*) y
(B o0 P, G1(C®),GL(k, C)) S0 universales para haces vectoriales y GL(k,C)—principales -
para todo complejo CW respectivamente (consultar (3] ».203). ’

Los detalles de la exposicién que se hace a continuacién pueden consul-
tarse en [2].

Denotemos por €27 a la categoria de complejos CW y clases de homotopia
de aplicaciones. Denotemos por éns a la categoria de conjuntos y funciones.

Denotemos por. Vect,(B) al conjunto de clases de equivalencia de haces
vectoriales de dimensién k sobre B. Para un haz ¢ de dimensién k, denotemos
por {¢} la clase en Vect,(B) determinada por ¢ Si [f] : B, — B ¢s una clase
de homotopfa de aplicaciones entre espacios paracompactos, definimos una
funcién

Vecty([f]) : Vect(B) — Vecti(B)

por la relacién Vect([f])({¢}) = {f*(¢)}, la cual es una aplicacién bien definida.
Proposicién 1.25 Vect), : €20 — €ns es un cofuntor.

Demostracién.  Puesto que 1*(¢) y ¢ son haces equivalentes sobre B, la
funcién Veet,([1)) es la identidad. Si [f]: By — By [g]: B; — B, son dos clases
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de homotopia de aplicaciones, g*(f*(¢)) y (f o g)*(¢) son haces equivalentes
sobre B, y en consecuencia Vect,([f][g]) = Veety([g]) o Vect,([f]). Por lo tanto,
Vect, es un cofuntor. ®

Ademds, sabemos que [—,G(C®)] es también un cofuntor.

Para cada B, definimos una funcién ¢p : [B,Gyx(C®)] — Vecty(B) por la
relacion ¢z([f]) = {f*(v*)}, la cual estd bien definida y da lugar a una trans-
formacién natural ¢. El siguiente teorema, junto con la definicién de Vect,
Y #5, nos lleva a la clasificacion homotdpica de haces vectoriales.

Teorema 1.26 ¢ : [, G4(C™)] — Vect, es una equivalencia de cofuntores. B

Asi, el problema de clasificacién de haces vectoriales; es decir, el cdlculo
de Vect,,(B); ha sido reducido al cilculo de conjuntos de clases de homotopia
de aplicaciones; es decir, los conjuntos [B,G(C™)].

Finalmente, recordemos que en la seccién 1.3 vimos la existencia de una
correspondencia biyectiva entre los haces vectoriales de dimensién & y los
GL(k,C)-haces principales.

Observacion 1.27 Observemos que se tienen resultados andlogos cuando en lugar de tomar
haces complejos consideramos haces reales obteniéndose de esta forma la Grassmanniana real

y la variedad de Stiefel real denotadas por G (R™*) y Vi(R™*).

Por otro lado, denotemos por O(n,F) a O(n) o U(n) y consideremos el
siguiente resultado cuya demostracién puede consultarse en (3]

Proposicién 1.28 O(n, F) es un retracto fuerte por deformacion de GL(n, F) para F =R
0 C ypara todan >1. 0

Por lo tanto, al clasificar los haces vectoriales también hemos clasificado
O(n) y U(n)-haces principales.

Observacidn 1.29 Generalmente Gy (R®) y G,(C™) son denotados por BO(k) y BU(k)

respectivamente,
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1.5 Teoria de Mayer-Vietoris para funtores de homologia

y cohomologia

A continuacién desarrollaremos la ya bien conocida teorfa de Mayer Vietoris
de una forma muy general.

Definicién 1.30 .Un funtor (co-)homoldgico en una categoria € consiste de una sucesién
de (co-)funtores h={hg}qez y una sucesidn de transformaciones naturales 8 = {8 }qez tal

que

(i) hg: €® — 4 donde €® es la categoria cuyos objetos son los morfismos
X -»Y enc¢yun morfismo ¢: f — f de objetos de ¢® f: X - Yy
f': X' - Y es un par de morfismos h: X — X', k' : Y - Y’ tales que
floh=~Hho fy, 4 es una categoria abeliana;

(ii) los morfimos 8, estdn definidos en la categoria ¢® de todos los diagramas
X—-Y-Zenc, yellos son de la forma g, : hy(Y — 2) = hyt(X - Y);

(iii) para todo terna X 5 Y % Z en ¢ la sucesién

o= b (¥ = 2) 28 ho(X = ¥) " (X - 2) -
h_(_f_iz‘) hq(y — 2) 2 h’fl—l(X YY) -

es exacta. Cuando no se especifique el morfismo que da lugar a alguna
flecha, entenderemos que se trata del morfismo obvio; por ¢jemplo, en
el caso de la sucesién anterior, h(X - ¥) "4 h(X — 2) es inducido por
el morfismo vertical en

] \
x ¥ z
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Observacion 1.31 Ndtese que para todo objeto X € Ob(C) obtenemos de la sucesidn evacta

para X = X = X que h(X — X) =0.

Por otra parte, recordemos que el cilindro de una aplicacién h: A — B,
denotado por cii(h), se define por: cil(h) = Ax I U, B, teniéndose ademds un
diagrama conmutativo como el siguiente

cil(h)
! /t lr
A - B

h

donde r es una equivalencia homotépica y ( es la inclusién. Si ' : A — B’
es otra aplicacion y ¢: A — A4, ¢/ : B — B’ es un par de aplicaciones tal que
¢ o h = K o4, entonces de la definicién de cil(h) y cil(h') y del par (¢,/) se
puede obtener una aplicacién entre ellos a la que denotaremos por

Ao Ax TU, B = cil(h)
| @)
Ao AxI Up B = C’Ll(h’)

Observacion 1.32 Recordemos que un funtor de (co-)homologia (en el sentido usual) estd
dado por H, : Top; — U, donde Top, denota la categoria cuyos objetos son las parejas de
espacios topoldgicos (2,Y) con X subespacio de Y y, un morfismo entre un par de objetos
(2,Y), (Z',Y') es una aplicacién h : Z — Z' tal que h(Y) C Y'. Veamos ahora que Hy,
induce un funtor hy : Top® — Y. Sean X Ly y X' Ly an par de objetos en Top® y
(py¢') un morfismo entre ellos, entonces definimos hy(X Ly)= H(cil(f), X) y holepy ') :
ho(X 5 Y) = hy(X' 5 Y') estd dado por H, (py¢): Hylcil(f), X) — Ho(cil(f"), X').

Ahora vamos a verificar que h, satisface las propiedades 1.30 (i), (is) y
(isi). Consideremos primero una terna X 4y & 2 dada por inclusiones, la
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cual da origen a la siguiente sucesién exacta

v by (Y e 2) i he(X = Y) ") ho(X > Z) =
hllz ) ho(Y «— 2) 2, hga(X = ¥) =

y considerando la observacién anterior, ésta coincide con la sucesién exacta
para terna (Z,Y, X) respecto al funtor H,.

Consideremos ahora una terna arbitraria X 5 v % 2, a partir de esta
terna debemos conseguir otra que sea la adecuada para aplicarle el funtor
H,. Si tomamos el cilindro de estas aplicaciones obtenemos los siguientes

diagramas conmutativos

cil(f) cil(g)
i/‘ zlrl j/‘ '_V.lrz ,
X - Y Y - Z
/ [

y ahora si tomamos el cilindro de la aplicacién (f, g): cil(f) — cil(g) obtenemos
otro diagrama conmutativo

Cit((f, 9)

@) ;= n
al(f) - cillg)
(f'g)

donde (3,5) es la inclusién inducida por las inclusiones i y j. Hagamos de

estos tres diagramas uno solo
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cil((f,9))

(i.9) L

X 4 oalf) 9 i)
N L iy |
Y — Z

g

Finalmente hemos encontrado la terna apropiada, ésta es

(cil((f,9)), cil(£), X)

La sucesidn exacta correspondiente a esta terna respecto al funtor H, es la
siguiente

— AI! ) 'T". e TR

Hog (cil((frg))y cil(f)) " Ho(cil(), X) " Hy(cil((f, 9)),X) Hlaug yoilain(w) |
Hy(cil((F,3)), cil(£) S Hyoa(cil(f), X)

Por equivalencia homotdpica y considerando la observacién anterior, los

grupos de la sucesion anterior pasan a ser lo siguiente

Hys(cil((f,9))s €il(f)) & Hop (cil(9),Y) = hopr(Y — 2)
Hy(cil(f), X) = hy(X - Y)
Hy(cil((£,9)) X) = ho(X — Z)

y para los morfismos se tiene que

H (Leugs) 0% Yeir(g))~ H (ry 0 Legp) 04,73 0 Legg) 073 ') H (£, 12)= h(f,12)
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y dado que Hyy(cil((f,9))cil(f)) = hga(¥Y — Z) y Hy(cil(f),X) = hy(X = Y),
entonces A}, se convierte en A, por definicién de esta tdltima. Por lo
tanto, hemos obtenido la sucesién exacta de la terna X — Y — Z respecto al
funtor h, que era lo que se deseaba. Para conseguir la sucesién exacta de la
pareja basta con tomar Z = {i.

Observacidn 1.33 Basados en el argumento anterior, de ahora en adelante denotaremos a
h(X —Y) por h(Y, X).

La siguiente proposicién nos dice bajo qué condiciones un cierto cuadrado
conmutativo resulta ser escisivo.

X = Xn

Proposicion 1.34 Para cualquier cuadrado conmutativo | | de morfismos en

Xo — Xu
€ las siguientes propiedades son equivalentes:

(a) h(Xo1, Xoo) — h(X11,X10) esun isomorfismo,
(b) h(X10y Xo0) = h(Xoo, Xo1) es un isomorfismo,
(€) h(Xo1, Xoo) ® h(X10, Xoo)—h(X11, Xoo) es un isomorfismo,

(d) A(X11, Xoo) = h(X11, Xo1) ® h(X11, X10) es un isomorfismo.

Los cuadrados que poseen estas propiedades son llamados escisivos.
Demostracién. La equivalencia (a)« (c) se obtiene facilmente considerando
el siguiente diagrama

o = W(X11, Xoo) 4,
w1 {
h(Xm;Xoo)

h(Xa1, Xo) 2 h(X10, Xoo) h(X11y Xo0) — ...
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cuyo rengldn es la sucesion exacta de Xo — X130 — X11. En efecto, supongamos
que se cumple (a) y asi ! es un isomorfismo, tal que jok=! lo que nos permite
definir un morfismo j’=kol! :h( Xy, X10) = h(X11,X00) de donde joj' = jokol™! =
Lol = lyx,,%0 PoOr lo tanto la sucesién exacta corta

0 — h(Xi0, Xoo) = A(X11,Xu0) & h(X11, X10) = 0

se escinde, luego A(X11,Xo0) & h(X11,X10) © h(X10,X00) = h(Xo1,Xo0) ® h(X10,X00)-
De donde (a) = (c). Para ver el reciproco, fijémonos de nuevo en el diagrama
de arriba. Puesto que estamos suponiendo que se cumple (c) entonces tanto
i como k son monomorfismos y de la exactitud del renglén resulta que
imd = keri = 0 y as{ tanto tanto j como k son isomorfismos de aqui que !
también lo sea y por lo tanto se cumpla (a).

Luego cambiando X;, por Xy en el mismo diagrama obtenemos por un
argumento similar (b) « (c). Para demostrar el resto del teorema tomemos
el dual de las categorias € y i, asi nuestro cuadrado conmutativo tiene la
siguiente forma

Xa — Xn

l |
XOO - XIO )

luego para el diagrama Xy — Xq «— X;; se tiene la siguiente sucesién exacta

e = 1(Xo1, Xoo) & WX, Xeo) — h(XiyXa) — h(Xoy Xoo) — ...

N |
h(Xleo)

y de este diagrama se obtiene (a) & (d) de manera andloga. ®
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Xoo = Xn

Observacion 1.35 Segiin la proposicion anterior se tiene que 1 T esescisivo st
X — X
X — Xn |
y sdlo si 1 t loes
Xoo — Xo

A continuacién enunciamos un resultado bien conocido y cuya demostracién

puede encontrarse en [2].

Lema (Barrat-Whitehead) Dado un diagrama de grupos abelianos y morfis-
mos en el cual todos los cuadrados son conmutativos y los renglones

son exactos

L O 8 4 BB B G Y
Jran |0 lﬂq IRC
! al ] V]
oo, W o4 A oE A A

si los 4, son isomorfismos para toda g, entonces existe una sucesion exacta

larga

o A A 0B BB AL A OB, ..

donde

Dy = (0, ® fo)A
‘I’q = V(—.ﬂ; © ﬂq)
I"q=3,,o7q'log"l

con A(z) = (z,2) y V(z,y) =z +y. B
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Para todo cuadrado escisivo como el de la proposicién 1.34 y para toda
aplicacion A — Xy tenemos los diagramas A — X0 — X;; ¥ 4 = Xoo — X
con sus respectivas sucesiones exactas

al

o = hg(Xi0y A) = hy(X11, A) = ho(X11y X10) = hg-1(X10, 4) — ...

e = hg(Xooy A) = hq(Xo1y A) = hg(Xo1, Xoo) % hq-1(Xoo, A) = ...

donde h(X;1,X10) & h(Xo1,X00) Por escisién.

Definicion 1.368 Para todo cuadrado escisivo como el de la proposicion 1.84 y toda apli-
cacidn A — Xoo el operador frontera de Mayer-Vietoris A' = {A}} estd dado por la com-

posicion

!

) k P
he(X1, A) Lt hq(X11y X10) 2 hq(Xo1y Xoo) = hg-1(Xoos A).

Proposicién 1.37 Par todo cuadrado escisivo como en la proposicidn 1.84 y toda apli-

cacion A — Xoo la siguiente sucesidn es exacta

AI
Y B (Koo, A) 23 hy(Xio, A) ©hg(Xor, A) 3

- h‘l(XllyA) é; hq-l(XOO, A) I ARTYIN

Esta sucesién es llamada la sucesign Mayer-Vietoris del cuadrado escisivo.
Demostracién. La exactitud de esta sucesion se obtiene aplicando el lema

1.5 al siguiente diagrama conmutativo
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o hq(Xm,A) ﬂ hq(Xm,Xoo) 3 hq_l (Xoo, A) fi;l hq_l(Xm,A) =
lﬁfa o l’)’q lﬂq—l . lﬁq-—l
94 8, fom
e = hq(Xu,A) -3 hq(Xn,Xlo) - hq..l(Xm, A) l-)l h/q-—l(Xll’ A) - ... .0
Observacion 1.38 i los papeles de X 1o y Xo; son intercambiados, de igual manera podriamos

definir a A" = {A7} por la composicidn

k o3
he(X11, A) L ho(X11y Xo1) = ha(X10y Xoo) = hg-1(Xooy A);

y asi también podriamos conseguir una sucesién exacta si tomamos A” en
lugar de A’. La pregunta es entonces la siguiente: son iguales &' y A"? La
respuesta es “No”; de hecho A’ = -A”, como se muestra en el siguiente lema
cuya demostracioén es sencilla y puede consultarse en el [2].

Lema 1.39 Pam todo cuadrado escisivo A'=—A". B

De aqui en adelante denotaremos al operador frontera de Mayer-Vietoris
por A. Nétese que para A = Xy la sucesién 1.37 se convierte en 1.34 (c). Para
A= { la sucesién en cuestion es llamada sucesion Mayer-Vietoris absoluta.



Capitulo 2

Teorias de homologia y cohomologia

para espacios sobre B

2.1 Teorias de homologia y cohomologia sobre B

Si am C ZTop es una categoria de espacios topoldgicos, y B € Ob(Top) es un
espacio topoldgico fijo consideremos la categoria M; de M—espacios sobre
B; es decir, la categoria cuyos objetos son aplicaciones continuas ¢: X — B
donde X € Ob(™M), y cuyos morfismos son aplicaciones continuas f: X — X' tal
que ¢f = ¢ (“aplicaciones sobre B"). Cuando no exista peligro de confusién

simplemente escribiremos X en lugar de ¢: X — B.

Definicién 2.1 Una teorfa de (co-)homologia en Mg es un funtor (co-)homoldgico h en

My con las siguientes dos propiedades.

CIL: Para cualquier X € Ob(9) y cualquier aplicacién 9: X x [0,1] — B ten-
emos h(X x [0,1],X) =0 donde i;: X — X x [0,1], con ig(x) = (z,0).
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XQ - X
EXC: 51 1 1t esun cuadrado sobre B que consiste de aplicaciones

Xonxl i X]
inclusién y si X admite una aplicacién continua p: X — [0,1] tal que

p|X~-X1=0y u| X - Xo=1 entonces el cuadrado es escisivo.

Primero vamos a deducir algunas consecuencias del axioma “cilindro”
CIL . Abreviamos h(X,§) = h(X), respectivamente = h(X;¢) si ¢: X — Bya ha
sido indicado.

Proposicién 2.2 Para cualguier aplicacidn X x [0,1] =Y X [0,1] sobre B tenemos h(ig) :
Y & yx[o1
hY,X) = h(Y %[0, 1],X %[0, 1}). En otras palabras, todo cuadrado conmutativo | T
X & x %o,
sobre B es escisivo,

Demostracién. Por CIL se tiene que h(X x [0,1],X) =0 =h(Y x [0,1],Y), pero esto
es 1.34(b) y ast 1.34(a) nos dice que h{io) : h(Y,X) = h(Y x [0,1],X x [0,1]). @

Proposicién 2.3 Para cualguier aplicacion X % [0,1] = Y x [0,1] sobre B tenemos hi, :
hY,X) = (Y x [0,1],X x [0,1]) donde X X x [0,1], ¥ B Y x [0,1] coni\(z) = (z,1).
Esto difiere de 2.2 solo por la aplicacidn de un homeomorfismo sobre B, a sabert— 1—-1¢

conteo,1]. @

Proposicién 2.4 5i &, & : X — B son aplicaciones homotdpicas entonces h(X; &) &
h(X;¢&,). Similarmente para aplicaciones X — Y sobre B.

Demostracién, Por hipétesis tenemos la siguiente factorizacién
& &0 X 2 X x[0,1] > B,

y dado que h(X x [0,1}, X) =0 = h(B, B) el diagrama anterior da origen a dos

cuadrados escisivos

32

!
|
i



X 5 xx[o1) X 4 xx[o1]

o) ¥ ol )

B 4% B B 4% B
por lo tanto h(X, &) = h(X x [0,1];9) 2 h(X;¢). B

Observacidn 2.5 . Ndtese que el isomorfismo 2.4 podria depender de la homotopia 4, dig-
amos «5’: h(X ;&) & h(X;&). Sin embargo, se puede mostrar fdcilmente que ;"=1N9’sz' 9y

son homotdpicas relativamente a iy y 1, .

Proposicidn 2.6 Si fy y fi : X — X' son aplicaciones sobre B tales que son homotdpicas
(pero no necesariamente sobre B) entonces hfo = (hfi)a: hX — hX' para algin automor-
fismo de hX. Si fo, fi son homotdpicas sobre B entonces o = id, por lo tanto hfy = hfj.
Similarmente para h(Y,X) donde X — Y esta sobre B,

Demostracién. Por hipdtesis, podemos hacer la siguiente factorizacién
foo fi: X t'_o_@’XX [0,_1] B’X,a
y esto esta sobre B via los morfismos ¢, ¢'0, ¢'; por lo tanto

hfy = (h®)(hio) = h(®)(hiy)(hiy)~ (hio) = h(fy[(hir) ™ (hio)] = (hf:)a.

Si © es una homotopia sobre B entonces ¢/0 = ¢'r donde r: X x[0,1] » X
es la proyeccién. Asi la aplicacion r estd sobre B, y podemos aplicar 4. Pero
mio = id = mi,, implica que hig = (hr)™' = hi, y asi hfo =hf,. @

Proposicidn 2.7 i una aplicacidn f : X — X' sobre B es también una equivalencia
homotdpica (pero no necesariamente una equivalencia homotdpica sobre B) entonces, hf :

hX & hX'. Similarmente para h(Y, X).
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Demostracién. Por hipdtesis existe una aplicacién f': X' - X y 0: X' x
[0,1] = X' con Qoiy = id, @oi; = ff'. Ahora vemos a X' % X' x[0,1] S X’ sobre B
via (¢, ¢'0, ¢'); luego tomando X = {} en 2.2 se tiene que hip es un isomorfismo
asf como también lo es (hO)(hig) = h(id),por lo tanto h(©) es un isomorfismo.
En seguida, vemos a X' % X' x [0,1] & X' sobre B via (¢f, ¢'0, ¢'), usando
¢'f = ¢; luego por un argumento similar al anterior hi; y h© son isomorfismos
por tanto h(®)h(i;) = h(©i;) = h(ff') es un isomorfismo. En particular, hf’
es un monomorfismo y hf es un epimorfismo. Pero f ' es también una
equivalencia homotdpica, por lo tanto hf es también monomorfismo y por

lo tanto hf es un isomorfismo. B
Observacién 2.8 Para la suma topoldgica X = X; 11 X3, como Xy N X, = §) tenemos el

siguiente cuadrado escisivo

Xo —)X

T T
XnX;=0 - X,

de donde
h{X: 1L X;) & h(X)) ® h(Xa),

y similarmente para h(Y; ®Yz, X, ® X;). Es decir, las teorfas de homologia son

aditivas. Por induccidn,

h(Les X;) = @ hX;

jeJ

para cualquier conjunto finito J. Si se tiene el isomorfismo anterior para un
conjunto infinito J entonces la teoria de homologia es llamada fuertemente adi-
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tive. Por otro lado, bajo las mismas hipétesis, se tiene un resultado andlogo
al anterior cuando h es una teoria de cohomologia; esto es

h(ujeJXj) & H hX;
JjeJ
y de igual manera diremos que h es una teorfa de cohomologfa fuertemente
aditiva cuando el conjunto J sea infinito.

Observacién 2.9 En este trabajo asumiremos (sin mencionarlo) que las teordas de (co-

)homologia h son fuertemente aditiva.

2.2 Ejemplos de teorias de homologia y cohomologia

sobre B

E1 Si B es un punto entonces Mz =M, y las teorias de homologia sobre B
son solo las teorfas de homologia general usuales, B

E2 Si k es una teoria de homologfa sobre C , y #: B — C es una aplicacién
continua entonces h(Y; X; 1) = k(Y X; S oy) es una teoria de homologia
sobre B. En particular, toda teoria de homologia sobre C = pt (es decir,
toda teoria de homologia general en M) define una teoria de homologia
sobre B, via B - C = pt. En efecto, para verlo simplemente se considera

el siguiente diagrama

X = Y
n\ /77
B
7l
C



E3 Si # : A - B es una aplicacién continua, y k es una teorfa de ho-
mologia sobre A entonces para toda 5:Y -» B podemos tomar el pull-
back Y x5 A, y definir iY = k(Y x5 A); mds generalmente, h(Y,X) =
k(Y x5 A X x5 A). Se puede verificar que h asi definido, es un funtor
homoldgico con la propiedad de escisién ESC, para verlo basta con-

siderar el siguiente cuadrado que consiste de aplicaciones inclusién
Xo X B A - Xx B A
1 1 el cual estd sobre 4; pero en general no

(XonX]) XBA — Xl XBA
se satisface la propiedad CIL. Sin embargo si 7 es una fibracién en-

tonces Y xz A — Y es también una fibracién, para cualquier Y — B, Si
Y = X x [0,1] entonces ig: X — X x [0,1] es un retracto fuerte por de-
formacion y, segin la propiedad de levantamiento de homotopia la aplicacién
ioxpid: X xpA — (Xxp5[0,1]) X 5 A es también un retracto por deformacién
y por 2.7 se tiene que A(X x [0, 1], X) = k((X x [0, 1]) Xz A, X x5 A) =0, lo que
quiere decir que h satisface CIL. Asi h es una teoria de homologia sobre B
si  es una fibracidn. Ademas se puede probar facilmente que si k es una
teoria fuertemente aditiva también h lo es. Por otro lado, podria ser
que X x 3 A no fuera del tipo de homotopia de un complejb CW a pesar
de que X lo fuera; pero si 7 es una fibracién CW; es decir, si la fibra de
= tiene el tipo de homotopia de un complejo CW entonces X x5 A — X
es una fibracién en la que cada fibra y espacio base son complejos CW
(salvo homotopia), por lo tanto también lo es el espacio total X x5 A.
Siempre haremos esta suposicién sobre =. B
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2.3 Teorema de comparacion para teorias de homologia

sobre B

Antes de empezar la demostracién del resultado que nos interesa, vamos a
estudiar el concepto de telescopio de un complejo CW, el cual nos serd de gran
utilidad. Supongamos que Y es un complejo CW, entonces podemos escribir
Y =U Y? con Y9 c Y™, ¢ > 0, donde Y7 es el ¢g-esqueleto de Y. Entonces el
telegzzpio TY de la sucesion ... « Y91 — Y9 Y91 sy estd dado por

TY =Y'x 0,1]uY! x [1,2]UY? x [2,3]UY® x [3,4] V...

el cual también es un complejo CW contenido en Y x [0,00) que satisface
que 7Y ~ Y. Veamos primero que 7Y es un retracto por deformacién de
Y x [0, 00). En efecto, la inclusién i: TY — Y x [0, 00) estd dada por i(z,t) = (=z,t)
y definamos »: Y x [0,00) = TY por »(z,t) = (z,q+t - [t]) para = € Y9, luego se
verifica que roi = Izy ¥ ior & lyxpga), ésta ltima se obtiene via la homotopia
H: (Y x[0,00)) x [0,1] = Y x[0,00) dada por H((z,¢),s) = (z,t+ (g [t])s), lo que
implica que TY ~Y x[0,0). Por otra parte, Y es un retracto por deformacién
deY x [0,00) y asi Y ~Y x [0,00), por tanto TY =Y x [0,00) &Y.,

Teorema 2.10 (de Comparacién) Sea @ : h — j una transformacidn de teorfas de (co-
Jhomologfa fuertemente aditivas en Mp donde M es la categoria de complejos CW (salvo
homotopta). St ®(pt) : h(pt) & j(pt) para todo punto pt — B entonces $ es una equivalencia,
d: h =g, SiB es conectable por trayectorias entonces es suficiente que ﬁ)(pt) sea un

isomorfo para un punto de B (ver 2.4).

Demostracién. Supongamos que el resultado es vdlido para el caso ab-
soluto, entonces aplicando el lema del cinco al diagrama formado por las
sucesiones exactas de la terna § — A — Y para las teorias h y k resulta
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w—= h(AQ) - Y, - WY A) - k(A0 — kY0 — ..
=1 =1 l =l =l
v J(A0) = 0 - JKA) - (A - i) ..

de donde se sigue que h(Y; A) & k(Y, A). Asi pues, es suficiente probar el
resultado para el caso absoluto. Por la proposicién 2.7, podemos asumir
que Y es un complejo CW (no sélo homotépico a uno). Por induccién sobre
¢ para ¢ > 0, vamos a probar que ¢ : hY? = ;Y7 donde Y7 es el g—esqueleto.
Primero vamos a probar que h(Y9,Y?!)  ;(Y9,Y?"). En la siguiente discusién
usamos el hecho de que una ¢~celda de Y es homeomorfa a una bola cerrada
de dimensidén ¢. Ahora bien, sea B? una ¢-bola de Y centrada en ¢, y sea D la
¢—bola abierta concéntrica con radio menor que el de B9, luego denotemos
por $7= B?— D% ]a esfera de dimensién ¢. Entonces Y?-! es un retracto por
deformacién de Y?-' U (B? — D7), y asi para todas las ¢-bolas, entonces Yo
es un retracto por deformaciénde y*-!| ] U (BI-D%)=Y'~( U D7) por

q—bolas q--bolas
tanto

h(Y9,YT ) 2h(Y,YI— | DYhYI-YrLyi—( | DY)-Ye)
q--bolas q—bolag
donde el primer isomorfismo se tiene porque retracto por deformacion im-
plica equivalencia homotédpica y el segundo lo tenemos ya que podemos
mostrar que para el cuadrado conmutativo

Yi—- |y Df - Ye

q--bolas

T T y

Yi- U DI-Ye! o ya_ye-!
q-bolas
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endonde Y?—( U D9-Y*!l=Y9—( |J D)n(Y?-Y"!), podemos definir

. . q—bolas q-bolas
una aplicacién x : Y7 — [0,1] dada por

0 sse Y- (Y- U DY)
q—bolas

we)=1{ flz) sizeYi~ U DY}
q—bolas

1 sizeYi-(Y1-Y))

donde la aplicacién f : Y7~ ( % D% ~Y9! - 0,1] es continua y, dado que
q—bolas

los respectivos dominios no se intersectan también lo es . Por otro lado,

Y9 -Y9! es la unién de todas las g—bolas, asi por aditividad y por 2.4 se

tiene la siguiente serie de ismorfismos

BYT-YiLYi- (U D) -yien( U BY U (B1-DY)

q—bolas q—-bolas q-bolas
o @ h;(B?, B — D) = @ hi(B9,59°1) .
q—bolas q~bolas

Ahora denotemos por B!~ y B* los hemisferios superior e inferior de la
esfera S9! respectivamente. Por 2.4 tenemos que h(B% Bi™) = 0 ya que
B? y By son homotdpicamente equivalentes a un punto. Consideremos la

sucesién exacta para BI™' — 57! — B?
v = hi(BY, B — By(BY, 5771 — B (S7Y, B - iy (BY, BEY) -

y dado que las homologias de los extremos son cero entonces h;(B% §9°!) &
hi—1(591, BY™). A continuacién deseamos mostrar que el siguiente cuadrado
consistente de aplicaciones inclusidn y en el que ademds claramente 57-? =
B¥'nBY!
By s
! !

5= - B!

39



es escisivo. En efecto, basta considerar las siguientes igualdades

0g-1
BI = g1 B
Bl = g1 B ,

ofq—1 og-1

§93=5'-B, ~B

de esta forma se aprecia claramente que S9! — BY™!, 591 — g9~ §9-3 son
disjuntos dos a dos y asf podemos definir una aplicacién p: 59-! — [0,1) dada

por
oq-1
0 six €B_
ple) =14 fl®) sizes?
0q—1
1 s GB‘:_

donde la aplicacion f : $9-? — [0, 1] es continua y por lo tanto lo es también p.
De esta manera hemos probado que nuestro cuadrado de arriba es escisivo.

De aqui que
ha(571, BIY) 2 hy_y (BT, 570) B by (B, 5979)
y por tanto
hi(B?, 897) & hy(57", BY) 2 by (BT, 877
y por iteracion
hi( BT, §%Y) 2 hi_y (pt).

Este isomorfismo es natural en h; esto es, conmuta con transformaciones

naturales de teorias de homologia, asi pues dado que h;(pt) 2 ji(pt) se tiene
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que
@ (YY) = 5(YT, Yo,

Ahora, aplicando ¢ y usando el paso inductivo ¢ -1 (esto es n(Ye!) =
j(Y*!))en el diagrama formado por las sucesiones exactas de homologia
para la terna § - Y?~! -~ Y7 obtenemos los siguientes isomorfismos

N R A e Y R W, 7 =
= = | = 1=
v Gima(YT) = Gi(YLYY) o Gi(YY) o (YY) o G (YY) S

luego por el lema del cinco obtenemos a(Y?) 2 j(Y?). Asi pues
¥: h(Y) =4(Y)

es un isomorfismo para todo complejo CW de dimensién finita (es decir
Y7 =Y). Ademas por aditividad también es un isomorfismo sobre todas las
uniones disjuntas de complejos CW de dimensién finita.

Esto prueba la afirmacién si la dimension de Y es finita, o por aditividad
si Y es la unién disjunta de complejos CW de dimensién finita.

Ahora falta demostrar el resultado para un complejo CW en general.
Para ello necesitamos del telescopio TY; basiandonos en la definicién que
dimos arriba denotemos por 7;Y la unién de todos los Y7 x [g,q + 1] con ¢
impar. Similarmente sea TpY la unién de todos los Y7 x [g,¢ + 1] con ¢ par.
Tenemos que Y7 es un retracto por deformacién de Y x [g,q + 1] via las
aplicaciones Y7 x [gq+ 1] 5 Y7 4 Y9 x [¢,q+ 1] dadas por (y,t) — y - (v,¢). La
homotopia H : Y7x[q,q+1]x[0,1] — Y7x[g,g+1] dada por ((y,t),s) — (y, (1—5)t+gs)
nos muestra que r es una retracciéon. Asi
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'Y= U Yix[gq+ll~ U Y7
q—-impar q—:mpar
oY=\ Yix[gq+1]~ U Y
q-par q-par
TYnTpY = U Yix[gq+1n U Y7x[gq+1]
q-impar q-par

=UYIx [g,g+1]nY" x [g+1,9+2], (Y7 CY9H)
q

= Y?! x (g +1) = Yo+,
q q

Luego por 24 y el axioma de aditividad los siguientes isomorfismos de
homologias

WOY)=h( U YO @ hY9)

g-~impar q—impar
WIY)=h( U Y9 = @ hro)
—pa q-par

KDY NTRY) 2 AU Y) =) h(Y?) .
a q
Por otro lado, el siguiente cuadrado conmutativo formado por inclusiones
es escisivo

pr - TY

T T
oY NTYY — T}Y

ya que podemos definir una funcién continua y: TY — [0,1] como sigue

0 si (y,t) € TY — TpY
bt =1 glwt) i eTYATY
1 St (y,t) ETY—T;Y

donde g: TpY NTiY — [0,1] es una aplicacién continua. Ahora consideremos
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la sucesién de Mayer-Vietoris absoluta (es decir, A =) para el cuadrado
escisivo de arriba

w= Puy™) - P2) - uTY) - P hia(Y ™) — &b (z
q q

q q
l —”-l l = !
= @Du¥™) - W) - H@Y) - Q™) - GW,) -
q q q q

R
R

donde Z, = h(Y**+) @ hi(Y*) y W, = j;(Y%*!) ®5:(Y™). Los cuatro isomorfismos
del diagrama de arriba se obtienen porque el resultado es valido para com-
plejos CW de dimensién finita o unién de ellos. Por tanto por el lema del
cinco se obtiene que A (TY) & 5;(TY) esto es h;(Y) & 5;(Y). Lo que concluye la
demostracion de este teorema. ®

2.3.1 La teoria de cobordismo como ejemplo de una teoria de ho-
mologia gencralizada

A continuacién vamos a estudiar la teoria de bordismo, la cual resultara
ser un ejemplo de una teoria de homologia generalizada. En los resultados
que se presentan a continuacién vamos a suponer que las variedades son
diferenciables y compactas y las funciones entre ellas son diferenciables.

Primeramente vamos a definir y a dar propiedades elementales del grupo
de Thom que denotaremos por N,. Dado un par de variedades cerradas de
dimensién n, M; y M;,denotaremos por M; L M, a la unién disjunta de M, y
M,.

Decimos que una variedad cerrada es borde si y sélo si existe una variedad
V de dimensién »+ 1 para la cual 6V es difeomorfo a M. Dos variedades
cerradas M; y M, son bordantes si y sélo si la unién disjunta M; UM; es borde.
La relacién de bordismo es una relacién de equivalencia sobre las clases
difeomorfas de n—variedades cerradas y denotamos por 2, al conjunto de
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clases de equivalencia; el cual resulta ser un grupo abeliano con la suma
inducida por la unién disjunta, ademas todo elemento en M, tiene orden
2. La suma directa 91, = &0, es un dlgebra conmutativa sobre Z, (esto via
productos cartesianos).

Sea (X, A) una pareja de complejos CW, entonces una variedad singular en
(X,A) es una pareja (V, f) que consiste de una variedad V de dimensién n
con frontera 4V y una aplicacién f: (V,0V) — (X, A). Si A= () entonces 6V = §.
Decimos que una variedad singular (V, f) en (X, A) es borde si y sélo si existe
una variedad W de dimensién » 41 y una aplicacién F: W — X tales que:

(i) V estd contenida en W como una subvariedad;

(i) F/V=fy FaW\V)C A

Dadas dos variedades singulares (W, f1) y (W, f2) definimos la unién dis-
junta como (UV,, fill fy) donde VinV =0, il fi/Vi=fiy fill fa/Vi= fo
Decimos entonces que (W, fi) ¥ (Vi, f3) son bordantes si y sélo la unién dis-
junta (ViuV,, fiul f2) es borde en (X, A). Se puede probar que la relacién de
bordismo es de equivalencia.

Denotamos la clase de bordismo de (V,f) por [V,f], y la coleccién de
estas clases de bordismo por M,(X, A). Podemos dar una estructura de grupo
abeliano a 9,(X, A) definiendo

Vi, i)+ [Va, fa] = Vi U Vy, f1 UL £,

Con esta operacién cada elemento tiene orden 2 de modo que 9,(X, A) es
un espacio vectorial sobre Z,.

Existe una estructura de M,—mddulo definida sobre la suma directa n,(X, 4) =
oM, (X, A). En cfecto, sean (V,f) una variedad singular en (X,A) y M una
variedad cerrada de dimensién m, entonces formamos una nueva variedad
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singular (V x M,g) donde g estd dada por g(x,y) = f(x). Tenemos entonces que

V. fliM] = [V x M,g].

define sobre M,(X, A4) la estructura de un N,-médulo graduado derecho.
Dada una aplicacién ¢: (X, 4) — (X, A;) existe un homomorfismo natural
inducido ¢, : M, (X, A) — N,.(X;, 4) el cual se define por

Vi fl = [Viof].

Existe también el homomorfismo 8: M, (X, A) — N,_,(4) el cual estd dado
por

oV, f]= [V f | 8V].

Se puede ver facilmente que 8 estd bien definido y es aditivo. En efecto,
e 1 M(X, A) — N(X1A) Y 8: N(X, A) — N(A) son homomorfismos de
N,-~mddulos de grado 0 y —1 respectivamente,

Por lo anterior tenemos un funtor covariante {M,(X, A4), ,, 8} definido so-
bre la categoria de parejas de complejos CW y aplicaciones. Deseamos
mostrar que este funtor es una teoria de homologia generalizada.

La demostracién del siguiente resultado puede consultarse en [14].

Lema 2.11 Supongamos que P y @ son subconjuntos cerrados disjuntos de la variedad de
dimensidn n V. Ewiste una subvariedad topoldgica compacta ViCc V con PC Vi, QNnVy =0

y Vi cerrada en V. Ademds a V; se le puede dar una estructura diferenciable. B

Teorema 2.12 E! funtor de bordismo {M, (X, A), ., 0} definido sobre la categoria de las
parejas de complejos CW y aplicaciones satisface los primeros seis axiomas de Eienberg-

Steenrod para una teoria de homologta.



(i) Sii: (X,4) — (X, A) es la aplicacién identidad entonces i, : (X, A) —
M, (X, A) es el automorfismo identidad.

(i) Sig: (X,4) = (X1, 41) ¥y ¥: (X),4;) = (X 4;) son aplicaciones entonces
(%) = tuipu.

(iif) Para cualquier aplicacion ¢ : (X, 4) — (X1, 4;) el siguiente diagrama es
conmutativo

mn(X’A) "‘6_’ mn-—l(A)
| L(VIA)‘

MW(X,4) -5 Nya(4)
(iv) Si o, 1 : (X, A) = (X1, 41) son homotdpicas entonces ¢, = ¢, .

(v) Para cualquier pareja (X, A) la sucesion de abajo es exacta

oo O (A) 2 M,(X) 5 N,(X, A) D Ny (A) o -

(vi) Si U c int(A), entonces la inclusion i : (X\U, 4\U) c (X, A) induce un

isomorfismo

iy : Mu(X\U, A\U) — 9 (X, A).

Sin embargo, para un punto tenemos M,(pt) & N, el grupo de. Thom.

Demostracién. Los primeros tres axiomas se pueden verificar ficilmente.
Demostremos entonces el resto de los axiomas

(iv) Sea h(I x X,I x A) — (X1, 4;) una homotopia entre ¢, y ¢,. Para (V, f)
una variedad singular en (X, 4) definamos (¢, 2) = h(t, f(z)); entonces (0,z) =
wof () ¥y 9(1, ) = ¢1f (). Ahora, I'xV es una variedad 8(I x V) = (8I x V)U(I x8V).
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Por lo que la unién disjunta {1} x V U {0} es una subvariedad de la frontera
y (I x 8V) C A;. Por lo tanto [V,pof] = [V,¢1f] como lo deseabamos.

Antes de probar la exactitud observemos que si U ¢ M es una subvariedad
de dimensién « con frontera de una variedad cerrada My f: M — X ¢s una
aplicacién tal que f(M\int(U)) C A4, entonces [M,f] = [U,f | U] en M,(X, A).
Esto lo podemos ver de la siguiente manera: Sea F: I x M — X dada por
F(t,z) = f(x). Ahora 8(I x M)=0I x M y {1} x UL {0} x M es una subvariedad
de la frontera. Puesto que F({1} x (M\int(U))) C A tenemos [M, f] = [U,f | U]
en M, (X, A).

(v) Se puede verificar ficilmente que 85, = 0. Consideremos [M, f] € N, (4).
Apliquemos la observacién anterior a (v) cuando U = §) para ver que j,i,[M, f] =
0 en M, (X, A). Enseguida consideremos [U, f] € M.(X, A) la cualtambién es un
clemento del kernel de 4. Entonces por definicién existe una variedad V y
una aplicacion g: V —» Acon oV =aU y g | 8V = f | aU. Identificamos U y
V a lo largo de su frontera comin para obtener una variedad cerrada M y
una aplicacion F: M - X con F|U=fy F|V =g Asi [M,f]en,(X)y, la
igualdad j,[M, f] = [U, f] en M, (X, A) se sigue de la observacién anterior a (v).
La prucha del resto de la exactitud es sencilla.

(vi) S6lo vamos a mostrar que i, es un epimorfismo. Sea (V, f) una variedad
singular en (X, A). Sea P = f~'(X\int(4)) y @ = f~'(U). Por el lema 2.11 existe
una subvariedad topolégica Vi c Veon Pc Vi y inQ = §. Ademds a V;
se le puede dar una estructura diferenciable. Ahora [V, f | %] se encuentra
en M, (X\U, A\U) y al igual que en la observacién anterior a (v) se sigue que
LWV, fA\Vi|= [V, f] en M,(X, 4). &

Existe una relacién entre teoria de bordismo y teoria de homologia sin-
gular. Mds precisamente existe una relacion canénica dada por el homo-

morfismo de Thom
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BN (X, A) - Hy(X, A, Z,).

Dado [V, f] € M,(X, A) existe por definicién una aplicacién f : (V,8V) - (X, A)
y denotemos por o(V) € H,(V,8V;Z,) a la clase fundamental de V. Definimos
entonces al homomorfismo x como sigue

/‘([V’ f]) = f.(O'(V)) € Hy(X, 4; Z?)

Se puede ver que este homomorfismo esta bien definido y ademas se tiene
el siguiente teorema de Thom.

Teorema 2.13 (Thom) Para cualquier pareja de complejos CW (X, A), ju: M (X, 4) —
H,(X, A;Z3) es un epimorfismo para todan >0. @
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Capitulo 3

Teorema de Leray-Hirsch y

h-orientaciones

3.1 Teoria de cohomologia multiplicativa, teorema de
Leray-Hirsch y teorema de Kiinneth para fibra-

ciones.

De ahora en adelante restringimos nuestra atencién a las teorfas de coho-
mologia en la categoria M (hométopicos a complejos CW) con valores en la
categoria U de grupos abelianos. Supongamos que existen un par de pro-
ductos que llamaremos producto cruz (par exterior) y producto cup (par interior), y
que denotaremos como sigue

X : h™(X,A) ® h"(Y,B) = h™*"(X xY,X x BUAXY) (par exterior)
w: h"(X, A) ® h*(X, Ag) = h"HY(X, A U Ay) (par interior).

(para toda m, n) los cuales son compatibles en el siguiente sentido con el
operador frontera 6. Si u € h™(X,A) y v € h(Y, B) entonces se puede verificar
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que §(u x v) = (6u) x v + (~1)™u x 6v; de igual manera para «' € h™(X,A)

y v € h'(Xy, 4;) se tiene que (v — o) = (6u) — o + (-1)"« — &/. Esta

compatibilidad asi como la definicién de los productos se tiene solamente

para pares (X, 4), (Y,B) tales que h(X x BUAXY,X x B) & h(Ax Y, A x B);
AXY - XxBUAxY,XxB

es decir, si el cuadrado 1 1 es escisivo (ver [5]).

AxB - XxB
Los productos interior y exterior estdn relacionados por «' — v/ = A* (¢ x /)

respectivamente u x v = (p*u) — (¢*v), donde p y ¢ son las proyecciones, y A es
la aplicacién diagonal. Podemos por lo tanto restringir nuestra atencién a
uno de ellos. Los pares interior y exterior son asociativos, conmutativos y tienen
un unidad 1 € h%pt) en el sentido obvio,

Asociatividad para el producto cruz (exterior), Sean u € h™(X,A), v € (Y,B) y
w € h'(Z,C). Entonces

uX(wxw)=(uxv)xw

siempre y cuando se tengan los cuadrados escisivos apropiados para que los
productos cruz estén definidos.

Asociatividad para el producto cup (interior). Sean u € h™(X, Ar), v € (X, 4) Y
w € h' (X, 4s). Entonces

U~ (v w)= (U~ v) v w

siempre y cuando asumamos que se tienen los cuadrados escisivos para que
todo esté bien definido.
Conmutatividad para el producto cruz. Sean u € h™(X, A) y » € h*(Y, B). Entonces

t*(u x v) = (=1)""v X 1,
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donde t : (Y, B) x (X, A) — (X, A) x (Y, B) est4 definida por t(y,z) = (z,y). Por
supuesto asumimos que tiene el isomorfismo h(X x BUA xY, X x B) = h(A x
Y,Ax B).

Conmutatividad para el producto cup. Sea u € h™(X, 4)) y v € h"(X, A2). Entonces

U V= (__])nm,v - U
A = AUA
siempre que el cuadrado 1 t  sea escisivo.
b - A

Asi todo h(X) es un anillo graduado con unidad, y todo h(X, 4) es un
h(X)-médulo (de hecho dlgebra pero por lo general sin unidad). M4s gen-
eralmente, si f: X - Y es una aplicacién entonces todo h(Y, B), h(X, A) es un
h(Y')-mddulo, y toda aplicacién entre ellos es un homomorfismo de mddulos.
En particular, si tomamos Y = pt = a un punto entonces todo h(X, A) se con-
vierte en un A-mddulo donde A = h(pt), y toda aplicacion entre ellos es
un A-homomorfismo. Mds precisamente, esto significa que el funtor h se
factoriza a través de la categoria de A-mddulos. Los productos x y — se
factorizan mediante ®,, asi A™(X, A;) ® h™(X, A3) = h™"(X,A; U 4;). En este
caso, h es llamada una teoria multiplicativa en 9.

Teorema 3.1 (Leray-Hirsch) Sea h una teorta multiplicativa (fuertemente aditiva) en 9N,
y seap: E — B una fibracién cuyo espacio base B y fibra F = p~!(by) son complejos CW
(salvo homotopia); sea B conexo. Asumamos que la aplicacidn restriccion i* : hE — hF

tiene un A—inverso por la derecha p: hF — hE. Sea ¢ la siguiente composicion

h B @y h"F I hi(E) @ h(E) S hi*"(E).

Entonces ¢ es un isomorfismo siempre que:
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(i) hF es un A—mddulo plano; es decir, para toda sucesidn evacta 0 - A — B — C — 0

de A-mddulos se tiene que las sucesiones

0— AQ hF - B@\hF - C @\ hF =0
02 hFQA—-hF@\,B—hF@\C—0

son también exactas.

(ii) B es un complejo CW finito (salvo homotopia) o hF es un A—mddulo finitamente

presentable.

De manera similar, se tiene hB@h(F, F') & h(E, E') para pares fibrados que satisfacen
condiciones andlogas.

Demostracién, Para toda aplicacién X — Y sobre B se tiene un diagrama

XxpE - YXgE — E

l l l
X - Y B

y por lo tanto un homomorfismo

&: h(Y,X) @ hF 22 h(Y, X) @ hE —
—h(Y xg E,X x5 E)®\ h(Y XBE):*h(Y X E,X xp E)

y si (Y, X) = (pt,§)) ésta composicién es un isomorfismo, por ser p un A—inverso
por la derecha de . El término de la derecha es una teoria de cohomologfa
sobre B. En cfecto, dado que ~ es una teoria multiplicativa sobre 9 se
tiene por 2.2 que define una teoria de cohomologia sobre E y, por 2.2 y el
cuadrado de arriba concluimos que el término de la derecha del diagrama
anterior es una teorfa de cohomologia sobre B. Si mostramos que el término
de la izquierda es también una teoria de cohomologia sobre B entonces 2.10

52



implicaria que ¢ es una equivalencia, y esta afirmacién se tiene poniendo
Y = B, X ={. Las tinicas propiedades de una teorfa de cohomologia que son
cuestionables son la exactitud y la aditividad fuerte. La primera se tiene
por (i), y la aditividad fuerte se tiene porque hF es un A-médulo plano y
finitamente presentable. ®

Corolario 3.2 (Férmula de Kiinneth) $i B y F satisfacen las propiedades (1) y (i7) de
8.1 entonces X : hB @ hF 2 h(B x F), como A—dlgebras.

Demostracién. En efecto, tenemos la fibracién trivial p: BxF - By la
proyeccion ¢: B x F — F induce una aplicacién p = ¢* y asl, segun 3.1 se tiene
el isomorfismo ¢ : kB ® h"F = hi+*(B x F) el cual coincide con x. ®

3.2 h-orientaciones.

Si h es cualquier teoria de cohomologia en 9, y (F, F°) es un par de espa-
cios tal que (F,F°) ~ (R",R" —0) la cual tiene la cohomologia de (S",pt). Asi
K+ (F, FO) & p3+m(R™ R™ — 0) & h9+(S™ pt) = hi(pt). Este isomorfismo esta bien
definido salvo signo (automorfismos de R* de grado —1 cambian signo). Si h
es una teoria multiplicativa, como lo asumiremos siempre de ahora en ade-
lante , entonces h(F, F°) & h(pt) = A es un isomorfismo de A-médulos; es decir
el A-médulo h(F,F°) es generado libremente por un elemento bien definido
(salvo signo) s = s(F,F°) de grado n correspondiente al 1 € Ko(pt).

En particular, si p: E — B es una haz vectorial de rango n, y E c E°
consiste de todos los vectores no cero, entonces el par fibrado (F,F%) ~
(R",R" — 0) de (p,3°) ticne un generador libre bien definido (salvo signo)
s € h*(F, F°). Los resultados de esta seccion estdn formulados solamente para
haces vectoriales. Sin embargo, es claro que también son validos para pares
fibrados mucho mas generales. Esencialmente lo que necesitamos es que
h(F, F) = A,



Definicién 3.3 Una h-orientacidn (o clase de Thom) de un n-haz (sobre un complejo CW
B) es un elemento U € h(E, E®) tal que U | (F,F°) = s, para todas las fibras (si B es

conezo solamente se necesita una fibra).

Teorema 3.4 (Isomorfismo de Thom) Si U es una orientacidn, entonces se satisfacen
las hipdtesis de 8.1 y ast h*+"(E, E®) & hi(B) ®, h*(F, F°) & hi(B); mds precisamente,
denotemos por ¢* : hi(B) 5 hi+(E, E) ast la tmagen de un elemento x € h(B) estd dada
por P*(z) = p*(x) ~ U de esta manera el elemento U es un generador libre de h(E, E°)
como un h(B)-mddulo. B

Definicién 3.5 Consideremos la composicién h*(E, E°) EM h(E) & hn(B), donde la apli-
cacidn i : B = E es la seccidn cero y j : (E,0) — (E, E®) es la inclusidn. Entonces la
imagen de U bajo esta composicion es llamada la clase de Euler del haz vectorial orientado

y la denotaremos por x = x(p, U) € h"(B).

Corolario 3.6 i en la sucesidn ezacta de (E, E°)

o = Y (E®) = hi(E, E°) — hi(E) — K(E®) — h*}(E, E°) - .

o

sustituimos p* : h(B) 5 hi(E) y por el isomorfismo de Thom ¢ : h/(B) =
hi+*(E, E°), obtenemos la sucesidn de Gysin que tiene la siguiente forma

o = B=1(E®) = hi~(B) X5 hi(B) "™ K(E) — ki~ (B) — ...

Proposicién 3.7 (naturalidad) .Sean p, : E; — By, y p; : E; — B; haces vectoriales de
dimension n, f:(Ey, EY) — (B, E§) un morfismo de haces y sea f:By — By la aplicacidn
inducida por f. i Uy es una orientacidn para p; entonces Uy = f*(U;) es una orientaciin

pare py, ¥ f*xz = x1 es la clase se Euler correspondiente.
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Demostracién. Por hipétesis U, | (F, F§) = s para toda fibra, luego apli-
cando f* a U, | (R, F?) obtenemos que

FU) | (Fy ) = f*(Us | (Fay Fy)) = £* (ss) = £ (s),

y dado que f es un isomorfismo entre fibras entonces +f*(s) es el generador
de h*(Fy, FP). De este modo hemos probado que Uy-f*(U;). Para demostrar el
resto de la proposicion basta considerar el siguiente diagrama conmutativo

WELE) 5 h(E, Ef)

hja / ”Z'T T”: \hjn ’
h(Es) prd h(Bs) = h(B,) oy h(E)

de donde se tiene la siguiente serie de igualdades

F*(xa) = F*(hiz o hja(Us)) = hiy o hjy o f*(Us) = hiy o hji(Uy) = x1.

Lo que concluye la demostracion del teorema. @

Proposicién 3.8 Sip, : E; — B, p2: E3 — B son haces vectoriales con suma de Whitney
p: Ey®E; — B, ysi Uy, U; son sus respectivas orientaciones entonces U=U; ~ Us es una

orientacidn de p; y su clase de Euler es x;_x3.

Demostracién. Denotemos la suma de Whitney por E = E, @ B, por E° el
espacio de vectores no cero y por F* la fibra sobre b Ademds sean

F% = E°n F® FP=EnF FB'=EnF,
también introducimos la siguiente notacién

E'=U F’x F} E=UFxR".
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Luego tenemos los siguientes diagramas conmutativos donde los renglones

son inclusiones

E' - E — (E,E" E* - E - (EE
r l l}’l lm "zl l}’a lflz
E, - E - (E,E) E, - B - (B,E)

donde las aplicaciones verticales son proyecciones y ry, ry, p; y p; sOD equiv-
alencias homotépicas, y asf las siguientes aplicaciones son isomorfismos

¢, : h*(Ey, EY) — h*(E, EY) & : h*(Ey, BY) — h*(E, E?) .
Finalmente observemos que E° = E' U E? ya que

E'=U {(z,y) € B x By: pla)=ply) z#00y+#0}
E'=\Y {®y) e Esx B: p(x)=p(y), «+0}
E'=\U {(®y) e B x E: pl@)=p(y), y+#0}

Ahora para demostrar el resultado consideremos es siguiente diagrama

U @Us€ h(By, EY) @ W™ (Byy BY) % Wi(B,BY)@h"(E,E?) S K“(E,E)

it @33 l ' l lj‘

h"(F],Flo) ® hm(F’,F’O) N h,"(F, Fl}®h'"(F, F?) — hn+m (F, FO)

en el que donde las aplicaciones que no tienen nombre son las inclusiones
obvias y todas las fibras estan sobre b € B. Sea j,: (R*,R" - {0}) — (E, E°) la
que denote la inclusién sobre la fibra de p: £ — B sobre b € B. Entonces
JH(q () ~ ¢(Ua)) es la composicién del renglén de arriba y la aplicacién
vertical de la derecha. Si j}®j;(U; ®U;) = +5, ® +s; entonces en ¢l renglén de

abajo se tiene
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+8 ® t83 > +5) @ L5y — Es5p 8.

Esto es, el generador estindar en h"(Fy, FP) @ k™ (F3, FY) es llevado en el gener-
ador estandar de »""(F, F°). Por tanto se tiene que la orientacion de » estd
dada por U = U, — U,. Para probar el resto observemos que por definicién
de clase de Euler tenemos que x(p ® p3, U) = i* 0 j*(U), asi usando la notacién
de arriba y considerando el siguiente diagrama conmutativo

h,"( B) ® h,’"( B) == hn+m ( B)
i1 ®i3 T Ti‘
h"(E]) ® hm(Ea) h,""'m(E) y
Ji ®i3 T Tj:u

UQUs e W{Ey, EY) @h™(En E)) 3 hY(E,E')@h"(E,E) S hvn(E,E°)
calculamos entonces

*of*(U) =5*(¢}(Ur) < g(Us)) =~ oi} ®13 057 ®j3(U1 ® Us)
= oi} ®43(j} (U1) ® 73(Uz)) =~ o(&} 0 ji(U1) ® i3 0 j3(Ua)) -
=1 o j (Uh) ~ 45 0 73 (Ua) = x1(p1, Un) ~ xa(ps, U3)

Lo que concluye la demostracion de la proposicién. @

Corolario 3.9 Sip, : Ey — By, p; : E3 — By son haces vectoriales con orientaciones Uy,
U, entonces Uy x Uy es una orientacidn (la orientacidn-producto) del haz producto py X py

Ey x By :— By X By, y la clase de Euler de py X p; esx; X x2. B



Capitulo 4

Clases caracteristicas y cohomologia

de espacios clasificantes.

4.1 Clases caracteristicas (teorema de existencia y uni-

cidad)

En esta seccién daremos condiciones para la existencia de clases carac-
teristicas de haces vectoriales con valores en una teoria de cohomologia
multiplicativa. Antes de empezar la demostracién del teorema que nos da "
dichas condiciones vamos a hacer algunas construcciones que nos seran de
gran ayuda.

Consideremos el haz lineal 4(CP**') : E(+*(CP**')) — CP" que fue constru-
ido en la seccién 1.4, Ahora sea ¢ — X un U(n)-haz sobre un complejo
CW, y definimos a P(¢) como el espacio de lineas que pasan por el 0 en
todas las fibras de ¢; entonces existe una aplicacién y : P(¢) — X la cual,
por construccién, es un haz fibrado con fibra CP*~'. Ahora consideremos
el haz inducido p*¢ sobre P(¢) y sea ) el siguiente haz lineal sobre P(¢) :
E(\) = {(hy) € P(¢) x E(¢) : y € I}. Observemos que si j : CP*™' — P(¢) es la
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inclusién de una fibra, entonces j*)¢ = 4*(C"); dicho de otra manera, la parte
de ) sobre p'~!(b) coincide con el U(1)-haz de Hopf 4'(C*). Por la manera en
que se construyé ) se tiene que existe un monomorfismo ), — p*¢ de haces
y entonces se tiene una sucesién exacta 0 — X — p*¢ - e — 0, donde ¢ es
el complemento ortogonal de ) en p*¢, puesto en férmula p*¢ ~ X @ p¢ con
pe un U(n — 1)-haz,

Fijémonos ahora en el telescopio TCP* de la filtracién inducida por los
esqueletos de CP>

---——)CIIW—I—-)CP"——)C]PM'I—)---

Lo que nos lleva a un cuadrado escisivo (ver 2.10)

I,CP" —» CP®

! l
H"C]pn — Hﬂcpﬂnﬂ

cuya sucesién Mayer-Vietoris tiene la forma
cov o LA ICP* S A9 ICP" B KCP™ — ITAICP" S ILAICP" — - .,
Donde a estd dada como sigue
o,y a9y} = {wo — '@y, it @y — @y, 2y — Ty, iRy — 23,0 1}

Luego, por la siguiente proposicién (ver demostracién en [3] p.127)

Proposicién 4.1 Sea (X,z,) un complejo CW y sean X°C ... Cc X" C .-+ C X subcom-
plejos con Uy X" = X, gy : X" — X™, " : X" — X las inclusiones, m 2 n. Entonces

{h9(X"),jm* N} es un sistema inverso para todo q € Z, y si h* es fuertemente aditiva,

59



entonces existe una sucesion evacta

0 — lim *h9! (X") - h(X) — limohq(Xn) —0.

|
Asi pues, {h%CP"}  constituye un sistema inverso y ademds se tiene una

sucesién
0 — lim 'h9~}(CP") — h9(CP*) — lim*h?(CP") — 0

pero por definicién (ver [3]), ker(a) & lim°{hCP"} y coker(a) = lim'{hCP"}; asf
por la hipdtesis (ii) la aplicacion o es epunorﬁsmo y por tanto lim' {hCP"} = 0,
asi pues por la hipétesis (i) tenemos que h9(CP*®) & lim° {h9(CP")} = h*(pt)[co)s
donde z,, € R*(CP™) es el unico elemento tal que i’z = =, i, : CP" —» CP®
la inclusién. Sea f: P(¢) — CP™ la aplicacién que clasifica al haz lineal ),
(tomando a CP* como BU(1)). Sij: CP"! — P(¢) es la inclusién de una fi-
bra, entonces foj =1,_;, asi j*f*(2e) = z,_1. S€2 y= f*z, € K*(P(¢)). Entonces
1,y,4% - 9" son elementos en h*(P(¢)) tales que {j*(1),7*()," - "/*@" )} =
{1, 21, - -1} forman una base para h*(CP"') sobre h*(pt). Entonces apli-
cando el teorema de Leray-Hirsch 3.1 a la fibracién CP*~! — P(¢) — X obten-
emos que h*(P(¢)) es un h*(X)-mddulo libre con una base {1,y,4%- -3},
Ahora estamos en condiciones de empezar la demostracién del siguiente

Teorema 4.2 (existencia y unicidad) Supongamos que h* es una teoria de cohomologia

multiplicativa tal que para cada n existen elementos x,, € h*(CP") que satisfacen

(i) R*(CP™) = h*(pt) [‘Ln]/ wr);

i) la inclusion i: CP" < CP**! da i*(xy41) = @y, 0 2> 1.
+



Entonces para cada U(n)—haz ¢ sobre un complejo CW X ewisten elementos definidos
de manera dnica cg(€), €1(€), ..y €n(€) con ci(€) € h¥(X) que dependen solo de la clase de

isomorfismo de £ y satisfacen

(Cl) Si¢ = X esunhazy f:Y — X es una aplicacidn, entonces ¢;(f*€) = f*(ei(£)),
0<i<m

(C2) ¢o(€) =1 para todo &
(C3) Si 4} (C™1) — CP" es el haz de Hopf sobre CP*, entonces ey(y' (C**')) = an;

(C4) Si ¢ esunhaz de dimensidnm y 1) es un hazde dimensidn n, ambos sobre X, entonces

i€ @ 1) = jan=i ¢(€)cr(n)y 0 < i <n+ m, donde tomamos ¢;(§) =0 si i 2 m.

Demostracién. Primero vamos a mostrar la unicidad y lo haremos usando
induccién sobre n. Para ello observemos que i*y,, = v(C**!) sobre CP" (donde
0 denota el U(1)-haz de Hopf sobre CP®). As{ pues por a) y c) tenemos

in(c1(10)) =1 (i3 Ye0) = €1 ('Y] (Cn“)) =ay n21l

Pero z,, es el vnico elemento tal que ¢ (z,) = xy, n 2 1, por lo que tenemos
¢1(Voo) = Too € KI(CP™).

Ahora cualquier U(1)-haz ¢ — X es clasificado por una aplicacién f; : X —
CP™, asf por a) ci(¢) = e1(f ) = ££(€1(0)) = £ (@e0); 10 que muestra que ¢;(¢)
est4 determinado de manera vinica para todos los U(1)-haces ¢.

Supongamos que la unicidad ha sido probada para todos los U(n~—1)-haces
y sea ¢ —» X un U(n)-haz. Entonces p*¢ = \;@u, sobre P(§) ¥ ei(A¢) = f*(2w) = v.

Asi se tiene

p*(ei(€) =a(*(€)) = cilhe © pe) = eilpe) +er(Ae)ei—r(p)
= ¢;(pg) + yei1(pe)- |
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Dado que g es un U(n — 1)-haz y, de acuerdo con la hipétesis de in-
duccion ¢;(y) ¥ eia(ue) estin determinadas de manera tnica. Asi p*(ci(¢))
estd determinada de manera vinica. Ahora por el teorema de Leray-Hirsch
P* h*(X) — h*(P(¢)) es un monomorfismo (esto es, p*(v) = p*(x). 1==-1), por
lo que se sigue que ¢;(¢) esta también determinado de manera tnica.

Ahora vamos a probar la existencia. Ya vimos que 1,y,..y""! forman una
base para h*(P(¢)) sobre r*(X). Por lo tanto podemos expresar y" como una
combinacion de ellos

= (=1)"en€) 14 (<1)"en-a(€) -y + -+ +ea(8) 4

para coeficientes apropiados ¢;(¢),: - - ¢,(¢) € h*(X). Esto es, tenemos

n

S (~1)eie)y" =0,

i=0

donde tomamos ¢y(¢) = 1. Entonces b) se sigue por definicién.
Para probar a) necesitamos probar primero que P(f*¢) ~ f*P(¢). En efecto,
consideremos los siguientes diagramas conmutativos

f
Epe — E; Epe) = Epg
e L Pty P@
Y - X Y - X
s s

en donde f es un morfismo de haces que cubre a f. Luego podemos formar

el siguiente diagrama
v
Epgpgg = Epep Epg)
P(feg) \ f‘l’(f)l ll’(é)
Y - X
s
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en el que la existencia de ¢ la garantiza la proposicién 1.22 que ademds
afirma que ¢ : P(f*¢) S f*P(¢) es una equivalencia de haces. Por un argu-
mento similar al anterior y considerando el diagrama de abajo, se muestra
que ¢: Ape S frh

B,., %  Epn, E,,
Ay l F*P(§) l L'\»
v
Epgegy = Epepg Epg) .
P(f*€) N f*P(§) | L”('-’)
Y - X
s

Sea f* la aplicacién inducida en cohomologia, veamos que f*(y¢) = ys+¢. En
efecto, ya vimos que aplicando el teorema de Leray-Hirsch a una fibracion
CP*! - P(¢) = X obtenemos que h*(P(¢)) es un h*(X)-mddulo libre con una
base {1,y y~'} de igual manera aplicando este teorema a la fibracién
CP"! — Ep(j+g — Y obtenemos que h*(Ep(+) s un h*(Y)-moédulo con base
{Lype 'v?/?*_el}~ ASi’ f‘(yf) =YpepE) = YUsse:

Entonces calculamos

0 = f(Cino(=1)el@)yy™) = Eieo(=1)'f"(e:(€))f* (we)"~
= Yieo(=1)'f(a(€)y)s
Pero los elementos ¢;(f*¢) son los unicos elementos tales que

n

Y (=1)e(fEypE =0,

=0

asi se sigue que f*(¢;(¢)) = ¢i(f*¢), 0<i< n.
Para probar ¢) simplemente observamos que Epyicrst)) = CP* ¥ Apendr) =
4'(C*); veamos como queda nuestro diagrama
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Etl(cn-H) E‘y’oo
A Lich+l) l l»oo""’Yoo

Epgrentt 5 Epe) = CP®

i T /fn—l
Clpn.—-l

puesto que en este caso f =i,, entonces Yyeo+r) =, y asi

cl(')’] (C'H.])) = i:;(cl(%o)) = z;(mm) = Ty.

Falta probar d); para hacerlo supongamos que ¢, 5 son U(m)- y U(n)~haces
respectivamente. Entonces, por definicién de suma de Whitney y haz
asociado P(¢) y P(n) son subhaces de P(¢ 7). Sean U = P(¢ @ 1) — P(y),
V = P(£®dn)— P(¢); entonces P(¢) es un retracto fuerte por deformacién de U,
P(y) es un retracto fuerte por deformacién de Vy UuV = P(¢ @1). Por otra
parte

oy = Liko(=0) (@™, @= o (=1)c;(n)y"

son clementos de h*(P(¢ ®1)) (donde estamos tomando y = ¢;(\¢q,)) tales que
2 | P(§) =0y por lo tanto @, | U =0, ;| P(y) =0 y por tanto z; | V = 0. De
lo anterior y de las sucesiones exactas para los diagramas ¢ < U < P(¢ @ 1),
Beo Ve PE®n) y h— UUV — P(¢dn) se tienen las siguientes consecuencias.
Existen elementos «| € h*(P(¢®n),U), =} € h*(P(¢®n), V) con j3a!, = ay, vy =z,
donde jv : (P(¢ ®1),0) — (P(€ ®n),U), jv : (P€Sn),0) — (P(¢®n),V) son las
inclusiones. Entonces

o @y €W (PEBN),UUV)=0
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asi se sigue que x; 2y = jya) - jhay = j*(x} - a}) = 0, donde j : (P(¢ ®9),0) —
(P(¢ ®7),UuV). Haciendo una simple sustitucion se tiene

0 = (Xio(—1)ei(€)y™ ) - Luo(~1)e;(m)y"
= Lo (—1)* (Sigms () es (m)y™
Pero por definicién los elementos c,(¢ 1) son los tinicos clementos tales que

m+n

0= 2 (—l)hch(f ® n)ymhz.—k.
k=0
Por lo tanto

a®n) =3 ), 0<k<m+n B
i+j=k

Existe un resultado similar para haces reales:

Teorema 4.3 Supongamos que h* es una teorfa de cohomologia multiplicativa tal que para

cada n existen elementos x,, € h'(RP") que satisfacen
(i) h*(RP") = h*(pt)[wnl/ (2 *);
(ii) la inclusidn i: RP™ s RP™' da i*(41) = gy, 0> 1.

Entonces para cada O(n)—haz £ sobre un complejo CW X existen elementos definidos
de manera tnica wo(€), wy(€)y ..y wal€) con wi(€) € h(X) que dependen solo de la clase de

isomorfismo de ¢ y satisfacen

(SW1) $i ¢ > X esunhazy f:Y — X es una aplicacidn, entonces wi(f*€) = f*(w;(£)),
0<i<m

(SW2) wo(€) =1 para todo &;
(SW3) Si w! — RP" es el haz de Hopf sobre RP", entonces wy(w') = oy
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(SW4) Si ¢ es un haz de dimension m y n es un hazde dimensién n, ambos sobre X,
entonces wi(€ ® ) = X jqpmi Wi (&)wi(n)y 0 < i < n+ m, donde tomamos w;(€) = 0 si

i2>m.

Similarmente si h* (HP") & h* (pt)[,]/(2*!) para clases x, € h*(HP"), entonces
para cada haz vectorial de dimensidn n ¢, existen clases pi(¢) € h*(X) con
p1(p) = @y, p — HP" el haz de Hopf.

El siguiente resultado nos muestra que en cohomologia singular existen

clases caracteristicas.

Proposicién 4.4 Denotemos por~" al haz de Hopf sobre el espacio proyectivo CP". Si~" es
H—orientable yU es su orientacidn, denotamos pore su clase de Euler x(m,U) € H*(CP"),
entonces H(CP"), como un H(¥)—mddulo, es generado libremente por1,e,¢?, ..., ", ye™*! =

0. En férmula:

H*(CP*;Z) = Ze]/e"*!

Demostracién. La demostracién la haremos por induccién sobre n. Para
el caso n = 1 la afirmacién es clara. Supongamos que la afirmacién se
tiene para n - 1; es decir, que existe un elemento e € H*(CP""',Z) tal que
1,e,€?, -+, e"! generan los grupos de cohomologia H*(CP"!,Z) para 0 <i < n—1,
respectivamente. Ahora como CP" se obtiene de CP*' por adjuncién de
una 2n—celda, se sigue de la sucesién exacta de la pareja (CP",CP*™') que
Hi(CP",Z) — H{(CP*,Z) es un isomorfismo para i < 2n—2. Por tanto, segin
este isomorfismo e € H*(CP",Z) £ Z y 1,e,€%. . .,¢"! generan los grupos de
cohomologia H*(CP",Z) para 0 <i < n— 1, respectivamente.

Sea ¢ € H,,(CP",Z) la clase fundamental y por dualidad de Poincaré se

tiene
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n—1

Hp, (CPYZ) = Z
t—>

S ¢ —~e

asl ¢ ~ e"! € Hy,(CP",Z) es un generador. Por el producto de Kronecker
Hy, (CP",Z) x H(CP",Z) — 7 se tiene

(C, en) = (C — en—l’e)

y dado que este producto es no degenerado y el producto es un epimorfismo
se tiene que (s,e") genera a Z y por tanto, e* manda un generador en otro y
esto solo es posible si e” € H*(CP",Z) es un generador. W

Existen resultados similares para RP" y HP"; esto es

H*(RP"; Z;) = R[a]/a™!, a € H'(RP",Z,)
H*(]HHP";Z) o R[ﬂ]/ﬂ"“, ﬂ € H‘(IHI]?", Z) .

Ademas las clases de Euler son compatibles para los proyectivos de dis-
tinta dimensién en el siguiente sentido; por ejemplo para CP", si i : CP" «
CP**! es la inclusién entonces 4*(e,4;) = e,. Por lo tanto conseguimos clases
de Chern ¢;(¢) € H%(X, z), clases de Stiefel-Whitney w;(¢) € Hi(X,Z,) y clases
de Pontrjagin p;(¢) € H%(X,Z). Denotamos por c(¢) = 14 ¢,(¢) 4+ - - + ¢u(¢)
y w(é) = 14w (¢)+ - +w,(€) a la clase total de Chern y la clase total de
Stiefel-Whitney respectivamente.

4.2 Cohomologia de espacios clasificantes

En csta seccion restringiremos nuestra teoria de cohomologia a la coho-
mologia singular.
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Definicién 4.5 Una aplicacidn de Gauss de un haz vectorial de dimensidn k, £¥ en C™ con
k <m < 400 es una aplicacidng : E(€) — C™ tal que g es un monomorfismo lineal cuando

se restringe a cualquier fibra de €.

Recordemos que E(+*(C™)) es el subespacio (V,x) € G(C™) x CP™ con z € V.
Entonces la proyeccién g : E(+*(C™)) — C™, dada por la relacién ¢(V;z) = «,
es una aplicacién de Gauss. En la siguiente proposicién vemos que toda
aplicacién de Gauss puede ser construida de esta aplicacién y morfismos de

haces vectoriales.

Proposicion 4.6 i ¢ : & — +*(C™) es un morfismo de haces vectoriales, entonces qo ¢ :
E(¢%) — C™ es una aplicacidn de Gauss. Reciprocamente, si g : E(¢*) — C™ es una

aplicacidn de Gauss, entonces existe un morfismo de haces vectoriales ¢ : €¥ — ~¥(C™) tal

queqog=g.

Demostracién. La primera afirmacién es clara. Para la segunda, sea
£6) = 9(p™'(5)) € GuC™), y sea ¢(z) = (f(p(x)),9(x)) € (E(F(C™)) para « & E(e¥)
Se tiene que f es continua checandolo en una carta de ¢, y de esto se sigue
que ¢ también lo es.

Denotemos por CP* el subespacio « € CP* con 23, =0, y CP° con 2y =0
para i > 0. Para estos subespacios, CP* = CP* & CP*. Tenemos ademas dos
homotopias g° : CP"xI — CP*" y g° : CP* x I — CP*" definidas por las siguientes
férmulas:

gf(‘”ﬂa 1, 23, ) = (1 - t)(anml, T3, ) +t(w0a0s 210, a, )

¢ (woy @1y 23, ...) = (1 ~ t) (o, @1, @3y ...) + 40, 70, 0, 210, 3, ...).

Las propiedades de estas homotopias se enumeran en la siguiente prop osicién.
Tanto en las férmulas de arriba como en la siguiente proposicién tenemos

1<n <+
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Proposicién 4.7 Con la notacién de arriba, las homotoptas anteriores tienen las siguientes

propiedades:

(i) Para ¢ =0, las aplicaciones g§ y g¢ son cada una de ecllas iguales a la
inclusién CP* — CP™,

(ii) Para t=1, g3(CP") = CP*" N CP* y ¢2(CP") = CP*" N CP".

(iii) Existen morfismos de.haces vectoriales ¢° : ¥¥(C*) — 4*(C™) y ¢° :
7(C") — 7*(C*) tales que gog¢e =gt, gog° =gs.

(iv) Las aplicaciones f* y f° son homotdpicas a la inclusién Gi(C") -
G(C™).

Demostracién. Las afirmaciones (i) y (i) se siguen directamente de las
férmulas de g¢ y g;. Para probar (iis) observemos que tanto g como g¢ son
aplicaciones de Gauss para 4*(C"). Por tanto usando la proposicién 4.6 se
tiene que existen morfismos de haces ¢° : ¥*(C*) — F#(C™) y ¢° : H+(CH) —
7*(C*") tales que gf = gog® y g¢ = go¢°, donde ¢: E(v*(C*)) — CP™

6 BOA(C) S BRHCW) SOy g BACY) S BRAEm) Sem

Para mostrar (iv) observeinos que las homotopfas g¢ y g¢ satisfacen que gy
g6 son iguales a la inclusidn, por otra parte podemos construir el siguiente
diagrama

B () S E(pcm)
q l l‘t
Gk (C") 5: G A (CZn)

y asi vemos que g5 = ¢* y g3 =¢°. Por lo que se concluye (iv).
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Teorema 4.8 Sean f, fi: B — Gi(C") dos aplicaciones tales que f*(v*(C")) y f1 (v*(C"))
son isomorfos sobre B y sea § : G4(C*) — Gi(C*) la inclusidn natural. Entonces las

aplicaciones j o f y j o f; son homotdpicas para 1 <n < 400

Demostracién. Por hipdtesis, existe un haz vectorial ¢ sobre B y dos
morfismos de haces (¢, f) : € = ¥*(C") y (¢1, f1) : € = +*(C"). Sean g = gog : E(¢) —
C"y gy =qo¢, : E(¢) — C" las aplicaciones de Gauss asociadas. Componiendo
con las aplicaciones de arriba, tenemos morfismos (u®ow, f¢o f) : ¢ — +*(C*")
con aplicaciones de Gauss gSog: E(¢) = C°NC*™ y (v ou, fo0 fi): € = ¥*(C*)
con aplicacién de Gauss g§o g, : E(¢) — C° nC?. Definamos la aplicacién
h: E(€)x I — C* por la relacién hy(z) = (1—t)gig(x) +19%g:(x). Puesto que las ¢'s
son aplicaciones de Gauss, para cualquier fibra p=!(b) C E(¢) las aplicaciones
lineales gSog : p~1(b) — C* y g3 og; : p~*(b) — C° son morfismos lineales. Por
lo tanto, h: E(¢) x I — C* es una aplicacién de Gauss la cual determina
un morfismo de haces (w,k): ¢ —» v*(C*). Puesto que h asi definida es una
homotopia de g¢og con gfogy, la aplicacion k : BxI — G,,(C*) es una homotopia
de feof a foo f;. Por otro lado, por el inciso (iv) de la proposicién anterior f y
feo f son homotdpicas y f°o f; y f; son homotépicas, f y f; son homotdpicas.

Lo que concluye la demostracién del teorema.

Definicion 4.9 Sea € un haz vectorial sobre B. Una aplicacién que se escinde de £ es una
aplicacion f : By — B tal que f*¢ es la suma de haces lineales y f* : H*(B,Z) —H*(By,Z)

es un monomorfismo.

La siguiente proposicién nos garantiza la existencia de aplicaciones que
se escinden.

Proposicién 4.10 Si ¢ es un haz vectorial sobre B, existe una aplicacion que se escinde

para €.
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Demostracién. Vamos a probar esta afirmacién por induccién sobre la
dimensién sobre ¢. Para un haz lineal la identidad sobre el espacio base es
una aplicacion que se escinde pues id*¢ = ¢ @¢, donde ¢ es el haz trivial sobre
B y por supuesto id* es un isomorfismo. En general, sea ¢ un haz vectorial
de dimensién n y para él consideremos g : E(P¢) — B el haz proyectivo
asociado. Entonces, como ya vimos en la demostracién del teorema 4.2,
q¢' : H*(B,Z) -»H*(E(P¢),Z) es un monomorfismo, y ¢*¢ = ) ® ¢, donde ) es
un haz lineal y y; es un haz de dimensién »— 1. Por hipé6tesis de induccién
existe una aplicacién que se escinde g: B, — E(P¢) para u,. Veamos entonces
que f = gog: B, — B es una aplicacién que se escinde para ¢ En efecto,
primeramente es claro que f = gog es un monomorfismo. Ademds segin 1.7
£¢ = g°(°¢), pero

g(0°€) = g"(Ae @ ) = Ae B g"1s¢

por lo tanto f*¢ es suma de haces lineales, lo que concluye la demostracion.

.
Proposicién 4.11 Sea k, : CP° x-

hazy X e

» X CP* — G,,(C™) la aplicacidn clasificante para el
+ X, donde vy es el has candnico lineal sobre CP*°, Entonces k,, es una aplicacin

que se escinde para el has candnico 4" sobre G,(C*).

Demostracién. Puesto que por hipétesis 4 (y") es isomorfo a v x - " - x v,

es suficiente mostrar que &}, : H*(G,(C®)) — H*(CP* x . @
monomorfismo. Para esto, sea f: X — G,(C®) cualquier aplicacién que se
escinde de 4%, donde f*4" = A\, @ - @ M. Sea g; : X — CP™ la aplicacién

+ x CP*) es un

clasificante para );, donde ); es isomorfo a g;v. Entonces para g = (g1,...,9n)
es una aplicacién clasificante para el haz \; @ - ® A, por lo que \; @+ - @\,

es isomorfo a g*(y x - @ x 7), como se aprecia en el siguiente diagrama
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(m)

MO B g (y X X %) x'('~l)~x 4
l ! )
X 5 P x- ®, « cp

ademas se tiene que para k, o g se satisfacen las siguientes igualdades

(n)

kuog) (") =g"®(") =g"(yx " X7 =2& &

Por tanto (k,og)*(y") es isomorfo a f*4" y por 4.8 f y k,og son homotdpicas.
Entonces pasando a los morfismos de cohomologia tenemos f * = (k, 0 g)* =
g* ok, Puesto que f* es monomorfismo, k% es también un monomorfismo. ®

Teorema 4.12 Denotemos por ¢; a ¢;(v*), donde ¥* es el haz vectorial universal de di-
mensidn n. Entonces el anillo de cohomologta H*(G,(C®),Z) = Z[cyy ...y en).

Demostracién. Por la proposicion 4.11, k&, : CP* x . @ x cPe - G, (C>)

es una aplicacién que se escinde. Puesto que v x .. x v es invariante bajo

la accién del grupo simétrico en n letras, la imagen de &% en H*(CP™ x - e
+ x CP®,Z) = Z[yy, ...,y €s un subanillo del anillo de polinomios simétricos en
las variables yi, ..,y Si pri: CP x - @ . x CP* — CP* es la proyeccién en e

i—ésimo factor entonces se tiene un diagrama

(n)
X v o Xy ¥
l L
(n)
CP*x." . xCP® — CP%

de donde calculamos

alpri(v) =prile(y) =prfw) _

=i
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Ahora consideremos el siguiente diagrama

i) @ o priy) "
l !
cPex- . x cpe o Gu(C™)

i

Puesto que &, es una aplicacion clasificante, k(") =pri(v) @+ @ pri(y) y asi
existe la siguiente relacién para la clase total de Chern ¢(y"),

kr(c(y") =clkn (") =clpri(v) @ @ pi(7))
=(1+w) - (1+m) ’

donde la 1iltima igualdad se obtiene de la definicién de clase total de Chern
y del inciso €4 de 4.2. Puesto que (1+4y,)--- (14) es la suma de las funciones
simétricas elementales g, + - - - + g, entonces k%(c;(v")) es la i—ésima funcién
simétrica elemental o; en las variables y,,..,y,. Como k! : H*(G,(C*),Z) —
Zlyy, .-y 3] €s un monomorfismo, entonces restringiendo el contradominio a
su imagen resulta ser un isomorfismo, esto es, &, : H*(G\,(C*), Z) = Z[oy, .., 0,))
con k:(c;) = o; y asi hemos probado el teorema. ®
Puesto que G,(C*) = BU(n), por el resultado anterior se tiene que

H*(BU(n), Z) & Zley, .y ).

Sustituyendo C por R obtenemos por un argumento similar la cohomologia
del espacio clasificante BO(n).
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Capitulo 5

Clases caracteristicas y operaciones

cohomoldgicas

5.1 El espectro de Thom
Primeramente recordemos la definicion de un espectro.

Definicién 5.1 Un espectro E es una coleccidn {(Ey, %) : n € Z} de complejos CW junto

con aplicaciones SE,, — E, 4, donde S denota la suspension.

Podemos definir las teorias de homologia y cohomologia asociadas a
cualquier espectro E. Para cada complejo CW punteado (X,a) y n € Z

tomamos

En(X) = W"(E A X) =rli"-g fr",.H-(Er /\ X)
E’L(X) = [X’ ’QBO QrEnw]

Si (X, A) es una pareja de complejos CW entonces
E.((X,A)) E(X/A)=r.(EA(X/A)) =lim m..(E. A (X/A))
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Ahora vamos a definir el espacio de Thom. Sea ¢ = (E,p, B,F) un haz
vectorial real de dimensidén n. Siel grupo estructural del haz ¢ es un subgrupo
del grupo ortogonal o mas generalmente del grupo de auto-homeomorfismos
a R* que preservan la distancia con respecto al origen, entonces asociados a
¢ estan el haz de discos unitarios D(¢) y el haz de esferas unitarias 5(¢) de ¢
Formamos entonces el espacio cociente D(¢)/5(¢) el cual tiene un punto base
bien determinado y es llamado ¢l espacio de Thom del haz ¢, lo denotaremos
por T(g).

La inclusién (D(¢), §(¢)) — (E, E°) induce un isomorfismo de cohomologia;

’

asi,
h*(E, E°) 5 h*(T(¢), %),

A la inclusién de una fibra (R*, R"— {0}) « (E, E°), le corresponde la inclusién
del par formado por el disco y la esfera como se muestra en el siguiente
diagrama

(D%,57) = (D(€),5(2))
| l
(RMR* - {0}) — (E,E

y (D% S*!) es homeomorfo a (R*, R" — {0}). Asi, podemos de igual manera
definir la nocién de h-orientacién en términos de un elemento U € K*(T'(¢), )
tal que U | (D*,S*') genera libremente a A™(D",S"!) y el isomorfismo de

Thom dado en 3.4 se convierte en
P*h(B) S hHMT(E), %)

definido por la composicién



K(B) L5 h(DE) - K T(),%)
e
h+4(D(8), 5(¢))

Proposicién 5.2 Si ¢ y 1 son haces vectoriales sobre X y Y respectivamente, entonces

T(¢) AT(n) es homeomorfo a T(¢ X 7).

Demostracién. La aplicacién natural

T(¢) x T(n) = T(¢ x n)

es un homeomorfismo exepto sobre el wedge T(¢) v T(y) el cual es aplicado
en el punto base de T(¢{x »). W
En particular

T(¢ ©e) ¥ T(¢) AS' = ST(E).

Asi pues, considerando ahora a la orientacién de un haz ¢ como elemento
de la cohomologia del espacio de Thom T(¢) se obtienen algunos resultados
andlogos a los dados en la seccién 3.2.

Proposicién 5.3 Sean ¢ y1 haces vectoriales sobre el mismo espacio X. SiU; € K" (T((), *)
y Uz € K*(T(n),*) son sus orientaciones correspondientes, entonces U = Uy ~ U, es una

orientacidn de la suma de Whitney ¢ @ 1. La demostracion es similar a la dada en 5.8, W

Ahora vamos a definir el espectro de Thom. Supongamos que tenemos el
haz universal 4 — G),(R®) = BO(k). Entonces denotamos al espacio de Thom
T(v*) por MO(k). La aplicacion clasificante para +*@®e — BO(k + 1) nos induce
una aplicaciéon MO(k) AS' —» MO(k + 1). Lo que nos determina el espectro de
Thom MO = {MO(k)} con aplicaciones MO(k) AS' — MO(k + 1).
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Para toda pareja (X, 4) de complejos CW denotemos por MO,(X, 4) a la
teoria de homologfa asociada al espectro MO la cual estd dada por

MO, (X, A) =rlj_{& Tuar (MO, A (X/A)).

El siguiente es un resultado muy importante que relaciona al grupo de
bordismo visto en 2.3.1 y el grupo de homologia asociado al espectro de
Thom.

Teorema 5.4 (Thom) Ewxiste un isomorfismo entre MO,, y M. A

Existe una interpretacién homotépica del grupo de bordismo la cual se
obtiene extendiendo el resultado de Thom 5.4 a un isomorfismo

N.(X, A) = MO,(X, A) = lim Tuer (MO, A (X/A)).

Por otra parte, recordemos que si f : N* — R**" es un encaje diferencia-
ble de una variedad diferenciable de dimensién » en el espacio Euclideano,
entonces denotamos por »(N) al haz normal de dimension » de N respecto
al encaje f.

Definicién 5.5 Decimos que dos haces vectoriales ¢ y 1 son establemente equivalentes siem-
pre que C D e y 1) @ &7 sean equivalentes para alguna p y q. La condicidn de establemente

equivalente es una relacion de equivalencia.

Definicién 5.6 Sean M™ y N" variedades diferenciables de dimensiones m y n respectiva-
mente. Si f : M — N es una aplicacidn continua entonces definimos el haz normal de f

como vy = f*TM ®v(N).

El haz v, es establemente equivalente al haz normal del encaje f = (f,i):
M < N xR, donde i : M — R' es un encaje. Si el haz normal (M) con
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respecto al encaje f es orientable, entonces i junto con una orientacién
U € h**="(T(vs), %) se dice que determinan una orientacién de la aplicacidn f.

Definicién 5.7 Sean M™ y N" variedades diferenciables y supongamos que f : M — N estd
orientada por f : M - NxR yU € h"H="(Tyy, %), La aplicacion colapsada (“construccidn
de Thom”)

N'=N x /N x 8 Ly D(v;)/S(vy) = T,

La aplicacién anterior es usada para definir un morfismo por la siguiente

composicion
hl(M) '/’:‘) hi+n+l—-m(T(Uf)’*)
v
i+ndl—-m( ari {+n—in
h n (N,*) (Z_‘_):)—l hitn— (N)

a este morfismo lo llamaremos morfismo umkehr y lo denotaremos por
fl: hi(M) —_ hi+n—-m(N)

el cual queda determinado por f y la orientacion de f.
En los siguientes teoremas se enuncian algunas propiedades del morfismo
f!, cuyas demostraciones se encuentran en [6].

Teorcma 5.8 Si f : M — N es una aplicacién orientada, entonces para @ € h*(M) y

y € h*(N) se satisface la igualdad

) —z)=y~ fi(z). @
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Teorema 5.9 Si f : M — N yg: N — L son aplicaciones orientadas, la composicion
go f: M — L tiene una orientacidn inducida por las orientaciones de f y g y, con esta

orientacidn glo fl=(go f)l. M

Observacion 5.10 El morfismo umkehr f! se define también usando dualidad de Poncairé
como se muestra a continuacidn: Sean V y M variedades diferenciables y compactas de
dimension r yn+r. Sea f: V — M una aplicacidn diferenciable. Consideremos la sigu-
iente composicidn: N I_é_' Nosr—i(M) o Hyppri(M;Z5) £ Hi{(M;Zy), donde D y D/
son el isomorfismo de Poincaré; en particular D' es una igualdad, Definimos entonces
un homomorfismo @i : M (M) — H'(M;Z3) como a[V, f] = D7 'ulV, f] = D 'f.(a(V))
donde a(V) € H(V;Z,). Como p es suprayectiva i@ también lo es, por lo que cualquier
clase de cohomologfa a € H'(M) es de la forma [V, f]. Finalmente definimos el morfismo
f1: H(V;Z3) = H*(M;Z3), o través de la conmutatividad del siguiente diagrama

Hi(V;Z) L Hv(M;2Z,)
D lE o lD

H._(V,Z,) - H,.i(M;Z,)

5.2 Operaciones cohomoldgicas: los cuadrados de Steen-

rod

Recordemos que un complejo simplicial K consiste de un conjunto {v} de vértices
y un conjunto {s} de subconjuntos finitos no vacios de {v} lamado simplejos
tales que

(a) Cualquier conjunto que consiste de exactamente un vértice es
un simplejo.

(b) Cualquier subconjunto no vacio de un simplejo es un simplejo.
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Un simplejo s que consiste exactamente de ¢+ 1 vértices es llamado un
q — simplejo.

Sea poy p1y paye - una sucesién infinita de elementos diferentes y fijos.
Para ¢ > 0 sea A7 el espacio del complejo simplicial que consiste de todos
los subconjuntos no vacios de {p, pi,--p,}. Para ¢>0y0<i<gq+1 sea
ey : A7— A% ]a aplicacién lineal definida por la aplicacién vértice

i J<i
Piar  J21

—

i
eq-H -

Sea X un espacio topolégico. Para q > 0 un g-simplejo singular o de X se
define como una aplicacién continua o: A7 —» X, Para ¢>0y0<i<gqla
i — ésima cara de 0, denotada por o) se define como el (g - 1)-simplejo de X
el cual es la composicién o) = goei: AT - A7 - X,

El complejo de cadenas singular de X, denotado por A(X), se define como el
complejo de cadenas libre no negativo A(X) = {A,(X),8,}, donde A,(X) es
el grupo abeliano libre generado por los g—simplejos singulares de X para
g >0 (y Ay(X) =0 para ¢ < 0), y para ¢ > 1, §, se define por la ecuacién
8y(6) = Focicg(—1)'e?). Este es un complejo de cadenas porque §, o 8,4, = 0.
Si X es vacfo, A,(X) =0 para toda ¢. Si f: X —» Y es continua, existe una
aplicacion de cadenas A(f) : A(X) — A(Y) definida por A(f)(c) = f oo para un
g-simplejo simgular o : A, — X. Entonces A(f) es una aplicacién de cadenas
y se tiene el siguiente resultado.

Teorema 5.11 Eziste un funtor covariante A de la categoria de espacios topoldgicos a la
categoria de complejos de cadenas que asigna a X su complejo de cadenas singular A(X).

Definicion 5.12 Una categoria con modelos consiste de una categorfa € y un conjunto M

de objetos de € llamados modelos.



Definicidn 5.13 Sea G un funtor covariante de una categorfa € con modelos M a la cat-
egorfa de grupos abelianos. Una base para G es una coleccidon indezada {g; € G(M;)}jen
donde M; € 9 tal que para cualquier objeto X € € la coleccidn indexada {G(f)(g;) }ies, renom(a,x)
es una base para G(X). Si G tiene una base, es llamado un funtor libre sobre € con modelos

m.

Si @ es un funtor sobre € con modelos M y si h € hom(X,Y), entonces G(h)
aplica cada elemento bdsico de G(X) en algin elemento basico de G(Y).

Definicién 5.14 Sea G un funtor covariante de una categorfa € con modelos M a la cate-
goria de los complejos de cadenas y morfismos de cadenas. Decimos que G es libre si G, es

un funtor libre para la categorfa de grupos abelianos.

Luego, si Top la categoria de los espacios topoldgicos con modelos M={4A, :
g >0} y si A es el funtor de cadenas singulares. Entonces A es libre y
no negativo sobre ¢ con modelos M. En efecto si ¢, : A, C 4, entonces
{¢, € Ay(A9)} es una base de A, "

Sea G un funtor covariante sobre una categoria € a la categoria $. En-
tonces existen funtores covariantes H,(G), para toda q, de ¢ a la categoria de

grupos abelianos que asignan a un objeto X el grupo H,(G(X)).

Definicidn 5.15 5i € es una categorfa con modelos MM, un funtor G de € a la categoria de
complejos de cadenas es llamado actclico en dimensiones positivas si Hy(G(M)) = 0 para

q>0yM e M. En otras palabras, la siguiente sucesidn es exacte

aq-l

= Co(M) B Gy (M) 5 Ggea(M) o =

La demostracién del resultado que se enuncia a continuacion puede con-
sultarse en [12),
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Teorema 5.16 Sea € una categorfa con modelos MM y sean G, G' funtores covariantes de €
a la categoria de complejos de cadenas tales que G es libre y no negativo y G' es aciclico en

dimensiones positivas. Entonces

(a) Cualquier transformacién natural Hy(G) — Ho(G') es inducida
por un morfismo de cadenas natural ¢:G — G

(b) Si dos morfimos de cadenas naturales ¢, ¢’ : G — G’ inducen la
misma transformacién natural Ho(G) — Ho(G') entonces existe
una homotopia de cadenas natural ¢ = {&, : G, = Gl }4x0, tal
que G418 + 018y =g~y 20 (¢, =0). @

Una aumentacién (sobre Z) de un complejo de cadenas € es un epimor-
fismo e: Co — Z tal que €08, : C, — Gy — Z es trivial. Un complejo de cadenas
aumentado €s un complejo de cadenas no negativo ¢ con aumentacién. Una
aumentacién ¢ de un comlejo de cadenaspuede ser visto como un epimor-
fismo de cadenas de € al complejo de cadenas (también denotado por z)
cuyo vnico grupo de cadenas no trivial es Z en grado 0. Para este complejo
de cadenas Z, es claro que H,(Z)=0 para q # 0 Yy Ho(Z)=Z. Por lo tanto ¢
induce un epimorfismo ¢, : Ho(C) — Z. Por lo tanto un complejo de cadenas
aumentado tiene un grupo de homologia no trivial en grado 0.

Una aplicacién de cadenas ¢ : C — C' entre complejos de cadenas aumen-
tados, preservan aumentacidn si & o¢ = ¢ : Co — Z. Obsérvese que ¢ preserva
aumentacién si y sélo si ¢, lo hace; esto es, siy sélo si &, o¢, =e¢, : Ho(C) — Z.
Existe un a categorfa de complejos de cadenas aumentados y aplicaciones
de cadenas que preservan aumentacién. Una homotopia de cadenas en esta
categoria es cualquier homotopia de cadenas entre aplicaciones de cadenas
en la categoria. .

Queremos separar la parte no trivial de Ho(C) de un complejo de cadenas
aumentado C. El complejo de cadenas reducido ¢ de un complejo de cadenas



aumentado C se define por G, = C, si ¢# 0, = kere, y §, = 8, (observemos que
81(Cy) c G, porque ¢4, = 0). Asi € es el kernel de la aplicacién de cadenas ¢ :
C —Z. Si¢:C — C' cs una aplicacion de cadenas que preserva aumentacion,
¢ induce una aplicacién de cadenas € — €' entre sus complejos de cadenas
reducidos. El grupo de homologia H(€) cs llamado el grupo de homologta reducido
de C y se denota por H(C).

Claramente, existe una inclusién de cadenas € c C.

Lema 5.17 5iC es un complejo de cadenas aumentado, entonces

H,(C) = { I?q(C) q#0
H(C) q=0

Demostracién. Dado que Z es un grupo libre, ¢y = €; @ Z. Entonces
Z,(C) = Z,(C) si q#0, Z(C) = 2(C) ®Z, y B,(C) = B,(C) para toda ¢. ®

Es claro que si ¢ : C — €' es una aplicacién de cadenas que preserva
aumentacion, el isomorfismo del lema 5.17 conmuta con ¢, También es
claro que si C es un complejo de cadenas libre aumentado, € es un complejo
‘de cadenas libre.

Se sigue del lema 5.17 que si ¢ es un complejo de cadenas aumentado,
Hy(C) #0. Por lo tanto un complejo de cadenas aumentado nunca es aciclico.
Lo més que podemos esperar es que € sea acfclico.

Sea € una categoria con modelos 9. Un funtor G’ de ¢ a la categorfa de
complejos de cadenas aumentados (y aplicaciones de cadenas que preservan
aumentacién) decimos que es acfclico si G'(M) es aciclico para M € 9. Para
complejos de cadenas aumentados se tiene la siguiente forma del teorema

de modelos aciclicos.

Teorema 5.18 Sea € una categorfa con modelos M y sean G y G’ funtores covariantes de €

a la categoria de complejos de cadenas aumentados tales que G es libre y G’ es aciclico. Ez-
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isten aplicaciones de cadenas naturales que preservan aumentacion de G a G, y cualesquiera
)

dos de estas aplicaciones son homotdpicas de cadenas naturalmente. @

Enseguida vamos a introducir el concepto ciertas transformaciones nat-
urales que son llamadas operaciones cohomoldgicas y vamos a definir el
conjunto particular de operaciones cohomoldgicas llamado los cuadrados de
Steenrod. '

Definicidn 5.19 Sean p y g enteros fijos y G y G' R—mddulos fijos. Una operacién coho-
moldgica @ de tipo (p,q;G,G") es una transformacién natural del funtor H*( ;G) al funtor
HY( ;G') (ambos son funtores contravariantes de céhomologz’a singular definidvs sobre la
categoria de espacios topoldgicos). Asi@ asigna a un espacio X una funcién (la cual no
se asume como un morfismo) 6x : HP(X;G) — HY(X;G') tal que si f : X =Y es una

aplicacidn, entonces existe un cuadrado conmutativo

H(Y;G) 24 H(Y;¢)
A A
H'(X;G) - H(X;G")
X
Definicién 5.20 Diremos que una operacioné es aditiva si fx es un morfismo para cualquier

- X.

Vamos a definir una sucesion de operaciones Sq¢' llamadas los cuadrados
de Steenrod, cada S¢‘ es una operacién cohomoldgica de tipo (g, q + i; 23, Z;)
para toda q. De aqui en adelante vamos a suponer que todos los médulos

de cohomologia estan sobre Z;.

CS Los cuadrados de Steenrod {Sq'}i>p Son operaciones cohomoldgicas aditivas

Sq' : H9(X) — H™(X)
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definidas para toda ¢ tales que
(a) 5¢°=1.
(b) Si degu = q, entonces Sqfu=u— u.
(c) Si ¢> degu, entonces Sqou = 0.
(d) Siue H*(X)y ve H*(Y) la siguiente férmula de Cartan es vdlida

S¢tuxv)= Y Sq'ux S¢'v,

i+j=k

Las propiedades de arriba caracterizan a las operaciones cohomoldgicas
Sq¢'. No probaremos la unicidad (esta prueba puede consultarse en [13]), pero
los vamos a construir. Primero vamos a establecer una f6rmula equivalente
a la férmula de Cartan.

Lema 5.21 S5iu, v € H*(X), la siguiente férmula de Cartan es vdlida

L

Sg*u~v)= Y Sq'uw— S¢'v.

i+j=k

Demostracién. Puesto que u — v = A*(ux v), donde A: X - X x X es
la aplicacion diagonal, el resultado se sigue de la férmula de Cartan y las
propiedades funtoriales de S¢'. ®

Para cualquier complejo de cadenas C sea T: C®C — C ®C la aplicacién
de cadenas que intercambia los factores; esto es,

T ®c)=c9¢

la cual es una aplicacién de cadenas sobre Z;.

Lema 5.22 Ewiste una sucesidn {D;};50 de morfismos funtoriales D; : A(X) — A(X) ®
A(X) de grado j tal que
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(a) Do es una aplicacién de cadenas que conmuta con aumentacion.
(b) Para J>0, BDj + Dja + Dj—l + TDj_] =0,

Si{D;} y {D;} son dos sucesiones como la de arriba, entonces existe una
sucesion {E;};o de morfismos funtoriales E; : A(X) — A(X) ® A(X)
de grado ; tal que

(c) Bp=0.
(d) Para j >0, OEj41 + E;10+ E; + TE; + D; + D;- =0,

Demostracién, Sea R el anillo del grupo de Z; sobre el campo Z;. Veamos
a R como el cociente del anillo de polinomios Z;(t) mdédulo el ideal generado
por el polinomio #* 41 = 0. Asf los elementos de R tienen la forma a + b,
donde a, b € Z,.

Veamos a Z; como un R—-mddulo trivial (esto es, todo elemento de R
induce la aplicacién identidad de Z;) y sea C la resolucion libre de Z; sobre
R; esto es, se tiene la siguiente sucesion es exacta

"'—’C'L_B'L’"'—)C]—B—L’CO—E—’ZQ—)O

en donde cada C, es un R—mdédulo libre con un generador d, para toda
g > 0 que tiene frontera d(d;) = (1 +t)d,-, para g > 1y aumentacién e(do) = 1.
El funtor que asigna a un espacio X el complejo de cadenas A(X) ®;,C es
aumentada y libre sobre R con modelos {A,}.>0 ¥ base {¢, ®d;}. Veamos a
A(X) ®z, A(X) como un complejo de cadenas sobre R, con ¢ actuando sobre
A(X) ® A(X) en la misma forma que lo hace T. Entonces A(X)® A(X) es au-
mentado y aciclico, con modelos {A,},50. Se sigue del teorema 5.18 (el cual
es valido para complejos de cadenas sobre R) que existen aplicaciones natu-
rales ¢: A(X) ®C — A(X) ® A(X) que preservan aumentacién, y cualesquiera
dos de ellas son homotdpicas de cadenas de manera natural.
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Existe una correspondencia biyectiva entre una aplicacién ¢: A(X)®C —
A(X)® A(X) de grado cero y una sucesion de aplicaciones

D;: A(X) - A(X)®A(X) 520

-

de grado j tales que D;(c) = ¢(c®d;). Entonces ¢ es una aplicacién de cadenas
que preserva aumentacién si y sélo si {D;} satisface (a) y (b). Asi existen
familias {D;} que satisfacen (a) y (b) y cualquier de estas familias corresponde
a alguna ¢.

Similarmente, existe una correspondencia biyectiva entre una aplicacién
H:A(X)®C — A(X)® A(X) de grado 1y una sucesién de aplicaciones

E;: AX) 5 AX)RA(X) 520

de grado ;j tal que Ey =0y Ej(c) = H(c®d;—;) para j > 1. Entonces H ¢s una
homotopia de cadenas de ¢ a ¢ si y sdlo si {E;} satisface (c) y (d) para las
sucesiones {D;} y {Dj} correspondientes a ¢ y ¢/, respectivamente. Asi si
{D;} y {D} son dos sucesiones que satisfacen (a) y (b), existe una sucesién
{E;} que satisface (c) y (d). ®

Dada una sucesién {D;};» como en el lema 5.22, definimos homomorfis-
mos

D; : Hom(A(X) ® A(X),Z;) — Hom(A(X), Z3)

de grado —j por

Dj(f)(e) = f(Djo)
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para o € A(X) y f € Hom(A(X) ® A(X),Zs). Si ¢* € Hom(Ay(X),Z3) s una
g—cocadena de A(X), entonces

¢’ ®c" € Hom(A(X) ® A(X),Zy),

y definamos una (g +i)-cocadena Sq'c* € Hom(A(X), Z;) por

‘. 0 1>q
Sq'(c*) = ‘ .
D; (c®c) i<gq

Ahora vamos a establecer algunas propiedades de aplicaciones de cocadenas.
Serd conveniente asumir que D; = 0 para j < 0. Entonces el 5.22(b) se tiene
para toda j.

Lema 5.23 i 6c* =0, entonces 6(Sq'c*) = 0.

Demostracién. El resultado es inmediato sii > ¢. Si i < ¢, tenemos

8(Sg'c')(e) = D;_i(c* ®c*)(d0) = (¢* ® ¢*)(Ds-i00)
= (¢* @ ¢*)(8Dy~i0) + (¢* ® ¢*)(Dgmi-16 + TDy_;_10)
= (¢ ©¢)(8Dy10)

en donde la ltima igualdad se tiene porque (¢* ® ¢*)(Tc) = (¢* ® c*)c para
cualquier ¢ € A(X) ® A(X). Entonces tenemos

(¢* ® ¢*)(8D,-i0) = §(c* ® c*)(Dy—io) =0

porque éc* =0. @

Lema 5.24 i ¢* = §¢*, entonces Sq'c* = §[D;_i(¢* @ ¢,) + D;_; (T @ T*)].
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Demostracién. 5ii> g, ambos lados son cero. Sii < g, tenemos lo siguiente

(5¢c')(0) = D;_(6e* ® 62")(0) = 6(2* ® dc*)(Dy-i(c))
= (é* ® 6(‘:*)(Dq_;8o + Dq_i_]d + TDq_{_]d‘)
= D& ® ¢)(90) + 6(c* ® 2*)(Dy-i10)

donde la iiltima igualdad se tiene porque
(€ ®6¢*)(Dyi—10 + TD,;_,0) = (¢ @ 6c* + 6¢* ® €)(Dgi-10).

También se tiene

5(5’ ®é*)(Dq_,-_1a') == (é* ®E*)(Dq._;_]ad‘ + D,,_(_.ga + TD,,__,-_ga =
= D_i,(T ®¢)(00)

Entonces el resultado se sigue sustituyendo esta igualdad en el sumando
derecho del mismo lado de la primera ecuacién. m

Lema 8.26 Sic} y ¢} son cociclos, entonces
1Y 3 )

Sq'(c; + ) = Sq'c} + S¢'cy + 6Dq_i1(c] + ¢3).
Demostracién. Sii> ¢ ambos lados son cero. Sii < g, se tiene que

Sq(ci +3)(0) = [(c}+¢5) ® (¢} +¢})}(Dgi0)
=(ci ® ¢} +¢;®¢})(Dg-i0) + (¢} ® ¢;)(Dg-i0 + TDq_;0)
= (Sq'c; + Sq'c3)(0) + (¢} ® ) (Dy-i4180 + ODy_i410)
= [Sq'c} + Sg'cj + 6D; 1, (e} ® ¢3))(0)
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en donde la 1ltima igualdad se tiene porque §(c; ®cj)=0. ®
Se sigue entonces que existe un morfismo funtorial bien definido

Sq' : H(X) — H™(X)

definido por

Sg'{e'} = {S¢c"}.

Si {D}} es otra sucesién que satisface el lema 5.22a y 5.22b, y S¢' se define
usando esta sucesion, sea {E;} una sucesién que satisface 5.22c y 5.224. Si ¢*
es un g—cociclo de A(X), entonces

(c" ® c*)(Dq_‘a' + D’ .0+ E,,_,-+166) =0,

q—i

Por lo tanto
Sq'c* + S¢'e* + 0E; i1i(c" ®¢') =0

mostrando es de esta manera que Sg{c*}+S5¢*{c*}. Por tanto, Sq¢' estd definido
de manera unica independientemente de la eleccién en particular de {D;}.
Ahora vamos a verificar que estas operaciones cohomoldgicas {Sq'} satisfacen
los axiomas que caracterizan a los cuadrados de Steenrod.

Teorema 5.26 Las operaciones cohomoldgicas aditivas {Sq'} definidas arriba satisfacen las

condiciones de la (a) a la (d) que se enumeraron en 5.2.

Demostracién. Denotemos por C(AY) al complejo de cadenas orientado
del simplejo A(AY). Sobre Z, existe una unica orientacién para cada simplejo,
y C(49) es isomorfo al subcomplejo de A(A?) generado por los simplejos
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singulares que son las caras de A7. Veamos entonces a C(A?) como encajado
en A(A%) de esta manera. G(A%) es aciclico, y si A: AP — A? es una p—cara de
A7, A(M)(C(A")) c C(A%). Se sigue que podemos encontrar una sucesién {D;}
que satisface el lema 5.22a y 5.22b tal que D;({;) € C(A?) ® C(A%) para toda ¢
y j. Para una sucesidén tal, D;(¢) =0 si j > q, ya que (C(A%) @ C(A%)), = 0 st
s > 2q. Por lo que D;(¢) =0 para cualquier ¢ € A,(X) con j > q.

Enseguida, vamos a mostrar por induccién sobre ¢ que Dy(¢) = { ® ¢,
para toda g Si ¢=0, entonces Dy({s) debe tener aumentacién no cero por el
lema 5.22a. El tinico elemento de C(A°%) ® C(A®) con aumentacién no cero es
¢o ® (o Por lo tanto Dy(¢o) = ¢ ® . Supongamos que para g >0 se tiene que
Dy1(Cy1) = Co1 ® 1. O Dy() = ¢ ® ¢, 0 Dy(¢,) =0. En el ltimo caso, por el
lema 5.22b, tenemos que

Dy-1(&) + TDq—l(fq) =0

ya que D,(8¢,) = 0. De esto se sigue que D,_1(¢;) = ¥ ai(¢ ®¢Y +¢ @ (), donde
a; =0 0 q; = 1. Esto es una contradiccion, porque

Dg-a (Cq) + TDq—ﬂ(Cq) = 0Dy (Cq) + Dq—l(va)

y ¢ 4 ¢9 tiene un coeficiente de 2a;+1=1 en la derecha y un coeficiente de
0 en la izquierda.
Por lo tanto, con esta eleccién de {D;} tenemos D;(0) = ¢ ® o si ¢ tiene

grado ¢. Entonces

(54°¢")(0) = (" ®")Dy(0)) = (¢*(o))?

Porque o® = a para a € Z;, vemos que Sq¢’c* = ¢*, y asi S¢° = 1, lo que muestra
que la condicién 5.2a se satisface.
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Por definicién, D, es una aproximacién de cadenas a la diagonal. Por lo
tanto {D}(c* ® ¢*)} = {¢*} — {c¢*} para cualquier cociclo ¢*, y asi S¢u =u - u si
el grado de u es q. Por lo tanto la condicién 5.2b se satisface. De la definicion
de S¢' la condicién 5.2¢ se satisface trivialmente.

Unicamente falta por verificar la formula de Cartan. Sea {D;} una
sucesién que satisface el lema 5.22a y 5.22b y sea {D}} la coleccién de mor-
fismos para A(X). En la categoria de pares de espacios topoldgicos X y Y la
sucesién {D;**¥} y la sucesién {T'Y;;=, T*D}¥ ® DY}, donde

T:[AX) @ AX)|® [AY) @ AWY)] - [A(X) ® AY)] ® [A(X) @ AY)]

intercambia el segundo y el tercer factor; ambos satisfacen el lema 5.22a y
5.22b. Entonces una sucesién {EX*Y} que satisface 5.22¢ y 5.22d con respecto
a ellos puede ser definido por el método de modelos aciclicos. Por lo tanto
la sucesién

{TY, T™D}e D)}
i+i=k
puede ser usada para definir S¢*(u x v) para u € H*(X) y v € H*(Y). Sea ¢} una
p—cocadena de X, ¢; una g-cocadena de Y, o, un y—simplejo singular de X
con p <y <2p, y o3 un ¢—simplejo de Y con ¢ < ¢ <29, donde p'+¢ = p+q+k.
Entonces

S ®)(o1®a;) =[ci @) ®(c1® ";)](Dfﬂrk("l ® 03)))

[(c} ® 1) ® (5 ® )| (Zissjmpra—s T"+*Df01 @ D} 03)
[(c} ® ¢1) (Dap-0)][(€ @ 3)(Doy—y072)]
= 5¢" ¢} ® ¢ 7¢;) (01 ® 03)
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Variando ¢, y 03, vemos que S¢*(c} ® ¢}) = Yi4j=k Sq'c} ® Sg’c;. Pasando a coho-
mologia y usando el morfismo natural

H*(X) @ H'(Y) — H*(A(X) ® A(Y)) 2 H* (X x Y)

que manda al producto tensorial al producto cruz, obtenemos
Sg(uxv)= Y Sq'uxS¢v
i+j=k

lo que muestra que la condicién 5.2d se satisface. ®

5.3 Transformaciones multiplicativas y teorema de Rieman

Roch

Como siempre, sea h* una teoria de cohomologia multiplicativa. Para (X, A) €
Top®, definimos a h**(X, A) como el conjunto de series formales de Laurent

+00

Y ay oo a; € K(X, A), a; =0 para todai < g
para alguna ¢ € Z. Definimos una suma y una multiplicacion en h*(X, 4)
como sigue: si a=Ya; y 8 =¥, entonces a+ 8 = ¥(o; +5) y €l producto
a~ f esta dado por (o < B); = D %t B

Asi, h**(X, A) es un anillo (no conmutativo) bajo estas operaciones, y una

aplicacién f : (X, 4) — (¥, B) induce un morfismo de anillos f**: h**(Y,B) —
h*(X, A) tomando f* en cada coordenada. Similarmente definimos

8 h**(A) - k™ (X, A).
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Definicién 5.27 Supongamos que h* yk* son teorfas multiplicativas. Entonces decimos que

T h* — k™ es una transformacidn multiplicativa st

i) 7 es una transformacidn natural y aditiva entre los funtores h** y k™ con respecto a

aplicaciones f**,
i) T(a~ ) =1(a) < 7(8), y
iii) Si 1, € h**(S%%) y 1, € k*(S° %) son las unidades en h** y k** respectivamente, y

s=Y"1, € ™ (S" %) y s =" 1, € k**(S', %), entonces 7(s) = ¢

Proposicién 5.28 i u; € h™(X), A1) y wg € h**(Xa, A3), el producto uy X uz € h** (X, x
X X1 %X AU Ay X Xa) y7(ug X ug) = Ty X Tug.

Demostracién. Sean p: X; x X; — X; y ¢: X; x X; — X; las proyecciones,

Uy X ug = p"*(uy) ~ ¢"*(us)

entonces
T(ur X ug) =7(p"(w) — ¢ (a)
= 7(p"(w1)) ~— 7(g"*(ua))
=p**(rw) — ¢ (Tus)

= U~ Tl

Proposicién 5.29 i u; € h**(X, A1) y ws € h**(X, A;), entonces el producto uy ~ ug €
R (X, AU Ag) y m(uy ~ ug) = 11y ~ Tu3.

Demostracién. Se sigue de la proposicion anterior y de la naturalidad de
7 con respecto al morrfismo inducido por la diagonal A: X - X xX. ®

Ahora Supongamos que ¢ es un haz vectorial sobre X con orientaciones
U € kMT(¢),%) y V € k*(T(¢),*); podemos considerar a U y V como elementos
de h**(T(¢),*) y k**(T'(¢),*). Entonces U y V inducen los siguiente isomorfismos

94



pon+ b (X) = h**(T(€),%) y
on b (X) = B (T(), %)

Definicién 5.30 Para @ € h**(X), definimos

(&) = o5 ron(x) € k*(X),

Lema 85.31 Sea ¢ un haz vectorial h— y k—orientado sobre X, con orientaciones U y V

respectivamente. Entonces para & € h**(X), r(z) < 7(£,1) = r(¢§,2).

Demostracién. Hagamos algunos cdlculos:

eu(r(@) = 7(61) = pu(r(z) — oy men(1))
=m*(r(z) <= o 'Ten(1)) ~ V
=m*(r(z)) = m (o (1)) — V
= 7 (@) — ulpr Ton(1))
= rmh*(x) — Ton(1)
=rm*(x) — U
= r(m}'(x) ~ U)
= ron().
Ast, () < 7(¢,1) = ¢i ' rpn () = 7 (¢, ).
A continuacién vamos a mostrar el teorema de Riemann-Roch topoldgico.

Teorema 5.32 Si f : X — Y es una aplicacidn h—orientada entre variedades compactas,
‘cerradas y T : h** — k** es una transformacidn multiplicativa de teorfas de cohomologfa,

entonces para 2 € h**(X),

rflh(z) = f¥(r(z) — 7(vy, 1)).
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'Demostracién. Observemos primeramente que una h—orientacién U €
h*(T¢,+) de un haz vectorial determina una k*—orientacion U € k"(T%,*).
En efecto, denotemos por i: 5™ — T¢ la inclusién de la fibra y por s= Y"1,
§ =Y*"1,. Puesto que

fU=seh™(S"%) y 7s=45€k™S"x);

se tiene que ¢ = 7(i*U) = 7(i*U) y asi ¢ estd k—orientado. Por lo tanto, no
necesitamos asumir adicionalmente que f: X — Y estd k—orientada; por lo
que, en el enunciado y demostracién de este teorema el especificar que f
- estd k—orientada es irrelevante.

Ahora vamos a desarrollar el lado derecho de la igualdad que deseamos

mostrar

= (Zk) e E‘Wk(f( )~ (v, 1))

(Zl) o fi* o pu(r(vy )

= (3)" o fir o mion(

=7(4) " o fi oo
= 7f"(x)

f(r () = (v 1))

z)

2)

donde la segunda igualdad se sigue del lema 5.31, la tercera por la definicién
5.30 y la cuarta por naturalidad de . ®

Utilizando los cuadrados de Steenrod junto con el isomorfismo de Thom
v, la clase de Stiefel-Whitney total w(¢) se define por w(¢) = ' Sqp(1).
Asi pues, aplicando el teorema 5.32 a la transformacién multiplicativa Sq
(cuadrado de Steenrod total) y utilizando la definicién del morfismo f! como
se dié en la observacién 5.10 se tiene que
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Sqfl(z) = fi(Sq(z) — ¢~ Sap(1))
= f(Sqla) — wlyy)

donde w(v;) es la clase de Stiefel-Whitney total. Tomando z =1, obtenemos

que Sq'f1(1) = fluwi(vy).
Como D(1) = o(V), entonces fI(1) = D~ fua(V) = gV, f), y asi S¢'a [V,f] =

f!w,-(u,).
Dado que 7 es suprayectiva, obtenemos que para toda o € H*(M;Z,)

5¢'(a) = flwi(vy)

donde a = D7'f,(a(V)).

97



Bibliografia

[1]

[2] D. Husemoller. Fibres Bundles. Springer-Verlag 1966. Graduate text in
Mathematics.

[2] M. Greenberg. Lecture on Algebraic Topology. W. A. Benjamin, New
York. 1967.

[3] R. Switzer. Algebraic Topology -Homotopy and Homology. Springer-
Verlag, New York Heidelberg Berlin 1975.

[4] J. Milnor and J.Stasheff. Characteristic Classes. Princeton N. J. Uni-
versity 1971.

[6] W. S. Massey. Singular Homology Theory. Springer-Verlag, New York
Heidelberg Berlin 1980.

[6] E.Dyer. Cohomology Theories. W. A. Benjamin, Inc. New York. 1969.

(71 A. Dold. Lectures on General Cohomology. Mimeographed notes,
Aarhus University, 1968.

[8] P. J. Hilton. A Course in Homological Algebra. Springer-Verlag, New
York Heidelberg Berlin 1970.

9] A. Dold. Lectures on Algebraic Topology. Springer-Verlag, New York
Heidelberg Berlin 1972.

98



(10] S. Eilenberg and N. Steenrod. Foundations of Algebraic Topology.
Princeton University, 1952.

(11] J. Milnor. On Axiomatic Homology Theory, Pac. J. of Math., 12 (1962),
337-341.

(12] E. H. Spanier. Algebraic Topology

[13] N. Steenrod y D. Epstein. Cohomology operations. Annals of Math-
ematics Studies No. 50, Princeton University Press, Princeton, N.J.,
1962.

(14] P. E. Conner. Differentiable periodic maps. Springer-Verlag, New York
Heidelberg Berlin 1979.

99



	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo 1. Haces y Teoría de Mayer-Vietoris para Homología y Cohomología
	Capítulo 2. Teorías de Homología y Cohomología para Espacios sobre B
	Capítulo 3. Teorema de Leray-Hirsch y h-Orientaciones
	Capítulo 4. Clases Características y Cohomología de Espacios Clasificantes
	Capítulo 5. Clases Características y Operaciones Cohomológicas
	Bibliografía



