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We developed the hamiltonian formulation to describe the ray propagation in anisotropic
optical media considering canonical transforms in optical phase space.

To study the evolution in optical and quantum phase spaces we consider the difference
between the wave and geometrical optics by transforms generated by hamiltonian polinomials.

We analize the quantum Zeno paradox (inhibition of transitions between levels as a result of
frequent measurements) in three level systems solving numerically the optical Bloch equations.

We compare this radiation trapping mechanism with the usual coherent trapping.
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Capitulo 1 | |

Introduccion.

El estudio de la propagacion de la luz puede basarse en tres modelos, vilidos en .’
distintas regiones:

 Sptica geométrica: teorfa clisica de los rayos de luz descritos por el prin-
cipio de Fermat,

o dptica ondulatoria: teoria electromagnética cldsica de la luz basada en las
ecuaciones de Maxwell, su lfmite cuando Ia longitud de onda es despreciable
lleva a la éptica geométrica,

e 6ptica cudntica: tcoria cudntica de la luz basada cn las ecuaciones del
campo electromagnético cudntico, su limite cuando la constantr de Planck
tiende a ccro lleva a la éptica ondulatoria.

El objetivo general de este trabajo es entender la conexidn de estos modelos en
algunos fendmenos especificos.

En el capitulo 2 vemos la estrecha conexién que existe entre la dptica geométrica
y la 6ptica ondulatoria al analizar medios Gplicos isotrépicos y anisotrépicos. Para
ello mostramos en la seccidn 2.2 que la ecuacién bdsica de la éptica geométrica
(la ecuacidn cikonal) se puede obtener formalmente tomando el limite cuando la
longitud de onda se¢ hace despreciable en las ecuaciones de Maxwell para ondas
monocromaticas., Analizamos este limite tanto en el caso de medios isotrépicos
como en el de medios anisotrépicos. Pero la éptica geométrica no es sélo un caso
particular de la éptica ondulatoria sino que en si misma es una teoria fecnomenolé-
gica completa basada en un principio extremal. Para ver esto, en la seccidén 2.3 cons-
truimos la éptica geométrica de medios isotrdpicos a partir del principio de Fermat,
mientras que en la seccién 2.4 hacemos ¢l tratamicnto para medios anisotrépicos.
Por supuesto si se considera la éptica geométrica como una teoria independiente
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2 INTRODUCCION,

o como un caso limite de la dptica {isica, sc llega a la misma ccuacién eikonal
con los mismos resultados fisicos. Este tratamicnto no toma en cuenta ni la po-
larizacién de la luz ni su intensidad. Un tratamiento mais completo que considere
estos pardmetros tendrd que considerar aproximaciones de orden mayor en la fon-
gitud de onda, no sdlo la aproximacién de orden cero que da la éptica geométrica
‘tradicional, las cuales llevan naturalmente a la ecuacion de transporte. Presenta-
mos estas aproximaciones en la seccién 2.5. Los resultados han sido publicados en
J. Opt, Soc. Am. A, 12, 1380 (1995), que reproducimos en el apéndice A.

Con el fin de entender cuindo la 6ptica geométrica es una buena aproximacién -
de la teoria ondulatoria comparamos la dindmica clisica y cudntica generada por
los Hamiltonianos no lineales mds simples. Este problema es importante tanto
del punto de vista fundamental como por sus aplicaciones. De hecho, cuando
disefiamos y construimoes un instrumento dptico concreto debemos saber cudndo
podemos usar la aproximacién de la éptica geométrica o necesitamos tomar en
cuenta las correcciones ondulatorias.

Teniendo esta meta estudiamos en el capitulo 3 la propagacién de paquetes
de onda semiclisicos gobernados por la ecuacién de onda bajo la aproximacién
paraxial, la cual corresponde a la ecuacién de Schrddinger de la mecdnica cudntica.
Los paquetes de onda semicldsicos descritos por funciones Gaussianas son muy
importantes tanto en dptica ondulatoria como en éptica cudntica. En las secciones
3.2 y 3.3 analizamos las funciones Gaussianas. En la seccién 3.4 revisamos las
propiedades de las funciones Gaussianas bajo dindmica lineal (transformaciones de
rayos de luz por sistemas épticos paraxiales). Consideramos el ejemplo de dindmica
no lineal que corresponde a aberraciones dpticas de segundo (seccién 3.5) y tercer
orden (seccién 3.6) debido a su importancia en la construccién de instrumentos
opticos. En el capitulo 3 trabajamos con funciones de onda definidas en el espacio
fisico usual. Para el caso bidimensional (que consideramos en el trabajo actual)
denotamos la distancia 2 lo largo del eje dptico por ¢ dado que juega el mismo papel
que el tiempo en mecdnica cudntica. La coordenada en la direccién perpendicular
al eje éptico se denota como x; deseribe la posicién del punto en la pantalla éptica
que cruza el cje Sptico en ¢l punto t. El momento candnico conjugade p determina
la direccién del rayo que intersecta esta pantalla en el punto {z,1).

Otra representacién muy importante para entender la conexién entre la éptica .
geométrica y ondulatoria {dindmica cldsica y cudntica), describe ¢l estado de un
sisterna ptico por una distribucion de todos los rayos posibles que intersectan la-
pantalla éptica para un valor dado de t. Esta distribucién depende de z y p. Asi, te-
nemos una funcién del espacio fase del sistema dindmico cldsico correspondiente que
determina la intensidad de la luz. Desde el punto de vista de la éptica geométrica
(mecanica cldsica) el campo de luz puede describirse por cualquier funcién norma-:
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lizada no negativa ni singular W(z,p). Sin embargo, la dptica ondulatoria (y la
mecinica cuéntica) restringen 1a forma posible de la funcién W(z, p) para respetar
las relaciones de incertidumbre entre las variables x, p. Mds aiin, las condiciones de
“no singularidad” y “positividad™ no son siempre consistentes con la ley dindmica
cudntica. Por lo tanto, en éptica ondulatoria, W(z, p) no tiene el significado preciso
de distribucién de intensidades (como tampoco el sentido de una distribucién de
probabilidad verdadera en la mecénica cuédntica). Entre todos los candidatos de
distribuciones de cuasiprobabilidad que se han propuesto en la mecanica cudntica,
elegimos 1a distribucion cuya correspondencia es la méds cercana entre la dindmica

ldsica y cudntica: la ¢ ida funcién de Wigner Como vemnos en e} capitulo
4, la funcién de nguer evoluciona de la misma forma en las dos mecinicas para
todas las transfor lineal Las transformaciones no lineales conducen a

una diferencia esencial entre la evolucién clisica y cuéntica.

Iniciamos el capitulo 4 definiendo y enunciando las propiedades principales de la
funcién de Wigner (seccién 4.3). En la seccién 4.4 sefialamos las caracteristicas de
las transformaciones lineales. En particular mostramos que la funcién de Wigner
“cldsica” y la cudntica coinciden bajo dindmica lineal. La seccién 4.5 contiene
una discusién de las transformaciones canénicas no lineales e introduce los momen-
tos de la funcién de Wigner (i.e., las integrales de las potencias de Ia funcién de
Wigner sobre el plano fase) para cuantificar su diferencia. En la seccién 4.6 es-
tudiamos la evolucién de las funciones de Wigner bajo todas las transformaciones
debidas a Hamiltonianos polinomiales de cuarto grado previamente consideradas
en el capitulo 3. En la seccidn 4.7 incluimos un ejemplo adicional que es importante
para la éptica cuintica, el medio éptico de Kerr. Este pertenece esencialmente a la
misma clase matematica de transformaciones. Estos resultados han sido publica-
dos en el articulo que aparece en “On the phase space description of the quantum
nonlinear dynamics”, aceptado por Phys. Lett. A, (1996) y que reproducimos en el
apéndice D y en otro articulo sometido a Physical Review A (apéndice E). .

La analogia entte la Sptica ondulatoria y 12 mecdnica cuintica es bien conocida
y ha sido muy fructifera. En este marco, la expansién de la dptica geométrica
corresponde a la aproximacidn semiclasica. Similarmeate, la polarizacién en la
Sptica fisica puede tratarse en correspondencia con un sistema de espin 1/2 en
mecanica cudntica. Asi, una rotacién cudntica del espin corresponderd a una
rotacién del plano de polarizacién en éptica, También el movimicnto de cspin
puede describirse en términos semiclasicos. La paradoja de Zendn cuintica, que es
la inhibicién de transiciones entre estados cudnticos debida a mediciones frecuentes,
es un ejemplo de un sisterna que puede describirse introduciendo disipacién en la
dinamica cudantica y cuyo movimiento es esencialmente semicldsico. La contra-
parte Sptica de este sistema incluye la rotacién de la polarizacién en presencia
de ruido de polarizacidn, y es un cjemplo de un sistema donde la aproximacién
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de la éptica geometnca dd una buena descripcidn. Esta correspondencia motivé
nuestra investigacidn sobre la paradoja de Zendn cudntica que presentamos en el
capxtulo 5. Aqul, consideramos la paradoja de Zendn cudntica para el caso del
espin de energia, es decir, para un sistema dc dos niveles. Este fenémeno ticne
importancia prictica porque ha sido observado experimentalmente y como sistema
Sptico—cudntico porque sugicre nuevas posibilidades de captura de radiacidn.

Para entender mejor e} tratamiento tradicional de la tcoria de mediciones cudn-
ticas, en la scccién 5.2 revisamos que es ¢l postulado de reduccidn de estados de
von Neumann. Dentro de este marco resolvemos la paradoja de Zenén cudntica
en la seccidn 5.3. Sin embargo no se necesita este enfoque ad lioc para resolver
el problema, es factible tratarlo desde el punto de vista de la mecdnica cudntica
con disipacién. Para entender cémo trabaja este plantcamiento, en la seccién 5.4
resolvemnos las ecuaciones de Bloch épticas para un sistemna de dos niveles. En el
caso de un sistema de tres niveles planteamos dichas ecuaciones en la seccién 5.5.
En la seccidn 5.0 resolvemos este sistema de ecuaciones cuando no hay mediciones,
lo cual corresponde al fendmeno de captura coherente. Los resultados nurnéricos
para el caso de medicién continua se presentan en la seccién 5.7, mientras que
en la seccidn 5.8 analizamos pulsos Spticos sucesivos. Estos resultzdos han sido
publicados en los articulos que aparecen en J. AMod. Opt. 41, 839 (1994) y en
Phys., Lett. A, 187, 73 (1995), los cuales reproducimos cn los apéndices H e I,
respectivamente.

Por iltimo queremos sciialar que los métodos algebraicos de Lie son muy dtiles
para la dptica cuantica, ondulatoria y geométrica, asi como para eantender las in-
terconexiones entre estos modelos. Tanto la éptica geométrica como la ondulatoria
en la aproximacién paraxial son descritas escencialmente por transformaciones del
grupo SL(2,R). Las aberraciones se describen por Hamiltonianos polinomiales del
dlgebra de cobertura sl(2,R). Més adn, la transicidn entre la éptica geométrica y
ondulatoria, asi como eatre la mecdnica cldsica y cudntica, se describe mds natural-
mente por funciones de Wigner, las cuales tienen su origen en la teoria de grupos.
La funcién de Wigner esta conectada con el grupo de Heisenberg-Weyle. Final-
mente, la éptica cudntica por su origen se formula naturalmente en el lenguaje de
matrices, dado que los sistemas atémicos con un mimero finito de niveles resonantes
se describen por matrices finitas. Sin embargo, la evolucidén dptico~cudntica fre-
cuentemente es no unitaria, por lo que sc encuentra mas alld de la representacién de
grupos estindar y requiere de nuevas herramientas matemadticas. Como cl interés -
global de esta tesis es analizar la interconexién entre los diferentes modelos que
describen el comportamiento de la luz, la titulamos “Métodos de Lie en Sptica™
para englobar las distintas técnicas que utilizamos para comparar cstos modelos en
fendmenos especificos. -



Capitulo 2

Formulacién Hamiltoniana de la
Optica anisotrdépica.

2.1 Introduccién.

El principio de Fermat se presenta como el axioma fundamental de la éptica
geométrica [1], pero la mayoria de los autores sélo hacen la formulacién para medios
isotrépicos [2]. Un medio es isotrdpico si sus propiedades fisicas en cada punto son
independientes de la direccién. Cualquier material no cristaline tal come el vidrio,
¥ los cristales con simetria citbica son opticamente isotrépicos y sus caracteristicas
Spticas se describen completamente por un séle nimero: el indice de refraccién
[3). Todas las otras clases de cristales son épticamente anisotrdpicos; en cllos el
indice de refraccion depende de la direccién de propagacion de la luz relativa a
los ejes del cristal. Actualmente se han puesto de moda los materiales &pticos
anisotrépicos para el manejo eficiente de informacién (principalmente por la popu-
laridad de los matcriales fotorrefractivos [4]). La mayoria de los autores [5, 6]
analizan los medios anisotrdpicos a través de las ecuaciones de Maxwell, poniendo
especial atencién en fendmenos de birrefringencia. McClain y colaboradores (7] es-
tudian cl problema del trazado de rayos para superficies refractantes entre medios
anisotrépicos homégeneos. Kravtsov y Orlov [8] son los tnicos que presentan un
tratamiento completo de los medios anisotrépicos, demostrando los resultados fun-
damentales de la éptica geométrica tritandola comno un método aproximado de la
teoria ondulatoria. Para analizar sistemas compucstos de elementos épticos es muy
conveniente utilizar la teorfa de grupos correspondiente, como lo hace la éptica de
Lie; cn clla la formulacidn de la evolucion Hamiltoniana es la mds apropiada [9].
Esto motivé que en este capitulo signieramos un enfoque distinto, haciendo énfasis
en la construceidn de las ecuaciones de Ilamilton a partir del principio de Fermat

[10] {ver apéudice A).




6 FORMULACISN HAMILTONIANA DE LA GPTICA ANISOTRGPICA.

Tradicionalmente los medios Spticos isotrépicos y anisotrépicos se analizan con
la teoria ondulatoria dc la luz, basadd en las ccuaciones de Maxwell. Dentro de
este marco, en la seccién 2.2 consideramos el caso limite de la éptica geométrica.
Sin embargo, la misma teoria sc puede construir a partir del principio de Fermat,
deduciendo las ecuaciones de Euler-Lagrange y mediante una transformacién de
Legendre construir las ecuaciones de Hamilton. Siguiendo este enfoque analizamos
los medios isotr&picoes en la seccién 2.3, y en la seccién 2.4 hacemos la formulacién
Hamiltoniana para medios anisotrépicos. Esta formulacién se basa en el principio
de Fermat para los casos en que el parimetro de evolucién es la longitud de arco
a lo largo del rayo, o bien la distancia a lo largo de un eje éptico [11]. Torres
del Castillo [12] ha analizado el problema utilizando como pardmetro de evolucién
el tiempo. Para obtener la informacién completa del campo electromagnético,
incluyendo polarizaciones e intensidades, necesitamos trabajar con la ecuacién de
transporte y las diversas aproximaciones de la éptica geométrica [13]. Debido a la
importancia de estas aproximaciones, en particular de las aproximaciones de orden
cero y primero de la éptica geoméirica, en la seccién 2.5 bosquejamos su uso en
€l anilisis de medios isotrépicos y anisotrépicos. Presentamos las conclusiones de
este capitulo en la seccidn 2.6.

2.2 Las ecuaciones de Maxwell y el limite de la
dptica geométrica.

La luz es una perturbacién electromagnética caracterizada por su oscilacién répida
en tiempo y espacio. Su propagacién se rige por las ecuaciones de Mazwell Sin
embargo, como 1as longitudes de onda A con las que se trabaja son muy pequeiias
(del orden de 10~% cm) es una buena aproximacién ignorar A. La rama de la éptica
que estudia el caso limite A — 0 se conoce como dptica geométrica dado que en
esta aproximacidn las leyes Spticas pueden formularse en el lenguaje de la geome-
tria. Por supuesto, en este limite no se explican los fendmenos de interferencia y
difraccidn. La importancia de la dptica geométrica estriba en ser una teoria simple
€ intuitiva que trabaja bien mientras la longitud de onda sca pequefia comparada
con las dimensiones caracteristicas del problema a tratar.

2.2.1 Las ecuaciones de Maxwell.
Las ecuaciones de Maxwell para los campos eléctrico & y magnético f son [14]:

7.
v.

47p . (2.1)
0. (2.2) .

[}

by
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donde pes. la densxdad de carga, J es ]a densxdad de corriente, ¢ es la velomdad de
la luz el el vacio [15]. Los ca.mpos de desplazamiento eléctrico b y de induccién
magnetlca B obedecen las siguientes. reldciones materiales:

eE,
= ph, (2.5}

b o
|

donde ¢ es la permeabilidad eléctrica ¥ p es la permeabilidad magnética, funciones
que dependen localmente del medio. Para medios isotrdpicos {en los cuales cada
punto del espacio tiene propiedades que son independientes de la direccién), ¢ es
una funcidn escalar, mientras que en el caso anisolrgpico, € cs un tensor de 2° orden;
en ambos casos 4 es una funcién escalar. Las Ecs. (2.1 ~ 2.5) estan escritas en el
sisterna de unidades gaussiano (cgs) en el cual las caniidades eléctricas (D, D,J Y
p) son medidas ¢n unidades electrostaticas y las cantidades magnéticas (# y )
en unidades electromagnéticas. Este es el sistema de unidades que usaremos en
este trabajo (ver [14] donde se describen éste y otros sistemas y los factores de
conversién respectivos).

La ecuacién de continuidad.

Al tomar la divergencia de la Ec. (2.3}, usar que V - (Vx) = 0, y la Ec. (2.1)
obtenemos o

v. J+m-—0 (2.6)

la cual, por una analogia con la hidrodinidmica, se conoce como ccuacidn de con-
tinuidad. Esta ecuacién expresa el hecho de que la carga se conserva en la vecindad
de cada punto.

La fuerza de Lorentz.

La fuerza cjercida por un campo electromagnético sobre una carga cléctrica e que
se mucve con velocidad v esta dada por la conocida ley de Lorentz,

=c(ﬁﬁax§). (27)




la Ec’ (23) por (E' ), 1a Ec
csuItanLcs "egamos a'’

- (u B).

Se puede prnbar [5] que W = w, - wy, representa la densidad de energia total del
campo. Adcnds, si definimos ¢l vector de Poynting como

5 Cofm =
S=(Exi), (2.9)

podemos reescribir la Ec. (2.8) como
%’i+v F+E.J=0. (2.10)

Esta ccuacnon representa la ley de energia en un campo electromagnético. Aquf el
término E-J representa la disipacién de energia resistiva en un conductor (conocida
como “calor de Joule™); mientras cl vector de Poynlmg S representa la cantidad
de energia que cruza por scgundo una unidad de drca normal a las direcciones de
B ¥y H es decir, § es cl vector del ﬂu_|o de energia, En un medio donde J= 0, la
Ec. (2. 10) toma la forma de una ecuacion de continuidad (como la Ec. 2.6) para la
energia.,

La intensidad de la luz se define como la norma dcel vector de Poynting. -

La ecuacién de onda.

En regiones libres de corrientes y de cargas (llamadas de “campo estatico”
4 I 3

.7=;1=0,
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toman ld forma

en)
©(2:13)

VxE+——(pH) “o. )

‘Diferenciando la Ec. (2.13) conrespecto al tiempo y sustituyendo en la ecuacién

que se obtiene al tomar el rotacional de la Ec. (2.14), usando ldentxdadcs vectonalcs .

y la Ec. (2 11) llegamos a la ecuacidn de onda:

v*ﬁ—i‘;ff +(Tlog ) x (V x B )+ V(B - Vloge) = 0. (2.18)

En particular, si el medio es homégeneo,
Viege=Viegpu =0,

la ccuacidn de onda (2.15) se reduce a

= 2 [
V5 - %Ea—,, =0; (2.16)
andlogamente
s qud'l
Vi - G =

Estas son las ecuaciones estandar de movimicnto ondulatorio y sugicren la existen-
cia de ondas electromagnéticas que se propagan con la velocidad

0=

c
=2, (2.17)

NG
donde n es el indice de refraccién del medio.

Para obtener las leyes de la éptica geométrica consideraremos el caso limite de
las ccuaciones de Maxwell cuando A — 0. En la seccién (2.2.2) analizaremos este
caso para medios isotrépicos y en la seccién (2.2.3) para medios anisotrépicos.

e
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La ecuacién de Helmholtz. » S

Si c;)nsideramos campos que son arménicos en el tiempo (monocrométicos'):r,
E(Ft) = E(F)e™

. donde £ denota una funcién vectorial compleja de la posicién que satisface las
ecuaciones de Maxwell en su forma independiente del tiempo. Sustituyendo este
campo en la ecuacién de onda (2.16) llegamos a Ja conocida ecuacién de Helmbholtz:

VE 4+ =0, (2.18)

donde x = wn/e. En electrodinimica, la Ec. (2.18) describe el comportamicnto
de ondas electromagnéticas, excluyendo polarizacién en cualquier medio isotrdpico.
‘También es la ecracion que gobicrna las ondas acisticas si tomamos & = w/& siendo
& la velocidad local de la onda sonora en el espacio bajo consideracion. Para la
ecuacién de onda estacionaria de Schrédinger, definiendo la funcién de onda de una
particula de masa m y encrgia £ en el campo del potencial V, x? = 2m(E ~ V)/h?
con fi = h/(2n) la constante de Planck.

2.2.2 Optica geométrica en medios isotrépicos.

Propongamos una solucién a las Ecs. {2.11-2.14) de la forma [5]:

E(F ) = &(F)expli(x 8(7) — wi)],
A7 e) E(F) expli (x S(F) — wt)], (2.19)

i

donde S es una funcidn escalar real de Ja posicién que en Sptica se conoce corno la
eikonal ! y en mecanica su andlogo es la eccidn, £ = 25/) = w/c, es el nimero de
onda, w es la frecuencia angular, una constante real, y €(7), k () son funciones
vectoriales de la posicién que en general pueden ser coraplejas.

Al sustituir las Ecs. (2.19) cn las ecuaciones de Maxwell y considerar valores
grandes de , es decir, en el limite de la Sptica geométrica, cuando A ~ 0%:

&p=0 = E1F7, (2.20)
hi-p=0 = HL7, (2.21)
Exf—ef=0 = ee=kxp, (2.22)
Exptuh=0 = ph=pFx¢, (2.23)

Ldel griego cixwv=imagen.
?Fisicamente esto implica que ¢ ¥ 1 no varian de manera apreciable en distanciss & A



Flguta 2 1: Los vectores electromagnéticos en un medio 1sotrop1co "Los frentes de

onda son transversales a la direccién del momento f que en este medio coincidé con

la de propagacidn de la cnergia S.
donde definimos . L
F=vs. . (2.24),_ .

Las relaciones materiales Ecs. (2.5) para un medio isotrépico implican

, (2.25)
(2.26)

En la Fig. 2.1 mostramos las relaciones geomdtricas de lag Ees. {2.20-2.26).

La ecuacién eikonal.

Sustituyendo la Ec. (2.23) en la Ec. (2.22):

e pw-2@y] +ea=o,

el primer término de esta expresién se anula de acuerdo a la Ec. (2.20) y como &
no se anula en todas partes llegamos a la llamada ecuacion etkonal:

(7) =n®, (221
cn la cual definimos el indice de refraccidn como
n=Jor. ) - (2.28)°

Esta es la ecuacién bisica de la dptica geométrica.
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La ecuacién de rayo.

Definimos el rayo de fuz como el camino que recorre la energia, por lo que en tado-
punte su direccion scrd la del vector de Poynting promedio. Las superficies donde.‘yr
S es constante sc llaman los frentes de onda geométrices. De las Bcs. (2,20, 2.21) -
se concluye que en un medio isotrépico, las trayectorias ortogonales a los frentcs
de onda geométricos coinciden con la de los rayos de luz.

Si 7(s) denota el vector de posicién de un punto P en un rayo considerado como
una funcidn de la longitud de arco s del rayo, entonces:

dr
— | vs

TS,
por la definicién (2.24) la direccién del rayo de luz es la de §'y por la ecuacién
eikonal (2.27) su magnitud es n, entonces la ecuacién del rayo puede escribirse
como: d'
: 7

—=p. 2.2

n I (2.29)

De las Ecs. (2.20) y (2.21) se coneluye que los vectores eléctrico y magnético
son en ¢ada punto ortogonales al rayo.

La Ec. {2.29) especifica los rayos mediante la funcién 7, pero uno puede derivar
de ésta una ecuacién diferencial que especifique los rayos direclamente en términos
‘del jndice de refraccion [5], para ello diferenciamos la Ec. (2.29) con respecto a s y
usamos la ecuacidn eikonal (2.27):

d di
E( d:) V. (2.30)

Como veremos en la seccidn (2.3); esta ecuacién corresponde a la ecuacién de
Euler-Lagrange si se identifica el Lagrangiano con

dz\?* [dy
L=n (-c_i;)-i.(ds) +1.

Medio homégeneo.

_Un medio homégenco es invariante bajo traslaciones, en particular, en dicho medio
n = constante y la ecuacién de rayo (2.30) toma la forma: -

&7

&=
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cuya solucidn es:

7= siig+ 70, .
con g y 7o vectores constantes. Por lo tanto, en un medio homageneo, Ios ra_/as»
de luz szguen trayectorias rectes. Ademads, en este medlo, la Ec. (2 29) 1mphca. ue'
7 = nip es un vector constante.

El vector de Poynting.

El promedio temporal del vector de Poynting, Ec. (2.9), sc encuentra usando las
ecuaciones (2.20) y (2.23) s )
_ : &) =S 7,
donde {W) es la densidad de energfa promedio. El vector de Poynting promedio -
estd en la direccién de la normal al frente de onda geométrico y la densidad de

energia promedio se propaga con la velocidad de las ondas v = ¢/n (Ec. 2.17), esto
sélo ocurre para medios {sotrdpicos.

Como la magnitud del vector de Poynting cs una medida de la intcnsidad de la
luz, entonces I es proporcional a la densidad de energia promedio.

Reflexién de ondas electromagnéticas por interfases.

Cuando una onda electromagnética incide en una superficie que separa dos medios
con diferentes indices de refraccién n; y na, si el campo incidente es

Bi= Eu +E.,
donde E" denota la componente del campo eléctrico paralela a la superficie, y yoi
es la componente normal; la onda reflejada sera [16]:

=Ty By +TLEL,
donde
r _ mycosf — npcosd __micosl-ngcosd
1= i Cos b + ngcosd * * T ficosl+ nacosf;

y la onda transmitida - .
=T\Ey+ Tk,
con
2n, cos O - 2n, cos 0
nycos b+ nacosd ’ T MicosO+ngcost
El dngulo que la onda reflejada hace con la normal a la superficie es igual al ingulo
de incidencia @ y cl de refraccién 0; obedece la ley de Snell:

Ty=

msind = nysind, .
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2.2.3 Optica geométrica de r‘nedidsanxsétf@ vicos

En el case anisotrdpico ¢ es un tensor- dc 22 orden o
conservacién de la energia implica que ¢ ‘es una matrix's T
pardmetros independientes los cuales caracterizan al med:

Densidad de energia eléctrica.

La densidad de energia eléctrica estd dada por [5]
8rwe = £ D = €2 B2+ €y B2 + €. B2 + 262y B By + 2y, By B, +2e,,E E.,. (2 31) -
que es la ecuacién cuadritica de un elipsoide que representa las propiedades del
tensor e. Mediante una rotacién en el espacio podemos Hevar la cuadritica a ejes
de coordenadas donde ¢ tenga una forma diagonal con la misma traza.
Usando la representacién del desplazamiento eléctrico D, la Ec. (2.31) se rees:
cribe como " 2 2
D? D7 D?
8rw.er  Bmw.e, Brwec: )
la cual es la ecuacién de un elipsoide cuyos semiejes son proporcionales a /e, /G,
¢} es decir, a los indices de refraccion en cada direccidn. Este elipsoide se conoce

=1,

como el indicatriz dptico [3].

: Si en'la Ec. (2.31) sc usa la representacién del campo eléctrico & entonces
J oy E? £?

STwe/es - 8rwefey  Bmuwcfe,

=1,

la- cnal es la ecuacién de un elipsoide conocido como el clipsoide de Fresnel o

+ de'rayos [6]. . El elipsoide de Fresnel Licne semiejes que son proporcionales a las

velocidades de los rayos &,

Consecuencias de las ecuaciones de Maxwell.

Analizaremos los medios anisotrépicos proponiendo como cn la seccién (2.2.2) una
solucién a las ecuaciones de Maxwell Ees. (2.11-2.14) de la forma de las Ecs. (2.19)
y definiendo = VS. En el limite de la éptica geométrica llegamos a 5]

Fh=0 = 7LD, (2.32)
#B8=0 = FLB, (2.33)

= 18D e
VX!)’—-C-E——O => e€=hxp, . (2.34)

41 -
VxEt-or=0 = ph=pxé, (2.33)
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Figura 2.2: Los vectores electromagnéticos en un medio anisotrépico. Los frentes de
onda son transversales-a la direccién del momento p, la cual en general no ‘coincide
con la de propagacién de la energia S.

¥ las relaciones materiales llevan a

D=¢B = DJE, (2.36)
=pfl = B A. (2.37)

- ‘En la Fig. 2.2 presentamos las relaciones geométricas de las Ees. (2.32-2.37).
Si definimos el rayo como el camino que recorre Ia encrgia, el vector de Poynting

S definird el rayo de igual manera que lo hace en un medio isotrépico, Ec. (2.9),
siendo §ortogona.l afyalfl No obstantc, para un medio anisotropiéo en general,
la velocidad de propagacidn de la energia ya no tiene ni la mxsma magnitud nj Ia.
misma direccién que la de la onda (ver Fig. 2.2).

La ecuacién eikonal.
De ias Ecs. (2.34) y (2.35) se sigue la ecuacidn:
@5)F=(F)é-ned, (2.38)°
que generaliza la ecuacién eikonal (2.27).
Multiplicando escalarmente la Ec. (2.38) por (A x §) encontramos
EFVExF)F=E)(hxF) e~ nExp) et,

el lado izquierdo de esta relacién se anula, con lo que ¢l dngulo entre los vectores
Dy E esta dado por )
u_Je€]
cosl =~ —— . 2.39
(72 e (2.59)

Esta ecuacién da el limite correcto en el caso isotrépico 0 == 0.




'16- s Fomwmcxéx HA\!IL‘I‘O\IAN

La ecuacmn de E‘resnel. .

Consxdcremos un sistema de coordcnadas,tal que

L—a\? L cif
. RS> AN )
d=swe -2P; F=ry. 24; B:6,8.
Definiendo n? = x~!, la dltima ecuacién tiene dos soluciones ny y n_, las cuales

corresponden a dos ramas del indice de refraccién. Si denotamos por ji = f/p, el
vector unitario en la direccidn de § podemos escribir estas dos solucmnes en una

forma invariante como:
ny = [C+VETZ D] d s (2.41)
donde

1

5 (e =5 ()7 - H)

p-(pe)-p
del(pe) °
o en coordenadas esféricas como:
1 . . :
C = m: (c,c, + €,€, + €c€, — €,€.8in° B cos? @ — c.¢, sin? Osin? ¢ — €.¢, cos? 0) s
o1 .o - . .
D = e (€= sin” 0 cos® ¢ + e, sin? Fsin® ¢ + & cos® 0)
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: tPara obtencr el llmlte 1sotropxco conmdcramos €= cr

.e,:'y uszi[né;la
-Ec.(241); con'lo cua.l el mdlce de refracc:on es B T T

‘Re umlendo, como en un mcdxo amsotroplco (3% 7& 0, la ecuacién cikonal lleva‘

“ala ecuacidn de Fresnel que predice dos indices de refraccign, los cuales podemos
consndera.r asociados con dos valores del campo eléctrico E+ Y E_, es decir, con
D+ y D.; vectores que especifican lag polarizaciones de ondas luminosas que se
propagan a dos velocidades diferentes dadas por ny y n_.. Se puede probar que (3]

2.3 Formulacién Hamiltoniana en éptica isotrdépica.

Como veremos en esta scccidn, la ecuacidn eikonal (2.27) también puede verse como
la ecuacién de Hamilton-Jacobi que resuelve el principio variacional de Fermat de
manera andloga a como se derivan las ecuaciones de la mecinica clisica a partir del
principio de Maupertuis [17]. Inclusive puede estudiarse toda la dptica geométrica
en completa analogia con la mecénica cldsica (como lo hizo Hamilton).

2.3.1 El principio de Fermat.

El principio de Fermat establece que la trayectoria que sigue un rayo de luz desde
un punto arbitrario P, hasta otro punto arbitrario P, es tal que el tiempo de
propagacién sea cstacionario. Este principio se formula a través de la ecuacidn
variacional [18]: :

Py
s/ﬁ dt=0. (2.42)

Eun la literatura {2] frecuentemente se menciona este principio como un principio
de minima accién, pero es importante sefialar que si consideramos reflexién, la
trayectoria no necesita ser un minimo®,

Si ds es el elemento dc longitud a lo largo del rayo y » es el fndice de refraccidn
del medio, la velocidad clisica de este “punto de luz" Newtoniano serd ds/dt =
¢/n. El indice de refraccién caracteriza el medio Gptico, n constante indica que et
medio es homdgenco (invariante bajo traslaciones) ¢ isotrdpico (invariante bajo

#Ver por ejemiplo, Luncburg {19), donde se muestra que pora un espejo csférico la trayectoria
de un rayo reflejado es un mdximo.
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rotaciones); en medios anisotrépicos, el indice de refraccién también puede ser
funcién de la direccién del cayo.

Si denotamos los puntos en un rayo por la linea continua y diferenciable #(s), s €
R, la direccion del rayo seré 7 (s} = d ¥ (s)/ds; como |dF] = ds, éste es un vector
de norma uno, es decir, sujeto a la restriccién {[F{ = 1, ¥ por lo tanto se encuentra
sobre la superficie bidimensional de la esfera S;. En éptica isoirdpica inhomdgenea,
el principio de Fermat Ec. {2.42) toma la forma:

6/:’ dsn(F(s)) =0. (2.43)

2.3.2 Bcuaciones de Euler-Lagrange.

En la formulacidn Lagrangiana de la mecdnica {20], el principio variacional Ec. (2.43)
conduce como veremos en esta seccidn a las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Por simplicidad sea

L'y, 2,00 2) = n(z, 9, 222 + 92+ 1, (2.44)

L es una funcién con derivadas parciales continuas hasta segundo orden en las
cinco variables (aqui 2’ = dz/dz,y' = dy/dz), llamada funcién Lagrangiana {17},
Ademids sea C la curva # = z(2),y = y(z) entre dos puatas dados P, y P; para la
cual la integral: "
i= / dz L{z',y', 2,y,2) , {2.45)
£

es un extremo, es decir, 61 = 0.

Para encontrar € elegimos una funcién £(z) con una derivada continua de primer
orden, la cual s¢ anula en Jos purtos extremos y formamos la curva “variada” ¢’
reemplazando la coordenada z de I por x + ¢f donde ¢ es un pardimetro pequefio e
integramos por paries

ac 1 E] d (8L L
ENe= {2l - / dzg | — (2% dz 2=
(D). [31’ o . = ¢ dz \ gz’ + e 8z &
al evaluar el primer término de esta ecuzcidén se anula por la condicidn a la frontera
y como ¢ s¢ elige arbitrariamente en el intervalo z; < z < 2, la condicién necesaria
para que sea un extremo es que (§7). = 0, la cual puede expresarse como:

oL d 8L

o (2.46)
Anilogamente, reemplazanda y por y + e y considerando que (67), =0

ot _ 4 dcL =0, . - (247)
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s dxfetencm]es (2.46) y (2- 47) son conocidas como las ecua-
caso ‘de medios isolrépicos, usando la

Estas dos ‘ecuacio
ciones de, 'Euler-Le, ange’ [17 20] Pa.ra 1:

Ec (2 44) tenemos: i :
E Fie on
72 2 —_—
ArtyT+l o2
_ “nz'

‘8z VT y? 1]

con lo cual la échécidn de 'Eulct-Lagrange (2.46) toma la forma:

- On d ns'
2 12 — e e,
sty +1a:r: dz /2§ 5T+ 1

Estas ecuaciones toman una forma méas compacta si usamos el pardmetro s en lugar

de z. Dado que:
ds =dzyfo?+y?+1,

on d dz
=T (n E}) . (2.48)

Este formalismo Hamiltoniano se ha desarrollado considerando r y y como coor-
denadas y z como parametro de evolucién.

tenemos:

También podemos escribir las ecuaciones de evolucidn en tres dimensiones:

Vn=2 (n f) . (2.49)

'2.3.3 Ecuaciones de Hamilton.

Para posar de la formulacién Lagrangiana del sistema (en las variables de posicién
# y velocidad ) a la descripcién Hamiltoniana (en las variables de posicién 7y
momento 7') utilizaremos la transformacién de Legendre [21]. Para ello definimos
el momento como cl gradiente respecto a la velocidad de la funcién Lagrangiana:

_oc .
Ffz'a_;f,) J = oy

En el caso isotrdpico, la componente x del momento es:

dc nz'

p:=1;$=—.——_m,
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’ I‘lgura 2 3: En un medio inhoemnégenco, ¢l gradicate cspacnal de! fndjce de rcl'raccnon ’

'dobla los rayos de luz. Agradecemos esta figura a G. Krétzsch.

) en t,rcs dlmcnsxones. .
{250}

3 - ndf’
Sl : F=no.
“Con cllo la Ec. (2.49) se reescribe como
Vn = j—i R

ver Fig. 2.3. Esla ccuacién nos rccuerda la de una fuerza que actia a lo latgo del”
gradiente de un potencial [17], cn este caso, el andlogo del tiempo es lalongﬂ.ud de
arco s y el del potencial mecénico ¢s el mdxcc de refraccién n.

Se define el Hamiltoniano del sistema como (21]:

H = 2'p 4y~ L
nz" ny”
= \fr"-i‘u”-{-l—}\/i”-l-y?‘:‘-_l—n 77 4y 4 1

n
= AT T VR

por lo que las ecuaciones de Hamilton [17] para la variable z som:

oH L Ps
F=T = e,
dpe n? — p? — p?
oH O _ ____n O
Fr \n’—p;-pgaz’
-y cn tres dimensiones:
: - [d
o= e
Jrt—pl—-p?
o nVn

8z \/117—p§—p§ ’
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Aqui las ecuaciones para las componentes z y y coinciden con las ecuaciones de
Hamilton anteriores y la ecuacién para la componente z se satisface automéaticamente.

De la Ec. 2.50 se sigue que ¢l vector § sc mueve sobre una esfera:
Fl=n(r), (2.51)

la llamada esfera de Descartes, cuyo tradio cambia en respuesta al indice de re-
fraccién local del medio. Es importante remarcar que esta ecuacién no es mds
que la ccuacidn eikonal (2.27) que obtuvimos a partir del formalismo Maxwelliano.
Notemos que en el caso de Ia dptica, el Hamiltoniano 7 no tiene el significado de
energia como en la mecdnica.

2.3.4 Ecuacién de rayo.

Distintas elecciones del pardmetro de evolucién nos llevan a formalismos Hamilto-
nianos con diferentes funciores Hamiltonianas.
Por ejemplo, podemos usar el Hamiltoniano

_ 14 2
H= 3=, (2.52)
denotando el pardmetro de evolucién correspondiente como 7 [19]:-

& _ oH a5 _ oM

P T dr ~ " aF °
Las ecuaciones de rayo cn esta forma del formalismo Hamiltoniano son

I (2853)

dr
dp Vn?
F = (2.54)

De la Ec. (2.53) se deduce que el vector tangente al rayo es paralelo al momento,
i.e.,, en un medio isotrépico, los rayos son normales a las superficies de eikonal
constante, esto es, a los frentes de onda.

Podemos combinar las Ecs. (2.53, 2.54) en la ecuacién diferencial de segundo

orden
d*r Un?

dr? 2
Esta ecuacién cs similar a la de Newton de movimiento de una masa unitaria en el
campo de fuerza U(F) = ¥n?/2 [20].
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Figura 2.4 'I.,ey. de Sﬁcll para la refraccidn enire dos medios isotrépicos.

Notemos que ¢l Hamiltonianoe s siempre constante 2 lo largo de las trayectorias
de los rayos, més atin, este [Jamiltoniano {2.52) sc anula a lo largo de las trayectorias
dec acuerdo a la condicién p? = n?.

El pardmetro T que varia a lo largo del rayo puede relacionarsc con la longitud
de arco s usando

e i ds

lanjor| — 15l

con lo que llegamos a la misma forma de las ecuaciones de rayo (2.29 y 2.30).

2.3.5 Refraccién.

El fendmeno de refraccidn ocurre cuando un rayo de luz lega a una discontinuidad
finita del indice de refraccién. Considercmos primers el caso cuando la superficic
de discontinuidad es el plano z = 0, y el rayo cruza esta interfase plana entre
dos medios isotrdpicos diferentes de indices de refraccion n, y nj, respectivamente.
Probaremos que en este caso, ¢l principio de Fermat conduce a la conocida ley de
Sndll® [23]. El principio de Fermat establece que la luz tiene que seguir la trayectoria
que implique que el tiempo de propagacion sea un extremo, cn este caso ¢l minimo.
En la Fig. 24, dicha trayectoria corresponde a ACB. Tomemos un punta vecino
X'y calculemos el tiempo que tardaria la luz en ir por las dos trayectorias ACB y
AXB. Si trazamos la perpendicular XE, el camino AX es mas corto que AC por la
cantidad EC, mientras que trazando la perpendicular CF, vemos que el camino XB
es mis largo que CB por la cantidad XF, es decir, en tiempo, la luz gana el tiempo
que le lleva recorrer la distancia EC pero pierde el tiempo que tarda en recorrer
XF. Como X ¢s un punto muy cercano a C, estos tiempos deben ser iguales

m(EC) = na(XTF),
m(XC)sin (EXC) = ny(XC)sin (XCF),

4El primero en plantear Ia ley de refraceién fue Ibn Sahl [22]
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upcrﬁme de dlscontmuldad 0, yel a.ngulo XCI‘ es 03, :

medxo 1 con 1

n; sm 0, = nasin 0: ,

c’."iv"'décir,’ ’!a:, proyéccién del inbmento en el plano de ia pantalla se conserva:

p=p.

;2 4- El formalismo Hamiltoniano para medios-ani-
sotrépicos.

2.4.1 El principio de Fermat.

Para medios anisotrépicos podemos escribir el principio de Fermat como {10)
il .
6/’" dsa(F,F)=0. (2.55)
1

Trabajemos en un sistema de coordenadas cartesiano donde privilegiaremos un
eje como parametro de evolucidn, el Hamado ¢je dptico z. Las otras dos coordenadas
z,y pertenecen a la conocida pantalle plana, colocada en un punto z y donde se
miden las posiciones de los rayos r (r = (z,y)). En este sistema, el vector de

posicién es .
(1)-C:
F= | y | = ( . ) (2.56)
Z

y el vector tangencial es

a7 T . sinfcos ¢ )
FrE—=| 9 = ( . ) = | sinfsing . (2.57)
ds 3 V1-r? ( cosd )

La ultima expresicn da el vector de dircccidn en ceordenadas esféricas (6, ¢), donde
00 ry0<¢<2n.

El principio de Fermat (2.55) se puede reescribir en términos de z mediante la
relacidn entre los elementos de los parimetros

= dz\/1 4 v2Z
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vbdond_e;gsba x os el

~tanfcosd Y’
. ta.nUsm.ﬁ
el 5/ dz £(x(2); 73 v{#)) = 0
) donde la funcxon Lagrangiana L es .

B L{r(2), z;¥(2)) = n(r, z; v)\/ vz,

--A diferercia del caso isotrépico, aquf la funcién Lagrangiana depende de la posicién
en la pantalla en el punto z y de la direccidn del rayo,

- com'o" RS
' (2.58)

2.4.2 Ecuaciones de Euler-Lagrange.

Las ecuaciones de Euler-La.gra.ngc (2.46) y (2.47) que siguen del principio vana—
cional Ec. {(2.58) son:

4= ~/1+v=%, (2.59)
siendo ¢l momento:
= P= ) 9L _ _nv 38n
P = (Pu) av—\/l+v‘+ l+v v :
= nf +A(rzv), (2.‘6_0)

y donde definimos el vector de anisotropia como:

A(r,zyv) =14 v2 g’—f =
El vector de anisotropia es andlogo al potencial vectorial de sistemas mecamcos .
dependientes de la velocidad. En coordenadas esféricas

(L - #7) 3—'.‘ . ©@.61)

cosBcosdJ —cscfsing 3

/I:(cosﬂsmqﬁ +csc0cos¢oé).=_(2) .

—sing 22
De la Ec. (2.61) sc ve que A es tangente a la esfera unitaria y satisface
r-A=0 = rLA.
Podemos elevar los vectores £, p v A a tres dimensiones notando que

nz=nVvl—-ri=y/n?-|p—Aj2,



Figura 2.5: En un medio anisotrdpico, mientras el vector r estd sobre la esfera
unitaria, ni* dibuja la superficie del rayo (linea puntcada) y el vector de momento
p se mueve sobre el ovoide de Descartes (linea continua).

y definiendo

P = —H=yi—lp— AP+ 4.,

4 nt-A (p—~A) A

TVI-& __\/n’—!p—Alz.

En tres dimensiones la Ee. (2.59) toma la forma:
. . on=2 e+ Ay, ‘ : (2.62)
ds '

y el momento es - oo
: F=nF+ AR 7). : (2.63)
Para medios 1sotrop:cos n(r), el vector de anisotropia A es cero, de manera que

p es paralelo a # y recuperamos el caso limite estudiado en la seccién 2.3.

2.4.3 Ecuaciones de Hamilton.

Usando la transformacién de Legendre [21] obtenemos la funcién Hamiltoniana: .

H(r,z3v) = —po=p-v—-nV]l+v?

A T e Ap e P A)-A
n? — |p Ali+m.

I

y de aqui, las ecuaciones de Hamilton:

e oW _ A , :
dz = @p p -4 ’ (2.64)
dp IH n &n

FEE ey (2.65)

25
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Figura 2.6: En un medio anisotrépice dipolar, mientras ¢l vector T esta sobre la
eslera unitaria, A dibuja una superficic lipo cardioide (linea punteada) y el vector
de momento p se mueve sobre una esfera con centro en D (linea continua).

La conservacién del Hamiltoniano que ileva en cl caso isotrépico a la restriccidn
de que 7 se encucntre en ¢l esfera de Descartes, Bc. (2.51), en el caso anisotrépico
restringe fi a moverse en el que llamaremos “ovoide de Descartes” (ver Fig. 2.5):

1B — 4| = n(7,7) .
2.4.4 Ejemplos de dependencia angular del indice de re-
fraccién.
Dependencia de tipo dipolar.

Consideremos el caso en el que el indice de refraccion depende linealmente de la
direccidn del rayo ®:

n(F,;:") = n°(r‘)+D.(F,1"".)., ) (2.66)
DFF) = S Dy =DFEY - r. (2.67)

Llamaremos a n° la parte monopolar del medio y a I su vector dipolar. Para
calcular el vector de anisotropia del medio dipolar usamos que:

an

a5
oF ¥ =1

con lo que el vector de anisotropia dipolar es:

AV = (1= F7FTYD =B - DT (F)yr=(Fx D) x+. (2.68)

SEn la naturaleza no hay cjemplos de dependencia dipolar Ja incluimos sélo por completez.
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PN . )
- Figura 2.7: En un medio anisotrdpico cuadrupolar, mientras el vector n%% estd

sobre la esfera de radio n°, ni cstd sobre la superficic de forma de cacahuate y el
momento p dibuja un ovoide.

. Este vector esta en el plano de 7y [ y es ortogonal a la direccién del rayo . La
relacién entre la direccién del rayo y ¢l momento éptico es:

F=nr+ D . (2.69)

Entonces, micntras ¥ € 53, cl ovoide de Descartes es una esfera de radio n®(F) con
centro en D (ver Fig. 2.6). '

Dependencia de tipo cuadrupolar.

Consideremos ahora el caso en cl que el indice de refraccién depende cuadriticamente
de Ia direccién del rayo:'

a(FF) = RE)HQEF), (2.70)
QIFF) = 3 Qiurith =7T0F. (2.71)
oyl

La matriz @ debe ser simétrica y de traza nula. Es comin.restringirse a la matriz
en el sistema de referencia de ejes principales de forma que

(@ 0 0 ‘ B
Q=(0 Q 0| v Q+@+Q.=0.
o 0 Q

Usamos
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'." pa.m ca.lcular los vectorcs de amsotropla v momento S
J(2.02)
: (2.73)

' Cuando 7 se mueve sobre Ia esfera de d\rcccxones, P dxbuja el ovonde de Dcscartes
del medio cuadrupelar (ver Fig. 2.7).
Dependencia de tipo multipolar.

Funciones suaves sobre la esfera se pueden desarrollar en multipolos [24);

n(f 7= T NI F)Y, (2.74)

m20
donde cada sumando s homdgeneo de grado m en las componentes de 7,

NIE Y = Z N it e e o¥ig = 7o NORE

1.82,0im

Los coeficientes N-m:‘ 4, forman un tensor de rango m que es simétrico ante el
intercambio de cualquier pareja de indices y de traza nula, contiene 2m + 1 coefi-
cientes independientes. Calculamos:

AN
ar Pl=1

=mAN

con lo que encontramos que el vector de anisotropia es
A = mf1 - FET YN = o §0) - Nim)E)
y el vector momento:

=nif+ 3 AW =[p° Z(m — N S mN('“’

m>1 m21

2.4.5 Propagacién libre en un medio uniaxial homdgeneo.
5i siguiéramos un formalissno Maxwelliano, en un cristal uniaxial € = e; = €, ¢ #

¢x. El rayo ordinaric no siente la anisotropia y su rama del {ndice de refraccién es
una constante dada por {Ec. 2.41)

N, =n. = JTH, (2.75)



CAPf’I":ULOSZ.";v'V RIS 29

mientras que el rayo eziraordinario tiene

3
=S
3
o
i

)

n° + v(@? 4 57) — ws® = (n® — 2v) + Bui? .
n® — 2v + Jusin’o, (2.79)

Ne &2 He

SN v o 0
¥) '="n +(1,y,~) 0
R ) 0 D —2u

1

donde n? es la parte monopolar y v es el coeficiente de anisotropia cuadrupolar.

Poniendo £ cn términos de v podernos escribir las componentes del momento
Ec. (2.60) como:

p = (n® + 4v)f — Bwiti = (1 4 v3)~¥? [(nO +4v) + (n® + u)v"'] v.

Para propagacién libre, las ecuaciones de Hamilton Ecs. (2.64), (2.65) y sus
soluciones son:
d
d_r=v = r{z)=r(0)+=zv,
dp .
= =0 = pl2)=p0).
Aunque aparentemente las soluciones no dependen de la anisotropia del medio (son
lineas rectas en el espacio), la anisotropia interviene mediante la relacién entrc el
momento p y la direccién del rayo v.
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Comparemos ambos tratamicntos (de \daxwell Y. de Hamllton) para el anahsxs.
del medio cuadrupolar uniaxial. Lz normal al frente de onda’ corresponde al mo-.
mento normalizado 5 y el vector de Poynting a la dxreccmn del rayo, .':Las com--‘
ponentes del tensor dieléctrico ¢ estan re[a.cmnadas con. nucstros cocﬁcxentes n 'y
v medxante. - : !

Hes = nn‘+""y
JEE = n®—2v

Entonces, para una anisotropia pequeiia (|n, — n.| < 1), el {ndice extraordinario
(2.76) puede desarrollarse como:

e 7 (00 — 20) (1 + fl—l;sin? a) Ml +dvsin?0,  (2.80)

que es directamente la Ec. (2.79}, Como un ejemplo numérico tomemos cuarzo a
una A = 404.7 nm {25], donde los valores son ng = 1.565716 y n, = 1.56671, entonces
n® = 1.56353 y v = 0.00318. La iiltima aproximacién desarrolla n. en potencias de
»[n® & 2 x 1073, despreciando términos de O(1074),

2.4.6 Ley de refraccién para la interfase entre dos medios
anisotrépicos.

De la Ec. (2.65) se sigue Ia ley de refraccidn de Snell para la interfase entre dos

medios anisotrépicos:
. f&n 2
dpx = =10. (2.81)

or

La Ec. (2.81) e¢s vilida para medios anisotrépicos en general, donde los rayos y
momentos no son colineales y establece que la proyeccién del vector de momento
en la superficie refractante se conserva (p = p'). 5i los veclores de anisotropia de
los dos medios no son coplanares con la normal a la superficie de discontinuidad del
indice de refraccién, los rayos refractado e incidente no serdn coplanares tampoco.

Cormo ejemplo consideremos el caso cuando los rayos cruzan la interfase plana
= 0 entre dos medios anisotrdpicos uniaxiales cuadrupolares alincados diferentes.
Sean sus indices de refraccidn n(F) y n'(5) con pardmetros monopolares n® y 20 y
coeficientes de anisotropfa cuadrupolar v y v’ respectivamente. En el caso uniaxial
ambos indices de refraccidn son axialmente simétricos (bajo rotaciones alrededor del
eje z) y los dos vectores anisotrdpicos sen coplanares con la normal a la superficie,
por lo que la refraccién en este caso es en un plano. En la Fig. 2.8 construimos el
diagrama de Snell uniendo dos ‘mitades de diagramas de Descartes’ y trazando la
trayectoria del rayo como aquella que conserva la proyeccién del momento sobre la
uermal a la superficie.
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. Figura 2.8: Dlagrama de Descartes para cunstrun‘ el angulo dc re&accxon en la.'-
mt.erfasc de dos medios anisotrépicos cuadrupolareés.

2. 4 7 La transformacién raiz.

Aquf analizaremos la transformacidn del rayo debida ala refraccnon por una supcr- .
ficie suave .
' E(F) =€)~z =

‘que separa dos medios anisotrépicos homogcncos n(r) y n’(r) Los ra.yos en cstos
medios estan dados por las ecuaciones:

r(zy =r4+2zv, pf(z) = p, =<7z,
f'(z) =r'+2v, p) =p, z>%,
donde hemos indicado el punto de impacto cn la superficie refractante por ¥ =
{f,Z = £(f)). Formalmente podemos considerar la segunda pareja de ecuaciones
2 la izquierda de la superficie refractante z < z, lo cual permite paramectrizar los
rayos atrds de la superficie por la coordenada r' y el momento p’ en la misma
pantalla. Entonces ¢l punto de coordenadas de impacte se puede eseribir de dos
maneras:
r(Z)=r+&F)VF=r +{F)V =7 (). (2.82)
Esta es la primera ecuacidn de la transfermacidn raiz [26]; es una ecuacién implicita
paraT.
La segunda ccuacidn de lu transformacidn rarz [26] se sigue de la conservacién de

la componcnte tangencial del momento ¢ implica la ley de refraccién.. Si denotamos
la normal a la superficic = por

VE(F) = {§1 €y —1) = (Br ), -1),
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T
“r

r
Q Sz (optii:al axis)

Flgura 2.9: Transformacién raiz para una superﬁcxe refractante = entre dos medios
- anisotrépicos homdgeneos.

tenemos la ley de Snell: :
F-7')% VEF) =0.

Como sabernos el vector de momento tiene componentes

F=(p,—H),
la ley de Snell en términos de Hamiltonianos es: )
P —H(p)E(F) =F =p' - HE)E(F) . - (2.89)

Esta es la segunda ecuacidn de la transformacién raiz que nos permite determinar
explicitamente P una vez que hemos encontrado T.

As{ hemos determinado la transformacién raiz que en el espacio fase es:

Rug v = F=r+v(p)(F),
Rug:p = T=p-H{p)=(r), (2.84)

donde vy H contienen a la funcién n(r"" ). Esta transformacién se ilustra en la
...Fig. 2.9. De nuestra construccidn se sigue que la transformacién debida a la super-
ficie refractante se factoriza en cl producto de la transformacién rafz en el primer
medio y la transformacién raiz inversa en el segundo medio,

= - r r
Ennte = Rag(Rag) ™! 1{ p -’{ P

Como en el caso isotrépico cada factor raiz solo depende de uno de los medios y
laformade la superﬁcw comin. Cuando la superficie = es un plano de z constante,
la.transformacién raiz no es mds que un simple vuelo libre.

Se puede probar que la transformacién raiz (r, p) ++ (¥,7), dada en la Ec. (2.84)
¥ su inversa, son transformaciones canénicas (10].
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2:5 Aproximaciones de la éptica geométrica.

'2.5.1 Medio Isotrépico.

En la seccidn 2.2.2 se derivo la ecuacidn eikonal utilizando las ccuaciones de Maxwell
a primer orden, pero tambien se pueden deducir de ecuaciones ondulatorias de se-
gundo orden para los campos eléctricos y magnélicos. Para mostrar esto sustitu-
imos la Ec. (2.19) en la ecuacidn de onda (2.15}, sin hacer ninguna aproximacién
encontramos que

RES,n)+ —1—L‘(e S,np) +( () = (2.85)
donde
R(g,8n) = [n*-pYe,
L@ 8,np) = [F-V-logp—p'le—2[¢ V. lognli- 2 V)&,

M(&,ep) = VUxExXV.logp—VNE—V. (8 V-loge).

. Para #g suficientemente grande, el scgundo y tercer términe de la Ec. (2.85) (lla-
mada en la literatura ecuacién de transporte [5]) pueden despreciarse, y la ecuacion
I =0 nos da la ccuacién etkonal (2.27).

Las ecuaciones eikonal y de transporte también pueden derivarse formalmente
desarrollando el campo en potencias inversas del mimero de onda o,

sy _ & An(®) SRS
E(F) = 2. Tingym (2.86)

Este tipo de series de rayos se conoce como la “expansién de Debye” [13]. La serie
(2.86) es usualmente una seric asintética. La diferencia entre la solucién exacta y
la suma truncada
: . M (" ) gieeS

= (ko)™

sc anula cuando Ko — oo como kg °, es decir, tiene un comportamiento asintético
a altas frecuencias. Para &, finita la scric diverge.

em(7) =

~M~1

Campos Escalares.

Si consideramos campos escalares, sustituimos la Ee. (2.86) en la ecuacién de
Helmholtz (2.18) e igualamos los cocficientes con las mismas potencias de s, [8]:

(VS = n?, (2.87)
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, : (288);
2(VA,V.S)+A,V’.S‘ =1 =W2Ah0 R

2(VA.,.VS)+A v’s —V‘Am-, , ) (2 89),

QLa Ee. (2 87) 10 s mas que laecuacién eikonal. Las ecuaciones para las amphtudcs
VAn,A;, ..y A se conocen como las aproximaciones de orden cero, primero,-etc. -
“pata’la ecuacidn de transporte. .

- La aprozimacidn de orden cero.

" Enla mayoria de las aplicaciones fisicas se obtienen resultados satisfactorios
con la aproximacidén de orden cero, cs decir, tomando

6 (F) = Age'™®

Las aproximaciones a la ecuacidn de transporte contienen derivadas parciales,
pero con la ayuda de las ecuaciones de rayo pueden reducirse a ecuaciones dife-
renciales ordinarias. La aproximacién de orden cero Ec, {2.88) se puedc llevar a la
forma [8] -

2%+AuV’S=U,
dr

que al integrarse lleva a
' - . 1/2
Aol7) = Adwo) (exp~ [ ¥ gar)”
To

cuya solucidon es

Aofr) = Aolmo) (Z‘(:")))m :

donde D es el jacobiano de la transformacén de las coordenadas cartesiadas z,y, z
a las coordenadas de rayo {,n, 7. La cantidad entre paréntesis se conoce como la
divergencia del rayo. Esta férmula sugiere que la amplitud del campo disminuye a
lo largo del rayo si la divergencia aumenta y crece cuando los fayos convergen.

Sec puede mostrar que cn esta aproximacion {8)
I~ pAg .

Combinando las expresiones para la cikonal ¥ la amplitud de la aproximacién
de orden cero se puede eseribir ¢l campo a lo largo de un rayo dado como:

e (‘l’) = An(co' 7]0) oxXp EIADS(CD. Yiu)] (1;(( u))) exp [ih’o -/'4: nidT] . ’ (2.905
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'Esta expresién muestra que en un med\o isottd €]
depende del campo inicial en’el punt.o 3 (Co,no), 16 cual’indica’ 1a-riatirale:
de ]a transfcrenc:a dela pcrturbamon ondulaton

Las amplitudes del campo para apro::zmacwncs de

La aproximacidén de orden m. pa.ra. la ecuacid: (Ec 2'.89) ‘tiene

como solucién [27]

A= An Dlr) Lt "/"VA (T ‘/D( Nds!
m = An(7o) \B()/) "~ (D) m- s
Como vemos, la naturaleza 1oca.l ya no es vahda en las aproxxmacmnes de orden

- mayor de la dptica geométrica, ya que el Laplaciano V2A,,_; depende no sdlo de -
los valores de A1 en el punto 7((o, 770), sino también de los valores en la vecindad.
Por este motivo, las amplitudes A,, describirin cfectos de difraceién. Un andlisis
detallado de estos efectos en medios homdgceneos se encuentra en {27].

Campos Vectoriales.

Para campos vectoriales en la aproximacién de orden cero tenemos [8):
FxHo+ely=0, FxBo—Ho=0. (2.91)

El producto punto de la Bc. {2.91) por el vector unitario tangente al rayo es nulo,
por lo que, Ey H son perpendiculares al rayo; i.c., en la aprozimacidn de orden
cero el campo ticne una estructura transversal. . Esto implica que dos de las tres
componentes de E se pueden elegir arbitrariamente:

E= 2,7+ 0,7

donde ¥ es la normal al rayo y 7 es un vector unitario perpendicular tanto al rayo
como a su normal. Valores reales de $, y &, corresponden a ondas polarizadas
linealmente. En general, &, y ¢, son complejos y la onda clectromagnéiica esta
polarizada elipticamente. Entonces, las ecuaciones de la aprozimecidn de orden
cero no especifican complelamentc la polarizacion del campo, tampoco determinan
la orientacidn de los vectores de campo en el plano transversal al rayo.

La aprozimacién de primer orden.

En esta aproximacion tenemos [8]:

-

FX(FxE)+Ei=-Vxl-fxVxE=Z. (2.92)
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Para, p = ¢, el determinante del lado izquierdo Junlo con todés sus menores
segundo orden es cera, De acuerdo con el teorema de Fredholm {21] para‘’quc
ecuacién inhomdgenea (2.92) sea consistente, el vector Z debe sér ortogona]
las soluciones E, del sisterna homdgeneo de ecuaciones, entonces:

6-Z=0, #-Z=0.

Sustituycndo en estas ecuaciones los campos de la aprox:ma.cmn _e orden cero, :
‘usando que : :

Vx(d4)= VéxE+¢Vxd y  Vep=Vi(ixi,.
llegamos a ‘

0, . (2.3
6. (2.00)

B (BVEVE, +8,9VE) + VT - p+ 2 fend,

B (2VEVE, + 0, VVE) + VeV - h - 2Vindy
Estas ecuaciones nos permiten encontrar las amplitudes complejas @, y Py, por lo
que definen complelamente ¢l estado de polarizacién del campo.

Sumando las ecs. que resultan de multiplicar la Ec. (2.93) por € y la Ec. (2.91)
por Dy,

i

f

1712
V- {FlGl) =0,
que TECOnOCEmOos cormo la ecuacién de conscrvacidn de la energia al identificar ol
vector de Poynting cormo

§=plEr.

mln

2.5.2 Medio Anisotrdpico.

Las ccuaciones para medios anisotrdpicos difieren de las que acabamos de estudiar
en que en lugar de un escalar ¢, contienen el tensor de permitividad, el cual es
hermiteano.

La aproximacidn de orden cero fue la que estudiamos detalladamente en las
secciones 2.2 y 2.4. Uno de los resultados mds importantes que encontramos es
que en un medio anisotrdpico se propagan dos ondas clectromagnéticas normales.
Para estudiar ambas ondas modificoremos la expansidn de la éptica geométrica
representando ¢l campo £ como la suma. de dos series:

=

E = f: [.E"" ciness . Lm2 e"*ﬂ55] . (2.95)
-0

m=o | (ire)™ (iko)™
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Sustituyendo la Ec. (2.95) en las ecuaciones de Maxwell (2:11-2,14) tenemos que
igualar a cero no solo los coeficientes de las potencias de xp sino también las fun-
ciones rapidamente oscilantes exp(i£65:1) y exp(ixoS1) {es decir, se necesita suponer
que los' modos normales son independientes}. .

Considerando un tipo de enda tenemos
E=0f,

donde @ es la amplitud del campo complejo y fcs ¢l vector de polarizacién.

Las componentes del vector de polarizacidn f, asf como las componentes de la
aproximacién de orden cero al campo mismo £, satisfacen ¢l sistema de ecuaciones
homégeneas

P6ap — PaPg = confo =10,
de las cuales sc determinan no solo los cocientes f, : f2 ¢ fa, sino también las
magnitudes de f5. Aquf persiste ]a incertidumbre al elegir el factor de fase exp(i7)

que define la posicién de f en la elipse de polarizacién, sin embargo esto no tiene
efecto en la magritud del campo E.

Para la aproximacién de primer orden, fa ecuacién para el campo es
Fx(Fx B )+ebi=-VxH-pxVxEBE=2Z,
la cual es similar a la del medio isotrépico, Ec. (2:92), difiere sdlo porque en este
caso el determinante no tiene rafces multiples, lo cual implica que. la polarizacién

se determina de manera dnica a partir de Ia condicién de consistencia {(teorema de
Fredholm)

E-Z2=0,
la cual se puede reescribir como:
By xA-H VxE=o.
Esta ecuacion compleja nos permite determinar tanto el modulo como el argumento
del factor ® = |§]exp(i6). Ademds puede reescribirse en forma de una ley de
conservacién del flujo de energia [28]:

v (el#) =0,

donde o = 1675/c|®|? es el vector paralelo al vector de Poynting.
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2.6 Comnclusiones.

Como vimos en este capitulo, la isotropia tiene la importante consecuencia de que
la direccién del fiujo de energia es la direccién de la normal al {rentc de onda elee-
tromagnético por lo que podemos analizar este medio estudiando las trayectorias
de los rayos de luz, es decir, en el Iimite de la éptica geométrica. Para medios
isotrépicos, el transporte de energia puede representarse mediante un modelo hi-
drodindmico simple descrito completamente en términos de la funcidn escalar real
8, siendo esta funcidn una solucidén de la ccuacidn cikonal {2.27). Los rayos de
luz, que ticnen la direccién de propagacién de la encrgfa, serdn transversales a los
frentes de onda.

En este capitulo construimos las ecuaciones de Hamilton para un medio aniso-
trépico inhomégenco general a partir de un principio variacional (e de Fermat) a
través de una formulacién Lagrangiana y su transformacién de Legendre. El vector
de momento /5 es ia suma del vector de longitud n tangente al rayo mas un vector
de anisotropia A ortogonal.

Nuestra discusién Hamiltoniana de la optica anisotrépica involucra menos condi-
ciones [isicas que el tratamiento a la Maxwell. El tratamiento adecuado de Maxwell
predice correctamente que luz no polarizada en un medio uniaxial se divide gene-
ralmente en dos ondas: un rayo ordinario (que se comporta como st se moviese
en un medio isotrépico) y un raye extraordinario, que siente la anisotropia. Estas
dos ondas tienen dos polarizaciones lineales diferentes y dos velocidades de propa-
gacidn distint_as. Las dos direcciones de D correspondientes a una direccién de
propagacién S dada, son perpendiculares entre si. A la Maxwell se pueden analizar
ambos rayos y predecic sus respectivas polarizaciones e intensidades, mientras que
el tratamiento Hamiltoniano solo permite analizar uno u otro rayo.

Mostramos que la aproximacién de orden cero de la 6ptica geométrica no
contiene informacién completa sobre los campos electromagnéticos ya que la ori-
entacién de los vectores de campo en e! plano transversal al rayo no esta especi-
ficada. De aqui la importancia de aproximaciones de orden mayor. En particular
encontramos que la aproximacion de primer orden nos permite determinar la po-
larizacidn y las intensidades de los dos campos.



Capitulo 3

Haces Gaussianos.

3.1 Introduccidén.

El objetivo de este capitulo es entender las propiedades fundamentales de las fun-
ciones Gaussianas y la accién que sobre ellas tienen diversos operadores de tipo
polinomial. Una parte fundamental en este estudio es ¢l adquirir una imagen clara
de como una funcién Gaussiana modifica su forma anic transformaciones lineales
¥ no lineales {aberraciones). Las funciones Gaussianas son importantes en la fisica
porque describen el estado bisico en multitud de sistermas. En particular en dptica
cudantica, el haz de salida de un rayo ldser tiene un pérfil de intensidades de forma
Gaussiana [28]. Ademds describen los cstados coherentes generalizados cuya im-
portancia serd més clara en el proximo capitulo.

En la seccién 3.2 analizamos haces Gaussianos centrados en el origen, que descri-
ben estados coherentes vacios, planteamos sus propiedades principales y la manera
en que evolucionan libremente. La evolucidn en la seccién 3.2 sc considera desde
el punto de vista de la propagacién paraxial de ondas Spticas monocromdticas en
dos dimensiones. En la seccién 3.3 analizamos funciones Gaussianas con centro
arbitrario y ancho complejo {estados coherentes generalizados). Mostramos que, a
diferencia de los estados coherentes vacios, estos estados no minimizan la relacién de
incertidumbre de Heisenberg, pero si la de Schrodinger-Robertson, A parttir de la
seccién 3.3 aceptamos la notacién mecénico cuantica (todas las férmulas para Gaus-
sianas en mecanica cudntica y dptica ondulatoria son equivalentes). En la seccién
3.4 estudiamos las transformaciones canénicas lineales gencradas por polinomios de
scgundo orden ¢n la coordenada % y el momento j. Estas transformaciones ticnen
la propiedad de transformar estados coherentes gencralizados en otros estados del
mismo tipo preservando la relacidn de incertidumbre de Schrédinger—Robertson.
En la scccidn 3.5 encontramos la accién de los operadores de tipo polinomial de
tercer orden en i y p, mientras que en la seccidén 3.6 lo hacemos para operadores
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et ¥ - Th e
‘Figura 3.1: La Gaussiana [(z) = (rw)""exp(-—-z’ﬂw)-
posicién z para (a) wg=1cm?y (b) wo =5 em?

como  funcidn’-de 'la-

polinomiales de cuarto orden. La importancia de estos operadores es que en dplica
son la base de las aberraciones de segundo y tercer orden en'los diférentes instru-
mentos épticos. Finalmente en la seccidn 3.7 presentamos las conclusiones de este
capitulo, -

3.2 Haces Gaussianos simples.

Empezaremos nuestro andlisis con los haces Gaussianos mds simples, centrados en
el origen, definidos por:

I{z) = (—-——) cxp[ e g . (3.1)

donde wj es ¢l ancho el cual consideraremos para empezar como real, La dimensiéa
de wg es cm?. En este caso, €l ancho medio del haz [29], es decir, la distancia del
pico de la distribucién a la cual la funcién disminuye un factor de e~! de su mdximo
valor (wwn)_l" es /3wy, Esta Gaussiana satisface la condicién de normalizacién:

o
[ ie@pd=1, (3.2)
¥ su dispersidn es:
' 2 _ ™ 2 2 _ Yo '
o= /_m IN(z)Padz = 32 . (3.3)
En la Fig. 3.1 gra.ﬁcamos fa Gaussiana de la Ec. (3.1) como funcién de la posidon

Z para wg = 1 cm? y 5 cm®. Esta curva con forma dc campana cstd centrada en el
origen y no tiene oscilaciones.
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" 3.2.1 “Transformada de Fourier.

La transformada de Fourier de una funcién arbitraria F(z) se define como (30]:
’ N 1 00 .

Fp)= —= Fz)e " dx 3.4

N (P) Vo J-co (=) (34)

Cuando F(z) es una funcién de onda cuantica en la representacién de coordenadas,

F(p) es la funcién de onda en la representacion de momento. ‘Cuando se hacen

célculos numéricos la mejor forma de encontrar la transformada de Fourier de una

funcién arbitraria de la posicidn es a través de la técnica de transformada de Fourier
répida (FFT) que describimos en el apéndice B [31].

La transformada de Fourier inversa es

F(z) = — /°° Fp)ed (35)
- \/27|' -0 P ? )
Para la Gaussiana dada en la Ec. (3.1}, la transformada de Fourier es
. A .
F) = (22) exp [ 20
Pp) = (”) exp[ o ] , (3.6)

la cual es otra Gaussiana centrada en el origen y con dispersion ﬁ

Una Gaussiana con ancho wa =1 cm? tiene la propiedad de que su repre-
sentacidn en coordenadas y en momento es la misma funcidn; corresponde a lo que
en la literatura se conoce como un estado coherente vacio [32].

3.2.2  Relaciones de Incertidumbre.

El principio de incertidumbre de Heisenberg establece que el producto de la dis-
persidn de una funcidn y de la dispersién de su transformada de Fourier tienen un
valor lfmite inferior de  [30]. Para la Gaussiana de la Ec. (3.1),

de manera que el haz Gaussiano dado por la Ec. (3.1) representa el paquele de onda
de incertidumbre minima,

3.2.3 Evolucion libre en éptica ondulatoria paraxial.

Una manera de analizar la evolucién paraxial de un haz Gaussiano es resolver la
ecuacion de Helmholtz (2.18):

o,
(ﬁ+ﬁ+k)‘ll—0, k

alg
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donde denotamos la distancia a lo largo del eje Sptico por:ty el cual sirve ‘como
pardmetro de evolucidn; y z es la coordenada transversal. Utxllzamos como solucién
de prueba [5]:
: U = u(z,t)e"™,

bajo la suposicién de que la dependencia en ¢ de la funcién u es lenta comparada
con la variacién ripida del factor exponencial, de forma que podemos despreciar el
término g—:‘%, con lo que la ecuacidn diferencial que u satisface es
i‘ &u Gu
Y _oipdt = 0, 3.7
dz? It @7
que es la conocida ecuacidn de onde parazial. Esta ecuacidn es andloga a la de
Schrddinger. Bajo la condicién inicial de la Ec. (3.1), conduce a la solucién

ihwg ktz
=0 (rrwn) Vi ikws e"p["“]"""[ 2[:2+(Lw.,)=]]

klwoz? ]

e [~ hoep] 8

Recordemos que ¢ es el parimetro de evolucién. En el caso de la mecédnica corre-
sponde al tiempo y en el de la éptica a la distancia sobre el eje éptico (donde se
denota por z). Como veremos, el primer factor exponencial describe la fase de una
onda plana, el segundo es responsable de la curvatura del frente de onda y el iltimo
determina la intensidad del campo en la direccién transversal. En la Fig. 3.2a grafi-
camos la evolucién libre de la Gaussiana dada en la Ec. (3.8) como funcién de la
posicién x y del parimetro de evolucién ¢ considerando como condicidn inicial la
Gaussiana dada por Ja Ec. (3.1) con wp = 1 cm?. La Fig. 3.2b muestra las curvas
de nivel de |I'| mientras que en la Fig. 3.2c aparecen las curvas de nivel de la fase.
Las regiones donde se acamulan dichas curvas corresponden a los frentes de onda
geométricos.

Analizando la Ec. (3.8) vemos que la evolucién paraxial de una Gaussiana cen-
trada en el origen es otra Gaussiana con ancho complejo

.1
wit) =we+ 17,
entonces el ancho real del haz es
7 N2
[w(e)] = |woly/1 + (LT,J ) (3.9)

Conforme ¢ se incrementa de —oo a 0, ¢l ancho del haz Gaussiano disminuye
tomande su minimo valor en ¢ = 0, lucgo. conforme ¢ aumenta, el ancho de la
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(-3 =ks (L3

Figura 3.2: Evolucién libre de la Gaussiana con ancho inicial we = 1 c¢m?, (a)
T|comeo funcién de la posicién z y del parimetro de evolucién £, (b) curva de nivel
de I, (¢) curva de nivel de la fase de T, (d) ancho w como funcién de t ¥ (e) radio
de curvatura f1 como funcidn de {.
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Figura 3.3: Determinacién del radio de curvatura del haz Gaussiano. Si compara-
mos el frente de onda esférico con una onda plana; la diferencia de fase por la
distancia d entre los dos frentes de onda serd &d.

Gaussiana crece sin cota; w cs una funcién simétrica respecto al origen. El punto
t = 0, en el cual el haz Gaussiano tiene un frente de onda plano, es también el
punto mds angosto, con w = wy {ver Fig. 3.2d).

El mdximo dngulo de dispersion de este haz cs:
0= lim Y2 _ 1

1—co t & ey ?

asf, un haz Gaussiano inicialmente angosto, s¢ abrird méds que otro mds ancho.

La intensidad (altura) del haz también varia, pero de manera opuesta al ancho,
de forma que la norma de la Gaussiana permancce constante.

Un haz Gaussiano en un punto dado del espacio no esta determinado comple-
tamente por su ancho. Para describir el haz totalmente necesitamos un pardmetro
mads, por ejemplo, el radio de curvatura de su frente de onda. El radio de curvatura
se pucde obtener con ayuda de la Fig. 3.3. La fase de la onda es constante en la
superficie esférica. El corrimiento de fase de la superficie curvada respecto al plano
que toca esta superficie en z = 0 esta dado por [29]:

_ ktz?
22 4 (kwo)?] ?

donde la distancia d se define en la Fig. 3.3 v el lado derecho de esta ecuacién se
obtienc de la Ec. (3.8). En la aproximacién paraxial tencmos

2+ B = (R+d)?,

kd (3.10)

de donde
z?
R= 53
0),

sustituyendo en esta expresion la Ec. (3.1

p o (bl Kol
=

R(1) = :

G
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I"lgurn"34 Gaussiana complejn como -funcién - de la posncmn z pam (a)

w=10,26=0,po=0;(b)w=10, 2o =5, po=0y (c) w=10, 7, =0, Pu—l-

Se mucstra c} valor absoluto de Ia funcidn.

El cambio de signe de [2(t) que ocurre ciiando t cambia de signo indica la inversién .

de la curvatura del frente de onda cuando cruzamos ¢ = 0. En este punto y su
vecindad, 1 = 00, de manera que la fase del campo es igual a la de una onda plana.
Cuando aumenta cl valor de {, la fase de la onda se aleja de la de una onda plana,
sin. embargo, en ¢l limite de campo lcjano, f2(2) corresponde a una onda esférica
de radio t y en t — oo, la curvatura dej {rente de onda es de nueve 2 = oo (ver

Fig. 3.2¢).

Podemos reescribir la expresion para el haz Gaussiano Ec. (3.8) en términos de
w y R como [33]:

T(z, 1) = [%]%exp[ (u+ ’;—H>] exp [—T;%] ) (3.12)

3.3 Haces Gaussianos complejos.

Hemos visto que la evolucién dptica paraxial deforma la Gaussiana inicial con
parametros rcales a complejos. Por fo cual ¢s conveniente considerar una funcién

45
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Gaussiana arbitraria dada por:’.

wy )}ex (z—za)?
Twl/ P 2w
donde w = un +iwy, con wy un nimera real posit',ivo, wy real. El factor (wy frw?)f

_ -garantiza la condicién de normalizacién dada en fa Ec. (3.2). En.el caso en que
2o = Po = wa = 0, obtenemos la funcién Gaussiana simple de la Ec. (3.1). ‘

M= +1po:], T "(3:15)

En la Fig. 3.4 graficamos la Gaussiana de la Ec. (3.13) para diferentes valores
de los pardmetros zo,po ¥ w. Esta Gaussiana tienc centro en zo, ancho V2w y
oscila cuando pg # 0 o el ancho es complejo. '

En este caso la distribucién de probabilidad es

| T(=) *= 1/;;‘;;‘1 exp [-——El—(zlw;l:i] , (314)

y sus valores medios son

rin =1,
@ = (rmr)=zu",
(M = (T|pIT)= con  p=—ibs,
) = (C1#1n= ""‘ e,
@) =" (O = 5t

(e = <ri””””|r>=2—w;+=op.;.

3.3.1. Transformada de Fourier.

La funcién de onda en la representacién de momento, ie. la transformada de
Fourier de I'(x) esta dada por

i0) = () oop [- 2258 iapp)] . @19

-Es una Gaussiana con centro en ng, ancho /2/w, ¥ oscila cuando 2o % O o.w es
compleja. ’ ' :
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3.3. 2 Relacmnes de Incertxdumbre

. Para Ia Gaussla.na. complcja de 1a. Ec (3 13), las varianzas son”

ES necesanamente mlmmn,

2
(AzAp)? = 0Z,00 = % = =

» = dud S

Para que una Gaussiana tenga incertidumbre minima necesita un ancho real. Sin

embargo, pata una Gaussiana arbitraria la relacién de incertidumbre de Schrédinger—
Robertson {34}, siempre toma su minimo valor

:zapp (‘7'1;’)2 '1t .

Los parimetros involucrados en una Gaussiana compleja arbitraria se pueden
elegir como los valores mcdios de la coordenada xo ¥ del momento po, la varian-
za de la coordenada 02,, la varianza dcl momento o2 o ¥ ¢l coeficiente de corre-
lacién of,. La relacién de incertidumbre de Schrodmgcr—Rnbertson reduce el
ndmero dc pardmetros independicntes a cuatro, los cuales se pueden tomar como
wy, Wz, Lo, Po, que ¢s precisamente la seleccién que hemos hecho.

3.4 Transformaciones candnicas lineales,
Es conveniente describir las transformaciones unitarias en la mecdnica cudntica
usando para cllas una forma expenencial:

0 — L—“”

donde f] tiene el significado dcl Hamiltoniano que genera la transformacién v ¢ es
el parimetro de la transformacién. Las transformaciones lincales se generan por
Harmiltonianos que son polinemios de segundo orden ¢n los operadores {35 z y p,
es decir, son combinaciones lineales de los operadores

#242, {#p} = (P2 + £5)/2,  P*/2.
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y gencran la representacidn del grupo SU(1,1) [35].

Como veremos en esta seccion, estos operadores tienen la propiedad de trans-
formar una Gaussiana en otra Gaussiana y preservar la relacidn de incertidumbre
de Schradinger-Robertson.

Para encontrar la funcién transformada necesitamos resolver la ecuacién dife-
rencial N
18 (z, 1) = HC(z,1) .
3.4.1 Accién del operador £2.

La accién del operador £2/2 en la representacién de coordenadas sobre una funcién
arbitraria de la posicidn es trivial ya que solo agrega el factor de fase exp [—itz?/2},

P(z,t) = e #/2 p(z,0).

Para la Gaussiana compleja dada en la Ec. (3.13), la evolucién bajo 2 es’

1 : .
T{x,t) = (_w_‘_)- exp {,E:IL)T + ipoT — ﬁ;—:‘} \ (3.17)

Tw? 2w

. . wy Y14 ! - !
esta es la ecuacidn de una nueva Gaussiana de altura (,—J},—) , cuyos valores prome-
dio son

(5") = To,
() = Ppo—zat,

y tiene como varianzas

0
Ozz = Grz
0 0 0 42
pp — 202t + o1t

] o
Ozp = o:y - ar:t v

i
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TMigura 3.5: Evolucién l;ajo el operador #? de una funcién Gaussiana compleja para
w=1cm? xo =0, po = 0. Sc muestra (a) el valor absoluto de la funcién, (b) la
curva de nivel de ||, (c) la curva de nivel de la fase.

donde o2, Tope a8, son las varianzas de la Gaussiana inicial, Ecs. (3.16). En la
Fig. 3.5 mostramos la accion de ¢ste operador sobre una Gaussiana inicial coherente
(w = 1 em?). Como vemos, el valor absoluto de I'(z,{) no cambia al aumentar t
(Figs. 3.5a-3.5b) pero la fase muestra una gran estructura (Fig. 3.5¢).

Este operador ¢s muy importante ya que corresponde a la accidn de un lente
delgado ideal. Por lo tanto, si un haz Gaussiano cuyo eje coincide con el de un
lente delgado ideal incide perpendicularmente sobre la superficie del lente y pasa
a través de la misma, simplemente sulrird un cambio en su fase, sin cambiar su
ancho, de forma que ¢l campo inmediatamente después del lente es también un haz
Gaussiano con un radio de curvatura diferente

.donde f es la longitud focal del lente y Ry, f2( son los radios de curvatura de la
Gaussiana inmediatamente despuds y antes del lente, respectivamente [36].
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3.4.2  Accién del operador {£5} (compresmn)

’ La acci6n del operador {25} sobre funciones iniciales arbitrarias se puede euconf,rar‘
" usando que las potencias de z son eigenfunciones del gcnerador . :

{25} = m =i (za,+ 5) =-i(h¥1/2),
donde
fiz" =nz".
Si expandemos en serie de Taylor la funcién inicial
F(z)=3_C.z",
entonces evolucionard como S :
F(z,ty= c“'(”’)""F(I 0) = ZC zremin-tT = o~t2p (::e"‘) .o ']

El factor e~'/? mantiene la normalizacién. El operador A = 2d: en la lxteratura se
conoce como ¢l “operador de dilatacién” [37).

La Gaussiana inicial de la Ec. (3.13) bajo {25} se transforma como ) ;

I(z,t) = e*/*l(ze™) - . -
-2t é Y2 - N
e (T — Zoe*) L
= ( — ) exp |- =g + ipoe ‘::] , (3.18)

11

: - —n\1/4 Lo
la cual es ofra Gaussiana de altura (E::‘,T) , cuyos valores promedio son

(8) = (a)e’,
8) = (B,
y tiene como varianzas

0 2t
Ozz = 0Og.€
— -2t
Opp = Opy .
0
O = ooy

siendo 0., of, ob,, las varianzas de la Gaussiana inicial, Ecs. (3.16). Aquf la
relacién de incertidumbre de Schrédinger-Robertson se mantiene constante todo
el tiempo (minima). Como vemos, este operador comprime una de las varianzas y
expande la otra, esta es la razén de que se conozca en la dptica cudntica como el
operador de compresién [37] (en inglés, squeezing operator).

En la Fig. 3.6 s¢ muestra la funcién dada en la Ec. (3.18). Al evolucionar bajo
{zp} la fase inicial de la Gaussiana' no sufre ningiin cambio y su valor absoluto se
comprime.
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Rea)(G)

w0=10451, %020, ‘p0=0, t=0.5

w0=10+5i, x0=0, pO=0, t=0.5

ReakG)

Figura 3.6: Evolucién bajo el operador de compresién {2p} de una funcién Gaus-
siana compleja para w = 1, zo = 0, po = 0. Se muestra (2) el valor absaoluto de la
funcién, (b) la curva de nivel de [T}, (c) parte real y partc imaginaria de T' como
funcidn de x para dilerentes valores de t y de los pardmetros.
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3.4.3 Accién del operador §? (evolucién libré)“

La accién del operador 57/2 es la evolucién de la funciér inicial
paraxial libre en un medio Gptico homogeneo. En la fepresenta

de'momento, -
$2/2 sélo agrega el factor de fase exp(—itp?/2), =

F(Pvt) = e-x‘pilzﬁ‘(p 0) s

por lo que la accién de p? sobre la transfoxmada de I"uuner d ]a. Ga.ussmna. dada-
en la Ec. (3.15) es - -

= w DLt ’
f(p,t) = (;) ex P[ wlp— p°] — izo(p — pa) = ]
Para determinar 12 accién del operador p? sobre un haz Gaussiano‘inicial arbitrario

en la representacién de coordenadas basta calcular la transformada de Fourier
inversa de la funcién anterior, con o cual,

. Pl ~ 30 —pot)? | .
S T(x,t) = (%1-) T P31 exp [—L%T:#_’:;—)+1poz] . (3.19)

que es otra Gaussiana con centro en zo+ppt y ancho /2(w + it). Aqui, exp(—itp?/2)
es un factor de fase global dependiente de! tiempo. El factor 1/+/w + 11 es respon-
sable de la disminucién de la amplitud con el tiempo, pero ademds da un factor
de fase adicional. Notemos que la evolucién dada en la Ec. {3.19} concuerda con
la evolucién Ec. (3.8) bajo lz ecuacién paraxial de Helmholtz (3.7) si hacemos la
sustitucién £ —t/k.

Los valores promedio de la funcién Gaussiana cvolucionada Ec. (3.19) son

() = zo+pot,
() = pa,
({2p}) = {({%obo)) +2(53)1,
(%) (£3) + ({20, Fa})t + {53)17,
() = {8d),

i

.y las varianzas,

o2, + 202 t+app "

Oer =
Gzp = ”s-p"'" iy HRI Dol Lo
gy = o'gy, . e e r'{3.20)
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QY T T D ‘L-‘“-Z‘."““‘r“‘é"":‘-:“-““.x“ . ‘

- (e)

Figura 3.T: Evolucién libre de una funcién Gaussiana compleja para
w =1, zp = 0, pp = 0. Se muestra (a) ¢! valor absoluto de la funcién, (b)
la curva de nivel de I, (c) la curva de nivel de la fase. Curvas de nivel del
valor absoluto de la evolucién libre de una funcién Gaussiana compleja para (d)
w=2 z0=0, po =0, (c) w=2, g =2, pg =0, ({) Parte real y parte imaginaria
de I' como funcién de a: para distintos valores de t y de los parimetros.
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" w0=10, 0=, p0=0,. t=0

w0=10, x0=0, pl=0, t=10 .

‘g ‘
Imag(G)

g oy ] 03} . ]
K| .
& L 0 /\/\
01 K -
28 o 20 015 [) 20
x X
w0=10, x0=0, p0=0, t=20 - =0, p0=0, t=
0 0, x0=0, p 2 02, ¥0=10, X0=0, 10=0, 1=20
=~ o1 ~
G
g %
£ 0 B
01 -
T [ 20 0 0 20
x x

donde o2, an,, ”zr’ son las varianzas de {2 Gaussiana inicial, Ecs. (3.16). En este
_caso también la relacién de incertidumbre de Schrodmger-l’{,obcrtson es minima
“todo el tiempo.

“En la Fig. 3.7 graficamos la cvolucion libre de la Gaussiana, Ec. (3. 19) para
< distintos valores de los pardmetros.
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Figura 3.8: Evolucién de una funcién Gaussiana compleja bajo €l operador “pocus”
4% para w = 2 cm?, Tp = 0,po = 0. Se muestra (a) el valor absoluto de la funcién,
(b) la curva de nivel de la fase.

3.5 Aberraciones de segundo orden.

Las aberraciones de segundo orden son generadas por los polinomios de tercer orden
enpyg,
23, (5%}, &), /3.

3.5.1 Pocus 3.

La accién del operador 2%/3 en la representacién de coordenadas es trivial ya que
solo agrega el factor de fase exp(—itz%/3), por lo que la Gaussiana evolucionard
como .

I(z,1) = e #Bp(z)

1 2 itzd
_ w \¢ _(z~ 20} Lo i .
= (_—71»2 exp { T + ipox — —— } . (3.21)

En |a Fig. 3.8 mostrames la accidén de este operador sobre una Gaunssiana inicial
con w =2 cm®
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3.5.2 Distorsién {£2p}.

" Consideremos como Harniltoniano el operador

A = {&%5) = (8% + &p% + pE7)/3 = (%5 4 p&)[2 = %P = ig;
en Ia representacion de coordenadas este operador toma la forma -
—i[s% + o] |
por lo que, la funcién inicial evuiuciona. como

F(z,t) = e F(z,0),

es decir, satisface la siguiente ecuacién diferencial

(0.4 20, + 2} F =0. (3.22)
I_’ard encontrar la solucién, primero resolveremos la ecuacidn mas geéneral,
[8c + a(z)d,. — b(z)] F = 0. (3.23)

donde a(z) y b(z) son funciones arbitrarias. Introduciendo la nueva variable

v= /;%) =4=),  al=)d=d,, =z=370), (3.29)

transformamos la Ec. (3.23) en
B+ 8, — by F =0,
la cual tienc como solucién general {38]
v
Fint)=flr-0s(),  aw) =exp [ b()dy’,

donde f(y—t) es una funcién arbitraria de su argumento. Tomando como condicién
inicial Fy(z) = Fo(é~1(y)) = Foly), la solucién a ta Ec. (3.23) serd

Ft) =Ry 028y = 4o,

la cual puede reescribirse como

(=)

Pl =R (¢ - 0) Gy

.. (3.28)
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Fijgura 3.9: Evolucién de una funcién Gaussiana compleja bajo el operador de
distorsidn {225} para w = 2 cm?, 2o = 0,p = 0. Se muestra (a) ct valor absoluto
de la funcién, (b) la curva de nivel de |T'|, (¢} la curva de nivel de la fase, (d) la
comparacion de la parte rcal y la parte imaginaria de I' calculada exactamente,
linea continua y por su aproximacién en serie de Taylor para t pequefio, lnea
punteada, para diferentes valores de t y los pardmetros.
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¢"~’ (¢(=’) =
" con 1o que la dlstorsmn de una. funcn

#Futx) (!a. s;olqcién;de la -
—Dc (3 23)) es e N -

@ ‘

T4zt + xt Tz fo (1 + xl)
Toma.ndo la funcnon um::al como una Gaussiana, tenemos
1 z 2 ipox .
Nevt) = (Trw"') 1+xt Tzt p[ Pwg (1+:rt —®o) ty +‘zt] : @-27)

Es fdcil checar que 1a condicién de normalizacién se sigue satisfaciendo. '~

r(: z) = (3.26)‘ o

Podemos expandir T en potencias de t por:
T(z,t) = T'(z,0){l1—itzffz —i]
- lz—:i{:c"'(ﬁz+—l—)~2—4ifz + (3.28)
-2 w ’ :
donde T'(z,0) es la Gaussiana inicial dada en la Ec. (3.13) y

r—2=xo

£ =po+1 (3.29)

Esta aproximacion sélo es adecuada para t € 1 y en la vecindad del origen |z} < 1.

En la Fig. 3.9 mostramos la accién del operador de dlsmrsxon sobre una Gaus-
siana inicial con w = 2 em? (Ec. 3.27).
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-3 5 3 Coma {:cp }
Consnderemos como Hamxll.oniano el operador
= (28%) = (% + pap + 35)/3 = (3 + 357)/2 = P& + ip.

Los operadores de coordenadas y momento en la representacién de momento
tienen la forma p = p y £ = i8,, por lo que el operador {£5°} se reduce al operador
diferencial i(p?d, + p) el cual difiere solo en el signo de la accidn del operador de
distorsidn {Z%5} en la representacidn de coordenadas. Por analogia con la E¢. (3.26)
podemos escribir Ia accién de {£52} sobre una funcién inicial arbitraria en la repre-
sentacién de momento F5(p) como .

F(p,t) = e~ Fy(p) = 1—'__1—117 Fy (T:Ep_t) ) (3.30)

o, en la representacion de coordenadas, para el caso particular de una Gaussiana,

'

Mz.t) = (&> m/m T X

exp [~§ (T—p—ﬁi ~p°)2 —izo (1—;"—15 —p.,)] . (a3

Esta integral puede calcularse numéricamente. La expansién en scrle de Taylor
para t pequeiia es

I(z.t) ~ T(z,0) {1 —it [:c (g’ + L) - i§] - g [2%¢* - dize®
+ (GZ ) & - 121:1:f . 3® 2:' + } (3.32)

w? w

donde ¢ se definié en la Ec. (3.29), y I'(r,0) cs la Gaussiana inicial dada en la
Ec. (3.13). Esta aproximacién sblo trabaja en la vecindad del origen x < 1 y para
t 1.

En la Fig. 3.10 mostramos la accién dzl operador de coma sobre una Gaussiana
inicial con w = 2 em? calculado numéricamente de la Ec. (3.31).
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Figura 3.10: Evolucién de una funcién Gaussiana compleja bajo el operador de
coma {£p%} parza w = 2 cm?, g = 0,py = 0. Sc muestra {a) el valor absoluto
de la funcién, (b) la curva de nivel de {T], (c) la curva de nivel de la fase, (d) la
comparacién de la parte real y la parte imaginaria de I' calculada exactamente,
linea continua y por su aproximacién en serie de-Taylor para t pequeio, linea
punteada, para diferentes valores de t y los pardmetros.
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()

Figura 3.11: Evolucidén de una funcién Gaussiana compleja bajo ¢l operador de
aberracidn esférica ° para w = 2 cm?, xp = 0, po = 0 calculado numéricamente, se
muestra (2} el valor absoluto de la funcidn, (b) la curva de nivel de |T'], {c} la curva
de nivel de la fase, {d) la comparacién de la parte teal y la parte imaginaria de T'
calculada numéricamente, linca continua y por su aproximacion en serie de Taylor
para t pequeiio, linea punteada, para diferentes valores de L y 1os pardmetros.
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: 73 5.4 Aberracxon esfemc 'p;

En la reprcsentaclon de momcntu, la ac
hplxcacnon pot. el fa.ctor ex

i F(:,O){l—xt(ﬁa b 3 N
e (fﬂ + £§¢4 + ﬂg” + w,) 4 } o (3.34)

’ ) dondeE esta definido en la Ec. (3.29), y I'(z, 0) es J2 Gaussiana inicial dada en la
Ec. (3.13). Esta aproximacién es vilida cuandot <1y z < 1.

Notemos que la accidén de una potencia del operador de momento en una Gaus-
siana en la representacién de coordenadas cs mulliplicarla por el polinomio de
Hermite, como se ve de la funcién generadora para estos polinomios,

PIE) = PalOFE), Pl = (ﬁ) (-t D). (e

Entonces, el factor que multiplica la potencia n-ésima de t en la expansién anterior
csta dado en términos del polinomio de Hermite de orden 3n.

En la Fig. 3.11 mostramos la accién del operador de aberracién csférica sobre
una Gaussiana inicial con w = 2 cm? calculado numéricamente de la Ec. (3.33).

3.6 Aberraciones de tercer orden.

Las abetraciones de tercer orden se gencran por los polinomios de cuarto orden en
Py,
/1, {9}, {&%hw, {#)), B

donde denotamos con { }w el ardenamiento de Wey! de los operadores dentro de los
paréntesis [39). En astigmatismo tomamos su ordenamiento de Weyl porque asf se
transforma cn correspondencia con los operadores cldsicos bajo transformaciones
lineales. Estas aberraciones son las mds importantes en Sptica ya que describen
las primeras correcciones al régimen paraxial de la evolucion del rayo de luz en
sistemas Spticos axialmente simétricos [6).
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{b)

Figura 3.12: Evolucién de una funcidn Gaussiana compleja bajo ¢l operador de
pocus £4 para w = 2 cm?, zo = 0,pg = 0, se muestra (a) el valor absoluto de la
funcién, (b) la curva de nivel de |I'], (c) la curva de nivel de 1a fase.

3.6.1 Pocus 4

La accidn del operador #%/4 en la representacion de coordenadas es trivial ya que
solo agrega el factor de fase exp{—iiz*/4),

.l;‘(z, )= c"""“F(I,O),

por lo que la Gaussiana inicizl dada en la Ec. (3.13) evolucionari como

1 —_ 2 t A
T(z,b) = ﬁ:‘r)‘ exp {—(—I—_——E‘i +ipoz — li} (3.36)

En la Tig. 3.12 mostramos la accion del operador de pocus sobre una Gaussiana
inicial con w = 2 cm®.
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3.6.2° Distoi;sién {3}, .

R Consldercmos como Hamlltomimo el opcmdort L

= {&? p} = (& p+5:’jji+:r:p:c +'iyiaj/d = &%) = -2;1’:1:2

Este operador en la representacidn de coordenadas toma la forma

it =-i[z%0. + 3:’] .
2
La distorsidén de tercer orden actda en un estado inicial arbitrario como
F(z,0) = e F(z,0),
lo cual lleva a la ecuacién diferencial

[a, + 2%, + ;z’] F=0.

Esta ecuacidn es de la forma de la Ec. (3.23) con

3
a=z, b:—ix'

por lo que pedemos aplicar las férmulas (3.24)-(3.25)

y=¢(=)=-—1—

222’
o=, oy _ ( 1 )“"
g(y —1) 1423t '

71 (¢(z) — 1) = T

asi, una funcién inicial arbitraria F{z) se transforma como

1 £
g )= e [y | = .
Flat) = gygzmyn o ( i +2:21) ’ (3.38)
" donde el primer factor da la normalizacién.
Eligiendo la funcién inicial como una Gaussiana tenemos

-1 l z 2. ipoT
T t) = (ﬂw‘) (1 + 223/ xp[ 2w («/1 2271 I") t vl
o (8.39)
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. real(G)

Figura 3.13: Evolucién de una funcidn Gaussiana compleja bajo el operador de
distorsién {2’} para =1 em?, zo = 0, pp = 0. Se muestra (a) el valor absolutn
de la funcion, (b) la curva de nivel de [T, (c) la comparacién de la parte real v la
parte imaginaria de I" calculada cxactamente, linea continua y por su aproximacion
en serie de Taylor para t pequefio, linea punteada, para difercntes valores de t y
los parimetros.
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" La expansmn en scue de Ta_ylor para L mpos pcquenos es:

l‘(:t: t) I‘(z 0) {l_ it 1%1 —z“f]

2 [21 + Gizt - 2(E + 1/w)] } ‘ (3.40)

donde I'(z,0) ¢s la Gausslana mxmal dada en'la Bc (3.13)'y £ esta definido en la
Ec. (3.29). .

En la Fig. 3.13 mostramos la accidén del operador de distorsién sobre una Gaus-
stana inicial con w = 2 cm? Ec. (3.39) linea continua y la aproximacién anterior
(Ec. 3.40}, linea punteada.

3.6.3 Astigmatismo {225 }yp.
Astigmatismo es la aberracién generada por el operador
{£2p*w = (2p)* - iZp— 3/2, (3.41) -
es funcidn del operador de dilatacién f(#), ’
=28, =idp,

esto nos permite encontrar una solucién exacta en una forma simple. Como discu-
timos antes, las potencias de z son cigenfunciones del operador de dilatacidn, por
lo que seran eigenfunciones de cualquier funcién de dicho operader,

exp[—it f(R)] 2" = exp|—itf(n)] ™.

Es facil encontrar la evolucidn de cualquier funcién inicial presentada en la forma
de series de Taylor,

Y(z,0) = i Caz",

n=0a

i Gt ) gn

n=0

Y(z,1)

tomando la funcién inicial como una Gaussiana arbitraria (3.13) encontramos los
coeficientes de la expansién en series de Taylor,

&, 1/ -13\"
P0) = A Ces", ‘““(\/T:) e
L
- L T L 7 — _To . r
A = (:w'-') gl o= e oy 5 - (3.42)
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18 ) e (@) °

0.0_‘

Figura 3.14: Evolucién de una funcién Gaussiana compleja bajo cl operador de ;
astigmatismo {2?5%}w calculado numéricamente para w = 1 ¢cm?, o = 0,po = 0.
Se muestra (a) el valor absoluto de la funcidn, (b) la curva de nivel de [T}, (¢} |T|
para ¢t = 0.5 y (d) una ampliacion de la estructura compleja de || en la vecindad
del origen. :
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Aqui, usamos nuevamente la funcidn’ generadora para. los po[momws de Ierm:te
La funcién correspondiente al tiempo { es la siguiente " * i .
\[,(__L_ ) = Aena/zZC e—-.’x(n’-rn)_,nn RN " : (3 43) -
n=0 PR .
En mur.hos casos importantes, los coeficientes (3.42) son cscnc:almente dlatmf.os de‘ :
cero solo para n’s cercanas al valor medio 71, lo cual hace que la férmula anterior
sea conveniente para simulaciones por computadora.
Los primeros términos de la expansion directa en ¢ son

I(z,8) ~ D(z,0) {1 — it [£(¢ + 1/wo) — 2iz —8/2) +---}. (3.44)

Sin embargo ni la Ec. 3.43, ni la Ec. 3.44 dan una buena aproximacién del
comportamiento de I'(z,1) sobre todo en la vecindad del origen.: Esto nos llevé a
resolver numéricamente Ia ecuacién diferencial gencrada por este operador mediante
la técnica de diferencias finitas [40, 41]. El programa que utilizamos para calcular
[(z,¢) lo presentamos en el dpendice C.

En las Figs. 3.14 mostramos la accién del operador de astigmatismo sobre una
Gaussiana inicial con w = 1 em? Como vemos en la Figs. 3.14a y b este operador
modifica bruscamente la estructura de la Gaussiana en la vecindad del origen, lo
cual se nota cn la amplificacién de su comportamicnto para t = 0.5 (ver Fig. 3.14d).

3.6.4 Coma {£p°}.

El operador 3

(25} = 5 + 5iF°
en la representacién de momento tiene la forma diferencial ¢ [p:’a;, + :E,p’] que es
similar a la forma diferencial del operador de distorsién —{2%5} en la representacién
de coordenadas, por lo que la evolucién de una funcién en la representacién de
momento puede escribirse en analogfa con la Ec. (3.37) para la distorsién (con el
cambio ¢t — —t), asi,

- i _ ? .
Fp,t) = A 2pi Fy (\/1 = 2p?t) , (3.45)

sustituyendo la Gaussiana inicial y regresando a la represenlacién de coordenadas
tenemos

P

e = (2)' g [ a=sm
el Y, P _
exp[ b (m I’n) izg (\/——Tpﬂ pu)] dp .(3.46)
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Figura 3.15: Evolucién de una funcién Gaussiana compleja bajo el operador de
‘coma {£p°} calculado numéricamente para w = 2 em?, 2o = 0, po = 0. Se muestra
(2) el valor absoluto de la funcién, {b) la curva de nivel de [T}, (c) la curva de
nivel de la fase, (d) la comparacién de la partc real y la parte imaginaria de '
calculada exactamente, linca conlinua y por su aproximacion en serie de Taylor
para t pequeiio, lfnea punteada, para diferentes valores de t y los pardmetros.
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Los prlmcros Lermmos de la expa.ns:on en serlc de ’lay]or son

I‘(: t)

42 3 o £ EZ
2( [E t155- +45F

inicial con w = 2 cm? Ec, (3.46).

3.6.5 Aberracién esférica .

La accién del operador de aberracién esférica p* en la representacién de momento
es trivial ya que solo agrega el factor de fase exp(—itp?/4), por lo que la funcién
Gaussiana inicial en la representacion de coordenadas se transforma como

Moty = (2 2 1% xp [JT” -2 —pol | e xn)] . (348)

V27 2

Esta integral puede ser evaluada numéricamente o se puede hacer la aproximacién
en series,

3
I(z,) =~ Iz, o){l-.r(¢4+ ey )
T2 28 210 420 105
Fle+oe+ e+ o) (3.49)
donde £ esta definido en la Ec. (3.29). Los cocficientes de esta aproximacién son
los polinomios de Hermite Ec. (3.35).

Si se satisface la condicidn po/w0 > 1, la integral (3.48) puede estimarse por
la técnica de stcepest descent [21]. Esta integral tiene una forma [ dpexp[F(p)].
Lncontrando el punto critico de la fase 2 partir de la condicién F(p,) = 0 y tomando
en cuenta solo la solucién a esta ccuacién cibica que tiende a py cuando 7 — 0
encontramos que para T ne muy grande,

—id7g?
w + 112782’
cntonces la mtegral se aproxima por

wi\ 3 —wlp—p R . w .
W{z) = \7:_; (—w_) FLo /dpc #lp=2,)/2 I{z,t=0)c "’"[—h-‘-, (3.50)

PET) R E+ P(p) = F(6) - 5(p ~ €)°,

_"’—] —iz [ﬁfs+sof o0l D } ]' oy

En la Fxg 3.15 mostramos la accién-del operador de coma sobre una Gaussiana
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Figura 3.16: Evolucidn de una funcidn Gaussiana compleja bajo el operador de
aberracidn esférica % calculado numéricamente para w = 1 cm?, zg = 0,pg = 0. Sc¢
muestra (a} el valor absoluto dc la funcién, (b) la curva de nivel de [T}, (c) la curva
de nivel de la fase, (e) la comparacion de la parte real y la parte imaginaria de '
calculada numéricamente, linca continua, por su aproximacién es serie de Taylor
para t pequeiio, linea punteada, y la aproximacion de steepest descent linea con
guiones; para diferentes valores de t 3 los pardmetros.
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En la Fig. 3.16 mostramos la accién del operador de aberracién esféri(:a‘ de tercer -
. orden sobre una Gaussiana inicial con w = 1'cm? Ec. (3. 48) ) o !

; “:Esta aberracién es muy importante ya que es la primera cotreccnon 2 la apro-
. ximacidén paraxial del vuelo libre, . .

exp (zt\/m) B(z,t) & ™ exp (—itf—;) exp (—zt—) W(z, t).

En esta expansidn, el primer término produce oscilaciones globales de la fase, el
segundo da la evolucién libre paraxial y el tercero (que corresponde a la aberracién
esférica) da correcciones al movimiento paraxial. BEs importante notar que dichas
correcciones son muy pequeiias (del orden de 1/n%, donde n es proporcional a la
velocidad de la luz).

3.7 Conclusiones.

En estc capitulo analizamos las funciones Gaussianas que describen los haces lu-
minosos bajo la aproximacién paraxial y sus aberraciones de segundo y tercer
orden. Vimos que las transformaciones candnicas lineales generadas por los poli-
nomios de segundo grado en z y p transforman funciones Gaussianas en Gaussianas
preservando la relacién de incertidumbre de Schrédinger-Robértson. Encontramos
también la accién de operadores de tercer (aberraciones de segundo orden) y cuarto
grado (aberraciones de tercer orden) sobre funciones Gaussianas y mostramos para
tadas ellas las grificas de la evolucién de I'. La importancia de estas aberraciones
radica en que los sistemas Gpticos en esta aproximacién son en general generados
por combinaciones lincales de esta base de operadores. Los programas de cémputo
existentes permiten integrar al grupo la evolucién generada por tales combinaciones
lineales. La propagacién libre gobernada por la ecuacién de Helmholtz es diferente
del vuelo libre paraxial gobernado por una ecuacién de tipo Schrédinger, y las
correcciones a esta propagacion estan dadas en términos de aberraciones de tercer
orden.




Capitulo 4

Evolucién bajo Hamiltonianos
polinomiales.

4.1 Ix;troduccién.

[l préposito de este capitulo es comparar la dinamica cldsica y cuantica de los pro-
cesos cuya evolucién es generada por los Hamiltonianes no lineales méas simples.
Para ello calculamos la historia temporal de las funciones de Wigner de estos sis-
ternas en sus cstados gaussianos bajo Hamiltonianos no lineales que son polinomios
de cuarto grado en la coordenada x y €l momento p.

Esta clase de Hamiltonianos son importantes en dptica ondulatoria y cudntica.
En dptica ondulatoria describen las aberraciones de la imagen a tercer orden como
demostramos en el capitulo anterior. En mecdnica y éptica cudnticas, los ejemplos
mais importantes de Hamiltonianos polinomiales de cuarto grado son el oscilador
anharmdnico y el medio dptico de Kerr [42, 43].

Usaremos la distribucién de cuasiprobabilidad de Wigner para dar una imagen
visual de la dindmica cudntica. Como veremos, la funcidn de Wigner nos da la
descripcidén comin mas parecida de la dindmica cudntica y cldsica en el plano fase
con z y p' [44].

Mostraremos que los momentos de la funcién de Wigner (i.c., las integrales de
las potencias de la funcién de Wigner sobre el plano fase) contienen informacién im-
portante sobre €l estado de un sistema y que pueden usarse para distinguir entre la
evolucién cudntica y semicldsica [45, 46]. La contraparte clisica de estos momentos
es invariante bajo cualquier transformacién canénica debido a la conservacién del
volumen en ¢l espacio fase, 1n la dindmica cuantica estos momentos se preservan

LUtilizaremos la definicidn estdndar de la funcién de Wigner la cual esla conectada con el
grupo dindmico de 1leisenberg—Weyl.

T



8. . EvOLUCISN BAJO HAMILTONIANOS POLINOMIALES.

bajo eualquier transformacion canénica lineal pero varian bajo transformaciones
no lincales.
Los momentos de todos los estados semicldsicos que se describen por funciones

de onda Gaussianas son iguales a la unidad. La diferencia con la unidad puede

servir como una medida nueva de la “no clasicalidad” del cstade. El cambio en
el valor de estos momentos durante evolucién no lincal refleja un aumento extra
de las fluctuaciones cuanticas sobre el nivel clasico cortespondicnte. Esto nos da
informacién cuantitativa sobre la precisién de la aproximacién semicldsica.

Veremos _que los momentos de la funcién de Wigner pueden usarse para de-
tectar y cuantificar las superposiciones cudnticas de estados rmacroscépicamente
distinguibles, i.e., los llamados estados de gate de Schrodinger.

Como en el capitulo anterior, nos restringiremos al caso del espacio fase bi-
dimensional, donde es posible graficar y entender més claramente ¢l comportamicnto
de las distribuciones de cuasiprobabilidad. Solo consideraremos estados cudnticos
puros, es decir, estados descritos por funciores de onda.

Iniciamos este capitulo planteando en la seccidn 4.2 la diferencia que hay entre
la dindmica cldsica y cudntica en el espacio fase, enunciando la definicién y pre-
sentando las propiedades principales de la funcién de Wigner en la seccién 4.3. En
la seccién 4.4 sefialamos las caracteristicas de las transformaciones no lincales. La
seccién 4.5 conticne una discusién de las transformaciones candnicas no lineales.
En ella revisamos algunas definiciones previas del elemento de volumen del espacio
fase para estados cudnticos, poniendo énfasis en la utilidad de los momentos de la
funcién de Wigner. Presentamos una férmula alternativa para estos momentos en
términos de la funcién de onda. La parte central de este capitulo estd contenida
en las secciones 4.6 y 4.7, donde se presentan los resultades del célculo numérico
de la funcién de Wigner para aberraciones dpticas y para el medio de Kerr éptico,
respectivamente. Los comentarios finales se presentan en la seccidn 4.8 de conelu-
siones.

Los resultados de este capitulo aparccen en el articulo [45] que reproducimos en
el apéndice D y en el articulo [46] enviado a Physical Review A que reproducimos
en el apéndice E.

4.2 ;Cual es la diferencia entre la dindmica clasica
y cuantica en el espacio fase?
Desde la creacién de la mecinica cudntica se han hecho inumerables esfuerzos para

comprender mejor la correspondencia entre la dindmica cudntica y la evolucidn
clésica {47]. Esta mcta se ha alcanzado parcialmente usando la representacién de
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espacio fasc en la cual el estado de un sisterna cudntico-puede. representarse por
la distribucién de cuasiprobabilidad en cl espacio fase del sistema cldsico corres-
pondiente (48, 49]. Descrita de esta manera, la dindmica cudntica es similar a la
mecanica estadistica. Es claro que esta analogia es incompleta debido a que [50]:

1. las distribuciones de cuasiprobabilidad pucden tomar valores negativos (a
diferencia de las distribuciones probabilisticas verdaderas),

2. la distribucion clasica puede localizarsc en un punto en ¢l espacio {ase, mien-
tras la distribucién cudntica sicmpre debe extenderse en un volumen finito
de espacio fase satisfaciendo las rclaciones de incertidumbre.

Tomemos una distribucidn inicial consistente con las relaciones de incertidumbre
que describa una particula real. La pregunta que nos planteamos es: geudl es la
diferencia entre la dindmica cldsica y cudntica en el espacio fasc?

La dindmica cldsica implica que cada elemento del cspacio fase se mueve a lo
largo de su trayccloria clisica preservando su volumen. Si al tiempb t =0 la
probabilidadd de encontrar una particula en una unidad de volumen en el punto
Zo, po s Wa(zo, po), entonces al tiempo  la distribucién de probabilidad es

Wa (Iy P t) =Wy (10(37 Py l)y pﬁ(-rv ™ t)) ’ (4'1)

donde z(t), p(t) es la traycctoria cldsica que pasa por el punto zg,pa al tiempo
t = 0. ;Nos ayuda esta imagen a entender la dindmica cudntica? Si lo hace,
entonces jdonde se puede usar eficientemente la aproximacién semicldsica para
describir un sistema cudntico? Esta pregunta es importante cn varias ramas de la
fisica que tienen la misma estructura matematica: mecdnica cuantica de particulas,
éptica cudntica y dptica ondulatoria.

Estas preguntas se formulan de manera mas natural en el bien conocidoe lenguaje
de la mecédnica cudntica de particulas. Tambien surgen en dptica cudntica cuando
un solo modo del campo electromagnético es descrito par los operadores de coorde-
nadas y momento del nscilador arménico; esie oscilador del campo interactia con
un sistema atémico o con otros modos del campo en el caso de un proceso Sptico
no lincal. La 6ptica cudntica moderna utiliza ampliamente las distribuciones de
cuasiprobabilidad [48, 49), distintas versiones de la aproximacién semiclasica [51}
y otras herramicntas de la mecanica cudntica.

En este capitulo estamos interesados en las aplicaciones en la 6ptica ondulatoria,
Como vimos en el capitulo 2, en la aproxiniacidn paraxial, la ecuacién de Helmholtz
optica se reduce a la ecuacion de Schrédinger. La distancia a lo largo del eje 6ptico
juega ¢l papel del tiempo f en la mecdnica y cn el medio éptico bidimensional
denotaremos la coordenada sobre la pantalla en la direccién perpendicular al cje
Gptico, por r. El momento canonicamente conjugado p describe la direccién del

,
)
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rayo en el punto z,¢. E! limite cldsico corresponde a la dptica geométrica [5).
La teoria en la aproximacion paraxial describe la propagacién de rayos de luz
generados por operadores Hamiltonianos que son polinomios de segundo orden en
z y p. Estos generan transformaciones candnicas lineales en ¢l espacio fase, Los
Hamiltonianos polinomiales de mayor grado describen las aberraciones al régimen
paraxial, produciendo las deformaciones visules y el desenfocamiento de imagenes
en instrumentos Spticos [52]. En éptica ondulatoria la pregunta de anterior puede
formularse como: jcudndo puede el instrumento Sptico ser bien descrito por la
Gptica geometrica y cudndo sc necesita usar una descripcién Sptico ondulatoria?

La evolucién temporal en la mecdnica clisica es una transformacién candnica
generada por la funcion Hamiltoniana &{p,z) (17, 20],

& = {z,A}, p={ph}, (4.2) .

donde
af8k 8fak

{/,h} = 320 pdz

es el paréntesis de Poisson y f indica la derivada total respecto al tiempo. La
evolucién mecdnico cudntica se describe por la transformacién unitaria generada
por ¢l operador Hamiltoniano auto-adjunto X a través de (53],

iX =[X,H), iP=[PH], 4.3)

donde [A, B] = AB — BA es ¢l conmutador®. La transformacién unitaria generada
puede escribirse, tanto en la mecdnica cldsica como en la mecdnica cudntica, en
la forma exponencial U{2) = exp(~it#), donde t es el pardmetro de la transfor-
macién®,

4.3 TFunciones de Wigner.

Asf como la funcién de onda es central para el tratamiento a la Schrddinger de fa
mecdnica cudntica, asf la funcién de Wigner [54] juega un papel clave en la repre-
sentacién de espacio-fasc de la mecdnica cuantica. La importancia de la funcién
de Wigner radica en que es una funcién tanto de las variables de posicidn como de
momento y ha probado ser muy 1itil para estudiar el paso dc la mecénica cuéntica
a la cldsica y establecer correcciones cudnticas a los resultados clisicos [55].

2Denotaremos los operadores por maytsculas y las varinbles cldsicas por minusculas,
3En este caso corresponde al tiempo, pero en dptica geométrica y ondulatoria se identifica con
la distancia sobre el eje ptico,




W(z.p. n=2/'" f"’f@'m 3O {p = ri )

ddl:ldé B =1 Es decir, comparando con la Ec. (3.5), la funcién de Wigner no es
mis que la transformada de Fourier inversa de la funcién de densidad

Glz,r;t) = ¥ (z+ r; )Wz — ;1)

Notemos que ¥{z;2) y ¥(p;{) son soluciones de Ia ecuacién de Schrédinger en las
representaciones de coordenadas ¥y momento, respectivamente.

Frecuentemente se utiliza otra normalizacién [50] que difiere de la Ec. (4.4)
por el factor 1/27. Nosotros incluimos este factor en la definicién del elemento de
volumen del espacio fase, dpdz (27,

Para estados mezcladoes, la funcién de Wigner es
+o0
Wiz, p;t) = 2/ ¥ p(z + ryx — r)dr |

donde p es la funcién de densidad del estado mezclado.

La integral de la funcién de Wigner Ec. (4.4) sobre p, nos da la distribucién de
probabilidad en z {50},

[B(2) = /: “(‘C:P) dp

mientras que la integral sobre x de la Ec. {4.4) nos da la probabilidad de que las
coordenadas de momento tomen el valor p,

A 2 _ ™ W(z,p)
LT s - L

. ademis, se cumple la condicién de normalizacion

JAACES
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Moyal [56] ‘utiliza una’ deﬁmcnon altcrnatxva de la {unmon dc Wxgner )a. cual es.
* mds uhl paru detcrmmar algunas de sus propxcdadcs“

U Wap) = ]f_ * gk f dr a--<*=+fﬂ(w|e'(""+*"'|w) ' _(4.5)

* donde X y P soa los operadores de posicidn y momento que satisfacen [X, P] =1,
Royer [57) interpreta a la funcién de Wigner como el valor esperado del aperador

de patidad alrededor del punto z, p en el espacio fase . Esto equivale a afirmar
que la funcidén de Wigner es proporcional al traslape de ¥ con su imagen especular

alrededor de z, p, lo cual es una medida de que tanto ¥ csta “centrada” respecto
axr,p

Usando la propicdad anterior, es claro que la funcién de Wigner cs satisface

ke = (7 [ watam 0Wate, niar
de donde se concluye que la funcién de Wigner puede tomar valores negativos, por
lo cual no cs una distribucién de probabilidad en el sentido ysual, De hecho corres-
ponde.a lo que en la literatura se coroce como distribucién de cuasiprobabilidad.
Ademis es ficil probar que esta acotada {57)

-2sW(zp)s2.

Otra propiedad de esta funcidn es

WPxmh) = 17 [ e Wi 2

donde:

n ym gmtn
_ gnem ;
{PrX"hy = Frogey, oxpl-i(up—uz)]
es el ordenamiento de Weyt {35].
" En el apéndice F reproducimos €l programa que usamos para caicular la funcién
- de-Wigner de un arreglo arbitrario de dates (z, ¥(z)). ‘Con este programa se
produjeron todas las figuras de este capitulo.

umy=G

En particular, pata estados coherentes generalizados descritos por funciouces
Gaussianas como la Ec. (3.1), 1a funcidn de Wigner es:

(z—2)

Wie) = 2o {-EZIL WGy B _apop)t, we

“Esta definicidn cs equivalente a fa dada ea ta Bc. (4.4).
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Figura4.l: (a) Funcién de Wigner W(x,p) de una Gaussiana coherente {w = 1 ecm?)
como funcidn de la posicién z y del momento p, (b} Curvas de nivel de W(x,p) en
el espacio fase.

es una funcién Gaussiana tridimensional, con centro en £ y ancho /i en las
coordenadas, y en momentos tiene centro en p y ancho {w|//Wr, su inclinacién es
arctan(2w;/w1) y alcanza su valor mdximo 2 en el origen{z =0, p = 0).

En laFig. 4.1 mostramos la funcién de Wigner dada en la Ec. (4.6) como funcién
de la posicién x y del momento p, asi como las curvas de nivel en el espacio fase
con intervalos de altura de 0.2, para una Gaussiana coherente (v =1 cm?}. En la
figura vemos que las curvas de nivel no son mds que circulos en el espacio fase,

4.4 Transformaciones canénicas lineales.

Los operadores X y P generan translaciones rigidas del espacio fase. Las transfor-
maciones candnicas lincales [35] son generadas por Hamiltonianos polinomiales de
segundo grado en X y P, es decir, por combinaciones lineales de los operadores

P} (PX +XP)[2, X 4.7)

Estos operadores son importantes en éptica ondulatoria porque describen sistemas
paraxiales y en dptica cudntica, divisores de haz, interferémetros, amplificadores
lineales, etc.

Los Hamiltonianes de las Ecs. (4.7) conducen a ecuaciones de movimiento lineal
que son jdénticas en la mecdnica cldsica y cudntica.

Entre las distintas distribuciones de cuasiprobabilidad propuestas cn Ja litera-
tura [58, 59, sélo hay una para la cual la evolucién cudntica lineal coincide con la
evolucién clisica (dada por la Ec. {(4.1)) [60], esta es ]a funcién de Wigner, Ec. (4.4).
De hecho, el requisito de covarfanza entre las transformaciones candnicas cudnticas
y clisicas lineales puede servir como una definicion alternativa de la funcién de
Wigner [61].
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Por cjémplo, la funcién @ (62}, definida qomo”

Q.5 = l(elV)P

- donde |a) ¢s un estado coherente con el parimetio o = (= + ip)/v/2, se comporta
como una distribucidn cldsica (Ec. 4.1) bajo traslaciones y rotaciones del espacio
fase, pero tiene una ley de transformacidn diferente bajo la accién del operader de
compresion, ver, e.g., [63].

Bajo dindmica linecal, la solucién cldsica detcrmina completamente la cudntica,
de manera que uno puede reducir el problema de resolver la ecuacién de onda a
la solucién de las ecuaciones de Hamilton cldsicas correspondicntes. De hecho,
uno puede tomar la funcién de Wigner describiendo cl estado inicial, encontrar su
solucidn de la Ec. (4.1) y si es necesario reconstruir la distribucién marginal. Nos
referiremos a la distribucidn de probabilidad clisica Ee. (4.1) que evoluciona de las
condiciones iniciales W(po, zo; t =0) como la funcién de Wigner “cldsica”. Debido
a que las funciones de Wigner cldsica y cudntica evolucionan de manera idéntica
bajo dinimica lincal, entendemos que la funcién de Wigner da la descripcién comiin
mas cercana de la dindmica cldsica y cudntica.

4.4.1 Accién del operador X2,

Como vimos en el capitulo anterior X?/2 corresponde a la accidn de un lente
delgado,

Clasicamente, ¢l operador X? transforma linealmente €l espacio como
T = Tg,
P = Po—xt,
" por lo que la funcidn de Wigner eldsica asociada a esta transformacién es
Wxa(z,p,t) = W(z,p+=tl),

en particular para un haz Gaussiano,

_z\? 2(p 54 2412

- Wxa(z,p,t) = 2exp [— -2+ |th (p—b+at)
. h

+2wz(r ~E)(p—p+ zt)

wh g

(4.8)
En la Fig. 4.2 se muestra la funcién de Wigner para una Gaussiana coherente cen-
trada en el origen para diferentes valores del pardimetro de evolucidn: En este caso
las curvas de nivel son elipses que sc alargan en p conforme ¢ aumenta conservando
el drea dentro de la curva de nivel Wz, t) =constante.
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Figura 4.2: Funcién de Wigner asociada a una Gaussiana bajo la accidn del ope-
rador X? para (a) t=0.5, (b) t=2.0. La Gaussiana inicial (en t=0) esta centrada -
en el origen v tiene un ancho w = 1. Se rmuestra la gréifica tridimensional de la
funcién de Wigner y las curvas de nivel en el espacio fase para intervalos de altura

de 0.1 a 1.9 espaciados 0.3.
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" Figura 4.3: Curvas de nivel en el espacio fase de la funcién de Wigner asociada a
una Gaussiana bajo la accién del operador {X P} para (a) t = 0.5, (b) t = 2.0y (c)
t = —2.0. La Gaussiana inicial esta centrada cn ef origen y tiene un ancho w= 1.
Los intervalos de altura van de 0.1 a 1.9 separados 0.3.

4.4.2 Accidén del operador {XP}.

Como vimos en el capitulo anterior (PX -+ X P}/2 comprime el espacio fase a lo
largo de una coordenada y lo alarga en la otra; transforma un oscifader arménico
en otro con frecuencia diferente.

Clasicamente, { X P} transforma el espacio como

r = roe*,
-t

P = poet,
por lo que Ja funcién de Wigner clisica asociada a esta transformacién es
Wixry(m pt) = Wize™, pc') ,
en particular para un haz Gaussiano,

_ (z— ey jwf(p~ ge=')?
‘ W(,\'PJ(E,PJ) = Zexp [— Py BT

2wz =3 —ﬁr:")] ]

wy : (4'9;) i
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Fn-la Fig. 43 se muestra la funcién de Wigner para una Gaussizna coberente
centrada en el origen para diferentes valores del parimetro de evolucién £, Como
vemos, conforme ¢ aumenta, la funcién de Wigner se comprime en el eje p alargan-
dose en = de forma que se conserva ¢l drea dentro de la curva de nivel W{z, p) = cte.
Para —t ¢l comportamiento es el mismo que si rotaramos /2 la grifica para 1.

4.4.3 Accién del operador P2

En éptica ondulatoria paraxial P?/2 genera la propagacién libre de rayos de luz
en un medio homégeneo.
'Clzigicamente, P2/2 transforma el espacio linealmente mediante

T

]

o + pot ,
P = Zo,

por lo que la funcién de Wigner asociada a esta transformacidn es
Wp(z, p,t) = W(z - pt,p) ,
~en particular para un haz Gaussiano,

_(z—z =5+ |w+ith(p — Y
wy

Wea(z,p,t) = QEXP[

2z =2~ Bt (e~ p)ws t)] L (4.10)
wy

En la Fig. 4.4 se muestra la funcién de Wigner para una Gaussiana coherente
centrada en el origen para diferentes valores del pardmetro de evolucién ¢. Como
vemos, ¢n este caso las curvas de nivel de la funcion de Wigner son clipses que,
conforme ¢ aumenta, se alargan en z conservando el drea dentro de Ja curva de
nivel W(z,p) = cte. El centro de las elipses es (%,5) y su inclinacién depende de
w. Estas grificas son las mismas de Wxz (Fig. 4.2) si intercambiamos ¢ por —¢ y
P por T. o

4.4.4 Accién del operador P2/2 4 X?/2,

Este operador corresponde al Hamiltoniano de oscilador arménico, P?/2-+w?X?/2,
cl cual genera rotaciones rigidas del espacio fasc alrededor del origen. La rotacidn
por un dngulo de #/2 es justamente la transformacién de Fouricr. Para librarnos
de w necesitamos hacer el cambio de variables X v X/, P s JWwP y 1 = tfw.
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Figura 4.4: Funcidu de Wigner asociada a una Gaussiana bajo la accidn del opera~
dor P? para t=0.5 Sec muestra la grifica tridimensional de la funcién de Wigner y
las curvas de nivel para intervalos de altura de 0.1 a 1.9 cen intervalos de 0.3, La
Gaussiana inicial esta centrada en ol origen y liene un anchow = 1.

Cldsicamente este operador transforma el espacio como
z = zpcost+ pgsint , »=—Tosint+ pycost,
por lo que la funcién de Wigner serd

Wiga o2z, p3t) = Wz cost — psint,zsint + pcost).

4.5 Transformaciones no lineales.

Ahora consideraremos las transformaciones candnicas no lineales generadas por los
polinomios de cuatto grado en X y P. Tales Hamiltonianos son combinaciones

lineales de los operadores

P O{XPY), {X°Pw, {X°P}, X*. {(4.11)
Un cjehplo particularmente importante de Hamiltonianos polinomiales de cuarto
grado en dplica cudntica es

H = P 4 X (xR P+ XY

¢l cual describe el medio de Kerr Sptico en las variables X y P de un solo modo
del campao electromagnético.

En ¢} caso no lineal, la solucién cldsica no determina la dindmica cudntica
dado que los productos de P’s ¥ X's entran en las ccuaciones de movimiento de
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Heisenberg. El valor medio de estos productos (e.g., ({PX}(t))) son variables
adicionales que estan ausentes en las ecuaciones cldsicas. Por lo tanto, las funciones
de Wigner cldsica y cudntica evolucionarin de distinta manera. -

Supondremos que el estado inicial del sistema estd dado por una funcién de
onda Gaussiana en la representacién de coordenadas, Ec. (3.13). Como hemos
visto, la funcién de onda en la representacién dec momentos y también la funcién
de Wigner son Gaussianas. Bajo evolucién lineal las Gaussianas continuan siendo
Gaussianas tal vez de pardmetros distintos. Dado que la evolucién lineal es la
misma en los casos cudntico y cldsico, debemnos concluir que los estados coherentes
generalizados (ECG) son estados sernicldsicos®. Sc sabe que ica tinicos estados que
tienen funciones de Wigner positivas en todo el plano son los ECG [48]. Bajo
evolucién cudntica no lineal, la Gaussiana inicial pierde su forma y su funcién de
Wigner tomard valores negativos en algunas regiones del espacio fase. Es de esperar
que las fluctuaciones cudnticas expandan el estado inicial coherente.

Podemes resumir la imagen general como sigue: La funcién de Wigner Gaus-
siana inicial es una “montafia” en el espacio fase. Bajo evolucién lineal, tanto
cldsica como cudntica, se mucve, rota y comprime preservando el drca dentro de
una curva de nivel dada. La evolucién ne lincal cldsica también puede deformar
la apariencia de la montaila manteniendo el drea constante. Pero !a evolucién no
lineal cudntica, aunque mueve la cima de la montafia de acuerdo con la imagen
clasica muestra un nuevo fendmeno: la aparicién de “oscilaciones cuinticas” en la
regién céncava de las curvas de nivel de la montafia. Este es un fendmeno pura-
mente cudntico y, como veremos, no tiene contraparte cldsica. Bajo evolucién no
lineal es de esperar que el drea ya no sc conserve, pero en este caso ya no es claro
como definir el elemento de volumen en cl espacio fase. Por supuesto la contraparte
cudntica del concepto de conservacién del volumen fase clisico serfa muy util. Esto
nos lleva a plantear en dptica cudntica la pregunta jcudl es la marcra mds natural
de describir fluctuaciones cudnlicas?®

Mientras consideremos transformaciones lineales se conoce la respuesta: uno
puedeusar el lado izquierdo de la relacién de incertidumbre de Schrddinger-Robertson
(64],

1
§=0.r0p ~0l, > I (4.12)
la cual vimos en el capitulo anterior. La igualdad en la Ec. (4.12) sc da para
estados Gaussianos puros. Dodonov y Man’ko notaron que el valor § en la Ec.

(4.12) es invariante bajo transformaciones candnicas lineales tanto en mecdnica

SNotemos que los ECG incluyen estndos comprimidos a pesar de que la compresion ususlmente
se considera como un atributo no clisica. Consideramos a los ECG como cstados semicldsicos
porque estamos interesados en el comportami dindmieo, i.e., en las propiedades de transfor-
macién de los estndos y todos los ECG se transforman entre 5§ por transformaciones lincales que
son esencialmente semicldsicas,
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Figura 4.5: Funcién de Wigner p;ra un estado de gatt; de S;:l)radingef..Se muestra
la grifica tridimensional de la funcién de Wigner y las curvas de nivel para intervalos
de altura de 0.1 a 1.9 con intervalos de 0.3.

cldsica como cudntica [34]. La dindmica lineal no conduce a ningin crecimiento
extra de las fluctuaciones cudnticas sobre las cldsicas. :

Sin embargo, bajo transformaciones no lincales, § no es un invariante ain en
la mecdnica cldsica, por lo que & no puede describir en general un elemento de
volumen en el espacio fase ya que este se conservaria bajo cualquier transformacion
candnica cldsica, lincal o no lincal. Entonces, ¢l pardmetro de Dodonov-Man'ko &
puede utilizarse mejor para caracterizar el “grado de no linealidad” del sistema, en
lugar de su “grado de no clasicalidad” como se menciona en la Ref. {65). De hecho
este pardmetro es muy itil para describir ¢l comportamiento no lineal a tiempos
cortos, adn cuando no sicnte efectos globales (tales como los estados de gato de
Schrédinger) que aparecen a tiempos largos.

Este es el mejor momento para mencionar algunas propicdades de los esta-
dos de gato de Schrédinger. La distribucién de cuasiprobabilidad para un estado
coherente es una Gaussiana centrada en el punto (Z, 5) del plano fase. La super-
posicién cudntica de dos estados cohercntes con coordenadas y momentos macros-
copicamente distinguibles (21,5,), (£2,52) es un cjemplo de un estado de galo de
Schrddinger [66). Cualquicr distribucién de cuasiprobabilidad es diferente de cero
en la vecindad de los puntos (Z1,51) ¥y (£2,72). Méas aln, la funcién de Wigner
también muestra oscilaciones rapidas en el punto medio (%1 + £4)/2, (51 + 2)/2,
que revelan la superposicién coherente de los estados (ver Fig. 4.5). En una mezcla
estadistica de los mismos estados, no hay oscilaciones. Las incertidumbres en coor-
denadas y momentos para el estado de gato tienen valores del orden de |z, — Z| y
|81 ~ p2|. El pardmetro § en la Ec. (4.12) no toma en cuenta que la particula sélo
puede estar en la vecindad de los puntos (Z1, 1), (£24P2), ¥ nunca entre ellos,

La dificultad para describir fluctuaciones cudnticas para estados de gato de
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puede sa.lva:se usando.la entropia como una medida de fluctuacién
Jo:Dado: ‘que no': hay’una distribucion verdadera en. el espacio fase cudntico,
! - Wehrl: [68] ropuso calcular. la entropia utilizando la funcién @ que es positiva

dp d:::

So=—/QlogQ (4.13)

-+ La’entropfa de Welhrl tiene informacién més precisa sobre el volumen de espacio”
"~ fase ocitpado por el estado cudntico; por lo que es especialmente conveniente para

.. 1a'descripcién de los estados de gato de Schrddinger {69]. En particular, si'el estado

de gato consiste de 3 componentes bien separados, entonces
Sq = So +log i,

donde Sp es la entropifa de un solo componente. Por lo tanto, la entropia de Wehrl
es un buen candidato para describir el volumen de cspacio fase ocupado por el
estado cudntico. Desafortunadamente, Sg no ¢s invariante bajo transformaciones
de compresién® [70], la entropia de Wehr! sobreestima las fluctuaciones cudnticas
de estados comprimidos.

. Buscamos una cantidad que pueda servir para separar entre la dindmica clisicay
cudntica y, desde el punto de vista de aplicaciones, que determinesi la aproximacién
semicldsica es buena o no. Recordando que las transformacioncs linezales cambian
la funcién de Wigner covariantemente en dinimica cudntica y cldsica, podemos
concluir que los aspectos especificamentc cudnticos de un sistema son debidos a la
parte no lineal de la dindmica, la cual transforma un estado semicldsico inicial en
uno “altamente cudntico”. Entonces, el parametro que distingue entre la dinamica
cldsica y la cudntica también debe separar entre estados semiclasicos y “altamente
cudnticos” [T1}.

Tendriamos una medida de la clasicalidad de los estados que tenga todas las
propiedades descadas si pudiéramos calcular la entropia usando la {uncién de
Wigner como una distribucién de probabilidad. Sin embargo esto es imposihle
dado que la funcién de Wigner pucde tomar valores negativos?. Mas afin, es-
tos valores negativos son una manifestacién importante de la no clasicalidad del
estado. Podemos considerar otras {unciones monotdnicas en lugar del logaritmo
estudiando el comportamiento de integrales del tipo [46]

d] pda:

I= ff(W) (4.24)

%Esto es debido al “rnal” cornportamiento de la funcién @ bajo compresién
7La entropia esta determinada como el valor medio del logaritmo de la distribucién, el cunl'no
esta definido para valores negativos.
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donde (W) es cualquier funcién monoténica de la funcién de Wigner®. .Es im-"

portante notar que esta integral es invariante en el caso cldsico bajo cualquier
transformacién canénica, lineal o no lincal. Para verificar esto cambiemos las vari

bles z,p ++ zo(z, p,1), po(z, p,t), donde zo, po es el punto inicial de la trayectoria:.
clisica que pasa por el punto z(t), p(t) al tiempo ¢. La invarianza de la integral .
(4.14) se sigue de la conservacion del volumen de espacio fase bajo transforma- -

ciones candnicas®. En el caso cuéntico, las inlcgrales {4.14) son invariantes bajo
transformacioncs linecales.

Las funciones monoténicas mas simples son las potencias W¥, en cuyo caso, las. -

integrales (4.14) son los momentos de la funcién de Wigner:

k dpdz
L) = 5= [WHennEE,

Las cantidades correspondicntes para distribuciones de probabilidad verdaderas
se conocen como ‘entropias e” [72]. Estas obedecen algunas desigualdades que
reflejan las relaciones de incertidumbre [73] (¢f. Rel. [74]).

De la condicidén de normalizacion sc siguc que f; = 1. Ademas, para cualquier
estado puro, J; = 1. Para estados mezclados descritos por la matriz de densidad
p, €l segunde momento da la purcza del estado I3 = trace(p®) [48, 75]. Por lo
anterior, sélo los momentos Iy, & 2 3 contiencn informacién no trivial. Es facil
checar que nuestra normalizacidn implica que para cualquicr estado Gaussiano puro
I = 1. La evolucidn lincal cudntica preserva los valores iniciales de los momentos.
Sin embargo, la cvolucién cudntica no lincal del cstado Gaussiano inicial puede
disminuir los valores de los momentos I, para k > 3.

Se pueden escribir los momentos (4.15) directamente en términos de las fun-
ciones de onda en la representacidn de coordenadas o momentos (sin usar la funcién
de Wigner). De hecho, sustituyendo la Ec. {4.4) en la Ec. (4.15) e integrando sobre
p tenemos,

E=1,2,.... (4.15)

1
I{t) = k/dz dry- o drim [ 9 (@+ri)¥(z—15)
J=1
U (x—ri— ... —rea)¥(z+r+ ... Freg).

Esta ecuacién (y otra similar en términos de la funcidn de onda en la representacién

8Ls definicién de entropia usa la funcién logaritrno pars temer una cantidnd aditiva para
sistemas que consten de subsistemas no interactuantes. Como trabajarmos con un sole grade
de libertad que no pueden scpararse en subsistemas, podemos librarnos de 1a necesidad de una
propiedad aditiva,

®No podemos introducir en el integrando de (4.14) ninguna dependencia adicional de z y
p distinta de la contenida en la funcién de Wigner ya que esto destruiria la invarianza bajo
iransformaciones candnicas clisicas.
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‘de momentos) pueden ser utiles en el estudio de las propiedades analiticas de los
momentos. '

En lo que resta de este capitulo calcularemos numéricamente los momentos I
para & = 3,4,5,6 para distintos ejemplos de dinimica no linecal gobernada por
Hamiltonianos del tipo (4.11) y mostraremos que de hecho estos momentos tienen
informacién importante que sc puede usar para distinguir la dindmica semicldsica
de la dindmica cudntica, y los estados semicldsicos de los cudnticos. Mds ain, se
pueden usar para detectar gatos de Schrédinger.

4.6 Aberraciones dpticas.

En esta seccion utilizaremos la terminologia de la éptica ondulateria. La teoria de
Lie de aberraciones de imagenes geométricas {52] identifica los operadores (4.11)
con las aberraciones de tercer orden en un medio Sptico bidimensional. La dis-
tribucién marginal [¥(z)|? en la Ec. (6) es la intensidad de la luz en una pantalia
unidimensional de coordenada z. La designacién usual de z para la coordenada
sobre el eje dptico es reemplazada por el pardmetro de evolucién ¢. Investigaremos
la accién de aberraciones sobre un estado inicial coherente vacio i.e., una Gaussiana
de ancho 1 centrada en ¢l origen del espacio fase.

4,6.1 Aberracién esférica P*.

En 6ptica ondulatoria corresponde a la primera correccidn a la propagacién libre
paraxial (aberracidn esférica). También describe la primera correccién relativista
a la ecuacitn de Schrdédinger.

En las Figs. 4.6 mostramos la evolucién cldsica y cudntica de un estado coherente
vacio inicial para ¢ = 0.5 y ¢t = 2.0. Los cstados resultantes ya no son Gaussianos,
pero se representa por una montafia quc se expande rapidamente en z. La dife-
rencia entre el caso cldsico y el cudntico se nota en las oscilaciones adicionales que
aparecen en la funcidn de Wigner cuintica, las cuales se ven en las Figs, 4.6a-
d y estan ausentes cn las Figs. 4.6e,f. En las curvas de nivel se observan como
pequenas islas que se forman en la parte céncava de la montaita principal; su
drca es considerablemente menor que ¢l drea del estado vacio. A este fenémeno
le llamaremos “oscilaciones cudnticas” {45]. La presencia de estas “oscilaciones
cudnticas” en el espacio fase claramenteindican el caracter cudntico de la evolucién.
Tenemnos un estado “mds cudntico” cuando las oscilaciones son més intensas.

El comportamiento de los momentos, mostrado en la Fig. 4.7 es bastante plano.
Hay un' decrecimiento en lodos los momentos mayores al segundo. La constancia
de 12 es una prucba numérica de la confiabilidad de los cdlculos. La figura indica
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Plgura_ 4.6: Evolucidn de las funciones de Wigner clisicas y cudnticas para el Hamil-
toniano P* (aberracin esférica). (a,b) Graficas tridimensionales de las funciones
de Wigner cudntica para t = 0.5 y ¢t = 2.8; (c,d) curvas de nivel de las mismas
funciones de Wigner; (e,f) curvas de nivel de las funcicnes de Wigner clasicas para

los mismos instantes de'tiempo.
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Figura 4.7: Evoluc:on temporal de los momentos. de las funciones de Wigner
cuénticas para el Hamiltoniano P4. I, (linea punteada) se muestra como una
prueba de nuestro cdlculo numérico. La disminucién de los momentos [ para
k 2 3 revela la diferencia entre la dindmica cldsica y cudntica.

que los estados semicldsicos continuan siendo una buena aproximacién a los estados
cuanticos.
4.6.2 Coma {XP%}.
El generador de esta transformacion es
3
H={XxP?} =P“X+i§l”.

En 6ptica este Hamiltoniano corresponde a la aberracién llamada coma. También
es la primera aproximacién al fenémeno de coma relativista [76)].

La ecuacién de Schrédinger en la representacién de momentos es la ecuacién
diferencial de primer orden

0.H(p,1) = {78, + S p)T(p, 1)

cuya solucién exacla la encontramos en el capitulo anterior,

N 1 . P
= [
e t) = gy v (\/1 — ot O) '

siendo ¥(p, 0) = 714 exp[—p*/2] )a condicidn inicial. La funcién de Wigner pucde
caleularse numéricamente de la Ec. (4.4) para producir las Pigs. 4.8a-[. Sc observa
un corrimiento simétrico de la montafia y compresién cn momento. En el caso
cudntico nuevamente tencmos “oscilaciones cudnticas” en la parte céncava de la
montaiia principal,
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Figura 4.8: Igual que en la Fig. 3.6 para cl Hamiltoniano {X P3} (coma).
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Las solucxones a las ecuacmnes de movimiento clasxcas son

‘ zo =z(l — 2p28)%2, \/T:Tz?"

donde Ia trajec'toria z = z(t),p = p(l) empieza en el punto zo, po. Noternos
que todo el rango de momento inicial —co < pg < oo se mapea en el intervalo
1@ < 1/\/_-2- no Lay puntos mids alla de este intervalo.  En el nivel cudntico,
la funcién de Wigner al tiempo t es cero fuera de la banda Ip| < 1/v2 y la
condicién de normalizacién involucra la integracién unicamente sobre esta banda.
Esta compresion en la variable de momento corresponde a la compresién hacia el
frente de las direcciones de los rayos bajo coma relativista en la pantalla en dptica
geométrica [76).

4.6.3 Astigmatismo {X?P%}y.

El astigmatismo puede caracterizarse clasicamente como una rolacidn hlperbolxca
diferencial del espacio fase. .

Como vimos en el capitulo antetior, el Hamiltoniano en la representacnon de
coordenadas ticne la forma

H = {X?P?)y = %07 ~ 20, ~ 3.

Se puede encontrar exactamente la funcién de Green para este Hamiltoniano; sin
embargo, es mds conveniente resolver numéricamente la ecuacién diferencial para
la funcién de onda (ver apéndice C) y entonces encontrar la funcién de Wigner por
integracién (ver apéndice F).

En las Figs. 4.9a,b vemos una montafia simétrica que se desarrolla de nuestro
estado coherente vacio inicial para ¢ = 0.1 y ¢t = 0.5. En ¢l caso cudntico tenemos
“oscilaciones cudnticas” mucho mds intensas en la parte céncava de la montafia
principal. En las Figs. 4.9¢,d vemos entre otras las curvas de nivel cero, las cuales,
debido a la forma de las oscilaciones cudnticas aparecen como si fueran hiperbolas.
Los valores de los momentos que se muestran en la Fig. 4.10, decaen proporcicnal-
mente mas ripido que en ¢l caso de aberracidn esférica y coma. (Noternos que
cstas figuras también estan calculadas para tiempos mds cortos que los de las otras
aberraciones).

4.6.4 Distorsién {X3P}.

Este opcrador en la representacién de coordenadas toma la forma

J=—i [;33, + gf] )
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Figura 4.9: Evolucién de las funciones de Wigner cldsica y cudntica para el Hamil-
toniano {X2P?}hy (astigmatismo). (a,b) Graficas 3-dir ionales de las fu

de Wigner cudntica para ¢ = 0.1 and ¢ = 0.5; {c,d) curvas de nivel de las mismas
funciones de Wigner cudnticas; (e.f) curvas de nivel de las funciones de Wigner'
cldsicas para los mismos instantes de tiempo.
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Fig:uref 4 Lo misiﬁédue'cn la Fig. 3.6 para el Hamiltoniano {X2P?}y (astig-
matismo).: - i .

..La ecuacién diferencial para distorsién en la representacién de coordenadas tiene
Ja-misma forma que la ccuacién para coma en la representacién de momento si

" cambiamos t por —t. Coma y distorsién son conjugados de Fourier uno del otro
[77] por lo que la evolucién bajo distorsién corresponde a dindmica comética en
reversa,

1 T
Myt = a7z e (\/1+2:2t) :

Las funciones de Wigner cldsica y cudntica se rnuestran en las Figs. 4.11a~f,
Como vimos antes, coma comprime el espacio fase a lo largo del cje de momento,
correspondientemente, la distorsién lo expanderd a lo largo del eje de coordenadas,
como.se ve de las trayectorias cldsicas,

,» p=p(l =23,

Estas trayectorias alcanzan infinilo en un tiempo finito: en ¢, los puntos que ini-
cialmente ticnen coordenadas |} < 1/v/2f continuaran ¢n ¢l plano finito, micntras
que los puntos 1o = *1/+/2{ se mapearan en infinito. Los puntos [zo] > 1/v2(
desapareceran del espacio fase cldsico por lo que no contribuiran a la solucién
cudntica, Por lo tanto, no se conserva la normalizacion de la funcién de onda. Esta
propiedad poco grata del Hamiltoniano de distorsién fue notada por Klauder [78].
Correspondientemente, los momentos I; e /o no son constantes ecn este caso. En
la Fig. 4.12 mostramos los momentos para distorsién donde sc observa claramente
csta inconveniente propiedad.
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Figura 4.11: Lo mismo que la Fig. 3.6 para el Hamiltonianq{X’}i’}"(diégorﬁdri)". -
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" Figura 412 ‘Lo mismo que cinla Fig. 36 para ol Hamiltoniano {X3P} (distorsién).
4.6.5 Pocus X%,

" Pocus es la transformada de Fourier de la aberracién esférica: amplia el haz de
rayos en momento y dcja la coordenada de posicidn invariante, por lo cual no
afecta la calidad de la imagen geométrica y no se incluye en la clasificacién de
Seidel tradicional [79]. Su dnico efecto es multiplicar la funcién de onda por una
fase eft=",

La evolucién de la funcién de Wigner se puede encontrar de la aberracién
esférica por rotacién de Fourier del plano fase ¢ inversién del tiempo. Se mues-
tra en las Figs. 4.13a—{ para ¢t = 0.5 y ¢ = 2. Los momentos Ij son invariantes bajo
esta transformacién por lo que coinciden con los de la Fig. 4.7.

4.7 Maedio de Kerr no lineal.

Un modele exitoso de medios épticos activos en los que la auto-interaccién del
campo tiene lugar es el medio de Kerr {42, 43, 80, 81, 82]. Su Hamiltoniano cs
un oscilador arménico que describe un solo modo cuantizado del campo electro-
magnético de frecuencia «w mas un término de auto-intcraccidn con una constante
de acoplamiento x [43]. Tiene la forma

1 2
H=3(P+uX") + ;‘—,X(Puw’x?)-. (4.16)

En electrodindmica cuantica, el Hamiltoniano se escribe usualmente en términos
del operador de mimero de fotones # = ala como H = wh + x#? (donde w es
el corrimiento relacionado con la Ec. (4.16)). Es claro que el Hamiltoniano de
oscilador arménico y ¢l Hamiltoniano Kerr total tienen los mismos eigenvectores.
El niimero de fotones se conserva pero hay una evolucidn no trivial del campo fase.
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Figura 4.13: Igual que en la Fig, 3.6 para ¢l Hamiltoniano X4 {pocus),
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En el apéndice G se reproduce el programa con el cual s¢ calcularon los datos de
las Figs. 4.14a~f donde se muéstra la evolucién temporal de la funcién de Wigner
bajo el Hamiltoniano Kerr. La evolucién correspondiente de los momentos est4 en
la Fig. 4.15. En estas figuras tomamos x = 1. El primer término en ¢l Hamiltoniano
(4.16) produce una rotacién rdpida de las graficas con frecuencia angular w que no
es importante, por esto trabajamos en la imagen de interaccién que substrae esta

. rotacién.

Al principio del proceso, para f pequeiia, £ = 0.02, la funcién de Wigner Gaus-
siana inicial centrada en el punto £ = /27t = 5.7,5 = 0 1°, es ostirada y rota
en el plano fase (ver Fig. 4.14b); todos los momentos mostrados en las Fig. 4.15
estan muy cerca de la unidad y cl estado es aiin casi semicldsico. Sin embargo, esta
comprimido en una direccién definida cn el plano fase.

Conforme el tiempo avanza (ver Fig. 4.14c¢), el estado del campo se estira, no
a lo largo de una linea recta pero a lo largo de un circulo, extendiendose en fase.
Esto produce la forma de “luna creciente” de la distribucién de cuasiprobabilidad,
La deformacién de la cima de 1a montafia continua siendo semicldsica. Sin em-
bargo, la forma de la montaiia esta lo suficientemente curvada para que aparezcan
“oscilaciones cudnticas”. Cuando los momentos /. todavia no son muy pequefios,
I; ~ 1 (Fig. 4.15), estas ondas son débiles por lo que su contribucién al volumen
del espacio fase es pequefia. El drea de la montafia aumenta lentamente micntras
la dispersién angular crece rapidamente, de mancra que esperamos una compresion
de la amplitud radial. Esto ocurre un poco lejos de la direccién radial, pero puede
transformarse en compresién de la amplitud si desplazamos el origen del plano fase
de forma que [o tengamos en el centro de curvatura de la lueca creciente, Fisica-
mente esto se pucde lograr colocando el medio Kerr no lineal dentro de uno de
los brazes de un interferémetro Mach-Zehnder, como lo propusieron Kitagawa y
Yamamoto [43]. De esta manera se puede alcanzar una fuerte compresién en las
fluctuaciones del nimero de fotones'!. La compresién de amplitud de Kerr puede
realzarse eligiendo como estado inicial un estado ya comprimido [82].

Cuando t avanza mas (Fig. 4.14d), la amplitud angular se vuel ve comparable con
27 y las “oscilaciones cuanticas” se hacen muy intensas volviendose comparables a
lo que resta de la luna creciente original (la montafia cldsica) y ocupando todo el
interior. Es claro, que la razén de estas oscilaciones ¢s la auto-interferencia en el
espatio fase. Podemos decir que distintas partes de la distribucién de cuasiproba-
bilidad crean franjas de interferencia cuando se reunen entre si.

En algunos instantes de tiempo la auto-interferencia produce ondas estacio-

*9Esta no es la Gaussiana para ¢l estado vacio sino que corresponde al estado ccherente de
Glauber con el nimcro de fotones 7 = 16

*1Notemos que las oscilaciones cuinticas son invisibles en las gréficas de la funcién @ usadas
cn la Ref. [43].
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Figura 4.14: - Evolucién de la funcién de Wigner para el Hamiltoniano
x(P*w 4+ X?w)? (medio de Kerr). El estado inicial es uno coherente descrito
por una distribucién de Poisson con it = 16. (a) t = 0; (b) ¢ = 0.02; (c} ¢t = 0.05;
(d) £=0.2; (e) t = #/3; (f) { = =/2; vemos los gatos de Schradinger para { = 7 /3
yt==/2,
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Pigura 4.15: Evolucién temporal de los momentos de las funciones de Wigner =
cudnticas para el Hamiltoniano de Kerr. (a) Momentos pares I (linea punteada),
I; e I;. (b) Momentos impares {; (linea punteada), I5 e I5. Las lineas verticales
punteadas corresponden a los instantes de tiempo 7 /6, #/5, /4, /3, 2[5, x /2y
3x /5, cuando aparecen los gatos de Schrodinger.

narias a lo largo del circulo. Estas ondas se forman en el medio Kerr a xt =
Iw/m, siendo I, m enteros mutuamente primos, | < m < /7. Estos corresponden
a los gatos de Schrédinger [66]; ver Figs. 4.14e,f. El estado de gato al tiempo
xi = Ir/m tiene m componentes, que son bien notorios en el medio Kerr. Esto
es una consccuencia de un espectro entero del Hamilloniano de interracién Kerr
1%, ‘El fenémeno de auto-interferencia también aparece en el modelo de Jaynes—
Cummings {83] y en el de Dicke [84]. Sc ha mostrado que el campo en ambos
modelos, para condiciones iniciales especiales puede describirse por el Hamilteniano
efectivo Hpjae ~ /% + 1/2 [84], i.e., la raiz cuadrada del Hamiltoniano de oscilador
armdnico. Entonces, el Hamiltoniano de Dicke genera una evolucidn que cn cierto
sentido es similar a la del Kerr (¢f., {85]); sin embargo, el Hamiltoniano efectivo
no tiene un espectro entero y los gatos de Schrédinger no son muy notorios. Es
importante remarcar que las bandas de interferencia bruscas entrelas componentes
del gato en las Figs. 4.14e,f no existirian st el estado fucse una mezcla estadistica
de los mismos componentes. La funcién @ no muestra ninguna estructura entre
los estados por lo que no permite distinguir entre la superposicién coherente y la
mezcla estadfstica de los componentes.

La mayor parte de la informacién contenida en las grificas de la funcién de
Wigner puede restaurarse de la grifica de los momentos fa_g (Fig. 4.15). Los
instantes de ticmpo cuando csperainos compresion de la amplitud son aquellos
donde el pico inicial atfin conserva su identidad y los momenios estan cerca de
1. Cuando la funcién de Wigner muesira complicadas franjas de interferencia
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(oscilaciones cudnticas), los momentos toman sus va]ores mads- bajus. Los t)cmpos
cuando los estados de gato de Schrddinger- apamcen corres onden a- picos bien
pronunciados de los momentos pares. : :

4.8 Conclusiones.

La diferencia entre la dinamica cldsica ¥ cudntica estd relacionada con el fenémeno
de auto-interfercncia en el espacio fase. Para un movimiento cuasiperiodico, con-
duce a los estados de gato de Schradinger. Tales estados pueden producirse cuande
el campo electromagnético cuantizado se propaga dentro de un medio de Kerr
Sptico. Es un fendmeno global dado que ¢l estado cudntico se expande en todo el
volumen fase permitido por las leyes de conservacién y usualmente ocurre a tiempos
mayores que el periodo de oscilaciones ripidas del sistema.

En estc capitulo adquirimos la imagen general siguiente. La funcién de Wigner
Gaussiana inicial describe una montafa en el espacio fase. La evolucién lineal,
tanto cldsica como cudntica, mueve, rota y comprime esta montafia conservando su
drea, La evolucién no lineal cldsica también puede curvar la forma de la montafia,
pero ain se mantiene el drea constante. La evolucén cudntica no lineal mueve
la cima de la montafia de forma que recuerda la evolucidn clasica. Sin embargo,
aparecen “oscilaciones cudnticas” en las concavidades de la montafia. El drea ya
no se conserva.

Mostramos que la dindmica cudntica no lineal también difiere de su contraparte
clésica para tiempos cortos, cuando el estado atin esta bien localizado en el espacio
fase. La no clasicalidad se manifiesta por 1as oscilaciones cudnticas. Los momentos
altos de la funcién de Wigner pueden usarse como caracteristicas numéricas de esta
diferencia, dado que cambian en el caso cudntico pero son constantes en la imagen
cldsica.



Capitulo 5

La paradoja de Zenén cuantica.

5.1 Introduccidn,

El efecto de Zendn cudntico es la inhibicién de transiciones entre estados cudnticos
provocada por mediciones frecuentes. El cambio en la dindmica de un sistema
cudntico bajo obscrvacién frecucnte o continua, generalmente se deriva de la hipé-
tesis de reduccidén o colapso de la funcién de onda, que es el postulado central
de la teorfa de mediciones cuanticas! {88]. El tinico experimento en el cual se ha
demostrado claramente el efecto de Zenén cudntico [89], no ¢oncluye la necesidad
o validez del postulado de reduccidén, ya que puede cxplicarse no sélo ecn base a
este postulado [90] sino resolviendo el problema mecinico-cudntico con disipacién
{91, 92]. En este capftulo utilizamos el iltimo punto de vista para analizar el efecto
de Zendn cudntico en un sistema de tres niveles y su habilidad para realzar la
captura de radjacién comparado con ¢l mecanismo de captura coherente [92, 94].
Un problema que ha sido objeto de discusién permanente desde la creacidn de
la mecdnica cudntica es el de mediciones cudnticas {47], en particular, el colapso
del paquete de onda en una medicién cudntica (postulado de reduccién de esta-
dos de von Neumann {95)) fuc considerado una hipstesis preliminar y una adicién
artificial a la teoria cudntica. En la seccidn 5.2 revisaremos en qué consiste este
problema y qué es el postulado de reduccidn de estados de von Neumann., En este
marco enfocaremos nuestra atencién a la paradoja de Zendn cudntica (seccién 5.3).
Desde ¢l punto de vista de la mecdnica cudntica con disipacidn, la interaccién de
un sistema cudntico pequefio con un aparato de medicién macroscépico inevitable-
mente introduce una disipacién en la dindmica del microsistema, la cual provoca
un colapso de los elementos no diagonales de la matriz de densidad, los cuales

!La primera vez que aparcce en la literatura Ia paradoja de Zendn fue en ¢l trabajo de Khalfin
{86] y despuds Yourgrav se refirié a clla como la paradoja de Turing [87].
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conducen al efecto de Zendn cudntico. Bajo este enfoque, en la seccidn 5.4 resolve-
mos las ecuaciones de Bloch dpticas para un sistema de dos niveles. Para el caso
de un sisterna de ires niveles planteamos dichas ccuaciones en la seccién 5.5. En
la seccidn 5.6 resolvemos cste sistema de ccuaciones cuande no hay mediciones,
io cual corresponde al fendmeno de captura coherente. Los resultados numéricos .
para el caso de medicién continua se presentan en la seccién 5.7, mientras que en
la seccién 5.8 analizamos pulsos dépticos sucesivos. En la seccién 5.9 aparecen las
conclusiones de este capitulo.

Los resultados que presentamos aqui aparecieron en los articulos (93] (que re-
producimos en ¢l apéndice H) y [94] (ver ¢l apéndice I).

5.2 El postulado de von Neumann sobre la re-
duccién de estados.

El estado de un sistema fisico en un instante de tiempo dado ¢ se determina por el
operador de densidad p(t). Una medicién determina los valores de algiin observable
fisico 2. Supongamos por simplicidad que esta variable ticne un espectro discreto
wy con eigenfunciones |n). Si ¢l estado de un sistema se represcnta por:

p(t) = 37 In)pnmiml, (5.1)

después de la medicién, los elementos de l2 matriz de densidad no diagonales co-
fapsaran a ceros y la matriz de densidad tomard una forma diagonal, i.e., el estado
del sistema se reducird a:

p(t) = 3 Im)pmm{ml. (5.2)

Por lo tanto, después de la medicién, el estado del sistema es una mezcla estadfstica
de eigenestados y desaparece toda la coherencia del sisterna. (eneralmente se
supone que es necesario agregar como un postulado extra este cambioe discontinuo
en cl éstado del sistema y la reduccién se introduce “a mano™ siempre que sc
realiza una medicién. Esto es Io que se conoce en la literatura como el postulado
de reduccidn de cstados de von Neumann [95]. Por otro lado, para hacer una
medicidn se requiere permitir la interaccidén de un sistema fisico con un aparato de
medicién macroscdpico, lo cual puede describirse completamente por la ccuacidn
de Schrbedinger para cl sislema y el aparato. En este sentido, cl postulado de
reduccién de estados es una consccuencia de la teoria en lugar de ser un postulado
adicional {96]. Para el fenémeno que describimos en este capitulo, la interaccidn
del sistema con el aparato de medicién puede describirse completamente usando
dindmica cudntica irreversible [97].
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Figura 5.1: El sistema de tres—niveles con una configuracién “V”. A representa la
frecuencia de Rabi de la transicién intensa, v es el ancho natural de linea de la
transicidén éptica y 8 es la frecuencia de Rabi de la transicién débil.

Como un ejemplo de una medicién cudntica podemos considerar un sistema
cerrado de dos niveles. Mientras no se mide, este sistema evoluciona de acuerdo
con la ecuacion de Schrédinger de manera que en ausencia de “mediciones” el
sisterna prescnta transiciones entre los niveles. Misra y Sudarshan [88) probaron que
cuando se aplica el postulado de reduccidn de estados de von Neumann a un sistema
de dos niveles se produce lo que se conoce como la paradoja de Zendn cudntica:
mediciones frecuentes inhiben la evolucién temporal unitaria de un eigenestado del
sistema deteniendo la evolucién en el limite de infinitas mediciones frecuentes. Su
prueba se basa en una sucesién de evolucién temporal unitaria ¥ una reduccién ad
hoc de la funcidn de onda considerando el proceso de observacidn continua como
el limite de mediciones instintancas sucesivas cuando el intervalo entre mediciones
tiende a cero. Este efecto esta relacionado con desviaciones de la ley exponencial a
tiempos muy pequefios (98], Sin embargo [08, 99}, en cl espacio vacio la paradoja
de Zendn no es un fendmeno importante porque una medicién es un proceso fisico
que dura cierto tiempo y este intervalo de tiempo generalmente es mayor que el
tiempo para la manifestacién de la paradoja de Zendn. Garcia Calderdn etf. al han
considerado las desviaciones de la ley exponencial a liempos grandes {7]

5.3 La paradoja de Zendn cuantica.

Cook [90) propusé usar una transicién manejada por resonancia en un ién capturado
como una verificacién experimental del efecto de Zenén cudntico (ver Fig. 5.1),
donde el estado base se denota por |0) y el excitado como {1). Nuestro objcto es
un dtomo de dos niveles que consiste de los estados |0) y |1}. La dindmica libre
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cvolucion
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* Figura 5.2 Secucncxa de pulsos en el expcnmentn dc lmno el, al Isal = rcprcsenta
“1a longitud del pulso y T la longitud del intetvalo enire pulsos

de nuestro objeto {en ausencia de mediciones) consiste de oscilaciones de Rabi
con ln frecuencia 8. Para provocarlas, se aplica un campo de radio frecuencia en
resonancia con la transicién {1) — [0). La frecuencia de Rabi f es praporcional a
la amplitud de este campo, i.¢e., a la raiz cuadrada de la intensidad del campo y al
elemento de matriz del momento dipolar correspondiente a la trausicidn {1) — |0).
Es importante que la emisién espdntanca del nivel {1} al |0) sez muy pequeiia, de
forma que pueda despreciarse durante ¢! experimento, Para eliminar transiciones
espontineas a otros modos del sistema se colaca en una buena cavidad que soporta
unicamente el mode de radie frecuencia (rf} en resonancia con la transicidn {1} —
{0). Para observar la poblacidn de Jos nivcles, este sisterna se considera como
parte de una configuraciéa de tres~niveles tipo “V" donde la resonancia se acopla
mediante una transicién dipolar 6ptica intensa con el nivel adicional |2).

Para probar que mediciones frecuentes inhiben Ias transiciones entre los niveles
{1} — 10), que ocurren con frecuencia de Rabi f§, es necesario aplicar pulsos de
medicién cottos equidistantes con una frecuencia de Rabi A de la transicién |2} —
{0) (ver Fig. 5.2). Sc toma la duracién del pulso de medicidén mucho menor que ¢l
tiempo entre pulsos.

Si al inicio del pulso, el clectrén esti en ef nivel base 0}, entonces empicza a
oscilar entre los niveles {0) v |2) con la frecuencia de Rabi dptica A, la cual es
proporcional a la-raiz cuadrada de la intensidad del pulso dptico de medicidn. Se
supone que las transiciones |2) — |0} también ocurren con la emisién de fotones en
otros modos. En principio se pueden observar estos {olones dispersados co olros
modas Splicos. Mientras el pulso este cncendido este ciclo de oscilaciones entre los
niveles |2} y [0} continda (con una frecuencia A). Por o tanto, si hay fluorescencia
¢t dtomo se encuentra en |0). Por otro lade, si al inicio del pulso el electrdn se
encuentta en ¢l nivel excitado {1}, entonces el electrén no siente el pulso y no
puede seguir ¢l ciclo {0} — {2} por lo que no hay fluorescencia {ver Fig. 5.3).

Si una medicién encuentra el ién en el nivel |2). el ién regresa al nivel [0} después
de la medicién, durante un tiempo aproximadamente igual al tiempo de vida del
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Figura 5.3: Detérminacién del estado del dtomo a partir de la medicién de fluo-
" ‘rescencia. (a) Si el dtomo esta inicialmente en |0) entonces oscila entre |2} y {0}
“con ‘frecuencia A. Se miden los fotones dispersados. (b) Si el 4tomo esta en 1) no -

siente el pulso por lo que no hay fluorescencia.

" nivel 12). Si una medicidén encuentra el ion en el nivel |1}, el i6n nunca deja el nivel
durante la medicién. Si la medicién es seguida inmediatamente por una segunda
medicidn, el resultado serd casi el mismo. Entonces, el pulso éptico hace mediciones
‘casi ideales, no destructivas. Sin embargo, como se necesita un tiempo finito para
hacer una medicidn, la funcién de onda puede evolucionar entre mediciones, por lo
que es posible que el resultado de la segunda medicion difiera del de la primera.
Supongamos que el sistema se encuentra inicialmente preparado en el estado 1) y
que evoluciona libremente durante el tiempo ¢ de forma que la funcién de onda al
tiempo ¢ (inmediatamente antes del pulso de medicién) es:

[¥} = cos(f3t) |1) + sin(Bt) |0} .

Después del pulso, la funcién de onda se colapsa y el dtomo se ercuentra en el
estado |1} o |0) con probabilidades

= cos?(ft), po = sin®(8t) ,

¥ no en una superposicién coherente de ellas (este es ¢l postulado de reduccién de
estados de von Neumann),

Repitiendo n veces la secuencia de evolucién libre durante el tiempo T = To/n
y medicién durante el tiempo 7, tenemos que cuando n — oo:

2 T2A2\*"
p1(t) = (cos(ToA[/n))™" = (I - 20n’ ) -1,
por lo que las mediciones sucesivas del estado del objeto evitan el decaimiento det
nivel |1).
Itano et, el [89] realizaron ¢l cxperimento propuesto por Cook [90]. En el
experimento usan un solo idn atémico (aproximadamente 5000 iones de Berilio
®Bet) en una trampa cilindrica de Penning a una presidn de 1078 Pa, y bombean
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experimento de Htano ct. al. [90] como funcién del mimero de pulsos n. La dis-
minucién de la probabilidad conforme aumenta n demuestra el efecto de Zendn
cudntico. ]

opticamente nsando un laser que getiera radiacion a 313 nm, la cual es la frecuencia
de la transicidn |2} ~- |@); miden la intensidad fluorescente de la transicién dptica
0} — 2) al final del pulso rf para diferentes nimeros n de pulsos Spticas. En la
Fig. 5.4 se grafican los valores experimentales encontrados por Itane ef. al. para
fas probabilidades de transicidn {0) — {1} y {1} — [0) como funcién det ndmero de
pulsas de medicion n. La disminucidn de las probabilidades de transicion conforme
aumenta n demuestra el efecio de Zendn cudntico.

Block y Berman [92] ofrecen una interpretacién alternativa del experimento de
Ttano ei. ol, haciendo un andlisis de la dindmica del sistema completo de tres
niveles sin necesidad de suponer explicitamente que Ja funcién de onda se colapsa
o que sc ha realizado una medicién ideal. Para ello, resuciven las ecuaciones de
Bloch épticas para un sistema de tres niveles bajo la aproximacién de onda rotante
{RWA) utilizando un procedimiento de eliminacién adiabdtica [100] y encuentran
que a1 final del periodo de evolucién libre los clementos de la matriz de densidad
son:

1 N
pao = 5[ +cos(x/n)i .

paz = %[1 —cos(w/n)} .

Pon = -—%sin(ﬁ/n) N ' : 5.3)" ...~
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Figura 5.4: Gréfica de las probabilidades de transicién [0) — [2) en el caso del
- experimento de Itano et. al. [90] como funcién del nimero de pulsos n. La dis-
minicién de la probabilidad conforme aumenta n demuestra el efecto de Zendn
cudntico.”

opticamente usando un laser que genera radiacién a 313 nm, Ia cual es la frecuencia
de la transiciér [2) — |0); miden la intensidad fluorescente de la transicidn éptica
[0) — |2} al final del pulso rf para diferentes nimeros n de pulsos éptices. En la
Fig. 5.4 se grafican los valores experimentales encontrados por Itanc ef. al. para
las probabilidades de transicién |0) — [1) y [1} — [0} como funcién del ntimero de
pulsos de medicién n. La disminucién de las probabilidades de transicién conforme
aumenta n demuestra el efecto de Zendn cudntico.

Block y Berman [92] ofrecen una interpretacién alternativa del experimento de
Itano ef. al., haciendo un andlisis de la dindmica del sistema complelo de tres
niveles sin necesidad de suponer explicitamente que la funcién de onda se colapsa
o que se ha realizado una medicién ideal. Para ello, resuclven las ecuaciones de
Bloch épticas para un sistema de tres niveles bajo la aproximacién de onda rotante
(RWA) utilizando un procedimiento de climinacién adiabitica [100] ¥ encuentran
que al final del periodo de evolucidn libre los elementos de la matriz de densidad
son:

pm = 50 +cos(w/n)i
P = [t~ cos(x/m)]

o = —%sin(vr/n), (5.3)

AL
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. p_of lo que después de n pulsos:
31— cos™ (m/m)l 4+

la cual, a primer orden es la solucién derivada por Itano ef. al. [89}. En lugar de un
colapso dela funcién de onda, es el decaimiento rapido de la coherencia pgs causado
por cada pulso intenso, el que provoca una reduccién drimatica en la poblacion
del nivel |2} siguiendo ¢l pulso rf. Claramente, el “efecto de Zenén cuéntico™ sélo
se manificsta si las interrupciones ocurren durante tiempos mucho menores que el
tiempo que toma al campo de sefial inducir una inversién completa.

En este capitulo scguiremos el enfoque de Frerichs y Schenzle [97], los cuales
analizan el efecto de Zendn cudntico desde un punto de vista anslogo al de Block
y Berman [92] calculando en detalle el resultado del experimento de Itano et. al. .
[89) basandose en las ecuaciones de Bloch épticas para un sistema de tres niveles
bajo la aproximacion de onda rotante.

5.4 Poblaciones para un sistema de dos niveles.

Para entender que podemos csperar de un sistema de tres niveles con disipacién,
consideraremos primero la dindmica disipativa en un sistema de dos niveles |1} y
|0). En este caso, si la matriz de densidad atémica inicial es diagonal, entonces al
tiempo ¢ tiene la forma
i .
p= [ (31 P10 ] ,

—ip1o  poo
con .
poo+pir=1,
la cual se determina de las ecuaciones de Bloch épticas [101]:
P = —ypu+24p0,
pio = ~—2Apy — g— Pro+A,

entonces, nuestro problema se reduce a resolver:

(] = (= 5] m]+ 2]

F = AF+ B, Co(54)

Para resolver la Ec. (5.4) calculamos su transformada de Lap']ace [21] (denota-
mos por ¢ la transformada de Laplace de 3):

|t

26— 0= AD +



. cuya solucién:es:

I’nz + [11’1 :
g ﬂmz2 + [’H'm - ZAPu + A] z + ‘\7

(G (z—w), o
—%7 :I:%\/'y’—tMA?, . - '+ (5.5)

:eixt.b‘n-ces, pﬁra el caso bidimensional, la evolucién estd dada por:-

- (1) = 242 + (7/2 4wy Jwy pfy + 24w, 0, 4 242 e'f”'" )
b L wpte Twgwy —w_) n
((1/2+w_)w o +2Aw_pm+2A’) wat
w_(wy ) :
’ _ A 20wy ) — (7 + wy Jwy pfy + A) wt
pelt) = wyw- ( wy(wy —w-) e

-+ (2AW—P11 = (7w )(w_pds + A)) wet
: T wo(wy —w_) T .
pealt) = 1-pult), ' RGN

_ Si consideramos que inicialmente el sistema se encuentra en ¢l estado excitado
{1}, es decir, que
s 1
P 0= [ 0 ] )

" entonces al tiempo t:

A (Gtwdwe £207 L, [(Gtwo w247\ L,
;:Jn(‘) = el T ( wi(wy —w.) ) N ( wo(wy ~w-) ) o
_ A 28(ws ~ 1) Y wye Ao =) \ we

po(t) = wiwl (W-c-(w++ )) + (w-(w+"w;))e ’

para el caso en que 7y =0,

pu(t) = %[1+cos(2/\t)],
Pult) = —%sin(?}\t),‘
poo(t) = é[I-COS(ZAt)],
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o ‘ﬂfx‘l(f?)
.,‘Pui(t)

poolt) = %il + cos(2A0)] |

st A > /8 tenemos un decaimicnto exponencial mientras que en el caso contrario
observamos oscilaciones amortiguadas.

5.5 Dinamica disipativa en sistemas de tres niveles.

Para describir el sisterna de tres niveles introduzcamos la matriz de densidad

atémica,
Un tiz. Yo
p={ Ujp uzm Uy | ,
Uy, U} U
con

Upp 4ty Fuze=1.
Podemos escribir las ecuaciones de Bloch pticas bajo la aproximacidén de onda
rotante (RWA) [101):
ty = —quy —iA(u0 — uig) ,

ﬁz: -iﬁ(u’.‘u - ";0) )

I
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" . Figura 5.5: Resultado tedrico de Frerichs y Séhétu'zle, -

3

—-%uu — ifug + iAug

I

10 fA(uuo— uu) —ifu1z — yuo ,
2 = iB(uoo —u22) — iAu},,
— (T +d2a) -

Uao

Las ecuaciones de Bloch dptlicas pueden derivarse de la interaccién de un d4tomo
multinivel con el campo clectromagnélico cuantizado tornando en cuenta explici-
tamente todos los modos del campo en los que la emisién espontinea ocurre (que
ticoen temperatura cero, i.¢., que no tienen fotones); el gran mimero de grados de
libertad del multimodo vacio producen un proceso dindmico irreversible

Si la matriz de densidad atémica inicial es diagonal, entonces al tiempo ¢ tiene
la forma .

P11 Pz tfo
p=| pi2 pu ipn |,
—ipis —ipwo  poo
con
poatpu+pz=1,
y todas las p's son nimeros reales.

Para analizar el efecto de Zendn cudntico, la tasa de decaimiento espontineo
del nivel |1) debe ser despreciable, con lo cual las ocho ecuaciones resultantes se
desacoplan, siendo las cinco ecuaciones restantes:

pu = —vpu+2Apw0,

p1 = 2Bpio,

piz = —7/2p12 + Bpio+ Apao

pia = —2Ap —Apsz — Bpiz—7/2p00 + A,

p = —fpn —28p2—~Apn+ 8. (5.8)

Frerichs y Schenzle [97] resuelven numéricamente el sistema anterior tomando
como duracién del pulso 2" = 20/, siecndo 1/ el tiecmpo de vida de la transicién
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optica-y la intensidad del campo éptico tal que produzca una frecuencia de Rabi
‘de A = +, es decir, saturaciéh. Mientras se aplica el pulso rf, se envian n = 64
“pulsos ‘6pticos de medicién cortos cuya duracién es 3/5 de la duracién del pulso
rf, de acuerdo con las condiciones en el experimento de Itano ef. al. [89]. Si no
‘se aplican pulsos 6pticos (ver Fig. 5.5a), cl nivel de poblacién y la coherencia
evolucionan libremente como en un sistema cerrado de dos niveles, micntras que la
evolucién temporal detallada para 32 pulsos se muestra en la Fig. 5.5b. El momento
atémico dipolar correspondiente a la ¢ohetencia pyo se destruye rapidamente, pero
no instantaneamente durante cada pulso dptico, llevando a que la poblacién pyy
crezea cuadraticamente con el tiempo nuevamente después del pulso, es importante
sefialar que pyo decae naturalmente con la tasa de relajacidn «, caracteristica del
decaimiento espontdneco de la transicion dptica y que no se apaga repentinamente
debido a la presencia de cualquier obscervador, Asi sc reproducen los resultados del
experimento de Itano el. al. [89] sin que se¢ necesite ninguna hipétesis de medicién
cuéntica.

5.6 Captura coherente.

La dindmica del sistema bajo estudio esta determinada por la ecuacién de Schrédinger

con el Hamiltoniano [102]:
0 A0
gH=1a 0 81,
0 50

donde los estados del sistema son

0 0 1
|o)=(1), |1)=(0), |2)=(0).
0 1 0

El operador de evolucién para un intervalo de tiempo en el cual A es constante es

co%(Q!) + & m —Li5in(Qt) [Cos(ﬂt) —1}
U=| - ——; sin(02t) cos(§i) —21 sm(ﬂt) ,
ag [cos(Qt) —1] —Eisin(Qe) ﬁ,—cos(ﬂt) + 4
=A%+ .
Aqui, la amplitud de que el itomo se cncuentre en el estado base Un(t) y el

elemento de matriz de densidad no-diagonal py(t) son proporcionales a 3/A < 1,
y el sistema exhibe lo que se conoce como captura coherente [103].
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20 (] 60 " Tgp 100
TiME

Figura 5.6: P(t) y A(t) para A = 1, y diversos valores de § (0.1,0.2,0.3). (a)
7 = 0.01, la disipacién es muy débil y sc observa la captura coherente. (b) v = 0.1,
esta es la region del efecto Zendn. La probabilidad de encontrar un dtomo en el
_estado inicial |1) decrece lentamente. )
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Figura 5.7: P, () para A = 0.1, g = 0.005 y valores distintos de « (0.1, 0.2 y 0.3).
La regién de Zendén para ¥ = 0.005 es seguida por un régimen disipativo cuando
7 = 0.1,1.0, Para valores muy grandes v = 10, 1000 aparece un nuevo régimen de
oscilaciones con frecuencia & 3.

5.7 Mediciones continuas.

El mecanismo de Zendn para el caso de mediciones continuas lo investigamos en
el articulo {93}, donde se resuelven numéricamente las ecuaciones de Bloch Spticas
para valores distintos de A, 8, 4. La captura de Zendn ocurre en este caso cuando
£ < A, 7 < A. Sin embargo, si la captura estaba presente para valores dados de
A, B ¥ 7., entonces siempre se vuelve mas intensa cuando disminuye 7 y la mejor
captura ocurre cuando 7y = 0 {ver Figs. 5.6-5.7).

En ausencia del nivel §2} la inversién atémica seguira oscilaciones de Rabi no
amortiguadas con frecuencia #. Es importante seftalar que en presencia del campo
de medicién wqo, el decaimiento (espontdnco o estimulado) del nivel |1) esta deter-
minado esencialmente por los parimetros A y v de la transicién {2) — {0}.

En la Fig, 5.7 observamos “el efecto de Zenén” cuando v € A. Conforme 7
crece, la captura desaparece y cambiamos al régimen de disipacion.
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TIME

Figum" 5.8: Comportamiento  temporal de pnn ¥

po  cuando
7=6x,T=100, A=1,3=0001yy=0. ’ -

5.8 Mediciones sucesivas.

El mecanismo de medicién propuesto por Cook [90] trabaja sélo'si v es lo sufi-
cientemente grande, Cuando < es pequeiia casi no hay fotones dispersados y la

_eficiencia de las mediciones sc hace muy baja. Por supucsto si v = Q no pode-
mos hablar de una “medicién” {(al menos no. cn el sentido que propuso Cook).
Mostraremos que la sucesién de pulsos dpticos intensos aplicados en la segunda
transicién |0) — |2} suprimen la dindmica del “objeto” (es decir, las trapsiciones
entre los niveles |1) — [0) ain cuando 4 = 0. En este caso la emisién se suprime
debido exclusivamente a la dinamica unitaria. La razdn es que los pulsos dpticos
frecuentes introducen cierta clase de defasamiento cn la dindmica del objeto y los
elementos de la matriz de densidad fuera de la diagonal se mantienen pequeiios.
Aunque no es tan impresionante, este mecanismo unitario para captura de ra-
diacién frecuentemente trabaja mds eficicntemente que la relajacién de fase debida
a la evolucién no unitaria y se muestra que la captura coherente casi siempie es
mas intensa que la captura debida al relajamiento de fase, cuando v > 0. Como
vemos en las figuras, la dindmica es sensible a la longitud de los pulsos dpticos (7}.
Aqui tomamos intervalos de tiempo iguales (T') entre pulsos.
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S00 1000 1300

: +8.9: Comportamiente  temporal de pup - y - pwo - cuando
S =Tw,T=100,A=1,8=0001yy=0 : :

1. Pulsos 27: La longitud del pulso es un mimero entero -de periodos de las
oscilaciones ripidas A, 7 = 2kxr. Aquiel sisterna despuds el pulso se encuentra
en el mismo cstado que antes de 6l y las oscilaciones lentas 8 casi no son
afectadas (ver Fig. 5.8).

2. Pulsos x: La longitud del pulso es un nimero impar de medios periodos de
las oscilaciones rdpidas A, r = (2k-+1)7. Aqui si el elemento de matriz gy,
estaba decayendo después de pasar por un valor maximo, el pulso lo hace
evolucionar de regreso al estado inicial. En consecuencia, el nivel |1 > se
congela (ver Fig. §.9).

3. La frecuencia A no es un multiplo de la Jongitud del pulso (aqui, = = 20).
También en este caso la poblacién del nivel |1 > no puede diferir mucho dela
que existia al tiempo {=0. La mostramos en la Fig. 5.10 junto con la curva
correspondiente para v = 0.5 (que se obtiene al resolver numéricamente las
ccuaciones de Bloch), Se ve que la captura empeora para v finita.

4. La Fig. 5.11 muestra el caso cuando la duracién del puiso varia aleatoriamente
entre 57 y Tw.
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['xgura 5. 10 Comportamiento temporal de
P11°Y pro cuando 7 = 20, T = 100, A = 1, 8 = 0.001 y v = 0 (linea continua}
v v =0.5 (linea puntenda).
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Figura 5.11: " Comportamiento temporal de P11 ¥

procuando T = 100, A = 1,3 = 0.001 y 7 = 0 cuande la direccién del pulso
varia aleatoriamente entre 5 y 7. -
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Asi.,y excluyendo el caso excepcional 1, el sistema“sicmprve ’ml;_est.ra capt.ui-z; de:

radiacién, ain en ausencia dé disipacién y relajacion de fase siempre y cuando .

A»Byr<n/B. . .

5.9 Conclusiones.

En este capitulo analizamos la cuestién de si es posible encontrar un nuevo régimen
de captura de radiacién debido al mecanismo de Zendn, es decir, por disipacidn, y
si este efecto es diferente de la captura coherente usual.

La respuesta que encontramos para el caso de mediciones continuas fue nega-
tiva. Cuando se aplica continuamente el campo fuerte, la solucién numérica de
las ecuaciones de Bloch muestra que para valores dados de A, 8, el aumento del
coeficiente de amortiguamiento «4 siempre empeora Ia calidad de la captura cohe-
rente en otra transicién que estaba presente para v = 0. En ¢l caso de observacién
continua, ¢l mecanismo unitario dec captura coherente evita las transiciones en el
objeto.

La respuesta para el caso de mediciones sucesivas también es negativa. Nues-
tros resultados numéricos muestran que la captura es mds intensa justo cn el caso
unitario v = 0. Aqui, el defasamiento debido a pulsos frecuentes que aparccen en
la descripcién unitaria suprime las transiciones.

Nuestra conclusién es que los mecanismos unitarios para capture de radiacidn
trabajan mds eficientemente,
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Capitulo 6

Conclusiones.

En este trabajo estudiamos difcrentes fendmenos fisicos con el fin de entender
mejor la conexién entre los distintos modelos de la éptica (geémetrica, ondulatoria
y cudntica).

En el capitulo 2 estudiamos la conexién entre la éptica geométrica y la dptica
ondulatoria analizando Ia propagacién de rayos de luz en medios épticos isotrépicos
y anisotrdpicos. Mostramos que la ecuacién bisica de la Sptica geométirica (la
ecuacién eikonal) se puede obtener como el Iimite cuando la longitud de onda
sc hace despreciable en las ecuaciones de Maxwell para ondas monocromaéticas.
Pero, la dptica geométrica también es una teoria fenomenoldgica completa que
puede deducirse del principio de Fermat. Bajo este enfoque, un medio isotrépico se
describe completamente por un modelo hidrodindmico simple basado en la ecuacién
eikonal. A partir del principio de Fermat construimos las ecuaciones de Hamilton
para un medio anisdtropico inhomdgenco. Nuestra discusién Hamiltoniana de la
Gptica anisotrépica involucra menos condiciones fisicas que el tratamicnto a la
Maxwell. El tratamiento adecuado de Maxwell predice correctamente que luz no
polarizada en un medio uniaxial se divide generalmente en dos ondas: un rayo
ordinario {que s¢c comporta como si se moviesc en un medio isotrépico) y un rayo
extraordinario, que siente la anjsotropia. Estas dos ondas tienen dos polarizaciones
lineales diferentes y dos velocidades de propagacidn distintas. Las dos direcciones
de D correspondientes a una direccidén de propagacién S dada, son perpendiculares
entre si. La aproximacién de orden cero de la éptica geométrica sélo puede analizar
uno u otro rayo. Para tener una descripcidn que incluya polarizaciones se necesitan
las otras aproximaciones de la dptica.

En el capitulo 3 analizamos la propagacién de paquetes de onda semicldsicos
descritos por funciones Gaussianas y gobernados por la ecuacién de onda bajo la
aproximacién paraxial. Vimos que las transformaciones candnicas lineales gener-
adas por los polinomios de segundo grado en z y p transforman funciones Gaus-
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sianas en Caussianas preservando la relacién de incertidumbre de Schradinger-
“'Robertson. Encontramos también la accidn de operadores de tercer (aberraciones
- de segundo orden) y cuarto grado (aberraciones de tercer orden) sobre funciones
- Gaussianas y mostramos para todas ellas las gréficas de la evolucién de T

Otra representacién muy importante para entender la conexidn entre la dptica
geométrica y ondulatoria (dindmica clasica y cuintica), describe el estado de un
sistema dptico por una distribucién de cuasiprobabilidad. Elegimos la distribucién
cuya correspondencia es la mds cercana entre la dindmica cldsica y cudntica: la
conacida funcién de Wigner. Como vemos en el capitulo 4, la funcidn de Wigner
evoluciona de la misma forma en las dos mecanicas para todas las transformaciones
lineales. Las transformaciones no lineales conducen a una diferencia csencial entre
la evolucién cldsica y cudntica. Ln el capitulo 4, adquirimos la imagen general sigu-
iente. La funcién de Wigner Gaussiana inicial describe una montafia en el espacio
fase. La evolucidn lineal, tanto cldsica comeo cudntica, mueve, rota y comprime esta
montafia conservando su drea. La evolucidn no lineal cldsica también puede cur-
var la forma de la montafia, pero aidn se mantienc el drea constante. La evolucdn
cudntica no lineal mueve la cima de la montadia de forma que recuerda la evolucidn
cldsica. Sin embargo, aparccen “oscilaciones cudnticas™ en las concavidades de la
montafia. El irca ya no se conserva. Los momentos altos de la funcidn de Wigner
pueden usarse como caracteristicas numéricas de esta diferencia, dado que cambian
cn el caso cudntico pero son constantes en la imagen clasica.

De hecho, la légica de la paradoja de Zendn cudntica sugicre que hay un mecan-
ismo no unitario que evita la emisién de fotones de algunas transiciones atémicas
en cavidades resonantes. Este efecto se ha confirmado experimentalmente. Por
otro lado, para los mismos sistemas hay olro mecanismo coherente de captura de
radiacién (también confirmado experimentalmente). Hasta ahora la conexién entre
estos dos mecanismos de captura de radiacién no es clara. En el capitulo 5 in-
vestigamos la correspondencia entre ellos y analizamos la cuestidn de si es posible
encontrar un nuevo régimen de captura de radiacién debido al mecanismo de Zenén,
es decir, por disipacidn, v si este efecto es diferente de la captura coherente usual.
La respuesla que encontramos para el caso de mediciones continuas fue negativa.
Cuando se aplica continuamente el campo fuerte, la solucién numérica de las ccua-
ciones de Bloch muestra que para valores dados de A, 8, el aumento del cocficiente
de amortiguamiento 4 sicmpre empeora la calidad de la captura coherente en otra
transicidn que estaba presente para v = 0. En el caso de observacién continua, el
mecanismo unitario de captura coherente evita las transiciones en el objeto.

La respuesta para el caso de mediciones sucesivas también es negativa, Nues-
tros resultados numéricos mucstran que la captura es mads intensa justo en cl caso
unitario 4 = 0. Aqui, el defasamiento debido a pulsos frecuentes que aparecen en
la descripetén unitaria suprime las transiciones.



Apéndice A
Medios anisotrépicos.

En ¢l articulo que reproducimos {10} presentamos la formulacién Hamiltoniana de
la éptica geométrica en medios anisotrépicos basados en el principio de Fermat.
Los resultados se aplicaron a la caracterizacién de sistemas dpticos compuestos de
superficies refractantes entre clementos anisotrépicos. Particularmente interesante
es la introduccién de un vector de anisotropia, el cual recucrda el vector potencial
en la teoria del magnetismo. ‘
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From the minimat action principle fllow the Humilton tquations of evolution for geametricsboptics rays in

anisotropie medi

have, [n principle, eny dependence on rmy direction.
suifacen of index dlmnu,.nny
tween two anisatropi

media.  We find the Li

edia the direetlon of the ray and the canonical momentur are not generally
paralicl but differ by an anisotropy vestar, The refractive index of Lhis ve

ralon of geomatrical oplics may

“The tangential component of momentum s conaerved at
1t s shown that the factarization theorem of refraction holds for interfucea
o~ Seidel coefficienta far axlaymmetric interfaces between

amogeneocs allgned unintial anisiropic media Lo tird aberration order.

PACS aumbers: 03.50.De, 42.15G0.

1. INTRODUCTION:
PRINCIFLE

There hax been recent interast in the use of anisotrople
aptical matesialy for elements of systema that can mmgu
infarmation efMdently. Geometrital-optica cing
for refrncting surfaces between hamogeneous anisotropic
media haa been atudied in Rel. 1 and references therein.

Our irst task in this paper is to extend Lie-Hamiltan
opticsto pic media, p foun-
dation, Wa base our construction on the Fermat extre-
mal principle and are led to llumlllﬂnl equations:  apair

FERMAT'S

{Strictly speaking, the time 7'f should be an extremal if
we consider rellection, in which ease it ean be 2 maxi-
mum?} To gbtain more infermation from the Fermat
principle, we need some physical input. If wa denota by
ds the length clement along tha ray, by ¢ the velocity
of light in vacuum, and by n the refractive index of the
medium, the classical velacity of this Newtonian light
point is d2/dt = c/n,

‘The refractiva index characterizes the optical medium.
Constant # indicages that the medium ia hamogencous (in-
variant under translations) and isotropic {invariant under

of geomet rical and 4. [eal evolution fons for the
palr of canonically conjugnte coordinates. This model of
aplical phase apace {dealizea light rayn as lines in spaco;
the refractive Index can have. any angular dependence.
Rerard: sty seflecth | Lie
opties follows either um ordinary ray or the extraordi.
nary ray.

Although many outhars present Fermat's principle
as the fundamental axiom of geometrical optlen,? moat
Brive ot its Hnmlll.nnhm (armulnlmn for izotropic me-
dia only? sre pre.
scnted through the Maxwell equations,®s with the aim
of explaining the behavior of rays at plene interfaces
between Lwa homogencous anisatropic media. These au.
thorz concentrate on imaging devices and uze the cross-
variable Hamiltonfan goncrating fun:linn- It has been
stressed® that, iplyi
the correaponding group paramcters, na Llu optics does,
the Hamiltonian evolutisn farmulation is malt appropri-
oz, ied in the two Hami for optical
phase space. This paper deriyes god analyzes genoral
lnl’ulmpl: and inhomogencous optical media.

The time principle of rical aptics,
sociated with the nome of Fermat, states that the ray
joinlng two pnln!-l takea the path that employs the least
Ume T4 = [ de. This principlo ta formulated through
Wi clanaic varintional equntion?

»
I!f dt~0,
A

DTALEELARRANS IR |00

n

In medin the refractive index may

also depend on the direction of Lhe ray,
If we denate points on a generic ray by the continuous,
diffcrentiable lino qls}, ¢ € 9, the ray direction wilt bo
qa) = dq(s)/ds; rince [dqgl « ds, this is @ vector of unit
ubject ta the constraint [l = 1, and thus is on
imensional aurfaca of the sphora 3. In inho-
moge ncaus, anisotropic optics, Fermat's principle (1.1) is

sf"a Gl =0 )
, denfat) g} =0, (1.2
‘The Lagrangian formalism {dentifies n = n(q, q) with the
Lagrangian function of the system; its vnlocnly gradient
is the canonical mementum m = 3n(q, @)/l ‘The
probh:m with Unh rnrmulnl!nn is that ]ml 4] v.hcn nis

case will notbe a pnruwlur case or .n =nly hmx: in lu:h
& {urmalism.

To circumvent the inadequacy of Eq.{1.2) fur the de-
seription of the isotropie limit, in Section 2 below we
introduce stondard Cartesian screen coordinates, thus re-
ducing the six-dimensional apace (q, §) with restrictions
to a four-dimensional manifold. Here ﬂm caneniral me-
mentum vector i3 twodi 1, and th
Hamiltonian is found. Seetion 3 dzrnu &n anisotropy
voctor that is reminiscent of the veetor potential of
voloeity depondent mechanieal Aynlmml This permita
us to lilt tha Hamilt i
form and displhy the geometrical simplicity of our con-
siruction, particularly in the isatrapiclimit.  In Section ¢
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we specialize for quadrupolar and multipolar refractive
Index onisotropy. Section 5 links the dielectric tensor
elementn to lhe qundrupole cncmcmnts. The -phcncnl
free p in
neous uniaxial medin nre found in Section G, and the ro-
fraction sine law for NMat interfaces is given in Seetion 7.
Section 8 finds the factorization of refraction by an ar-
bitrary sutface into two canonical root transformations,
&and in Section 9 their Lie—Scidel -aberration :ooﬂ':mn's
are found to third order, Some ludi are

Vol. 12, No. 6/uJune 1995/4; Opt. Soc. Adn, A 13817
The Euler-Lagrange equations®™® that follow from
variational integral (2.4a) are now of the proper form:

4 o2k, S s)

where the canonical momentum is

gathered in Section 10.

2. SCREEN CDORDINATES

In the L i lati hanics®" varia-
tional principle (1. 2) Icnds to the Eulc.-r Lngrnnge equa-
tions. The canonieal momentum of the syatem is then
the three-dimensional velocity gradient of the Lagrangian
function.

‘We use one of the Cartesian coordinates of a real three-
dimensional space ns the evolution parameter to describe
the evolution of the ray. The common convention in op-
tica is to follow the roy along the z axis by a plane sereen.
In Cartesion coordinatos thé generic position vectar is

x
a=1y -(‘:). .,-(;). @.10)
z
and the generic tangont vector is
da’ £3 & sin ¢ cos &
—m=ly]- . =|sin 8sin @ | (21b)
ds : (”Vl - ‘1’) N como

Equation (2.1h) puts the direction vector in spherical co-
ordinates (8, ¢) € 53, where 0 < ¢ < 7 and 0= ¢ < 27,
&nd writes the sign o of 3. In what follows we shall con.
slder rays in the forward dlrection o = + and paint out
when this restriction is unnecessal

From the last component of Eq. (2 1b}, and defining

emda . (mnamm)

ds tan ¢ ain & 22
= dz/TF 0% = dz sce 0 (2.3)
Lo write Fermaol's principle (.1.1) in the form
sf :' dz Lqle), = v() = 0, (2.4m
with the Lograngian function
Lg, z; v) = VT + t3n(q, 2, v). (2.4b)

The Lagrangian depends on the position g{z) on the
screcn nt 2 nnd on the ray direction through v, - We must
Ire eatreful whien the Carlesinn cuomponents uf v e el

« wo that the songhLslutions yen enys that do not bead over
in the 2 direction, becaune then o puasen through /2 and
dz/dn passes through zgro, where Jo| — o,

s 3L

- - . +Ai+m X
” (p,) du 1+u= trel " 26!
For i pic media the second summand is zero, and p

iz well defined.

Finally, Lhmugh the Legendre trnmfurmnuon' the
Hamilton are d in their gen-
eral form

dq oM = dp _ _3H ;
d: T ap’ W o (272)

with the Homiltonjan function
=p-v~J1+olnlg, 20 {2.7b)

Phnse space is e connected four-dimensional eoordinnte
pateh (g, p). As is well known® there exists a smooth
map called the Poisson bracket from two functions £ and
& of phase space to a third function;

Hiq 5 p)

- 2k 3 g,
h=ir, & 35" .2 2.8

with many useful properties that derive from the underly.
ing Heisenberg=Weyl Lie algebra {qu, p,)} = 814 {qi. @) =
0, and { g, py} = 0, where the Lie bracket is the Poiszon
bracket. The definition of the Polsson braclets permits
us to rcwnlc the Hamilten cqunuuns in the form of a
z i generated by the Hamilton function:

dg = —{H, pldz.

The formal sclution can be written for the four-vector
w = (g, p)¥ as

dip = ~{If, widz =

dp = —{#, q}dz. (2.9)

wiz) = 7 im ﬂ[x - -—("(w za), n)lww) (2.10)

where 7 is an ordering operator of factors, each infinitesi-
mally close to unity, from rightat z, = 0 2oleft at 2y = z,
ordered by poinls 2, in each successive subinterval z/N 2
and we use the Lie operator notation {f, ojg = {f, g}.
There is a stendard proaf? that Poisson bracket (2.8)
with reapect to the coordinates g{z) and pf:} is inde.
pendent of 2 when these evelve throuph canenical (or
sytaplectic) transformations. This is the case when the
transformation is generated by an analytic function [
through the formal limit operator exp(f, o}, in particu-
lar Eqs. (2. 7)-2.10) for f = ~zH. When the gencrally

inn H(q, p} is ind of 2 (ie.,
nsina humngenenus apnce or an optienl Gber alang that
axig), the evalution is

oz} = exp(—=z{H, shhw
=0~ a{H, wh+ WP w40 28D

for w o ot} ICH dependa anly on p (08 in knmegencous
mredind, the series terminates after the term linear in 2,



130,

1382

o). 12, No, 6/dune 1895 -

lin:u

ot ol
mcp),q)-——;- e, -0
{H(p), pi=0. (212

Y DIRECTION AND

MOMENTOM VECTORS

Tao obtain concrete evolution equnhonl l’ar phnsu Bpace
out of 2.7, in we must
solve. for v in terms of p end g thrdugh Eq. (2.6) and
then replace Eq. (2.7b) in Eqe. (2.7a). But @ and &, tho
spherieal coordinates of the ray-direction vector g, are the
physically significant quantilica and the natural parame-
ters to describe anisotropy. In thie section we sort vut

the most form of the
Bit: ths z and # deri of ¢ we have
a8 gef 3.1
YTI-g 1T @0

Derivatives with respect to v and @ arc related by

) (a/au) cos*ueos.p;;g—mum\a—a—

" \a/av,

m’asln¢—|m18cns¢a

-v=w [ )

¢

-iy a/oy

- Fa-a@n a2

where g7 is the transpose of @, 860 g47 i a dyadic projec-
tion operater (sometimes written gg-)thotactsasa 2x 2
matrix on the components of 3/3§.

We write the canonical momentum (2.6) as

P=ng+ Alg,2,4), (3.30)

thus defining the anisatropy vectdr

A-vTEE g —.',.‘;')"—"“\;—"T"—"l @30
The Hamiltenian {2.7) can be written correspandingly as

illg, zi p) = BLEZ2E Q)
lg. = p) =gt
-—(n? - 737 —A) A
(n? = Ip = AP + ¢ gy Py YEY
(3.4)

In lastropic medin anisotropy vnc!nr (2.4b) is zero, 5o p

h pnmllel te ¢. Insuch media the Hamiltoninn 1,2 =

= 1pi* is identified with the z component p, = —,,, of

n threa-viclar p of gize 1, hocause (ple = [pl? + .2 =

tropic medin the tiree-vecur p runges over the

o aplaverss, whosn e elinngns i renpeonso b Uie
Inenl refractive indux of the medium (see Fig, 1),

Fur nnisotropic medin we enn nlso lill the vectom q, p.

MEDIOS ANISOTROTTCOS:
7 Rivera et al.
and A to three dimensfons through nating that

ni=nJI-gt=(n®—ip~ AP)2 (3.68)
and thus defining

pam—H =(n* —1p— APY? + A, (3.50)
__ng-A L (p=AA
A, iogt ™ " —Ip- AR (3.60)
The th tors of d P, ood
anisetropy A are thus chnrncl.cnzed Ly
P-ndq+ Alg, D pem-it, (3.68)
lGi=1, q-aA=0, 13.6b)
Ip — A= n(q, §): 13.60)
ke, we have the or 1 d

into the direction vector and the un\wtmpy Lhrcl: -vector:

an

A= -1- qu)_
24 311 2o
an &4 an
%55t an o 38 @

The anisotropy vetter A is orthogonel to the direction of
ray propagution q.

Whereas q sweeps over the ray-direction sphere S, the
vectar p ~ A draws out a closed surface |Eq. (3.6¢))—the
ray surfoce at the space point q-—and the three-vector p
ranges correspondingly over another clased surface that
wo call the Descartes ovoid of the anisotropic medium at
q (sec Fig. 2).

Hanmilton equations (2.7) are thus written in manifestly
Euclidean-cavariant form ns

but inhamageneoun mdis the Dexcurien
my Ly chunging ity rndius in. response Lo
ctives ik, Tha smponeut of b naroal i e
gradient of Ui mfractive fndex Is connerved.
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.Fig. 2. In anisotrople media tho unit roy-disection vectar q
in multiplied l:y n{q, @) and summed to the anisotropy vector
A(g, 4) to yield the optical momentum three.vector p. While ¢
ranges ever the unit aphere, néj draws out the ray surfnce {dotted
curve} and p swecps over the Desearies ovald (solid curve).

Tda_aH _pz4,
= " op - P - A, (3.8}

dp | i _ _n  dn,

dz g pe-Aaq
The third component of Eq. (3.8a) is identically unity.
From Eq, (3.8b) it follows that changes (increments) of p
are parallel to the spatial gradient of the refroctive index:

(3.8b)

an - .°
dp % 3a a. 39

As in the purely isotropic case, Hamilton's second equa-
tion thus lends to the Iuin Sahl-Snell®? law of refraction
between two anisotropic medin®

4. MULTIPOLE ANISOTROPIC MEDIA

This Homiltonian treatment in terms of an anisotropy
vector [Eq. (3.7)} is valid for acbitrary (differentiable) de-
pendence of the refractive index on the sphere of ray di-
rections G € S, We shall next consider the particular
ense of (which is pl realized in wenk,
linear birefringent media),

In thia case the refractive index n has an isotropic value
a® plus a quadrupele term;

nla, 4) = n%aq) + Qla, &, .10y
where
Qa, = T Quddi=aTdq. 4.1b)
JA=z gy

If the troce of  is T = 3., Q. we can subtract VaT'(4,2 +
4,% + 3,%) and include this constant to the monepole part
of the medium. Therefore the optical quadrupole matrix
@ is symmetric and tracclesn. There are five indepen-
dent quadrupole coefficients, It is common to rostrict
consideration to principal axes; in that frame of reference,
@ =~ ding(@,, @, Q) and Qu +Q, + @, = O,
We find the nnisctrogiy veetar from Eq. (3.7):

AR <3l - qqTI0G = QG - Mg, @al. @D

This hue firt- nnd third-order devﬂrvm termna i the com-
ponents of e direclion voelor &,
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The momentum three-vector of a quadrupele medium
can now be obtainced In terma of the direction vector as

p={nlq, &+ 21 - 4q"Qla = (n° + 20 - &Téélg-

This is shown in (the two-dimensional) Fig. 3 for prin-
cipal axes. .

Smooth functions over a sphere may be subject to the
multipole expansion!?

n(a, 4} = = N"(q,q), (4.48)
mz0

where each summand is homogeneous of degree mt in the
mmponenls of q, i.e,

Ni*lgq, q) = ).:N.m__.,.é..ri.-, s = QT - N td.4b)

The coefficients Nl i, with iy = x, y, z, form a tensor
of rank m that s aymmetric under exchange of any pair
of indices nnd tracclnss [Z, N,,,L,__ oo = 0); it contains
2m + 1§ {4.4b) intro-
duces the {m — 1}-linear three-vector Ni#,

We find the anisotropy three-vector for each vank m as

A = () = Q4TIN = m[N"™ = NHq, q)q). (4.6)

From this we find the momentum vector os 8 sum over
the multipole components (4.4):

p=nq+ ¥ A™
)

- [n" - .Zx.,(m - I)N""']t'l + -ZHMN“". 1.6}

Fig. 3. Quadrupole medium: n%j ranges over the sphere
(circlo in the two dimensions of he figure) of radius % nq
runges over Lho pranut-shaped aurface, and the momentum
wLor g druwat i Desenrtes ovad tovoicd i two slimensians),
en jnining points on the circle to thoss an the oval refate
the direction of e ray with the correspending direction of the
momuyntion veetor, I the twe dimensione of the figure the
qundrupols matrix ja Q@ - ding{Q, Q).
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5. . COMPARISON WITH
MAXWELLIAN ANISOTROPY
By h ic aptical media are
of interest to physical npllm C-ystnlz with ene or two
dstinguished axes (uniaxinl or biaxial ceystals) internct
asymmetrically with the clectric {and, o n leszer ex-
tent, with the magnctw)ﬁeld: m_hghz. whose pnltmxnuun
propectics are the il
Here we shall relate ﬂns msc to the standard treatments
of hirefringence s

Electromognetic fielda obey the Maxwell equations, In
medin that are homogencaus on the seale of the wave-
enpth the electric and magnetic veetor fivlda E and H are
arthagoens) at every point of epace and time; their cross
product is the Poynsing vestor § = ¢E x 1%/4m, point-
ing in the dircction of crergy propn.,nuon In gromet-
rical optica, ined when the A ish
the Poynting vector gives the dircetion of ray propaga-
tion: gll8. The displacement vecter field is given by
the first materinl equation, D = ¢E, where ¢ is the di-
electric tensor reprosented in Cartesian eoordinates by a
3 x J matrix with elements ¢;a, J, & = ¥, . 2. The in-
durtion vector Gelg i given by the sccand material equa-
tion, B = uli, where u is the magnetic permeability. To
good approximatioss, it is & constant af the medium.

Energy wnnervnliun m\plws that ¢ is a aymmemc
matrix* hoving six s Lo
ne a geneml anisotropic med\um with axes in o generat

The set of ind: in g

cnn'.mns ont linenr comhination, the trace, @ = 3 te(F}~
Yoy, + tgy + €..), Which Iz the average dielectric
canstant. 5t is invariant under rotations; ie., it is o
scalar, {The three eigenvalues of ¢ are rotation invari-
ants, but only € is linear in ¢33 By means of a three-
porameter rotation, € may be brought to the diagonsl
form diag(e,, ¢,, ¢,y with the eame trace and two temain-
ing physical anisctropy parsmetera. Under rotations
the five parameters transform hm:nly among !hunsclv«.s

S mvmuaz',

its hranch af the n’.l’rnc\i\'c Indcx h a conslnnr. gi

n by
AT

e
and lhe cxtmurdxn::ry ray ia faund from Eq. 1115331 of

Ref. &
A el
n,-,/rc/(xf 'si.n’tl) .

where ¢ is the angle between the ray-direction vector ¢
and a principol axis of the crystal {the chesen vptical uxis),
where the two tays coincide.

The refractive index of our model of quadrupolar
nnisotropy is given in Egs (411 For uninxinl ma-
dia with optical monopole ceefficient % we can wrie
the quadrupele matrix 88 @ =~ disglQ., Q,, @) =~
disg{r, ». =2¢) Then

» 0 0
gy =n®+ Gy, 0 » 0
a0 ~%%
=T elER 457~ 2ed?

(5.1b)

e w2

- (n® - 25} + Bug?
- n® = 2+ Qe sin® 6. 5.2)

When we relate the coefficients % and » to the physical
quantities in Eqs. (6.1),
R = nl 4o, R, w JEE =t - 2o, 5.3%

then, for weak anisotropy (la, — a,l << 1), the extraerdi-
nary index fEq. (5.1b)] can be expanded as

g, (n® ~ Zm](!. + i—n'i sin® 0) ~ ol - dp 3 Beesin® @
(5.4}

and directly compared with Eq.46.2). As a numerical

and are o basis for the Bpin-2 i n
of the ratation group. Tha average delectric :nngmnl
€ is a spin-D singlet. The multipole refractive indices
N(Q) of Seetion 4 sbave have 2m + 1 independent
parnmeters and farm bases for spin-m irreducible repre-
sentations of the same graup. Covarinnce thus implies
that there must exist o rolation between the five inde-
pendent quadrupole coefTicients G, in Eqs. (4.4} and the
quintuplct in &9

Monochromatic solutions ta the hMaxwell equatians of
angular frequency w are of the genecal form Xiq, 0 =~
xlalexpfilkodiq) = well, where ko = 27/dp = w/e is the
satnum wave number ond the surfaces @ (qg) = constant
nre the wave fronts. We recognize the wave-front nor-
ma. to be parallel 4o the geometrical-optics momentum:
Pl V(q} (soe Fig, 4),  Qur refrattive index, the length of
ip — Al isto be fouad through the Freswne! formula [thisis
the phase refractive index ol Eq. (115,24) of Rel. £). This
cquation ix quadeatic in 2T and has twe sotutions in terms
of the comyponenty of &, which correapand Lo the ordinnry
sk oxteuorndinney rayn; any of thew siny be taken iy the
rafenetive sndex in e Racuding,

For wnlaxiul srysinln, € = ¢ = ¢, poid ¢ # 6, The
anlitmry oy for thiscane docn not feel the anisotropy. and

consider quartz at 404.7 nm.? where the vt
uves are n, = L.56T716 and n, =~ 1.5G67}, and therefore
n® =~ 156353 and » = 000318, The approximation in
Egs. (5.3) and celation (5.4) then expands in powers of
/n? =2 % 10°2,

‘The Fermat-Homitton foundstion of anisotropic optics

Fig. 4. Maxwyll electrompgnelic vectars in an anisotrop
medium, wheee B = Al phints into the page.  Thu ofectsic
and displacement vectors, B oand 3, arc aot paralet  The
Tayustimg vector 511 % M i \hu direction of Qo wh enern
wnd enereapanda ta the dizoetion of propagation of ey 6 in
prometricat optlen, The wavefrunt aariwnis S ur guradlet t
thy agtieat p and arthwgannl e (he disgpd;

weetor 3,
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scems to give more mathematical frecdom than the Max-
well equations. One can follow cither the ordinary ray
ar the extracrdinary ray, but not both, for essentinlly the
same reason that geometrical optics (ollows cither the re-
fracted ray or the reflected one when a space surfaee of in-
dex discontinuily is met. The proper Maxwell treatment
includes both rays and predicts their respective polariza-
tions and intensities. Thesce quantities do not biclong to
the glnasjeal list of cuservables of geometrical optics.

6. FREE PROPAGATION IN
HOMOGENEOUS UNIAXIAL MEDIA

Uniaxinl anisotropic media are quite ubiquitous:
stretched plastic, quartz lenses, cte. When the axis of
anisotropy is also the optical 2 axis, sur model is mathe-
matically gimple. Here we analyze free propagntion os
& tranaformation of phase space (q, p) and are interested
in the power-acrics expansion of the nonlinear part, i
the aberration expansion of the uniaxial quadrupole case.

At the end of Section 2 nbove, we remorked that the
Hamiiton equations on the standard z = 0 screen yield
roy positions glz) on lhe screen and their canonienlly
conjugate momenta plz). Instend of p, we have worked
mostly with v {sce Eq.(22)] and q for simplicity and
covarisnce. For the quadrupole uniaxial refractive index
in Eg. {5.2), putting ¢ in terms of & through Egs. (3.1), we
can write out the components of momentum [Eq. {4.8Y) as

P=(n°+ 40§ -3’

= {1+ " (n? 4 4) + (20 + )0

= [tn® + 42)sin 0 - 3 sin® u}(:: :)~ (Al

When the medium is isotropic, this equation reduces to

o
Pt

Frec propagation in an anisotropic, homogencous
medium is described by the refractive index n indepen-

Iplen®sing  (v=0). (6D

dent of q.  Hamilton equations (2.7) ond their solutions
are
%‘f ~y o glz) = glO) + 70, 16.3)

%E -0 plz) = plo). (6.4
Although the sclutions are formally independent of the
anisotropy of the medium (they ore lines in space), the
anisotropy onters through selation (6.1) between the ray
momentum p and the ray direction v. In the isolropic
cage, p = ng nnd we ean ensily invert Eqs. (6.2) o

r P2, o
pr e w2, - -).
o " fof w n? ton 8 (v =0}
6.5)

T the uninxinl anisctmpic cnse
veralun of By. 0.1y is dilienl o
it A1y with g0 Taylor secies fa 0?0 far &
Uy T 3ty ear s00b prmpms o nbinilr exponsion el i prwe
wrn ol (8 g, Uien, sqnnting Uhe series, we e Bind the

n pimple clased ine
ul. However, if we

33
Vol; 12, No. 8/June 1895/J. Opt. Soe. Am. A 1385
exprnsion coefficients of vl p):
an? + By
[ i

’I-(n“)I 4+ 1930 + B2
{n% + 4u)7?

1
P P

(pYPp + o (B6)

‘Thuas, whereas the sccond Hamilton cquation LEq. (6.41)
stonds as in the isotropic cose, gi{z) = g{0) + zo{p) ex-
hibits o series of terms of degrees 1, 3, 5,.., inipl. In
this way the phase-space transformation can be spproxi-
mated o first, third, etc., abereation orders.t

Expansion {6.6) i3 to be substituted into Eq. {6.3) for
q(2). The lineat term in zp is the paraxial apprexima.
tion, and we enn sec that n* =Y + 4» pioys the role ol an
efTective pumxml refractive index.  The nonlincar terms,
in .-(p ) p, are gencrically culled spherical oberrations.
1 Fig 5 we plot the cocfficients of z{ p13* p in Eq. (6.6) for
k = 0, 1, 2, 3 versus the enisolropy parnmeter »  Note
that, for values of 1/n® = 0.1 corresponding to oblate in-
dex cllipsoids, ie., prolate ray surfuces such as quortz,
the coeflicient of the linear term drops to approximately
70% of its isetropic value, nnd the eocflicients of third
and higher terms drop even lower, to upproximately 50%
of isotropic frece-flight aberrotions. Tor crystols such s
feldspar, which exhibit » < 0,the coefMicients of aberration
orders 1 (linear) and B grow mopotopically, but those of
orders 3, 7, etc., reach n maximum and then chnnr,t: !lgm
Optical thot ihute with neg
aberration can be of some interest in aptical design be-
enuse such clements are difficult to produce with refroct-
ing surfaces,

We can now find the evolution Hnmlllnmnn {Eq. (2.7b)),
which in b media is o of only p,
explicitly by substituting vl p) from Eq. (6.6) into Eq. (G.3),
for the uninxinl quadrupelnr medium (6,1) or by partipl
integration of {¥, q} = —ul p) in Eq. (6.6}, We {ind that

o= e~ 2T
r MR et

Hipy =

1 0 4+ 10
- -t - 2 gt SRR
4 MO 4 G0RO) 4 40812 o
oy (P e @7

-2

¥ 3
La-linvior of wpbierient alwemation el
thow m.mun mr k=08

nhirolrpy pursmelee Y RETLHITHT

-1
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Fig. 6; Descartes diagram for cnmlruchnn of refraction angles
between two anisoteople media a and A% {L) Draw two circles
lnd the torresponding Descartes ovaids for the two media n and
a', joined at & lino parallel to the refrocling interface at the
point of incidence. (2} Draw the direction g of the incaming
ray and tha corresponding momentum vector p. (3) Project
the mom#tituin on the Interface; this quantity is consesved.
(4) Draw the ac.:uerv-d segment. rnr uw second ovaid and its

. (5)The d §’ yiolds the direction of
the refracted rly.

In the isotropic case, when v = 0, this is the expangion
of i =P, the well-knawa aptical Hamiltomani for
these media.

7. FINITE REFRACTION

The g} of refeaction—breaking of ray: urs
at finite discontinuities of the refractive index. Consider
{irst the elementary case in which the surface ofindex dis-
continuity is the 2 = Oplane and there is a ray that crosses
this flot interfuce between the two different anisotropic
media, Let the individual refractive indices be n{q, @}
and n'(4, ) in the hall-spaces. Equation (3.9} restricts
the momentum difference p' — p between tho two me-
din to lie along the z sxis. I{ence the projection on the
screen will be conserved:

p=p' (1.1
These statements hold for general anisotro,i: media,
where ray tangents and momenta are not collinear, If
the anisotropy vectors {3.7) of the two media are not capla-
ner with the surface normal, the incident and refracted
ray tapgents are geneﬂcnlly not coplunur with the surface
aormal.  Fall g the of free fan in
homogencous uniaxial media in Section & abave, we now
particularize our considerntions to refraction between two
nuth sligned uninxial medin, Lt Lheir refrnctive indices
fi i) el i) .. in B, (5.2), with menopale
turn o gk At nelenpole anisetepy cocdl

nad res uwl,v. et thn alignel unin,
twn refeaelive

endg
isulices wre axinlly symmnetric findependent

MEDIOS ANISOTROPICOS.
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of the polar angle @), 8o the two onisotropy vectors
(Eq. (3.7)] are along the same meridian and thus are
coplanar with the surface normal (the z axis and line
of poles). Refraction between aligned uniaxial media is
thus coplanar, .

In Fig. 6 we construct (using ruler, compass, and plot-
ter on a plane figure) the Descartes diogram for the point
at the interface joining two hall Descartes dingrams and
matching the length of the momentum vectors p and
p’ on the interface. To find the angle of refraction
@' in terms of the angle of incidence 8, we construct
§'(q; n% vin®, »'} {cf. Eq.(2.10)] expanded in series.
Through Eqs. (3.1}, {6.1), {6.5), and (6.6), with the ef-
fective refractive Indices n* = n% + 4v and n® = n™ + 4,
we find the Tbn Sahl-Snell law of sines for uniaxial
anisgtropic medin:

lmo,-—lma+a[(:::)V‘V]sm ]
21 (n}, e
o\ ) \w ) sin® @ + .-

(7.2)

The first summand 18 the usual form of the [bn Sahl-

Snell law; it is here also the paraxial approximation with

the ratio of efTective refractive coeflicients. The succeed-

ing tarmg are corrections of orders »4 and sin®*! g that
are due to anisotropy.

8. ROOTS OF REFRACTION

One of the results of Lie optics is that the finite phose-
space transformation that is due to refraction by an inter~
face between two media can be factorized into a product
of two root transformations,!’  Each root transformation
ix a canonical transformation of phase space; i.e., Poisson
brackets are prescrved, and the volume element dg A dp
is invariant® The free propagation (Eqs. (6. :!) and (6. 4)]
are evidently ical, and its serics
mnu: the hrml by lrnml’nrml!(nns u\nl are :nnomcnl
ing we con algo-
nlhmlcnlly :a.\culn!r.- the aberration expansion n;socmted
with a refracting surface as an optical element per se.’
Finally, u'uncnunz this sberration expansion at some or-
der y koeps the of the tatal trans.
formation to that order,
In Fig. T we picture the ray transformation that is due
to refraction at & smosth surface S(q) = {(q) ~— = = 0

(2 T

7. Mefraction at w miefoce i n map hetween ghise-xpace
paindn (e, o3 and Gy’ p'L Thia transfoemothen viathly Gacters
it Lramformtinne hick aod Sorth fom the peint « it
on the murfuce 3 = (g,
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between two general anisotropic; hamegeneous medin
n(Q) and #%(§). This figure shows the equality between
free propagation in the first medium from ¢ at the z = 0
screen to the point of impnct (indicated by overbars) at
{ = (g, $IF = (G, ()] end free propagation in the sec.
ond medium from g ot the same z = 0 screen to the
same point of impact. If v and v’ are the two oy dxrec-
tions [Eq. (2.2)] on the screen, then the point P
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We shall now prove that the root transformativn
@, ) — (@, p) given by relations {8.4) and its inverse,

R} G—aq =& - ain), t8.60)
R p—p=p+ HPEG), (8.6b)
are icat i

coordinutes can be written in two ways:
Q@) =g+ HGlo=g=q' + (G =g, (B.L

This is the first root equation of refraction; it is an implicit
equation for .

The vector normal to the surface is 9S{q) =
{Lal@) Lo(), -1 = [E(q), -1]". If p and p’ are
the three.vector momenta of the rays on bath sides of
the surface S, then the incremental limit of Eq.(3.9)
restricts p' ~ p to be parallel ta VS ot [, {(@)]. This
we write ns the cquality of vector products

PXVS(@) =pxk=p'x V8. 8.2

In this equnlity we have inserted n vector p = (p, p.)T
in the cross product with the unit vector k along the
z axis (the z component B, is thus arbitrary). The two
three-momentn are decomposed with the use of p = ( p..,
Bye pu)¥ = {p, ~H)T, where H is the Hamiltonion func.
tion, to be indicated as /f and K’ for each of the media
{6.3)-(6.7). From Eq. (8.2) the two-vector /i is

p-H(pL@=p=p' -~ H'(pHEG). (@3)

This {s the second roet equation; it is an explicit equation
for p once ¢ has been determined

We have thus d ined the root
for generic surfaces S = {(¢) — z = 0 in homogeneous,
anisotropic medin n{d). In optical phase space it is

Rzt g—q=q+L@uip), (8.40)
R p—p=p-H(p@. (8.4b)

where of p) ard H( p) contein the refractive-index func-
tion n{g). From our construction it follows that the re-
fracting surface transformation.

g g’

Sumgt
4 p—pt

(8.6a)

thus factorizen into the product of the root transformation
in the first medium and the inverse reot transfurmation
in the sccond medium:

Surt = RigRTY -

18.5)

An in Lho isotropic canes atudied above, each oot fuctor
dlependn on only ene of the media and the shape of Ui
camomn muefuee,  When i weefien S inn 2~ continl
plang, thy rool teanafurmationn (8.4) are o simple Treo
Myl by o generic 2.

The ulmplcst derivation
of this reault uses the Delgado function® in the cone
text of canonical transformations defined through a cross-
variable Hamiltonian function F(g, p) that depends on
final position and initial momentum (Fy in Goldstein's
notation?), This function determines a canonical trans-
farmation (g, p) ~~ (@, p} through

aF(q, p} e oo AL p) ®n
ag -

qlg.p =~ T bl

The function F = § - p produces the identity transfor-
mnlion a~ q and p p. Delgado noted that l.ha xlx-
! identity ion function,
to the fuur«dlmcn!mnnl optical phare space at the surface

£, leads to the cross-variable Hamiltonlon function

Rigp) =l -plug=q-prip, =q p-La)Hip),
8.8)

whith indeed yields through Eqa. (8.7) the root tranafor-
mations (8.4a) and (8.6b). The factorization theorem is
thus extended for refraction between any two anisotropic
(uniaxial, bioxinl, or general multipolar) homogencous
medin.

9. REFRACTING SURFACE
TRANSFORMATION

Here we give the explicit root and refracting surface trans.
fermations for uniaxinl quadrupolar media to third aber.
ration order. Wo use Eq. (6.8) for.of p) and Eq. (6.7} for
I (p} and consider surfnces with ratationn! symmetry
around Lhe axis of the medium,

L) = £2q® + Sl + e s ®.1m
whose normal {two-vector on the sereen) in
L) =~ 26g + Afiglg ¥ o (9.1b)

Such surfaces touch the optical center ¢ = 0 of the 2 = 0
soreen,  Surfaces fo + {{q) that are displaced by Jo will
have a reat transformation given by Regpur ™ Fag, R
where T, 4 is the free propagation to the optical center of
the surface, This fuctorization is evident from Eg. (6.7),
relations (8.4), and their coneatenation.

To solve the implicit root equation {8.4a), we find the
first-order spproximant ' = ¢ and plnce it back into the
equation.  The next iterntion tukes ua to Lthe third-order

approximant ¢ from whicli wo drop the superindex to
wriln

9.2

i
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where n® + 4= n* is the elfective (paraxial) refractive -

jndex of the medium. - We substitute this result into re-
Iation (8.4b) to cbtain the third-order approximant to the
momentum (eansformation:

B p200n® ~ 29)g ~ e P

00 =20

+ 20 5T (2.2

The paraxial part is recognizably that of a quadratic sur-

face, To third order, for » = 0 we recover the furmulas

for isotropic media given in Eqa. (6.4) and (6.6) of Ref. 11

. 'The root transformation R,y is canonical, as we saw

abave. We may epproximate R.. to third aberration
order by the furmal operator series

R = expl-f/20'p1g7 + L — 20, o]
x exp[~{3(n® — 20)¢%, °]. @3
Although this operator the H

@*p + 4in® - 2%,

‘mated to lhird order by lhu nperatnr nl' the goneral l'orm‘

MEDIOS Amao'mémcos

R:vau et al,

'l'hn rnfrnchng uurl'ncn lrunsl‘nrmauon ean be . approx:

S = explA(iF + Bpip-q & Olp-
+Dpiqt+ Ep'qqt +‘mq’)3 s
x exp{—&i{n® = 2») '2
where the coeflicients A E' are , uvnlunudv
identified with the manomhl Lia-Scldch third.
aberrations'® in the follawing way:

Spherical aberration:
Coma:

A=0,
Bwp,

Curvature of field:

(Eqgs. 9.2)! up to terms of ll\lrd order in @ nm.l p, the
approximation is canonical.

The inverse root transformation follaws a similar ol
gorithm, finding firat the {irst-order approximant to the
momentum transformation p/* = p ~ 25H(n° — 24)q, to
relation (8.6b) and then its third-order approximant; sub-
stitution into relation (8.6a) yxclds the position transfor-
mations. These are

4'6-{zm 7h + 24t n°+4_‘flq. (94a)

R-P‘2[z(n°—2v)q+{zn¢+‘yﬁé

ST

3(r° — N
* 4[{’ LX)

b-qq

n

- &aln® ~ 2»)]-';’@ (9.4h)

We obtain the refracting surface transformation
[Eqs. (8.5)) by substituting Eqs. (9.2) into Eqs. (9.4) and
distinguishing by primes. The reaults are

[ U SR T,
q=q {’(nm+4u' n“+4;-)qp

+ 2628 20 vy,

* - 21 = (a° =
oy (9.52)
p'=p = 200007 ~ 24 ~ (% - 2u))y
1t N\,
ML n% + 430 o +4v)P T
o apa(n® =20 —(a® ~ 2.4 3
44 n"' Fav @
2 (% ~ 2u) 4
2 n"‘ ar ap
of gl -2»')— (n° — 2P
. + 4
Cltn™ = 20’y = ta® - 2--;['4,’.,, (.50)

Agnin, for juntropie medin o, o w 0, wo reproduce Lhe
resuliy af Fam, ((.8) of Ref, 11,

A D w0,
Distartion: E = =24’
Focus (defocus):. = F =247 ¢ '
: x 0%~ 2»') ~ (n" =20
%+ 4
= ad(n™ — 2r) = (° = 2v)).
@70

These coefficients can be found from the explicit trans-
formation (9.6} or through ccrnpum.lun nr the cocflicients
contained in Eqs. (9.4) for R.; and [R,, ,]" by means of
existing tables.?

Axisymmetric nnisotropic optical systems composed of
homogeneous elements separated by refracting interfaces
transfarm optical phasc space through concatenation of
Eg. (6.6) for free propagation and Eqa. (9.5) and (9.6) for
refraction. The operation of cancatenation is actually
simpler when it is performed bolween the set of aber.
ration cocMicients, as detailed in the literature,! Com-
puter algorithms and tables exist for aberration order 7.7
but their presentation and analysis for realistic systems
lies beyond the purpose of this paper.

10. CONCLUDING REMARKS

We derived the Hamilton equations for geometrical-optics
rays tlines) in anisotropic optical media from the Fennat
principle. The optica)l momentum vector p is writlen as
the sum of the vector with the length-n Langent to the
ray plug on orthegonal anisatropy vector A.  Free propa.
gation corrcsponds to the symplectic maps of the phase
space on the standard screen. The refracting surface
transformations and the root transformations are given
to third aberration erder for aligned uniaxial optical sys-
toms.  Althaogh Lhcy nrt. Tenn l'nrmnl I.]nn the full dis.
plny ol their Lie-S, wu regiard
these cxamples us |iluslrnlu~u of the Interest of wrimo-
tropic muedin in the foundniiong of gesmetrical opties in
phnke spaco,




ﬁm‘u et al.

Given the h i i ian Hy-j =
-fn¥ = p¥, where n is a constant, it is ensy to infer that
thomogencous (isotropic) medin will have the Hamilton-
un Hi.; = ~lnlg, 2)* — p*]**. DBut it is not at all clear
v to gencralize 174, to the general anisotropic case.
we were simply Lo replace n(q, §) in the square root,
e first Hamillon equatien would not nctually tell us
the relotion between p and . The inhomogeneous
isotropic Hamiltonian H,., given in Eq. (3.4) general-
mes Ha.i nontrivially and leads te an attractive three-
fmengional nn|solrnpy veetor [Eq. (3 7)1
1 The third der results displayed here show
bat, even for the unioxiol realistic case, anisotropy re-
‘ults in a nontrivial Tengthening of the coefficients; but
'n!w that they ean still be handled snolyticaily und in-
larporated into oxisting computation algorithms for opti-
2] design.
! The Fermat principle is leas restrictive than the
Haxwell equations in providing models. for anisotropic
peometrical optics. On the other hand, pgeometrical-
sptics rays can either refract or reflect and follow either
the ordinory or the extraordinary ray but not hoth, Lot
|ts recall that the full information nbout the ficld can be
“derived from the geormetrical-optics expansion,® that is,

S En .
E~ ...Z.u T cxpUiked)

&r the electric-field vector; a similer result holds for the
magnetic-field vector, Here kg = 2n/A is the wove num-
ter, and ¢(q} is an eikonal function (p = 3y/2q). The
rays considered in thia paper are the charncteristics of
the eikonal i The p: i the i

ind the optical uctivity will appear through the zero- and
‘higher-order amplitudes E., in the geometrieal-oplics ex-
pansion. We hope to discuss these problems elsewhere,
. We may note finally that, int spite of the grent capacily
'sf modern compulers to solve complex wave
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‘Apéndice C
Astigmatismo.

El programa que incluimos cn este apéndice utiliza el esquema de Crank—Nfckolsnil
[41] para resolver la ecuacién diferencial: o

dA dA 2
tE=—~dz—2+(?+em)A,

con la condicién inicial
a2
Az = 0,z) = exp (—ET:d—)

la cual resalta de la evolucidn bajo el operador de astigmatismo X""P'?.

El programa esta escrito en Fortran 77 y lo corrimos en la computadora Hewlett
Packard (ce).

: 141: s T



142 - ASTIGMATISMO;
PROGRAM X2P2 ;

program using the crank—Nickolson scheme solves the problem.‘f e
i*dA/dz = { ~d2p/dx2 + (x2/2+exd) A} -
with initial conditions A(z = 0,Xx) = exp( (x—xo)**zjz)

implicit none

conplex A(18384),
i IM, RE, ULEFT, URIGHT, ZERO

real x, dx, dz, alfa, 2, %0

integer nx, nz, ix, iz, ileft, 1ri.ght Lo

common/caplx/re, IM,zZerc
conmon/stepl/ileft,uleft, iright,uright,alfa
PARAMETER (NX=18384, ND2=NX/2, X0=5.eD)

OPEN (10, FILE='ba.dat’, STATUS='NEW’, ICSTAT=IERR)}
OPEN (9, FILE=’b5.dat’, STATUS=’'NEW/, ILOSTAT=IERR)

DX=1.e-2
RE=cnplx(1.e0,0.e0)
IM=cmplx{0.e0,1.e0)
ZERO=Cmplx(0.e0,0.e0)

uleft=zero
uright=zero
iright=1
ileft=1
‘nz=10000 e g, B
dz=2,e-5 o e

sl nb nluess isuo &1

alfa = dx**2/dz

do ix=i,nx
X= (IX~-ND2) *dx-x0

afix) = exp(~{X*X)/2.e0)*RE
end do

2 = 0.e0

do iz = 1, nz - -
call step {a, nx, z, a, 4z, 4dx}
write (%,%*) =z

end do

do ix=1,nx
X=(IX-ND2}) *dx
alfa=real(a{ix))*real(a(ix) )+imag(a(ix))*imag(aixr)})
write(9,*) x, alfa, real{a(ix)), imag(a(ix))
write(10,%) real(a{ix})
write(10,+) imag(a(ix))
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42 : _ASTIGMATISMO.
' PROGRAM X2P2 ' ‘
- ‘program using the Crank-Nickolson: scheme solves the prohlem.

imdAa/dz = { -d2A/dx2 + (x2/2+ex4) A}
with initial conditions A{z = 0,X) = exp(- (x—xo)**z[z)

implicit none

complex A(18384)},
1 IM, RE, ULEFT, URIGHT, ZERO

real x, dx, dz, alfa, z, %0
0
integer nx, nz, ix, iz, ileft, 1right iei‘i:{‘ %‘jaA

common/cmplx/re,IM, zero
common/stepl/ileft,uleft,iright,uright,alfa
PARAMETER (NX=18384, ND2=NX/2, X0=5.e0)

OPEN (10, FILE='ba.dat’, STATUS='/NEW’, IOSTAT=IERR)
OPEN (9, FILE='b5.dat’, STATUS='NEW‘, IOSTAT=IERR})

PX=1l.e-2
RE=cmplx(1l.e0,0.e0)
IM=cmplx(0.e0,1.e0)
ZERO=cnplx (0.e0,0.e0)

uleft=zero

urjght=zero

iright=1 . )

ileft=2 : i ob ndlueon (s sl
nz=10000 . L i
dz=2.e~5 . R

alfa = dx**2/dz

do ix=1,nx

X=(IX~ND2) *dx-x0

a(ix) = exp(—{X*X)/2.e0)*RE
end do

zZ = 0.e0

do iz = 1, nz :
call step (a, nx, 2, a, dz, 4x)
write (¥,%)

end do

do ix=1l,nx
X=(IX-ND2) *dx
alfa= real(a(ix))*real(a(ix))+imag(a(ix))*imag(a(ix))
write(9,*) x, alfa, real(a(ix)), imag(a(ix))
write(10,*) real(a(ix))
write(10,*) imag(a(ix))
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10

Close (10)
Close (9)

.write(*,*) 'FIN’

stop

END

subroutine step (a, nx, z, adz, dz, dx)

calculates solution on next layer
a(nx) 1s function on layer z (input of sbroutine)

adz(nx) is solution on layer z-+dz (output of subrautine)

z is changed by 2+dz at output
implicit none

integer ix, nx, ileft, iright

complex a({nx), adz(nx), uleft, uright, E1,

1 IM, RE, ZERO, al(18384), b1(18394),c1(19384) £(1aaa4)
real adx, dz, d, alfa, z, x2, di, eps
comnen/cmplx/re, IM, Zero
common/stepl/ilett,uleft,iright,uright,alfa

eps=0.1
El=1/DZ*IM
D=1/DX/DX
Do 10 ix = 1, nx
D1 = (IX -NX/2)4DX
%2 = disdl
B2 = %2/2.80%(0.5+eps*x2)
Al(ix) = D*RE
B1{ix) = (2. eo-D+E2)tRE-E1
c1(ix) = Al(ix)
F(ix} = ~D#*A(ix+1)+(E1+(2. eO*D+Ez)*RE)*A(lx)-D*A(ix-l)
CONTINUE

call SOLVE(F,Nx,Al,Bl,Cl,uLEFT, ILEFT,uRIGHT, IRIGHT,dx)
CALL EQUAL(adz,F,nx)

z = z+dz

return

end

SUBROUTINE EQUAL(A,B,N)

complex A(N),B(N)

- 1438
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DG 1 I=1,H
A(X)=B(I)
RETURN

ERD

SUBROUTINE SOLVE(F,IDIM,A,B,C, BLEFT, ILEFT, BRIGHT, IRIGHT; H)

U(N+1)tA(NJ—U(N)*B(N)+U(N 1) ¥C (N} =F (N)

H ~ MESH SPA

IF (ILEFT.EQ. 1) U(1)=BLEFT

IF (ILEFT.EQ.2) DU(1) /DX=BLEFT

IF (IRIGHT.EQ.1) U({IDIM)=BRIGHT

IF (IRIGHT.EQ.2) DU(IDIM)/DX=BRIGHT

IF (IRIGHT.EQ.J) DU(IDIM)/DX=BRIGHT*U(IDIM)
ON EXIT U{(I) - IN F(I)

complex UN,F(idim),A(idin),B{idim}),c(idim), s
1 AL!‘A(18384) BETA(18384) , BLEFT, BRIG!{T DEN
real h

UN=cmplx(1l.e0,0.e0)

IF (ILEFT.EQ.1) THEN

ALFA(2)=cmplx(0.20,0.0)
BETA (2)=BLEFT

ELSE IF (ILEFT.EQ.2) THEN

ALFA(2)=(A(1}+C(1)) /B(21)
BETA (2)=~F(1) /B(1)

ELSE
RETURN
END IF

PO 1 T=2,IDIM : .
DEN=UN/ (B{I)-ALFA (I} *C{I)} .

-ALFA (I+1) =2 (I)*DEN

BETA (I+1)=(BETA(I)*C(I}~F(I))*DEN .

IF (IRIGHT.EQ.1) F(IDIM)=BRIGHT

IF (IRIGHT.EQ.2)

1 F(IDIM)=(ALFA(EDIM+1)* (2XHXBRIGHT+BETA(IDIN) ) +BETA (IDIN+1)) /
2 (UN-ALFA (IDIM)*ALFA(IDIM+1))

IF (IRIGHT.EQ.3)

1 F(IDIM)=BETA(IDIM)* (UN+.5e0*H*BRIGHT)/

2 (UN-.560*H*BRIGHT— (UN+.500*H*BRIGHT) *ALFA (IDIM))
DO 2 I=1,IDIM-1

K=IDIM-I

F(K)=ALFA (K+1) *F (K+1) +BETA (K+1)

RETURN

END



Apéndice D

Evolucidén no lineal en el espacio
fase.

En el articulo que reproducimos [45] analizamos la dife ia entre la dindmica’
clisica y cudntica calculando la historia temporal de las funciones de ngnel‘ para
el Hamiltoniano p* y el medio de Kerr éptico.
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ON THE PHASE SPACE DESCRIPT. ION OI‘ THE
‘ QUANTUM NONLINEAR DYNAMICS ’

" ITALAS- Universidnd Nacional Autén de Ménca..v - " T
Apar(nnfa ‘Postul §8-3, 62251 Cucrnavace, Mor,, ﬂfl'!‘l'm

Abstract

We analyze the difference between classical dy.samics {geometric optics) and
quantum dynamics {wave optics) by cateulating the time histary of the Wigner fune-
tion for the simplest nonlinear Hamiltonians which are fourth-degree polynomials
in p and g. Tt is shown that the mements of the Wigner function carry impartant
information about the state of & system and can be used to distinguish bctwccn
quasiclassical and quantum evolution.

1 INTRODUCTION

The standard formulation of quanturn taechau. s eithar in the Scheédinger
or in Teisenberg pictures may create an impression that quantum and classi-
cal dynamics are completely different. However, there are representations [0}
in which quantum dynamics seems to resemble classical statistical mechanics,
and where the state of a quantum system may be represented by the quasiprob-
ability distribution in phasc space of the corresponding classical system. Of
course, there arc at least two important differences. Firatly, quasiprobability
distributions may take negative values {unlike the true probability distribu-
tions). Secondly, the classical distribution ¢an be localized at a point in phase
space, whereas the quantum distribution must always be spread in a finite
phase volume, in agreement with uncertainty relations. Lel us take an initial
distribution which is consistent with the uncertainty relations and describes
a real quantum particle. Then, what is the differcace belween elessical and
quanium dynamics in phase spacc?

The classical dynamical law is very simple. Bvery element of phasc space

moves along the classical trajectory while preserving its volume. If at time
t=0 the probability to find a particle in a unit volume at the point qo, po was

Preprint xubuiitted to Fisevier Seicnee 25 March 1596
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“’d(vn'.l’o)g then at time ¢ the probabilily distribution is

o WQ(q.n& t) = W ((g, p ). po(a.p,t)) 1)

where q(t),p(t) is the classical trajectory passing through the point qo,po
at time ¢ = 0. How much can this image help us lo understand quantum
dynamics? This question is important also for optical applications, since the
optical Helmholtz equation in the paraxial approximation is reduced to the
Schrddinger one. Then the distance along the optical axis plays the role of
the time ¢ in mechanics, For simplicity, we consider here the two-dimensional
case and denote a coordinate perpendicular to the optical axis by ¢. Then the
canonically conjugate momentum p describes the direction of the ray at the
poinl g,2. The classical limit corresponds to geometric optics.

2 LINEAR TRANSFORMATIONS

Lincar h ical transformations [0] are generated by Hamilto-

nians whlch are second-degree polynomials in p nnd q. They lead '.o lmcar

equations of motion which are identical in classical and

‘Thercfore the solutions to the quantum cquations (the Hclscnhcxg operators)

have a Yorm similar lo the classical trajectorics p(¢), #(t). In optics, linear
d ian systems,

Among the various quasiprobability distributions, there is only one for which
the lincar quantum evolution [aw coincides with the classical one in Eq. (1)
[0). This is the Wigner function,

oo
W(q.ml)=2_/ dr BP0 (g ri )W (g—r31). 2)

Heze, the wave function W(gq;t) is 2 solulion of Lhe Schmdmgcr cqualion in
the coordinate representation.

We shall refer to the classical probability distribution (1) evolving {rom the
initial conditions W (po,qo; ¢ = 0} as the ‘classical Wigner function'. There-
fore, tiic classical and quantum Wigner functions evolve identically in Linear .
dynamics. The Wigner function provides the elosest possible deseription of
quantum and classical dynamics.




3 NONLINEAR DYNAMICS

We consider here two examples of nontincar dynamics generated by the siin-
plest nonlinear Hamiltonians which are the fourth-degree polynomials in p
and g. Such operators describe in wave optics the third~arder approximation
to the paraxial regime; i.e., they lead to the aberrations of images in optical
devices [0]. In the nonlinear case, the classical solution does not determine the
quantum dynamics, since higher moments of p and g enter into the Heisen-
berg equations of motion. The mean values of these products (e.g., {{pq}(t)})
become additional variables which are 2bsent in the classical case,

We start with the Hamiltonian
Ho=g

which corresponds in wave aptics to the first correction o paraxial free prop-
agation (spherical aberration); it also describes thic first relativistic correction
to the Schrédinger equation.

We show in Fig. 1 the classical and quantum evolution of the Wigner function
for the Hamiltonian p* when the initial state is a vacuum coherent state {a
Gaussian centered at the origin of the phase plane). After p* evolution, the
resulting state is no longer a G ian, but is rep 1 by a hill that rapidly
spreads in . The difference between the clasgical (Fig. lc) and quantum (Fig.
1a,b) cases lies in the oscillations of the Wigner function which appear in the
latter. They are scen in the level plots as small islands forming in the con-
cave part of the main hill; their area is considerably smaller than the area
of the vacuum state. The presence of these ‘quantum oscillations® in phase
space clearly indicates the quantum character of the evolution (in a compari-
son with the quasiclassical evolution discussed in Section 2). The stronger are
the oscillations, the ‘more quantum’ state we have. These oscillations are ab-
sent for generalized coherent described by Gaussian Wigner functions (which,
therefore, are quasiclassical states).

However, it is inconvenient to plot many graphs of the Wigner function for
different time instants, to conclude how nonclassical (or how quasiclassical)
is the evolution. We would like to have a numeric parameter which- would
allow us to distinguish between classical and quantum dynamics. There are,
at least, two candidates to play this role. Firstly, it is the left-hand side of the
Schrédinger-Robertson uncertainty relation {0},

- —a?
6 = agopp — 0y 2

3

Ll el

where § and j are the mean values of the coordinate and momentum; oy =
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Fig. 1. Evolution of the quantum and classical Wigner functions for the llamiltonian
p*. (=) 3-dimensional plots of the quantum Wigner lunctions for tines £ = 0.5 and
= 2.0; (b) leve! plots of the same quzntum Wigner functions; (c) level plots of the
classical Wigner functions for the same time instants.

(Ag)? and oy, = (Ap)? arc the variances; g, = {gp-+ pg)/2 — §p describes cor-
relations between coordinate and momentum fluctuations. Here the brackets
(++-} denote the average over a given quantum state. The equality in Eq. (3)
holds for pure Gatissian states. Dodonov and Man'ko neticed that the value
in Eq. (3) is invariant under lincar canonieal transformations both in quantum
and classical mechanics [0). For nonclassical stales § describes the growth of
quantum fluctuations. Under nonlinear transformations, however, § is not an
invariant even in classical mechanics. The Dod Man’ko 1

ter § can



be thus used to characterize the degree of nonlinearity of the system, rather
 than the degree of nonclassical behavior of the system, as was noted in Ref.
[0]. Fhis parameter is in fact very useful to describe the short time nonlinear
. behavior even if it does not fecl global effects, such as Schrodinger cat states,
which appear for longer times.

The difficulty in describing quantum fluctuations for Schrédinger cat states
can be overcome by taking advantage of entropy as a measure of fluctuations.
Since we have no true distribution in phase space, Wehrl [0) proposed to
calculate the entropy using the nonnegative Q-function Q(q,p),

So=-[QueQ %, (1)

inslcud of a real distribution. The Wehrl| entropy carries more precise informa-
tion about the phase volume occupied by the quantum state and is especially
convenient for the description of the Schrddinger cat states [0]. Unfortunately,
Sq is not invariant under the squeezing transformation. The reason is Lthat the
Q-function bel lassically under.squeezing transformation, generated
by the quadratic generator pg + qp, see e.g., [0].

We would have an appropriate measure of the quantum nature of the state
if we could calculate the entropy using the Wigner function as a probability
distribution. Unfortunately, this is impossible, since the Wigner function can
have negative values. {Moreover, these negative values are known to be an
important manifestation of the nonclassicality of the state.) However, we note
that the moments of the Wigner function,

WO =g [WHea0 B2, k=12, ®

have the desirable properties. The classical counterparts of these moments
are invariant under any canonical transflormations, as follows directly from
the phase volume conservation. In the quantum dynamics, these moments are
-preserved by any lincar canonical transformations but are. changed by non-
-linear transformations. For all the quasiclassical states described by Gaussian
wave lunctions, these s {in our normalization) arc equal to unity, The
difference from unity may serve as a measure of the nonclassical nature of
the state. On the other hand, the change in these moments in the course of
nonlinear evolution reflects an ex!.ra growth of the quantum fluctuations in
comparison with the corl | dy ics; it also provides an in-
formation of how closely the pmccss can be described by the quasiclassical
approximation.

We show in Fig. 2 the time evolution of the moments of the Wigner function
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o

‘OQ.o M o't.5' A 1.0

Fig. 2. Time cvolution of the moments of the quantim Wigner fusiction for the

-'v' Hamiltonian p*.

under the Hamiltonian p* It is clear that the normalization condition always
implies {; = 1. Furthermore, I3 = 1 for any pure state. {For mixed states
deseribed by the density matrix p, the second moment is equal to the purity
of the state, J; =trace{s®) [0].} 2 is shown in Fig. 2 to test the quality of
our numerical calculations. The decrease of the moments I; for & > 3 reveals
the difference between classical and quantum dynamics. We note that the
behavior of the moments for the Hamiltonian p* is quit flat, This indicates
that quasiclassical states remain a good approximation to quantum states.

4 KERR MEDIUM

A successful model of active optical media in which self-interaction of the field
takes place is the Kerr medium. Its Hamiltonian is a harmonic oscillator which
describes a single quantized mode of the clectromagnetic field of a frequency
w, plus a setf-interaction term with a coupling constant x {0,8,0). In quantum

-electrodynamics, the Hamiltonian is usually written in terms of the photon

number operator fi = ale = p?/2w + we? /2 as

H = wi+ xi?, ' (6)

here, & = 1. it is clear that the harmonic oscillator Hamiltonian and the
total Kerr Hamillonian have common eigenvectors. The photon” number is
conserved, but there is a nontrivial evolution of the phase of the field.

G
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Fig. 3. Evotution of the qﬁnnlum Wigner function for the Kerr medium with an
initial coherent state described by a Poisson distribution with # = 30.° We see
Schrédinger cats for times ¢ = n/3 and t = 7 /2. .



. EVOLUCIGN NO LINEAL'EN EL ESPAGIO FASE.

The time evolation of the Wigner function under the Kerr Hamiltonian (6} is -

‘shown in Fig. 3. The corresponding evolution of the moments is shown in Fig.

4. In these figures we choose x = 1. The first term in the Kerr [lamillonian

- leads to the ‘fast’ rotation of the graphs with angular frequency w; we work

in the interaction picture, which subtracts this rotation.

The injtial Gaussian Wigner function is shown in Fig. 3a. For small time
¢ = (.02, the Gaussian is stretched and rotated in the phase planc as shown
in Fig. 3b; the moments —shown in g, 4— arc stil] ~ 1, so the state is still
close to Lhe semiclassieal one. It is now squeezed in a definite direction in phase
plane. This squeezing can be seen ¢learly in Fig. 3b. Note that in the graphs of
the @-function it is more difficult to visually notice squeezing, since the hills
are ‘fatter”. The Q-function overestimates the fluctuations in the squeezed
states. Evolution by free propagation in a lincar medium rotates the phase
planc of the field by the bare harmonic oscillator Hamiltonian. One can use
this additional rotation to achieve the best squeezing in the ficld coordinate
or momentum [0].

As time advances —see Fig. Jc— it becomes clear that the hill is stretched
along a circle (not along a straight linc), As the phase spreads, the hill forms a
crescent, The deformation of the top of the hill is still quasiclassical. However,
the shape of the hill is already sufficiently bent for the ‘quantum oscillations’
Lo appear. When the moments i are still of the order 1 in Fig. 4, these
oscillations are weak and their contribution to the state volume is still small.
The arca of the hill increases slowly while the spread in phase grows faster, so
we may expect an amplitude squeczing. This squeezing occurs slightly away
from the radial direction, but it can be transformed into a radial (amplitude)
squeezing if we shift the origin of phase planc, so as to put it at the center of
curvature of crescent. Physically, this can be realized by placing the nonlincar
Kerr medium inside of one arm of a Mach-Zchnder interferometer, as was
proposed by Kitagawa and Yamamoto [0]. Strong squeezing in the photon
aumber fluctuations can be achieved in this way. The Kerr amplitude squeczing
can be lirther enhanced by taking as initial state an already squeczed state
[0]. Note finally that the quantum oscillations arc not visible in the graphs of
the @-function used in Ref. [0].

As time evolves further, Fig. 3d, the phase spread reaches 2 and the ‘quantuin
oscillations’ become really strong. It also becomnes clear that the reason for
these osciflations is the self-interference in the phase space. One can say that
diffcrent parts of the quasiprabability distribution create interference fringes
when mecting cach other. At some time instants the self-interference leads to
standing waves along the circle. This waves are formed in the Kerr medium
at times xt = Ir/m, where {,m are integer nunbers, { < m ~ /7. These are
just the Schrodinger ats [0]; see Figs. 3.l



Fig, 4. Time evolution of the moments of the quantum Wigner functions for the
Kerr lamiltonlan. {a} Even moments J3 (dutted line), Iy and Jo. (b) Odd mo-
ments [, (dotted line), Is and Js. Dashed vertical lines correspond to time instants
w /8, x5, x/4, x/3, 2x[5, n /2 and 3 f5, when Schridinger cats appear.

Most of the information contained in the Wigner function plota can be re-
stored from the graphs of the moments f3_g, Fig. 4. The time instants when
we can expect squeezing or amplitude squeezing belong to the initial peak,
when the moments are still close to unity. When the Wigner function shows

licated interfs {ringes, ts are kept in their lowest steady val-
ues, The *Schradinger cat’ times correspond toe the well pronounced peaks: of
the moments. One can easily estimate the maximum values of the moments
in these peaks (or small numbers of the cat components.

§ CONCLUSIONS

The well-known difference between classical and quantum dynamics is con-
nected with the pt of self-interfs in phase space {or a quasi-
periodic motion, which leads to the Schrddinger cat states [0,0). It is o ‘global
phenomenon® since the quantum state spreads over all the phase volume al-
lowed by the conservation laws, It reveals itself usunlly at times longer than
the fundamental period of the oscillation of the system.

We have shown here that quantum nonlinear dynamics also differs from its
classical counterpart for short times, when the state is still well lscalized in
phase space. The higher inoments of the Wigner function can be used as
numerical measure of this diflerence, since the moments change in the guantum
case bul are constants in the classieal picture.
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Apéndice E

Evolucion bajo Hamiltonianos
polinomiales en espacios fase.

En el articulo que reproducimos (enviado a Physical Review A), analizamos la
diferencia entre la dindmica cldsica y cuintica calculando la historia temporal de
las funciones de Wigner para ilamillonianos polinomiales de cuarto grado en las
coordenadas y momenios. Se pone atencién especial en el analogo cudntico de la
conservacion del elemento de volumen en el espacio fase cldsico. dptico. ) |
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* W analyie the diffezence between clamsical and quantum nonlinear dynamics by computing the
time evolation of the Wigner functions for the simplest polynomial Hamiltonians of fourth degree
in coordinate and momentum. ‘This class of Ilamiltoniscs contains examples which are impartant

in wave and

aptics. ‘The Hamiltoni;

under study describe the third-order sbertations

to the paraxial approximation and the nonlinear Kere medium. Special altention is given to the
quantum analog of the conscrvation of the volume element in classical phase space,

L INTRODUCTION; CLASSICAL AND
QUANTUM DYNAMICS

Since the creation of quantum mechanics, efforts have
been made to visualize the quantum dynamical image
and to put it in better correspondence with the classical
evolution. This goal can be partially achicved by using
the phase space picture in which the state of & quan-
tum sysiem may be represented by Lhe quasiprohabilit

the iclassical approximation be eficiently used Lo de-
seribe a quantum aystem? This question is important in
several branches of physics: particle quantum mechanics,
quantum opties, and wave oplics, hecause they shace a
common mathematical structure.

‘These questions are formulated raturatly in the well-
known language of particle quantum mechanics. They
alsoappear in quantum aptius, where a singfe mode of Lhe

ic ficld is di bed Uy the and

distribution in the phase space of the clus-

sical system [1,2]. Described in this way, quantum dy-
namics resembles classical statistical mechonics. Clearly,
this analogy is incomplete for at least two reasons: first,

) may take negative values
(unlike & truc probability distribution), and second, the
elassicat distribution can be lacalized al a point in phase
space, whereas the quantum distribution must always be
spread in a finite phase space volume, in agreement with
uncertainty relations. Lel us consider an initial distri-
bution which is consistent with the uncertainty relations
and describes a real quantum particle. “Thus we can ask:
what is the difference between classical and quantum dy-
=amics in phase space?

The classical dyaamical law is very simple. Every cle-
ment of phase apace moves along the classical trajectory
while preserving its volume. Ifat time t=0 the probabil-
ity to find a particle in a unit volume at the point zg, pa

of the h i illutor; this field
oscillator interacts with an atomic system or with other
fitld modes in the case of a nonlinear optical process,
Modern quantum optics uses extensively Lhe quasiproba-
bility distributions {1,2], varicus versions of the quasiclas-
sical approximation [3] and other quantum wmechanical
tools,
lere we stress applications in wave optics. Indeed, it is
well-known that in the paraxial approximation, Lhe opti-
cal lelmhioltz equation reduces to the Schridinger equa-
tion, The distance along the optical axis plays Lhe role of
the time tin hanies and,inat i i optical
medium, we denote the screen coordinate (perpendicular
to the optical axis) by 2. The canonically conjugate mo-
snentutn p describes the ditection of the oy at the point
z,t. The classical limit is geometric optics, The theory
ol optical devices in the paraxial approximation describes

the propagation of light beanis as generated by Hamilto-

whi

it We(zo, po), then at time ¢ the probability distribut
is

Wal=zpit) = Walzo(=, p, ), polz,p00)) 1)

where 2(2), p{t) is the classicat trajectory passing through

ocs this picture help us
1o inderstand quantum dynamics? And il so, when can

nian are degrec polynamials in »
and p, they finear ical t fc (] o
phage space. Polynomial Hamiltonians of higher degrce
describe the aberrations to the paraxial regime, leading
to the visual deformations and unfocusing of images in
aplical devices [4]. In wave oplics the above question
cun he formulated as follows: when ean the optical de-
vice he well deseribed by geometric optics, and when is it




neceasary to use a specifically wave opucul description?
The purpose of the present paper is to compare the
classical and qunntum dynamlu guncrnled by Lhe sum-
plest il id
wlnkh are fourth-degree polynomln!.! in the coordinate
£ and momentum p. It is convenient to classify these
Hamiltonians using the wave optica picture, where they
describe third-order aberrations. In quantum mechan-
ics and quantum optics, the polynomial Hamiltonians of
the fourlh-degree include such important examples as the
anharmonic oseillator and the optical Kerr medium (5 .6].
We use the Wigner quasiprobability distribution te pro-
vide a visual imnge of the quantum dynamics. As weshall
nee, it yields the closest possille common description of
classical and quantum dynamics in the phase planc with
the standard ¢oordinates = and p [7].
In order to find paramectees which can be uscd to deter-
mine the nmllmuy or difference between the classical and
we ine the analogs of
the conscrvation of the volume element of the classical
phase plane. We do not expeet the coreesponding invari-
ants to hold lor arbitrary quantum processes, though we
shall sce that they da exist in the case of linear quan-
tum dynamics (i.e. described by linear
of the Heisenberg operators). Weshow that the moments
of the Wigner funetion (i.e., the integrals of the powers
of W(z,p) over l.hc phuc plnm:) have the desired proper-
tics [8]. The parls of these are
invariant under any canonical transformation, as follows
dxrcctly from the phase volume conservation, In quantum

these s are p tved by linear eanon-
|cnl trnnsl’unnutlnn! but are :lwn.gcd by nunlln:nr &rnns-
‘ot all the ). I states (described by

Guussian wave functions) Lthese moments (m & natueral
normalization) are equal 1o unity. Their difference from
unity moy scrve as & measure of Lhe ‘nonelassicality® of

. the state, The change of these momentas in the course of

nonlincar quanturm evolulion reflects an extra growth of
the ions over the ding classi-
cal level, providing information on how clouly the pro-
cess ean be described by the quasiclassical approxima-
tion. In particular, the moments of the Wigner function
ean be used to dctccl nnd qunnufy the quantum superpo-
sitions of ishable states, i.e. the
so-called S:hrndmgnr cul. states. We restrict ourselves Lo
the case of two-dimensional phase apace, where it is ensy
ta plat and understand the graphs of the quasiprebabil-
xty dlulrlhuholw, Only pure quantum states (i.c., those
ibed by wave fi ) will be idered In:re.
‘The paper is organized as follows. ln bec!lou 2 we re-
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sults of numerical computation of the Wigner function for
single optical aberrations and the optical Kerr medium.
Final comments ate given in the concluding Section G.

IL LINEAR TRANSFORMATIONS

Time evolution in cl { i ical

transformation gcncrntcd by the llnm:llonmn lenction
Mpiz)

£= (x.'-) . p={nh, (2
where {f, 4} 3155 —: is the Poisson bracket and
the averdot cnles total time derivative, The quantum
mechnnical evolution is described by the unitary transfor-
mation g 4 by the self-adjoint Harmnilton

1 through,

=[X.1], P={pPH], @)

where [A, B] == AB — BA is Lthe commutator. We denote
the uperators by capitals and the ¢lassical variables by
small letters. The resulting unitary transformation can
be written (both in classical and in quanturn mechanics)
in the cxponential form (€} = exp{—itH), where time
enters as o transformation parameter, Different amil-
tonians lead to different canonical transformations.
‘The operators £ and X generate ngld lrunslntwnn of
phase space. Linear h
tions [9] are generated by polyncmial Hnmlllonmns of
second degree in P and X, i.r., linear combinations of
the operators

P2, (PX +XP)2, X2 1)

The harmonie oscillater Hamiltonian P32 +w2X2/2
generates rigid rotations of phase space around the ori-
gin. The rotation by the angle /2 is just the Fousier
ansformation. ‘The gencrator (PX -+ X P*)/2 is called
the squeezing operator because it compresses phase space
alang one coordinate and expands it along the other; it
transforme one harmonic oscillator into another with dif
forent frequency. In ppeaxial wave optics, 12%/2 generates
fece propagation of light rays in a homogencous tnedium
and XI/2 corresponds to the action of a thin lens.

‘The Ilamiltonians (4) lead to linear equations of mo-
Lion that are identical in classical and quantum mechan-
ies, In ather words, the licisenberg operator solutjons to
the quantum equatioas have the same form as the clas-
ulcnl lrn]er.loncq p(t), z(t). In wave op!lc‘- linear trans-

call the properties of linear

Section 3 contnins a di ion of linear tenl
transformations. We review some of the previous defi-
nitions of phase volume elements for quantum states and
stress the usefulness of the momenta of the Wigner func-
tion. For these moments we also present an alternative
forrzmla in terms of the wave function. Sections 4 and 5
are Lhe contral ports of the paper; they contain tho re-

describe paraxial systems; in quantum optics,

. they deseribe beam splitters, interferometers, linear am-

plifiees, ete.

Among the various quasiprobability distributions pro-
posed in the literature [10,11), there is only one for which
every linear quantum evalution coincides with classical
evolution (given Ly Eq. (1}) [12). ‘This is the Wigner
function,




S Y gea T
: wex.,;:);zf dr 9 (413 0) €25 Y(zril) .
R

=2 [ a T pange e iGonn, ()

where U(z; 1) and ¥(p; ) are solutions of the Schrddinger
ion tn the dinate and ) a

tions respectively, and & = 1. Note that another normal-
ization is often used, which differs from Eq. (5) by the
factor 1/2x, We include this factor into the phase volume
clement dpds/2x, 50 that the marginal distributions arc

e = [ w2, Wer= [wenis, ©

and the normalization conditionis [1¥ dpdr/2r=1.In
fact, the covariance requirement between the linear clas.
sical and ical I ions ¢an serve
to define the Wigner function [13]. For instance, the Q-

. function Q(z,7) = |[(a|¥}]* [14], where ja) is a coherent
atate with the parameter & = {z +ip)/v/2. This behaves
as a classical distribution (1) under shifts and rotations of
phasz space, but has a dierent transformation law under
the action of the squeczing operatar; see, c.g., J15].

In lincar dynamics, the classical solution completely
determines the quantum one, 0 one can reduce the so-
tution of the wave equation to the solution of the corre-

ing elassical Hamilt it Indeed, one may
take the Wigner function deseribing the initial state, find
its evolution from Eq. (1) and (if nccessary) reconstruct
the marginal distribution using Eq. {6). We shall re-
fer to the classical probability distribution (1) evolving
from the initial conditions ¥ {pip, z0;¢=0) as the ‘classic
cal’ Wigner function. Because the classical and quantum
Wigner functions evalve identically under lincar dynam-
+ ics, we understand that the Wigner function provides the
cloaeat common deseription of classical and quantum dy-
namics.

IXI. NONLINEAR TRANSFORMATIONS

., We consider now the nonlincar canonical transforma-
tions gencrated by the fourth-degree polynomials in 2
and X. Such Hamiltonians are linear combinations of

- the operators

PYLO{PX), (PP, (PXY), XY, (@)
where {...) stands for the Wey! ordering of the operators

. [16). One particulacly important example of polynomial
tamiltonian of fourth degree in quantum optics is #f =
HP? 40X 4 (x/4?)(P? + wiX?)?, which describes
the optical Kerr medium in the variables £ and X of
single mode of the electromagnctic feld.

In the nonlinear ease, the classieat solutian does not de-
termine the quantum dynamics, since produets of P'sand
X'senter the Neisenberg equations of motien. Thie mean
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values of these products (e.g., {{ P X)(1)}) become addi-
tionat varinbles which arc absent in classical equations.
‘Therefore, the classical and quantum Wigner functions
will evolve differently.

\Ve nssume that the initial state of the system is given
by a Gaussian wave function in the coordinate represen-
tation. Then the wave function in momentum representa-
tion, and also the Wigner function, are Gaussians. These
states are also colled generalized coherent states (GCS's).
Under linear evolution Gaussians remain Gaussians of

. possibly different parameters. Since linear evolution is

tte same in the classical and quantum cases, we may
conclude that the GCS's are quasiclassical states {17). It
is known that the only states which have an everywhere
positive \Wigner function are the Ganssian states [1]. Un-
der quantum nanfinear evolution, the initial Gaussizn
looses its shape and its Wigner function must therefore
take negative values in some regions of phase space, We
may also expect that the quantym fluctuations spread
the initial coherent state. In the next Section we con-
sider several examples which show how these dynamical
features are realized in particular nonlinear transforma-
tions.

‘The general picture can be summarized s follows: The
tial Gaussian Wigner function is a *hill'in phase space.
Lincar evolution, both classical and quantum, moves, ro-
tates and squeézes Lhis hill preserving the area inside any
given level cueve. Classical nonlinear evolution ean also
deform the shape of the hifl (with the area still kept con-
stant). But quantum nonlinear evolution, although it
moves the top of the kill in agreement with the classical
picture, exhibits & new phenomenan: *quantum oscilla-
tions® appear at the concavities of the fevel curves of the
fiill, This is a purely quantum phenomenon and, as witl

- be scen, iz absent in the classical case. Under nonlinear

evolution we may expect that the ‘area’ of the hill {s no
longer preserved; however, it is not clear how ta define
this atea (or phass spate volume element). As Wwe stated
in the introduction, it would be useful to formulate a
quantum counterpart to the concept of dassical phase
volume conscrvation. The connected question in guan-
tum optics can be poscd as follows: whe! is the most
natural way fo describe quantum fluctuations?

As Jong as we work with linear teansformations the
answer is known: onc may use the left-hand side of
the Schrddinger-Robertson uncertainty relation {sce c.g.

5= 0oy, — 0y, 2 2 (8)

where

Tee = (A2) = (¥ - X)),
ey = (Ap)? = ((P ~ P)Y),
Oep = %((xr’ FPX) - P

‘The brackets (...} denote the average over agiven quan-

_ tum state, 055 describes correlations between coordinate



and momentum (luctuations, and X, 2 are the mean val-
ues of the coordipate and jmomentum. The equality in
Eq. (8) holds for pure Gaussian states. Dodonpv and
Man’ko noticed that the value § in Eq. (8) is invariant
under linear canonicnl transformations botly in elassical
and quantum mechanics [19]. Ilence, linear dynamies do
not lead to any extra growth of quantum fluctuations
over the classical ones.

Under nonlinear transformations howevez, & is not in-
variant even in classical mechanics; hence § cannot in
general deseribe an element of phase space volume be.
cause the latter must be conscrved by any classical canon-
ical transformation, lincar or nonlinear. "The Dodonav-
Mar’ko parameter § can thus be used better to charac-
terize the ‘degree of nonlinearity’ of the systerm, rather
than its ‘degree of nonclassicality’, as was noted in Ref.
[20). This parameter is in foct very useful to describe
tlic short-time nonlinear behavior, even if it does not feel
global effects (such as those of Schrddinger cat states)
which appear for longer times.

Let us recall some properties of Schradinger eat states.
‘The quasiprobability distribution for a coherent state is
a Gaussian centered at Lhe point (Fo, o) of the phase
plane.  The quantum supetpesition of two coherent
states with macroscopically distinguishable coordinales
and momenta (2,,71), (£3,p2) is an example of a state
[21). Any quasiprobability distribution is different then
feom zero in the neighborhoods of the points (£;, /) and
{#2,P31); morcover, the Wigner lunction also shows fast
oscillations at the midpoint (£;+3)/2, (F1+52)/2, which
can be called the smile of the Schrédinger eat and reveals
the coherent superposition of the alates. In a statistical
tnixtuze of the same states, the oscillations arc absent.
The uncertaintics in coordinate and momenta for the cat
state have values of the order of [#) — 5| and |f) ~ fa.
‘The parameter § in Eq. (8) does not take into account
that the particle can only occur at the neighborheod of
the points (), 51), (£2, P2}, and never in between.

The difficulty in describing quantum fluctuations for
Schrédinger cat states can be overcome through taking
advantage of eniropy as a measure of fluctuations [22].
Since there is no true distribution in quantum phase
space, Wehr] [23] proposed to caiculate the entropy us-
ing the nonnegative @Q-funclion instead of the probability
distribution,

Sq = —fclor,q“”"‘ ®

. ‘The Wehtl entropy carries more precise information

about the phase space volume occupied by the quan-
Lum state; it is cspecially convenient for the description
of the Schrddinger cat states [24). In particular, if the
cat state consists of M well-separated components, then
Sq = So + log M, where Sp is the entropy of a single
component. The Welirl entropy is thus a good candi-
date to describe the phase space volume oceupied by the
quantum state. Unfortunately, Sq is not invariant under
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the squeczing transformation [25]. (This follows directly
from the *bad’ behavior of the Q-function under squeez-
ing mentioned above; the Wekil entropy overestimates
quantum fluctuntions in squeezed states.)

We scarch for a quantity that can serve to scparate
belween classical and qunnlum dynamics and, from the

point of view of appli o det ifthe {}
sical approximation is good or nat. Recalling that lincar
transformations change the Wigner function ¢ovariantly
in classical and quantum dynamics, we conelude that the
specifically quantum features of a system arc due to the
nontinear part of the dynamics, which transform an ini-
tinl serniclassical state to a ‘highly quantum’ one. Tliere-
fore, the parameter which distinguishes belween classical
and quantum dynamics has also to :upnmm between the
semiclassical and the ‘highly quantum’ states [26].

We would have a measure of the classicality of the state

- possessing all the desirable propertics if we could caleu-

late the entropy using the Wigner function as a prob-
ability distzibution. This is impossible however, since
the Wigner function can take negative values (except for
gnussians}. Morcover, lhesu negalive values are known
to be an important ion of the nonel lity
of the state. {The entropy is determined as the mean
value of the logazithm of the distribution, which is not
wel)- dcﬁncd for negative values.) We can consider other

ions beside the logatithm studying the
behavior of integrals of the type

1= frn %, (10)

2

where f(IV) is any monotonic function of the Wigner
function [27]. It is important to note that this integral is
invatiant in the classical case under any canonical trans-
formation, linenr or nonlinear. To verily this, we change
variables z,p = za(%,p,t),Pa(%, P, 1), whete o, po is
the initial point of the classical trajectory which passes
through the point z(t), p(t) a time £. Then the invazi-
anee of the integral {10) follows from the conservation
of the phase space volume under the canonical transfor-
mation [28). In the quantum cese the integrals (10) are
invariant under linear transformations.

‘The simplest monotonic functions ate Lthe powers k.
Then the integrals (10) are the moments of the Wigner
function:

pdx .

L) = —r- /w‘(p.z.x)

m)

Corresponding quantities for true probability distribu-
Lions are knawn as ‘a-entropies® [29), They obey seme in-
equalities which reflect the uncertainty relations [30] (cf.
Ref. {31]). We usc here the moments of the Wigner fune-
tion to characterize the nprcml nf the Wigner [uucuan
in phase space and the i of the

quantum state.
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: me !Im normalization condition it follows that 7y =
*.1; In tuen, J2 = 1 holda for any pul'r atate. (For mixed
states described by the density matrix p, the second me-

. ment gives the purity of the state, I3 = trace(p?) [1,32].)

.‘Thetefare, only the moments fi, k > 3 contain rontrivial
information. It is easy to check that our normalization
- impties Jp 1 for any pure Gaussian state. Quantum
linear evolution preserves the initial values of the mo-

+ ments. However, quantum nonlineat evolution of the ini-

tial Gaussian state may lowet the values of the

EvowcléN BAJO I{Amuromm\os POLINOMIALES EN l:smcxos mss.

" of the clml:ul ngncr fum:uuns arc_also shown for those

tiincs.

A. Spherical aberration # = P*

“The first metaxial correction to paraxial free propa-
gation s called spherical aberration. The same Hamil-
tonian nlsa describes the first relativistic correction Lo

Sk

Iy, for L2>3.

The moments (11) can also he writien direetly in terms
of the wave functions in coordinate or momentum tepre-
sentation (withoul use of the Wigner function). Indeed
substituting Eq. (5) into Eq. (11) and integrating over p
we have,

()

A=)
k/d:dn coedracy [ ¥ (e4m;)%(a=r;)
FET]

Wz =ty = =T )Rl L)
"This equation {and n similar one in terms of the wave
function in the snamentum representation) zmay be useful
to study Lhe analylic propertics of the moments.

In the next Scetions we ahall ealculate numerically the
moments k& = 3,4,8, 6 for scveral examples of nonlincar
dytiamics governed by Hamillonians of the type {7) and
show that these moments indecd carry important infor-
mation about the quanium state. lience they can be used
to distinguish quasiclassical dynamics from quantum dy-
namics, and scmiclassical states fram quantum states,

" Moreover, they can be used to detect Schrddinger ents,

IV. NUMERICAL RESULTS FOR MONOMIAL
ITAMILTONIANS {(OPTICAL ADERRATIONS)

in this Section we use the wave optical terminology.
The Lic theory of geometrical image aberealions [4] iden-
tifies the operators (7) with the third-order aberrations
in twoudimensional optical media. In geomelric optics,
momentum is p = nsinf, wheic n denotes the refractive
index and & is the angle between the ray and Lhe optical
nxis, The analysis of the aberration generators as sep-
arate Hamiltonians is warranted because they represent
the first nonlinear correction to some intercsting phys-
ical phenomena bncﬂy indicated below. The marginal
dlithuLmn I\b(z)[’ in Eq. (6) is the light intensity on
the sceeen of dinate z € R. (The
common designation of £ for the oplical nxis coordinateis
replaced here by ¢, as if it were time.) We now investigate
the action of aberrations on the initial vacuum coherent
atate i.c., 3 Gaussian of minimum width centered at the
otigin of phasc space. The three-dimensional figures and
the corresponding leve! plots of the ngnct funcuoll lhnl.
evolves under the t

the tion for a particle of non-z¢to mass.
In Figutes 1a-f we show the classical and quantum evo-
lution of an initial vacuumn coherent siate for the time
instants t = 0.5 and ¢ = 2.0. The resulling states are
no longer Gaussians, but are represented by hills that
sapidly spread in z. The difference between the classical
nnd quantum cascs can be seen in the additional oscilla-
tions of the quantum Wigner function, which appear in
Figs. la-d and are absent in Figs. lef. They ate scen
in the level plots as small islands forming in the concave
parl of the main hill; their area is considerably smaller
than the area of Lhe vacuum state. We are therefore led
La gall this phenomenon ‘quantum oscilfation’.

“Fhe behavior of the moments, shawn in Figure 2, is

* quite Giat. There is a proportional drop in 8}l moments

beyond the second, The constancy of I provides a re-
Tinble numerical clieck on the computation. The figure
indicates that sericlassical states remain a good approx-
imation to quantum states.

B. Coran Il = I*
The generator of this transformation is

H={PX)=PX+

("The form is valid for eny self-adjoin ordering rule.) ‘This
Ilsrnilionian is also the first approximaticn to the refa-
tivistic coma p!ucnomnnan after squnumg [43}. The cot-
represen-

tation is Lhc first order dlil’cmnr.m| cquation
‘0T N 3 =
0. %{p.t) = (50, + 5P p.L) -

‘The exnct solution to this equation reads

- 1 -
Y(p, 0} = T=opn v (

whete ¥(p,0) = =~ exp|—p7/2] is the initial condi-
tion. The Wigner function has been calculated numeri-
eally from Eq. {8) to praduce Figures 3a-f. Acting in co-
ardinate representation, i.c, an the optical screen, coma
produces image caustics (which are comet-shaped only

presented for two different time mslnnls The level pluu

int 1 optical umq,u) ‘The signnture of an
image caustic in phase space is that 2o = constant lines




cross the level plots at lour pomr.s. ‘This is seen in the
wings of Figures 3c-f. In the g
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‘The differential equation for distortion in the coordinate

case,
oscillations® again occur in the concavitiea ar Lhc main
hitl. The values of the moments, drop proportionstely
more than in the previous aberration.
“T'he solutions of the clamsical equations of motion are

P
= :F Tl
whete the trajectory = = z({), p = p{t) begins al the
point 2o, ps. We notice that the whole initial momen-
tum range —o0 < pg < oo is mapped into the interval
Pt < 1/V2T; no pninu map beyond this interval, At
the quantum level, the Wigner function at time ¢ is zero
outside the strip |p| < l/\/sf and the normalization con-
* dition. involves the integration only over this strip. This
in the variable cor da Lo the
forwazrd ion of ry under relativistic
boost of the acreen in geowmnetric opties [33].

o= 2(1 - 2p°)2,

C. Asntigmntiam If = P2X?

Asligmatism can be characterized classically as a hy-
perbatic torsion of phase space stemming from a radius-
dependent difTerential hyperbolic rotation. (For two-
dimensional images Lhexe is nlso the curvature of field
aberralion; in our ] case it 4 with
a:lngmnlum.)

‘the Weyl-ordered Hamiltonian in the coordinate rep-
resentation has the form

H={PX?)} = =2?0} = 228, ~ EA
{Other quuntization schemes w:ll differ only in the nddn-
tive ) The Green fi for this Hamil
enn be found exactly, both in coordinate or momentum
i " it ix ore ient to sotve
. uuuu.ncnlly the differentizl squation for the wave lane-
tion and then Lo find the Wigner function by integration.
In Figures 4a-f we sce a cross.symmetric hill devel-
oping out of the initial vacuum cohicrent state for times
¢ = 0.1 snd t = 0.5. The quanturn case again shows
‘quantum oscillations' that are much stronger now. In
Figures 4c and 4d we show among others the zero-level
curves which, due to the shape of the ‘quantum oacilla-
tions’, appear as if they were hyperbolas. The behavior
"of the moments is shown in Figure 5; they decrease much
laster than in the other aberrations. (Note aiso thal these
figures are computed for shorter times than those of the
other aberrations.)

D, Distortion ¥ = PX>

“The llamiltonian in the coordinate repr-cnlnl'mn is

I = (pX3) 3

=N P—is X = —i(z70, +—

ion has Lhe same form as Lhal for coma in the

momentum tepresentation, with a change in the sign of

time ¢ — —t. Distorlion and coma are Fourier conjugate

crcnch ulhn: (35) and thus the cvolulmn undcr distortion
to back comatic d;

Thc classical and quantum Wigner functions are shown
inFigures 6a-f, Aswesaw ubovc‘ coma compresses phase
space along the axis. Ce dingly, dis-
tortion will expand plinse space along the wordmatc axis,
as enn be seen {rom the elassical trajectorics,

p=p(l =222,

These trajeclories reach infinity in finite time: at time
the points which initially have coordinates Jzo] < I/\/'J_‘
will stil] be in the finite plane, while the points x4 =
+1/v/21 map to infinity. The points [zg] > 1/v21 will
disappear from Lhe classical phase space and so do not
contribute to the quantum solution. As a resuit, the
normalizntion of the wave function is not preserved. This
unpleasant property of the distortion Ilomiltonian has
been pointed out by Klauder [34]. Correspondingly, the
moments Jy and Iz are not constant in this case as we
sce in Fig. 7.

E. Poeus Il =

"Thie abetration has received its playful name {35) be-
enuse of its p-unfocusing effect. It is the Fourier trans.
form of spherical aberration: it spreads rays in momen-
tum and leaves the position cgordinate invatinnt (so it
does not-affect, the geometric image quality and is not
included in the traditional Seidel elassification [36]}, but
multiplies the wave function by a phase c**,

‘The evolution of the Wigner function ean be found
frumn sphevical aberration by the Fourier rotntion of the
phase plane plus time inversion. It is ‘shown in Figures
8-[ far the time instants £ = 0.5 and ¢ = 2. The mo-
iests I are invariant under LLis teansformation and are
the same as in Fig. 2. The effeet of pocus on elassieal
phase apace and on the quantum Wigner {unction is on
par with all other nonlincar Lransformations.

V. OPTICAL KERRL MEDIUM

A successful mode! of active optieal media’‘in which
scll-interaction of the field takea place is the Kere medium
[5,6,37-30]. Its ITamiltonian is & haemonic oscillator de-
scribing a single quantized mode of the electronngnetic
field of Frequency w, plus a sellinteraction term with a
conpling constant x, {6]. Tt has l.lm form

n= -(P' +wiX3) + ,x(P'+u=A’)' (12)

t



164°

EVOLUCION BAJO HAMILTONIANOS POLINOMIALES EN ESPACIOS ‘FASE.

. in units where i = 1. In quantum clectrodynamics, the

Ilamiltonian is usunlly written in terms of the phuton

number operator i = a'a as I = wii+ xA? (hete w is

shifted telated to Eq. (12)). It is clear that the harmonic

osciliator amiltonian and the total Kerr Hamiltonian

(12) have the same eigenvectors. The photon number is

conaceved but there is a nontrivial evolution of the ficld
asc.

‘The time evolution of Lhe Wigner function under the
Kert llamullnnlnn is shown in Flguxu 9a-( and Lhe cor-

of the is shown in Figures
10. In these figurcs we choose x = 1. The st term in
the llamiltonian (12) feads to the 'fast’ rotation of the
graphs with angular lrequency w; we work in the inter-
action picture, which subtracts this rotation.

“The Wigner fuaction of the initinl Gaussinn state is
shown in Figure 0o, [t is cenlered nt the point 2
V2R = 5.7, indicaled by the radial distance Lo the origin
and p = 0 (it is thus no! the vacuum state) correspond-
ing the Glauber coherent state of photon number ii = 106.
For small time ¢ = 0.02, the Gaussian is first stretched

" and rotated in the phase planc as shown in Figure 9b;

all the momentls, shown in Figures 10, are atill close to
uiity and so the state is still nearly semiclassical, 1t is
squcezed in a definite direction in phase plane, however.
This 3queezing can be seen clearly in Figure 9b. (Note
that in the graphs of the @-Tunclion it would be more dil-
fieult to visually notice squeezing since the hills would he
‘lattee’.) We can use the in a linear i

classical hill) and occupy the whole interior. It becornes
clear that thesc *quantum oscillations' are duc to self-
interference in phase space: dilferent patts of the Lill
create interference fringes when meeting each ‘other.

At some definite time instants, the scll-iaterforence
leads to slnnding waves along the circle, 'l'hcse waves
are formed in the Kerr medium nt times xt ="La /AL,
where L, M are mulually priine integers, L < M < Vi,
‘These aze the Schrédinger cats [21]. ree Figures Do f. The
cat state in the Kerr medium at Lime x{ = Lx/M has Af
very well pronounced components. ‘Ilis is a consequence

. of the integer spectrum of the Kers interaction llamilto-

nian #?. The sclf-interference phenomenon appeats also
in the Jaynes-Cummings (40) and Dicke models [41]. 1t
Las been shown that the field in both models, for spe-
cial initial conditions, can_be described by the cifective
amiltenian Hoiae ~ o+ 172 [41],
ool of the harmenic oscillator Jlamiltonian. 1

{Iamiltonian thus gencrates evolution which isin a sense
similar to the Kerr one (cf. [42]); however, the effec-
tive llamiltonian doea not have an integer spectrum and
Schrddinger cats are not so wel! pronounced. We em-
phasize that the sharp interference fringes in the smiles
hetween Lhe cat components of Figiires 9, would be ab-
sent il the state were o statistical mixture of the same
components. ‘The @-function does not show any struc-
turc between the states and hience will not distinguish
between cohezent superpasition and statistical mixture

hy the bare harmonic oscillator llamiltonian to achieve
the best in the field di ar m
[

As time advanecs, Figure 9¢ shows that the hill is
stretched along e cizcle (not slong o straight linc); the
angular range of the hil] spreads and we see a :u-.s:cnt
‘The deformation of the top of the hill is still i

of

Must of the information contained in the Wigner func-
Lion plots <an be restored from the graphs af the momens
I to I shown in Figures 10, ‘I'he time instants at which
we can expect amplitude squeczing are these where the
initial peak stillt conserves its identity and Lhe moments
are still clou to unity. When the Wigner function shows

cal. However, the shape of the lill is already sufficiently
hent for the *quantum oscillations' Lo appear. As long as
the moments Iy arc still ~ 1 in Figures 10, these ‘quan-
tum oseillations® are weak and their contribution to the
phase epace volume is small. 'The area of the hill in-
creases slowly while the angular spread grows faster, so
we may expect a radial (@mplitude) squeezing. It actu-
ally occurs shghdy nwny from the radial direction, but
<an be litud: g if we ahift
the arigin of phase plnn:. 0 as to put it at the center of
curvatute of the creacent. Physically, this can be realized
by placing the nonlinear Kerr mcdxum msn.le one nrin
of a Mach-Zehnder interfe d by
Kitagaws and Yamamoto [€]. In tlns wny stng squeez-
ing in the photon number fluctuntions can be nchieved,
The Kerr amplitude squeezing can be further enhanced
by €lecting as initial state an already squeezed state [39).
(Note that the ‘quantum ascillations’ arc invisible in the
graphs of the Q-function used in Rel. (6]

As time evolves further (sce Figure 9d) the angular
spread reaches 27 and the ‘quantum oscillations® become
camparable to whal remaing of the original cecscent (the

oscillations’, moments are kept in
Lheir lawest, steady values. The times when Schwdmger
cals appear to the wellg d peaks of
the ts. One can esti the 1 values of
the moments al these peaks for w:ll»uparaled cal com-
ponents.

When o cat stale consists of two separate components
centered at points zy, p and I3,p2, 50 that the wave
function in the coordinate representation has the form

V{z) = al(z) + Aba(=) -
where a and 3 are the amplitudes of the components and
@il = jafle=*®, then the Wigner function hes the form
W= [aPWO AW faBVN, (13

where WY and W) are the Wigner functions of the
separate components and W2 ig the contribulion of
the ‘smile’ region. Let us suppose for simplicity that
the cat components are Glauber colierent states and that
i = p2= 0. Then we have

WU = gexpl=(z — z)° = p?] cos|plzy—ra) 4+ 8]



mLh I = 1(:1 +za). The \Vlgncr funchun {13) is expo-
neatially small everywhere except for the acighborhoods
of the pcinu (21.0), (:;,0), and l.hc midpolnt .. When
these o not ty overlap, the in-
tegrals I will consist o!‘ the conteibutiona for these three
points, and we have

R St SR i SRR LT

where I’f” and 7§ nre the moments corresponding to
the first and the second components and

1 22 Gy + O (expl=(z1 ~ 22)%/4)) s k,cven
189 O {oxp[—(=) - z2)?/16]), k,0dd.

The binomial coofficient C}j, = kV/[(k/2)]? can be ap-
proximated by Cf,, ~ 28(2/7k)1? for large k. Neglect-
ing the cxponcntm‘ly smoll terms and lnkmxmlo account
that for a single coherenl state Jy is unity, we have

Ie e ot 4 JB™ +[aBIPClyy,  kieven,

I = e 4+ 187, kodd. 14y

If the cat state has A well-separated components and
all the M (Af —1)/2 'smile’ regions are nlso well.separated
from coch other and from the components, then the
sums in the above equations have M terms correspond-
ing to the components and the even-& moments will have
M(Af = 1)/2 dditional terma. In Pigures 9, only two-
and three-component cat states can be considered to be
well separated.  Correspondingly, Eqs. (14) give the cor-
rect numerical values of the moments I at the peaks for
times x/2 and #/3; see Figures 0.

VI. CONCLUSIONS.

l‘llc dlfremncn bclwccn clnssical nnd qunnlum dynam-
with the pt of sell-interference
in phase space., [‘or quasi-periodic motion the Iatler leads
te Lhe Schrddinger cat states. Such states ean be pro-
duced when the quantized electromagnetic field propa-
gnlcs inside thc optical Kerr medinm [5,21]. It is a ‘global
*since the g state spreads over all the
phase volume allowed by conscrvation laws, and occurs
nsually at times longer than the period of fast oscittation
of the system.
We have shown here that quantum nonlinear dynam-

. ics also differs from its classical counterpart for shorter

timces, i.e., when the alnle n still well localized in phase
apace, The tassi i in the *
oscillations’. Tlhe higher momcnu of the \\’ngncr fune-
Lion can be used as numerical parnmeters to mensure
this difference.
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FIGURE CAPTIONS

Figure 1. Evolution of the quantum and classical Wigner
functions for the Mamiltonian ! (apherical ahereations).
{a,b) 3-dimensional plota of the quantum Vigner (unc-
tions for times £ = 0.5 and t = 2.0; (c,d} leve! plots of Lhe
same quantum Wigner [unctions; (e,f} level plots of the
classical Wigner functions for the same time instants.

Figure 2. Time evolution of the moments of the quan-
tum Wigner functions for the Hamiltonian £, I3 (dotted
line) is shown as a quality test of cur numerical compu-
tation. The decrease of the moments Iy for k > 3 reveals
the difTegence between classical and quantum dynamics.

Figure 3. The same as in Fig. 1 for the Hamiltonian PX

° (coma).

Fxguxc 4. Evaluuon ol' the qunulum and classical ngner
for PINT

3-dimeneional plau of the quantum Wigner funeuon: l’or

times ¢t = 0.1 and t = 0.5; (c,d) level plots of the same

quantum Wigner functions; (e.0} level plots'of the classi-

cal Wigner functions for the same time instants.

Figure 5. The same as in Fig. 2 for the Hamiltonian

PIX? (astigmatism).

Figure 6. The same as in Fig. 1 for the Hamiltonian PX3

{distortion).

Figure 7. The same as in Fig. 2 for the Hamiltonian PX?

(distortion).

Figure 8. The same a3 in Fig. 1 for the Hamiltonian X*

{pocus).

Figure 0. Evolution of the quantum Wigner funetion for

the Hamiltonian x(£3/w 4+ X?w)? (Kerr media). The

initial state is a colerent onc described by a Poisson dis-

tribution with & = 16. (a) ¢ = 0; (b) ¢ = 0.02; (c)

=005 (d) t = 0.2; () { = w/3; ([} £ = r/2; wesec

wf3and t = x/2.




Apéndice F
Funciones de Wigner.

En este apéndice reproducimos los programas que utilizamos para calcular !a funcicn
de \‘Vlgner ¥ sus momentos de un arreglo de dates (x,y).

C PROGRAM WIGNER MOM ENTS

C4#**VARIABLE DECLARATION
REAIL, DX, DP, EPS, NsSQ, Z, Gl, G2, INT,.DPX
REAL ww, w2w, INTW1, INTW2, INTW3, INTW4, INTWS, INTWG
INTEGER NX, NX2, ND2, KX, L, LL, LX, LR, IERR
COMPLEX i -

C***CONSTANT DECLARATION .
PARAMETER (NX=18384, NX2=2#NX, ND2=NX/2, MX=500, NXM=ND2-MX)
PARAMETER (DX=2.e-2, Nmax=16384, NSQ=2.e0#*DX, i=(0.EO0,1.E0))

PARAMETER (DP=6.283185/(Nmax*DX), EPS=1.E-6, DPX=DP*DX/6.283185) -

C#**ARRAY DECLARATION

REAL#S X (NX)

DIMENSION G(NX2), Y(NX2)
C***FIRST EXECUTABLE STATEMENT WIGNER

OPEN (10, FILE='ba6.dat’, STATUS=’OLD’, IOSTAT=IERR)

DO 100 KX=1,6NX .

X (KX)=(KX=ND2) *DX

100  CONTINUE

2=0,1le0

DO 120 L=1,NX2

READ (10,*) G(L)

120  CONTINUE

CLOSE (10}

INT=0.0

ww=0.0

w2w=0.0

INTW1=0.0

INTW2=0.0

INTW3=0.0

INTW4=0.0

" INTWS=0.0
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bo 130 LX=(HXM) (NXM+2*MX+20)
IER.R‘1~

DO 140 LR=IERR, (-IERR)

L=L+1

LL=L+L

KX=LX+LX+LR+LR

G1=G (KX~1)

G2=G (KX}

KX=LX+LX~LR-LR

Y (LL~1) =G1%G (KX—1) +G2*G (KX)
: ¥ (LL) =G1%G (KX) ~G2#G (KX~1)
140 CONTINUE

DO 150 LR=L,Nmax
LLsLR+LR
Y (LL-1)=0.0D0
) ¥ (LL)=0.0D0
150 CONTINUE

CALL FFT(¥,Nmax,-1) . .
DO 230 KX=1,Nmax T
IF (Y(KX+KX-1) .GT. EPS) THEN .
TEMR=Y (KX+KX-1) *NSQ ;
G1=TEMR*TEMR
INT=DPX*TEMR/ (14G1) =
ww=ww+INT SN
w2w=w2w+INTATEMR L .
INTW1=INTW1+DPX*TEMR . N '
G2=DPX*G1+G1
Gl=DPX*G1
INTW2=INTW2+G1
INTW3=INTW3+G1*TEMR
INTW4=INTW4+G2
INTWS=INTWS5+G2*TEMR
INTWE=INTH6+G1*G2*Nmax
ENDIF
230 CONTINUE ) } : .
WRITE(*,*) LX, INTW1 , :
130 CONTINUE
. WRITE (*,%) 2, ww, w2w
WRITE (*,*) INTWL, INTW2, INTW3, INTW4, INTWS, INTWE
END TTHe

[+

e} .
Ohhdddhkkkhhdhdddhdddbhddhhdhhibdhkhdhkdbhkddkrdkdkddbkhkbhdhhddhbhdhhdik
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c SUBROUTINE FFT(Y,NN,ISIGN)

C**#+BEGIN PROLOGUE FFT

c*iiPURPDSE compute the fast fourier transform of a complex
periodic sequence, g

C**‘TYPE COMPLEX

CH*&DESCRIPTION

[+




If'ISIGN=1, this subroutine replaces the vector Y by
its discrete. fourier transform.

It 18IGN=-1, this subroutine replaces the vector Y by
NN times its inverse discrete fourier transform.

Input Parameters

HN number of data. NN MUST be an integer power of 2.

Y is a complex array of length NN or, equivalently,
a real array of length 2+NN.

Output Parameters

¥ ' vector of discrete fourier transform
Y (K) *EXP (-I#J*K#+24PI[N)

***REFERENCES W.H.Press, B.P.Flannery, S.A.Teukolsly,
W.T.Vetterling, Numerical Recipes,

cambridge University Press, Cambridge, 1986.
Chapter 12: Fourier transform spectral methods.

nnnnoonnnnndon‘n_n anaanoon

C***ROUTINES CALLED (NONE)
c 950829 DATE WRITTEN
Cx*«END PROLOGUE FFT
c
SUBROUTINE FFT(Y,NN,ISIGK)
REAL#B WR,WI,WPR,WPI,WTEMP,THETA
DIMENSION Y(*)
Cx**FIRST EXECUTABLE STATEMENT FFT
Ne=2 #NN
J=1
C+#*+This is the bit reversal section of the routine
DO 11 I=1,N,2
IF(3.GT.I)THEN
TEMPR=Y {J)
TEMPI=Y {J+1)
¥ (J) =Y (I)
Y(J+1)=Y(I+1)
Y(I)=T
Y(I+1)=TEMPI
ENDIF
M=N/2
1 IF ((M.GE.2).AND.(J.GT.M)} THEN
IJ=J-M
MeM/2
GO TO 1
ENDIF
T=J+M

169
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. If ISIGN=1, this subroutine replaces the vector Y by

annoNnNaonoONanannNan

its discrete fourier transform.
- 'If XSIGN=-1, this subroutine replaces the vector Y by
NN times its inverse digcrate fourier transform.
Input Parameters
NN number of data. NN MUST be an integer power of 2.
Y is a complex array of length NN or, equivalently,
a real array of length 2=*NN.
output Parameters
b4 vector of discrete fourier transform
[+ Y (K) *EXP (~I*J*K*2+PL/N}
c
C*+*REFERENCES W.H.Press, B.P.Flannery, S.A.Teukolsly, -
c W.T.Vetterling, Numerical Recipes,
[ cambridge University Press, Canmbridge, 1986.
c Chapter 12: Fourier transform spectral methods.
c N
C*4+ROUTINES CALLED (NORE)
[ 950829 DATE WRITTEN
CH*+END PROLOGUE FFT
c

SUBROUTINE FFT(Y,NM,ISIGN)
RERL*8 WR,WI,WPR,WPI, WTEMP, THETA
DIMENSION Y (%

C#*#FIRST EXECUTABLE STATEMENT FFT
N=2#4NN

J=1
cx**Thig is the bit reversal section af the routine
DO 11 X=1,N,2
IF(J.GT.I) THEN
TEMPR=Y (J)
TEMPI=Y (J+1)
Y (JT)=¥(I)
Y (I+1}=Y(I+1)
¥ (I)=TEMPR
Y (I+1}=TEMPI
ENDI
M=N
1 ZF ((H GE.2) .AND. {J.GT.M})} THEN
-M

H=H/2
GO TO 1
ENDIF
JmI+M
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11 CONTINUE
C*x*Here begins the Danlelson-Lanczos section of the routine
=2 .
Ckx*riOuter loop executed log_{2}NN times s
2 IF (N.GT.MMAX) THEN :

ISTEP=2*MMAX . i
THETA=6.28318530717959D0/ (ISIGN*MMAX) . :
CrawaiarsInitialize for the trigonometric recurrence
WPR==2,DO*DSIN (0, SDO*THETA) %2
WPI=DSIN(THETA)
WR=1.D0
WI=0.DO
ChiksxskiHere are the two nested inner loops
DO 13 M=1,MMAX,2
Do 12 I=M,N ISTEP
JT=X-+MMAX
ChkkadditkkdkadskaThis {s the Danielson~Lanczos formula
: TEMPR=SNGL (WR) *Y (J) ~SNGL (WI) #Y (J41)
TEMPI=SNGL (WR} *¥ (J+1) +SNGL (WI) *Y{J)
¥(J) =Y (I)-TEMPR
Y(J+1) =¥ (T+1) ~TEMPT
¥(I)=Y(I}+TEMPR . R
Y(I+1l)=Y(I+1)+TEMPI ' .
12 CONTINUE
Chexkkkaika*Trigononetric recurrence
P=WR

WR=WR*WPR-WI*WPI+WR
WI=WI*WPR+WIEMP*WPI+WI
- 43 CONTINUE
MMAX=ISTEP

GO TO 2

ENDIF

RETURN

END

[+
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.Apén dice G

Funcién de Wigner para un
Hamiltoniano tipo Kerr.

En este apéndjce reproducimos el Programna que nos permite ca.ll:ular los momentos
de la funcién de Wigner para un Hamilteniano tipo Kerr.
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PROGRAM WK )
C#44#+VARTABLE DECLARATION

IMPLICIT NONE

INTEGER N, NO, N1, J, K, M, CO, C1, TAM, F, NPHI, DD, Rl1, NR, R
CHARACTER FN#12

REAL#*8 T, TOM, TCHI, NAV, DELTA, RM, TEM, PI, L0, L1, ¥, UNO:
REAL*8 DR, RR, PHI, DPHI, AREA, RAREA, B, SS, AMP, TO, R2 "
PARAMETER (TAM=200, FN=‘wk25_0.dat’, PI=3.141592654, UNO=1.D0)
REAL*& Q(TAK), W{TAM, TAM}, WW(TAM, TAM), TEM1 R
REAL+83 T1, I2, I3, I4, 15, I6 :

C#** 24 CONSTANT DECLARATION
PARAMETER (NAV=16.D0, DELTA=7.DO)
PARRMETER (T=PFI/4.D0, TOM=T#0.DO0, TCHI=T*1.D0)

RM=SQRT (NAV)

Ca*#x*INTERVAL FOR N (NO<N<N1}
NO=INT (NAV-DELTA®RM}
.IF (NO .LT. O) THEN
No=0

ENDIF
N1=INT (NAV+DELTA*RY)

C4*w##NUMBER OF POINTS IN UNIT INTERVAL
DR=0. 12D0
DD=INT(1/DR}

C#a%#aNUMBER OF POINTS IN EVERY CIRCLE
NPHI=INT (6.283185307*RM4DD)
DPHI=6.283185307/NFHI

C*a#w*NUMBER OF POINTS ON THE RADIUS
R1=INT (RM+DELTA})
NR=R1*DD

AREA=DR*DR/NPHI
C##4#x*OPENING OF FILE FOR SAVING DATA

OPEN (9, FILE=FN, STATUS~'NEW’, IOSTAT=C0)

IF (CO .GT. 0) THEN
WRITE {+,*) ‘Opening of file 7/, FN, ’ unsuccessfull.’
STOP

aaoann

ENDIF

C#*#¥*CLEANING UP VARIABLES
DG 10 N=1,NR
DO 15 M=1,NPHI
W(N,M)=0.D0
15 CONTINUE
10 CONTINUE
DO 20 N=1, (N1-NO)
DO 25 M=1, (N1-NO)
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WW({N,M)=0.D0

25 CONTINUE
20 CONTINUE

C* ¥ h&«COHERENT STATE AMPLITUDES
AMP=EXP (-NAV/2) /RM
TEM=RM
DO 30 N=2,N0
TEM=TEM*RM/SQRT (REAL(H) )
30 CONTINUE
DO 40 N=1, (N1-NO)
Q(N)=AMP+*TEM
TEM=TEM#*RM/SQRT (REAL(N) }
40 CONTINUE

COm4H (~1) *4NO
CHxw*THE PGINT IN THE CENTER, Rr=0
©1=C0/2
DO SO M=NO, (N1-1)
WH{M+1, 1) =C1%Q (M~NO+1) *Q (M~NO+1)
Cl=~C1 .
50 CONTINUE
PO 55 F=1,NPHI
5S8=0
DO 56 M=NO,(N1-~1)
SS=SE+UW (M+1, 1)
56 CONTINUE
W({1,F)=58
55 CONTINUE
SSaW(1,1)
TEM=PI/4*DR&DR
Il=SS4TEN
I2=85%X1
Id=S5e12
I4=SS+*12]
I15=8S+I4
I6=55*15

cess**THE CYCLE OVER R AND PHI
DO 60 R=2,NR
Cl=Co
RAREA=(R—1) *AREA
RR=(R-1) *DR
R2m=m2%*RR*RE
AMP=EXP (~RRARR)

DO 70 M=NO, (N1-1)
B=1-R2
LO=UNO
L1=B
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DO 70 M=NO, {(NI1-1)
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: B=1-R2
LOo=UNO
L1=B
IF (M .EQ. 0) THEN
v=L0
ELSE
IF (4 .EQ. 1) THEN
¥y=11
ELSE
DO 80 J=1, {M-1) .
v={(2. Do*J+B)*L1—JiLO)I(REAL(J+1))-
LO=L1 .
Li=Y
CONTINUE
ENDIF

ENDIF
WW (M+1, l)HAMP*Cl/Z*Y*(Q(H-N0+1)tk2)
DO 90 Kel, (N1-M~1)
TO=1,D0
DO 95 J=2,K
TO=TO*J
CONTINUE
TO=SQRT{T0)
BuKAUNO+UNO-R2
LO=UNG/TO
TEM=UNO#* (K+1) .
L1=B*L0/ (SQRT {TEM))
IF (M .EQ. 0) THEN
Y=LO
ELSE
IF (M .EQ. 1) THEN
¥=L1

ELSE
DO 100 J=1, (M=1
TEM= (J+1) * (J+K+1) *UNO
TEM1=J* (J+K) *UNO

Y={(2.00*J+B) *L1-SQRT{TEM1) *L0) /SQRT (TEM}

L0=L1

TEM=UNO*K
TEM=(TEM/2) *DLOG (R2

)
WW(M+1,K+1) =C1L*DEXP (TEM-R2/2) *¥Y*Q (M-NO+1) *Q(M+K-NO+1)

CONTINUE
Cl=-C1
CONTINUE
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TOM=T*0,D0
TCHI=T*1.D0O
C1=UNO

DO 110 F=1,NPHI
PHI=FADPHI-PI
SS=0,DC
DO 120 M=(NO+1) ,(N1-— 1)
DO 130 K=0, (Ni-M-1
S5=SS+WH (H41, x+1) *COS (K* ('rompun'rcﬂv (®+2%H)))"
130 - CONTINUE
120 CONTINUE
W(R,F)=5S

TEM=SS*RAREM
I1=I1+TEM
12=I2+SS*TEM
TEM=S55*SS*TEM
I3=I3+TEM
I4=I4+SS*TEM
TEM=SS*SS+*TEM
15=I5+TEM
I6=I16+5SATEM
Cl=-C1l

110 CONTINUE

60 CONTIHUE

TI=REAL(T)

II1=REAL(I1)

II2=REAL(12)

II3=I3/1.333333

II4=I4/2.E0

IIS=15/3.20

I16=16/5.333333 . .

WRITE (9,*) TZL, IIi, II2, II3, II4, II5, IT6 . : -
WRITE (*,%) TI, II1, 112, II3, II4, IIS, II6 R .

1000 CONTINUE
CLOSE(9)
END
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La paradoja de Zendn para
mediciones continuas.

En el articulo que reproducimes [93) discutimos la paradoja de Zendn cudntica en *
un sistema de tres nivcles bajo medicién continua. ’
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Zcno paradox and radiation trapping
in three-level systems
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Abstract,  We discuss the quantum Zeno paradox in o three-level system. We
areinterested initsability 1o enhance radiation tropping. "Uhis system providesan

le of the situation when the emission process in ene transition
is essentially determined by the pump and damping parameters of another
transition.

1. Introduction

Since the creation of quantum mechanics the problem of quantum measurements
has been a source of ongoing discussions. The two-level system may give the

plest and clea ple of this prablem. It is described by a 2x 2 density
matris. After the cment, the diagonal density matrix clerents collapse
to zeros and the density matrix acquires a disgonal form: Py=p,; and Py=p,; are
the probabilitics of finding the system in states i and 2. Therefore, after the
measurement thesystern state is entirely a statisticn! mixeure of the states L and 2, and
all the coherence in the system disappeirs. This is ealled ‘von Neumann's state
reduction postulate’. ‘The question usually discussed is: what is the physical origin of
this state reduction?

The quantum Zeno cffect (or paradox) is the inhibition of transitions between
quantum states by frequent measurements (1, 2). It was proposed to realize this
cffect in optical experiments with three-level atoms [3], and it has been experiment-
ally performed in [4] where the quantum Zeno effect was observed.

We are intercsted herein the physical situation similar to the experimental set-up
of {4]. Let us consider a three-level system with I configuration of the levels, see
figure 1. Suppose, that this atorn is placed inside the ideal cavity and the cavity field
moede of frequency w, ¢ is on exact resonance with the transition 2=0. We denote by
B the coupling constant with the cavity ficld (the vacuum Rabi frequency of the
transition 2—0) and we neglect the spontancous emission {rom level 2 into other
modes.

Suppose also, that we are able to apply a strong classical (optical) field of
frequency wygthatison r with thet ition 1 —0. Wedenote by x the Rabi
frequency of the transition 1—0 which is cqual to the corresponding coupling

t Fac. de Cienciay, Universidad Nacional Autd de México; under scholacship from
DGAPA, UNAM,

$On leave from: Central Bureau of Unique Device Designing, Russian Academy of
Sciences. -

093N-0340:94 S1000 4% 1994 Taylar & Francis l.1d,
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‘Figtire |.* The three-level system with I configuration of the levels,

constant multiplied by the square root of the intensity of the mode @, g. Theatemcan
also perform the trunsition 1—0 emitting phatons into other field modes, We
describe this leakage of photons by introducing a damping cocfficient y.

In the present paper we follow the point of view that @ measurement process,
which is the interaction of a2 smail quantum system with a macroscopic measuring
device, inevitably introduces a dissipation into the system dynamics. This dissip-
ation results just in a collapse of the non-dingonal density matrix clements.

Therefore, the measurement can be described in the frame of usual quantum
mech with dissipati Suchatrea of the Zeno effect was proposed in {5).
Suppose, an atom was initially prepared in its excited state 2. Then the pure result of
thequantum Zeno effect will be a frozen emission from this state into the cavity mode
s if the strong optical ficld is applied on resvnunce with another transition 10
and the damping coefficient ¥ of the transition 1~ 0 has nn appropriate value. On the
other hand, if the dissipation is-absent, y=0, the same system exhibits the coherent
trapping provided that > fi.

‘The questions arise, what is the carrespondence between the Zeno effect and the
coherent trapping and is it possible to get an additional trapping because of the Zeno
effect (i.e. due to un additional dissipation in the system)? The answer that we will
Jjustify below is that for the example under study, the intreduction of a dissipation
always decreases the degree of trapping in spite of the fact that it is possible to
determine regimes, ff <y, a, where the Zeno cffect is present,

2. The quantum Zenc paradox

If the two-level atom with the levels 2 and 0 is placed inside the ideal cavity with
the resonant frequency g it will continuously exchange its energy swith the caviry
field mode, exhibiting quuntum Rubi oscillations. Suppose that the atom wus
initially in its excited state 2, Then the probability of finding the utom in the same

state after time ¢ has passed is py = cos? (a0} and the probability thata photen has been
emitted is pg =sin? (2¢).

[t was proposed in [3] to investipate the quantum dynamices of the transition 20
using the strong Neld applied to the second transition | -0 as o *measuring deviee',
et usapply to the atem a strong aptical pulse arg during the short time 87« . If the
atom has nat emitted a photon w; then it does not feel the "‘measuring feld'. If the
atorn has passed to the state 0 before the ‘meusurement’, then it begins to oscillawe
between the levels 1 and 8, producing seattering photons, which in principle cun be
detected. “Uherefore, we can get information whethor the atom was in the stare 2
or D before the measuring pulse. Correspandinuly, alter the *

measuring epticif puise’
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lhcnlum\c wavelunction is collnpscd t cnn bc in lhc state2 w:lh a pro\mb-lnyp; orin

the state 0 with a pmbnblhxy pobut not ina coherent superposition of these states.

chc-mng thit scquence for, a times (frec ev olulmn during the time ¢= T and the
v dunng lhc time S1«t), if 1 gncs to @ we have:

o[ ] -5

Thl:u-furc th xubsuluem measurements’ of the system state prevent the decay of
level 2.

In the present work we will describe the *messurements’ by mtrnducmu the
damping cocflicient, y, follawing [5]. We investigate herc the cusc of ‘continuous
measurement’, wheri the strong ficld w, g is continuously applicd to theatom. Weare

interested in to what degree the damping in the transition 10 can prevent the
emission from level 2,

3. Coherent trapping
Note that il y =0 (without any ‘measurcment'), when the system is described by
the wavefunction, the emission from the state 2 is suppressed provided that Blacct:

I}l
Polty=2501 —cos{a? + )21 ~0,

“I'his result can be casily obtained by solving the Schirddinger equation, see, c.g. [6).
-The close situation for three- and two-level atoms is known as coherent trapping {71,
Another explanation of this trapping is that in the case ff«a the initinl state 2 isclose

to the cigenstate of the Hamiltonian and therefore is not transformed slronglyby the
evolution.

4. . The solution of optical Bloch equations

We investig how sp ission from level 2 is modified by the
‘continuous measurement’ i.¢, by the presence of the strong field w, . The atom is
described by the density matrix:

P11 Mz Ao
r= P2 P2z P20
—ip1e —iP20 Poo
(Note, that if the non-diagonal density matrix elements are initially zeros, then there

Are CONNECtions 112 =14, fi;e = — Mo izo = — Poa. 0 has heen taken into accountin
our definition of the density matrix, see e.g. [5].)

The density matrix is determined from the optical Bluch equations {see [5, 8]):

Hu==701+2ap10.

fz2=2Pp20.

P12==712p, 3+ Borat 3pie.

o= —2ap —2p3— 2 — 7200t o
Pr0=—fpy—2Pp—ap i+ B
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Figure 2, Probabilities Py and £y s functions of time for a fixed value of 2 and 7 and three
differcnt values of f {y<«x, ). We abserve coherent trapping with a small dissipation.

‘We have numerically salved this cquation for different values of the parameters a,
8.y .

We show in figures (2, 3) the level populations py(1)=py,{t) and p,(1)=p,, (1)
{remember that p{f) =1 —p; — ).

In figure 2 we show the case of y«a, f and we observe coherent trapping (fast
oscillations with a small amplitude close to the initial value). As f§ grows, the
amplitude of Rabi oscillations increnses and its period [(a® -+ 3?)

U2 decreases. Here
the dis:

pation is weak. When 3 grows the dissipation increases (sce figure 3).
Note, that if y=0 than the stcady state dpfde = 0is never achieved, However, for
arbitrary small but finite y, the steady state [9]:

-~ a? s
Pn(m)—mv P:z(w)—m.

is finally achieved. The Zieno effect occurs if, in the presence of a strong field a» f,
the population p;; approaches the steady value p;;(00) very stowly, in comparison
with the period of Rabij oscillations #7' in the absence of a measurement (x=0).

In figurc 4 we consider the casc of constant « and ff and we are interested in the
effect of changing values of y. We obscrve the ‘Zeno effect’ while y<«ca. As y grows,
becoming similar to a, the trapping disappears and we change to the regime of
dissipation (without oscillations). In the case of y»>2 damped oscillutions appear
(with the oscillation frequency ~ f#). The limit y-» o0 has similar behaviour to a—0.

In figure 5 we show the effect of changing the value of & (keeping consr:\m values
of y and /). While #«y we observe damped oscillations of period ~f~1 As x grows
the dissipation becomes stronger until the oscillations disappear (whcn a=y[10). For
&>y we observe Zeno trapping.

Thercfare, our figures 2--5 show that the two phcnomcnn cahcrent trapping and
Zeno effect, arc not well-separated in the space of diffesent valuces of parametess a, f#
and y. We can think of coherent trapping with dissipation as 'Zeno trapping'”; this
accurs for the values x> fi, a> y (the upper curves in figures 2-5), For larger values of
y fast dissipation appears, which in turn is changed for another regime of slow
oscillations with frequency f for very large 7.
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Figure 4. Probability Py as function of time for 4 fixed value of zand f and different values of

. % "I'ne vertical lines represent the period of Rabi oscillations 7! in the absence of o

measurement, i.e, if a=0. While y«z we observe (he ‘Zena cffect’. As'y grows,
becoming similar to %, we change to the vegime of digsipation (withaut oscillatioris). {n
the caseof y3> 2 damped oscillations appear nf period ~ i~V and for y = 100002 we have n
hehaviour similar to the one if @=0.
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messurement, i.c. if 2=0, Whnlc z«y we obscrye damped OSCI“ahOl\i uf period ~B~}

As z grows the di until the

© a=y/10). For @y we observe Zeno trapping.

I‘lgure S,

(whcn

5. Conclusions

‘We have investigated the decay of an atom into the cavity ficld mode. In the
absence of other levels the atomic inversion would undergo the undamped vacuum
Rabi oscillations with the frequency J3, see, e.g. [10). 'This behavicur is modified by
the presence of o strong field in resonance with the damped transition 1—0
connecting the same ground state 0 wiih another excited state 1. In this case, the
spontancous decay from level 2 is essentially determined by the parametersannd y of
the transition 1—0. This situation is analogous to that in cavity quantum
electrodynamics [10], when the spontancous decay of an atom placed into the bad

avity is determined by the dissipation of photans into the cavity walls, leading to
enhanced spontancous emission {11], Ilere, the cuvity supporting mode w,q is
assumed ta be lossless, however, the presence of another transition strongly modifics
the deeay.

We were especially interested in the regimes of the radiation trapping from level
2. The coherent trapping occurring in the three-level system without dissipation is
preserved also for the casc of small domping in the transition 1 =0, at the expense of
the increase of intensity of the strong field a {sec figures 4 and 8).

The last phenomenon is identical with the Zeno paradox, discussed in the
literature (4,5]) in connection with quantum measurements and the conceptual
principles of quantum mechanics, and the question arises as to whether it is possible
to use the Zeno effect as an additional hanismofrad trapping. Qur answer,
atleast for continuous measurement in the system under study, seems to be negative,
i.c. the damping in the transition is not able to improve the quality of trapping in
another transition. 1n other words, the *measurement’ cannot improve the quality of

coherent trapping, which had already existed in the system without sny
‘measurement’.
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Apéndice I

La paradoja de Zend6n para
mediciones sucesivas.

En el articulo que reproducimos [94] discutimos la paradoja de Zenén cudntica en
un sistema dc tres niveles bajo mediciones sucesivas.
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Abstract

‘We discuss the possibility 1o obsesve the quantym Zeno cffeck in unitary modcls of quantum measurcments, whon the meas.
uring apparatus is supposcd 1o have a few degrees of frecdom although containing a large amount of caergy. For the example of
the Zeno cffect in optical three-fevel systems we compare the unitary mechanism for radiation trapping with the onc bascd on
dissipative dynamics,

1. Introduction

Since the advent of quantum mechanics the problem of quantum measurements has been a source of perma-
nent discussions, Two-level systems give the simplest and the most transparent cxamples of this problem. Con-
sider the density matrix of such a system in the basis of eigenvectors of the obscrvable to be measured. It may
represent a pure or a mixed state before the measurement. After the measurement, the density matrix will rep-
resent the mixed state which is derived from the initial one replacing by zeros the off-diaponal matrix clements,
“coherences™. The remaining dmgonal matrix elements p, =2, and pe=p,q are just the statistical probabilities
to find the system in the states 1 cr 0.

Since quanium dynamics for closed systems is always given by a unilary one-parameter group, the loss of
cohcrence and the increase of informational entropy can not be described without taking into account the inter-
action with another system, the apparatus. In somc extremc sense, von Neumann { 1] treated the measurement
as a process of an open system acted upon by the consciousness of the obscrver, causing the loss of coherence,
i.e.the “reduction of state™. Another possibility is to include statistical principles leading to isteversible dynam-
ics of many-body systems.

A closcly related problem is the quantum Zeno effect (or paradox ), which is an inhibition of the transitions
between quantum states caused by frequent measuremcats [2,3]. Cook [4] proposed 1o realize this effect in
optical experiments with three-level atoms (sce also Refl [5]) and it was experimentally observed by Itano ct
al, [6]. The Zeno eflect ially involves a non-cxp ial decay, as it
a resonant cavity, Then it dirccily follows from the state reduction (sce below).

Recently this problcm has been analyzed in the framework of quanium mechanics with dissipation [7-9].
According to this point of vicw, the interaction of a small quantum system with a macroscopic measuring ap-

with the alomic emission in

Elsevier Science BV,
SSDf 0375-9601 {94)00920-1
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paratus incvitably introduces a dissipation into-the microsystem dynamics. This just results in a collapsc of non-
diagonal density matrix elements which, in turn, Icads to the quantum Zeno cffect.

Let usconsider in morcdetails the physical situation similarto the experimental setup of Ref. (6], The system
involves a double.resonance scheme (sce Fig. 1) where two excited atomic states | and 2 are connected to a
common lower level @ via a strong optical and weak f transition, respectively. We denote by A and # the Rabi
frequencics of these transitions and neglect the spontancous emission from level [ into other modes. The pho-
tons scattered by strong transition are observed, However, an excitalion of a weak transition where the electron
is temporarily kept in the metastable level 2 will cause the strong transition to be turned ofl, It is, therelore,
possible to determine the microscopic quantum state of the atom via the macroscopic signal provided by the
Auorescence of the strong transition (described introducing a damping cocflicient y).

Let an optical pulse be applicd to the atom during the short time 1, <2 ~'. After the “measuring pulse” the
atomic wave function is collapsed: the atom can be in the state | or 0 with probabllilies p, or po but not ina
coherent superposition of these states, Repeating this sequence for # times (free evolution during the time 7=
To/# and “measurement™ doring the time 7, <9< T), we have for large

()= [cos T" T (1————) -~ 1.

Thercfore, the subscquent "mcasurcmcn!s" of the object state prevent the decay of level I This is a standard
logic of the quantum Zeno effect [2-7].

If the damping coefMicient p is 100 small, one can hardly sce scattered p and the cannot
be performed. Then there is no state reduction and one cannot multip)y the probabilities (since different Feyn-
man paths contributc to the probability amplitude { 10] ). The Zeno effect has to disappcear. On the other hand,
if the dissipation is absent, y=0, the same system cxhibits coherent trapping provided that A2 £, The question
ariscs, whether it is possible to find a ncw regime of trapping duc 1o the Zeno mechanism, i.c., through dissipas
tion, and whether it is difTerent from the usual coherent lrapping. The answer for the case of continuous mea-
surcmcnl isgiven in Ref. [11] and it is negative. The increasing damping cocflicient y always spoils the quality
of ingin another ition (which alrezdy exists for y=0 provided that /2 7).

Nevertheless, for the case of many subsequent measurements the arguments of Refs. [7,9] scem to work and
the radiation trapping seems to follow from the phase relaxation introduced by the measuring device, However,
we shall show below, in Section 3, that there #s also a unitary wrapping mechanism for subscquent pulses. The
radiation trapping in level ! almost always appears if the sequence of strong pulses is applicd to the 2—0 tran-
sition of a threc-level ntom even if y=90, i.c., if the dissipation is ncgligibly small. Moreover, our numerical tests
show that trappingis often strongerjust in the unitary case p=0.

‘The measurement mechanism proposed by Cook [4] and supposed to be realized in experiments [6] evi-

i2)

I

o)

Fig. 1. The three-level system with “v™ ion of the levels, At he Rabi of the strong trnsition,  is the
natural line widih of the optical transition and 8is the Rabi frequency of the weak transition,
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dently fails if =0, This mcans that cither Zeno trapping is not ily wuh
that we nced to modify the notion of a measbrcment. ! -

1F we analyze the sccond point of view then the following question arises, Must the mc:awrmg device havc
very many degrees of (recdom or is it ¢nough to have a fow or even ong, in which, however, a large amount of -
encrgy is contained? In the first casc the interaction with a measuring device Icads o an irreversible dynamics
of the abject and it can be described by quantum mechanical cquations with dissipation (such as Bloch cqua-
tions, sce Section 2). As it is shown for a three-level example in Refs. [7,9 ], and by a difTerent approach in Ref,
{121, the interaction with a large device indeed leads 1o the phase relaxation and destroys the off-diagonal
density matrix clements of the microsystem, thus explaining the van Neumann state reduction. In the sccond
case of a ¥small measuring apparatus™ the dynamics is reversible. However, if a large amount ol energy is con-
tained in a single degree of freedom of the device, it is enough to provide the Zeno effect of radiation trapping
in a microsystem. Morcover, the off-diagonal density matrix elements of @ microsystem ase kept small by this
condition,

in Section 4 we discuss another example of a **small apparatus®. It is an exactly soluble modet of a measure-
ment proposed by Kraus {13 ], which also leads 1o radiation irapping in the frame of unitary dynamies. Kraus
called it *“the Watchdog effect” in order to separatc this from thcq Zeno paradox resulting

from a state reduction. If the small measuring apparatuscs are acceptable, the difference between the Zeno and
Waichdog effects disappears.

or

2. Zeno ellect in a three-level system: dissipative dynamics

The Zeno effect in the three-level atom described above can be investigated in terms of oplical Bloch equa-
tions [7-9]). The measurement is described introducing the damping coelficient y which represents photons

scatiered by the atomic transition 2— 0. [f the initial atomic density matrix is diagonal then at time £ it depends
on five real parameters,

P [21] iﬂxo
= ﬂ.lx P_u o |, Pootpn +on=1,
=10 —Pw Pwo
which are determined by the Bloch equations
Pu=—=¥p1:+24pp,  Pu=2peo,  P1=—¥/2pn +fprat AP,
Pro=—~2Apa2—Aps — Ppas —1/2p20+ 4, Pu=—fpu~2fpu~Apn+f.]

During the measuring pulse [7], the off-diagonal matrix element pyq performs dampcd osc:llauons qultkly
teaching the steady state value 0, provided that f<<A, » (see, c.g., Fig. 4}, This explains von Ncumann's state
teduction in this model, Fi m ing pulscs the decay rate from level 1, in comparison with the
evolution in the case 4= 0. .

Therefore, it scems that the logic of the Zeno paradox implies the possibility (o suppress the emission {fom
thelevel 1 due 1o the damping in the transition 2-+0. This question was further investigated in Ref. [11], where
the same Bloch equations were solved for the casc of “*comtinuous measurcment”, i.c, for fa< A=const. Difler-
cnt ranges of values of the parameters A, § and p were considered. Zeno trapping occurs in this case provided
that faz A, y<A. However, if the trapping is present for given values of 2, 4 and 7, then it always becomes
stronger with deereasing . and the best trapping occurs when y=0. The {ast easc already cannot be qualified as
a measurement (at least in the sensc described above). Then the cvolution is governed by the Schrédinger
cquation (sce the nest section and Ref. [14]). This trapping has the same origin as the usval coherent trapping
inathree-level system {sec, c.g., Rell [ 15] where itwas proposed to use the coherent trapping for lasing without
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‘mvcrsmn) Another cxplanallon of !lus trapping is lhal the initial state of the syslcm is closc ta the Humﬂwman
cigenstate (cf. Rel- [16]). Just this is the case for the initial state § and the Hamilionian given in the next
section,

3. Schridinger dynamies

It is clear that the hani posed by Cook {4] cssentiaily invofves a Jarge epough damp-
macocﬂ'ucm 7. What will happen when the scqucncc of strong pulscsis apphcd in resonance with the transition
1-0, but ¥ is too small ta provide an cffective measurement? We shail show in this section that the radiation
wrappingalmost always occurs in such a system even i p=0. This means cither that this trapping is not connccted
with mcasurements or that the concept of measurement used in the previons section has to be modificd,

The key paint is that the steady state vatue for the non-diagonal density matrix clement pyo is equal to @, as it
¢an be sech {rom the second Blach cquation. Hence, for arbitrary smail y the clemeni pyp oscillates around zeso
level and, in some sense, the mean value of the lime-derivative pyy vanishes. On the otlier hand, the amplitude
afthe oscillations of gy issmaill i 420 2. Evemually, the dynamics is sensitive to she length of the optical pulses.
{1n this paper we restrict ourselves to the case of equal time intervals between pulses ).

The dynamies can now be described in the Hifbert space of the three-levet system, €2, by the Schrddinger
equation with the Hamiltonian

G 04 0 0’ 1y ..
H={0 0 7). 18>=10}, M =gty 12)={0],
A4 p 0 i ) 0,

where atomic sates in €° are deooted by 1f).
For a time interval in which A is constaat, the Schri‘)dmgkr cquation can be casily integrated. The evolution
operator is

(A2/SH) cos(Q) 4+ #2722 (AB/Q{cos(Qr) 1] —{A/02) P sin(Qu)
{AB/R* ) Leas(y— 1) (B2} cos{Ry+A2/QF  ~(B/5D) isin(fu)), DmAr+pr,
- {A/82) isin(5) —{B782) isin{s) cos (¢}

Given the inhiial state { 1) and the constant 4, the amplitude for the atom to be in the ground state Uy, {#) and
the carresponding off-diagonal density matrix clement g (1) =¥, Oy are praportional 1o the ratio /A< 1,
This corcesponds to the coherent vrapping.

The solution for subsequent putses can be casily deduced From the evolution operator given above. The time
behavior of ipyeand of gy, is demonstrated in Figs. 2~5 for four different cases:

(1) 2r pulses. The pulse length containg an integes number of periods of the fast A-gscillations, 1,=2&n, Then
the system after the pulse is in the same state as before it and the slow [I—oscnllahons are atmost wnafTected {Fig.
2}

{2) rpulscs. The pulse fength contains an odd number of half-periads of A-oscillations, t,=(2k+ 1 )x. Then,
if the mairix element pyy was decaying aficr passing @ maximal value, the pulse causes it to cvolve back (o the
initial state. In consequence, level 1 becomes frozen (Fig. 3).

(3) A-frequency is not a multiple of the pulse length (here, = 20). Also in this case the population of level
1 cannot difTer too much from that at time r=0. We show this in Fig. 4 together with the corresponding curve
for y=0.5 (obtained by solving mumericatly the Bloch equations, ef, Refs. {7,11]). s seen that the trapping
becomes worse for finite y.

(4) Fig. 5 shows the case when the pulse duration vatue is randomly distributed between 52 and 7.

Hence, excluding the exceptional case (1), the system always shows radiation trapping, even in the absence
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Fig. 2. Time behavior of p,0 and 14, where the pulse length contains an integer number of periods of the fast d-oscillations. In this case
7,= 68, the period between the measurements 7= 100, A= 1. =000 and y=0.

1 e
095} y
os} 1
osst 4 :
08 . :
: 700 %00 600 00 1000 1260 7400
: TIME

0.5 - -

o T B e T ey
05 . . e e L

0 200 200 €0 &0 1000 1200 1460

TIME Tt

Fig. ). The same as in Fig. 2 but the pulse length contaiis an odd numbet of half-petiads of the fast A-ascillations (7,=7r).

of dissipation and phase r ion provided that 4 > £ and T'<n/p. The description of the measurement pro-
posed by Cook {4] fails 1o explain (his fact. However, onc may think that some information is transferred from
the object o its surrounding. but not irrcversibly. The measuring device here is “rather small™; it consists of onc
single degree of freedom although it contains alarge energy. This smali device cannot react onlo the microsystem
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Fig. 4. Time behavior af pigand gy, where the pulsc length is with ihe periods of the fast A-cscifiat 1,=20. The

cantinuousline s for =0 and the dotted onc for y=0.5. 4= 1.0, A= 0.001.

irreversibly, Nevertheless, in the course of sub - it iniroduces a kind of deph into
the object and the off-diagonal density matrix clernents are kept smatl, Though not so impressive, this unitary
mechanism for radiation trapping often works more cfficicntly than the phase relaxation due to the non-unitary
cvolution, as can be concluded from Fig. 4 (or subsequent pulses and from Rcf. [11) for 2 continuous pulse. .
{However, the phasc relaxation mechanism restores the trapping in the case of 2n-pulses; then the irapping for
the unitary case y=0 is absent, bul it appears when > 0),

4. Another model of continaous observation

Now we shail discuss another exactly soluble mode! of a measurcment, which also scems to work by the usual
reversible quantum mechanics, Features of trreversible dynamics, which we use only for simplicity, do notscem
to determine the main part of the mechanism, The modet was proposed by Kraus [13].

Again the object will be a two-level system in an external ficld. (s free dynarnics is described by

i@y=ply).

Here, &¢,2,3 arc Pauli matrices and we put hats over opcrators acting in the Hilbert space €2 of the object. .
Let now an ensemble of such systems be prepared in the upperssiate |13, &, 1) =} 13, and exposed to contin-
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Fig. 5. Time behavior of p,oand p,,, where the pulse dusaticn is randomly distributed between Sxand Tx. 4= 1.0, £=0.001, y= 0.

uous observation by an apparatus indicating the decay of the system. The apparatas now will be different from
thcone of Section 2. The interaction with the object will be coupled only with its ground-state [0, 6,0 =~ 10).
This coupling should switch on a process in the apparatus resulting in a quick indication of the decay. Let the
apparatus bcdcscnbed in some Hdbcr( space 2 and let 7/ be a sclfadjoint operator on 0 generating this process.
Then, an iltonian in $*®@JF is Ly®I, where f’n'. =} (1F4d,) arc the projection
operators onto the object states. For simplicity the frec T iltonian of the app will be zero (i.e., its state
isnat changed while the object is in the upper-state}.

“The full Hamiltonian for the sysiem consisting of the objeet under continucus observation by the apparatus
has the form

H= (g ﬁ)@l,+(° °) ®H.

Thus, in contrast 1o lhe three-level model, the interaction here couples the app::ra(us wuh . dl::gunal DbjCcl

operator,” . L
Le1 E, be the spectral resolution of /7 in JF. Since [, T®H] =0, we can write.

}1=Lﬁ.d£.. ﬁ.s(g f)

That is, the full Hnmmoman isa dircct integral of two-di ional blocks corresponding to different cig 1
ues of the apparatus t Theonep family of Schridi i
give o L e

s

can be casily solved to,
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: gx};(;iﬁ.l);c"‘p(—]iér): ; -
S Q({)sina(e)x cosQ(()l— slnﬂ(e)[

zn(:)

fate ) =Blen) -
= \ote ) 'a(s,z);)'
T ateym JTERR.
“and the solution oﬁhe Schrdinger equation is given by
nxp(—illl)=‘[cxp(—i7nl) dE,.
@

In order to investigate the influence of continuous observation on the object we need some assumptions about
the apparatus Hamiltonian / which generates the indication process. Simple models arise when we assume the
spectrum of H to be the whole real axis and nondegenerated. (The latter means that the apparatus may have a
single degree of freedom; for instance, it can be a particle on a line.) Assume the apparatus to be initially in 2
purestate |£) described by a wave function in the energy representation (6] g) =g(¢). The corresponding one-
dimensional subspacc of.)f_mst tepresctils the proposition that the apparatus does not indicate the decay. In
turn, its orth the decay indication, Then the indication process i8 described by the
decrease of the probability IA(J)I’far the apparatus to be in the state {g), where

aw=cgie-migy= [ 1gtarrede.

If the object is taken initially in its upper-state then the full wave function is a superposition of ingredicnis
oscillaling with diffecent Rabi frequencies (of the combined system object+apparatus)

10> = [desta o=k 113@1es = [ destor (50 ot -

In contrast to the probability ) {t)=cos fr 1o find the frce instable object at time ¢ in the upper-state |13, the

probability for the object 1o survive in the upper-state under the i (n pective of whether

it has been indicated or not, that corresponds to the trace over the apparatus variablce €) is

- ;2
M= CPOIAGLI P = [ deteterate n1=1- 7 [ de tster SN,

It is easy also to the probability that the has not indicated thedecay up totime s [13]

2 2
W= CPIT@PIP()) = Ij de ls(t)l’ﬂ(f.l)l + U de |g(e)1b6Ce. 1)}

where Fy= g {8l and the functions a(¢, 1) and b(e, ¢) arc defined above as the matrix elements of the evolu-
tion eperator block marked by a given value of ¢.

Aswe have seen, all the propertics of the model are determined by the “indication function™ 4(t), which may
be any rapidly collapsing function. We now assume it 10 be a Gaussian, 4(1) = exp( ={4°¢*). Hencc, the initial
apparatus wavc function in the cnergy representation is a Gaussian wave packet,

1 e
Ix(t)l‘=mcxp(— ﬁ)
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Fig. 6. The free decay law p, (1), the measured decay law w, (1) (the dashed curve is our estimation for it) and the pzobabitily that the
decay has not been indicatcd by the device (1) (dashed decaying curve ) for the modcl of contindous measusemicnt of Section 3.

if the indication process is fast in comparison with the time scale of the objeet, 4> 3, then the lunction {a(e))?
varies much faster than |g(¢} |2 Inspection shows that one can write

1 sin’(lﬂle’ﬁﬂ’)__l __cos(2ﬂf+{n)
e 011= B < 5 (1 s

Then the probability for the object to be in its upper-state is estimated as

st B _cos(2f+in)
wi{)=1 A\fﬁ(l Wﬁ_)
Forfeze | wehave wy (=1 —\/T;r(ﬂ//l).

This resembles strongly the results for the optical three-level model presented in the proceeding section, The
ratio of the Rabi frequency (of frec oscillations of the object) and the characteristic energy of the measuring
device, fi/4, appears 10 determine the part of the enerpy under measurement the system can radiate. If the
indication is fast in comparison with free evolution in the measured system then /4 << 1 and the Zeno cffect
appears.

We show the results of explicit numerical calculations in Fig. 6, choosing the frequency of the free evolution
of the object fi= 1.0 and the apparatus parameter 4 =30. The frec decay law p, (£}, the measured decay law w (1)
{the dashed curve is our estimation for it) and the probability that the decay has not been indicated by the
device H/{#) are plotted. One obscrves the Zeno (or Watchdog) effect to occur in that wy (¢} does not differ
much from 1. The probability that the decay has not been indicated, however, decreases with time.

We may stress once again that the measuring device in this model can be thought as a one-dimensional system.
The cvolution is unitary and any ftary hanism for the von N state reduction is absent.

5, Conclusion

‘We have showa for two quite different examplces, that the “quantem Zeno paradox™, or “the Watchdog effcct™
can occur independent of any irreversible dynamics and phase relaxation. In the casc of continuous observation
the unitary mechanism of coherent trapping prevents the transitions in the object. In the case of subscquent
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measurements the dephasing duc to frequent pulses nppcanng in the unitary description also can suppress tran-
sitions. Moreover, both for and  measure 18, the fes show that the trapping is
often stronper for the purely unitary case than in the prescnce of additional dissipation. Hence, the unitaty
mechanisms for trapping scem to work more efficiently than the one due to the non-unitary phase relaxation
171.

In this sense, the Zeno (or Watchdog) eflcct is not necessarily connected directly with the von Neumann state
reduction postulate. Though, in the course of interaction with the measuring deviee (whose cnergy is much
higher than the system encrgy } the off-diagonal density matrix elements are kept small, which can be provided
by a purely unitary evolution in the frame of the Schrédinger equation. It would be intcresting to find more
cxamples {as the 2n-pulses from Section 3) where trapping is absent in the unitary limit and appears when a
dissipative mechanism for the state reduction is turned on.
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