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Introducción 

Muchos sistemas de ecuaciones diferenciales no admiten una solución 
analítica exacta ni una descripción cualitativa completa. 

Una forma a la cual se puede recurrir para analizar un sistema de ecua-
ciones diferenciales es estudiar la forma normal de dicho sistema, esto es, 
conjugarlo o hacerlo equivalente a otro sistema del cual se conozca su com-
portamiento. Cuando la conjugación entre los dos sistemas es de clase Ck, le 
llamamos forma normal k diferenciable. 

En este trabajo se expone un problema cuyo resultado fue obtenido re-
cientemente y cuyo enunciado fue propuesto por el Dr. Yu. S. Ilyashenko en 
julio de 1995. 

El problema consiste en saber bajo qué condiciones la forma normal k 
diferenciable de una familia hiperbólica de campos vectoriales es la familia 
lineal. La importancia de este resultado radica en su aplicación a familias 
obtenidas de perturbar un germen de un campo vectorial diferenciable cuya 
colección de valores propios satisface relaciones de resonancia de orden mayor 
o igual que N +1. En el resultado principal de este trabajo consideramos un 
germen de un campo vectorial hiperbólico v(x) cuya parte lineal en el origen 
tiene valores propios distintos y se demuestra que si esta colección de valores 
propios satisface resonancias de un orden suficientemente alto, entonces la 
forma normal k diferenciable de cualquier perturbación de este campo v(x) 
suficientemente cercana, es la parte lineal de la familia. 
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La diferenciabilidad del cambio de coordenadas que hace la conjugación 
de la perturbación del campo con la forma normal depende en gran medida 
de la parte lineal del campo vectorial que se perturba y de N + 1, el grado 
más pequeño de las resonancias que satisface la colección de valores propios 
de este campo. 

Para demostrar dicho resultado realizamos los siguientes pasos: el primero 
consiste en llevar la familia dada a una forma normal preliminar. Esta forma 
normal preliminar difiere de la forma normal por una función N-plana en 
el origen que contiene términos resonantes. Como sabemos, las resonancias 
siempre han sido un obstáculo en los cambios formales, analíticos y diferen-
ciables (ver [AR11) y es claro que al hacer una perturbación del campo pueden 
aparecer monomios resonantes de grado menor que N +1. Para llevar a cabo 
la forma normal preliminar, primeramente tenemos que deshaernos de los 
monomios resonantes de grado menor que N +1 y este problema lo resolve-
mos demostrando la existencia de una vecindad del punto singular en la cual 
todos los monomios resonantes que aparecen, al hacer la perturbación, tienen 
grado mayor o igual que N +1. Así obtenemos una familia que consta de su 
parte lineal, de una familia polinomial cuyas componentes tienen monomios 
de grado mayor o igual que 2 y son no resonantes, y de una familia compuesta 
por términos resonantes y no resonantes de grado mayor o igual que N +1. 
Ya con esta propiedad podemos eliminar los monomios de grado mayor o 
igual que 2 y menor que N + 1 por medio del método de Poincaré-Dulac a 
parámetros (ver apéndice). Con esto hemos obtenido un cambio diferencia-
ble de coordenadas que conjuga la familia inicial con la familia de la forma 
normal preliminar. 

Ahora el problema se reduce a conjugar la familia de la forma normal 
preliminar con su parte lineal, eliminando la parte no lineal. Para hacer 
esta conjugación, seguiremos algunos pasos que repiten esencialmente los 
argumentos expuestos en el artículo "Finitely-smooth normal forms of local 
families of diffeomorphisms and vector fields" (ver[IL-YA)). 

El segundo paso llamado globalización extiende el campo que tenemos 
definido en una vecindad del origen a todo el espacio, definiéndolo como un 
campo lineal fuera de esta vecindad. El pegado de ambos campos (el del in-
terior de la vecindad y el del exterior), lo hacemos por medio de una función 
diferenciable. Globalizamos la familia de la forma normal preliminar para 
demostrar la diferenciabilidad del campo que conjuga esta familia con un 
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campo lineal. Después separamos la función w, que contiene los términos 
resonantes en dos funciones ajenas, tul  y w2, de tal forma que su suma sea 
w. Estas funciones tendrán la propiedad de ser [f] planas en la variedad 
estable e inestable de la familia, respectivamente. [f] denota el mayor en-
tero menor o igual que f . Finalmente por medio del Método Homotópico, 
el cual consiste en encontrar un campo vectorial que satisfaga una ecuación 
homológica, haremos una equivalencia finito diferenciable entre las familias 
A(e)x, A(e)x + tui (e,x) y A(e)x + w1  (e, x) + w2(E, x), demostrando así el teo-
rema. 

Mis aportaciones para resolver dicho problema son la idea de encontrar 
una vecindad en la cual sólo haya hiperplanos resonantes (ver [A111]) con 
norma mayor o igual que N + 1 y la desigualdad [f] — c > k que nos dice 
que el grado de diferenciabilidad del cambio de coordenas que conjuga la 
familia dada de campos vectoriales con la familia de la forma normal es k. c 
es una constante que depende de la parte lineal del campo vectorial que se 
deformó y N es el orden mínimo de las resonancias que satisface la colección 
de valores propios de la parte lineal del campo que se deformó. 
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I. Teorema. 

Las familias para las cuales los resultados están enunciados son familias 
diferenciables que representan una deformación del germen de un campo 
vectorial. En esta tesis, a menos que se especifique otra cosa, diferenciable 
significará de clase C°°. 

El objetivo de esta sección es introducir al lector al lenguaje que se uti-
lizará a lo largo de este trabajo, asi como enunciar el resultado principal y 
dar algunos lemas para la demostración de éste. 

Definición 1 
Una familia local diferenciable de campos vectoriales es un germen en el 
origen del campo vectorial definido por un sistema de ecuaciones diferenciales 

v(x, e) , 	= O, 	x E (R",0), e E (r,o).1 

Definición 2 
Decimos que dos familias locales diferenciables (vi (x, e), 0), (v2(x, e), O) de 
campos vectoriales son Ck -equivalentes si existe un difeomorfismo de clase 
Ck, H : (Rn X W, (0, 0)) -4 	x ItP, (0,0)) de la forma 

Ñ : (x, e) --+ (H (x , e), e) , 	H (0,0) = O 

tal que 

es decir, 

(Di".  )(vi (x, e), O) = (v2(1-1(x, e)), O), 

fax ) , 
( - 7  )111 (x, e) = v2(H(x, e), e). 

1La expresión e E (RP O) significa que eiísilon es un parámetro e = (ea ,... ,ep) en RP 
que toma valores en una vecindad del origen. 
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1.TEOREMA. 

Geométricamente es lo siguiente: 

Definición 3 
Sea (±,¿) = (v(x, e), O) una familia local diferenciable de campos vectoriales. 
Definimos la parte lineal de (v(x, e), O) en el origen como la familia (i,¿) = 
(Dzv(x, e) ((0,0), O). 

Definición 4 
Decirnos que (i, ¿) 	(v1(x,e), O) es una forma normal k diferenciable de 
una familia local diferenciable de campos vectoriales (±, ¿) = (v2(x, e), O) si 
tiene una expresión matemática más sencilla respecto a (X., ¿) = (v2(x, e), O), 
si el comportamiento de sus soluciones es más fácil de entender que el de 
(i,¿) = (v2(x, e), O) y si éstas dos familias son Ck equivalentes. 

Los valores propios correspondientes a la matriz representante de la parte 
lineal Dzv(x) en el origen de un campo vectorial v(x) juegan un papel crucial 
en la teoría de formas normales.. A continuación daremos algunas definiciones 
concernientes a dichos valores que nos serán de gran utilidad. 

Definición 5 
i) Una colección de valores propios complejos A = {Ai , • • • , An} es hiperbólico 

si todos ellos tienen parte real distinta de cero. 
ii) La colección A es resonante si existe al menos una relación de la forma 

(m, A) = .\ tal que E > 2, m es un vector en Zn con entradas enteras 
no negativas y (m, A) := m1)1  + 	+ 

iii) A una relación (m, A) = m1 A1  + • • • + m,,An  le llamamos resonancia. 
iv) El orden de una resonancia como en (iii) es E mi. 
v) El monomio resonante asociado a la resonancia m1 A1  + • • • + 	= 

m 	, 1 tni 	— CS X 	= X 	• • a; 
Oxi 	 n ari 2  • 

'Esta notación significa que el mut:indo lem está en la j-ésima componente. 
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El problema que vamos a tratar en esta tesis es el siguiente: 
dada una familia local diferenciable v(x, E), donde v(x, O) = Ax + • • • y A es 
una colección hiperbólica de valores propios distintos en el origen, queremos 
ver bajo qué condiciones se puede linealizar, esto es, conjugarla con una 
familia lineal bajo un cambio de coordenadas diferenciable. 

Las observaciones precedentes nos permiten enunciar el resultado princi-
pal de este trabajo. 

TEOREMA. 
Consideremos una familia local diferenciable de campos vectoriales 

= v(z , e) É = 0, 	x E (R", 0), e E (RP, O) 	(1) 

tal que v(x, 0) = Az + • • • y v(0, e) = O. Supongamos que la colección A de 
valores propios de la parte lineal A de v(x, O) en el origen es una colección 
hiperbólica de valores propios distintos, Sea (N + 1) el orden más pequeño de 
las resonancias que satisface la colección A. Existe una constante c > O que 
depende de la colección A tal que si [11 — c > 1, donde [ 111 denota el mayor 
entero menor o igual que 11- , entonces existe una vecindad del origen en Rn+P 
en la cual la familia (1) es C' -equivalente a la familia lineal 

= A(c)z É = 0 ,x E (Rn  O) , e E (RP, O). 

Más aún, si [1-1 c > k, entonces la familia (1) es Ck -equivalente a 
la familia lineal anterior. La constante c está dada como c = 7+1 , donde 
r > max,,E0),..ni{E7=wym  ReAi} , s > max{I ERexio  1,1 ERexpo )9 1) y 

< min{I ReAi  1). 

Observación: Los puntos suspensivos del campo v(x, O) denotan los térmi-
nos de orden mayor o igual que 2. 

Con las mismas hipótesis del teorema sobre los valores propios mas no 
sobre el orden de resonancias, Ilyashenko y Yakovenko demostraron en 1991 
(ver [IL-YAJ) un resultado en el que se obtiene una equivalencia finito difer-
enciable de una familia de campos vectoriales con una familia de tipo poli-
nomial. Dicho resultado fue crucial en la demostración del teorema en el que 
se afirma que 
" todo policiclo que aparece en una familia genérica finito pardmetrica de cam-
pos vectoriales diferenciables en el plano real puede generar no más de un 
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número finito de ciclos límite dentro de la familia, siempre y cuando los 
vértices del policiclo sean ciernen tales, es decir, con a lo menos un valor 
propio distinto de cero" (verEIL-YA2)). 

Observemos que aún en el caso en que A sea una colección no resonante, 
puede haber términos resonantes para e # O. 

Si A es no resonante y está en el Dominio de Poincaré (ver EAR1)), en-
tonces existe una vecindad del origen en R" en la cual no hay resonancias, lo 
cual implica que la familia (1) se puede linealizar por medio de un cambio de 
coordenadas difrenciable (C°9 utilizando el Teorema de Borel y el Teorema 
de Poincaré a parámetros. La demostración es análoga a la demostración del 
teorema de Chen (ver [1L-YA)). 

Supongamos ahora que A está en el dominio de Poincaré y que es res-
onante, o bien, que no está en éste dominio (ver [A1111) y que N + 1 es 
corno la del teorema. Entonces, uno pensaría en las siguientes formas de 
demostración: una demosración parecida a la del teorema de Poincaré (caso 
analítico) (ver [AR11), sin embargo esto no es posible para el caso que estamos 
tratando ya que se necesita que la familia no tenga resonancias. Otra opción 
seria linealizar la familia por medio de un cambio formal y luego extender 
este cambio a una función diferenciable por medio del Teorema de Borel (ver 
[NAR)) pero tampoco es posible esto ya que para linealizar necesitamos que 
la familia no tenga resonancias. 

Finalmente, uno quisiera eliminar todos los términos de grado menor que 
N + 1 (los de grado mayor o igual que N + 1 no se pueden eliminar debido 
a que son los monomios resonantes asociados a A ), lo cual nos conduce a 
encontrar una vecindad adecuada del origen en R"+1) en la cual sólo haya 
resonancias de orden mayor o igual que N +1. 

Como se verá más adelante, la diferenciabilidad de la conjugación se en-
cuentra en estrecha relación con la parte lineal del campo vectorial v(x, O) = 
Ax + 

Ahora demostraremos un lema que garantiza la existencia de una vecindad 
del origen en R1' tal que para e en esta vecindad, sólo hay resonancias de orden 
mayor o igual que N + 1. 
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Lema 1 
Consideremos una familia local diferenciable de campos vectoriales 

= v(x, €) É = 0, 	x E (R" O), e E (W, O) 

tal que v(x,0) = As + • • • y v(0,f) = 0. Sea A = (Ah  ..• ,An) el vector 
formado por los valores propios de A y sea (N + 1) el orden menor de las 
relaciones de resonancia que satisface A. Entonces existe una vecindad del 
origen en RP tal que para e en esta vecindad, los monomios resonantes de la 
familia tienen grado mayor o igual que (N + 1). 

Para demostrar este lema no nos interesa saber de qué forma son los 
Me) , para e 0, j = 1, • • • , n, sino el hiperplano resonante en el que éstos 
valores están; por ejemplo, si A(e) = (Al  (e), • • • , An(e)) satisface la resonancia 

mi  Al  (e) + • • • + nin A„(e) = (e), 

entonces A(e) está en el hiperplano resonante mi  zi  + • • + in„z„ = zi  y la 
norma de este hiperplano es E mi ya que los coeficientes de éste son los que 
nos dan el grado de los monomios resonantes. 

Demostración. 
Sea (N + 1) el orden mínimo de las resonancias que satisface A y sea 6 un 
número positivo arbitrario. Consideremos el conjunto 

gid 	{7r I A « ir , d(A, 7r) < 6 y 	ir 115 N}, 

donde ir I{ denota la norma del hiperplano ir con la distancia usual de 
un punto a un hiperplano en C'. El conjunto 216  tiene un número finito 
de elementos. Esto se sigue de observar que la cardinalidad del conjunto 
{7r/ II ir Il< N} es finita. Definimos el siguiente número m = min{d(A,r) 
ir E 214. Este número m es positivo debido a que 216  es un conjunto discreto. 
Entonces, 61  = m/2 es el radio de la vecindad que satisface el lema, ya que 
en esta vecindad están únicamente los hiperplanos resonantes que pasan por 
A y los que tienen norma mayor N (para calcular el radio explícitamente, 
véase el apéndice). 
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	 1.TEOREMA. 

Geométricamente es lo siguiente: 

Demostración del Teorema 
Definamos a la familia (1) por el siguiente sistema de ecuaciones 

= A (e)x u(x, e) , e = 0 , 	x E (l l' , O) , e E (R°, O) 	(2) 

Ou 
u(0, e) = O y ( -9—x- )(O, e) = O. 

Vamos a suponer que la colección A de valores propios de la matriz A(0) = 
A está etiquetado de tal forma que los primeros n_ valores propios tienen 
parte real negativa (Re Ai  < O) y los n+  restantes tienen parte real positiva 
(Re 	> O) y n_ + n+  = n. 

Sea Rn-  eR"+ la descomposición correspondiente del espacio lit" en suma 
directa de subespacios lineales invariantes bajo el operador A. 

La demostración del teorema consiste en llevar a cabo los siguientes pasos: 

1. Llevar a la familia (2) por medio de un cambio de coordenadas difer-
enciable a una forma normal preliminar que está dada por la parte lineal 
A(e)x más una discrepancia w(x, e) que contiene términos de orden mayor 
o igual que N. Para llevar a cabo esta forma normal preliminar, entre otras 
cosas, recurriremos al lema 1 que se demostró anteriormente. Este paso se 
demostrará en esta sección. 

Los siguientes dos pasos, que básicamente son técnicos, facilitarán los 
cálculos para la demostración del teorema. 

2. Globalizar la familia de la forma normal preliminar, es decir, extender la 
familia a todo le por medio de una función diferenciable. Aqui el cambio de 
coordenadas sigue siendo diferenciable. Este paso se demostrará en la parte 
11. 
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3. Descomponer la discrepancia w(x, e) como suma de dos funciones diferen-
dables ajenas y tal que cada una de ellas es [11-plana en variedad estable 
e inestable, respectivamente. Esto se demostrará en la parte III. 

4. En este paso haremos uso del método homotópico que consiste esencial-
mente en hacer una homotopfa entre las dos familias que se quiere hacer 
equivalentes y resolver una ecuación homológica. Resolver esta ecuación 
significa encontrar un campo h que la satisfaga y que este campo sea de clase 
Ck. Hasta aquí, le cambio de coordenadas es diferenciable. Este inciso se 
demostrará en la parte 1V. 

5. Por último demostraremos que el campo h es de clase Ck, donde k satisface 
la desigualdad [f] — c > k. Esto se prueba en la parte V. 

Definición 6 
La forma normal preliminar de orden N < oo para una familia del tipo (2) 
cuya parte lineal A(0) = A tiene un conjunto de valores propios hiperbólicos, 
es una familia local diferenciable de campos vectoriales determinada por el 
sistema de ecuaciones 

= A(e)x + tv(x, e) , =0, A(0) =A 
	

(3) 

E ()R",0), 	e E (W, O) 

con las siguientes propiedades 
1) Los planos coordenados de la suma Rn Rn 	Rn+ son invariantes bajo 
las soluciones de los campos de la familia (2) para e E (ie, 0). 
2) La discrepancia w(x, e) es una función diferenciable N-plana respecto a x 

x = 0 para e E (", O). 

Lema 2 
La familia (2) es C°°-equivalente a una familia de la forma normal preliminar 
de la definición 6. 

Demostración. 
Para demostrar el inciso (1) vamos a usar un resultado para gérmenes de 

campos vectoriales hiperbólicos (ver [HPS] y [PER]), el cual dice que para 
todo germen de un campo vectorial hiperbólico existen, en una vecindad sufi-
cientemente pequeña del punto singular, variedades invariantes diferenciables 
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de dimensiones 	y Ti+ que son tangentes respectivamente a los subespacios 
invariantes que contraen y que expanden de la parte lineal del campo en 
dicho punto. 

Estas variedades dependen suavemente del parámet ro E en el sentido en 
que son intersecciones (ver [PAL]) de los planos e = de con subvariedades 
suaves de dimensiones 	+ p y n.4. + p en (Rn/P, O). 

Para poder usar este resultado necesitamos probar que el origen {x = O} 
es el único punto singular para E E (NP, O). Esto se sigue de lo siguiente: 
denotemos por v a la familia (2), esto es, v(x, €) = A(e)x + u(x, E). Como el 
origen es punto singular del campo v(x, O), tenemos que ((0.0) = O. La matriz 
,9 = A(0) es no degenerada debido a que el campo v(x, O) es hiperbólico en 
el origen. En consecuencia, 

(-1)(0,0) = A + ( 90—x-1) 10,0= A. 

Por el teorema de la Función Implícita, existe una única función g(e) y una 
vecindad del origen en Rn+P en la que se satisface 

x = g(e), g(0) = O y v(g(e), = O. 

En consecuencia, el campo v(x, e) se anula únicamente en el punto x = g(e). Y 
usando el hecho de que v(0, e) = O para e E (RP, O), concluimos que g(e) = O. 

Por lo tanto el origen x = O es el único punto singular en una vecindad 
del origen en Rn+P. 

Después de un cambio de coordenadas diferenciable que transforma las 
variedades invariantes en los planos coordenados, podemos observar que la 
condición 2 de la definición 8 se satisface en una vecindad del origen. 

Para probar el inciso (2) necesitamos probar que w(x, e) se anula en el 
origen, lo cual ya tenemos por el inciso anterior. Ahora sabemos que por 
el lema 1, existe una vecindad del origen en RP tal que la familia v(x, e) = 
A(e)x + u(x, e) tiene monomios resonantes de grado mayor o igual que N 
para e dentro de esta vecindad. 

Ahora aplicamos el método de Poincaré-Dulac a parámetros (ver proposi-
ción 1) a la familia (2) considerando e dentro de la vecindad del lema 1 y cada 
vez que lo apliquemos, eliminamos todos los términos de un mismo grado. 
Entonces, repitiendo este proceso a lo más N-2 veces, podemos eliminar 
todos los monomios de grado menor que N. Este método se explica en la 
proposición 1. 
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Definición 7 
Sea T el anillo multiplicativo de gérmenes en el origen de funciones diferen-
ciables con parámetro e. Una serie semiformal con parámetro e es una serie 
de potencias en la variable x con coeficientes en T y un campo vectorial semi-
formal es un objeto determinado por un sistema de ecuaciones diferenciales 
cuya parte derecha son series semiformales. 

A cada familia local diferenciable le corresponde un campo semiformal, a 
saber, su serie de Taylor. 

Definición 8 
Una combinación de la forma Ai(e) — (r, Me)), donde r E VI., I r l> 2 y 
(r, A(e)) := ri Al  (e) + • • • + .1,,(e), es una resonancia entre gérmenes si es 
un elemento del ideal maximal 3 del anillo local T. El ideal maximal 9 está 
formado por todos los gérmenes diferenciables que se anulan en el origen. 
Un monomio a(e)xr-L,„uzi  en la expansión de un campo vectorial es resonante 
si ki(e) — (r, A(e)) E 9. 

Proposición 1 norma de Poincaré a parámetros. 
Sea v(x, e) uri campo vectorial semiformal cuya parte lineal en el origen tiene 
valores propios distintos y sea N +1 el grado más pequeño de sus monomios 
resonantes. Entonces, el campo v(x,e) es transformado bajo un cambio difer-
enciable de variables a una familia cuya parte derecha contiene la parte lineal 
de v(x, e) más una función diferenciable N-plana, respecto a x, en el origen. 

La demostración de esta proposición se dará en el apéndice. Observemos 
que el cambio de coordenadas es analítico en la variable x y es diferenciable 
en e. En consecuencia obtenemos un cambio diferenciable. 

La siguiente afirmación nos dice que los valores propios de la parte lineal 
de la familia (2), son funciones diferenciables respecto al parámetro e. 

Afirmación. 
Sea A(e) una familia local diferenciable de operadores lineales con un paráme-
tro e en RP donde A(0) tiene valores propios distintos Ah  • • • , A„. Entonces 
dichos valores pueden ser extendidos, respecto al parámetro e, como gérmenes 
de funciones diferenciables. 
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Para probar esta afirmación, consideremos Q(x, () el polinomió caracterís-
tico en la variable x de la matriz A (f) y Q(x, O) -= (x — )1¡)(x — )12) • • (x— An ) 
el polinomio de A(0). 

Debido a que los valores propios de A(0) son distintos, tenemós que 

0C2(x,t) 	O, i 	, n . 
Os 

Usando también que Q(J►;, O) = O, el Teorema de la Función Implícita nos 
afirma que existe una única función diferenciable Ai(e) tal que Ai = A;(0) y 
Q(Ai(e), c) = O, para i = 1,... n. Con esto queda probada la afirmación. 

Hay que notar que los pasos de este método dejan invariantes los planos 
coordenados Rn  = Rn-  e R"4-  y así las condiciones 1 y 2 de la definición 6 
se siguen cumpliendo. 

Con este cambio de coordenadas diferenciable tenemos una familia en la 
forma normal preliminar (3) la cual difiere de la familia lineal sólo por una 
discrepancia N-plana, respecto a x, en el origen. Nuestro objetivo es ahora 
eliminar tal discrepancia conjugando la familia (3) con su parte lineal por 
medio del método homotópico. 

Este método nos conduce a una forma explícita del cambio diferenciable 
de coordenadas que hace la conjugación entre la familia (3) y la forma normal. 
Esta forma está dada por una integral sobre trayectorias del campo (3). Sin 
embargo, notemos que este campo sólo está definido en una vecindad del 
origen. En consecuencia, si permanecemos dentro de la teoría local, tenemos 
problemas con los límites de integración, pero esta dificultad la podemos 
evitar por medio de la globalización. 

II. Globalización 

Este procedimiento consiste en extender la familia (3) a una familia de-
finida en todo el espacio R" de la variable x de tal forma que todas las 
trayectorias de los campos de la familia pueden ser extendidas para todo 
tiempo t. As: podemos trabajar con integrales impropias sobre soluciones 
del nuevo campo. El procedimiento de globalizar consiste en lo siguiente: 

Consideremos 6 : Rn x (RP, O) 	R una función diferenciable no negativa 
con soporte compacto tal que 0(x) < 1 y Ø(x) = 1 para x en una vecindad 
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del origen {x = 0} de radio <I Elegimos el radio (5 de la vecindad de tal forma 
que el campo (4), que se define a continuación, se anule sólo en el origen (ver 
apéndice) y que satisfaga que 11  div v(91(x, e)3) 	s, cuando t —› oo, donde 
v = F + w y s > max{1 ERaj<0 	ERexpo  I}. 

Una globalización de la forma normal preliminar (3) es una familia de 
campos vectoriales definida como sigue: 

= [1 — 49(x)) Ax + oi)(x)[A(e)x + w(x, e)) , é =0 	(4) 

x E Ir e E (RP, O). 

Los términos de la expresión (4) los podemos reagrupar como sigue 

= F(x, e) + tí (x, e), 	 (5) 

donde F = [1 — 4)(x)Plx + (1)(x)[A(e)x) es un campo vectorial diferenciable 
en lan x (RP , O) cuyo germen en el origen es lineal y coincide con la forma 
normal del teorema. Además, el campo F es lineal fuera de una vecindad 
compacta. La discrepancia w = 4w tiene soporte compacto y es una función 
N-plana, respecto a x, en el origen. 

De las propiedades de la forma normal preliminar (3) y de la fórmula de 
la familia globalizada (4) tenemos las siguientes afirmaciones: 

• F(0, e) = O y los planos coordenados de la suma directa Rn = R"-  eRn+ 
son invariantes bajo el flujo de la familia (5). 

• Todas las trayectorias de los campos F y F + w están definidas para 
todo tiempo t. 

• La discrepancia t1' tiene soporte compacto. 

• La divergencia de los campos F y F + ti) está acotada uniformemente 
respecto a (x, e), cuando t ---> oo. 

• Como ti) es una función N-plana, respecto a x, en el origen, dado cual-
quier número natural k < N, se satisface la siguiente desigualdad uni-
formemente respecto a e, (ver apéndice para la demostración de este 
inciso) 

3La expresión ,q!,(x , c) denota la solución del campo y que pasa por el punto (x, c) si 
tiempo E. 

11 .13111(x, e) 115 D(k) 11 x 111", 
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donde D(k) es una constante que depende del grado de derivación de 
w. 

III. Descomposición de la discrepancia 

El procedimiento que a continuación vamos a describir es un proced-
imiento de carácter meramente técnico que habrá de facilitarnos la demos-
tración y que sólo tiene sentido 'aplicarlo en el caso en el que la familia de 
campos vectoriales presenta variedades estable e inestable. 

Debido a que una discrepancia fú que es N-plana en el origen, no es fácil 
de eliminar por el método homotópico cuando hay ambas variedades, vamos a 
descomponerla en suma de dos funciones vectoriales 14. y ID— Estas funciones 
las construiremos de tal forma que cada una será [11—plana, respecto a x, 
en alguna variedad, es decir, en algún plano coordenado de la suma IR" 

. 

Lema 3 
Supongamos que una función diferenciable u : Rn x (Re, O) --> Rn con so-
porte compacto es M-plana, respecto a x, en el origen {x = O} y sea lan 
Rn-  ED IV+ una descomposición arbitraria de IV en suma directa de planos 
coordenados. Entonces existe una descomposición 

u = u_ + u+  

tal que ambas funciones u_, u+  tienen soporte compacto; u_ es [4:1-plana en 
IR"-  y u+  es 11-plana en R"-i- 

Demostración. 
Es suficiente probar el lema para funciones escalares. Como Al < oo, por 
el Lema de Hadamard (ver [ARN2)), todo germen diferenciable f que es 
M-plano en el origen se puede escribir de la siguiente forma : 

f (x) = 	x' fa(x, e) 	 (6) 
ink-M+1 

donde a E Z es un multlindice y fa  es un germen diferenciable. Cualquier 
monomio x" lo podernos escribir como x"-- x"+ = x"; 	a+  E VI., donde el 
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monomio x°-  sólo contiene productos de funciones coordenadas que se anulan 
en Ir+ , esto es, x°- = xr • • • xr-  e inversamente x°+ = xnun-+II  • • • xnan. Y 
se satisface a_ + 	= a. 

La expresión (6) la podemos reescribir como sigue : 

f= E 	+ E x° = + 

	

1.+1>V 	in-1.4+1 

Los gérmenes f_, fi. satisfacen ser [VI-planos en ltn- ltn+ , respectiva-
mente. Para que los gérmenes tengan soporte compacto, recurrimos a un 

método basado en la partición de la unidad (ver (NA111). 

Del Lema 3 se sigue que la ecuación (5) puede ser escrita como 

= F(x, e) + th(x, e) + 	e), é = O. 

ser , 	€E (RP , O), 

IV. Método Homotópico 
Este método consiste en hacer una homotopfa entre las familias que se 

quieren conjugar (en nuestro caso es la familia (5) y la forma normal) y en 
encontrar un campo finito diferenciable que satisfaga un bracket de Poisson 
con la familia (7) para demostrar a partir de esto, que existe una superficie 
integral asociada a estas familias. 

Geométricamente es lo siguiente: 

r4c) 
	

Zzl 

(7 ) 
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Recordemos que queremos encontrar un difeomorfismo //(s, f) que satis-
faga la siguiente igualdad 

9
(-
-719 [A(e)x + 1(s) €)} = A(c) (si e).  

Para demostrar que las familias Fy1P+11) son Ck-equivalentes, demostrare-
mos las siguientes equivalencias: 

Ck 	Ck 
F N 	F + 	+ fp+  + 

En esta secuencia, cualesquiera dos familias sucesivas difieren por una dis-
crepancia [V-plana en alguno de los planos coordenados y por transitividad 
obtenemos la equivalencia deseada. 

Basta con demostrar.  que F y P + ?Ti+  son Ck-equivalentes. La otra equi-
valencia es análoga. 

Definición 9 
Sean v(x) y w(x) dos campos vectoriales definidos en Rn. Definimos el Cor- 
chete de Poisson (ver MR,11 y ÍNARJ) de los campos v y w como el vector 

aw 0v 
wi = —11 — —w. 

Ox Ox 

Proposición 2 
Sean (i,¿) = (F(x,e),0) y (1:,¿) = (F(x,e) + u(x,e),0) dos familias de 
campos vectoriales diferenciables definidas en Rn x (RP, O) tales que 
u(0, e) = O, F(0, e) = O. Supongamos que existe un campo vectorial de clase 
Ck  (±, ¿, *) = (h(x, e, r), O, O) en Rn  X (RP, O) x [0, 11 que satisface la ecuación 

[(F + ru)k,lik + l ár = O, 	 (8) 

donde h(0,e,r) = O. Entonces las familias F y F + u son Ck-equivalentes, 

Este lema reduce nuestro problema a encontrar un campo h de clase Ck  
que satisfaga la ecuación (8). 

Demostración. 
Consideremos el espacio extendido Rn x (RP, O) x [0, 1] con coordenadas 
(x, e, r). Por medio de una homotopia, introducimos las familias F y F + u 
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en una sola familia definida en el espacio extendido y determinada por la 
siguiente ecuación diferencial 

= F(x, + ru(x, e), 1 = O , T =O. 

Por hipótesis sabemos que existe un campo vectorial (11(x, e, r) que satisface, 
junto con el campo anterior, la ecuación (8). 

La equivalencia entre las familias se sigue del siguiente resultado: 

Proposición 3 
Sean v y w dos campos en R n . Si 1v, w) = O, entonces existe una superficie 
integral (ver IIVILD asociada a la pareja (y, w), 

Demostración. 
Denotemos por gt (x , e) a la solución del campo y con condición inicial (x, e) al 
tiempo t. Primero demostraremos que si [y, w) = O entonces ( 291)w og-t = w or 
y (21)v o g;8  = v. Para esto definimos w' = (1191 )w o gj'. Es fácil verificar 
que ttyt lt=o= [y, w). 	

sx 

Desarrollando wt en serie de Taylor, tul = w+t[y, w)+O(t2), se demuestra 
que cliwt 11=7= O. De ésta última afirmación tenemos que we = w. Esto es, 

tu(9t(x)) = (1)w(x),  

	

Por otra parte tenemos que Igt 	(x) (24210w(x) y usando que tut = w, 
concluimos que 

w(91(x)) = d 9ú o 91(x). 

Notemos que :71:4 o ygu(x) = w(gt(x)) y usando la igualdad anterior, 
obtenemos 

d 	t 	d 
cii91 o 9v(x) = 791 ° 91). 

Similarmente tenemos que do g,,, o gt(x) = (1)y(x). Por lo tanto, 

d 
dt 	dt 

t 	d 
.91, 91,(1) = 	9111. 

Esto significa que los flujos de y y de w conmutan (ver [libro)). De ésto 
concluimos que existe una superficie integral asociada a los campos u y w. 
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V. Diferenciabilidad del cambio de 
coordenadas 

Sólo falta saber cuándo podemos encontrar el campo h de clase Ck y 
que satisfaga la ecuación (8). Esta pregunta queda resuelta con la siguiente 
proposición: 

Proposición 4 
Consideremos la familia de campos vectoriales 

e=0, *=0 
	

(9) 

definida en w x (w, 0) x [O, lb donde F y 	están definidas como en (7). 
Entonces la ecuación 

[(F + TID4.)21,hi + 	 (10) 

tiene una solución x = h(x,e,r) de clase Ck en Rn x (RP, O) x [0, 1). 

Demostración. 
Primero observemos que la familia (9) satisface las siguientes propiedades: 
1) El plano coordenado Rn+ = Al C R" es una variedad invariante bajo el 

flujo de dicha familia. 
2) La función vectorial ID+  es [1-11-plana, respecto a x, en M. 
3) Al es globalmente exponencialmente inestable, es decir, existe un número 

Q> 0 tal que para e E (RP,0), r E [0,1) 

dist(gt(x, e, 7), M) < Be-'• dist((x, e, 	M) , 	Vt > O. 

Esta propiedad se demuestra en el apéndice. 
4) Las soluciones de la familia están definidas para todo tiempo. 
5) La divergencia de la familia (F-1-rtli+), aplicada a soluciones de ella misma, 

está uniformemente acotada respecto a x, e, r, cuando t -4 oo. Esto es, II 
div (F+7•14.)(gt„(x, e, 7)) 115 s, donde s > max{1 ERexio \i II 1 Elleapo Ai 
}. 
6) Existe c = 91, la del teorema, tal que [11 c > k, para algún k E N. 
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Cuando en el espacio fase sólo hay una variedad, la propiedad (3) es equi-
valente a que las soluciones de la familia (F-f-rti,+ ) tiendan exponencialmente 
al origen. Esto se satisface por el teorema de la variedad estable. 

Ahora demostraremos que la ecuación (10) es equivalente a la ecuación 

[(F + Tú) +),311, hfsi = 1-5-htx• 
En efecto, 

[(F + 	+ 	= [(F + rti4)84, ht] + [(F + 71+ )á 
= [(F +rtii+)t,htj+ 
+ [(T4Ñ+)71, 

Si desarrollamos el término [F-17 ,1-01.1 podemos observar que 

0(0,..., O, 1)1.1., 	0(F, 0,0) 	A , [Ft,lt]  = 	 
0(x, e, T) 	ox / 	0(x, 	7.)  ti 6) — O. 

Haciendo lo mismo con [rtW, 1k], obtenemos 

[r  í 
0 	ó(0,... , 0,1) 	0(rtal., 0,0) o' 	0 — 

0(x, e, 7") "÷") 	0(x, e, r) (1 .9r 	141.  

Por lo tanto, la ecuación (10) se reduce a la ecuación (11). 
Denotemos por y a la familia F + niki- Ahora demostraremos que la 

ecuación (11) es equivalente al siguiente Corchete de Poisson 

Oh Ov _ — -0—x-n= w+. 

Esto es, 

0(h, 0,0) 	a(v, 0, 0) (y, 0, 0) --(h, 0, 0) 8(x,e,r) 	8(x,e,r) 

= 
 (

Oh Oh Oh), , „, 	Ov 0v 0v 	, 5-37, —8—€  , 	, u , u — (-Fe, 	57 )( n, 0,0) 
Oh Ov 

= —y— —h. 
Dx Dx 

O 1 

[ut, 
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Finalmente, la ecuación [vi, 	ti4.1 es igual a la ecuación 

Oh 	Ov , 

	

— 	1D, . 
Ox dx 

El término 1v(x, e, r) es igual a h(gtv(s,  E.  7")) it,  o 
La ecuación anterior la reescribimos como sigue : 

Ov 

dt 
h(qt  (x, e, r)) -- 

Ox
h(gt  (x, e,  r)) = 	(x, e, r)). 	(12) 

Esta ecuación es una ecuación no homogénea, por tanto, su solución se 
obtiene calculando las soluciones de la ecuación homogénea y una solución 
particular (le la ecuación no homogénea. Así , la solución de la ecuación (12) 
está dada por 

h(x,e, T, t) = X (X, E, T, t) ' C(X, T, t) 

donde X (x, e, T, t) =g„t (x, e, r) es solución de la ecuación homogénea : 

dt 
X(gt  (x, e, 	

Ox 
r)) — —1) X(g1(x. e, r)) =O 

con condición inicial X(x, E, T, O) = Id E R" (ver [A11.2)). A esta ecuación se 
le llama ecuación de primera variación. 

Si derivamos h = XC respecto a t y la sustituimos en la ecuación no 
homogénea (12), obtenemos 

A
„ dC 

= 
, 

— 
dt 

Como X es una matriz fundamental, es invertible en una vecindad del origen. 
Entonces 1C(x, E, T, t) = X (x, e, r, t.)114. (gut (x, e, r)). Así , 

C(X, E, T, t) = C(X, e, T, tO) + 	X-1(X, E, T, t)tü+(gt (x , E, T))dt. 
to  

Sustitutyendo esta expresión de C en la definición del campo h tenemos 
que 

ii(X, E, T, 1) = X(X, E, T,t)C(S, E, r, t0) 

O 

X(X) e, 7-, t) .1 X 1(x, e, r)iii +(g1 (x, , r))dt. 
to 
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Evaluando en t = O, tenernos 

o 
h(x, e, r, O) = Id • C(x, e, r, to) + Id I X-1  (X, E, T,t)14.(91 (x, e,r))dt. 

to  

Usando la propiedad (4) y haciendo tender te, --> oo, tenernos que la cons-
tante C(x, e, r, to) -4 O. Esto se debe a que fuera de la vecindad compacta, 
la familia es lineal y no tiene más puntos singulares que el infinito. En 
consecuencia, 

o 
h(x, e, r) = I X -1(x, e, T,t)til.  4.(gt (x, e, r))dt. 

00 

Finalmente, 
00 

r) 	 X -1(X, e, r, t)if4.(gt(x, r))dt. 
o 

Haciendo uso de las propiedades (1) y (2), tenernos que h está dado como 
sigue: 

— O JO X-1(x, e, T, t)tr)+(gt(X, e, r))dt x M 
h(s, e, r) = 	 (13) 

x E M 

Hasta aquí lo que hemos hecho ha sido mostrar un campo h que satisface 
la ecuación (10). Ahora demostraremos que este campo es de clase Ck, para 
lo cual demostraremos primero que h es de clase Ck en todo punto distinto del 
origen y que esté dentro de la vecindad compacta donde están contenidos los 
soportes de 0,1. Después, usando un teorema de extensión, demostraremos 
que h es de clase Ck en el origen. 

Antes de demostrar que el campo de la ecuación (13) es de clase Ck en 
todo punto distinto del origen, expondremos algunas afirmaciones. 

1. 	Afirmamos que la función ii4(x, €, r) decae con una tasa exponencial 
cuando x tiende a la variedad invariante M, es decir, 

II Dxiii+(x, e, r) I < D(k) • dist ((x , E, T), 	k < [1]. 

Ver apéndice para la demostración de esta desigualdad. Usando esta des-
igualdad aplicada al flujo gi„ tenemos que, 

II D11+  o 91(x, e, r) fi< D(k) • dist(gt(x, e, r), A1)11:- k 	si t -4 00, 
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y como M = R"4 es globalmente exponencialmente inestable, ocurre que 
cuando t 	00, 

Drkillf. o gl,(x, r) 	D(k)Bil l-k 	dist((x, c, r), 	k 

Denotemos por B a la constante /341-k. Como la equivalencia de las familias 
la queremos en una vecindad del origen, podemos suponer que 

dist((x, E, r), .111)111-k  < 1. 

Por lo tanto, 

Dxk 	o gtv(x, e, r) IIs D(K) e-0(41-k)t. 	 (14) 

2. El determinante detX (x, t, r, t) decrece no más rápido que una función 
exponencial cuando t -4 ao, es decir, 

det X(X, 	t) > e-si. 	 (15) 

Por la prOpiedad (5) sabemos que existe un número real positivo s tal que 
II div (F + rtirf)(1,t(x, r)) il< s. Usando la fórmula -4-11  = f mo div v dx 

(ver EARN2]) obtenemos 

dl'ol 
?_ (—s)dx (—s)Vol(D(t)). 

dt 	ID (t) 
Esto es, 

foi  dVol 1  
t. 

dt Vol(t)
dt 

 

Haciendo algunos cálculos concluimos que 

Vol(D(t)) > Vol(D(0))e-- 

Por otra parte tenemos la fórmula 

a 
Vol(D(t)) 	det— = 	detX(x, e, r, t)dx. 

D(0) " D(0) 

Usando la última desigualdad del volumen y tomando a D(0) como la 
bola de radio y centrado en Xo, tenemos 

detX (x, e, r, t)dx > 01(1.31(4)) e-st 



V.DIFERENCIABILIDAD DEL CAMBIO DE C001?DENADAS. 	25 

Por el teorema del valor medio para integrales concluimos 

in detX (x , e, r, t)dx = detX c,r,t) I 	dx 
.,(X0) 	 gy (X0) 

= 	detX 	r, t)V 01(44)) , 	E B7 (50 ) 

Esto implica que 

detX (1, e, r, t)Vol(137  (xo)) 	Vo/(Hy(xo)) e-°!.  

Es decir, detX (1,e, T, t) > e-st y —+ a',0 cuando 'y --+ O. Así , 

lim detX (1, e, r, t) = detX (xo, e, r, t) > e-s t . 

En conclusión, detX (x, e, r, t) > e-a! 

3. La norma del operador inversa X' (x, e, T, t) está acotada por una función 
exponencial cuando t -4 oo, es decir, existen constantes positivas R, r tales 
que 

11 X —1 (X) el  T, t) II<_ Re(a+r)1 

sabemos que 
En efecto, la desigualdad (15) implica que detX(x,e,r,g) 	e°!. Por otra parte  

(x, e, r, t) — 
adj X (x,  e,  T,  t)4  

detX (x, e, r,t) 

Recordemos que cada elemento de la matriz adjunta está dado como sigue 
(adjxii) = co f actor de 	= (—l)l+idet 

Observación. Si estamos en el caso en que n+  = n, la matriz fundamental 
X es, para t positiva y grande, la solución del sistema lineal 

Ax, =0, z=0  

Entonces X (X, E, r) = ThgtAx(x, e, r). Observemos que la matriz X no depende 
(le x, lo cual implica que los elementos de la matriz adjunta de X tampoco 
dependen de x. Por lo tanto, existen constantes positivas Ro, r tales que 

II adjX (x, e, r,t) II< Ro  e"1 , 

4  La expresión adj X(x,e,r,t) denota la matriz adjunta a la matriz X (s, 	t). 

(16) 
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donde r > max{E7..,1"„, Re) i m = 1, ...n}. Los mismos argumentos 
valen cuando n._ = n y cuando t --> —oo, 

Para el caso en que existen ambas variedades, Rn+ R"-, la matriz fun-
damental es, para t grande positiva y para los puntos que no están en la 
variedad estable, la solución del sistema lineal 

= Ax, 	=0, T=0 

Esto se debe a que las soluciones de la familia F + 1+, con condición inicial 
fuera de la variedad estable, tienden a la variedad inestable y esto hace 
que entren en algún momento a la vecindad donde el campo es lineal. En 
conclusión, para t suficientemente grande, 

X (x, e, T, =
Ox 

 g AE(s , , r). 

Y como la matriz X no depende de x, entonces los elementos de la matriz ad-
junta de X tampoco dependen de x. Por lo tanto, existen constantes positivas 
Ro, r tales que 

adj X (x, e, r, t) 115 Roet, 
donde r > max{E7=1.im  ReAj  I m = 1, n}. 

Para el caso en que la condición inicial está en la variedad estable, la 
variación de las soluciones de la variedad estable respecto a otra solución de 
esta variedad, es exponencial (ver (PERI pág.110), a saber, 

II X(x, e, r, t) II< Ke-at, 

donde K es una constante positiva y ReAi < —a < O. Esto implica que sus 
menores (cofactores de 41) también satisfacen la misma cota. Por lo tanto, 

fi adj X (x,  e, r, t) II< K. 	< K e" . 

Donde r es como arriba. La matriz derivada de 13,X satisface la misma cota, 
11 D,X (x, e, r, t) II< K e° t. Usando el teorema de la Función Inversa tenemos 
que 

II 
x-1(x, T, 	=  adjX(x, 	< Rés4.0  

/ 

II 	
detX(x, e, t) 	— 

II Dx X-1(x, 7, t) II< K e(r+s)t. 

Sea R = max{Ro, K}, entonces 



V.DIFERENCIABILIDAD DEL CAMBIO DE COORDENADAS. 	27 

Por lo tanto 11 X-1(x, E, 7,0 il< Refr +81. 

4. Como la matriz inversa de la matriz fundamental no depende de x para los 
puntos que no están en la variedad estable y para t suficientemente grande, 
sus primeras k derivadas parciales respecto a x son cero para k < [1]. En 
consecuencia, 

Dz [X-1(x, e, r, t) • /74.(x, e, r)] = X-1(x, e, r, t) • Mii;+(x, e, r) 	(17) 

Denotemos por al punto (x,e,r). Para los puntos que están en la variedad 
estable tenernos que 

Dlx-i(x,t )tb,(i )]. E ( 1)5( DI x-1)(i,t )( D11+)(i ) 	(18) 
p+v=k 

La demostración de estas igualdades se siguen de cálculos elementales. 

Para demostrar que el campo x = h(x, e, r) es de clase Ck en el punto 
(x0, co, ro) # (O, eo, ro), definimos las siguientes funciones en una vecindad 
V(x0,,„,„) que no contenga al origen 

h„,(x, e, r) = - 	2C-1(x, e, r)1+(9t(x, e, r))dt. 	(19) 
Jo 

Ahora demostraremos que la sucesión {hm} converge uniformemente res- 
pecto a x, e, r en la vecindad 	a la función continua h(x, e, r) de 
la ecuación (13). Después demostraremos que la sucesión de sus derivadas 
converge uniformemente a una función h continua. Así concluiremos que h 
es diferenciable y dh = h. 

Caso 1. La vecindad 	no intersecta la variedad estable. 
Sea <S > O, afirmamos que existe M > O tal que para todo m > M se 

satisface 

II hm -h II = II r X-1(x,e,r,t)l.i.(1,(x,e,r))dt II 

5 	/M  m il X -1(x,e,r) 	II 	e, r)) II dt. 

5  (¿,') denota las combinaciones de k en v. 
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Como II. tiene soporte compacto, las soluciones con condición inicial 
en la vecindad 1(4,,,,,,-0)  entran a la vecindad del campo lineal a partir de 
un tiempo finito p. Usando esta propiedad y las desigualdades (14) y (16) 
tenernos que 

II 	— h 115_ R13 • D(0) 	e(* f":11)tdt. 
A/ 

En consecuencia, 
II h,„ 	h 	1. 

	

Definimos las funciones 	como sigue: 
dx 

dh,„ = — d 1"1  
X -1  , f, T, t)11).4.(g„i  (x. e, r))dt. 

dx 	dx o  
(20) 

Ahora vamos a demostrar que la sucesión de funciones {til} converge uni-
formemente a la función 

	

il(X, E, r) = 	X-1(x, €, r, t) tii. f.(1(x, e, r))dt. 
dx o 

Sea 6 > 0, afirmamos que existe un natural M tal que para in > M se 
satisface, 

11 "-n
dx dx 

	

11=11 	X-1(x, E, T, 	4.(1,(x , e, r))dt 

Usando (14), (16) y (17) se tiene que X-1(x, e, r, t)1+(g,t(x, e, r)) está 
acotada por una función integrable. Con esta propiedad y usando que lb+ 
tiene soporte compacto, tenemos que 

i ddhx, 	= 11dx  	 e, r,t)114(g,,(x, e, T)) dt 

5 	II rf.  X-1(x, €, r)Dirl f (g1,(x, e, rfldt II 

1
I IX -1  (2; f '7) II • II Dx114-(9„(s, €1 7)) I 1 dt 

< 1?B • D(1) 	efr+8-0(1)+P)tdt. 
hf 
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Tomando µ tan cercano a M concluimos que 

dhn, - 
11 	" 115  6  

Análogamente se definen las k-ésimas derivadas fily y se demuestra que 
convergen uniformemente a la función 

dk = 	
dxk 	

x (.,<, r, t) 	(gt, (x, r))dt 	(21) 
o 

Caso 2. La vecindad Vf "MITO) está contenida en la variedad estable. 
Sea 6 > O, afirmamos que existe Al > O tal que para todo ni > M se 

satisface 

I I hm - h II II j°°  X -1(x,  e, r, t) lo+  (gt (x, e, r))dt II 

5- E 	(,r) II • II fik(9t(x, r)) 11 dt 

< !ti! D(0) 1°3  dr+a-p1111idt. 

Usando la hipótesis [P21-1 — 	> 1, se satisface que r + s — )311 < 0. Esto 
implica que 

II hm — h 

Ahora demostraremos que la sucesión de funciones {t} definidas como 
en (20), converge uniformemente a la función 

d 
10, e, r) = 	 (x, e, r, t) 	(x, e, r))dt. 

dx o  

Sea 6 > O y x = (x, e, r), afirmamos que existe un natural Al tal que para 



30 	V.DIFERENCIABILIDAD DEL CAMBIO DE COORDENADAS. 

ni > /14 se satisface, 

II 
dh,„ 

1111 

= 	I I1 f c°  X -1(i,t)114.(gt(i))dt II 

II  f
00 

n 	1[X~1(i,t)tii 4.(1(i))1 dt 

= 	II j°°  {(DxX-')(i,t)ii)  .,.(gt("±))+ X-l (i,t)(Dz14.)(gt(i))1dt II 

5 fM  III (DiX-1)(i, 014-(0))ii + II X-1(1,t)(Dxti-k)(9t(i)) ilidt 

< RD(1)I[1°°  dr41-131V )t dt + 	éri-8-13111-9)t dt] 
Af 

De nuevo usando la hipótesis del teorema Et211 — 	> 1, tenemos que 
r + s — In] + # < O. Esto implica que 

II 
dhm 
dx 	h Il< 6  

Por lo tanto h es diferenciable en todo punto distinto del origen y su 
derivada es h. Si [1] — c > k, las derivadas k-ésimas de las hm  se definen 
corno sigue 

dk 
11

(m
) (x,€,T )  = --- 	X (x, E , r, 	+(gt (x, e, r))dt 	(22) 

dSk 

y la demostración de que la sucesión de éstas converge uniformemente a iik  
se sigue de observar lo siguiente: 
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dkh,„ 
II --(Ir 411  

dk  

	

l= 	— 	, 	(x, r, 1 	(x, e, r))dt II 
dxk ,„ 

dk 

k 

	

= 	I 00 	
[21" -1(x, e, r, t) 	(x, e, r))] dt 

dx 

	

o.  [= 	IE (,,)(D1 X -1 )(x, E, T, t)(Dizi + )(1,(x,e,r))1 dt II 
p+v=k 

OD 

	

5. 	E e) / [ (Dpy -1 )(x, e, r,t)(Dltb+ )(1,(x,e, r)) II ]dt 

	

ptv=k 	Af 
oo 

5 E RD(103(1)1.  

	

p+v=k 	,w 

Por la hipótesis del teorema tenemos que r + s 	+ 	< O. 
Por lo tanto, 

II 
dkh,,, 

hk II< 6  dx 

Para demostrar que h es diferenciable en el origen recurrimos a la siguiente 
proposición cuya demostración no se dará (Ver [COUJ). 

Proposición 5 
Sea f : 	-+ K" una función continua en una vecindad del punto x = a y 
supongamos que Di f existe para todo punto x # a que está en la vecindad y 
si además 	 B, entonces la derivada Dx f existe también en 
x = a y D.f(a) = B. Esto es, la derivada es una función continua. 

Finalmente, el campo h es de clase C' en una vecindad del origen de 
le+P x [0, 1]. Este proceso se repite k veces. Así , el campo h es de clase Ck. 

Observemos que esto se hizo para eliminar la función ab, y para eliminar 
valen las mismas constantes s,r,13. 
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APENDICE 

Apéndice 

Ahora vamos a introducir una métrica que mida la distancia de un punto 
A a un hiperplano. 

Definición 10 
Sean z = (z1,• • • ,z„) y w = (w1 , • • • , wr,) dos puntos en C'. Definimos el 
produnto hermitiano de z y w como < z, w 	Eri!,=1  ziWi  y definimos la 
norma al cuadrado de z como 11 z 112=< z, z > . 

Es inmediato verificar que se satisfacen las siguientes propiedades para 
todo z, w, A E e': 

< z 	w, u >=< z,24 > < w, u > 
2) < z,w u >7.--< z,w > < z,u > 
3) < Az, w >= A < z, w > 
4) < z, Aw >= < z, w > 
5) < z, w >= < uf, z > 
6) < Az, Az >Hl A112  < z, z > 

7) 11 Az 11=11 A 11 11 Z 11 
8) 11<z,w>11<II zll 11 w 11 

Definición 11 
Sea z E ir, esto es, < z, m >= O donde m = (m1,• • • , 7%). Definimos la 
proyección del vector (z — i) sobre rn como 

>  
Proy,n(z 1) — < z 

— m m 
11 ni 112  

y la distancia del punto z al hiperplano ir como la norma de la proyección 
del vector (z i) sobre m, esto es, 

d(z, ir) = II Proy,„(z — "i) II =11 < 	z 	m  > m II 

	

11 	11 2  
11< 	m >11 	zimi  + • • • + znfrin 11  

11 m 11 	1/1114 + • • 	m2  

Observamos que II Proy,„(z 	= II Proy,n(z — ti)) II ,  para cualquier 
otro punto ti E ir. Ahora vamos a demostrar que la distancia siempre es la 
mínima para cualquier punto que tornemos en el hiperplano. 
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11 Proym(z — i) 	ii< z 5' ni >II  <  z 	In  II  _11 z — 11 . 
IIm II 	II ►n II 
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Proposición 
Sea 

= Ax + f (x), f (x) = 0(1 x 1) 	 (23) 

un campo vectorial diferenciable en la vecindad II x Il< a. Supongamos que 
la colección 	, A„} de valores propiode la matriz A es hiperbólica y 
que todos los valores propios son distintos y satisfacen tener la parte real 
distinta de cero, es decir, Reki < O, j = 1, ... ni y la parte real de los 
restantes es mayor que cero, esto es, ReAi > O, j = m + 1, ... n. Sea M = 
((0, 	, O, 	 n {x E R"/ II x li< a} . Entonces existe una con- 
stante v tal que la acción del flujo de fase g,t satisface la siguiente cota 

dist(gt(x), M) < Ke-". dist(x, m) 

Demostración. 

Primero demostraremos la proposición en el caso en que m = n. Es decir, 
cuando todos los valores propios de la matriz A tienen parte real negativa. 

Lema 4 Sea 

i=Ax+f(x),xERn 	 (24) 

II x II< a, 	a > O, f(x) 	0(1x 1). 
Sea (Ai , 	,A„) la colección de valores propios de la matriz A. Suponemos 
que la parte real de Ai < 0, j = 1, . , n. Existen constantes K > 1, v > O, 
tales que, si 19(t) es solución de (2), concondición inicial x se satisface la 
desigualdad 

v)(015Kevtix1,1> O. 

Demostración. 

La demostración del lema (1) está basada en la desigualdad de Gronwall 
y en los dos lemas sencillos que a continuación se presentan sin demostración. 
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Lema 5 
Existen constantes it > O, K > 1, tales que 1 eilt  i< 	> 0. 

Lema 6 
Sea c > 0. Existe 51  > 0 tal que si 1 x l< 41,1 f(x) 	clx I. 

Sea 1 x 1< 6 donde 6 = 61/k. Sea 99(0 solución de (2) con condición 
inicial w(0) = x y tal que 1 w(t) 1< 61  en el intervalo maximal (a, fi) (después 
veremos que esta última desigualdad se satisface para todo t > 0. 

La solución w(t) puede ser expresada como(ver (PER]) 

W(t) = emx I d'O f(s)ds, 
o 

para todo t en el intervalo de definición. 
Como 1 (09(0 l< 81, para todo t en el intervalo maximal de definición, 

entonces 	
ft 

1 W(t) i51 e" I+  1 /o d")A f(10(8))ds. 

Por el lema 1, 

fe 

1 (p(t) 15. Ke—o i x +K 	e-1(`-')  I f(99(8)) I ds. 
o 

A su vez, por el lema 2, 

I yo(t) 	1(e-id 1 x 1 +K
rc  

J  e-w-otc 1 go(s) ds. 
o 

Es decir, 

	

9(0 15. e-1'1 (K 1x 1 +KC 	yo(s) 1 ds). 
o 

Multiplicando la desigualdad obtenida por el factor eot se tiene 

rc 
eiit  I t,o(t) lSKIx1 +KCe5  tp(s) 1 ds. 

o 

Ahora haremos uso de la siguiente desigualdad de Croman: 
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Lema 7 (Gronwall) 
Sean u, y funciones continuas no negativas en ki,bj tales que, para a > O, 

u(t) < a + 	v(s)u(s)ds, t E [a, bj, 
a 

entonces 
u(t) < aeri v(*18 . 

Haciendo uso del lema 3 (u(s) = 	w(s) 1) se tiene que 

eit ko(t) i< Kix' eg Kedi • 

Así , 1 99(t) l< K 1x 1 Oc-p)d. 
Sea —v = KC — Observamos que para que KC — µ < O basta con 

escoger apropiadamente la constante C en el lema 3. Por ejemplo, haciendo 
C = 42K, obtenemos = —µ/2. 

Para terminar sólo nos resta ver que el intervalo maximal de tp es (a, oo). 
Para ello basta recordar que si tp(t) está definida en (0,11) y es la solución 
máxima (única) en la vecindad u = {y E itn / 1 y 1< 61 }, entonces 9(t) tiende 
a la frontera de u cuando t tiende a fi. Así, si fl < oo, 

= litn 1 w(t) I< Kóie.  < 
t-fo 

lo cual es una contradicción. Así, (3 = oo y el lema 1 queda demostrado. 
Para la demostración en el caso general, basta con observar que la distan-

cia de una solución w(t), 99(0) = x, de la ecuación (1) a la variedad M está 
dad por 

dist(t,o(t),M) =max {1 reM 1) 
k=1,..." 

donde rk  representa la proyección a la k-ésima coordenada. 
Así , como 

1 r k(W) 1=1 Irk(et  + 	ét-')A f(W(8))ds) 1 
o  

Sin pérdida de generalidad (dado que los valores propios de la ecuación son 
distintos) podemos suponer que la matriz A está en su forma diagonal y por 
consiguiente, 

1 Irk(cP) I<I ekt xk 1 + 1 I 	fk(cP(8))ds) I • I 
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Donde fk  es la k-ésima coordenada del vector f(tp(s)). Así, existen K, 
como en los lemas (2) y (3) tales que 

1 7rk(9) 	K 	1 sk  I +K 	emi-s) fk(w(s)) ds. 
ci 

El resto de la demostración es una repetición con escasas variaciones de 
la demostración dada por el lema (1). 

Proposición 7 
Sea 	una función diferenciable con soporte compacto, acotada por la cons- 
tante I y vale uno en una vecindad del origen. Entonces el campo 

= [1 — (1)(x)]4(0)x + (1)(x)[A(e)x + w(x, e)], t = O 

x E lit" e E (RP,O) 

se anula únicamente en el origen. 

Demostración. 
Ya sabemos que en una vecindad del origen en R" 4.17  éste es el único punto 
singular, entonces tenernos lo siguiente para (x, e) dentro de esta vecindad: 

Sea rn = inf{ 11-1 x 0} > O. Esto implica que iz 

Por otra parte tenemos que 

	

1 w(x, 	i  Jim 	— O. 
1z1-to 	x 

Esto es, para e = m/2 existe 6 > O tal que para 1 x 1< 6 se tiene que 
1 w(x, e) < m/2 i  x I . De estas dos desigualdades tenemos que para x tal 
que 1 x i< 6, 

1 w(x, e) l< m/2 1 x 1< m 1 x 1<1 Ax I 

Por lo tanto, para x dentro de la vecindad de radio 6 y para e suficiente-
mente pequeña, 1 w(x, e) 1<1 Ax I . 

Ahora elegimos la función (fi de tal forma que su soporte esté contenido 
en esta vecindad de radio 6. Entonces demostraremos que el producto punto 
de los vectores 

u = (fi(x)[A(e)x + w (x , e)] y v = [1 — 4)(x)[Ax 
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es positivo. Con esto estaremos probando que el ángulo entre estos dos 
vectores es menor que 7r/2. Esto es suficiente para probar que el campo no 
se anula, ya que estamos en la vecindad en la que el único punto singular es 
el origen y entonces para que existiera otro punto singular, el ángulo entre u 
y v tendría que ser mayor o igual que Ir. 

U . V 
	

0(x)(1- 0(x)))(A(e)x + w) (Ax)) 

(1)(x)[1 q)(x))[(A(c)x) (Ax) + w • (Ax)) 

= 	0(x)(1 	0(x))(11 A(c)x II II  Ax II cose+ II w(x, e) II . II  Ax II coso) 

= 	4(x)(1 - 0(x))  II  Ax  II  [II A(e)x II  cose+ II w(x, c) II cosa) 

La perturbación la hacemos lo suficientemente pequeña de tal forma que 
el ángulo formado entre los vectores Ax y A(e)x sea menor que ir/2, esto es, 
que cosC > 0. Usando que I Ax 1  - i  w(x, e) I> 0, tenemos que 

u • v = 0(x)(1 - 0(x))  II  Ax  II  )11 A(€)x II cose+ I I w(x, e)  il  cose) 

«(x)(1--  41(x)] II Ax II Hl A(e)x II cose— II w(x, e) III 
> o 

Proposición 8 
Sea w una función diferenciáis N-plana en el plano coordenado 

M = {(0, 	, O, xm+i, 	, xn) xi E R} 

y que tiene soporte compacto. Entonces 

II Dbv(x) 	D(k)dist(x, M 

Demostración. 
Primero observemos que 

dist(x, M) =II (x1, 	, x, e, ri3O, 	, 0) 11= max{xi  I 1 < i < j). 

Como w es N-plana en M, entonces la podemos expresar como sigue 

w(x)  = E E xa fai (x)ei. 
A.  -1 
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Donde xn = xnn znm tal que a E Z F es un multiíndice y fn  es un germen 
diferenciable. Cualquier monomio x° lo podemos escribir come) x"Rxam = 
x° ; 	aM  E V, donde el monomio xaR sólo contiene productos de fun- 
ciones coordenadas que se anulan en R"+, esto es, xnR = x71 	y simi- 
larmente x°" = 	4.. Y se satisface aR  + aM  = a. 

Sea wi  = EIÜRI=N÷i  f a(x) la j-ésima componente de w. Observemos 
que 

11 Dxw(x) 
Otui  

= max{i 5-7;(x) I ji,j=1,...,n} 

'Owi 
r7:7(x) 	para algún j E {1,... , n}. 
°F1.) 

Observemos que 

II 92—ji (x) 	E 
Ox 	

at----am=N+1 

01 	amXi • • • Xm  

de lo cual tenemos que 

II Dlz̀14.(x, e, r) 115 D(k) • dist((x,e,r), M)" , k < N. 
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