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Introduccion

Muchos sistemas de ecuaciones diferenciales no admiten una solucién
analitica exacta ni una descripcién cualitativa completa.

Una forma a la cual se puede recurrir para analizar un sistema de ecua-
ciones diferenciales es estudiar la forma normal de dicho sistema, esto es,
conjugarlo o hacerlo equivalente a otro sistema del cual se conozca su com-
portamiento. Cuando la conjugacién entre los dos sistemas es de clase C¥, le
llamamos forma normal k diferenciable.

En este trabajo se expone un problema cuyo resultado fue obtenido re-
cientemente y cuyo enunciado fue propuesto por el Dr. Yu. S. Ilyashenko en
julio de 1995.

El problema consiste en saber bajo qué condiciones la forma normal k
diferenciable de una familia hiperbélica de campos vectoriales es la familia
lineal. La importancia de este resultado radica en su aplicacién a familias
obtenidas de perturbar un germen de un campo vectorial diferenciable cuya
coleccién de valores propios satisface relaciones de resonancia de orden mayor
o igual que N + 1. En el resultado principal de este trabajo consideramos un
germen de un campo vectorial hiperbélico v(z) cuya parte lineal en el origen
tiene valores propios distintos y se demuestra que si esta coleccion de valores
propios satisface resonancias de un orden suficientemente alto, entonces la
forma normal k diferenciable de cualquier perturbacion de este campo v(z)
suficientemente cercana, es la parte lineal de la familia.



La diferenciabilidad del cambio de coordenadas que hace la conjugacion
de la perturbacién del campo con la forma normal depende en gran medida
de la parte lineal del campo vectorial que se perturba y de N + 1, el grado
mds pequeiio de las resonancias que satisface la coleccién de valores propios
de este campo.

Para demostrar dicho resultado realizamos los siguientes pasos: el primero
consiste en llevar la familia dada a una forma normal preliminar. Esta forma
normal preliminar difiere de la forma normal por una funcién N-plana en
¢l origen que contiene términos resonantes. Comio sabemos, las resonancias
siempre han sido un obstdculo en los cambios formales, analiticos y diferen-
ciables (ver [AR1]) y es claro que al hacer una perturbacién del campo pueden
aparecer monomios resonantes de grado menor que N + 1. Para llevar a cabo
la forma normal preliminar, primeramente tenemos que deshacernos de los
monomios resonantes de grado menor que N + 1 y este problema lo resolve-
mos demostrando la existencia de una vecindad del punto singular en la cual
todos los monomios resonantes que aparecen, al hacer la perturbacion, tienen
grado mayor o igual que N + 1. Asf obtenemos una familia que consta de su
parte lineal, de una familia polinomial cuyas componentes tienen monomios
de grado mayor o igual que 2 y son no resonantes, y de una familia compuesta
por términos resonantes y no resonantes de grado mayor o igual que N + 1.
Ya con esta propiedad podemos eliminar los monomios de grado mayor o
igual que 2 y menor que N + 1 por medio del método de Poincaré-Dulac a
pardmetros (ver apéndice). Con esto hemos obtenido un cambio diferencia-
ble de coordenadas que conjuga la familia inicial con la familia de la forma
normal preliminar.

Ahora el problema se reduce a conjugar la familia de la forma normal
preliminar con su parte lineal, eliminando la parte no lineal. Para hacer
esta conjugacion, seguiremos algunos pasos que repiten esencialmente los
argumentos expuestos en el artfculo " Finitely-smooth normal forms of local
famnilies of diffeornorphisms and vector fields” (ver({IL-YA]).

El segundo paso llamado globalizacidn extiende el campo que tenemos
definido en una vecindad del origen a todo el espacio, definiéndolo como un
campo lineal fuera de esta vecindad. El pegado de ambos campos (el del in-
terior de la vecindad y el del exterior), lo hacemos por medio de una funcién
diferenciable. Globalizamos la familia de la forma normal preliminar para
demostrar la diferenciabilidad del campo que conjuga esta familia con un



campo lineal. Después separamos la funcién w, que contiene los términos
resonantes en dos funciones ajenas, w, y w;, de tal forma que su suma sea
w, Estas funciones tendrdn la propiedad de ser [" ] planas en la variedad
estable e inestable de la famllla, respectivamente. [7] denota el mayor en-
tero menor o igual que 3 ¥, Finalmente por medio del Método Homotdpico,
el cual consiste en encontrar un campo vectorial que satisfaga una ecuacion
homolégica, haremos una equivalencia finito diferenciable entre las familias
A(e)z, A(e)z +wy(e, z) y A(e)z +w,(€, z) + wy(e, z), demostrando asf el teo-
rema.

Mis aportaciones para resolver dicho problema son la idea de encontrar
una vecindad en la cual sélo haya hiperplanos resonantes (ver [AR1]) con
norma mayor o igual que N + 1y la desigualdad (] — ¢ > k que nos dice
que el grado de diferenciabilidad del cambio de coordenas que conjuga la
familia dada de campos vectoriales con la familia de la forma normal es k. c
es una constante que depende de la parte lineal del campo vectorial que se
deformé y N es el orden mfnimo de las resonancias que satisface la coleccién
de valores propios de la parte lineal del campo que se deformé.
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LTEOREMA.

I. Teorema.

Las familias para las cuales los resultados estdn enunciados son familias
diferenciables que representan una deformacién del germen de un campo
vectorial. En esta tesis, a menos que se especifique otra cosa, diferenciable
significard de clase C*.

El objetivo de esta seccién es introducir al lector al lenguaje que se uti-
lizara a lo largo de este trabajo, asf como enunciar el resultado principal y
dar algunos lemas para la demostracion de éste.

Definicién 1
Una familia local diferenciable de campos vectoriales es un germen en el
origen del campo vectorial definido por un sistema de ecuaciones diferenciales

& =v(z,€), é=0, z € (R*,0), € € (R*,0).!

Definicién 2

Decimos que dos familias locales diferenciables (v(z,¢€),0), (va(z,€),0) de
campos vectoriales son C-equivalentes si existe un difeomorfismo de clase
Ck H: (R* xR, (0,0)) - (R* x R®,(0,0)) de la forma

A:(z,¢) — (H(z,€),¢), H(0,0)=0

tal que )
(DH)(vl(x1 €),0) = (v2(1?(x) €)),0),

es decir,

(%'g)vl (z) €) = UZ(H(z) 5)) C).

!.a expresidn ¢ € (R, 0) significa que epsilon es un pardmetro € = (¢),+-+ ,€p) en R
que toma valores en una vecindad del origen.
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Geométricamente es lo siguiente:
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Definicién 3

Sea (, €) = (v(z, €),0) una familia local diferencioble de campos vectoriales.
Definimos la parte lineal de (v(z, ¢€),0) en el origen como la familia (,¢) =
(Dzv(z,¢€) |00), 0).

Definicién 4

Decimos que (z,€¢) = (v(z,€),0) es una forma normal k diferenciable de
una femilia local diferenciable de campos vectoriales (&, ¢) = (vo(z, €),0) si
tiene una ezpresidn matemdtica mds sencilla respecto a (i, €) = (vo(z, €),0),
si el comportamiento de sus soluciones es mds fdcil de entender que el de
(&,€) = (va(x,€),0) y si éstas dos familias son C* equivalentes.

Los valores propios correspondientes a la matriz representante de la parte
lineal D,u(z) en el origen de un campo vectorial v(z) juegan un papel crucial
en la teorfa de formas normales.' A continuacién daremos algunas definiciones
concernientes a dichos valores que nos seran de gran utilidad.

Deflnicién 5

1) Una coleccidn de valores propios complejos A = {A,-++ , Ay} es hiperbdlico
si todos ellos tienen parte real distinta de cero.

i1) La coleccidn A es resonante si existe al menos una relacidn de la forma
(m, A) = A; tal que Y m; > 2, m es un vector en Z" con entradas enteras
no negativas y (m,A) == m A\ + -+ + myA,.

iif) A una relacidn (m,)) =mA; + -+« + my A le llamaemos resonancia.

iv) El orden de una resonancia como en (1ii) es Y, m;.

v) El monomio resonante asociado a la resonancia myA; + -+ mydg = A
cqem B oom e mp B2
o a" g =1 "™ g

%3sta notacidn significa que el monomio z™ estd en la j-ésima componente.
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El problema que vamos a tratar en esta tesis es ol siguiente:
dada una familia local diferenciable v(z, €), donde v(x,0) = Az + ... y Aes
una coleccién hiperbdlica de valores propios distintos en el origen, queremos
ver bajo qué condiciones se puede linealizar, esto es, conjugarla con una
familia lineal bajo un cambio de coordenadas diferenciable.

Las observaciones precedentes nos permiten enunciar el resultado princi-
pal de este trabajo.

TEOREMA.

Consideremos una familia local diferenciable de campos vectoriales
i=v(z,e) é=0, z € (R",0),¢ € (R*,0) (1)

tal que v(z,0) = Az + -+ y v(0,¢) = 0. Supongamos que la coleccidn A de
valores propios de la parte lineal A de v(z,0) en el origen es una coleccion
hiperbdlica de valores propios distintos. Sea (N + 1) el orden mds pequesio de
las resonancias que satisface la coleccion A. Eziste una constante ¢ > 0 que
depende de la coleccidn A tal que si [§] - ¢ > 1, donde [} denota el mayor
entero menor o igual que %, entonces eziste una vecindad del origen en R**?
en la cual la familia (1) es C'-equivalente a la familia lineal

t=A(e)z é=0,z¢€ (R 0),c€ (R,0)

Mds atin, si [§] — ¢ > k, entonces la familia (1) es C*-equivalente a
la familia lineal anterior. La constante ¢ estd dada como ¢ = L%‘-‘-, donde

T > maXme(),..np{ Loy jym REA} 1 8 > max{| Foper,co M || Lper0 X I} ¥
B < min{| Re); |}.

Observacién: Los puntos suspensivos del campo v(z, 0) denotan los térmi-
nos de orden mayor o igual que 2,

Con las mismas hipétesis del teorema sobre los valores propios mas no
sobre el orden de resonancias, Ilyashenko y Yakovenko demostraron en 1991
(ver [IL-YA]) un resultado en el que se obtiene una equivalencia finito difer-
enciable de una familia de campos vectoriales con una familia de tipo poli-
nomial. Dicho resultado fue crucial en la demostracion del teorema en ¢l que
se afirma que
“todo policiclo que aparece en una familia genérica finito pardmetrica de cam-
pos vectoriales diferenciables en el plano real puede generar no mds de un
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ntimero finito de ciclos limite dentro de la familia, siempre y enando los
vértices del policiclo sean clemen tales, es decir, con a lo menos un valor
propio distinto de cero” (ver{IL-YAZ2)).

Observemos que aiin en ¢l ¢aso en que A sca una coleccién no resonante,
puede haber términos resonantes para € # 0.

Si A es no resonante y estd en el Dominio de Poincaré (ver [ARL]), en-
tonces existe una vecindad del origen en R"*? en la cual no hay resonancias, lo
cual implica que la familia (1) se puede linealizar por medio de un cambio de
coordenadas difrenciable (C*) utilizando el Teorema de Borel y el Teorema
de Poincaré a pardmetros. La demostracién es andloga a la demostracién del
teorema de Chen (ver [IL-YA]).

Supongamos ahora que A esta en el dominio de Poincaré y que es res-
onante, o bien, que no estd en éste dominio (ver (AR1]) y que N +1 es
como la del teorema. Entonces, uno pensarfa en las siguientes formas de
demostracién: una demosracién parecida a la del teorema de Poincaré (caso
analftico) (ver [AR1]), sin embargo esto no es posible para el caso que estamos
tratando ya que se necesita que la familia no tenga resonancias. Otra opcién
serfa linealizar la familia por medio de un cambio formal y luego extender
este cambio a una funeién diferenciable por medio del Teorema de Borel (ver
[NAR]) pero tampoco es posible esto ya que para lmenhzar necesitamos que
la familia no tenga resonancias.

Finalmente, uno quisiera eliminar todos los términos de grado menor que
N +1 (los de grado mayor o igual que N + 1 no se pueden eliminar debido
a que son los monomios resonantes asociados a A ), lo cual nos conduce a
encontrar una vecindad adecuada del origen en R"*? en la cual s6lo haya
resonancias de orden mayor o igual que N + 1.

Como se verd mds adelante, la diferenciabilidad de la conjugacién se en-
cuentra en estrecha relacién con la parte lineal del campo vectorial v(z, 0) =
Az 4.

Ahora demostraremos un lema que garantiza la existencia de una vecindad
del origen en RP tal que para € en esta vecindad, solo hay resonancias de orden
mayor o igual que N + 1,
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Lema 1
Consideremos una familia local diferenciable de campos vectoriales

& =v(r,€) é=0, z € (R*,0),¢€ (RF,0)
tal que v(2,0) = Az + - y v(0,¢) = 0. Sea A = (A,>++,A,) ¢l vector

formado por los valores propios de A y sea (N + 1) el orden menor de las
relaciones de resonancia que satisface . Entonces eziste una vecindad del

origen en RP tal que para € en esta vecindad, los monomios resonantes de la

familia tienen grado mayor o igual que (N +1).

Para demostrar este lema no nos interesa saber de qué forma son los
Aj(e), parae #0, j =1,---,n, sino el hiperplano resonante en el que éstos
valores estdn; por ejemplo, si A(€) = (A (€), + - + , Au(€)) satisface la resonancia

m A€} + -+ mpda(e) = Ajle),

entonces A(e) estd en el hiperplano resonante myz; +«+ + mp2, = z; y la
norma de este hiperplano es ¥ m; ya que los coeficientes de éste son los que
nos dan el grado de los monomios resonantes.

Demostracién,
Sea (N + 1) el orden mfnimo de las resonancias que satisface A y sea § un
nimero positivo arbitrario. Consideremos el conjunto

Ag={m|Agm,d\7m)<d y ||7]|< N},

donde || 7 || denota la norma del hiperplano 7 con la distancia usual de
un punto a un hiperplano en C*. El conjunto ; tiene un nimero finito
de elementos. Esto se sigue de observar que la cardinalidad del conjunto
{r/ || 7 ||< N} es finita. Definimos el siguiente nimero m = min{d(A, ) |
7 € %s}. Este nimero m es positivo debido a que s es un conjunto discreto.
Entonces, & = m/2 es el radio de Ja vecindad que satisface ¢l lema, ya que
en esta vecindad estdn unicamente los hiperplanos resonantes que pasan por
Ay los que tienen norma mayor N (para calcular el radio explfcitamente,
véase el apéndice).
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Geométricamente es lo siguiente:

Demostracidn del Teorema
Definamos a la familia (1) por el siguiente sistema de ecuaciones

&= A(e)z + u(z,¢), é=0, z € (R*,0), € € (R?,0) (2)

u(0ye) =0 vy (g—;f)(O,c) = 0.

Vamos a suponer que la coleccién A de valores propios de la matriz A(0) =
A estd etiquetado de tal forma que los primeros n_ valores propios tienen
parte real negativa (Re \; < 0) y los n, restantes tienen parte real positiva
(Re >0 yn.+n.=n

Sea R*- @R"+ la descomposicién correspondiente del espacio R® en suma
directa de subespacios lineales invariantes bajo el operador A.

La demostracién del teorema consiste en llevar a cabo los siguientes pasos:

1. Llevar a la familia (2) por medio de un cambio de coordenadas difer-
enciable a una forma normal preliminar que estd dada por la parte lineal
A(e)z mds una discrepancia w(z,€) que contiene términos de orden mayor
o igual que N. Para llevar a cabo esta forma normal preliminar, entre otras
cosas, recurriremos al lema 1 que se demostré anteriormente. Este paso se
demostrard en esta seccion.

Los siguientes dos pasos, que bésicamente son técnicos, facilitardn los
cdlculos para la demostracién del teorema.

2. Globalizar la familia de la forma normal preliminar, es decir, extender la
familia a todo R® por medio de una funcién diferenciable. Aquf el cambio de
coordenadas sigue siendo diferenciable, Este paso se demostrard en la parte

L
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3. Descomponer la discrepancia w(z, €) como suma de dos funciones diferen-
ciables ajenas y tal que cada una de ellas es [§]-plana en'la variedad estable
e inestable, respectivamente. Esto se demostrara en la parte 111,

4. En este paso haremos uso del método homotépico que consiste esencial-
mente en hacer una homotopfa entre las dos familias que se quiere hacer
equivalentes y resolver una ecuacion homoldgica. Resolver esta ecuacién
significa encontrar un campo k que la satisfaga y que este campo sea de clase
C*. Hasta aqui, le cambio de coordenadas es diferenciable. Este inciso se
demostraré en la parte IV.

5. Por iltimo demostraremos que el campo h es de clase C*, donde k satisface
la desigualdad [%] —~¢ > k. Esto se prueba en la parte V.

Definicién 6

La forma normal preliminar de orden N < oo para una familia del tipo (2)
cuya parte lineal A(0) = A tiene un conjunto de valores propios hiperbdlicos,
es una famslia local diferenciable de campos vectoriales determinada por el
sistema de ecuaciones

&= Ale)z+wiz,e), é=0, A(0)=4A (3)
z € (R,0), ¢ € (R®,0)

con las siguientes propiedades :

1) Los planos coordenados de la suma R* = R*- @ R™* son invariantes bajo
las soluciones de los campos de la familia (2) para € € (R?,0).

2) La discrepancia w(z,€) es una funcidn diferenciable N-plana respecto a z
en z =0 para € € (R°,0).

Lema 2
La familia (2) es C*-equivalente a una familia de la forma normal preliminar
de la definicidn 6.

Demostracidn,

Para demostrar el inciso (1) vamos a usar un resultado para gérmenes de
campos vectoriales hiperbélicos (ver [HPS] y [PER]), el cual dice que para
todo germen de un campo vectorial hiperbélico existen, en una vecindad sufi-
cientemente pequeiia del punto singular, variedades invariantes diferenciables
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de dimensiones n_ y 1, que son tangentes respectivamente a los subespacios
invariantes que contraeu y que expanden de la parte lineal del campo en
dicho punto.

Estas variedades dependen suavemente del pardmetro € en el sentido en
que son intersecciones (ver [PAL]) de los planos ¢ = cte con subvariedades
suaves de dimensiones n. +p y n, + p en (R*?,0).

Para poder usar este resultado necesitamos probar que el origen {z =0}
es el winico punto singular para € € (RP,0). Esto se sigue de lo signiente:
denotemos por v a la familia (2), esto es, v(z,€) = A(e)r + u(z, ). Como el
origen es punto singular del campo v(z, 0), tenemos que v(0, 0) = 0. La matriz
A = A(0) es no degenerada debido a que el campo v(z, 0) es hiperhdlico en
ol origen. En consecuencia,

v Jdu
(’5;)(0, 0) =4+ (5;) |(o,o)= A

Por el teorema de la Funcién Implicita, existe una inica funcién g(e) y una
vecindad del origen en R**” en la que se satisface

z=g(e), 9(0)=0 y v(g(e)e)=0.

En consecuencia, el campo v(z, €) se anula inicamente en el puntoz = g(e). Y
usando el hecho de que v(0, €) = 0 para ¢ € (R?,0), concluimos que g(e) = 0.

Por lo tanto el origen 2 = 0 es el Gnico punto singular en una vecindad
del origen en R**7,

Después de un cambio de coordenadas diferenciable que transforma las
variedades invariantes en los planos coordenados, podemos observar que la
condicién 2 de la definicién 8 se satisface en una vecindad del origen.

Para probar el inciso (2) necesitamos probar que w(z, €) se anula en el
origen, lo cual ya tenemos por el inciso anterior. Aliora sabemos que por
el lema 1, existe una vecindad del origen en R® tal que la familia v(z,¢) =
A(€)z + u(z, €) tiene monomios resonantes de grado mayor o igual que N
para € dentro de esta vecindad.

Ahora aplicamos el método de Poincaré-Dulac a pardmetros (ver proposi-
cién 1) a la familia (2) considerando ¢ dentro de la vecindad del lema 1 y cada
vez que lo apliquemos, eliminamos todos los términos de un mismo grado.
Entonces, repitiendo este proceso a lo mds N-2 veces, podemos eliminar
todos los monomios de grado menor que N. Este método se explica en la
proposicion 1.
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Definicidén 7

Sea T el anillo multiplicativo de gérmencs en el origen de funciones diferen-
ciables con pardmetro e. Una serie semiformal con pardmetro ¢ es una serie
de potencias en la variable z con coeficientes en X y un campo vectorial semi-
formal es un objeto determinado por un sistema de ecuaciones diferenciales
cuya parte derecha son series semiformales.

A cada familia local diferenciable le corresponde un campo semiformal, a
saber, su serie de Taylor.

Definicidn 8

Una combinacidn de la forma Aj(e) — (1, Me)), donde r € 2%, |7 |2 2 y
(ryA(€)) := rAi(e) + -+ + M(€), es una resonancia entre gérmenes si es
un elemento del ideal mazimal S del anillo local Y. El ideal mazimal & estd
formado por todos los gérmenes diferenciables que se anulan en el origen.
Un monomio a(c)z'-g% en la expansidn de un campo vectorial es resonante
8i Aj(€) = (r, Me)) € Q.

Proposicién 1 7corema de Poincaré a pardmetros,

Sea v(x, €) un campo vectorial semiformal cuya parte lineal en el origen tiene
valores propios distintos y sea N +1 el grado mds pequerio de sus monomios
resonantes. Entonces, el campo v(z,¢) es transformado bajo un cambio difer-
enciable de variables a una familia cuya parte derecha contiene la parte lineal
de v(z, €) mds una funcidn diferenciable N-plana, respecto a z, en el origen.

La demostracion de esta proposicion se dara en el apéndice. Observeinos
que el cambio de coordenadas es analftico en la variable 2 y es dlferencmble
en ¢, En consecuencia obtenemos un cambio diferenciable.

La siguiente afirmacion nos dice que los valores propios de la parte lmeal
de la familia (2), son funciones diferenciables respecto al pardmetro e.

Afirmacidn. _
Sea A(e) una femilia local diferenciable de operadores lineales con un pardme-
tro ¢ en R? donde A(0) tiene valores propios distintos Ay, -+ , A, Entonces
dichos valores pueden ser eztendidos, respecto al pardmetro €, como gérmenes
de funciones diferenciables.



14 I1.GLOBALIZACION

Para probar esta afirmacion, consideremos Q(:x, €) el polinomio caracteris-
tico en la variable z de la matriz A(¢) y Q(z.0) = (z— M)z —Ag) - (z— )
el polinomio de A(0).

Debido a que los valores propios de A(0) son distintos, tenemos que

0Q(z,€) .
57 (/\‘,0) 7‘10, i=1.., .
Usando también que @Q();,0) = 0, el Teorema de la Funcién Implicita nos
afirma que existe una iinica funcidn diferenciable );(¢) tal que A; = 4;(0) v

Q(Xi(e),€) =0, para i = 1,...,n Con esto queda probada la afirmacién.

Hay que notar que los pasos de este método dejan invariantes los planos
coordenados R" = R*- @ R"* y asf las condiciones 1 y 2 de la definicién 6
se siguen cumpliendo,

Con este cambio de coordenadas diferenciable tenemos una familia en la
forma normal preliminar (3) la cual difiere de la familia lineal sélo por una
discrepancia N-plana, respecto a z, en el origen. Nuestro objetivo es ahora
eliminar tal discrepancia conjugando la familia (3) con su parte lineal por
medio del método homotdpico. '

Este método nos conduce a una forma explicita del cambio diferenciable
de coordenadas que hace la conjugacion entre la familia (3) y la forma normal.
Esta forma est4 dada por una integral sobre trayectorias del campo (3). Sin
embargo, notemos que este campo s6lo estd definido en una vecindad del
origen. En consecuencia, si permanccemos dentro de la teorfa local, tenemos
problemas con los lfiites de integracidn, pero esta dificultad la podemos
evitar por medio de la globalizacién.

I1.Globalizacion

Este procedimiento consiste en extender la familia (3) a una familia de-
finida en todo el espacio R* de la variable r de tal forma que todas las
trayectorias de los campos de la familia pueden ser extendidas para todo
tiempo t. Asf podemos trabajar con integrales impropias sobre soluciones
del nuevo campo. El procedimiento de globalizar consiste en lo siguiente:

Consideremos ¢ : R* x (R, 0) — R una funcion diferenciable no negativa
con soporte compacto tal que ¢(z) <1 y ¢(x) =1 para z en una vecindad
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del origen {z = 0} de radio . Elegimos el radio 4 de la vecindad de tal forma
que ¢l campo (4), que se define a continuacién, se anule sélo en el origen (ver
apéndice) y que satisfaga que || div v(g(z,€)3) ||< s, cuando t — 0o, donde
v=F+dy s> max{| Em,<o A b EReA;>0 M1}

Una globalizacién de la forma normal preliminar (3) es una familia de
campos vectoriales definida como sigue:

t =1 - ¢(z)}Az + ¢(z)[A(e)z + w(z,€)}, €=0 (4)
t€R" e€c (R,0).
Los términos de la expresion (4) los podemos reagrupar como sigue
i = F(z,¢€) + 0(z,¢), (5)

donde F = [1 — ¢(z)]Az + ¢(z)[A(c)z] es un campo vectorial diferenciable
en R" x (R?,0) cuyo germen en el origen es lineal y coincide con la forma
normal del teorema., Ademds, el campo F es lineal fuera de una vecindad
compacta. La discrepancia 1 = ¢w tiene soporte compacto y es una funcién
N-plana, respecto a z, en el origen.

De las propiedades de la forma normal preliminar (3) y de la férmula de
la familia globalizada (4) tenemos las siguientes afirmaciones:

e F(0,¢) = 0y los planos coordenados de la suma directa R* = R"- @R+
son invariantes bajo el flujo de la familia (5).

o Todas las trayectorias de los campos F y F + 10 estdn definidas para
todo tiempo ¢.

¢ La discrepancia 1 tiene soporte compacto.

¢ La divergencia de los campos F y F + 1 estd acotada uniformemente
respecto a (z, €), cuando t — oo.

e Como 1 es una funcion N-plana, respecto a z, en el origen, dado cual-
quier nimero natural k < N, se satisface la siguiente desigualdad uni.
formemente respecto a ¢, (ver apéndice para la demostracién de este

inciso)
|| Dii(a,e) fIS D(k) If 2 7+,

aLﬂ expresion lt,(:t,t denota la solucidn del CAMpo v que pasa por el punto (x,c al
p o
tiempo t.
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donde D(k) es una constante que depende del grado de derivacion de
.

I11. Descomposicion de la diScrepancia

El procedimiento que a continuaeién vamos a deseribir es wn proced-
imiento de cardcter meramente téenico que habrd de facilitarnos la demos-
tracién y que sélo tiene sentido aplicarlo en el caso en el que la familia de
campos vectoriales presenta variedades estable e inestable.

Debido a que una discrepancia @ que es N-plana en el origen, no es fiicil
de eliminar por ¢l método homotdpico cuande hay ambas variedades, vamos a
descomponerla en suma de dos funciones vectoriales 1. y ... Estas funciones
las construiremos de tal forma que cada una serd [%’—]——plana, respecto a z,
cn alguna variedad, es decir, en algin plano coordenado de la suma R* =
R @ R™*.

Lema 3.

Supongamos que una funcién diferenciable u : R x (R*,0) = R" con so-
porte compacto es M-plana, respecto a x, en el origen {2 = 0} y sea R* =
R*- @ R"+ una descomposicion arbitraria de R* en suma directa de planos
coordenados. Entonces existe una descomposicion

U= u_+1uy

tal que ambas funciones u_, u.. tienen soporte compacto; u_ es [¥}-plana en
R*- yuy; es [%’-]-p!ana en R+,

Demostracion.

Es suficicnte probar el lema para funciones escalares. Como M < oo, por
¢l Lema de Hadamard (ver [ARN2]), todo germen diferenciable f que es
M-plano en el origen se puede escribir de la siguiente forma :

@)= Y e )
laj=M+1

donde o € Z7, es un muitifndice y fo es un germen diferenciable, Cualquier
inonomio z® lo podemos escribir como - 2% = 2%; a_,a; € Z%, donde el
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monoinio - sélo contiene productos de funciones coordenadas que se anulan
en R™, esto es, 2~ = 2{'-..22"" e inversamente z° = a:ﬁ'_'f,' veegln, Y
se satisface o + a, = .

La expresion (6) la podemos reescribir como sigue :

f=Y =+ Y, fa=f+fn

lasi>8 la-i>8+1

Los gérmenes f_, f, satisfacen ser [%l]-planos en R*- R+, respectiva-
mente. Para que los gérmenes tengan soporte compacto, recurrimos a un
método basado en la particién de la unidad (ver [NAR]).

Del Lema 3 se sigue que la ecuacion (5) puede ser escrita como
&= F(z,€) + €+(z,€) + W-(2,€), €=0. (M
zeR', e€(R,0).

IV. Método Homotodpico

Este método consiste en hacer una homotopfa entre las familias que se
quieren conjugar (en nuestro caso es la familia (5) y la forma normal) y en
encontrar un campo finito diferenciable que satisfaga un bracket de Poisson
con la familia (7) para demostrar a partir de esto, que existe una superficie
integral asociada a estas familias.

Geométricamente es lo siguiente:
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Recordemos que queremos encontrar un difeomorfismo H(z, €) que satis-
faga la signiente ignaldad

OH -
(-5;)[A(c)m + w(z, €)] = A(e)H (z,¢).
Para demostrar que las familias F' y F + 1 son Ck-equivalentes, demostrare-
mos las siguientes cquivalencias:
ck ck
F ~ F+1D+ ~ F"*'ID.*. '|"'(D._.

En esta secuencia, cualesquiera dos familias sucesivas difieren por una dis-
crepancia [%’-]-plana en alguno de los planos coordenados y por transitividad
obtenemos la equivalencia deseada. ' ‘

Basta con demostrar que F'y F + 10, son C*-equivalentes. La otra equi-
valencia es andloga.

Deflnicién 9
Sean v(z) y w(z) dos campos vectoriales definidos en R*. Definimos el Cor-
chete de Poisson (ver [AR1]y [NAR]) de los campos v y w como el vector

Proposicién 2 o

Sean (&,¢) = (F(z,¢),0) y (£,¢) = (F(z,¢€) + u(z,¢),0) dos familias de
campos vectoriales diferenciables definidas en R* x (RP,0) tales que

u(0,¢) = 0, F(0,¢€) = 0. Supongamos que existe un campo vectorial de clase
C* (i,¢,7) = (h(z, € 7),0,0) en R* x (RP,0) x [0, 1] que satisface la ecuacidn

[(F+mu)&,hL +1£] =0, (8)
donde h(0,¢,7) = 0. Entonces las familias F y F + u son C*-equivalentes.

Este lema reduce nuestro problema a encontrar un campo h de clase C¥
que satisfaga la ecuacién (8).

Demostracion.
Consideremos el espacio extendido R* x (R?,0) x [0,1] con coordenadas
(z,€,7). Por medio de una homotopia, introducimos las familias F'y F +u
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en una sola familia definida en el espacio extendido y determinada por la
siguiente ecuacién diferencial

&= F(z,€) +Tu(2,€), €=0, 7=0

Por hipétesis sabemos que existe un campo vectorial (h(z, €, 7) que satisface,
junto con el campo anterior, la ecuacién (8).
La equivalencia entre las familias se sigue del siguiente resultado:

Proposicién 3
Sean v y w dos campos en K", Si [v, w] 0, entonces eziste una superﬁcae
integral (ver [WIL]) asociada a la pareja (v, w).

Demostracidn.
Denotemos por gi(z, €) a la solucién del campo v con condicién inicial (z, ¢)al
tiempo ¢. Primero demostraremos que si [v, w) = 0 entonces (-ﬁi)wo St=w
y (J“)v 0 g.* = v. Para esto definimos ! = (-ﬂ)w og,!. Es facil verificar
que St |i=0= [v,w).

Desarrollando w* en serie de Taylor, w! = w+t{y, w) +O(t2), se demuestra
que a;w‘ |.-,— 0. De ésta tltima afirmacién tenemos que w* = w. Esto es,

w(gh(x)) = ()u(z).

Por otra parte tenemos que £ gt ogt (z) = (%)w(z) y usando que w' = w,
concluimos que

wleh(e)) = 3odt 0 ie).

Notemos que £g2 o g(z) = w(gl(z)) y usando la igualdad anterior,
obtenemos
5

4 e ogt(a) = Lt
dsgw gv d U

Similarmente tenemos que $g, o ¢! (z) = %ﬂ)v(z) Por lo tanto,

d d
0 ogi(z) = 739 © Gur

Esto significa que los flujos de v y de w conmutan (ver {libro]). De ésto
concluimos que existe una superficie integral asociada a los campos u y w.
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V. Diferenciabilidad del cambio de
coordenadas

Sélo falta saber cudndo podemos encontrar el campo h de clase C* y
que satisfaga la ecuacién (8). Esta pregunta queda resuelta con la siguiente
proposicién: ‘

Proposicién 4
Consideremos la familia de campos vectoriales

&=Fe+7d, =0, 7=0 (9)

definida en R" x (R?,0) x [0,1], donde F' y b, estdn definidas como en (7).
Entonces la ecuacidn

(F+7i,) L hE+1E]=0 (10)

tiene una solucidﬁ & = h(z,€,7) de clase C* en R™ x (R?,0) x [0,1].

Demostracion.

Primero observemos que la familia (9) satisface las siguientes propiedades:

1) El plano coordenado R+ = M C R" es una variedad invariante bajo el
flujo de dicha familia.

2) La funcién vectorial @.. es []-plana, respecto a z, en M.

3) M es globalmente exponencialmente inestable, es decir, existe un nimero
B > 0 tal que para ¢ € (R, 0),7 € [0,1]

dist(g}(z,¢,7), M) < B€ ™ . dist((z,¢,7), M),  Vt>0.

Esta propiedad se demuestra en el apéndice.
4) Las soluciones de la familia estdn definidas para todo tiempo.
5) La divergencia de la familia (F'+71.; ), aplicada a soluciones de ella misma,
estd uniformemente acotada respecto a z,¢, 7, cuando ¢ — oc. Esto es, ||
div (F+7i,)(gy(z,€,7)) ||< 5, donde s > max{]| Enexj<o o Zne,\po A
}.

6) Existe ¢ = Ehla del teorema, tal que [%] —¢> k, para algin k € N.
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Cuando en el espacio fase sélo hay una variedad, la propiedad (3) es equi-
valente a que las soluciones de la familia (F+7i,) tiendan exponencialmente
al origen. Esto se satisface por el teorema de la variedad estable.

Ahora demostraremos que la ecuacion (10) es equivalente a la ecuacion

: (11)

[(F+7w,)L, hi) = i,

Sl

En efecto,

[(F + '”D+)Ba;’ hﬁ% + l:—{-'] = [(F +T".’+)¢Taiv hFai] + [(F + TID+)-(%, l%l
(F+70,) & h2)+ [FL,12
+ [(T‘lb.‘.)z‘%, l;%].

i

Si desarrollamos el término [F L, 1] podemos observar que

2(0,...,0,1) 8(F,0,0)
Pl 12)= 20O poy AE00) L, o
Pz 137 d(z,€,7) (F3:) a(z,¢ 1) (13)

Haciendo lo mismo con [r1,. £, 1.2], obtenemos

6(0, e ,0, l) a(T‘lD.{.,O, 0)

7.5 1.8 —- g 8) ~ 4. = —1D
[Tw+a,xla,] d(z,¢,7) (T'w+o,) d(z,€,7) (181) o

#

Por lo tanto, la ecuacién (10) se reduce a la ecuacién (11).
Denotemos por v a la familia F + T;. Ahora demostraremos que la
ecuacion (11) es equivalente al siguiente Corchete de Poisson

-a—’iv - Qv—-h = 1D
oz o9z "
Esto es,
d(h,0,0) d(v,0,0)
LSop8) - ! - )
[val" h dr a(z, f, T) (v)O) 0) ""-_—'a(a‘, 5,1) (h, 0, 0)
_ (0h 0k (?h.) (Bv v (')v)
= (5;1'1 'a';v or (v,0,0) - 8.’12, 65’67 (h,0,0)
oh o

= '0;1) - 51-.}1.
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My wnetdn [0t hd) — .5 O tonal 2 la eenaet
Finalmente, la ecuacién [v4k, hyz] = .3, es ignal a la ecuacién

@v - ir)ﬁh = A
O o

El término 2v(z,¢,7) es igual a Lh(g(x.€.7)) |i-0 -

La ccuacidn anterior la reescribimos como sigue :

_‘f_ Ll *_‘9'_" Ly, o (at(
e ) = Shlal(e ) = B-gl(w 6 7)) (12)

Esta ecuacion es una ecuacién no homogénea, por tanto, su solucién se
obtiene calculando las soluciones de la ecuacién homogénea y una solucion
particular de la ecuacion no homogénea. Asi . la solucién de la ecuacion (12)
estd dada por

h(z,e,,t) = X(z,€67,t) Clr,€,7,1)

donde X(z,¢,7,t) = 5859,‘,(9:,6,7) es solucidn de la ecuacion homogénea :

d. dv
%‘\ (gv(wa ¢ T)) - 'a_l'x(gnly(‘l- €, T)) =0
con condicién inicial X (z,€,7,0) = Id € R* (ver [AR2]). A esta ecuacién se
le llama ecuacidn de primera variacion.

Si derivamos h = XC respecto a t y la sustituimos en la ecuacién no
homogénea (12), obtenemos

X— =1,.
dt
Como X es una matriz fundamental, es invertible en una vecindad del origen.
Entonces $C(z,¢,7.t) = X (2, €, 7, ), (g5 (2, ¢, 7)). Asi,

t
C(m,c,r,t):C(m,e,r,to)-}-/ X"'(z,e,7‘,t)17)+(gf,(a:,e,7'))dt.

to

Sustitutyendo esta expresién de C en la definicién del campo h tenemos
que

hiz,e,7,t) = X(z,¢71,t)C(z, €7 t)+
0
+ X(w,e,'r,t)/ XY, e, 1) (g (2,6, 7))L,

)
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Evaluando en ¢ = 0, tenemos

0
h(z,e,7,0) = Id - C(z,¢,7,to) + Id | X '(z,€,7, )b, (g} (z,¢,7))dl.
to
Usando la propiedad (4) y haciendo tender tp — oo, tenemos que la cons-
tante C(z,¢€,7,t) — 0. Esto se debe a que fuera de la vecindad compacta,
la familia es lineal y no tiene mds puntos singulares que el infinito. En
consecuelcia,

0 .
h(z,e,7) = / XYz, €, ) (g (. ¢, 7))dt.

[+ ]

Finalmente,
h(z,e,7) = -—/ XNz, 6,7, )by (g (z, €, 7))dt.
0

Hacicndo uso de las propiedades (1) y (2), tenemos que b estd dado como
sigue:

Ma,er) = { _(_)fooo XYz, ¢, 7, t). (g (2,€,7))dt : g % (13)

Hasta aquf lo que hemos hecho ha sido mostrar un campo h que satisface
la ecuacién (10). Ahora demostraremos que este campo es de clase C¥, para
lo cual demostraremos primero que h es de clase C¥ en todo punto distinto del
origen y que esté dentro de la vecindad compacta donde estdn contenidos los
soportes de ¢, . Después, usando un teorema de extensién, demostraremos
que h es de clase C* en el origen. v

Antes de demostrar que el campo de la ecuacién (13) es de clase C* en
todo punto distinto del origen, expondremos algunas afirmaciones.

1. Afirmamos que la funcién @.(z,¢,7) decae con una tasa exponencial
cuando z tiende a la variedad invariante M, es decir,

|| D¥s(z,€,7) |I< D(k) - dist((w, e, 7), M)Fi*, k< [§)

Ver apéndice para la demostracion de esta desigualdad. Usando esta des-
igualdad aplicada al flujo ¢! tenemos que,

|| DX, 0 gt (z,€,7) ||< D(k) - dist(g}(z. €, 7), M)i%':"" si t— oo,
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y como M = R"* es globalmente exponencialmente inestable, ocurre que
cuando ¢ — oo,

| DXy o gt (x, 6, 7) ||< D( )B[ Tk g Alg-hL. ~dist((x,€,7), M)! (31,

Denotemos por B a la constante B, Como la equivalencia de las familias
la queremos en una vecindad del origen, podemos suponer que

dist((z,€,7), M) ¥ < 1,
Por lo tanto,
(| Dt o gt(z, €,7) [{< D(K)BeAF1-on, (14)

2. El determinante detX (z, ¢, 7,t) decrece no mds rdpido que una funcién
exponencial cuando t — 00, es decir,

det X (z,¢,7,t) > €7 (15)

Por la'propiedad (5) sabeinos que existe un nimero real positivo s tal que
|| div (F + 7i)(¢4(x,&,7)) ||< 8. Usando la formula &2 = fu(t) divvdz
(ver [ARN2]) obtenemos

dvol / (~s)dz = (~8)Vol(D(t)).

it
dVol 1
/ & Ve 2 (ot

Haciendo algunos cdlculos concluimos que

Vol(D(t)) > Vol(D(0)) €.

Esto es,

Por otra parte tenemos la férmula

Vol(D(t)) = / det-?-g,',= detX(z,¢ 7, t)dz.
po 0% D(0)

Usando la dltima desigualdad del volumen y tomando a D(0) como la
bola de radio v centrado en g, tenemos

/ detX (z,e,7,t)dz > Vol(B(zq)) €.
B (z0)
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Por el teorema del valor medio para integrales concluimos

/ detX(z,e,7t)dx = detX(£,¢,T, t)/ dz
By (x0) By (z0)
= detX(¢,7,t)Vol(B,(z0)) . £ € By(zo)
Esto implica que
detX (€, €, 7, )V ol(B,(z0)) > Vol(B,(z0)) €.
Es decir, detX (£,€,7,t) > € y € = 2 cuando v — 0. Asf

!’i_r’r(l)detX(f,f, 7,t) = detX (zo, €, 7, t) > €7,

En conclusién, detX(z,¢,7,t) > €7

3. Lanorma del operador inversa X ~'(z, ¢, 7, ) est4 acotada por una funcion
exponencial cuando ¢ — 00, es decir, existen constantes positivas R, r tales
que

(| X' (z,¢70) ||< REEH, (16)

En efecto, la desigualdad (15) implica que d—ea.—(m < €, Por otra parte
sabemos que

_adjX(z;¢,7,t)

T detX (z,e,7t)

Recordemos que cada elemento de la matriz adjunta estd dado como sigue
(adjz;;) = cofactor de z;; = (—1)i*det T;.

XV (z,¢,71)

Observacidn. Si estamos en el caso en que ny. = n, la matriz fundamental
X es, para t positiva y grande, la solucién del sistema lineal

:&=A.'E, é=0, 7=0

Entonces X (z,¢,7) = ﬁ-gﬁu (z, €, 7). Observemos que la matriz X' no depende
de z, lo cual implica que los elementos de la matriz adjunta de X tampoco
dependen de z. Por lo tanto, existen constantes positivas Ry, 7 tales que

“ adi’Y(‘T’f:T’ t) ”S Roeﬂ»

4La expresién adj X (z,¢,7,t) denota la matriz adjunta a la matriz X (z,¢,7,1).
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donde r > max{}_7_; i, Redj | m = 1,...n}. Los mismos argumentos
valen cuando n.. = n y cuando t — —o0,

Para el caso en que existen ambas variedades, K™, R"-, la matriz fun-
damental es, para ¢t grande positiva y para los puntos que no estin en la
variedad estable, la solucion del sistema lineal

i=Az, é=0, 7=0

Esto se debe a que las soluciones de la familia I + 1@, con condicién inicial
fuera de la variedad estable, tienden a la variedad inestable y esto hace
que entren en algin momento a la vecindad donde ¢l campo es lineal. En
conclusion, para t suficientemente grande,

X(z,67,t) = a%—gf‘,(z,e, 7).

Y como la matriz X no depende de z, entonces los elementos de la matriz ad-
junta de X tampoco dependen de 2. Por lo tanto, existen constantes positivas

Ry, r tales que
|| adj X (z,€7,t) ||< Ry€™,

donde 7 > max{}__, ..., Re);|m=1,...n}.

Para el caso en que la condicién inicial estd en la variedad estable, la
variacién de las soluciones de la variedad estable respecto a otra solucién de
csta variedad, es exponencial (ver [PER] pag.110}, a saber,

I X(z,€,7t) ||< K€,

donde K es una constante positiva y Re); < —a < 0. Esto implica que sus
menores (cofactores de z;;) también satisfacen la misma cota. Por lo tanto,

| adj X (z,€,7,t) ||< KE™ < K€

Donde r es como arriba. La matriz derivada de D, X satisface la misina cota,
| D:X(z,€,7,t) ||< K€ Usando el teorema de la Funcién Inversa tencmos

que
|| D X7 (z,¢,7,t) ||< K€t

Sea R = max{Ry, K}, entonces

[| adj X(z, €T, 1)
t

,\’_l(m,f,'ryt) ”= |dctX(,'L‘, €T, )

|H < Re(.wr)t'
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Por lo tanto || X ~!(z,€,7,t) ||< Relr+ot,

4. Como la matriz inversa de la matriz fundamental no depende de z para los
puntos que no estdn en la variedad estable y para ¢ suficientemente grande,
sus primeras k derivadas parciales respecto a = son cero para k < [%1] En
consecuencia,

DXV (z,¢, T, t) iy (z,6,7)) = X V(z,6,7,t) - Dk, (z, ¢ 7) (17)

Denotemos por Z al punto (z,¢, 7). Para los puntos que estdn en la variedad
estable tenemos que

DYX (&, )0, (2)]) = Y ()3(DLX')(3,t)(Dh,)(3) (18)
utv=k

La demostracién de estas igualdades se siguen de célculos elementales.

Para demostrar que el campo & = h(z,¢,7) es de clase C* en el punto
(o, €0,70) # (0, €, 7o), definimos las siguientes funciones en una vecindad
Wizowamo) QUE RO contenga al origen

(7)== [ " Xz 6 )i (g (2 6 7)) (19)
0

Ahora demostraremos que la sucesién {h,,} converge uniformemente res-
pecto a x,¢,7 en la vecindad Vizyen) 8 1a funcién continua h(z,¢, 7) de
la ecuacién (13). Después demostraremos que la sucesién de sus derivadas
converge uniformemente a una funcién b continua, Asf concluiremos que b
es diferenciable y dh = h.

Caso 1. La vecindad Vg, 1) DO intersecta la variedad estable.
Sea § > 0, afirmamos que existe M > 0 tal que para todo m > M se
satisface

lhm =kl = | /,,. " X261, 8) 0 (g 6 )i |

< [NXGan) I llieabioer)
M

5(%) denota las combinaciones de k en v.
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Como 1, tiene soporte compacto, las soluciones con condicion inicial
en la vecindad Vg, (o) entran a la vecindad del campo lineal a partir de
un tiempo finito p. Usando esta propiedad y las desigualdades (14) y (16)
tenemos que

N ; L
“ hm — h ”._<_ RB- D(O)/ e(rn--ﬁ;%l)ldt.
M

En consecuencia,

” by —h ||< d.
Definimos las funciones i%’;n como sigue:
dh d ™ )
—(L—c"-'- = —-a;/ X (a6, t) Wy (gl (.6, 7))dt. (20)
" JO

Ahora vamos a demostrar que la sucesién de funciones {%’l} converge uni-
formemente a la funcion

o) = —1t [ X et Delabfar i
0

Sea § > 0, afirmamos que existe un natural M tal que para m > M se
satisface,

00

dhm T d - T,
Gl 2 [ X e, )84 b

m

Usando (14), (16) y (17) se tiene que X~(z,€,7,t) 1, (g}(2, €, 7)) estd
acotada por una funcién integrable. Con esta propiedad y usando que .
tiene soporte compacto, tenemos que

dh = ©dl.._ e
1o b= 0 [ e ndmen]e
m
m
I [ X e r)Da o it |
M
m
[ 1X7 @ e -1 Datborer) 1

- (2 ,
RB . D(1) / glr+e-AlEIA gy

JM

IN

IN

N
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Tomando g tan cercano a M concluimos que

dhm

” dz ~h “S )

. , k
Anélogamente se definen las k-ésimas derivadas £ y se demuestra que
convergen uniformemente a la funcién

. k oo
hk(xnfv T) = "';;ixi‘/; X"'(:l:,c,T, t) 'tb+(g,‘,(x, €, T))dt' (21)

Caso 2. La vecindad V(z, ¢, €std contenida en la variedad estable.

Sea § > 0, afirmamos que existe M > 0 tal que para todo m > M se
satisface :

Hhm = bl

[ " X6 1) gz 6 )t |

< / I Xz, er) |- | e o e, ) | dt
M 00
< RB.D(0) / gir+o-BlEtgy,
M

Usando la hipétesis [§] - -'-}i > 1, se satisface que r + s — A(§] < 0. Esto
implica que

|| b — b ||< 6.

Ahora demostraremos que la sucesién de funciones {1’{,‘-?} definidas como
en (20), converge uniformemente a la funcién

h(z,€,7) = --(%/; XYz, e,7,t) Wy (g} (z, €, 7))dt.

Sead >0y = (z,¢ ), afirmamos que existe un natural M tal que p;ira
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m > M se satisface,

dhy,
I i

| ﬂ " X7 5, 0 D gl (@))at |
: m

-'II

I

o°%[x-‘(a‘;,t)u'u(yi(ﬂ'v))] dt ||

=11 [ [@x@0 @0 + x-@owsaen]an

00
< / |1 Do), 00 (b0 11+ 1| X G YD) a0 1 ot
< R l)B[/ e(r+c~ﬂ[-'i])¢dt+/ e(r+a~ﬂ["£1+ﬁ)¢d¢]
M
De nuevo usando la hipétesis del teorema (§] — L2 5 |, tenemos que

r+s-f[4] + 8 <0. Esto implica que

dhm

I =+ ~hll<d

Por lo tanto h es diferenciable en todo punto distinto del origen y su
derivada es h. Si (%] - ¢ > k, las derivadas k-ésimas de Ias hy, se definen
coIno sigue

k m
hg)(m,c,r)z-—d‘ik/ XYz, €, t) (g (2, €, 7))dt (22)
0

y la demostracion de que la sucesién de éstas converge uniformemente a hy
se sigue de observar lo siguiente:
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” d*hm
dzk

k 00
= I ] Xz, ) ok, 7))kt |
| [ Exeannsiean] al
“./ [ Z () DEX )z, €, 7, t) (Dl )( gu(:c,c,'r)] dt ||

m o atv=k

~ h ||

< / [II(D"X )€, 7, £) (D ) (gt (, C,T))”]dt
piy= Ic

< Z RD(u)B(%) / elr+o-Al51+But gy
ptv=k

Por la hipétesis del teorema tenemos que r + 5 — ﬂ[-’}] + fp < 0.
Por lo tanto,

k .
dhm—h,,”(&

I
Para demostrar que h es diferenciable en el origen recurrimos a la siguiente
proposicién cuya demostracién no se dard (Ver [COU)).

Proposicién 5

Sea f : R" = R™ una funcidn continua en una vecindad del punto z =a y
supongamos que D, f existe para todo punto x # a que estd en la vecindad y
si ademds lim,_,q Do f(z) = B, entonces la derivada D, f eriste también en
z=ay D,f(a) = B. Esto es, la derivada es una funcidn continua.

Finalmente, el campo h es de clase C' en una vecindad del origen de
R™*? x [0, 1], Este proceso se repite k veces. Asf, el campo h es de clase C*.

Observemos que esto se hizo para eliminar la funcién .., y para eliminar
- valen las mismas constantes s, 7, f.
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Ahora vamos a introducir una métrica que mida la distancia de un punto
A a un hiperplano.

Definicién 10

Sean z = (21, ,2n) y w = (wy,- -+ ,ws) dos puntos en C*. Definimos el
) " T . "

produnto hermitiano de z y w como < z,w >= Zj=, zjw; y definimos la

norma al cuadrado de z como || z ||*=< 2,2 > .

Es inmediato verificar que se satisfacen las siguientes propiedades para
todo z,w, A € C;
) <z+wud>=<z,u>+ <wud>
) <zutud=<z,w>+<z,ud
3) <Azw>=A<zw>
4) <z lw>=A<z,w>
5) < z,w >=<w,z>
6) < Mz, Az >=|| M < 22>
Nz =[] 2|

8) li<zyw>|| <l = |[wll

Definicidn 11
Sea Z € m, esto es, < Z,m >= 0 donde m = (my,--- ,my). Definimos la
proyeccidn del vector (z ~ Z) sobre m como

w <2=Zm>
Proym(2~z)=‘—mg—*

y la distancia del punto z al hiperplano 7w como la norma de la proyecéién
del vector (z — Z) sobre m, esto es,

. <z=-zZ,m>
dzm) = || Proyn(z~2)|| = || ——m—mll
[fm ]|
i< z,m >|| _ || 2 4+ + zama ||
| m || vmi+om?
Observamos que || Proy,(z ~ 2) || = || Proym(z — @) ||, para cualquier

otro punto w € m. Ahora vamos a demostrar que la distancia siempre es la
minima para cualquier punto que tomemos en el hiperplano.
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oy l<z=am>l ezl fm)
I Prowmle == <y e E
Proposicién 6
Sea
&= Az + f(z), f(z) = O(| z |) (23)

un campo vectorial diferenciable en la vecindad || = ||< a. Supongamos que
la coleccidn {My,..., M} de valores propiode la matriz A es hiperbélica y
que todos los valores propios son distintos y satisfacen tener la parte real
distinta de cero, es decir, Red; < 0,j = 1,...m y la parte real de los
restantes es mayor que cero, esto es, Re); > 0,j =m +1,...n. Sea M =
{(0,...,0,2m1,...,z)} N {z € R*/ || z || < a}. Entonces eziste una con-
stante v tal que la accidn del flujo de fase ¢! satisface la siguiente cota

dist(g}(z), M) < K€ . dist(z, M)
Demostracién.

Primero demostraremos la proposicion en el caso en que m = n. Es decir,
cuando todos los valores propios de la matriz A tienen parte real negativa.

Lema 4 Ses
&=Az+ f(z), z€R" ‘ (24)

lzll<e, a>0, f(z)=0(z])
Sea {A1,..., M} la coleccidn de valores propios de la matriz A, Suponemos
que la parte real de A; < 0,5 = 1,... ,n. Existen constantes K > 1,v > 0,
tales que, si p(t) es solucidn de (2), concondicidn inicial  se satisface la
desigualdad '
lp(t) <K€" |zt >0

Demostracién,

La demostracién del lema (1) estd basada en la desigualdad de Gronwall
y en los dos lemas sencillos que a continuacién se presentan sin demostracién.
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Lema 5
Ezisten constantes j1 > 0, K > 1, tales que | € |[< Ke "t > 0.

Lema 6
Sea ¢ > 0. Existe §, > 0 tal que si |z |< 4y, | f(z)|<elz]|.

Sea | = |< & donde 6 = &, /k. Sea () solucién de (2) con condicién
inicial ¢(0) = x y tal que | ¢(t) |< &) en el intervalo maximal (a, §) (después

veremos que esta \ltima desigualdad se satisface para todot > 0.
La solucion () puede ser expresada como(ver [PER])

.
p(t) = etz + /0 €44 f(s)ds,

para todo t en el intervalo de definicién.
Como | ¢(t) |< &, para todo ¢t en el intervalo maximal de dcﬁnlclén,
entonces

t
ot 1<l e+ | -4 (g{s))ds,
Por el lema 1,
¢
| olt) IS Ke™ o | +K [ €079 f(ple) | ds.
0
A su vez, por el lema 2,

t
ot IS Ke™ |2 | +K [ €40G (5| ds.
0
Es decir,
t
|90 < €K | 21+KC [ e p(s) | ds)
0
Multiplicando 1a desigualdad obtenida por el factor € se tiene

¢ | ot < K [ +KC " €% ol | .

Alora haremos uso de la siguiente desigualdad de Gronwall:
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Lema 7 (Gronwall)
Sean u, v funciones continuas no negativas en [a, b] tales que, para a > 0,

u(t) <o+ /‘ v(s)u(s)ds, t € [a,b),

entonces
u(t) < ahv,

Haciendo uso del lema 3 (u(s) = € | ¢(s) |) se tiene que
e | o(t) |< K | x| ehKCd,

Ast, | p(t) < K | z | @Ko,

Sea —v = KC ~ p. Observamos que para que KC — 4 < 0 basta con
escoger apropiadamente la constante C en ¢l lema 3. Por ejemplo, haciendo
C = n/2K, obtenemos —v = —pu/2.

Para terminar s6lo nos resta ver que el intervalo maximal de ¢ es (a, 00).
Para ello basta recordar que si y(t) estd definida en (a, ) y es la solucién
méxima (tnica) en la vecindad u = {y € R*/ | y |< 6;}, entonces y(t) tiende
a la frontera de u cuando ¢ tiende a . Asf, si 8 < oo,

) =‘lgg|¢(t) IS KJ]C‘ < Jl

lo cual es una contradiccién. Asf, § = ooy el lema 1 queda demostrado.
Para la demostracion en el caso general, basta con observar que la distan-
cia de una solucién ¢(t), p(0) = z, de la ecuacién (1) a la variedad M estd

dad por
dist(p(t), M) = max {imi()])

donde 7 representa la proyeccién a la k-ésima coordenada.
Asf , como

[]
(o) 1=l m(@a + [ M p(plsas)|.
0
Sin pérdida de generalidad (dado que los valores propios de la ecuacién son

distintos) podemos suponer que la matriz A est4 en su forma diagonal y por
consiguiente,

| m(e0) <] €% | + | /0 e £y (p(s))ds) | -
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Donde fi es la k-ésima coordenada del vector f(ip(s)). Asi, existen K, i
como en los lemas (2) y (3) tales que

t
| me) |< K€ |y | +K /0 €M) | fi(i(s)) | ds.

El resto de la demostracién es una repeticién con escasas variaciones de
la demostracion dada por el lema (1).

Proposicién 7
Sea ¢ una funcidn diferenciable con soporte compacto, acotada por la cons-
tante 1 y vale uno en una vecindad del origen. Entonces el campo

= 1 - $@)|A(0)z + P(a)[Ale)z +u(z,6)], é =0
z€R" € (R,0)
se anula tnicamente en el origen.

Demostracién.

Ya sabemos que en una vecindad del origen en R™*7 éste es el unico punto

singular, entonces tenemos lo siguiente para (z, €) dentro de esta vecindad:
Seam = mf{‘-”—’l-1 z # 0} > 0. Esto implica que

m|z|<| Az ].

Por otra parte tenemos que

Esto es, para ¢ = m/2 cxiste § > 0 tal que para | z |< § se tiene que
| w(z,e) <m/2 ] z|.De estas dos desigualdades tenemos que para z tal
que | z |< 4,
| wiz,e) |<Kmf2|2|<m|z|<| Az |.

Por lo tanto, para z dentro de la vecindad de radio § y para e suficiente-
mente pequeiia, | w(z,¢€) |<| Az |.

Ahora elegimos la funcién ¢ de tal forma que su sopoxt;e esté contemdo
en esta vecindad de radio 6. Eutonces demostraremos que el producto punto
de los vectores

u= ga)Ale)z +w(z,e)] y v=[1-px)|Az



APENDICE 37

es positivo. Con esto estaremos probando que el dngulo entre estos dos
vectores es menor que 7/2. Esto es suficiente para probar que el campo no
se anula, ya que estamos en la vecindad en la que el dnico punto singular es
el origen y entonces para que existiera otro punto singular, el dngulo entre u
y v tendrfa que ser mayor o igual que 7.

¢(z){l - ¢(2)][(Ale)z + w) - (Az))

¢(z)[1 - (2)][(Ale)z) - (Az) + w - (Az))

¢(@){l - o@)(|}) Ale)z || - || Az || cost+ || w(z,€) || | Az || cosh)
¢(z)[1 - ¢(z)] || Az [ [|] Ale)z || cosé+ || w(z,€) | cosh)

&
o
It

La perturbacién la hacemos lo suficientemente pequeiia de tal forma que
el dngulo formado entre los vectores Az y A(e)z sea menor que 7/2, esto es,
que cos¢ > 0. Usando que | Az | — | w(z, €) |> 0, tenemos que

uv = @)t - 9@ | Az || [l Alede | cost+ || w(z, ) | cost)
> §(a)lt - @) | Az | || Ale)z || cost |[ w(z,€) ]
> 0

Proposicién 8
Sea w una funcidn diferenciable N-plana en el plano coordenado

M={0,...,0,zn41,... ,2n) | z; € R}
y que tiene soporte compacto. Entonces
| Dhu(z) (IS D(k)dist(z, M)N-*
Demostracién,
Primero observemos que
dist(z, M) =|| (z1,... ,2,€7;,0,...,0) ||= max{z; |1 <i< j}.
Como w es N-plana en M, entonces la podemos expresar como sigue

w(z) = Z Y. 2°fi=)

=l lag'=x=1
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Donde 2 = 2% . M tal que a € Z} es un multiindice y f, es un germen
diferenciable. Cualquier monomio ¢® lo podemos escribir como xRz =
2%, ap,op € ZY, donde el monomio x*# sélo contiene productos de fin-
ciones coordenadas que se anulan en R*+, esto es, 2% = z{' - «. 20" y simi-
larmente zo = g™ . 29, Y se satisface ag oy =a.

Sea w; = Ela,d:N +1 2% fa(z) la j-ésima componente de w. Observemos
que

ow; C . :
“ Dzw(m) ” = max{i 'a_z""(m) I/zs] =1, e ln}
3
i %(x) {l, para algin i,j € {1,...,n}.
j
Observemos que
ow; a
1@ s X Dl gy
J ap =~y =N+1

de lo cual tenemos que

| DX, (2, €,7) || D(k) - dist((z,e,7), M)¥*, k<N
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