R\

TiS1S CoN mrerio BscoLAR
FALLA DR ORIGHN

TESIS CON
“FALLX DE ORIGEN

=79 o UNIVERSIDAD NACIONAL
’ m-‘- 8} AUTONOMA DE  MEXICO

i w

"

FACULTAD DE CIENCIAS

ECUACIONES DIFERENCIALES EN LA
TRANSICION SUPERCONDUCTORA

T E S | S

QUE PARA OBRTENER EL TITULD OR:

MATEMATI C A

, n € ] ] N T A

MAR!A DEL PILARB CAYADO

SEBOVIA

PALULTAD DE C‘ENCIA.

=S




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



2y By0t 4
NI M

TN A w0

5 J:

M. en C. Virginia Abrin Batule
Jefe de la Divisién de Estudios meeuonllel dela
Facultad de Ciencias

Presente

Comunicamos

a usted que hemos revisado ¢) trabajo de Tesis:

"ECUACTCNES DTFERENCIALES EN LA TRANSICION SUPERCONDUCTCORA"

realizado por

MARIA TEL PILAR ELU CAYALO

con niimero de cuenta 651166-3 , pasames de la carrera de MATEMATICAS

Dicho trabajo cuenta con ousstro volo aprobasorio.

Direvtor de Tesis
Propietario

Propistasio
Propictario
Suplems
Suplenie

Anstements

4, EN C. SUSANA OROZCO SEGOVIA ,A«»M
4 -

Moen . PATRIC!A GOLOSTEIN MENACHE
M. EN C. UARY GLAZMAN NOWALSKY ()

by
MAT. MATTLDE BARRIOS ZARAGUZA M‘ /

F18. ROBERTO TITO HERNANDEZ LOPE2

Comsejo Depercssssansl & Menmndticas

M. EN C. ALEJANDRC %‘ﬂ]l(’-\




A WIS PADRES

EMETERIO V MARIA LUISA

A WARO




CONTENIDO

I.- INTRODUCCION

I[I.- Capitulo 1. ECUACIONES DIFERENCIALES

III.- Capitulo 2. METODOS NUMERICOS

IV.- Capitulo 3, SISTEMAS TERMODINAMICOS

V.- Capftulo 4. EL MODELO DE DOS FLUIDOS

VI.- RESULTADOS Y CONCLUSIONES.

VII.- APENDICE A




P

INTROBUCCION

En el campo de las matemdticas es el vital importancia el estudio
de las ecuaciones diferenciales. En el mundo en que vivimos nos

las encontramos en los cursos de investigaciones, en los fenémenos
que rodean €1 mundo de hoy.

Las ecuaciones diferenciales son herramientas para aplicaciones en
campos como la astronomfa, ingenierfa, biologfa, quimica,
ecologfa, economia, finanzas, medicina, etc.

Las matemiticas son ulitizadas por todas las ciencian y una parte
importante de ellas en este eentido son las ecuaciones
diferencialea. Est4n al servicio del hombre y de la ciencia.

En la fisica encontramos miltiples fendmenos rspresentados por
medio de las ecuaciones diferenciales. Entre ellas existen
funciones Termodinémicaa cuyas relaciones se pueden establecer a
través de ecuaciones diferenciales.

Uno de los fenimenos més interessntes que estudia la Termodinémica
es el de las Transiciones de Fass, entre ellas la Transicién
Superconductora ha despertado un gran interés.

Fué descubierta en 1911, pero hasta ahora es que empieza a darse a
conocer fuera del ambiente cientifico. 8S8u uso aln no esté muy
extendido,




La corriente en un flujo de electrones, es la electricidad. El
medio por el que fluyen es el conductor, pero parte de la
electricidad se pierde, pues los materiales con que estan hechos
los conductores ejercen resistencia al flujo eléctrico y por lo
tanto algo se pierde,

Los superconductores son materiales que en ciertas condiciones,
permiten el paso  de la energia eléctricidad sin presentar
resistencia al flujo, tienen casi resistencia nula.

Es de mi interés estudiar la transicién Superconductora como un
problema de Condiciones de Frontera.

Los materiales que nos rodean, en forma de sustancias, pueden
egtar en tres fases diferentes:

1) Sélida
2) Liquida
3) Gaseosa

Sufren cambios como son la fusién, la vaporizacién, la
condensacién, etc. Algunas sustancias como el carbono, por
ejemplo, pueden existir como grafito, diamante, etc. y todas ellas
en la misma fase sdlida. Esta transformacidén en un &6lido es
nombrada Transformacién Alétrépica.

En otra fase, liquida, también encontramos que algunas sustancias,

como el helio cuatro, tiene al menos dos formas de liquido:

1)L{quido Normal.
2)Li{quido Superfluido,
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En los aflos de 1911, K. Onnes descubrié que la Resistencia
Eléctrica desaparecfa, cuando la temperatura deciende por debajo
de un temperatura Tc. Con el Mercurio (Hg) observd que pasaba a
un nuevo estado al bajar la temperatura a t<4K que su resistencia
eléctrica era nula. A egte estado se le llama Estado
Superconductor.

La transicidn entre el estado normal y el estado superconductor de
un material se conoce con el nombre de Transicién de Fase
Superconductora y estd asociada a su comportamiento magnético a
bajas temperaturas. La temperatura a la cual el material pasa a
ser superconductor la nombraremos Temperatura Critica (Tc).

En este trabajo estamos interesados en estudiar la Transicién
Superconductores a campo magnético cero plantedndonoloc como un
problema de ecuaciones diferenciales con condiciones a la Frontera.

En el capitulo 1, daremos una introduccién a las ecuaciones
diferenciales con la teoria que utilizaremos en el planteamiento y
solucién de nuestro problema.:

En capftulo 2, 8e dard una visién general de los métodos numéricos
y dando algunos ejemplos de los mismos se verd con mis detalle el
método de Euler o de las tangentes.

El capitulo 3, consta de conceptos de fisica referentes a simtemas
termodinidmicos, capacidad calorifica, calores especificos,
trabajo, entropia, etc. y mostraremos lae ecuaciones diferenciales
que resolveremos mds adelante.

As{ mismo, se plantean las transiciones de fase, transicién
superconductora, superconductores de tipo I y otros conceptos que
utilizaremos en la resolucién de nuestra problemética.
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En el capitulo 4, describimos el modelo de dos fluidos de Gorter
y Casimer y los postulados en el que se basa la teorfa de este
modelo. En este capftulo modificaremos este modelo, partiendo del
hecho de que el sistema se encuentra en equilibrio térmico y que
la variacién en las energias libres del Estado Superconductor y el
estado normal son las mismas.

Resultados y Conclusiones. Quinta y Gltima parte de esta tesis y
en la cual se presentardn los resultados obtenidos en este
trabajo.

Para la solucién de las ecuaciones se utilizé el paquete
Mathematica y se muestra el comportamiento del Aluminjo ya que los
demds materiales superconductores estudiados se comportan de una
forma similar.

En nuestro difas se estd viendo la necesidad de aprovechar al
mdximo los recursos naturales de nuestxro planeta, La Tierra. La
energfa que producimos explotando sus recursos naturales, como por
ejemplo la energfa eléctrica, debemos tratar de utilizarla al 100%
sin desperdiciar nada.

El problema continia abierto siendo de un especial interés para
matemdticos, fi{sicos y cualquier persona interesada en la
aplicacién de los descubrimientos cientf{ficos al mejoramiento de
la vida de los pueblos. Espero poder ‘tontinuar estudiando el
tema, de esta tesis, y cooperar a su aplicacién en la vida
cotidiana.
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1. - ECUACIONES DIFERENCIALES

1.1. ASPECTOS GENERALES

Las ecuaciones diferenciales estin presentes en aplicaciones de
diversos campos de nuestros dias. Estdn presentes en ciencias
quimicas, fisicas, biolégicas, ecolégicas, sociales, etc.

El término de Ecuaciones Diferenciales es introducida por Leibniz
en 1676. Por ejemplo:

y'+ xy =3 ‘ (1)

y'' + Sy’'+ 6y =cosx (2)

Y= (14 yd) (x2+ya) ( 3)

gfg - 8% 0 (4)
-3 =

at?  ax

En las ecuaciones (1), (2), y (3) la funcién esta representada por
"y" y la variable independiente por x, esto es y = y (x).
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Los términos y' vy y'’ en (L (2) y (3) son la primera y segunda

derivada respectivamente de la funcidn y (x) con respecto a x.

En la ecuacién (4) "u" es funcidn de las variables independientes
t y x, eato eg u = u(t,x) con respecto a t y x.

La ecuacidn (4) envuelve derivados pavciales y las (1) (2} y (3)
son derivadas ordinarias.

Una ecuacién diferencial ordinaria es una relacién entre una
funcién desconocida de una sola variable y una o mis de sus
derivadas. Esta relacién a menudo es el resultado de una ley
fisica que conecta cantidades figicas y sus razones de cambio en
términos matemdticos. En fisica, un ejemplo de esto es la Sequnda
Ley de Newton gue establece que la rdpidez de cambio del momento de
una particula es igual a la fuerza que actua gobre ella.

Las funciones que satisfacen la ecuacién diferencial son llamadas
Soluciones. Para encontrar estas soluciones se han desarrollado un
gran nimero de técnicas que determinan sus propiedades
cuantitativas y cualitativas; siendo los métodos numéricos
especialmente importantes cuando la representacién explicita de
las soluciones no puede ser encontrada.

8i en una ecuacién estdn pregentes derivadas o diferenciales
estamos ante una "Ecuacién Diferencial".




Las ecuaciones diferenciales las clasificamos de acuerdo a tres
caracterf{sticas:

1) Segln su tipo.

De acuerdo a esta caracteristica las ecuaciones diferenciales se
dividen en :

a) Ordinarias

b} Parciales

a) Las ecuaciones diferenciales son ordinarias @i contienen

derivadas de una o mds variables dependientes con respecto a una
sola variable independiente.

b) 81 la ecuacién diferencial contiene derivadas de una o més
variables dependientes con 7respecto a dos o mis variables
independientes, entonces tenemos una ecuacion difercncial Parcial.

2) Segln el orden.

Con este criterio las ecuaciones diferenciales se clasifican de
acuerdo al orden de la derivada mayor.




3) Segin su linealidad o no-linealidad.

Si la ecuacidén diferencial contiene a la variable dependiente con
grado uno se dice que es una ecuacién diferencial Lineal. Si la
ecuacién no cumple con 1lo anterior tenemos una ecuacién

diferencial No-Lineal.

Por ejemplo:

-gg- + plt)y = qit) t5)
La ecuacién (5) es lineal.

_gg_t ty"a ( 6)
La ecuacién (6) es No-lineal.
4) Homogéneas y No-Homogéneas.

8i en la ecuacién (5) qit) = 0, la ecuacidén diferencial es
homogénea; si es diferente de cero es no-homogénea.

Si una ecuacién la podemos escribir en la forma:
M(x,y)dx + N{x,y)dy = 0 {7

Decimos que e8 una Ecuacién Diferencial de Variables Separables.




Si también la podemos escribir como:

Mitx, ty) = ME"(x,y) ( 8)

Nitx,ty) = Nt“(x,y) {9)

Decimos que tenemos una ecuacidn que tiene Coeficientes Homogéneos
o simplemente que es una ecuacién Homogénea., Algo importante de
estas ecuaciones es =l hecho de que siempre las podemos reducir a
una ecuacidn de Variables Separables.

Esto es, si f{tx,ty) = t"£{x,y) para algin ndmerc real n entonces
decimos que f(x,y) es una Funcién Homogénea.

Por ejemplo:
f(x:y’ = X - 3 Xy "'Sy

fitx,ty) = tx - 3vtxty + Sty

tx - Bt/;y + 5ty

t[x -3 'xy + Sy] = tfix,y)




En el siguiente ejemplo:

—qp- + ty = 0

La ecuacidn es Homogénea de grado uno y lineal.
8i una ecuacién diferencial se puede escribir en la forma:

dy
dt

Decimos que es una Ecuacion Homogénea no-lineal.

Con s6lo examinar una ecuacién diferencial no es f&cil predecir en
qué intexvalo se encuentra definida su solucifén. El Teorema de
Existencia nos asegura que existe una solucién que contiene un
punto arbitrario en el dominio en el que estd definida la
ecuacién diferencial, y el Teorema de Unicidad nos dice que esta
solucién em tnica.

I.~- TEOREMA BASICO DE LA EXISTENCIA

Sea f(t,y) con valores reales una funcién continua en el dominio D
del plano ty y sea (t,,y,) un punto arbitrario en D .Existe
solucién y(t) de la ecuacién diferencial.

dy
o Tl f(t,y) {10)

Que estd definida en un intervalo I que contiene a t, y el cual
gatisface la condicién

ylts) =y, (11)




II.- TEOREMA DE UNICIDAD

Sean f(t,y) y df(t,y)/dy funciones continuas en D y sean yl(t)
y y,(t) dos soluciones de la ecuacidén diferencial

-%% = £(t,y) (12)

Con los valores de a < t < b. Si Yx(to) = yz(to) para alguna t
t al que a <« t, < b entonces yl(t) = yz(t) para toda t que cumpla
con a < t <b.

A continuacién veremos algunas caracteristicas de las ecuaciones
diferenciales de primer orden.

Analizaremos, ‘'en primer lugar, algunos conceptos bésicos con
respecto a la solucién de las ecuaciones diferenciales homogéneas.

1.2.~ ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

Una ecuacién diferencial de la forma

—-Sﬁ- = {%‘;{-— | (13)
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Si tenemos que h(y) = 1 la ecuacién (13) se puede escribir como

dy
e = g(x) {14)

Y su solucidén se encuentra por integracién
y = Jg(x)dx + C (15)

Si y = f(x) es soluciébn de la ecuaci6n (15), entonces tendremos
para la ecuacién (13) que:

h[f(x)]f'(x) - g(x) (16)

Y tenemos que la golucién de la ecuacién (13) es:

Jh[f(x)]f' (x)dx = Ig(x)ax . C (17)
Donde C es una constante arbitraria

1.2.1,~ ECUACIONES HOMOGENEAS LINEALES
A manera de ejemplo, plantearemos la solucién de una ecuacién

diferencial de primer orden lineal y homogénea.
Si tenemos una ecuacién del tipo de variables separables

dy

s e & o saami




Podemos aplicar los siguientes pasos para encontrar su solucidn:

1.- Encontrar todas las soluciones constantes.

2,- Separar las variables y encontrar la solucidn
implicita.

3.- Encontrar la solucién explicita de 1la solucién
implicita.

4.- Usar los valores iniciales, si los tenemos, para
determinar la constante a sumar.

Si ademds nosotros separamos las variables contenidas en la
ecuacién escribimos

-seraley Y = -ple) (19)

la

P(t) = fp(t)d: (20)




Es la antiderivada de p(t) y tenemos

Injy(t)] = -P(t) + C (21)

Y la golucién explicita es:

y(t) = C exp[-P(t)] (22)

La cudl es llamada Solucién General de la ecuacién homogénea

g}:'- +ptly = 0 (23)
Para 1ilustrar este procedimiento resolveremos por ejemplo la '
ecuacién }
¥ ya -y, (1)
dt

Con condiciones iniciales

y(0) = 2

Solucién:

1.- fly) = y(1 - y) = 0 cuando y = 0, 1, existen dos
soluciones congtantes; y(t) =0 y y(t) =1

10 .




2,- Separacién de variables para obtener la solucién no

constante

1 d_ R R TR 1|4 .
Y i1 - y(erl dty‘t)"[ AT RREARN T FIS AL A
y la solucién imblicita obtenida por integracién es

Infy(t)l - lnll - y{£)l =t + C (2)

4.- Para resolver el problema con valores iniciales t=0
Yy Y = 2 sustituimos en ( 2 )

Inl-3-%:--351 = ln2=0+C vy
C = 1ln 2. y la solucién implicita es

1"'1"—“52(“' =t +1n 2. y entonces tenemos que

y{0) = 2, [1 - y(t)] <0

3.~ Solucifn explicita

-2e% 2el’
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1.3.~- ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN O MAYOR.

1.3,1.~ ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE SEGUNDO ORDEN.

Las ecuaciones de segundo orden son de la forma

2
al) ¥ + bo)§f + ctory = o) (24)

Donde al(t), b(t), cit) y f(t) son funciones continuas en un

2
intervalo no vacio, y el término a(t)ge¥ debe ser diferente de
cero en el intervalo., Si t.,es cualquier punto del intervalo existe
una solucién y(t) del problema de valor inicial en el intervalo y

esa solucidén es tnica.

Al igual que las ecuaciones de primer orden, las ecuaciones
diferenciales de segundo orden pueden ser: '

1) Lineales 6 No-Lineales,
2) .Homogéneas & No-Homogéneas.

Para las ecuaciones diferenciales de primer orden sabemos que

existe una solucién que contiene una constante arbitraria. Como

una ecuacién de segundo orden involucra una segunda derivada. Por
lo general, wserén necesarias dos integraciones para hallar una
solucién; por lo que las soluciones de una ecuacién de segundo

orden contendrin dos constantes arbitrarias. Por ejemplo, la

golucién de:

12
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2
g-%’ = g(t) (25)
dt

t
X
y(E) = Ci + Cat + J [ ["ataras ]ds (26)

Donde Cl1 y (2 son constantes arbitrarias. Para una ecuacién
diferencial de primer orden es suficiente especificar el valor de
la solucién en un punéo. Para obtener la solucién de una ecuacién
de segundo orden serd necesario especificar dos condiciones; por

Ejemplo, el valor de la solucién y(0) y su derivada ggg-en el
punto te para determinaxr una lnica solucién. Estas condiciones son
denominadas condiciones iniciales,

Las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden pueden

escribirse en términos de un operador L{x) a los que le podemos
asociar la representacién de un sistema fisico. Estas ecuaciones

tienen una 4mplia aplicacién en Mec&nica, Teoria de Circuitos,

etc.

Una caraterfistica importante de las ecuaciones diferenciales que
describen un sistema fisico dado en que si se sustituye X por
X + Y en:

2
ad-X b9 4 ex = R(D) (27)
dt dt

Obtenemos una suma de la misma operacién lineal X y Y esto es sea

2
Lix) = ag-g- + bg5— + cx (28)

dt dt

13




Lix + y) = ad{x_+_y) + b{x_+_y) + clx + y) (29)

2

de” dt
Lix + y) = Li{x) + L(y) (30}
Y por otro lado
L{ax) = aL(x) (31)

En un problema mds complicado puede haber mds derivadas y mds
términos en L ; lo importante en si se mantienen o no las
ecuaciones (25) y (26).

Si lo hacen llamamos al problema que describen Problema Lineal y a
la ecuacién (27) la 1llamamos Ecuacién Diferencial Lineal de
Segundo Orden.

La ®olucién de este tipo de ecuaciones también tiene wuna
caracteristica importante. Suponemos que tenemos una solucion X
de la ecuacién

L(x) = 0 (32)

Entonces L(x) = 0 donde ax = 0 también es solucién de la misma
ecuacién, esto es

L{ax) = abL(x). (33)

Supongamos que con algin otro wétodo hemos encontrado otra
solucidn X entonces X + X, también es solucién y tenemos que

14
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X=X + X (34)

Donde X también es solucidén de las ecuaciones

L(x{ =0 y Li{x) =0 (35)
L(xl) + L(xa) =L (xl + xz) (36)

Luego se han encontrado un cierto nimero de soluciones para un

sistema lineal , las podemos sumar.

Por otro lado, si X, es solucién y ax, también lo es cualquier suma
ax‘ + ml(.2 de estas soluciones xl Y xé es también solucién,

Si podemos encontrar tres soluciones encontramos que cualquier
combinacién de las tres soluciones ea también solucién. Resulta
que el nimero de soluciones independientes que hayamos obtenido
para la ecuacién lineal de segundo orden es de golamente dos. Esto
es, sl tenemos una ecuacién diferencial de segundo orden, hay solo
dos soluciones independientes y tienen asf la solucién més

general,
Supongamos ahora que:

L(x) = F(t) (37)

15




Y que X es solucién de esta ecuacién diferencial entonces:
Lix, +x ) = Lix) + L(x]) = F(t) + 0 = F(t) (38)

Por lo tanto a la solucién de la no homogénea le podemos sumar la
soluciébn homogénea y también tienen una solucién.

Otra caracteristica importante es la de la superposicién de las

goluciones. esto es que

L(x‘) = Fa; L(xb) = Fb; (39)

L(x_ + X ) o= L(x‘) + L(xb) = F‘(t) + Fb(t) (40)

b

Esto es la solucién para la ecuacidn

L(x) = F;(t) + Fb(t) (41)

Es la suma de las soluciones

L(x) + Lix)
a8 b

Esto es si tenemos un elemento no homogéneo muy complicado lo
podemos separar de una manera conveniente en la suma de partes
separadas.

16
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En fisica existen un importante nimero de ecuaciones lineales en
las que son aplicables estos conceptos, tales como las ecuaciones
mecdnicas de un oscilador compuesto por masas y resortes y sus
anblogos en circuitos lineales; las ecuaciones de Maxwell vy
ecuaciones que aparecen en mecédnica cudntica. Lo que resulta de
que las leyes fundamentales de la fisica son a menudo lineales.

1.4.- APLICACIONES

A manera de ejemplo veremos la solucién de un problema de un
circuito eléctrico con una ecuacidén diferencial de primer orden y
un oscilador mecénico con una ecuacién diferencial de segundo
orden.

A) NODELO MATEMATICO DE UN CIRCUITO ELECTRICO

El siguiente modelo matemdtico resolverd el problema de encontrar
la variacién del flujo en una bobina con el nicleo de fierro.

El equipo de experimentacién coneiste de una bobina, un voltimetro
y un ohmmetro, una resistencia variable, una bateria y un ewitch.
Por la ley de Ohm, el voltaje decrece al pasar la corriente al
pasar por cada elemento del circuito y la caida del voltaje debida
a la resistencia es: °

V. =R.I;
res

17



Y 1la caida de voltaje en la bobina es:

vlml= g?-
Donde
V : Voltaje de la resistencia

Resistencia Total del Circuito
Corriente

" Voltaje de induccién

| < -

Flujo Magnético
De acuerdo con la ley de Kirchhoff tenemos que:

La suma de la caida del voltaje a través de la bobina y la
resistencia, deberd ser igual al voltaje de la bobina

Ve* Vg =B © g?_ + RI =« E
I: Corriente eléctrica
E: Voltaje de la bobina
También sabemos que el flujo es proporcional a 1la corriente
eléctrica,

¢ = LI

La constante de proporcionalidad es la L
L: Inductancia de la bobina

18




De todo lo anterior podemos ya escribir la ecuacién diferencial

para un circuito en series es:

é- + Rl = E (1)

Volviendo a nuestro ejemplo de la variacién del flujo de 1la
bobina., Los elementos del circuito est&n conectados en serie con
el switch abierto y entonces el ohmmetro mide la R (resistencia)
la variacién de la resistencia., Una vez que esto se ha realizado,
se cierra el swicth (t=0), entonces I1(0} = 0 y la solucién de la
ecuacién diferencial , (1), es

e-Rt/L

1) =-E- - )

$(c) = LI(t) = T2 - o RE/L,

i) ek - RIE) - ge RE/L

Y sacando logaritmos a ambos lados tenemos

In -3¢ © -wme- B

19




B} MODELO MATEMATICO DE UN OSCILADOR MECANICO,

El modelo Matemdtico que veremos a continuacidén resolverd el
problema de un simple oscilador mecdnico. E1 modelo serd una
ecuacién diferencial lineal de segundo grado.

Consideremos una masa (m) suspendida por un resorte sgoporte
vertical. Sea lo la longitud del resorte sin soportar la masa m,
o sea en su estado natural. Al colgarle la masa el resorte se
alagard siendo su nueva longitud lel y aplicando la ley de Hooke
tenemos que la tensidn en el resorte es directamente proporcional
a su extensldn y estara dada por:

kl = mg ‘ (1)
siendo g una constante gravitacional y k la constante del resorte.
Cuando comenzamos el experimento serd un tiempo inicial (te y la
masa se encuentra desplazada ye unidades de su estado de
equilibrio y tiene una velocidad de vo.
La distancia en un tiempo t esta representada por

y = ylt) (2)

Siendo y la distancia del equilibrio. La extensisn del resorte en
ese mismo tiempo t es:

1 + y(t) (3}
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Y la ley de Newton nos dice que:

La Razén de cambio hacia abajo es igual a la Fuerza Neta hacia
abajo. O sea

-gﬁ[m-gg(n)]=mg-k[1+y(t)1 (4)
Por (1) y haciendo y = y(t) obtenemos
2
t

2
m g = - Kkl o m-ge¥-okl=o (5)

El problema es encontrar el valor de 1los coeficientes
constantes de la ecuacién diferencial de segundo orden (5) y
también teniendo el cuenta las condiciones iniciales:

ylto) = yo y v(te) = g{- (to) = vo (6)

Integrando la ecuacién ( 5 ) tenemos:

y = Aseny k t + Bcosy¥ k t

y(to) = Yo = RsenV k t + Bcosy k t = A.1 + B.O

Yo = Al =m=zszsszssa=d A = Yo

vit) = veo =-g¥-(to)--l ksen”yY_ " kt+B k cosW kt

21

i A ok




e A

En el siguiente capitulo de la tésis

veremos los conceptos

necesarios para comprender el planteamiento del problema que

nos interesa regolver.
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. -+ METODOS NUMERICOS

2.).. ASPECTOS GENERALES

Una ecuacién diferencial no siempre tiene una solucién y a veces,
cuando existe, no es facil de encontrar una foérmula explicita en

términos de funciones elementales que satisfaga la ecuacién.

Muchas ecuaciones que representan fendmenos fisicos no tienen una
golucidn explicita y usamos, para encontrar su solucién, el Método
Numérico

2,2.- METODO DE EULER

Entre los métodos numéricos mds sencillos estd el de Euler 6 método
de las tangentes. Para ilustrar el uso de un metodo numérico
veremos a continuaci6én los fundamentos de este metodo. '
Utilizaremos las notaciones y'= -gx-- indistintamente.

Supongamos la ecuacién:
y' = fix,y)
Con la condicién inicial y (xg) =y,
Sea h un incremento positivo sobre el eje de las x, entonces

podemos encontrar un punto

{x1,y1) = (x0 + h,yl) { 1)




Que estara sobre la tangente en (xo,yo) a la curva de la
solucién desconocida. También de la ecuacidén de una recta que pasa
por un punto dato tenemos que:

X, -y
-----} ----- O eaa = y' ( 2)
0
x + h) - X,
s}
Y, = Yot hy’o ( 3)

51 hacemos X=X, o+ h, entonces el punto (x 1Y & sobre 1la

tangente es una aproximacién del punto (xl,y(xf) de la curva
solucién. Cuanto mis pequefla sea h, mayor la aproximacién a la
solucién.

Suponiendo que h es constante, podemos escribir la siguiente
sucesién de puntos:

(xl.yl, (x 4y YRR , (% W a

Que son aproximaciones de los puntos:

(xl,y(xf),(x 2y(x 5). ----- s (% ':Y(" ))‘.

Si usamos (xl,y:Q podemos obtener el valor de y 2 Que es la
ordenada de un punto sobre una nueva tangente. Tenemos que:




-..}i.---- = yi ( 4)
S

Y2= Y]’+ hyll (5)

y, =y, + hf(.‘(ly%L {6)

Y en general tenemos:

Yn& Y n+ hy’ n (7)
=Yn+hﬂxdy3
Donde Xpow X 4 nh { 8)

A manera de ejemplo resclveremos la ecuacién:
dy.= 2xy
dx

Con condicién y (1) =1

Obtengamos una aproximacién de y (1.5) usando h = 0.1 y h = 0.05.
Yool ¥ o hE(x 4y )

Ynid ¥ o h3xy)

Para h = .1




yl = yo * '1(2(xoyo,

1+ .1(2) (1) (1)
1.2 ss=ss==szsa>  y(l.1) = 1.2

Para h = 0.05

y, = 1 + (0.05) (2(1) (1)

= 1.1
y, = 1.1 + (0.05)[2{1.05) (1.1)]
1.2155
TABLA 1 METODO DE EULER CON h = 0.1

X Y valor real error X de error rel
n n
1.00 1.0000 1.0000 0.0000 0.00
1.10 1.2000 1.2337 0.0337 2.73
1.20 1.4640 1.5527 0.0887 5,71
1.30 1.8154 1,9937 0.1784 8.95
1.40 2.2874 2.6117 0.3244 12.42
1.50 2.9278 3.4904 0.5625 16.12

Otros métodos numéricos éon el método de Range-Kutta y el de
Taylor de tres términos.




2.3.- METODO DE RANGE-KUTTA

Veremos un ejemplo para iluscrar el método de Range-Kutta usando

Yoo = Yo #i(k +2k 42k vk ),
6 b 2 ) 1

k‘= hf(xn'yn)

Pt
=

1
kz- hf(x“ﬁh, Y, *;

(TR
_

1
k,= hE(x i,y o+ ]

k4= hf(xn+ h,y"* k,’

Sea:
y' =2 xY

Con la condicién de
y (1) = 1 ;

con h = 0.1

Usemos el método de Runge-Kutta para obtener una aproximacién de

y(1.5) para la solucién de

y = 2xy
y(l)=1
h =20,1




SOLUCION: Como ilustracién, hagamos los cdlculos para el
caso n = 0. De (3) obtenemos

k = (0.1)f(xmy0)
= (0.1)2x0yD
= 0.2,

1 1
k.= (.01)f(x0+ 5(0.1), Y, + 5(0.2))

= (0.1)2(x0+
= 0.231,

20.1), v+ 3(0.2))
1 1
ko= (0.1)E(x+ 3(0.1), y_ + 3(0.231))

= (0.1)2(x+ %(0.1), y, + 5(0.231))
= (,234255,

ky= (0.1)£(x+ 0.1, y +0.234255)
= (0.1)2(x+ 0.1) (y, + 0.234255)

= 0.2715361,
Y por lo tanto,

1
Y=Yt (kl+2k2 1»2)(:| +kJ

=1 + % (0.240.231) + 0.234255 +0.2715361)

= 1,23367435

8i redondeamos este valor a las acostumbradas cuatro cifras
decimales obtenemos

y,= 1.2337




TABLA 2 METODO DE RUNGE-KUTTA CON h = 0,1

x Y, valor  real  error % de error rel.
1.00 1.0000 1.0000 0.0000 0.00
1.10 1.2337 1.2337 0.0000 0.00
1.20 1.5527 1.5527 0.0000 0.00
1.30 1.9937 1.9937 0.0000 0.00
1.40 2.6116€ 2.6117 0.0001 0.00
1.50 3.4902 3.4904 0.0001 0.00

A continuacidn veremos los fundamentos fisicos necesarios para el
estudio del problema que nos interesa resolver.

vt st




3.1.~ SISTEMAS TERMODINAMICOS

Un Sistema termodindmico puede ser descrito en términos de las
variables ftisicas que 1lo representan, sus variables
termodindmicas. Estas son un conjunto de atributos macroscépicos
suceptibles de medirse experimentalmente. De estas variables solo
un subconjunto de ellas serdn independientes; las demds, estardn,
relacionadas con las otras a través de una ecuacién de estado.

Un estado termodini&mico de equilibrio es aquella condicién de un
sistema, para los cuales han sido asignados valores numéricos a las
variables que los describen., Definiremos un proceso como el
mecanismo mediante el cual un sistema cambia de estado. Si en todo
momento durante el cual ocurre el proceso podemos definir
inequivocamente el estado termodfnamico del sistema, diremos que el
proceso es reversible,

La termodimimica clésica solo trata de sistemas que se encuentran

en un estado de equilibrio,“’ esto es las variables

termodindmicas tienen valores definidos Que permanecen
constantes, mientras no s8e modifiquen las condiciones
externas. Los cambios que sufren las variables del sistema
debido a las interacciones con sus alrededores deben ocurrir

en condiciones de equilibrio. Bn este caso diremos que el

proceso que nos interesa describir resulta de una sucesién de

estados de equilibrio o que es un proceso cuasiest&tico.




Consideremos un sistema cuyos estados de  equilibrio estdn
descritos por una pareja de variables X y Y y la temperatura
(8) . Sea la ecuacién de estado del sigtema:

e =f(X, YY), (1)

Un proceso cuasiestdtico mediante el cual variamos X por una
cantidad dX puede ser descrito calculando la diferencial total
de X,

ax ax
dx = [-59-]0 dy + [-Bé-}y da, ( 2)

La cual describe el cambio dX cuando las variables independientes
Y y 6 sufren un incremento dY y d6. En un espacio de estados X y
Y entre dos puntos cualesquiera, Pl y P2, podemos tomar una
trayectoria que represente un proceso entre ambos estados , la
cantidad

d'W = XdY (3)

Representa el TRABAJO efectuado sobre el sistema. Siendo el
trabajo total el drea bajo la curva en cuestion, La energfa
interna de un sistema puede ser modificada realizando una cierta
cantidad de trabajo & tranemitiendo una forma de energfa no
mecdnica llamada CALOR, La primera ley de termodinémica establece
que para un proceso infinitesimal que ocurre en un sistema dado




du = d'Q + d'W ( 4)

Donde las d's representan diferenciales inexactas, esto es tanto W
como Q dependen de los estados inicial y final y del proceso
seguido. En los procesos reversibles dW (el trabajo) se relaciona
con las variables de estado del sistema a través de la definicién
de trabajo y en ese caso la d'Q (calor) se relaciona con éstas a
través de la expresién de la Primera Ley de la termodindmica,
esto es:

du = d'Q +ixd¥ ( 5)

Esta ecuacién permite calcular la cantidad de calor absorbida: o
cedida por el sistema cuando sufre un proceso que cambia la
energfa interna una cantidad d4u.

Una de las cantidades m&s importantes utilizadas en el estudic de
las propiedades térmicas de un sistema es la CAPACIDAD CALORIFICA
que se define como el cociente entre la cantidad de calor
necesaria para elevar la temperatura una cierta cantidad y el
incremento de temperatura 4T esto es

dl
€= a@g' ( 6)




Siendo C una cantidad que al igual que d'Q depende del proceso
mismo. La Capacidad Calorifica por Unidad de Masa es llamada
CALOR ESPECIFICO.

Si un sistema absorbe una cantidad infinitesimal de calor d'Q
durante un proceso reversible se define 1la ENTROPIA (S) como
la funcién cuyo cambio infinitesimal estd dado por:

Donde T es la temperatura expresarda en Kelvin.

La Entropfa de un sistema es funcién de las coordenadas
térmodindmicas y su cambio es igual a la integral de:

I dQ
T

Entre los estados terminales, integrada a través de cualquier
trayectoria reversible que conecte lo8 dos estados. Esto es, el
cambio de Entropia es independiente del proceso y solo depende de
los estados inicial y final.

Definiremos la funcién de Gibbs G = G (X,T) llamada energia
libre, relacionada con la Entropfa y la Capacidad Calor{fica de la
siguiente manera:




La funcién de Gibbs, también es 1llamada Energfa Libre y es
particularmente importante en el estudio de los cambios de fase.

3.2,~ TRANSICIONES DE FASE

Las transiciones de fase m#és conocidas son las de fusién,

vaporizacién y sublimacidn, en estas transiciones, la temperatura

(T) vy la presidén (P) permanecen constantes mientras que 1la

entropia (S) y el volumen (V) cambian. Estas transiciones se
conocen como Pransiciones de Fase de Primer Orden porque las

derivadas de primer orden de la funcién de Gibbs cambian

discontinuamente. Esto es:

dG= -SdT + VdP , (10)
a6
s - [ar] , (11)
P
86
v o= (-5;-,- }T (12)




La entropia y el volumen del sistema tienen cambio disccntinuo a la

temperatura cricica, como se muestra en las

-($3), (5,

Phase (i) Phase (f)

|
|
|
L

7

Phase (i)

figuras l.a y 1l.b,

]
Volume
|

Phase (f)

L

oy

Figura la

-39

Figura 1b

misntras que otras cantidades relacionadas con las derivadas de
sagundc orden, cemo la capacidad calorifica; B la expansidén
vclumérrica. (la variacién del vclumen con la temperaturaj; y «
la comprasicilidad isotérmica (la variacidn del volumen con la

presién! definidas como:

G, - 1[5
P aT P

B = 1/v[ :‘; ]p

(13)

(14}




k=) (15)
ap .

Son infinitas & la temperatura critica como se muestra
esquematicamente en la figura 2a y 2b. Esto ocurre porgue la
transicidn se realiza a pres:iin y tamperatura constante, miancras
que el volumen y la entrcpia tia2nean un camblo finito,

Cr | Heat capacity

pd § Toe

Phase (i) Phase (f)

Phase (/) /

Phase ({)

Figura 2a Figura 2b

En contraste hay otros cambios de fase en los cuales la entropia y
el volumen son los mismos al comienzo y al final de la transiciénm,
en tales cambios de fase, la temperatura, la presién, la funcién
de Gibbs, la entrcpia y el volumen permanecen constantes. Por otro
lado cantidades £i{sicas relaclionadas con las derivadas de segundo
orden tales como:




C/T = [ as. ] - -a/aT[ 3. ] - -a%/ett ;. (16)
P aT

. aT
BV = ( av. ] = +r3/0'f( 2. ] = 520/5T/apf (17)
ar T a2
y KV = [ av_ ]r - -3/39[ 4. ] = %o/ (e
ap ap

Tienen cambics finitos, por lc que diremos que la transicién zs de
sagurdo osrden. La variacidn de G y S con la temperatura se muesira
er. las figuras 3.a y 3.b.

G . ', _(%_g)’ ﬁ\ |

\
Gibbs function g Ent!lopy

Phase (i) Phase (f) Phase (i) Phase (/)

SY

Figura 3a - Figura 3b

=Y




Hagsta ahcra se ha encontrado experimentalmente que la dnica
transicién que reune estas caracteristicas, es el cambio de la
superconductividad a conductividad normal a campo magnético cero.
Otras transiciones también muy interesantes no son discutidas en
esta ctesis. Se puede distinguir entre diferentes tipos de
transicicnes con la grifica de capacidad en funcién de 1la
tamparatura, como se muestra en las figuras 4.a y 4.b.

First order Second order
Crd

o9

M |

Cr ﬁ\

Sy

-
T

figura 4a Figura 4b.




3.3.~ LA TRANSICION SUPERCONDUCTORA

La superconductividad fue descubierta por un fisico Holandes, H.
K. Onnes en 1911, quien encontrd que el mercurio perdfa toda su
resigstencia al flujo de la electricidad cuando se enfriaba a una
temperatura de aproximadamente 4 K , antes de esta fecha no habifa
forma de eliminar la resistencia inherente de un material, ni
siquiera en los mejores conductores, en 1los que se llega a una
registencia residual si se disminuye la temperatura, atribuida a
la presencia de impurezas. En un conductor, un impulso de
corriente eléctrica se atenuard rapidamente hasta desaparecer
debido a la resistencia, mientras que en un superconductor la
corriente podrfa fluir por siempre. Este fenémeno se encontrd
también en otros materiales que se comportaron como
superconductores al disminuir su temperatura por debajo de un
valor critico Tc; sin embargo las aplicaciones pricticas de este
descubrimiento se mantuvieron restringidas debido a 1las bajas
temperaturas necesarias y a que la superconductividad es destruida
cuando hay un campo magnético presente de cierta intensidad.
Durante mucho tiempo solo s8e encontraron materiales con
temperaturas criticas de unos cuantos Kelvins, hasta que en 1986,

A. Miller y G. Bednorz sintetizaron un material cerdmico con
temperatura critica de 30 K, a partir de ahise inicié una carrera
por descubrir materiales con temperaturas criticas cada vez mis
altas (135 para superconductores basados en mercurio).
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Cuardo un superconductor se coloca en un campo magnético H y es
mantenido a una temperatura ccnstante menor que la Tc y si el
campo magnético se aumenta a partir de cero, el .material
permanecerd superconductor hasta que el campo magnécico alcanza un
valor critico Hc y el material vuelve a ser normal. Si el campo
magrnético se reduce , la transicidn superconductora se presenta
al misme valor Hc. La magnitud del campo cxritico depende solo de la
temperatura, entonces Hc es una funcion de la temperatura como se
muestra 2n la figura 5. La curva divide al plano H-T en dos
ragiones , superconductora y normal. La relacidn entre el H3c y la
T es la siguienre:

<

Dcrde Ho es el campo critico a la  temperatura del cero
abscluto.

Normal

Superconducting

FIgura 5
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En los superconductores en presencia de un campo magnético se
presenta un fendémeno conocido como efecto Meissner. Este consiste
en que el campo magnéético no penetra en el interior del
superconductor. En los superconductores llamados de tipo I , el
efecto se presenta de manera completa para valores de H menores
que He. En los superconductores de tipo 1I se presenta el efecto
Meissner incompleto cuando el campo magnético tiene un valor entre
Hel < H < He2. Si el campo magnético aplicado es mayor que He2 el
material vuelve al estado no superconductor.

La transicidn superconductora a campo magnético cero, es una
transicién de fase reversible de segundo orden, mientras que en

presencia de un campo magnético existe un cambio finito en la
entropfa a Te, por lo que la transicién es de primer orden.

Se define la funcién de Gibbs magnética como'?

G=U-"TS - HM (20)

Donde la H es el campo magnético y M la magnetizacién del sitema.
Derivando (20) obtenemos:

dG = dU -~ TdS - HdM - SdT - MdH (21)

Siendo

TdS = d‘Q
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Y de las ecuaciones (3) y (4) se obtiene que

TdS = dU - HdM,

La ecuacién (21) se reduce a:

dG = - SAT - ‘MdH

Con T y H constantes, daG =0 y

Gs = Gn

Donde los subfndices s y n ee refieren

superconductora y normal,

A una temperatura T + dT y con un campo magnético H + dH

Gs + dGs = Gn + dGn
dGs = dGn
Y por esto,
83dT - MedHc = SndT - MndHc

De donde obtenemos que
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De relaciones electromagnéticas se tiene que:

VHe

M - Ms = O + i (27)

Y finalmente podemos escribir la ecuacién (26) como

- ,gtlf- = 4n_§'.‘:__$§_ (28)

dT Viic

El valor de la derivada de Hc es obtenido de la curva de He(T).
3.4.~ CAPACIDAD CALORIFICA DE LOS SUPERCONDUCTORES DEL TIPO I

El comportamiento  de la capacidad calorifica en la fage
superconductora es completamente diferente del comportamiento en
la fase normal . De los resultados experimentales es posible
determinar la diferencia entra la capacidad calorifica en el
estado normal y el estado superconductor. También podemos obtener
esta diferencia de resultados termodinamicos. A partir de la
ecuacion (28) podemos mostrar que en la transicién superconductora
la diferencia de entropias entre el estado normal y el
estado superconductor:

§,- 8- ( V/4n JH_ (d Hc/dT) : (29)

n

Diferenciando ambos lados con respecto a la temperatura Yy
multiplicando por la temperatura se obtiene que:

T(dS,/4T) - T(dS,AT) = - (VI/am) (a/dm) (K, (dH am))  (30)
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Esto es, la capacidad calorifica por unidad de masa serd:

¢ - ¢ = (vI/an) (d/dT) [H (dH /dT)] (31)
[] n c [o]

Esta ecuacidén nos copnduce a una ecuacidén diferencial de
segundo orden no-lineal . Integrando la ecuacién (31) desde
T= 0 hasta T = Tc obtenemos

T

c 0

[ (€® - c")dr = (v/4n)[ Td[Hc(dHc/dT)] (32)

0 H0

El lado derecho puede ser integreado por partes. El primer término
de la integracién se desvanece y el segundo término nos conduce a
que:

]Tc[c' - c"]dT = vi fen (33)
0

y Ho- /(en/v)r" [c *- C"]d’l‘ (34)

Coincidiendo razonablemente bien con los resultados obtenidos
experimentalmente para algunos superconductorss como el Vanadio.

En la capacidad calorifica de un material podemos considerar dos

contribuciones: la de la red formada por los iones carqgados
positivamente y la de los electrones. La capacidad calorifica de
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la red no se modifica al pasar al estado superconductor, mientras
que a bajas temperaturas el calor especifico ¥de 10s electrones.
en el estado normal es proporcional a 1la tempertaura y en el
estado superconductor varia como la exponencial del inverso de
la temperatura,esto es:

C =T (35)

ae-ch/T

3 ' -
¢ /T = (36)

Donde 7y es la constante de Sommerfield. La diferencia entre estas
dos cantidades puede ser determinado experimentalmente y se usa
como un pardmetro que sirve para determinar el grado de
aplicacién de las teorias a los resultados experimentales.

En el siguiente capftulo plantearemos el problema de la transicién
superconductora y utilizaremos el modelo de dos fluidos,
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4.1.- EL MODELO DE DOS FLUIDOS

Una de las teorfas fenomenolégicas que se desarrolld para explicar
la superconductividad es la del modelo de dos fluidos de Gorter y
casimer, '’ esta teorfa se basa en los siguientes postulados:

1) El gas de electrones en el superconductor tiene dos
componentes. Una estd desprovista de entropfa y es responsable de
la supercorriente. Este es el estado base del sistema.

2) La otra componente se comporta como el gas de electrones normal
y ocupa los estados excitados del eistema, los cuales estén
separados del estado base por una brecha de energfa.

3) No hay interaccién entre las componentes y la fraccién
superconductora (1 -x), aumenta a costa de la fraccién normal x,
cuando la temperatura decrece abajo de la temperatura critica.El
modelo consiste en suponer que cuando la temperatura del sistema
desciende por debajo de la temperatura critica, los electrones
comienzan a caer en el eatado base, y el proceso se completa a 0 X
cuando todos los electrones estan en el estado base.

Este modelo no requiere conocimientos de las propiedades
microscépicas del estado base o del mecanismo de su formacién .
Sin embargo tuvo éxito al describir algunas de las propiedades del
sistema.




Gorter y Casimir propusieron una energfa libre para el gas de
electrones de la forma,

alx,T) = x"*g (T) + (1 - x )g (1) (1)
Los términos gn(T) Y9, (T) fueron tomados como:

g,(T) = T ( 2)

g.(T) = -8 congtante. ( 3)
Minimizando G(x,T) con respecto a x, para T fija,obtienen
T }4
«of -3 (o
(]
Y un calor especi{fico superconductor igual a:
T }3
C. - 31Tc(-i.;) (5)
Este resultado se aproxima al resultado experimental en la medida
que el exponente 1/2 que aparece en la ecuacién (1) fué ajustado

para tal efecto, Yaunque no hay ninguna justificacién fsica para
suponerlo de este modo.




4.2,~- MODIFICACION DEL MODELO

En este trabajo partiremos de la idea inicial del modelo de dos
fluidos, suponiendo que el gas d2 electrones estid formado por dos
componentes: la de los electrones normales y la de los electrones
superconductores. A diferencia del modelo que se describié
anteriormente, supondremos que ambas componentes contribuyen a la
entropfa del sistema y a una temperatura dada tenemos una
fraccién de electrones suparconductores W(T) (nimero de
alectronas supercenductores/ ndmero de electrones totales) y
ura fraccién 1 - wi(T) de elecircnes normales. La €uncién W(T) es
centinua 2n el intarvalc [J,tc! con la condicidén que:

wiTe)p = 0 { 8)

wi(0) = 1 (n

Como se muestra en la figura 1,

4y )
[\

figura 1.




Considerando que el cambio de fase a H=0 es de segundo orden, se
imponen las condiciones de continuidad sobre cada una de las
fases, de tal manera que s8i gn(T,0) y gs(T,0) son las
funciones de Gibbs de los electrones normales y los electrones
superconductores respectivamente, se satisface que :

gn(Tc) = gs(Tc) {8)
¥ la continuidad de sus primeras derivadas implica que
la entropia del estado normal y el estado superconductor a la
temperatura critica:

8a(Tc) = 8e(Tc). (9

Supondremos que el cambio entre una fase y otra se da en
condiciones de equilibrio termodindmico de tal manera que:

dlwgs] = d({1 - w) gn] (10)
Por lo que:
;i- (q-].d'ro 3;‘4..9.],& . ;3(“ - 0)9-].61‘0;:((1 . u)p]'dll (11)

a H constante e igual a cero:

e A




‘-‘--[ug-] . ‘-’--{u - u)gn] (12)
dT daT

De donde resulta que:

wgs = (1 - wlgn + C (13)
Y que
2 2
Ce = - -T‘.’-g!- - 335-[ (1 - wan + c] (14)
ar

La teorfa BCS™’ calcula la contribucién electrénica al calor

especifico en el estado superconductor. Prediciendo un
comportamiento exponencial, debido a la excitacién térmica de las
cargas a través de la brecha de energia que separa los dos
estados, que se puede ajustar a bajas temperaturas a la relacién

(15)

Mientras que el calor especifico en el estado normal es calculado
a partir de un modelo de gas de electrones Qque se wmueven
libremente, como'®

Ca = 3T (16)
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Usando las relaciones diferenciales entre el calor especifico, la
entropfa y la energfa libre expresadas en las ecuaciones (8),(9)
del capftulo 2 y a partir de las funciones (15) y (16) se pueden
calcular 8s, gs, 81, Y gn con 4 constantes por determinar. Las
derivadas de cualquier orden de la funcibén exponencial (15) son
iguales a cero en T = 0 y su desarrollo en serie es una suma de
ceros; por lo que la entropfa y la funcién de Gibbs en el estado
superconductor se calcularon numéricamente con el paquete
Mathematica. Los detalles de este cdlculo se muestran en el

apendice A.
Encontramos w(T) resolviendo la ecuacién (24) con las
condiciones (6), {7), (8) y {(9) e imponiendo la condicién

adicional de que w(T) debe ser una funcién continua en todo el
intervalo [0, Tecl.

En mediciones del calor especifico en superconductores s&e
distinguen contribuciones como las eiguientes: 1) términos que &e
identifican con las vibraciones de la red 2) Un término
exponencial que sge agocia a los electrones superconductores,
En muchos superconductores de alta temperatura @e ha podido
determinar en mediciones a bajas temperaturas y a campo magnético
cero la existencia adicional de un término lineal“’, el cual ge
puede atribuir a una transicién superconductora incompleta; por lo
que en principio el modelo que hemos presentado puede ger aplicado

A St A B S0k haste g AT AT 1 40N




A este tipo de superconductores. Sin embargo en esta trabajo nos
restringiremos a aplicar el modelo en algunos materiales en los
que la funcién (15) y los pardmetros a y b estan determinados
entodo el rango de temperaturas entre (0, Tc).

El modelo se aplica en los materiales que se muestran en la tabla
(&)
I.

TABLA I
MATERIAL «Te ”“:“ o2 a b
Aluminio 1.20 3.4x10"* 6.9 1.28
Vanadio 4.89 22x10"* 9 1.5
Estafio 3.74 4.4x10"" 9 1.5
UsMn 2.21 2.36x10"* 10.13 1.534

Los resultados pe mostrardn en la siguiente seccién de esta Tesis.
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RESULTADOS

Solucionando la ecuacidén (14) del capitulo 4 y con las condiciones
en T=Tcy T= 0 encontramos que:

wit)= 7’I‘c2(1-’1‘2/’1‘cz)/2 + [I2 (Pc)-I1 (Te) Tec + 2B] (1 - T/Te)

~X2{T) -y TcT+3T2/2 (1-T*/T2) + [12!Tc) +2B] {1-2T/Te) - X1 (Te) Te [1-3T/Te]

pDonde: (1)

Ir: Integral de la Entropia.
I2\ Integral de la Energfa Libre.
B: Energfa libre en el estado normal T = 0.

B es un pardmetro que podemos variar en un intervalo (Bmin,Bmax)
en el cual w{T) es continua.

Bain Y Bsax 8e calcularon igualando a cero el denominador de la
ecuacién (1) ycon T = 0y T = Tc respectivamente. Para valores

de B fuera de este intervalo, obtenemos un polo en w(T) entre

[0,Te] que no tiene sentido fisico.
La Entropfa en los estados normal y superconductor est& dado por:
gn(T) = 9T + Iz2{tc)/Tec - I1(Te) + 2B/Te { 2)

88 (T) = I1(T) + ¥Tc + I2(Te)/Te ~ 2I4{Te) + 2B/Te (3)




La funcién de Gibbs en ambos estados es:

gn(T) = -yT%/2 - [I2(Te)/Te - I1{Te) + 2B/Tc]T + B { 4)
gs(T) = -~ I2T) - [¥Te + I2(Te)/Tc - 2I1(Ts) + 2B/Tc]T +

1T5/2 + I2(Te)Tc + B ({ 5)

Estas funciones se calcularon para cada uno de los materiales que
aparecen en la Tabla I del capftulo anterior y se vié que lasa
gréficas de todos los materiales son similares por lo que sdlo

se muestra las gr&ficas del aluminio.

En las figuras 1,2, y 3 se muestran las curvas correspondientes al
estado normal con una lf{nea interrumpida ( - . - ) y a las

correspondientes al estado superconductor con una lfnea continua
( ).

En la figura 1 el calor especifico en funcién de la temperatura.

En la figura 2 la entropfa noténdose que en T = T.ambos estados
tienen la misma entropfa.

En la figura 3 se muestra la energfa libre observindose que en
T = Tc se satisface la condicién requerida.

En la figura 4 se muestra la fraccién de electrones
superconductores como funcién de la temperatura. La curva continua
corresponde a un valor de B igual a 1.7 y la l{nea interrumpida se
obtuvo con un valor de B igual a .9; para valores de B fuera del
intervalo (.856825, 1.71365) la funcién w(T) tiene un polo entre
[0, Tel.
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CONCLUSIONES

El objetivo de esta tesis fué el estudiar la transicién de fase
superconductora a H = 0 la cual es de segundo orden, utilizando
para ello el modelo de dos fluidos modificado.

Encontramos la fraccién de electrones superconductiva W(T) como
funcién de la temperatura, la cual satisface las condiciones
impuestas.

El modelo nos sirvio para estudiar propiedades termodindmicas en
materiales superconductores de baja temperatura para los cuales se
ha calculado teoricamente el calor especifico superconductor.

Encontramos que a bajas temperaturas salen entropfas negativas lo
cual nos indica dos situaciones posibles:

1) Que no todos los electrones son superconductores a T = 0 .
6

2) Que la expresién del calor especifico no sea vdlida para todo
el rango de temperaturas.

Para dilucidar entre estas dos orientaciones tendremos que
continuar con esta investigacién ya que hasta el momento podemos
considerar ambas orientaciones como igualmente posibles.

Py st T




A lo largo del trabajo utilizamos ecuaciones diferenciales para
representar las relaciones entre las funciones con significado
fisico en este problema en particular.

La solucién de las ecuaciones diferenciales del problema junto con
las condiciones de frontera indicadas, nos llevo al avance del
estudio de este tema que resulta tan interesante como actual y el
cual he decidido sequir investigando.
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APENDICE A

Mathematica es un programa de aplicacién en matemiticas. La
primera versién de este software se presentd en 1988 y fue desde
entonces reconocido como un importante avance en tecnologia de las
matemidticas. La versién que se utilizé para realizar este trabajo
es la 2.2 para computadoras NeXT. De las numerosas aplicaciones
que tiene este paquete, en esta ocasién se utilizé como una
calculadora numérica y un sistema de visualizacién para funciones
y datos. Describimos a continuacién las operaciones en las que
este paquete nos resultd de mayor utilidad,

1) En la integracién numérica de la funcién:

£(T) = -bTe/T

ET

Debido a la relacién que existe entre esta funcién y la funcién
s(T) 1llamada entropia expresada a través de la ecuacién
diferencial (9) del capftulo 3, tenemos que :

s(T) - 8(0) = IIN[£(t),{t,0,T}) = II2(T)

En esta expresidn hemos utilizado la notacién de Mathematica para
indicar la integracién numérica. Donde 0 y T son los limites de
integracién. Es necesario aclarar que en nuestra aproximacién
tomamos 10°® como cero.
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2) Con el resultado anterior se contruyé la funcién I1(T) por medio
de la interpolacién de 100 puntos obtenidos de la integracién
numérica II1(T) para 100 valores distintos, De tal forma que

s(T) = s(0) + I1(T)

3) La segunda integracién numérica IIN{I1(t),{t,0,T}] se realizé
con la funcién que se interpolé en el paso descrito anteriormente.
Con los resultados obtenidos se interpolé con 100 puntos una nueva
funcién. A la funcién resultante de este proceso la llamamos
I2(T).

4) La ecuacién diferencial (8) del capitulo 3 nos da la relacién
que existe entre s(T) y la funcién g(T) llamada energfa libre y de
ésta obtenemos que:

S(T) y g(T) son la entropfa y la energfa libre en el estado
superconductor. De la solucién de las ecuaciones para el estado
normal y el estado superconductor obtenemos 4 constantes: g(0),
8(0), A y B, Con éstas y la constante C que aparece en la
ecuacién (13) del capitulo 4 se generd un sistema de 4 ecuaciones
y cinco incognitas. Las 4 ecuaciones provienen de las condiciones
establecidas en (6), (7), (8) y (9) en el mismo capitulo, Las
soluciones de este sistema se encontraron en térxrminos de una de
las constantes (B), Esta fue variada en un intervalo (Bmin, Bmax).
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cala_,b_,Tc_,g_,t_]li=a*g*Tc*Rxp [-b*Tc/t]/t

ISla_,b_,Tc_,g_,t_] i=NIntegrate
{Cs[a,b,Te,g,x],{x,0,t)}]

Tiv{a_,b_,Tc_,g_,t_] i=sInterpolation((0,0),
{t1,18(a,b,Tc,g,tl1]}
+{t2,18(a,b,Tc,g,t2]},(t3,18{a,b,Tc,g,t3]},
{t4,18(a,b,Tc,g,td]), (t5,18(a,b,Tc,g, te]},
(tn, 18(a,b,Tc,g,tn]}]

IG{a_,b_,Tc_,g_,t_]:=NIntegrate{X1{a,b,Tc,g,x], {x,0,t)}]

I3dv{a_,b_,Tc_,g_,t_)l:=Interpolation{(0,0}, (tl,
1G{a,b,Tc,g,t1]} '
,(t2,1G[{a,b,Tc,g,t3]},(t3,IG[a,b,Tc,q,t3]},
(t4,16{a,b,Tc,g,tdl}, (t5,1G(a,b,Tc,g, 4]},
{tn, IG[‘pb;uvﬂltn] }]

sela_,b_,Tc_,B_,g_,t_ ]ltsIl{a,b,Tc,g,t] +I3{a,b,Tc,g,Tc]/Tc
-32*I1(a,b,Tc,9,Tc]l + 2°B/Tc + g*T¢c

sni{a_,b_,Tc_,9_,g_,t_Jisg*t + X3[a,b,Tc,g,Tc}/TC -
Il{a,b,Tc,g,Tc] + 2*9/Tc

gs{a_,b_,Tc_,B_,9_,t_]:=-12(a,b,Tc,q,t] ~(9*°Tc ¢
I3(a,b,Tc,9,7c)/Tc -2*I1[a,b,?c,9,%c]

+ 2*3/Tc)*t + ¢g*Pc*2/23 - Iila,b,Tc,9,Tc]"TC ¢+
Il[a,b,Tc,9,%c) + B

'.[._gb-afc-i._i'~'t_ll. -9‘&‘3/3 - (x:[.gh"'l'l'cl/!cA'
Il(a,b,Tc,g,Tc] + 2*B/TC)*t + B

R (._l b_. Te_b,0_, t_l l'(l'tc‘?' (1-t43/%¢%2)/73+(
I2(as,b,%c,q,%c]-

I1la,b,Tc,0,70)%Tc + 2*B8)*(1 - t/te))/(-22(e.b,%c,08,t) -
g 'Tert +@*Tc42/2%(1 - £42/%c*2) + (Iila,b,%0,q.Tc] +2%9)*
(1 = 2%¢/%e) - Il[a,b,Tc,g.7c]*Tc?(1 - 3t/%e))

€s(6.9,1.128,1.2,3.4,¢]

30.132
.l.igiilt ¢

II1{e_) teNIntegrate(Cs(6.9,1.120,1.2,3.4,x]
,(8..000001;')]
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Il=Intexpolation{{{0,0},(.01,XX1(.01])

+{.02,I12[.023]),(.03,XX2(.03]),(.04,XT1(.04]),(.05,TI1(.05]
{.06,1x1(.06]),(.07,xx2[.07)),(.00,XI11(.08)),(.09,XX1[.09])
(.10.!!1[,10]):(-11,!!1(.11])a(.12,I!l[.l?]):(.l3;!!1(.13])
{(.14,2X1(.14)),¢.15,211(.19)),(.26,XX1(.26]),(.17,121(.17])
{.10,1X1(.20])),(.29,Xx1(.19)),(.20,221(.20]),¢.22,212(.21))
(.22,111(.22)),(.23,111(.23]),(.24,121(.24]),(.239,221{.28))
(.26,Ix1(.26})),¢(.27,X11(.27))},(.20,3X1(.20]),(.29,1X1(.29])
(.30,1x1(.30]),(.32,1x1(.31]),(.32,211(.32])},(.33,11I1(.33])
(.34.111[-3‘]);(-33.1!1(.35])-(-3‘,!11(,3‘])a(-37.1!1(.37|)
(.30,IX2(.30]),(.39,IX2(.39]),(.40,XX1(.40]),(.42,1X1(.41])
(.42,TX2(.42]),(.43,XX1(.43])),(.44,2X1([.44])),(.45,XTI1(.45])}
(.66,II1(.46])),(.47,XX2[.47]),(.60,2X1(.40]),(.49,2I1([.49])
(.%0,XIX2(.%0)),(.%92,2X1(.%51)),(.%2,2X1(.%2])),(.953,2X1(.93])
{.94,IX1[.%4)),(.55,211(.95)),(.56,X21(.56]},(.57,1X1(.97])

(.5':!!1(.5.”;(.3’,!!1(.5”):(o‘O.!!l(.‘O“r(-‘1,!!1(-.1]) .

{.62,1X1(.62)),(.63,XIX1(.€3])),(.64,221[.64]).(.65,321(.63})
(.66, IX1(.66]),(.€7,311(.67]),(.68,XX2(.6€0)),(.69,2X1(.69])
{.70,1x1(.70)),(.71,222(.71)),(.73,2X1(.73)},{.73,1X1(.73])
(.74,3310.74]), (.78, 332(.78]), (.76, 231(.76)),(.77,221(.77])
(.70,1X1(.70]),(.79,321(.79]),(.00,1X1(.00]), (.01,321(.01))
(.82,111(.02)),(.83,XX1(.03)),(.04,2X1(.04)),(.09,XX2[.08])
(.l‘,!!l[.lﬂ)o ( "?ax:‘(o.” )! ( -l.:!!l(-l" ,0 (-l’.!!ll.”l)
(.90,1X1(.90)),(.91,331(.91)),(.92,131(.92)), (.93,331[.93))
(.94,231(.94)),(.95,231[.98]),(.96,231(.96)), (.97,221[.97])
(.90,231(.90)),(.99,311(.99]),(1.0,221(1,00]),(1.2,XX1[1.1]
{1.11,111(1.12)), '
{1.12,311(1.12)),¢1.23,222(1.13)),(1.14,233(1.24))
,(1.13,331(1.13)),(1.16,22111.16]),(2.127,321{1.17]),
(1.1.:!!1(1.1'])-(1.1!.;31(1-1!f};(1-30.!11[1220)))]

IanterpolatingPunction((d, 1.2), ©)

3.00372

122 [u_] :=NIntegrate [X1(x], (x, .000001,u))
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I2=Interpolation([{{0,0)},(.01,122[.01]}
,{.,03,112(.02)},¢(.03,I12(,03]),(.04,XT2(.04)}),(.05,112(.05]
{.06,112(.061},(.07,112(.07)},(.08,1X2([.00))},(.09,2X2(.09]}
{.10,112(.10]},¢.11,222(.11]),(.23,223(.23])),(.13,122(.13)}
(.16,123(.14)),(.15,112(.15]),(.16,1X3(.16])),(.17,123(.17)}
(.19,112(.18)},(.19,1X2(.19])),(.320,222(.30]},(.21,112(.21)}
(.22,112(.22)},(.23,112(.23)},(.24,123(.24])},(.25,122(.35]}
{.36,133(.36)),(.37,122(.237)},(.29,122(.28)),(.29,113([.29))
(.30,122(.30)),(.31,122(,31)),(.32,112(.32)),(.33,113[.33)}
(.34,113(.34)),(.35,212(.39])),(.36,232(.36€]),(.37,123(.37]}
(.30,112(.30)),(.39,122{.39]),(.40,2X3(.40}),(.41,223(.41]}
(.43,112(.42)),(.43,112(.43]),(.44,1X2(.44)),(.45,123(.45])
(.46,1T3(.46)),(.47,222(.47])),(.48,222(.48)},(.49,1I13(.49])
(.%0,113(.%0)}),(.%51,2122(.%51)),(.%3,112(.52}), (.53,123(.83])
(.54,I22(.541),(.55,112(.55)),(.56,112(.56)),(.87,213(.57])
(Jl,!!3(n5l])a (-59:1!3(59]):(-‘0.112(:‘0”:(-515113[-51”
(.62,112(.62]1),(.€3,TX2(.€3]),(.64,223(.64]),(.65,122(.65]}
{.66,1T2(.66)},(.€67,IX2(.67}),(.68,XT2{.68}),(.€69,IX2(.69]))
{.70,122(.701},¢.71,223(.711),(.72,222(.73}),(.73,132{.73]}
(.76,223(.74)},(.75,322(.73)),(.76,322(.7€}},(.77,122(.77])}
{.79,113(.701),(.79,232(.791),(.80,222{.80]),(.81,122(.01))
(.82,112(.82)),(.83,122(.83]),(.04,322(.84)),(.05,112(.05])
(.86,113(.86)),(.87,222(.87)),(.80,122(.88}),(.89,1X3(.09])
(.90,112[.90]),(.91,123(.93)),(.93,122(.92)),(.93,1132(.93))
(.96,313(.94]},(.95,113[.93)),(.96,122(.96)),(.97,112(.97])
(.98,112(.98)),(.99,212(.99]),(2.0,322{1.00}),(3.2,122(2.1]
(1.11,112(1.11)),
(1.132,11201.12]),(1.13,1223(1.13)),(1.14,222(2.34]))
,(3.35,312(2.18)),(3.36,222(2.26)),(1.37,222(2.17]}),
{1.10,212(1.18)),¢1.19,12201.19]),(1.20,222(1.20])))

InterpolatingPunctionl((0, 1.3), <)

I2(1.2)
1.84201

salnor([Te_,B_,9_,t_lisg*t + 12(1.2]/%c -I1(1.3) + 2*°M/T¢c
(=1.7%(1.2)*2 -13(1.3) + 21(1.2)%1.2)/2

0.856823

saloup(Te_,B_,9_,t_lisIi(t] +I2[Tc])/Tc -
2°I1(Tc] + 2*B/Tc + g*Tc
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Plot{(salsup(1.2,1.7,3.4,t],salnor(2.2,1.7,3.4,t)},(c,0,1.2

-Graphics-

I2[7c]
InterpolatingPunction{{0, 1.3}, <}{%Tc]

gals(Tc_,B_,g_,t_]li1=~I2([t] ~{g*Tc + I3[3.3]/%c -3°31(1.3]
+ 3*B/Tc)*t + g*Tc*3/3 + 33{1.3] *+ B -21[1.2]1*%¢c
elgaln(Tc_,D_,9_,t_):» -get+2/3 - (23{1.3)/% -

31[1.3) ¢ 23*B/Tc)*t + »

Plot((gals(1.2,1.7,3.4,¢],01galn(1.2,1.7,3.4,81),{t.0,1.2}}
1.7%

0.2 0.4 0.6 0.0 1 1.2
~Szaphics~

wwiTe_,B_,9_,t_)io(g*048/3°(1-843/%92) + (33(1.3) -
I1[1.3]%c + 23*8)*(1 = ¢/%e))/(~22(8) -

g'%0%t +g*Tc423*(1 - £42/%e%32)/3 ¢ (33(1.3) +3*D)*

(1 = 2°¢/%) - I1(1l.3]*Re*(1 - 3t/%e))

R LN
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Pl
1

ot {www(1.2,1.7,3.4,t],(t,0,1.2)})
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T
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-Graphics-
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