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PRESENTACION

Cuando observamos un nudo en ocasiones nos hemos preguntado: jEstéd
realmente anudado?, y si lo estd ;Haciendo un segundo nudo, es posible desa-
tarlo?, ;Cudndo dos nudos son equivalentes? Los nudos ademds de servirnos
para amarrarnos los zapatos en su aplicacién méds sencilla, son objeto de
un estudio matemético serio, y el problema principal de la teorfa de nudos
es llegar a saber cudndo dos nudos, que a primera vista son diferentes, son
equivalentes.

El presente trabajo va dirijido a los estudiantes de bachilleratoyy se les pre-
senta de la forma mas sencilla posible, la nocidn de nudo, su definicién, rep-
resentacién geométrica, equivalencia de un nudo con otro y algunos métodos
sencillos para distinguirlos entre sf, ademds de algunas aplicaciones a otras
disciplinas como a las Ciencias Naturales.

El abjetivo es despertar el interés del alumno del bachillerato hacia la
matemdtica pues el contenido de este trabajo puede insertarse como uno o
varios tépicos en algunas de las materias de matematicas.

En el capftulo I (Muestrario de nudos) a manera de introduccfon. se pre-
senta un muestrario de nudos usuales y nudos matemadticos, el nombre de
algunos nudos segiin su forma o utilidad y algunas convenciones del trazado
en el plano de estos, lo cudl serd 1til para capftulos posteriores.

En el capftulo IT (Nudos equivalentes) se describe de una manera intuitiva
como se puede saber, en el caso de nudos de sencillo diagrama, cuédndo dos
nudos son equivalentes; también se presenta un muestrario de nudos equiva-
lentes, ‘

En el tercer capitulo (Invariantes) se describen algunos métodos sencillos
para poder saber distinguir un nudo de otro, es decir, saber distinguir cuando
dos nudos son equivalentes; estos métodos son de facil comprensién para un
estudiante de bachillerato, pues estos se deducen casi de manera inmediata
del diagrama de nudo,

En el capitulo IV (Aritmetizacidn de nudos) se establece una relacién de
los nudos con los nimeros Naturales y se describen las operaciones funda-
mentales entre nudos ademés de su representacién por medio de diagramas.
Se finaliza este trabajo con algunas aplicaciones de la teorfa de nudos a otras
disciplinas como la Biologia Molecular en particular al ADN y a la Fisica.

En los apéndices que se encuentran al final de este trabajo se presen-'
tan algunas secciones que debieran de ser tratados en el trabajo principal,
sin embargo debido a su complejidad para un estudiante de bachillerato se
presentan solo como apéndices.



CAPITULO 1
MUESTRARIO DE NUDOS

1.1 INTRODUCCION

Desde que el hombre ha existido, siempre ha buscado la manera de hacer
las cosas dificiles de una manera mds fdcil, asf por ejemplo el hombre se dié
cuenta que para poder transportar objetos pesados necesitaba de algiin otro
objeto donde pudiera subirlos y empujando lograr desplazar el objeto hasta
el lugar deseado, pronto se di6 cuenta que colocando ruedas en el objeto era
més fécil de empujar, posiblemente el hombre asf inventé la rueda .

LPero de los inventos del hombre la rueda serd la méds antigua? No!,
pues se supone que en ese entonces el hombre ya habfa inventado alguna
otras cosas, inventos que para ese entonces eran grandes avances como por
ejemplo las lanzas, hachas, los nudos, etc.

0 p— -
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Lanza anudada de la punta,

|El nudo es més antiguo que la rueda ! Se supone que para esos momentos
el hombre ya tenfa la necesidad de poder saber como se anudaba la punta de
su lanza.
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As{ a través de los arios e} hombre fué perfecionando ¢l uso de los nudos,
y “urante miles de afios el arte de los nudos lo han desarrollado pueblos
er.aros, y auin en la actualidad los usan:

LOS TEJEDORES

LOS ARTESANOS

LOS TEXTILEROS

LOS PESCADORES

LOS MARINOS

LOS CAMPESINOS

LOS MEDICOS CIRUJANOS

LAS AMAS DE CASA.

Las tejedoras,

1.2 BREVE BOSQUEJO HISTORICO.

1.2.1 ALEJANDRO EL GRANDE Y EL NUDO GOR-
DIANO.

Cuenta la leyenda que Gordias, un labrador Frigio fué proclamado como rey
al ser mal interpretado un confuso ordculo que decia que aquel que pasara
maontado en su carro debfa de clegirse comorey. Gordias en agradecimiento a
Zeus, ordend contruirle un templo en el que como ofrenda personal le deposité
su carro de labranza el cudl posefa un "extraordinario nudo”, que unfa el yugo
y el timén, y que parecia impusible de "deshacer”. También se cuenta que
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aquel que fuera capaz de deshacer aquel "nudo gordiano” dominaria toda
Asia. En el afio de 334 (A.C), Alejandro de Macedonia, "El Grande" visité
el templo, y al conocer la leyenda, sin pensarlo un solo momento sacé su
espada y de un solo tajo partié el nudo, y como es bien sabido, " Alejandro
el Grande "conquistd el Asia,

1.2.2 LOS INCAS

Los Incas fueron pobladores de una antigua civilizacién del actual Peri; esta
civilizacién no tenfa un sistema de numeracién, pero con el paso del tiempo
estos encontraron una manera de poder contar los objetos, por ejemplo se
cuenta que cuando llevaban a pastorear a sus animales ellos no sabfan si en
verdad regresaba el mismo nimero de animales que se habian llevado, debido
a esta necesidad desarrollaron una técnica que les permitié solucionar este

- problema asf pues inventaron el llamado Quipu .

El quipu consist{a de una serie de nudos hechos con una cuerda, y por
medio de el sabfan cuantos animales tenfan, cuantos soldados, incluso se dice
que en el quipu se guardaban poemas épicos; observe en la figura de abajo
que el quipu consiste de un cordel de donde cuelgan cuerdecillas (de colores)
con nudos espaciados.

El quipu.
1.2.3 LOS NUDOS EN LOS SIGLOS XIX Y XX.

El estudio serio de los nudos se remonta 2268 afios después de que Alejandro

¢l Grande "deshiciera” el nudo Gordiano, en un congreso de Fisica Niels Bohr

impresiond a los cientificos de su época al explicar gréficamente importantes
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descubrimientos sobre la estructura atémica y sus fuerzas cudnticas, mediante
dos cuerdas colgadas de unas tijeras retorsiendo, anudando y trenzando las
cuerdas para comprender los complejos grupos de simetria y rotaciones posi-
bles en el espacio. jEsto no es broma! Los movimientos de las tijeras de Niels
Bohr estdn relacionados nada menos que con las nada sencillas simetiias con
las que se explican y predicen las particulas subatémicas y sus sorprendentes
caracteristicas,

En el afio de 1867, William Thomson (Lord Kelvin) se imaginé que los
atémos estaban anudados (8],[9], y que los atémos se movian a lo largo de
trayectorias anudadas y que la estabilidad de la materia podia ser explicada
a través de la estabilidad de los nudos, es decir por su naturaleza topolégica
y que la variedad de los diferentes elementos quimicos podfan ser clasificadas
por la variedad de los diferentes nudos. También se explicaba que la habilidad
de los dtomos.a transformarse en otros dtomos, en altas energias, podia
ser relacionada a los cortes y recombinacién de nudos; Kelvin comisioné a
Kirkman, Litle y Tait para que compilaran tablas de nudos con la esperanza
de obtener una clasificacién de los dtomos; por 20 afios la tearia de Kelvin
fué muy tomada en cuenta,

Avinasfel pnme1 estudio significante con respecto a los nudos es atribuide
a Gauss (1877) quién en sus estudios de electromagnetismo desarrallé una
férmula para el niimero de enlazamientos Ly [4]; incluso €l introdujo la idea
de diagrama de nudo como la proyeccién plana de un nudo.

En 1900 Peter G. Tait [8), [9], elabord un estudio extensivo de los nudos,
los clasificd y enumerd de acuerdo al mimero de cruces de la proyeccién: del
nudo en el plano, también esbozé una serie de conjeturas que, en algunos ca-
50s, han tenido que esperar mds de 80 afios para ser demaostradas o refutadas,
aiin asi la clasificacién de los nudos sigue siendo un problema abierto.

En 1920 Kurt Reidemeister introdujo algunos "'movimientos bidimension-
ales” que simplifican el estudio de los nudos,

En 1928 James W, Alexander descubridé un invariante el cual ahora se
llama "El Polinomio de Alexander” el cudl da informacidn sobre cudndo dos
nudos son diferentes o iguales segtin su representacién algebrdica [14].

En 1984 Vaughan Jones descubrié El Polinomio de Jones V(t) [13], un
invariante mas fino que generaliza el de Alexander, incluso es més eficaz que
este, pues para nudos diferentes con el mismo Polinomio de Alexander este
encuentra diferentes Polinomios de Jones; Jones lo descubrié cuando llevaba
a cabo sus investigaciones sobre ciertas estructuras que aparecen en Fisica
Estadistica, las cuales han servido como base para fundamentar una Teorfa
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Unificada de la Fisica, el Polinomio de Jones fué reivindicado mds tarde por
Witten utilizando Teorvas cudnticas de campos topoldgicos.

Actualmente el estudio de los nudos es una complicada teorfa matemética
de naturaleza topolégica en donde se citan disciplinas como Geometrias avan-
zadas, Combinatoria y Teoria de Grupos. La mayoria de los teoremas des-
cubiertos son muy recientes y ain existen conjeturas que no se han podido
demostrar o refutar, Ain asi ningin polinomio hasta ahora resuelve el prob-
lema de diferenciar dos nudos cualesquiera.

Asf pues el estudio de los nudos tiene gran relevancia pues el estudio
de las estructuras topolégicas anudadas en el espacio tridimensional deben
tener algunas "claves” que contribuyan a explicar porqué la materia y la
energfa se organizan como lo hacen [3}, por ejemplo por qué la vida surge de
complicadas moléculas de ADN muy anudadas y por qué el ADN circular es
anudado y desanudado en diferentes tipos de nudos por la accién de ciertas
enzimas.

En México la Teorfa de Nudos fué introducida por el prof. Torres y
desarrollada con exitos por matemaéticos como Gonzélez Acuna F., Gémez
Larranaga J.C, Prieto C, Eudave,... etc.

1.3 NUDOS DE MARINOS

Todo el mundo sabe la experiencia que tienen Jos Marinos en hacer nudos,
que seguin ellos son facil de realizar; veamos pues algunos nudos de marinos.

1.3.1 Nudo plano.

Este nudo se utiliza para terminar una fronda, y en Medicina para un vendaje
o un torniquete, ya que este nudo no abulta. '
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s

TELA
CUERDA

TABLILLA

Forma de hacerlo. ‘
a) Tomar los extremos y pasar uno alrededor del otro.

b) Reunir los dos extremos formando un bucle. Pasar por el bucle un
extremo y después el otro.

¢) Volver a meter dentro del bucle y apretar.

1.3.2 Nudo de amarre.

Este nudo sirve por ejemplo para atar a una persona que va a
entrar a un lugar profundo de tal manera que despues pueda ser
devuelto al exterior.
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Nudo de amarre;

1.3.3 Nudo de doble caja.

Este nudo sirve para subir o bajar a una persona asegurandola por las condi-
ciones del lugar, como por ejemplo en una fosa.

Nudo de doble caja.

1.3.4 Nudo de vuelta con dos bucles.

Este nudo sirve como para rodear un objeto, es ficil de realizar y permite
tener las manos libres para un hipotético lanzamiento de un salvavidas,

Forma de hacerlo.

a) Dar dos vueltas en el objeto que debe de estar fijo, dejando un extremo
corto y el otro Jargo.

b) Pasar el extremo corto haciendo un bucle que atrape el extremo més
largo. :
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c) Repetir la operacién: hacer un bucle con el extremo corto de tal forina
que atrape a el grande y el extremo pase por el interjor de los dos bucles,

Nudo de vuelta con dos bucles.

1.3.5 Nudo de media llave de encapillar.,

Sirve para fijar rdpidamente en un objeto fijo una cuerda,

Forma de hacerlo:

a) Formar un bucle como se muestra en el dibujo.

b) Forme otro bucle con la parte més larga de la cuerda. ,

c) Pase e] bucle de mayor longitud por el interior del segundo bucle,
colocarlos alrededor del objeto a sujetar y estirar.

1.3.6 Nudo de boca de pez.

Sirve para fijar una cuerda a un gancho a falta del aparato correspondiente
(una anilla por ejemplo).
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MAYOR
LONGITUD

&

1.4 LOS NUDOS EN EL CAMPO DE LA
MEDICINA.

Todos sabemos que los Médicos Cirujanos utilizan nudos para suturar las
heridas; en el campo de la medicina todos los nudos deben de hacerse cuadra-
dos, de lo contrario pueden aflojarse. En un nudo cuadrado, las lazadas se
hacen de tal manera que los dos extremos de sutura caigan bajo la misma
asa.

Existen dos formas de anudar: con dos manos y con una mano, general-
mente el Médico principiante utiliza el nudo de Cirujano con las dos manos,
el cuél es recomendable solo mientras se aprende a anudar.

También hay otro nudo, el cuél es bastante comiin entre ellos, este es el
nudo Recténgular. se considera que un nudo estd bién hecho cuando éste ni
la hebra se retursen al anudarlo. El nudo rectangular estéa constituido por

- dos mitades, sf la primera no es plana al enroscarse puede debilitarse e! hilo,

sf la segunda se retuerse, puede hacer que se afloje la primera aunque se haya
apretado bien. :

CONSTRUCCION DELNUDO RECTANGULAR EN FORMA
LENTA:
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CONSTRUCCION DEL MISMO NUDO RECTANGULAR EN
FORMA RAPIDA:
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1.5 NUDOS USUALES O COMUNES.

En muchos momentos de nuestra vida uno esté familiarizado con por lo menos
los nudos més simples, por ejemplo el de mofio y el del ocho los cudles se
tratardn posteriormente, Asf pues nudos usuales o nudos comunes son todos
aquellos nudos que se nos presentan en la vida cotidiana, este tipo de nudos
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tienen la caracteristica de que los eztremos estdn suellos. Todos los nudos
vistos hasta ahora son ejemplos de nudos usuales, pero mejor veamos un
muestrario de nudos usuales, nudos que son utilizados en la vida cotidiana,
por ejemplo dia a dia nos amarramos las agujetas de los zapatos y para hac-
erlo tenemos que realizar algunos nudos. Por lo general el nombre asignado
a un nudo se debe a la forma que tiene o a la utilidad que presta:.

MUESTRARIO DE NUDOS USUALES

1.5.1 Nudo simple Izquierdo (De moriio simple).

Este nudo también llamado nudo de mofio es el nudo que més usamos en la
vida cotidiana, por ejemplo para amarrarnos las agujetas de los zapatos.

P o he e e bees oo

PURERN . FE IRV RO

Nudo izquierdo (de mofio simple).

1.5.2 Nudo simple Derecho.

Este nudo es el mismo que el anterior y lo describimos aquf por razones que
mas adelante se justifican,
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Nudo derecho.

1.5.3 Nudo rectangular Izquierdo-Izquierdo (O de mu-
Jer).

También llamado nudo de mofio doble, este nudo es un nudo que resulta de
hacer dos nudos izquierdos.

Nudo izquierdo-izquierdo.

1.5.4 Nudo rectangular Derecho-Derecho .

Este nudo es un nudo que resulta de hacer dos nudos derechos,
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1.5.5 Nudo rectangular Izquierdo-Derecho (O recto in-
vertido).

Este nudo resulta de la combinacién de dos nudos, un derecho y un izquierdo
respectivamente.

1.5.6 Nudo rectangular Derecho-Izquierdo.

Este resulta de realizar dos nudos, un derecho y un izquierdo respectivamente.
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1.5.7 Nudo del Ocho.

Se le llama asf porque su forma es similar al nimero ocho, hay un ocho
derecho y un ocho izquierdo,

1.6 NUDOS ABSTRACTOS O NUDOS MATEM-
ATICOS.

Pero los nudos no solo sirven para amarrar objetos, son también tema de
investigacién matematica seria

Si a un nudo usual se le unen los extremos aparece este como un buen mod-
elo matemético, el nudo se convierte por definicién en un nudo matemético
(o nudo abstracto).

Como en estos nudos, ya no existen extremos sueltos, estos nudos son
curvas cerradas en el espacio. A estos los matemadticos sf los consideran
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verdaderos nudos y les llaman nudos matematicos, nudos abstractos o sim-
plemente " nudos”.

Pero otra vez echemos un vistazo sobre un muestrario de nudos mateméticos,
comenzando primero con algunos de los nudos presentados previamente salvo
que ahora ya convertidos en nudes matematicos, es decir sin sus extremos
sueltos:

d) nudo recténgular izquierdo-derecho.



1.7. ENLACES. 19

g) Trébal de cinco hojes.

1.7 ENLACES.

También en la vida cotidiana nos encontramos y hemos usado nudos entre-
lazados, por ejemplo algunas cadenas y pulseras que usamos en el cuello o
mufieca, sin importar el materia] de que estan hechas, las cadenas usadas en
las industrias, las amas de casa tejedoras de suéteres con hilo de estambre,

etc.

MUESTRARIO DE ENLACES:



20 CAPITULO 1. MUESTRARIO DE NUDOS

1.7.1 Enlaces con dos nudos.




1.7. ENLACES.

1.7.2 Enlaces con tres nudos.

Anillos de Borromeo.

21
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Los anillos de Borromeo se caracterizan por su extrafia dis-
posicién: los tres aros estdn entrelazados, sin embargo al quitar
uno de ellos se safan los otros dos.

20

s st
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Anillos de Ballantine.

Observe que en estos enlaces el deshacer un nudo no necesariamente zafa
a los otros dos, es decir no como los de Borromeo.

1.7.3 Otros enlaces.
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Whitehead.

1.8 DEFINICIONES DE NUDO Y ENLACE.

De todo lo anterior podemos resumir y concluir que :

DEFINICION: DE NUDO es una curva unidimensional, trazada en el
espacio tridimensional, la cudl empieza y termina en el mismo punto (es
cerrada) y ademds esta no se intersecta con ella misma.

DEFINICION: DE ENLACE es un conjunto de dos o méds nudos, los
cuales no se intersectan entre sf.

Hasta este momento ya sabemos lo que es un nudo, pero usualmente
dibujamos en el plano, entonces ;Cémo trazar un nudo en el plano?
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1.9 COMO TRAZAR UNNUDO EN EL PLANO.

Si observamos un nudo, como por ejemplo el nudo Trébol o cualquier otro
nudo, podemmos observar que para dibujarlo se tienen que tomar ciertas con-
venciones:

Para describir un nudo N consideramos una proyeccién plana de N en
algin plano del espacio de tres dimensiones, el cual es donde el diagrama
vive.

Primero, las curvas anudadas unidimensionalmente no son nudos matematicos,
para ver esto imaginese o un insecto unidimensional, el cual se arrastra por
una curva del espacio unidimensional, el insecto no sabrfa distinguir cuando
la curva pasa por encima o por abajo de el:

OO0

Para imaginarnos a un nudo en el espacio tridimensional solo tenemos
que engrosar la curva:
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Esta curva la podemos dibujar en el plano, pero trazandola sin que se
intersecte ella misma:

Inversamente, si quisieramos meter la curva dibujada en el plano en un
tubo flexible lo que obtendriamos serfa una curva en el espacio tridimensional:

Se observa que la figura dibujada de un nudo en el plano puede indicar
aparentemente muchos puntos de interseccién, pero moviendo el punto de
vista desde el que se observa a cada punto aparente de interseccién, lo mds
que se ve son puntos de cruce doble (entendiendo por cruce, una interseccién
solo aparente) .

0 b 0

Intersecciones aparentes: a) doble, b) triple, c) infinita.

Para evitar cruces miiltiples adoptaremos la siguiente convencion:

La parte de la curva que pasa por encima (arriba) de otra parte del nudo
se dibuja en forma continua, y por consecuencia la parte que pasa por abajo
se dibuja en forma discontinua, esa discontinuidad se presenta precisamente
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en el punto de cruce de las dos curvas. Asi, a cualquier representacién en
el plano de un nudo con las tres caracteristicas apuntadas: arriba, abajo y
cruces dobles se le lama Diagrama de Nudo,

4
Punlo de cvuce doble

Diagrama de nudo.

Dado un diagrama de nudo orientado, podemos asignar signos (+) y (-)
a cada cruce segiin las siguientes formas locales del cruce, esto es:

/\/ l

I\
+) =1 |

Esta convencién estd determinada por la regla de la mano derecha para
orientaciones en el plano de objetos de tres dimensiones como se indica en la

figura donde el cruce positivo coincide con las direcciones de los dedos fndice

y medio,

Convenciones para determinar el signo de cada cruce:

i) Dar una direccién arbitraria al nudo o enlace,

ii) En cada cruce, colocar el dedo fndice sobre, y en la direccién
de la parte del nudo que pasa por ancima,
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iii) Sf el dedo medio apunta en direccién de la flecha del nudo
de abajo, el cruce es (+).

Sf el dedo medio apunta en sentido opuesto al cruce de abajo,
el cruce es (-).

Observaciones:

1,- Para un diagrama de nudo, cualquier orientacién del nudo
determina el mismo signo en cada cruce; porgue el inverso de la
orientacidn de un nudo, invierte la orientacién de ambas direc-
ciones en cada cruce, asf el signo de cada cruce queda inalterado,

2.- Para un enlace, dado un cruce formado por diferentes com-
ponentes del enlace, sf se invierte la orientacién de una de las
componentes, se invierte el signo de cada cruce.

Convencién:

Al nudo que tenga solo cruces positives (+) le llamaremos
nombre derecho, y al nudo con puros signos negativos (-) le lla-
maremos nombre izquierdo, por ejemplo al nudo Trébol que tiene
puro signo de cruce (+) le lamaremos " Trébol derccho”.

Veamos algunos ejemplos:

27
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CAPITULO 2
NUDOS EQUIVALENTES

Cuando observamos a un nudo en ocasiones nos hemos hecho las siguientes
preguntas : ;Estd realmente anudado?, ;Haciendo un segundo nudo se podra
deshacer el primero?, ;Cudndo dos nudos son equivalentes?

Esta \ltima pregunta es considerada como el problema principal de la
teorfa de nudos: }Cémo distiguir cuéndo dos nudos son diferentes?

Sabemos por la experiencia cotidiana, que con un poco de paciencia pode-
mos tomar un nudo usual, manipularlo por sus extremos y desanudatlo o
llevarlo a la forma de otro nudo; pero, ;De qué manera se podrfan formalizar
estos conceptos intuitivos?

La Teorfa de Nudos busca proporcionar métodos y modelos para saber
cuando dos curvas son diferentes (0 equivalentes) despreciando diferencias
"superficiales” como tamarfio, color e incluso forma,

2.1 COMO DESATAR UN NUDO.

Tomemos dos nudos, por ejemplo el nudo de mofio y el del ocho, podemos
mostrar fisicamente que, partiendo de uno nunca podremos transformarlo en
el otro sin manipular sus extremos (caso de nudos usuales), es decir, man-
teniendo fijos los extremos o considerando que los extremos estén prolon-
gados indefinidamente, o més atn: con los extremos unidos (caso de nudos
matematicos). ‘

.29
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\/‘%\_/

El problema que se considera es el de mostrar cuando dos nudos y muchoe
mds son distintos. Una manera fisica (y no formal) es el de tomar una cuerda
formar un nudo y mostrar que por mucho que se manipule, nunca se puede
llevar al otro nudo.

También muy a menudo, en la vida diaria nos hemos encontrado que
tenemos que desatar un nudo, Por ejemplo los criadores de cerdos necesitar
de atar a estos a un drbol y cuando regresan a desatarlos se dan cuenta cor,
que ahora para desatar al cerdo tienen que desatar un nudo complicado, ur
nudo que a primera vista parece imposible de desatarlo, pero con paciencia
por experiencia, se sabe que s es posible desatarlo, pues sus cabos estdr,
sueltos, por ser un nudo usual,

Podemos pues decir cudndo un nudo usual se puede desatar o no,

Se dice que un nudo usual es desatable s{ y solo sf es posible llevarlo a l¢
forma de una recta,

Veamos algunos ejemplos de nudos desatables.
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Pero los nudos con los extremos unidos no se pueden llevar a una recta .

ety a0 4 02t e ev e .. - s

L . e e e r e o 26 My 202 B 48 < ot ekt Pt A gmts o e <1

Estamos listos para poder dar una definicidn, la cual se deduce en forma
natural como consecuencia de los ejemplos anteriores.

Pero antes daremos una definicién itil que servird como base para
nuestra definicion de nudo desatable.

DEFINICION; Al nudo matematico en forma de circunferencia
se Je llama nudo Trivial, también considerada como un nudo sin
anudar,
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DEFINICION;
Un nudo matemético es desatable s y solo sf es posible llavarlo a
la forma de un nudo Tyivial,

Ejemplo:
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Se ha marcado la parte del nudo que hay que desplazar aproximadamente
en direccion de las flechas, es decir el siguiente dibujo del nudo es el dibu’s
del nudo actual menos la parte marcada (desanudada) de este. Nétese que
el nudo final es el nudo Trivial.

Hemos visto que el nudo matematico que al principio aparentemente era
un montdn de nudos, los cuales se vefan muy enredados y por lo tanto dificil
de desanudar es desatable, es decir lo pudimos llevar al nudo Tyivial.

Veamos algunos otros ejemmplos de nudos que se pueden de-

l@‘ % @

2.1.1 NUDOS ISOTOPOS.

Como se menciond anteriormente, al ver algiin nudo a veces nos preguntamos
st en realidad estd anudado, o al hacerle un segundo nudo se deshace el
primero o incluso cudndo dos nudus son equivalentes.

—£
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Con muchos de los ejemplos anteriores podriamos decir que
en cada par de ellos uno puede llevarse al otro, pues cada uno se
puede llevar a la circunferencia, esto nos motiva a dar la siguiente
definicién:

DEFINICION: Dos nudos son isétopos s{ y solo s uno de ellos
puede ser llevado al otro, sin romperlo o sin intersectarlo con él
mismo,

Estos Wltimos nudos pueden constituir parte de nuestro muestrario de
nudos isétopos,

Mediante el sfmbolo — denotaremos el hecho de que el nudo de la izquierda
puede llevarse al de la derecha, esto es

—="eg isétopo a ",
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-6

@-®

8 lzquierdo 8 Derecho
-4 )
Jardiner0d Der-129

Como consecuencia de lo anterior se tiene que:

Nudo Trébol —+Nudo del Mofio simple,

Nudo de Corbata =Nudo del mofio simple, entonces se tiene que:

Nudo Tyébol —Nudo de corbata,

De una manera natural que surge de los ejemplos anteriores podemos
definir algunas formas prdcticas que nos sirvan para verificar si dos nudos
son isétopos,

La primera esta relacionada con los nudos desatables, sea Ny
el nudo matematico ha verificar si es desatable, y sea Ny el nudo
trivial .

DEFINICION: N; —Nr, sf y solo si mediante transforma-
ciones de Ny se llega a Ny y viceversa, .

La siguiente definicién es més general, pues cubre a todo tipo
de parejas de nudos, sea Ny y Nz dos nudos.

DEFINICION: N; —Ny, sf mediante transfoymaciones de N,
se llega al nudo N; (o N ).
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Ejemplo:

Chegalo Trivial

1Son isétopos estos nudos?

A A

\~

Jardinevo Abvelita

Se puede observar que estos dos nudos son muy parecidos, pero sin em-
bargo son diferentes, es decir:

Nudo de Jardinero -»Nudo de abuelita .

Pues:

Nudo de Jardinero —Nudo recto (der-izq) y abuelita — nudo recto (der-
der)

Pero aunque los mofios dobles: der-izq y izq.-der.(recto invertido) sf son
isdtopos, pues basta con voltear uno de ellos para obtener ¢} otro;
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DD

Der-l2q. l2q - de" Yo .

Los nudos dobles Der-Der e Izq-Izq. no son isétopos:

DG Y

Dev-dev Iz.q \zq

2.2 NUDOS EQUIVALENTES Y ANFIQUIERALES

Observemos un hecho interesante: {El nudo llano visto en un espejo es él
mismoj

Las imagenes que se observan en un espejo son llamadas imagenes es-
peculares una de la otra, por ejemplo los nudos trébal(+) y trébol(-) son
imagenes especulares uno del otro, Las personas que no son zurdas en su
mayorfa, anudan inconcientemente en forma dextrogira (+). Por ejemplo el
nudo de corbata hecho por una persona dextrogira es equivalente al trébol(+).

Segiin lo anterior y en forma experimental (jhagalo usted mismoj) pode-
mos encontrar que:

1.- El nudo Derecho-Derecho y el nudo Izquierdo-Izquierdo son especu-
lares entre sf.

2.- El nudo Abuelita y el nude Rizo son especulares entre sf.
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Como Abuelita — Derecho-Derecho, entonces podemos decir que el nudo
Abuelita es isdtopo a la imagen especular del nudo Izquierdo-Izquierdo (o de
mujer),

Es decir Der-Der — Esp(Izq-Izq), donde Esp(N)) significa especular del
nudo N).

Abuelita — Esp(Rizo).
Llano — Esp(Llano).
Observe que:

i) Para todos los nudos especulares Ny y Nj se cumple que Ny — Esp(N,),

ii) Sf Ny — Esp(N;) = Np — Esp(N;), para cualquier par de nudos Nyy
N,.
DEFINICION: Dos nudos N, y N, son equivalentes si se cumple al menos
una de las dos condiciones siguientes:

1) N) had NQ.

2) Ny = ESP(NQ).

Las siguientes figuras muestran que todo nudo es equivalente a su imagen
especular, pues todo nudo es equivalente a su imagen especular de su imagen
especular, es decir N — Esp(Esp(N)).

Observemos el siguiente ejemplo:

D8 ML
(12e -1t ®) L

Izq-12q = Esp(Esp(Izq-Izq)).

Entonces el nudo de Abuelita es isétopo a la imagen en un espejo del
nudo de Mujer: '
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Abvelifn De muey ( Der-Der) Tae 128

Observese que un nudo es isétopo a la imagen del ofro en un espejo que
de ahora en adelante lo abreviaremos como Esp esto es:

El nudo Abuelita — Esp(l2q-Izq).

Las tltimas figuras muestran que todo nudo es equivalente a su Esp, pues
todo nudo es igual a la imagen en un espejo de esa imagen de él en otro
espejo,

Por lo tanto: Nudo Der-Der — Esp(Der-Der),

MUESTRARIO DE NUDOS EQUIVALENTES

NOTACION:
-+ ES ISOTOPO A:
~: ES EQUIVALENTE A:

e N\

N

. Ya que jalando el segmento superior en direccidn de las flechas se obtiene
el nudo de la derecha, es decir los nudos son isétopos.
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et

Dev-dev l2q-129.

Puesto que Der-Der — Esp(lzq-Izq) o viceversa.

QO

Debido a que Trébol — Esp(Trébol (-

0 O

Puesto que si se jalan los segmentos indicados en direccién de las flechas
en el nudo Der-Izq. se obtiene el nudo de jardinero o también conocido como
nudo llano, es decir Der-1zq — Jardinero.

Observe que: (hagalo usted mismo), cada uno de estos nudos son iguales
a su imagen en un espejo.
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Rizo Abuelita

Ya que Rizo — Esp(Abuelita) y viceversa es decir, Abuelita — Esp(Rizo).

- &

8 lzquievdo 8 Devecho

Puesto que 8 Izquierdo, — 8 Derecho, como ya se vid,
ALGUNOS NUDOS NO EQUIVALENTES

CCED)

Cavaadov Aoy ado

Ya que Jos nudos son casf exactamente iguales salvo que el nudo de ahor-
cado tiene mds torsiones (cruces) que el de cargador.
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w

" Conversadion Tovbanie kuvo

008

Rosa chwa

B e eaman Y

Dado que ningiin par de ellos son isétopos, ni siquiera uno de ellos es
isotopo al Esp de otro,

et e e o aREE e

KEIKZ

Sb

- . ——

~L  Vevdodero

1o M m L e pva—r—— e TR SO

Puesto que Falso -» Esp(Vexdadexo) y viceversa, obsewe que este par de
nudos son casf idénticos salvo el cambio que hay en el centro de cada uno.

QB

Jovameve (Llune)

D

Abveha

Pues Jardinero -» Esp(Abuelita) y viceversa, también Jardinero -» Abuelit
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Con lo definido y mostrado anteriormente se puede decir que:

i) Los nudos isétopos sun siempre equivalentes,

ii) Los nudos equivalentes no siempre son isétopos.

Es decir, si N;y —Nj, entonces N;.Nj.

;Habré algin nudo que cumpla con: Ny — Esp(N;)?, sf pues como hemos
visto Llano --+ Esp(Llano).

DEFINICION: Un nudo es " Anfiquieral ¥ o Bilateral si es isétopo a su
imagen en un espejo,

A todos los nudos que cumplen con la propiedad anterior se les llama
"Nudos Anfiguierales”.

Por ejemplo, el nudo del 8 es un nudo Anfiquieral, ya que podemos rehacer
el nudo del 8 derecho a partir del nudo del 8 izquierdo y viceversa, como se
puede apreciar en e| siguiente diagrama'

C@ (& &
© @ ©

I

PEQUENO MUESTRARIO DE NUDOS ANFIQUIERALES:

D @D

2 Devecho & lzquierdo

El 8 derecho es Anfiquieral, ya que este es isétopo a la imagen
en un espejo del nudo del 8 izquierdo y viceversa.
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ams)

El nudo de Jardinero o Llano es Anfiquieral, ya que visto en un espejo es ¢l
mismo,

(D

El nudo Recto (Der-Izq) es Anfiquieral ya que este nudo visto en un espejo
es exactamente el mismo,

"




CAPITULO 3
INVARIANTES

En el capftulo anterior se vié que cuando dos nudos son istopos, entonces
son equivalentes, y que dos nudos son isétopos si uno puede llevarse al otro
mediante una serie de manipulaciones, ademés uno es equivalente al otro si
uno es isétopo a la imagen en un espejo del otro, También se vieron algunos
ejemplos de nudos no equivalentes, por ejemplo los nudos de Cargador y
Estrangulado se ve que son muy parecidos, casi idénticos salvo la pequefia
diferencia de que uno tiene maés torsiones que el otro, es decir, hay més puntos
de cruce en la parte donde se turse la cuerda.

C ovse\éo»

E s*vav\gu\qéo

Observe que con un cruce mas y los nudos ya no son isdtopos, solo
resta ver si mediante manipulaciones se puede mostrar que: Cargador --+
Esp(Estrangulado), si estos dos criterios no se cumplen entonces: Cargador
~ Estrangulado. .

Ya sabemos pues que si deseamos ver si dos nudos son equivalentes lo
primero que tenemos que hacer es tomar un nudo, manipularlo y tratar de

45
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llevatlo a la forma del otro, si nolo logramos con esto no basta, ya que siempre
tedremos la duda de que tal vez con un trico hébil podamos lograrlo; por
lo tanto para ver si dos nudos son equivalentes debemos descubrir algunos
criterios y propiedades que los caractericen, a las propiedades de este tipo se
les llama Invariantes.

Los invariantes nudos son caracteristicas que no se alteran cuando defor-
mamos al nudo.

Hay varios tipos de invariantes, algunos son dificiles de entender para un
estudiante de bachillezato pues se necesitan algunos conocimientos de Algebra
Superior y Topologfa. Avn asf el invariante més cémodo es el llamado Grupo
de un Nudo el cudl sirve como una herramienta para mostrar cuando dos
nudos son equivalentes o también cuando un nudo por muy enredado que
esté, es un nudo Trivial; a este nivel se pretende menos y el Grupo de un
Nudo se tratard en ¢l apéndice en forma breve y superficial, también se
verdn algunos invariantes numéricos sencillos, los cuales se obtienen casi del
diagrama del nudo:

3.1 NUMERO MINIMO DE PUNTOS DE
CRUCE DEL NUDO N: M(N)

Este invariante consiste en determinar el nimero de puntos de cruce dobles
del diagrama del nudo N, y en todas las posibles formas en que pueda dispon-
erse ¢l nudo N y tomar el de menor valor M.

Veamos algunos ejemplos:
A(Twial) =0 g‘aq% M(T\vih)'m)-

(D TOSB |

M(0s! 8)= Y "\(ALU«.‘\‘“): 6 A(Conversactne g
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S~

KTREES

M(Falso)= g M( Vevdudevo)=8

De los ejemplos vistos, ;Que pares de nudos son equivalentes?
Ya hemos visto que:
a) Trébol (-) ~Izquierdo
b) Trébal (+) ~Derecho.
c) Derecho ~Izqu1erdo
d) Derecho-Derecho ~ Izquierdo-Izquierdo,
e) Derecho-Izquierdo ~ Izquierdo-Derecho.
f) Jardinero ~ Recto.
g) Recto ~ Jardinero.
h) Abuelita ~ Derecho-Derecho.
Ahora comparemos su M(N):
a) M(Ttébol (-))=M(Izquierdo)=3
b) M(Tvébol (+))=M(Derecho)=3
¢) M(Derecho)=M(Izquierdo)=3
d) M(Derecho-Derecho)=M(Izquierdo-Izquierdo)=6.
e) M(Derecho-Izquierdo)=M(Izquierdo-derecho)=6
f) M(Jardinero)=M(Recto)=6.
g) M(Recto-Jardinero)=6.
h) M(Abuelita)=M(Derecho-Derecho)=6.
Observacion:
En nudos equivalentes sus M(N) coinciden, es decir:
Sf Ny~ Ny, entonces M(N;)=M(N,).
{El inverso de la propiedad anterior es vélida? Es decir :
{81 M(N;)=M(N2), entonces Nj ~ N,?
Claramente se ve que esto es falso, pues:
M(Conversacién)=M(Turbante turco)=8 y sin embargo estos dos nudos

no son equivalentes. Asf pues este invariante es poco satisfactorio, dado que
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no estamos seguros en primer lugar si el diagrama del nudo es el de minimo
niimero de cruces, ademds existen muchos nudos como Jos anteriores que son
diferentes y con el mismo mimero minimo de cruces,

Asi pues lo anterior prueba que para poder establecer cuando dos nudos
son equivalentes, M(N) en general no es suficiente y por lo tanto tenemos
que recurtir a otros invariantes .

Sin embargo de este invariante podemos sacar algunas conclusiones im-
portantes:

i) El nudo més simple es aquel nudo que no tiene cruces con
él mismo y este es llamado el nudo Trivial,

ii) El nudo Trébol es el iinico nudo con tres cruces,

iii) E] nudo del acho es el tinico nudo con cuatro cruces .

A medida que el mimero de cruces aumenta, el mimero de nudos distintos
se incrementa de acuerdo a la siguiente tabla, la cudl fué encontrada en forma
empfrica:

Nimerodecruces 0 1 2 3 4 5 6 7 8 90 10 11 12
Nimerodenudos 1 0 0 1 1 2 3 7 21 49 165 552 2176

Nimero de nudos con trece o0 menaos cruces.
De la cudl podemos decir que;

iv) No existen nudos Ny y Ny, tales que M(N,)=1 y M(N;)=2.
Esto es claro, pues si un nudo tiene un solo cruce, este nudo es isétopo al
nudo Ttivia), pues el nudo trivial es el dnico nudo que no tiene cruces:

N| ”1
MM =L MNe)=0

13
9988
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Por otro lado si un nudo tiene dos cruces, este nudo tiene que ser isétopo
al nudo trivial;

~ .
/

Nude vsual con dog criies

Pero este nudo con dos cruces es solo un nudo usual y se requiere hacerlo
matematico, para convertirlo a nudo matemdtico hay que unir los extremos
y solo hay dos formas:

Sf los extremos se unen por abajo resulta el trivial, y si se unen por encima
resulta el Trébol.,

Por o tanto "no existen nudos Ny, N, tales que M(N,)=1 y M(Np)=2.

S M(N)=5, entonces N ~ trébdl de cinco hojas? He aquf un ejemplo
que prueba Jo contrario:

9 85

Hemos asf encontrado nudos equivalentes con un M(N)< 4, pues a partir
de un M(N)=5, esto no es necesariamente verdadero y necesitamos continuar
con nuestia investigacidn y recurrir a otro invariante,
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3.2 NUMERO DEL PASTELERO DEL NUDO
N: K(N).

Es fécil ver que de todos los nudos, solo el nudo trivial es el tinico nudo que
puede dibujarse sobre una esfera de tal manera que no haya autcintersec-
ciones.

Para otros nudos ya no es posible dibujarlos sobre una esfera, pues siempre
existird al menos una autointerseccién, al menos que se le hagan agujeros a
la esfera y se haga algo similar como en la cinta de Mdbius, la cudl tiene una
sola cara, es decir, podemos dibujar una linea sobre su cara y esta pasard por
todas las caras o lados de la figura lo cudl significa que la cinta de Mdbius es
una superficie de una sola cara.

[ITERES

LLINDRS DeluADy
UuNtRe (usa og aspies)

DEFINICION: : K(N) es llamado Ntimero del Pastelero del nudo N.

K(N)= Nimero mfnimo de asas que hay que pegarle a la esfera tal que
la superficie obtenida pueda admitir al nudo N sin que existan puntos de
autointerseccién,

Se le llama Niimero del Pastelero porque de manera similar, el pastelero
o repostero decora a sus pasteles,

De esta menera tenemos que K(Trivial)=0.
(El nudo Trébol puede dibujarse sobre una esfera?
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()
R

Es claro que no, pues habrfa intersecciones entre la misma curva o nudo
y por lo tanto K(Tv-ébol) no puede calcularse, Pero,... peguemosle una agar-
radera a la esfera como se mustra en la siguiente figura:

Las agarraderas que le pongamos a la esfera junto con ella, pueden ser
deformadas como nosotros queramos segiin nos convenga pero, sin romperla
ni adherirle nada:

F
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Asi, una esfera a la cudl se le ha pegado una agarradera la hemos trans-
formado en un Toro. Un Toro es una figura Geométrica, semejante a una
Dona o a una camara inflada, un Toro se enjendra haciendo girar una cir-
cunferencia alrededor de una recta contenida en su mismo plano y exterior a
ella,

A los nudos que se pueden dibujar sobre un Toro, se les laman Toroidales,

r

O
|

\,

’

Entonces se tiene que para el nudo Trébol: K(Trébol)=1, pues pegandole
una agarradera a la esfera, lo que resulta es la figura de un Toro, y sobre el
Toro ya podemos dibujar al nudo Trébol sin autointersecciones :

""w
43@ PR

Veamos para otro para otro rmdo.

K(Nudo del 8)=2, pues pegandole dos agarraderas a la esfem lo que re-
sulta es una "doble dona” en forma de 8 y sobre de ella ya podemos dibujar
al nudo del 8 sin que existan autointersecciones:
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.
.'t.':“ I.ll
R L7
o s e A lefR

Observese que, en efecto, ponerle dos agarraderas a una esfera es similar
o hacerle dos agujeros a una esfera, y entonces obtener un "Bitoro":

Asf, podemos encontrar una manera més facil de poder dibujar un nudo
sobre una esfera con asas.
Veamos algunos ejemplos mds:

Q@"
o2
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; Finalmente se puede decir que dado cualquier nudo este siempre puede
dibujarse sobre una esfera con asas, para ponerle las asas a la esfera se puede
hacer agujeros en cada punto de cruce doble como se muestra en la siguiente
figura de tal manera que al dibujar al nudo tratemos siempre de agotar todas
las posibilidades de paso sobre un agujero, agotado este, utilizar otro y asf
sucesivamente hasta dibujar al nudo:




3.3. GENERO DE UN NUDO N: G(N) 55-

Pero esta manera de diferenciar nudos no nos resuelve el problema pues
para nudos muy complicados este método resulta dificil.

3.3 GENERO DE UN NUDO N: G(N)

Para definir el Genero de un nudo N se construye una supetficie, cuyo inico
borde o frontera sea el nudo N,

Imaginemos una superficie bidimensional de un solo borde, inmersa en el
espacio tridimensional, la cudl puede tener dos caras o una como la Banda
de Mabius.

DEFINICION:

Se dice que una superficie es orientable, si tiene dos caras; y es
no orientable si solo tiene una cara.

Las superficies orientables son equivalentes topoldgicamente a dis-
cos provistos de cierto niimero de asas. Para colocar una asa a
un disco, se cortan en él dos agujeros y se conecta un tubo de un
orificio a otro.

En estos ejemplos, las asas se ponen de manera sencilla, de tal manera que
los bordes de los discos no se anudan; pero en general las asas de superficies
limitadas por curvas anudadas se enlazan de manera més complicada,
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3.4 CONSTRUCCION DE UNA SUPERFI-
CIE, CUYO UNICO BORDE ES UN NUDO.

En 1935 H.Seifert ide un procedimiento para construir una superficie ori-
entable con borde igual a un nudo{16. Esta superficie prueba que todo nudo
ha de ser borde de al menos una superficie equivalente a un disco con asas.
Dado un nudo cualquiera, habra muchas superficies de este tipo, dotadas de
distintos nimeros de asas, de entre todas ellas, la de menos asas es llamada
"superficie minima de} nudo ”.

DEFINICION: G(N): " Género del nudo N "= "Nimero minimo de asas
que exige una superficie orientable tal que su borde es el nudo N”.

O simplemente como:

G(N)="Nimero de asas de una superficie minima”.

Con lo anterior, ya tenida una superficie minima, no es posible disminuir
el nimero de asas y por lo tanto el género G(N) es un invariante,

Observemos un ejemplo:

El nudo Trivial es el vinico nudo con Género cero, es decir, es el borde de
una superficie sin asas, por lo tanto G(Txivial)=0, de hecho esta es la forma
de determinar cuando un nudo es el trivial ,

De lo anterior se puede decir que:

Sf un nudo N est4 desanudado, entonces G(N)=0.

Veamos un ejemplo de la construccién de una superficie, cuyo borde es
un nudo:
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b) Unir o rellenar los puntos de cruce con las cintas re-
torcidas para conectar a los discos.

En este ejemplo se puede observar que al viajar sobre la superficie obtenida,
se viaja de un nivel a otro (es decir por encima y por abajo) y por lo tanto
la superficie es no orientable como la cinta de Mbius,

Observese que el borde de la superficie obtenida es el nudo del Trébol (-).

Asi pues, la superficie obtenida es " no orientable”, ahora veamos un "
algoritmo en el cual la superficie que se obtiene si es orientable,

DEFINICION: Una "superficie " de Seifert para un nudo o enlace N, es
una superficie orientable tal que su borde o frontera es el nudo N.

Como se dijo al principio de esta seccitn, con el procedimiento de Seifert
se probd que todo nudo debe ser el borde de al menos una superficie de
Seifert.

Algoritmo para encontrar la superficie de Seifert para un nudo N,

Dado un nudo N (o enlace):
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Pasol: Asignarle una direccion,
Paso2: Borrar los puntos de cruce y reemplazarlos por arcos como se
muestra a continuacion:

e

Al realizar €] paso 3, Jos discos que resultan son llamados "Circulos de
Seifert” .

Paso3: Conectar los circulos de Seifert por la parte donde se encontraban
lus cruces originales mediante cintas medio torcidas, donde las regiones que
se encuentran al recorrer el segmento en direccidn de la flecha en sentido
contrario a las manecillas del reloj se marcan con el mismo color ,

Paso 4: La superficie obtenida es orientable cuyo borde el el nudo N (o
enlace),
Paso 5: El género de la superficie es:

g=1- nir;—m



3.4. CONSTRUCCION DE UNA SUPERFICIE, CUYO UNICO BORDE ES UN NUDO.59

Donde:

s: No. de circulos de Seifert.

n: No, de componentes del enlace (n=1 para nudos).

m: No. de cruces del nudo N,

Ejemplo: Dado el siguiente nudo N, calcular la superficie orientable que
resulta y calenlar su género,

El género de un nudo, posese la propiedad de que G(N, f N3)=G(N,) +
G(Ny), El lector puede comprobar que G(Abuelita)=2, ;porque?

También se puede comprobar que al cortar un Toro a través del nudo
Trébol, lo que resulta es una

superficle orientable y por lo tanto G(Tyébol)=1.

Sin embargo nudos diferentes pueden tener la misma superficie minima y
por lo tanto el género ademds de que no siempre es fécil de determinar y no
nos resuelve el problema propuesto,
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CAPITULO 4

ARITMETIZACION DE LOS
NUDOS

Veamos como de manera semejante a los ndmeros Naturales los nudos tienen
SUs propias operaciones,

Cuando se tiene un primer nudo y luego sobre este se hace un segundo
nudo, entonces esta operacién nos genera un nuevo nudo, Esta operacién
serd la operacién de componer,

4.1 COMPOSICION DE NUDOS

DEFINICION: Sean N; y N, dos nudos, entonces " el composicidn de N, y
N " es igual al nudo que resulta de amarrar N, y N; a una cuerda:

Notacién:

61



62CAPITULO 4. ARITMETIZACION DE LOS NUDOS

Nif Ng: La composicidn de los nudos Ny y Ny,
Observaciones:
i) N1f Ng = Ny & N, es decir la composicidn es conmutativa,

ii) S Nt es el nndo trivial, entonces Ny § Ny=Nqi N,=N), es decir Ny
hace las veces de la unidad.

El nudo trivial Ny es la unidad: en el primer caso se tiene
que: Npe1s=Npa sl N} en los otros casos esta propiedad
se cumple en forma analoga,

(‘) . Ny (b’

. !g N ‘-D) Ny
La composicién es conmutativa: Ny se ha deslizado a
través de N,




4.1. COMPOSICION DE NUDOS

am

%

Nzravot(+) | N 7ravons) = Navuetita,

2w o s wienay

N Trébol(4) ﬁ N T'rébol(-) =NJardinerm

N

gD &

Nrcao-) # Nreavoy-) = Nrizor

De todo lo anterior podemos sacar la conclusion siguiente:

63

Cualguier nudo se puede representar como la composicidn de dos o mds

nudos.
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Como conclusidn tenemos lo siguiente:

Nabuetita = Nrravoi(+) § Nervot(4)

Nuardinero =NTrébol(+) i NTrcbol(—)-

Nri:o= Nzvavoi(-) Nrrevol(-)-

Con todo lo anterior podemos pensar de una manera natural que la con-
mutatividad de la composicidn nos puede mostrar cuando dos nudos son
isétopos, pues si un nuds se puede representar como el composicidn de dos
nudos y ademds un nudo puede deslizarse a través del otro (se vale la conmu-
tatividad), entonces el nudo original es isétopo a cada nuevo nudo obtenido
al ir deslizando un nudo a través de] otro.

Tlustremos lo anterior con el siguiente ejemplo:

(a)

El producto de nudos es asociativo,

Observe que de este ejemplo se puede decir que la composicidn es asocia-
tiva, ya que la composicidn se entiende como amarrar un segundo nudo a un
primer nudo, entonces se cumple que:

(N1fN2)iNg=N);(NptNa)=(NpfiN3)N; =N, (NafiN; )=...

De lo anterior podemos decir que cada nudo por muy complicado que sea,
es la composicién de otros nudos y si se desliza un nudo a través de otros
nudos se obtiene un nuevo nudo, el cudl es isétopo al original.

4.2 MULTIPLO DE UN NUDO.

DEFINICION: Se dice gue un nudo A es multiplo del nudo B, si eziste un
nudo C tal que se cumple que A=B { C.
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Observese que sf Ny es el nudo trivial, entonces se tiene que Nr=B{C,
esta expresién nos dice que el nudo trivial Ny tiene dos multiplos, Es decir
"si se tiene un nudo B y después se amaira junto a el otro nudo C, el nudo
resultante es el nudo trivial Ny, entonces " el nudo B se puede desanudar .

De lo anterior podemos decir que el tinico nudo que cumple con: Np=B{C
es el nudo trivial Ny, es decir, Np=B=C; lo anterior se resume en la siguiente:

Proposicién: ningin nudo que no sea el nudo irivial se puede desanudar
al amarrarle un segundo nudo,

Veamos una posible demostracion:

Supongamos que Ny = AfB, sean A y B dos nudos, amarremos un
mimero infinito de nudos A;y B;; es decir al nudo A, amarrarle By, al B,
amarrarle Ay, ete., lo que resulta es un nudo salvaje como el que se muestra
abajo:

(\@é}@@[)\/@@%m’

El nudo obtenido si es desatable pues basta con desatar simulténeamente
cada par de nudos Ay y Bj; recuerde que sf A{B = Np y por lo tanto
AtBy = Nr; ademéds observe que si A)fB; = Np, entonces también se
cumple que By A; = Np ya que A, = A =...y también B, = By = ...

Utilizando la nocién de deslizamiento, la figura anterior es isotépica a la
siguiente:
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(- Qoesese

Lo que significa que;

A Ags. By Bof... = Nop

ya que el nudo de la figura anterior es desatable, pero si el nudo es desa-
table entonces los nudos Ay = By = Np.

4.3 NUDOS PRIMOS.

Al igual que entre los niimeros naturales existen los nimeros primos, también
entre los nudos existen nudos primos.

DEFINICION: Se dice que un nudo A es Primo si no es el nudo trivial y
s6lo es multiplo por los nudos isétopos a €l y por la unidad Np.

Segiin Jo anterior, cualquier nudo es primo o campuesto, donde compuesto
significa que es miltiplo de otro,

Al igual que entre los niimeros primos es evidente que: " eziste un conjunto
infinito de nudos primos”.

También al igual que en los naturales, los nudos no triviales se puede
representar en forma tnica como composicidn de un nimero finito de nudos
primos.

Veamos un ejemplo muy simple:

i) El nudo Trébol es un nudo primo, pues sus inicos multiplos
son Jos nudos istaopos al trébol y al nudo trivial Np.

Esto es: Trébol es primo 4 trébol =B:C tal que:

a) Uno y s0lo uno de los nudos B o C es el nudo trivial Ny

b) Sf el nudo B es el nudo trivial Ny, entonces: trébol — C.

Demostracién:
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a) Sea el nudo trébol de tal forma que trébol=B ¢ C, entonces
al nudo trébol es multiplo de B y C.

Como: trébol=BEC, entonces uno y solo uno de los nudos B
y C deben ser la unidad.

b) Supongamos que B=Nr, entonces trébol=Nr:C, como Nr
es la unidad, entonces trébol=C, pero esta iltima expresién in-
dica que trébal --2 C (trébol y C sun isétopos), y por lo tanto
cualquier nudo isétopo al trébol también es multiplo,

Por lo tanto los tinicos multiplos de trébol son él mismo y la
unidad, es decir el nudo trébol es un nudo primoe.l

El invariante G(N) tiene y una propiedad muy importante la cuél no se
demostraré en este trabajo por ser complicada para este nivel y nos comfor-
maremos con solo mencionarla:

G(A!B) = G(A) + G(B)

Con la propiedad anterior demostremos la siguiente afirmacién:

Ningiin nudo no trivial se puede desatar amarrandole un nudo junto a €,

Demostracién:

Sea A # Nr, amarrémosle otro nudo B y supongamos que se desata, es
decir A{B=Nr, entonces por la propiedad se tiene que:

G(AjB) = G(A4) +G(B) = G(Nr)

pero como vimos arriba G(Ny) =0

entonces G(A) + G(B) =0

es decir A= B = Nr., ‘

Por lo tanto, A es el nudo trivial, es decir, el iinico nudo que se desata al
amarrarle un segundo nudo es el nudo trivial .

En 1926 Briggs y Alexander publicaron una tabla de nudos en e] apéndice
del primer libro sobre nudos de Reidemeister [16), la tabla completa se mues-
tra continuacién:






4.3. NUDOS PRIMOS,
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Se tiene documentado que a fines del siglo XIX comenzaron los matematicos
a interesarse por los nudos, incluso el Fisico Lord Kelvin se esforzé por de-
ducir la estructura de la tabla periddica de los elementos tomando como
hipétesis que los 4tomos eran en realidad vértices anudados en el seno del
"eter”, dicho trabajo fué infructuoso, pero sirvid para que mateméticos como
G.Tait creara la primera tabla de nudos(16).

Kurt Reidemeister en los afios 20 simplificd el estudio de los nudos in-
troduciendo una pequefia coleccién de movimientos bidimensionales en los
diagramas de los nudos los cudles no cambian al nuda(g].

Los movimientos de Reidemeister simplifican el estu-
dio de los nudos, donde dos nudos son iguales sélo si
sus diagramas son idénticos salvo cierta combinacién de
movimientos de Reidemeister,



CAPITULO 5

ENTRETENIMIENTOS Y
NUDOS

Este capitulo esta dedicado para aquellos que gustan de jugar y entretenerse
con las mateméticas, en este caso con la topologfa nudista (sobre nudos).

Paridad y alternancia de un nudo.

Sea N un nudo con sus cruces enumerados en forma arbitraria, entonces
se puede observar que a partir de un cruce cualquiera y recorriendo todos los
demés cruces en forma arbitraria hasta recorrer todo el nudo, se pasa por
cada cruce dos veces (uno por encima y otro por abajo).

Por ejemplo al recorrer el nudo trébol se obtiene la secuencia de cruces:
123123.

(v
(2)

)

" Invirtiendo la direccidn se obtiene la secuencia:132132
Definimos a la paridad de un nudo como la secuencia de los nﬁmeros que
se obtienen al recotrer el nudo en una direccidn arbitraria,

n
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Gauss demostrd que en una secuencia de cruces relacionados a una curva
cualquiera, cada niimero de cruce aparece dos veces, una en una posicién par
y otra en un lugar impar.

Asi pues, en cualquier nudo se cumple la propiedad invariante de que
las posiciones en las que aparece un punto de cruce, estdn separadas por un
nimero par de lugares, o bien sun consecutivas,

Ejemplos:

0

(3
PlTrebol ¢-))= 123123 P(Trvial )= 12432434

(4)

P(l2quevde)=123213) P(Trvial) 11




DEFINICION: Un nudo es alternante, si al recorrerlo en una direccién
arbitraria, pasamos alternadamente por encima (E) y por abajo (A); en otro
caso el nudo es no-alternante.

A: No Q\%man%e B: Alder nante

En el ejemplo anterior A ~ B, entonces debe ser posible convertir un nudo
no-alternante a alternante, aunque la existencia de nudos no-alternantes es
muy rara, pues cuando uno piensa haber encontrado un nudo no alternante,
este es equivalente a un alternante:

v

e

Nudos
no a\4e'nan-\es

Problemas:

1.- Si un compafiero te dice que ha dibujado un nudo, cuya pari-
dad es 123214324, ; Qué le puedes afirmar, aunque no te muestre
el nudo?

2.- Busquese la forma de llevar la anilla marcada de la posicién
Aalaposicion B,
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3.- El problema de los presos.

Sean A y B dus personas, cada de las cuales una tienen es-
posadas las mufiecas, y ademds entrelazadas entre ellas, como se
muestra en la figira de abajo:

‘ (Podrén safarse A y B sin desatarse o romper la cuerda?;

Para desatarse pueden subirse uno en el otro, o hacer cualquier

manijobra, pero como se dijo entes sin romper la cuerda o desatrse

de las mufiecas.

! Como podré aprecisrse, a primera vista es imposible desa-
tarse, pero realizando un segundo nudo las personas A y B pueden
soltarse ;Cdmo? Intentese primero por st mismo,

4.- El problema de las tijeras,

Dadas unas tijeras anudadas como se muestra en la siguiente
figura, donde los extremos estén fijos como por ejemplo a la pared
o la tierra, sacar las tijeras en forma diferente a la Alejandrina.



5.~ Lo retamos a que intente transformar el nudo (enlace) A
en la forma del enlace B, es decir compruebe que A --+ By A »
C por lotanto B-» C,

®® ¢

Observese que la transformacién de A a B transfiere la torsién
de un aro a otro conservando el niimero de cruces y el sentido del
giro, Como A ~ B, entonces no ha habido ninguna variancién
en e] paso de A a B; la relacidn topoldgica en el espacio tridi-
mensional entre los dos aros se mantuvo invariable, Solo nos
dimos cuenta de lo sucedido porque los dos aros estdn diferen-
ciados por su color, en otro caso ni nos hubieramos enterado de
lo sucedido. Entonces no tiene sentido decir que en A la cuerda
gruesa estd torsionada y que en B es al revés, Topolégicamente
tan torsiénada esté en A y en B la cuerda obscura respecto de la
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delgada y viceversa . En el paso de A a B las cuerdas realmente
no varian su relacién reciproca es el espacio circundante el que
ha sido torsionado con respecto de los aros,

6.- Atese las agujetas del zapato izquierdo en forma dextro-
gira y de forma levogira el derecho, y preguntese: ;Permanect
invariante respecto del espacio?

7- Problema:

Lo desafiamos a que intente pasar la llave hacia el otro lado
de la puerta (de la posicién P ala Q) sin pasarla a través de la
cerradura (pues se supone que no se puede):

ALGUNAS SOLUCIONES:

1) Se le puede afirmar que no existe un nudo con tal trayecto,
iPorqué?

3) Paso 1: B forma un bucle pequefio en el centro de su cuerda
como se muestra a continuacién:



Paso 2: B pasa el bucle por dentro del nudo que rodea la mano
derecha de A en direccién de adentro hacia afuera (del codo hacia
la mano).

Paso 3; B desliza el bucle en sentido contrario a las manecillas
del reloj y lo coloca sobre la mano (al otro lado de la palma de
la mano de A).

Paso 4: B gira el bucle sobre la mano a reloj).

Paso 5: B atrapa la mono de A con el bucle,

Paso 6: B pasa el bucle como en 2), pero de afuera hacia
adentro.

Paso 7: B o A se jalan, y ya se pueden soltar.

4) Solucion gréfica:

7
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Este problema ademds de entretenido esconde fenémenos y
principios topolégicos nada sencillos pero si muy importantes,
pues las tijera estdn al mismo tiempo dentro y fuera del nudo, es
decir no habia nudo o el nudo era el trivial.

7) Solucién:

i) Pase la llave del bucle de manera que cuelgue como se mues-
tra en la figura (&), _

ii) Tome la curda doble por los puntos A y B y hagase pasar
el bucle por detrds y a través de la cerradura, de esta manera
obtendrd dos nuevos bucles fuera del agujero (fig.b)

iii) Traslade la llave hacia arriba a lo largo de la cuerda,
pasando por ambos bucles y tome los dos trozos de la cuerda
por el lado opuesto de la puerta y saquense de nuevo los dos bu-
cles a través de la cerradura dejando la cuerda en su posicién
original. 4

iv) Deslice la llave hacia la derecha, a través del bucle y .. ya.



CAPITULO 6
APLICACIONES

6.0.1 INTRODUCCION .

Desde el siglo pasado y particularmente durante la ltima década los cientificos
han incrementado el uso de las técnicas analiticas de Geometria y Topologia
en el disefio e interpretacién de experimentos .

Los Quimicos han usado gréficas para representar a las moléculas, también
estén interesado en el desarrollo de técnicas que les permitan sintetizar
moléculas en su estructura Tridimensional; también los han usado para el
estudio de los Polfmeros, etc,, dindoles un tratamiento similar,

Los Bidlogos estudiosos de la Bioquimica y de la Biologia Molecular usan
la Geometria Diferencial y Ja Teorfa de Nudos para descubrir y cuantificar la
estructura tridimensional del ADN (Acido desoxirribonucleico), pues saben
que la conformacién espacial de este y las protefnas que actuan sobre el
mismo ADN es importante para su funcién bioldgica.

Todos estos avances han permitido crear modelos matemaéticos que per-
miten realizar observaciones cualitativas y cuantitativas en los experimentos,
permitiendo predecir algunos resultados,

Este capftulo trata sobre algunas aplicaciones de la teorfa de nudos a
algunas ramas de las Ciencias Naturales,

6.1 DESCRIPCION BREVE DEL ADN.

Para los bioqufmicos la molécula del ADN es de gran interés .
Veamos una breve descripcién de ella:

" chOTESES BA BB
WD A kﬁfn’ilﬁ@fﬂ-ﬁ

‘s
v'l
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La molécula de ADN es un polimero lineal construido como una sucesién
de cuatro mondmeros distintos llamados Nucledtidos. Cada monémero tiene
una parte constante (Moléculas de Fosfato y del azucar desoxirribosa) y una
parte variable que puede ser cualquiera de las cuatro bases nitrogenadas
. Adenina (A), Guanina (G), Timina (T), y Citosina (C). Usualmente al
ADN se le ve como una doble hélice formada por dos polimeros lineales
antiparalelos en forma de escalera girando sobre un €je virtual, los pasamanos
de la escalera son las moléculas de fosfato y desoxirribosa, mientras que los
peldafios son dos de las cuatro bases mencionadas anteriormente,

N,

A: Modelo lineal del ADN; B: Forma relajada; C: ADN
cerrado superhelicoidal,

Las cuatro bases mencionadas anteriormente especifican escencialmente
toda la informacién genetica, la cudl estd contenida en las cuatro bases men-
cionadas, una de cada Jado y unidas entre sf mediante puentes de Hidrdgeno.

En el ADN se observa el siguiente principio de complementaridad entre
los dos lados de la escalera: cada vez que de un lado aparece una A esta se
hallara aparejada con una T del otro lado y viceversa, mientra que toda vez
que aparezca una C esta se hallaré aparejada con una G y viceversa. Gracias
a este hecho, la informacién contenida en la molécula se puede deducir de
una rama de la doble hélice,

La unién de los peldafios de la escalera no es homogénea; las parejas A-
T estdn unidas mediante dos puentes de Hidrégeno (liga energética débil)
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mientras que G-C lo estd por tres puentes de Hidrogeno (liga energética
fuerte). L

—

Configuracién helicoidal.

La cadena de ADN contiene toda la informacién necesaria para la pro-
duccién de Polipéptidos que, a su vez, dan lugar a las proteinas que son la
materia prima tanto estructural como funcional de todo ser vivo.

La doble hélice se abre como una cremallera, para dos procesos diferentes
de la vida celular. Uno de ellos es el proceso de replicacidn en el cual el
ADN se duplica generando dos copias idénticas (salvo errores de copiado o
mutaciones) quedando una de estas copias en cada célula producto de la
divisién celular. El otro proceso llamado de transcripcidn es aquel mediante
el cual la informacién contenida en el ADN determina la manera de como
una celula produce polipéptidos que a la larga dardn lugar a las protefnas,
Un segmento de ADN que contiene la informacién necesaria para la sfntesis
de una proteina se le denomina Gen .

Al conjunto de material genético se le lama Genoma. El genoma humano
consta aproximadamente de 2000 megabases (mgb) de las cudles casi el 5%
codifica para la produccién de polipéptidos o regula el funcionamiento de
esta produccion, la funcién del resto en caso de haberla es desconocida,
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v
¢
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T

El ADN es como una escalera o cinta,

% ,

Esta cinta puede estar enrollada y anudada,

o> A gP uaa®» ™

Esta cinta puede estar més anudada y més enrollada,
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electrdnico.

6.2 GEOMETRIA Y TOPOLOGIA DEL ADN.

5f la molécula estd més enrolladada o mas anudada se dice que la molécula
estd mas compactada, Para medir el grado de compactacién, Brock Fuller

introdujo dos invariantes geométricos[8): la Torsién y la Retorsién (T, y W)
los cuéles se describirdn en el Apéndice C.
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CAPITULO 7

NUDOS Y FISICA.

La idea de asociar un polinomio a un nudo fué introducida en 1928 por
Alexander.

Jones en 1990 mientras estudiaba las relaciones entre las algebras de Von
Neuman|20], las cuales surgen en fisica cuéntica, €1 descubrié una nueva clase
de invariante polinomial de nudos; a raiz de esto muchos otros polinomios han
sido descubiertos, uno de ellos es el modelo de estados o mejor conocido como
el Polinomio de Kauffman (1991)[6]. El modelo de estados opera eliminando
todos los cruces de un nudo o enlace que seré reemplazado por circulos (cic-
los) desconectados, cada cruce puede encontrarse en uno de los dos posibles
estados, cada posible combinacién de estados de cruce determina un estado
del enlace ademés en €] se da un conjunto de reglas, un simple cambio de
variable en este polinomio lleva a establecer la equivalencia con el polinomio
de Jones.

71 EL POLINOMIO DE KAUFFMAN.

Dado un diagrama de nudo o enlace N, a partir de este podemos obtener
diagramas més pequefios por medio de las desconexiones de sus cruces. Sf
desconectamos un cruce, este puede ser desconectado en dos formas, como
se muestra a continuacién:

85
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o

4

\/
‘A
/—‘\

BC_

U/

7.1.1 Tipos de desconexiones.

En cada cruce, hay cuatro regiones incidentes a este: Dos del tipo A y dos
del tipo B,

)

\

Las regiones del tipo A son aquellas que aparecen al lado izquierdo de un
observador que antes del cruce camina por el segmento que pasa por abajo .

Otra forma de determinar las regiones del tipo A es haciendo girar el

segmento superior contra reloj, y la primera regién de encima seré del tipo
A:
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<)

Una desconexidn es del tipo A, si la desconexién une las regiones del tipo
A, o del tipo B si la desconexidn une las regiones del tipo B:

Determinacidn del tipo de desconexién.

Por ejemplo si se desconecta el cruce indicado en el siguiente diagrama,
se obtienen los siguientes diagramas:
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Si se repite este proceso hasta no tener ningin cruce, se puede obtener
una familia de diagramas, cuyo antecesor inicial es el diagrama original.

En forma inversa, una desconexion del tipo A o B se puede utilizar para
reconstruir la forma del cruce anterior, y asf sucesivamente hasta reconstruir
el diagrama original:

A”?&A

Por ejemplo una reconstruccion es como la siguiente:

2 -2
O
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Por shora descompongamos el nudoTrébol (+):

«C\) &o
@ 9793
@%@ S oD

Llamemos a cada descendiente final del diagrama de nudo N, un Estado
de N.

Notemos que en la descomposicién anterior hay ocho estados; en general,
si un diagrama tiene n cruces entonces hay 2" estados del diagrama,

Sf o es un estado de N, sea < N | 0 > el producto de las etiquetas del
estado o del nudo N,

Por e¢jemplo:

DI

< Trébol(+) |0 >= AAA= A,
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Sea también J|o| igual al nimero de ciclos (circulos) menos uno en el
estado 0.
Por ejemplo:

|| I=2-1=1
DEFINICION: El polinomio de Kauffman se define como;

<N»>=X<N|o»dol

donde A,B,d son variables algebraicas conmutativas,
Ejemplo: Calcular el polinomio < T'rébol(+) > .
Utilizando la descomposicion anterior de este nudo tenemos que:

< Trébol(+) » = A%?"! + A’Bd'~! + A’Bd'~! + AB%d*-!
+A2Bdl-l + ABzdz-l + ABde-l + Bsds-l

es decir:

< Trébol(+) » = A%d + 3A*Bd® + 3AB%d + B%d? = A%d +
3AB + 3AB%d + B’

Este polinomio por sf solo no es un invariante topoldgico, pero veamos
las siguientes reglas o condiciones bajo las cudles este polinomio llega a ser
un invariante:

=

Regla 1.

Demostracién:
La demostracién es obvia pues cada cruce puede ser desconectado en dos
fomas <N>=A<Ni>+B<N, >0

Veamos el siguiente ejemplo donde aplicamos la regla anterior:
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Ejemplo: Calcular el polinomio < L > aplicando la regla 1.

QD= (@) ++ 09

continuamos aplicando la regla:

R L

=4 (CCD)*B(CK)]
¥ B[ (QD>+B<OO>]

L i =
< L= Ald*' 4 ABd" + ABd"‘ + B’d’-
< L= A'd 4+ 2ABd® + B%d
< L>= A'd+2AB + BYd

Ejemplo: Calcular e polinomio < I} > aplicando la regla 1

L¢
@D= (D) +2 (3D}
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| =A[A<OO> ¢ 3<C3>]+
1 B[A<C}O> +5(C20)]

< ! = A% 4 ABd'™! + ABd' + B!
< I} %= A% + 2ABd® + B%
< I} = A% +2AB + B4

Por lo tanto podemos cbservar que: < L »== I} »
Regla 2:

Q) <i>=As<3C>+AB<E>
+(Aﬁa‘)<_:_:>
" " < b’>= (Ad’+B)<f\/>
NG = (a el A

PN IV BRSNS X ]S LSRR B Y W Pt Vs e

Regla 2,

Demostracién: a)
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oy (L7
= ALA(T\_>+ B<‘,o_i>j .+
s [A(3() *e(2L)]

=Ry AR =)
=AB(DC AT Y HAE)I =) &

]

Convencién:

<ON »=d=<N»

Con base en la convencidn anterior tenemos que:

(o) =a(>) 485D +(A‘+‘a‘)<:.:)‘
= AB(S ) +ABIC =Y H(A 81)4::7

<D:>=Aa(3c) +ABd+AYE) = ,
.
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b)) < Y >= A<‘°’7+B('U> '
=Ad{~) 184~

=(AA+ B\ <N> a

i) <}S>: A("U') +B<‘5’>
=AU Y

=A <'\4> +8d </\;>
=(atsd) <y

Sf hacemos que B = A~'y d = —A?— A% | entonces tenemos
. que las reglas indican que:
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WIRES i D AT, 8 ha 10 et U raas AR ¥

<':o—-7 AB(::C7+AB<17+ (A+8)

= AA <:>c7+AA<‘-’>+(A+A
=T+ Y4 H(A4 A (:::7
“‘<‘,‘>C7+d<l‘-ﬁ.}+(ﬁ\ +A) =Y
=2 c7+(~A +A Kx} HA+A )<~7
=<DC?+[-X’+ZZ +A2+Zz_]<2:’.7
(o =)+ o (=7

Loy=<><)

7
7

Observamos que esto justifica el movimiento de Redemeister del tipo Il
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T At 840 4 e et PO Y Py

- N
i <b/>=A<T>+B<"U>
:Ad<-) "'B("‘)

= A(‘A’~'A.1)<,.\7+A-!<f\7

{-n=a) e a 'K~y
Y= -4~

e oL ot LSy

"{EY=MU (T
BLAL D
= (A*Bd)<rv>
=A +A—‘(-A1-A" )<~7
=(A-a-a*)¢ ~Y
<K>= T RGY
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las cudles son casf iguales salvo el signo del exponente de A,

Regla 3:

X =(27) .

Demostracién:

Por la regla 1:

97
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)R 00
“ (A) ()
= A<>\C_/\/>+B<D\—Q>

)

Por lo tanto podemos afirmar hasta ahora que < N > es
invariante bajo los movimientos del tipo Il y III de Reidemeister
y se dice que < N > es de isotopia reqular.

Para que < N 3 sea un invariante topoldgico o de isotopfa
completa, solo falta ver de que manera puede ser invariante bajo
movimientos de] tipo I,

En el apéndice C se define la retorsién (Writhe) de un nudo
N ( Wx(N)), la cual es invariante bajo movimientos del tipo Il 'y
1I:
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fl

iR

-+
£
e

Utilicemos el W,.(N) para normalizar al polinomio de Kauff-
man <N »>:

DEFINICION: El polinomio < N » normalizado por medio de la re-
torsion (Writhe) se define como:

by = (- (N >

Veamos como £y es invariante bajo movimientos del tipo I,

ea ' 3 W (. 7 \
BRAVETO B
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BT $12 0]

=(-#) O™y

-1 _-W{”)

=(-A) (-8) (A
S B
o~ (_‘, A3 )" \\k('/’)

<y
=1,

Por Jo tanto llegamos a que:
~ ﬁ ()" = C Yl
Lo cuél nos indica que £y es invariante bajo movimientos del

tipo I:
J~r7 ~ 6

Movimientos de Redemeister del tipo I.
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Hemos llegado a que:
El polinomio de Kauflman < N > es un invariante topoldgico
si se cumple que:
B=A" d=-A2-A"?
3 -3
1 7\ . :
QE=Ary TGy =-AL~Y,
) Iy =PS)
= /
,  (N=3)
y ademds:
by = (-A)"W W™ < N > donde W,(N) es la retorsion
(Writhe) del nudo N.
EJERCICIOS:
Caleular: < (DY
Calcular: © >

Calcular < Trébol(+) >
Calcular < Trébol(-) >
Calcular:< del 8 >
Calcular:< Derecho >
Soluciones:

y < WY

= A% + 2AB + B
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= A=A = A7) + 2447 4 A= A? - A7)
=-A-142-1-4%)
=-A-A-E

<OV

=d"' =10

3)< Trébol(+) »= A%d +3A’B + 3AB% + B*d*

= A=A — A7) + 3AAY 4 BAAH~ A2 — A2 + A(~ A2 - A72)?
=-A A+ AR

4)< Trébol(~) »= A%d? +3A%Bd + 3AB? + B'd

= AY(—A? - A7) + 3APAN(~A? ~ A72) + BAATT+ A~ A - A7Y)
=-A"-A3+ 48

(@)

“162(@) (D)
por [ reglq : <br>= ~A3<N>

= =AY =AY = A7)+ A=A~ A3+ A7)
=AY H1- At - A 4 A
=A AL 1A+ AR
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6) { Devech) = <C®>= A<C8> +a<@> |
:A[A@)w@)}a[ﬁ(@ +5(@>]
(1@ e (O] ]
KDY (@) (@) @)

= A'd + A’B + A’B + AB%d + A’B + AB%d + AB% + B%?
= A% +3A’B +3AB% + B%d?

= =A%~ A% + A7 =< Trébol(+) >

Proposicién:

Sf Ny N' son dos nudos especulares entre sf, entonces:

< N> (A1) =< N »

y ademéds:

(AT =tm

donde (A™!) , significa invertir el signo delos exponentes de las
expresiones algebraicas de los polinomios de Kauffman de los dos
nudos especulares entre s{ es decir si los exponentes son positivos
cambiarlos a negativos y veceversa,

Demostracién:

Invirtiendo los cruces en cada nudo, se invierten los papeles
de Ay A! enla definiciénde < N > y (v @

Ejemplo: Ya vimos que:

< Trébol(+) == —A% - A3+ A7

< Trébol(=) »=—-Ab - A3+ A7

es claro que:

< Trébol(+) > (A™?) =< Trébol(+) >
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ademds como:

W, (Trébol(+1) =3

W,(Trébol(-)) = -3

entonces:

ﬂTrébol(+) o= (__Aa)-a(__Ab__ A+ A—?) = A4 +A-12 +A—16

lTrébal(-) - (__AS)S(__A—-E - A3 + A7) - A4 + A12 + Alo

es decir frra,{,((“(/l_l) ?l'- ETrébol(—)

concluimos que:

Crravol(+) 7 Errevol(+)

es decir, no son isotdpicos, pues sus polinomios corchete nor-
malizados no son iguales.

Se deja como ejercicio al lector resolver lo siguiente:

1) < 8 derecho »=< 8 izquierdo == A8 - A'+1- A~ 4 A™8

Y que lggerecho == 8 derecho »= lgizquierdo

es decir comprobar que son isotdpicos.

2) Demostrar que los nudos derecho y Trébol (+) son isotépicos.
CONLUSIONES

A lo largo de este trabajo se ha pretendido que el estudiante de Bachiller-
ato perciba de una manera gradual, de lo trivial a lo complejo aunque no
se esth excento de saltus, y que que la nocién de nudo es esencialmente una
matematica cualitativa, es decir Geométrica pues difiere de otras teorias en
las que son puros calenlos, y por otro lado que el estudiante perciba que
objetivo principal de la teorfa de nudos es saber diferenciar algunos nudos
de otros y para lo cuél es necesario intentar buscar algunas técnicas que
permitan resolver este problema; otro objetivo perseguido es el de desper-
tar el interés del estudiante de Bachillerato hacia otro tipo de problemas
mateméticos poco abordados en la actualidad a ese nivel y en los cudles hay
bastante por profundizar.

Debido a la gran pretendida sencillez del texto y a la presentacién de
una manera natural, la nocién de nudo (nudos usuales y después nudos
mateméticos) se recomienda este texto como una gufa itil (segiin la habili-
dad del profesor) que puede ser introducida en diferentes partes del Plan de
Estudios, en lo que act':almente es llamado La enserianza de las matemdticas
vta resolucidn de problemas.

Sf este texto logra despertar el interés de los profesores y en particular de
Jos estudiantes, el objetivo se habré alcanzado ya que este texto no contiene
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en rigor nada nuevo, excepto posiblemente el interés de despertar una actitud
matemética de los estudiantes hacia campos poco explotados y explorados.

JUNIO DE 1996, ANDRES GOMEZ VALLE.
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APENDICE A
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7.2 EL GRUPO DE UN NUDO.

El grupo de un nudo es otro invariante que permite casi la clasificacién com-
pleta de los nudos, Generalmente este consiste en descubrir las distintas
formas en que es posible cruzar el espacio tridimensional sin tropezarse con
un nudo inmerso en é€l,

El espacio que rodea a un nudo y las trayectorias que lo cruzan pueden
ser descritos geamétricamente, Henri Poincaré descubrié ¢émo pueden rep-
resentarse algebrdicamente propiedades de una configuracién geométrica,

Veamos pues como a un nudo se le puede asociar una estructura de grupo:

Sean:
Q : El complemento del nudo N ((R" ~ N):el espacio R® que
no contiene a N)

b; Un punto fijo en §.
n: Conjunto de caminos unidimensionales que parten de b,

recorren ) sin tropezarse con N y retornan a b,

Convenciones:

a y f son dos caminos equivalentes, si uno de ellos puede
deformarse hasta hacerse coincidir con el otro (durante el proceso
de deformacidn se permite que el camino sea estirado o contrafdo,
incluso que se cruce consigo misma, pero su punto inicial y final
no deben alterarse, es decir, los extremos deben de estar fijos).

A es un camino equivalente a b (pues A puede contraerse
hasta b), :
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@ es un camino equivalente a 3, pues 3 puede destorcerse
y €l nudo de a se puede eliminar resultando los dos
caminos equivalentes,

Estos procesos de deformacién se llaman Homoloptas y a los caminos a
y B se les lama Homotdpicos.

@, B,7 y w son homotdpicos, pues el camino 3 puede de-
strenzarse, el nudo de « puede eliminarse y el camino w
puede desdoblarse y por lo tanto todos ellos son equiva-
lentes, es decir homotépicos.
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4y w no son homotépicos pues tienen orientacién difer-
ente, aunque rodeen al mismo segmento de nudo.

T y w no son homotdpicos, ya que aunque rodeen al
mismo segmento de nudo en el mismo sentido, 7 lo rodea
dos veces y w solo una vez,

¢y w no son homotépicos, puesto que rodean a diferentes
segmentos de nudos,

111
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Si @ es un camino, entonces la clase de equivalencia de todos los caminos
homotdpicos a a se denota por [a].Con esto se reduce el niimero de
caminos de €.

7.3 MULTIPLICACION DE CLASES.

Veamos pues como a un nudo se le puede asociar una estructura de grupo,

St ba,B,7 € 9, entonces [y] = [a] ] es el producto de dos clases de
caminos de £, donde v es el camino aff que resulta de componer el camino
a con el camino 4.

af es el camino que parte de b, recorre a regresando a b para luego
recorrer f3.

Observese que el camino w; ¢ [af].

7.4 ASOCIACION DE CLASES.

Se puede observar facilmente que la multiplicacién de clases es una operacién
asociativa, es decir:

Para todo camino a, 3,7 € § se cumple que:

(o] (81) 1Y) = la] (8] 0]
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7.5 CONMUTATIVIDAD DE CLASES.

En general, la conmutatividad en la multiplicacién de clases no es vélida, es

decir:
Para todo camino a, € 0, [a)[6] no siempre es igual a [0][a] :

50
SDhG

As{ pues esto muestra que af # fa pues el camino w; comienza en b
rodeando primero a un segmento diferente del que rodea al principio w,, Por
lo tanto la conmutatividad no es vdlida en general en la mulliplicacidn de

clases.

Wy
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7.6 EXISTENCIA DE INVERSOS.

Es claro observar en las siguientes figuras, que aff = by que fa = b, ya
que el producto en general no es conmutativo, entonces a y § son caminos
inversos uno de} otro:

266e
Sope

Observe que los caminos aff y Ba son el mismo camino salvo que en
sentidos contrarios.

Ademés con el hecho anterior se puede ver ficilmente que el camino b
actua como la identidad,

OO

7.7 LA IDENTIDAD.
{A qué es igual [a] [U] para toda acQ)?
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Es claro que [a] [b] = (] [a], es decir, al igual que en los niimeros enteros
el niimero uno es la identidad (a:1=1.a = a ,acZ) y en la multiplicacién
de clases [b] actiia como la identidad.

7.8 INVERSA DE CLASES.

Como ya se dijo antes: S{ aff =, entonces a y 3 son dos caminos inversos

uno del otro.
Sf & es un camino, entonces se dice que a~! es el mismo camino « pero

recarrido en sentido contrario.

LA IDENTIDAD

‘-' * 'l o

[o] [of ™ = [o]™ o] = [t

Por todo lo anterior se concluye que:

i) El producto de clases es asociativo, es decir:

Para todo a, §,7 € 2 se tiene que: ([a] [8]) (2] = (o] (8] [+]).
ii} Existe la unidad, es decir:

Tee | [o]l] = [t][o] = [a].

ili) Existencia de inversos, es decir:

Para todo a e R 3 a™! | [a] [o] ™! = [a] ™} [a] = I

En algebra, a todo conjunto dotado de una estructura como la anterior,
se Je llama Grupo; y sf los elementos del grupo son las clases de homotopfa
de caminos que surcan el complemento del nudo, entonces se le llama Grupo
del Nudo.

Asf pues, al deformarse un nudo N en otro N, los caminos de 2, se con-
vertirdn en caminos de Q3; mas avin, si a; es homotépico a a; con ay,a2 € §1y,
entonces ) es homotdpico a f§; donde f, §, € ; y ademés ) es homotdpico
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a fi y ay es homotopico a f§; e inversamente también, Por lo tanto el grupo
del nudo de los dos nudos son equivalentes,

Esto significa que al deformarse un nudo cualguiera, su grupo nodal per-
manece tnvariante.

Pero usted puede preguntarse, si en un nudo existe un nimero infinito de
clases de caminos ;Cdmo distinguir unos nudos de otros? Es claro que esto
s0lo es posible si se pueden mostrar explicitamente los objetos que describen
al grupo nodal .

A los objetos que describen al grupo nodal se les llama generadores del
grupo del nudo y a las ecuaciones que los describen se les llama relaciones
del grupo del nudo o simplemente generadores y relaciones respectivemente,

7.9 DEDUCCION DE LOS GENERADORES.

Para deducir los generadores de algin nudo, seguir los siguientes pasos:

i) Elegir un punto base fijo b en el complemento Q del nudo

ii) Trazar un camino desde b hacia cada segmento del nudo de
tal manera que rodee al nudo y retorne a b.

iii) Los caminos trazados en el paso ii) originan cada uno una
clase de homotapia del grupo del nudo.

Las clases generadas en el paso iii) son llamadas generadores del grupo,

7.10 DEDUCCION DE LAS RELACIONES.

En cada punto de cruce se reunen los segmentos del nudo, uno encima y dos
por abajo, donde cada segmento estd asociado a algin generador.

Asf, en cada cruce los generadores determinan ciertas relaciones entre
ellos.
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i
i

Los tres segmentos del nudo Trébol ,

Veamos un ejemplo:

En el cruce de la parte superior izquierda (cruce(1)) el segmento asociado
al generador [y] estd situado encima, y los segmentos asociados a (z] y (2]
estén empalmados por abajo, En cada punto de cruce los generadores se
conducen de forma diferente lo cuél determina ciertas relaciones entre ellos: |

Los generadores del grupo son [z},[y] y [2]. Levantando el extremo de &
a lo largo de y, se origina un camino homotdpico a 2.
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Entonces en €] cruce 1 se determina la siguiente ralacién :
[v)™ [z] [y] = [#] , o multiplicando por [2]™* por la derecha:
[v]™ [2] [5) [z)™" = [b) como se muestra en los siguientes diagramas:

&

Asf pues, [5)™ [2] [y] [2)™* = [b] es una relacién del grupo del nudo.
Analogamente se encuentran las otras dos relaciones correspondientes a
los otros dos puntos de cruce:

RELACIONES DEL GRUPO NODAL DEL NUDO TREBOL:
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(Vease la siguiente figura)

]! <) hl/] o] =[b]. mmimimiee Linea continua y punteada.
[,:]:’l W™ [2) [m] = [ — Linea gruesa.
[#)7" [2) [#] [y)™" = [b) ———— Linea normal.

Los caminos de cada relacién se han dibujado de forma diferente para
poder distinguirlos.
{Cuaél serd el grupo del nudo Trivial?

N

a) Generador [z}
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b) Generador [y}

Como se puede observar en la figura b) el camino y es igual a darle dos
vueltas al nudo, es decir: [y) = [¢] [z] = [2]* .

En general el nudo trivial no tiene relaciones, ya que cunlquier cammo en
el nudo trivial puede ser representado por potencias de [z] y de [a]™

En 1910 Max Dehn [16] demostré que los generadores y las xelacxones dan
una descripcién completa del grupo del nudo,

Observaciones:

Es claro que sf [z], [y] ¥ [2] son generadores de algin nudo, entonces se
cumple que:

i) [} [z]™ = [o]
ii) 8f o] = v}, = [a][2] = 9} [=] v [s] [} # (=] [o).
B [zy) ™ = o)™ (o]

No todos los nudos quedan caracterizados por su grupo , es decir, al
igual que en los otros invariantes, este invariante caracteriza casi a todos los
nudos, pero hay algunos nudos que tienen grupos idénticos y sin embargo son
distintos como el nudo Llano y el nudo Rizo:
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ot

Nudo Rizo

Debido a que nuestro objetivo es saber diferenciar nudos de otros, y por
ejemplo en este caso no lo podemos hacer segiin los invariantes vistos, ten-
emos que seguir en la busqueda de algunas otras técnicas més. Sin embargo
solo falta un poco més de informacion para determinar sf dos nudos son o no
equivalentes.

Pero, ;Cémo comprobar si dos grupos de nudos son equivalentes? La re-
spuesta es obvia: como la representacién geométrica del nudo ha sido reem-
plazada por expresiones algebraicas, entonces es posible saber si dos expre-
siones algebraicas son iguales o no, con solo aplicar artificios algebraicos.

s e e - -
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7.11 EL GRUPO DE NUDOS TOROIDALES,

Los nudos Toroidales son los nudos que se pueden distribuir sobre la superficie
de un toro de tal manera que no haya autointersecciones.

"Tomemos un punto base b en el complemento del nudo y sobre la superficie
del toro . Sean z y y dos caminos en el complemento del nudo:

Por ejemplo el nudo Trébol es un nudo térico o toroidal, ya que disponiendo
el nudo en el toro se observa ficilmente que el nudo trébol dé dos vueltas
completas segiin el camino z:

Encogiendo el nudo por el exterior, se observa que dé tres vueltas segiin
el camino '
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En general un nudo toroidal dé p vueltas segiin el camino z, y q vueltas
segin el camino y € . Asf el grupo de cualquier nudo toroidal puede ser
representado por medio de las clases de homotopfa [z],[y] las cudles estén
relacionadas por la ecuacién [z}’ = [y]* , donde la ecuacién de algin nudo
toroidal [z}” = [y]° indica que todo camino homotépico a x, bobinado p veces
dentro del toro, puede ser deformado en un camino homotépico a y bobinado
q veces por el exterior del toro; asi pues el trébol es T(2,3).

Veamos otro ejemplo:

El nudo Trébol de cinco hojas es un nudo toroidal:

Introduciendo el nudo en el toro se observa que dé dos vueltas segiin el
camino &
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Encogiendo el nudo poe el exterior, se ve que este da cinco vueltas segiin
el camino y, y asf este nudo es T(2,5).

De lo anterior podemos decir que Jos grupos de dos nudos téricos son el
mismo si y solo si ocurre que p = q y por consecuencia los nudos deben de
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ser equivalentes (con excepcidn de un nudo y su simétrico, ya que el grupo
no los puede distinguir, como por ejemplo, el trébol derecho del izquierdo );
todos los nudos téricos estan representados por solo dos generadores [z]” y
[y]° donde p y q son primos relativos entre sf.

Ademéds como ya se dijo, €l grupo G de un nudo N toroidal T(p,q) es de
la forma G (N) = (z,y; [£)” = [y)°) y se pueden clesificar como .

a) T(z£1,9) y T(p, £1), los cudles son del tipo trivial

b) T(p,q) permanece invariante al cambiar el signo de p 6 q e incluso
intercambiando p y q.

Los nudos toroidales se presentan al estudiar ecuaciones con dos vari-
ables complejas y ademds sus grupos son los inicos grupos de nudos no
triviales donde existen elementos distintos de la identidad que conmutan con
los restantes elementos del grupo, es decir para los que existe [c] € ©, tal que
[c] [z] = [z] [¢] para todo clase de homotopfa [z] del grupo nodal.

7.12 ALGORITMO PARA CALCULAR EL
GRUPO DE UN NUDO.

Acabamos de ver como a un nudo en el espacio tridimensional se le puede
asociar una representacién algebraica; pero como acabamos de ver, el método
anterior resulta un tanto complicado para determinar las relaciones de cada
cruce,

Durante el siglo XIX el estudio de los nudos y sus clasificaciones solo se
llevé a cabo en forma experimental, pero con la llegada del Grupo Funda-
mental (tema no apto para bachillerato) algunos resultados fueron muy dtiles
para el estudio de los nudos. El primer método para calcular el grupo de un
nudo fué introducido por Wirtinger alrededor del afio de 1904, pero este fué
publicado hasta 1908 [7):

i) Dado el diagrama de un nudo N, asignémosle una direccidn
arbitraria, donde por diagrama entendemos a un mimero finito
de arcos a;, a3, a3, ..., @, ademds cada arco a; estd conectado con
Qi41 Y @5~y Y la unién de todos los arcos es igual al nudo N,

ii) Intuitaivamente se puede ver que el grupo del nudo N (En
el lenguaje de la Topologfa llamado m)(R® — N) ) es generado por
caminos I; que rodean a estos arcos y de esta manera obtenemos
tantos generadores como cruces existen,
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Elijamos una orientacion de N y orientemos los caminos x;
alrededor de los arcos a; segin la regla de la mano derecha.

iii) Representemos imaginariamente un circuito en el com-
plemento del nudo N, es decir en R® — N; sea b = (0,0,1) un
punto base (imaginese a b como a su ojo), el circuito consiste del
tridngulo orientado que va de b al extremo inicial de x;, recor-
riendo ; para después regresar a b.

iv) Determinemos los relaciones de cada cruce de acuerdo a
las reglas de las siguiente figuras:

— -—,—)“m
gk— —

N XXy Riy Xk
- J
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(o X" '

Xk
PR .

Qi L | I

X l
i Xi
Xk

XX X Xy

Donde ), es €] arco que pasa por encima,
v) Ast el grupo del nudo N es G(N) = (21, .., Tn 11y 00n)

Lo anterior nos muestra que el grupo de un nudo N es generado por los
caminos z; y por las relaciones 1y,

.Problema:Calcular el grupo del nudo del ocho.

Los generadores son z,, 2, T3, 4!

Las relaciones de cada cruce son (de acuerdo al diagrama de
arriba):



4 D
X1 X3
A T
™
10 4
4
A 3 4

X4

r T
X1 A
I
[ ) l l
MG
X4 — X3
X1

Cruce (3): La relacién correspondiente es: r3 : £32; = )74
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[ Q2 b

X2 AN
P —

* T ) T
| |

- y

_
Cruce (4): La relacidn correspondiente es: 1y : T3y = Ty
Por lo tanto se tiene que el grupo del nudo del ocho es: G (nudo del ocho) =

(2, 2, Z3, 24} 11, P2, 73, 74), pero lo anterior puede ser simplificado

omitiendo alguna r;:

Tomemos 1y : T3T3 = T3Ty

multiplicando el lado izquierdo de ambos lados por 23! :

ry s oy = 2

Tomemos ahora: 13 : 321 = 2,24 y multilpliquemos por el

lado izquierdo por 3 : 13 : 27 @aT) = 34,

Sustituyendolos 2, y 24 anteriores en r; : 242y = Z3240btenemos:
ryt X7 Tsm 25 Ty = Taxy Ty
Sustituyendo z; y x4 anteriores en 14 | Iyry = T)T2 obten-
emos: 1y : T3 Ty Taay 13y = 3,25 32
Multiplicando por la izquierda por x5 en g :
232,25 1Ty Ty = 3y 2535 Ty 1y
Multiplicando por z3*‘por el lado izquierdo de cada miembro
de ésta 1ltima expresién de ry:
ro i 4y23 2125 = &3 0y Ty 7 Tty
Intercambiando los miembros de ésta igualdad:
o, a:;‘x;mam,"wsa:; = LT3 Yp)za
Observese que los resultados transformados hacen que r, =
r4, por lo tanto se puede eliminar ry & ry, eliminemos ry, por lo
tanto tenemos que ;
G(Del ocho) = ( 3y, 23 7 Tay w7 1ymy = 927 2y, )
.Problema:Calcular el grupo del nudo Trébol ().
Como se puede observar los generadores son , 2, T3:

X1

» %1
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%)
kS
30)“ ~ (2)
AR
/7
g,
o<
/ (”
Ay

Las relaciones de cada cruce son (de acuerdo al diagrama de arriba):

Cruce (1): La relacién correspondiente es: ry : 2323 = 3z,

M

X2 X3
——

1o [

L
Qg .

w
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Cruce (3): La relacién correspondiente esirs : @)%y = 23Ty

4 x'
—_—l—
e —{—]
le 2 | %
-——-..7
A 4
o,

Como 1y ToZy = TyTg Y 13 & TyTg = T3Ty,

entonces TyT3 = T3, que es ry despejando x; de 13

Ty = T3T)

tenemos que I; = a:;":c;;:c; , sustituyendo x5 en 7y

7 232y 23 = T3 &y multiplicando por la izquierda por zy,

3Tz = X137y

Por lo tanto tenemos que ;

G(Trébol (-)) = ( Ty, T3] T3T) T3 = T1T3Ty )

{Los nudos trébol (+) y trébol (-) tendrin grupos equivalentes

Calculemos para comprobarlo nosotros mismos:
Como se puede observar los generadores para el trebol (+) son z, x,, T3:

oy, [*y
d \2)
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Las relaciones de cada cruce son (de acuerdo al diagrama de arriba):

Cruce (1): La relacién correspondiente es: ry : &1ty = Tyt

il
|

; Cruce (2): La relacién correspondiente esir; : Z32g = )23

! e

Cruce (3): La relacién correspondiente es ir3 : 2323 = 2,1,
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Despejando z de 1y : 3 = 7, T327"

Sustituyendo en rp y 73,

Tp i T3xp = T1Z23, entonces

T3TT3T7) = T T3

T3 T3Te = Ty entonces

marc;mgm,“ = m;max'{‘ml = T1T3

entonces se tiene que :

ra ¢ T3T1x3 = Ty T3Ty

3. T3XyT3 = TyXT3Tq

Como 13 = r3, podemos decir que:

G(Txébol (+)) = (zy, T3} T1T3T4 = TaT1T3)

El cual es exactamente el mismo obtenido para el trébol (-),
por lo tanto se tiene que:

Afirmacién:

El grupo de un nudo no es capaz de distinguir dos nudos
simétricos respecto de un plano que se deducen uno del otro, cam-
biando cada cruce debajo por un cruce por encima y viceversa.

Cuando calculamos el grupo del nudo trébol (-), obtuvimos
las relaciones siguientes:

e o] ) ] ™ = [0,

ra 2] )™ [2) fa] = (1)

r, [2] ™ [2)[a] (o) = 9

y en esta seccién hemos llegado a que: G(Trébol (-)) = (z,, 23 32123 = a

0o
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Demostremos pues que el grupo nodal del nudo trébol (-),
cuyos generadores y relaciones son respectivamente z,y, 2,71 1, '3
es equivalente a

G(Trébol (-)) = (z1, T3; 13T = T3T,23).

Demostracién: La demostracion la realizaremos simplemente
con artificios algebraicos:

Igualando 7)1y tenemos que:

ylayz™' = x 2yt

Multiplicando por la izquierda por x:

gy lzyzl = 2oyt ya que zz! = b

Multiplicando por la derecha por y:

zylzyzly =iz, ya que yyt = b

entonces tenemos que:

22 = ZY T TY2TVY i, (1)

sustituyendo za en ry;

zx~ly oy lyy T = b

simplificando:

ylzyz ' =byaquer Ttz =byyyt =b

Multiplicando por la derecha por 2 y por la izquierda por y:

LY = Y2 rsimsenosionns P s (2)

ahora sustituyendo 2z de (1) en 1y,

2y ey lay-ly =0

multiplicando por la izquierda por z:

ylaylaya-ly =2

multiplicando por la izquierda por y:

zylayzly =yz

obtuvimos pues que:

Y2 = Y YT i, (3)
de (1) y (3) tenemos que:
Y2 = 2T, FrvsbererensrsastsbsrseesbrsebaReb b bt vorereen(4)

por lo tanto de (2) y de (4) :

LY = Y2 = 2Benssisrennsessmsssnmsssssrmssse(B)

Como zy = yz , entonces zyz = y(2x) y por lo anterior
tenemos que:

TYT = YTYrervernrmorvorsnnesrssorsssossariersssons vevenens (6)

Sf = 2, y y = x5 entonces (6) se convierte en :

T)131) = T32)2:0
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Lo anterior nos sugiere que para calcular el grupo nodal de un nudo,
podemos utilizar cualquiera de los dos métodos anteriores; Evidentemente

este iltimo método es el més sencillo.

Algunos ejemplos més;
Calcular el grupo del nudo de Rizo.
Los generadores son &y, Ty, I3, T4, T5, g

Las relaciones de cada cruce de acuerdo a la grifica de arriba
son:

Cruce (1): La relacién correspondiente es:

T T3Ty = )X
( a, A

| —

Cruce (2): La relacién correspondiente es:
ry; Tplz = Taly
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r a; )
X3_ A
X1 X2
I_r @ 7T
| "
)
X3
Cruce (3): La relacién correspondiente es:
T3; TaT3 = T4l
X2
I— &——-—?
L
X X3
.
. ¢ ?2
- @,
Cruce (4): La relacidn correspondiente es:
T4, TeTy = TyTp
[ L6 . N
e
Xs
L, I
) ) ‘_l ) ,
X i E?
¢ «—— v
Xs
o
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Cruce (5): La relacién correspondiente es:
15 TGL4 = I5le

&g

Cruce (6): La relacion correspondiente es:
rg; T1T5 = ToT6

{ s W

;.._—.____
5

\ _J

reuniendo 1}, T2 Y 73

T3T) = 122

TT3 = 3T

ToT3 = T4T2 entonces
T3T) = N1l = T3 = T4T2
Como T)T3 = T4T2
entonces Ty = T4,

luego T3%y = L1 = T2Ts
Como 3T = 122
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entonces g = ] Z31),
luego sustituyendo en:

T)xy = ITyl3:

oy 2z iy Tz g,
entonces 3T, = T TariT3.
luego a1 z31) = 31,23,
reuniendo 14,75 ¥ 76!

Tgly = Tylp
Tely = Tplg
ZTy = TyTe,

entonces rgxy = Ty = Tg&g = T)Tp
Como z4x5 = )5,

entonces x4 = 1, ]

luego zgz) = 2125 = T5Ts.

Como zgz; = 2175,

entonces g = I1TpI] .

luego sustituyendo en zgr) = w52
o121y = TyPiTsTT
tendremos ;&5 = TsT)TsL]
entonces r)x5x) = TpT1 25
por lo tanto se tiene que:
G(Riz0) = (z1, 235} T)T3T) = Ty3T1 T3, T1TpT) = T5T)1T5).
.Problema:Calcular el grupo del nudo Llano.

Los generadores son ), 22, T3, %4, s, Lo

1
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Las relaciones de cada cruce de acuerdo a la grafica de arriba
son:

Cruce (1): La relacién correspondiente es:
) )Ty = T32)

’ Q.
LY
. (¢ %) 3 y
Cruce (2): La relacién correspondiente es:
Ty T3Xy = LTy
4 a 3 ™
X
x, € %

Cruce (3): La relacién correspondiente es:
T3 Taly = T4y
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% |

X2 l"z

T

Cruce (4): La relacién correspondiente es:
g, Tely = Tqlg

[ as

Xs “

T

]
O § Qe _.T._

Xg

Cruce (5): La relacién correspondiente es:
's: TsT) = Tels

,
X

—_——

Gs<_l

| |
xsl ?'lx‘
¥,
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Cruce (6): La relacién correspondiente es:
1'g; T1Lg = Iy

. ?6‘ ~

X1 X4
e
Xs
T
: _
\. y,

reuniendo las seis relaciones :

ry L1 Tg = T3Ty

Ty X3T) = TaT3

ry 223 = T4

Ty TeTp = T4Tg

s LTy = Telp

g £1Tg = TsT)

De las primeras tres relaciones se deduce que:

T1¥g = B3y = Ty = TyTy

De las \ltimas tres relaciones también se deduce que :

Toly = T4Tg = I5ly = T1Tg

Como T3%; = Ty, entonces Ty = Z3xy 25 sustituyendo en:
T3y = X3yt

m,msxlxg‘ = T3

multiplicando por la derecha por z3:

3%y = T3T1 X3,

Como Ty = T42g. entonces Ty = TglsTy .

sustituyendo en 242¢ = T5x4:

2eTy Ty Tg = Ty , Niego LeLs-T5T)

Juego g = Tparyxy?

sustituyendo en xyx) = 1,7

TyTy = m;m;m;m{'

multiplicando por la derecha por

Iy Tp = Ty Tgly,
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por lo tanto se tiene que:

G(Llano) = (zy, T3 T5; £1T3E) = B3T3 T3,8yL5Ty = Tyl Tg),

El grupo del nudo llano es el mismo que el obtenido para el
nudo Rizo, pero Rizo » Llano, esto significa que este invariante
no es muy potente para diferenciar dos nudos, pero al menos es
un poco mejor que los invariantes descritos en el capitulo 3,

7.13 EL GRUPO DE ENLACES

El calculo del grupo para enlaces se hace en forma analoga:
Planteemoslo mediante el siguiente problema:

Calcular el grupo nodal del siguiente enlace de dos
nudos triviales:

TN

Relaciones:
Cruce (1): La relacién correspondiente es 7y, 153 = 292

=
e
l
—
o
I.’.‘

v

X
=M
DI PR

—~
-
a—
»”®
»

Ts
L
i

|
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Cruce (2): La relacién correspondiente es 1y, )%y = 2y

Por lo tanto G(L) = (), 22)&)2g = 2g;)

Observaciones:

i) Si a un nudo se le dé otra direccién , el grupo permanece
invariante,

ii) Al invertir la direccién de una de las componentes de un
enlace, el grupo permanece invariante.

i) El nudo trivial no tiene relaciones, es decir G(Trivial) =

(z1,~)
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7.14. EL POLINOMIO DE ALEXANDER 7
7.14 EL POLINOMIO DE ALEXANDER

La idea de asociar un polinomio a un nudo fué introducida en 1928 por
Alexander, A continuacidn se da un ejemplo de como calcular el polinomio
de Alexander para un nudo N, en este caso para el nudo Trébol, el cudl se

dara como un algoritmo:

Paso 1: Dar una direccion arbitraria al nudo.

Paso 2: Etiquetar los puntos de cruce como G; ,i = 1,2,3
y las regiones rj,j = 0,1,2,3,4 , donde el indice de cada regién
se determina después de asignar en forma arbitraria un fndice a
una regién tomada al azar. El indice del resto de las regiones se
determina de manera que al pasar de una regién de fndice p a
otra, de derecha a izquierda contra reloj el {ndice serd p+1.

Paso 3: Poner dos marcas § en las regiones que quedan a la
izquierda cuando se pasa por abajo del cruce en la direccién dada,

Paso 4: Determinar las relaciones Cy(r) = Xr;—=Xrg+ri—rp,
de acuerdo al desplazamiento en sentido contrario a las manecillas
del reloj a partir de una regién marcada y encerrada.

e r3
& |#

N rm

C((") = .er - er +r-ry
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Donde la variable X corresponde a las regiones marcadas y a partir de la
regién r; encerrada, Asi pues los cruces quedaran como:

Ci (1’) =Xrg=Xrg+13-14
CQ (1‘) = X"a - X?‘o + 1 -1y
Ca(r) = Xry ~ Xro+1ry-14

los cuales se pueden poner como:

(o) (7‘) =~Xro+Xrg+r3~14
Co(r) = =Xro 41y + Xry =14
Cs(r) ==Xro+ Xri+1r2-14

Entonces el sistema anterior se puede poner como una matriz respecto de
las r; como incognitas:

=X 0 X 1 -l
=X 1 0 X -l
X X1 0 -1

Alexander dijo C 13—14 3 "Sf la matrix M es reducida a una
matrix cuadrada Mp quitando dos de sus columnas correspondi-
entes a regiones con indices consecutivos p, p+1, el determinante
de My serd independiente de las columnas eliminadas y tendrd
un factor de £X" ", y mostré que este polinomio es invariante
bajo movimientos de Redemeister, para los nudos con menos de
9 cruces., También se encontré con que el polinomio es 1inico,

desafortunadamente para nudos con 9 o més cruces esto ya no
ocurre,

M=

Asf pues quitando las columnas con {ndice consecutivo con respecto de la
gréfica, como por ejemplo ry y 1o, 73y 12 y 7o,

Quitando las wlumqas correspondientes a 'y y 1o, queda:
det(Mo) = det( i)( )l( :i )=-X?-X-1
Quitando las columréasl cogesp—oln ientes a r3 y ro, queda:
det(M,) = det( (1) )0( :i )=-X+X-1

X 1 -1
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Quitando las columnas correspondientes a 1, y g, queda:

01 -1
det(Mo) =det(| 1 X -1 |)=X2=X+1
X 0 -1

El polinomio A(X) = X% —~ X + 1 es el polinomio de Alexander para el
nudo Tyébol (-).

7.15 EL POLINOMIO DE JONES.

En Mayo de 1984 Vauhan F.R, Jones mientras estudiaba las dlgebras de
von Neumann (en donde existe la posibilidad de que la dimensién sea una
variable continua, lo cuél fue la clave para Jones en la unién de la teorfa de
nudos y la mecdnica estadistica) las cuales surgen en fisica cudntica (teorfa
de campos cuénticos) descubrid con gran sorpresa expresiones algebraicas de
ciertas relaciones topoldgicas entre trenzasy pensd que tal vez esas técnicas se
pudieran utilizar en teorfa de nudos, o tal vez se podrfan deducir propiedades
del polinomio de Alexander A(z). Jones pensé que habfa generado un nuevo
invariante polinémico de nudos o tal vez una nueva versién del polinomio
A(z) aunque muy interesante por su conexién con la Mecénica Estadistica.
La Mecénica Estadistica estudia sistemas compuestos por grandes nimeros
de elementos, donde los pequefios sistemas son de poco interés, lo cudl en
teorfa de nudos no sucede, asf pues hasta los nudos més pequefios son de
gran importancia,

Jones se di6 cuenta que habia desarrollado un nuevo polinomio y lo llamé
W (t).

Para calcular el polinomio de Jones se recurre a la relacidn de enmade-

jado inventada por John Horton Conway cuando intentaba en la secundaria
escribir un programa para calcular el polinomio de Alexander A(z) :

Dado un enlace L, al alterar un punto de cruce se producen tres diferentes
diagramas de enlace:
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N S

@) L L ¢o)

N ~
L

Sean Vi), Vi, ¥ Vi, los polinomios de Jones de esos diagramas (o

enlaces), entonces:

DEFINICION: El polinomio de Jones es un polinomio asignado a un

enlace N y satisface;

i) 8i Nl N2 = Vi, (t) = Vi (t)
ii) Vrriviat(t) = 1 (es normalizado).
iii) Se cumple la relacién de enmadejado:

( )V"(+) " tVL( - T (Vi- 'J" VLu»

Ejemplo: Calcular el polinomio de Jones para el anlace desanudado L:

2900 B0 108 ey

® o 0yl

En la regién de posible cruce marcada en L, los tres enlaces correspondi-

entes en la relacién son:



e ®
i
T
e i
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Observe que L) Y L(-) son nudos triviales, luego sustituyendo en la

relacién de enmadejado:
<) 1-t(1) = (‘[ 7') Vig
despejando Vion
-t 1 (t -t)(ﬁ+ )

Vig = 7‘,-»;-" Vi
-
_ v n)M+ =—-(\/Z+7;

-t

Calcular el polinomio de Jones pera €l nudo Trébol (+):

Ejemplo:
Los tres enlaces €= -respondientes 8 1a regién de posible cruce son:

Lyy=Trekeld) kg =Trved \ Lio) =Hopf

Gustituyendo en la relacion de enmadejado:

Ji-e JViopr )
(%) Vireapal) — tVrriviat = (\/i - ;',-.) Vitops = Vrrttolt) = *% -



132

Observemos que necesitamos calewlar Vijops *
Calculemos:
Los tres enlaces correspondientes a una posible regi6n de cruce som:

DO

L) = Rop Levs

( desawéu&o) Leoy= vl I

Lo

sustituyendo en la relacién de enmadejado:
(1) Vitops —tVE = (Vi- 1) Vrriia
Despejando Viops ¥ sustituyendo Vi :

gﬁ-;};)-1+t§—(\ft+-§-‘))

Vitaps =
1 (- )+ (0 )
= 32 - )% - {b/2 312 = ~ o2 = M- \ﬁs_,‘_\/g)
——t2\/'+\f)]——\/'t'+1 ——\/'1+t
Vllof':"\/- +t2

sustituyendo tenemos que:
Viede ) (=VilHE N
Vivetol(+) = L_j_-)_r______ Ui - ) -VEl +12) + ¢
B 12y 4 12 = =t = prirprr=t+t ~
Por lo tanto:

Viravaid) =t 3 -t'|
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7.15.1 El polinomio de Jones para nudos especulares.

El polinomio de Jones, es un polinomio en las variables ¢ y ¢~} ya que tiene
la propiedad de que Vji(t) = Vn(t~?), donde N? es la imagen especular del
nudo N,

Este polinomio no es invariante bajo transformaciones de £ a (! y por
lo tanto el polinomio de Jones puede algunas veces distinguir nudos de sus
especulare, lo que no hace el de Alexander pues este tiltimo asigna el mismo
polinamio a das nudas especulares.

Ejemplo: Calcular el polinomio de Jones para los enlaces siguientes:

O ®

Ya calculamos que: V(1) = ~vE(1 4+ 1?) = =t} — ¢4
Calculemos ahoraVy.(t) :
Los tres diagramas correspondientes a una 1eg1c‘m de cruce son:

(DD

L & = L & L%) =(Des:m0dﬂ’s L w):TvM'Ql

o

la relacién de enmadejado es:

(%) Vigs = Vi = (VB - *) Via

sustituyendo:



()Y i = (Vi)

despejando Vs y sustituyendo Vi :

Y = et

=1V )= (vVi- ) 1_ b
=t WtV e T =
= - ’ =—1"2 1"

por lo tanto:
Vilt) ==td =3 = V(1Y) = -t~ — 1=}

con L} = esp(L)B
EJERCICIO: Se deja como ejercicio al lector comprobar que:

Vrraois)(t) =t 485 = 14 = Vipgpoi—y (¢7) = 471 4 473 =474

con Trébol(-)=esp(Trébol(+))B.
Terminamos este trabajo con el siguiente;
Teorema: Sean fy(4) = (—4°) "™ < N »
Y V() los polinomios de Kauffman y Jones respectivamente, entonces
-1
En(t™%) = Va(t).
Demostracién:
Sabemos que;

) <O =aE=Hhe e
i) | L= A EHE=Y

elltolices:
ASICY = A=Y 440 A <>Cy =AL=7
IRES A AL CY + KR T=R2=Y

entolces:

Ay =R = (A=A) L=
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que es igual a:
ALY -REE )= (RIS

sea a = ~A®, entonces multiplicando por a~r
-W, We 22, , ~Wr
AN ALY = (A e

donde O:Wv:\h’\.(‘.’:’} Y Wk(.ﬁ‘):]-ﬁ-WV,
We () = =1 + Wy

entonces:
~(Wy=1)
~(WetY) o -y (Wr
Aok<>27>°¢ A />°‘ =
= (A-AN =gy LY
que se puede escribir como: ) ~(=1¥Wr)
J+W
A <HE S MM LA SR Sy =
- We
(A A )<—$> X
y también como: \ -1 T Wr)
Aot - O<Q§WY< )> AO< oL < \,7
- Wy
_ 2’ -1 7 ot
=(A-A VLY —Wv(y:b)

= A (-A

- -W
= (R=RY) (-A) ’("’\44 v

DLy RLEATT Ay
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Aol - Aol bg = (A=A LA

AR ¢ —~A‘(-A’)"2X‘-‘ =(A-AY 4
Al t Ay =AY

Sean A = t"i,

;) L(-H= *"T"“ ,L(.—)': "\’”’ 3 LLO)"'w'

entonces:
i

multiplicando por -1 y haciendo { =V :

L “hoy,
vy ZLL-) :H- "*)ZL“)

Lt

B
J-FVLQH — +VL¢-) = ({9 ﬂ.“\VLLO)

que es la relacién de enmadejado en el polinomio de Jones, es decir hemos

demostrado la equivalencia entre el polinomio de Kauffman y el polinomio
de Jones.

Es claro también que:

1) 8 NNy = Vi) (t) = Vi (1)

pues < Ny >==< Na > y ln, (A) = {n,(A)

ii) Vrn’um(l) =]pues <o¥=1y [,,(A) = (—Aa)-""(o) <o>=10
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716 INVARIANTES GEOMETRICOS DEL
ADN. "

Hay tres magnitudes que son muy hitiles para describir a un ADN cerrado:
a) El nimero de Enlazamientos Ly (Linking Number)
b) La torsidn T\, (Twist)
¢) La retorsion W, (Writhe).

a) EL NUMERO DE ENLAZAMIENTOS.

Este nimero estd asociado a dos curvas Ny y Ny orientadas y cerradas, mide
el mimero de cruces de las dos curvas N; y Ny, en un enlace se denota como
Ly (N1,N;) y se define como la mitad de la suma algebraica de los cruces
signados (cualquier cruce + o -), donde la suma se hace sobre todos los
cruces de las diferentes componentes.

Lx(Nj, Np)=1(de la suma algebraica del mimero de cruces sig-
nados).

Ejemplos:

)

k= 4(-atz)=0
Fe=4 -2)x -3 Le= 4(2)=1

Observaciones:
i) Los cruces de las componentes con ella misma son ignorados

ii) Al invertir la direccién en una componente, cambia el signo
de cruce (Esto no pasa con nu nudo, es decir con un enlace de
una componente) y por lo tanto de Ly,

iii) El Ly es invariante bajo movimientos elementales,



160

Para medir el grado de compactibilidad de una cinta (como ya men-
cionamos) Brock Fuller introdujo dos invariantes Geométricos: la Torsiény la
Retorsién, los cuéles son iitiles en la descripcién de propiedades geométricas
del ADN superhelicoidal (superenredado).

b) LA TORSION (Twist).

Definiremos ahora la Torsidn de una curva C sobre otra curva A, y después
la aplicaremos a algunos modelos de ADN.

Definicién de la torsién T, (C,A).

Sea Zjc un vector que une un punto de la curva A con un puntode la curva
C (ver la figura adjunta), El vector Z¢ serd llamado el vector correspondiente
y la superficie generada por todos los vectores correspondientes serd llamada
superficie correspondiente .

Convenciones:
i) Las superficies correspondientes a las curvas A y C no contienen dis-
continuidades,
ii) La superficie correspondiente estd acotada por las curvas A y C.
iii) En cada punto q € A, el vector tangente a la curva A no es colineal
con el vector Zxe . -
Sea T el vector unitario tangente a la curva A en el punto q
€ A, teniéndose que Tp y Zac no necesariamente son ortogonales

Sea también Vg el vector unitario dirigido a lo largo de Zxg
y perpendicular a Ty,
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Los vectores Ty y Vac son ortogonales y dan informacién
sobre la curva A 'y la superficie correspondiente.

La torsién de la curva Csobre la curva A T, (C,A) estd definida
por la férmula:

T.(C,A) ='2!;Ff/\ [Ta X Vac)dVac

Donde -2'—" es un factor de normalizacidn y permite expresar al
nimero T,, en niimero de vueltas,

La torsién T\, es el cambio total del vector V¢ en la direccidn
mutuamente perpendicular a Ty y Vac.

La tltima direccidn estd dada por el producto vectorial T 4 X Ve
y €l cambio en V)¢ estéd dado simplemente par dV,¢, entonces
la contribucién local a la torsién Ty, es dVj¢ [Ta X Vag].

Algunas observaciones:

i) S{ Zca es el vector que une un punto p de la curva C con
un punto q de la curva A, entonces Zgyq = ~Z4c,

i) Sf T es el vector unitario tangente a la curva C en el punto
cde Cy Vea es un vector a lo largo de la componente de Z¢4
que es perpendicular a T en p entonces:

T(A,C) = £ [ [Te x Voa) dVea

donde % otra vez es usado para normalizacién .

Obsérvese que lo inico que cambia en la férmula es el orden
en que aparecen Ay C,

CALCULO DELT,,(C,A) PARA UNA HELICE SOLENOIDAL
CON UN SEGMENTO DE LINEA COMO EJE.

Sea C una hélice de radio constante r que gira positivamente
(a 1a derecha) sobre un eje A, el cuél es un segimento de linea de
longitud L.

Sea Y (s) = (r cos(as), rsen(as), pas)

la ecuacién vectorial de la curva C, donde Y (s) es un vector
de] origen a un punto de la curva C; a = &‘E'l .

s: Es la medida o longitud a lo largo del eje, con 0 < s < L.

Observacién:

Cémo s corre de 0 a L, la hélice C gira saobre el eje A n veces
con una amplitud de 27p y por lo tanto 27pn =L, p > 0. '
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Supongase que hay una correspondencia uno a uno entye los
puntode Cy A. _

Sea (0,0, pas) un punto en A al cual le corresponde el punto
y(s) con coordenadas dadas por (r cos(as), rsen(as), pas) en C.

<
<

? A &)
{©10,0)

El vector Zsc es la diferencia entre estos dos vectores y estd
dada coma: Zy¢ = (r cos(as), rsen(as), 0).

Como Z4c L A, entonces el vector unitario a lo largo de Z4¢
estd dado por: Ve = (cos(as), sen(as),0)

y su derivada es:

Bac = (~asen(as), a cos(as),0).
El vector unitario tangente al eje A es:

Ta=(0,0,1)

entonces se tiene que :
1 1 1

TaxVic =10 0 1 | = (—sen(as), cos(as),0)
cos(as) sen(as) 0

y tnmbxen
42).[Ty x Vye) = ((~asen(as), acos(as), 0) (- sen(as), cos(as).0)
= asen’(as) +acos?(as) + 0 = a(sen(as) + cos?(as)) = @
Por lo tanto
(2442) . [Ty x Vi) = a.
Fmalmente la torsién Tw(C, 4) = 5 [4[Ta x Vac) * dVc =
& JF(48R) - [Ty x Vaclds
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D
Sl

L L Yy — =
= ots= 4 ffds= 0 1) = £(0) -
omo

a=.2.m=>%’;=n

ra

»

Por lo tanto

Tw(C,A) =n.

Observe que

L=2mpnya= Zt = 2mpn = &t

y por lo tanto

pa=1

y como consecuencia

(0,0, pas) =(0,0,s) € A.

Asf pues, la torsién de una curva C sobre un eje A es igual a
el ntimero de vueltas que dé la curva C alrededor del eje A,

Definiremos ahora la torsién de un ADN cerrado.

%&
&

A

Usualmente se definird la torsién de la curva C sobre un eje
A el cudl serd denotado por Ty, (C, A) o simplemente como T,
. Sea V) el vector unitario que une un punto acA con un punto
cdeC,
Como la curva C dé vueltas helicoidalmente sobre A, V;, gira
- alrededor de A, '
- Tw(C, A) es una medida de este giro:
A medida que el punto a de A se mueve a lo largo del eje
A, el vector V;, cambia continuamente de posicidn, el cambio
infinitesimal de V,. , denotado por dV,, tendrd una componente
tangente T y una componente perpendicular al eje A.
Tv. €5 la medida del cambio total de la perpendicular V.
sobre todo el ADN y se representa por la integral de linea:
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T(C, A) = 3 [ [T X Vi) - dVac

donde;

Ty Torsién de C sobre A.

A: Curva central del ADN,

Viae ¢ Vector unitario uniendo A con C,
T: Vector unitario tangente a la curva A,
El factor 7= es usado para normalizacién.

Cuando A es un segmento de linea, V;. es siempre perpendic-
ular a A, en este caso T\, es el niimero de veces que V. gira sobre
el eje A,

En un ADN cerrado las posiciones inicial y final de V;, co-
inciden y T\, es el nimero de giros de C sobre A, el cudl es un
nimero entero,

Por otro lado

Tw(A4,C) = 3 [.[Tex Vea] - dVea

como se vid antes,
Veamos algunos ejemplos:
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¢ A ;

v Ny &
¢ (D
N a ND

) Tw=d d)Tw=2 @) Tuz-\ £)Tw=-2

Observacién:

T, es positivo si el cruce entre A y C se determina por la
regla de la mano derecha (c y d), y negativo si se determina por
la regla de la mano izquierda (e y f).

Ahora presentamos un ejemplo en una porcién de ADN su-
perhelicoidal, observe que el eje A también es una hélice y por lo
tanto el giro helicoidal de C llega ser un giro superhelicoidal,

')
'ﬁ:

4

c

Al

Para este caso:
w = Niimero de veces que C gira sobre A 4 nseny.
Donde:
n: Nimero de veces que A gira sobre el eje B.
7: El dngulo en amplitud de la hélice A con respecto del eje
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En este ejemplo; n es aproximadamente a una vuelta y media,
es decir, n=1.5

7 = 40° y por lo tanto se tiene que:
T, = 4+ 1.5(0.6428) = 4.96

c) LA RETORSION (Writhe)

Aquf simplemente definiremos a la retorsién W, como la suma
del mimero de cruces signados con los signos (+) o (-), es decir:

W, = Suma de los eruces signados.

Obsérvese que para un ADN en su estado relajado W, =0y
por lo tanto Ly =T,

A manera de ejemplos:

.



167

7.16. INVARIANTES GEOMETRICOS DEL ADN.

Wr = -3

Wy =3

1}

We

Wy =-1
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