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CAPITULO O 

INT1WDUCCION 



O. INTRODUCCIÓ\ 

Entre los fenómenos estudiados por la física de suelos los procesos de transfer-
encia de agua ocupan un lugar importante, particularmente en la agricultura. 
Para el estudio de estos procesos se han desarrollado ecuaciones diferenciales 
fundadas más o menos sobre la. experiencia. o calcadas en base a otros formal-

ismos que aparecen en las ciencias experimentales. La ecuación largamente 
utilizada. para describir la transfe.rencia de agua en el suelo es una ecuación 
Pokker-Planck no lineal. Es muy afortunado el hecho de que esta ecuación sea 

precisamente la que rige estos procesos en el suelo, ya que algunas soluciones 
obtenidas en el dominio de la matemática de difusión de probabilidades han 
sido adaptadas para ciertas condiciones especificas a la transferencia de agua 
en el suelo — en particular soluciones de los problemas de difusión del calor y 
difusión de los gases —. Nuevas soluciones han sido igualmente propuestas. La 
fisica de. suelos ha por lo tanto enriquecido con sus soluciones el universo de la. 
ecuación Fokker-Plauck. Pero ella también ha sucitado numerosos problemas. 

Veamos como surge la ecuación de Fokker-Planck, para lo cual necesitare-
mos algunos conceptos preliminares. 

Un medio poroso es una estructura sólida continua la cual tiene gran canti-
dad de espacios vacíos, o poros, en ella.. En ciertos sólidos porosos los espacios 
varios no están conectados o bien la conexión es demasiado estrecha, lo cual 
impedirá, que un fluido Iltiya tra.vés de ellos. A dichos medios porosos los 
llamaremos impermeables al flujo de fluidos. Si, en cambio, los poros de un 
medio poroso están interconectados de manera que un fluido fluya. a través de 
ellos llamaremos permeable a dicho medio. En este trabajo nos abocaremos al 
estudio de medios porosos permeables. 

Consideremos un medio poroso con estructura aleatoria. La medida prome-

dio (i/i) de una cantidad dada OH se define C-01110 el promedio de esta canti-
dad sobre una cantidad independiente de experimentos hechas en dicho medio 
poroso. El medio se llamará, homoarleo si estadísticamente el comportamiento 
geométrico no depende de la posición. Los medios porosos homogaeos se 
caracterizan por ser estadisticamente `invariantes' bajo traslaciones, y por la 
existencia de dos longitudes de escala, Dichas escalas son: 

fi) la. longitud de escala 1 de una, partícula promedio del medio poroso, 

(ii) la longitud de escala L de la frontera exterior del medio poroso. 

Se considera. que 1 <<.. L, La existencia de esta desigualdad permite la 
introducción de una longitud de escala intermedia. C. tal que 

4:( G K L. 	 (0.1) 
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Esta diferencia de escalas nos permitirá estudiar el medio poroso desde  los  

puntos de vista 'microscópico' y 'inacroscópico'. 

ESed la In 

Veamos primeramente el razonamiento a escala `ittacroscópica' É según 

(0.1). 
Consideremos el movimiento de un fluido cuyo volumen de liquido con-

tenido en una unidad de volumen de suelo está ciado por 1) (x, y, z, t) y con 

un campo vectorial de velocidad TÍ' (x, y, z,t). Supondremos que"ir (x, y, z, t) 
es un campo vectorial continuamente diferenciable en //V para cada tiempo 
t, y O , y, z, t) una función de valor real continuamente diferenciable. A 

O (x, y, z, t) se le conoce como contenido volumétrico de agua. 

Definimos 3 = 071 el vector 'flujo' de volumen de agua. Sea 9 una región 

	

fija arbitraria en W, limitada por la superficie 	09. Entonces, el volumen 
total de fluido que pasa a través de la frontera de 9, del interior hacia el 
exterior, en una unidad de tiempo está dada, por 

Jo(. dS 

o bici' 

	

LSI .1 • TUS 
	

(0.2) 

donde ri es el vector normal hacia afuera en cada punto de 8. Aplicando en 
(0.2) el teorema de la divergencia, de Gauss obtendremos que el .volumen total 
del fluido que sale de 9 en la unidad de tiempó a través de su frontera es, [ver 

Courant/.1ohn], 

fo 	
irdS = V • dadyz cl

n 	 o 

	

trir • iidS= I V • (0 -ir) d:rdydz. 	 (0.3) 

Por otro lado, el volumen total de fluido contenido en U en cualquier instante 
está dado mediante In  O dxdy dz , por lo que la disminución por unidad de tiempo 
del volumen de fluido contenido en St es, ya que O (u:, y, z, t) E Cl , 

— edxelydz = — —dxdydz. 	 (0.4) 
di, 1-2 

Suponiendo que se cumple la ley de conservación de la masa y si no existen 
fuentes ni sumideros de fluido en 9, entonces, la cantidad total del volumen 
del fluido que sale de SZ a través de la superficie 09, ecuación (0.3), debe ser 
exactamente igual a la pérdida de volumen de fluido contenido en 9, ecuación 
(0.4). Es decir, en cualquier instante t y para cualquier región 9 

00 
57 • (E►  q ) dxdydz = 	

Si 
 ---dxdydz 

St 	 • 	01. 
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u Ilion 

,/
I. (90  
— 	C? • (0 -411 ,Ixdydz = 0, 

a I ilt 

como el integrando es continuo y la regiói 52 arbitraria, tendremos que 

= 0 
	

(0.5) 

lo cual expresa la, ley de conservación de la masa para el movimiento de fluidos, 

Sea // (x, y, z, t) la. energia potencial que contiene el agua por unidad de 

peso en un tiempo L, y el cual es igual a la suma.del potencial de presión del agua 

en el suelo 4V , y del potencial gravitacional que asociaremos a la coordenada del 

eje z orientada positivamente hacia. abajo. As( 11: tiene unidades de longitud. 

Además V íf representa el gradiente de la energía potencial y es directamente 

proporcional al campo vectorial de velocidad Ti de acuerdo a la ley de l)arcy, 

la cual se expresa como 

il = KV!! 	 (0.6) 

donde. E es llamado coeficiente de conductividad hidraulica. De dicha igualdad 

obtenemos que K tiene unidades de velocidad. Así la ley de Darcy nos indica 

que el campo de velocidad del agua en un medio poroso estará generado por 

la fuerza. gravitacional en cada. punto del agua, y por la fuerza de presión que 

ejerce en dicho punto el agua que se encuentra en la superficie, 

El coeficiente de conductividad hidráulica es una constante que expresa la 

facilidad con que el agua. atraviesa, un suelo. La magnitud del coeficiente de 

conductividad depende de la viscosidad del agua. y de la geometría (lmpallo, 

forma y área de los poros) del suelo a través del cual fluye el agua [ver la 

ecuación (0.10).] 

En la mayoría de los suelos el valor de It depende además de la dirección 

en que se produzca el movimiento del agua (por ejemplo, si el fluido se mueve 

en dirección paralela o perpendicular a los planos de estratificación), o bien, el 

valor de K variará si el suelo está formado de diversos materiales distribuidos 

irregularmente. Así, para determinar el valor de K la geometría del suelo 

juega un factor primordial y dificil de controlar en el flujo de un fluido a través 

de un medio poroso. Luego, expresaremos mediante K (0) la dependencia del 

coeficiente de conductividad hidráulica en la geometría del suelo. 

Asimismo, el contenido volumétrico de agua en una unidad de volumen del 

suelo dependerá del potencial de presión del agua. en el suelo 	lo cual se 

expresará como O (xP). 

Las relaciones A' (0) y O (4) son conocidas como las características hifirodindmicc 
del suelo, y la experiencia muestra que dichas relaciones son altamente no bu-

cales. 

La introducción de la difusividad hidráulica definida por 1) (0) = 10-1 ()o) 
donde  C (0) = y es la capacidad especifica, nos lleva, con (0.5) y (0.6), a la 
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,9() 
= 	• [I) (0) 7O] — 

ig -

00 

01 	02 )  
(0.7) 

que es la ecuación que nos describe el comportamiento de 1111 fluido a través de 

un medio poroso, y la. cual es del tipo Fokker-Planck. 

Obviamente para resolver la ecuación (0.7) es necesario conocer las car-

acterísticas Iiidrodinálnicas dd suelo Ii (0) y O OO. Esto puede alcanzarse 

siguiendo dos caminos, los cuales pueden ser complementarios: 

(i) medición y solución del problema inverso, 

(ü) a partir de las propiedades geométricas del suelo. 

En este trabajo estudiaremos el segundo de estos casos. 
• 

Para hacer explícita las relaciones entre la geometria. y las características 

hid rodiuámicas del suelo, se utilizan ampliamente las siguientes dos leyes, en 

las cuales se considerará ahora. una escala microscópica 1 según (0.1). 

Escala microscópica 

El médico francés J.1,.Poiseuille (1799-1869) interesado en el flujo de la san-

gre. en las venas y los capilares llegó a investigar el flujo en tuberías de diámetros 

pequeños. Sus resultados se resumen en la llamada ley de Poiseuille la cual 

relaciona. la velocidad media del agua v en un capilar cilíndrico, asociado a 
un poro de radio r, y el gradiente de energía ti de tal manera que 

=_Pwg 7-2  V lf 	 (0.8) 
p 

donde pu, es la densidad del agua; µ la viscosidad dinámica del agua y y 

la constante gra.vitacional. La viscosidad dinámica, se define como viscosi-
dad / densidad. 

Por menisco se entiende la concavidad o convexidad que forma la superficie 
de un liquido con la pared del sólido que lo contiene. 

En la mayoría de los problemas de fluidos el efecto de la tensión superfi-

cial puede considerarse insignificante; sin embargo en el fenómeno de ascenso 

o descenso de un líquido en un tubo capilar, la tensión superficial tiene un 

papel predominante. Esto se observa en la ley de l'aplace, la cual relaciona el 

potencial de presión del agua en el suelo IP, con el radio medio de curvatura r„ 
del menisco de agua en un poro de radio r mediante la expresión 

2rf 
111 = 

PIllY r  

donde a es la tensión superficial en la interface agua-aire. Los radios de cur-

vatura y poro se relacionan a través del ángulo de contacto a entre el menisco 

del agua y las partículas del suelo mediante r = r, cos (a). Ver figura. 
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Asi, de acuerdo a (0.1), la ley de Darcy proporciona una. velocidad inedia 

en un sentido 'macroscdpico' L, ya que es el flujo de agua por una unidad de 

811 perlicie que contiene poros y pa.rticulas, mientras que la ley de Poiseuille pro-
porciona una velocidad media en un poro, es decir, en un sentido 'microscópico' 

Geometría del suelo 

Para obtener un modelo conceptual que relacione la conductividad hidráulica. 

K (0) con la geometría. del suelo, consideremos un 'escurrimiento' del agua 

siguiendo la. dirección del eje z y hagamos un corte perpendicular a dicho eje 

dividiendo en dos el sólido poroso y obteniendo así dos secciones de área. total 

AT cada una (ver Figura.) En ingeniería usalmente se está unís interesado en 

la razón de flujo volumétrico total Q que en la. velocidad local "i;r4. Para ello se 

define Q, en un flujo de. velocidad uniforme, como el producto de la velocidad y 
la sección de área. normal al flujo. El flujo total de agua Q, a escala. microscpica 

1 según (0.1), y .que atraviesa, un área elemental dA será entonces 

dg = VdA, 

de donde el flujo total con respecto al área total, es decir a escala macroscópica 

I: según (0.1), estará dado por 

(IQ ,dA v  
AT  

A 
/ o bien, en términos del diferencial de área. relativa. dy dit/AT  

T 

dy = Vd,ip 

donde i es el llamado flujo de Darcy: dy = riQ/AT . Si t representa el do-

minio de los poros llenos de agua en una sección unitaria de suelo (a escala 

macroscópica, L:), —1-7 la. velocidad inedia sobre todos estos poros (a escala. mi-

croscópica /) y (p un área. relativa, entonces fn  T/r19 será el flujo de agua a 

través de 9, que es precisamente el flujo de Darcy y a escala. L. Con base a 

ésto y usando (0.8) 

= L 
—1/4' 	

=81.t I 
7 24) Vz  II

• 

	 (0.9) 

Al relacionar esta. expresión con la. ley de Darcy (0.6) obtendremos la. relación 

entre la conductividad hidráulica h' y la geometria. del suelo, i.e. los tamaños 

de los poros r, de manera tal que. 

E (9) = 
8 	

r2dtp. 
p. a 

(0.10) 
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f(r) 

Es conveniente diferenciar en esta expresión los diferentes efectos debidos por 
unta parte a. las propiedades del fluido y por otra a la geometría del suelo. Para 

dlo introducimos el coeficiente de permeabilidad k que por definición está. dado 
como 

k (51) = — 	7' 24, 
8 st 

de tal manera que I( = kp„,g fic. 

(0.11) 

6 

• Porosidad y Saturación 

Es importante hacer notar que el contenido de agua en una unidad de vol-

umen de suelo O está acotado. La cota superior se llama porosidad volumétrica 
total del suelo o simplemente porosidad, se denota como t/i y se define como 

= = 	  Vv 	Volumen Total de Vario 

Vp 	Volumen Total de Suelo 

donde Vi. = Vs + Vv, siendo Vs el volumen total de sólido. 

Siendo fi cota superior tendremos O < O < fb, y de (0.12) 0 < 	< 1. 

Definimos S, el grado de saturación del suelo, como .9 = 0/0, por lo que 

O < 5 < 1. De acuerdo a estas desigualdades O se conoce también como 

porosidad volumétrica parcial, lo que permite hacer abstracción de la naturaleza 
del fluido y no considerar necesariamente al agua como el liquido que fluye en 

el medio poroso. Cl valor de la permeabilidad k cuando el dominio de los 

poros está totalmente lleno con el fluido, es decir cuando S. = al)  se denomina 

permeabilidad saturada y se denota ks. 

Sea f (r) una función de distribución la cual describe los espacios vacíos 

de un medio poroso, Purcell (1949) remarca que en un sistema de capilares 
paralelos la fracción del área de flujo so será igual a la fracción de la porosidad 

volumétrica parcial O, es decir 

eiip (r) = dt7 (r) = f (r) dr. 	 (0.13) 

De aquí que la expresión de Purcell para la permeabilidad saturada ks sea, de 
(0.11) 

ks = — 	r-
.,  

8 o
‘10 =  f r'riS 

o  

ya. que O = 

Modelo probabillstico 

Childs y Collis-George (1950) analizan el problema desde lin punto de vista 
probabilistico. Al inicio del párrafo anterior, intitulado 'Geometria del suelo', 

se realizó un corte perpendicular al eje z para. obtener dos secciones de área 
total AT  cada una. Ahora se realizarán dos cortes perpendiculares al eje del 

escurrimiento z para obtener dos secciones paralelas. Los autores suponen 

que la función densidad de la porosidad es la misma en ambas secciones, lo 

INTRODUCCIÓN 
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cual es razonable para medios homogéneos. Ahora bien, si r1  y r2  denotan 
los radios de los poros de la primera y segunda sección respectivamente, en-
tonces la probabilidad del intervalo conteniendo a r1  es precisamente igual a 
la fracción de área representada por dO (r ) ) = f (r1 )dr1. Análogamente la 
probabilidad del intervalo conteniendo a. r2  sobre la otra. sección es igual a 
410 (r2) = f (1.2) dr,j. La probabilidad de que estos intervalos se encuentren de 
manera completamente aleatoria en un punto intermedio será el producto de 
estas dos probabilidades, al considerar ambos eventos como independientes. 
En otras palabras, el producto de las fracciones de área, elementales dO (r1 ) y 
dO (r2) (a escala microscópica 1 según (0.1)) representa el área común de flujo, 
por lo que 

dp (r1, r = de (r') d0(r2) = f (r i ) f (r2)drvir2. 	(0,15) 

Así la expresión de Childs y Collis-George para la permeabilidad saturada ks  
será, de (0.11), 

ky —
8 

f 	2 
 (ri ) (10 (r2) = -¡. fur 	dS (ri) (15  (1'2) 

l, 	
(0.1(i) 

ya que O = q.5' y donde 11. es un radio efectivo del área. común de flujo. 

Correlación de modelos 

Mualern y Da.gan (1978) señalan que el modelo de Purcell puede ser for-
malmente deducido del modelo de Childs y (..lollis-George si el área común de 
!lujo proporcionada por la ecuación (0.15) es redefinicla como 

dcp (r t , r2) = f (ri ) 6 (r2  — ri ) dridr2  

donde á designa la distribución delta de Dime. 
En términos probabillsticos el primer modelo representa. una correlación 

total entre las dos secciones, mientras que el segundo una &correlación total. 
De la ecuación (0.14) se infiere que Ics  a (1), en tanto que de (0.16) inferimos 
que kg  a 02. Estos dos modelos representan as( los comportamientos extremos 
posibles. 

Millington y Quirk (1961) intentan por primera vez proporcionar un en-
foque intermedio entre los dos modelos precedentes. Ellos consideran una cor-
relación parcial entre las dos secciones. La correlación la introducen en el área 
total común entre las dos secciones, es decir, 

1117, 
 1137° (r1,  r2) = 47 	donde 1 < y < 2. 

Así el modelo de Purcell se obtiene cuando -y 	1; y el modelo de Childs y 

Collis-Oeorge cuando -y 	2. Los autores suponen que la porosidad de cada 
sección paralela de área sea igual a (fid, con d = 7/2. Así, el área total común de 
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flujo, denotado p., 	obtiene mediante el producto de las áreas de cada sección, 

es decir 

	

= dd  = (1,2' = O". 	 (0.17) 

Ellos proponen un valor de d siguiendo el siguiente razonamiento: puesto que 
el área y el volumen son proporcionales a L2  y L'5  respectivamente , donde L 

es una longitud, entonces en cada. sección paralela de área se cumple 

arca N L 2  c 1/012/3. 

Aplicando esta relación a p. y (/), área y volumen común de flujo (o vacíos) 

respectivamente, tendremos ahora que el área comtín se puede expresar como 

= (z13 021"  , de donde d = 2/3 de acuerdo a (0.17). Por otro lado, con-
siderando que la estructura formada por los sólidos está fija, el área total de 

los sólidos es proporcionada por (1 — 0)2/3 . 

Modeló Fractal 

O. Fuentes (1992) interpreta este razonamiento basándose en la relación 

superficie-volumen propuesta en The Fractal Geornetry of Natnri: [1983] por B. 

B. Mandelbrot, a. saber, 

((-;-arca) a (G-9008/3 	 (0.18) 

donde G-arca, indica que el área se mide a una escala O, por lo que la unidad de 

área. será G2. Análogamente se considera O-vol, el volumen a. escala. O, por lo 

que la unidad de volumen será G3. Si para E C IR' existe s > O cuya. G-area y 

G-volumen satisfacen la relación (0.18), diremos que E tiene dimensión fractal 

.9. 
En los objetos reales tridimensionales la relación (0.18) no puede, obvi-

amente, extrapolarse a valores infinitamente grandes o pequeños a escala O, 

por lo que debe existir un limite inferior y un limite superior para los valores 
permisibles en la variación de G [véase M.Rien/E.Perrier, por aparecer.] 

La relación (0.18), área(ps)-volumen(4), aplicada a los sólidos conduce a, 
generalizando el razonamiento a sólidos de medios porosos en //1", 

4 
i1s = v 

.4
is 	 (0.19) 

donde p.s  = 1 — 	= 1 — 	d = 	La relación área(m)-volumen(0) 
aplicada a los poros nos lleva, generalizando el razonamiento como en (0.17), 
a que 	

= <bud. 	 (0.20) 

Se considera que todos estos parámetros se miden a una escala G. 

Como lis + = 1, de (0.19) y (0.20) tendremos (14 +¢11  = 1, que junto con 

(As 	= 1 obtenemos la relación entre la porosidad volumétrica y la dimensión 
fractal, a saber, 	

— 	+ ,b2d = 1 
	

(0.21) 
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o bien, ya que d s/n 

— 	(1')I = 1. 	 (0.22) 

Asimismo, la relación entre la. porosidad areal y la. dimensión fractal será 

(1 —11)1  + 	= 1 	 (0.23) 

O bien 

( 1 — 	s 	//Pl.  = 1. 	 (0.24) 

La gráfica en la Figura. 1 muestra la función ,l ((h), Obsérvese que d 	1/2 
cuando (/) 	0, y d —+ 1 cuando (1) --> 1. 

La Figura 2 muestra, la función p. (0).• Gráficamente observamos que p, < 

0.9 

0,8 

d(+1 

0.7 

0.6 
7 

0.5 
0 	0.1 	0.2 	0.3 	0.4 	OS 	06 

	
0.7 
	

08 
	

0.9 

Figura 1. Gráfica de la ecuación (UD: d( ) 

Casos particulares 

Algunos valores remarcables de la dimensión fractal y de la porosidad se 
obtienen para los siguientes casos: 

1. Para el valor de Millington y Quirk, d = 2/3 (si n, = 3 entonces s = 
2), se puede demostrar a partir de la ecuarión (0.21), que la. porosidad 
volumétrica (/9 satisface el polinomio 

+ 3,P7  — 	+ 	— 11b4  + .10(k3  — 60,b' + 39.(1) — 8 = 0, 

cuya única raíz en el intervalo (0, 1) es 	0,3671, lo cual implica, por 

(0.20), que ¡1 	0.2628. 
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0.9 
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0.7 

0,6 

0.5 
11( ) 

0.4 

0.3 

0,2 

0.1 

O 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0,5 0.6 0.7 0.8 0,9 

4) 

Figura 2. Gráfica de p. (q) a partir de las 
ecuaciones (0.20) y (0.23) 

2, Si la porosidad volumétrica, es igual al volumen de los sólidos, es decir, 
= 	= 1/2, entonces de (0.21) 

(1 +  ,1 )d (5) 2d  1. 

Considerando x = (1)d, obtenemos la ecuación que define la proporción 

aurea [ver lItuitley, 19701, a saber, x2  -I- x - 1 = 0. Observemos que x es 
precisamente p.s. Considerando la raiz positiva tendremos: 

(a) el área de los sólidos: 

t1  s = 0.(3180, 

(b) como ms  = 2-4  entonces 

d = log ( 
1 +

2 ) 95 0.6942, 

por lo que la dimensión fractal, para. n = 3, será s = nrI1 2.0827, 

(c) y como lis p = 1 la porosidad arca! será 

= 3 2 F5  0.3820. 
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3. Si la porosidad areal es igual al área de los sólidos, es decir, p. = 	= 1/2, 
entonces (le (0.23) 

k 2 	2 
	=1  

o bien 
( \ A 4.  

k 41 
= 1. 

Tomando 1.1,55. 	= MI, se obtiene nuevamente la ecuación que define 

la proporción aurea, x2  x — 1 = 0. La raíz positiva proporciona: 

(a) la porosidad volumétrica a partir de (0.20) 

/5-  - =  	0.6180, 

(b) nuevamente de (0.20) tendremos que d = 2  8(0) 
i"g" que con los valores 
10  

de y ,1, 

donde considerarnos logaritmos en base 2. Mi, la dimensión fractal, 
con Ti = 3, será s = rad 9.5 2.1606, 

(c) y corno 	= 1 el volumen de sólidos será 

(h, =
2 	

0.3820. 
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CAPITULO1 

POROSIDAD Y DIMENSION FRACTAL 



1. POROSIDAD FRACTAL 

En el capitulo introductorio se obtuvo la ecuación (0,22) 

( 1— (ii)1+(b 	= 1 	 (1.1) 

donde q'  es el G-volumen de vacíos de un medio poroso y s su dimensión fractal 
definida en Mandelbrot [1083], 

En este capítulo daremos una nueva interpretación a dicha ecuación me-
diante e) uso de la dimensión de Hausdorlf en sustitución de dicha dimensión 
fractal. Para ello requeriremos ahora medir los conjuntos con la s-medida 
de IIausclorff, que para el caso particular s = ti se reduce a la medida 71,-
dimensional de Lebesgue. IP, (ver Teorema 17 del capítulo 3). 

Así, sean E c IR" un conjunto compacto y no-vacío y U el paralelepipedo 
de menor volumen que contiene a E. Para evitar casos triviales supondremos 
que el volumen de U es estrictamente positivo, es decir, Vol (U) = 1." (U) > 
0. Entonces la porosidad de E con respecto a la medida de Lebesgue L" la 
denotamos e, y la definimos como 

L" (U \ E)  
e = 

	

	 (1.2) 
Vol (1/) 

De aquí obtenemos que e E [0, 1]. Hay que tomar en cuenta que esta definición 
de porosidad generaliza la definición dada en (0.11) del capítulo introductorio, 
por lo que y e en general son diferentes. 

Si consideramos ahora e como en (1.2) y a. s como la dimensión de Haus-
dorfl de E, la relación entre e y s dada por la ecuación (1.1) sólo se satisface 
para los casos triviales e =Oye = 1, por lo que en esta tesis generalizare-
mos la definición del parámetro e de manera que la ecuación (1.1) siga siendo 
válida para cualesquier valor de e entre O y 1. Dicha. generalización se liará 
considerando en todo momento que s es la dimensión fractal de Hausdorff. Ea 
decir, queremos emplear en una forma no trivial la relación (1.1) para el caso 
en que s = dim 1j  (E). 

Veamos primeramente que en efecto e sólo puede tomar los valores de cero 
y uno si satisface la ecuación (1.1). Para. ello supongamos lo contrario, que 
O < c < 1, entonces (1.2) implica que O < L" ( E) = 1," (1,1)-1," (U \ E) < +00, 
Luego entonces s = dim n  (E) = t1 ya que e„ II" (E) = 1," (E) [ver Teorema 17 
capítulo 3], y esto implicaría, de (LO, que 1 — e 4-e2  = 1, es decir e (e — 1) = 0, 
por lo que e = O o bien e = 1, lo cual contradice la forma inicial en que tomamos 
e. Así, los conjuntos cuya porosidad con respecto ala medida de Lebesgue e sea. 
estrictamente positiva y menor que 1 no satisfacen la igualdad (1.1), además 
de que tienen dimensión de Hausdortf entera, ti precisamente. Es decir no 
se requiere de la dimensión fraccionaria de llausdorff para desaibir a estos 
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conjuntuH. Para estos conjuntos precisamente se puede emplear la 'porosidad' 

definida. en (0.12) junto con la dimensión fractal s. 

Supongamos ahora que e = O, entonces (1.2) implica 	(U \ E) = 0 y por 

lo tanto, ya, que el cubo C Inn  CS compacto y no-vado, O < L" (E) = L" (U) < 
+w, y nuevamente tendremos que s = din fr  (E) = u, aunque en este caso 

e = O sí satisface (1.1). Por último e = I tainbioln satisface (1,1) y además por 

(1.2) lin ( E) = O y por lo tanto. = 	(E) < u. Resumiendo, si e representa 

el valor de la porosidad de un conjunto) n-dintensional con respecto a la. medida 

de Lebesgue, entonces la identidad 	— e)'/' 	= 1 sólo se satisface para 

aquellos conjuntos en los que c = 0 o 1, y únicamente en el segundo de estos 

casos podría tratarse de un conjunto con dimensión de Ilausdorif no-entera, 

Así, solamente el caso con porosidad e = 1, según (1.2), podría implicar 

que el conjunto tenga dimensión de Ilansdorff no-entera. Sin embargo el valor 
de dicho parámetro, a. saber e = 1, no seria nada significativo en la descripción 

de todos estos conjuntos. 

Así pues, a continuación definiremos un nuevo parámetro que satisfaga 

(1.1) en una forma no trivial, en sustitución de las `porosidades' (1, y e dadas 

por (0.12) y (1.2) respectivamente, y de manera tal que podamos utilizar la. 

dimensión s de Ilausdortf. Dicho parámetro estará. asociado en forma única, al 

conjunto E y será. un valor estrictamente entre cero y uno. Se definirá además 

para ciertos conjuntos particulares como veremos a. continuación. 
Cabe hacer sin embargo la siguiente observación: En el capítulo introducto-

rio se obtuvo que la dimensión fractal s que satisface (1.1) es válida para. ciertos 

objetos tridimensionales reales y dicho valor es válido sólo dentro de un limite 

de escala inferior y uno superior. Sin embargo, si el valor de s lo consideramos 

válido a cualesquier escala de medición, la dimensión fractal s coincidirá. fre-

cuentemente con la dimensión Box-counting, y ésta a. su vez coincidirá con la. 

dimensión de llausdorf en objetos auto-similares. 

1.1 	Conjuntos sP 

Definicion 1 Sea E C II?" un conjunto de Borel tal que 0 < II' (E) < +c y 
< my, H  (E) = s < u. Definimos la constante de contracción del conjunto 

E, denotada P, como gil único valor de P E (0, 1) tal que 

(1-1')^ P = I. 

Al conjunto E con dichas condiciones lo llamaremos Conjunto-sP de IR.", o 
simplemente Conjunto-8P cuando esté claro el espacio Il?". 

La existencia de P se observa en la gráfica de la Figura 1 en el capítulo 

introductorio, considerando P y sfn en sustitución de q  y d respectivamente. 
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Menger 

A continuación enumeramos algunos conjuntos bidimensionales particulares 
en los cuales se determina su parámetro P, (ver Figura 1.1) 

• En el producto cartesiano del Cantor Ternario (ver capitulo 11) C x - 
C, dim (O x 	= 2 log (2) / log (3)c.., 1.261859 ..., de donde P 
0.200748.... 

• En d triángulo de Sierpinski .9, dim u, (S) = log (3) / log (2)51., 1.584962..., 
de donde P 	0.868160.... 

• Para la esponja tridimensional de Menger E, dim ji (E) = log (20) / log (3) e, 
2.726833..., de donde P c.'. 0.9985806.... 

Figura 1.1 

SS OS 	SS SS 
O0 00 	00 00 

S@ SS 	SO &O 
OS I@ 	SU SS 

O0 00 	011 00 
O0 SS 	SS 00 

 

CxC Sierpinski 

Si E c IR" es un Conjunto-sP entonces de la gráfica de la Figura 1 del 
capitulo introductorio se tiene que < d < 1 donde d = s/n, de aquí que 

TI 
2 

< < tt (1.3) 

para cualesquier entero positivo tt. 

Los siguientes doS teoremas nos relaciona los Conjuntas-8P con los conjun-
tos autosimilares. 

Teorema 2 Sea E C IR" un Conjunto-s P. Entonces existen funciones de 
11,2 de IR" era HP con constantes de contracción (1 — P) y P2, 

respectivamente, y cuyo conjunto no-vacío, invariante y auto-similar C IR" 
es tal que 

dim H (E) n 	(j) = ndim 11 (.1). 

Además, O < /P/" (J) < co. 

Demostración: Definimos las transformaciones 	IR" —1 HP para j = 1 
y 2, como 

donde h1 y h2 son vectores constantes de traslación por determinar. Como 

	

Il 	— 114 (7)11 = 	P) 11 	y ll y11 2 	) — ~~2 (y)II — P211 	 711' 
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y ade 111118 < 1 	P 	I y U 

	

P < 	entonces 1Ir1  y ip son funciones de 

similaridad con constantes de contracción 	— P) y P2  respectivamente. En- 

tonces por el Teoreina..10 del capítulo 10, existe un conjunto compacto no-vacío 

.1 c 111" el cual es invariante bajo 1  y 02 , es decir, tal que 	(i)UO2  (.1) = J. 

Veamos ahora que para ciertos valores de hi  y h2, th y 02 satisfacen la 
condición del conjunto abierto, es decir, que existe un conjunto no-vacio abierto 

y acotado V de tlin tal que V 3 ?/ 1  ( ) u 0,2 (l' ) con dicha. unión disjunta.. En 

efecto, tomemos en particular el cubo unitario ti-dimensional 

n..ve•ces 

	

= 	1) X • ••X (0, 1). 

Entonces, 

1101  (V)11 + 1102  (V)11 = (1 — 1))11V + P 2 	= (112  — I' + 	(1.4) 

Ahora, si definimos la función continua f : [0, 1] 	/II como f (t) = 12  — t + 1, 

entonces f alcanza. dos máximos en el intervalo [0, II en t = O y t = 1, así 

como un mínimo en t = 1/2. Luego 4< 1' 2  P + I < 1 para. cualesquier valor 

de. P E (0, 1). Por lo tanto de (1.4) tendremos que O < á IIVII < 	(")II + 
1102 (V)II < 111/11. De aquí que podamos elegir adecuadamente las constantes 

/ti  y h2  de manera tal que los cubos 'contraídos' 	(V) y 1/P 2  (V) queden 

completamente contenidos en V de manera. disjunta.. (En particular, 	= O 

y O < 1 P < 	< 1 — P2  < 1, para j = 1, 	, n y donde /12' = 

hacen que se satisfaga la condición del conjunto abierto en 01  y 11'2 ). Que 

dicha. unión sea disjunta nos dice que J es auto-similar, por el Teorema 15 
del capítulo 10. Entonces por el Teorema 14 del capitulo 10, si r = dim E (.1) 

tendremos que (1 — 	+ P 2' = 1 además de que O < ¡Jr (.1) < 00. Por último, 

dado P E (0, 1) podemos definir la función g 11:»11  11(1:1 	
p)1 

.1.  pu  la cual 

es estrictamente decreciente en todo su dominio, pues g' (t) < O Vt E 11?. , y Por 

lo tanto inyectiva. De aquí que como 

— 	far = 1 = o py/t¿ 1,25/n. 

es decir, (y) = J U.), entonces r = s/n., y como además O < ft' (.1) < co, 

obtenemos los resultados deseados ya que r = diun x  (.1) y s = dim if  (E) .0 

Corolario 3 El conjunto no-vacio inuariante autosimilar J C IR" del Do-
n:n.(1 9,1  anterior e!S totairnent,.: (limo nwa, 

Demostración: Del teorema anterior dini (J) = dina i  (E) In < I, lo 

cual implica. por el Teorema 22 del capítulo :i que .1 es totalmente disconexo.13 

En el siguiente teorema. Gx•••xG ti:veces, indica el producto cartesiano. 

xCCI11"yagueCc III.  
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Teorema 4 Sea E C lit' un Conjunto-sP, entonces existen funciones de sim-
ilaridad f,oi  y 992  de IR en IR con constantes de contracción (1 — P) y P2  re-
spectivamente y cuyo conjunto no-varió invariante y auto-similar G C IR es 
tal que 

(wve‘cm 	 wvece$ 
o•-•-••••••-•-"•----••••.% 

dinl Ir ( E) = difil fi (1 X • • • X G — dim 8 5)-7 7 7"-a( 

o bien 
dim ir  (1;) = n diin if  (0) = n din]. p (G) . 

Demostración: Corno E es un Conjunto-sP en E" entonces por el Teo-
rema 2, existe un conjunto no-vacfo J C En tal que 

dim y (J) = dim (J) = 

Ahora, por definición de Conjunto-8P, O < s = 	< n. Asi, dim (J) < 
1, lo cual implicapor el Teorema 14 sobre proyecciones (capitulo 7) que 

dim y [Pro (J)] = dim g  (J) 	para casi todo 11 E G,,,1  

donde 0„,i  es el espacio de todos los subespacios 1-dimensionales de IR", y 
Projn (J) denota la proyección ortogonal de ./ sobre II. El para casi todo 
es con respecto a la medida de -y„,1  en Cintl  definida en el capitulo 5, mi 

{1.1 E G„,i  : dim [Projn (J)] # dim y (J)} = O. De aquí que exista 110  E 
G„,1  tal que 

diin K  [PrOirlo (J)] = dini fi" (J) = -. 	 (1.5) 

Así, tenemos un conjunto no-vacio (ya que O < s/n < 1) Projno  (J) C HP, 
cuya dimensión de Elausdorff dim y [Projno 	= s/n E (O, 1). Asimismo 

fLti 	yen  o — P) t 	P 	= 1 donde P es la constante critica asociada al conjunto 1). 
Es decir, el conjunto Projno  (J) es un Conjunto-1P en 1Rr, entonces aplicando 
nuevamente el Teorema 2, existen funciones de similaridad (pi  y W2 de IR en E 
con constantes de contracción (1 — P) y P2  respectivamente, y cuyo conjunto 
invariante y autosimila.r G c 11? es tal que 

dim [Projy„ (J)] 	s 
dim (G) = dim 8  (0) = 

por (1.5), y como s = din) y (E), tendremos que dim y (E) = n dim lt  (G) = 
n dim (0, lo cual demuestra una de las afirmaciones del teorema. Ya que 
dim rl  (0) = dim y (0) entonces por el Teorema 13 del capitulo 9 

( 
,..7.--......----,a x  ... x G  

dim y 	 = dilli y '----.--- x•• — x G x6' 
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"7".̂  	din) )1 

,1 	.. 	I 	). 1 •:, lqi 

4- diin n. (G) 
„..:r....w.. 

(1 

(I X ' ' • X (I 

?1,•VCCC5 

= dilo II  (G) + • • • + dilo n  (G) = ndim (0) = dilo (E), 

por lo obtenido anteriormente y lo cual dein ue.stra completainem te el teorema.° 

Ontridnlarios 

1-lagnino una 91,mrvivágite9, timbre  eltgn p?111111.1nw 

• El último teorema, nos dice que para. cualesquier E, Conjunto-sP en 111", 
existe un conjunto O auto-similar y totalmente disconexo en V-, cuyo 

producto cartesiano n-veces genera un conjunto en IR" con la. misma 

dimensión de Ila.usdorít que E. 

• Las funciones de similaridad (,oi  y tp2  tienen la misma forma para cua-

lesquier valor de n y P. 

• Sobre la forma particular de las constantes de contracción, a saber, 

(1 — P) y 	cabe mencionar que los resultados anteriores se pueden 

obtener en forma análoga, si consideramos como constantes de contracción, 

cualesquier nónieros c1  y c.2  en el intervalo (0, 1), tales que 

eslin 	C.,12/n = 	y 	O < 	e2  < 1. 

• La, forma particular que tienen las constantes de contracción, a saber 

(1 — P) y in, deberán de ser corroborados en objetos reales tridimen-

sionales, bidimensionales y unidimensionales mediante la medición de 

sus parámetros P y s. El resto de este capitulo se dedica en particular a 

la obtención de s mediante diversos métodos. 

• Los Teoremas 2 y 4 no implican que E, el Conjunto-sP, sea autosimilar. 

• Los resultados obtenidos en los Teoremas 2 y 4 son nuevos. 
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1.2 Conjuntos Tridimensionales 

En las secciones siguientes veremos alguna; de las formas en que puede recu-
perarse el parámetro 1' de un conjunto tridimensional, mediante proyecciones 
e intersecciones con planos o rectas. Para. ello emplearemos los resultados de 
los capitulos posteriores. Definamos alguna de la notación empleada en dichos 
capítulos y que necesitaremos en lo que resta de éste: 

G (n, m) denota al espacio de todos los subespacios vectoriales lir de E". 
O (n, m) denota, al espacio de todas las proyecciones ortogonales de IR" so- 
bre !R" 4. Además 	y 19„4 07, denotan a. las medidas O (n) invariantes sobre. 
G (n, ni) y O' (n, m) respectivamente. SixEEy ECE",rs (E) denota la 
traslación de E en x: Ivo E E" : 	— x E El. 

INTERSECCION CON PLANOS 

Teorema 5 Sea E C V un Conjunto-sP arbitrario, entonces 

dial (E) = dim ir  [E n rs  (V)] + I 
	

(1.6) 

para /13 xry,3,2-casi todo (x, V) E EXG (3, 2), de donde 1 /2 < dim ff  [E n (y)] < 
2. 

Demostración: De (1.3) se tiene que dim fi (E) > 3/2 > 1, luego, del 
Teorema 7 del capitulo 8 dim x  [En rx  (V)] = s — 1. Ya que 3/2 < s < 3, se 
sigue la segunda alirmación.0 

Observemos que en este caso rx  (V) es simplemente un plano bidimensional 
que contiene a 2: E E. 

De esta manera podremos obtener la dimensión de Rausdorff de cualesquier 
Conjunto-8P E en 1113  calculando la dimensión de llausdorff de conjuntos bidi-
mensionales que resulten de intersectar a E con planos bidimensionales. 

Ilay que tener en cuenta que esta resultado, así como los que veremos a 
continuación, son válidos 'casi donde quiera' con respecto a una medida o 
medidas particulares, es decir, el conjunto de puntos donde dicho resultado 
no es válido tendrá 'medida' cero. Por lo tanto, si dicho conjunto de medida 
cero es un conjunto denso y numerable en el subespacio que lo contiene, la 
aplicación práctica de dichos teoremas puede plantear un inconveniente difi'cil 
de superar. 

PRO Y ECCUM SOBRE PLANOS 

Sean E C 	un Conjunto-sP, 11 E G (3,2) subespacio bidimensional 
y rt  (me G (2, 1) una linea recta que está contenida en 11 y que pasa por un 
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punto 	Pro ,n; ( E), dont le Profil (E) denota la proyección ortogonal de E so- 
bre 11. Nuevamente como 3/2 < dim y (E) < 3 si dim n (E) > 2 el Teorema 11 
del capitulo 7 referente a. proyecciones nos dice que dim rr [Projn (E)] = 2 para 
gI,2-casi toda proyección en O* (3, 2) generada por II; si en cambio 1 < 3/2  < 

dilo rr  (P.) < 2 entonces por el Teorema 14 del capitulo 7, dim rr [Projn (E)] = 

dim rr  (E) para 7914-casi toda. proyección, por lo que en ambos casos tendremos 

dim rr [Pro.iti (E)] > 1. 
Ahora veamos al conjunto Projn (E) como un subconjunto de /11,2  e in-

tersectémoslo con la recta T.1. (D) la cual definimos anteriormente (ver Figura 
1.2.) 

Entonces del Teorema 7 del capitulo S sobre intersecciones, tendremos que 
`casi siempre' 

dim rr [P.roin (E) n r. (D)1 = dim rr [Projn (E)] -I- 1 — 2 

es decir 

din] rr [Projn (E)] = dim rr  [Projn  (E) n rz  (o)] + 1. 

liemos llegado así al siguiente resultado 

Teorema 6 Sea E C 11t un Conjunto-sP arbitrario, entonces 

dim rr  [Projn (E)] = dim y [Projn  (E) n Tz  (D)I + 1 	(1.7) 

pura. 19;,:r easi toda proyección en O* (3,2), y H3  x 72, 1 -casi todo 	D) E 
Projn  (E) x G (2, 1). 

Observarnos de (1.7) que dial rr  [Pri.);jri  (E)] > 1 lo cual está de acuerdo 
para los Conjuntos-8P tridimensionales. 

Denotemos 

fi = (hm ir [Pro:in (E) n (D)j 

1)e (1.7) O < /1 < 1. Supongamos que O < fi < 1, entonces por cl Teo-
rema 6 tendremos ahora que 'casi siempre' dim ji  [Projil  (E)] < 2. Afirmamos 
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que esta última desigualdad implica 'casi siempre' que dint y (E) < 2. En 
efecto, si din' y (E) > 2 entonces por el Teorema II capitulo 7, 'casi siem-

pre' din' y [Projn (E)] = 2, lo cual contradice la suposición inicial. Por otro 
lado, si dim y. (E) = 2 entonces por el Teorema 14 del capitulo 7, 'casi siem-
pre' dim 1f  [Projn  (E)] = 2 lo cual contradice nuevamente la suposición ini-

cial. Así, O < fI < 1 implica. 'casi siempre' dial!!  (E) < 2, y nuevamente 
por el Teorema 14 del capítulo de proyecciones tendremos que 'casi siempre' 
dim tt  (E) = dim v [PrOill (E)], que al sustituirlo en (1.7) obtenemos 'casi siem-
pre' dim x (E) = fi -I- I. Resumimos este resultado en el siguiente teorema 

Teorema 7 Sea E C IR' un Conjunto-sP arbitrario, y supongamos que para 
03,2-casi toda proyección en O* (3, 2), y 	x 72,1-casi todo (x,1.)) E Projn  (E) x 
0 (2,1) 

O < dim H [Projn  (E) n Tr. (D)] < 

entonces para dichos términos 

dim y (E) = dim q [Projn (E) n Tz  (D)] + 1. 

Por lo que este teorema nos permite. obtener la dimensión de Rausdorff 
de un Conjunto-sP tridimensional mediante el cálculo de la dimensión de un 
conjunto unidimensional. 

Supongamos ahora que en el Teorema 6 fi = O, entonces de este mismo 

Teorema. 'casi siempre' dim (Projn (E)) = 1 lo cual no es posible, ya que 
como dim y (E) > 1 nuevamente los Teoremas de Proyección implican que 
dim y (Projn (E)) > 1. Se tiene así el siguiente corolario 

Corolario 8 Sea E C IR3  un Conjunto-s P arbitrario, entonces 

dinu [Projn  (E) n 	O 

para 19; 2-casi toda proyección en 0* (3, 2), y 	x -0,1 -casi todo (x, D) E 
Pro .7ñ  (h') x G (2, 1). 

IN TERS ECO ION CON RECTAS 

Veamos lo que resulta al interseciar el conjunto E con rectas tridimension-
ales de 0 (3, 1). Supongamos ahora que en el Teorema 6 tengamos = 

entonces del mismo Teorema 'casi siempre' diluí/  [Projn  (E)] = 2 de donde 

por los Teoremas de Proyección dim y (E) > 2. 

Supongamos que din) H  (E) > 2, e intersectetnos el Conjunto-sP E con 

rectas tridimensionales -res  (D), donde 31 E EyDEG 	1). Entonces por el 
Teorema 7 del capitulo 8, dim H  [E n rz  (D)] = s + — 3, es decir 'casi siempre' 

s = dim y [E n Tx  (D)] + 2. Expresarnos ésto en el siguiente enunciado 

CONJUNTOS TRIDIMENSIONALES 
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Teorema 9 Sea E C IW un Conjunto-s I) tal que cibal/ (E) > 2. Entonces 

dhn f (E) = dim [E n (D)]+ 2 

para 11,E x '73, 1-easi todo (x, D) EExG (3,1). 

Por último del Teorema, (3 del capitulo 8, si dini ll  (E) < 2 la intersección 
con rectas tridimensionales 'casi siempre' será, varia, enunciamos este resultado 
como sigue 

Teorema 10 Sean E C Ihi3  un Conjunto-sP tal que dim (E) < 2, y x E //V 
arbitrario, entonces para ry3,1-casi todo D E G 	1) 

(E\ Iírn n (D) = 0. 

De esta manera el Teorema 10 nos permitiría 'casi siempre' utilizar el Teo-
rema 9 para determinar la dimensión de liausdorff aún cuando no se conozca 
de antemano la condición dim rr  (E) > 2 en los Conjuntos-8P. 
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2. ALGEBRA DE CONJUNTOS 

En este capitulo veremos algunos conceptos que serán usados en capítulos pos-
teriores. 

Definicion 1 Sea X cualquier conjunto no vacío. Una colección no vacía 
de subconjuntos de X se llamará a-álgebra si se satisfacen las siguientes 

condiciones: 

i) Si E E la entonces X\ EE 

ry) 
1,0 Si Eh  E2, 	E P entonces U En  E P . 

n=1 

De las leyes de DeMorgan observamos que si P es una a-álgebra, entonces 

n En E r si E, E r para n = 1, 2, 	Además se tiene que la diferencia 
n=1 
de conjuntos, definida como A\ B = A n(x\B), también es una operación 
cerrada en P. 

Teorema 2 Sea C una colección arbitraria de subconjuntos de X, entonces 
existe una rninima (y-álgebra la cual contiene a C. Es decir, existe una o--álgebra 
P(C) la cual contiene a C, y si 13 es una os-álgebra arbitraria que contiene a C. 
entonces P(C) c 13. 

Demostración: Sea .F la familia de todas las a-álgebras de subconjuntos 
de X que contienen a C. :F es no vacía ya que al menos se encuentra la 
a-álgebra potencia P (C), la cual obviamente contiene a C. Definimos ahora 
P (C) =n{Bi 13 E F}. Entonces C es una subcolección de conjuntos de P (C) 
ya que cada B en Y contiene a C. Veamos que P (C) es una a-álgebra. En 
efecto, si E E II  (C) entonces E E 13 para toda 13 en Y, y como cada B es una 
a-álgebra entonces X \ E E 13 para toda en F, es decir, x\EEr(c.). 
Análogamente, si El, E21  ... E r (C) entonces El, E2) 	E 13 para toda 13 en 

F, luego entonces como cada /3 es a-álgebra elj En  E /3 para toda 13 en F, es 
n=1 

decir, 5 En E I' (C). Así, P (C) es una a-álgebra que contiene a C y por lo 
n=1 

tanto está en la familia Y. Por la construcción de 11  (C) es claro que si P es 
una a-álgebra que contiene a C. entonces l'(C) C B.0 

A P (C) también se le llama la o- -álgebra generada por O. 

Definicion 3 Una medida exterior m sobre un conjunto X es una función 
definida sobre todos los subconjuntos de X que toma valores en el intervalo 
[O, +oo] y tal que: 
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i) ni(0) = O 

ii) (Monotonía) rn (A) < ni (B) si A C B 

iii) Si A1, A1, . . es una colección numerable o finita de subconjuntos de X 
entonces 

m (U An ) E rn (A„). 

Definicion 4 Una medida p. es una función definida sobre una o•-dlyebra 
de subconjuntos de X que torna valores en el intervalo [O, -boo] y tal que: 

i) p.(0) =O 

ii) (Sigma Aditiva) p.(U En) = 	(B„) para cualesquier sucesión nu- 
n=1 	n=1 

merable o finita de subconjuntos disjuntos de E„ en P. 

Observamos que la condición de monotonía de una medida exterior m es 
en p, una consecuencia de su definición. En efecto, si A C B entonces podemos 
expresar a B como la unión disjunta B = A U [B \ Al U @ U 0 U 	y por ser ji 
sigma aditiva tendremos que 

(B) = I:, (A U [B \ A] U U ..) = p,(A)+µ (B \ A)+11(0)+,  = (A)+ p(B \ A) 

y como µ (B \ A) > O se sigue el resultado deseado. 

Denotaremos la diferencia X \ E como E'. 

Definicion 5 Sea rn una medida exterior en X . Un subconjunto E de X se 
llamard m-medible o medible con respecto a la medida exterior m, si 
para cualesquier conjunto A C X se tiene que 

ni(A)=m(AnE)+m(AnE'). 

Teorema 6 Si tu es una medida exterior en X y E es un subconjunto de X, 
tendremos que: 

i) Si rn,(A)> rn (A n 	+ In,(A n fic) para cualesquier A C X entonces E 
es m-medible. 

ii) Si m (E) = O entonces E es ni-medible. 

Demostración: i) Como A = (A n E) U (A n E.) y m es medida exterior, 
entonces tu (A) < rn (A n E) + rn (A n E.) y el resultado se sigue. 

ii) Sea A un subconjunto arbitrario de X. Como A rl E c E y m es medida 
exterior, entonces 77t (A n E) < tu (E), de donde ni (A n E) < O, pues por 
hipótesis rn (E) = O. Y por la no negatividad de la medida exterior 

rn. (A n E) = 0 	 (2.1) 
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Asimismo m (A n 	< rn( A) ya que A n 	C A, de aquí que con (2.1) 
m ( A n E) + m(A n 	< ni (A) para cualesquier su hcOnjunto A de X. El 
resultado se sigue por el inciso anterior.° 

El siguiente teorema es muy importante ya que nos dice que para cua-
lesquier medida exterior en un conjunto ciado X, siempre existe una o•-álgebra 
en X mismo donde dicha medida exterior llega a ser una medida. La de-
mostración puede consultarse en el Royden. 

Teorema 7 Sea ni una medida exterior en X. La colección M de conjuntos 
in-medibles forman una o--álgebra, y la restricción de m a M es una medida. 

Definicion 8 Sea {En }: 1  una sucesión de conjuntos en X, entonces defin- 

irnos el limite inferior y el limite superior de dicha sucesión, denotados 
lini Er, y hm En  respectivamente, como 

W4 03 

irE,1= un E,1  
WOU 

k=1 n=k 

y 	

filia En = n U En 
0000 

k= n=k 

Así, el ki_nEn  consiste de todos aquellos puntos que se encuentran en todo 
En  salvo un número finito de ellos, y el li-Ta„ consiste de aquellos puntos que 
se encuentran en una infinidad de conjuntos En. De acuerdo a las definiciones 
se sigue entonces que el límite inferior y el límite superior de una sucesión 
de conjuntos en una a-álgebra también estarán en dicha a-álgebra. Cuando 
hinEn  = E—nEn  escribiremos simplemente hin En  para dicho valor común; por 
cierto ésto siempre será válido si { En} es una sucesión creciente o una sucesión 
decreciente de conjuntos. En efecto, sea {En} una sucesión creciente de con-
juntos, entonces por definición de limite superior 

00 00 

I; En = n V En n—000 
k=1 n=k 

pero Uc;3_,, En  = In`1_,En,V k = 1, 2, . ya que El  C E2 C " .1  y como además 
En  = ().72.n 	entonces 

00 

= En 
n=i 

00 CO 

= u n E, = Ei 
n=1 i=n 

donde la última igualdad es por la definición de límite inferior. Asi, si {En} es 
una sucesión creciente 

Gin 	= lim En. 	 (2.2) 
/1-4.00 	n—loo 
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Por las leyes de DeMorgan dicha igualdad también se cumple para una sucesión 
decreciente de conjuntos en X. 

Veamos ahora algunos resultados referentes a cualesquier medida dada. 

Teorema 9 [Continuidad de las medidas) Sea j.t una medida en una a-álgebra 
C de subconjuntos de X , 

(i) Si El  C E2 C 	es una sucesión creciente de conjuntos en l', 
entonces 

11  (11 En) = n1110 ( E  ' 

(ii) Si F1  j F2 	• • • es una sucesión decreciente de conjuntos en r, y 
además p.(F1) < oo, entonces 

(nli.r.relo  Fn) =lira (Fn). 

	

(iü) Para cualesquier sucesión de conjuntos 	en r se tiene que 

1.1 
 (

ii111 Fn) < hm µ (Fn) • 
n.-40o 	ti•-•00 

Demostración: (i) Podernos expresar 

00 	 00 

U En  = El  U 
n=1 	 n=2 

donde la unión de la derecha es disjunta. Así, por ser µ medida tendremos 

( 	oo En) = ( U E.) = (El) + 
00  
E bt(E„ \ En-1) n—o n=1 	 n=2 

k 

=lira [p. (El ) + E ( E'„ \ E„-11 
n=2 

y como la expresión del lado derecho de (2.3) es una unión disjunta 

k 

= 
k
l
-4no
im µ {Ei  U U (En, \ E„...1 )1 

n=2 

=lim µ[Ei  U (E2  \ .Ei) U (E3  \ E2) U • U (Eh\ Ek_1)1 
k-.00 

Y como Ej C E1+1 
= lira µ [Eki 

es decir (n11.11 En) = nliTo  P • (Ea) • 
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(ii) Definimos E,L  = FI\ Fn para n = 1,2, ... , entonces El  C E2 C E.. C 

es una sucesión creciente. Además se tiene que 	Fn  = F1  \ (1 En  , entonces 

	

n=1 	n=1 

ti -4 00 	
= µ n Fñ 

00 \ 

n=1 

= 	(Fi  \ (Ii°1 En) 

y como II (U En) <µ(F1) < co 

= (fii) 	cÚ En) 
n=1 

y por el inciso anterior 
= 	(Fi) „111, P. (En.) 

= n1111[11. (Fi ) — (En)] 
=lim  P. (Fi \ En ) 

Pero F1  \ En  = F1  n En , y por construcción En  = F1  \ Fn luego 

n [F1 \ &]e 

	

= 	n [Fi  n Fjc = n [P1  Fnl 
=[F1 n n] U [Fi  n Fn] = F1 n Fn  

= Fn  

ya que F1  Fn . Así, 1Á (Fi \ En) = µ (Fn) y por lo tanto µ (.1110 	lim n-loo 
(Fn ) 

	

iii) Definamos Eh = 	Fn  para k = 1, 2, 	entonces de la Definición 8 
f1= 

de limite inferior de una sucesión de conjuntos podemos escribir lila FT, = 
n-beo 

c'ijk 
 Eh . Pero {Ek} es una sucesión creciente de subconjuntos. En efecto, sea 

1 
2: E Eh entonces x E F, , Vn > k, en particular para n > k 1, es decir 

x E 	Fn = Ek+1. Así, Eh  C Ek+1  como se deseaba mostrar. Así 
n=k+1 

e° 
µ ( lira Fn) = (U Eic  

n-.c. 	k=1 

= 	lim Ek) 
h-40. 

por ser una sucesión creciente, y usando ahora el inciso (2) anterior 

= lim (Eh) = lim
o 
 (Eh) 

k-no 	k-n 
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nuevamente por ser {Ek ) creciente, y como Ek = 	F, C Fn para n > k 
entonces 

5.111 11.(Fn) 

para cualesquier sucesión IFn I de subconjuntos en la a-álgebra P.E1 

Conjuntos de Borel 

Definicion 10 Sea X un espacio topológico. La colección B de conjuntos de 
Borel es la rninirna u-dlgebra que contiene todos las subconjuntos cerrados de 
X. 

Dicha o álgebra mínima existe por el Teorema 2 de este capitulo. Además 
B también es la ultima a-álgebra la cual contiene a todos los subconjuntos 
abiertos de X. 

Un subconjunto de un espacio topológico X que pueda expresarse como 
unión iminereble de conjuntos cerrados se llamará conjunto F. De aquí que 
todo conjunto numerable sea un Fu, lo mismo que cualquier conjunto cerrado. 
Diremos que un subconjunto de X es un subconjunto G6 si éste puede ex-
presarse como una intersección numerable de conjuntos abiertos, por lo que 
cualquier conjunto abierto es un 06. Además de las definiciones el comple-
mento de un conjunto Fa  es un conjunto G6 y viceversa. De acuerdo a las 
definiciones anteriores los conjuntos Fa  y G6 están contenidos en los conjuntos 
de Borel. 

Medida exterior regular 

Definicion 11 Sea X un conjunto no-vacio. Una medida exterior In en X se 
dice que es regular si para todo conjunto A en X existe un conjunto m-mediblc 
E en X, tal que ACE ym (A) = ni (E). 

Lezna 12 Si m es una medida exterior regular en X y {A„}n'_i  cualesquier 
sucesión creciente de conjuntos en X, entonces 

lizn m (A ,L) = ni (hm An ) . 
no4C0 	 00 

Demostración: Sea Al  C A2 C • • • una sucesión creciente de subconjuntos 
arbitrarios de X. Entonces por ser m una medida exterior regular, para cada A„ 
existe un conjunto rn-medible En  tal que E, 3 An y además ni (E„) = m (An). 

Entonces por (2.2) 

m (nlia An ) = m (nli±-1)  / In ) 

rn lim E„) 
11-100 
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ya que A„ C ER , V n = 1, 2, 	y corno m es una medida, al restringirse a los 
conjuntos E„ podemos utilizar la continuidad de la medida, véase Teorema 9, 
para obtener 

5 hin m En  = lim (An) < lim m (A„) 
ri-s•oo 	n-lco 

Por lo tanto 
nt 

 (
Jim An) < lian /71 (An) . 	 (2.4) 

n -loo 	"n-4co 

Por otro lado, Ak C Ur3_1An  entonces, por monotonía de nt 

04 

nt (Ak) < m (U An  
n=1 

y como ésto es válido para cualesquier natural k 

lim m (Ak) 5. /71 ( U An) = TY1 lim An) . 
n=1 

(2.5) 

De (2.4) y (2.5) se sigue el resultado deseado.D 

2.1 Medida exterior métrica 

Deflnicion 13 Sea < X, p > un espacio métrico. Una medida exterior rn en 
X se llamar/ medida exterior métrica si 

m (E U F) = m (E) + m (F) 	 (2.6) 

siempre que E y F estén separados positivamente. Decimos que los conjuntos 
E y F están separados positivamente si 

p (E , F) = 	f p (x , y) :xEE A yE 	> 0. 

Mostraremos que si m es una medida exterior métrica entonces la colección 
de todos los conjuntos m-medibles, incluirá a los conjuntos de Borel. Para ello 
necesitamos el siguiente lema: 

Lema 14 Sea m una medida exterior métrica en el espacio métrico < X ,p >. 
Sea {An }n 1  una sucesión creciente de subconjuntos en X tal que limoo  An  = A. 

n-• 
Supóngase además que p (A„, A \ 44,4.1) > 0 para n = 1, 2, 	(ver Figura 2.1). 
Entonces 

M, (A) =n11.110  TY1 (An) . 
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Figura 2.1 

Figura 2.2 

Demostración: Corno Al  C A2  C • • •, y A = 	3 Ah para cua- 
lesquier natural k, entonces ni (Ah ) < m (A). Luego entonces 

lim 171 (Ab ) < rn (A) . 	 (2.7) 

Veamos que la otra desigualdad también es válida. Para ello definimos los 
siguientes conjuntos B1, (ver Figura 2,2) 

B1  = Al 

B2 =A2 \A 1  

B3  = A3  \ A2  

B„ = A„ \ A„_.1 	si n > 2. 

De esta manera tendremos que B. C An  para todo natural n, y además si 
n + 2 < i entonces n + 1 < i — 1 , por lo que 

Bi = Ai \ Ai-i C A \ Ai_i 	yaqueAiCA ViEN 

C A\ An+i 	ya que n + 1 < i — 1. 

Esta última contención es por lo siguiente: Ya que Ah C Alsi k < j entonces 
Al 3 Al, de donde A n C A n A. Es decir A \ Al C A \ Ah si k < i y 
en particular para k = n + 1 y j = i — 1, que es precisamente la contención 
utilizada. Así 

p (Bn, Bi) p (A„, A\ An+1) > 0 	si n+2< i.  

es decir, Bn  y Bi estarán separados positivamente si n + 2 < i. Además por 
construcción se tiene que p (B,, Bi) = p (U7=iBi, A) siempre que n + 2 < 
entonces aplicando (m — 1)-veces la igualdad (2.6) de la definición de medida 
exterior métrica tendremos que 

m (
O B2k-4) E rn (B24-1) 

4=1 	k=1 
(2.8) 

y análogamente 

m I U B2k  = E rri(B2k), 
4=1 	14=1 	

(2.9) 

Como 	 C A2m  y también Ur...1 /32h  C A2„„ entonces, si alguna de las 
series (2.8) o bien (2.9) diverge cuando n —› oo tendremos que. lim rn(An) = n•-•co 
00 y el resultado del lema se seguiría trivialmente de la desigualdad (2.7). 
Supongamos entonces que ambas series convergen, por lo tanto 

I 
m (A) = m (U An = m A„ U U Bh  

n=1 	 k=n+1 
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Figura 2.3 

( 5 m(Aj+ m U .Bk  5 m(A„)-1- E m(B,) 
k=n+1 	 k=n-1-1 

ambas desigualdades por ser ni medida exterior. Mi 

00 

m (A) <Hm m(An)-1- lim E m(B,,)=. 	m (An) n-lou 	 n-Ioo k=n+1 

ya que el residuo Er_n+i  rn (Bk) 	O cunado n 	oo. Y junto con la desigual- 
dad (2.7) se obtiene la igualdad deseada.0 

Veamos a continuación uno de los principales teoremas de esta capitulo. 

Teorema 15 Si m es una medida exterior métrica en un espacio métrico 
(X, p), entonces todos los conjuntos de Borel de X son m-medibles. 

Demostración: Ya que los conjuntos m-medibles forman una a-álgebra y 
los conjuntos de Borel son la mínima a-álgebra que contiene a los subconjuntos 
cerrados de X, es suficiente demostrar el teorema para cualesquier subconjunto 
cerrado de X. Es decir, si E C X es un conjunto cerrado y A C X es arbitrario 
entonces habría que demostrar que 

771(A) m (A n E) + In (A n Ec). 

Definimos, para n = 1, 2, ... (ver Figura 2.3) 

fin = {x E Ar E 	p(x,E)> 1/n} 

y como A nE C E entonces p (An, A n E) > 1/n para n= 1, 2, .... Es 
decir, An  y AnE están positivamente separados, así para cada n = 1,2, 
se tiene que 

ni (A n E) + m (A„) = m [(A n E) u An] < m (A) 	(2.10) 

donde la desigualdad se sigue por la monotonía de m y ya que (A n E)UA,, C A 
para n = 1, 2, 	Por construcción Al  C A2 C "*) por lo que 

00 

00 

U An =aun { zEAn 	p(x,E) > 1/n> 0}  
n•-•co n=1 

	

={xEAnEcl p(x,E)> o} = A n Ec 	(2.11) 

donde la última igualdad se sigue por el hecho de ser E un subconjunto cerrado 
de X. Demostremos ahora que (ver Figura 2.4) 

p[An, (A n Ec) 	> O 	para n = 1, 2, 	(2.12) 

Sea x E (A n Ec) \ 	entonces x An+1 , de donde existe z E E tal que 
p (x, z) < 	. Si además tomamos y E A„ entonces p (y, z) > lfn y por la 
desigualdad triangular 

	

1 	1 1  
P(y,z) — P (211 2) > 	= 	>0 

	

n 	n-}-1 	n (ri + 1) 

Figura 2.4 
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para n = 1, 2, 	es decir, (232) queda demostrado. Ahora, sustituyendo 
(2.11) en (2.12) obtendremos que 	p [A„, 	\ An4.1] > O para n. 

1, 2, ... y por el Lema anterior y nuevamente (2.11) obtendremos in (A n Ec)= 
rn (unekl i An ) = Eh» rn (A„). Este resultado junto con (2.10) cuando n 	00 , 

nos da in (AnE)+ ni (A n Re) < ni (A) ya que (AnE)uA„c A para 

n = 1, 2, ... y obtenemos el resultado deseado. 

Para finalizar este capitulo veamos aquellas medidas que están concentradas 
en cierto conjunto particular. 

Definicion 16 Sea p. una medida sobre una a-álgebra F que contenga todos 
los conjuntos de Borel de /R". El soporte de µ es el mínimo conjunto cerrado 
D C 111" tal que 1.¿ (En D) = µ (De) = O. Diremos que p es una medida sobre 
un conjunto A, si A contiene el soporte de p.. 

Ami, por definición, el soporte de una medida es un conjunto cerrado. 
Sea < X, p > un espacio métrico y x E X. La bola cerrada con centro x y 

radio r > O la definimos como I3, (x) {z E X 	p (x, z) < r}. Asimismo, la 
bola abierta la definimos como LIT° (x) = {z E X 1 p (x, z) < 

Teorema 17 Sea p. una medida con soporte D C IRA. Entonces x E D si y 
sólo si µ(B,. (x)) > O para todo r > O. 

Demostración: Sea x E D el soporte de p. Supongamos que existe r > O 
tal que p(13, (x)) = O entonces el conjunto cerrado D Br° (x) esta contenido 
propiamente en D y es tal que su complemento tiene medida cero, lo cual 
contradice que D sea el mínimo conjunto cerrado con dicha propiedad. Por lo 
tanto µ(1), (x)) > O Vr > 0. Recíprocamente, sea p(B,. (x)) > O Vr > O y 
supongamos que x lÉ D, el soporte de p. Luego x E De, donde De es abierto, 
por lo tanto existe e > 0 tal que Be (x) C En por lo que p (Be (x)) < µ (D°) = 
0. Esta contradicción nos lleva a que x E D.CI 

Necesitaremos más adelante las siguientes definiciones. 

Definicion 18 Sea µ una medida sobre una cr-dlgebra r que contenga todos los 
borelianos de llin Llamaremos a µ una distribución de masa si 1Á tiene so-
porte compacto y si O < µ (En) < oo. En particular para cualesquier conjunto 
p-medible A, diremos que µ (A) es la masa de A. 

Definicion 19 Una medida de Radon µ, es una medida sobre un espacio 
de Hausdor/J localmente compacto X, con las siguientes propiedades: 

(i) Si K es un subconjunto compacto de X, entonces p(K) < oo. 

(ii) Si V es un subconjunto abierto de X, entonces V es p-medible y 

p, {V } = sup{µ,(K): K es compacto, K C V }. 

(iii) Si E es cualquier subconjunto de X, entonces 

p.(E) = 	: V es abierto, E C V} . 
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CAPITULO3 

MEDIDA Y DIMENSION DE HAUSDORFF 



3. MEDIDA DE HAUSDORFF 

En lo subsiguiente trabajaremos siempre en el espacio Euclideauo n-dimensional, 
Illn , cuya norma la denotaremos como 11011, Sin embargo gran parte de los resul-
tados que obtendremos son válidos para cualquier espacio métrico en general. 

Definicion 1 Sea F un conjunto no-vacío de E" Definimos el diámetro de 
F, denotado IFI, corno 

1 11 = RIP Ilx - vil 
xsvEP 

Definicion 2 Definirnos a una familia {10 corno una 6-cubierta de F, si 
{Ui } es una colección numerable o finita de subconjuntos de 	tal que O < 

< (5 y F C 

Denotemos el conjunto potencia de II? como 'P (111n). 

Definicion 3 Sea F un subconjunto de IRn y s un número real no-negativo, 
entonces definimos para cada 6 > 0 el mapeo 	'F'(Itln) —+ [O, +col como 

(F) 	int {E 	1//il es una 6-cubierta de FI . 	(3.1) 

Observemos que el ínfimo se está tomando sobre todas las 8-cubiertas 
de F 

De acuerdo a esta definición si tomamos 0 < e < 6, el valor de Hl (F) será 
mayor o igual al valor de 14 (F) pues todas las cubiertas de F de diámetro 
máximo e están contenidas en el conjunto de cubiertas de radio máximo 6. Es 
decir, Hó es monótona creciente cuando 8 decrece. Esto nos lleva a la siguiente 
definición: 

Definicion 4 Sea F un subconjunto de IRn y s un número real no-negativo. 
Definimos la medida exterior 8-dimensional de Hausdorff de F, deno- 
tada 	(F), como el siguiente !Imite 

(F) =lim111  (F) 	 (3.2) 

Observemos que dicho limite existe por ser Hl monótona creciente cuando 
decrece. Por lo tanto 1/ 3  : P (IRn) 	[O, +00]. 

Teorema 5 Tanto Hl;  corno H' son medidas exteriores en liin 
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Demostración: De acuerdo a las definiciones de 11-.1 y de. IP ambas son 
funciones que están definidas en el conjunto potencia de ./Bn y tornan sus valores 
en el inervalo [O, +oo]. 

Sea j un entero positivo arbitrario. Cualesquier bola n-dimensional de 
diámetro 1/j es una 6-cubierta del conjunto val, así por (3.1) HS (0) = O 
y como ésto es válido para cualesquier 6 > O entonces por (3.2) II' (0) = O. 
Veamos que ambas funciones también satisfacen la propiedad de inonotonia. 
Sean A y B subconjuntos arbitrarios de 1111  tal que ACBy6>0 arbitrario. 
Tornemos una 8-cubierta arbitraria {Ud de B, entonces, ya que A C B dicha 
6-cubierta también lo será para A, de donde 

	

Hl (A) = inf {E 1Wi1' 	{W,} es una 8-cubierta de A} < E lie 

y al tornar el ínfimo en ambos lados de esta desigualdad sobre todas las 
cubiertas {//i} de B obtendremos, 

	

14 (A) 5 id {E Vid' 	Ito es una 6-cubierta de B} = (B) 
i=i 

y por lo tanto 11,1 (A) < Hg (B) si A C B. Y como esto es válido para 
cualesquier 6 > O entonces también II' (A) < 	(B). 

Probemos por último que si A1 , A2, ... es una sucesión numerable y arbi- 
traria en IR" entonces III 	< Ei  H6 (A;) y lo mismo con 	En efecto, si 
existe un conjunto Ai tal que Hl (Ai) = +oo el resultado se sigue directamente, 
y análogamente con H'. Supongamos entonces que Hl (Ai) < +oo para toda 
i = 1, 2, ..., entonces por la Definición 3, dado e > O arbitrario existe una 
6-cubierta (ter 1  de Ai tal que 

n= 

1/401 3  < II6 (Ai) + -217 	 (3.3) 
n=1 

para cada i = 1, 2, 	Ahora, por la construcción de las 6-cubiertas tenemos 
que 

CO 

11(" 3 
 U Ai y donde O < 1/0 < 	n, i E N 
i=1 

es decir {/1,(,1)} 	es una 6-cubierta particular de U°"
-1 

 Ai, de donde n,iEN 

El 
 (
0 ilj) É° 	Mi)1 3  
i=1 	i=1 n=1 

<E
00  

{Hl (As ) + 
2' 

 

de acuerdo a (3.3) 

 

 

=ÉHEA,)-1-t( 
2 

= 	Lig (Ai) + f. 
icl 
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y corno e > O se tomó arbitrario tendremos que 

)
111 (U A, < E II; (Ai). 

Como además esta desigualdad es válida para cualesquier 6 > O el resultado 
también será válido para IP. As(, tanto Hl como 113  son medidas exteriores 
en 110.0 

De acuerdo al Teorema 7 del Capitulo 2 podemos hacer la siguiente definición; 

Definicion 6 La restricción de la medida exterior ti' a la a-álgebra de todos 
los conjuntos H'-medibles se //amara medida s-dimensional de Hausdorff. 

Abusando de la notación, tanto la medida exterior como la medida s-
dimensional de Ilausdorff las denotaremos mediante H', haciendo referencia 
explícita a cada uno de ellos para evitar confuciones. 

El siguiente teorema nos dice que la a-álgebra sobre la cual está definida 
la medida s-dimensional de Hausdorff es bastante grande, es decir, incluye una 
gran cantidad de conjuntos entre ellos todos los borelianos. 

Teorema 7 Todos los conjuntos de Borel de 12^ son H'-medibles. 

Demostración: Sea p la métrica euclideana de IRn . Sean E y F cualesquier 
conjuntos de En positivamente separados, es decir, p (E, F) > 0. Tomemos 
0< 6 < p(E, F) arbitrario y {U} una 6-cubierta de E U F, entonces para 
cada i = 1, 2, .. , se tiene que ui n E = 0 o bien ui n F = 0. Por lo tanto 
podemos descomponer la cubierta {M} corno la unión {M} = {IQ U PM 
donde Ai nF = O y Bi n E = O para i = I, 2, 	Además {Ai} es una 
6-cubierta de E y {Bi} es una 6-cubierta de F. Entonces 

00 

	

IIá (E U F) = inf {E 	: {M} es una 6-cubierta de E U F} 
d=1 

00 

	

= inf {E 	+ E IBir 	{Ad U {A} es tina 6-cubierta de E U F} 

	

=i 	i=i 
00 

= inf {E 	+ E 	: 
i=i 

y IBil son S-cubiertas de E y F respectivamente} 

= inf {E 	: {Ai} es una 6-cubierta de E} + 

+ 	
{

E I Bil' {Bi} es una 6-cubierta de F} 
i=1 
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esta última igualdad por la propiedad aditiva del intimo, así 

lig (E U F) = Hl (E) + (F) 

para cualesquier O < 6 < p (E, F) y haciendo 6 --> O obtendremos que H' (E U F) = 
II' (E) + 11' (F). Es decir IP es una medida exterior métrica en el espacio 
métrico euclideano, entonces por el Teorema 15 del capitulo 2 todos los bore-
lianos n-dimensionales son H'-medibles.C1 

Definiciones equivalentes de la medida s-dimensional de Hausdorff se pueden 
obtener si el infimum en la definición de Hg se toma sobre 6-cubiertas de con-
juntos abiertos, o bien de conjuntos cerrados, o inclusive -ya que cualquier 
conjunto está contenido en un conjunto convexo del mismo diámetro- sobre 
conjuntos convexos. En dichos casos, aún cuando pueden obtenerse valores 
diferentes para Hl, el valor del limite IP seguirá siendo el mismo en todos 
estos casos. Sin embargo, si tomamos el infimum sobre 6-cubiertas con bolas 
cerradas se obtiene una medida diferente a la de Hs, en cuyo caso se le llama 
medida esférica de Hausdorff. (Ver capitulo 4). 

Teorema 8 Sea E c En  un conjunto arbitrario y H' la medida exterior 3-

dimensional de Hausdorff en IR". Entonces: 

(i) Existe un conjunto G en as que contiene a E y tal que IP (0) = 11' (E). 
En particular H' es una medida exterior regular. 

(ii) Si 11' (E) < +oo y ademcís es H'-medible, entonces existe un conjunto 
B en .F, contenido en E tal que Ha (B) = 113  (E), y por lo tanto, dado 

> O existe un conjunto cerrado H C E tal que H' (E \ 11) < e. 

Demostración: (i) Si H' (E) = +oo entonces 1R es un conjunto abierto de 
igual medida lo cual probaría este inciso. Supongamos entonces que IP (E) < 
+oo. Para cada j = 1, 2, ... existe (por la definición de Hg) una 1-cubierta de 
conjuntos abiertos de E, denotados {00,}17 1 , tal que 

E 100,1' < fft (E) + 
11=1 	 J 

(3.4) 

para j = 1, 2, .. Definimos ahora G = 1 	ofh. Como UhOik 3 E para 
cada j, entonces G = fh i  Uk 1 OIk 3 E, es decir, 0 3 E. Y como UkOjk es un 
conjunto abierto para cada j, entonces G E os. Ahora G = n; Uk 	C UhOik 
para cada j = 1, 2, 	es decir {Oik}r 1  es una grcubierta de G, entonces de 

(3.4) y por la definición de lig tendremos que 

//1 (G) 5 	(E) + 1 , 	j = 1, 2, .. . 

y cuando hacemos j —' +oo 11' (0) < 113  (E), de donde 113  (0) = 113  (E) 
ya que E c G, lo cual demuestra la primera afirmación del inciso. Ya que 
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E C .11/n  se tomó arbitrario y los conjuntos Ch son /P-medibles tendremos que 
IP es regular. 

(fi) Sea E H'-medible y IP (E) < +oo. Por el inciso anterior existen 
conjuntos abiertos 01, 02, 	con ni 0; E 176 y tales que 

00 

E c n 	c 	.1 = 1, 2, ... 
1=1 

(3.5) 

Y 

(
n os) = 
i=1 

(E) < +oo. 

Por lo tanto 

H3  n 0.;\ E 	=H' n0, 	_ H' (E) = 0. 
i=1 

(16) 

Ahora, como todo conjunto abierto de En  es un .F„, supongamos que 01  = 
Ur_fik para j = 1, 2, .. . donde Irojr, es una sucesión creciente de conjuntos 
cerrados para cada j. Ahora, como E es IP-medible, entonces E n Fik  es II'-
medible para toda j, k en N, por lo que, usando la continuidad de H' con la 
sucesión creciente (E n F,Alri, tendremos 

k-bco 
Jim IP (En FA) = H' (k-boolim  E n 1,,k) = 	(En cU Fik) 

k=1 

= TI' (E n Cli) = H' (E) < +oo 

pues por (3.5) E C 0i, De aquí que, dado e > O existe k (j) E N tal que 

H' (E n F194(i)) < 	, 	j = 1, 2, ... 	(3.7) 

Si definimos el conjunto cerrado F = nr_iFikw, entonces 

(F) > H' (E n = H' (E) — II' (E n 

ya que F es IP-medible y IP (E) < +oo 

= H 3  (E) — 	iE n (n pi„(;)) 

= IP (E) — 	{E n U FAcol = (E) — Ils j (E n Ftkw) 
=1 

y por ser II' medida exterior y además por (3.7) 

co 
> IP (E) — E H' (E n 1125,,w) > IP (E) — E «.L.. 11' (E) — e 

i=i 
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Por lo tanto 
113  (F) > 	(E) — e. 	 (3,8) 

Ahora, ya que _Pi« C Ur....IFik para j = 1, 2, 	entonces npli Fikei) C 
Tti tir...1 Fik  lo cual implica F c nr...10; por construcción de F y O. De aquí 
que 

113  (F \ E) < Ha ( n oi\ E) =0 
j=1 

por (3.6), y por lo tanto 113  (F \ E) = 0. Además, por el primer inciso existe 
un conjunto G E Q. con 

GD F\E 	y tal que Ha (G) = O. 	 (3,9) 

Además, como G E G6 entonces Ge E :F, de aquí que existan conjuntos cerrados 
B1, B2, ... tales que Ge = U,°:)...1B„, y como F es cerrado entonces 

F\G=FnGe =Fn U Bn = (FriBrJE.Fa. 
n=1 	n=1 

Además 	G C E, En efecto, como F\ECG entonces F n Ec c G de 
donde Fc U E D Ge  y por lo tanto F n (.1" U E) D F n Ge = F \ G. Es decir 
F\GcFn(FeuE)= FnEc E. Así F \ G es un conjunto Fa  contenido 
en E, lo cual implica Ha (F \ G) < +oo y como F C (F \ G) U G entonces 
H* (F) 	(F\G)+ 111 (G) y por (3.8) y (3.9) 

(F\G) 	(F) > 113  (E) — e. 

Resumiendo, dado un conjunto E c 1113,  que es H'-medible y Ha (E) < +oo 
y dado € > O arbitrario, existe F\GE:F„ con F \G C E y H' (F \ G) > 
H' (E) - e. Luego, en particular para e = k existe B„ E F, con Bn  C E y tal 
que H3  (Be) > Ha (E) — 1. Definimos ahora B =U7,°...1 B,, el cual obviamente es 
un conjunto en F, y está contenido en E, luego entonces para todo k =1, 2, .. 

Ha (B) = 113  (U B„) 	(Bk) > 	(E) —  
k n=1 

por lo que Ha (B) > 11,  (E) y ya que B C E entonces B.3  (B) = 	(E), lo 
cual demuestra la primer afirmación de este inciso. Además como B E F„, 
existen conjuntos cerrados 111, Ha, . .. tales que E D B = 143_14 más aún, 
podemos tomar la sucesión IHn I creciente por lo que usando la continuidad 
de 11-' 

113  (E) = lis (B) = 	OH„ 	(H„). 
n=1 

Así, dado > O arbitrario existe N E M tal que Ha (E) < Ha (HN )+ e, lo cual 
implica que Ha (E 11„) < e ya que E J EIN, y esto demuestra la segunda 
afirmación del inciso.D 
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3.1 Contracciones y propiedades de la medida H3  

T.eorerna 0 Sean F C En.  y A > O arbitrarios y /I' la medida exterior de Hausdorff, 
entonces 

Ha (AF) = A'H' (F) 

donde .\F = {Ax : x E F}. 

Demostración: Sea 	una 6-cubierta de F, entonces {AUi} es una A6- 
cubierta de \F, por lo que 

00 	 00 

111 6 G\ 11 5. E 1AUr18  = E luir 
j=1 	j=1 

Como ésto es válido para toda 6-cubierta de F entonces /46 (AF) < 	(F) 
y cuando 6 --> 

	

H' (AF) < AJA' (I). 	 (3.10) 

Sustituyendo ahora en esta desigualdad A por 1/A y F por \F obtenemos 

111 \ A  a F) < 5171 	(.1 F) 

o bien 

	

MB"' (F) < 	(V) . 	 (3.11) 

De (3.10) y (3.11) obtenemos la igualdad requerida.° 

Definicion 10 Sean F C IRn, f : F IR"' un mapeo y a > 0. Diremos que 
f satisface la condición or-exponencial de Hillder si 

IIf (x) 	f (011 5. e Ilx — v11' 	 (3.12) 

para todo x, y en F y cierta constante c > 0. El caso particular cY = 1 se reduce 
a la condición de Lipschitz, es decir 

lif (x) — f (011 5. c Ilx — yll 	 (3.13) 

para todo x, y en F y cierta constante e > 0. 

Observarnos que las normas en cada uno de los lados de estas desigualdades 
están en diferentes espacios. 

Obviamente cualquiera de estas dos condiciones implican la continuidad de 
la función. 
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Teorema 11 Sea F C 110 arbitrario y II' la medida exterior de Ilausdorff. 
Si un mapeo f 	111"1  satisface la condición a-exponencial de 116Ider con 
la constante e > O, entonces para cada s > O 

(f (fi) 5_ cz,L, 	(F). 	 (3.14) 

En particular si f satisface la condición de Lipschitz tendremos que 

(f (F)) 	c' 	(19 . 	 (33 5) 

Demostración: Sea {/Ai} una 8-cubierta de F, entonces F C 	lo cual 
implica F C (F n/11) y por lo tanto f (F) C Ud (F n U1). Además de la 
definición de diámetro de un conjunto, tendremos que para cada j = 1, 2, ... 

I f (F n 	= sup ilf (x) — f (y)II 	sup e Ilx — yll" 5. e lUir < da' 
zi yeFflUi 	 xiVEFflUi 

es decir)  { f (F n 	es una c8"-cubierta de f (F). Y de (3.16) 

I f (F nUi)11 <elite 

para cada j = 1, 2, 	por lo que 

CO 	 00 

E if(FnuM 5_ el E V« 
j=1 	 ¡=1 

y como la 8-cubierta IZO se tomó arbitraria entonces 

	

(f (F)) 	(F) 

y cuando 6 —1 O, c8a —+ 0 por lo que se sigile el resultado buscado 

II (f (F)) < c1;113  (F). 	O 

Inclusive si f es una isometría, es decir II f (x) f (y)II = Ilz yhj,  tendríamos 
que FP (f (F)) = H 3  (F). En efecto, si f es isometría entonces es inyectiva, por 
lo que ri restringida a f (F) es Lipschitz con constante e = 1 por lo que con 
(3.15) H'  (F) = 	(f (F))] 5 	[f (F)]. La otra desigualdad se sigue 
directamente de (3.15) con e = 1, 

Veamos ahora que 113  es invariaute bajo traslaciones, donde denotaremos 
F+x={111+x: w E F}. Laa traslaciones y rotaciones definen isometrias por 
lo que tendremos los siguientes resultados. 

Teorema 12 La medida exterior de Ilausdorff IP es invariante bajo trasla- 
ciones, es decir, H' (F + x) = 	(F) para cualesquier F C En  y x E En . 

Teorema 13 La medida exterior de Ilausdorff II' es invariante bajo rota-
ciones. 
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3.2 Medidas de Hausdorff y Lebesgue 

Como es de esperarse las medidas exteriores de Hausdorff y de Lebesgue en 
II" y L" respectivamente, están relacionadas. Para demostrarlo veamos 

algunos teoremas previos. 
El próximo teorema nos dice que dada cualesquier colección de conjuntos 

suficientemente grande que cubra a un conjunto E, existe una subcolección 
disjunta que cubre a casi todo E. 

Definicion 14 Sea E C En  . Una colección de conjuntos V se llama clase de 
Vitali de Esi para cadaxEEyS>OexisteUEVconxEl y0<IU1<6. 

Teorema 15 (del Recubrimiento de Vitali) Sea Hl la medida exterior s-
dimensional de Hausdorff en IRn  • Sea E un subconjunto H'-medible de En  y V 
una clase de Vitali de conjuntos cerrados de E. Entonces podemos seleccionar 
una sucesión (numerable o finita) disjunta {Ui} de V tal que o Ei lUir = 00 
o bien IP (E \UJ Ui) = O. 

Demostración: Fijemos p > O y supongamos que IUI < p para todo U E V. 
Seleccionaremos la sucesión deseada {Ud inductivamente. Sea U1  cualquier 
miembro de V. Supongamos que U1, U2, .. Uni  han sido seleccionados y sea 

dm  = sup{lUi : UEV A Uf1Ui=0 Vj=1,...m}. 

Si dm  = O entonces E C U;11.1Ui y el teorema quedaría demostrado, Si 
dm  > O sea Um+1  un conjunto en V disjunto de U71.1U.i tal que IU„,4.11 > 
Supóngase que este proceso continua indefinidamente y que E;  'Uf!' < 00. 
Para cada j sea Bi la bola con centro en U1  y con radio 3 	Afirmamos que 
para toda k > 1 

co 
E \ 	[fi C 	 (3.17) 

1=1 	i=h+1 

En efecto, si x E E \ 1.11.11/4, entonces existe U E V que no intersecta a 
U1, 	, Um  y tal que x E U. Ya que IU11 ---> 0, por la convergencia de la serie 
Ei  Will, entonces existe un m E N tal que lUmi < 2 IUI, es decir, lUi > 2 Iffm l 
para alguna m E W. De acuerdo a la construcción de (U1 }, U debe intersectar 
a U1 para alguna j, con k < j < m para la cual Iffi < 21U11. Luego, por 
geometria elemental U C Bi de donde se seguirla (3.17). Así, si 6 > 0 

111 
00 

(E\ U Uf) 
j=1 

(E\ U 14 
j=1 	

) < — 6 ( cú B. I 
j=144-1 

< — 
j=k+1 

6 	I)  (B ) 

5 E IBir 
	

(3.18) 
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con tal de que k sea suficientemente grande para que 1B11 < 6 si j > k y asi 
Hi pueda considerarse corno una 8-cubierta particular de B1. Y como cada B1  
es de radio 31U11, entonces 1/311 = 6lUil y mi de (3.18) 

Hg E \ uui ) 5_ 6' E luir 
J.1 	J=k4.1 

y como Ei 	< oo entonces Ha E\ Cjj  Ui  = O para toda 6 > O, luego 
j=1 

entonces IP (E \Ur_it j) = O y queda demostrado el teorema.0 

Necesitaremos además del siguiente resultado geométrico, el cual nos dice 
que el conjunto de máximo volumen con un diámetro dado es la esfera. La 
demostración puede encontrarse en el texto Convexity de Eggleston. 

Teorema 16 El volumen Ti-dimensional de un conjunto cerrado y convexo de 
diámetro d es, a lo más, Tr"I2(.ó)' / (in)!, el volumen de una bola de diámetro 
d. 

Teorema 17 Sean Ln  y lin  medidas de Lebesgue y Hausdorff respectivamente. 
Si E C fin, entonces L1  (E) = e„11" (E) donde en  = Tr"I2  /2" (1n)!. En 
particular c1  = 1 y c2  = ir/4. 

Demostración: Dado e > O podemos cubrir a E mediante una colección de 
conjuntos cerrados y convexos {Ui} tal que Ej  'Uf  In < IP (E) + e. Por el teo- 
rema anterior, con d = 	se tiene Ln  (U1) < en  Wiln , y por construcción de 
medida de Lebesgue Ln  (E) = inf Ej  Vol (C1) donde el infimum se toma sobre 
todas las cubiertas de E por sucesiones {C1} de n-paralelepipedosIlainamos 
n-paralepipedo a un conjunto de la forma {x E 	: 	< xi  < bi, 1 < i < n} 
o bien cualquier otro conjunto resultante al sustituir algunos o todos los signos 
de < por <. As( 

	

00 	 00 

	

Ln  (E) < E L" (U1) 5. en  E 	< e„H" (E) + ene 

	

1=1 	j=1 

de donde por ser e > O arbitrario lin (E) < cn fl" (E). 
Veamos ahora la otra desigualdad. Sea {CIA una colección de paralelepipedos 

que cubren a E y tal que 

	

E voc (ci) < L" (E) + e. 	 (3.19) 

Podemos suponer que los paralelepipedos sean abiertos sin que la desigualdad 
(3.19) se altere. Para cada j las bolas cerradas contenidas en Ci y de radios a 
lo más 6 forman una clase de Vitali de C1. Por el Teorema del Recubrimiento 
de Vitali existen bolas disjuntas {./3.ildri  en Ci de diámetros a lo más 6 y tal 
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que H"  (C1\4-114) = O y por lo tanto con /IV (C1 \ ur_I BA) = O. Ya que 
la medida exterior de Lebesgue L1  es una medida de Borel, entonces para cada 
j = 1,2,...  

E L" (Bik) = L" (U Bik) < L" (Ci.) 
4=1 	 4=1 

De donde 

11'6' (E) 5 E ffy (Ci) 5 É  Arsi RO Bik) u (Ci 	Bik)] 
i=i 	i=i 	4=1 	 4=1 

.0 o. (00) 
5 E E 'ni ( pm)  + E I-P6' Ci \ U Bik 

j=1 4=1 	j=1 	4=1 
co oo 	 co oo 

5 E E iBikin  + O = E E e:1Ln  (Pot) 
j=1 4=1 	 j=1 4=1 

oo 
< C;1  E r (ci) < c;1 L" (E) + c:1  

=1 

esta última desigualdad por (3.19) y por lo tanto c..14 (E) 5 Ln  (E) + E para 
cualesquier e y 6, luego entonces enlí" (E) < Ln  (E) .0 

3.3 Dimensión de Hausdorff 

En esta sección Ha indicará la medida exterior s-dimensional de Hausdorff. 
De la definición de H observamos que para S < 1 y (1/1} una 6-cubierta 
arbitraria, la sumatoria Ej  11/11' es no-creciente con respecto a s. Luego, por 
la Definición 4 H' también será no-creciente con respecto a s. Más aún, para 
F C /R"afirmamos que si existe un número real no-negativo so tal que 0 < 
1110  (F) < oo, entonces dicho número es único. En efecto, sea t > so  y {U1} 
una 6-cubierta de F con O < 6 < 1, entonces para cada j = 1, 2, ... 

iUli t  5- Wir 

o bien para cada j 

de donde 00 	 00 

Eluilt5 6t-4  E luir° 
j=1 

y tomando el infimum sobre todas las 6-cubiertas de F, con 6 < 1, obtenemos 

Há (F) < 6t-" 	(F) 
	

si t > so. 	 (3.20) 

DIMENSIÓN DE HAUSDORFF 
	

42 



Y corno estamos suponiendo que O < 	(17) < oo, entonces cuando 6 -+ 0, 
obtendremos de esta última desigualdad que para t > so  

Ht (F) =16i.1 14(F) <hin (6'") 15i% 11-1° (F) = 0. 

Es decir IP (F) = O si t > so. Es decir, siendo so  un real no-negativo 

si O < H" (F) < oo entonces Ht  (F) = O V t > so. 	(3.21) 

Ahora supongamos que tomamos t < so, donde so  > O es tal que O < H" (F) < 
oo, entonces de (3.20) 

Hl°  (19 < 	
(F) 

o bien 
1 

111 (F) 	(F) 
(90-t 

por lo que 

Ht (F) =liin /11 (F) >lina J 1hin  14" (F) = oo. 
-s-40 830-t 

Es decir, siendo so  un real positivo 

si 0 < H" (F) < oo entonces Ht (F) = oo V O < t < so. (3.22) 

De (121) y (3.22) se sigue que dicho valor so , si existe, es único. Inclusive si 
(F) = O de (3.20) obtendríamos nuevamente que Ht (F) = O si t > so, por 

lo que (3.21) sigue siendo válido si sólo consideramos H" (F) < co, aunque este 
valor so  ya no será necesariamente único. Análogamente (3.22) seguirá siendo 
válido si solamente consideramos O < H", aunque ya no tengamos nuevamente 
la unicidad de so. Por lo tanto, con esta observación y de (3.21) y (3.22) existe 
un punto critico so  de H' (F) en el cual dicha función tiene un brinco de oo a 
0. A este valor critico so  de H' (F) lo llamaremos dimensión de Hausdorff de 
F, y lo denotaremos dim H (F), llegamos así a la siguiente definición 

Definicion 18 Sea Hl la medida exterior s-dimensional de Hausdorff en Illn 
y F un conjunto arbitrario en En, entonces la dimensión de Hausdorff de 
F, denotada dim H (F), se define corno 

lin (F) = inf{s> O IP (F) = 0} = sup 1s 0 : H' (F) = ool 

así 

so  

Figura 3.1 

(F) = {13  
si s < dim H  (F) 
si s > dim g(F) . 

Frecuentemente a los conjuntos (le Borel B C II? tales que O < 	(B) < oo 
se les llama 8-conjuntos (s-sets). 

Veamos ahora algunos resultados referentes a la dimensión de Ilausdorff. 
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Teorema 19 	a) Sea F C 	arbitrario, entonces O < dim 	< n. 

b) (Monotonía de dim Ir) Si E c F conjuntos arbitrarios de 1W entonces 
dim g (E) dim (F). 

e) Sea. O un abierto de 	entonces clima- (0) = n. 

d) Si Fi, F2) .. es una sucesión numerable de conjuntos en 110, entonces 

co 

( dimH U F3 . = sup (dim H  (Fi)} . 
j..,1  jEN 

e) Si F es un conjunto numerable entonces dila (F) = O. 

Demostración: a) Sea C un cubo en IRn de lado unitario. Dividámoslo, 
en la forma obvia, en kn subcubos iguales U1, cada uno de lado 1/k. Sea 
6 > 4 > O entonces 

ff,r (c) = 11:5' (U Ui 	E H:5' (ui) = kn  (U1) 

hn 	hn 

j=1 	j=1 

len/P,›Fiik  (Ui) ya que 5 > jr7,/k 
n 

< 	(V
k
n) = n'O < oo 

Así, si C es un cubo unitario n-dimensional 81(C) < n'O < oo para toda 
> 	> O por lo que cuando 6 —1 O obtendremos que fin  (0) < oo. Y 

por (3.21) Ha (C) = O si s > n. Ahora comoR5  puede expresarse como una 
unión numerable de dichos cubos unitarios C1  entonces si s > n /I' (1119 = 
H' (UiCi) < Ei  111  (Ci) = O. De donde 113  (IRn) = O si s > n, y por monotonía 
de IP, H' (F) = O si s> ny F es cualesquier subconjunto de HM y por la 
Definición 18 de dimensión de Hausdorff O < dim H  (F) < n. 

b) Sea E c F. Si dinauF = oo la desigualdad es trivial. Supongamos 
entonces que so  = dimgF < co, por lo tanto Ht(F) = O si t > so, y por 
propiedad de monotonía de la medida si E C F entonces IP (E) < Hl (E), 
por lo que IP (E) = O si t > so. Esto implica, por la definición de dimensión 
de Hausdorff que dim if E < so = dim HF. 

c) Si F es un abierto de 1Rn entonces existe una bola abierta B, n-dimensional, 
contenida en F. Obviamente 11 tiene volumen n-dimensional positivo, por lo 
que el Teorema 17 implica que dim gB = n. Y por monotonía n < dim H F, 
que junto con el primer inciso obtenemos la igualdad deseada. 

d) Sea F1 , F2>  , . . una sucesión de conjuntos en I114. Como FI, C 
para cada k, la monotonía de la dimensión implica dimí/ F4  < ditn N  (UiFi) 
para cada k = 1, 2, ... de donde 

sup dim (Fh) < dimii U Fi 
1=1 

(3.23) 
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Veamos ahora la otra desigualdad. Si dim If  (Fi) = oo para algun entero pos- 
itivo j, o bien supi  dim H (Fi) = 00, dicha desigualdad quedaría demostrada. 
Sea entonces supi  dim H (Fi) < oo, y tomemos t > dim tr  (F1) para toda j, 
entonces flt (Fi) = O para toda j, que junto con el hecho de que 

, 
) < E Ht (4 Ir U FJ 

j=1 	j=1 

obtenemos que IP (UiF/i) = 0 si t > dim (F) ) para toda j E IN, o bien si 
t > supi  dim (Fj). Asi por definición de dimensión de Rausdorff 

dim it u Fi 5 sup {dita f(Fi)} . 	 (3.24) ( 
i=i 	i€14 

00 

(3.23) y (3.24) implican la igualdad deseada. 
e) Sea F un conjunto que conste de un solo punto, digamos x, entonces 

cualesquier cubo U con centro en dicho punto y lado 8 > O es una 6-cubierta 
x, por lo que Ei  Wil° = lUl° = 1 y esto implica dim H F = dim H  {x} = O 
para cualesquier x E IR". Ahora si F es un conjunto numerable, digamos F = 
{xi,x2,...} entonces por el inciso anterior dim HP' = supi  dim H {Xi} = 0,0 

Teorema 20 Sea F C IR" y supongamos que la función f F IR"' satisface 
la condición a-exponencial de Hausdorff. Entonces 

{f (F)] < 
« 

dim x (11 

Demostración: Del Teorema 11 

Hila
(f (F)) < ctl" Ir (fi = O 
	

si t > dim (F) 

de donde, ya que a > O 

IP* (f  (n) = si t 
	

1 & — > — mit  (F) 
a a 

que por lo definición de dim H  tenemos que 

dim 	(F)) < zy-1  dim (F) . 	O 

El siguiente corolario nos dice que la dimensión de Rausdorff es invariante 
bajo transformaciones bi-Lipschitz. 

Corolario 21 Sea F C IR!' conjunto arbitrario, 

a) Sea f : F --> IR"' una transformación Lipschitz, entonces 

dim 	[f (fi] dim. (F). 
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b) Si f F -+ IR' es una transformación bi-Lipschitz, es decir, si existen 
constantes O < el  < c2  < oo tales que 

	

Ilx 	vil 5 IIf (x) - f (Y)II 5_ C2 	vil 

para todo x, y en F, entonces 

dim rr  [f (F)] = dim H (F). 

Demostración: El primer inciso es el teorema anterior con a = 1. Veamos 
pues el segundo inciso. Si f es bi-Lipschitz entonces f es inyectiva. En efecto, si 
f (x) = f (y) entonces como el  1k - vil < lif (x) - f (Oil tendremos que z = y. 
Así, podemos ahora definir f -1  : f (F) -4 F como sigue: para z E f (F), 

(z) = x si y sólo si f (x) = z. De aqui que, si f (x) = z y f (y) = w para 
x, y en F entonces 

el 	(z) - 	(u))11 < liz - wII 	d z, w E f (F). 

Es decir, f"). : f (F) -› F es una transformación de Lipschitz, y por el inciso 
anterior 

	

dim 	[f -1  (f (F))} < dim H [f (F)] 

y como [-I es biyectiva en su dominio f (F), entonces ri (f (F)) = F, por lo 
que dim H F < dim H [f (F)]. El otro lado de la desigualdad se sigue del inciso 
anterior. 

En general, la dimensión de Hausdorff de un conjunto nos dice muy poco 
acerca de sus propiedades topológicas, sin embargo cuando dicha dimensión es 
menor estrictamente a 1, el conjunto será totalmente disconexo, es decir, dos 
de sus puntos distintos cualesquiera nunca estarán en una misma componente 
conexa de dicho conjunto. 

Teorema 22 Un conjunto F C IRn tal que dim (F) < 1 es totalmente dis-
conexo. 

Demostración: Sean x y y puntos cualesquiera distintos en F. Definamos 
la transformación h 1Rn -4 [O, oo) como fx (z) = liz - sil. Luego, h es una 
transformación de Lipschitz ya que 

If.(z)- 	(11))1 = Illz - xil 	Ilw 	21111 5 	- wIl. 

Por lo tanto, del teorema anterior, dim fi" [f (F)] < dim (F) < 1. Así, f9  (F) 
es un subconjunto de IR tal que 	(f. (F)) = L' (h (F)) = O, de acuerdo a la 
definición de dimensión de Hausdorff, y la relación existente entre las medidas 
de Hausdorff Hn y de Lebesgue Ln . De aquí que [fx  (.1)r sea denso en IR. 
Ahora, como fx  (y) > O, entonces por densidad de [fx  (F)]e existe un número 
real r fx  (F) y tal que O < r < fa  (y), de aquí que 

F = {z E F : ilz - xli < r} U {z E F : 	- xil > r} 
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Es decir, existen dos conjuntos abiertos no-vacios y disjuntos de lir tal que x 

está en uno de ellos y y en el otro, lo cual implica que x y y están en diferentes 

componentes conexas de F. Ya que x y y se tomaron arbitrarios en F, F es 

totalmente disconexo.0 
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CAPITULO4 

MEDIDAS Y DIMENSIONES ALTERNATIVAS 



4. MEDIDAS Y DIMENSIONES 

La medida y dimensión de llausdorif estudiadas principalmente hasta ahora 
son una de las tantas formas que existen para asignarle una 'medida.' y una 
'dimensión' a un conjunto dado de E". 

En este capitulo estudiaremos diversas medidas obtenidas a partir de la 
llamada construcción de Carathéodory, las cuales usaremos posteriormente. 

A diferencia de lo que ocurre con una 'medida', los criterios a seguir para 
asignarle una 'dimensión' a un conjunto dado no existen corno tal. Es decir, 
en la actualidad no existen criterios o reglas que nos digan si una cantidad 
puede o no ser considerada. razonablemente como una dimensión. Sin embargo 
uno desearla que ciertas propiedades se satisfagan, como las obtenidas para 
la dimensión de llausdorff [ver Teoremas 19 a 22 del capitulo 3]. La mayoria 
de las dimensiones satisfacen las propiedades de monotonia e invarianza. La 
propiedad de que un conjunto abierto a-dimensional tenga 'dimensión-nueva' 
71 nos asegurará que esta nueva dimensión es una extensión de la dimensión 
topológica. 

En general, al definir una nueva dimensión se tratará (le cuantificar la noción 
intuitiva que tenemos sobre que tau densamente un conjunto ocupa el espacio 
métrico en el que se encuentra. 

En este capitulo estudiaremos la dimensión Box-Counting y la relación que 
guarda con la dimensión de Ifausdorff. A diferencia de esta última, la dimensión 
box-counting no se obtiene a partir de una 'medida'. 

4.1 Dimensión Box-counting 

La dimensión box-counting es una de las dimensiones más difundidas y usadas 
actualmente, ésto se debe a su relativa facilidad para calcularla, ya sea teórica 
o empiricamente. 

Definicion 1 Sea F cualesquier subconjunto no-vacío y acotado de E" y sea 
N6 (F) el mínimo número de conjuntos de diámetro a lo más ti que cubran a 
F. Entonces definimos las dimensiones box-counting inferior y superior 
de F respectivamente, corno 
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dimp (F) =fini 1°g {15  (F)]  
6-.0 — log (,5) 

571-11 	=ifi7i 1'1[114  a 6-40 	log 

(S) 



Si dichos valores son iguales llamaremos a dicho valor común la dimensión 
box-counting de F, y lo denotamos 

log [N5 (F)]  
(4.3) 

  

Figura 4.1 
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Definiciones Equivalentes 

Existen definiciones equivalentes de la dimensión box-counting que en oca-
siones resultan más convenientes. Por ejemplo, consideremos la colección de 
cubos en una malla o red 5-coordenada en 1W1 , es decir, cubos de la forma 

[nt i 5, (mi  + 1)6] x 	x [7n,„(5, (In„-I- 	6] 

donde ml, 	m, son enteros y 6 > 0. Sea M5 (F) el número de 8-cubos de 
mafia que intersectan a F. Dichos cubos forman obviamente una colección 
con M5 (F) conjuntos de diámetro 84 que cubren a F, luego entonces, si 
Na, (F) es el mínimo número de conjuntos de diámetro a lo más 6 que cubren 
a F, tendremos 

(F) < Ms 	 (4.4) 

Si 65/71 < 1 entonces — log (Sfr)¿ > O por lo que de (4.4) 

log [IV-5,17,(F)1 	log [M (F)]  
— log 	— log n — log (b) 

por lo que al tornar el limite cuando 6 —› O+ en ambos lados de la desigualdad 

log M6  (11 
dim (F) 511  	[log (8) 	 (4.5) 

diinB  (11 <hm 
log[Ms (F)]  

(4.6) 
— log (6) 

Por otro lado, cualquier conjunto de diámetro a lo más 6 está contenido en a lo 
más 3n cubos de malla de lado 6, para ello basta escoger un cubo que contenga 
un punto de F junto con sus cubos vecinos (ver Figura 4.1 para el caso en lie), 
Asi 

M8  (F) < 3'114 (F) 

y al tomar logaritmos obtenemos las desigualdades opuestas a (4.5) y (4.6). 
Esta opción para encontrar la dimensión box-counting es bastante usada 

empíricamente. Para encontrar la dimensión box-counting de un conjunto de 
110 se hace una cuadricula de lados b y se cuentan el número Ms (F) de cuadra-
dos que intersectan al conjunto F. Esto se hace para diversos valores de 6. La 
dimensión box-counting es la razón logarítmica en la cual MM  (F) se incre-
menta cuando 6 —4 O, y entonces se podrá estimar la pendiente de la gráfica de 
log 	(14')] contra — log (6) la cual estimará a dim fi  (11. 
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Otra manera de definir dim g es interpretando M6 (F) como el mínimo 
número de cubos de lado 8 que cubren a F, y dichos cubos siendo arbitrarios, 
es decir, cuyos lados no necesariamente sean paralelos a los ejes coordenados. 
Nuevamente se tienen M6  (F) conjuntos de diámetro a lo más 6‘(77. que cubren 
a F, por lo que se tiene (4.4) y por lo tanto (4.5) y (4.6). Asimismo cualquier 
conjunto de diámetro a. lo más 6 está contenido en un cubo de lado 6 por lo 
que M6  (F) < NS  (F) y se obtienen las desigualdades opuestas. 

Análogamente se obtiene dim g si tomamos N6  (F) como el mínimo número 
de bolas cerradas de radio 5 que cubren a F. 

Resumimos lo anterior en las definiciones equivalentes siguientes: 

Deflnicion 2 Las dimensiones box-countiny inferior y superior de un subcon-
junto F de IR" y la dimensión box-counting de F, si existe, están dadas por 
(4.1), (4.10 y (4.8) respectivamente, donde N6  (F) está dado por cualquiera de 
los incisos siguientes: 

(i) el mínimo número de conjuntos de diámetro a lo más 6 que cubren a F; 

(u) el número de 6-cubos de red que intersectan a ; 

(iii) el mínimo número de cubos arbitrarios de lado 6 que cubren a F; 

(iv) el rnInimo número de bolas cerradas de radio 6 que cubren a F. 

Las equivalencias podrían extenderse aún más, de hecho, en la práctica uno 
adopta la definición que mejor le convenga. Inclusive en (4.1), (4.2) y (4,3) es 
suficiente considerar los limites cuando 6 tiende a cero en una manera discreta 
y no necesariamente en forma continua. Una forma de hacerlo nos la da el 
siguiente teorema. 

Teorema 3 En las definiciones anteriores es suficiente considerar los lirnites 
cuando 8 tiende a cero mediante cualquier sucesión decreciente 6k  tal que 644.1 > 
c64  para alguna constante O < e < 1; en particular para'64 = eh k = 1,2, 

Demostración: Sea N5  (F) el minin) número de conjuntos de diámentro 
a lo más O < 6 < 1 que cubre a F. Sea el natural k tal que 6k+i < 6 < 6k. 
Supongamos que 6 es suficientemente pequeño de manera que 1 < c/5k.i.1, de 
donde 5k < 1. Entonces — log (6) > — log (6k) > 0, además N6 (F) < N6,,+ , (F) 
por lo que 

y como 1 < c/ 4+1  

DIMENSIÓN BOX-COUNTING 

< 1/6k 

log [N6,+, (F)] 	log [N61+, (p)} 

I°- 
g e  

log (c) — log (5k+1) 

Ski 
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log [N8  (F)] < log [Nsk+, (F)] 

— log (5) 	— log (6k ) 



por lo que 

17114-40 
log[ 

— I

Ar6(

og )
.1)) 

"< k
r-
-1111 

10
—
g [

1

N (

og (8k )
)] 

Ya que 161,1 es una sucesión a partir de la variable continua 6, la desigualdad 
opuesta es directa. El caso del limite inferior se obtiene en forma análoga.° 

Mediante este teorema podremos calcular N8  mediante una cuadricula de 
lados lin, n E N, y después con una cuadricula de 1/n2, después de 1in3  y 
así hasta obtener una cantidad finita de resultados que nos permitan evaluar 
dim a través de la pendiente en la gráfica log-log. 

Veamos la relación entre la dimensión de lIausdorff y la box-countiug. 

Teorema 4 Sea F un subconjunto de 11?" arbitrario, entonces 

dim ri  (P) < Linin  (F) < dmill  (F) . 

Demostración: Si F puede cubrirse por Ns (F) conjuntos de diámetro 6, 
entonces de la definición de 11,1 tendremos que 

HS (F) < N8  (F) 6' • 	 (4.7) 

Ahora si s > O es tal que 1 < 	= lims-014(F) entonces existe 6 
suficientemente pequeño tal que 1 < Eb (F), que al aplicar logaritmos en (4.7) 
y resolver para s obtendremos 

s < 
log [N6  (F)]  

— log (6) 

considerando que log (5) < 0 al tomar 6 suficientemente pequeño, de donde 

log 	[N6  (11)1  
s 	 = slhuB  (F) 

log (6) 

Y como s se tomó arbitraria, tendremos entonces que sup {s > O : LP (F) > 1} < 
slinix  (F), de donde se sigue el resultado ya que sup 1s > 0 EP (F) > 	= 

sup {s > 0: IP (F) = oo} = dim H  (F).0 

4.2 Construcción de Carathéodory 

A continuación haremos una breve descripción sobre la construcción de Carathéodory 
para la obtención de diversas medidas en un espacio métrico dado. 

Sean X un espacio métrico, F una familia de subconjuntos de X, ( una 
función tal que 

O < (S) < oo siempre que S E F, 
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y O < 6 < oo, 
Para cualesquier A C X, 445 (A) será el infimum sobre el conjunto de 

números 

E «S) 
SEO 

correspondiente a todas las familias numerables G tales que 

GC Fn{S: ISI <S} y A CUG. 

El hecho de que Os > 0, para O < 8 < Q < oo implica la existencia de 

IP (A) = lim 06 (A) = sup 06  (A) siempre que A C X. 
,s.o+ 	6>0 

Procediendo en forma análoga a lo hecho con FIg y TI' en el capítulo 3 se 

demuestra que 06 y ti) son medidas exteriores en X, inclusive que IP es una 
medida exterior métrica, y entonces por el Teorema 15 del capitulo 2 tendremos 
que todos los subconjuntos abiertos de X son tk-medibles. 

Si todos los miembros de F son conjuntos de Borel, entonces todo subcon-
junto de X estará contenido en un boreliano de igual 06-medida, por lo que ti) 
también será una medida de Borel regular. 

A tb  suele llamársele el 'resultado de la construcción de Carathéodory 
de 	sobre F' y a 06 se le suele llamar la 'medida de aproximación de 
tamaño 6'. 

Asi, la construcción de Carathéodory nos proporciona un método para 
obtener un medida ti) a partir de una función definida sobre una familia 
F de conjuntos de un espacio métrico. En general IP no es una extensión de C, 
pero refleja las propiedades de y F más adecuadamente. Dependiendo de la. 
elección de y F se obtienen diversas medidas IP. En particular veamos algu-
nas que requeriremos en capítulos posteriores. En todos los casos siguientes, 
X es un espacio métrico con métrica p. 

• El caso en que 11  sea la familia de todos los subconjuntos no-vaclos de 
X, y ((S) = 151' donde s > O, IP resulta ser claramente la medidad 
s-dimensional de Hausdorlf, IP, sobre X, con las propiedades que ya 
vimos en el capitulo 3. 

• Observemos que que si tomamos s = O en el caso anterior entonces se 
obtiene H°, la medida contadora sobre X, 

• Nuevamente si (S) = 	con s > 0, pero ahora F siendo la familia 
de todas las bolas cerradas B (a, r) = {x E X : p (a, z) < r} en X. A 
la medida resultante la llamaremos medida esférica s-dimensional 
sobre X, y la denotaremos S'. Claramente 	< S' < 
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• Sea X = IRn. Sea (S) = ISI' para s > O, y tornemos ahora F corno 
la familia de todos los cubos binarios semi-abiertos n-dimensionales, es 
decir, conjuntos de la forma 

[mi  
2k  

+ 1) 
2k 	

)1  {m2  m2  + 1 
X 

) 
X 

[Mn + \ 

24 	2k 2k ' 2k 	1 

donde k es un entero no-negativo y ml, m2  son enteros. Entonces la 
medida ip obtenida es la medida de malla o de red s-dimensional, y 
la denotaremos M 3. Y como todo cubo binario es de Borel entonces M' es 
regular. Asimismo la medida exterior 4 = Mg tiene la propiedad de que 
es finita sobre cualesquier conjunto acotado de II?. En el capitulo sobre 
productos cartesianos demostraremos que II° < M' < bn IP, donde bn  es 
una constante que solo depende de n. La clase F llamada red o malla 
de conjuntos tiene la propiedad de que si 111, U2 están en F entonces o 
U1  n U2 = O, o U1 C U2, o U2 C U1. Además cualquier conjunto de cubos 
binarios en F está contenido en una cantidad finita de otros conjuntos de 
cubos binarios. En particular, dada cualquier colección de cubos binarios 
en E es posible encontrar una subcolección disjunta con la misma unión 
si removemos todos aquellos cubos contenidos en otros. A ésta propiedad 
la llamaremos propiedad de red o de malla. 
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5. LEMAS PREVIOS 

En este capítulo enunciaremos varios resultados que serán necesarios en los 
capítulos referentes a intersección y proyección de fractales. Definamos primer-
amente algunos conceptos. 

Sea O (n) el grupo ortogonal del espacio Euclideano u-dimensional E", 
y 1911  la medida de Haar única en 0 (71) tal que 19„ [0 (n)1 = 1. Si nt es un 
entero tal que O < m < n, entonces O* (n, in) denota. el espacio de todas 
las proyecciones ortogonales de. fil" sobre IR'", y 0 (n, ni) denotará al espacio 
de todos los subespacios m-dimensionales de IR". Necesitaremos las medidas 
01„, en 0" (n, ni) y 1,„,1n  en G (n, in) las cuales dejan invariante a O (n) [véase 
Federer 2.7.16(16) para la existencia de dichas medidas invaxiantesi Si p E 
0• (n, ni) y V E G (n, ni), y además A c 	(n, 	yBCO (n, 	entonces 
por definición 

tn,.(A) = 19„ {g E 0(n): p o 17 E A}, 

= t),,.1/ E O (7)( : ) 1( 

Además las medidasy 7n,n-1n se relacionan mediante la siguiente. expresión 

y„,„..m. (A) = 19n 1n  {p E Os (n, ni) ker (p) E 

para cualesquier A C G(it, n - 

A lo largo de. este capítulo It y ni denotarán enteros tales que O < rn < n. 
Denotemos por S"-' la esfera unitaria {x E IR" : llxll = 1} y recordamos 

que para a E N" y r > Ola bola. cerrada {x E Ilin 	 < la denotamos 
como 8" (a, r) o simplemente B (a, r). Si u) E /11,k entonces Ilwll denotará la 
norma. euclideana k-dimensional. 

Lema 1 Sea la función 

fB
rn (o, 	x sn-m-t _4 .9n-1 

donde S"-1  C /Rr" x 	definida como 

f (y, .z) = (Y) 	HIY112 ) 

entonces 

(i) f es Lipschitz 

(ii) Si O < 	y p : IR" -+ IR"' es el operador proyección definido como 
p 	 entonces f milpea 8m (O, 6) x S"-'4-1  sobre 

{x E 5"-I 	Mil 5- 8 }. 
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Demostractiáv„. (i) Sea (y, z) = (yi , 	yr„, 	z,,) E 8" 	, 	x 
Sn'"' -1  entonces por la detinicin de f 

f (y, z) = (y1,• • • yrn) Zm+1 	— 	— • • • — 	• • • , z,,11 — 	— • • • — YIL) 

(f1) • • • ) frn) ftn+1) • • • ) fn) 

luego entonces 

Of f  = sk 	para j = 1, ..., 771 y k = 1, 	, trt 

donde Sil, denota la función delta de Kroneeker. Asimismo 

Ofi — 	— WoZrn+1  

aYk 	Jl- Y? - • • • -
Ym 

Además 

Ofi = 0  
Ozk 

y también 

para j = 	+ 1,...,n y k= 1,...,711. 

para j = 	, nt, y k = m+ 1, , . , n 

f • 
k 

= 	V1 - Y? - 	- Y«In  = Sik\11 - hl!
2 

u2 

para j = 711+1 	ny k = nt+i ) 	i n; donde y = 	, y,).  Y como Ilyll < 

1, entonces todas estas parciales existen y son continuas en A"' 	x 
Veamos que además están acotadas continuamente en dicho conjunto.  

En efecto, como y E Bm 	1) y z E Sn-m-1  entonces le < VI 11v112  < 
= 1 y lzk l 5. 1, lo cual implica, para k = 1,... ,m, que 

y para k = in + 1, ..., 

¿fi 

O fi < 

1 

si j = 1,.. .,711,  

si j = nt + 1, . 	. 

si k = 1, ..., n. 

, ti, 

aYk 

Nk 

n, 

"•-• 

que 

Ofi < 1 
Ozk 

Así, todas las parciales están acotadas continuamente por 1 en 13m 	x 

Sn-rn-1, lo cual implica que f es una transformación de Lipschitw en dicho 
conjunto. [Véase Lema. 2-10 del Spivack] 

ü) Sea w = 	• , ?lin) E {x E Snr1  : llp (x)ll < 5). Afirmamos que el 
vector 

(

n = tul, • • • , wm) 
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donde denotamos y = (01, 	w„,), está en 1:1P 4  (0, 6) x ,9"-n1-1  y es tal que 
f (u) = w. En efecto, como w E Sn-1  entonces 

ud -I- • • • -I- LO2m 	102  m+1 	 tul = 1 
	

(5.1) 

Además, 1 > 6 ?, Ilp (w)li = li(ipt, ... , u),)II = NI = Jul? + • • • + ukm2  , de 

donde 1 - 117/112  > 1, de aquí que el vector u siempre existirá y pueda definirse 
de la forma en que se hizo. Asimismo vemos que y E /310, (S). Ahora si 
consideramos el vector en 111"-"1  

Wrni-1 
	 tOn  

-11.141- 	\F-71--)V 

entonces IIziI = 	1
" 1  + • • • + w",,2  = 1 por (5.1) y así' z E S"-"t-1  

V1-111/11' 	d.  
Asi, u E Brn (O, 6) x 	Es claro que f (u) = w 

Lema 2 Existe una constante e l  que depende solamente de n y m, y tal que 

11" -1  {x, E 	: 	ljp (x)II 5. 6} 5. ct6'" 

para toda p E O* (n, m) y 8 > 0. 

Demostración: Supongamos que O < S < á y, para simplificar la no-
tación, supondremos además que la proyección p está dada por p (x1, , x„) = 
(x11 . . . , x„). Definimos f 13m (0,1) x S"-rn-1 	5n-1  c En' x 111" -m medi- 

ante f (y, z) = (y, z Ji - 1IyI12  I. Del lema anterior sabemos que dicha función 

es Lipschitz y mapea Bm (0,1) x S"-"1-1  sobre (x E S7-1  : IIp (X)I} 5 (51 para 
O < 6 < i, denotemos por K la constante de Lipschitz de f, entonces por el 

Teorema 11 del capitulo 3 tendremos 

Hn-1 	E 591-1 11.73  (x)11 5 <5 } 5  Kn-Ilin-1 [Bm 	x  sn-rn-11 

y por el teorema de Fubini 

= Kn-1 fi,n [Brn (0,  5)] 	(sn-m-1) 

= KT1-1 11n-rn-1 (sn-m-1) = elvt 

donde estamos denotando por ca todos los parámetros dependientes de n y 
tn„0 

Lema 3 Existe una constante C2 que sólo depende de n y ni y tal que 

1.91,m IP E C)" (n, ni) 1119  (21)11 < S} < c26m 11x1I-In  

para toda x E ./R" y 8 > O. 
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Demostración: Podemos considerar que la proyeccción p está dada como 
P 	• 	xm, xm+t, • • • It:n) = (2:1, 	x",), y como p (x) =IIxII p (*) siempre 
que x O podemos restringir la demostración para el caso en que x E 5'1. Sea 
entonces x E S"-1  fijo y fijemos también q E O" (u, ni). Definamos (D : O (n) 
.9"-1  mediante tia (g) = g (x) para toda g E O (n). Asi , podemos encontrar 
una, constante e que sólo dependa (le n y tal que 19„ [4j-1 (E)] = 	(E) para 
E C 5'1  [Ver Federer 3.2.47(3) y 3.2.28(5)]. Asi; si q E O" (n, ni), entonces 
por la definición de 01 o.„ con A = 129 E O' (n, ni) lip (x)II < 5}, tendremos 
que 

Irn,rn {13  E er (n, rn) IIP (x)II 5- 6} = 19n {y E 	(n) qog A} 

= t9„ {g E O (7t) gogEr (n, m) A 11(9 o g) (x)II 61 

= 19n, (y E O (Ti) 11(q o g) 	5 6} 

ya que q está, definido en todo IR", en particular cuy (x) E 	C IR", luego 

< 19, [(1)-t  y E S"-I  : lig (v)II  5 6}} 

y como t9„ 1-1 (E)] = e.11"-1  (E) para todo E C S"-' entonces 

= dr' {y E 	: ilq (y)II < 8} < ccir 

esta última desigualdad por el Lema 2.0 

Veamos ahora una resultado equivalente para un conjunto en O (n,tn). 
DenOtamos como dist (x, V) la distancia de un punto x a un conjunto V con 
la métrica cuclideana, p, en En. 

4 Existe una constante e3  que sólo depende de nymy tal que 

Ker(p) 

Figura 5.1 
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y„,„,, {V E G (n, 	: dist (x, V) < 	c36"-' 

para toda x E /IP y 6 > O 

Demostración: (Ver Figura 5.1) Sea x 	O en 110 fijo y 6 > O. De la 
relación entre las medidas t51,,,_„, y y„,„, tendremos, tomando F c O (ri, ni) de 
la forma F = {V E G(II, 7n) : dist (x, V) < 6}, que 

(F) = ir„,,„_„, {p E O" (n, n - m) ker (p) E F} 

	

=ty 1p E O' (n, n - 	: ker (p) E 11/ E C;(71, ni) ; dist (x, V) < 6}} 

= 	IP E CY (n, n m) dist [x, ker (P)] < 6} 	(5.2) 

Afirmamos que lip (x)II = dist [x, ker (p)] para cualesquier p E O' (n, ni) y 
2: E lit' (ver Figura 5.2). En efecto, si x = (xi, 	, x,,) podemos considerar 

que p (xi, • • • , xm, • • •Ixn) = (xi, • • • , x,,,) luego entonces 

IIP (x)I1 = Jx + 	+ 
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X 
= V(x i  — 0)2 	• • • -I- 	— 0)2  + (2,rn+1 	lerni.1)2  + • • 	(xn  — X„)2  

origen 

{nhveces 
,--",—.—, 

=111f p (x, w) : u, = 	0, . . . , O, tum+i, • • • , tUn 

= inf 1p (x, tv) w E ker (p)} 
nhveccti 

Ker(p) 	ya que w E ker (p) si y sólo si w = O, 	, 0, w„,+1, 	, w„ , y esta última 

expresión es precisamente dist [x, ker(p)], que es lo que deseábamos mostrar y 
dist( x, Ker(p))= II p(x) 11 que junto con (5.2) se sigue que 

Figura 5.2 
	 (17 ) = 19:,n, {p E 	(n, n — rn) 11P (x)11 5 6} 

eStI—M lixr— IL 

de acuerdo al Lema 3.0 

5.1 	Desigualdades Integrales 

lin esta sección asumiremos las siguientes condiciones: 

(4 	M es un espacio métrico separable. 

(4 b) F : 111" x M --> Ilii1  es una función de Borel no-negativa tal que 
(x, a) < 11x11 para todo (x, a) E En X M.  

(4 c) o/ y b son números positivos y 'p es una medida regular de Borel sobre 
M tal que 

{a E M 	(x, a) S S} < b8u lixra 	(5.3) 

para todo x E IR" y 8 > 0. 

Hacemos estas suposiciones para aplicarlos posteriormente con M = 	(n, m), 
F 	(x, p) 	ilp (x)il, y con M = G (n, m), P : (x, V) 	dist (x, V). Los 
Lemas 3 y 4 anteriores garantizan que tYri,„, y •Ifbrr, satisfacen la condición (5.3) 
con a=mya=n—m respectivamente. 

Lema 5 Sea p una medida exterior sobre X tal que 	< co. Si a > 0, 
t E IR y f : X --+ 	0<w< al es una función p-medible, entonces 

f idp = r'dp,{x E X : f (x) < r}, 
o 

donde la integral del lado derecho es la integral de Riernann-Stieltjes. 
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Demostración: Caso 1: Si t = O ambos lados de la igualdad son igual 
a p. (X). Sea entonces t > O, luego ft es acotada y µ-medible en X, con 
O < ft < a'. Sea O = ro  < r1  < 	< rn  = a una partición del intervalo [O, a]. 
Definamos ahora, ya que t > O 

Ek = {:c E X : 	< (x) < r!} , 

Dichos conjuntos son p-medibles, disjuntos y UL...1Ek = X, entonces EZ=1  µ (Eh) = 
µ (X) < oo, y como y (r) = 1.L {x E X : ft (x) < 71 es no-decreciente con re-
specto a r E 111, entonces 

E rk _ip, {2: E X : 
k=1 

71-1 < f t  (x) 5_ 11} < f ftdp. 

59 

E rkµ  {x € X : rth_ i  < f t  (x) < 7.1} 	 (5.4) 
k=1 

o hien 

E rLip. 1x E X:< f (x) 5_ rk} 	ftdp. 
h=1 

5 E rto  fie E X : 1.4_1  < f (x) < rh l 

y como ésto es válido para cualesquier n, cuando n 	oo tenemos que el 
primer y último términos de la expresión anterior son igual a una integral de 
Riemann-Stieltjes, aai 

4 

= 	r'dµ {x E X : f (x) < r} 
o 

Caso 2: Si id [f (x)] > O, digamos lo, entonces, por el caso anterior sólo 
habria que analizar cuando t < O. Pero si O < to < f (x) < a entonces 
at < ft (x) < cuando t < O y para cualesquier x E X. Ahora si tomamos 
la partición O < o = ro < r1  < 	< r,,, = a, t < 0 implica O < at = rl < 
7.1_1  < 	< ri < ró = 6. Y nuevamente ya que y (r) = {x : ft (x) < 74} es 
no-decreciente con respecto a r, para cualesquier t < O podemos obtener una 
expresión análoga a (5.4), a saber 

E rtk p {x E X : rth  < (x) < rt_1} <ft dµ 
k=n, 	 X 

5  E rt_ lp, {a:EX: rth <f t (x)< 11_1} 
k=n 

y como t < O 

fi 

E r;2 {xE X: rk_i  < f (x) rk}< f Pdp, 
k=1 	 X 
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Figura 5.3 

	

< 	rLip. {x E X : 	< f (z) < rk} 
4=1 

	

y cuando hacemos n 	oo, nuevamente el límite común en ambos lados de la 
expresión anterior es una integral de Riemann-Stieltjes, y nuevamente obten-
emos el resultado deseado. 

Caso 3: Caso general para t y f arbitrarios según las hipótesis del teorema. 
Definimos f, = sup {f, 1} entonces, para cada n tendremos que inf [f, (X)] > 
O (ver Figura 5.3). Además, 1f, (x)I < a para toda n E Ny para todo x E X, 
asimismo Hm f„ (x) f (x) para cada x E X. Y como 1.t (X) < oo el Teorema --ioo 
de la Convergencia Acotada [Ver Royden] nos lleva a que 

ftdp. = lini f f,tdp. 
11.-4 

x 	
• 

X 

y por los dos casos anteriores 

6 

= liM r'd,p,{x E X : f (x) r} 
n—•M 

O 

a 

= 	r'dµ {s EX f (x) r} . 	O 
o 

Veamos una de las desigualdades integrales que nos serán de utilidad en 
los capítulos posteriores referentes a proyección e intersección de conjuntos. 

Lezna 6 Sean M, F y so como en (4 a), (4 b) y (4 e) respectivamente. Si 
O < t. <a yx E IÍZn, entonces 

I F (x, o) —t  dwa < e jpir 

donde e = b 	t (a 

Demostración Aplicando el Lema 5 a la función F : En  x M --> üt 
tendremos que 

114 
(x, a) —t  dcpa = 	r —t rly, ta E Al : 	(x, a) r} 

o 

donde &pa nos indica la integración en M, es decir, con respecto a la segunda 
componente de F. Apliquemos ahora integración por partes al término derecho 
de la igualdad: 

sean u = r' y dv = 	la E M : F (x, a) <r} 

luego entonces du = 	r y v=w la E M : 	(x, a) < r} 
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donde LI denota la medida de Lebesgue en IR1 , de aquí que 

	

(x, a)-t  &pa = r'w {a E M : F (x, a) < 	- 

11.11 

	

- f so {a E M : F (x, a) 5, r} (- 	dL1r 
o 

= 14-'9 {a F (x, a) 5 114} - 	{a : F (x, a) 5. el + 

11.11 
+t f 	{a F (x, < r}dLlr  

o 
Ahora de la condición (4 c) sobre cp tendremos que 

o <11  (p {a E M : 
e 
F (x, a) 5.  

5_ bilxirt  

para todo t E IR, x E IR" y a E M. Así, la expresión anterior quedará como 

11.11 
F (x,a)-t  dsoa < 114-4  so : F (x, a) < ilxill+t f r'so {a F (x, a) 5 r} dLlr 

o 

y aplicando la condición (4 c) a la expresión de la derecha con 8 = II II en el 
primer sumando y S = r en el segundo sumando, tendremos que 

11x11 

iixr b 	t f r-t-lbr« Mi' dr r 
o 

11x11 
= b 	bt, 	ru'l  dr r 

o 

= liort  + 	{ (ryait  t }:1:01  

ya que O < t < u, y después de hacer las simplificaciones correspodientes 
obtenemos 

= b 	bt ¡kir' 
- t 

lo cual es el resultado deseado,C1 

Lema 7 Sean M, F, y so como en las condiciones (4 a), (4 b) y (4 e). Si 
es una medida regular de Borel sobre 	< ce, x E 	y 6 > 0, 

entonces 

I II {y E IRn : F (x - y, a) 5_ S} &pa 5. /O' f lix - 	din. 
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Demostración: De la condición ( 4 14 E es una función de Borel no-negativa, 
de aquí que {(y, a) E 	x M F (x — y, a) < (51 es un conjunto de Borel. En 
efecto, pues I,, (x — y, a) = F o yz, donde yx  es la traslación yx  : 	x M —+ 

IR" x M definida corno y (y, a) = (x — y, a), y la composición de funciones de 
Borel es de Borel. Entonces, 

1.1 {y E E" F (x — y, a) 5_ 6} &pa = I 9, {a E M : F (x — y, a) 5. 6} dpy 

donde aplicamos el Teorema de Fubini, y ahora, por la, condición (4 c) 

5_ I 66" lix — 	dµy = b6" 	— y11' dpy. 

5.2 	Propiedades de densidad 

Sean r > O y x E N". Ya que Bn  (x, r) es un boreliano en //t' y por la condición 
(4 b)F:111"x111—›12 es una función de Borel, entonces el conjunto 

{(y, x, a) E llin x //t xM: yE Bn (x, r) , F (x — y, a) 5. S} 

es un conjunto de Borel en lit' x IR" x M. Por lo tanto 

p. {y E B (x, r) 	(x — y, a) 5_ 61 

es una función de Borel con respecto a (x, a), de acuerdo al teorema de Fubini. 

Lema 8 Sean 1.1 una medida exterior en IR", x E 1111, a E M y r > O, entonces 

(p, x, a) = 	{y E B (x,r) : F (x — y, a) 5 81 
4-.0+ 

y 
ti)" (p, x, a) = lim 	(p, x, a) . 

r *O+ 

son funciones de Borel-medibles con respecto a (x, a) . 

Demostración: Sean 8 > 0 y r > 0. Por lo mencionado anteriormente 
p. {y E B (x, r) : F (x — y, a) < 6} es una función Borel-medible con respecto 
a (x, a). Denotemos por f dicha función medible, entonces f : .11t"x M 	[O, col 

estará definida como 

f (x, a) = µ {y E B (2: , r) : 	(x — y, a) 5 	, 

luego para cualesquier # > O, el conjunto {(x, a) : f (x, a) < 	es un conjunto 

de Borel en IR" x M, es decir para cada 6 > O el conjunto 

{(x, a.) : 	{y E B (x,r) F (x — y, a) 5 6} < 
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es de Borel en /ft" x 11:1 para culesquier fi > 0. En particular para. 6 > O y # 
igual a fió" el conjunto 

1(x, a) E IR" x M : f (x, a) < fi6") 	 (5,5) 

es de Borel en fi?" x M. Así, dado p > O definimos 

	

Fp  = {(x, a) E IR" X M f (x, a) < #6°` 	para algún S < p} 

el cual es la unión de conjuntos de la forma (5.5) y por lo tanto es boreliano 
para cada p > 0. Ahora si tomamos el limite cuando 6 —1 0+ obtendremos que 

{(x, a) E Hin x M : lini 
f (x, a) 

 < f3} = n Fp. 	(5.6) 
Ot2 	 p>0 

Veamos que Fp  es decreciente cuando p decreú En efecto, sea O < pi  < p2  y 
x E Fp1  entonces f (x, a) < /361  para algún d < pi, o bien para algún 6 < p2, lo 
cual implica que x E Fp2, así Fp1  C F. Entonces podemos considerar la inter-
sección en (5,6) sobre el conjunto de todos los valores racionales positivos de p; 
pero intersección numerable de borelianos es un boreliano, de aquí que (5.6) sea 
un borelia,no en 1Rn x M para cada real fl. Por lo tanto 1/41 	x, a) =lim  ¿VI  

8-10 
es una función de Borel con respecto a (x, a), lo cual demuestra la primer afiir-
'nación. Como ti)1' decrece cuando r > O decrece, entonces por lo que acabamos 
de demostrar in, para n = 1, 2, , .. es una sucesión de funciones de Borel con 

respecto a (x, a), las cuales convergen a 01, por lo que dicho limite también es 
de Borei, con respecto a (w, a) [ver Royden1.0 

Lema 9 5iµ es una medida de Borel regular sobre IR", µ(11in) < 00, x E En 
y r > 0, entonces 

sk? 	x, a) &pa b 	— yr dµy. 

8(x,r) 

Demostración: Por definición de 6' 

J" (11) T., a) &Pa = 	
{ y E B (x,  r 	F (x — y, a)  5_ 6) dwa  

0 
.1  6 

lita 

Y usando el Lema de l'atol§ 

< hin µ h E B (x,  r) 	(x — y, a) < 61
4a 

6. 

= 61111_ 	f µ {y E 13 (x, r) F (x — y, a) 5 6) &pa 

lila 6-c̀ f  Xn(x,r) (y) {y E IR" : F (x — y, a) 5 6} dwa 
8-40+ 
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y usando el Lema 7 

5_ hin (5—etbS" f xi(x,y) (Y) lix — yll 	din/ = b IIIx — s.o+ 
I1(x,r) 

o 

Veamos el siguiente resultado que será necesario para la demostración del 
lema posterior. Para ello definimos lo siguiente: decimos que G es una par-
tición de Borel de A si y sólo si O es una familia numerable y disjunta de 
conjuntos de Borel tal que UG = A. 

Lema 10 Sea IP la construcción de Carathéodory que resulta de ( sobre la 
familia de todos los conjuntos de lord! de un espacio métrico y separable X, 
con 

«A) 5_ E ((B) 	 (5.7) 
//Ea 

siempre que G sea una familia numerable de conjuntos de Borel de X, y tal 
que A C UG, Si A es un subconjunto de lord arbitrario de X, entonces 

I,P (A) = sup E ((B) H es una partición de Borel de A} . 
BE!! 

Mds aún, si Hl , H2, . . son las particiones de Borel de A, entonces 

lim sup IIBI B E CM = O 	implica que lim E ((B) = IP (A) 
BE!!! 

Demostración: Como tb es la construcción de Carachéodory que resulta 
de ( sobre la familia de todos los conjuntos de Borel de X,entonces ( se evalúa 
únicamente en los conjuntos de Borel de X. Así', si S es cualesquier conjunto 
de Borel de X, por (5.7) tendremos que ((S) < 	((B) para cualesquier 
familia numerable O de conjuntos de Borel en X, tales que UG 3 Á. Y en 
particular podemos tomar a. todos los elementos de G con un diámetro no mayor 
que 8, para cualesquier 6 > O dado. Es decir ((S) < EnEa((B) es válido 
para cualesquier 6-cubierta con bore,lianos de S, de aquí que ((S) < 0,5 (S) 
para cualesquier 6 > O, por lo que 

(5) < 0(5) 	para cualesquier conjunto de Borel S en X. 	(5.8) 

Por la construcción de 1P, dicha medida es regular de Borel, además de que 
todos los Borelianos son 0-rnecliblel. Luego si If es una partición arbitraria de 
Borel de A, entonces 

(A) = ( U B) = E (13) > E ((B) 
BE!! 	BEI! 	BEII 
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usado (5.8), lo cual es válido para cualesquier H, asi, 

i,b(A) > stip { E < (B): II es una partición de Borel de A} 
BEff 	 JJJ  

> id{ E c(B): H es una partición de Borel de A 
BEH 

{ > inf E c(B): G es una 6-cubierta numerable de Borelianos de A = 's (A), 
EEG 	 JJJ 

y como ésto es válido para cualesquier 5 > O, la última expresión es precisa-
mente t,b (A) cuando 5 --> 0+, de donde se obtiene el primer resultado buscado. 
Ahora, si los diámetros de los miembros de Hi tienden a cero, entonces, para 
cualesquier 6 > O 

lipainr E ((B) 
1—'00 BEI! 

> inf { E c (B): G es una 6-cubierta numerable de Borelianos de A}  
BEG 

donde la expresión del lado derecho es 06  (A) y es válido para cualesquier 1 > 0 
de aquí que 

liminf E ((B) > tP(A) 

que con el resultado de la priinera afirmación del teorema se sigue la segunda 
afirinación,0 

En el capitulo referente a proyección de fractales, que veremos más ade-
lante, requeriremos la afirmación Lin' [p (E)] > 0, donde L'n es la medida de 
Lebesgue m-dimensional y p E O* (n, m). Si en el conjunto E la proyección 
p torna el valor y, la afirmación L'n [pi (E)] > O podrá ser sustituida por una 
afirmación más fuerte, a saber, f N (p 1 E, y) dl? y = co, donde N (p 1 E, y) se 
define corno el número de puntos (posiblemente oo) en el conjunto En p-1  (y}. 
En general, a N (f, y) se le llama la multiplicidad de la transformación f. 
Veamos el siguiente teorema que nos da un primer resultado al integrar dicha 
multiplicidad. 

Lema 11 Sean X un espacio métrico separable, µ una medida exterior en Y, 
y f una transformación de X en Y, tal que f (A) es 4-medible siempre que A 
sea un subconjunto de lord en X. Si ((S) = 	(S)] para SC X, yo es la 
medida sobre X que resulta de la construcción de Carathéodory de ( sobre la 
familia de todos los subconjuntos de Borel de X, entonces 

lb (A) 
=f 

 N (f 1 A, y) din 

para todo subconjunto de lord A C X (ver Figura 5.4). 
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f 4  thil 

f(S) 

Demostración: Sean 111 ,112, ... una sucesión de particiones de Borel de 
A, tales que cada miembro de 14 sea la unión de alguna subfamilia de [4+1  y 

stip {(S(: S E HA 	O 	si j 

Sea es la función característica de f (S) y tomemos y E Y arbitrario. Entonces, 
por la forma en que se definieron las ki , si j 	co, cada elemento de f"' {y} 
quedará contenido en un sólo elemento S de la partición de 	(ver Figura 
5.5), de tal forma que Eseri  Cs  (y) tiende al número de elementos en A cuyas 
imágenes bajo f son iguales a y, es decir, tiende al número de elementos de 
A n 	{y}, que denotamos precisamente como N (f I A, y). Además, dicha 
sucesión es no-decreciente cuando j --> oo, así, para cada y E Y 

E as  (y) ---> N (f I A, y) 
	

cuando ,j —4  00. 	 (5.9) 

SEH) 

Luego entonces, si A C X es un subconjunto de Borel arbitrario, por el Teorema 
10 anterior 

11)(A) = 1-'  E < (S) 00 SEffi 

brn E 	(s)1 
1-404  S'EH, 

de acuerdo a como se definió 	y ya que Os  es la función característica de 

f (S) 

= 1111  E 	61.5 (Y) rillY 

Selli 

= lirn I E Cs (y) dpy 
i" SEiri 

corno consecuencia del Teorema de convergencia monótona , y nuevamente por 
dicho argumento 

= 	lin' E cs. (y) dio 
SEIfj 

= I N (f 1 A,y)d/Ly 

Figura 5.5 	por (5.9).0 

• Corolario 12 Sean las hipótesis corno en el Teorema 11 anterior. Entonces 
la transformación y 1---+ N (f A, y) es p.-medible para toda f : X 	Y, tal 

que f (A) es p-medible siempre que A C X sea boreliano. 
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6. PROPIEDADES DE DENSIDAD  

Recordemos que un subconjunto E de 11? se llama un s-conjunto, (O < s < n) 
si E es 1P-medible y O < IP (E) < do, En esta sección veremos algunas 
propiedades locales de los s-conjuntos, en particular las referentes a densidad. 

Sea B (x, r) la bola cerrada con centro en x y radio r. Definimos la densi-
dad superior e inferior de un s-conjunto E en un punto x E IR" como 

.11 3  (E n B (x, r))  
(2r)' 

75' (E, x) =111 

Y 

12' (E, x) 
11$ (En B (x, r)) 

(2r)' 

respectivamente. Si D' (E, x) = lls (E, x) diremos que la densidad de E en 
x existe y escribiremos simplemente D' (E, x) para dicho valor coi-ruin. En 
algunas de las demostraciones será de utilidad manejar la densidad convexa 
superior de un s-conjunto E en x definida como 

-r):(E,x) =11{sup 	} 
Ha (E n u)  

donde el supremum se toma sobre todos los conjuntos convexos U con x E U y 
O < 1U1 < r. Ya que cualquier conjunto está contenido en un conjunto convexo 
de igual diámetro, el supremum en (6.1) podría inclusive tomarse sobre todos 
los conjuntos U tales que x EU y O< 1U1 <r. 

Lema 1 Sea E C IR" un s-conjunto y a! E En . Entonces 

2-3D.:(E,x) <TY (E, x) < 73:(E, x) 	 (6.2) 

Demostración; Sea U convexo y p> r> O. Si x E U entonces U C 
B(x,r) donde r = 1U1, de donde 1U1-' H' [E n u] < r-"H' [E n B(x, r)] = 

2' ((DT' H' [E n B (x, r)]} y de aquí obtenemos la primer desigualdad. Ya 
que B (x, r) es convexo, el supremuin en (6.1) incluye todas estas bolas, por lo 
que la segunda desigualdad también se sigue.° 

Veamos ahora que las densidades son funciones medibles con respecto a 
x. Recordamos que una función f 110 --> 111 es p-rnedible (respectivamente, 
Borel-medible; sernicontinua superiormente) si el conjunto 	f (x) < a} 
es p-medible (respectivamente, de Borel; abierto) para todo a Definiciones 
equivalentes de función m-medible se obtienen al sustituir (<' por `>', `<' o 
‘>•'. Salvo que se indique lo contrario los conjuntos medibles se tomarán con 
respecto a H'. 
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Lema 2 Sea E un s-conjunto. 

(i) [E n B (x, r)] es una función de u: semicontinua superiormente para 
cada r > 0, y por lo tanto también una función de x Borel-medible para 
cada r > 0. 

(ii) D' (E, x) y D' (E, x) son funciones de x Borel-medibles. 

Demostración: (i) Dados r>Oya>0 definimos 

= (x 	[E n B (x, r)] < a). 

Sea x E F. Como B (x, r + e) decrece a 13 (x, r) cuando e —› 0+ (ver Figura 
6.1), entonces por la continuidad de 1/3 , [Teorema 9(fi) del capitulo 2] 

H' [E n B (x, r + e)] ---4 IP [E n B (x, r)] 

si e —4 0. Luego entonces existe e = e (x) > O tal que IP [E n B 	r + e)] < cv. 
Ahora sea y E B (x, e) arbitrario, entonces B (y, r) C B (x, r + e), ya que si 
w E B (y, r) entonces 11w — x11 < 11w — y11 + 11y — x11 < r + e. Asi de dicha 
contención IP [E n B (y, r)] < /13  [E n B (x, r + e)] < a de acuerdo a como se 
tomó e. Por lo tanto y E E YyEB(x, e), es decir B (x, e) C F, y corno 
x E F se tomó arbitrario entonces I' es abierto en E". 

(ii) De (i), 1x : II' [E n B (x,r)]< a (2r)'} es abierto, entonces dado p > 
O el conjunto Fp  = (x 	(E n B 	r)) < cY (2r)' para algún r < p} es la 
unión de conjuntos abiertos y por lo tanto abierto. Ahora {x : D' (E, x) < oil = 
n „,0  Fp, Ahora como Fp decrece cuando p decrece, podemos tomar dicha inter-
sección sobre los racionales positivos de p. De aquí que {x : D' (E, x) < (y) sea 
un G6 y por lo tanto un boreliano para cada a, es decir D' (E, x) es una función 
Borel-medible con respecto a x. Análogamente se demuestra para U' (E, x).0 

Teorema 3 Si E es un s-conjunto en 	entonces D:(E,x) = O para II' - 
casi toda x E. 

Demostración: Fijemos cY > O. Mostraremos que el conjunto medible 
= {x E : D4 (E, x) > O} tiene 17.3-medida cero. Ya que IP es regular 

existe, dado 6 > 0, un conjunto cerrado E1  C E tal que II' (E \ E1) < 6. 
Ahora, para p > O sea 

V = {U : U es cerrado y cOnvexo, 0 < 	< p,fl nE1  = 0 y II' (E n U) > 'Un . 
(6.3) 

Ahora, de acuerdo a la definición (6.1) y a que El  es cerrado, V es una clase de 
Vitali de conjuntos cerrados de E, por lo que por el teorema del recubrimiento 
de Vitali [Teorema 15, capitulo 3] existe una sucesión, numerable o finita, 
disjunta Iffil en V tal que o Ei  1U1' = 00 o bien II' (E 	= 0. Veamos 
que es la, segunda opción la que se cumple en este caso. En efecto, de (6.3) 

< -E /I' (E n ui) — B-3  (E n u,) 
i  
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ya que los U; son disjuntos, y corno Enutfi c E 	ya que los Ui  no 

intersectan E1  entonces 

1 	. 
— 

por lo que efectivamente II (11 	= O. Así, ya que Hl; es medida exterior 

(1) 5 II; (F \UU;) + 11; (F n [fi) 
H3  ( F  \ Ui) 4-  E 	< s.  

Como esto es válido para cualesquier 6 > O y cualesquier p > O, entonces 
lI (F) = 0.0 

Teorema 4 Si E es un s- conjunto en En entonces D (E, x) = 1 en H'-casi 
toda x E E. 

Demostración: Sean a < 1 y p > O, definimos el conjunto 

Ft = {x E E : IP (E n U) < a IUI' para todo convexo U con zEU y IUI < . 
(6.4) 

Entonces F es un subconjunto de Borel de E y de acuerdo a la definición de 
IP existe una p-cubierta de F, {M}, de conjuntos convexos tal que D;  'Ud' < 

(F) 	E. Entonces, suponiendo que cada Ui contiene algún punto de F y 
usando (6.4) tendremos 

If (F) 5, IP [Ft n 	5 EH' (F n Ui) 5_ E IP (E n Ui) 

< 	< 	(F) 

De aquí, y como 113  (F) < Ha (E) < oo y a < les fijo, entonces Ha (F) < re-La  E; 
pero e > O es arbitrario, luego entonces Ha (F) = O. Ya que F se definió para 
cualesquier p > O entonces por definición D:(E, 	> a para H'-casi toda 
x E E, y esto es verdadero para toda a < 1, luego entonces Dic,(E, x) > 1 para 
Ha-casi toda x E E. 

Veamos ahora que la otra desigualdad también se satisface usando el teo-
rema de Vitali. Sea cv > 1 y definamos F = {x E E : D:(E,z)> a}, luego en- 

tonces F es un subconjunto medible de E. Sea Fo = (x E F : D (E F, x) = 01 
entonces aplicando el teorema anterior al s-conjunto E\F tendremos 113  (F Fo) = 
O. Ahora, de la definición dada en (6.1) obtendremos que 75: (F,x)> 75: (E, 

F, x) > a si x E Po. Sea e > O, entonces como 11,1 —› II' cuando S O 
entonces existe p > O tal que 

	

113  (F0) < En' + 	 (6.5) 

a 
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para cualesquier p-cubierta {Wi} de F0. Ahora sea 

	

V = {U : U es cerrado y convexo, 0 < 	< p y H' (F n U) > !Un (6.6) 

es una clase de Vitali para Fo, entonces, dado e > 0, afirmamos que podemos 
encontrar una sucesión disjunta de conjuntos 	en V con 

	

IP (P) < E Wir 	 (6.7) 

En efecto, por el teorema del recubrimiento de Vitali existe, en V, una sucesión 
disjunta (Ud tal que o E 'Ud' =000bien 	(F0  \ Ui) = 0, Si E luili = 00 
entonces (6.7) es directo. En otro caso, sea {Vi} una p-cubierta. del conjunto 
H'-medible Fo  \U Ui tal que E I Vil' < IP (F0  \ U;  1.4)-Fle. Dicha cubierta existe 

por la definición de II'. Así, {U,} U {Vi} es una p-cubierta de F0  entonces de 
(6.5) II' (F0) <E; 	+Ei  'Vds+ le, y por lo tanto ya que F0  es un s-conjunto 

II' (170  n u;) = 	(F0) - /13  (1,10  \ Ui) 

	

< E lUir + E IV,I3  + — 	+ 2E= lUil3  + e 

que junto con el hecho de que 

(Fo) = (Fo\yu) + H' (F0 n U u) = o + Hs  (F0 n u) 

se sigue (6.7) en cualquiera de los dos casos del teorema de recubrimiento de 
Vitali. Con este resultado tendremos que 

(F) = H' (F\ F0)+ 17' (Fo) 5. O + E 	+ E 

y por (6.6) 

< 	E 	(F n Ui) + < 	(F) + e. 

Ya que esto es válido para cualesquier e > O entonces II' (F) = O si a > 1, lo 
cual deseábamos demostrar.0 

Usando (6.2) obtenemos el análogo a estos dos últimos teoremas para den-
sidades circulares, y los cuales necesitaremos en nuestro desarrollo posterior. 

Corolario 5 Si E es un s-conjunto en li?", entonces D' (E, 	= O para 113  - 
casi toda x E. 

Corolario 6 Si E es un s-conjunto en En , entonces 2' < Di  (E, < 1 para 
H 3 -casi toda x E E. 
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7. PROYECCIÓN DE FRACTALES  

En este capitulo analizaremos las proyecciones ortogonales de conjuntos con 
dimensión fractal de En, sobre subespacios de menor dimensión. Veremos que 
bajo ciertas condiciones la 'sombra' que proyectan dichos objetos nos permitirá 
obtener alguna información sobre el conjunto original. 

Por ejemplo, un objeto tridimensional o una superficie bidimensional proyec-
tarán 'generalmente' sombras bidimensionales sobre un plano, asimismo una 
curva suave unidimensional en el espacio proyectará sobre un plano 'general-
mente' otra curva suave unidimensional Sin embargo, en general para un 
subconjunto arbitrario E C E" con dimensión fractal, si II es un subespacio 
k-dimensional de ¡W y Projn es una proyección ortogonal de Dan  sobre II, la 
dimensión fractal de la proyección de E sobre 11 no se obtiene en forma tan in-
mediata. Investigaremos la medida de Hausdorff de Projn (E) en términos de 
los parámetros conocidos de E y veremos que la dimensión del conjunto proyec-
tado depende tanto del conjunto E como de su relación con el subespacio H. 
Veamos un primer Teorema. 

Teorema 1 Sea E cualesquier subconjunto de En  y sea 11 cualesquier sube-
spacio en IR". Entonces 

[Projn (E)] 5_ ir (E) . 

Demostración,: El mapeo proyección es una transformación de Lipschitz 
ya que 11Projn (x) — Projn (y)11 < 	— 	para cualesquier x y y en E, luego 
entonces del Teorema 11 del capitulo 3 se sigue el resultado del leina.0 

De dicho teorema se sigue que dim f1  [Projn (E)] < din H (E). El resto de 
este capitulo se refiere principalmente a buscar las condiciones que me permitan 
obtener la desigualdad opuesta. Los resultados que se obtienen son diferentes 
dependiendo de si la dimensión de Hausdorff de E es mayor o menor a la del 
subespacio 11 sobre el cual se proyectará. 

A un subconjunto S de un espacio vectorial V lo llamaremos subespacio 
afin si y sólo si (vi) + /3w E S, con iY, en in y a + = 1. En caso de que 
O E S tendremos que S es un subespacio vectorial o lineal de V. 

7.1 	Proyección sobre un subespacio de menor dimensión 

Si p. es una medida exterior sobre un conjunto X y A C X, entonces ,u.1A, la 
restricción de µ a A, se define como 

(µ40(B)=µ(A n B)  
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QIC 111"11  

rárÁPIINIT 
/dura/ 

IIINFAINIVErAger  
J'Aro Ar 
Air Rn-m 

Figura 7.2 

para cualesquier B C X. 

Lema 2 Scan 1.1 una medida regular de Borel sobre 1Rn , y E C 	un conjunto 
de Borel tal que pi (E) < 00. Si p E O (n, m) y h > O entonces 

{x E E : 	(plE, x, p)  5 h} 5 2"'mn 1̀2h I N (p I E, y) dry. 

Demostración: Ya que 

{ ze E E : 	(p[E, x, p) < h) = 	{x E E 	(µ[E, x,  p) < h + 13 } 

es suficiente probar el resultado 

/A {x E E : O"' (p.[E, x, p) < h} 5 2mr/r/2 /21 N (p 1 E, y) dLmy. 

Para simplificar la notación, consideremos que p está dado como p (x1 , . , xn ) = 
(x15 . . , x„,). Sean r y d números positivos tales que d < r/n. Tomemos 
t Rn = 	x 110-m y denotemos Ri'm corno 

Figura 7.1 co 

= U Qi 
icl 
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donde Qi, Q2, ... son cubos cereados paralelos a los ejes coordenados con in-
teriores disjuntos mutuamente y con lados de longitud d (ver Figura 7.1). 
Supongamos que f N (p 1 E, y) dLrny < oo, ya que de lo contrario el resul-
tado del teorema es directo. Entonces, podemos elegir los cubos Qi tales que 
L'u {p [E n (P x oQi)]} = O, ya que Lm [p (E n 17)] puede ser positivo sola-
mente para una cantidad a lo más numerable de subespacios V afines disjuntos 
(n — 1)-dimensionales de IR". 

Si x E IR", á > O y p > O, denotaremos 

1.  (0 , 8, P) 

= ly E lit" : ixi — yii < 6, 	= 1, 	,m; Ixi — yd 	p, i = m + 1, 	, n} 

Sean 

para 2; E IR" y 

E =Enl Ellrx9; : f(x)< h} 	para i = 1, 2, ... 	(7.1) 

(ver Figura. 7.2). Entonces por razonamientos análogos al Teorema 8 del 
capitulo 5, f es una función de Borel. Sea e > O y fijemos i. Por la regu-
laridad de la medida de Borel 11 y ya que E es un boreliano, existe un conjunto 
cerrado Fi C 	[ver Rudin] al que 

11 (Z) 5- (1  + e) bt(n) 	para i = 1, 2, ... 	(7.2) 
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Fi CFi n [U1 x Qii , 
i=i 

00 

i=1,2,... 

Ahora seleccionemos cubos cerrados Pj C E"' paralelos a los ejes coordenados, 
tales que 

P (Fi ) C U Pi 
j=i 

(7.3) 

Y 

E L'" (Pi ) < L'n [p (F,)] 	 (7.4) 
j=i 

Dichos cubos existen de acuerdo a la construcción de la medida de Lebesgue 
mediante estos conjuntos [ver Itudin], (ver Figura 7.3). 

Proj1Fi ) 

Figura 7.3 

Entonces, de acuerdo a como consideramos p y por (73) y (7.3) 

F,CUPj xQs 	para i = I, 2, 
1=1 

donde t_17_'.1 Pj x Qi  C ili" es, para cada i, un cubo con lados paralelos a los ejes 
coordenados de /R". Entonces 

o bien 

C Cj [Fi n (Pi x Q,)], 	i = 1,2, . 
i=i 

de donde 

00 

µ(E) 5 Ep[Fi  n (Pi x gi)], 	i= 1,2, • ... 	(7.5) 

Mostraremos ahora que 

bi [Fi n (1 x CM] s' 2'111;n (1 3 ) 
	

para i = I, 2, ... 	(7.6) 
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1 
d 

Supongamos que (7.6) es falso para alguna j. Ahora, para = 1, 2, ..., dividamos 
Pj  en 2r1  subenbos congruentes y obtendremos una sucesión decreciente {//k} 
de subcubos de Pi tales que 

= 2-k  i 	 (7.7) 

(ver Figura 7.4), y como supusimos (7.6) falso entonces 

p. [Fi n (//k  x Qi)] > 2'hi,"(Rk). 	 (7.8) 

Las expresiones (7.7) y (7.8), se obtienen en forma completamente análoga 
a las expresiones (8.17) y (8.18) encontradas en la demostración del Lema 2 
en el Capitulo 8. Ya que los conjuntos compactos no-vacíos n (Rk  x gi) 
forman una sucesión decreciente existe por propiedad de compacidad un punto 
x E rIr...1 Fi (1?1, x Qi). Sea 6k  la longitud de cada uno de los lados de lik . 
En tonces 

F, n (Rk  x (ji ) c Eni (x,sh,d) 

ya que Fi C 	C E, y Rk X Qi C I (x, 84, d) para toda i y k (ver Figura 7.5). 
De este resultado y de (7.8) 

x11.  

P [E nr(x,6k,« > P[I?, n (Rk x Qi)] > 2'hL" (RO 

y como Rk es un cubo en IRft  con una longitud de cada uno de sus lados igual a 
6k, entonces la medida m-dimensional de Lebesgue es simplemente el volumen 
de dicho cubo, es decir, Lm (Rk) = 	Asi, de la última expresión, para toda 
k = 1, 2, ... 

11[E n (x,54,d)]  
> 2'h 

Sr 

luego entonces, como el lado derecho no depende de k 

,a[En /(x,sk, d)]  
lim 	 > 2mh. 	 (7.9) 

k-+oo 	Sk 

Ahora, de (7.7) se sigue que 64  = lado (Pi) /2k donde lado (Pi ) es la longitud de 
d cada uno de los lados del cubo Pi. Luego entonces para cualesquier 6 > O tal 

que O < 5 < S1  = lado (P,) /2, existe un natural k > 2 tal que b2-4211-1  < 6, sea 

	 j_ además dicho natural k el primero que satisface dicha desigualdad, entonces 

Qi 

lado (Pi)  < 6  lado (Pi) 

Rk 	 2k — < 2k-1 

Figura 7.5 
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es decir 6k  < 6 < 26k. Por lo tanto 747  < 1- o bien ,2„--11 7,. < 54,-, y como además 

1 (x, 6, d) j I (x, Sk , (4 entonces de (7.9) obtenemos que 

	

f (x) =hm 	n  (x,  6, d)1  
> 	

/I[E n (x,  sk, d)] 

	

S-40 	árn 	 k-400 	2"1 ,5111  
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Es decir, f (x) > h, donde x E nr,l, n (11k x Qi) y de acuerdo a como se 
construyeron los Fi ésto implica que x E E,, lo cual está. en contradicción con 
(7.1). Por lo tanto (7.6) se satisface. 

Luego entonces, utilizando (7.2), (7.5), (7.6) y (7.4) obtendremos que para 
i = 1, 2, ... 

1. (Ei)<_(1 + E)ti(Fi) 5. (1 + E p.[F';n (P;  x Qi)] 
i=1 

00 

<_ (1 + 2mii E fin (P).) < (1 + E) 2mh, {V' [p (Fi )] + 
:1=1 

< 	E)2'h{bm[p(Ei )1+ c.} 

ya que Fi C 	 — y cuando E › 

(Ei) < 27"11;"` fp (E; )] 	para i = 1, 2, , 

de aquí que 

E ti (Ei) 5 2"`h, E 	[p (E i)] 	 (7.10) 
i=i 

Ahora, recordemos que Lm 	n Ek )] = o para i # k (en efecto, ya que los 
Q;  se tomaron con interior disjunto y tal que Lin {p [E n (itIm x ni )]1 = 0), 

y como 
ro 

ix E E C 	: f (In) < hl = 
i=1 

co 

= 	[E n {z E lir x Q, : f (x) < 
icl 

ya que tomamos /2"-rn = 	1 entonces 

µ 	E E : f (x) < 5 E p, (Ei) rh, E Lm[p(Ei)] 
i=1 

usando (7.10) 

= 	E f Xp(B,) (y) dliny 
i=i 

donde xp( ) es la función característica de p (Ei) y utilizando ahora el teorema 
de convergencia monótona de Lebesgue 

= 2"/iI E Xp(Li)  (y) di:4 y 
00 

i=1 

por último como los E, C E, el número de elementos N (p I E, y) en Enp-1  {Y} 
es mayor que Ei  xj0;,)  (y) para cada y E IR% luego entonces 

< 	f N (p 1 E, y) L'y. 
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Ahora, como d < r/n entonces I (x, 6, d) C {y E B (x, r) : Ilp (x - y)II < m1 /26} 
para algún ó > O suficientemente pequeño (ver Figura 7.6).. Por lo tanto 

1..¿Ix E E: 	(µ[E, x, p) < h} 

= 	{x E E : lim 6-rn p, [E n {y E B (x, r) : Ilp (x - y)11 <6}] < h} 
6-40 

y sustituyendo 6 por m1125 	

11  

= j.c {x E E : 	m-m/26-mp. [E n {y E B (x, r) 	- y)ii t ini12611 < h} 
5-10 

= µ {X E E 	trn /Á [E n (y E B (x, r) : lip (x - y)11 < m1l28}1 < mm/2h} 
8-10 

que por lo encontrado anteriormente 

< 2'nrrim12h I N (p I E, y) dry, 

y haciendo r 	0+ obtenemos el resultado deseado.0 

Lema 3 Sea µ una medida regular de Borel sobre En y E un subconjunto 
µ-medible de En con O < µ (E) < oo. Si 

f itz yir- din < 00 

Figura 7.6 

 

 

para casi toda x E E con respecto a 11, entonces 

N(p E, y) dry = oo 

para casi toda p E O (n, in) con respecto a 191 rn. 

Demostración: Por la regularidad de la medida, E contiene un subcon-
junto cerrado con p.-medida positiva, luego entonces es suficiente demostrar el 
teorema para el caso en que E es cerrado. Sea 

P= {p E 0* (n, m) : I N(pi E, y) dry < oo} 

demostraremos que P tiene 191,,-medida igual a cero. Entonces del Lema 2 
anterior, p E P implica que 

tr 04E, x, p) > 0 	 (7.11) 

para casi toda x E E con respecto a /A, de donde, ya que O < µ (E) < oo 

f 1Gm (p.[E, x,p)dbix > 0. 	 (7.12) 
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Por otro lado, como Ir (plE, x, p) = 	(p LE, x, p) entonces por (7.6) 

existe un ro  > O tal que t/ (p[E, x, p) > O si O < r < ro para casi toda x E E 
con respecto a p. Asi, por el Lema de Fatou 

tp- (4E, x, p) dt9,*„.imp 519 ¡ 	(pLE, x, p)din'im p 

<ffin b 	d (4E) y 
--+0 

B(x,r) 

usando el Lema 9 del capitulo 5, 

= hm I 	Yirn  dP9 = O 
r-40 

Bn f3(x,r 

ya que para p-casi toda x E E, f n 	— 	dpy < d3, y para cualesquier 
e > 	existe ro  > O tal que p [E n H (Ir, ro)] < [Ver Royden]. Por lo tanto 

f (14E 	d191,mP = O 
	

(7.13) 

para casi toda x E E con respecto a µ. Ahora, sea p E P cualesquiera, entonces 
por el teorema de Fubini 

tifin (p [E, x, p) dpxdin,„i p = I 	(4E, x,p)din,„,pdpx = O, 

usando (7.13) y el hecho de que Al (E) < co. Así, este resultado junto con 
(7.12) nos dice que 191i„, (P) = O, lo cual demuestra el teorema.° 

7.2 	Medida de Hausdorfí y Capacidad  

En esta sección usaremos ideas de la Teoría del Potencial para estudiar proyec-
ciones ortogonales de s-conjuntos. Veremos que la dimensión de flausdorff y 
la capacidad de un conjunto están relacionadas, y en ocasiones resulta nn 
conveniente usar capacidades para el estudio de las propiedades dimensionales. 

Definamos algunos conceptos preliminares. En lo subsiguiente consider-
aremos que p es una medida de Radon. De acuerdo a la definición del soporte 
de una medida /Á, que denotamos supp (p), f f dp = O para cualesquier función 
continua f que se anula en supp (µ). 

En el capitulo 1 definimos distribución de masa como una medida de p en 
IR" con soporte compacto y O < µ (E") < oo, en este capitulo consideraremos 
que /I es además una medida de Radon. 

MEDIDA DE HAUSDORFF Y CAPACIDAD 	 77 



Sea t > O. El t-potencial en un punto a: debido a la distribución de 
masa 1.L se define como 

La t-energía de p. está, definida por 

	

(m) = f ‹,(x)(41(2:)= ff 	 

Si K es un subconjunto compacto de 	la t-capacidad de K, denotada 
Ct  (K) se define como 

1 Ct (K) = sup It (11) : supe (µ) C K, µ(K) = 1} . 

Ya que en la t-capacidad el t-potencial y la t-energla, pueden ser infinito, con-
sideraremos la convención 1/oo = O, Para un subconjunto arbitrario E C 
definimos 

(*ft  (E) = sup {Ce  (K) : K es compacto y K C E} . 

De aquí que si E C E' entonces Ct (E) < Ct  (E') para cualesquier t > O, 
También si pi es cualesquier distribución de masa con It  (p,) = oo entonces 

(µ) = oo para cualesquier s > t. En efecto, pues si s > t entonces 

lix — 	< 	yir por lo que It  (p) < Ii p. De aquí mismo tendremos 
que 0, (E) 5 Ot (E), por lo que si et  (E) = O entonces 0,(E)= O para s > t. 

Lema 4 Cit  (E) > O si y sólo si existe una distribución de masaµ con soporte 
contenido en E tal que It  (µ) < oo. 

Demostración: Se sigue directamente de la definición de t-capacidail.0 

Lema 5 Sea E un subconjunto compacto de Inn  con II' (E) < oo. Sea 1.1 una 
distribución de masa con soporte contenido en E y sea 

Fo  = {x E E : hin 1" [19  r)1  = O} , 
r 	7'5 

Entonces p(iilo) = O. 

Demostración: Fijemos cv > O y p > O, y sea 

F = {x E E Ii[13
r 
 r)1  < a 	Vr5p}. 	(7,14) 

Sea {Ud una 6-cubierta arbitraria de F con 6 < p, entonces, suponiendo que 
cada Ui contiene algún punto de F, existirán bolas 	centradas en F con 

IBi( < 21U4 < 2p y con Ui C Bi para cada i. Entonces 

12(F) S E (A) < E cylly 
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considerando r < IN /2 < p en (7.14), y por lo tanto 

Esto es válido para cualesquier 5-cubierta {M} de F, de donde p. ( F') < 	(F) 
y de aqui µ(F) < evIls (F) < (yIP (E). Como IP (E) < o° y a > O es arbi-
trario 12(F) = 0, asimismo p > O se puede tomar arbitrariamente pequeño, por 
lo que /2(h) = 0.0 

Obtengamos ahora la relación básica entre la medida de llausdorff y las 
capacidades. 

Teorema 6 Sea E un subconjunto de H. 

(i) Si E es un conjunto de Borel con Ct  (E) = O entonces IP (E) = O para 
todo s > t. 

(ii) Si IP (E) < oc) entonces C, (E) = 0. 

Demostración: (i) Supongamos que E es un conjunto de Borel con FI' (E) > 
0. Mostraremos que Ct  (E) > O si t < s, para ello usaremos el Teorema 4. Por 
el Teorema 4(ii) del capitulo 9 existe un subconjunto compacto F C E, con 
0 < 113  (F) < oo y tal que 

H' [B (x, r) n 	< br', 	(x E IR% r < 1) 

para alguna constante b.. Definamos 1.2 = H3  IF la restricción de IP a F. 
Entonces 12 es una distribución de masa con soporte contenido en F. Sea 
x E En y 

	

cp (r) = µ [B 	r)] = 1P (B (x, r) n Il < brs 	(7.15) 

con r < 1. Entonces 

(Y)  _ 	f 	dil(Y) 	 dµ (y)  
Ot(x) = 	

- Ylit 	ylit  Ilx-1111>1 IIx - Jllt 

< b (1 + 	 f dµ (y)  
3—i 

Ilz-v11>I 1iz— Y11'  

por el Lema 6 del capitulo 5 junto con (7.15), además en la integral restante 
- yr' < 1 por lo que 

b (1 + 
s

)+ f dp (y) b (1 +
s

t 
t
)4-12(111") = b (1+ —

s
t, 

t
)+IP (F) , 

11x-till>1 

por (7.15). Es decir 01  (x) está uniformemente acotada en 1R", luego entonces 

h (p.) = f t (x) dµ (x) 5_ 1 cidµ (x) = cp. (En) < co 
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dimH(E) 

Figura 7.7 

como se deseaba. 
(ii) Por la forma en que se definió la t-capacidad Ot  para un conjunto 

arbitrario es suficiente demostrar el inciso para el caso en que E es compacto. 
Sea bt una distribución de masa arbitraria cuyo soporte está contenido en E; 
mostraremos que t, (p.) = co. Sea E0  el conjunto 

E0  = {x E E : 
_
hm 

11[B (x,r)] 
 > O} . 

r -40  

Si z E E.3  podemos encontrar una sucesión {ri} decreciente a cero y tal que 
pi[B (x, ri)] > el para algún c > 0. Si µ ({x}) > O entonces de la definición 
1, (µ) = oo. Supongamos entonces que p. ({x}) = 0, entonces por la continuidad 
de 11 existe q, con 0 < qi < ri y µ(Ai) > 1Er: para cada t = 1, 2, ..., donde 
A, es la región anular B (x, ri) B (x, qi). Tomando subsucesiones en caso 
necesario, podemos suponer que ri.H. < q, para toda i, obteniendo la sucesión 
{A,} disjunta. Por lo tanto si x E E0  

(x)  = 
	> É 	c44 (Y)  > 	dii(y)  

J lix — 	.1 	Yir 	i.1 711, 

ya que 11x — vil < ri dy E A,, luego 

1erfx 	" e 
E— k.--12 ) E - = co. 

i=1  71  

Por el Lema 5 el boreliano E0  contiene ji-casi todos los puntos de E, luego 
entonces µ (E0) > O y 1, (µ) = f (x) dp (x) = oo. Como esto es válido para 
cualesquier distribución de masaµ cuyo soporte esté contenido en E, entonces 
C, (E) = 0.0 

Corolario 7 Si E es un subconjunto de Borel de 	entonces 

dini [[ (E) = 	: Ct  (E) = 01= sup {t : Ct  (E) > 

Demostración: (Figura 7.7) Se sigue del teorema anterior y del hecho 
de que IP (E) = oo para s < din] H  (E), y de que 113  (E) = O paras > 
(ling (E).0 

Este corolario a veces se usa de la forma siguiente 

Corolario 8 Sea E un subconjunto de Borel de III". 

(i) Si h 	< co para alguna distribución de masa p con soporte contenido 
en E, entonces t < dina H (E). 

(ii) Si t < dim g (E), entonces existe una distribución de masa µ con soporte 
contenido en E y tal que ¡ (µ) < 00. 
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Teorema 9 Si E C 	es medible con respecto a toda medida de Radon y 
si C„, (E) > 0, entonces r N (p I E, y)d.tr" y = co para 19,*, „,-casi toda p E 

(n, 

Demostración: Se sigue del inciso (ii) del Teorema anterior y del Teorema 
3.0 

Teorema 10 Sea E un conjunto de Borel de 	y (lit n i f  (E) > m, en- 
tonces f" N (p 1 E, y) 	= oo para t9I,,,,-casi toda p E C. (n, In), por lo 
que Lin [p (E)] > 0. 

Demostración: La primer afirmación se sigue del Corolario 7 y del Teorema 
anterior. Ya que la integral se evalúa sobre p (E), entonces que f* N (p I  E, y) dLm y = 
oo implica que la medida de Lebesgue ni-dimensional de p (E) es estrictamente 
mayor que cero.0 

Asimismo V" [p (E)] > O implica que ni < dim [p (E)], y cuino además 
p (E) c IR.m tenemos el primero de los dos resultados importantes de este 
capitulo. 

Teorema 11 Sea E un conjunto de Borel de IR" y din ff  (E) > m, entonces 
dim H  [p (E)] = rn para ir„„,-casi toda p E O* (n, 

7.3 	Proyección sobre un subespacio de mayor dimensión 

El último teorema de la sección anterior nos dice que al proyectar cualesquier 
conjunto de Borel E con dimensión de Ilausdorff s en un subespacio ni-dimensional, 
m < s, entonces la proyección ortogonal de E sobre dicho subespacio casi siem-
pre tendrá dimensión de Hausdorff m. En esta sección veremos que si s < rn 
entonces la proyección ortogonal de E sobre el subespacio m-dimensional ahora 
tendrá casi siempre dimensión de llausdorff s. 

En lo que resta de esta sección supondremos que O < cx < rn, b > O, y w es 
una medida (le Borel regular en 0* (n, rn) tal que 'P {p E O* (n, ni) 11p (z)11 < 6} < 
b6" MI' para toda e E inn y b > 0. 

Lema 12 Sti0<s<cv y E es un conjunto compacto de IR", entonces 

dwp 	e 
J C, [p (K)] 	(K) 

donde e = b [1 + si (LY — 
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Demostración: Sea p, una medida de Radon en En tal que el soporte 
supp (p) C K y 11 (K) = 1. Si p E O* (ri, m) definimos la medida pol en 
.///' como (p#p) (A) = p [p-' (A)] para cualesquier A C IR"' (ver Figura 7.8). 
Entonces (e): po es una medida de Radon en illm., tal que supp (p) C p (K) 
y (p#p)[p(K)] = 1. En efecto, poµ es medida ya que p. lo es, en partic- 

ular (P#/1) 1 Aj ) =  p. [p-1  (UiAi)] = P. [Uip-i (Ai)] 5 Ei m[p-1  (Aj)] = 
E j  (p#p) (As). Si O es un abierto arbitrario contenido en 5(101' entonces 
23-1  (0) C [p-1  (p (Km,  c Ke. Luego p.[p-1  (0)] = O, es decir (po.) (0) = O, 
por lo que supp (p#µ) C p (K). Asimismo (Po) (K)] = µ fp-1  (p (K))] 

(K) = 1 y como además p (IR") = 1 entonces (p#p)[p (K)] = 1. 
Sea ahora B C imagen (p) = 111.nlye> O demostraremos que existe un 

abierto W de 111m tal que 13 C W y (po) (W) 5. (PO) (13) e. Expresemos 
a BO como la unión de una sucesión de subconjuntos abiertos de IR', O = 
V0  C V1  C V2 C " con cerraduras compactas. Escojamos ahora, (por ser p de 
Radon), subconjuntos abiertos Ui de En para j = 1,2, ... tales que 

Ai  = p-I [Bn \ 	c 

Y 
i./(U.i) 	2. ,7 +11(Ai) 	 (7.16) 

(ver Figura 7.9). Observemos que p 	(y3) \ Ud] es cerrado, por lo que 

W j  = \ p 	(Vi) \ Uj] es abierto en IR" (ver Figura 7.10). Además por 
la construccion 

1)-1  (W j) C Uj. 	 (7.17) 

Por lo tanto B C W= U 1  Wi, y así 

co 
(1) # 1-1) (W) = µ [P-1  (W)] = µ [P-1 (U wi)] 5 Eµ [p-' (Wi) 

1=1 	1=1 

Y usando ahora (7.17) y (7.16) 

5_ 

 
"° 	̀u 

 5_ e É L - -1- Ep(Ai) = (.+ 	tt(Ai) 
jcl 	 j=1 2)  

.... 	= +D[p--1(Bn v, 	= + E p [p-1 (13) n p-1  (VI ) \ 

Figura 7.9 	
= E + E (1411-1 (B)) [P-1(%') 	(1/1_1)] = r +p. [p."' (8)] = c+(po,) (B) . 

Así*  para cualesquier B C 111'n se tiene que 

(po) (13) = iuf {(p#') (W) : W es abierto y A C 	. 
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En forma análoga se demuestra que si W es un abierto en llini entonces 
(PO) (W) = sup «poi) [F] : F es compacto en 	F C W1. Así, las condi- 
ciones (4) se satisfacen. Ahora como (O, o p)#  µ = p,[p-I o 071] = (po) 071  
entonces 0, es p#µ-medible, luego 

(po) = 	(x) d (poi) (x) = f (0, o p) (x) dp, (x) 

= f 03 [P (x)] (44 (z)  = 

Por lo tanto 

I I, (PO) (P) = IffIIp (x - 011' dP (y)(4 (x)dv (p) 

y usando el teorema de Fubini y el Lema 6 del capitulo 5 se tendrá, 

ff e it x — yr' dµ (y) dµ (x) = cI, (i.z) 

1 y como [03 (K)]-1  = inf 1, (µ) se sigue el resultado deseado.° 

Lema 13 Si 0<s<ol,EC 1R4  y C, (E) > O entonces existe un subconjunto 
de Borel Q C C" (n, m.), independiente de cp tal que 9 (q) = O y C, [p (E)] > O, 
para todo p E 0* (n, m) `Q. 

Demostración: Tomemos un compacto K C E tal que C, (K) > O. Dicho 
K existe ya que C, (E) > O y por definición de s-capacidad C,. Afirmamos 
que el conjunto 

Q = (p E Oe  (n, rn) C, [p (K)] = 

tiene las propiedades requeridas. En efecto, bajo estas condiciones, por el lema 
anterior tendremos que fQ  0, [p (K)]"1  dwp < cC, (K)"' < oo, lo cual solo es 
posible si (p (Q) = O. Por otro lado como 

C, [p (E)] = sup (0, (K') : K' C p (E), K'-compacto). 

y en particular con el conjunto K tomado inicialmente 0, (K)] > O, para 
cualesquier p E O" (n, m) \ q y p (K) C p (E), entonces C, [p (E)] > O para 
todo p E O* (n, m) \ Q,C1 

Observemos que la condición 0, (E) > O implica s < dim H  (E). Enun-
ciemos ahora el segundo de los resultados principales de este capitulo. Recorde-
mos que n y m son enteros tales que O < rn < n, y cv es un real tal que 
O < oi < tn 

Kr (Vi buil 

Figura 7.10 

Teorema 14 Si E es un conjunto de Borel de IR" y dim H (E) < a, entonces 
existe un conjunto de Borel Q C O" (n, m), independiente de (p, tal que (Q) = 
O y dim H [13 (E)] = di111 K  [E] para todo p E O* (n, m)1 Q. 
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Demostración: Sea si = dim fi (E) — 11 j, para j = 1,'2, ... (ver Figura 
7.11), entonces por el Corolario 7 C,, (E) > O, luego por el lema anterior existe 
un conjunto de Borel Qi C O" (n, in), independiente de cp, tal que 9(Q i) = O 
y ea, (p (E)1 > O para todo p E O* (n, m) Q. Definimos ahora Q = U7t 1 Q 
entonces Q satisface las propiedades deseadas. En efecto, obviamente Q es 
boreliano e independiente de (,o. Además 9(Q) = O, ya que 9 es aditiva: 
w(Q) < Es  9 (Qi) = O. Por último, para cualesquier p E O' (n, rn) \ Q ten-
dremos que 

dim K [19 (E)] = sup : C, [19 (E)] > O} 

dimH(E) 

Figura 7.11 

= ilim {si = dim i f  (E) — — } dim ft (E). O 
-4e0  

Por el Lema 3 del capitulo 5 este teorema es válido en particular para 
= m y 9 = 19: 

S4 
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CAPITULO8 

INTERSECCION CON SUBESPACIOS 



8. INTERSECCIÓN CON SUBESPACIOS 

En este capitulo examinaremos la intersección de conjuntos s-dimensionales con 
subespacios atines rn-dimensionales de 	SixEllOyACIR" denotaremos 
por .7-, (A) la x-traalación {y E 11in t y 	E A} de A. 

Lema 1 Sean F un conjunto compacto en 111" y x E F. Supongamos que para 
todo valor de r E IR y 113-casi toda x E F, 1/4n-in)  (IP [F, x, V) es una función 
medible no-negativa de V E G (n, m) con respecto a Yrt,rn • Sean p y q números 
reales positivos y supongamos además 

(i) que para todo V E G(n, m) y 113-casi toda x E F 

tg"—m) (113  iF, x, V)  

es no-decreciente con respecto a r, y 

Ign—m) (Hs 	x, V)  ti7n,ny = (rq) 
rt 

cuando r 	0+ para Ha-casi toda x E F, y donde O (rq) nos indica que 
la integral es de orden rq. 

Entonces 
I 
	Y'(" m)  (118 IF x

' 
 V) 

day„,„Y = 
-.0+ 	rt 

para H'-casi toda x E F. 

Demostración: De (ii) existe M > O y ko E IN tal que 

tj)11 ;"')  (if  ' 	x , V) 
d-yn,,, V <2-4 'M 

(2--4)t  

si k > ko, para 113-casi toda. x E F, luego entonces 

f 	11).2';';' )  (11' LF, x,  V) 
d'Yn,m11  = E 2kttpl.i)(11 LF, x,V)dy„,,,V 

;0=1 	(2—k)t 	 h=i 

oo < 
00 1 

( )k  
< M 

29 

ya que O < 2-9 < 1 para cualesquier q > 0. La igualdad anterior es conse-
cuencia del Teorema de convergencia monótona ya que para cada natural le, 
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2"1, ":",,"1.)  ( 	, a, V) es una función medible no-negativa de V con respecto 

a y„,„,„ Así 

/ E 2140117m) (in IP, x, V) ily„,,„V < u0 
k= 

de donde 

E 2httpIT.,.-,-)(Ir [F, x, 	< 00 
k=1 

para casi todo V E G (n, rn) con respecto a -y„,„,. De aquí que 

k —roo 
lim 2kt i/41.7")  (11' 	x, V) = O 

	
(8.1) 

para casi todo V E G (n, ni). 
Supongamos ahora que r es cualquier número real tal que O < r < 1, y sea 

k el natural para el cual 2-(k+1) < r < rk, de aquí que 

	

[2-(k+111 01".-m) (113 1F,  x) V) 	1/4"-m) (113  [Ft V)  r r t 	 rt 

además con la hipótesis (i) 

<
x, V) 

2-ht 

de donde para todo V E G (n, in) 

Oln-m)  (H' 	x , V) 	P 	(Hl [F,  x,  V) 

rt 
	

2—ht  

ahora, esta desigualdad junto con (8.1) y ya que 0 < r < rk nos lleva a que 

	

(1"-m) 	[F,  x,  V) 
lim = 

r--1o+ 	rt 

para casi todo V E G (n, ni), de donde 

J ITj iln-T7L) x 	V  dy„,,, V = 
r -o+ 

4 

para casi toda x E F.O 

Lema 2 Supongamos que E es un subconjunto de IR" con O < /I' (E) < oo , 
t>0yVEG(n,m), Si 111 (E n r„ (V)) = 0 para toda a E 	entonces 

^1,(n-m) (Ha [E, x, V) = co  
link 

r 

para H'-casi toda x E E. 
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Demostración: Ya que 

1/4"-m)  (IP [E, x,   V) = 	6"'" ( LE) ({y E B (x, r) : dist (x - y, V) 5 6}) 
8-4+ 

entonces el resultado del teorema que deseamos probar puede expresarse corno 

r-L6'n"" IP (E n {y E B (x, r) : dist (x - y, V) < 6}) = 00 
r-40+6_40+ 

para IP-casi toda x E E. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que E 
es un conjunto acotado. Además, para simplificar la notación supongamos que 
V E G (n, m) es de la forma 

V = {(x1, x2, . , xn) : xi  = . . = xn_m  = O; xi E IR para i = n - m + 1, ..., 71,} 

y que el conjunto de puntos (x1, 	, xn) E E son tales que O < xi < 1 para 
i = 1, . , n - m. Supongamos que cv > O y pe > O son arbitrarios, y denotemos 
por E1  = 	(cv, frz) el conjunto de puntos x = (x1, 	xn) de E tales que 

sup linl r-t6m-nHs (E n ly E B (x, r) : dist (x - y, V) 5 6)) < a. (8.2) 
r<, 6-4+ 

Demostraremos que IP (E1) = 0. 
Ahora, como O < 1f 3  (E) < ao, entonces existe un conjunto cerrado F1 C  El  

tal que 

	

(E1) < 	(Fi) . 
2 	- 

Sean 11,12, . 	intervalos en los ejes xi, x2, . , . xn-
entonces denotamos 

(8.3) 

respectivamente, 

S (1) = «xl, 	xn,): x¿ E h, i = 	771; Z1 E IR, j = - 171+ 	n} 

. Ahora, debe existir un punto (ea , 	, en„, O, ..., O) en al cubo cerrado 

u = {(x1, 	xn) : O < 	< 1, 2 = 1, 	n - un; 	= • • • = xn  = 
(8.4) 

y una sucesión de cubos cerrados de la misma forma u,. r = 1, 2, ... tales que 
(6 , 	, 	O, 	, O) E ur , para r = 1, 2, . , 

hm L("-rn )  (lir ) = 0 	 (8.5) 
f -400 

Y 
{L(' -m)  001-1  IP [F1  n S (u,)] > IP (F1) 	 (8.6) 

para r = 1, 2, .... 

	

Denotemos a = 	, er,„„ O, 	O, Ahora, el conjunto F1  n 7-, (V) es 
cerrado y acotado, y por lo tanto compacto en IRn. Por hipótesis H3  [E n r (v)] = 
O para cualesquier a E IR" y V E G (n, m), y como además F1  C E, entonces 
111(F1  n r, (V)) = O. Por lo tanto, dado e > O, podernos encontrar una sucesión 
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Ur 

Figura 8.1 

finita de cubos abiertos K j = 1, ..., p en r„ (V), de forma tal que (ver Figura 
t ( V ) 	 8.1) 

n r., (V) C. U K 

E Kit < 6, 

E 	< 6 
J.1 

Y 
IK1I< 	 1,...,p.  

Para cada cubo Ki denotemos por 71( Ki) el producto cartesiano de Ki con 
los ejes 	xy,„,. Ya que se tiene una, cantidad finita de cubos abiertos Ki 
que satisfacen (8.7) y Fi  es cerrado, entonces de (8.5) existe un natural N, tal 
que si r > N, entonces (ver Figura 8.2) 

(8.7) 

(8,8) 

(8.9) 

(8.10) 

88 

	

n S (ur) c 11  T (K3 ) n s (ur ). 	 (8.11) 
jcl 

Ahora, de (8.6) junto con (8.11) 

L("'" ) (u,) H' (F1) < IP [F1  n S (u,)] 

113  {Fi  n 	T (Ki) n s (ur) 	{ 	n 7' (Ki ) n S (u, )1} 
J=1. 	 J.1  

< E /I' 	n T (Ni ) n 5( 4)]. 	 (8.12) 
i=1 

Ahora, para cada j y r, T (Ki) n S (tu,) es un 'rectángulo' en IR" de 'base' 
L(n-m) 	y (u,) 'altura' L'n (K 	Asi, para todo x = (x1, . , xn) E Fi tenemos 

de (8.2) y (8.10) que 

in .5'n 	[E n (y E B(x,IK ;I) : dist (x - y, V) < 	< 111'11 (8.13) 
6-•0+ 

para j = 1, 2, 	, p, 
Por otro lado, veamos que de (8.2) podemos obtener la siguiente desigualdad 

para todo natural r = 1, 2, ... 

[1,("'"` )  (u, )1-1  H' [F1  n T (K;) n S (ti,)] < 2"-"' cv K;l t 	(8.14) 

j = 1, 2 ... , p. Demostraremos esta desigualdad suponiendo lo contrario. En-

tonces, supongamos que para algún natural ro  la desigualdad (8.14) no se sat-

isface. Para simplificar la notación denotaremos dicho cubo cerrado u,0  como 

J. Asi 

[L(n-m) 	H' 	n T (Ki)n (J)] < 2"-rr<<YIA-
;I`. 	(8.15) 
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{ De acuerdo a (8.4) J = 	xi , . . . , x„...VIL , O, ... , O : O < xi < 1, i = 1, . , . , n — 17/ 

rb•componentes 
Ahora dividamos J en 2"-m subcubos cerrados y congruentes es decir, sub-
cubos de la forma (Ir , ... , /„_,„, O, ..., O) donde /i E { [O, ti , [51:, 1] }, i = 
1, , , ., n— n/. Denotaremos a dichos subcubos de J como Jq, q = 1, 2, ... , 2"-m. 
Asi 

2n-1n 

J = 	jci 
/1=1  

de donde 

S (J) = US(Jq) 

y entonces para j = 1, 	, p 

n T (K,i) n S (J) = U[Fi  n T (Ki) n S (Jq )] 

y aplicando la s-medida de Hausdorff obtendremos 

2n—m 
IP [Fi  n T (Ki) n S (J)] < E H. [Fi  n T (Ki) n s (J,)] , 	= 1, , p 

q=1 

que junto con (8.15) tendremos 

E H' [F1 n T (K n S (41> 2"-malK1l t  L("-m) (J) 	(8.16) 
q=1 

para j = I, , p. Ya que cada sumando en el lado izquierdo de la anterior de- 
sigualdad es no-negativo, entonces al menos uno de dichos sumandos, digamos 
q = 1, debe ser mayor . o igual que 

2n-malK1l t  PL.-Y") (J) 

2n—ni  

es decir 
IP [FI  n T (Ki) n s(Ji)] > !Kil t  L("—m)  (J) 

y de acuerdo a la definición de las Jq, se tiene 

L("—r1)  (J) = V ol("-")  (J) = 2'"Vol (J1) = 2n—m/P1—`4)  (J1) 

por lo que 

	

[FI  n 'r (1(1) n s (41 > r-mtk Ki L(n—m) (J1)) 	= 	)11  

Anlogamente, dividamos J1  en 2n.." subcubos cerrados y congruentes, y de-
notemos por J2  aquel que satisface 

IP 	n (K n s(J,)] > 2.-rncy 	L(n—m)  (J2), 	= 
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1 	dist(zi- y, v) 

To(jIn SPui t nK 

13(zi  , IKil ) 

Figura 8.3 

e 
e 
e 

Procediendo en esta forma obtendremos una sucesión decreciente {Ju r, 1  de 
subcubos de J tales que 

= 
	

(8.17) 

Y 
[L("-m)  (.1,i)1-'  IP [FI  n 7' (Ki) n 8 (Ja)] > 2"-̀5.v I Kij' 	(8.18) 

para u = 1, 2, ...; j = 1, , 	p. 
Ya que los Ki son una cantidad finita de cubos abiertos que satisfacen 

(8.7), tendremos que para cada j = 1, 	p y u = 1, 2, 	los conjuntos F1  n 
T (Ki)nS (Ja) son compactos y por (8.18) son no-vacios. Asi, por (8.17) forman 
una sucesión decreciente de conjuntos compactos y no-vacios encajados, luego 
entonces por propiedad de compacidad para cada .1 = 1, 	p existe un punto 
zj E re_l  [F1  n T (K j) n S (J„)]. Denotemos mediante 8„ la longitud de una 
de las aristas del cubo 	entonces L('-m) (Ja) = V ol(n-"L )  (J,i) = Sr". 

Por otro lado, para j = 1, 	,p se tiene que para toda u = 1, 2, 

{y E B (z1, Al) : dist (5 - y, V) < 8u} j T (K1) n .9 (J„) 

(ver Figura 8.3), y como E 3 F1 

E n {y E B 	: dist (5 - y, V) < 6,4 3 Fl  n 7' (K;) n S (J„) 

que junto con (8.18) obtendremos, para cada j = 1, 	p y toda u = 1, 2 

[L("'"") (Ja )1-1 	[E n ly E B (zi,11(i i) dist (5 — y , V) 5. 6,4 11 k. 	Kjlt  

Ahora, ii("-"") (Ja) = e,n), y como la. desigualdad anterior es válida para 
toda u, entonces 

lim 5"'" IP [E n ly E B (zi ,1K11) : dist (.5 — y, V) < 	2'nev !Kil t  > u->,..> u 
(8.19) 
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para j = 1, 	p. Ahora, para cualquier O < S < 61, existe un natural u tal que 
< 6 < 25„ debido a (8.17). Así, de 6„ < 6 se tiene que 

{y E 8 (zi,1Kil) : dist (2'1 - y, V) 5 61 D {y E B(z1, IKii) dist (z1  - y, V) 5 Sul 

y de 1/8„ < 2/8 junto con (8.19) 

2n-mr-n11' [E n {y E B (zi,1K11) dist (zi - y, V) 5_ 61]?.. 2n mc IK , 
6-.0+ 

para j = 1, ...,p, o bien 

im 	Ha [En {y E B (z 1,110 dist (z1  - y, V) 5 SE?. a (Kil t , 	= 1, ...,p, 
5.0+ 

	

pero ésto contradice (8.13) ya que zi E F1  para toda j = 1, 	Por lo tanto 
(8.14) es verdadero, que junto con (8.9) 

E H' [F1  n T (K1)  n S (uf)] < 2nmaL(n-m)  (ur ) !Kil t  
i=1 

	

	 J=1 

< 2'morL(n-m) (u,) e. 

Además, L(n-m)(Ur) > O por lo que usando (8.12) se tiene IP (Fa ) < 2n-" e, 
lo cual es válido para todo e > O, de aquí que H' (F1) = O y entonces de (8.3) 

(E1) = O. Por lo tanto de (8.2), para H'-casi todo x E E 

	

sup l 	r'8" -̀"H' [En {y E B (x, r) : dist (x - y, V) 5_ 8}1 
< 

y como a > 0 y /‹.>0 se tomaron arbitrarios el lema queda dernostrado.E1 

Leina 3 Si 0<u<s,EC IR" y H' (E) < oo, entonces 

1Ix - yr (111'y < 2' 3  
r-. 0+ 

	

	 - 
BOli(x,r) 

para H'-casi toda x E IR", 

Demostración: Sea x E En y r > O. Como IP (En B (x, r)) < oo y 
< lix - yil < r para cualesquier y E EnB(x, r), entonces aplicando el Lema 

5 del capitulo 5 

IIX - 	a' y = p""dir {y E En B (x, p) : lix yll p} 

	

EnB(x,r) 	 0 

r 

= I p-"d1P (En B (x, p)} 
o 
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e integrando por partes, con 

« = p-" 	dfl = 	{E n B (x, p)} 
dux = 	p 	= IP {E n B (x, p)} 

de la última integral tendremos 

= [p""111  {E n B (x, p)}1P=0  + u I p-""' .1P {E n B (x, p)} dll  p 
o 

H'{E n B (x, r)} - 	p-"H' lEnB(x,p)1+ 

+u I 	fía (E n B (x, p))dr.  p 
o 

y usando propiedades de densidad, Corolario 6 del capitulo 6, 

< r-" H' {E n B(x, r)} + u I p.-ti-1 rrs u 	lEn B (x, p)fdLI p. 
o 

Mediante esta desigualdad y tomando r > O arbitraio tendremos 

Ilx - yr dH* y 
EnI3(x,r) 

n B (x,r)} + ur"-' p' 1111 	n B (x, p)} dLi  p 
o 

y nuevamente por el Corolario 6 del capitulo 6 

	

< 2' + ur"-' p-1  (2p)* dr p, 	para H'-casi toda z E E, 
o 

	

= 2' + ur"-32' 	 p 
o 

y ya que s - u - 1 -1 

r 

= 2' + uru—'23  I p 	= 2' + uru—s2j  
s — u p=o 	8 — u r  

=2' 
8 — U 

Lema 4 Si E es un subconjunto H'-medible de En  O < H' (E) < oo, en- 
tonces 

dir n IdE n rx  (V)] s + m — n 

para //' x ¡y„,„,-casi toda (x, V) E E x G (n, m). 
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Demostración: Es suficiente demostrar el teorema para un subconjunto 
compacto arbitrario F de E, y naturalmente para s + in - n > O. Sea O < t < 
s +7n - n. Denotemos 

f (x, V) =17 r-ttbrm [113  [F, x, V] 
r-40+ 

para (x, V) E En  x G (n, m). Entonces si las condiciones (i) y (ü) del Lema 1 
las satisface esta función f tendremos que 

	

f (x, V) d'yn,„,V = 0 	 (8.20) 

para 1P-casi toda x E F. Veamos entonces que dichas condiciones efectiva-
mente f las satisface. Del Lema 9 del capitulo 5 

I,br' [IP [F, x, V] dy„,,,V < b 	- yr" M'y 

F 	 Frill(x,r) 

y como s > n - m usando lema anterior para r > O arbitrario tendremos que 

b'sr'4"-n 
"s+m-n 

para Ha-casi toda x E IR". Por lo tanto 

0--771 [Ha  LF, z,  V] 	< bfars+m-n-t 

rt s+m- n 
F 

lo cual nos dice que la integral de la izquierda es del orden de rq, con q = 
s+m- n-t > 0. Además como 

,j,;"-m)  [H' [F, x, V] = las,06"'" {y E B 	r) dist (x - y, V) .í.". 

entonces >g"—m)  es no decreciente con respecto a r, y si tomarnos además un 
real positivo p > t entonces rP-t también es no decreciente con respecto a r. 
As( las condiciones (i) y (ii) del Lema 1 se satisfacen por lo que efectivamente 
la igualdad (8.20) se satisface. 

Por los resultados del capitulo 5, (comentario antes del Lema 8), sabemos 
que tfirm [Ha [F, x, V] es una función Borel medible en En x En x O (n, m). 
Entonces por el teorema de Fubini y como Ha (F) < oo 

f (x, V) 	xd-y„,„,V = f f f (x, V) dy„,„,,V 	x = 0. 	(121) 

Apliquemos ahora el Lema 2 de este capitulo al conjunto 

Ev = {x E F Lit [F n rx  (V)] = O} 
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IR" 

Figura 0.4 

para V E G(n,m), entonces f (x, V) = oo para IP-casi toda x E Ev. De aquí 
que por (8,21), II' (Ev) = O para ry„,,,,-casi todo V E O (n, Tn). Ahora el con-
junto {(x, V) : x E Ev} es H 3  x y, ,,,,-medible (ver Teorema 6.1 del Mútila), 
y por el Teorema de Fubini (II' x 	{(x, V) x E Ev} = 0. Por lo tanto 
IP(F n (V)1> O para (II' x 	todo (x, V) E F x O (n, rn). Y como 
ésto es valido para cualesquier t tal que 0 < t < s + m - n, entonces 

dim H [F n rz  (V)] s + - n 

para (II' x y„,,n)-casi todo (x, V) E F x G (n, rn) .0 

Lema 5 Supongamos que r > 0 y s > O, x E gin, E C 11In y Efa (E) < oo. 

s > 71 — 

f. 
 
1/'+'`n HE\ B (x, r)] n rx  (V)} d yn,mV C errn-'91' [E \ B (x, r)] 

donde e es una constante que solamente depende de n, m y s. 

Si s < n - /71, 

[E\ B(x, r)] n (V) = 

para -1,,,„,-casi todo V E G(n, m). 

Demostración: De acuerdo a la definición de la medida esférica s-dimensional 
S', dado cualesquier entero positivo k existe una familia de bolas cerradas en 

{Bk.}ci°_1, tal que 

94 

E\B(x,r)CUBk,iCR"\B(x,D 	 (8.22) 
i=1 

(ver Figura 8.4), y 

2' E "ir < SI [E\ B (x, r)] + —
k 

pero ya que S' < 2' II', dicha desigualdad se puede expresar como 

1 
' 

<
k  

[E\ B (x, r)1 + - 	 (8.23) 
i=i 

además las bolas pueden escogerse tal que 

Bkoi  < 
(8.24) 

Ahora, sea Bic,¡ una de estas bolas con centro en un punto w E E", entonces 

'Yno {V E G (n, m) : Bk,i n rx  (V) 
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= Ythrn {V E G (n, m) : dist (u) - x, V) < 1131221} 

(ver Figura 8.5), lo cual se obtiene al trasladar simplemente el origen de coor-
denadas al punto x, además 

< 	{V G (n, m) dist (10 - x, V) :5 Bk il} 

y usando el Lema 4 del capitulo 5, existe una constante e3  que depende de n y 
m, y tal que 

C3 	 1tu x im—rt 

Ahora, como toda Bk,¡ C 	B (x,1) entonces litu - xli > 1 de donde 
li w  _ xrn < 2n-mrm-n ya que n > m, por lo que se sigue 

< C3  1"irm 2n-mrm-n. 	 (8.25) 

Ahora, si s > n - m, entonces IBki n Tx  (V)I94"-n < 1/3401'.1.m-n, y con-
siderando el diámetro Iei = O tendremos que 

rl rs (V)r-m-n din" V 

IBk,irm-n din" {V E G (n, m) Bki n rz  (V) O} 

y por (8.25) 

< IBk'ili+m-n C3  I Bkiiin-rn 2n-mr,71.-n = c3 	2"-pnrm-n. 	(8.26) 

Además, el integrando no-negativo IBki j rl Tx  (V)134"--n es continuo con re-
specto a V y por lo tanto medible con respecto a 7„,„,. Entonces, sumando 
sobre i = 1,2, ... y empleando el lema de Fatou 

1. 
 
4-+c° id1 
ha E I Bk ,i  n r (V)13+m-ndyn,,,V = J hiI E iBh,i n Tx  (V)rn-n clyno,V 

co 	 oo 

5 hi j.  E IBk,i n (V)r-n 
4"-"' i=1 
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y por el teorema de convergencia monótona, (8.26) y (8.23) 

00 
< han E fiBk,in rx (v)is÷m-n dry„,,,,V G  hin E c3 If3h,i13 2n-mrm-n 

/4-41' i=1 	 i=1 

e32"-mr"'" lim 23  {H3  [E \ B (x, r)] -k-} 
k-+w 

= c32n-nyn-n2s ir [E \ B (x,  r)] 
	 (8.27) 

Ahora, por (8.22) y de acuerdo a la definición de la medida de Hausdorff 

Fr+m-n  {[E \ B (x, r)] n (v")} <Wn E 	n ri  (17)131"-n  
k-.00 i=1 

Y como f" f (u) < f* g (u) si f (u) < g (u) c.d.q. entonces esta última desigual-
dad junto con (8.27) nos dará 

1P+rn-n  1[E\ B (x,r)] n (V)} dry,,, (V) 

51 
 * 	co 
hl E 1B4,$ 	(V)rm-" dry„,,, V 
k-400 

c32n-m.rm-'2'ff [E \ B (34 r)] = e (n, rn, s) 	II' [E \ B (x, r)] 

con lo cual queda demostrada la primer afirmación. 
Demostremos ahora el caso en que s < n — m. De acuerdo a (8.22), para 

k = 1,2,... 

ry„,„, {V E G (n, in) [E\ B (x,r)]n rx  (V) # 0) 

Yn im {V E G (n, in) U 	n rx(v) O} 
i=1 

00 
< E ryn,m {V E G(n, n'O : Bk,i n T.. (V) 0} 

i=1 

y por (8.25) 

	

5. E 	2n-mrm-n = e32n-mrm-n E  "in-m 

	

i=1 	 i=1 

00 
= c32n-rnrm-n E  IBk,i is 

i=1 

y usando (8.24) con n — ni — s > O tendremos 

1 )n-m-3 oo 
c32n-mr,n-n 	E 
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1)n-'4-3  23 {Ha (E\ B (x, r)) /1  < e32n- ,1 "Lrm-n kk7  

de acuerdo a (8.23), y haciendo tender k a infinito tendremos que si s < n- 
entonces 

\ n—tn—s 

re) 	
--+ 0, 

de donde [E \ B (x, r)] n rx  (V) = O para -y„,„,-casi todo V E G (n, m) .0 

Veamos ahora un importante caso particular de este teorema. Asimismo 
aplicaremos dicho teorema para determinar cuando es posible obtener la de-
sigualdad opuesta en el Lema 4. 

Teorema 6 Si s < n - m, x E En, E c IRn  y 118  (E) < oo entonces, 

[E \ {x}] n rx  (V) = O 

para .y„,„,-easi todo V E G (n, m). 

Teorema 7 Sis > n rn y E es un conjunto de Borel en IRn  tal que O < 
H' (E) < oo, entonces 

dim [Enrx (V)]=s+m- n 

y 
11'1"-n [E n rx  (V )] < oo 

para FP x In,m-casi todo (x, V) E E x G (n, rn) , 

Demostración: Sean x E IR" y O < 5 < r. Sea 6 = Pi, P2, 	= r 
una partición en subintervalos iguales del intervalo [6, r]. Ahora, aplicando el 
Teorema 5 para el conjunto EnB (x, pi+i), obtendremos, ya que En B (x, pi+i)n 
B (x, pi) = E n B (x, pi) y M \ B (x, pi) = M \ [M n B (x, pi)], que 

""" (([E n B (x, pi4.1)] \ [E n B (x, pi)]) n r. (V)} d-y„,„,V 

cpr" IP {[E n B (x, pi+1)]\[E n B (x, pi)]} 

para i = 1, 2, , k - 1. Tomando la sumatoria finita para i = 1, 	- 1 en 
ambos lados de esta desigualdad obtendremos 

I E IP+m-n {([E n B (x, pi+i )] \ [E n B (x, pi)]) n rx (V)} 
i=i 

k-1 
< e E p,"-" H' 1[E n B (x, pi+i)]\ [E n B pi)]} 

i.1 
y como pi  = 6 y pi, = r 

1. 
 
11 34"-n 	n B (x, r)] \ [E n B (x, 6)]) n rs  (V)} dry„,,,V 
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k-1 
< eE prn {(E n B Pi+i)}\ [E n B (x, pi)]} 

i=1 

Si hacemos ahora tender k 	oo, el lado derecho de la anterior desigualdad 
resulta ser una integral de Riemaiiii-Stieltjes, es decir 

111*"'" «[E n B (x, r)] \ [E n B ( 5)]) n rx  (V)} dyn,,,V 

< J pin-ndifs {En B (x, p)} . 	 (8.28) 

1=6  

Integrando el lado derecho por partes mediante 

= p/11../& 
	

dv = dlIs {E n B (x, p)} 
= 	n) prn-n-JdLI p 
	

//' {En B (x, p)} 

obtendremos 

pm-" dir {E n B (x, p)} 

P=6  

= pr'n HI n B (x, p)Irp=6  - ( m n) p'111' {E n B (x, p)} dLi  p 

P=6  

= rm-'111  1E n B (z,r)} - 6'113  (E n 8 (x,5)} + 
r 

(n  - m) f Pm-n-1 H {E n B(z,p)}dLip 

P=6  

y como > O 

< r'n'n IP {E n B (x,r)} + - rn) pm-n-1115  (E n B (x, p) } dLi p 

p=i5 

que junto con (8,28) 

1* 11-3+rn-n 	n B (x, r)] \ [E n (x,(5)]) n (V)} dry„,,V 

	

< cr rn-n H' {E n B r)} + e (n 	 (En 8 (x, p)} d1,1  p. 

P=6  

El integrando del lado izquierdo de esta desigualdad es una función no-creciente 
de 6, por lo que al hacer tender d -, O en ambos lados de la desigualdad 

1* 
H'+►n-n {[E n B (x, r)] n Tx  (V)H-y„,,T ,V 
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cr'n {E n B (x, r)} + c (n - f pm-n-1  R3  {E n B (x, p)} dL1  p. 
o 

(8.29) 
Ahora, E n rx  (V) puede expresarse como una unión disjunta, de la forma 
En rz  (V) = {[E \ B (x, r)] n rz  (V)} U {[E n B (x, r)] n rx  (V)}, de donde por 
aditividad de la medida 

/13+" [E n (V)] 	= 

= r 11.34"-n  {[E\ B (x, r)]n rz  (V)} 	+ 

+ f 115+' {En B r) n rx  (V)} clyn,„,V 

aplicando el Lema 5 junto con (8.29) tendremos que 

< c'r'n-9/3  [E \ B (x, r)] 	[E n B (x, r)] 

+c (n m) pm-"-1113  [E n B (x, p)]d.L1  p 
o 

5 (c' + c) rm-nH' (E) + c (n - m) pm-n-1 H' [E n B (x ,  p)] p 
o 

para cualesquier x E liin y r> O, o bien 

= (c' + e) rm-n IP (E) + c (n - tn) f p'+' 	
n B(x  P)} dL1P 

o 

y por propiedades de densidad, pues O < IP (E) < oo, tendremos que 

p" 	[E n B (x, p)] < 2' 

para H'-casi toda x E E; y como s + tn n - 1 > -1 de la última expresión 
tendremos 

5 (e' + c) rin-nit' (E) + c (n - tn) 2' Iip  +M•••ri•••idli  

o 

p3+Y71-n )r  

= (e' + e) r'H' (E) + e (n - ni) 2' 
s m n 

y congoO < H'(E) < oo esta última espresión es finita para cualesquier r > O, 
en particular por ejemplo para r = 1. Mi para R'-casi toda x E E 

1. 
 
Hs+m-n {E n rz (V)} d'Inim V < oo 
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= (e' + e) rrn-n H' (E) + e (n - ni) 2' 
s + 	- n p=0 

r$4.M--11 



por lo que 

l'n,m (y E G (n, rn) 1P+"1-n {E n (V)} = 00} = o 

para IP-casi toda x E E. De aquí que para II' x yn,,,,-casi todo (x, V) E E x 
G(n, in) tengamos que .1134"-n  {E n Tx  (v)} < 00, de donde para H 3  X 
casi todo (x, V) E E x G (n, ni) 

ditn N [En -rx (V)] < s + rn — n 

que junto con el Lema 4 se obtiene la igualdad deseadan 

Cabe hacer la observación que la validez o falsedad de este teorema per-
manece abierta para el caso s = n in, 
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9. PRODUCTO CARTESIANO 

Una forma de obtener fractales 'nuevos' a partir de unos ya dados es mediante 
su producto cartesiano. Usando la definición clásica de dimensión se sabe que 
para conjunte E y F tales como curvas 'suaves', superficies o variedades k-
dimensionales dim (E x F) = dint(E)+ dim (F). Sin embargo dicha igualda 
deja de ser válida para el caso de la dimensión de Hausdorff. Sin embargo, 
veremos que en algunos casos particulares podemos obtener dicha igualdad. 

La medida de malla o de red, se usa frecuentemente junto a la medida de 
Hausdorff para obtener algunas propiedades referentes a esta última de una 
manera más sencilla, ya que como veremos ambas medidas son 'comparables'. 
En este capitulo la utilizaremos para demostrar que todo conjunto E C 	de 
Borel tal que ff' (E) = oo contiene un subconjunto compacto cuya s-medida de 
Hausdorff es finita y positiva. Asimismo la utilizaremos para obtener algunos 
resultados referentes a la medida de Hausdorff del producto cartesiano entre. 
dos conjuntos. 

En el capitulo 4 introducimos la medida de malla o de red. Veamos ahora 
la relación que guarda con la medida de ilatisdorff. 

Teorema 1 Existen constantes hn  que dependen solamente de n, tal que para 
todo E c IRn 

HI (E) < MI (E) < bnIn (E) 	 (9.1) 

si O < 5 <1, y además 

/13  (E) < M' (E) < bnll.' (E). 	 (9.2) 

Demostración: Sea O < 5 < 1. Ya que la medida de Hausdorff se toma 
sobre una clase mayor de cubiertas Hl (E) < MI (E), que es la primer de-
sigualdad de (9.1). Ahora si U es cualquier conjunto con O < lUI < 6, sea k el 
entero positivo tal que 

2-k-1  < IUI < 2-4 	 (9.3) 

y sea S un cubo binario de lado 2-4  que intersecte a U. Ahora, si consideramos 
a S junto con sus cubos binarios vecinos, entonces U estará contenido en una 
colección de 3" cubos binarios de lado 2-k y diámetro 2-V77. Subdividiendo 
cada uno de estos cubos en 2"' cubos binarios más pequeños, U está contenido 
en 6„ = 3n2"' cubos binarios de diámetro 

2-k  n2-" < 2 IUI fr-12-n 

por (9,3), y como rt < 2n-1  para todo natural 71 entonces 

< IUI < 6. 	 (9.4) 
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Ahora, sea {Ud una 8-cubierta de E con conjuntos arbitrarios. Para cada 
i tendremos que Ui C Ljjb11 ,9i.i, donde 	es una colección de bn  cubos 
binarios de diámetro a lo más 	es decir, de acuerdo a (9.4) ISiiI < 	< 8, 
Así, E c 	 y además 

co bn 	 co 6n 	a. 
E E Isiir 5 E E lux b„ E , 
i=1,•=1 	J., 	i=1 

por lo que al tomar el Mínima' sobre todas las 8-cubiertas {Ui} de E 

(-4 bn 
MI (E) < 1nl E E isiy bn lig (E) 

i=1 

lo cual demuestra (9.1). Haciendo 6 	O obtenemos (9.2).0 

Veamos dos lemas que requeriremos posteriormente en este capitulo. 

Lema 2 Sea {E1 } una sucesión decreciente de subconjuntos compactos de //1". 
Entonces, para cualesquier 6 > O 

ffl ( lira E,) > fim 1/1 (E,). 	 (9.5) 

Demostración: Tenernos que E1  3 E2 3 	Sea 	una 6-cubierta 
arbitraria de 	Ej. Para cada i, sea Vi un conjunto abierto conteniendo 
a Ui tal que 	< 2 iUd, el cual existe por ser lig regular. Denotemos por V 
al conjunto abierto ji  Vi. Afirmamos que E, C V para algún entero positivo 
j. Supongamos lo contrario, entonces {E1  \ V} es una sucesión decreciente de 
conjuntos compactos no-vacíos, la cual, por propiedad de compacidad tiene un 
conjunto limite no-vacío (firni„, EJ )\V, lo cual contradice que V 3 limi.„ Ej. 
Así, existe un entero j tal que Ej C 	Vi, es decir, Lji  Vi  es una 26-cubierta 
de E, por lo que 146  (4) 	1Vd 5  Así, por todo ésto 

00 	 CO 

2' E luir >E 	(Ei) > lira 14 6  (4) 
i=1 	 /—"50 

la última desigualdad ya que {E1 } es decreciente. El resultado se sigue ya que 
la 6-cubierta 	de 	E, se tomó arbitrariamente.° 

Por el Teorema 9, capitulo 2, de la continuidad de una medida sabemos 
que si {Ej} es cualquier sucesión creciente de subconjuntos en Iii" entonces 

M' (E1) = M' 	E1), Sin embargo, éste resultado no es válido 
para Mj, ya que ésta medida no es regular (ver Lema 12, capitulo 2), aunque 
tenemos el siguiente caso particular: 

Lema 3 Sea {E,} una sucesión creciente de subconjuntos en HM y supongamos 
que cada E1  es una unión finita de cubos binarios. Entonces 

Mh ( lim El ) = lira n(E1 ). 
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Demostración: Denotemos E = Gm1 E1  = Ui Ej. Ya que Alg (Ej) < 
MI (E) para toda j, es suficiente demostrar que MI (E) < limi n(4) para 
el caso en que fi% Mg (E1) < oo. Como Ej es una unión finita de cubos 
binarios, el infimum al tornar MI (E1) se alcanza por alguna colección finita 
disjunta de cubos binarios, ésto por la propiedad de red que tienen los cubos 
binarios. Supongamos que para cada j, Si  es dicha 6-cubierta finita de 
luego entonces 

E 	= Má (E1). 	 (9.6) 
CES¡  

Supongamos además, también para cada j, que no existe otra 6-cubierta de 
El  que satisfaga (9.6) y que tenga una menor cantidad de cubos binarios a la 
de Si. (4)Afirmamos que si S E Si entonces existe T E Si+i tal que S C T. 
En efecto, si S E Si, entonces S debe contener un punto de EJ. Este punto 
también estará en E14.1  y así en algún T E Si+1. Por la propiedad de red se 
tendrá que oScTo bien T C S. Con la primer contención estaría probada la 
afirmación, luego supongamos que T es un subconjunto propio de S, entonces 
podremos hacer cualquiera de los dos casos siguientes: (a) reemplazar S por 
los cubos de Si+1  que están contenidos en S para reducir Efes!  ICIs y además 

tendríamos que S C T; o bien, (b) reemplazar los cubos de Si4.1  que están 
contenidos en S por el mismo cubo simple S, y así S = T, para reducir, ya sea 
EcEsi+. ler —en el caso de que existan traslapes en 	o bien reducir 
el número de términos en esta suma —y que tengan las propiedades como en 
(9.6)—. Esto prueba la afirmación (4). 

Sea {C1, C2, —I el conjunto de cubos binarios que se obtienen de U.72.1  S1  al 
excluir cualquier cubo contenido en algún otro cubo de la colección, de donde 
dichos conjuntos serán disjuntos dos a dos. Entonces E;  c Ur2.1  CO para toda 
j, y corno E = UjEi entonces E C Uit1 eh y así por definición de MI 

00 

Mj (E) 5 E 	 (9.7) 
i=i 

Pero para .cada cubo 	Ci pertenece a S1 para j suficientemente grande, 
de acuerdo a (4). Así, dado k, podemos encontrar j (k) tal que los cubos 
Cl, C2, . , Ch  estén todos en S j(k), Usando (9.7) y (9.6) obtendremos que 

00 

mg (E) < lim E icir < lim E 	= Fun M5 (4(4)) < fim MI (Ej.) 
k-,0G 	 15--• 00 

= 1 	 CES   i(k) 

y el lema queda demostrado.0 

9.1 	Subconjuntos de medida finita 

En los teoremas siguientes veremos que existen una gran variedad de s-conjuntos. 
De hecho veremos que dado cualquier conjunto de Borel con .113  (E) > O pode- 

SUBCONJUNTOS DE MEDIDA FINITA 
	

103 



mos encontrar un subconjunto compacto F de E tal que O < 	(F) < oo. 

Teorema 4 Sea E un subconjunto cerrado de 11?" con 113 (E) = oo. 

(i) Sea e > O, entonces existe un subconjunto compacto F de E tal que 
.H' (F) = e. 

(ii) Existe un subconjunto compacto F de E tal que E' (F) > O y 

H 3  [B (x,r)nil < br', 	x E 1Rn, r < 1 

para alguna constante b. 

Figura 9.1 

Demostración: (i) Sea e > O. Supongamos que E es cerrado y acotado en 
y E' (E) = co. Del Teorema 1 M' (E) = co por lo que existe un entero 

mo  tal que 
2'eb„ 	 (9.8) 

siendo b„ la constante del Teorema 1. 
Definiremos inductivamente una sucesión decreciente lEhrklme  de subcon-

juntos cerrados de E: sea B,„, = E. Para k > mo, definiremos .44.1  mediante 
su intersección con cada cubo binario de diámetro 2'1'4, y por lo tanto de 
lado rk. Sea 1 cualesquier cubo binario de diámetro 2-Vri, entonces (ver 
Figura 9.1): Caso (a): si 

MI-(k+1),fi[Ek n 1] < 2-4n3 /2  = 111' 	 (9.9) 

definimos Ek+1 n 1= Eh n / entonces 

Mp( h+1),F, [Ek+i n i] = 	n JI 

2
- (k+1) 

ya que al considerar 	en realidad los únicos cubos binarios de más 
que estamos considerando para cubrir a Eh  n 1, y que no se consideran en 
M2-0,4.0‘F,,, es únicamente 1 mismo. De aquí que si n_(„+,),_„ < 1/1' entonces 

= no.4.1) sx  ya que la única cubierta de más de A44,4  nos da un 
valor mayor a cualesquiera de los de /14..(k+, ) . Y si MPk+i)vz  = III. entonces 
como la cubierta formada únicamente por 1 está en IT,vp-, y es igual a 1/13  

volverían a ser iguales. Por esto y (9.9) 

M2-(k+1) \g[Ek+1 n = 111,1- k  [Ek  n < 2-34n312  = 	, 	(9.10) 

Caso (b): Si 

An-( k+i ),/z[Ek n /] > 2-'k r11/2  =1/1' 	 (9.11) 

entonces definimos Eh+1  n 1 que sea un subconjunto compacto de Eh n / tal 
que 

[Ek+i n = 
	

(9.12) 
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Dicho compacto existe ya que 	[4+1  n 1 n A] donde 

A = {(-co,00) x 	x (-co,00) x (-oo,u1 C IR" 

es continua con respecto a u. Ahora como Mp,+,,,F, [Eh  n > III' entonces al 

considerar Als 	la única cubierta mínima no considerada en 11/ 4  2-kvz, 	 2-(k+1) F. es 
{/} la constituida únicamente por I. Y como EsEui 	= 1/1s, por (9.11) ésta 
será la cubierta mínima tal que n,in-[Ek  n 1] = 	= 2-'kus/2. Entonces 
por (9.12) 

111-(k+1)ji[Ek+1 n = 	n = 2-31,„3/2. 	(9.13) 

Asi, para ambos casos (a) y (b) la desigualdad (9.10) es válida. Como E es 
acotado podemos tomar la suma sobre todos los cubos biliarios I de diámetro 

para calcular M.1_, z  y n_(,41 ),, de be estar en uno de los cubos binarios 1 
y ya que cualquier cubo binario que se utilice en alguna de las cubiertas 

de diámetro 2-Vil, tendremos que (9.13) implica 

	

)14.--(k+i)z [E1,14] = n-k,` [Ek] 
	

para k > mo. 

Iterando obtendremos 

[Eh] = 111-mo "FL [Emo] 	para k > mo. 	(9.14) 

Sea 1 un cubo binario de diámetro 2-Y1. Si mo  < k < r entonces por la 
construcción de {Eh}, E, C Ek+1, por lo que usando la monotonía de .114 y 
aplicando (930) 

Mpk.4.,)fil 	n 	< Af1-( k+i ),¡-,[Eh+1 n /] < 2-3151.3/2 . 	(9.15) 

llagamos el análisis siguiente: al calcular 114_,,,AT [Ed se utilizan cubiertas 

constituidas por cubos binarios de diámetro a lo más 2-Vi. En particular, 
cuando se utiliza un cubo binario 1 de diámetro exactamente 2-kiri, ya que MI 
se evalúa sobre cubos binarios, tendremos que n_„,, [E, n 1] < 	= 
1/13 . Pero por (9.15) Mp(4,) in.- [E, n IJ 5 111'. Ahora la única cubierta de 

E, n / con cubos binarios de diámetro 2-k‘F., es la constituida únicamente por 
el cubo binario 1 precisamente. Entonces de estas dos últimas desigualdades 
vemos que al evaluar 114..,4  [E, n /] no es necesario considerar la cubierta {1}. 
Por lo tanto al calcular .11/1_,,vz  [E,] cualquier cubo binario / de dimetro 2-417-1 

pude reemplazarse por cubos binarios de diámetros de a lo más 2-(k+1)lii sin 
incrementar el valor del inlimum. Por lo tanto 

1123.-(k+m,,- [Er] = n-kvz[Ed 	para mo < k < r. 

Iterando esta expresión para k = mo, 	, r - 1 se tendrá que Af2,,br[E,] = 

= 	[E,.], y usando (9.14) 

	

1111--mo vri [Er] = /4-1"0 N/77 (Erno} 
	

para r > nto. 	(9.16) 
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Además por construcción { Ek}r_mo  es una sucesión decreciente de subconjun- 
tos no-vacios, pues se construyeron a partir de E que satisface (9.8). Asimismo 
de los Casos (a) y (b) analizados anteriormente los Ek resultan ser cerrados, 

Sea F el compacto F = nr_ m,„ E. Entonces del Teorema 1 y la expresión 
(9.14) 

113  (F) < Ms (F) = 4112,11 M...1_,, \5: (F) 

ya que M' = lim6.o Mb y como E1  E2 • • • F 

< lim 	[Eh] = 	[Erno < CC' 

Por otro lado, por definición de H' 

2'H' (F) ?_ 2' 111..(.04.1)/1(F) = 23.14._(.0+1),rn- (hl>  Ek 

y usando el Lema 2, así como el Teorema 1 

lipmasfii (Ek ) 	 [Ek ] k-.cs 

y por (9.16) 

(9.17) 

= 6:1  lim Mp„04[E,„0 ]=Mj_ma,F.,[E,.„0 1 > 2ac 
k-000 

esta última desigualdad por (9.8) y ya que Era, = E. Este resultado junto con 
(9.17) nos da e < lis (F) < 00. Si lis (F) > e entonces un conjunto de la 

e, usando la continuidad por arriba y por abajo de IP. 
(ü) Con una pequeña variante al inciso (i) demostraremos (ii). Sea J un 

cubo binario cerrado de diámetro 2"11 donde r > m0, y rno se define como 
en el inciso (i), (ver Figura 9.2). Sumemos nuevamente (9.10) sobre todos 
los subcubos binarios / de diámetro 2—ksF, y que descansan en J (k > r), y 
continuamos como en el inciso anterior para obtener, en lugar de (9.14), 

5/71 	n =(E,ao n J), 	k > r > m0  

/ forma Fn (-00, co) x • • • x (-00, 00) x [u, 00) tendrá medida exactamente 
.......---„-----... 

(n-1)-veces 

Figura 9.2 
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y así obtener, en lugar de (9.17) 

(F n J) < 	n 	114-,4-(J) IJI' 

y donde F = 	Ek. Ahora, cualquier cubo cerrado J0  puede ser cubierto 
por, a lo nada, n +1 cubos binarios consecutivos de diámetro a lo más IJDI. Así, 
para cualesquier bola cerrada de radio r < 1 se tendrá que B 	r) C U711  J; 
,donde IJi l < r < 1, por lo que 

qo 	I 	go 	 qo 
[B (x, n 1]5_ lis 	n 	5. E 113  (F n Ji) E wir 5_ br', O 

í=1 	i=1 
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Diremos que un conjunto es a-finito si se puede expresar como la unión 
numerable de conjuntos de 1P-medida finita, Observemos que un conjunto que 
no sea a-finito tiene H'-medida infinita. 

Lema 
Sea E C En  un un conjunto de Suslin. Si E no es a-finito entonces existe 

un subconjunto cerrado F C E tal que IP (F) = oo. 

Demostración: Podemos suponer que E es acotado, y por hipótesis no es 
a-finito. Además es suficiente probar el teorema para la medida M 3 . Definamos 
un sistema 	de cubos binarios cerrados tal que 

y tal que 

.„ii¡j+1  C A;, ...;i  para j = 1, 2, ... 	(9.18) 

E-- 	U [Ai, n Ai,i n • • • n Ait i,...ii  n • • .1 	 (9.19) 

donde la unión se extiende sobre todas las sucesiones infinitas de enteros posi- 
tivos i1, i2, 	..., Dichos conjuntos existen ya que E es Suslin. 

Sea mi  un entero positivo tal que 	(E) > 1, Dicho entero existe ya 
que M' (E) = oo. Definimos 

N,  = U [Ai, n 	 (9.20) 
►1 ,'2,... 

extendiendo la unión sobre todas las sucesiones {i1 , i2, ,} de enteros tales 
que 1 < i1  < r. Entonces {N, }rli  es una sucesión creciente de conjuntos y 
E =144)... I N,.. Escojamos un entero rl  sificientemente grande de manera que: 

(i) 	(N„ ) > 1, dicho entero r1  existe por el Lema 3; y además tal que 

Nr , no sea a- finito. 

Entonces por (ü) M1  (N,,) = 	 (N,,) = oo. Luego podemos 
encontrar un entero rn2  > mi  tal que M2_„, (N„,) > 2. Denotemos por Nro. 
la unión (9.19) extendida sobre todas las sucesiones i1 i  i2, 	para la cual 1 < 

< r i, 1 < i2  < r, Entonces {N„, }7_1  es una sucesión creciente de conjuntos 
y NT , = 	Elijamos un entero r2  suficientemente grande de manera 
que: 

(N„ „) > 2, dicha r2  existe nuevamente por el Lema 3; y además 

(iii) N„r, nr2  no es a-finito, 
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Continuando en esta forma obtendremos dos sucesiones de enteros m1  < 
Tri2  < • • • y r1 , r2, . tales que para cada j tengamos 

M.1-mp (Nri-rj) > 

	
(9.21) 

para v = 1, 2, 	j, y donde además 	no es o-finito. 
Definamos para j = 1, 2, 

Fi = U 	n A,, i, n 	n A li¡3...ji l 
1<ip<rs, 

Y 
F=n F,. 

Observemos que A„ n A„i, n 	n A 	f  = A„,:,...ii  por (9,18). Asi, por 
ejemplo 

= UKiv<r„}li, = A1  U /12  U • • • U Ar, 

F2  = U1<ip<r m Aii  n Ai,„ = U1<iy<rvAitil 

CAt 	 CA2 	 CArt  

= Ali U 	U Air3  U A23. U 	U A2r2  U 	U 44,11  U ' U Arir2 1 

de aquí que F1  j F2  y así sucesivamente, es decir (Fj} es una sucesión decre-
ciente. Además cada F, es cerrado, ya que son la unión finita de cubos binarios 
cerrados, de aquí que además sean acotados. También 	C F1  y por lo 
tanto de (9.21) 

11,11..„,,, (Fi) > 

para toda v y j, De esta desigualdad, y aplicando el Lema 2 a {FA, que ea 
una sucesión decreciente de compactos tendremos 

(F) > 2-3  lim //pm, (F,) > 2'6;1  liui 1114..„,„ (Fi) 

	

> 2-3bn-1 	(y) = v  
2abn, 

para toda v. De aquí que H 3  (F) = oo. 
Además F C E. En efecto, supongamos lo contrario, entonces existe x E 

1,1  tal que x 	E. Pero si x 	E entonces existe ik  tal que x E Aii „,i, Y 
x 	 (Véase la igualdad (9.19)) Tomando en cuenta ésto, y por la 
forma en que se definieron los Fi existirá un entero rk  tal que, ik = rk, es decir 
x E Ai,...„ pero x 	 lo cual implica que x F44.1  y ésto contradice 
que x E F. Por último, corno F es cerrado el teorema queda demostrado.0 

Corolario 6 Sea E C 1R" un conjunto de Suslin tal que H 3  (E) = oo. En-
tonces existe un subconjunto cerrado de E de medida finita arbitrariamente 
grande, 
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Demostración: Si E es .7-finito entonces E = UiGi, donde IP (Gi) < 
co Vi. Y como Ha (E) = oo, entonces dado cualesquier natural v existe 
un natural k, tal que u < 	 < E/ti  Gi  < oo. Y como 11.3  es 

regular existe (ver capítulo 2) un conjunto cerrado Fi, C Ulf.i Gi y tal que 
11. a  (14.11G < IP (F,,) + e, que junto con la desigualdad anterior implica 
//a (Fu) > u, y se demuestra el corolario. Por otro lado, si E no es (7-finito 
entonces por el lema anterior existe un subconjunto cerrado de E con IP-
medida infinita, y por el Teorema 4 quedaría demostrado el Corolario.D 

Combinando este Corolario con el Teorema 4 obtendremos el siguiente 
resultado importante. 

Teorema 7 Sea E C En  un conjunto de Suslin tal que IP (E) = oo. Entonces 
dado cualesquier constante e > O existe un subconjunto compacto ti de E tal 
que FI' (F) = e. 

9.2 	Producto Cartesiano de conjuntos 

Necesitaremos primeramente el siguiente lema. 

Lema 8 Sean A C IRn arbitrario, IQ una 6-cubierta numerable de cubos 
binarios de A, y {eti} una sucesión de números positivos. Supongamos que e 
es una constante tal que 

para toda x E A. Entonces 

E a; > c  
{i: ver; } 

(9.22) 

eM; (A). 	 (9.23) 

Demostración: Supongamos primeramente que las colecciones Ud y {n;} 
son finitas. Por la densidad de los racionales podemos encontrar para cada i, 
un racional O < a< < ai, tal que E{i, xE/i} 	> c para toda x E A. Después 
podemos multiplicar por un factor adecuado, pues los a; son finitos, de manera 
que podamos suponer que los a: sean enteros. Por último tomando *copias 
del cubo binario .1i para cada i, podremos así suponer que ni = 1 para toda i. 

Con base a dichas suposiciones (9.22) nos dice que cada x en A está en 
al menos [e] de los cubos binarios, donde [c] es el mínimo entero mayor es- 
trictamente que e. Sea A C 	donde {/i} es la cubierta que tomamos 
inicialmente. Entonces como x en A está en al menos [c] de los cubos de la 
familia {I}, existen al menos [e] cubiertas de cubos binarios de A, digamos 

/i Ese . . , 1 hesici  . Además cada una de dichas cubiertas puede escogerse 
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disjunta por la propiedad de red de los cubos binarios. Corno además 	< 
Vi entonces 

	

Mg (A) < E 11,1' , 	para j = 1, 2, ..., [C] 
iESj 

y tornando la suma sobre todas las j, obtendremos 

[0] Mi!  (A) < E 	5 E l'ir 

y como e < [e] , (9.22) se sigue para el caso finito considerado. Supongamos 
ahora que {/i};:':1  es una 8-cubierta infinita numerable de cubos binarios de A. 
Definimos el conjunto 

{ Ah = X E 11?" : 	E a, > c 
{i<k: ze/i} 

para cada k = 1, 2, .... Entonces del caso finito considerado 

k 
E al 	(Ak). 
i=1 

Pero cada Ah es una unión finita de cubos biliarios (ver Figura 9.3) y la sucesión 
lAk I es no-decreciente con A C UhAk = 	Ah . Entonces aplicando el 
Lema 3 a la desigualdad anterior cuando k -4 00 

E al ifils > c hin Ma (Ak ) = eM1 lim Ak) > ellfg (A). 	O 
i=1 	 4.-bou 	 k-lou 

Si E c 	= lir x En-rn y Vi E IR" entonces llamaremos al conjunto 
= (7>  E /11"-"` : 	-21 E E} una sección de E. 

Teorema 9 Sean O < In < n, E C .111" y A C 1R m. Supongamos que existe una 
constante e tal que si (e', 	e„„ o, 	, o) E IR", donde Vi = (6,..., em) E A, 
entonces 

g 1 2 3 

{11) 	Eig 
Sea a, >c, m =1 
Si Ii= 10.1) 

IZ [114,112) 

(2,3) 
entonces 

= A 2= [0,1) 
A3= LOA) U12,3) 

Figura 9.3 

HL (Em ) > C. 
	 (9.24) 

Entonces 11' 44  (E) > di' (A) . 

Observemos que las medidas Ha+1  y IP se encuentran en espacios diferentes. 
Demostración: Sea V el subespacio m-dimensional de IR" dado como 

V = {(x1, . , x „„ O, ..., O) : xi E IR}. Por el Teorema 1 es suficiente probar 
el resultado para M en lugar de ti. Dada 8 > O sea {Sr.., una sfr76-cubierta 

de cubos binarios en IR" de E. Para cada VI E A tendremos E. C [Si]w, 
de donde por definición de MI 

(E.) 15. E 1[54,1` . 	 (9.25) 
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Por otro lado si Proj(Si),,_,„ denota la proyección ortogonal de Si sobre los 

ejes xm+1, 	x„, entonces 1Poj 	 De aquí y tomando t > O que 

satisfaga (9.24) y ya que Vroj 

It 5_ 

 

(9.26) 

 

e < MI (E.c) 5 	E 	
isilt 

{i: WEProjy(S;)} 

donde Projv (Si) es el cubo binario de diámetro a lo más frii,6 que resulta 
al proyectar Si sobre el suhespacio m-dimensional V. Asi tomando fi = 
Projv (Si) y al  = 'Sil' en el Lema 8 anterior 

00 

cm:, (A5) 5_ E ¡sil' iProiv (Si)I' 

00 	 00 

5 E Isiit 	= E !sir 
i=i 	i=1 

y como ésto es válido para cualquier Vn8-cubierta de E mediante cubos binarios{Si }, 
entonces 

en (As) 5 M1 (E) < Mi+t  (E). 

Ahora, de acuerdo a como se definió As, este conjunto se incrementa hacia 
A cuando 6 decrece a cero, por lo tanto si tomamos O < ti < p, tendremos 
A p C A6, por lo que 

Mg (A p) < M5 (A8) < 	M .'+' (E). 

Como 6 > O es arbitrario 

M (Ap) < C-1  Mi." (E) 

y por la continuidad de la medida M' 

/IP (A) < 	M'+' (E). 

Ahora consideremos a E como el producto cartesiano A x B. Se considera 
en dado caso que O oo = O. 

Corolario 10 Sean A C IR." y B C Ern, entonces 

11'+' (A x B) > 	(A)111  (B) 

donde A x BC En+"`. 
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Demostración: Si IP (A) o /11(B) son iguales a cero no hay nada que 
hacer. Supongamos que O < IP (A) < oo y O < Ht (B) < oo. Luego, sea e > O 
tal que O < e < Ht (B). Ahora si Tú E A entonces IP [(A x B).1]= IP (B)> 
c, donde c = Ht (B) — e (ver Figura 9.4). Luego por el teorema anterior 
1P-Ft [A x BJ > (IP (B) — e) II' (A) de donde se sigue el resultado ya que e tal 
que O < e < Ht (B) es arbitrario. Si H' (A) = fft (11) = oo entonces por el 
Teorema 7 existen s-conjuntos compactos tales que Ao  C A y Bo  C B. Por 
el caso que acabamos de demostrar O < 	(A0 ) IP (Be ) < 11' 4' (A0  X Bo) < 
11' 44  (A x B). Como las medidas de Ao  y Be  pueden escogerse tan grandes 
como queramos entonces II'+' (A x B) = 0,0.0 

Dicho corolario en términos de la dimensión de Hausdorff nos dá el siguiente 
resultado Figura 9.4 

Teorema 11 Sea A C 111" y B C lit", entonces 

dim H (A x B) > dim tí (A) + dim H (B). 

Demostración: Sean s y t números tales que s < dim H (A) y t < dim (B), 

entonces II' (A) = IP (B) = oo. Luego por el Teorema 7 existen s-conjuntos 
compactos tales que Ao  c A y Bo C B. Y con el corolario anterior ten- 
dremos O < 	(A0) Ht (Bo) < jp+t (A0 x  < /P+t (A x 	lo cual im- 
plica dim fr (A x El) > s + t. Tomando el supremum sobre la forma en que se 
tomaron s y t se obtiene el resultado deseado.° 

La desigualdad contraria de este teorema no siempre se da, sin embargo se 
tiene el siguiente resultado: 

Teorema 12 Para cualesquier conjuntos A C E" y B C BIT 

dim fi (A x B) < dim I/ (A) + la (B) • 

Demostración: Sean s > dim H (A) y t > dimB  (13). Luego existe 60  > O 
tal que B puede ser cubierto por N51. (B) < 6-t cubos cerrados de red de lado 
6 para todo 6 < 60. Sea {Ud cualesquier WI-cubierta de A mediante cubos 
cerrados de red, y tal que Ei 	< 1. Para cada i, sea {W, 1 }1  una cubierta de 
B mediante Niud ,F,(B) cubos de red de lado 'Ud. Entonces x B está cubierto 
por Aritm,b7  ( B) cubos cerrados de red (n m)-dimensionales {Ui x Wid} de 
lado IUd. Así A x B C U; Ui (Uu  x Wiá), de donde 

‘ 
(A x B) < E E 	x wiLiis." 5. E Niud AB)  (Nin Ir%

,44 
 

y por la forma de las cubiertas de A y B, tendremos que 

< E 6-40+012  lUi ll IU il t  < n(3+012  E 6' 6e I ' < n('-")/2. 
i=1 	 i=1 
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Y como S > O es arbitrario 11'+' (A x 13) < co, por lo que dim H (A x B) < 
s + t siempre que dim H (A) < s y 	(8) < I, de donde dim 1f  (A x B) < 
dim ft (A) + 	(13) .0 

Conjuntando los dos últimos resultados tendremos el siguiente resultado 
importante 

Teorema 13 Sean A C En  y 13 C 113'n arbitrarios. Si dim H  (B) = dimB  (B) 
entonces 

dim H (A x 8) = dim ir  (A) + dim (8) 

En particular, veremos que en todos los fractales generados por funciones 
de similaridad la dimensión de ilausdorff iguala a la Box-counting, por lo que 
podremos aplicar este teorema para el cálculo de la dimensión de Hausdorfr 
entre el producto carstesiano de un conjunto auto-similar y cualesquier otro 
conjunto. 
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10. CONJUNTOS AUTO-SIMILARES 

En este capitulo estudiaremos aquellos conjuntos fractales los cuales están con-
struidos de partes las cuales son similares al conjunto en su totalidad. El con-
junto C ternario de Cantor es uno de los fractales más simples que ilustran 
este comportamiento. As( C n [0,1/3] y C n [2/3, 1] son similares a C pero 
contraídos por un factor de 1/3. C n [0, 1/9], C n [2/9,1/3], C n [2/3,7/9] y 
C n [8/9, 1], son similares a C pero contraídos por un factor de 1/9, etc,. Ver-
emos que para este tipo de conjuntos la dimensión de Itausdorff, as( como la 
Box-counting, pueden determinarse en una forma bastante sencilla. De hecho 
las dimensiones dependerán básicamente de los factores de contracción, 

Iniciemos con algunas definiciones de dichos conceptos. En particular puede 
tomarse D = BO en todas las definiciones siguientes. 

Definicion 1 Sea D C 	un subconjunto no vacío y cerrado. Un mapeo 
S : D 	D es llamado una contracción en D si existe una constante e, 
con O < c < 1, tal que IIS (x) — S(011 5_ clix vil para todo x, y en D. 
Llamaremos razón o constante de contracción de S a la constante e. 

Definicion 2 Sea D C ilin  un subconjunto no vacío y cerrado. Un mapeo S : 
D 	I) se llamará similaridad era D si existe una constante e, con° < e < 1, 
tal que IIS (x) — S (y)II = 	para todo x, y en D. Llamaremos razón o 
constante de similaridad de S a la constante c. 

De estas definiciones se sigue inmediatamente que toda función de con-
tracción o de similaridad es continua en su dominio. 

Definicion 3 Sea D C 	un subconjunto no vacío y cerrado. Sean Sh . ,.,5„, 
contracciones en D. Llamaremos a un subconjunto F de D invariante bajo 
las transformaciones Si si F = U711.Si (F). 

Definicion 4 Sean Si,.,  Sm  similaridades en D. Llamaremos a un subcon-
junto F de D auto-similar si F = U7-1-1 Si (F) y si además existe s > O tal 
que lis (F) > 0, pero ita 	(F) n si  (P)} = 0 para i # j. 

Es decir, un conjunto auto-similar es la unión de un número de pequeñas 
copias similares al original. La condición sobre la medida de la intersección 
nos permitirá asegurar que los traslapes no son suficientes para que se pierda 
la similaridad. Esto también queda expresado en la siguiente definición 

Definicion 5 Sea O C 	un subconjunto no vacío y cerrado. Diremos que 
las transformaciones 	Sn, de D en O satisfacen la condición del con- 
junto abierto si existe un conjunto abierto y acotado no vacío V C D, tal 
que Ljr.11  Si (V) C V, con dicha unión disjunta. 
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Figura 10.1 

10.1 Métrica de Hausdorff 
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Definiremos ahora una métrica, llamada de Ilausdortf, que nos permitirá cal-
cular la proximidad entre dos conjuntos compactos n-d'unensionales. 

Sea K la colección de todos los conjuntos no vacíos y compactos de D, 
donde D C IRn es no vacío y cerrado. 

Definicion 6 Sea A E K. El cuerpo e-paralelo de A, denotado [AL, es el 
conjunto cerrado de puntos dentro de una distancia 1, es decir 

[AL = {x E D : 	— 211 < e para algún z E A} . 

Recordemos que en un espacio normado X de define la distancia de un 
punto 2: E X a un conjunto E C X como id 	— 1.011 : W E E}. 

Teorema 7 El conjunto K, junto con el mapeo Ni definido sobre K x K corno 

p H  (A, 	= inf : A c [B]„ y B c [AL} 

forman un espacio métrico. A oí la llamaremos métrica o distancia de 
Hausdorff en K. 

Demostración: (Ver Figura 10.1) Demostremos cada una de las condi-
ciones de una métrica y para simplificar la notación escribiremos simplemente 
p para indicar la métrica de Hausdorff. (i) Que p existe, es no negativa y finita 
se sigue de su definición y de que los conjuntos en los que se aplica son com-
pactos. (ü) Como A C [A],. para todo E > O entonces por la definición de p 
tendremos que p (A, A) = 0. Veamos ahora que p (A, B) = O implica A = B. 
En efecto si p (A, B) = O entonces por definición de dicha métrica 

A c [lil, 	y 	B c [AL V e > 0. 	 (10.1) 

Ahora, suponiendo lo contrario, es decir que A # B, entonces, sin perder 
generalidad podemos suponer que existe a E A tal que alBy como B es 
cerrado do  = d (a, B) = Inhiben  — 	> 0. Luego entonces {a} n [11,1012  = 

lo cual contradice la primer contención de (10.1). De aquí que p (A, B) = O 
implique A = B. (iii) De la definición de la métrica de Hausdorff es directo que 
p (A, B) = p (B, A). (iv) Demostremos por último la desigualdad triangular: 
que para cualesquier A, 8 y C en 	pll  (A, 8) < pH  (A, C) + pH (C, B). Sea a 
elemento arbitrario de A. Por la desigualdad triangular de la norma euclideaua 
y la definición de distancia de un punto a un conjunto 

p (a., B) < ila — 	¡lo — 	— 

para todos b E B y e E C. Luego, tomando el infimum de l¡c — 	sobre los 
elementos de B, tendremos que 

P (a, B) < iia — el! + 1-9(e, B) < Ila (11 + El  
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para todo ei  > O tal que [HL, D C, luego entonces al tomar el infimum sobre 
dichas el  y por la definición de pff 

lia 	+ Pf/ (C, B). 

Y como este resultado es válido para todo e E C entonces 

P (a, B) < p (a, C) + PH (Cs B)) 

por lo que, análogamente a como se obtuvo pi f  (O, B), tendremos p (a, B) < 
pff (A, O) + p ff  (C, B) donde a E A es arbitrario. Asi, al tomar el supreinurn 
de p (a, B) sobre los elementos de A tendremos que < p ff  (A, 0)-i- oí  (O, B), 
donde e, 	O es tal que [B]E, D A. Análogamente se demuestra que ¿.2 < 
PH (B,C)+ pH  (C, A) donde t 2  > 0 es tal que [A]e, B. Estas dos desigual-
dades implican precisamente la desigualdad triangular.D 

Necesitaremos el siguiente teorema. 

Teorema 8 ( de Seleccion de Blaschke ) Sea K una colección infinita de 
conjuntos no vacíos y compactos dentro de una región acotada de En. Entonces 
existe una sucesión {E,} de conjuntos diferentes de A.", que convergen con la 
métrica de Hausdorff a un conjunto no vacío y compacto E. 

Demostración; Primero formaremos una sucesión de Cauchy con conjun- 
tos de K. Sea 	cualquier sucesión de conjuntos diferentes de IC. Para 
cada k > 1 definimos una subsucesión infinita lEkAi  de 	como sigue. 
Sea Bk una colección finita de bolas cerradas con diámetro a lo más 1/k y 
que cubran a B. Cada 	intersecta a una combinación determinada de 
dichas bolas, luego existe una subcolección infinita 	de {Ek_11i}i  la cual 
todos los términos de esta nueva sucesión intersectan exactamente las mismas 
bolas de 14. Sea F la unión finita de las bolas de /3k  con dicha propiedad., es 
decir, cada término de la sucesión tEksdi  intersecta todas las bolas cerradas 
que forman F, asimismo cada término de la misma sucesión está contenido en 
la unión finita de dichas bolas cerradas. Entonces Ek,; C F C [Ek,i]lik  para 
toda i, la segunda contención ya que las bolas cerradas en P son de diámetro 
a lo más 1/k. Asi p f/  (Ek,i, F) < 1/k para toda i, lo cual implica que 

PH (Eks, Em,;) PR' (Ek,i, 	+ PH 	%m,;) 	+ 
1 

para toda i y j. En particular 

pu 	Ei,j) < i + j <— min i} 
	 (10.2) 

de aquí que la sucesión {Ei}i  sea una sucesión de Cauchy, donde hemos deno-
tado Ei = 
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Ahora sea 

entonces { (U; 	Ei)} es una sucesión decreciente de conjuntos no vados y 

compactos, de aquí que E sea no vacío y compacto. Por (10.2) (u; • E.) C 
[E1]211 para toda j, por lo que 

E C[Ei]21) 	para toda j. 	 (10.3) 

Demostremos ahora que Ei  C [E]21i. Si x E E;  entonces por (10.2) x E [E4211  
si i > j, de aquí que x E {(Ur?_/, 012/3  si le > j. Tomemos yk E (Urlk  Ei) tal 

que 	— yk il < 2/j para cada k = 1, 2 ..., luego por la compacidad secuencia' 
de la sucesión ((Uitk  Ei)}k  existirá una subsucesión de lyk l convergente a un 

punto y E IR" y tal que ilx Yll 5. 2/j; pero y E nr-i (1.'4 Ei) = E luego 
x E 1L12/3, es decir, El  C [E]21i. Por lo tanto de este. resultado y de (10.3) 
tendremos que pH  (E, E1) < 2/j, es decir, la sucesión {EA converge a un 
conjunto no vano y compacto E bajo la métrica de Hausdorff.0 

Tenemos ahora el siguiente teorema esencial en el desarrollo posterior de 
este capitulo y cuya demostración está incluida en la demostración del Teorema 
8, de la, expresión (10.2) en delante. 

Teorema 9 Sea D C IR" un subconjunto cerrado y K la colección de todos 
los subconjuntos compactos y no vactlos de D. Entonces P con la, métrica de 
Hausdorff py forman un espacio métrico completo. 

Veamos ahora uno de los teoremas que nos permitirá construir fractales a 
partir de funciones de contracción o similaridad. Para ello definimos lo sigu- 
iente. Sea {SI, 	, 5 7,} conjunto de contracciones en un conjunto no vacío y 
cerrado D C 	entonces denotaremos mediante S a la transformación de 
subconjuntos de D definida como S (E) = U;11  Si (E). Denotamos además las 

iteraciones de S como S° (E) = E, y Sk44  (E) = S (Sk (E)) para k > 0. 

Teorema 10 Sea K la clase de todos los subconjuntos no anclas y compactos 
del conjunto cerrado 1) C IR". Sean Si ,— , 	contracciones en D con con- 
stantes de contracción c, < 1. Entonces existe un único conjunto compacto y 
no vacío F el cual es invariante bajo las transformaciones Si, es decir, 

17l 

F = S (F) = U Si  (F) . 	 (10.4) 
i=i 

Ade.mds, si K es cualquier conjunto compacto y no vació de K, las iteraciones 
Sk (K) convergen a .1? en la métrica de Ilausdorff cuando k --> oo. 
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donde la barra indica la cerradura del conjunto en cuestión. Como Ei E K, 



Demostración:* Por el teorema anterior IC es un espacio métrico completo 
con la métrica pi'. Ahora, sean A, B E IC arbitrarios, entonces 

rn 	m 

oí [S (A) , S(B)1 = pll  iLi Si (A) , U Si (B)} < max p fi [Si (A) , Si  (B)] 
i.1 	j=1 	— 1<i<m 

ya que si 60  es tal que el cuerpo So-paralelo [Si  (A)]80  D Si (B) para cada 
i = 1, ... , in entonces [U:11 Si (nao  p Urli Si (B) (ver Figura 10.2). 

(SiVigs  

Y como cada Si es una contracción con constante de contracción el  < 1, 
tendremos que si A C [B]6  entonces Si (A) C [Si (B)]64 , de donde 

PH [5  (A) , 5 (B)] 5.. ( 1<i<  max ci) oí (A, B) = e' pi'  (A, B) 
rn 

donde c' = maxi el  < 1, lo cual implica que 5 es una contracción en IC, entonces 
por el teorema de aplicaciones contraídas en espacios métricos completos existe 
un único F E /C tal que S (F) = F, con lo que se demuestra la primera parte 
del teorema. Asimismo el principio de aplicaciones contraídas nos dice además 
que si tomamos cualesquier K E IC, p ff  54  (K) , Fi --+ O cuando k --> 00.0 

Corolario 11 Sean las hipótesis corno en el teorema anterior, entonces si E E 
K, es tal que Si (E) C E para i = 1, , m entonces 

= ‘° r).) Sk  (E) 	 (10,5) 

donde F es el conjunto invariante bajo las transformaciones Si. Más aún, 
existe E E 	con tales características. 

Demostración: Siempre existirá un conjunto compacto no vacío E tal que 
S (E) C É. Por ejemplo tomando E = .D n B (0, r) con tal de que r > O 
sea suficientemente grande (ver Figura 10.3). En efecto, en general para i = 
1, 

S, (E) = (D n B (0, r)) C (D) n (B (0, r)) C D n (B (O, r)) 

ya que Si : D —+ D, y como Si (B (0, r)) C B (0, r) también para toda i, se tiene 
dicho conjunto E. Además, como Sk (E) C Sk'' (E) para toda k, entonces 

Figura 10.3 
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{Sk (E)} es una sucesión decreciente de conjuntos no vacíos y compactos, por 

lo que tienen intersección no vacía y compacta nksk (E) = lim k  .9k (E) = 
donde la segunda igualdad se debe a la unicidad del punto fijo dado por el 
teorema anterior.❑ 

Veamos ahora unos lemas previos a otro de los teoremas principales de este 
capitulo. 

Lema 12 Sea {Vi} una colección de subconjuntos abiertos y disjuntos de Inn 
tal que cada Vi contiene una bola de radio ai r y está contenida en una bola de 
radio a2r. Entonces cualquier bola B de radio r intersecta a lo mds (1 + 2a2)„  /a? 
de los conjuntos cerrados Vi . 

Demostración: Si B no intersecta a algún Vi  el resultado es trivial. Luego 
supongamos que. B intersecta a q > O de los conjuntos ly1}.  Si .8 intersecta a V; 

entonces V; está. contenido en una bola concéntrica a B y (le radio (1 + 2a2) r 
(ver Figura 10.4). Y ésto sucede con cada uno de los q conjuntos Vi  que 
intersecta B, entonces, sumando los volumenes de estas q bolas interiores de 
radios ai r cada una, tendremos que 

q [c„ (al  r)„l < c„ (2a2r + r)n 

ya que los Vi  son disjuntos, y donde c„ es el volumen de una bola de diámetro 
Figura 10.4 .

r 
uno (ver Teoremas 16 y 17 del capitulo 3). Esta desigualdad implica precisa-
mente la cota buscada.0 

Lema 13 (Principio de distribución de Masa) Sea E C En  y bt una dis-
tribución de masa en E. Supongamos que para alguna s existen reales e > O y 
5 > O tales que 

p.(U) < c¡U13  

para todo conjunto U con ¡U' < 8. Entonces II' (E) > µ (É) /e y s 
dim 	(E) < Slijnii (E). 

Demostración: Si {Ui} es cualesquier cubierta de E entonces 

0  < il(E) 	Ui) 5 E p,(Ui) < c 	, 

la primera desigualdad por ser µ distribución de masa, y la última desigualdad 
para toda cubierta {IQ tal que ¡Ud < 5. Tomando el infimum sobre dichas 
cubiertas, µ(E) 5 cH, (E) por lo que IP (E) > µ(E) / C.13 

Teorema 14 Supongamos que las similaridades Sr, ... Sr„ en 	satisfacen 
la condición del conjunto abierto con razones ch 	respectivamente. Si F 
es el conjunto invariante bajo las transformaciones Si  entonces s = dim (F) = 

dim 1:3  (F), donde s está dado por 

E e: 	1. 	 (10.6) 
i=i 

Además, F es un s-conjunto, es decir, O < 	(F) < co. 
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Demostración: Supongamos que s satisface (10.6). Para cualesquier con- 
junto A de Ilin  escribiremos 	= Si, o• • .0 Si, (A). Denotemos mediante ,11, 
el conjunto de todas las sucesiones de k-términos (i1 , ., ik) donde 1 < < ni. 
Entonces, usando iteraclamente la igualdad (10.4) tendremos que 

111  = U 
4 

Veamos que esta cubierta de F nos permite obtener una cota superior para la 
medida de Hausdorff. En efecto, para cualesquier x, y en 	se tiene que 

o • • • o SO (x)— (Si, o ,•, o Si,) (y)II 

= 
Il 
(Si, o 	o 	— (Si, o • • • o si k.,) (ci„y)11 

es decir, Si, o • • • o Sik  es una función de similaridad con razón (ci, . • • ci,J, 
entonces 

de aquí que 

I Ft, „iki 

= sup «Si, 
x,yEP 

= (ci, 

Jk 

= 

E lFi,,...413= Dei.... ci,r 

= sup 	Fii 
x die F 

o • • • o Si)(x) 

• • eik) sup 	1IX 
zivEF 

mm  
) • 

i,=1 

(z) 

— (Si, 

Yll = 

4 

G
.3 
„) 

ikol 

o • • • o Si„)(y)JI 

(ci, 	(4%) IFI 

1 F1 1  

3 111 	_ ¡Fi I  

(10.7) 

(10.8) 

usando (10.6). Ahora, de (10.7) y ya que F es acotado, dado 6 > 0 arbitrario 
existe k E IN tal que< (niaxi<i‹, ci)k  IFI < 6, es decir, 
es una 6-cubierta particular de 1,1, luego entonces, de (10.8) y la definición de 
la medida de Hausdorff, 	(F) < 1F1' para cualesquier 8 > 0, luego entonces 

(F) < IFI' < oo, de donde dim ft  (F) < s. 
Probemos ahora la cota inferior 111 (19 > 0. Sea I el conjunto de todas 

las sucesiones infinitas 1 = {(i1 , i2, ...) : 1 < 	< 	y tomemos el cilindro 
/i,,„,,i, = 	ik, 	. . .) : 1 < 	< in} el cual consiste de todas aque- 
llas sucesiones en I con los términos iniciales (i1 , 	, ik). Definiremos una 
distribución de masa en F, pero para ello definamos primero una en I. Si 

E 1 definimos p. 	= (e1, • • • ci„)', entonces µ es una distribución 
de masa en 1 con p.(1) = 1. En efecto, los cilindros de I tienen la propiedad 
de red (o uno contiene al otro, al tomar dos de ellos, o bien son disjuntos). Si 

C 	entonces como (i1  • • • ikk • • • k)' < (i1  • • • 	µ satis- 
face la monotonia, además claramente se tiene 

	

P•(rib...,ik,hb...,h, U 	= 	5. ti 
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y cuando son disjuntos directamente se tiene la igualdad. Asimismo ya que 
(ci, • • • 	= E 1  (c„ • • • ci k ci)s de acuerdo a (10.6), entonces ji 	= 

(4,„„ikti), lo cual nos lleva a, que p, (/) 	 Jk) = 	( Jk) = 
1, por la continuidad de la medida. Ahora, a partir de µ definamos una dis-
tribución de masa p, sobre el conjunto invariante F como sigue: si A es un sub- 

' conjunto arbitrario de F entonces (A) 	i2, ...) xi„;,,,., E Al Esto 
de acuerdo a que según (10.4) y (10.5) podemos expresar F = U {xi,„2,„,} donde 

= nk 1 Si, o 	o si, (E), siendo esta expresión de F independiente de 
E, con tal de que Si (E) C E para i = 	rn. Se tiene además p ( F ) = 1, en 
efecto ya que F está precisamente formado por todas las sucesiones (02, • • .) 
con 1 <ii < rn, que es precisamente 1, por lo que p (F) = z(1) = 1. Asi Ñ. es 
una distribución de masa. 

Veamos ahora que P, satisface las condiciones del principio de distribución 
de Masa. 

Sea V un conjunto abierto que satisfaga la condición del conjunto abierto, 
entonces E C V, donde V indica la cerradura de V. En efecto, por continuidad 
de las similaridades 	(y) C Si (V), y como S (V) E U yl Si (V) C V en- 

tonces U 	(y) = S (V) C V. Iterando esta última expresión obtenemos 

una sucesión decreciente {Sh (V)} de conjuntos compactos que por el Coro-

lario 11 convergen a F. En particular F C V y Fi, , C 	para cada 
sucesión finita (ir , 	, ik ). Sea B cualesquier bola de radio r < 1 encontraremos 
ahora una cota superior para P (B). 

Cortemos cada sucesión infinita (ir, i2, ,) E I después del primer término 
ik  para el cual 

( irá%  ci) r 	Ci l  Ci2  ••• Cjk 	r 	 (10.9) 

para formar la sucesión finita (ir , 	ik), y denotemos mediante Q el conjunto 
de todas las sucesiones finitas obtenidas de esta manera. Veamos que existe 
un k único que satisface (10.9). En efecto, como O < r < 1, y O < 	< 1, 
i = 1, 	, rn, entonces dada cualquier sucesión {i1, i2, ...} existe un natural 
k tal que c;, c;, • • • ci, < r, y supongamos que dicha k es el primer natural 
que satisface dicha desigualdad. Luego entonces r < 	• • • eik _ t  de donde 
ei„r < 	(4, • • • ci„ c,, < r, pero (rninr<i.<„, ci) r < 	con lo cual se obtienen 
ambas desigualdades de (10.9). Así para toda sucesión infinita (ii, 	E 
existe un único k tal que (i r , „ , ik) E Q. Ya que Vi , 	V,, son disjuntos, 
por la propiedad del conjunto abierto también lo serán 	, 
para cada sucesión finita (ir , 	ik). Procediendo de esta manera vemos que 
la colección de conjuntos abiertos 1 	 , ik) E o es disjunta. De 
esta manera se obtiene también que F C Uq 	C Ug 	• 

Tomemos ahora constantes al  y a2  tales que V contenga una bola de radio a l  
y a su vez esté contenido en una bola de radio a2. Entonces para (i r 	ik) E 
el conjunto 	contiene una bola de radio cit  • • • cikai  y por (10.9) contendrá 
una bola de radio (ruin; 	rai  , asimismo está contenido en una bola de radio 
ci, • • • a2  y por lo tanto contenido en una bola de radio a2 r. Sea Q1  el 
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subconjunto de todas las sucesiones (i1, 	, ik ) en Q tales que B intersecta a 

Vi,,,,,,i, donde B es una bola de radio r < 1. Por el Lema 12 habrá a lo más 

q = (1 + 2a2)" 	(mini ci)-" de dichas sucesiones en 91. Entonces 

{ 4(B) = «il(F n B) 5 µ «id , i2, ...) : xi,,i,,„, E I' n B} < p, U Iii ,„,,,,„ 
Qi 

ya que si 	E FnBC 11,/, 	) de donde existe un natural le tal que 

, ik) E Q.  As(, como en Q1  los 	son disjuntos 

)2(B) 5 E p 	= E (ci, . • . e,„ )' E r' (ir' 
Q1 

la penúltima desigualdad por (10.9). Ya que cualesquier conjunto U está con- 

tenido en una bola de radio I tri, tendremos que j(U) < ittr, que con el 
principio de distribución de Masa obtendremos IP (F) > 	> O, que con la 
cota superior obtenida anteriormente se tiene O < 	(F) < 00, lo cual implica 

dim 	= 8, 
Demostremos ahora la relación con la dimensión box-counting. Si Q es 

cualesquier conjunto de sucesiones infinitas tales que para todo (i1, i2, ...) E 
/ existe exactamente un entero k con (i1, 	, ik) E Q entonces procediendo 
inductivamente con (10.6) se obtiene Eg  (ci,ci,. • • cié = 1. Por lo tanto si 

tomamos Q como en (10.9), Q contendrá a lo más (mini  ci)' r"' sucesiones, 

(se sigue de la definición de dimensión hox-counting, capitulo 4: Ars N  8-3). 

Para cada sucesión (i1, 	ik ) en Q tendremos 	= 	cía  IVI < r 

así F puede cubrirse con «Mili cir T."' conjuntos de diámetro r 11/1 para cada 
r < 1. Pero de una de las definiciones equivalentes a la dimensión box-counting 

(Definición 2(i) del capitulo 4) Si; (F) se puede obtener a partir del mínimo 

número de conjuntos de diámetro a lo más S y que cubran a F, por lo que 

dims (F) < s, y como también s = dim 	se sigue el teorema,C1 

Corolario 15 Sean las condiciones como en el teorema anterior, donde F es el 
conjunto invariante de las similaridades {Si}:11, entonces 	[Si (F)n ,51 (F)] = 
o para i # j, de aqut que F sea auto-similar. 

Demostración: Como las Si son similaridades con constantes pi 

E fl' [Si (F)I = E c:113 	= IP (F) = IP U Si (11 
i=r 

la última igualdad por (10.4). Pero O < fI s  (19 < co, luego por la propiedad 

aditiva de IP la igualdad anterior solo se podrá dar si 11' [S, (F) n S; (F)] = 0, 

y por la Definición 4 se sigue que F es auto-similar,0 

En el caso de que se tenga un conjunto de contracciones en lugar de sim-

ilaridades, los resultados del Teorema 14 ya no se dan, sin embargo se tienen 

los siguientes dos teoremas que también son de gran utilidad. 
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Teorema 16 Sean {Sin contracciones en un subconjunto cerrado D C IRn 
y cuyo conjunto invariante es F. Supongamos que para i = 1,, .. m 

iiSi (o) — 	(OH <ei Ilx — Yii 

para toda x, y E D y donde ci < 1 para cada i. Entonces dim H  (F) < s y 
(F) < 3, donde 

E e: = 1. 

Demostración: La demostración de las dos afirmaciones son exactamente 
la primera y última de parte de la demostración del Teorema 14.0 

Observemos que bajo las condiciones de este teorema se tendrá ahora 
< ci, 	ei„ I Al para cualesquier conjunto A, en lugar de la igualdad 

como es el caso de las similaridades. 

Teorema 17 Sean {5;}; 1  contracciones en un subconjunto cerrado D C 
y cuyo conjunto invarante es F, F =U;"_1 (F), con dicha unión disjunta.. 
Supongamos que para i = 1, 

biik — vil 	iiSi (2 ) — 	(Y)li 

para toda x,y E D y donde 0 < bi < 1. Entonces dkilin  (F) > diun q (F) > s 
donde 

b: = 1. 
i=i 

Demostración: Sea d > O la mínima de las distancias entre cualesquier par 
de conjuntos compactos disjuntos S1  (F) , . . . , S, (F), es decir 

d= min inf 	— 	x E Si (F) , y E Si (F)} 

Sea Fi,,,,,,;, = Si, o.. • o Si, (F) y definamos p. como 	= (bi, 	bi,J 3  en 
forma análoga a la demostración del Teorema 14. Luego, usando la condición 
sobre s 

YIL 	 ?II 

Eµ (F„ ,..,,ik,i) = E (bi, • • • 	= (bi, • • • 14,)3  
i=1 	 i=i 

la última igualdad por (10.4), por lo que al ir barriendo todos los subíndices; 
(F) = 1, de donde µ es una distribución de masa en F. 

Si x E F, existe una sucesión infinita y única 	tal que x E 
para todo natural k. Para O < r < d sea k el mínimo entero tal que bi, 	bi,d< 
r < 	bi k _,d, la existencia y unicidad de dicha k se demuestra como en 
(10.9). Si ?I. , 	ish  es distinto de 	, ik, los conjuntos 	y 	son 
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,d > r. En efecto, 
Fp, tienen una sep- 
C Fik , por lo que 

• • • bii_ i d. Así', como 
de donde 

disjuutos y tienen una separación de al menos 14, » • • bi, 

si j es el minino entero tal que 	entonces Fi„ y 
aración de al menos d)  además 	F C 	i, y Fi' 	›( 

y 	están separados por al menos bi, 
r < bit .. •bi,_,d y x E 	entonces F n B (x, r) C 

[B (x, r)] = 	n B 	r)] 	 = (14, ,  • •bik )' < d-srs. 

Si U es un conjunto arbitrario de H que intersecta a 17 , entonces U C B r) 
para alguna x E F y con r = 	p (U) < 	Wis, por lo que el prin- 
cipio de distribución de Masa implica Hl (F) > 	> O que a su vez implica 
din N  (1)> 3,0 
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11. CONJUNTOS DE CANTOR 

El conjunto ternario (le Cantor es uno de los conjuntos fractales más sencillos de 
construir. Dicho conjunto ha sido generalizado de muy diversas maneras y en 
este capitulo estudiaremos algunas de dichas variantes, Veamos primeramente 
el conjunto ternario de Cantor, 

11.1 Conjunto Ternario de Cantor 

Definimos 
E0  = 	1] , 

= {O , II U [, 	, 

E2 = [O, I] 	[1, 1] 	[, ;-7-] 

en general E,, j = 1,2, ..., se obtiene al remover el intervalo abierto central de 

	

longitud 3-'en cada uno de los subintervalos de 	de donde Ei  consiste de 
21  intervalos, cada uno de longitud 3-1. El conjunto ternario de Cantor se 
define como el conjunto C = (IQ  Ley, Como intersección de cerrados que es, 
C también es cerrado y por lo tanto compacto. Además es no vacío, por ser la 
intersección de una sucesión decreciente de compactos no varios. 

Por construcción, ningún intervalo está contenido en C, es decir, C es to-
talmente disconexo, resultado que obtendremos también en el Teorema 1. 

Veamos que además C es perfecto, es decir, que es cerrado y denso en 
si mismo. Es suficiente con demostrar que todo punto de C es un punto de 
acumulación. Sean x E O arbitrario y J cualesquier intervalo abierto que lo 
contenga. Sea i„ el intervalo cerrado (le E„, donde E„ es un conjunto de la 
forma (11,1)que contiene a x, y tomemos 71 suficientemente grande para que 
/„ C J. Tomemos como w uno de los extremos de 1„ tal que w # s. Luego 
u) E Orl J, y como J se tomó arbitrario entonces x es un punto de acumulación 
de C, lo cual implica, ya que también se tomó x E O arbitrario, que O es denso 
en si mismo. Ara O es un conjunto perfecto que no contiene ningún intervalo. 

Veamos cuál es la medida de. Lebesgue de C, de (11.1) se sigue que 

L1  (0) = 1 — 3 + () + 4 ( 27.11  + ...} 
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2k-r ( Il k  	0\k 
0. 

	

&d., 	U) =1- 7 E ls) = k=1 

Así', el conjunto ternario de Cantor tiene medida de Lebesgue cero por lo que 
din' ¡r  (0) < 1. Obtendremos a continuación un resultado más preciso. 

Teorema 1 Si O es el conjunto ternario de Cantor, entonces 

dina 

	

) 	
log 

 (2) 	0.6309297..  (0) = dim (O  =  
log (3) 

Demostración: Definamos los mapeos S1  y S2 IR --> IR como S1  (x) = 
y .92  (x) = + á.  Claramente ambos mapeos son similaridades con constantes 
de similaridad el  = e2  = 1/3. Asimismo satisfacen la condición del conjunto 
abierto. En efecto, para el conjunto abierto y acotado V = (0, 1) se tiene que 

(0,1) 	Si [V] U S2  [V] = 
( 
(O, 

3/ 	/
) U (, 1) , 

con dicha unión disjunta, y corno además O = S1  (C) U S2 (0) la unicidad del 
conjunto invariante de S1  y S2 (ver Teorema 10 capitulo 10) nos dice que C 
es el conjunto invariante de dichos mapeos. Así, aplicando el Teorema 14 del 
capitulo 10 se tiene que dim if  (C) = dim Ef (0) = s donde (1/3)3  + (1/3)' = 1, 
que al resolver para s obtenemos s = log (2) / log (3),0 

Teorema 2 Si C es el conjunto ternario de (fautor entonces IP (0) = 1, 
donde s = dim ri (0). 

Demostración: Sea Ei un conjunto de la forma (11.1). Como El  D O y 
está formado por 2i-intervalos de longitud 3-1  entonces, si s = log (2) / log (3) 

2i 
11,3-1 (0) 5 E (3-13  = 	= 212-1  = 1 

	

ya que 33  = 2. Haciendo j 	oo, obtenemos II' (C) < 1. 
Para probar la desigualdad opuesta mostraremos que si F es cualquier 

colección de intervalos que cubren a O, entonces 

1 5 E 	. 	 (11.2) 

Usando la compacidad de O es suficiente probar esta desigualdad cuando F 
es una colección finita de intervalos cerrados. Haciendo nuevas reducciones 
(reduciendo alguno de los extremos si éstos se encuentran completamente en 
el complemento de C), podemos considerar que cada / E F sea el minium 
intervalo cerrado que contiene algún par de intervalos de red, J y .1', que 
intervienen en la construcción de C. (J y J' no tienen que ser intervalos de 
un mismo E1.) Si J y J' son los intervalos mayores con dicha propiedad, 
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entonces el intervalo / de la cubierta E está, ¡orinado por J, seguido por un 
intervalo K en el complemento de (Y, y seguido por último por J', es decir, 

1 
	 I 1- J U K U J' (ver Figura 11.1). Por la forma en que se construyeron los Ei se 
H---J -+o- K -01 ; 	tiene que 1J1 < 1K1 y 1.1,1 < (K(. Entonces ya. que C es el conjunto invariante 
1-1 	11-1 de las funciones de similaridad S1  y 52, usando el Teorema 13 del capitulo 10 

tendremos que 1113  = )S1  (f)(3  + 1,52  (I)r' para cualesquier subintervalo 1 de la 
H H H H construcción de C, por lo que 

J1->1 

Figura 11.1 11.1 Así podemos sustituir 1 por los dos subintervalos ,I y J' de C,y la suma en 
(11.2) no se incrementará. Procedemos de la misma manera hasta que después 
de un número finito de pasos tengamos una cubierta de C con intervalos de 
igual longitud, digamos 3i. Esta cubierta está contenida en 	y contiene a su 
vez a todos los subintervalos de E,. Como los subiutervalos de Ei  son tales que 
ElL i  (3-i)' = 213-si = 	= 1, entonces la cubierta contenida entre Ei y F 
satisface la desigualdad (11.2) y por lo tanto también la satisface la cubierta 
original de F.O 

11.2 Conjunto Uniforme de Cantor 

Generalizaremos el proceso de construcción del conjunto ternario de Cantor. 
Para ello cada conjunto Ei  constará ahora de m-subintervalos de cierta longitud 
A > 0. 

En efecto, sea m un entero positivo mayor o igual a 2, y ,\ un número 
real tal que O < A < m. Sea b> O y  I= [0,6] el intervalo de longitud 
1/1 = b. A partir de dicho intervalo 1 construimos m-subintervalos de longitud 
A1/1 cada uno e igualmente espaciados, y de manera qUe los extremos del 
primer y último subintervalo coincidan con los extremos del intervalo 1. A 
dicho conjunto lo denotaremos Fa, . Claramente la longitud de FA, es m\ 1/1. 
En la siguiente iteración repetimos el procedimiento para cada uno de los ni-
intervalos obtenidos de 1. Es decir, ahora cada subintervalo de longitud A1/1 
se va a dividir en m-subintervalos de longitud A2 111, por lo que tendremos el 
conjunto FA, formado por m2  subintervalos de longitud A2 1/1 cada uno, de aquí 
que su longitud 	(FA,) = rn2  Á2 111. En general, en el k-ésimo paso tendremos 
el conjunto FA, formado por mk-subintervalos de longitud Ak 1/1 cada uno, de 
donde Lk (FU = (mA)k i.n. Definirnos el conjunto uniforme de Cantor, 
F.o, como Fro = nr-i F,kk  . En forma análoga a lo hecho con C se demuestra 
que F„LA  es perfecto. 

Teorema 3 Sean O < 	< 	F,„A es el conjunto uniforme de Cantor 
entonces 
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111'> 	+ Ijils  • 

dini (rrnA) = dim B (FniA)= 
log  (ni)  



1-1 1-1 1-1 • • • 1-1 
7k 

asimismo 

m 
m a—•.. o* 

m-veces 

Figura 11.2 

log (1/m)  
A+ a 

dim H  (FmA) =Alimo
log (A) 

— O 	 (11.4) 

lo cual era de esperarse geométricamente (ver Figura 11.2). Así, para in entero 
positivo fijo, dado cualesquier conjunto E C E con dimensión de Hausdorff 
s E (0, 1) existe un conjunto uniforme de Cantor Fru con la misma dimensión 
que E, con tal de que m,\' = 1. 

log (1/m)  
fim 	dim H (En,S) = fi 	 = 1, 

A.-~1/rn 	
m 	log (0\ ) 

Además II' 	= . 

Demostración: Definamos los in inapeos Si  : [O, b] ---+ [O, b] como sigue 

81  (x) = 
(x) = 	+ bi 	para i= 2, , m 

donde los bi son tales que los in subintervalos generados queden igualmente 
espaciados. Entonces claramente Si, S2)  . 	Sm  son funciones de similaridad 
con constantes el  = e2 = • • • = cm  = A. Además para el conjunto abierto y 
acotado V = (O, b) se tiene que Ur.t.ISi [(O, 6)] C (O, b) con dicha unión disjunta. 
Asimismo FrnA  es el conjunto invariante bajo las Si ya que FmA  = 
Luego por el Teorema 14 del capitulo 10 tendremos que s = dim H (FmA) = 

dim B  (44) donde et + • • • +c,,,,s = 1, por lo que in,A3  = 1 y de aquí s = 	 
La demostración de que II' 	= 1 es completamente análoga a la del 
Teorema 2,0 

Como O < ,\ 	 t 
lo < 1/rn < 1 entonces 	< 1, de aquí que todos los g 

conjuntos uniforme de Cantor sean totalmente disconexos. Además, de la 
definición de dimensión de flausdorff la medida de Lebesgue de cualesquier 
conjunto uniforme de Cantor Fina es igual a cero. 

Veamos que valor se obtiene para s = dim jt  (Frn,k) = dim B  (Fina) cuando 
A se aproxima a 1/m o a cero, para ni entero positivo fijo, 

11.3 Series y conjuntos de Cantor 

Sea O < a < 1. Consideremos la sucesión lail, donde al  E (0, 1) para toda 
i, y tal que E°°, al  = a, Con base a dicha sucesión 	definiremos ciertos 
conjuntos kik en el intervalo [O, 1] en analogía con la construcción del conjunto 
ternario de Cantor. Veamos: FI  se define al omitir de [0, 1] el intervalo abierto 
central de longitud a1, y obtener dos intervalos cerrados. Ahora a cada uno de 
los dos subintervalos de F1  le 'quitamos' el intervalo abierto central de longitud 
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'1.2 /2. En general, Fk se obtiene al 'quitarle' a cada uno de los 21̀-' subintervalos 
cerrados de Flk_ j, los intervalos abiertos centrales cada uno de longitud ak/2k-I 
(ver Figura 11.3). Así Fk—i le estamos 'quitando' un conjunto abierto de 

como = R. 
longitud 24-1  (,241.1..) = ak  para obtener Fk. Definimos el conjunto a-Cantor 

01 	 a 	 11 ro  

FI  
a212 	 a212 

Fa 

a314 	a314 	 a3/4 	a 314 

H.kH HAI-4 	1-1)‘I-1 	 H 	 F3 

Figura 11.3 

Esta construcción, así como todos los resultados sobre E, siguientes pueden 
generalizarse si definimos ,F, a partir del intervalo (O, bl y la serie E, a, 	b. 

De acuerdo a la construcción anterior la medida de Lebesgue del conjunto 
a-Cantor, F,, es 

(F,) = 1 — (al + a2  a3  ...) = 1 — Ea; = 1-a, 	(11.5) 

y como a E (0, 1] entonces O < L' (Fa) < 1. De aquí que tengamos el siguiente 
resultado 

Teorema 4 Si Fff  es el conjunto a-Cantor obtenido mediante la serie E, a;  = 
a, donde ai E (0,1) V i, entonces 

dim 	(FT ) = 1 	si O < a < 1 
dim f Ver < 1 	si a= 1. 

Demostración: Se sigue de la relación entre las medidas de llausdorff y 
Lebesgue junto con (11.5) y la definición de dimensión de Hausdorff.0 

Lo mismo que O y FmA el conjunto a-Cantor es perfecto, además de seguir 
siendo totalmente disconexo aún cuando se tenga dim ft ( Fa ) = 1 para a = 1, 

En lo que resta de este capitulo trataremos de obtener mejores cotas (in-
ferior y superior) para dim fj" y dim B de 11a  en el caso en que a = 1, es decir, 
cuando E, = 1. 

11.4 Factores de contracción 

En la construcción del a-Cantor se definieron ciertos conjuntos Fk  los cuales 
constan de 2k subintervalos todos de igual longitud, digamos lk , y los cuales se 
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l30 

obtienen a partir del intervalo I = [0, 1]. Definamos a partir de ellos la siguiente 
sucesión 141, a cuyos términos llamaremos factores de contracción de Pa. 

(ver Figura 11.4). 

/1 	„, 	/ 	 /k  
¿I = 	= 	" lo 	

2 	
= 	' 

(11.6) 

	  lo  
01 	 11 ro  

1 	  
a212 	 8212 	FI 

i-10—"-11-4 F2 
• e 	

e 

• 

1."."11:1 "  

H H 	1-1 1-1 	 1-1 H 	H 1-1 Fk 
Figura 11,4 

Supongamos que ninguno de los 2k subintervalos cerrados de cada FI, se 
traslapan, y que fk  E (0,1) b k, luego existe el supreinum de la sucesión {6,}, 
por lo que definimos e =sup ¿k. Claramente e E (O, ?si. Ahora utilizando 

a e como factor de contracción podemos generar, a partir de /, el conjunto 
uniforme de Cantor Fm. En el k-ésimo paso de F2,1  se tienen 2k subintervalos 
cada uno de longitud ek y.  los cuales forman una cubierta de Fk  (será necesario 
hacer una pequeña traslación en cada tino). Por lo tanto 

log (2k)log  (2) 
dim (Fa.) < dime (F,) < Fui 	 

— log (ek) = — log 

Usando estos factores de contracción podemos inclusive 'aproximar' a Fu  de 
la forma siguiente: Sea k entero positivo y tomemos el conjunto {eh  v e,,}. 
Contraemos el intervalo [0, 1] por un factor de para formar dos subintervalos: 
el extremo izquierdo del primero de dichos subintervalos debe coincidr con el 
extremo izquierdo del [0, 1], y el extremo derecho del segundo subintervalo debe 
coincidir con el extremo derecho del [0, 1]. A continuación contraemos estos 
dos subintervalos por un factor ahora de 12  para obtener cuatro subintervalos 
de longitud 1112  cada uno. Repitiendo esta procedimiento k-veces se tendrá un 
conjunto con 2k subintervalos disjuntos de longitud el 	¿k  cada uno, que 
por otro lado es exactamente igual al conjunto Fk que se obtiene en el k-ésirno 
paso (le la construcción del conjunto o-Cantor, es decir, estos 2k subintervalos 
coinciden con Fo. al menos hasta el conjunto Fk. Definamos ahora k-funciones 
de similaridad del [0, 1] al [0, 1] como fi (a) = (e16 	eoz+ai> (j = 1, • • • , k), 
donde las es son constantes de traslación definidas por los extremos izquier-
dos de los 2k subintervalos obtenidos anteriormente. Luego, del Teorema 3 
el conjunto invariante generado por estas similaridades tendrá dimensión de 
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Rausdorff 
k log (2)  

log (e112 	10' 
Cuanto mayor sea el valor de k que tomemos mayor 'aproximación' tendremos 
con el conjunto a-Cantor. Surge aquí la. pregunta de. si dicho cociente tiende a 
la dimensión de Ilausdorif de 11. cuando k ---+ ces. Regresaremos a esta pregunta 
en la siguiente sección. 

En forma análoga a la cota superior podemos encontrar una cota inferior 
para F. Para ello definimos ahora el factor de contración p = infk e,„ por lo 
que p E [0, 1). Si p = O entonces dim ff (E) = duna (F,) = O de acuerdo a 
(11.4), y del hecho de que si {ek} contiene otra subsucesión que converja a un 
número no-nulo (aparte de la que converge al cero), entonces la longitud de los 
intervalos al aplicarles las contracciones con base a estas dos subsucesiones es 
menor que si aplicamos solamente los términos de la subsucesión que converge 
al cero. Para el caso en que p > O se tendrá ahora que en el k-ésimo paso 
de F2,f, se tienen 2k subintervalos cada uno de longitud pk. Inclusive, salvo 
traslaciones, de acuerdo a la definición de p se tendrá que en el k-ésimo paso 
de Fzi, cada uno de sus subintervalos puede ser cubierto por cada uno de los 
subintervalos de Fk , donde recordamos que NI), = P. De aquí que 

log (24) 	log (2) 

Resumiendo 

Teorema 5 Sea {ai} una sucesión de términos en el intervaloO, 1) y tal que 
Ei  a;  = 1, Sea F„ el conjunto o--Cantor definido a partir de dicha serie y a 
partir del intervalo [0,1]. Sea {l'O la sucesión definida en (11.6). Entonces 

(i) Si = stip!, 1k entonces 

dim fi (F,.) < dill1B (i) 	log (2)  
< • 

— log (e) 

(ii) Si p = infk ek y p > O entonces 

log (2)  , 
log  (p) 	(11111 ff   ( Per) 	 ( k%) 

(iii) Si p = O entonces dim f f (F,) = dim (Ea) = 0. 

Estos resultados coinciden aclemiís con los Teoremas 16 y 17 del capitulo 
10. 

Por ejemplo en el Cantor ternario tendríamos ek  = 1/3 V k, por lo que e = 
p = 1/3 y por (i) y (fi) del Teorema 5 dim ff  (C) = dim 1.7 (C) = log (2) / log (3) 
como debe ser. Inclusive si tenemos el caso extremo en que ele = 1/2 V k, en-
tonces e = p = 1/2 por lo que ahora tendremos que dim ff (Fa) = dim fi (la)  = 

1 como era de esperarse, ya que en este caso 17, es precisamente el intervalo 

[0, 1]. 
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dime  (F4 > dim ff  (F,) > hin 
I0 — log (pk) 	log (p).  



11.5 Aproximaciones mediante un Cantor Uniforme 

El Teorema 5 nos proporciona una cota, tanto inferior como superior, para 
dim ff  (Fa). Sin embargo en ocasiones dichas cotas pueden resultar demasiado 
burdas. Las dificultades para obtener expresiones más exactas de la dimensión 
de Ilausdorff del conjunto a-Cantor surgen del hecho de que dicho conjunto 
1;', no necesariamente es auto-similar, es decir, que no se obtiene corno un 
conjunto invariante de cierta cantidad finita de funciones de similaridad. Sin 
embargo usaremos conjuntos autosimilares (especificamente el conjunto uni-
forme de Cantor), para aproximar la dimensión de flausdorff de Fa.. 

De acuerdo a como se construyó el a-Cantor podemos expresarlo como 

Io = niEi = 	 (11.8) 

ya que Ei41  C 	(escribo Ei en lugar de Fi como se hizo en la sección 11,3 para 
evitar duplicidad de notación más adelante.) En el k-ésimo paso, el conjunto 
Eh consiste de 24  subintervalos disjuntos y cerrados, todos de igual longitud 
/k, y el cual se obtiene al remover de cada uno de los 24-1  subintervalos de 
Ek_i, el intervalo abierto centrado de longitud 5P1,1-. De aquí que la longitud 
total de los intervalos abiertos removidos en Ek_i  para obtener Eh, sea de 
2k-1  (2`--ar) = ah. Y con respecto al intervalo inicial .E0  = [0, 1], en el k-étiiino 
paso se han removido intervalos cuya. longitud total es de al  + a2  + 	+ ak, 
De aquí que la longitud lh  de cada uno de los 24  subintervalos que forman Eh 
sea, expresada en términos de la sucesión { 	de la forma siguiente 

, 
= 

1 - al
2  

a2 
k  - 
	- ak  

(11.9) 

Si usamos los factores de contracción obtendríamos ik = e,6  ¿k, como se 
vió en (11.7). Ahora, dado un natural k cualesquiera tomemos el conjunto 
uniforme de Cantor F29,,, el cual, de acuerdo a como se construyeron los 
Cantor uniforme podemos expresarlo como 

ClO 

i=1 n F')=
hm p(h) rn-4co 
	 (11.10) 

En particular, 14k)  se obtiene al contraer 24-veces el intervalo [0, 1] por un factor 
de ik. Así, Ok)  'coincide' con el conjunto Eh (salvo algunas traslaciones que 
fueran necesarias hacer), y ésto será expresado diciendo que F2k ii, coincide con 

Fa  a orden k. Es decir, n 	= Eh = 11)(0k)) donde ti) indica las traslaciones 

necesarias para que cada subintervalo igualmente espaciado de F}k)  coincida 
con los de Eh. Por lo tanto, entre mayor sea el valor de k, F2h,r, se 'aproxima' 
mejor a F. Luego entonces con (11.8) 

1' 1  = llnl n 	= 11'10 (Filo) 	 (11.11) 
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Corno el conjunto invariante generado por i  (Ff k)) (es decir, a partir de cada 

subintervalo de ti) (F, k)) defino 2k funciones de similaridad las cuales generardn 
un conjunto invariante) y el conjunto Cantor uniforme F29, difieren solo por 
sus constantes de traslación, entonces la dimensión de Hausdorff de ambos 
conjuntos invariantes es la misma para cualesquier entero positivo k. Con base 
a ésto afirmo lo siguiente (véase también (11.7)) 

dim 	{
hin F24 I  = dim [hin (F 1(4)) 	 (11.12) 

h-400 	k 	k-vou 

Asimismo, ya que 1,129, es invariante, auto-similar y con dimensión no-entera 
para cada k afirmo que 

dim H 	t  I = 	dim H  {F2911 . 
k-0 	

(11.13) 

Ahora, de acuerdo al Teorema 3 y de la igualdad (11.9) 

	

log (2k) 	log (2k) 
dim H  (F24 .1k ) = 	„ 

	

— log (¿k) 	log (  1-41  

log (2) 

lOg (2) 	1°11-a1 

De esta manera podemos estimar la dimensión de flausdorff del conjunto a.-
Cantor como sigue, de (11.11) 

dim H (F«) = dim [ lim (/e))1 
k—000 

habiendo supuesto (11.12) y (11.13) verdaderas 

= dirn H [lira F¿k 	= lim dim {F29,1 
kco 	k -+ 

y con (11.14) 

Resumiendo 

donde denotamos 

log (2) 

log (2) -1- hm {1"(1-11 	-13  
k—no 	—k 

log  (2)  
din) (F4 = 

log (2) + A 

A = —im 	  
log (1 — ai  — 2  — 	— ak) 

• 
—*oo 

Así, esta aproximación dependerá además de la serie 	= 1, es decir de 

que el limite en (11.16) exista, aunque pueda ser oo. Supongamos que dicho 
limite existe, luego O < A < oo. De (11.15) se tendrá que O < dim 11  (Fa) < 1, 
inclusive (le dicha igualdad obtenemos el siguiente resultado 
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Teorema 6 Sea Ei  ai  = 1, donde oi  E (0, 1) V i. Sea F, el conjunto a-Cantor 
obtenido a partir del intervalo [0,1] y mediante dicha serie. Supongamos que 
A definido en (11.16) existe y que (11.12) y (11.13) son verdaderos. 

(i) Si A = O entonces dial H  (Fa) = 1. 

(ii) Si O < A < oo entonces la dimensión de llausdorff de 	está dada por 
(11.15), de donde F. es totalmente disconexo. 

(iii) Si A = oo entonces dim H (F4 = 0. 

Ejemplifiquemos este teorema con algunos casos particulares: 

• Si E??..1  ai = a donde O < a < 1, A = O por lo que dim H (Fa) = 1 lo cual 
coincide con lo obtenido en el Teorema 4. 

• Sea r > 1 y la serie geométrica Elt., r-h = 1/ (1 - r-1) - 1 = 
Definimos la constante b tal que b+Er_i  1*-k = 1, entonces b = 	Solo 
es de interés el caso b > O, por lo que solo estudiaremos el caso r > 2. 
Entonces de (11.16), donde estarnos considerando a b el primer término 
de la sumatoria al  + 	+ ak, tendremos que 

log [1 - b - r-1  - r-2  - • • • - r-(4-1)] 
A = - lima  	(11.17) 

-•ou k 

y como 
4-1 1  - 

= 	
(1)(  
1 - 

entonces de (11.17) tendremos que 

- - 1 	
1 

1 - r-1  

log [1 - b 	1)] - 	li
m log [2 - b 

A = - lim 
k -roo 

y como b = (r - 2) / (r - 1), al sustituir y simplificar tendremos que 

log [  ' , i 	log (;!-) + k log PI \ -1  

	

= - i1111 	(r-1)T 	= 	ii111 	 ‘" = log (r) . 

	

k-loo 	k 	4-.ou 	k 

Así, O < A = log (r) < a.) para cualesquier real r > 2, y por el inciso (li) 
del teorema anterior obtendremos de (11.15) que 

dim H (Fa) = 1911(2) (11.18) 
log (2r)' 

Observemos que utilizar una base logarítmica diferente nos llevará a val-
ores diferentes de A, pero a un único valor de la dimensión de Hausdorff. 
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— Para el Cantor uniforme con m = 2 y a = 1 /4, dim y (Fina) = 

19(2 — 1/2, lo cual coincide con (11.18) para el caso r = 2 del log(4 )  

ejemplo anterior, donde b = 0 ya que al, (1) = 1. 

— Si en (11.18) consideramos el caso r = 5 entonces b = 3/4 ya 
que E11:11  5" = 1/4)  y asi A= log (5) de donde dim n- [17,(r=b)1 = 
log (2) / log (10) t..' 0.30103. 

Observaciones 

El Teorema 6 nos permite asi obtener una aproximación o bien el valor 
exacto de la dimensión de Hausdorff de Fo. cuando el comportamiento de la 
sucesión {N} sea demasiado irregular de forma tal que no podarnos determinar 
explícitamente su limite. 

El conjunto F2h it, que usemos para aproximar el conjunto o--Cantor es auto-
similar, y de acuerdo a lo obtenido anteriormente podemos hacer dicha aproxi-
mación tan grande como queramos. Así, dado k arbitrario podemos aproximar 
el conjunto P, mediante 21' funciones de similaridad. Sin embargo ésto ya 
plantea un inconveniente, pues por ejemplo para una aproximación a orden 10 
se requerirán 210  = 1024 funciones de similaridad. 

También es importante resaltar que F21,1, es iguala Fo. hasta el orden k, pero 
no es posible saber que tan grande o pequeña seguirá siendo la diferencia entre 
ambos conjuntos a partir del término k + 1, ya que ésta dependerá del com-
portamiento de los términos ak+i,ak+2,... los cuales ya no se están tomando 
en cuenta en F29,. En este caso el Teorema 5 nos ayudaría a complementar el 
valor de la dimensión. 

11.6 Cantor Afín 

liaremos una construcción análoga a la de F,, pero en este caso el intervalo 
abierto que se retira en cada subintervalo no estará necesariamente centrado. 
Veremos dos casos particulares. 

Sean A1, A2, B1, B2  números reales en el intervalo (0, 1). Sea E0  = [0, 1]. 
Definimos E1  como la unión de dos subintervalos de longitudes Al  y B1 . El 
subintervalo de longitud A1, se obtiene al contraer E0  por un factor de A l  y su 
extremo izquierdo coincide con el de E0. De la misma manera el subintervalo 
de longitud Bi  se obtiene al contraer E0  por un factor de B1  y su extremo 
derecho coincide con el de E0  (Ver Figura 11.5). Así E1  está formado por 
un subintervalo 'izquierdo' que se obtiene con el factor de contración A1, y un 
subintervalo 'derecho' que se obtiene con el factor de contracción B1. Definimos 
ahora el conjunto E2  como sigue: a partir de cada uno de los subintervalos de E1  
se obtienen dos subintervalos, el izquierdo y el derecho, donde el subintervalo 
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izquierdo se obtiene con el factor de contracción A2, y el subintervalo derecho 
con el factor B2. De esta manera E2  está. compuesto de cuatro subintervalos 
cerrados de longitudes A1A2, A1132, Bi A2, y B1.B2. Supondremos que estos 
cuatro subintervalos de E2  son disjuntos dos a dos, (aunque podría considerarse 
el caso en que algunos de ellos se interseetan en sus extremos.) 

0 	 1 
E o : 	  

Al 	 B1 
	 1 	I 	  

A1A2 	A1132 	
B1 A2 [31B2 

E2: 

	

	 H 

Caso: A1+ B1  <1 

Figura 11.5 

Así 
0 < A1A2 + A1.82  + BI A2  + B1 B2  < 1 

o bien 
O < (Al  + B1) (A2 + B2) < 1. 

No es necesario pedir la condición de la intersección vacía (0 < Al  + B1  < 1) 
para los subintervalos de El; pero de llegar a traslaparse, Al  y B1  deberán de 
considerarse como dos subintervalos diferentes a la hora de construir E2  (ver 
Figura 11.6). 

A partir de E2 construiremos un conjunto invariante como sigue. Para 
= 1, 	, 4 definimos las funciones de similaridad A del [0, 1] al [0, 1] como 

fi (x) = A1 A2x 
f2  (x) = Al  82x + h2  

(x) = A2Bix + 
(x) = B1 B2x + h4  

donde h2  = A1  — Al  B2, 1/3  = 1 — 131, h4  = 1— 131 B2. En la definición de estas 
funciones no importa si los subintervalos de E1  se traslapan, 1 < Al  + B1  < 2, 
aunque en este caso la correspondencia entre el orden de los subintervalos 
dentro del [0,1] y el indice de las similaridades será, diferente a la del caso 
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O < Al  + B1  < 1. Luego, por los Teoremas 10 y 14 del capitulo 10 existe un 
conjunto compacto y no vacío G C [0, 1], el cual es el conjunto invariante de las 
similaridades fi. Además s = dim H  (G) = dime (G) es tal que O < 113  (G) < 
oo, y 

de donde 

(il1d12)4  + (i11.82 )s + ( A2,61 )' + ( B1B2)' = 1 

+ B1)(Al + /31) = 1, 

Dicho razonamiento puede generalizarse corno sigue. Sean A1, , Ah y 
B1, . 	Bh números reales en el intervalo (0, 1), y Ec, = [0, 1]. Para cada j = 
1, 	k, el conjunto El se obtiene al contraer cada uno de los subintervalos de 
Ei...1  en dos subintervalos cerrados, usando el factor de contracción 'izquierdo' 
Al y el factor de contracción 'derecho' B1. La unión de estos 2i subintervalos 
formarán E1. Así', el conjunto Eh estará formado por 24  subintervalos cerrados 
los cuales además deberán de tener intersecciones dos a dos vacías. 

o 
E0: 

1 
A l  B1 

IA11.4
H  

El: 

E2: 
Al A2 B 1A2 	3 

Caso: Al+ Bi 1 

Figura 11.6 

Con base a dichos subinterwdos definimos 2/ funciones de similaridad con 
constantes de contracción 

	

= 	• • • a,,, 	i = 1,...,24  

	

donde 	cvi, E {Aj, 	= 1, ...,k.  

Como los subintervalos de Eh a partir del cual se definieron las similaridades 
son disjuntos dos a dos, entonces dichas funciones satisfacen la condición del 
conjunto abierto. Asi llegamos al siguiente y último resultado 
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Teorema 7 Sean A1 , 	, Ak  y 	Bh números reales en el intervalo (0,1). 
Si G es el conjunto invariante de las 2k funciones de similaridad que se definieron 
en la construcción del párrafo anterior, entonces s = dim H (G) = dim n (G) 
donde 

1151(A: + Bj) = 
1=1. 

Ademós O < (G) < oo. 

Cabria preguntarse que sucede cuando le -4 oo, es decir, cuando el número 
de contracciones diferentes A, y Bi tiende a infinito, y si es posible utilizar el 
Teorema 7 anterior como aproximación de dichos conjuntos limite. 
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uNcLu,,toNrs 

• Es factible el empleo tic fractales en el estudio de los problemas de fil-
tración de fluidos en un medio poroso, COMO un int;todo alternativo para. 
determinar las caracteristicas Indrodinamicas del suelo 1 y O. Sin em- 
bargo, 	dependerá, de u Ilil (Mella elección y determinación que se haga 

de la dimensión fractal del medio poroso. 

• La expresión (0.22) 

( 1 — lb) t 	= 

obtenida en C. Fuentes [19921 es valida. para la dimensión fractal s de un 
medio poroso ¡i-dimensional, y siendo el G-volinnen de vacíos de dicho 
medio. I,a dimensión fractal .9 se tonta, de acuerdo a la definición dada, 

por B.B. Mandelbrot, [19831 e n su Capitulo 12. 

• Si consideramos ahora a s como la dimensión de Ilausdorlf de un conjunto 

dimensional E, es decir s 	disn ( E), entonces el parámetro (15 de 
la expresión (0,22) debe recletinirse para evitar resultadoS triviales. En 

particular, en esta tesis se definió un nuevo parámetro P, a saber, como 
aquel %filie° valor en el intervalo (0, I) tal que la expresión 

se satisface. Llamamos Conjunto-oqP al conjunto E con dichas condi-

ciones. 

• Para cualesquier (....onjunto-.l), 	C 	existe un conjunto invariante, 

totalmente disconexo y antosintilar J C.: /I?" tal que dim r, ( 	n dins 

7( (I)III /y (.1). Ademas, .1 está generado por dos funciones de similaridad 

de IR' en IR", con constantes de contracción I — P y Pa. 

• Para. cualesquier Conjunto-sP, E C fi?", existe un conjunto invariante, 

totalmente disconexo y autósimilar ( c IR tal que 

ti. vO‘'CII 

	

„....................".....-....., 	
fi. V...:..8 	,\ 

	

Chin 11 ( l'.; ---7  din) fi ( (7 x " ' X (7 	--:. (hin s. 7 7 : ,77< G)  ., 

o bien 

(hin !!  (l:') = 	 = 	(hin (G). 

• Para. cualesquier Conjunto-RP, E C 	el conjunto invariante y mi- 
tosimilar (.1 C /R. es generado por dos funciones de similaridad con con-

stantes de contracción 1 — 1) v /". 1,a fkirnia de dichas funciones no 

dependen ni de a ni de P. 
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• 1,a dimensión de Ilausilorif de un Conjunto-s /1   tridimensional E, 'casi 
siertwre' puede recuperarse al intersectar a. dicho conjunto con un plano 
1)idimensional 	1.s:strictattien te 

(un 	( E) = (hi [E n rY  (V)] + 1 

para II' x -N2-casi todo (a:, V) E Exa (3, 2). 

• Sea E un Conjunto-sí' tridimensional y II E (T (3, 2) un plano bidimen-
Si011ai. Si proyectarnos ortogonalmente a E sobre 11, bajo ciertas condi,• 
ciones podremos recuperar la dimensión de llausdorff de E al intersectar 
dicha proyección con una recta. 1) contenida en II. Estrictamente, si 

< 	E dim 1.1  [P,..9ju  (Ji;) n r,. (D)1 < 

para 19;..-casi toda proyección en O* (3, 2) y 11' x y2,1 -casi todo (x, D) E 
Projn  (E) x 	(2, 1), entonces 

	

dim 	( F)) = + I. 

• Sea. E C llii l  Conjunto-sp. 

Si dial, g (E) > 2 y x E E, entonces, 'casi siempre' puede recuperarse 
la dimensión de 11 ausdorff de E si in tersectamos dicho conjtitito con 
rectas D E a (3, 1). En efecto, 

dim fr (E) = 	it  [E n rs, ( 0)] + 2 

para 	x ,ry-casi todo (x, M'E E x G (3, 1). 

-- Si dial rl  ( E) < 2 y 3! E ¡IP, entonces para. 7(,i-casi toda recta 1) E 
G(3, 1) 

[E\ {x; }]n (V) = 0. 

laos resultados anteriores son válidos para Conjuntos-s P, sin embargo, para 
ello se obtuvieron resultados de conjuntos n-dintensionales más generales, entre 
los cuales enunciamos los siguientes: 

• Si E C Ni'" es un s-conjunio, entonces IP 1 /f. 	= O para. II'-casi toda. 
E. 

• Si E C 11?". es un s-conjunto entonces 	< D' (E, x) < 1 para 1/'-casi 
toda. x E E. 

• 	Para cualesquier conjunto de Borel (Suslin) E de Ni" tal que dim ur (E) 

dini rr  ( E) = dim [Pro ( E)] 

para 0:,,,„-easi todo espacio m-dirnensional II E CP (n,, 7 n)• 
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• Para s< n — m, j: E IR", C In.n.  y //' (E) < 

\ {alln T,. (V) = 0 

para 7„,,„-casi todo V E G (7t, tu). 

• Si s > 	m y E es un s-conjunto bordan() (Suslin) en 1/?", entonces 

dim „ [En 	v = 4_ in  

para II d x y„,„,-casi todo (x, V) E ExG (n, 

• Para cualesquier conjuntos A C //in y H C 

din) It 	x 13) > dim H  ( A) 1- dim n ( 

dándose bt igualdad si dime ( A) = dii7tH  (A). 

• Sea D C IR" subconjunto cerrado y 	la colección de todos los sub- 
conjuntos compactos y no-varios de D. Entonces 	con la métrica de 
flausdorff pn, forman un espacio métrico) completo. 

Con referencia a los conjuntos de Cantor obtuvimos los resultados sigu-
ientes: 

• Para el conjunto perfecto uniforme de Cantor F,.„,t , con O < mA < 1, se 
tiene 

los; (m)  
dim H (Frn,l) = din) 13 (EvnA) = 

log (A) 

• Sea in un entero positivo arbitrario. Dado cualesquier conjunto E C 11?. 

con dimensión de Bausdorff O < s < 1, existe A y por lo tanto un conjunto 
uniforme de Cantor 	con la misma dimensión que E. Para ello escoger 
A tal que rtiAs = 1. 

• Para el conjunto perfecto a-Cantor, 	obtenido a partir de la serie 

E, cr, = a, con ai E (0, 1) V i, se tiene que 

— Si O < a < 1 
(Jim 11  (F„.) = 1. 

— Si a = 
d1111 y(1',.) < 1. 

Así, ningún conjunto u-Cantor obtenido a partir de una serie O < 	< 
y del intervalo (O, 1] tendrá dimensión <le liatisdor(f fraccionaria. 

Ya que 	C III. el resultado anterior para. el caso a = 1 es completamente 

obvio. De aquí que se deseen obtener mejores cotas para la dimensión de un 
u-Cantor generado de una serie de la. forma Ei  a, = 1. Cuando el compor-
tamiento de la sucesión {,./ i}i  no es posible o difícil de determinar, una. primera 

aproximación para dim (F,) se obtiene mediante el siguiente resultado: 
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• Si los términos a, de una serie r, a, = ll'ara los factores de contracción 
• • 	defillidOS cit la Sección 11.1 a partir del conjunto tr-Cantor, 

Fia , se tiene que 

Sir =sup 1;k} 

	

dini ( 	< (l57 ). /3  ( 	< _ log (2) 

log (1) .  

Si p =lllf {4}, con p > 0, 

log (2)  
los (p) 	aun 	) 	ditit i, 

-- Sip= 0  
dUn y (F(7 ) = dim /3 (G) = O. 

Los Teoremas 16 y 17 del Capitulo 10 nos pueden llegar proporcionar 
mejores cotas que las que acabamos de enunciar. Sin embargo, en general 
estas cotas pueden llegar a ser demasiado burdas, por lo que el siguiente resul-
tado nos ayuda a encontrar la dimensión de liatisdorif de conjuntos ti, en una 
forma más general y exacta: 

• Sea Fer  el conjunto cr-Cantor obtenido a partir de la serie E, •= 1 y del 
intervalo [0,11. Definimos 

lo (1—  — 	— a3 	ak ) 

	

A = — 11111 	  

Si las igualdades 

lim dial [P2.9, = dial 	F2k, (1 /41 = din, I(  [Fun .0(171'1 
k —Ino 	 k ~100 	 frj 

son válidas, entonces: 

Si A = 0 
dint 	= I. 

Si 0 < A < cc,  
log (2) 

din' 	= 
log (2) + A 

además de ser F, totalmente disconexo, 

— Si A = 
dim (G) = 0. 
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• Si C es el conjunto invariante de las 21-funciones de similaridad definidas 
en la sección 11,6 a partir de las constantes A 1 , ••• Ak y Ht, • • • Bk, 
donde dichas constantes se encuentran en el intervalo (O, I), entonces 
s = dim ti ((;) = 	(G) donde 

Se conocen pocos resultados referentes a los conjuntos Cantor afín, en gran 
parte debido a que intervienen una infinidad de parámetros que son difíciles de 
controlar. Sin embargo, el enunciado anterior nos da una primera pauta para 
buscar resultados an►ílogos a los obtenidos con los conjuntos u-Cantor. 

Cabe mencionar por últin►o, debido al comportamiento impredecible de 
ciertos parámetros, que también seria factible utilizar frutales 'aleatorios' para 
tratar de describir tanto a los conjuntos a-Cantor como a los Cantor afü► . 
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APENDICES 



.1PENI.)1(11.; 	A 

En este apéndice incluimos una. tabla. con algunos valores de ;h y I/ que se 
Obtienen a partir de la. expresión 19.221, a sabr: t - ebYi  + ch' = I, donde 

	

= 	siendo 	la dimensión fractal definida en la página 8 del capítulo 
introductorio. Asimismo, dicha talla puede aplicarse a los parámetros P y d' 
a. partir de la. Definición 1, página 13 y donde d' = s/n, siendo en este caso s 
la dimensión de Hausdorff. 

Recordemos que ,; < 	< 1 y O < 	< 1. Análogamente < 	< 1 y 

	

o < 	< I. 
Se utilizaron los métodos de Bisección y Newtou-Raphson para encontrar 

los valores de la tabla,. 
Los errores de 44.1 (o bien, 1)) son del orden de 10-7. 
Si calculamos mi (respectivamente 'fui% tendremos la dimensión fractal 

(respectivamente, la dimensión de llausdortf), de uu conjunto .n- dimensional. 

d ( o bien O) (i) 	(obienP) 

X0.5+ -->0+  
0.54 0.0004524 
035 0.0025489 
0.58 0.0347950 
0.60 0.0848837 
0.62 0.1555076 
0.65 0.2871789 
0.67 0.3832505 
0.68 0.4317630 
0.70 0.5270345 
0.72 0.6171253 
0.75 0.7371698 
0.80 0.8862317 
0.82 0.9268736 
0.85 0.9686903 
0.87 0.9852807 
0.90 0.9971673 
0.95 0.9999973 

-1-  ->1- 

A 1 



PENDICE 

A continuación se muestran algunos valores para los parámetros P y s = 
dim y de acuerdo a. la Definición 1 de la. página. 13. 

Los métodos empleados fueron el de Bisección y el de Newton-1112.080w 
Los errores de P son del orden de i0-7. 

Los conjuntos mostrados fueron generados de acuerdo al método para un 
Sistema de Funciones Iteradas (1FS), [ver por ejemplo Gulick (1992) capitulo 

41 El valor N indicado representa el número de puntos genera.dos para obtener 

(licito gálico, 

• Conjunto ternario de Cantor: s = log (2) / log (3):s..,  0.6300297, P 
0.2007480 

• Conjunto uniforme de Cantor, con rn. = :3 y ,\ = 1/5: s  zr• log (3) / log (5) r_tr 
0.0820061, P 	0.4443562 

111• 	I.» 	 1.• .1111 VI* 

N = 150 

• Conjunto de Kock: s = log (4) / log (3) t.- 1.2018595, P 0.2007482 

rri.1  
1,„0,«)  

.(1.549  .S?  

N = 1000 

• Carpeta de Cantor e x C': s = log (4) / log (3) 	1.2(318595, P 
0.2007482 sir 

u: :u 

1: 1: 
u: :: 

MI I: 

X: XI 

WO KV 
CU IO 

N = 1500 

• Triángulo de. Sierpinski: s = log (3) / log (2) 	1.5819625, P = 0.8(381009 

tá 

N = 1500 
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N = 4000 

• (!arpeta de Sierpinski: s = ks (8) / log (3) r.-2 1.8927893, P 	0.9999933 

it(1 	t 

N = 4500 

• Variante de la Carpeta de Sierpitniki: 	= log (5)/ log (3) 	1.4649735, 

P c.:1 0.6695703 

• Esponja de Menger: s = log (20) log (3) rzi 2.72615330, 	0,9985805 

• Pirámide de Sierpinski: s = log (4) / log (2) = 2, P = 03670764. 

F32 



P = 0.05 N=1000 P = 0.2 N=1500 
4  I 	1 1 1 11 

• • . • 1 

• • t .1 • • ni 

• • • 4 .• 

• • •• 

S = 1.174248 S = 1.261512 

PEN DICE 

A continuación se muestran algunos Conjuntos-sP contenidos en /112, los 
cuales son generados por dos funciones de similaridad con constantes de con-
tracción 1— P y /)2  respectivamente, Esto de acuerdo al Teorenia 1 del Capitulo 
1, pág. 16. 

En cada figura se indican los valores de la constante de contracción P y 
su dimensión de llausdorlf s, así cuino el número N de puntos generados para 
ilustrar dicho conjunto. 

Todas las figuras están contenidas dentro del cuadrado [O, 1] x [0, 1]. 
Los segmentos de recta izquierdo y derecho en la parte inferior de cada. 

figura denotan la longitud de 1 — P y P' respectivamente. 
Todas las figuras se obtuvieron mediante el método para un Sistema de 

Funciones Iteradas (IFS), [ ver Gulick 1,1992) ]. El programa en QBasic se 

incluye en el siguiente apéndice. 

P = 0.3 N=2000 P = 0.4 	N=2000 
'111 

.! 

• t 

1 	; sll l  

I 	.II 

'II 

•10, 

III 

VII 

1,111 

1.11 

•"11 

• • 	I 

11 	41 	111 

;11 .41 

.1! 	/11 
••• a, 	tit 

mi• 

11:1 

rtt 

S = 1.305424 S =1.346099 

C 



P = 0.6 N = 5000 

P = 0.99 N=1000 

S = 1.756901 

P = 0.95 N=1500 

S = 1.669256 

PI 0.11 

lv 	III 11 
11,1w 1:1 

et 

	

Id h. 	tt It ,U3 

	

er 	:In tz...; 
111: 	N 

S = 1.388484 

P = 0.8 	N=3000 

S = 1.536884 

P = 0.9 N=2000 

S = 1.612423 

S = 1.432155 

P = 0.5 N=2500 

114 1g ;11: Poi: el 
Cu • 4T1 7 MI 

.711 

>s 	117 It r. 
".1; 	 I? 

VI $1 
...I.% 1E 	'Id 	tí,  

I' 	141:. 
la lb. 	In. o 1: 

ka 

19 
IL 

	

V. • huir 	111.1 

ftJ 1,1  .1.c.,* 
• ..1/4 	111.1 	b.a 	1.'• 

*Lig 
 

•$ 	II‘ II. cuco 

ri :1 

	

'Ztt 	1ln 

	

e' 1Tr. 	I; 11 
• 7t 

	

It 	r$ 
11.  

;1:x n1 
'11;1z 	,tz 	a 1 

Hz II: 

	

11:( 	i1 ;1t 

	

1,11 4:41 	11,t1 

t: fr. 
Xt 11:1 	GI 

V.• 	1 	MI: :II 

U Ir 	t.: klz 
11I; 

::  
7.1:11 	:11 

:II; 



A PENDICE D 

REM 	PROGRAMA EN QBaic QUE GRAFTCA CONJUNTOS- 
REM • CONTENIDOS EN EL PLANO. 
REM SE UTILIZAN LAS CONSTANTES DE CONTRACCION 
REM (1-P) Y P"2 DE ACUEPDO AL TEOREMA 4 DEL CAPITULO 1. 

KEY OFF: CLS : SOPEEN 9 
WINDOW (-.2, -.2)-(1.2, 1.2) 
PRINT " 	INTRODUCIR EL VALOR DEL PARAMETRO P, " 
PRINT " 	 TAL QUE O 	P 	1" 
INPUT E 
PRINT " 	¿CUANTAS ITERACIONES DESEAS REALIZAR?" 
INPUT N 
CLS 

PRINT "CONjUNTO-sP 	P 7"; 	" Y "; N; "ITERACIONES" 

REM Las siguientes dos lineas trazan el marco de la. figura: 
LINE (-.05, -.05)-(1.05, -.05): LINE -:I 05, 1.05) 
LINE -(-.05, 1.05): LINE --.05, -.05) 

REM 	Lo siguiente es el algoritmo del me todo para un 
REM 	Sistema dé Funciones Iteradas (IFS) 

FOR I =•1 TO N 	. • 
q ; •4 * RND 
IF q ': 1 TREN 100 
IF q <2 TREN 200 
IF. q 	3 THIN 300 

X= (1 - P) * X 
Y = (1 - P) 	Y 
GOTO 500 

100 X = (1 	* X 
Y = Y 4.  P - (2) + 	P 
GOTO 500 

200 X = X 4. P ' (2) + 1 - P 	2 
• Y = (1 - P) 4  Y 
• GOTO 500 

300 X = X * P " (2) r 
 

1 -E
,

" 
Y= Y * P 	(2) 
	

1 - E 

500 PSET (X, Y): 	REM Grafica el yunto 
NEXT I 

REM 	Las siguientes dos lineas trazan los segmentos de 
REM 	rectas con longitudes 1-P y E' 

LINE (O, -.07)-(1 - E, -.07) 
LINE (1 - P 	2, -.07)-(1, -.07) 

A$ = INPUT$(1): END 

DI 
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