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INTRODUCCION GENERAL 

El estudio de los fenómenos térmicos dependientes del tiempo 

se presentan en diversos tipos de sistemas microscópicos que data 

a mediados del siglo pasado, con los descubrimientos de los 

efectos termoeléctricos conocidos como el efecto Pertier y efecto 

Seebeck. La primera explicación teórica fue dada por Kelvin en los 

inicios de lo que hoy conocemos como Termodinámica. A finales de 

ese mismo siglo, se conocieron otro gran número de fenómenos que 

hoy llamamos procesos irreversibles, aunque sin algún formalismo 

teórico que los describiera. 

Una vez formulados los principios de la Termodinámica, se 

hicieron varios esfuerzos con el fin de extender los conceptos de 

la Termidinámica de equilibrio a estados fuera del equilibrio. 

Estos esfuerzos continuaron hasta que Prigogine, Neixner y 

Casimir a mediados de los cuarenta desarrollaron lo que ahora 

conocemos como Termodinámica Irreversible Lineal (TIL), teoría que 

ha sido capaz de describir estos fenómenos en completo acuerdo con 

el experimento. 

La TIL está formulada principalmente por tres postulados que 

rigen el comportamiento de los precesos irreversibles. Aunque 

estos postulados se reservan al inicio del primer capitulo, 

podemos mencionar que una de las primeras objeciones que se 

hicieron 'en contra de TIL es que una de las ecuaciones 

diferenciales que describe el comportamiento temporal de la 

propagación de las perturbaciones en un medio, predice que dicha 

propagación se realiza con una velocidad infinita, Esto contradice 

a los resultados observados en un medio viscoso, en donde el 
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esfuerzo tiende a desaparecer con una rapidez que depende del 

valor del estado del esfuerzo y de la naturaleza del medio. La 

clase de ecuaciones que describen este fenómeno son llamadas 

ecuaciones de Maxwell-Vernotte-Cattaneo
s
en las que se asigna un 

tiempo de relajamiento a la rapidez en que desaparece el flujo. 

Otra limitante que presenta la TIL, es que la absorción y 

dispersión del sonido calculada a partir de las ecuaciones de 

Navier-Stokes de la hidrodinámica están en acuerdo con los datos 

experimentales sólo en una región de bajas frecuencias, mientras 

que ocurre lo contrario a frecuencias altas. Por tal razón, TIL es 

incapaz de describir el factor de estructura dinámico para un 

fluido simple, como el Ne o Ar, que se obtiene por técnicas de 

dispersión14  en donde la estructura mostrada por el pico de 

Rayleigh bajo estas condiciones puede ser considerada, por 

propósitos arbitrarios, que los coeficientes de transporte que 

aparecen en las ecuaciones se convierten en cantidades 

dependientes de la frecuencia y la longitud de onda, que desde el 

punto de vista Termodinámico, ésta es una contradicción con la 

tercera hipótesis de TIL1 

Los esfuerzos realizados para sobrepasar esta problemática 

han dado como resultado una teoría a la que hoy llamamos 

Termodinámica Irreversible Extendida (TIE), cuyo marco de 

referencia fenomenológico va más allá del alcance de TIL. 

En efecto, recientemente se han realizado trabajosi'22  en los 

cuales usando TIL se han obtenido, por ejemplo, que los 

coeficientes de transporte aparecen como cantidades constantes en 

un sistema vlscoelástico con fluctuaciones térmicas. En cambio, en 

1993 P. Goldtein y L. S. Garcia-Colin3'9  haciendo uso de TIE, 
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formularon la base termodinámica para los fenómenos de transporte 

en medios viscoelásticos, mostrando como resultado la dependencia 

analítica de la frecuencia y la longitud de onda en los 

coeficientes de transporte, a saber, el módulo longitudinal de 

esfuerzos y la conductividad térmica. 

Como toda teoría en evolución, la TIE ha tenido varias 

versiones y formulaciones; una de ellas ha sido propuesta por 

Lebon28  en Bélgica y otra por Casas-Vázquez, Jou, Rubí y otros29  

en España. Ambas con un contexto parecido a la Termodinámica y con 

tendencias de asociarlas con la Teoría Cinética de Gases. Para 

este trabajo, se ha utilizado la versión de la teoría que ha sido 

desarrollada en México por L. S, Garcia-Colín y varios autores3°  

más, la cual tiene muchos rasgos en común a las demás versiones 

pero con una conceptualización física un tanto diferente?' 

La TIE ha servido como marco de referencia para describir una 

inmensa variedad de sistemas, como el comportamiento dieléctrico 

en un fluido viscoso31  y polares-viscoelásticos12  que ha permitido 

dar una descripción termodinámica de la dispersión de luz 

depolarizada de líquidos viscoeláticose de los procesos de 

transporte de mezclas binarias viscoeláticas? etc. A pesar de la 

amplia variedad de aplicaciones realizadas utilizando la TIE, en 

la actualidad todavía no se introduce esta teoría para describir 

la fenomenología de un medio iénico viscoelástico, del que tampoco 

existen evidencias experimentales por medio de dispersión de luz. 

Este trabajo también contiene un enfoque sobre la técnica de 

dispersión de luz que ha sido ampliamente aplicada para el estudio 

de diversas propiedades de medios viscoelásticos. 
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A este respecto, los desarrollos modernos de la tecnologia 

óptica han hecho de la espectroscopia de la dispersión polarizada 

de Raylelgh-Brillouln el método más útil y confiable para la 

investigación de la viscoelasticidad de macromoléculas en un 

intervalo de frecuencias de 106  - 10" Hz!6'23  De este modo, la 

dispersión de luz ha mostrado ser una herramienta muy útil para 

probar los procesos de relajamiento en estos medios. En 

particular, se han hecho varios esfuerzos con el objeto de 

estudiar el relajamiento de varias propiedades viscoelásticas, tal 

como el módulo longitudinal de esfuerzos!'3  

La dispersión de Rayleigh-Brillouin proviene de las 

fluctuaciones de la densidad de masa y el espectro de dispersión 

contiene Información acerca del movimiento traslaclonal de las 

moléculas del sistema. Asi, en un liquido viscoso que consiste de 

moléculas poliméricas, la interacción entre moléculas como 

segmentos de una misma molécula juegan un papel muy importante en 

el espectro de Rayleigh-Brillouln,
1,17,19 

 debido a que las 

fluctuaciones originan heterogeneidades en el indice de refracción 

del medio. En tales sistemas, además de la anomalía del ancho de 

banda y la dispersión de la frecuencia, uno también encuentra una 

significativa distribución de intensidad entre la región del 

inmóvil pico de Raylelgh y los picos de Brillouln, conocida como 

la componente Mountain! Estos resultados no pueden ser explicados 

por la hidrodinámica clásica!646  La dispersión de la frecuencia, 

el ancho de banda y la componente Mountain en el espectro de 

Rayleigh-Brillouin están asociados al relajamiento del módulo 

longitudinal de esfuerzos. 
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La relación entre la teoría y el experimento se logra cuando 

se calcula teóricamente la función de correlación de la densidad 

de masa, la cual es proporcional a la transformada de Fourier del 

espectro de Rayleigh-Brillouin observado experimentalmente11,16,24  

Asimismo, se han desarrollado otros métodos analíticos para 

asociar los resultados teóricos con los experimentales, que 

consisten en tomar la transformada inversa de Laplace de la 

función de correlación observada experimentalmente. En contraste 

20,25,24 
con otros 	este método no supone ninguna forma funcional 

para la dependencia temporal de la función de correlación y tiene 

gran aplicación especialmente cuando otros métodos fallan °  

A pesar de los diferentes métodos que se han desarrollado 

para analizar cuantitativamente la función de correlación, todos 

llevan un objetivo común: asociar el espectro dinámico de la 

dispersión de luz con el comportamiento fenomenológico de un medio 

viscoelástico. 
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INTRODUCCION AL PRESENTE TRABAJO 

Como un caso particular de la problemática planteada en el 

inciso anterior, este trabajo está enfocado hacia el análisis de 

la conducción de la carga eléctrica en un sistema tónico 

viscoelástico isotrópico y compresible que se encuentra fuera de 

equilibrio e inmerso en un babo térmico a temperatura constante. 

El objetivo principal de esta tesis consiste en aplicar TIL y 

TIE para plantear la función de correlación de la densidad de 

masa y analizar el efecto de la conducción eléctrica en un medio 

viscoelástico en términos tales que incluyan los coeficientes de 

transporte como son el módulo longitudinal efectivo y la 

conductividad eléctrica. 

La importancia de formular la función de correlación es 

predecir, de manera teórica, el comportamiento del espectro de 

dispersión de Rayleigh-Brillouin de un medio tónico vlscoelástico, 

el cual no se encuentra reportado en la literatura especializada, 

y que, sin embargo, aqui se contempla teóricamente por vez 

primera. 

Los resultados teóricos obtenidos para la función de 

correlación, el módulo longitudinal de esfuerzos y la 

conductividad eléctrica dan la puerta de entrada a las 

comparaciones con los futuros desarrollos experimentales, con el 

fin de identificar los términos que contribuyen al espectro de 

dispersión. 

Para este propósito, la tesis se divide fundamentalmente en 

tres capítulos. 



El análisis da inicio en el Capitulo b en donde se 

introducen los principios de la TIL para describir la dinámica de 

un medio tónico viscoelástico, introduciendo las ecuaciones de 

conservación de la masa, de momento y de la carga eléctrica. 

Las ecuaciones de conservación se escriben en su versión 

linealizada considerando las fluctuaciones alrededor del estado de 

equilibrio y transformándolas al espacio de Fourler-Laplace, las 

cuales se presentan en función del vector de desplazamiento k y la 

frecuencia w. 

Una vez escritas en el espacio transformado, las ecuaciones 

de conservación se reducen al caso particular considerando a k 

paralelo al eje z y se presentan en una ecuación matriclal, en la 

que claramente se muestran los coeficientes de transporte 

asociados a las variables independientes, que para este caso se 

consideran las fluctuaciones de la densidad de masa, del momento y 

del potencial eléctrico. 

En el Capitulo 11 hacemos uso de los postulados de la TIE 

para describir la dinámica del mismo medio viscoelástico. La 

diferencia significativa que introduce esta teoría es extender el 

espacio de las variables dinámicas del sistema, en el que, aparte 

de las variables conservadas, ahora se incluyen también aquellas 

variables del tipo no-conservadas. Estas variables no-conservadas 

son el tensor de esfuerzos separado en dos partes; la traza 

pvcr,t) y sin traza p(r,t), además el flujo eléctrico Jecr,t). Las 

ecuaciones de evolución son descritas por el formalismo de la TIE. 

Jel mismo modo, al considerar las fluctuaciones alrededor del 

estado de equilibrio se obtiene un conjunto de seis ecuaciones 

acopladas; tres para las variables conservadas y tres para las 
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no-conservadas. Después de transformar las seis ecuaciones 

acopladas al espacio de Fourier-Laplace, resolvemos primero 

aquellas para las variables no-conservadas y la solución la 

introducimos en las tres restantes, las que ahora escribimos en 

una sola ecuación matricial, después de considerar el vector de 

desplazamiento paralelo al eje z. Las ecuaciones obtenidas por la 

TIE son más generales y contienen más términos que las que 

redituan por la TIL. 

Finalmente, en el Capitulo 	resolvemos las ecuaciones 

matriciales, de los capítulos anteriores, para las fluctuaciones 

de la densidad de masa y asi construir la función de correlación. 

Una vez que se ha determinado la función de correlación, 

calculamos la parte real de ésta, quien es proporcional a la 

densidad espectral. La densidad espectral está asociada a la 

componente isotrópica del espectro de dispersión de 

Raylelgh-Brillouin, el cual no ha sido obtenido todavía 

experimentalmente para un sistema iónico viscoelástico, y del que 

vamos a realizar algunas predicciones teóricas. 

La última sección se dedica a dar un resumen del formalismo 

aqui considerado y a estimar una extensión para un futuro 

desarrollo de la fenomenologia de un medio tónico viscoelástico. 
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LA TERNODINANICA IRREVERSIBLE LINEAL PARA UN FLUJO 

DE CARGA ELECTRICA EN UN MEDIO VISCOELASTICO 

1.1 INTRODUCCIONt HIPOTESIS DE LA TERMODINÁMICA IRREVERSIBLE 

LINEAL. 

La Termodinámica Irreversible Lineal está basada en tres 

suposiciones fundamentales que a continuación vamos a describir 

brevemente. 

1.- La primera hipótesis es conocida como la suposición de 

equilibrio local. Esta consiste en suponer que los estados del 

sistema pueden ser descritos por densidades localmente 

conservadas, tales como la masa, la carga, el momento, etcétera. 

Esta suposición establece la existencia de una densidad de 

entropia local que depende de la posición y del tiempo a través de 

una relación funcional con estas densidades. 

2.- En la segunda hipótesis se supone que la producción de 

entropia o del sistema es semipositiva definida, esto es r s O. 

Esta suposición puede ser considerada como la extensión de la 

segunda ley de la Termodinámica a fenómenos fuera de equilibrio. 

3.- La última hipótesis consiste en expresar a los flujos en 

términos de las variables de estado. La forma de la dependencia es 

que dentro de cierto intervalo de las fuerzas termodinámicas, 

dadas por los gradientes de las variables de estado, la relación 

sea lineal. 
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1.2 LA ECUACION CONSTITUT1VAt EL TENSOR SIKETRICO DE ESFUERZOS. 

En la mecánica de continuo, la conexión entre fuerza y 

deformación en un experimento especifico está formulada en 

términos de la relación esfuerzo-deformación. La deformación de un 

sistema viscoelástico debido a la interacción con una onda 

electromagnética a un nivel de intensidad usualmente empleado en 

los experimentos de dispersión de luz pueden ser descritos en 

términos de la teoría de respuesta lineal! 

La dinámica de un medio tónico viscoelástico no relativista 

está gobernado, por un lado, por las cuatro leyes básicas de 

conservación: (1) la ecuación de continuidad la cual expresa la 

conservación de la masa; (2) la ecuación de conservación del 

momento; (3) la ecuación de conservación de la energía y (4) la 

ecuación de conservación de la carga eléctrica, y por el otro 

lado, por las ecuaciones constitutivas que describen la respuesta 

del sistema a las constricciones. 

La ecuación constitutiva más general para la relación lineal 

esfuerzo-deformación es dada por' 

e
I) 

(ti * - pá
ij 
+(dt'  r

liki
(t-v) y

Id It') 

o 

en donde se ha utilizado la convención de Einstein de la suma al 

repetir índices. r
1)

(t) representa del tensor simétrico e 

isotrópico de esfuerzos. El tensor de esfuerzos tiene, en general, 

seis componentes independientes; las tres componentes de la 

diagonal 
II son los esfuerzos normales y representan tensión si 
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son positivos o compresión cuando son negativos. El término 

correspondiente a la contribución hidrostática pd
IJ 

está 

explícitamente separado. Los seis elementos fuera de la diagonal 

(1 * j) representan los esfuerzos cortantes. r
I, 

es la rapidez 

del tensor de deformación y puede ser escrito en términos del 

tensor gradiente de velocidad del flujo hidrodinámico 

( 
Dv1 4  0vl  ) 

lij * 2 	Ox 	' 8x1 
 

de la cual se tiene que 7
11 

= Vol?. La cantidad riJkl(t) es 

conocida como el tensor módulo de esfuerzo, Para un sistema 

viscoelástico homogéneo rUkt  co no varia con la posición. 

La ley de movimiento de Cauchy expresa que la fuerza ejercida 

sobre un elemento de volumen del medio es producida por la acción 

mecánica de la continuidad de la materia a ese elemento de 

volumen. Este mecanismo de acción es el esfuerzo resultante de la 

rapidez de deformación y que consiste de dos contribuciones; una 

contribución escalar debido a la presión hidrostática y la otra 

contribución producto de la deformación volumétrica y cortante," 

las cuales se combinan de tal manera que la ecuación (1.1) toma la 

forma
l, 2 
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o.
I)
(t) 4 	p 	f dt' (Ktt-t'1 kk(t

,) I) 4- 

o 	
(1.2) 

1 	„ + 2 Oft-t')
1J(e) - 73- 71,1,"„  

' "tj') 

en donde Ett-t,1 corresponde a la compresión volumétrica y Ott-t,) 

es la componente cortante y ambas representan la función de 

memoria o kornel de memoria. 

Se demostrará más adelante que este módulo de esfuerzos es la 

combinación de 14,,(t) = K(t) + 
4 

Cu) en la dirección 
3 

longitudinal al eje coordenado z. 

1.3 LAS ECUACIONES DE CONTINUIDAD' LA CONSERVACION DE LA MASA, EL 

MOMENTO Y LA CARGA ELECTRICA. 

Además de la relación constitutiva dada por la expresión 

(1.2), las ecuaciones que serán necesarias para conectar el tensor 
A 

módulo de esfuerzos M a la función de correlación de las 
A 

fluctuaciones de la densidad Clic,O, determinada en el Capitulo 

son las ecuaciones de continuidad. Estas ecuaciones de 

continuidad son, para la conservación de la masa 

dp 
dt = - p V.v (1.3) 

La ecuación de Newton que expresada conservación del momento 
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dv1 	8v1 	avi 	Aro  

dt 	P ( 8t 	
+ v►  8x1  ) - 8x ►* Pg 	(1.4) 

donde p es la densidad de masa. 

El término pg1  es la contribución gravitacional y para los 

experimentos de dispersión de luz puede ser despreciada. 

La última relación de conservación que se introduce es la 

ecuación de conservación de la carga eléctrica 

dt 

dpe 	
- 	 (1.5) 

en donde pe  es la densidad de carga eléctrica y 11 el flujo de 

carga eléctrica. 

1.4 LAS FLUCTUACIONES ALREDEDOR DEL ESTADO DE EQUILIBRIO$ LA 

VERSION LINEALIZADA DE LAS ECUACIONES DE CONSERVACION. 

Con el objeto de ser consistentes con la teoría de respuesta 

lineal, el conjunto de ecuaciones (l.3)-(1.5) serán linealizadas 

alrededor del estado de equilibrio definido por (po, vo, peo). Asi 

que al considerar las fluctuaciones alrededor de este estado 

escribimos 

plr,L) = Po  + aP(r,t) 	vir,t) v + óvirm 

(1.6) 

petr,t) = peo 	dpecr,t1 	Je(r,t) a Meir,t1 
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donde po, peo  y vo  son los valores de equilibrio para la densidad 

de masa, de carga y la velocidad, respectivamente. 

De este modo, la ecuación de conservación de la masa (1.3), 

bajo las condiciones de la definición (1.6), toma la forma 

d dt(po 6p) - (po  ap) Ch(Vo  + 6v) 

Despreciando el término de orden cuadrático ópdv, la versión 

linealizada de la conservación de la masa es dada por 

dt
dp 
	- po V'óv 
	

(1,7) 

Por otra parte, si introducimos el tensor de esfuerzosft) 

dado por (1.2) en la ecuación de conservación de momento (1.4), 

ésta última toma la siguiente forma 

	

P cit
I 	a 

	

dv 	

= Ox 	( - p 81, 
+ f dt.(1):(t-t.) ;kk

(V) 
a1.1  + 

	

1 	 o 

t. 

+ 2 Ott-t' 6tjtt' 	 ) ) 3 litk(v)  au)  ) - -- 

Por la definición (1.6), la ecuación linealizada que 

determina la conservación del momento, en su forma diferencial, es 

d8v 
Po dt 

= - Váp Jdt' ((E + 
3 

 0)VVedv + V28v) 	(1.8) 
1  

o 

en donde hemos utilizado E, ID y áv en lugar de Kfl-t9, G(t-t9 y 

8vat, respectivamente. 
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Es importante señalar aqui que la ecuación (1.8) contiene la 

expresión más general para el tensor de esfuerzos y que podemos 

reducirlo al caso particular de las ecuaciones de Navier-Stokes. 

Esto se logra escribiendo la ecuación (1.8) en la forma 

1 
Po dt

dav = - V8p + fdt' (O ( 	- 5- VV.8v + V
z8v) + K 5757s8v) 

o 

y al compararla con la ecuación (5.2.11) del libro de Boon-Y1p24  

dada por las ecuaciones de Navier-Stokes 

Av 
po 

d 	- p (8veV) 8v - V8p + nt pshav v
2
aVI n2 VVe8v 

tenemos 

n pv .641 + v2a4.1 	Idt' O (1- VV*81, + V28v) 
3 

o 

que es el primer coeficiente de la viscosidad o viscosidad 

cortante. Además 

n2 VV.8v = Idt' K VVeAv 
o 

es el segundo coeficiente de la viscosidad o viscosidad 

volumétrica. 

Cabe señalar que el primer término del lado derecho de 

(5.2.11) es cero por ser de orden cuadrático. 

La función memoria que aparece en el integrando es 

proporcional a una función delta dern5  ) para un tiempo de 

relajamiento tn, y así los dos coeficientes de la viscosidad queda 

bien definidos. 
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Las fluctuaciones del potencial eléctrico ó también afectan 

a las fluctuaciones dinámica de la densidad, ya que el gradiente 

de potencial que está presente durante las fluctuaciones del 

potencial afecta a la presión hidrostática. De manera que para 

incluir el efecto de las fluctuaciones del potencial en (LO, 

escribimos a la presión como una función de la forma p a p(p,#) y 

entonces 

aP  a  (*)* aP  + 4)p a# 

	
(1.9) 

y si definimos las cantidades 

1 

o 	

Op 
KO tí  71-- (71)0 

1 	Dp 
e u 	(----) P 	p

o 	
0# P 

(1.10) 

entonces, haciendo uso de la relación cíclica, (1.9) toma la forma 

&pu 
e 

I 	 P 
dp - ---- áll 

K
0  p0 	

K
, 

Finalmente, la versión linealizada de la conservación del 

momento se obtiene al introducir (1.11) en (1.8), la cual se 

escribe como 

e 
dáv 	1  	r V = 	Vhp + 	130 + 

Po dt 	K
0  p0 	

K
0  

(1.12) 

t 
l 

+ fdt' ((K + --- G)VsPáv + 13 1720v) 
3 

o 
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Por su parte, la ecuación linealizada para la conservación de 

la carga eléctrica, haciendo uso de (1.5) y (1.61, es 

dboe  

Po dt - VeJe 	 (1.13) 

en donde, de acuerdo a (1.61, podemos escribir Je o bien 8Je. 

La conección entre el potencial eléctrico y el flujo 

eléctrico en el sistema es por medio de la ecuación constitutiva 

respectiva, y ésta está formulada en términos más generales por el 

tensor de la conductividad eléctrica X a través de la convoluclón 

Je = - 	Xcr.,t-t'>eV'0(r-r,,t9 dt'dr' 	(1.14) 
11 

en donde 0(r-r,,t,) es el potencial eléctrico local. Al introducir 

(1.14) en (1.13) se tiene 

d8p 
p
o 	dt 
	- 	Xlim,t-t9:57001r-r,,t' 1 dt'dr' 	(1.15) 

Pero las fluctuaciones de la densidad de carga 8pe  las 

escribimos, suponiendo p. • pa(p,#), como 

Op 	 Op 

aP. = 	aP (791!--)P " 

y definiendo c y c
e 
 de la forma 

Op 	 Op 
1 ca 

po a. P 	
Co  I  7

o  (a0 1)pe  (1.16) 

se tiene 

Ope  = - 	8p po  c 80 	 (1.17) 
e 
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Por lo tanto, la ecuación lineallzada de la conservación de 

la carga eléctrica, en términos de las fluctuaciones de la 

densidad y del potencial eléctrico, se obtiene después de 

sustituir (1.17) en la ecuación (1.15), es decir 

e 	dap  
p0 —E--e  -au--  * p0c -a--- t 	ff Xtr*,t-eu:VVOtr-r',c.) dt'dr' 

(1.18) 

Las expresiones (1.7), (1.12) y (1.18) forman el conjunto de 

ecuaciones de conservación linealizadas acopladas, las cuales 

pueden ser resueltas por la técnica usual que incluye tomar la 

transformada de Fourier con respecto a las coordenadas espaciales 

y la transformada de Laplace respecto al tiempo, y que es el tema 

de la siguiente sección. 

1.5 EL ESPACIO DE FOURIEN-LAPLACE: LAS ECUACIONES DE CONSERVACION 

EN EL ESPACIO TRANSFORMADO. 

Las relaciones (1.7), (1.12) y (1.18) forman un conjunto 

completo de ecuaciones diferenciales lineales acopladas, las 

cuales, para resolverlas, se deben escribir en el espacio 

transformado de Fourier-Laplace (k,s = 1w) en donde k es el vector 

de dispersión y w la frecuencia. 

Primero realizaremos la transformada de Fourier-Laplace a la 

ecuación de conservación de la masa (1.7), ésta toma la forma 

iW 4(k,.) - apck,o) = - po  ilv801k.$) 	(1.19) 

18 



A 	A 
en donde dpticoo y av(icoli son las fluctuaciones de la densidad y 

la velocidad en el espacio transformado. En ocasiones utilizaremos 

óp(o) en lugar de óptimi para t = 0. 

Si definimos at 0 p060 como la densidad de momento lineal, la 

ecuación (1.19) se transforma en la ecuación para la conservación 

de la masa en el espacio de Fourier-Laplace 

	

a0(k.0 + lite80(km = apio) 	 (1.20) 

Procedemos de la misma manera con la relación para la 

conservación del momento lineal. Realizando la transformada de 

Fourier-Laplace en la ecuación (1.12) tenemos 

p(e 80 - dvioi) ■ - 	ik 	
. 

+ 	ik 8 
# o 

(1.21) 

(( 

o 

1 
-5- 0) ik 11'40 + 0 (-k2) 8C) 

Si definimos la densidad de momento lineal para t = O por 

bp(o) = podmi, la expresión (1.21) se reescribe como 

1 
P s 80 -8p(o) = 	 ik at + -RE_ a 81 

-#  

+ 	+ 3 0) ik ik.80 + 0 (-k2) 80) 

o 
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Si suponemos que el vector k es de la forma k = k ek 	con ek  

un vector unitario en la dirección k y magnitud k, entonces la 

ecuación anterior toma la forma 

A 	
C
P 

5 4 	
1 

- 8p(o) = 	 1k 8p + 	ik 81 - 
K po 

- (dt.  ((K + 3 13) ek  ek e + o 1.) k2  80 

o 

o bien 

A 
C
P 

. A 
A 	 1  

s ép - 8p(o) • - 	ik 8p .1 	ik 81 - 	M .6O k
2 	

(1.22) 
0 Po  

A 
en donde el tensor módulo de esfuerzos M  en el espacio 

transformado es definido por 

A 
1,14(k,e) = J  est."'" b4(r,c) dt dr 

en donde 

bAcr,t) = (K + 3O) ek  ek  + 

representa la forma general para este tensor en el espacio de 

cuatro dimensiones. 
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Roacomodando los términos de (1.221, tenemos la ecuación de 

conservación del momento en el espacio de Fourier-Laplace. 

A , 
ik 	

A 	
M k's 	 e. 
	 813 + ( s + 	 ) él - -R=- ik 81 = 8p(o) 	(1.23) 
K
# 

po 	 Po 	 O 

Finalmente, transformnmos la ecuación de la conservación de 

la carga eléctrica, relación (1.18), para obtener 

- po 	(1w él - Splo1) + p: e (1w él - 0(0)) = 
e 

(1.24) 

= - ff hcr,,c-utsik 1k 41(r-r,,u) dt'dr' 

Bajo los mismos argumentos que conducen a (1.22), la ecuación 

anterior toma la forma 

A 
A 	 _A 

- po e s ap + (pa e s - he
k 
e
k 
k) 	= 

e 

e 	 a 
= - p

o 	
dp(o) + po 	aoco) e e 

A 
en donde X(11,1) es el tensor de la conductividad eléctrica 

transformado al espacio de Fourier-Laplace, y es definido por 

A 	
st'+ k•r' 

Ackm = 	e 	X(r',t-e,) dt' dr' 

donde A(r,t) representa la forma general para este tensor en el 

espacio de cuatro dimensiones. 
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Por lo tanto, la conservación de la carga eléctrica en el 

espacio transformado se obtiene dividiendo entre plic la ecuación 

anterior, ésto conduce a 

-s al (s  
poca  

A 
X:e e 

2
k 	k  kl 4. "t 	apio) + 8#co) (1.25) 

p
o 
e 	 Po% 

Resumiendo, las ecuaciones de conservación de la masa, el 

momento y la carga eléctrica, en sus versiones linealizadas, están 

dadas por las expresiones (1.7), (1.12) y (1.18), respectivamente. 

Estas relaciones forman un conjunto completo de ecuaciones 

diferenciales acopladas, que para resolverlas se transformaron al 

espacio de Fourier-Laplace. Las igualdades (1.20), (1.23) y (1.25) 

representan las ecuaciones de conservación bajo esta 

transformación. 

Con el objeto de realizar una comparación con las ecuaciones 

de conservación obtenidas bajo el formalismo de la Termodinámica 

Irreversible Extendida del Capitulo H, vamos a escribir en forma 

matricial las relaciones (1.20), (1.23) y (1.25) del espacio 

transformado, en donde suponemos que el vector de las variables 

fluctuantes es (613(k,e),81:km,61:km). Esto conduce a que 

(1.20), (1.23) y (1.25) sean representadas por la siguiente matriz 

hidrodinámica25  
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8p 
A 

A 
dp 

(s 

ik  
K
# 

p
o 

-s 

POCe 
- 4 

k2) 

1k• 	0 

A 
M k2a 	- ep 

K
o  ik 

Po j 

A 
A:ek ek 

a 
Po e 

apto: 

dp:o: 

- 44°)  + d#co: 
Poca 

(1.26) 

A partir de la ecuación (1.26) podemos resolver •311,k) en 

términos de 81:4,o), amk,o) y 8#:k,o). De esta solución para 
A 

81(k,.), podemos construir la función de correlación (;(k,.) a 

través del producto 60:1c,0614,0, seguido del promedio sobre el 

ensamble, lo cual se reserva para el tercer capítulo. 

1.6 FLUJO UNIDIRECCIONAL DE CARGA ELECTR1CAt LA SIMPLIFICACION DEI. 

PROBLEMA GENERAL. 

Para finalizar este capitulo, en esta sección realizaremos el 

tratamiento especifico de simplificar el formalismo general y 

reducirlo al caso particular considerando que el desplazamiento de 

carga eléctrica es a lo largo de una sola dirección. Esta 

consideración reduce todos los resultados que hasta ahora se han 

obtenido a una situación totalmente simple. 

Con este propósito, vamos a suponer que el desplazamiento de 

carga eléctrica, definido en la misma dirección que el vector de 
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desplazamiento k, se realiza a lo largo del eje z. 

Esto nos conduce a escribir la ecuación de conservación de la 

masa, relación (1.20), en la forma 

s égick,$) + ik étatk,E) = épico) 	 (1.27) 

en donde .30,1,5) proviene de la misma definición de la densidad 

de momento lineal, al considerar que la velocidad 80ack,g) de las 

partículas cargadas es a lo largo del eje z. 

Análogamente, la conservación del momento en el caso 

unidireccional se obtiene al considerar la ecuación (1.23), la 

cual se transforma en 

A , 
M k. 	 e 

K 
i
p  
k 

ép  A 	
P 

+ (s + 	 a0
x 	KP 

 - 	ik 4 m dpan» 	(1.28) 
o 	 . 

O 0 	 Y 

A 
en donde, de acuerdo a la definición del tensar Maco.), éste se 

reduce, bajo la suposición de desplazamiento unidireccional, a la 

forma 

Mazdt,$) m K + j c 	 (1.29) 

A 
La cantidad Muck,x) es conocida como el módulo longitudinal 

de esfuerzos, y como ya se habla anticipado, presenta la misma 

forma funcional que para el caso térmico como se expresa en la 

literatura!'33  
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En la ecuación (1.28) no aparecen los términos de las 

componentes transversales, debido a que éstos corresponden a los 

modos cortantes, que están completamente desacoplados de los demás 

y no se detectan experimentalmente en un fluido isotrópico 

simple” 

Del mismo modo, para la conservación de la carga eléctrica, 

la expresión (1.25), en el caso unidireccional, está dada por la 

misma ecuación (1.25), debido a que la preferencia direccional 

para el vector de desplazamiento k está contenida en el término 

asociado a la densidad de momento á0 en cada ecuación de 

conservación, dicha cantidad no aparece para el caso de la carga 

eléctrica. 

Finalmente, procedemos a escribir la matriz hidrodinámica que 

contiene las ecuaciones de conservación para la masa, el momento y 

la carga eléctrica para el caso de desplazamiento unidireccional, 

dadas por las relaciones (1.27), (1.28) y (1.25), respectivamente. 

Esta matriz es 

8 1k 	 0 

k2) 

A , 
M k` 

zz  

Po  

(s  

A 
Mizz  

2 
Po e  

8p(o) 

apz(o) 

8P(°)  + am(o) 
Po% 

cp  

K 1k  

	

ik 
	

(s 

	

- s 	 o 
Poca  

aP 

ópz  

80 

(1.30) 

y representa el caso particular de (1.26), en donde se ha elegido 

el vector de desplazamiento de la forma k = (O, O, k) 
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En el siguiente capitulo ne darán las bases termodinámicas 

para describir la dinámica de un medio jónico viscoelástico a 

través de los conceptos que introduce el formalismo de la 

Termodinámica Irreversible Extendida. Las ecuaciones que reditúan 

de esta teoría son más generales que las obtenidas por TIL. 

Como se verá en el siguiente capitulo, las ecuaciones de 

evolución de las variables conservadas que se obtienen por TIL, 

resultan ser un caso particular de las ecuaciones de evolución 

obtenidas por TIE, las condiciones que conducen a este hecho se 

discutirá más adelante. 
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LA TERMODINAMICA IRREVERSIBLE EXTENDIDA PARA UN FLUJO 

DE CARGA ELECTRICA EN UN MEDIO VISCOELASTICO 

2.1 INTRODUCCION: NIPOTESIS DE LA TERMODINÁMICA IRREVERSIBLE 

EXTENDIDA. 

En esta sección deremos a conocer brevemente los postulados 

bajo los cuales se rige la Termodinámica Irreversible Extendida 

(TIE) en sistemas hidrodinámicos, 

1.- El primer postulado de la TIE es definir el espacio de 

las variables de estado que describen la fenomenología de un medio 

iónico viscoelástico. El espacio de las variables de estado está 

constituido por la unión de dos subconjuntos; uno formado por las 

variables conservadas tales como la energía e, la densidad de masa 

p y la densidad de carga eléctrica pe, y el otro subconjunto 

formado por los flujos disipativos o variables no conservadas o 

rápidas, tales como las partes Independientes del tensor de 

esfuerzos: la traza p
u 
y sin traza p,s y el flujo eléctrico J. e 

De esta forma, el conjunto completo de variables de estado es 

0 a G(e0  P• Pe; Pi), Je, P) 

2.- El segundo postulado consiste en definir una "densidad de 

entropia generalizada" n del sistema como una función de todas las 

variables de G, es decir 

5/  n(e. P. P.; Pv. Je, P) 
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cuya evolución temporal es gobernada por una ecuación generalizada 

de Gibbs, la cual reemplaza la condición de equilibrio de 

3.- El tercer postulado de la TIE consiste en suponer que la 

entropia generalizada n obedece la ecuación de balance local 

dn 
dt + VeJ = 

n 	n 

en donde J se define como el flujo de entropia generalizada y mn  

como la producción de entropla. 

Asi como las ecuaciones de conservación describen la 

evolución temporal de las variables conservadas, la ecuación de 

balance da origen a las ecuaciones de evolución para las variables 

no conservadas. 

4.- Cabe señalar el problema que surge al considerar la 

derivada temporal de las variables no conservadas respecto a 

diferentes marcos de referencia. En efecto, en un marco de 

referencia que se mueve con un elemento de fluido o si permanece 

fijo, la derivada temporal debe satisfacer el "Principio de 

Objetividad Material". Una de estas derivadas temporales ha sido 

propuesta por Hubbard y Onsager" y otra por Panofky y Phillip29  

Estas derivadas son, respectivamente 

DA 	8A 	1 
AX(VXu) + (uonA 

Dt 	Ot 	2 

Y 

DA_ = 	VX(AXu) + u(V•A) 
Dt 

en donde A es cualquier vector o tensor de segundo orden. 

Estas ecuaciones corresponden a la derivada temporal 

corrotaclonal y codeformacional. 
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Sin embargo, debemos hacer la aclaración de que al linealizar 

las ecuaciones anteriores, del lado derecho sólo permanecerá el 

primer término y será indistinto escribir DA/Dt o bien BA/Dt. Por 

tal razón, y con propósitos de comodidad, en las ecuaciones de 

evolución para las variables de estado haremos uso de la notación 

dA/dt para indicar la derivada temporal, con la seguridad de lo 

que ésto significa. 

2.2 EL ESPACIO DE LAS VARIABLES DE ESTADO: LAS VARIABLES 

CONSERVADAS Y NO CONSERVADAS. 

En esta sección introduciremos los conceptos de la 

Termodinámica Irreversible Extendida (TIE) para describir la 

dinámica de un medio tónico viscoelástico. 

La TIE proporciona el tratamiento general de las ecuaciones 

que describen el comportamiento de este medio, a partir del cual 

particularizamos el problema general considerando una dirección 

privilegiada del vector de desplazamiento k, reduciendo la 

descripción al caso unidireccional. 

Una vez simplificado el tratamiento, se considerará las 

condiciones bajo las cuales, las ecuaciones obtenidas por la TIE, 

se reducen a aquellas dadas por (1.26), consiguiendo así el caso 

isotrópico, que se discutirá más adelante. 

La característica principal de la TIE es agrupar dos 

conjuntos de variables de estado; las variables conservadas, tales 

como la densidad de masa, el momento y la densidad de carga 

eléctrica, y el conjunto de variables no conservadas que se 

incluyen para describir la fenomenología intrínseca del medio, 
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Esto está basado en el hecho de que para un medio 

viscoelástico las variables conservadas usuales no proporcionan 

una descripción completa de su estado fuera de equilibrio, y por 

tal razón, se ve la necesidad de introducir aquéllas del tipo no 

conservadoj'7'8  

Es ésta la idea esencial para extender el espacio de las 

variables de estado e incorporar a la descripción del sistema 

variables adicionales. 

La pregunta dificil que surge aqui es cuáles de las variables 

seran elegidas para ampliar el espacio de estado. De acuerdo a 

Grad"'35  los flujos son los mejores candidatos, siendo ésta la 

idea que retomó Müller36  para extender el espacio de variables, 

con la adición del flujo de carga eléctrica, de calor, de momento, 

etcétera. La función resultante no tiene el único propósito de ser 

más grande que la entropia local del sistema, sino debe ser tal 

que se reduzca a aquella cuando las variables adicionales se 

vuelvan irrelevantes en la descripción de los estados. Aunque 

desde el punto de vista matemático, es dificil considerar a los 

flujos como variables de estado, son ellos la respuesta del 

sistema a la acción de una fuerza. 

Para la selección de estas variables aqui seguiremos la 

sugerencia hecha por Goldstein y Garcia-Colin3  de proponer el 

tensor de esfuerzos, y para el caso cuando existe un 

desplazamiento de cargas, el flujo eléctrico. Utilizando técnicas 

ya establecidas, derivamos las ecuaciones de evolución para estas 

variables, las cuales, combinadas con las ecuaciones de 

conservación obtenemos un conjunto con solución analítica en el 

espacio (k,$). Los resultados obtenidos a partir de este conjunto 
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son de alguna manera generalizados a los obtenidos en el Capitulo 

h Los resultados del Capitulo se reproducen después de algunas 

aproximaciones a los proporcionados bajo el formalismo de la TIE. 

Las variables no conservadas que se eligen son el tensor de 

esfuerzos descompuesto en sus dos partes independientes; la traza 
o 

p
v
tr,t; y sin traza P(r,t), además del flujo eléctrico Jo(r,t). 

Esta proposición fue puntualizada por Grade en donde 

atribuyó como los mejores candidatos a un estatua de variables 

Independientes, en el caso de los fluidos, a los flujos mismos. 

Esto es precisamente el contenido de la suposición de Müller16  

para postular la existencia de una "función de entropia 

generalizada", la cual no dependerá solamente de las densidades 

localmente conservadas, sino también de un conjunto de variables 

no conservadas como lo son los flujos. 

De esta manera, nuestro conjunto completo de variables de 

estado consiste del conjunto definido por 

G ■ G(e, Po Pe; PVP 13. P) 
	

(2.1) 

en donde e(r,t) es la densidad de energía interna. La ecuación 

(2.1) representa el primer postulado de la TIE. 

2.3 LAS ECUACIONES DE EVOLUCION: EL FORMALISMO DE LA 

TERNODINAMICA IRREVERSIBLE EXTENDIDA. 

La dinámica de las variables no conservadas se obtiene bajo 

el formalismo de la TIE, cuyo segundo postulado consiste en 

suponer la existencia de una función n continua y diferenciable 

definida sobre el conjunto d'il'27  Es decir 
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n e  n(e, P, pe; pi', Je, 1;) 	 (2.2) 

la cual se considera una "función de entropia generalizada" que de 

alguna manera Juega el papel de un potencial termodinámico. 

Debido a que las variables de (2.2) dependen explícitamente 

del tiempo, la variación temporal de n viene dada por una ecuación 

generalizada de Gibbs, de la forma 

dn 	
liel 	

dpe 

	

% 	„
8p 1 	

„ de 	On % dp 	On % 
dt =( 	dt ' 1 	 %8 / dt 

• 

o 
On %  dp

v 	
8p % dJe 	01) dp 

+ t 
8p

v 1  dt 	1  aJe dt 	1 e  dt 
ap 

en donde la derivada temporal de las variables no conservadas 

aparecen como incógnitas. 

Ahora bien, definimos las cantidades 

a. 

8p 
a
o 
a n

v  

	

a 	 a te (j1-) 

	

1 	0J0 	2 	o 
ap 

las que pueden ser obtenidas como los tensores isotrópicos más 

generales de orden cero, uno y dos, respectivamente, quienes son 

construidos en el espacio extendido definido por el conjunto G. 

Además, como en equilibrio local se cumple la relación 

1 	871 
T = 8e 

con T la temperatura del medio vlscoelástico, entonces, la 

ecuación (2.3) toma la forma 
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T dt = 
dt 

de p dp an dpe  
dt 	p2 dt 	( ipe  / dt + 

(2.4) 

dp
v 

+ p 
1 a . 

dt 

	

dJe 	1 	dP + 
p ao 

 dt 	
+ -- p a2' 
	. 

en donde las cantidades a
0 
 , a

1 
 , a

2  se definen por 

a
0 
 = ct

01  p 
	 (2.5) 

C1
1 	

Ci
11
Je 	 (2.6) 

a
2 = 

11
21

p + a
22

1)11 
	

(2.7) 

con I el tensor identidad. Para los propósitos de este trabajo, 

las cantidades a
o'  at 

 y a
a 
 representan la forma mis general de un 

escalar, un vector y un tensor, respectivamente, que podemos 

construir en el espacio de las variables de estado definidas por 

9 
(2.1), donde los coeficientes fenomenológicos a

ot
,  a

tt,zi 
y 

a22 son considerados estrictamente constantes. Esto es claramente 

una aproximación a la teoría general cuyo significado ya ha sido 

enfatizado en la literatural'is'il  

Con el objeto de obtener las ecuaciones de evolución para las 

variables no conservadas, introducimos el tercer postulado de TIE, 

el cual requiere que la función n obedezca la siguiente ecuación 

de balance locals  

	

p -a,- V'./11  =Pn 
	 (2.8) 
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en donde J
n 
 y en  son el flujo y la fuente generalizados asociados 

a la función n, ambos construidos en el espacio de las variables 

de estado, como el vector y escalar más general. 

De este modo y con el propósito de obtener ecuaciones hasta 

de segundo orden en la variables no conservadas, proponemos 

J 	p Je + p 	+ (3 PoJe 
O 	O 	1 	2  

o 

o n 
= X

0  p
v  + 	+ X2:P 

y por los mismos argumentos que conducen a (2.5), (2.6) y (2.7), 

escribimos 

Xo 'Not  P
v
+P020 
	

(2.11) 

X
1 
= p

11
Je + N12 	 (2.12) 

o 

X2  = 1121P 022L P23  P'L 	P24  1.1. 	1125Pvi 	(2.13) 

en donde 0 = V.v, y además L = (Vv)°  es la parte simétrica del 

gradiente de la velocidad del flujo hidrodinámico sin traza. 

Además, se considera que los coeficientes fenomenológicos mi  y pu  

son, en general, funciones de las variables conservadas. 

La inclusión en los coeficientes X
o 
 , X1  y X2  de los términos 

O y L que no aparecen en el espacio de las variables de estado, ha 

sido tomado como una suposición de cerradura en la TIE, la cual ya 

ha sido discutida y explorada en sistemas más complejos!2'13  

(2.9) 

(2.10) 

34 



2.4 LAS ECUACIONES DE CONTINUIDAD: LA CONSERVACION DE LA MASA, 

EL MOMENTO, LA ENERGIA Y LA CARGA ELECTRICA. 

Con el propósito de obtener las ecuaciones de evolución para 

las variables no conservadas, primero debemos obtener una 

expresión alternativa para e
n' 

a través de la sustitución de las 

ecuaciones de conservación en la relación (2.4), y este resultado 

Junto con (2.9) y (2.10) en la ecuación de balance (2.8). 

El comportamiento temporal de las variables conservadas está 

dado por Las ecuaciones de continuidad, las cuales son, para la 

masa 

dp 
dt PO 	 (2.14) 

para la conservación de la cantidad de movimiento 

dv 	 1 
P -a- - vo -5- Pv  ) Vq/ 	 (2.15) 

en donde v es la velocidad de flujo hidrodinámica y p la presión 

hidrostática? La conservación de la energía está dada por la 

ecuación
14 

de p d
ar 
p p 

r 	71-  - 	P 0 - P:L ♦ je.E 	(2.16) 

con E la intensidad del campo eléctrico. 

En este trabajo se ha considerado el acoplamiento entre las 

fluctuaciones del momento y del potencial eléctrico con las 

fluctuaciones de la densidad, y se han omitido los efectos 
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producidos por la conductividad térmica, debido a que éstos pueden 

ser despresiados para un sistema isotérmico como el que se trata 

aquí. 

La última ecuación de conservación que utilizaremos para 

obtener las ecuaciones de evolución para las variables no 

conservadas, es dada por 

dpe  

P dt 	
- (2.17) 

que define la conservación de la carga eléctrica. 

Por lo tanto, sustituyendo las ecuaciones de conservación 

(2.16) y (2.17), además de (2.5)-(2.7) en la expresión dada por 

(2.4), esta última relación toma la forma 

dn 	1 ( _E__ do 
- 

p 	1 e  
dt = -T-  ( pa -ar 	- -I- JeeE) - P 

P dp _ 1 On
' 	

1 	dpP  
p2 dt 	p Opa  ." p lo 	dt 

+ 
I 	dJe + 1 	dP  ) 
p III".  dt 	p an" dt 

Tomando como denominador común a p y cancelando términos 

iguales, tenemos 

dt 
1 

P a = 	(- P 	 Je.E  
V•Je + 

dp 	 dJe 	
dp 

clot p 	dt 	att je' dt 	+ a21 P: zi 	dt 
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Por otra parte, tomando la divergencia de J , dada por (2.9), 

se tiene 

o 

Vo./
n 
= v.(p Je + 0 pVJe + 02  Po.%) 

o 

haciendo uso de algunas propiedades vectoriales tenemos que 

VeJ = vp *Je + p 	+ p p1 Voie + ft Je4p
v 
+ 

n 	0 	o 

(2.19) 
o o 	 o 

+ 	Je.VP
I 
+ p

2 
Je.(V12) + JeoPV(32) + 02  p:VJe 

Para obtener la forma completa de la fuente generalizada r
n 

asociada a la función n, sustituimos (2.11)-(2.13) en (2.10) y 

entonces 

= (101PV  + V020) P 	(1111Je + P12  Je.D.J. 
(2,20) 

(µ21P -4  ouL 4-  lin  P.L 4  P24  L.L 4-  112/1):P 

Las ecuaciones de evolución para las variables no conservadas 

se obtienen sustituyendo las expreslones (2.18), (2.19) y (2.20) 

en la ecuación de balance (2.8), la cual queda como 
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(

1 v 	1 ° 	1 	
1 (en 

	

- -y-  P 0 - 	P:L 4-  —7^ Je•E 	T  	) V.Je + 

o 

+ 
a01 	v dpv  + ai 	Je, dJe + i 	

a
21 

o dp 1  

T P dt 	T 	dt 	T p:-111 + 

4.  ("0.j° .1 10 V.je 	131 pv  V.je 	PI j"VPv 

PV  Je•VAI 	02  .10.(V.P) 	.10.(11"(32) 	02  13:"°) = 

= ((00IPP 4  P0200 PP 	(Pul,  Pi2  Jed.)*J° 

o o 	 o
] 

(112112 	P22L 4-  1122  P.L 4.  024  L.L 4-  1425P
t, 
 I):P 

Comparando los términos del lado izquierdo y derecho de 

(2.21) que contienen el factor pv  llegamos a la siguiente igualdad 

1 	
a
ot v dp

v 

- 7-P
v
0 	T P -au-- PIPV 57*.le = (1101P

v 
11020) P

v 

eliminando los factores comunes y agrupando términos 

a.01 	dp
v  v 	t + 	) 	+ 	V Je 

ot 

	

T dt 	
1)

ot oa T 

considerando las definiciones 

•-• 1  
a
01 	 1 

(g ) 	A2 - 	1 
101T 	

Al  = 
ot 	02 	T 	11

01 
(2.22) 

llegamos a la ecuación de evolución para pv  

dpv  
Tt dt A2  V'Je (2.23) 
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Análogamente, comparamos ahora los términos del lado 

izquierdo y derecho del (2.21) que contengan el factor (*Je), 

éstos son 

a
I 	dJ 

EkJe + 	
1
I 	

dt
e  

Je* 	+
O
*Je + p1 (Vp

v
eJ0) + 

0 	 0 

	

+ p
v vpt 	+ pa (V*13)*Je + (p.vpa 	+ 
	

(2.24) 

	

(1111.1e 	012  Jel.).Je 

Ahora bien, identificamos el cuarto y noveno término del lado 

Izquierdo de (2.21) como 

1 
( ( en ) 

	

= 	--- 
(3o a  T" 	T 	Op.  

de la cual, al tomar el gradiente, se tiene 

vo 	Eo vµ0  s 	= (2.25) 

en donde 00  y I)  son el potencial y el campo eléctrico 

correspondientes al equilibrio. 

Eliminando los factores comunes e introduciendo el resultado 

de la ecuación (2.25) en (2.24) se llega a 

a
it 	dJe 	 1 

- 	Je - 	Je.1 	E l 
T 

E
o p

11
T -a-- 	P11 	pIIT 	p 

tt 

PI 	 P 	o 
VpV  + 	

1 
P
V 	

02 v.p 
1 1 	 1 	

I__ vo 
2 
 .p 

/111 P1 	
11
11  
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«
11 

T
2 
= — 

g
11
T  

PI 	Pa  

=B1 	i p
11
TB  = 011 	

B3 = 
11 

Definiendo las ecuaciones 

(2.26) 

(2. 27 ) 

B, = - 
g 	

B5 
	1 

11 
E - E0  = - V(45 - 00) E VO 

la expresión anterior se transforma en 

die 
«S -a--= - Je B vst,  + B2  VP

v 
+83 511)  

o 

84  /3.1. Els  Pv  vPI  + B6  12.vP2  

la cual representa la ecuación de evolución para el flujo 

eléctrico Je. 

Finalmente, la ecuación de evolución para el tensor de 

esfuerzos sin traza se obtiene al comparar los términos que 
o 

contienen el factor p en la expresión (2.21), éstos son 

o 
«
2 

o dp 

T

o 
t 

Pft. 	
1  p. -7a7  02  P:VJe = 

o o 	
V 

(/121P 112 	+ 153 P*1- P24 L'L 	µ25P "I" 

eliminando factores comunes y agrupando términos 

«21 	
dp 	o 

p21T -a-, 	- P Ti21 
— (P22  + 	L 

P23 ° 
P 	

/124 	02 
VJe 

g21 
- 	•L 

P21 	
+ --121 

 
- 
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1 c, = - P21 P21 

02 
(P22 -T-) C2 - 

a
21 

T 	- 
3 	µ

21
T 

Definimos las siguientes cantidades 

g23 P24 
	 (2.28) 

= 

y la ecuación de evolución para p es dada por 

dP 
Td de = P * C1  L C2 571,  • C3  P.L C4 L.L (2.29) 

Es importante resaltar dos aspectos relevantes del conjunto 

de ecuaciones (2.23), (2.27) y (2.29). Por un lado, estas 

ecuaciones diferenciales acopladas para las variables no 

conservadas, junto con las ecuaciones de conservación, forman un 

conjunto completo de ecuaciones para las variables de estado 

definidas en G. Por otro lado, las ecuaciones para las variables 

no conservadas pueden considerarse como ecuaciones de relajamiento 

si TI, T2, y t3  pueden ser considerados como los tiempos de 

relajamiento para pv, Je y p, respectivamente. Esto significa, por 

supuesto, que estas cantidades tienen dimensiones de (tiempo)-' y 

son positivas. 

2.5 LAS FLUCTUACIONES ALREDEDOR DEL ESTADO DE EQUILIBRIO: LA 

VERSION LINEALIZADA DE LAS ECUACIONES DE EVOLUCION. 

Con el objeto de escribir en forma matricial las ecuaciones 

de conservación, éstas, junto con las ecuaciones de evolución para 

las variables no conservadas, serán iinealizadas alrededor del 

estado de equilibrio definido por 

Al 

C,=- 
fl21 P21 



(p
o
, e

o' 
v
o' 

p
eo 

; p
o 
= O, Je

o 
= O, po = 0) 

Entonces, cuando se consideran las fluctuaciones tenemos 

p(r,t) = po  + ap(r,t) 
	

P.(r't)  = Peo 	8P.(r't)  

	

v(r,t) = v
o 

+ 5v(r,t) 
	

pcr,t) = 8p
p
(r,t) 

e 	 e 
	

(2.30) 

	

Je(r,t) = 81.(r,t) 
	

p(r,t) = dp(r,t) 

e(r,t) = eo 
+ de(r,t) 

en donde po, eo  y p.0 
son los valores de equilibrio local para la 

densidad de masa, la energía interna y la densidad de carga 

eléctrica, respectivamente. 

La versión linealizada para la conservación de la masa se 

obtiene introduciendo las condiciones (2.30) en (2.14). 

d (po  áp) - 

dt 
8p) 	vo  + 5v) 

despreciando los términos de orden cuadrático, la ecuación 

linealizada para la conservación de la masa es 

ddp -ai-- - po  v.av (2.31) 

Para la conservación de momento, sustituimos (2.30) en la 

ecuación (2.15) 

e 
dáv 	 1 	IP 

(Po aP)  dt 	 5 vaP - -- vaP "P 

Si suponemos que la presión hidrostática es una función de la 

forma p E p(p,0), entonces 

Op 	 Op 
aP (-3-4 aP + (75-) 80 

haciendo uso de la relación cíclica y con las definiciones 
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P

Op 	 1 	ap 

	

110 2 -1--  (-5-17)0 	ce (--) Po 	, P 	
(2.33) 

o 

la cantidad dp toma la forma 

e 

aP  = K p aP 	K 656  

	

# o 	0 

Introduciendo (2.34) en la expresión (2.32) tenemos 

	

e 	 • 
(18v 	

K 
1 	 1 	V 

PO 	= 	114 ♦ 7K-- vaso - - 5 	- v.p 
p
o 	0 

que es la ecuación linealizada para la conservación del momento. 

Para el caso de la ecuación de conservación de la energía 

interna, podemos observar que los tres últimos términos de la 

ecuación (2.16) pueden ser despreciados por ser de orden 

cuadrático, por lo que la igualdad resultante manifiesta la 

dependencia entre e(r,t) y p(r.t) en esta aproximación. Por tal 

razón, no tomaremos más en cuenta la presencia de los efectos 

producidos por las fluctuaciones de la energía interna debr,t), 

debido a que no son independientes 

Por otra parte, para la conservación de la carga eléctrica en 

su versión linealizada se obtiene de (2.17) al introducir las 

condiciones (2.3D) 

chip 

Po dte  = V." 	
(2.36)  

Si suponemos que la densidad de carga pe  es una función de la 

forma pe  e pe(p,#) de tal manera que 

8p 	 Op 
spo 	(_1!_)56  sp  (_511.)p  80 

(2.34) 

(2.35) 
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y definiendo c y ce  de la forma 

P 	

8pe 
1

o 	

1 
c e 	( 60 	; C.  u P

o 	80 P. 

se tiene 

6pe  = - 
c 

 óp + po  e 60 	 (2.38) 
e 

en donde se ha utilizado la definición de c dada por (2.33). 

De esta manera, la ecuación linealizada para la conservación 

de la carga se obtiene al sustituir (2.38) en (2.36) 

P 
c 	d6p 	a 	d30 	_ v.je  

o e dt 	Po 	dt 
e 

Para el caso de linealizar la ecuación de evolución para pal, 

introducimos (2.30) en (2.23) y escribimos 

dpv  

t dt 	=  - p + A1 	+ Aa  Vesie 

en donde se ha hecho uso de la definición O = 

Del mismo modo, para conseguir la versión linealizada de la 

ecuación de evolución para el flujo de carga eléctrica Je, 

sustituimos (2.30) en (2.27) y en lugar de ésta tenemos 

0 
dJ 

T2 dt
e 

= - Je + g vao + g2  Vp
v 

+ g3  v.p + (2.41) 

en donde hemos despreciado términos de orden cuadrático. 

(2.37) 

(2.39) 

(2.40) 
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Por último, para linealizar la ecuación de evolución para p, 

se hace uso de (2.30) y (2.29), la que se transforma en 

dp 
T3  7ar- = - p ci(vav)' c2  vie (2.42) 

y se obtiene después de despreciar los términos de orden 

cuadrático y usar la definición L ■ (vms. 

2.6 EL ESPACIO DE FOURIER-LAPLACE: LAS ECUACIONES DE EVOLUCIONO EN 

EL ESPACIO TRANSFORMADO. 

Las ecuaciones de conservación (2.31), (2.35) y (2.39), Junto 

con las de evolución (2.40), (2.41) y (2.42), forman un conjunto 

completo de ecuaciones diferenciales linealizadas acopladas, las 

cuales, para resolverlas es necesario transformarlas al espacio de 

Fourier-Laplace (k, s = 1w). 

En el caso de la conservación de la masa, consideramos la 

ecuación (2.31), que transformada al espacio de Fourier-Laplace se 

escribe en la forma 

tu 811(1c,$) - aptli,o) = - po  11(.411,0 

en donde 81(1c,u) y 450(k,$) son las fluctuaciones do la densidad y 

la velocidad en el espacio transformado!
,2
" 
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Escribiendo apio) en lugar de Gp(k,o) y usando la definición' 

de la 	densidad de momento 80 = po  80, tenemos, después de 

reacomodar términos 

s 8P(koo + 11'4 = apto) 	 (2.43) 

Para la conservación del momento procedemos de forma similar. 

Consideramos la ecuación (2.35), la cual, escrita en el espacio de 

Fourier-Laplace, toma la forma 

p (iw 80(k,a) - dm)) = - 	I 	1k 81(k,.) - 
O Po 

e 	 o 
1 

ik 451(k,$) - 
3 

 1k p" (k,$) - thP(kol) 

Reacomodando términos y usando la misma definición para 80, 

tenemos 

ik 	A 	
c
P A 

óp + s 8p - 
K K

0 
p
o 	 , 

m 

3 
1 	

A 
	

11, 
+ --- 1k p)  + ik'p = 8p(o) 

que es la conservación del momento en el espacio transformado. 

La ecuación de conservación de la carga eléctrica en el 

espacio transformado se obtiene a partir de (2.39), la que 

escribimos en la forma 

ik 4 
(2.44) 
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Po c 
(1w 8p(k,$) - apto)) + 

e  

A 
+ p

z
o 
 c (lar 61(k,o ) - 	- ikeJe(k,e) 

Reacomodando términos tenemos 

A 
A 

- 6 p
o 	

ép s p
2 
C 	4. ilbJe * 

e 
(2.45) 

e 
= - p 	épto) + p

o 
e Oto) 

o c
o  

Por lo que respecta a las ecuaciones de evolución para las 

variables no conservadas, consideramos primero la correspondiente 

a p
v
, dada por (2.40), que al transformarla al espacio de 

Fourier-Laplace toma la forma 

A
v 	

A 	 A 
r
I 

10 p lk,$) = - p
v(km + a  ik.60(k..) + A2 ilvie(k.e) 

usando la definición para la densidad de momento y agrupando 

términos 

(T s 	1) p"  = A 
1 

 po  

A 
1114 A2  DPI, 	(2.46) 

Para la ecuación de evolución de Jo en el espacio 

transformado, utilizamos (2.41) y en lugar de ésta escribimos 

A 	A 	 A 
T
2 

14) Je = - Je .1 Bt  ik él + 11:2  ik p
v 
 + B2  lIPP 
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o bien 

A 
. 

(t2  s + 1) Je = B1  lk 81 + B2  ik p" + B3  iivID 	(2.47) 

Por último, la ecuación de evolución en el espacio de 

Fourier-Laplace para p se obtiene de (2.42), es decir 

1 	 A 
T
3 
iW p = - p C1 

 ik 80 + c 2 ik Je 

o bien, acomodando términos 

A 

(T3  s 1) P = c 	ik a; + C2  lk Je 
I 1 Po 

 
(2.48) 

Debemos resaltar aquí, que las ecuaciones (2.46)-(2.48) 

forman el conjunto de ecuaciones de evolución para las variables 

no conservadas, en donde claramente se muestra la interdependencia 

entre las propiedades eléctricas y mecánicas, cuya contribución se 

discutirá más adelante. 

Las relaciones (2.43)-(2.48) forman un conjunto completo de 

ecuaciones diferenciales lineales y acopladas transformadas al 

espacio de Fourier-Laplace para las variables de estado definidas 

por el conjunto G, las que debemos resolver primero para las 

variables no conservadas, dadas por (2.46)-(2.48), y los 

resultados introducirlos en las restantes (2.43)-(2.45). 

Después de un sencillo desarrollo algebraico, encontramos las 

soluciones para las variables no conservadas, las que escribimos 

en la forma 
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pv(km = Atk,u) lk.80 + Stk,$) k
2 
 de 

A 	
(2.49) 

A 
Je(k,$) = e'dc,10 k2  dO + elk,w) 1k ikes51 + Dlk,10 ik 61 

(2.50) 

11113(k,e) = Wtkol k2  81 + elk,e) k2  1k iked0 + Ylk,10 k2  II 61 

(2.51) 

en donde los coeficientes 4, V, e, e', V, e, e', y 3 son funciones 

de las variables del espacio de Fourier-Laplace y están dados en 

el Apéndice A. 

Ahora procedemos a sustituir las relaciones (2.49)-(2.51) en 

las ecuaciones de conservación transformadas (2.43)-(2.45). 

La conservación de la masa, ecuación (2.43), queda de la 

misma manera debido a que no está en términos de las variables no 

conservadas, En cambio, al introducir (2.49) y (2.51) en (2.44), 

la ecuación de conservación del momento toma la siguiente forma 

ik 
aP 
A 	s áp - 	ik 81 + -I- 1k (4 11'980 + 2 k2  8 3 

+ (Wk2  61 + e k2  ik iked1 + S k2  lk 4) = 8p(o) 

asociando los términos comunes 

ik 	A 8p + (( s + 	C'kis) + (--- 4 + 	k) ik 1k.) 80 + 
K. K p

0 	
3 

(2.52) 

+ (- 2  
+ — + 2  ( 3 	Y) k ) 1k 81 = 8p(o) 

0 
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Por otro lado, cuando introducimos la solución para la 

corriente eléctrica, ecuación (2.50), en (2.45), la conservación 

de la carga eléctrica toma la forma 

- spo 
c 
 450 + sp2

o
c 80 + 1ke(C'k2  450 + 11k ikedt + D ik 4) = 

• 

2 p
0 	

ap(01, + p
O 
 e 00(o) 

C  
e 

o bien 

C A 
s p

o 	
dp + s p2 C 	C'k

2 
lico450 - C k

2 
 !Ice

A
(%) - 

c  
e 

- D k2  80 = - p. . 8p(o) + p: c a0(0) 
é 

Dividiendo entre (p:c ) y agrupando términos comunes 

S 	A 	 k 2  
0  - ap + ((es— 	e) 

2 
1k.) 

OCe 
POC  

(2.53) 

p s  _ 	k2  1) al 	- 1 
.5p(o) + 0556(0) 4` 	2 	• 

PoC 	 POCe 

De este modo, se ha logrado escribir las ecuaciones de 

conservación de la masa, el momento y la densidad de carga 

eléctrica, en el espacio transformado de Fourler-Laplace (k,$) en 

términos de las cantidades SO, ét y 4. 
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Sin embargo, como se dijo en el primer capitulo, estas 

ecuaciones se deben escribir en forma matrlcial para poder 

comparar con la ecuación (1.26). Con el objeto de llevar ésto a 

cabo, reescribimos las ecuaciones de conservación (2,43), (2.52) y 

(2.53) de la siguiente forma 

s dPik,$) • 111.80 gs 8p(o1 	 (2.43) 

Para la expresión (2.52) tenemos 

A 

1---
.  

111„ 8p + (s + Al k. 	• dl 
" ro 

+ 	-w-- (-3— f) k2) ik 	dp(o) 

A 
en donde el tensor Alikol es dado por 

Ala( el • el - (--3  •ek
2
) ek ek 

en donde hemos considerado k * k e
k
, con e

k 
el vector unitario en 

la dirección k. 

Por último, de la relación (2.53) se tiene 

A 	 k2 	A + dp + e" 	ik.dp 
P

k e 

	 2 
O e 	 Poc 

(2.56) 

2  D 
2  k )) s = 

A - 
pic  ap(o ) + O(o) 

poc 	 o e 

en donde e" es dado en el Apéndice A. 
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(2.55) 



ik• 	 0 

(s + Al k 2  .).1 (4 51 )k2) 1k 
Ko  

1k 
K p 

o 

z 
----- e" 

k 	
ik• 	(s 	

S7z k
2 
 ) 2 

P 

s  

oe. 	p
o
c 	

P o e  

apto! 

apto) 

8p 
A 

ap 

4 

Finalmente, consideramos las ecuaciones (2.43), (2.54) y 

(2.56) para escribir la matriz hidrodinámica 

(2.57) 

La ecuación (2.57) representa la forma general de las 

ecuaciones de conservación escritas en operadores diferenciales 

para el caso de desplazamiento de cargas. 

En este momento es importante hacer notar las diferencias 

significativas entre las ecuaciones (1.26) y (2.57). Una 

diferencia evidente es la existencia del elemento C"(k2/p:c ) que 

aparece en (2.57) y no en (1.26), además del término adicional 

( 	3)k2. 
3 

Estos términos representan los acoplamientos que existen 

entre las reacciones eléctricas y mecánicas que experimenta el 

medio cuando se encuentra fuera del equilibrio. Esto muestra una 

interdependencia mutua entre las propiedades eléctricas y 

mecánicas de un medio tónico viscoelástico y que son contemplados 

unicamente por la TIE. 

Es importante observar también, que la ecuación (2.57) 
A 

atribuye una forma analítica al módulo de esfuerzos M y a la 
A 

conductividad eléctrica X en términos de la frecuencia y del 
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vector de desplazamiento, lo cual no se logra con TIL, quien sólo 

manifiesta a estos coeficientes de transporte como un par de 

cantidades constantes. En cambio, bajo los fundamentos de TIE, 

estos coeficientes manifiestan la dependencia intrínseca de las 

propiedades eléctricas y mecánicas a través de los tiempos de 

relajamiento y de los coeficientes de acoplamiento. 

Para hacer más clara esta afirmación, vamos a comparar 

término a término las matrices (1.26), dada por la Termodinámica 

Irreversible Lineal, y (2.57) por la Termodinámica Irreversible 

Extendida, en donde encontramos que el tensor módulo de esfuerzos 
A 	 A 
hollic,.), bajo el régimen de la TIL, está asociado con .11*M, del 

formalismo de la TIE, por la relación 

Mtk,$) = po  Alck,$) 

A 
y con la definición de Alk,e) dada por la expresión (2.55) se 

tiene 

A 	
4 
—5- 4. 	k) ek  ek) h4 (kos) = Po  (191 - (  (2.58) 

que representa la forma analítica del tensor módulo de esfuerzos 

para un medio conductor viscoelástico. 
A 

Análogamente para la conductividad eléctrica h(k,g), al 

comparar término a término (1.26) y (2.57) tenemos 

A 
Atkoihek  ek  = 	 (2.59) 

en donde los coeficientes que aparecen en (2.58) y (2.59), que 

están definidos en el Apéndice A, contienen los términos de 
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acoplamiento entre las propiedades eléctricas y mecánicas del 

medio, a través de los coeficientes que aparecen en las ecuaciones 

de evolución (2.46)-(2.48). 

Es muy Importante hacer notar que la TIE le ha asignado una 
A 	A 

forma analiticaaMyaXen términos de (k,w) lo cual no se logra 

por la TIL, en donde a estas cantidades las representan como 

coeficientes de transporte constantes. 

En la próxima sección se simplificará la ecuación (2.57) al 

considerar la dirección longitudinal de desplazamiento de la carga 

eléctrica con el vector de dispersión. 

2.7 FLUJO UMIDIRECCIONAL DE 	CARGA ELECTRICA: LA SINPLIFICACION 

DEI. PROBLEMA GENERAL. 

Los resultados obtenidos en la sección anterior se pueden 

simplificar haciendo que la dirección del desplazamiento de las 

cargas eléctricas coincida con el eje z, proponiendo a este eje 

como la dirección longitudinal. En este caso, la ecuación (2.43) 

toma la forma 

s 6P(k,$) 4- ik 6 	= aptic,o) 	 (2.60) 

en donde az  = po  60z. 

Por su parte, la expresión para la conservación del momento, 

ecuación (2.54), toma la forma 
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ik  8p + (s + 1  K,41 
zz  k

2  ) 80 
po 	

z  

2 	+ Y) k2) lk 81 	= 

se escribe 

e k2))  

apz(o) 

ahora como 

Irx 

(2.61) 

(2.62) 

P 
	

+ (- 	
K, 	3 

A 
en donde, de acuerdo a (2.55), Mu(k,e) 

A 
Alkk(k,$) = 	- (-5—  

debido a que, para el caso unidireccional, el tensor ek  ek  de la 

ecuación (2.55), se transforma en el tensor identidad fu. 

Finalmente, la ecuación de conservación de carga (2.56) en el 

caso unidimensional, se escribe en la forma 

A 8p + e" k
2 

 
POce

2  
poe 

ik 80z  + 

(2.63) 

k2  + ((s 	 A 	- I 
)) 8, = 	épco) 	80(0) 

2 
P oc 	

Poco 

De esta manera, se ha logrado reducir las ecuaciones de 

conservación al caso unidireccional, las que escritas en forma 

matricial son dadas por 
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1 

• SA  

ap A . 

al 

	

1k 	 0 

ik 	 a (- 
(s + M k ) 	+ (--- + 59k

z 
K
O
p
o 	

zz 	Kp 	3 

k - 	e" k
z 

ik (s 
Poca 	Poe 	 Paoe

2 

 

Sp(o) 

dpz(o) 

- 3p(o)  

Poco 

+ 60o1 

(2.64) 

De la misma manera, si comparamos término a término las 

matrices (1.30) y (2.64), tenemos que la forma analítica del 
A 

módulo longitudinal de esfuerzos NIn(k,z) para un medio conductor 

viscoelástico está dado por 

klulk,z) = po  Mudz,z) 

o bien 

M.:(k,a) = Po 	- 	4. 	k2)) 1zz 	(2.65) 

Para el caso de la conductividad eléctrica longitudinal 
A 
X..(k,z), comparamos (1.30) y (2.64) de lo cual tenemos 

A 	A 
Azz(t,z) = Aq

zz  
 = D(k,z) 
	

(2.66) 

en donde (2.65) y (2.66) representan las versiones longitudinales 

de las ecuaciones (2.58) y (2.59), respectivamente. 

Como una consecuencia al considerar el desplazamiento de la 

carga eléctrica en una dirección particular, debemos señalar que 
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las ecuaciones (2.65) y (2.66) describen la respuesta anisotrópica 

tanto del módulo de esfuerzos como de la conductividad eléctrica 

para un sistema conductor viscoelástico, debido a que las 

ecuaciones de evolución para las variables no conservadas 

(2.46)-(2.48) contienen términos de acoplamiento en ecuaciones de 

14 
diferente orden tensorial, 

Sin embargo, de acuerdo al principio de Curio, vamos a 

simplificar estas expresiones y considerar la respuesta 

isotrópica, que a continuación se describe, 

Por el principio de Curie, los coeficientes 442, 012, 1313  y C2  

de las ecuaciones (2.46)-(2.48) deben anularse como una 

consecuencia de que en un medio isotrópico los flujos y las 

fuerzas termodinámicas de diferente carácter tensorlal no 

interfieren!.  De esta manera, el módulo longitudinal de esfuerzos 
A 
A lzo(s) para el caso de respuesta isótrópica es dado por 

at 

A 	 4 
(5)  

M ito tal 	'a° 3 	+ loo 10) 
az 

Introduciendo este resultado en ecuación (2.65) se tiene 

A 	 4 (a) 

(31115 	"1 
	Po   

 .1 e' el) 
Izo 

°az 

o bien, haciendo uso de /lao (.) y e'lso(el 

A 	 Al 
 

Mi"u
") = 	3(t1  s + 1) (t 	+ 1)  

(2.68) 

la cual coincide, de manera funcional, con la forma de la ecuación 

(50) obtenida por Goldstein y García-Colín en la referencia 3 y 

con la relación (41) de la referencia 9 de los mismos autores. 

(2.67) 
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La conductividad eléctrica en el caso de respuesta isotrópica 

se obtiene haciendo B2 y B3 igual a cero y entonces 

A 
Also :a (e) = D

I so U) 
	

(2.69) 

o bien, escribiendo explícitamente 591.0(2), el coeficiente de la 

conductividad eléctrica para el caso unidimensional en un medio 
A 

conductor viscoelástico isotrópico
leo(2) es dado por 

u 

A Bi  

	

A
rao

(a) 	
T 	+ 1 

	

az 	2 
(2.70) 

en donde los coeficientes Wilso(g), Diso(s) y S'Iso(0 quedan 

definidos en el Apéndice B. La ecuación (2.70) tiene la misma 

forma funcional que la relación (53) de la referencia 3 y que (46) 

de la referencia 9. 

Lo que significa que las ecuaciones (2.68) y (2.70) tengan la 

misma forma funcional, es que para un proceso de difusión, ya sea 

térmico o eléctrico, las expresiones para el módulo longitudinal 

de esfuerzos y la conductividad eléctrica conservan su misma 

estructura analítica y quedan expresados en función de los tiempos 

de relajamiento correspondientes a los procesos mecánicos y 

eléctricos, respectivamente. 

Debemos notar que la ecuación (2.70) claramente refleja un 

proceso de conducción, el cual decae exponencialmente en el tiempo 

con un tiempo de relajamiento r2  dado por (2.26). 
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Las ecuaciones constitutivas para las variables no 

conservadas, es decir los flujos, están relacionadas a las fuerzas 

termodinámicas a través de las propiedades de transporte de la 

solución, estos son, el módulo longitudinal de esfuerzos y el 

coeficiente de conductividad eléctrica. 

Es importante resaltar aqui, que tanto el módulo longitudinal 

de esfuerzos como la conductividad eléctrica deben ser obtenidos 

generalmente de manera experimental a través de dispersión de luz. 

Aqui hemos dado las expresiones analíticas para ambos 

coeficientes de transporte en términos de los coeficientes 

fenomenológicos que la TIE ha introducido y que, como ya se ha 

mencionado, representan una gran ventaja sobre aquellos obtenidos 

por TIL. 

En el siguiente capitulo vamos a calcular la función de 
A 

correlación de la densidad C, quien tiene su importancia debido a 

que es ésta la vía a través de la cual se relaciona la teoría con 

los datos de futuros desarrollos experimentales. 
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III 

LAYUNCION DE CORRELACION DE LA DENSIDAD DE MASA 

3.1 LA DISPERSION DE LUZ: EL ESPECTRO DE DISPERSION DE 

RAYLEIGH-DRILLOUIN. 

En los dos capítulos anteriores hemos deducido las ecuaciones 

de evolución para las variables que describen la fenomenología de 

un medio conductor viscoelástico bajo los conceptos de dos teorías 

diferentes. 

Estas ecuaciones han sido escritas en forma matriclal y son 

dadas por la relación (1.26), para el caso de la Termodinámica 

Irreversible Lineal y por la expresión (2.57) para la 

Termodinámica Irreversible Extendida. 

La ecuación (2.57) se presenta en términos de operadores 

diferenciales tridimensionales y describe la respuesta 

anisotrópica de un medio conductor viscoelástico. Sin embargo, 

bajo la simplificación de un problema unidimensional, las 

ecuaciones (1.26) y (2.57) se reducen a aquéllas dadas por (1.30) 

y (2.64), respectivamente. 

En este capitulo vamos a considerar las ecuaciones (1.30) y 

(2.64) para dar la forma analítica a la función de correlación de 

las fluctuaciones de la densidad de masa. 

El interés por calcular la forma analítica de la función do 

correlación radica en que es ésta a través de la cual se realiza 

la conexión entre la teoría y el experimento. 
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Como se mencionó antes, la técnica experimental para 

determinar indirectamente las propiedades de transporte es la 

dispersión de luz. 

La dispersión de luz ocurre como un resultado de la 

fluctuación espacial y temporal del tensor d'eléctrico del medio. 

En los medios viscoelásticos, la fluctuación del tensor 

dielectrico se origina por la fluctuación de la densidad y la 

anisotropia del tensor d'eléctrico." 

Esta técnica experimental da origen a un espectro de 

dispersión conocido como la dispersión de Rayleigh-Brillouin, el 

cual se ha utilizado para extraer información sobre el movimiento 

de traslación de las moléculas del medio.
15,17 

Esta información 

no puede ser explicada en términos de la teoría clásica de la 

hidrodinámica" en donde los coeficientes de transporte aparecen 

como cantidades constantes y no en función de la frecuencia. 

Vamos a introducir la notación VV, VN y NN que se refiere a 

la configuración de la dispersión de luz con respecto al plano de 

dispersión. La segunda inicial de los dos primeros pares de arriba 

V y N indican que el vector de polarización de la luz incidente 

es, respectivamente, vertical y horizontal al plano de dispersión. 

Mientras que la primera inicial V y N se refieren al vector de 

polarización de la luz dispersada, la cual es vertical y 

horizontal, respectivamente!2  

A un ángulo de dispersión de 900, la luz dispersada que se 

observa en una configuración de dispersión polarizada VV, es una 

superposición de la componente isotrópica, producto de la 

fluctuación de la densidad, y de la componente anisotrópica, 
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debido a la fluctuación orientacional. Por otro lado, la luz 

dispersada que se observa en una configuración de dispersión 

depolarizada VH es debido sólo a las fluctuaciones 

anisotrópicas.19'2°  De este modo, cuando se mide experimentalmente 

los espectros de dispersión VV y VH, es posible obtener únicamente 

la componente isotrópica, que para nuestros propósitos resulta de 

suma importancia y será discutida a continuación. 

3.2 LA FUNC1ON DE CORRELAC1ON DE LA DENSIDAD: LA COMPONENTE 

ISOTROPICA DEL ESPECTRO DE DISPERSION. 

La intensidad de la distribución de la componente isotrópica 

del espectro de Rayleigh-Brillouin observada a un ángulo de 

dispersión 0, es proporcional a la transformada de Fourier de la 

función de correlación" de la densidad do masa, definida por" 

A 

C(kB11) = <81(k,$)dp(k,o)> 	 (3.1) 

en donde k es el vector de dispersión cuya amplitud es dada por la 

relación de Bragg 

O 
k = Iki =4nn 
	

2 
Sen --- 

A
l 

 

con A
l 

la longitud de onda de la luz incidente en el vacío y n el 

indice de refracción del medio dispersor. Para el caso de un medio 

viscoelástico isotrópico, el espectro de dispersión de luz depende 

únicamente de la amplitud del vector de dispersión. 

A continuaciób, vamos a construir la función de correlación a 

partir de las dos matrices dadas por (1.30) y (2.64). 
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Considerando primero la ecuación (1.30), debemos encontrar la 

solución de 011k,.,, óktkoo y altk,e) en términos de las 

cantidades dp(k,o1, 8pz tk,o) y ~.01. 

Con un sencillo desarrollo algebraico, encontramos que las 

soluciones son dadas por 

<6011z,•11 

 

{

[

s

•  k2lls P o 

A 
A

__ ka] Optk,o)1 k,.)  Po e 

(3.2) 
A 

	

X zz 	 C.42 
lic [s 	k21 	 O 	 K pz(k,o) I + r-  [ (12'4'1 + .(k,o)] , 

	

Pa 
o c 	 ♦y 	Po% 

0 
 

<4z(kis'i a  
1 c P lk 

A 
X . 	ss 

6(k,$) 
{pica 
Irropo e  c[" 2 e Po   

k 219pck,o)I + 

(3.3) 

A 	 cP gik [ ~ ♦ fi [o - 2 	 ♦ P 
« ook,o) 11 zz k2)] Opztk,o11 

o 	 c. 
Poe  

M. 2 	 iks 

	

I 	{ 5  [g 

	

oltk,•1i elk, 	PoCe 	
p o".  kl (p(k,o)1 - P--oepz(k,011 + 

(3.4) 

[1(2 M 	dp(k, o). 

	

po
+ s (s . 	" 	[ 	+ (.50(k,o)11} 

	

P  O 	JJ 	PO Ce 

Mzz 
k

2) + 
,

" 

2 

- 	
Xyy sk

2 Cr 

Po Km  po ][I; k 	2 Po e 
K p 

Oc 
e 

(3.5) 
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A partir de la solución de alk.), podemos construir la 

función de correlación por la multiplicación de 8111(k,5) con 

ópat,o) 	seguido por el promedio sobre el ensamble. Usando el 

hecho de que &t'u), ópatk,o) y dOtk,o) son estadísticamente 

independientes, esto es, (ópitk,o)8p7k,o)) = O = (0(k,o)8p(k.0)), 

tenemos que la función de correlación es 

Es importante mencionar que en este trabajo sólo se calculará 

la función de correlación de la densidad de masa, debido a que es 

la parte real de ésta la que se asocia con la componente 

isotrópica del espectro de Rayleigh-Brillouln. 

k
2 A 

	

s + 	az01 (.1 A 	 p 
o  

C(k,$) ■ 
A  

	

k2 	
k2 
	Sp(k) 

s [s • ---- 	(11[00 	
p 1 + —o----- p

o O 0  

(3.6) 

A 
en donde definimos el módulo longitudinal efectivo Huaco) por 

Mzickou = Kat.) - 

 

(3.7) 
A 
X (a) 
za  ce Kis Es - 	 ki 2 

Po  e 	i  

A 	A 
en la cual se muestra claramente la relación entre 1,1.  y 01.. 

S tio es el factor de estructura estático para la densidad y está 

dado por 

S (k) = <óp(k.o)ópck,o)> = <1óptk,o)12> 
	

(3.8) 
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Del mismo modo, considerando la ecuación (2.64) obtenemos las 

soluciones para 81(km, bk(itos) y al(k,g) dadas por 

.11- 

- 

<8p(k, 

	

5 	
z* 

[ 

	

, 	e. 

e 
S) k21[,.. k2 	1 2 • I ( 	g* 

k2 1 

1 

+ 

emdk..) 

1. 

2 

((E 

k2 

-K-- 

O 	1 - lk [s 
12

ptk,o 

(2P-11-52-1-1 

Po 
11  

- 

—21k  + 

(3.9) 

Po e 

1 

+ Y) + 0#(11,o)1]) 

Opa  t'u)  1 

Po e  

Po e. 

e. 
<80t(k..)1 = 	1 	1 1k 	 + (-11- +,)k21 e

An 	 Po es 	h# 	3  

1 	[ 	k2 	111 Op(k,o)1 + e [s 	
k2  

V-Po .  
P2  e 	

<dp tk.o>1 - P 

o o 

• I) kal[_ <  amo 
 e.

bo)   1  + <44,0).1 1 	(3.10) 
P  

	

01(k.m)1 " 	1 I+ -11- [s+ 1 	K k2  [C"-111) <8plk,o)1+ 0Anfk,.) 	pose 	az 	 a 
o Poe 

k2  1k s [14-- 	 Ops(k.o)1 + 
Po e 	Po 0 J 

	

Kk 
O2 

p  
0

m3 	ka [_ k pAPJ c2 

	

11 + <8001,0)11 	(3.11)[  

en donde 

C 

P 
k
2 

e
Ani 	 K

P (kis) = [- 	 + ,) kl 
[i 
	

2

k2 k2 e + n 	é , 
v 	 Po  e 	roe. 

2 	 2  
• r k + s (s + A kl[s 	k 1 

2 

	

Ko Po 	 Po  e 
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S do 	(3.13) 
k2 	 k

2 
Iftint ( k,$)I + 

P0  p 
ss 	

I p0 
o 

A 
C

Ani 
atoo) 

k
2 A 

s + 
pe 

711

AM22 
()lO) 

Con la solución de áltkoo y bajo las mismas condiciones que 
A 

conducen a (3.6), obtenemos la función de correlación CAni dcoli 

para la respuesta anisotrópica de un medio viscoelástico 

 donde la respuesta anisotrópica del módulo longitudinal 
A 

efectivo IR
An1

(k,e) es definido por 
IX 

a 	 :
A 	 A 	 [G 	k

e 
 + _ur 	P 

4, 
„ ( 	, 11)kzi 

4  
ift
int

(k,s, . len) (kol Po  + 	
po 

 
ZZ 	 ZZ 

(3.14) 

Debemos hacer notar que las ecuaciones (3.6) y (3.7) 

presentan la misma forma que (3.13) y (3.14), respectivamente. 

Este hecho coincide con el resultado ya establecido por Wang y 

Flscher en su ecuación (55) y (56), aunque éstas hayan sido 

considerando los efectos de la fluctuación de la temperatura en un 

medio viscoelástico. Claramente se observa que cuando se incluyan 

los efectos de la fluctuación del potencial eléctrico, seguiremos 

obteniendo la misma forma para la función de correlación y sólo 

será modificado el módulo longitudinal de esfuerzos. 

La ecuación (3.7) muestra claramente que los efectos 

eléctricos reducen el módulo longitudinal que se obtiene por TIL. 

Mientras que por TIE se obtiene (3.14) quien contempla que la 

interdependencia entre las propiedades mecánicas y eléctricas 
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reducen el módulo longitudinal de esfuerzos, debido a los 

acoplamientos entre las reacciones mecánicas y eléctricas en dicha 

fluctuación. 

3,3. LA FUNCION DE CORRELACION ISOTIMPICA: EL PRINCIPIO DE CORLE. 

Vamos a centrar nuestra atención en la función de correlación 
A 

CAni (km dada por (3.13), la cual, con ayuda de (3.9) y (3.12) 

escribimos en la forma 

A 

CAni (kol) = 	1  
[ 	

: 	%) k21 [c.. 	k

e  ]

kz 

eini (11,1 ) t  -5 	 P:  

+ [s + 	Al 	k21[11 
Al'I zz 

" + 	
,z 

p: e 	J %
C
e 

KP  3 	
Y) k

p
(1) 

(3.15) 

Esta ecuación representa la respuesta anisotrópica de la 

función de correlación de la densidad de masa para el caso de un 

medio viscoelástico en términos de las variables del espacio de 

Fourier-Laplace. Sin embargo, vamos a simplificar la ecuación 

(3,15) la cual reduciremos al caso de la respuesta isotrópico del 

medio utilizando el principio de Curte. De acuerdo con este 

principio, los coeficientes de,  acoplamientoA
2,B.B3  YC2 

 de las 
. 	A 

ecuaciones de evolución para p"(k,$), Jeck,a) y p(km, dados por 

(2.46)-(2.49), respectivamente, deben anularse. Esto hace que las 

ecuaciones del Apéndice A se transformen en los coeficientes de 

respuesta isotrópico y sean dados por aquellos contenidos en el 

Apéndice D. Esto conduce a escribir la ecuación (3.15) en la forma 
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A 
Clao(k,g) = 

k 2 A  
s 	 filsoik,$) 

p
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S (k) 	(3.16) 
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en donde el módulo longitudinal efectivo para el caso isotrópico 

está dado por 

A 	 A 
IR
leo
(km  * leo(s) po 
ss 	as 

  

(3.17) 

c
e 
K
O
[ s - 

Viso k2    

P2 e 	j  0 

Como era de esperarse, las funciones de correlación de las 

ecuaciones (3.6) y (3.16) tienen la misma forma funcional. 

Por otro lado, debemos observar que los módulos 

longitudinales efectivos de las ecuaciones (3.7) y (3.17) son 

idénticos entre si. Esto resulta más claro cuando notamos que el 

coeficiente de la conductividad eléctrica es dado por (2.69). 

Como se puede observar, la función de correlación y el módulo 

longitudinal efectivo, dados por las relaciones (3.6) y (3.7), 

respectivamente, las cuales se obtienen bajo los conceptos de la 

Termodinámica Irreversible Lineal, resultan ser un caso particular 

de las ecuaciones (3.13) y (3.14), que provienen de los postulados 

de la Termodinámica Irreversible Extendida. 

Esto significa que la TIE proporciona Información más general 

sobre las funciones dinámicas que describen el comportamiento de 

un medio conductor visocelástico, debido a que si aplicamos el 

principio de Curie a las ecuaciones (3.13) y (3.14), éstas se 
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reducen a las relaciones (3.6) y (3.7), respectivamente. Lo que 

significa que la Termodinámica Irreversible Lineal sólo describe 

la fenomenología de la respuesta isotrópica de un medio conductor 

vlscoelástico. 

3.4 LA DENSIDAD ESPECTRAL: LA RELACION TEORIA-EXPERINEUTO. 

La parte isotrópica del espectro de Rayleigh -Brillouin para 

un medio viscoeiástico es proporcional a la transformada de 

Fourier de la función de correlación,9  Esta componente isotrópica 

puede ser medida experimentalmente y corresponde a la parte real 

de la función de correlación normalizada definida por!  

A 
A 	C(be) 
S(11,10 gg  
	

(3.18) 

haciendo uso de la definición de la transformada de Fourier 

tenemos 

A 
$I11,21 a--1--- dt elut  C(k,L) 

$(k) o  

(3.19) 

o bien 

$(k.$) = 	- 1 	 (3.20) 

A 
donde 1 y H son las transformadas coseno y seno de la función de 

correlación normalizada y están definidas por 
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A 
pk,$) = 	1 	1 dt Cos cwt) Ctk,t) 	 (3.21) 

Stki o  

A 
	 se 

= 	 dt Sen un) C(k,t) 
	

(3.22) 
S(k) 0  

A 
La función pk,e) es especialmente importante porque ésta 

corresponde a la densidad espectral que puede ser medida 

directamente en un experimento de dispersión de luz. 

Para escribir la forma analítica de la densidad espectral, 

vamos primero a considerar la función de correlación dada por la 

ecuación (3.6), en la cual sustituimos el módulo longitudinal 
A 

efectivo Ntkoil dado por (3.7). Al tomar la parte real tenemos 
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en donde04'z.  

longitudinal 

Imaginaria de 

cuales se han  

e imaginarla del módulo 

y A" la parte real e 
A 
Asz, respectivamente, los 

obtenido a partir de las definiciones 

y 	son la parte real 
A 

de esfuerzos M2 y' A' 

la conductividad eléctrica 

A. 	A 

kss 1' 	/11:: 1/ez 

A 
A = A' + 1A" 

az 	za 

y también hemos definido u
z 
de la forma 

z 	k
2 

44# 

Del mismo modo, al tomar la parte real de la función de 

correlación, dada por (3.16), después de sustituir el módulo 

longitudinal efectivo para el caso isotrópico, ecuación (3.17), 

tenemos 

(3.25) 

(3.26) 
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en donde 
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en donde hemos hecho uso de las ecuaciones del Apéndice B. 

Al comparar las ecuaciones (3.24) y (3.28) se observa 

claramente que la parte real e imaginaria del módulo longitudinal 

de esfuerzos están dados por 

A 	2 
31 

	

Ti 14 
	C1 T3 W
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1+2
2
W
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1.12W
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Y 
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	C w 

1+T
2
W2 	l+r

22 
3 

en donde las cantidades A y C que aparecen como coeficientes en 

las ecuaciones de evolución (2.23) y (2.29), respectivamente, 

pueden ser definidas como los coeficientes de viscosidad. Es decir 

- Al  a S y - C1  9  n, en donde 5  es el coeficiente de la viscosidad 

volumétrica y n la viscosidad cortante. 
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De esta manera (3.29) y (3.30) toman la forma 
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en donde claramente se manifiesta que el módulo longitudinal de 

esfuerzos es función de los tiempos de relajamiento de los 

esfuerzos longitudinales y cortantes. 

Del mismo modo, comparando las ecuaciones (3.24) y (3.28) 

tenemos que la parte real e imaginaria de la conductividad 

eléctrica, correspondientes a la parte disipativa y conservativa, 

respectivamente, toman la forma 

x' = 	al 	 (3.33) 
1+T

2
W
2 
 

zz = 

Y 

(3.34) 

y de la ecuación (2.27) podemos definir - B1  = X.  y entonces 

X 
X' = - 	e 	 (3.35) 

1 + T
22 

2 

X
e 

T W 
2 

 

1 + r2  
2 

(3.36) 

en donde se observa que la parte disipativa y conservativa de la 

conductividad eléctrica dependen del relajamiento del flujo 

eléctrico por medio de T2. 
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La ecuación (3.23), Junto con (3.24) son el resultado general 

para la densidad espectral de Rayleigh-Brillouin. Como se puede 

notar en estas ecuaciones, para una k y w dada,l(k,w) depende de 

la parte real e imaginaria del módulo longitudinal de esfuerzos 

bll'zlw) y b z12(w), respectivamente, y de los parámetros X', X", Ko, 

c, cp, ce  y p0. Desafortunadamente, 1,4==w) y M' (w) no son 

conocidos generalmente, asi que no resulta directo calcular Ick,w) 

de primeros principios. Por tal razón, se considera la posibilidad 

de utilizar experimentos de dispersión de luz para obtener hol',101 y 

1,,Q(w), considerando que el espectro de Rayleigh-Drillouin pudiera 

ser medido con buena precisión. Sin embargo, debemos esperar que 

estas cantidades dependan del tiempo debido a que el módulo 

longitudinal de esfuerzos debe experimentar un proceso de 

relajamiento. 

Con estas ideas y con el objeto de graficar la ecuación 

(3.23), vamos a considerar que nuestro sistema corresponde a un 

elemento de Maxwell simple, de tal manera quel9  

 

(,)
2 

a 
(3.37) 

Y 

IfW
2
r
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CC W T 

fv zz' (W) 

en donde To  es el tiempo de relajamiento y representa el proceso 

de relajamiento del módulo longitudinal de esfuerzos. 
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Por lo tanto, el espectro teórico se calcula a partir de la 

ecuación (3.23), con la ayuda de (3.24), (3.37) y  (3.38), 

considerando a X',A", Km, c, cp, ce, p0, a y r como parámetros 

de ajuste. El espectro de dispersión se muestra en la Figura 3.1 y 

los parámetros utilizados para su cálculo están dados al pie de la 

misma figura. Debemos señalar que el espectro de dispersión está 

formado por tres componentes; una componente central llamada pico 

de Rayleigh, cuyo ancho de banda es PR  y dos componentes laterales 

simétricas conocidas como picos de Brillouin de ancho de banda PR. 

A continuación vamos a hacer variaciones numéricas sobre los 

parámetros de ajuste, con el objeto de analizar el comportamiento 

del espectro de dispersión de Rayleigh-Brillouin en función de las 

propiedades del medio tónico viscoelástico. 

Primero observamos que la variación de la conductividad 

eléctrica (X'k2/p2
o
c ) modifica el espectro de dispersión dando 

como resultado que, cuando la conductividad eléctrica aumenta, los 

picos de Rayleigh-Brillouin disminuye su intensidad y aumentan los 

anchos de banda. Las modificaciones al espectro de dispersión como 

función de la conductividad se muestran en la Figura 3.2. En esta 

figura se observa que a medida que la conductividad aumenta, el 

proceso de relajamiento eléctrico es más lento, lo cual se 

manifiesta en el ancho de banda de Rayleigh y Brillouin, debido a 

que estos anchos de banda determinan el tiempo de vida de las 

fluctuaciones del potencial eléctrico, lo que pone de manifiesto 

la presencia del proceso de difusión eléctrica. 

Por otra parte, si aumentamos la parte real e imaginaria del 

módulo longitudinal de esfuerzos a través del término (a k2/p0), 
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se observa que sólo los picos de Brillouin se modifican. Es decir, 

su intensidad disminuye y el ancho de banda aumenta. El espectro 

correspondiente se muestra en la Figura 3.3. En este espectro de 

dispersión se hace evidente que los procesos mecánicos se 

manifiestan a través de los picos de Brillouin, cuyo ancho de 

banda determina el relajamiento mecánico del sistema. 

Por último, observamos que al aumentar w
2
0 
 = (k

a
/K
0  p0 

 ) los 

picos de Brillouin se desplazan hacia frecuencias más grandes, 

disminuyendo su intensidad y conservando el mismo ancho de banda. 

Por el contrario, si w
z

0 
 disminuye, los picos de Brillouin aumentan 

de intensidad conservando el mismo ancho de banda y se aproximan a 

la componente de Rayleigh, como se muestra en la Figura 3.4. La 

determinación de la posición de los picos de Brillouin dan una 

medida de la velocidad equipotencial a la que se propaga la 

perturbación del sistema fuera del equilibrio. 

De estas observaciones podemos concluir que en el espectro de 

dispersión, el pico de Rayleigh proviene de las fluctuaciones de 

la densidad a presión constante y corresponde al proceso de 

difusión eléctrica. Mientras que los picos de Brillouin provienen 

exclusivamente de los procesos mecánicos. En resumen, en el 

espectro de dispersión de luz para un medio tonteo viscoelástico, 

la componente de Rayleigh representa la manifestación de la 

reacciones eléctricas mientras que las componentes de Brillouin 

representan las reacciones mecánicas cuando el sistema se 

encuentra fuera del equilibrio. En la Figura 3.5 se da un resumen 

esquemático de la formación del espectro de dispersión de 

Rayleigh-Brillouin. 
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R 

Figura 3.1: Espectro de dispersión de Rayleigh-Drillouln. Los 

valores numéricos de los parámetros de ajuste son 2 
4.9 GHz, 

0 

cPie= = 1, re  = 5.83 ps, ak2/po  = 4.1 Gliz, Mk2/p2oc = 840 GHz y 

X'= 0. Los anchos de banda de los picos de Rayleigh y Drillouln 

son ro  y r5, respectivamente. 
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Figura 3,2: El espectro de dispersión como función de la 

conductividad eléctrica A'k2/p:c. A medida que la conductividad 

eléctrica aumenta, el pico de Rayleigh disminuye de intensidad y 

aumenta su ancho de banda. Los demás parámentros de ajuste 

permanecen constantes como en la Figura 3.1. 
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Figura 3.3: La variación de módulo longitudinal de esfuerzos 

a través del término cdc2/po  da como resultado este espectro de 

dispersión. En esta figura se observa que sólo los picos de 

Brillouin son función de dicho módulo, 
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Figura 3.3: La variación de módulo longitudinal de esfuerzos 

a través del término ak2/po  da como resultado este espectro de 

dispersión. En esta figura se observa que sólo los picos de 

Brillouln son función de dicho módulo. 
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Figura 3.4: La variación numérica de w20  sólo modifica la 

posición del pico de Brillouln manteniendo el mismo ancho de banda 

para las dos componentes del espectro. 
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Figura 3.5: Resumen esquemático de la formación del espectro 

de dispersión de Rayleigh-Brillouln de un sistema cónico 

viscoelástico. 
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CONCLUSIONES 

En este trabajo se ha considerado por primera vez un sistema 

Iónico Viscoélastico fuera de equilibrio en el que se presentan 

fluctuaciones de densidad de masa, de cantidad de movimiento y de 

potencial eléctrico, cantidades que juegan el papel de variables 

independientes dentro del sistema. 

Este trabajo se ha realizado en dos partes fundamentales; en 

la primera de ellas se analiza el sistema introduciendo los 

principios de la Termodinámica Irreversible Lineal, mientras que 

en la segunda parte se describe el sistema bajo los postulados de 

la Termodinámica Irreversible Extendida. 

Uno de los resultados globales obtenidos por cada una de las 

dos teorías, ha sido mostrar la modalidad de exhibir las 

ecuaciones de conservación de la masa, el momento y la densidad de 

carga eléctrica en una ecuación matricial, en la que claramente se 

pone de manifiesto los coeficientes de transporte asociados a las 

fluctuaciones de las variables conservadas. 

Cuando se resuelve la ecuación matricial y se determina la 

forma analítica que presentan las fluctuaciones de la densidad de 

masa, se da paso a construir la función de correlación. 

Uno de los logros importantes del trabajo ha sido el cálculo 

de la función de correlación, la cual, a través del módulo 

longitudinal efectivo, contiene la dependencia de los tiempos de 

relajamiento y de los parámetros de acoplamiento de las ecuaciones 

de evolución temporal para las variables no-conservadas. Asimismo, 

el módulo longitudinal efectivo se ha expresado en dos términos; 
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el primero de ellos está asociado al comportamiento viscoelástico, 

y el segundo al efecto de la conductividada iónica del sistema. 

Por otra parte, haciendo uso de la TIE, hemos logrado 

determinar la forma analítica de los coeficientes de transporte 

como son el tensor módulo de esfuerzos y el tensor de la 

conductividad eléctrica, en función de los tiempos de relajamiento 

y parámetros de acoplamiento que caracterizan a las variables 

no-conservadas. En contraste a los resultados obtenidos por la 

TIL, por medio de la cual el módulo de esfuerzos y la 

conductividad eléctrica aparecen como cantidades constantes. 

Con la forma análitical del tensor módulo de esfuerzos y la 

conductividad eléctrica, se tiene la cualidad de describir la 

respuesta anisotrópico del sistema cuando sobre éste se elige una 

dirección preferente para el desplazamiento de carga eléctrica. Un 

caso particular para estos coeficientes de transporte se logra 

cuando se eliminan los términos de acoplamiento y se obtiene el 

régimen isotrópico en el que es válido el principio de Curie. Rajo 

este principio, el módulo longitudinal de esfuerzos se reduce a un 

coeficiente de transporte que describe el comportamiento 

intrínseco de un medio viscoelástico isotrópico, cuyas ecuaciones 

de evolución temporal para los flujos presentan la misma forma que 

las ecuaciones de Maxwell-Vernotte-Cattaneo, ecuaciones en las que 

aparece por vez primera los tiempos de relajamiento asociados a 

estos flujos. 

El formalismo que aquí se considera nos permite escribir, 

para un proceso de difusión Jónica, a la función de correlación de 

la densidad de masa con una misma forma analítica bajo los 
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postulados tanto de la Termodinámica Irreversible Lineal como de 

la Extendida. La función de correlación resultante es modificada 

únicamente en la expresión para el módulo longitudinal efectivo, 

el cual se calcula de manera independiente por cada una de las 

teorías. Es decir, el módulo longitudinal efectivo que se obtiene 

por los postulados de la Termodinámica Extendida, tienen la 

capacidad de describir la respuesta anisotrópica del sistema 

viscoelástico en función de los tiempos de relajamiento de los 

tensores de esfuerzos 	y F. En contraste con el que se obtiene 

por la Termodinámica Lineal, el cual sólo manifiesta el 

comportamiento isotrópico. 

Finalmente, asociamos la parte real de la función de 

correlación con la componente isotrópica del espectro de 

dispersión de Rayleigh-Brillouln, del que podemos concluir que el 

pico de Rayleigh proviene de las fluctuaciones de la densidad a 

presión constante y corresponde al proceso de difusión eléctrica, 

mientras que los picos de Brillouin provienen exclusivamente de 

los procesos mecánicos. El cálculo teórico del espectro de 

dispersión da la puerta de entrada a la comparación con datos 

experimentales e identificar de manera inmediata los términos que 

contribuyen a dicho espectro, en función de las propiedades 

iónicas-viscoelásticas del medio. 
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OBSERVACIONES 

1.- La formulación de un medio Jónico viscoelástico bajo los 

principios de TIL y TIE es un procedimiento novedoso, por lo que 

en la revisión bibliográfica no se obtuvo comparación con algún 

tratamiento que incluya el formalismo aqui considerado. 

2.- Una propuesta interesante consiste en establecer un 

modelo fisico de sistemas viscoelásticos para predecir el espectro 

de Rayleigh-Brillouln, usando teorías de Termodinámica y Mecánica 

Estadistica fuera de equilibrio. En particular, se pretende el 

estudio de los modos hidrodinámicos generalizados con 

inhomogeneidades espaciales y dependencias en wl 

3.- Un punto importante es conseguir la representación más 

general para los coeficientes de transporte de un fluido iónico 

viscoelástico en el que se incluyan los términos correspondientes 

a los acoplamientos de las cantidades de diferente orden 

tensorial. 

4.- Debemos mencionar, también, el problema que surge a 

futuro para modelar los coeficientes de acoplamiento que aparecen 

en las ecuaciones de evolución para la variables no conservadas 

cuando se utiliza la TIE. 

85 



G"(k,$) 

„  
B3C1 k2  + p0fi) (T3

S + 1)B2  4(k.g) 
= — 

PO ((T2s + 1)(T3S + 1) + B3C2 11 

APENDICE A 

A 	A 

Coeficientes de las soluciones para pv(k,$), Je(k,$) y P(k,$) 

en el espacio de Fourier-Laplace 

/11((r2s + 1)(T3S + 1) + B3C2k2) - 11,2133C:  k2  
4(k,$) = 	

Po 	h 

13(k,$) = — 
(T3 + 1) A213 1 

 

(T3S + 1)B2 A1((T2S + 1)(T3S + 1) + B3C2k2) 	/93C1  k21 U(k,$) = 
Po 	A  ((r

2
S + 1)(T3S + 1) + B3C2  k2) 

C. (k,$) = — 
B3  C1  

Po ((i2S + 1)(T3S + 1) + B3C2 1C2r 

(73S + 1)(B1 + B2 13(k,n)) 

(T2S + 1)(T3S + 1) + B3C2 k
2 

G(k,$) — — 
B2C2  

(r s + 1)(T 
3
S + 1) 	B3C2 

k2 
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C' (km = - 

 

B3C2 k
2 

(T2E + 1) (tes+ 1) + B3C2 k2 po  (s3s + 1) 

C2  (Bi 4.  B2 8(k,.)) 
I(k,i1) = 

(tas + 1.)(s38 + 1) + B3C2 k2 

A(ío.) ■ (Tis+11(s2s+1)(T3s+1) + ((s(s+1)133; + (T38+1)A284 k2  
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APENDICE B 

A 	A 
Los 	coeficientes de las soluciones para p

v 
 (kos), Je(kol) y 

A 

p(k,$) para el caso isotrópico se obtienen al introducir el 

	

principio de Curte. Bajo este principio, los coeficientes 	82, 

B3 y Ca se anulan. Con este hecho y considerando las ecuaciones 

del Apéndice A, escribimos 

4150 W 
Al  

p
o 
	(r 1s + 1) 

Bi  
%o(e) = 

Its + 1) 

e. leoN) = - 
Ci  

p
O 

(T
3
S + 1) 

Los demás coeficientes que no aparecen aqui son identicamente 

cero. 
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