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INTRODUCCION,

Una caracterizacion importante de Jos espacios normales es la dada, por H. Tietze en su
teorema de extension, para funciones reales de subconjuntos cerrados de espacios normales;
precisando, cualquier funcién de un subconjunto cerrado de un espacio normal con valores
en ¢l intervalo unitario I ¢s extendible a todo el espacio. En si el teorema de extension de
H. Tietze establece que [ es un extensor absoluto para los espacios normales.Como un caso
particular del tcorema de extension de H. Tictze se tiene e teorema de P. Urysohn .

El interés de este trabajo s centra en la generalizacion equivariante del famoso teorema
de extension de J. Dugundji [Du, 1] publicado en 1951, que es a su vez una extension del
teorema de Tietze. Muesltra que cualquier subcanjunto convexo de un espacio vectorial
localmente convexo es un extensor absoluto para los espacios metrizables.

La gencralizacion equivariante del teorema de extension de J. Dugundji se debe a
S. Antonian [An, 1] publicada en 1985, Muestra que cada fincion equivariante f: A —» B,
de un subconjunto cerrado invariante A de un G-espacio metrizable X, con G grupo de Lie
compacto, con valores cn un conjunto covexo invariante B de un G-espacio localmente
convexo, admite una extension equivariante a una vecindad invariante de A. Esto significa
bevemente que, B es un extensor absoluto de vecindades para todo G-espacio metrizable.
Este es unto de dos teorcmas de extension de una funcion equivariante publicados por
S. Antonian.

Para comprender ¢l enunciado del teorema principal necesitamos los conceptos de
G-cspacio, bajo la accion de un grupo, donde el concepto de grupo es en sentido general.
Ademas de conjunto invariante y de funcion equivariante, términos basicos cn la
demostracion del teorema [1. 1, 2 y 3}. Una condicidn que se requiere en el enunciado del
tcorema es que el grupo sea compacto de Lie {11 3], esto para asegurar la cxistencia de

tubos alrededor de las drbitas del conjunto cerrado invariante A [11. 4.



Los conceptos de tubos y rebanadas, desarrollados entre otros por Palais [Pa] y definidos
mediante el concepto de 1-kernel (1i. 4}, se utilizaran en los lemas preliminares (HI. 1].
Resultados, como son la existencia de cubierta tubular y cubierta G-canonica, en los que se
apoya la prueba del teorema [I11. 2]. Sin embargo requerimos en este trabajo la presentacion
de tubos y rebanadas hecha por Bredon (Bre].

A lo largo del presente trabajo, cuando un término aparece subrayado, es porque se esta
definiendo. Los principales conceptos usados en este trabajo son definidos de manera
explicita; muchos otros conceptos se destacan subrayados, sin dar una definicion explicita, y
algunos otros, de topologia general, se da por hecho que son conocidos. Respecto a los
teoremas, lemas y proposiciones son presentados, a lo largo del trabajo, en negritas. De esta

manera se destacaran las ideas del presente trabajo.




CAPITULO1

1. ACCION DE GRUPOS EN ESPACIOS TOPOLOGICOS.

Comenzaremos definiendo los elementos necesarios para ver de qué manera un grupo G transforma a
un espacio topoldgico X, bajo su accion. Primeramente definiremos la accion del grupo de la siguiente
manera:
L1 Definicidn.- Sea G un grupo multiplicativo con elemento idéntico ¢. Una_aceion por la izquierda
de G ennm espacio topologico X es mna fimcion 6: G x X - Xque sa/i.s'jac'e:
A Oh.8gx) = Qhgx). para tda xeX, y ghe.
A Qex) = x, para todoxeX
'A;: 6,: X - X dada por 6, (x) = Qg.x) es contina para toda g €G
Se denota usualmente 6(g,x) = gx y.las condicion'es A1y A; se escriben como h(gx) = (ig)x y ex=x.
La accién 6:G x X —» X induce una funcién 6, : X —) X ( a cada x lc asigna gx) para toda g en G
donde Ay implica 0(x) = (8,°6,)(x) y Az implica 6, = 1. Entonces 0, -1 = ()", puesto que
0,0 = 6,,8) = @'8)x = ex = O(x) = x = (6,)'0,(x). Por tanto B; X - X ¢s un
homeomortismo.
0 también induce un homomorfismo 6:G — Homeo(X),g+ 6, en el grupo lloMX) de
homeomorfismos de X sobre si mismo con la operacién coniposicién.

Efectivamente 6 (G) es grupo pues se cumplen :

1.8i 6, ,6, eHomeo(X), entonces 6, °0,(x)=86, (g.%)=(8,8:)x= 0,5, (x). Por consiguiente



0,,, €etomeo(X). Porlo tanto d(gg,)=0,, =0, 0, = 08,0 0(g,)

ue

2. 0, = 1y eHomeo(X).

3. Paratodo geG, 0, = 0, € Homeo(X). Si 0y eHomeo(X), con geG implica que existe g’ €

G tal que 0,1 =0," ellomeo(X).

Una accion 0 es gfegtiva si el homomorfismo inducido 0:G - Homeo(.X') es inyectivo, lo cual
significa que gx=x paratoda xeX implica que g=e. En otras palabras una accion de G en X es
efectiva si todo elemento g de G distinto de e mueve al menos un punto de X (gx # x).

Para cada accion 0 : GxX ~» X y cada subgrupo H < G, definen una accion 0 1 : FixX - X deH
sobre X. Puesto que H es cerrado bajo la multiplicacion, se cumple (hho)x = hy(hyx) para toda by, by
€ H. Ademis, como H es un grupo se tiene, ceH y se cumple e(x) = x para todo xe X y por A, se
cumple la continuidad de 6y, para cada heH <G,

Emplearemos la notacion siguientepara ScG y AcX: SA=0(SxA)={ga:ge §,ae A}.

1.2 Definicidn.- Un conjunio A contenido en X es invarignte de X si GA = A. En este caso, Ofau es
unaaccion de G en A,

1.3 Definicion- Si A = {a} el conjunto GA = G = {ga : g € G} es ladrbita de aen X.

1.4 Proposicion: Para x,x,€X se cumple : Gy ) = Giey) 0 Gie, ) NGy ) = &
PRUEBA: Supéngase G(x)) N G(x)) # @ y sea xeG(x)) M G(x,). Entonces existen gy, g2:€G tales

_que X = gX; = g1X;. S tiene entonces que X = g, 'gixy; asi x6G(xy). Esto implica que G{x)) ©




G(x;). Luego g'gixi = x2, x,€G(x)) y, por consiguiente, G(xz) < G(x,). Por lo lanio, G(x1) = G(x2).

De la proposicion anterior, teneimos que el conjunto de orbitas {Giv : x € X} descompone a X en

clases de equivalencia con la rélncién X1~ X2 siysolosi G(x;) = G(x2), es decir, existe geG tal que

X2 = gX).

El espacio cociente se denotard como X/G y se Hama ¢l_espacio de orbitas de X, y la funcion cociente

a2 X —» X/G que envia x en el punto G(x)eX/G la llamaremos proyeccion candnica.

Asi el espacio de orbitas X/G es ¢l conjunto de drbitas con la topologia cociente: Un conjunto A
. contenido en X/G es abierto si y s0lo si s’ (A) es abierto de X, donde ™ (A) es union de orbitas. La

topologia de X/G es fa inducida por nt (la mayor topologia tal que r, ¢s continua).

1.5 Proposicidn: La proyeccion candnica m:X —» X'G es abierta,

PRUEBA; Sea A X, my'(ndA)) = U, G(a) = Uogi\ = UUO,( A). Si A es un subconjunto abierto
a5, I'e] ') [
de X, como cada 8, es un homeomorfismo, 6,(A) es abierto, lo cual implica que Uo 0,(A) es abierto
'Ll .

-y, por lo tanto, re(A) es abierto en X/G.

Observemos que para un subconjunto abierto A de X y S< G, SA cs abierto por ser union de
abiertos gAcongen S.
1.6 Definicidn.- Para’cadad cX sea Gy = (g € G: gA = A} elestabilizador e A. Es.claro

que si A es un confunto invariante, G4 = G.
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1.7 Proposicidn: El estabilizador de Gy de un subconjunto A de X ex un subgrupo de G.
PRUEBA: eeG, porque eA = A. Ahora, si geG, entonces g €Gy , ya que gA = A implica A

=g A Finalmente, si g y h pertenecen a Gy, ghA = g(hA) = gA = A. De donde gheG.

Cuando A = {x}, a su estabilizador Ga= G, = {geG : gx =x}, sc le llama también el grupo de

isotropia de x.

1.8 Proposicion: Paratodo xeX y heG, Gu = hG, I

PRUEBA; Si g Gy, es decir, g(hx) = hx. Entonces h'g(hx) = x, asi h”'gheG, . Esto implica
que ge hG,h™'. Por consiguiente Gy < hG, h™'. Ahora, si gehGy "', se tiene g(hx) =
. (hgoh")(hx), con go€Gy, asi g(hx) = h(gox) = hx . De donde, geGi,. De lo anterior se concluye

(‘n“ = hG,‘h-I.

Un grupo G actda por la derecha en X si existe una funcion XxG - X, (x, g) + xg que
satisface:

A't: (xg)h = x(gh).

Arxe=x

3 x > xg define una funcion continua de X en si mismo.



Como en las acciones por la izquierda , X - xg es un homeomorfismo. Si A ¢s abiertoen X y §
c G, AS={ag:ae A, ge S} esabierto en X. De hecho, cada accion por la derccha de G en X
determina una accion por la izquierda definiendo gx = xg™.

Consideremos siempre acciones por la izquierda, salvo que en algiin caso se indique lo contrario.
-2 ACCIONES CONTINUAS DI GRUPOS TOPOLOGICOS

Definimos en la seccion anterior la accion de un grupo. Ahora al grupo le daremos Ia estructura de
espacio topologico, considerando a las operaciones de grupo continuas, de la manera siguiente:

2.1 Definicion.- Un_grupo_topoldgico G es un grupo provisto de una lopologia tal que las
operaciones ¢ﬁ'/gn1/x;. la nmultiplicacién 11:G xG =G (@h) > gh) y lainversion 1: G -G g
g ), son continmas,

Algunos autores suponen que la topologia de un grupo topoldgico G es de Hausdprﬂ‘, es decir Gesun

espacio de Hausdorff. Esto equivale, como veremos en la siguiente proposicion, a que el conjunto {e}

- de G sea cerrado.

2.2 Proposicidn: Para un grupo topologico G se tiene:
(1) Para cada heG las funciones multiplicacion por la izquierda 1y : g ->hg y derecha ity : g1
gh ilamadas traslaciones son homeomorfismos de G sobre st mismo.

(2) G esun espacio homogéneo ( para toda g,,2:€G existe f: G - G homeomorfismo il que




fig) =g2).

(3) Para A,.B G, si A es mn sihcorjunto abierto en G, entonces Ak = yfdxB) y BA = uBxd) son
abhiertos.

() Si Vesvecindad e e, gV y Ve son vecindades de g en G.

(5) Si V ex vecindad de ¢, existen U y W vecindades de ¢ tales que 1 = y(Vxb) cU y W 1=
W) ¢ U, b mas, existe una vecindad A de ¢ tal que A4 <V’

(6) Si {e} es cerrado en G, entonces G es de Hansdogff.
(7) G es regular.

PRUEBA: (1) La restriccion pfg. v es continua y Ia funcion G — Gx{h} que envia g en (g, h) es un
homeomorfismo. Luego, la composicion que envia g (g, h) - gh es continua, su inversa es la
funcion continua que envia g > gh', asi p% , que envia g - gh, es un homeomorfismo.
Andlogamente se prueba que también lo es .,

(2) Sean g), 2€G. Entonces g+ 2:0"'g es un homeomorfismo por (1), yenvia g, en @."g. =g

(3)AB={gh:ge A heB} =;.UuAh y BA={hg:ge A heB)} =uUahA' Pero, por (1), si A es

abiertoen X, hA y Ah son abiertos en X. Por lo tanto, AB = »U Ah, y BA= U hA son abiertos.
] hell

W)gV={gv: geG ve V)= ;l‘,(V), donde i, : G — G, esta definida como u',(g') =gg'. Por (1),
' Wy es un homeomorfismo. Entonces gV es vecindad de g.
Ahora, si u",:G = G, es ¢t homeomorfismo multiplicacion por la derecha, u‘,(g,') =g'g Vg=1{vg g

.

eGve V)= u",(V) es abierto. Esto implica que Vg es vecindad de g = iWe).



(5) Por 1a continuidad de i existen vecindades Vi, V de e, tales que pi(VixVa) U, Sea V =

ViN V;. Entonces p(Vx V) = V?  U. Ahora, dada U vecindad de e, existe W vecindad de e tal que
(W)y=W ! con W Teu, por la continuidad de 1. También, para la vecindad anterior V de ¢, existe
una vecindad Ade e contenidaen V tal que A’ < V. Entonces AA! ¢ VV = V< U. Por lo tanto,
existe una vecindad A de ¢ tal que AAT c UL

(6) Supongamos {e} es cerrado. Sea geG, g = ui'(c)‘ Puesto que u‘u es cerrada, {g) es cemado en
G. Asi, G csun espacio T. Ahora, scan g, heG tales que g = h, Como h'g#e y Ges Ty, setiene
que existe U, vecindad de e, 1l que I'geU. Por el inciso (5), sea V vecindad de e tal que wlc

U. Entonces h'geVV™' y gehVV! . Luego gV N hY =0, pues si no fuera vacio, existiria xe

gVNhV talque x=gv;=hv,, g= hvvy! €hVV™! , contrario a lo antes obtenido. Por tanto, gV y

hV son vecindades ajenas. Asi, G es de Hausdorff.
(7) Por ser G homogénco basta probar que e y un cerrado C de G que no conticne a e tienen

. vecindades ajenas.

Puesto que eeG-C, y G-C es abicrto, existe una vecindad V de e tal que VV " < G-C. De donde,

VW'NC=@ y VA CV=0, Portanto, Vy CV son vecindades ajenas de ¢ y C, respectivamente.

Debido a la asociatividad de la multipticacion, la propiedad del elemento idéntico e y la continuidad de
las multiplicaciones izquicrda y derecha para cada g € G, se infiere que 11: GxG ~» G es una accion,
llamada traslacion de G en G por la izquierda (o por la derecha) ya que satisface los axiomas Aj, A; ¥

Ay de accién por lxizquierda (o los comrespondientes de accion por la derecha).
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“Dado un subgrupo H de G, como en [ seccion [, H actia por traslacion (izquierda) en G y las orbitas
son las clases laterales (derechas) He,. El espacio de 6rbitas G/H es el espacio cociente de las clases

laterales y [a proyeccion canonica q:G —» G/ es abierta.

2.3 Praposicidn: Sea I un subgrupo de un grupo topoligico G. Entonces H, como subespacio de G,
es un grupo topoldgico. Si H es subgrupo normal, el grupo cociente G'H es un gripo topologico y ¢:
G > GH es un epimorfisn continmo y abierto,
PRUIBA: Puesto que pu ¢ 1« son continuas para cualquier H < G, se cumple que p L y tlyson
continuas. Por tanto, H es un grupo topoldgico.

- Dado que pii. es la accion de H en G ( traslacion izquierda), por la proposicion 1.5, la proyeccion
candnica q: G — G/H cs abierta. Cuando H « G, en el grupo cociente G/H las operaciones jt’' e ' sc
definen como j (g, gH) = gigH y « (gH) = g"H. Estas operaciones son continuas, debido a que

los diagramas siguientes son conmutativos.

GxG —£ @ G—- G
qxqi iq qi qu
GIH xGIH—2— GIH o H—LG/H

}' es continua, puesto que qxq es continua, abierta y sobre. Ya que G/HxG/H tiene la topologia
cociente de GxG respecto a qxq, 'e(qxq) = qopt continua implica W' continua, por {a propiedad de fas

funciones cocicnte. Por la misma razon, 1'eq = got continua, implica ' continua,



El concepto de espacio vectorial puede ser extendido al concepto de espacio vectorial topologico de fa
manera sigiente,

2.4 Definicidn.- Sea I un espacio vecturial, c.un una topologia, sobre el campo de los mineros
reales R. Si lus operaciones suma de vectores o @ Lxl, = I, y multiplicacion por escalares v ;

Rxl. = [, son continnas respecto a la topologia producta en Lxl, y RxL, con la topologia usual

en R, se dice que L es un espacio yectorial topoldgico (real),

Elconjunto D= {c:c=Ab+(1-A)a; 0 S A < 1}, para a,beL, es el segmento que unea acon b,

Un subconjunto C de L es convexo si para cada c,d en C el segmento que unc a ¢ y d esta

contenido en C. Es claro que cualquier espacio vectorial L es convexo.

El espacio vectorial topolagico L es Jocalmente convexo si para cada punto a en L y cada

vecindad U de a, existe una vecindad convexa V de a contenidaen U .

Por ejemplo, tado espacio vectorial normado (L, || [[) es un espacio vectorial topoldgico respecto
'.a la topologia de la métrica d(x, y) = || x -y || y es localmente convexo porque las e-vecindades

V(x) son convexas.
3. G-ESPACIOS.

3.1 Definicidn.- Un G-espacio consta de un espacio topologico X junto con una accion continng 6 :

GXX =X del grupo topoligico G sobre X y con I topologia producto en GxX,




Observemos que si X es un G-espacio y H < G, como vimos en fa seccion 2, H es un grupo topologico
y X es un H-espacio con la accion de G en X restringida a HxX.
Si A es un subespacio invariante de X, entonces A es un G-espacio con la accion de G en X restringida

a GxA.

Consideremos un grupo topologico G y un G-espacio X.
3.2 Proposicidn: I:a accion 6:GxX — X del G-espacio X es abierta.

" PRUEBA: Dado que los abiertos basicos de GxX son de la forma WxU con W abierto de G y U
abierto de X, 6(WxU) = WU es abierto, por la observacion que sigue a la proposicion 1.5, Por tanto,

0 es abierta,

3.3 Proposicidn: Si X es un G-espacio de Hau;dorﬂ entonces para cada x X, ¢l grupo de isotropia
Geescerrado en G,

PRUEBA: Sea heG, ~G, . Supongamos que ix=y y y# x. Como X es de Hausdorff', x e y tienen
vecindgdcs sjenas U y V respectivamente. Por la continuidad de la accion, existen vecindades W de h
en Gy A de x en X contenida en U tales que WA < V. Pero ‘como heG, -G, , existe geW N G,

"Por tanto, x = gxeWA c V, luego xeU V., Contrario a la hipotesis.

De la proposicion 1.8 se sigue que los grupos de isotropia de puntos en la misma orbita son conjugados,

porque todos los puntos de la drbita de x tienen grupo de isotropia conjugado a G



Si G, = {e), es decir, si Gy es trivial, para toda x en X, se dice que la accion de G sobre X gs libre ( para
todo g # e, gx# x, paraloda xeX), es decir, 0, mueve todos los puntos de X.

3.4 Definicidn.- Una funcion contima @ X = Y entre G-espacios es equivariante si ¢ (gx) = gofx).

3.8 Proposicion: Sea @ : X =¥ equivariante. Entonces

(1) GicGygy paatak xeX.

(2) Si @ esumhomeomorfismo, entonces ¢":Y - X es equivariane.

PRUEBA: (1). Sea geG,, go(x) = ¢(gx) = o(x). Portanto, geGyy.

(2). Sigesun homeomorfismo, entonces " existe y cs continua. Sean geG, yeY y x=¢" (3.

Entonces @ (gy) = ¢ " (®8(0(x))) = (0" oXgx) = gx = go'(»). Por lotanto, ¢ es equivariante.

Observése que si G actiia libremente en Y y ¢ : X — Y es equivariante, entonces G actua libremente en
X, yaque paratoda xeX, como Gy ={¢} y G Gyuy, {€) < G,=(e). LuegoGyes tn'w'al:
Se dice que dos G-espacios X, Y son_equivalentes si existeun ¢ : X — Y homeomorfismo equivasiante

(p esuna_equivalencia ).




CAPITULON

1. ACCIONES DE GRUPOS COMPACTOS

En la demostracion de la siguiente proposicion utilizaremos los siguientes resultados de la teoria de
redes, [Du, 2] capitulo X..

Para empezar recordemos que una red en un conjunto X es una funcion de un conjunto dirigido A =
(A, <) en X, donde (A, <) es un conjunto preordenado (i.c. < es una relacion binaria reflexiva y
transitiva) tal que para cualesquiera A,L’€A existe A" la cual satisface A<A” y A'<A”

Como en ¢l caso de sucesiones, una red en X se denota (xa)ica cntendiéndose que se trata de la

funcién A - x.. Una subred de una red (%) )rc en X estd determinada por una red (Ay)er

4 L IRY

cn Atalquesiy sy en (T, 5), entonces Ay <Ay en(A, <) y paratodo AcA existe yel tal que.

A < Ay Se dice que la red (xa)aen converge a x en un espacio topologico X y se escribe x, —» X, si

para cada vecindad V de x existe AeA tal que xyeV paratodo A<’

Los resultados que usaremos respecto a redes son los siguientes:

(8). Sixy = x ytodos los térininos x, de la red pertenecen a un cengdo C de X, entonces xeC. |
(b). SeaE c X. Entonces, x € E si y s6lo si existe una red en E que converge ax en X.

(c). Sif:X—Yescontinuay x, - X, entonces la red (f(x,))rc converge a f{x) en Y.




(d). Sea (A, by)rsa una red en AxB. Entonces (a, by) = (a, b) en AxB siy solo siam—acnAy
by,-»b enB.

(e). Todared (x\).ca enun subespacio compacto K de X tiene una subred convergente.

Ahora supongamos que G es un grupo topoldgico compacto.

L1 Proposicién: Sea G un gripo topoligico compacto y sea X un G-espacio con la accion @ Entonces

(D). 8: GxX = X ¢s cerradda ((ademds de contina, abierta y sobre ).

(2).5i 4 a;'s un subconfunio cerrado de X, GA es cerrado, y si A es compacto, entonces GA es compacio.
En particular, las orbitas G(x) son compacias ( si X es Ty, entonces las drbitas son tonbién
cerracas ).

(3). mp: X - XG es cerradda (ademds de continua, ablerta y.;obre) ypropia. (i.e. para todo compacio
Kde X/G, my''(K) es compacto ),

(4). X es compacio si y solo st X G compacto.

(3). Si X es un espacio de Hausdorff, entonces X G es de Hansdorff.

(6). Si X es localmente compacto (y 13 ), entonces X/G también lo es.

(7). Si V esuna vecindad de un confunto invariante B, entonces existe una wemdad abic;rta A imvariante
de By contentdaen V.,

PRUEBA: (1), Sea A un subconjunto cerrado de GxX. Se demostrara que 6(A) es cemado. Sea ye

(—)Y/T), existe unared (y1);.cn en O(A) que convergeay, esto es, yi.=0(g), X1) con (B, Xi)EAY
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X, —> y. Ahora, puesto que G ¢s compacto, tada red en G tiene una subred convergente. Podemos

“suponer que la red {g, }aea converge aun punto g € G. Luego, por la continuidad de 1, inversion en G, se

tiene que W) > 1(g), esdecirg’ > gl Y puesto que 0 es continua y g, -» y, se tiene :

(g, @x1) - 0(g"w)=g"y

Como 0(1(g), 8:x) = 0(w.", 83:) = £ (@x:) = xa, debido a lo anterior, (%) aea cONVergea g'y.

Asi, (2, x1) - (g, g"y); pero (@, x)€Ay A es cerrado, lo cual implica (g, g'y)eA. Por tanto,

0(g, g'y) =y € O(A). Entonces 8(4)=0(A).

(2). Si A es cerrado, entonces GxA es cerrado en GxX, ycomo 0 es cerrada, 0(GxA) = GA es cermado.

Si A es compacto, por la continuidad de 0, 0(GxA) es compacto.

(3). Sea A < X ceado. De (2) tenemos que 15" mo(A) = GA. Puesto que T es una identificacion (o
“funcion cociente) tenemos que m(A) es cerrado. Ahora supongamos que K c X/G es compacto,

Probaremos que 1y (K) es compacto.

Sea % cubicrta abicrta de my'(K) . Para cada keK, existe xeX tal que my{x) = k. Como o x) =

G(x), o' (k) €3 una drbita y por el inciso (2), es compacta. Por consiguiente exislen'U.. 1o Uk €W Lales

alk
que o '(k) € 'UI’U;. = Uk. Dado que m es cerrada, ke Vi = (X/G)-mo(X-Us) es abierto para cada keK.

La cubierta abierta {Vi)x:x, de K tiene una subcubierta finita, esto es, K ¢ CJ'V,I. Entonces
”

m niky)

'Ky e U mi'tvy e Ote= 0'U U
il Ja! 13} 1=l

Por lo tanto, # tiene una subcubierta finita, y 1"'(K) es compacto.




(4). Supongamos que X es compacto, ya que Ty es continua, m(X) = X/G es compacto, por ser la imagen
continua de un compacto. Reciprocamente, si X/G es compacto, (3) implica que X también lo es.

(5). Sea X espacio de Hausdorff, Sean p, qeX/G con p#q. Entor{ces o '(p) = G(x) y ms'(q)=G(),
con G(x)n G(y)=@. Adems las drbitas son compactas, y puesto que X es de HausdorfT, '@ y
mo(q) tienen vecindades ajena:s. Por tanto, existe un subconjunto abierto U de X tal que wipcUy
T 15'(q) = @. Como mo(y) = qeno( T ) para algin yemy'(q), porque no(ﬁ ) ot (@) = tlT) A
{q) =@, y nlT7) es cerrado (ya que o es cerrada) y como pemyU) abierto, obtenemos n(U) y
(X/G)-nI7) vecindades ajenas de py q respectivamente.

(6). Probaremos que cada peX/G tiene una vecindad compacta. Sea xeX tal que mo(x) = p. Entonces
1o '(p) = G(x) es compacto cn X, espacio localmente compacto. Luego existe K, compacto, tal que xeK
cK. Asi p = nfx) € m;(f() c my(K), y m(K) es compacto, Ademas, como i es abierta, no(l.() (1]
abierto.

(7) Sea V una vecindad abierta de B, un conjunto invariante de X. Como X-V es cerrado, ne(X-V) es
cerrado, y como B es invariante, %(B) N 1to(X-V) = . Efectivamente, si ne(x) € me(B) N ne(X-V), con
xeX-V y ro(x)emB), entonces xeng'myB) =GB =B, y por lo tanto, BN X-V # 3, en con&radiccién
con B c V. Consideremos el conjunto A = 1 (X/G)- e X-V)), resulta que A es abierto ¢ invariante,
Veremos qué A contiene a B y est4 contenido en V: Puesto que ma(B) < (X/G)-ne(X-V), B= o' (me(B))
e 1 (X mXV) = A, asl B c A Ahors, para todo xeX-V, Ro)ETeX-V), €8 desir,

Re{X)&(X/G)-mo(X-V). Por tanto, xemg"'melx) y mo'me(x) ~ A = @. De lo anterior se sigue que Ac V.




" 1.2 Proposicidn: Sean G un grupo compacto y X, Y dos G-espacios. Si ¢ C - Y es una fimcion
continna de 1 cerrado C de X en Y tal que siempre que ¢ y ge estén ambos en C, entonces lge) =
£29(c). Entonces ¢ puede extenderse en forma iinica a wa finicion eqinvariante ¢”: GC - Y.

PRUEBA: Definimos ¢'(gc) = gp(c) paracada geG y ceC, Comprobemos que  estd bien definida. Si
ge=g'c’ con geG y c'e C, sctienec =g g'c’, y, por hipdtesis, p(c) = p(g'g'c’) = g'g'0(c)). Asi
¢'(c) = go(c) = g8 golc) = g(c) = ¢' (g<)

Para demostrar la continuidad de ¢, consideremos un conjunto cerrado Aen Y yuna red (Xu)ucq €n
¢'"Y(A) convergente a xe @'~ (4). Podemos escribic X, = g, para cada aed, con g.€G y ¢y eC.
. También podemos suponer que (g, )y, ¢q €S Una subred de (B.)us o convergente a g en G, por ser G

compacto. Entonces g;L X, =¢, yusi ¢, - g”'x. Como C es cemrado, se tiene que g'xeC.

az

Por otro lado suponganios que a,, = ¢'(x,, ) = ¢'(8,,¢,, ). cona,, € A. Entonces s tiene que

a,, = g,,‘q;(c,,’ ). En consecuengia, a,, —» 20(g7'x) =go(g'x) = ¢’ (€g'x) = ¢’ (x). Porlo cual

.

@' (x)€A, ya que A es cerrado. Por tanto, xe@"(A) y con esto se prueba que ¢"'(A) es cemrado.
2, INTEGRAL DE HAAR

De aqui en adelante supondrentos que G es un grupo topologico compacto y de Hausdorfl. Consideremos
wh y u‘h las traslaciones derecha e izquierda, respectivamente. Como vimos éstas son homeomor‘ﬁsmos

de G sobre si mismo
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Sea C(G,R) = {f : f:G —» R coutirma}. Observemos que C(G,R) es un espacio vectorial sobre los reales:
Para y, peC(G, R) y ¢, deR, definamos (y +¢)©) = y(8) + oy (o) = cp ). Se cumplen
“entonces ;

1. yroeC(G, R} y cpeC(G, R).

2. ey g)(R) = c(WR) - olR) = ) +cple).

3 [erdylR) = Crd) ) = cyR) +d yR).

4. Existe 0 eC(G_, R) il que w+o =y paratoda weC(G, R), donde o(g) = 0 paratoda g eG.
Esto significa que C(G, R) es un espacio vectorial real. Las traslaciones inducen las transformaciones
lineales Ry, Ly : C(G,R) - C(G,R) dadas por R('¥Xg) = ¥(gh) = ¥(\(®)) ¥ La(¥)g) = ¥(W'\u).

Ademés se define ¢ 2y si ¢(g) 2 y(g) para toda geG.

. 2.1. Tearema. Existe una funcion I: C(G,R)->R, inica, que satisface:

@. 109, + W) = I(¥) + I('¥y.

M.l =cl(¥) ceR

©). I('Vlly) = I('V) = I(Vd.s), heG, de manera que I es invariante por la derecha y por la izquierda).
@). St W20pero ¥ =0, entonces I('¥) > 0

€. I() =1, dowde 1:G R, funcion J(g) =1 e R

La demoostracion de la existencia de la integral de Haar, invariante por la izquierda para grupos

localmente compactos de Hausdorff G. Puede verse en [H - R) CAP. 4

e Ao e et e e . 2 e e Tt e e o
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2.2 Definicién.-Todu fincion linenl 1:C(G,R) — R que safisfuce los incisos (), (B), ) y (d) del worema
anterior se define como una integral de Haar en G y es wica i satisface el inciso (¢). Fsta es l integral

- de Haar normalizada que wsaremos, Denotaremos a la integral ve Hoor de la forma siguiente
i(p)=J ol
Elinciso (¢) puede escribirse como j o (gh)dg = I @ (g)dg = j(p (h'g)dg
y el inciso (d) como ,“_l dg= j(lg =1,
Por cjemplo, si G ¢s finito de cardinalidad r, ftp(g)dg = (%)xgla(fp(g)) s in)lcgrn! de Haar en G y estd

normalizada porque

t a L
I(Cl‘Vl*'Cz‘Pz)(B)dB = ';’:%:G[CM + 6;7’,](3) = :_":‘:ac,w,(g) *}',E‘a ae i) = c.fcpl(g)dgi-cJ(pz(g)dg ,
l n ,
JRioe)dg =7 % o) = 7 % 0(e)=lo(eMy y enitogamente [(Luo(w)dg = Jo@@)dg . Luego ésa s

la integral de Haar. Finalmente Jag= %'f.‘o Hg) = % =1,

2.3.Proposicion: La {'megrnl de Haar ayi definida tiene las signientes propiedades:

(). Si o1 2 g, cntonces / o (Qdg 2/ o Rdg.

. | Jo@ig | < sup (19l

PRUEBA:  Se cumple, yaque si @: - g1 2 0, entonces [(@1 - 9a)dg 2 0; y, por lo tanto f(oy - g2dg =

fog- foaMg 20.
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(2). Como ¢ es continua y G es compacto, existe s€R, s 2 0 tal que l (p(g)l < sup( | (p(g)f Yeeti =5,
-s S (g) s s. Por tanto f((p( [A)UTES fsdg = s]dg =s, y anilogamente, -5 < ,[(p(g)dg. Por tanto, ”((p)dgl s

s=sup{lo@)} yo0.

2.4.Teorema: Sea ¢:GG x A — R continua, con A un espacio topologico, La funcion F:A — R definida

por
Fa) = I o(g,a)ig paratodo acd.
es contimia.
PRUEBA: Se probara que dada una vecindad V de F(a), existe U, vecindad de a, tal que FU)c V.

SeaaeA y € > 0. Puesto que ¢ es continua en (g, a) para cada geG. Dada la vecindad
(p(g, 8)-€, p(g, a)tc) de (g, a) en R, existe una vecindad W de (g, a), tal que (W) <
(p(g .a)-€, p(g, a)te). Scan Vg, vecindad de gen G, y Uaw , vecindaddeaen A,

tales que W VgxUagy) . Por tanto, ¢(VgxUaw) < (p(g, 8)-€, (g, 8)+€).
Puesto que {Vg} .o es una cubierta de G y G es compacto, se tiene que G =:an| Vs, para ciertas
o
81, ..., Ba€G.Consideremos la vecindad U = ﬁIUau, ) de a. Entonces, para todageG y beU, ¢(g,b)
e

€ o(VgxUaw)c (9(g, 8)-€,p(g, a)*e). Por tanto para U vecindad de ac A, se tiene| (g, b) - (g, a)l<

. As, [F0)- F@) = | f(o(g,b) - plg.aNdg] < supl] o(ab) - 088) Jpoo <.
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2.5 Lema : Sea X G-espacio. Si f: X' =» R es ma funcion continia,

Iy = ff (g0)de
define una funcicn continna de X en R, _nvariante, ¢s decir, Fhe)=1x) para toda heG. Y si S ¢s un
subespaciv invariante de X' y f1S) <J intervalo acotado, entonces 1(S) <.
PRUEBA: Dl teorema 2.1(c) se sigue que /(fic) = I S (hgx)dg = I Sgx)dy = 1(x) ,paratoda heG.la
continuidad de F esta probada cn el teorema anterior para ¢ la composicion (g, x) - gx - fgx). Ahora

supongamos que a S f{s) S b para cada seS. Por la proposicion 2.3(1) se tiene

a=[ady<[f(g)de<fiig=b,

Entonces asF(s)sb, paratodo seS.

Sea d una métrica para X un G-espacio metrizable d es invariante si d(gx,gy) = d(x,y) para todo geG, es

decir, ¢ homeomorfismo x +- gx bajo 0, es una isometria para todo geG.

2.6 Teorema : Sea X un G-espacio metrizable. Fatonces existe una métrica d invariante para X
consistente con su lopologia. Ademas para p.q € XG
d () = inffely) :x & "), y € m'" ()}
es nna métrica en X/G que induce la topologia cociente de X/G.
LRUEBA: Seap cualquier métrica consistente con la topologia de X. Para x, y puntos de X definamos

d(x. y) = sup{ p(gx, g¥))g<c.
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Facilmente se prueba que d es una métrica invariante en X. Esto ltimo porque

d(hx, hy) = sup( p(ghx, ghy)}; 0= d(x, y).
Lo que no es inmediato, y probaremos a continuacion, es que d y p generan la misnia topologia. La
demostracion consiste en mostrar para cualquier sucesion de puntos (X.) en X que (x,) converge a xo en
(X, d) siy solo si (x,) converge a xa en (X, p).
Como p(x, y) 5 d(x, y) entonces claramente x, —> xo en (X, d) implica que x, = x en (X, p).

Supongamos ahora que X, —» % en (X, p). Dado € > 0 clegimos vecindades abicrtas O, de g y V,

= Vil (%) de xo tal que 0(0xVy) = O, V, P (g%0):= {y € X: ply, gx) <e/2 ). Por tanto para

2

cada h € Oy y x en X tal que p(x, %) < 8 se tiene que p(hx, gxo) < €/2. Por otro lado, por la

L
compacidad de G, se tiene G = ’Ul Og . Sead =3 min{ 8w, ... , S }. Para estad > 0, existe N tal que
= i

P(% Xo) <8 para cada n > N. Por consiguiente, para todo g en G, conto g esth en Og; para alguna ie{1,

v o 11}, P, X0) < 8 < B(g;) para cada n2 N, asi que p(gx, gixo) < 5{2. De donde, p(gX. 8%) S p(8%e

Bi%s) + P(8iXo, 8X0) <£/2 +&/2 =€ para todan 2 N. Y hemos probado que (x,) converge a xoen (X, d).
Ahora probaremos que d(%, ) = inf' {d(x, yxen (%) ye rr‘,"(?)] paraX .y e % ,es una métrica. Es
claro que d(%,%) =0, d®, §) 20, d®,§)=dF. %) y dX, §) s d(X, Z)+ &(Z, 7). Ademds, si-
.J(f,}) =0, puesto que (¥, ) = inf{d(x,y)x € m,"(%), y € 5, (7)] y las orbitas xs" (%), m"

(¥) son compactas, se tiene d(x', y') = 0 para x'e 1,7 (%), '€ x,” (7), lo cual implica ry' (¥)=my’

'(5) Dedonde ¥ = 5.
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Para probar que « induce la topologia cociente de X/G, bastara mostrar que 7, X = (X'/G ) es
continua y abierta. Pero esto se sigue de la igualdad

m, WA () =4 ®), paratodaxe ™ (%)
que a continuacion probamos.
Como d(%,7)sd(x,y), paratodaxen,” (%), ye n," (V) la proyeccion canonica disminuye la
distancia, Esto implicaria x, (V' (x)) <V (¥), paratoda xeng™(¥). Falta probar que
Vi@ cm, (V! (x). Ahorasi ¥ e V,’(i’), inf{d(r.y):x en, ' @Eyen, (s .
Como 7, (¥) y 1, (¥) son brbitas compactas, existen x, € m,”(¥),y, € 7, () tales que ‘
d(%n o) = infld(x,y):x € 7, (¥),y € n,"(jf)} =d(%,7) (&; pero m,(x,) = ¥ . Entonces existe
8€G tal que x = g, ycomo d es invariante, d(Xa, yo) = d(BX, 8Yo) = d(x, gYo) < €. Asi, también se

cumple y =gy.en, "'(7) y d(x,y) <e, porloque yeV,(x). Por consiguiente, V? (¥) < re(Vs(x)).

Cada cubierta abierta localmente finita de cualquier espacio metrizable X admite una particion de la
unidad subordinada. En caso de que X sea un G-espacio metrizable con G un grupo compacto,
consideraremos a (Uy}ica una cubierta abierta invariante localmente finita de X, esto es, para cada
A€A, Uy esinvariante.

2.7 Definicion .- Una fomilia de funciones continuas @ = {@y : X — 1) es una pariicion & la
untidod subordinada a (UyJaea, cubierta abieria de un G-espacio metrizable X si :

(i). Cada punto tiene una vecindad V tal que g,(V) = 0 para loda A€ A salvo para un minu:ro  finito
de Indices.
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(ii). Z(p‘(.r)=l , para cada xeX.
A¢A

(iii). (X - Uy = 0, para cada AeA.
Diremos que la particién de la unidad ®_es invariante si para cada AeA, @ @ X — | es invariante

(x(gx) = @a(x) para todo geG).

| 2.8 Propasicidn : Sea X un G-espacio métrico y (U Jreq 1 cubierta abierta invariante de X.
Entonces existe una particion de la wnidad invariante (@30 X 1 }1eq subordinada a (Ui}ien .
PRUEBA: Consideremos a {mo(Us)}aea . Sabemos‘por la proposicién 1.5 del capitulo I, que my es
continua y abicrta. Consecuentemente, {mo(Ui)Jaca €8 cubicrta abierta del espacio X/G.
Mostraremos que es localmente finita. Sea p un punto en X/G. Entonces, para cada punto x en
o' (p), por ser {U, }1sa localmente finita, existe una vecindad abierta Ny de x tal que N, A U, = @

si A no pertenece al conjunto finito de indices A, . Consideremos a la vecindad abierta N = U N,
s (p)

que contiene a la orbita mo'(p) , asi ueN AU, =D si Ag UA, = A'. Por ser compacta la

x<xi'(p)

‘ »
orbita, existen Ay, ..., A, tales que 15"\ (p) © UUA‘ =M c N. Entonces nto(M) es vecindad de p tal

t=1
que mo(M) N mo(Us) = @ si Ag A’ (puesto que 10" (o(M) N 15(Uy)) = M ~ Uy =@ si AgA’). Por s

proposicion 2.6, tenemos que X/G es metrizable. Entonces existe {y, : X/G — 1),¢a patticion de

la unidad subordinada a {ms(U,)}1ca . Sea @u =yy 7o : X — L. Entonces se obliene la particion de

la unidad, {px)a.a , buscada. En efecto
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(i). Obsérvese que cada punto de X/G tiene una vecindad W tal que w,(W) =0 paratoda A =2, ...,

Ao Si xeV =1y (W), entonces @,(V)=0 paratoda Az Ay, ..., Ay

(ii). Z%(x) = Z(//A(zr,,(x)):l para cada xeX.

AsA A6A

(iii). @a(X - Us) = yromo(X - Up) = wiu(X/G - my(Up)) = 0 paracada AeA.

3. GRUPO DE LIE,

3.1 Definicion.- Si X es un espacio topoldgico, unacarta s un homeomorfismo pu: Xo —» Vo donde ¥,

exuinabiertoen R y X, esabicrtoen X.
3.2 Definicién.- Una yariedad diferenciable(C”) de dimension n es in par (X, &), donde X es un

espacio de Hausdorff y @ = ( 9a:Xa = Va Jaeq €5 una coleccion de cartas que satisface
(i) La coleccion {X o }aeq ¢s cubierta abieria de X.

(ii) Para cualesquiera o,feq, si Xorn Xp# 2, lafuncion «J,.oqw,;" del abierto @p(XoXp) de
R a R esdiferenciable (C).
- #i) La coleccion & es maximal respecito a (ij), esto es: si p es una carta (ol que para cada qo,sd’

con dominiog N dominiog, # @ y las funciones gog,” y 909 ! san diferenciables(C),

enlonces ¢ €P
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La coleccion de cartas @ que cumple (i) y (ii) es un_atlas de X y si cumple también (i) es un atlag
maximal. @ es la estructura diferencial de la n-variedad X.Cualquier atlas siempre esta contenido en
un dnico atlas maximal.

Sean (X, @) y (Y, V) n-variedades. Decimos que.una funcion continua £ (X, @) -» (Y, ¥) es
diferenciable si para toda g0 Xo = R", cartade ®d, y yp. Yp - R", carta de 'V, la funcion
Vatos': 0wl Xa N E(Yp)) - wp(Yp) es diferenciable (de clase C” ).

3.3 Definicidn.- Un grupo de Lie es un grupo topoldgico de Hansdorff G con una estructura de

n-variedad diferenciable, tal que las operaciones g, v son diferenciables ( de clase C°), donde la

estructura diferenciable en GxG es la que se obtiene del atlas { poxgy > XaxXy = VoxVa } o peaxa

inducido por la estructira diferenciable {9n : Xy = Vi Jaeqde G.

Las cartas en la estructura diferenciable pueden darse localmente alrededor de la identidad e en G:
basta considerar el homeomorfismo traslaciéreg - hg que transforma una vecindad abierta U de ¢ en
G sobre la vecindad abieria hU de h, para cada h € G Es mas, un grupo topoldgico de Hausdorft G
es un grupo de Lie si existe una vecindad abierta U de e en G y un homeomorfismo y :U -» W, W
subconjunto abierto de R", para algin n, con y (g) la i-ésima coordenada de x(g)eR", geU, tal que:
xi(e)=0,i=1, ..,n, ycxisten funciones C” reales «; y y; definidas en alguna vecindad del 0cR
ydel 0 R" respectiva que cumplen ;
28h) = Qi(x1(8).-.. XD Xr(h),.... Xn( 1))

paratoda gheV, vecindad abierta de ¢, con VcU, y

1"y = w8 ™8 ™))
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para toda-ge W vecindad de ¢ con W = W "'cU. Esto implica que las operaciones de grupo son

diferenciables alrededor de e.

4.TUBOS Y REBANADAS.

- En esta seccion definiremos, siguiendo a Bredon ([Bre] cap 11, sccciones 4 y 5), los conceptos de
tubo y rebanada usando ¢l producto torcido.
Dado un subgrupo H de G y A un H-espacio, definimos la accion de H en GxA como sigue:

h(g, a)=(gh"'", ha), b geG y aeA

El espacio de orbitas (GxA)H se denota Gxii Ay la imagen de (g, a)eGxA respecto a la proyeccion

candnica GxA — Gxy A la denotaremos [g, a). Por definicion [g, a] = [gh™, ha} . Esto implica que
[gh, a) = [g, ha), yaque h(gh, a)= (ghh", ha) = (g, ha).
El espacio Gxi A, llamado prodycto torcido , es a su vez un G-espacio con la accion

g'le. 8] =[g'e, a) , 8, 8eG y acA.

. 4.1 Definiciin.- Una orbita I de un Gespacio es de tipo (H) ={gHg "' : g€G}, la clase de todos los -

subgrupos conjugados aH en G, si { G, : xeP } = (H).

4.2 Definicion.- Sea X i G-espacio con G compacto y PcX wna drbita de fipo (H) . Un_tubo

alrededor g P es un homeomorfismo G-equivariante
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0:Gxyd » Wex

para A un H-espacio, donde o(Gxy A)=W es una vecindad abierta invariante de P en X, llamada
conjunto tubnlr.

Obsérvese que en la situacion anterior cada G-orbita en Gxy A contiene un punto de la forma [e, a). Si
acA y x=0([e, a))eP, entonces P = G(x), y como P es del tipo (H), G, es conjugado a 1. Pero por ser
¢ homeomorfisino equivariante, Gy = Gy,,yy Por otro lado, Gy, =11, porque si gfe, a) = [g, a) es igual
a[e, a)siysolosig=ch Tya=ha para algin heH, esto equivale a g = h'eH,. Entonces Gy =H,cHy
como G, es conjugado a H, G,=H.

- Ahorasea i : A — Gx) A, ai [e, a] esun encaje H-equivariante. La composicion @oiy : A > X es
también un encaje H-equivariante, cuando ¢ es un tubo. Por tanto no se pierde generalidad al identificar
¢l H-espacio A con el conjunto H-invariante g({e, A]) de X, esto es : A = ¢{fe, A]) c X. Con lo anterior
podemos definir lo siguiente.

4.3 Definicion.- Sea X un G-espacio y xeX. Un subconjunto S de X es una_rebanada en x, si x €5,

GS) =S ylafuncion g :Gx, S - X dadapor [g, s]+>gs, es un tubo alrededor de Gfx).

4.4 Teorema- Sean X un G-espacio , xeScX y H = G, . Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

(1) Lixiste un tubo ¢ : GxyAd - X alrededor de Gx) con pfe, A) = S.

(2) S es una rebanada en x .

(3) GS ¢s una vecindad abierta de Gfx) y existe una retraccion equivariante r: GS —» Gfx) tal que
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rl=s.

PRUEBA: (1) => (2) Suponiendo, como antes se dijo, que A =S, entonces claramente S es una

rebanada. Para probar (2) => (3), consideremos una rebanada S en x. Por definicién, ¢ : Gy S—GScX
es un tubo alrededor de G(x) con @([g, s]) = gs. Por otro ladg. (8, s} gx define una funcién y: Gxy S
~» G(x). Estafuncion esta bien definida ya que si [g, s] = g, §'], por definicion g =gh "' para alguna heH
=G, Entonces g'x = gh'x = gx. Su continuidad resulta de la continuidad de la funcion (g, s) - gx que
es la composicion de y precedida por la proyeccion natural xt de GxS sobre Gxy S. Entonces existe una
funcién r definida por el diagrama siguiente

Gx, §—GS

'\

G(x)
Como r =y ™' : GS - C(x) , N(gs) = gx para cada geG y seS luego r es una retraccion, r es
- equivariante, ya que si ze GS es tal que gs=2z, con geG y seS, paracada g'eG, r(gz) = r(ggs) =
g'8x = g'r(gs) = g'r(z). Por Gltimo se tiene, para cada seS, r(s) =y([e, s]) = x . Entonces r(S)=x porlo
"que Scr'(x). Luego consideremos gse r*'(x) con gen G y sen S. Al aplicar # obtenemos x = r(gs) =
#/(s) = gx. Esto implica que geG, . Entonces gseS, porque G,S=§, yasi »"'(x)cS. Por tanto,
S =r"(x). . |
(3)=(1) GS es vecindad abierta de G(x), drbita en X. Consideremos el diagrama siguiente
0
Gx§—L25,G8
xid ir

Gx, §—LG(x)
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Definamos ¢: GxnS -» GS por ¢([g, s]) = gs. Veamos que ¢ esta bien definida. Consideremos [g', 8')
=[g, s} con g, w'cG y s, 8'eS. Entonces g’ =gh™ y s'=hs con hell. Luego g's' = (8h"")(hs) = gs,
por lo que i esta bicn definida. La continuidad de ¢ se sigue de la continuidad de gor = 9'0-5 . Ademis,
¢ es sobre. Veremos que ¢ es inyectiva. Tomemos g, g'eG y s, s’ S, tales que si ¢([g, s]) = o([g',
), gs=g's . Enconsccuencia s =g 'g's’. Si aplicando la retraccion, se obtiene 1(g 'g’s’) = r(s) = y
"g'g'n(s") =g'g'x por consiguiente g 'g'x=x y g"'g'eG,=H. Por todo sea h=g"'g’, entonces g =
gh y s=hs' implica g = gh'y, por lo tanto, [g, s] = [g', ') Por tiltimo, ¢ es cerrada, puesto que para
cada C cerrado en Gxy; S, 9(C) = pn(n '(C)) = 6(r (C)) es cerado, ya que & '(C) es cerrado y 6 es

cerrada.

Utilizando el concepto de H-kernel es el desarrollado por Palais [Pa), un conjunto tubular, o imagen
de un tubo, es de la forma GS con S un H-kemel.
4.5 Definicion.- Sea X un Gespacio y H un subgrupo cerrado de G. Un conjunto ScX es un H-kernal
respecto a GS si:

.(a). GS es abiertoen X.
) Sescerradoen GGS.
(c) S es imvariante respecio a H.

(d) Si geG-H, g§nS=2
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4.6 Teorema: Sean ¥ un G-espacio y xeScX. Entonces S es una rebanadaenx siy solosixeSy S es
un Gekernel,

PRUEBA: <) Lafuncion constante ¢: § —» {x}cX satisface que para s, gseS ¢(gs) = ge(s). porque si
s y gs pertenecen a S, (d) implica que geG, . En consecuencia g(s) = px = x = c(gs). Por lo anterior la
funcion constante satisface las condiciones de la proposicion 1.2 capitulo I1. Por tanto existe una Gnica
extension equivariante r: GS —» X de la funcién ¢. Claramente r(GS) = Gr(S) = G(x). Luego r: GS —
G(x) es una retraccion. Veremos que r *(x) = S. En efecto, se ticne que S = ¢'(x) c r(x). Ahora, si
hseGS con r(hs)=x, entonces x = v{s)= he(s) = hx. Eesto implica que heGy . Por (3) hseG,S = §
yasi §= r(x). La funcion r satisface las condicionies del inciso (3) del tcorema 4.4 que aunado a la
“condicion (a)implica que S es una rebanada en x.

=>) Por hipdtesis S es una rebanada. Entonces cumple (3) del teorema 4.4, esto es, cumple (a) de la
definicién 4.5 y existe 7 GS — G{(x), retraccion equivariante, con S = r(x). De aqui se infiere (b). La
condicion (c) se cumple puesto que si gseS, entonces x =r(gs) = g(s) = gx . De aqui que geG; y por
consiguiente G,S = S. Por ltimo, para ver que cumple (d) sea zegS S, entonces z=gs=s' cons y

s’ en S. Aplicando r se tiene gx = g(s) = r(gs) = r(s') =x. Portanto geG,

4.7 Teorema: Sea G un grupo de Lie compacto. Lxiste enfonces un tubo alrededor de una orbita de un
G-espacio completamente regular.

La demostracion de este teorema se ;;uede encontrar en [Bre] pagina 86, pero aqui la omitiremos porque
utiliza resultados de geometria diferencial los cuales né son considerados en este trabajo. Sin embargo,

como una consecuencia de la existencia de tubos, se tiene el corolario siguiente :
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4.8 Corolario:  Sea G grupo de Lie compacto. Si " es una drbita de un G-espacio X completcamente
regular, entonces, para una vecindad U de e en Gy algiin punto x X, existe una vecindad V de x tal
que para algin yeV, existe uel con ' G, n cG,.
PRUEBA: Supongamos que P = G(x). Por el‘tcorema anterior, existe una rebanada S ;:n X que por el
. teorema 4 Aimiplica que, GS es abierto en X y existe una retraccion r: GS — G(x) tal que r'(x) =S.
Entonces V=US es abierto en GS y, por tanto, V' es vecindad abierta de x en X. Si yeV, y=uscon
uel y seS. Luego Gy, =uGu", por la proposicion 1.8 del capitulo I, asi que. u"'Gyu = G, Por otro
lado, la equivarianciade » y la proposicion 3.5 del capitulo I implican G,=Gy,y . Pero como 7(S) = x, s.e

tiene Gy =G, y de aqui que se cumpla el resultado u'Gu c G,
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CAPITULO HI

1. LEMAS PRELIMINARES.

Para enunciar ¢l teorema principal 2.1 es necesario hacer uso de los siguientes conceptos de la tcoria de

retractos. En particular trabajaremos con la clase G- de G-espacios metrizables.

1.1 Definicion.- Un G-espacio X es Namado un_extensor absoluto (extensor abspluto de vecindad) para

GW y lo escribiremos como XeG-AL (XeG : -ANF), si para cualquier ZeG-M y cualguier subconjunto
A cerrado invariante de 7, cada ﬁli/ci&l equivariante fA —> /\ puede ser extendida a una fimcion
equivariante F:Z. = X (F:l] = X para alguna vecindad invarionte U de A en 2).

| Un G-espacio X es nn petracto absolute (retracto absoluto de vecindad) powa G-® y lo e.s't'ribiremm
XeG-AR (XeG-ANR), si XeG-M y pwa cualquier encaje cerrado equivariante i:X =Y, conYeG-W.,

la imagen i(X) es un retracto equivariante de Y (retracio equivariante & alguna vecindad abierta

invariante en ).

1.2 Definicion. Dudos G-espacios X,¥ y H tal que H : XX - ¥, se dice que H és wna homotoplg

equivariante i es equivariante respecto a la accion diagonal de G en Xxi, donde G actia trivialmenve
enl estoes:
&6y = (gsy) y Higxy) = gH(x.y).
Un grupo G actig linealmente en un espacio veciorial topldgico (real) L si
‘ g(ﬁ'; + 1) = sgv + Igv; para eualesquiera v, vi€l, steR y geG.

A 1 se le llama brevemente un G-¢spacio vectorial
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La prueba del teorema 2.1 se fimdamenta en los conceptos vistos en el capitulo II (tubos y rebanadas),
ademds del concepto de cubierta G-candnica y algunos lemas desarrollados en este capitulo.
Comenzaremos definiendo algunos conceptos mencionados anteriormente.

1.3 Definicion.- Una_cobieria de un G-espacio es invariante o tubular i consiste de conjuntos

invariantes & mbnlares , respectivamente.

1.4 Lema: Sea G i grupo compacto y X un G-espacio paracompacto. Fatonces toda cubierta abierta

(U ue invariante o tubular de X tiene wn refinamiento abierto localmente finito invariante o tubular.

PRUEBA: Considerando fa proyeccion candnica my :X —> X/G , el espacio de drbitas X/G es la imagen
perfecta del paracoinpacto X, ya que T es continua, abierta y perfecta. De mancra quc> X/G es
paracompacto ( [Du] Cap. X1, scc. 5, teo. 5..3) . Entonces la cubierta abierta {ma(Us)}ucq , de X/G, tiene

un refinamiento localmente finito? = {Va}aea.

Veamos que la cubicrta abierta {1y (Va)}aan » del espacio X, es localniente finita ademas es refinamiento

de {Ua)acq . Es mas, s puede obtener éste refinamiento de la forma {ra”(Wa))acq , donde re'(Wa) C
U, para cada ae @, de manera siguiente : |

Para cada AeA cliga un elemento (M) de @ , de manera que V, € n(Unpy). Sea Wa = U{Vy : ad) =
o} claramente W, ¢s un abierto contenido en no(U,,). Consideremos a% = {Wa)ucq que es refinamiento

abierto localmente finito de {m(Uy)}usq . En efecto, uaw == X/Gy, si X € X/G, existe N vecindad
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e tlqueNN VL= sidzdy, .., A Entonces N Wy = U{NA V) 1 heA, cona(A) =a)} = O,

si a2 a(h), ..., a(A). La cubierta abieta {1y (Wa))asq Claramente cs invariante, que refina a
{UdsJuca , pues Wa © m(Us), y como U, es invariante, %" (W) €t my(Us) = U, . Ademas es

Iocalmcr;tc finita ( pues si xeX, mfx) = X y N es [a vecindad de X, que sdlo intersecta a W, ..., Wan ,
entonces 1y’ (N) es vecindad de x, pero de 1! (N) A " (Wa) = 10! (N~ W), se tiene que sdlo
intersecta a ! (W), .., 1" (Wa)).

Consideremos fa cubierta abierta (15" (W)} acq del espacio X. Como antes, resulta que es refinamiento
invariante localmente finito de { Us)asq.
- Si los elementos de {Ua}ucq son tubulares, U, = GSy con Sq un Hy-kemel (con Hy = G ¥ %a €54 ).

Probaremos que la cubierta {my” (Wa)}ucq €S tubular. Sea Qa = 1" (Wl Sy , veamos que Q. esun
Ha-kemel, aplicando a definicion 4.5 y el teorema 4.6 del capitulo II ;
(a). GQ, abierto :
Es una consecuencia de que GQa = G(ta™'(WadSa) = g™ (WadGS, = 1y (Wa) , esto iltimo porque
o' (WacUy = GS..
(b). Q, escerradoen GQ, :
Como S, es cerradoen GS,, , ex.iste un conjunto cerrado E de X taf que S, =E N GS,. Entonces
Q= '(Wa) N Su= (W) NE N GSa = 1'(Wa) NE; pero ' (Wa) = GQa. Por tanto, Qa es

cerrado en GQ...
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(). HiQu=Q.:

Se tiene Q, < HQ., puesto que eekl,. Para ver que Q. < Q. , se observa que H.,(i, < HuSu = Su
y HoQu < Humo'(Wa) = 1y (W), De ambos, sc obtiene H.Qu < my' (W) N 8. = Q.

| ). gQ.N Q“ =@ paracada geG-H,:
Si geG-Hy, 85N Su=0 y gQaN QucgSa N Sq=@. Por tanto, se cumple (d).

Hemos probado que Q, = 1y (Wa) M Sa es un H,-kemel y, como se vio en (a), GQ, = my"'(W.,). Por

tanto, 1y '(W,) es tubular,

1.5 Definicién.- Sea U un abierto invariante de un Gespacio X y {(iSi}1ea una cubierta tubular de U,
con Sy un Hy-kernel, Se dice qué {GS,;};,,. es una cubiertg G-candnica de U respecto a X si:
(1). {GSy} es localmente finita.
.. (2). Paraalgiin AeA existe wnpunto xeU tal que Hy =G,
(3). Para algin punto aeX-U y alguna vecindad. ¥, de a en X, existe una vecindad W, cV, de a
enX, talquesi geG y gSiN Wox &2 entonces las condiciones siguientes se cumplen: |

(&). gShiche.

(b). Existe un elemento heG, tal que hae¥, y Hicg'Ghg.

1.6 Lema: Sea G un grupo compacto de Lie. Para cada subconjinto abierto invariante U de un

G-espacio metrizable X, existe una cubierta G-candnicade U respecto a X,




38

PRUEBA: Si U = X, entonces la cubierta tubular % de X que se obtiene de un tubo alrededor de cada

orbita, tiene un refinamiento localmente finito tubular {GSq}acq - Claramente se ticne :
(1) {GSu}acq es localimente finita.

(2) Cada GS, es tubular, por lo que para cada ae@ , existe xeS, con Gy = H,, es decir, S.“ es una
rebanada en x.
} (3) Como X-X =@, secumplen las condiciones por vacuidad.
Por consiguiente , {GSu}ucq €5 una cubierta G-candnica de X.
Si U= X, consideremos una mélrica invariante o en X (dgx, gy) = dx, y) V g€G; x, yeX). Esla
existe por el teorema .2.6 del capitulo II. Sea O(x, r) una bola abierta de! espacio X con centro en el
punto x y de radio r (O(x,r) = {y: a(x_, y)<1}). Si xeU, definamos a r, =d(x, X-U)4.
Para cada orbita P contenida en U, elegimos xeP y una rebanada fijia Q. en el punto x. Tal rebanada
existe como consecuencia del teorema 4.7 del capitulo I1, ya que G es un grupo de Lie compacto y una
vecindad tubular de P es de la forma GQ. con Qy una rebanada en x- Sea }R. = QN Ofx, r). El

_didmetrode R, ¢s menor o igual a 2r,, ya quecl didmetro de O(x, r,) es2r, y Rec O(x, 1)
Probaremos que R, satisface (a), (b), (c) y (d) de la definicion 4.3 de G,-keme:

(b). R, escerrado en GR,.
Claramente,, R, © GR, M Q.. Ahora consideremos yeGR, M Q, . Entonces y =gz para algin geG y
zeR,= QN O(x, 1) . Por consiguiente, yegQ. N Q, y 8€G,. Como dx,2)<r; y dx, 2)=

gx, gz) = dgx, y) = d(x,y) , setiencyeO(x.r,). Luego también se tiene que yeR, . Hemos probado
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Ry=GR, N Q,, con Qcerrado en GQ,. Por todo lo anterior, resulta que R, es cerrado en GR,.

(¢). Re=G( R,
En efecto,resulta de:

GR =GQNAxr) = 'H] LONAx ) = H) &ANeXx,r, ) = ‘L(J, ONXgr ) =0.NAx,r,) =R,

. (). GR, abicrtoen X.
Por la definicion R, = Q, » O(x, i), Re es abicrto en Q. Entonces A, = Q, - R, es cerrado en Q, ,por
tanto en GQy, y como G es compacto, GA, es cerrado en GQ,. Si @ # g Ry Ay,
Oz g mRA AR 8RN Q. Luego g g1 €G, y, por (c), 82" giRx = R,, obteniéndose
R« A2 @. En consecuencia, GRy ~ GA, # @. Por tanto, GR, = GQ, - GA, es abierto.
(d). Si 8€G-Gy, entonces gR, AR = 0.
En este caso, gR« N R, = g(Q N O(x, i) N (Q N O(x, £)) = (8Q: N Q) N O(x, 1) = @, yaque Q
es una rebanada en x.
Consideremos ahora la cubierta. abicrta tubular {GR,}a1r de‘ U, donde U' < U y U’ intersecta a cada
Grbita de U en un sdlo punto x. Por el lema 1.4 esta cubierta de U admite un refinamiento abierto tubular
localmente finito, {GS}s.u, donde xeS R, 85 =GS,NR, y S, es un G,-kemel para cada
xeU"” ¢ U'. Obviamente, se satisfacen las cond‘icioncs (1) y (2) de la definicion 1.5 de cubierta G-
canonica de U. Veremos que se satisface (3) del capitulo IH:

Sea aeX-U un punto y sea V, vecindad del punto a. Puesto que 6 : GxX —» X es continua, entonces,

dada V, vecindad de a , como 9"(V.) es vecindad del punto (e, a), existe E, vecindad de e, tal que

AT AR 5 I+
[N Padiad la’.} !:.*;.(SL

Al 8 LA GIBLIBTECH
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Ex{a} c6'(V,) y, por el corolario 4.8 det capitulo 11, existe una vecindad O(a, £) < V, del punto a tal
que para cada punto XeO(a, €), se puede encontrar un elemento heE que satisface Gy < hGh! = Gy, .
Si W,=0(a,eMd), W, esla vecindad buscada que cumple las condiciones del inciso (3). En efecto, si
g5 W, 2@ para cada xeU”, probemos (a) g8, < V, . Si wegS, N'W,, sc tiene a, w) <ed y
wegS, R, . Entonces «{w, gx) < diametro(gR,) = didntetro(R,) (por ser « invariante). Luego :
d(w, gx) < 2r, = d(x, X-U)2 = d(gx, X-U)2
Como aeX-U, se tiene e/(gx, X-U) Sd(gx, a). Esto implica que
ey
d(w, gx) < d(gx, 8)2
Por consiguiente, {a, gx) < d(a, w) + d(w, gx) <& +d(w, gx¥2. De aqui que
d(a, gx) <en
Por lo anterior, el diametro(gR,) = d{(gx, X-UW2 s d(gx, ay2 <€/
Como debemos probar g8, < V,; mostraremos algo més, a saber, gR, < O(a, €), pues g$, < gRy.
Consideremos un punto z en gR, . Entonces i(a, z) <d(a, w) +d(w, 2) <e/4 + didmetro(gR,), con
wegSin W, . En consecuencia
d(a,z)<ed +en=gn<eg
- Asi, ze0(a, €); por tanto, gR, < O(a, €) < V, . Ademas, como gxegR, - O(a, €), debido a la f‘orﬁu
como s eligio O(a, €), existeun heE tal que Gy < Gy Por consiguiente G, =g'Gyg < 8'Grg . Y
que haeV,, porque E, < V,, con esto se cumple (b) del inciso (3) de la definicion 1.5 de_l capitulo I

para {GS. o,
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L7 Lema: Sea HeG subgrupo cerrado y S un H-kemel con respecto al G-espacio X = GS. Entonces

existe una tinica fincion continma a : X — G/H wal que xegS si y sdlo si geafx). Ademds a es
" equisariante respecto a la accion de G en G/H por traslacion izquierda,

PRUEBA: Sea H<G cerradoy S un H-kemel respecto a X. Para cada punto x en X, elegimos geG

tal que xegS$. Entonces se afirma :

(1). g es unico modulo H (si xeg'S, gH=gH).

(2). Definamos o : X ~» G/H como a(x) = gH, donde g es tal que xeg$. o esta bien definida y es

continua,

(3). Si G actua como traslacion en G/H, « es equivariante.

Procedamos a probar las afirmaciones nnle.riores.

{1). Como § es un 1-kernel respecto a X se tiene, por definicion GS = X. Para cada xeX, elegimos
g€ tal que xe 8.S. El elemento g, no esta determinado por x; pero la clase § = gH = a(x) silo esti

porque si Xeg.SMg'S, entonces g.'xeg,'g’S M § = @ . En consecuencia, por la definicion 4.5 de

H-kemel del capitulo II, se tiene g,"'g’scH. Por consiguiente, gH = g',H. Es mis, si g.H = g'H, entonces

se obtiene g.'g'eH y g,'g'S =S, por ser S un H-invariante, Por lo anterior, la funcién o : X - G/H

dada por x - a(x) = gH, con xeg,$S, esta bien definida ,
{2). Para la continuidad de o, sea x,€X y consideremos U, vecindad abierta de a(x;) en G/H. Sea )
E=q"(U)enG,con q: G—> GH la funcion cociente. Puesto que X = GS =6(GxS) y © es abierta,

entonces la funcion
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0.5 GxS —> GS =X
es continua y abierta. Como ¢l conjunto ExS de GxS es abierto, ya que E es abiertoen Gy S abierto en
S, su imagen bajo © , ES =W, es abierto en X. Falta verificar que x,eW < a "{(U). Esto se cumple
porque x,€a(x,) = guHeU por lo que go€E y, en consecuencia, x,€8,S < ES=W. Ahora, si xeW,
entonces x = gs, donde g €E, s S; y comoxeg$, a(x) =gH = q(g)eU, pues geE. Luego, a(W)c
U. Por tanto, a es continua.
(3) La equivariancia de o se prueba tomandounxen Xy g' en G. Si a(x) = gH, xegS. Luego g'xe

8'gS, entonces a(g'x) = g'gH = g'(gH) =g'a(x).

1.8 Lema: Sea H < G wn subgrupo cerrado, sea q: G — G/H la funcion cociente (que manda un

elemento g asuclase § = gH) y sea X[H] el co;y:unlo de puntos H-fijoy de{ G-espacio X es decir,

XH] = (xeX : hx = x, heH). Ewonces la fincion 6:(G/ Hyx XIH) - X..definida por,
8 (g, x) = gx, es continma

PRUEBA: 0 esté bien definida. Puesto que g, = g, irﬁplicarfa que g, =gh paraalgin he H, y para

xe€ X[H), gx=g,hx=g,x Lacontinuidsdde & se sigue dela continuidad de la accion de Gen X,

de la continuidad de la funcion cocienteq y de la conmutatividad del diagrama

(G Hyx X{H~2—>x

qxly "X /0 .

GxXH
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Puesto que q es abierta, entonces q'lyyy es abierta y, por tanto, identificacion, y como G(q i) = qes

continua, enionces & es continua.

19 Corolario:  Para cada § € GfH, la correspondencia x +-» gx define wna funcidn continua

8, : XlH) » X
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2. GENERALIZACION EQUIVARIANTE DEL, TEOREMA DE EXTENSION DE DUGUNDJI.

Una vez desarrollados los elementos que se requieren para la prueba del teorema principal, procedamos a
enunciarlo y demostrarlo.

- 2.1 TEOREMA: Sean G wn grupo de Lie compacto, A un subconjunto cerrado invariante de un G-
espacio X metrizable, y B un subconjunto convexo invariante de algin G-espacio lineal L localmente
convexo. Entonces cada fitncion equivariante f: A —B admite una extension equivariante I :N —» B

para alguna vecindad invariante N del conjunto A en X, Es decir, B es un G-ANE.

ERUEBA: Para cada orbita Ga) < A, existe una vecindad abierta invariante N, de G(a), tal que para

algin xeN, existeun geG para ¢l cual G, < gG.g". Esto se sigue del corolario 4.8 del capitulo II.

Consideremos la vecindad abierta invariante del conjunto A en X N= U N, . Construyamos la extension
A

equivariante F: N — B de lafuncion f: A—>B:

Sea U=N-A. Por el lema 1.6, existe una cubierta G-canonica {GS}r <, de U con respecto aN. Sea
* Hy .= G subgrupo cemado correspondiente al S,, es decir, Sy es un Hy-kemel. Consideremos el conjunto

A;, ck puntos de A fijos respecto a Hy, Ay ={a € A: Hy < G,)}. De la definicion 1.5 (2), para algin AcA

existeun punto xeU, tal que Hy =Gy, con xeUc N. Asi, xeN, para algin acA. Consecuentemente,

por la proposicion 1.8 del capitulo I, Hy = G, < gGg" = G,, . Entonces gacA, y A, # & pura cada

AeA. Ademés, cada A, es cerrado, puesto quesi xe 4, y se tiene una sucesion {x,} C A, con X, > X, .

dado heH,, entonces hx, - hx, ya que laaccion de G en x es continua pero hx, = x, -» hx. Por tanto,

hx =xeA,.
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. Por otra parte se elige, para cada AeA, unpunto x, en Sy y se e asocia un punto axeAs tal que

A%, 83) < 20X ALY v 0

En virtud de la proposicion 2.8 del capitulo I1, existe una particion de la unidad @, : U - [0, 1]}sea

invariante subordinada a la cubierta abierta {GS,}aea deU. Sea xeU. Por definicion de particion, gu(x)

# 0 solopara Ay, Az, A, ¥, COmo esta subordinada a {GS,)sea , se tiene que xeGSy,i =1, 2,..n.

Definamos F(x) de la manera siguiente :

f(x) , si xeAd

PO =Y 5 o 1 @ita (e a)) st xlU=N-A

ccona:U~» G/Hy; 0, :GMyx A, - A paracada AeA, endondeaty 8, soncomo en los lemas
1.7y 1.8, respectivamente, corvespondiente al G-espacio GSy, . Entonces F(x)eB para todo xeN, pues
xeA implicaria F(x) =f{x)eB. Ahora, si xe U, se tiene
| Fix) = Lo,/ @atn,a,)
Como ](()_ (a(x),a,))= f(ga,) para cualquier g talque xegS; , (ga,) = gRn)egB =B y como

zf’*(”) =1 es suma finita, por ser B convexo se tiene ¥ ¢, (x)f(0,(a(x),a,)) € B. Por lo tanto,
As ' AsA

F(x)eB paratodo xeN,y F estd bien definida, puesto que pa(x)=0siAzA;,i=1,..,n

, .
Por construccion, F es extension de £y, por tanto, es continua en el conjunto A. Por otra parte, cads

punto x de U, tiene una vecindad V tal que @\(V)=0 paratoda A#A,, ..., As. Entonces FIVesuna
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suma finita de funéioncs conlinuas @, (x')f (0—,‘ (a(x'),a,)) paratoda x'€Vy, por tanto, es continua.
Esto demuestra la continuidad de F en U.

Falta probar la continuidad de F en JA = AnU Sea ae JA y sca J vecindad arbitraria de F(a) =
f{a) en L. Sin perder la generalidad, se puede suponer que J es convexa, pues L es localmente convexo.
Como f es continua, existc una bola abierta O(a, €) con centro en a tal que f{A N O(a, €)) c J.
Consideremos V, = O(a, £/6). Como {GS, }sca es una cubierta G-candnica de U y, por la definicién 1.5
inciso (3), “‘existe una vecindad W, de a, contenidaen V, ,talquesi geG y gSi W, 2@ conAeA,
entonces s¢ cumplen :

(a)gSvc V..

(b) Existe un elemento heG, tal que haeV, y Hic g Gg. "

Se afirma que F(W,) c J. En realidad, si xe A n W, < A " Ofa, €), entonces, por definicion de F , F(x)

=f{x)el. Pero si xeU nW,, suponiendo que @i(x)=0, paratoda A #4; i=12,..,m, entonces
F0 = .,/ 6, (), )

Como {GSi}res ©s una cubierta G-candnica de U, xeGS,, para A = A, . Entonces xe Sy W, yse

tiene, por la propiedad (a) de W, , que @Sy c V,, en particular x = g\x,, XS, g€V, =0(a,e/6)

y, por la propiedad (b), para algin g'eG, Hi c g,'Gpg y gaeVi ; pero g;"G,.s;..ﬁ G,  De

donde Hic G,,,, v, porla definicion de Ay, gy'g'acA,. Entonces, usando (1), Ia invariancia de la

métrica d'y el hecho que g, , g'aeV, = O(a, £/6), se tiene

d(xa, &) < 2d(%, Ay) S 2d(xs, 82" g'8) = 2d(g\x;, g'a) < 2/

H -
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Ademds : d(a, ga) S d(a, %) + X, 8a) <€/6 +d(x), 8,) <e/6 +2e/3 <e. De aqui que guare
0O(a, €) N A. Entonces /{ 4, (a(x),a 1) )=Ram)el por las definicionesde @ y 0: y porque X€g,.S, ,
para Ae(k; @ i=1,..,m}. Debido a la convexidad de J se ticne F(x)=Zm (x)f(g,a,)el. Por

consiguiente, F(W,) < ] y asi la continuidad de F en el punto a esta probada.

A continuacion daremos un caso en ¢l que el conjunto convexo invariante B del teorema resulta un

. G-extensor absoluto.

2.2 Corvlurio: Con las hipdtesis del teorema 2.1, si ademds B[G] = (v € B: gv=v,V geG)} # 2
entonces en la afirmacion del teorema se puede tomar la vecindad N = X.

PRUEBA: Sea v,eB[G) para veBy tel. Como B es convexo, entonces ¢(v, t) = tv + (1-t)v,€B.
Entonces¢ : BxI — B, cond(v, 0) = v, y ¢(v, 1) = v, es una G-homotopia de Id, a la funcion constante
Vo . Puesto que d{gv, t) = tgv + (1-t)vy = g(tv) + (1-t)gve = gltv + (1-t)v,]) = gh(v, 1), esto implica que
B es G-contraible . Aplicando el teorema de fa teoria de Retractos : “Todo ANE es localmente contraible
y si es ANE y contraible entonces es AE.” valido para el caso equivariante [An, 2}, al espacio Be G-ANE,

obtenemos que BeG-AE.
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