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Capitulo 1
INTRODUCCION

La economfa resulta ser un tema deinasiado complejo como para ser tratado fdcilmente,

Muchos de los procedimientos matemdticos que son utilizados en la economfn son
tan solo adaptaciones de fenémenos fisicos ya conocidos, es por ello que en sf mismn, la
economfa no posee una matemdtica propia.

Por qué estudiar la economia desde un punto de vista dindémico?

La respuiesta estd en que el tiempo es nn factor demasiado importante si queremos
modelar un fenémeno que va cambiando, Asf por ejemplo en economfa, si queremos
modelar la dindmica de los precios para conocer stt comportamiento ante diversos eventos
o en situaclones futuras, es necesarlo conocer como varfan éstos a través del tiempo,

Pensemas en un juego de ajedrez: las estrategias son comparadas para poder decidir
la jugada signiente, sin embargo no es posible analizar todos los movimientos, tan solo
los mds préximnos entre si, asf como las repercusiones que pudieran producir.

La idea de la tesis es la de presentar a manera de divulgacién, algunos modelos
econémlcos dindmicos que hajo ciertas condiciones presentan comportamientos cadticos:

En el primer capftulo analizaremos los conceptos tales como puntos fijos, ciclos, ciclos
atractores y repulsores, asf como también veremos bajo qué condiciones podemos hablar
de caos y como éste se presenta. En otra seccién del misno capftulo analizaremnos el
modelo de Crecimiento Econémnico planteado por Solow, 1o de los modelos més sencillos
et economia que bajo clertas circunstancias presentn comportamientos cadticos,

En el segundo capftulo analizaremos au tipo de economfa Hmmada de intercatbio
puro,cn donde las mercancias se intercambian sin dar lugar a la produceidn.

Dados los precios de todas las mercancfas, el agente econémico intercambiard siempre
y cuando al hacerlo mejore su situacién anterior.

Dentro de este madelo, al actuar de esta forma se generard na dindmica de precios,
pues dado 1n intercarbio de mereancias, el exceso de demanda propicinrd que el sistema
de precios cambie, ajustdndose nuevamente los precios y asf sucesivamente. De aqnf surge

4
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In preginra de si o] sistema de precios tiende & un equilibrio o por el contyario presentn
colportamientos cadticos.

En este capitulo estudiaremos la dindsuica guie se presenta en esta economfa y analizare-
oy dos teoremas (e dan respitesta @ las preguntas anteriores.

De nlguna mancra e} objetivo de la tesis es el de difundic algunas nociones de lo
gue es la Teorfn del Caos aplicadn a la economia, pues considero que es un drea rel-
ativamente nueva que estd en desarrollo, teniendo un gran campo abierto para mievas
investigaciones,

v
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Capitulo 2

SISTEMAS DINAMICOS EN
ECONOMIA.

2.1 INTRODUCCION.

Mudhos fendmenoe cronémicos dependen del tiempo de manera directa. Podemos ver
por ejemplo cémo varfan los precios de las acciones en un mercado financiero conforme
trauscurre el tiempo, ) cambio de los niveies de produccidn, la variacién de jos precios
del petrdleo, cte,

Un sistema dindmico es una forma de estndiar un fendimeno por medio de ecuaciones
que puedan describir la evolucién de dicho fendmeno respecto al tiempo ¢ en donde actiia
una cierta fuerza Fj, Ia cual a su vez explicitamente respecto al tiempo ¢ no depende,

En la mayorfa de los casos el fenémeno es idealizado a través de ciertas variabies
i (t), que describen al sistema.

En algunas ocasiones son considerados también algunos factores externos (pardmetros)
w(t), a los que se les conoce como "ruido”, que de forma muy pequeita perturban al sis-
tema,

Mateméticamente 1a forma en que ei sistemna evolucionn estd dada, o bien por la
ecuacién diferencial continua $z(t) = F (z(t),w(t)), o de manera discreta o en inter-
valos por la ecuacién en diferencias z,,, = f(z;,u)

En la medida en que podamos conocer y estudiar las caracterfsticas de estas ecnne
ciones, podremos comprender cdmo funciona el sistema dindmico.

Nosotros estaremos interesados en estudiar los fendmenos de manera dlscreta ya que
las decisiones que puedan tomar los agentes que participan en una economfa no son
continuas, sino discretas, ademds de ser respuestas a ia informacidn que conoven los
agentes también en forma discreta o discontimia,
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Muchos economistas han estudiado ta economia utilizando ecuaciones diferenciales.
pero mAs gue por aproximarse a la renlidad, por tradicidn lo hacen asi, ya que actnal-
mente se enenta con herrarientas matemdticas alternativas para intentar estudiar dichos
problemas. '

El término de "Dindmica Econémica” aiin 1o estd muy claro, pero los cconomistas
de alguna manera se han enfrentado con problemas de tipo "dindmico”.

En fisica estd muy bien diferenciada la dindmica de la estdtica. En muchos problemas
ccondmicos se piede hacer abstraccién del tiempo para resolverlos, lo que se le conoce
como " Economfa Estatica”, Sin embargo, existen diversos problemas econdmicos que
no ticnen sentido si no los consideranos dentro de un espacio que eveliciona con el tiempo
y éstos, de manera general, diremos que pertenecen al tipo de *Economia Dindimnica”.

La forma mds sencilla de Introducir la dinfinica cs comparar dos situaciones estiticas
en distintos tiempos. A este método en Economia se le conoce como PEstética come-
parativa”, método introducido por los economistas clésicos.

Parece ser que Samuelson fite el pritnero en introducir los métodos dindmicos utiliza-
dos en fisica a la econom(a, pues para ¢l las variables econdmicas estdn relacionadas en
diferentes puntos por medio de funciones, de tal modo que el sistema dindmico genera su
propia conducta en el tiempo.

Su definicién de sistema dindmico es la siguiente: "...un sistema es dindmico cuando
su comportamiento en el tiempo se encuentra determinado por ecnaciones fimcionales
en laa cuales estan contenidas, de una forma esencial, variables en diferentes itstantes
temporales...” ! '

La dificultad que se ha tenido al transladar los resultados en la dindmica de la fisica
n la dindmica de la economia es que las herramientas han sugerido los supuestos'y las
hipétesis del problenia en lugar de ser al revés. Sin embargo el hiecho de poder representar
los fendmenos econémicos como ecuaciones similares a las que se cstudian en fisica, ha
constituido un éxito parcial para este siglo,

Economistas tales comno Walras y Pareto sentaron las bases de la economfa matemdtica
puesto que fueron los primeros en describir fenémenos econdnicos proponiendo modelos
matemiticos, :

El poder matematizar las principales teorias econdinicas a través de echaciones ha
sido uno de los mds importantes logros y actualmente ha sido un factor importante para
aspirar al Nobel.

En un sistema dindmico econdtnico se pretende establecer cusles son las fuerzas in-
ternas que intervienen en el sistema asf como la forina en que éstas interachian.

{Samuelson, Dynaniic Process Analysis. MIT Press, 1966 Vol.1 pp. 612
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Por ejemplo, si consideramos ¢l espacio de precios y cantidlades e mereancins, las
sitnaciones econdmicas quedardn representadas por puntos de ese espacio ¥ las fuerzas se
aplicardn a puntos de ese mismo espacio, de tal forma que ol movimiento de estos puntos
representard un cambio de la situacion econdmica. En este ejemplo lo fuerza, que es la
forma en que actiian los agentes, se ha expresado trndicionalmente a través de ln oferta
v la demanda.

En un problema. en cuanto se determinen las fuerzas que actilan en un fendeno
a través del tiempo y se determinen de qué forma interactiian éstas entre si, se podrit
hablar de dindmica, De este modo podremos comprender el fendmeno en enestién y dar
explicaciones de por qué sucede asf y no de otra manera, en algunos casos quizd hiasta se
podria tratar de hacer predicciones,
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2.2 ELEMENTOS DE CAOS.

En esta seceidn estaremos interesados en dar los priucipales conceptos e ideas bisicas de
lo quie significa la Teorfa del Caos,

En la primera parte verenios por qué estatnos interesados en estudinr los modelos bajo
un punto de vista discreto y no continno; posteriormente veremos algunos elementos de
la Teorin del Caos, conceptos como puntos fijos, puntos periddicos, bifurcacidn, etc., asi
como algunas de las interpretaciones que pudieran tener en ecotiomin y finanzas, para
Inego, en la signiente seccidn, poder estudiar un modelo econémico, en particular el
Modelo de Crecimiento Econémico, en donde aplicaremos los concepitos y resultados de
esta seeeién,

2.2.1 Ecuaciones en Diferencias.

Ya hemos dicho qne es usual encontrar en economfa medelos ¢uie utilizan eenaciones
diferenciales en lugar de ecuiaciones en diferencias,

La razén principal de ello era que tradicionalmente se cuenta con herramientas matematicas

para su solicién, pero seiialébamos que en la economfa, las decisiones que pudieran tomar
los agentes econdinicos en alguna situacién dada no eran de tipo continuo, ni tampoco asi
ln informacién con la que ellos pudieran contar. Deriamos por eso que nuestro enfoque
serfa el discreto, pues es el que mds se aproxima a nuestra realidad,

Matemdticamente tenemos una razén mas parn utilizar modelos discretos y ne con-
tinuos: ,

La dindinica que podeinos encontrar en ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden, por ejemplo, solamente nos puede presentar crecimientos exponenciales, decrec-
imientos a cero y soluciones constantes; mientras que la dindmica de las correspondieites
ecuaciones en diferencias son més ricas ya que ademds de haber puntos fijos atractores y
puntos fijos repulsores de tipo estable e inestable correspondientes a los coniportamientos
de las ecnaciones dlferenciales, también encontramos ciclos, éstos 1iltimos imposibles de
aparecer en las ecnaciones diferenciales lineales.

Otra razén suficiente es considerar lo que nlgiuios autores laman la ¥ paradoja de
la establlidad":

Aunque el término de estabilidad lo estudiaremos miis adelante, baste decir por ahora
que In establlidad se refiere, en térniinos comunes. a'la permanencia en ¢l tiempo del
comportamiento de un sistema dindmico ante los cambios que puedan snfrir los diversos
elementos que comnponen dicho sistema,
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Podemos ver que aunque una ecuacién diferencial sea estable. la ecnacion en difer-
encins puede no serlo. Esto se debe a que un sistema diferencial tiende mny rdpido al
equilibrio, mientras que si se intenta resolver por medio de una ecuacion en diferencias,
es decir a intervalos de tiempo. puede ocurrir que cerca del equilibrio-los saltos de la
variable hagan que nuea llegue a éste o que incluso se aleje.

Veamos un ejemplo;

Una ecniacién diferencial muy sencilla es: 2’ = —az, cona >0

La solucién de esta ecuacién, como es sabido es z = Ae™"*; donde A es una constante
que depende de las condiciones iniciales del problema.

Si a es mayor que cero el sistena es estable, Nétese qué si a es grande entonces
tenderd répidanente al equilibrio x = 0 por ser una funcién exponencial, pero si a es un
valor muty pequeiio tardard bastante en acercarse al valor de equilibrio como se puede
ver graficamente:

x 12 x 12

10: 1o

[} 8

‘

T

el L
— :: «\
L[] LA ) 3 IR R A R R
z = e~0d T = je~%

Si lo vemos desde un punto de vista econémico, para que el equilibrio tenga significado
nos interesa que éste se alcance répidamente, ya que si tardase micho en alcanzarlo segu-
ramente cambiarian las circunstancias econdmicas originales y el equilibrio que qiieriamos
establecer ya no estfi donde lo habfamos previsto, En este sentido nos interesa encontrar
equilibrios que se alcancen rdpidamente,

St consideramos nuevamente el gjemplo de la eenacidn 2’ = —az, pero con una aproxi-.
macién discreta: “#4=% = —qz,, tendriamos la ecuacion en diferencias zy,p = xy—ahay =
(1 = ah)zy, la enal serd estable si |1 - ah| < 1

Una' representacién grdfica de lo que hemos visto que puede suceder al considerar
ecnaviones diferenciales y ecnaciones en diferencias, es la siguiente:

10
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Los ejemplos correspondientes para el caso creciente serfan &' = az, cona > 0y
en diferencias Ze4s = (1 4 ah)zy, que con la restriccién adicional de que t = n € N,
h=1yz, €R, se reduce.a Lnep = (1 + a)z,, es decir y = mz, que bajo iteraciones
nos genera una dindmica que coincide cualitativamente con la dindmica original de la
solucién z(t) = Ae*. Pero digamos que para el caso y = —z, bajo iteraciones tendremos
un comportamiento imposible de darse para el modelo continuo z' = az.

2.2.2 lIteracién de funciones.

La Teorfa del Caos puede ser introducida de manera muy sencilla a través de iteracién
de funcioues:

Iterar una funcidn significa cotuponerla consigo misma, es decir, evaluarla una y otra
vez usando como valor de entrada el valor obtenido en el paso auterior.

Una técnica ilustradora muy sencilla es gréficamente componer dicha funcién de la
siguiente forma: "... tomamos wn valor inicial y lo evaluamos en la gréfica de la funcién,
transladamos este valor horizontalmente hasta cruzar con la recta de la funcién identidad,

'y lhiego a este valor nuevamente de manera vertical lo transladamos a la grafica de la

funeién para luego lievarlo horizontalmente a la funcién identidad y as{ sucesivamente...”
2

Para ver este procedimiento toinemos como ejemplo un modelo de interés simple:

Supongamos que contamos con un capital inicial Cy, el cual después de invertirlo
durante un afio nos davd un cierto rendimiento a una tasa r de iuterés simple,

La pregunta es: Jeudnto dinero tendremos al término de n afios?

Al cabo de un aiio, hiestro capital serd Cy = Cy + rCl,

er: Gémez Guiillermo. Caos, Billares y Nudos en el Nivel Medio Superior, Mimiografeado. Facul-
tad de Ciencias, U.N.A.M.
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Para el segundo aiio nuestro vapital estard formado por el capiral que tuvimos en el
primer afio Cy mis los intereses generados por el capiral inicial rCy. de tal formi que nos
quedaria como vapital:

Ci=C+1rCy=Cy + 1rCo +1Co = Co(1 + 2r)
Procediendo de igual forma los aitos signientes tendrfnmos:

Ci=Cy+rCy= Co(l +20) +1Cy = Co(l +3r)
Ci=Cy+rCo=Cy(L+3r) + rCy = Co(l +4r)

Cp=Chuy +1Cy=Co(l+(n-1)r) +rCs = Co(l +nr)

Con lo que la solucién a muestro modelo lineal sers C,, = Co(l + nr), donde Cp es In
condicidn inicial a nuestro problema.

La dindmica que se obtiene con funcioues lincales de este tipo son "escaleras " y
"caracoles” que pneden converger o diverger y que corresponden a puntos de equilibrio
estables o inestables.

También se pueden obtener "cuadrados” que corresponden n puntos periddicos o
clelos,

Este tipo de lteraciones nos llevardn a grdficas como las siguientes:

\

' Yy
—_—
y S —_—

4
; 7

= ”‘-2“{ L M
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PUNTO F1JO ATRACTOR PUNTO FLJO ATRACTOR

CIcLOS

De manera andloga podemos analizar funciones 110 lineales mediante procesos de it-
eravién, ejemplo de ello es el modelo de interés compuesto:

Snpongamos que depositamos ywna cantidad inicial Cp en un instruinento de inversién
que nos da un rendimiento constante con una tasa de interés r anual,

“Al injcio nuestro capital es C, transcwrido un afio tendremos €, = Cy +rCp =
Co(1 + r), al segundo aiio nuestro capital serd Ca =Cy(l +r) .

Sucesivamente tendriamos:

Cy=Cy(l +7)
Ci=Ca(l +r)

Ch= Cn--l(1 + 7‘)
quﬁnos determinar el valor de C,, conociendo ej resultado del afio anterior, s decir,
de forma recursiva. Esta ecnacién es un ejemplo de una ecuacidn en diferencias de

primer orden,

13
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Para resolver esta ecnacion definamos I funcion f(z) = (1 + ) . as{ que remdremos:

= J1Co) = (1+r)C
C f(Cl)'“f(f(CO))"‘" (L+1)°Cy
Cy = f(Ch) = f(f(f(Co))) = (1 +1)Co

Co = f(Cu) = (f(fAC)..)= {1+ 1)°C

n=veces

Por lo que la solucién a nuestra ecuacién en diferenclas sexd Cy, = (1 + r)"Cq. donde
Cy es la condicién inicial a mestro problema.

En este mismo contexto veamos lo que pasa si los intereses son pagacos no cada aflo,
sino 2 veces al afio, 4 veces, 367 veces al aiio, 6 iustantaneamente:

Con interés nna vez al atio obtuvinos C; = Cy + rCy = Cy(1 + 1)

Con Intereses 2 veces al afio durante un ailo tendremos €y = Cy+3rCo+4r (Cu + 51-00) =
(Co+ §rCo) (14 3r) = Coll+ Jr)(1 + §r) = Co(1 + r)?

Con pago de intereses m veces al afio durante un aiio: C; = Cy(1 + Lr)™

Con pago de intereses m veces al afio durante n aiios; C,, = Cj [(l + ;,-lr)"‘]

Con pago de intereses instantdneo durante n aiios:

iMoo Cn = liMnmass Co [(l + —'-r)"‘}". lo que implica que

m

Cy = liynaos Co [ + -r_‘.:) ] =Cy [lim,,...w(l + 1‘;)9]"‘ = Coe™

S! ahora consideramos que la variable uatural n es sustituida por 1a variable reat ¢,
obtenemos la sutna acumulada de C, = Cpe™.

Durante un intervalo pequetio de tiempo dt la sima se incrementard en:
dC, = d(Cye™) = Coe"rdt = Cyrdt
Es decir, ¢l modelo que estd detrds del interés compuesto continio es:
£ = 1C,
Despreciando el paso al Mmite en limy g 9“"——0— = rCy y restringiéndonos at =ne N

y h =1, obtenemos : Cyyy =C, +1rC,, 0 sea que si C, € R tenemos una ecnacion del

tipo y = (1 + r)z que iterada nos lleva a los comportanientos descritos en las figurns
anterlores,
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2.2.3 Orbitas.

Un tipo de ecuaciones que se nos presentard en el modelo de crecitniento econdiico que
analizaremos mds adelante es la siguiente;

a1 = f(), donde f(z) = Azy(1 - 2).
Nos interesn conocer las propiedades que la carncterizan, asf que tomemos por ejemplo

In ecnacin f(z,) = 4r,(1 - 2,) con z € [0,1).
El proceso de iteracidn de esta ecuacidn nos llevard a graficas como las signientes;
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f3(z) = dzp(l = 29) = 3 i 2) =4z3(1 - z3) =z,

Para estudiar las caracterfsticas de estas funciones, veamos las signientes definiciones:

Dado un o € R definimos la drbita de 2, bajo f como la sncesién de los valores
obtenidos de la funcidn f y sus iteractones: {xq,2} 23, ... 25, ...}, con 29 € 0.1, zy =
flwo), 22 = f(r) = [0}y .ntn = [(Zn) = f(20),..

Por cjemplo, la érbita de 29 = 0.2 bajo la fncién f(z) = 4x(l - ) serd:

Iy = 0.2
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xy = f(xg) =1(0.2)(1 - 0.2) = 0.64

xg = f(£;) = 4(0.64)(1 — 0.64) = 0.9216, etc.
Mientras que la érbita de zq = 0,75 serd:

Ip = 0.75

oy = fag) =4(0.75)(1 - 0.75) = 0.75

&g = f(zy) = H0.75)(L - 0.75) = 0.75, etc.

Como hemos mencionado anteriormente, existen diversos tipos de drbitas en un sis-
tema dindmico: puntos fijos, drbitas periédicas y puntos eventualmente periédicos.

El mds importante es el punto fjo, tamnbién llamado punto de equilibrio del
sistema, Este es un punto z* tal que f(z*) = 2°,

En [a ecuacin que nos interesa, 14y = Azy(1 — 1), encontramos sus puntos fijos al
igualar 2, = Az,(1 — z;). De donde nos queda que 2; =0, o bien z, = *{#, siendo dstos
puntos fijos.

Grificamente lo podemos obtener al intersectar la grdfica de la funcién con la recta

identidad.

Por ejemplo, en la funcién f(x) = 4z(1 — x) podemos ver por miedio de su gréfzicn
que esta funicién tiene como punto fijo a 2* = #, ya que f(z*) = f(}) =4 (}) -4 (%) =

3~ § ={ = 2, aunque obviamente 2* = 0 también lo es:

08. ;
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0%/ 0T 0,06 T 0% i
PUNTOS FI1JOS DE f(z) = 42(1 - 2)

Un punto 24 es periddico de periodo n si existe n € N tal que f"(2q) = z, paro
[¥(xo) # 2o para las k'=0,1,2,..,n ~ 1.

A n se le llama el perfodo de la 6rbita.

Como podermnos darnos cuenta, la 6rbita de g, st zg s periddico de perfodo n, es tan
solo una suceslén con un cierto mimero n de términos que se repiten:

{zo, f(za) ooy [2" (0} s 20, £ (X0} 4o [2 (20) 50}

16



vl

Por vjemplo, st f(r) = 22 ~ 1, el punto xg = 0 cae en un ciclo {0, ~1;0, ~1;...}, por
lo que 'y —1 forman un 2-ciclo.

Un piunto 2 es eventunlmente fijo o eventualmente periédico si 29 no es
periddico, pero algin punto de la drbita de 24 si loes.

En el ejemplo anterior, 29 = v/2 nos genera la 6rbita {\/5, 1,0,-1;0,-1;0,-1; },
ast que v2 es un punto eventualmente periédico ya que a partir del tercer término, el
vero es un punto periédico de periodo 2.

A8

CICLO DE PERIODO DOS DE f(z) =22 - |

A continuacién daremos nn teorema que nos dice bajo qué condiclones estd garanti-
zado el encontrar al menos un punto fijo:

Teorema del punto fijo de Brower.
Sea f una funcién continua que va de un intervalo cerrado en si mismo f : [a.b] —
[a,]. Entonces existe al menos un punto fijo para la funcién f en el intervalo [a, b).

Este teorema bajo hipGtesis muy simples nos garantiza la existencia de al menos
un punto fijo para la funcién continua f en el intervalo cerrado [a, 8], aunqgue también
podemos encontrar muchos més, por ejemplo, todes los puntos en el intervalo [a, ] son
puntos fijos para la funcién identidad f(2) = .

La demostracién de este teorema es un resultado inmediato del teorema del valor
intermedio aplicado a una funcién h(z) = f(z) - x.

Esta funcién es continua y cumple que;

h(a) = f(a) —a 20

h{b) = f(b) ~b< 0



Por el teorema del valor intermedio existe un ¢ € {a,4) tal que h(c) = 0, por lo que
hie) = f(c) - ¢ = 0, de donde se abtiene que f{c) = ¢ y por ende ¢ es un punto fijo.

Ya hemos visto que podemos encontrar grificamente puntos fijos atractores ' puntos
fijos repulsores, Ahora veamos su-definicion formal;

Supongamos que zp es un pnnto fijo de f; el punto o es un punto atractor si
|f(z0)} < 1y es un punto repulsor si }f'(zp)] > 1. Cnando |f'(zo)] = 1 se le llama
punto fijo neutro.

Por otro lado, una contraccién es una aplicacién f de un espacio métrico (X.d) en
sf mismo f: (X, d} — (X,d) tal que existe k < 1, y tal que parn cada dos puntos 2y y
del espacio (X, d), se cumple que d{f(z), f(y)} < kd [z, 9).

Una dilatacién es una aplicacién f de un espacio métrico (X,d) en sf mismo f
1(X,d) — (X,d), tal que existe k > 1, y tal que para cada dos puntes z y y del espacio
(X,d) se cumple que d[f(z), f(y)] 2 kd[z,y).

2.2.4 Estabilidad.

Como vimos anteriormente la idea de estabilidad de un sistema dindmico se refiere a
que los elementos que componen dicho slstema permanezean sin sufrir cambios conforme
transcurra e tiempo,

En general, en un sistema dindmico los camblos pueden presentarse de dos formas:

a) Cambios en los valores iniciales los cuales, sl no se presentan, al sistema se le llama
simplemente estable y

b) Cambios en la ley o fuerza gue gobiemna el sistema dindmico. En este caso, si
no se presentan al sistema se le llama estable estructuralmente o también estable
globalmente,

Diremos que nn punto de equilibrio es estable si la sucesidn f*(c) no se alejn del equi-
librio para valores de c cercanos al equilibrio. Es atractivo si tiende hacia el equilibrio
también para valores préximos y es globalmente atractivo si tiende hacia el equilibrio
para cualguier valor de c,

En un lenguaje formal, considerenios un sistema dindmico discreto y auténomo definido
por la funcién £ : W — W expresado por Ia ecuacién en diferencias: xey) = f (), 20 = ¢
con W subconjunto de R".
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Supougamos que la funcidn f riene un punto fijo en el origen, cs decir f(0) =0.

Decimos que este punto es:

a) estable si para todo & > 0, existe un valor § > 0 tal que siempre que Je} < 4, se
cmple que i} < ¢, siendo &y = f4{c)

b) atractivo si existe un valor b > 0 tal que si e} < b, siendo z; = f*(c), se cumple
que lityaez, =0

c) es asintdticamente estable si es estable y atractivo,

d)es globalmente atractivo si es atractivo para todos los puntos en que estd
definida 1a funcién f.

Un sistema puede ser globalmente atractivo ¢ inestable nl mismo tiempo, esto es
porque aunque todos los pwites tiendan al equilibrio, los que estén muy cercanos al
punto de equilibrio, In funcidn los hace dar un rodeo antes de Hevarlos al puito fijo,

La idea de estabilidad es utilizada ampllamente en la economia. Los cconomistas
estdn interesados en conocer s existen puntos de equilibrio en sus modelos econdmicos,
pero no solo eso, tawbién les interesa conocer si esos puntos de equilibrio, si es que

existen, son estables o inestables, asi como tratar de determinar todas las caracterfsticas
del fendmeno econdmico,

Parte de cllo-Jo podemos ver en el modelo econdniico del Equilibrio General, Este
modelo trata precisamente de encontrar un sistema de precios de mercancias con los
cuales se pueda igualar la oferta y la demanda de todas las mercancins,

La Teorfa del Equilibrio General nos dice que siempre es posible hallar un sistema de
precios para los cuales se iguale la oferta y la demanda, es decir, existe el equilibrio, pero
la pregunta natural que surge es determinar si ese equilibrio es estable o es inestable en
la medida en que transcusra el tiempo,

En el viltimo capitulo de Ia tesis profundizaremos en la Teoria General del Equilibrio

y veremos algunos resultados que nos ayudardn a comprender cémo es la dindmica de los
precios,

2.2.5 La funcién logistica 2;,; = Az,(1 — z;).

Retomemos el andlisis de la ecuacién que nos interesa 41 = Azy(1 ~ z,) como el modelo
no lineal mds simple que propiciard dindmicas nada simples comparado con el modelo
continuo z' = Az(l — z). Este modelo, al discretizarlo obtendremos:

limy_o SR = Az (1 e z)

2| t+h.-zt ~ A'B(l - .'l?)

z{t+h) = (t) + hAz(t) |t ~ z(t)],
dedondesit=ne& Nyh=1, tenemos:
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Suponugamos que la funcién f riene un punto fijo en el origen, es decir £(0) =

Deciinos que este punto es:

a) estable si para todo € > 0, existe un valor 6 > 0 tal que siempre que {c} < 8, se
cumple que || < &, siendo z; = f*(c)

b) atractivo si existe un valor b > 0 tal que si |c| <, siendo z, = f*(c). se cumple
que liny 2t =0

c) es asintticamente estable si es estable y atractivo,

d)es globalmente atractivo si es atractivo para todos los puntos en que estd
definida la funcién f.

Un sistema puede ser globalmente atractivo e inestable nl mismo tiempo, esto es
porgue aunque todos los pimtos tiendan al equilibrio, los que estén muy cercanos al
punto de equilibrio, la funcidn los hace dar un rodeo antes de llevarlos al punto fijo.

La idea de estabilidad es utilizada ampliamente en la economia. Los econoniistas
estdn interesados en conocer si existen puntos de equilibrio en sis modelos econdmicos,
pero no solo eso, también les interesa conocer si esos puntos de equilibrio, si es que
existen, son estables o inestables, asf conio tratar de determinar todas las caracterfsticas
del fenémeno econdémico,

Parte de ello lo podemos ver en el modelo econdmico del Equilibrio General, Este
modelo trata precisamente de encontrar un sistema de precios d» mercancias con los
cuales se pueda igualar la oferta y la demanda de todas las mercancias.

La Teorfa de! Equilibrio General nos dice que siempre es posible hallar un sisteina de
precios para los cinles se iguale la oferta y la demanda, es decir, existe el equilibrio, pero
la pregunta natural que surge es determinar si cse equilibrio es cstable o es inestable en
la medida en que transcurra el tiempo.

En el \titimo capitulo de Ia tesis profundizaremos en la Teorfa General del Equilibrio
y veremos algunos resultados que nos ayndardn a comprender cémo es la dindmica de los
precios.

2.2.5 La funcidén logistica z,,; = Az,(1 — zy).

Retomemos el andlisis de la ecuncién que nos interesa 244y = Azi(1 — z,) como el modelo
no lineal mds simple que propiciard dindinicas nada simples comparado con el modelo

continio z' = Az(1 - z). Este modelo, al discretizarlo ohtendremos:
limpo EHR=2) — 4z (1 - )

2‘H~h!-—t! ! ~ A:L‘ 1"‘1:)

zt + h) = z(t) + hAz(t) [1 — z(1)),
de dondesit=n€ Nyh=1, tenemos:
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r{n+1) =z ()l + 4] - A*(n)

nat = (1 + d) 2y = A (n) = (1 + A) 2, [l - l-jr‘.—‘x,.], ey devir,

Lyt = Az {1 = Braj con A, B>0yz, € [(), ;‘,—]

Siendo f(za) = Aza[l = Bz, para a, € (0,)se rendrd f(z,) > 0y f(0) =
f (;‘,-) = {) como podemos ver en Ir grdfica:
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Por lo tanto existe un punto miximo de la funcién f (z,), 4 € [0, -b]

o) = pg, [-B) + (1 - Bzo} A= —ABaz, + A~ ABz, = A~ 2ABz, =0

Ty = -2-;;‘—0' = 5‘5, por lo tanto max f (z,) = f(;}-,) = A (fg) [l - E'E] = ;l%, pero
obligamos a que f sea una funcién del intervalo 0,-},: en sf mismo, por locual f ; [0. 2‘?] -
[0. %], €8 decir: f ([0, %]) c [0, -},—], lo cual significa que el max f(za) = 2 < §, de
donde A < 4, esto es A < 4.

Como ya tenemos Ia restriccién de que A > 0, entonces resulta que basta con analizar
los valores de A entre 0 y 4, 0sea 0 <' A < 4y en ia 1ilthna desigualdad se vié que el
proceso de acotar al pardémetro A no depende de B, entonces podemos tomar & B como
el valor no trivial mds simple: B = 1.

Es as{ que podemos analizar ia funcién f(2,) = Azp{l ~ ;) eon0 < A < 4y
I € [0, l].

En la medida en que el pardmetro A cambie, el comportamiento cualitativo de la
trayectoria de x también cambiard.

Tomando como condiciones iniciales e} intervalo |0, 1} analicemos como influye en e}
comportamiento de las drbitas ]a variacién del pardmetro A.

A) Cuando 0 < A<

Si z* es un punto fijo, entonces f(z*) =z*.
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Para encontrar los puntos fijos de In ecuacién r.y = Azy(l = 7} hacemos z; =
Ar(1 = x), lo que nos lleva a obtener comao punto fijo a ry = i{-l .Comn0< d<tel
ttuico punto fijo que tiene esta ecuncion es el trivial, z* =0,

Habiamos visto anteriorniente que si el punto z* es un punto fijo de una fincién
fy decimos que z* es un punto atractor si |f'(z*)] < 1 y es un punto repulsor si
1G> 1

Si aplicamos ese criterio a la funcién f(z) = Az(l —z) con 0 < A < 1, el vinico punto
fijo 2* = 0 es un punto fijo atractor va que: |f'(z°*)| = |A~242*| = |4] < 1, por
lo que tenemos una contraccién convergente a z* = 0 para 0 < A < 1; esto es el
limy o0 fP(2) = 2* = 0, para todo z € (0,1), ya que para todo = € (0,1), f(x) <z y asf
cualquiera que sea g € (0,1) el limpyo 2y = 2* =0

Veamos por ejemplo que la grifica de Ia ecuacién xy4) = 0.8z,(1 - z;) con z; € [0,1]
intersecta a la recta de la funcién idéntica iinicamente en e} origen:

,'( 06 08

CONTRACCION CONVERGENTE A z =0

B) Cuando 1 < A<3

Para A > 1, el iinico punto fijo z* = 0 de f(z) = Az(] ~ z) que antes era atractor,
ahora resnita ser repulsor, ya que |f'(0)] = |A ~ 24 0] = |4] > 1, apareciendo wi mevo
punto fijo, que estd dado por z, = 47,

Este nuevo punto fijo es un punto atractor para cuando 1 < 4 < 3 como podemos
ver st hacemos:

If'(z)] = |A - 2A1|—[A ~2A(4)] = |2~ Al < 1, es decir para todo zg € (0.1)
el limyeso f"(z0) = 45
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Cuando | < A < 2 tenemos una contraccién mondtona convergente a —\-
Por ejemplo en la cenacién 2.y = L8xy(1 — xy) con zp € (0,1, el Ly, f*(x0)

converge mondtonamente sin oscilaciones a 471 = L=l = 0.4444
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CONTRACCIGN MONGTONA CONVERGENTE A 2* = 4

Cuando 2 < A < 3 tenemos oscilaciones convergentes a ‘5—‘—‘

La trayectoria f"(zo) se aproxima oscilando alrededor de 4L, tomando sucesivamente
valores mayores y menores de 431,

Por ejemplo la ecuacién 244 = 2.5z,(1 ~ ;) con z; € [0,1] tiene dos puntos fijos:
uno en z* = 471 = &=l = 0.6, que es un punto fijo atractor como podemos ver al
hacer |f'(z)] = A - 2Az | =25 -2(2.5)(0.6)] = 0.5 < 1, y el otro en 2* = 0, que es
un punto fijo repulsor. Su gréfica es la signiente:
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OSCILACIONES CONVERGENTES A z* = 43!
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C) Cuando 4 =3, nace una bifurcacidn,

Cuando evaliamos el punto fijo 2* = 45 en |f/(z)] vimos que

f@) = |A - 242*] = A - m(f‘;)l =2- 4|

Cuaudo A =3, el punto fijo es z* = "T =1 % ¥ de atractor quie era se transforma en
repulsor déndose una nmeva bifurcacién,

De este punto fijo x* = 2 nace un ciclo de perfodo dos, o sea que la recta de
la fumcién idéntica intersectard a la grifica de Ia funcién ya no dos veces, sino cuatro
veees, o que corresponde o tener aliora cuatro puntos de interseccién: dos puntos fijos
y dos puntos correspondientes al ciclo de perfodo dos, como podeinios ver en las graficas
signientes:
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fAz) =35)(1 - z) F(z) =34z (1 - =)

Al buscar un ciclo de perfodo dos estamos buscando un punto z tal que al evaluarlo
en la segunda iteracion nos dé el mismo punto. Es decir, el punto x formard un ciclo de
perfodo dos si: f*(z) =

Busquiemos los puntos que nos generen un ciclo de perfodo dos en la ecnacién
Ty = Al'g(l jnd .L‘t)

Sea f(z) = Az(1 - 1,), entonces;
it f)’(r:) = f(f(@)) = A(Az(l - 2)) (1 -~ Any(1 - z)) = ~ APz (-1 + 2, )(1 - Az +

Ty

Como queremos que f%(z) = =z, tenemos que encontrar para qué valores de x; se
satisface: -Agx,(-l + 2;)(1 = Az + Az}) = 1y, de donde nos queda el polinomio:
A’y — A2} + 24%) - A%x]- A%} - x, =0, cuyas rafces son:

=10
i =4zl
2} = gy (AP + A+ VA ZIB T3 = % (A+ 1+ VAT=24-3)
2} = g (A + A= VA ZZF 3R = 4 (A +1 - VATZ2A )
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Las primeras dos raices z,x2 son puntos fijos de la funcidn, mientras que las raices
a3, 23 corresponden a los puntos que generan un ciclo de periado dos,

Veamos como ejemplo la ecineldn 24y = 342 (1 = azy)

Los puntos z} =0 y z§ = 3=t = 0.70588 son puntos fijos para esta ecuacion,

Si evaluamos las otras dos rmcw obtendremos los puntos que generan mn cviclo de
periodo dos:

o} = e (347 4+ 34+ 344 - 2(3.4)7 - 3(34)?) = 0.84215

y
24 = gty (347 4+ 34— 344 — 2(34)7 - 3(34)?) = 045196

Como podemos comprobar:

primera iteracién, 3.4(0.84215)(1 - 0.84215) = 0.45196
segunda iteracidn, 3.4(0.45196)(1 — 0.45196) = 0.84215
tercera iteracion, 3.4(0.84215)(1 — 0.84215) = 0.45196
y asf sucesivainente.

Vemos que In trayectoria f"(zo) es atrafda a los puntos z3 y i,
En patticular f?*(z,) tiende a uno de estos puntos y la sucesién £+ (z,) al otro.

1.
. ’
. /
08 Frossn
1
. '
06. v s ‘
f ' H
pere e ;/ :
' H .
04 ' 7, ’:
/ '
M '
[ '
- )
1
! [
AN
H 1

e ) ;
0003 047,08 od 1
flz) =34z(1l ~2)
Los clclos pueden ser ciclos atractores o ciclos repulsores.

Un criterlo para determinar de qué tipo son, es evaluar nuevamente la pendiente de
la recta tangente o 1a funcién iterada en el ciclo correspondiente.
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Supongamos que un sistema dindmico tiene un ciclo de periodo dos a partir de los
puntos z; y zp = f(2,). Este cicloes :

Atractor si |(f*(x1))'] < 1. lo cunl por la regla de la cadens equivale a | f'(y ) f'{a2)] <
lyes

Repulsor si {(f(21))'] > 1, lo cual nuevamente por la regla de la cadena equivale a

') fi(z2)] > 1

Analicemos para qué valores de 4 el sistema dindmico zp4y = Azy(1 - 2,) tiene un
ciclo de perfodo dos atractor a partir de los puntos;

m,=§%(A+l+\/m)
z, = (A+1- VATT2A-3)

Hagamos f(z) = Az(1 - z), tomemos su derivada f'(z) = A - 24z,
Aplicando el criterio tenemos que |f'(z1) - f'(z2)] = 1(A - 24x)) (A - 24x,)| que
simplificando nos queda:

@) fla)l = |(1+ @ =24=)) (-1 + (B =24 - 3))|

Observemos que para gute | f/(z) - f(z3)|tome valores en los reales, necesitamos que

A*~24-3>0,locual nos llevaa que A > 3

Por otro lado, si |(1 +1/(A*=24-3)) (—1 + (A2 =24 - 3))[ < 1, tendriamos un
ciclo atractor, asf que si buscamos para qué valores de A esto se cumple, el problema
se redvce a encontrar las rafces del polinomio A2 =24 -5 =0

La vinica rafz positiva de este polinomio es A = 1 + 6 = 3.4494..,

Por lo tanto, para 3 < A <1 4/ el ciclo generado es atractor, mientrns que
para A > 1+ /6, el ciclo generado ya es repulsor.

En el ejemplo que estamnos considerando x4 = 3.4zy(1 ~1z;), los puntos z; = 0.45196
y 23 = 0,84215 generan un ciclo atractor de periodo dos como podemos comprobar:
Sea f(z) = 3.4x(1 — z), entonces f'(z) = 3.4 — 6.8z, asf que
(2@ = 1F(22) - f'(z2)l = (3.4 = 6.821) (34 - 6.822)] = 0.76004 < 1

D) Cuando A > 3.4494..,

En este caso al pasar por el valor A = 1+ v/ = 3.4494.., tenemos nuevamente una
bifurcacién,

El ciclo atractor que tenfamos {2}, 23} se transforma en repulsor, generindose un
nuevo ciclo atractor de perfodo cuatro.
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De esta formna, si el pardmetro A sigue creciendo, el 4-ciclo también se convierte en
repulsor y de ¢l nace un nuevo 8-ciclo atractor.

En la couacién 24y = Az{l —z) con 1 S A< 4y 0<z <, si graficamos en
el eje horizontal el pardmetro A y en el eje vertical el valor de z obtenemos lo que se
llama diagrama de érbita o diagrama de bifurcacién de la funcidn logfstica
f(z) = Az(1 - 2)

Este diagrama nos indica cdmo es la dindmica de nuestro sistemna, mostrandonos cémo
surgen las bifurcaciones:
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Esta sucesién de doblamiento de perfodos de ciclos atractores cnando A aumenta,
ocutre hasta el valor de A = A, = 3.5699456...
Este valor fue obtenido por Feigenbaum en 1975 con base en cdlculos hechos con la
ayuda de una calculadora.

Ya para el valor A = 3.57, la transformacidn f (z) = Az(l — z) admite todos los 2"
(n =0,1,2,...) ciclos, siendo todos ellos repulsores, sin contener ciclos de otros perfodos.

Para cas! todos los puntos zg € (0,1) y A = 3.57 1a trayectoria { f*(zo)} e, s atrafda
por el conjunto de Cantor petfecto, denso en ninguna parte!.

Este conjunto esté formado por un continuo de trayectorias, cada una de las cuales
es densa en este conjunto.

5i se contimia aumentando A aparecerdn nuevos ciclos, incluso de perfodos distintos
a2" para toda n € N. Por ejemplo para A = 3.83... la transformacién f (z) = Az(1 ~z)
ya admite ciclos de todos los perfodos naturales, etc.

3Ver Devaney. An Introduction to Chaotic Dynamical Systems. Addison Wesley. 1989, pp 129,
4idem.
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Sharkovskii ordend los mimeros naturales de la siguiente forma;

3.5.7,9,...
2:3,2.5,2.7,...
2¢.3,22.5,22.7,...
2%.3,28.5,2%.7, ..,

w200 28,2220 1

En 1964 prohé el siguiente teorema®;

Teorema de Sharkovskii.

Sea F ; R — R una funcidu continua. Suponganios que F tiene un punto periddico
de perfodo k y que k estd antes que ! en el orden de Sarkoskii que hemos mencionado.
Entonces F también tiene un punto periddico de perfodo {.

Este teorema, con hipdtesis muy sencillas nos da un resultado muy poderoso:

Por ejemplo, si la funcién tiene un punto periédico de perfodo 8, entonces la funcion
también tiene puntos periddicos de periodos 23, 2 y 1. O por ejemplo, si la funcidn tlene
un punto periddico de perfodo 6, entonces la funcidn tiene todos los puntos de perfodos
de potencias de 2" y ademds puntos periddicos de perfodos 2.5,2.7,...,2%+ 3,22 . 5, ...

~ Un caso particular de este teorema es el resultado de Li y Yorke que publicaron bajo
el titulo "Perfodo tres implica caos"®, el cual nos da las condiciones suficientes para
generar caos,

2.2.6 Condiciones suficientes de Li y Yorke.

Teorema de Li y Yorke.

Ses J un intervalo y sea 8 : J — J una funcidn continua.

Supongamos que hay un punto a € J para el cual los puntos b = 6 (@), ¢ = 6°(a), y
d = 0 (a) satisfacen qued<a < b<cdd > a>b> c, entonces:

1) Para toda & = 1,2,... hay un punto periédico en J con perfodo k.

2) Existe un conjunto no numerable § C J, (S no contiene niugiin punto periddico),
que satisface las condiciones siguientes:

2.1) Para toda py q € S con p # ¢ tenemos que :

SSharkovskdi A. N. Coexistencia de ciclos de una transformacidn continua oe la recta en si misma.
Ukr. Mat; Zhur.. Vol. 16, 1, 1964. pp. 61-71. (Existe traduccién al costellano en ln Revista del
Seminario de Ensefianza y Titulaclén, Vol. IV. 15, Enero 1988)

" SLi,T-Y and Yorke James. Period Three Implies Chaos. American Mathematical Monthly, Decemher
1975. 82, 985-992,
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limsup,_. 107(p) ~ 87(q)}{ > 0

y
Hminf e [0°{(p) - 6* (g} = 0
2.2) Para todo p € S y q € J punto periddico tenemos que:
limsup,_. 10"(p) - 8" ()] >0

En otras palabras. lo que nos estd diciendo este teorema es que a partir de una funcion
8 continna tal que para un punto z¢ tenemos un eiclo de perfodo tres: 6*(2€) < 1° <
6(z°) < 82(z°), entonces:

1) Esta funcion tiene puntos periédicos de todos los perfodos, incluyendo los gie no
son potencias de dos,

2) Existe un conjunto S no munerable en J, (§ no contiene puntos periddicos) tal que
todas las trayectorias que empezaron sin tener puntos periddicos permanecen en todo
momento sin tener puntos periédicos y ademds:

2.1) Existen trayectorias en S que pasan arbitrariamente cerca de todas las demds,
asf como también existen trayectorias en S tales que, no importando qué tan cercanas
estén, éstas tendrin que alejarse. .

2.2) Toda trayectoria en S camina alejéndose de un ciclo de cualquier orden en J. Es
decir, nunca llega a parecerse a ningiin ciclo de ningiin orden,

Podesnos ver mds fdcilmente cémo varfan las distancias de las trayectorias mediante
¢l siguiente ejemplo:

Sea la funcidn f(z) =4z(1 ~z) .

Tomemos dos puntos al azar, z;y = € (0,1) tales que la distancia entre ellos inicial-
inente sea un millonésimo: z7 ~ z; = 0.000001.

Iteremos la funcidn con estos puntos iniciales cinenenta veces. Si graficamnos en ¢l eje
horizontal el niimero de iteraciones y en el cje vertical la distancia entre las iteraciones
quie vayamos teniendo, el resultado es una grdfica como la siguiente:

t

o i 1}

tH .’f!

il l.ﬁh Lt

° L
iteraciones
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Las condiciones suficientes de caos dadas por la desigualdad 63(x) < 2° <
0(x°) < 6*(z°) pneden verse gréficaniente como sigue:

A v
7 ?

i ! /l/
. / '

/ p
/

RS
4
v

Fixy = 3.839x(1-x)

Cuando se satisfacen las condiciones anteriores diremos que hay caos segin Li y
Yorke.

Cabe mencionar que existen otras definiciones de caos, por cjemplo, Ia més conocida
es In definicidn de caos segiin Devaney que da en su libro ™ A First Course in Chaotic
Dynamical Systems"?

Intuitivamente lo que se le pide a una funcién f : Af — A, con M espacio métrico y
completo, para que tenga comportamiento cadtico es:

1) Que tenga sensibilidad a las condiciones iniciales, lo cual significa que par-
tiendo de dos puntos por muy cercanos que estos se encuentren en el inicio, estos podrin
alejarse conforme transcisra el tiempo, pudiendo ser su evolucidn totalniente distinta,

2) Que sea topoldgicamente transitiva, lo que quiere decir que el sistema, comience
donde comlence, pasard cerca de cualquier posible estado en algiin momento y,

3) Que el conjunto de puntos periédicos de f sean densos en X , es decir, cerca
de cualquier estado posible hay puntos periddicos, '

Por otro lado, cabe mencionar que ia definicién de caos segiin Devaney implica la
definicién de caos segiin Li y Yorke, pero no al revés.

"Devaney, A First Course in Chaotic Dynamical Systems. Addison Weslev, 1992. Cap.10
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2.3 EL MODELO DE CRECIMIENTO ECONOMICO.

2.3.1 El modelo.

Los estudios de la funcién de produccién agregada se remontan a la década de 1920 con
Panl Douglas. Posteriormente, en los aiios sesentas Robert. Solow, Joln Kendrick y Ed-
ward Denison retomaron el tema con el objetivo de aumlizar de qué manera el erecimiento
econémico depende del crecimiento del capital, del trabajo y de It producrividad.

La teorfa econdmica neocldsica nos dice que la actimulacidu de capitales depende de
Ia propensién que se teuga de nlorrar, asf conto de la productividnd que se obtenga ol
explotar un cierto capital,

En cuanto a la produccién, se constdera que ta parte del voltimen de ésta es cou-
sumida mientras que otra parte es destinada al aliorro.

Para esta teorfn, el insumo de la produccién estd formado por el capital & gue se
tenga para producir y por la mano de obra Ly, ast que podemos escribir la funcion de
produccién como f {ky, L)

La inversidn neta, que es la tasa de incremento de capital en nn perfodo dado, segin
la teorfn neocldsica, depende de la funcién de ahorro s(k:) y de Ja funclon de produccién
[ (ke, Ly) que se tenga, de tal forma que el incremento del capital queda determinado por
la ecuacion;

ki = S(kt) . f(kn Ly)

Para determinar el empleo total, tenemos {a ecuacidn Ly = Loc™ donde Ly es el
cmpleo total inicial y la fuerza de trabajo aumenta a uun tasa relativie constante n, la
cual, st no hay cambios tecnolégicos es la tasa natural de crecimiento,

Diversos economistas tales como Harrord, Johnsen y Kahn , plantearon algunos mod-
elos de este tipo, Finalmente, Robert Solow®, en 1956 plantea el crecimiento de capitales
con la siguiente ecnacidn en forma discreta:

T

donde: ,

ki es ¢} capital gue se tiene al tiempo ¢,

s(k) es la funcién de ahorro que depende del capital £, que se tenga al tiempo ¢,

f(k) es la funcién de produccién que depende del capital & al tiempo ¢ in-
dicdndonos cudnto se obtiene después de invertir un cierto capital & al tiempo't y

BSolow, Robert. A Contribution to the theory of economic growth. Quartely Journal of Economics.
Vol 70, 1956. pp.63-94
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A ¢s la tasa "natural” de crecimiento de la poblacién.

Et crecimiento hulanceado que se pueda tener entre el capital acumulado y el crec-
imiento de la poblacién estard nsociado con los estados estacionarios de ln ecuacidn
anterior; es decir, dependiendo del comportamiento del ahorro y de In productivad que
se tenga del capital, el crecimiento econéinico puede ser estable 11 oscilar alrededor de-un
punto couvergicndo a éste o formar un ciclo.

Bajo este modelo de crecimiento econdmico, Day® muestra que existen valores de los
pardmetros de las funciones de ahorro y de produccién para los cuales las condiciones
establecidas en el Teorema de Li-Yorke se satisfacen. Con esto, el crecimiento econdmico
no solo puede ser estable u oscilar convergiendo a un punto o formar ciclos, sino que
también, bajo estas circunstancias, el crecimiento econdmico puiede ser cadtico en el
sentido de Li y Yorke,

Reescribamos las condiciones dadas por Lt y Yorke utilizando Ias variables del modelo
de crecitiento econémico de Solow:

Sea k* el capital que maximiza el producto de las funciones de ahorro y de produccién:

s(k) - f(k) y sea k™ la cantidad que se obtiene al invertir k°, es decir k™ = !k"i);[i(‘k"l

Si suponemos que hay un crecimiento econdmico al invertir el capital A*, entonces
tenetnos que A™ > k°,

Llamémosle A° al capital minimo que al evaluarlo en nuestro modelo de crecimiento
nos produce el capital k*que maximiza el ahorro y Ia produccion.

Es decir, A° es la raiz mis pequeiia que obtenemos en la ecuacién %—1 k.

Con esto, la condicién suficiente de caos establecida por el teorema de Li-Yorke se
convierte en encontrar un k™que satisfaga la signiente designaldad:

LA < ke < ke < k™

El Teoremade Li y Yorke nos dice que si se satisface esa desigualdad, entonces existen
ciclos de cualquier orden. Es decir, pm-a todo n con n = 1,23, ... existen puntos tales
que 8° (k) = k, donde B(k) =

Et la secciones siguientes nnallzaremos dos casos del modelo de crecimiento econdmico
y veremos si se satisface o no la desigualdad anterior y bajo qué condiciones.

2.3.2 Ahorro constante con una funcién de produccién Cobb-
Douglas.

Retomando la ecuacidn que nos interesa, ky.y = %ﬂ, consideremos e] aliorro con-
stante s(k) = o y una funcién de produccién Cobb-Douglas. es decir, nna funcién de

produccién tipo potencial f(k) = Bk%, con0 <4< 1
Day Richard, Irregular Growth Cycles. The American Economic Review, Junio 1982, pp. 406- 414,

3



P

De esta forma, el modelo neovldsico de crecimiento eccondmico se convierre en la
ectiacion:

al]k“'
ke = T+A
Veamos como ejemplo cuando 7 = 1, B = 1, § = 0.5, \ = 0.5, tenemos que ky;y =
0.8 N .
{;j;ﬁ. cuya gréfica es como la signiente:

//
08.
06 ‘;_/I»’/ f
2z }
0.4. : |
7
= )
02 _;' 1
A/
LU ¥ RV Y 1 1 )
ko.s
ke = 15

Como 3 toma valores positivos menores que uno, Ja funcién es monétona estrictamente

creciente. Con esto tenemos que todas las trayectorias convergen al punto de equilibrio
determinado por:

. ... oBkA
k= T+
ko
¥ =1
L(1-0) .. 28
k TN
-_(;&)l-
L_\H-

Que en nuestro efemplo serfa k = (n‘lﬁ)‘:h = 0.44444...

E! capital acumulado bajo este modelo econémico siempre convergerd a un equilibrio.

Este modelo no presenta ninguna dindmica complicada ni nmcho menos compor-
tamientos cadticos.

En términos econdmicos, la dindmica que representa es la de un desagrollo econémico
creciente que tiende a un equilibrio conforme transcurre el tiempo.
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2.3.3 Ahorro constante con Inhibicién en la funcién de Produc-
tividad.

Supongamos ahora que fa productividad se ve reducida por ui "efecto de inhibicién” o
de "contaminacién” cansado por el incremento de concentraciones de capital de acierdo
a un término multiplicative (m — k)%,

La funcidn de produccién Cobb Douglas bajo este esquema serfa f(k) = Bk3(m ~ k)7
eond<I<lyd<y<.

Si mantenenios constante el radio de ahorro a, la ecnacién en diferencias que obten-
dremos para ¢l modelo de crecimiento econémico serd:

oBk (m-k)?

krat = =433

Para ver por qué en este modelo hay caos segin Li y Yorke, tenemos que ver que
esta ecnacion tiene ciclos de todos los perfodos. Si encontramos valores en la ecuacién
del modelo para los cuales se genera un ciclo de perfodo tres, habremos probado que la
ecuacion del modelo es cadtica en el sentido de Li y Yorke.

Busquemos el valor k* para el cnal se maximiza by = ﬂ‘{%—"’—'ﬁ
Seaa= & yseny = "-”-"M = ak? (m - k)"

derivando y con respecto a l. teremos:

y = a8kt (m = k)" ~ akf(m ~ k)" !, si igualamos a cero:
adk? (m ~ k)" - akfy(m ~ k)"

De donde se obtiene que k* = ( 7 +7)

Para obtener k™ evaluamos en k* la ecuacion Ky = -"-B—kﬁ(;'_"fi’l- asf que

™ = = IB makt)Y 1+A ((B‘H) ) ( ‘,H)m) =-""‘,( IL./'I( )J.H

T+
Por lo tanto k™ = 25 4%y7(F5L )

Nétese que k™ depende del pardmetro B, pero no de k*. Esto significa que la gréfica
de la ecuacién en diferencias que obtuvimos pitede crecer tanto como B crezea sin que
haya cambios en el valor de k*.

Cuando k se aproxima a cero la pendiente de la funcién de produccidu f(k) =
Bk3(m — k)7 crece indefinidamente pies crece como &, Consecentemente, para condi-
ciones Iniciales suficlentemente pequeiias, el crecimiento deberd ser positlvo para evalgquier
valor positivo de B. , '

Para valores suficientemente pequeiios de B el comportatmiento es como e de la grafica
siguiente, teniendo un punto fijo k%l cual convergen todos los puritos.
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Veamos por ejemplocuando s =1, B=1l.m=1,3=05y 5 =02

oy 3 -k l] ¥
La ecuacidn de nuestro modelo es &y = L%-O—:——

Este alcanza 1 méximo en k* = (zL)m = (7255) = 0.71420
Obtem'mos el valor de
= ﬂﬁ. r( )do--y — ______0 5050, qOQ(_L)O 5402 = ().43856

Como podemos ver en la gmhcn.

.

o]

ko,u“_k')o,a
by o= k) -
ey = =53

[ ‘.
0002 .9,4 k.0.6

Cnando el pardmetro de produccién B crece, el estado estable del capital crece hasta
tender n que k™ = k* = k*

Este es un punto de bifurcacién cuyas oscilaciones en el capital-trabajo deben
surgir para valores grandes de B .

Si los valores de nuestros pardmetros satisfacen k* < k™ < m, esto es;

A dar(m AT
Fam < et (ﬁ ) sm,

el capital-trabajo mostrardé eventuslmente oscilaciones, quizd después de tener un
perfodo de crecimiento.

Para ver si estos ciclos pueden ser cadticos necesitamos ver si existen valores de los
pardmetros que satisfagan las condiciones de caos que establecimos en un principio.
Queremos evitar valores negativos en & que es.nuestro capital. Como la funcién se
hiace cero enando & =0 y cuando &k = m, entonces tenemos que tomar k™ < m.
Busquemos un valor de B, digamos B” que satisfaga k™ = m

. gB an Aty
k™ ‘;Mﬂ 7(ﬁ+7) =m.
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{ 1+
Despejando tenemos que BY = —-2lAL
pey q ()

De k" = (Fg_;)m se observa que k* < k™

Veainos el ejemplo anterior. La ecuacidn del modelo que estabamos considerando era
0.8() )02 3 » 3
by = By Qioky) Sustituyendo en B" = —2UE . encontramos el valor de
o8 a87(38%5)
;
B" =2.2802.

- . B3 (me k)Y Lo
Al sustituir el valor de B” en la ecuacidn kpyy = ‘-’-——ffg’,\‘—-!)—, tenemos la siguiente
grificn:

O N ¥ B L .
fpuy = 2IB0REN1-k)02
t+ = 1405
En este ejemplo tenemos:
. — 0.5 -
k= () m = (58) = 0.711420

m . eB'(k* )M (mek)Y _ 2.280200.71420)°5(1-0.71420)%2 _ , _
k™ = = =l=m
3) 1405

Existen dos raives positivas de la ecuncidn &* = %—%’k"(m — k).

Llamémosle &° a la rafz mds pequeiia.

Tenemos que 0 < k¢ < k* < &™ , donde A genera k°; k* genera &A™ y k™ al evalnarla
en la funcién toman el valor de cero como se ve en la grifica anterior.

Nuestra funcién mapea e intervalo [0.m) en sf mismo. asi que todas las condiclones
del teorema Li-Yorke descritas anteriormente se cumplen,

En nuestro ejemplo, tomemos el valor de b = 0.71429 que obtuvimos auteriotmente.
Veamos su diagrama de bifucacién'’;

19Este diagrama fue hecho mediante un progroma de cémputo con la ayuda de Hugo Jiménez,
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Como nuestro diagrama fase puede crecer continuamente, existe un valor mfnimo de
B, digamos B’ tal que para cualquier B en el intervalo [B', B) cxiste un punto &° que
depende de B y que satisface la ecuacién &* = l—"f’xk"(m — k)7 cumpliéndose la siguiente
desigualdad:

0< Bk (m — k™)1 <k < k* < k™.

Para el caso particular en que § = 4 = m = |, la ecuacidén en diferencias ki =

-’-Eﬂx;—"{ﬁu se puede reducir a la ecuacién logfstica que ya hemos visto anteriormente
Iy = Al:l("l - 2(), con A= :—_&.

Asf que para combinaciones de pardmetros tales que 3,6699456... <
ciclos de todos los perfodos'!, presentdndose el caos que definimos como

y Yorke"

o H
Iry Y < 4 existen

'Caos segiin Li

g !

1er seccién 2.2.5 y 2.2.6 de la tesis,
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Capitulo 3

DIFICULTADES EN LA TEORIA
DEL EQUILIBRIO GENERAL

3.1 EL MODELO DE EQUILIBRIO GENERAL.

Uno de los orfgenes de la Teoria del Equilibrio sc remonta al siglo pasado con el planteamiento

de "la mano invisible" de Adam Smith, :

Esta teoria plantea grosso modo, que si dejdramos actuar libreimente a todos los
agentes que intervienen en nna economia de tal forma que cada quien busque lo mejor
pura si mismo, llegard un momeuto en que cada nio se encontrard realizando la actividad
que le represente wayor rendimiento y mayor satisfaceion, por lo que se tenderia hacin una
libre cconomia regida vinicamente por 1a ley de ln oferta y la demanda, sin {a necesidad
de tener politicas reguladoras,

Este planteamiento lia captado poderosamente la atencién de diversos ccononiistas
en distintas épocas,

Con el fin de determinar la veracidad o no de ésta teorin, economistas tales como
Walras y Debren, entre otros, han introducido modelos econdmicos. haciendo nso de
herramientas matemdticas para intentar estudiar y "comprobar cientificainente ” tales
teorias,

De alguna manera, en todo loque va del siglo, la econoinia ha tendido a matematizarse
corriendo el riesgo de que los modelos matemdticos sugieran las hipétesis del modelo
econdmico en lugar de ser al revés,

En este capitulo estaremos interesados en estudiar la dindinica de la Teorfa General del
Equilibrio. Esta teorfa corresponde a la Microeconomia, que es la parte de ia economia
que se encarga de estudiar el comportamiento de los agentes ccondmicos asi como la
forma en que estos interactiian entre s,
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En términos generales, ¢l andlisis del cquilibrio es considerado como el estudio del
comportamiento ce un sistema ccondémico enando las acciones que toman los agentes
econdmicos son compatibles entre sf.

Como nos interesa estudiar el comportamiento de los agentes econdmicos, si suponemos
que cada uno de ellos busca lo mejor para si misino, pedemos modelar su comportamiento
mediante ln optimizacién de los heneficios individuales que estos pudieran obtener al ac-
tuar de una u otra forma,

Aceptando el modelo de comportamiento optimizador y restringiéndonos al estudio
de estados de equilibrio, la finalidad de la microeconomia serd ln de buscar los estados
tales en que cadn agente econdmico haya obtenido lo mds y mejor posible para ¢, es
decir, buscar situaciones en las que ya no le sea posible mejorar, ni aiin modificando sn
comportamiento.

En otras palabras, en un equilibrio econdmico, cada agente elige su forma de actuar
que, dadas las acciones de los demds agentes, considera 6ptima y factible para si mismo.

Bajo este esquema de optimizacion es necesario especificar las acciones que el agente
econdmico pueda realizar y reconocer sus limitaciones, Por ejemplo, para ¢l consumidor
debemos considerar sus limitaciones de presupuesto, para la empresa limitaciones de
tecnologia, etc.

En este capitulo nos interesard estudiar en particular el comportamiento de la oferta
y la demanda.

Un agente econdmico decide la cantidad que quiere demandar de cierto bien en funcidn
de su precio y en funcién a la cantidad que el posea.. Se supone gue st forma de actuar
corresponde a un proceso de optimizacién de los beneficios que puedan representarle el
adqulrir ciertas mercancias,

De igual forma, otro agente econdmico mediante un proceso de maximizacion deter-
mina la cantidad del bien en cuestion que quicra ofertar. Si partimos de un sistems de
precios dados, no parece que lleguen a ser compatibles en primera instancia ln cantidad
ofrecida y la cantidad demandada del bien en cuestion, En este caso, decimos que el
mercado se encueitra en desequilibrio.

Aunque en principio hablamos de desequilibrio, resultarfa interesante estudiar cémo
se comportan los mercados bajo esas ciraumstancias,

Pudiera suceder que algunas transacciones se llevan a cabo al precio dado, mien-
tras que quizd otras mercancfas a un precio no sean demandadas, aunque por otro lado
también puede ser que los oferentes bajen sus precios para captar mds consmmidores.



Los precios de Ins mercancias son determinados por las acciones de los agentes econdmicos.
Si pitetimos de un sistema de precios dado, los agentes intercambiardn entre si sus wer-
canvias tratande de satisfacer sus demandas y ofertas; si la demanda u oferta de algunn
mercanea 1o es satisfeclia o ese sistema de precios dados, los precios tenderin a modifi-
carse y asi sweesivamente tratando de satisfacer todos sus necesidades de demanda y de
oferta. Este proceso define la dindmica de los precios.

De aquf surgen preguntas muy interesantes:

. Puede darse el cnso de que el precio se "ajusta” conforme transcurre el tiempo para
equilibrar el mercado?, si es asi, ;bajo qué condiciones se logra?

Quizd se empiece con un sistema de precios que sea incapaz de ser compatible con
los descos de demanda y de oferta de los ngentes economicos, pero conforme transcuire
el ticmpo. este sistema de precios se va modificando, jtenderd al equilibrio? o por el
contrario, /se alejard de éste?

La primera pregunta a contestar es conocer si realmente las condiciones de equilibrio
pueden satisfacerse. A este problema se le conoce como la Existencia del Equilibrio y
va esti probado que diclio equilibrio siempre existe. Para quien esté interesado en ello
podria revisar cualquier libro de Microeconomia'.

Partiendo de In existencia del equilibrioc a nosostros nos interesard conocer céme
responderd este equilibrio a ciertos cambios del entornio econdmico,

En la primera scccién describiremos el modelo econdmico al eual nos estanos re-
firiendo, para Inego, en la segunda seccidn analizar dos teoremas que nos dicen cdmo
es In dindmica de esta economfa, sus complejidades y la posibilidad de que presenten
comportamientos cadticos,

3.1.1 Los Precios en el Intercambio Puro.

Nos limitarenios a analizar el caso particular del modelo de equilibrio general en una
ccononifa, donde todos los agentes son consnmidores, es decir, no hay produceion,

A cste tipo de economfa se le conoce como economia de intercambio puro,

En cste modelo cada agente econtémico va a intercambiar sus mercancfas de acuerdo
n sus necesidades, gustos y preferencias, as{ como también de acuerdo a la cantided de
mercancias que posea inicialmente.

Consideremos n > 2 tipos de mercancias cuyo precio estd dado de antemano.
Sea p; el precio correspondiente a la j-ésima mercancia, de tal forma que ol costo de
2 unidades de la mercancia j serd ¢l producto p; - z;

'Recomiendo ver Varian, Andlisis Microccondmico. Antoni Bosch Editor. 1982, Capit. V1.
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Podemos representar el sistema de precios de las mereancins que hay en la economia
mediante un vector de precios. Este vector tiene n entradas que correspouden a los
precios de Ins p mercancias de nuestra economia,

Diremos que el vector-de precios de nuestra economin es p = (py,.... pn)

Representaremos una cierta combinacion de mercancfas mediante el vector x = (2y,...,2p).
donde cada entrada representa ta cantidad x; que se adquiere de la j-dsima mercancia,
A cste vector le Hamaremos una canasta de mercancias.

El costo de una canasta de mércancias estard dado por e} producto interno p - x,
ya que éste es la suin del costo de cada mercancia.

' Cada agente econdmico, digamos el k-ésimo agente, posee ciertas cantidades iniciales
) de mercancias, las cunles representaremos por un vector que llamaremos vector de
dotaciones iniciales w* = (w;,...,w,), que representa la cantidad que posce de cada
mereancin, munqie por snpnesto, este vector piede tener ceros en alginas entradas, pero
no cantidades negativas.

Este vector que representa los bienes que posee ol agente, lo lleva a tener una viqueza

r* que estd dada por ¥ = p.wh

Cada uno de los agentes podrd adquirir diversas cannstas de mercancins con la
condicidn de que ¢} costo de diches canastas no sobrepase Ia riqueza que el agente posee.

En términos mateméticos denotemos por X al conjunto de canastas de mercancias
que puede adquirir el agente bajo su restriccién presnpuestarin:

X={x"eR;‘_ Ip(x"—w") 5‘0}

Este conjunto nos denota lo que llamuremos la Regién Factible,

Veamos por ejemplo una economia con dos mercancfas r, y x; a precios p, y ps
respectivamente,

Si el agente tiene un cierta riqueza inicial r, entonces puede adquirir una cierta canasta
de mercancia x tal que p-x < r

A partir de esta restriccién podemos encontrar la regién factible:

; p'xsr

(pup2) (z1y22) S 7

mTitmnsr

por lo que resulta
73S & - By
oS -

Esta regidn estd delimltada por lo que llamaremos el plano presupuestal, obte-
niendo la grifica signiente: '
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Nétese que el vector de precios preswlta ser ortogonal al plano presupuestal.
Esto se derjva de la restriccién presupuestarin de cadn agente:
p(x" ~w") < 0, st el agente consume tode su dotacion inicial, lu restriccidn se

-convierte en la igualdad p (x" - w") =0,

3.1.2 La Funcién de Utilidad.

Cada agente econdmico tiene diversos intereses y preferencias particulares sobre las posi-
hles mercancfas que pueda adquirir. Habiamos dicho que cada uno de ellos iha a adoptar
una conducta optimizadora, es decit, cada tno va & buscar lo mejor para sf misnio opti-
mizando sus recirsos.

Antes que nada, debemos caracterizar matemiticamente cémo son las preferencias
de los agentes econdmicos, Para ello introducimos una cierta fimeidn que lamaremos
Funcién de Utilidad:

Definicion: Sea la funcién ux : B € R} — R donde B es un conjunto ahierto?, una
funcién contimia tal que u(x) > u{y) si ol agente econémico & prefiere la canasta de
mercanc{as x a la canasta de mercancias y, es decir si x > y. Decimos que u es una
funcién de utilidad, ‘

Tradicionalmente los cconoinistas parten de clertos supuestos que le piden a la funcién
de utilidad para que sen mds manejable matematicamente, estos suptiestos son:

a) Que sea una funcién de clase C?, lo que significa que existan las derivadas parciales
de la funcidn y que ademds éstas sean continuas,

?El concepto de derivada tiene sentido si el conjunto del dominio es abierto, es decir, si todos fos
puntos de dicho conjunto soit puntos interiores, por ello hacemos uso de B
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Este suptiesto o5 de gran ntilidad para cuando queriimos optimizar, pres peddemos
utilizar las téenicas de Lagrange.

b)Que la funcién de ntilidad sea una funcion coneava y que las derivadas parciales
sean positivas.
Intuitivamente la idea de este supuesto es la siguiente:

La funcidn de utilidad nos indica precisamente ¢l beneficio que representa parn ol
agente ¢t adquirir ciertas cantidades de mercanefas; bjo este esquenta. es gico suponer
qne mientras mayor cantidad de mercancfas tenga, esto le representard una tuyor util-
idad. Asi que la funcién de utilidad debe ser creciente, es por ello que se le pide a la
fimeién que sus derivadas parciales sean positivas,

Por otro lado, st observamos cémo crece la utilidad con respecto al incremento de
mercancias, vemos que a mayor cantidad de mercancies mayor utilidad nos representard,
pero no en forma exponencial, veamos por ejeniplo que si el agente adquiere tn par de
zapatos y lo compara con adquirir tres pares de zapatos, seguramente ln utilidad que
Je representa entre wnn adquisicién y la otra serdn muy diferentes, no asi en cambhio
si comparamos la utilidad que le representa entre adquirir trece pures de znpatos con
respecto a adquirir quince pares. Intuitivamente, al no haber un orden natural en R,
esto nos lleva a pedir que la imeidn que sea céneava.

Otra forma de denotar las preferencins de los agentes econdmicos es medinute una
Relacién de Preferencias (=) que definimos sobte el espm'lo factible X .

Escribiremos:

x > y cuando la canasta de mercancias x sea estrfctamente preferida a la canasta de
mercancias y.

x = y cunndo la canasta de mercancias x sea ol menos tan preferible que la canasta
de mercancias y.

x ~ y cuando la canasta de mercancfas x sea idénticamente preferible a la canasta
de mercancias y.

Los supuiestos que s tienen de In Relacién de Preferencias son los siguientes:

1} Completez; para todo par de canastas factibles x y y € X, se cumple que x = y
dy=x.

2) Reflexividad: para toda canasta de mercancias x € X, se cumple que x = x.

3) Trausitividad: para toda canasta factible x,y,z,€X,six - y y y = 2, eutonces
X=z

4) Continnidad: para toda canasta factible y € X, los conjuntos {x:x >y} y
{x:y = x} son cerrados. de donde se sigue que los conjuntos {x:x >y} v {x:y > x}
son abiertos.
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Por atro lado. otros supnestes que se manejan de fa funcion de utilidad y de las
relaciones de preferencias son:

1) Monotonicidad fuerte; si x = y y x # y = x > y .Este supuesto afirma que
siempre preferiremos tener s,

2) Insaciabilidad locnl: dados unx € X y unz > 0, existey € X con [x~y{ < ¢
tal que y > x. En términos ccondmicos, este supnesto nos dice que siempre es posible
micjorar ligeramente avin euando sélo se permitan pequeiias varinciones de la combinacidn
de consumo.

3) Convexidad estricta: dados x# y,z€ X, sixzyy z = tx+ (1 ~ t)y > 2 para
toda ¢ € (0,1). Este supuesto implica que el agente prefiere poseer combinaciones de dos
wereancias que poseer nna sola.

Por 1iitimo, en cuanto a las relaciones de preferencia, mencionaremos 1in teorema que
dice "..si ¢l orden de preferencias ¢s completo, reflexivo, transitivo, continno y cunple el
sipuesto de monotounicidad fierte, entonces éste se puede representar por medio de una
funcién de utilidad..."?

Nosotros estaremos interesndos en defiuir las preferencins de los agentes a través de
su funcién de utilidad porque medionte ésta es més ficil aplicar herramientas de Célenlo
para resolver el problema de optimizacién,

Habiendo definido la fimcién de utilidad para un agente econdmico, venios que puede
existir nna serie de canastas de mercancins que podrian representar ia misma utilidad para
el agente, asf que definimos 1na curva de indiferencia como el conjunto de todas las
combinaciones de consumo indiferentes entre sf, Estas curvas corresponden precisamente
o las curvas de nivel de la funcidn de utilidad u.

3.1.3 El problema de maximizacién y su solucién.

Una vez definidas las limitaciones presupuestarias del agente econdmico y habiendo
definido sus preferencias mediante wna funcién de ntilidad, el problema al que se en-
frenta el agente econdmica es el de maximizar los beneficias que pueda obtener, es decir,
maximizar su funcion de utilidad con la restriccién de limitarse n su presnpuesto.

En otras palabras, cada agente deberé:

maximizar ug(x)
sujeta aprx < rt

3Wer Varian, Andlisis Microccondmico. Antoni Bosch Editor, 1982. pp.134
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Se nos presentan los signientes casos:

a) Cuando p = 0 el problema no tiene solucion ya que al ser cero los precios de
todas las mercancias, cialquiier eannsta de mercancias x sntisface la restriceion pero no
podemos: hallar una canasta de ercanclas x que tmaximice nuestra funcién pnesto que
ln regidn factible es no avotada, Lo mismo sucede si el precio de alguna wercancia es
cero, es decir si p; =) para algin j

b)}Cnando el agente econdmico no posee dotacion inical, es decir » = 0, el problema
tiene como ituica solueion el adquirir cero mereancins, asf que la solucion trivial es x = 0.

¢) Cuando al ngente posee una riqueza r > 0 y los precios de las mercaneias son
mayores que cero, p > 0.

En este caso a solucidn existe y lo vemos al aplicar el teoremn de Weierstrass:

Tomemos a 1 cotno una funcién de utilidad, ug(x) : X — R. Aplicando el Teorema
de Welerstrass, tenemos que al ser X un compacto y por ser ux uns funcidn coutinua,
entonees ux(x), x € X, alcanza su méximo y su minimo.

Recordemos que X es la regidn factible dadapor el conjunto X = {x" e |p (x" - w") < 0},

ol cunl es carrado y acotadlo.

Linmémosle x* a la canasta de mercancias que obtenemnos al maxintizar la funcién de
utilidad. .

Bajo el supuesto de insaciabilidad local, que nos decia gite a partir de una canasta
duda siempre podemos hallar otra quite nos permita mejorar miestra utitidnd, vemos que ln
cannst dptinia x°, debe ser tal que satisfaga la restriceidn presupnestaria con la igualdad,

El razonmuiento es el signiente: (por contradiccién)

Supongamos que se satisface el principio de insaciabilidad local. Supongamos que
existe x* dptimo tal que p - x* < » . Como x’cuesta estrictamente menos que ln eantidad
r , todas las combinaciones pertenecientes a X que esten suficientemente cerca a x'
costaran menos que » y por lo tanto serdn factibles, Pero por la hip6tesis de insaciabilidad
local tiene que existir un x cercano a x* tal que sea preferido a x*, lo que nos lleva a que
x* 1o es éptimo !

Por lo tanto, una combinacién x*que maximice la utilidad debe de cumplir con
p:x'=r ‘

Podemos replanteny el problenta como

maximizar ug(x)
sijetn apox* =r
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Este problema de maximizacin lo podemos resolver con la ayuda del teorema de
mltiplicadores de Lagrange:

Teorema de Multiplicadores de Lagrange:

Sean f:UCR"— Ryyg:UCR"— R funciones suaves dadas.

Sea g € Uy glwg) = ¢ y sea S el conjuuto de nivel para g con valor ¢. donde
{z € R* | g(ix) = c}. Supongamos que Vg(xp) # 0.

Si f 1S que denota "f restringida a §" tiene un miximo o m minimo en 29 de S .
entonees existe un numero real A tal que ¥V f(zq) = AVg(zo).

Queremos maximizar la funcion de utilidad g : RY — R sujeta a la condicidn
g: X CRY = Rcong(x) =p-x* = res decir, g(X) = pyay + . + pady = 1.

Si npll(‘dmOS el teoremn de Lagrange tenemos que existe un A tal que VUi(z) =
AVg(z)

donde Vu(x) = (5, 54) y vy(x) = (%2, .., ) = (. op) = p

dzy ' Bx dry 100 dxy,
asi que (Q,',igl, vy %—‘,(:-l) = APree Do) = AP
a_gg_; = \p; 0 bien Vur(x(p)) = A

Veamos un ejemplo:

Supongnmos un espacio de n = 2 mercancias y, 2, cuyo vector de precios es p = (1,2)
respectivamente.

'El agente k dispone de mm riqueza r = 10 y sus preferencias estdn (leﬁmdus por una
funcién de utilidad u(z) = zl 23,

1 Qué canasta x = ( zj,z) maximiza su utilidad sujeto u su restriccidn presupries-
taria?

El problema que se nos plantea es el de

maximizar la funcién u(x) = m,i m?
sujeta a xy + 222 = 10

asf que )
Vulx) = (—”‘igl—(;i:(?) ( Iy gxz.'z‘lfx;%)
Vy(x) = (4, %) = (1,2)
como Vu(x) = A\Vg(x) =>

11‘1 Zy =)

;}3’25 = /\
lo que nos lleva a que
=2}

rx
VE=4
dedonde A = 3 y £y = 22,
por lo tanto 2y =5 y 2.3
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Asf que el agente deberd adquirir cineo unidades de la mercancin uno y cinco medios
de a mercancin dos, de tal forma que esta combinacion le representa la mayor utilidad
posible y no sobrepasa su presupuesto,

Su representacion grafica es Ia siguiente:

P
-

3.1.4 La Funcién Agregada de Exceso de Demanda £(p)

Recordemos que originalmente cstamos interesados en determinar si es posible que los
agentes actiten, ofreciendo y demandando mercancins de una forma dptima de tal manera
que sus acciones sean compatibles con la de los demds agentes econdmicos.

Ya hemos visto que las preferencias de Jos agentes pueden quedar representadas
matemdticamente por lo que Hamamos funcién de utilidad, a la que pudimos maximizar
facilmente,

Pnes bien, ahora definiremos una nueva funcién que nos va a permitir medir de qué
forma se da esa "compatibilidad” de la que hemos estado hablando.

Diremos que las acciones de los agentes econdinicos son compatibles cuando todos
estén’ satisfechos, lo que corresponderd a que todos los agentes que deseaban ofrecer
clertas mercancfas hayan encontrado agentes que ias adquieran y también, todos los
agentes que demandaban ciertas mercancias hayan padido satisfacer su demanda.

Precisamente cuando se da esa situacién en que la oferta igusla n la demanda diremos
que ¢l mercado estd en equilibrio,

Para medir en una economin qué tanto un agente estd alejudo del equilibrio definimos
la funcién de exceso de demanda del k-ésimo agente £5(p) como la diferencia entre
lo que demanda el agente k, x*(p) y lo que ofrece, w¥, es decir, su vector de dotaciones
iniciales.

Asi que la funcién de exceso de demanda del agente k serd: £(p) = x¥(p) - w*
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De igual forma para medir en una economia qué tanto sta se encuentra alejada
del equilibrio definimos la funcién agregada de exceso de demanda &(p) como la
suma de los excesos de demawda de todos los agentes, es decir. &(p) = X4 &(p) =
Liaxi(p) = i wh

Estniltima funcidn que acabamos de definir tiene tres propiedades importantes y son
las que tradicionnlmente se conocen:

1) La funeidn &(p), es na funcién bien definida y snave. Lo cual se debe a que la
funcién de demanda y de oferta tienen esta propiedad.

2) Es una funcién homogénen dé grado cero,

Si todos los precios los multiplicamos por alguna constante, ni la demanda ni 1a oferta
de las mereancins variard, asf gue el conjunto presuptestario permaneceri constante. Por
cllo decimos que las fimciones de oferta y de demanda son homogéneas de grado eero.
Como In funcién agregada de exceso de demnndn es la diferencin de las fimciones de
oferta y demanda, dsta segnird slends homogenea de grado cero.

Matemidticamente definimos una funcién homogénea de grado p como signe:

Sea f una funcién definida en un conjunto abierto S en R". Decimos que f es

lomogénen de grado p sobre S si f (Az) = Af(z) paratoda A€ Ry parntodax € S
tal que Az € S.

3) Otra propiedad tmportante de la funcién £(p) es In que se conace como In Ley de
Walras, la cual dice que In funcién agraguda de exceso de demanda £(p) es ortogonal al
vector de precios p.

Esto se debe, como podemos ver al evaluar p - £(p) como stgue:

p-E() = - (Z1185(0)) = p- (Sha (6 (p) = W) = p- (S0 X (p) ~ Dp W) =

by (p sx*¥(p)-p- w") =0 yn que x*(p) debe ser tal que p - x*(p) = p - wh =1k,

por lo-tanto, p - &(p) = 0, es decir, ¢l vector de precios p es ortogonal al exceso de la
demandu £(p).

Nos interesn estwdior y earacterizar la funcién agregada de excese de demanda porque
esta funcion nos dice como se comporta en términos generales el mereado. A partir de
esta funcidn podemos inferir si las acciones de los agentes econdmivos ademds de ser
opthnizadores, son compatibles entre si.

A simple vista, las propiedades mencionadas sélo nos hablan de wna funcién con
" hmenos compaortmientos” que en ningiin nwomento parecicran ser cadticos: para verifiear
lo anterior, estudiemos mds a fondo cémo se comporta esta funcion ubicando los precios
en i modelo dindimico.
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3.1.56 El Modelo Dindmico.

Cuando una mereancia tiene un exceso de demanda, la fuerza del mereado producird un
amuento en su precio. Los precios al tiempo ¢t + 1 estardn en funcién de cdmo son los
precios al momento ¢ mis un cierto incremento h proporcionnl al exceso de demanda de
las mercancins que se haya tenido al momento t. De esta manera. la dindmica de los
precios en forma de ecnacidn en diferencias estard dada por: pray = py + hé(p,) donde b
es una constante positiva,

Esta dindmica estard gobernada por las propiedades que presente la funcidn &(p)

Sonnenschein fue el primero en preguntarse si la funcién agregada de exceso de de-
manda cuenta con més propiedades qie Jas que ya conocemos®, Mantel probé un resul-
tado parcial® y finelmente fue Debren® quien prohd el teorema que veremios en ln siguiente
seccion.

Antes de ver ese teorema, como lo que nos interesa es caracteriznr ln funcidn (p),
nbiquemos e} problema en un contexto matemdtico mds conveniente. Para ello, hagamos
uso de la propiedad de ser una funcién homogenea de grado cero, lo que nos permite
normalizar los precios y as{ ubicar la dinfmica de éstos en la superficie de la parte
positiva de la esfera unitaria:

St pr=(py, .. p) y hacemos p; = ‘/,{—}entonces el vector de precios p = (p1. ..y )
es tal que B pf = 1. '
Geométricamente, los precios se encuentran en el simplejo §7-4 = { peR |Zh pi= 1} .

Al normalizar los precios de esta forma, nuestro estudio de ia dindmica de precios se
concentrard en estudiar la dindmica generada en el simplejo 571

Por ejemplo, para una econoinfa con tres mercancias, {os precios se encuentran en
la barte positiva de la esfera wnitaria S* = {p | p} + p} + p} = 1}, como podemos ver
graficamente;

1Sonnenschein H, Market Excess Demand Functions. Economctrica 40, 1972. pp. G49-663.
5\antel R. On the Characterization of Aggregate Excess Demand. J.Econom Theory 7. 1972, pp.348-
353,
" 6G. Debren, Ercess Demand Functions, Journal of Mutheinatical Economles 1. 1974, pp. '15-21,
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3.2 DOS TEOREMAS.

Nos iuteresa detertninar todas las caracteristicas que tenga la funcién agragada de exeeso
de demandn £(p) apurte de las que ya couocemnos, es deeir, querenos snher si In ecnaeion
en diferencias que nos deseriben It dindiniea de los precios converge a algrin eqnilibrio o
st presenta comportamientos cadticos.

Por la propicdad que tiene Ia funcién £(p) de ser homogénea de grado cero. prdimos
normalizar Jos precios de wanera que quedaran dentro def ortante positivo de In esfern
unitarin $4-"

Como nos interesan rinicamente los precios estrictamente positivos, cousidereimos el
ortante positivo de ln esfera unitaria recortada como S73! = {p € Ry | pj 2 =} para
toda j = {1,...,n}, von esto, estmnos quitando los precios cero.

A cada vector de precios p que esté en dicha esferg, le corresponde de manera natural
su respectivo exceso de demanda £(p).

En la esfera recortada, cada punto que esté sobre ésta represeuta un sistema de precios,
de tal forma que al considerar ln superficie de Ia esfera tenemos contemplados todos los
posibles sistemas de precios.

Esta forma de asociar los vectores de precios con su respectivo exceso de demanda
nos genera tn caupo vectorial cosuo podemos ver en In grafica:

?‘ »
)
7
TEe)
/

Definimos a Z.(rn) como el conjunto de todos los campos vectoriales tangentes y
continuos sobte la esfera S75%. Es decir, E.(n) es el conjunto de todos los excesos de
demandas que corresponden a todos los diferentes sisteinas de precios positivos.



TR Al W, b et A e M . e s

D

-

Denoremos por U al conjunto de Jas funciones de ntilidad estrfctamente convexas y
vottinuas y sea Y el espacio de las dotaciones iniciales,
C'on a agentes gne participan en la economia, consideremos la trausformacion

F:{Ux B — Z,(n).

(ueremos caracterizar la imigen de la transformacion Z.(n). yr que ésta nos dirfa
cmo se comporta nuestra dindinica de precios.

A este respecto, el Teorema SMD (Sonnenschein, Mantel y Debreu) nos da una re-
spuesta,

3.2.1 El teorema SMD

Hah{wnos mencionndo gue Sonmenschein® fue el primero en preguntarse sobre las propiedades

que pudiera tener ln fimeién &(p), Mantel® presenté un resultaclo parcial y finalmente fue
Debren? quicn probé el teorema que Hamaremos SMD.

Teorema SMD,
Paran > 2y ¢ > 0, la transformacién de precios: F, : {U x R1}]* — Ze(n)
es suprayectiva si y solo si a 2 n.

Es decir, con ol menos tantos agentes conto mercancius, a todo elemento del con-
tradominio Ze(n), que es el conjunto de excesos de demanda de cada sistema de precios
1o nulos, le corresponde un elemento det dominio [U x RY)* que son el espacio de dota-
ciones iniciales de cada agente con.su respectiva funcion de ntilidad, tales que bajo esta
transformacion le corresponde el exceso de demanda seleccionado inicialmente.

La demostracidn de este teorema resulta ser demasindo complejn. En el apéndice
de la tesis se presentan algunos elementos que sirven para damos una iden de esta de-
mostracion,

3.2.2 Implicaciones del teorema.

En términos de Saari, con al menos tantos agentes conto mercancfas jeualquier cosa puede
pasar!

A pesar de que este teorema fite probado por Debren, parece ser que en ese momento
no estaba claro lo que este teoreina podfa significar,

Fue Saari'® quien interpreté el teorema de la siguiente forma: ...cualquier dindmica
que se contemple en el simplejo de precios ST7}, no importando lo romplicado que sen o

TSonnenschein H. Market Excess Demand Functions. Econometrica 0. 1972, pp. 649-663.

8\Mantel R. On the Chamcterization of Aggregate Excess Demand. J.Econom Theory 7. 1972, pp.348-
353,

9G. Debren, Ezcess Demand Fuinctions, Journal of Mathematical Economics 1, 1974, pp. 13-21,

WSnati D, Mathematical Complezity of Simple Economics, Notices of the AMS £2, 21995 pp. 222-230.
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6o ella imite n un ejomplo cldsico de la fisicn o a la forma mds reviente de vaos dindmico,
ol teorema SMD asegura que existen dotaciones iniciales ¥ preferencing para rodos los
agentes de tal manera que, ol menos en e shuplejo de precios recortudo. la funcion
agregadn de exceso de demanda es ¢l campo vectorial que seleccioncmos de nntemane.”

El exceso de demanda es un campo vectorial tal que a cada veetor de precios le asoeia

si correspondiente exceso de demanda,

~ Parn desartar la teorfa de Adam Smith ntilizando el teorema SMD. solo tenemos
qte escoger 1 campo vectorial que presente un equilibrio alslado e inestable o esvoger
it campo veetorial quie admila comportmniento cadtico.

Un cjemplo propueste por Searf', que descarta ln teoria de Adam Smith es ol de
una economin que adinita un equilibrio inestable de tal forma que los precios tiendan a
alejarse del mismo, ‘

La dindmica de este ¢jemplo 1a podemos ver representada en la signiente figurn:

b

PR

3.2.3 El teorema de Saari.

Nos interesa conocer ¢l comportamlento de la fuucion agregada de exceso de demanda
£(p) porque resume el comportaniiento- de los mercados nsi como la compatibilidad de
las acclones que tomen los agentes hajo una conducta optimizadora,

Hay ut drea et economnfa llamnda "exceso del consumidor”, la enal calenla 1a funcidn
de exceso de-demandn para cadn mercancfa: primero mide rumo Ia demanda como la
oferta que tuvo cada mercancfa y Inego caleula su dlfeleuoin. obtentendo asf el exceso de
demandn de cada mercanfa.

Una vz caleulado el exceso de demanda de mdu meru\ndm si se sunmran cada una
de éstas, se obtendrfa la funcién agregada de exceso. de demanda total y a partir de ésta,
serfa posible inferir el comportamiento del mercado.

HSenrf H. Some Eramples of Global Inestability of the Competitive Equilibrinm. Internat. Economi,
Rev. 11960 pp. 157172,
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Estn podria ser una opeidn de eémo calenlar la funeidn que nos uteresa, pero para
sor realistas teyemos que considerar que existen mas de diez millones de mercaneas, por
lo que requerirfamos una cantidad enorme de informacién,

Otra opeidn serfa utilizar métodos estadisticos de tal forma gue escojamos algunas
mercancing, no todas, de tal manera gue sean representativas y a partir de éstas inferir
ednio es el comportamiento de la fimeidn agregada de exceso de demanda total,

El seleccionar ciertas mercanefas para inferir a partir de éstas el comportamiento
global. parte del supuesto de que las diferentes economias estdn relacionadas entre sf, lo
que significarfa que si tenemos una economin con, digamos diez mercancias qite tiene un
equilibrio estable, seguird teniendo un equilibrio estable si quitamos o aumentamos una
mercanels,

Aqui cabe la pregunta de que si ese supuesto es vilido, es decir, preguntayse si real-
mente estdn relacionadas entre si las distintas economfas de tal forma qute no presentardu
cantbios en su estabilidad o por el contrario, presentardn comportamientos caéticos,

El teorema de Saari que citaremos a continnacién responde a ln pregunta anterior:
Teorema de Saari, ‘
Sea ¢ > 0 dado. Para un mimero de mercancias n > 2, la transformacién
a LI 1)me
F.: [U X R:] ~ 1‘[).=l(n+ ):‘(Cj)
es suprayectiva si y sélo si @ > n,

Alora Z(Cj) es el conjunto de excesos de demanda de cada snbconjunto Cj de
sistemas de precios no nulos,

La idea de este teorema es analizar cdmo es In dindntica de los precios considerando
todas las distintas combinaciones de mercancias gue pndieramos tener.

Etiquelemos los subconjuntos de 2 o nds mercancfas haciendo 2* — (r 4 1) subcon-
juntos que denotaremos como Cjy ..., Can_(usry ¥ denotaremos por |Cj| In cardinalidad
del conjito j, es decir, el mimero de mercancias o clementos del subconjunto.

Por ejemplo, si tenemos tres mercancfas a,h y ¢, los subconjuntos a considerar serdn
Ci={ab}, Cy= Ta.c}. C3 = {b.c} y Cy = {a;b;c} .
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O por ejemplo si tenemos enatro mereancias: a. b, ¢ ¥ (. los subeonjiuros de dos ¢
nuis mercancias serin €y = (b . Gi = {ed} G = {ahoeh W Cy = e db v
Cy ={n.b.c,d}.

De ignal formn qne en el teorema anterior. la fimeion agregada de exceso de demanda
para cadn conjunto de mereancins €, que denotaremos por Z,(C)) es el conjunto de
todos los campos veetoriales tangentes y coutimmos en su simplejo de precios recortado
correspondiente SiC '

Por ejemplo; para el conjimto de mercancias Cy, la funcion de exceso de demanda de
todas Ins selecciones correspondientes o este conjinto de mercancius Z,(Ch). estd formada
por todos los campos vectoriales gue estdn asoviados a su vez a los respectivos vectores
de precios C) — Z,(C).

Con esto, estamos ubjcando nuestro modelo en na dindmica donde se estin con-
siderando los diferentes sistemns de precios gne pndieramos tener, nsi como tatubién las
diferentes economins al considerar todos los subconjintos de merrancias posibles,

El considerar todas las posibles combinaciones nos genern un diagrama de drhol que
comtenza con una éantidad no numerable de elecciones de Z(C) ), que entergen del nodo
e o el
€\, (no numerable porque representan todos los puntos del simplejo SL;' )

Nuevamente, este teorema nos garantiza la existencia de dotaciones inicinles y prefer-
encias de los agentes conswnidores tales gue sn funcién de exceso de demanda asoriado
sea el campo. veetorial que seleecionemos de antenano para todo snbeonjunto de mer-
canefns,

Consecientemente basta seleccionar un campo vectorlal tai que al eliminar clertas
ramas del drbol nos genere comportamientos cadticos, descartando as{ la posibilidad de
emplear métodos estadisticos como una herramienta para inferir el comportamiento del
mereado o través de la funcidn agregada de exceso de demanda.

Concluyendo, el teorema SMD garantiza ln existencia de preferencias y dotaciones
iniciales que satisfagan el exceso de demanda que queramos, micentras que el teoremna de
Saart-extiende Ja conchisién a todos los subconjuntos del total de mercancias,

Si- bien es cierto que existe un sistema de precios para los cunles se garantice el
equilibrio, es decir, para los enales In funcién agregada de exceso de demanda se anule,

-estos teoremas nos garantizan que tal equilibrio no necesarinmente puede ser alcanzado.
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Una conclusion parcial al resperto es que resulta inndeenado atilizar In funcidn agre-
gada de exceso de demanda £(p) como fimdamental para definiv las politicas econdmicas.

La explicacién que da Suari sobre la complejidad de esta funcion, es que una funcidn
sencilla puede tener una imagen complicuda si su dominio tiene una dimension consider-
ablentente mis grande que su imagen, ' ’

Cowo la funcidn de exceso de demanda se bosa en procesos de agregacién, esto nos
lleva a tener una funcién, donde el dominio es demasiado grande pues estd caracterizndo
por la amplin gama de las preferencias individiales que tengan los agentes econdmicos,
pudiendo generar toda clase de comportamientos patoldgivos posibles.

Reclentemente Saari eseribié un artfeulo!? en donde ln argumentacién de la compleji-
dad que se presenta en los ciencins saciales, estd basada en los procesos de agregavidn de
Ins preferencias de los individuos. Parece ser que la forma de anulizar estos fendmenos
es mediante la llamada " Geometria del Voto” 3, la cual es wn drea relativamente mieva
e donde se considern que las preferencias no son transitivas,

Y28aari D. The Ease of Generating Chaotic Behavior in Econamics. Por aporecor en Chaos, Solitons
and Fractals,

YSanri D, Geametry of Voling. Springer Verlang. New York, 1994,
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3.3 APENDICE

3.3.1 Algunoselementos para la demostracién del Teorema SMD.

La versidn otiginal demostrada por Debreu!! consta de un reorema y una proposicién y
son las signientes:

Teorema:

Sen f una funcién de exceso de demanda,

Para todn € > 0 existen | consumidores (aquf ! representa tambiéu el mumero de
merecancins) cuyas funciones de exceso de demanda individuales suman la funcién f en
la esfern de precios recortados S,.

Proposicién:

Existen funciones de exceso de demanda f y € > 0, tal que f uo puede ser expresada
como una swna de menos de { funciones de exceso de demanda individuales en S..

ALGUNOS ELEMENTOS DE LA DEMOSTRACION.

Queremnos camcterizar a fa funcién exceso de demanda de una economia de intercam-
bio de ! ,mercancias,

Definimos como § = {p € R p>0pl= l} al conjunto de vectores-precio estrictamente
positivos con normn euclidiana,

En términos de relaciones de preferencias, definimos a un consumidor como un par
(,¢), donde = es la relacién de preferencias que es estrfctamente convexa. mondtona,
continua y es un preorden completo en RY y e es un vector de dotaciones iniciales en R,

Definimos una Funcién Individual de Exceso de Demanda del consumidor (=
,¢) como la funcién f : § — R', si para todo vector de precios p €85, el elemento
e+ f(p) es el mayor clemento de la relacidn de preferencins = del conjunto factible

.\’={x€R'+|p‘x_<_p-e}.

La funcién f es contimia y ademds como hemos visto satisface la Ley de Wairas,
p-f(p)=0

Definimos una Funcién de Exceso de Demanda f : S — Rlvontiuua, si para todo
vector de precios p €5, se cumple que p:f(p) = 0, es decir, st satisface la Ley de Walras.

HDebreu G, Excess Demand Functions. Journal of Mathematical Economies 1. 1974 pp. 15-21.
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En gran parte la idea de ln demost racién se basa en ciertas constricciones geomdtricas
que haremos. Scan:

T(p) ¢l biperplano que pasa por el origen v es ortogonal al vector de precios p.

a' el voctor unitario positivo con la i-ésima coordenada nno.

b'(p) ln proyeccién ortogonal de ' en el hiperplano T'(p)

Si consideramos dos mercancias, ln representacion geométrica es a signiente:

bl

Tip)
N

Definamos lo signiente:

Sea 0°(p) una funcién que va del espacio de preclos a los reales 8%(p) : S — R, tal
que a todo vector de precios p en la esfera S , la funcién le asigna el mininio real ¢ tal
que el exceso de deimanda mds- el vector de precios multiplicado por el valor real ¢ sea
positivo; es decir '

®(p)=min{tc R| f(p)+tp 20}

Sea 6 una fimcién continna 0 ; S — R tal que para todo vector de precios p eu la
esfera de precios S, se cumpla que f(p) > 0°(p)

De aquf obtenemos. que f(p) + 8(p) ' p =Ttz Fi(p) - o',

También podemos ver que f(p) = T'., Bi(p) - ¥(p), donde Gi(p) es continua'y posi-
tiva. ‘

Grdficaente:
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Definamos una funcién que va del espacio de precios a fos reales f*: § — R tal que

[ip) = Bb'(p)

Por In construceién geométrica que hemos hecho, el demostrar el teorema se reduce
a probar que la funcién f'(p) es una funcién individual de exceso de demanda
en S, lo que se reduce a probar:

a) filp) .p =0 lo cnal se cumple sencillamente por la construccién que hemos hecho,
ya que fi(p) estd sobre el hiperplano T{p) y este hiperplano lo escogimos ortogonal al
vector de precios p.

b) Probar que e+ fi(p) es el mayor elemento del conjunto {x eR |p-x<p: e‘},
es decir, que las funciones individuales de exceso de demanda provienen de haber maxi-
mizado la funcién de utilidad.

¢) fi(p) es continua,

Considerando solamente el i-ésimo consumidor, basta probar los incisos b) y ¢).

Esto nos llevari a haber construido un vector de dotaciones iniciales ¢' y una relacién
de preferencias -* para cada agente ¢ , de tal forma que maximice su utitidad y de qe sy
fincién individual de exceso de demanda sumnie la funcién agregada de exceso de demanda
que demos de antemano.



3.3.2 Contrargumentos del teorema SMD.

A pesar de que el reorema SMD garantiza la existencia de economias que puedan presentar
comportiunientos caétivos, Saari'® analiza la posibilidad de que existan contrargnmentos
de dstas implicaciones,

En este apéndice salo mencionarenios cudles son los contrargumentos con la finalidad
dde ampliar el panorama sin pretender profundizar en ellos.

A) Solo funciones de utilidad patoldgicas admiten caos.

Una opceidn para deseartar las implicaciones del teorema seria preguntarse si el caos
proviene de preferencins patoldgicas o extraiios de tal forma que los economistas las
rechazacen por ser poco realistas,

Para Saari, lo que se necesita para construir una dindmica compleja y cadtica es que
la funcién sea lo suficientemente expansiva para que la imdgen bajo clla de una regién
especifica cubra otras varias regiones. ,

El teorema SMD garantiza por media de la suprayectividad que csa expansién se dn,
asf que analiza si esto proviene de preferencias de los consitmidores extraiiag o patoldgicas.

A partir del nndlisis de In ecnacién obtenida al maximizar por mnitipliendores de La-
grange, resulta que la expansividad de las demandas corresponde a funciones de utilidad
para las cuales sus conjuntos de nivel son casi planos, caracteristicas que se presentan
comiinmente en las funciones de utilidad que usan los cconomistas, por lo que este con-
trarguniento no descarta las implicaciones del teorema SMD,

B) Ver si el sistema dindmico es muy sencillo,

Otra formn de descartar las implicaciones del teorema es preguntarse si la ecuacién
en diferencias p.;y = py + hé(p) o la ecuacién diferencial p' == £(p) son muy sencillas
como parn.explicar el comportamiento de 1a economia.

Si esto fuese asf, entonces Jcudl es lo forma mds indicada para modelar la dindmica
de los precios?

En su articulo Saari nos platica que existe un método MGN (Método Global de
Newton) el cual es nna extensién del teorema de punto fijo de Brower, Utilizando este
método, llega a una forma en donde es posible hallar un cero de la funcién, es decir un
equilibrio, Esto se lograria si se resnelve cierta ecuacién diferencial, pero nuevamente hay
prablemas,

El utllizar este método (MGN) nos garantiza el encontrar un equilibrio, pero se puede
descartar porque:

1) No podemos justificar que el mercado se comporte asf, y

2) Requiere de muchisima informacion. ya que para su cdlenlo se necesita el jacobiano
D,(€), lo cual implica conocer las variaciones de la demanda de cada wercancfa con
respecto al precio de todas las demds, por ejemplo cédmo varfa la demanda del acero con

Saart D. Mathematical Complezity of Simple Economics. Notices of the AMS, 42, 2. 1995, pp.
222-230
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respecto al precio de la goma de mascar. asf que of MGN se convierte en un modelo
imprdctico.



CONCLUSIONES

Los temns tratados en esta tesis tan sélo son un esbozo de lo que significa la teoria
del caos y como se presentan en algunos modelos econdmicos.

Nos hemos inclinado hacia la divulgacién con la finalidad de presentar a los economis-
tas las bases de lo que es el caos. Para ello partimos de un modelo muy elemental como
lo es el modelo de crecimiento econémico con funciones de produccién Cobb-Douglas, el
cual a pesar de su sencillez, presenta comportamientos cadticos.

~ Continuando con un enfoque de divulgacién, abordamos unos resultados més sofisti-
cados como son el teorema SMD y el teorema de Saari.

Dentro de la tesis se intentd dar una pequeiia visién de los elementos que pudieran
encaminar hacia la demostracién del teorema SMD. Cabe mencionar que la demostracién
como tal requiere de herramientas matemdticas muy sofisticadas tales como topologfa y
geometsfa diferencial. Dicho por el propio Dr. Saari}, tan solo cinco o seis personas en
¢l mundo comprenden completamente la demostracion.

" Finalmente, al ser la teorfa del caos relatlvamente nueva, ¢l campo en la investigacién
queda abierto hacia nuevas investigaciones, en este sentido, los economistas guie trabajen
de una forma més del tipo cualitativo que cuantitativo, habrdn encontrado una nueva
herramienta valiosisima para estudiar y comprender los fendmenos econémicos quizé de
una forma mds cercana a la realidad. ‘

!Plética que tuvimos en su visita & México en Enero de1996.
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