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INTRODUCCION 

El Objetivo de este trabajo es elaborar un programa para computadora personal que permita 

realizar análisis de algunas señales mediante Filtros Digitales. 

Al correr el tiempo se da uno cuenta que existen una inmensidad de fenómenos que observamos en 

la vida y no sabemos como suceden: toda la tecnologia que existe la aplicamos día con día sin 

saber cual es su funcionamiento, existe una enorme variedad de aplicaciones en el mundo real, las 

cuales van desde la medicina, la computación, las comunicaciones, hasta llegar a los aparatos 

electrónicos qüe se usan en el hogar, la explotación de los recursos naturales; todo esto son cosas 

cotidianas para la mayoría de los hombres, 

Algo muy diferente ocurre aigunas veces en la educación, la enseñanza de métodos matemáticos y 

computacionales resultan algunas veces fastidiosos y dificiles, los cuales casi nunca llegamos a 

saber su aplicación, porque son muy abstractos, fomentan tal vez, do alguna forma que se pierda el 

interés en las matemáticas, tachándolas de tediosas y sin sentido, dando como resultado el temor de 

las mismas, lo cual la mayoría dedos seres humanos lo experimentamos desde los primeros años de 

nuestra educación. 

En el séptitno ano de la carrera (MAC) nos ocurrió algo muy parecido, en Métodos Matemáticos 

para Sistemas Dinámicos, non empezó a parecer la clase muy teórica y formal, pero contrario a lo 

que muchos pensarian, el interés del grupo se mostraba día con dla mayor, ;olio el inundo asistia a 

esa materia, el profesor imponía, pero con todo y eso, la clase era muy amena; al fmalizar el curso 

muchos salimos con dudas en cuanto a la aplicación del curso, en donde íbamos a aplicar Las 

Series de Fourier, La Trasformada de Laplace, etc.. 

Al buscar un tema para mi tesina, recordé aquel curso de Sistemas Dinámicos, platicando con mi 

asesor (Prof. Víctor Palencia) le hice mención de mi interés sobre la Trasformada de Fourier, el 

profesor me recomendó leer sobre la Trasformada Rápida de Fourier y sus aplicaciones, escogimos 

desarrollar un programa para la Trasformada Rápida de Fouricr usando Filtros Digitales, los 

cuales sonora de las aplicaciones de la trasformada, 



Al leer sobre Filtros Digitales, me sorprendí al ver el campo de aplicaciones tan amplio que abarca 

: actualmente se utilizan los Filtros Digitales en los Electrocardiogramas, para aislar los sonidos de 

los demás musculos que se encuentran alrededor del corazón, con lo cual se logra mejores 

resultados en el estudio del corazón: también en la medicina, los ultrasonidos han sido de gran 

utilidad, aquí los filtros (circuitos integrados) aíslan la resonancia más tenue, lo cual da como 

resultado una mejor visión de los órganos; en la televisión y cinc cuando so tienen problemas con la 

recepción de la señal, los técnicos utilizan filtros (aparatos electrónicos) con las cuales aislan las 

ondas senoidales de las cosenoidalcs para tener una mejor visión de la imagen; en el campo de la 

meteorología, los científicos pueden realizar predicciones en cuanto a las condiciones del clima, 

utilizando filtros más específicos (software); donde yo trabajo es un Centro de Servicios en 

Hojalata nos dedicamos a cortar hojalata en rollo y cuadro a ciertas medidas dependiendo la 

necesidad del cliente, se cuenta con un aparato llamado detector de Calibres, lo que realiza el 

Detector de Calibres es separar las hojas que tienen un espesor diferente al cual se le indica, al 

comenzar a utilizarlo se le programa para que trabaje con un cierto espesor de hoja y se le da una 

tolerancia de t 0.005 de pulgada, por ejemplo: se le programa para aceptar hoja con un espesor de 

0,088''y el aparato va a dejar pasar hoja con espesor de 0.0083"a 0.093''y las hojas que estén fuera 

de este rango las coloca en otro recibidor de hoja, este aparato u otro ejemplo de Filtros Digitales, 

Lo que a continuación se muestra es un pequeño estudio de lo que son los Filtros Digitales y la 

Transformada Rápida de Fourier, esta tesina no es tal vez lo máximo en filtros y Transformada 

Rápida de Fourier, pero puede servir de introducción para aquellos que desean conocer más allá de 

estos conceptos. Una de las dificultades que se tiene en el estudio de estos temas es la falta de 

bibliografia en español, dado que la mayoría de los textos se encuentran en ingles lo cual podría ser 

un obstáculo para el estudio; el programa que se realizo, resuelve la Transformada Rápida de 

Fourier, este programa esta echo en Pascal, se que no es lo más usual en el medio, pero dado las 

carencias para adquirir otro software (Turbo e, C-H-, u otro) opte usar este, pero este programa se 

puede utilizar en Lenguaje C. compilándolo nuevamente, Este tema puede ser muy abundante e 

interesante, falta de algún modo tener más información acerca'de donde y como se puede adquirir 

este tipo de información, así como, quienes son los eruditos en estos temas aqui en el Pais, para 

poder platicar y que a su vez nos aconsejarán lo que so podría estudiar y'realizar, todo encaminado 

para un mejor aprovechamiento de todos los conceptos y que se pueda contribuir en algo por bien 

de nuestra Universidad y porque no por el Pais, 
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I.- ANÁLISIS DE SEÑALES. 

1.1: Análisis de Señales. 

Muchas de las señales que encontramos son analógicas por naturaleza, esto es, las señales son 
funciones de variable continua: en muchos casos, como el tiempo y espacio, usualmente tornan un 
rango de valores continuo. Estas señales pueden ser procesadas directamente por sistemas 
analógicos apropiados tales como filtros, analizadores de frecuencia o multiplicadores de 
frecuencia, para la propuesta de cambio de sus características o extracción de algún ruido. En estos 
casos decimos que la señal ha sido procesada directamente y es una forma analógica; tanto la señal 
de entrada cuino la señal de salida son formas analógicas. 

El Procesamiento Digital de Señales atañe a la sustitución de elementos analógicos, tales corno 
amplitudes, moduladores y filtros; las ondas que deben ser procesadas son filtradas, después 
convertidas a representaciones digitales, para finalmente regresadas a su forma original, El 
procesamiento digital de señales provee un método alternativo para el procesamiento de señales 
analógicas. El desarrollo de procesantientos digitales, u una necesidad para una interfase entre 
señales analógicas y procesadores digitales. Esta interfase es llamada Convertidor Analógico 
Digital (A/D), La salida del convertidor es una señal digital que es apropiada para un Procesador 
Digital. 
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I.1.1 .- Ventajas del Procesamiento Digital sobre el Analógico. 

Un sistema Digital Programable permite flexibilidad en reconfigurar las operaciones del 
Procesamiento Digital de Señales simplificando y cambiando el programa; la reconfiguración en 
Sistemas Analógicos usualmente implica un rediseño del hardware, probando y verificando las 
señales apropiadas. El Procesamiento Digital provee un mejor control de las necesidades de 
precisión. Las tolerancias en los componentes de los circuitos analógicos los hacen extremadamente 
dificiles para el rediseño de sistemas y para controlar la exactitud de un sistema de Procesamiento 
Analógico de Señales. Un sistema digital provee mucho mejor control de los requerimientos de 
exactitud. 

Un diseño analógico se deteriora con el tiempo y sólo es controlable en una base estática. Con un 
Sistema Digital Programable el diseñador construye un sistema analógico con cierta degradación lo 
cuál provoca la pérdida de la información. La cuantificación es el proceso de representación de una 

, 
muestra analógica por el nivel mas cercano que corresponde exactamente a una escala integral. 
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1.2.- Muestreo 

La mayoría de las señales que son procesadas con filtros digitales tienen su origen como una 
señal analógica antes de que sean procesadas por un filtro digital. 

Este proceso de convertir una señal analógica en otra digital constituye tina parte fundamental en 
la mayoría de los sistemas de filtraje digital. El Convertidor Analógico Digital se responsabiliza de 
tomar muestras de la señal a lo largo de la variable independiente (usualmente el tiempo) y también 
de muestrear la amplitud de la señal. La variable independiente requiere ser muestrada debido a 
que el proceso de muestreo debe convertir la variable independiente continua de la señal analógica 
a los indices discretos de la señal digital. La amplitud también debe ser muestrada, en razón de que 
la mayoría de los filtros son implementados sobre computadoras analógicas que no pueden 
representar a los números con una precisión arbitraria. A este proceso se le conoce como error de 
cuantización, el cual provoca un cierto grado de incertidumbre en la representación, que 
internamente genera la computadora de los datos. 

El convertidor analógico-digital maestrea la señal analógica a lo largo de su variable 
independiente, evaluándola en valores discretos de esta variable y asignándole los valores 
cuantizados a los elementos sucesivos de la secuencia digital. En general la señal analógica es 
muestrada a una variable fija, de modo que las muestras queden igualmente espaciadas a lo largo 
de esta variable independiente. Al espaciamiento entre las muestras se'denomina el periodo de 
muestreo, lo denotamos con T, el k-ésimó elemento de la secuencia digital corresponderá a la señal 
cuantizada en el instante kT+t(0), esto es 

x(k) = Q{x(kT + «O))) 

El operador Q(} representa el proceso de cuantización y t(0) el valor de la variable independiente 
cuando el elemento 0-ésimo tire tomado. El proceso de muestreo lo podemos ilustrar a 
continuación, en donde las lineas horizontales denotan los valores que pueden ser representados por 
la computadora digital y las lineas verticales a los valores de la variable independiente cuando las 
muestras son tomadas. El k-ésimo elemento de la secuencia digital queda determinado por la 
intersección de la k-ésinia linea vertical y la linea horizontal más próxima al valor de la señal 
analógica en el tiempo kT T(0). La secuencia digital resultante no representa en forma totalmente 
exacta a la señal analógica debido a los valores imprecisos de las amplitudes de la señal analógica; 
representando a la señal analógica sólo en algunos valores de su variable independiente. 

Tr O 	2T+IQ 3T.t0 4T+t0 
VARIABLE INDIPEVIEVIE 

A 3A 
L 2ó 
1 á 
D O 
A -á 
Á -24 

-2& 
D 
• tO 

12 



Las señales analógicas que varían lentamente pueden ser representadas muy aproximadamente 
como señales digitales derivadas a partir de velocidades de muestreo bajas, en tanto las señales que 
varían rápidamente requieren de velocidades de muestreo superiores. 

A manera de ilustración, el muestreo de una señal coseno analógica puede generar ambigüedad, 
debido a que es posible para dos señales analógicas de distintas frecuencias generar señales 
digitales idénticas. Por ejemplo, las señales analógicas de frecuencia w y wf2rt/T proporcionarán 
la misma señal digital, A este proceso se le conoce corno aliasing, ya que por el efecto del proceso 
de muestreo sobre señales coseno de diferentes frecuencias, se podria asumir la nusina imagen 
digital. Para prevenir tal efecto de aliasing el periodo de muestreo debe ser suficientemente 
pequeño para acomodar las variaciones en la señal analógica. 

Una limitación práctica es la velocidad de operación de los convertidores A/D y de las formas del 
Procesamiento Digital de %lulo, lo cual es logrado a través de la muestra de señales y la 
cuantificación de la misma, resultando una distorsión, que nos impide reconstruir la señal analógica 
original de la muestra cuantificada. 

1.3 .- Respuesta de un Sistema en la Frecuencia 

Resulta ocioso buscar una función que sea totalmente inalterada cuando, pasa por un sistema, 
pues aunque tal función existe, la función cero, xk = 0, no resulta de ninguna utilidad particular. 
De este modo el grupo de funciones en el que estamos pensando debe ser mínimamente afectado 
por cualquier sistema, es decir, se trata de funciones que son escaladas por una constante cuando 
pasan por el sistema, Una de tales funciones es llamada una eigenfunción y la constante de 
escalamiento un eigenvalor, 

La función digital ek es una eigenfinición de un sistema si y sólo si la salida resultante de la 
aplicación de ek a la entrada del sistema es la misma función ek, multiplicada por una constante, la 
constante es el eigenvalor X, y es una función de la eigenfunción particular y del sistema. Debido a 
que la entrada y la salida están relacionados por la sumatoria de convolución de la respuesta 
impulsiva, bk, con la entrada, una eigenfunción debe satisfacer la relación : 

Xek = E hi 

Supóngase que h(t) y x(t) son continuas en una función en el tiempo. La convolución de h(t) y 
,r(t) está representada por : 

Y(0= h(t) c(t) 

y es definida como una operación aritmética : 

y(t)= h(t) • x(t 	DrT 
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Para evaluar la convolución de 2 funciones en un tiempo en particular t, es necesario multiplicar 
una de las funciones con la conversión anterior de la otra función (un instante antes), y determinar 
el área resultante, Este proceso se muestra en la fig. siguiente, para x(t) siendo la función rect 	- 
T12)1T) y 11(t) siendo una función cerrada de una longitud T. 

Á 

E 
" 

hh) 
	

x(t. Ti r I 

Repitiendo el proceso para toda t y determinando el área sobre el tiempo, y(t) es una variable 
compleja, Nótese que la coiwolueión siempre invoca una mancha fuera de las ondas que fueron 
convolucionadas, la amplitud del resultado corresponde a la suma de las amplitudes de la 
funciones, 

	 41\ 	 

_tu. In 
t= T12 	t= 3TI4 	t= T 	t= 5T14 	I= 3T/2 	t= 7174 

En otras palabras la convolución de una función x(t) con un impulso de longitud A, posicionado 
t = to, simplemente reposiciona la función de entrada x(t) en la localidad del impulso, con escala 

A. La salida de un filtro en particular, es posible computada para cualquier entrada dada; sin 
embargo siempre existen algunas entradas que representan mayor interés que otras, la secuencia 
tmpulstva que vista en forma digital es una entrada (a diferencia de su contraparte analógica) que 
es 1 en el Indice O y O de otra manera : 

1 si k O 

4'  

8k 
O de otra manera 
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La respuesta impulsiva de un filtro es por definición, su salida cuando la entrada es un impulso, 
el escalón discreto es I para indices positivos (incluyendo el O) y O para índices negativos : 

[
t si k > O 

O de otra manera 

y cuando este escalón es presentado como la entrada de un filtro, la salida del mismo es referida 
como la respuesta escalón del filtro. 

Uk = 

Eigenfuncion 

e 

	 Eigenvalor 

SISTEMA 

1.4.- Concepto de Filtro 

Un filtro es una caja negra con un conjunto de entradas y salidas. La caja contiene alguna forma 
de procesamiento que genera las salidas a partir de las entradas. En general existen dos fuertes 
motivaciones para ejecutar operaciones de filtraje; una es la de mejorar la calidad do las entradas, 
la otra es el procesamiento o extracción de información a partir do las entradas, A continuación se 
mencionarán dos ejemplos de utilización. 

a) El electrocardiograma (EKG) es una importante herramienta en el diagnóstico y tratamiento de 
los problemas cardiacos. La señal EKG es simplemente el potencial eléctrico generado por los 
latidos del corazón; a partir de esta representación eléctrica, el especialista puede inferir muchas 
condiciones asociadas con el desorden cardiaco. Todos los munidos, no sólo el corazón, generan 
potenciales eléctricos; este ruido no es de utilidad e interfiere con el diagnóstico; por lo que es de 
mucha , utilidad un filtro que remueva o que por lo menos atenúe la componente`de ruido muscular 
en la señal del electrocardiograma. 

Corazón 

Ruido 	EKG 

Músculo 

FILTRO EKG 

b) Es nuestro propósito construir una estación meteorológica automática en la que, vista corno un 
filtro, se pronostique el clima, la temperatura, el viento y la lluvia de mañana a partir de 
mediciones de la temperatura, viento, lluvia y presión barométrica anteriores, En esta aplicación 

15 



FILTRO 
VIENTO 
LLUVIA 
TEMPERATURA 
NUBOSIDAD 

CLIMA 
PRONOSTICADO 

VIENTO 
LLUVIA 
TEMPERATURA 
NUBOSIDAD 

CLIMA 
PASADO 

asumimos que todas las mediciones (entradas) son exactas, de modo que no hay razón para 
filtrarlas para mejorar la calidad de las mismas. El único propósito del filtro, en este caso, es 
extraer información a partir de los datos. 

1.5.- Tipos de Filtros 

1.5.1 ...Tipos de Filtros 

Como se sabe un filtro es un proceso de entradas y salidas, por estas mismas características 
existen dos tipos de filtro: los Filtros Analógicos y los Filtros Digitales. Los filtros analógicos 
difieren de los digitales por la naturaleza de la entrada y la salida. Un filtro analógico procesa 
entradas analógicas y genera salidas analógicas; en tanto que un filtro digital procesa y genera 
datos digitales. Los filtros analógicos están basados en la relación de las operaciones matemáticas 
de diferenciación e integración: en tanto que los filtros digitales sólo requieren desarrollar 
operaciones de suma, multiplicación y retardo. 

La mayoría de las señales se representan en términos de dos variables, una dependiente y la otra 
independiente; la variable dependiente representará al dato, en tanto que la variable independiente 
representa el orden de este dato. La información analógica es caracterizada por una variable 
independiente continua que puede tomar cualquier valor, en tanto que la información digital se 
caracteriza por una variable independiente discreta que sólo puede tomar determinados valores. 

En resumen los datos digitales son caracterizados por una variable independiente discreta. 
Algunos datos son digitales de modo natural, sin embargo, todos los tipos de datos pueden ser 
convertidos a un formato digital, restringiendo los, valores de la variable independiente. Los filtros 
digitales, operan exclusivamente sobre entradas digitales y generan salidas digitales. Los datos o 
infonnación digital son representados como una secuencia de números ordenados, esta secuencia 
puede ser finita con indices y fin arbitrarios ; 

o pueden iniciar en algún punto arbitrario y continuar para siempre : 

X34,N3s,X34,... 
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( 1) El procesamiento de un filtro digital es DISCRETO en el tiempo. Las operaciones, 
entrada/procesamiento/salida, requieren un tiempo finito para completarse; de esta manera el 
filtrado no puede ser continuo. 

tiempo continuo 

(2) El procesamiento de un filtro digital es Discreto en sus datos. Las operaciones, 
entrada/procesamiento/salida, tienen una resolución finita ((ligaos o bits fijos); de esta manera no 
pueden ser continuos. 

• 

la secuencia de datos más general tiene su punto de partida en el menos infinito y continúa por 
siempre hasta el más infinito 

En resumen los datos digitales son representados por una secuencia ordenada. La secuencia es 
indizada por enteros y cualquier elemento de esta secuencia ordenada es denotado por x (indice). 
Estos indices pueden requerir un intervalo de valores finito o infinito, 

1.5.2.-Características de los Filtros Digitales 

   

XXXXXXX 

xxx 	XXX 

xxx 	 xxx 

Datos discretos Datos continuos 

 

1.5.3 .- Dominios para el estudio de Filtros 

 

Los filtros digitales se pueden estudiar en cl dominio analógico s, en el dominio digital z, en el 
dominio de la frecuencia f, y en el dominio del tiempo t. 

Dominio e 	Cómo se especifica un filtro analógico. 
Dominio z 	Cómo se implementa un filtro digital. 
Dominio f 	Cómo analizar un filtro analógico o un filtro digital. 
Dominio t 	Cómo verificar un filtro digital. 

Además es posible operar las siguientes transformaciones entre esos cuatro;dominios 

s-z 	Convierte un filtro analógico a un filtro digital equivalente. 
s4 	Computa la respuesta en frecuencia de un filtro analógico. 
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z-f 	Computa la respuesta en frecuencia de un filtro digital. 
t-f 	Mide la respuesta en frecuencia de un filtro digital. 
z-t 	evalúa la respuesta en tiempo de un filtro digital. 





2. -FILTROS DIGITALES 

2.1,- Diseño de Filtros con análisis de Fourier. 

La respuesta en frecuencia de un sistema discreto lineal e invariante en tiempo es periódica con 
periodo 2n; y la respuesta en frecuencia H(e°) y la respuesta impulsiva h(n) están relacionadas por 

n • 40 

li(e jwT) = E h(nT) 	...(1) 
n 

para un sistema causal no reeursivo, como 

y(n) = E lo x(-k) 	...(2) 
k • O 

sabemos que cuando la entrada es :x(n) dit°  entonces la respuesta en estado estacionario queda 
especificada por 

y (n) = 	H(eA) 

donde e'n°  es ta eigenfunción y H(e1°) es el eigenvalor asociado, Sustituyendo la ce. (3) en el lado 
izquierdo de la cc. (2) y x(n) =cine en el lado derecho, obtenemos la respuesta en la frecuencia : 

H(e11) = Z holm 	...(4) 
n»0 

Por otro lado al escribir la ec. (1) para un filtro causal, esto es, In) =O para n<O, con un número 
finito de retardos L, tendremos que : 

n »1 

H(eia  ) 	11(n) 171 	—(5) 
n • O 

y si comparamos con la cc. (4) tenemos : 

h(n) = bo 	—(6) 

la cual establece quedos valores de la respuesta impulsiva h(n) son iguales a los coeficientes ho en 
la ecuación diferenciaren el sistema para un filtro no recursivo. Al diseñar filtros iniciamos con las 
especificaciones de la respuesta en frecuencia deseada y la determinación de los coeficientes del 
filtro bo, bi, ..., In.; la ec, (1) da la relación'para la respuesta en frecuencia 11(eie) en términos'de los 
coeficientes del filtro h(n); sin embargo, requerimos de una expresión para los coeficientes del filtro 
en términos de la respuesta en frecuencia, como ; 

o04:11 

	

h(n)= 1 J H(&°) 00  de , 	=O, ±1, ±2 	..(7) 
Oo 
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la cc. (7) junto con la (1) constituyen el par de transformadas de Fourier, esto es, si conocemos H(e 
1O), la otra parte del par podemos determinarla usando la sig. ec. con Oo = -p 

H(c) =E li(n)eo)  4.> h(n) = I f.n  H(i9ü) 	dO 	-(8) 
11.• • m 	 2n 

síntesis 	 análisis 

. 

la ecuación para H(L90 ) es conocida como expresión de síntesis debido a que la respuesta 
cn frecuencia es sintetizada a partir de la suma de los coeficientes de un número infinito de 
exponenciales complejos ele, n= 0, ±1, ... Por otro lado la ecuación para los coeficientes 11(n) es 
una expresión de análisis y el área bajo la curva detennina las h(n) para todos los valores 
correspondientes de n. Para una señal analógica mucstreada, el par lo podemos denotar como 

w/2 
H(e 	= E h(nT) c'inva 4=> h(nT) 	H(eiwT ) einwr dw ...(10) 

donde ws 2pfs = 2xf f es la frecuencia de muestreo en rad/s. De este modo, el diseño de un filtro 
digital lo podemos realizar con el siguiente procedimiento 

1. Determinar la respuesta en frecuencia para H(0°) , la cual es obtenida para la aplicación particular 
del filtro. 

2. Determinar la respuesta impulsiva h(n), la cual produce la respuesta en frecuencia deseada; en 
otras palabras encontrar los valores de h(n) en la cc. (7). 

3. Modificar la respuesta impulsiva h(n) para obtener un filtro práctico, en la ec. (8) vemos que para 
producir la respuesta en frecuencia h(en se requiere un número infinito de valores para h(n). Esto 
es impráctico y, por lo tanto, h(n) debe ser truncada a un número razonable de términos. 

4. Implementar el filtro digital con un programa apropiado de computadora o un circuito integrado. 

2.2,- Filtro Posa Bajas 

El filtro de pasa bajas permite sólo el paso de frecuencia bajas de una señal de entrada que pasa a 
través del filtro. Este filtro es el más importante de todos, ya que presenta un buen rechazo al 
ruido, 

La fiinción de transferencia del filtro digital en el dominio;des es : 

• (xs-h 1) 
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Las ecuaciones del filtro digital en el dominio de z son : 

(1) Adelanto rectangular 
(2) Retraso rectangular 
(3) Trapezoide 

Sal = Sals + (Ent • Sals)'dt/(dt+t) 
Sal = Sals + (Ent - Sals)*dt/t 
Sal = Sals +(Ent + Ents • Sals • Sals) * dt /(dt + 2t) 

El filtro de pasa bajas trapezoidal normalmente proporciona los mejores resultados, el filtro pasa 
bajas de adelanto rectangular es el más fácil de implementar, En resumen, cuando t es mucho 
mayor que dt, el término dt/(dt + T ) en la ecuación del filtro se podrá aproximar por dt/t; el 
resultado será Sal = Sala + (Ent • Sals)odt/: que es el filtro de pasa bajas más practico, 

Además la multiplicación se puede aproximar haciendo "un desplazamiento a la derecha" en un 
compositor digital para aumentar la velocidad en el proceso de filtrado. 

2.3 .- Filtro Pasa Altas 

El filtro pasa altas pennite únicamente el paso de sedales de frecuencia alta, y es lo opuesto al 
filtro pasa bajas; la diferencia de este filtro con respecto al pasa bajas es que es, muy sensible al 
ruido. El principal uso de los filtros pasa altas es el de remoción del error por ajuste en una señal. 

La función de transferencia en el dominio de s es ts/(ts + 1), Las ecuaciones digitales en el 
dominio de z son 

(1) Adelanto rectangular : 
(2) Retraso rectangular : 
(3) Trapezoidal 

Sal = (Sals + Ent Ents)* ti(dt + s) 
Sal = Sals * /(c - dt)/t + (Ent - Ents) 
Sal =Sals*(2t dt)/(2s dt)'(Ent - Ents)*2t/(2t + dt) 

En el dominio des, el filtro pasa altas = I • filtro pasa bajas 

ts/(ts + I) = 1 - 1/(rs + I) 
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En el dominio del tiempo un filtro pasa altas se puede construir utilizando un filtro pasa bajas con 
la misma constantes, como se muestra : 

SALIDA DE 
	 E 	UN FILTRO 
I 	— 	PASA ALTAS 

En aplicaciones reales, s deberá ser mucho mayor que dt, 

2,4 ,- Filtro Pasa Banda 

Los filtros pasa banda sólo permiten el paso de señales de media frecuencia. La banda de paso de 
estos filtros se diseña para ser muy estrecha, de tal manera que solamente sean reconocidas y 
puedan pasar las frecuencias estables, estos filtros generalmente se usan para generar una banda 
estrecha de ruido en una banda ruidosa, Una banda estrecha de ruido es un tipo de ruido que 
contiene componentes de frecuencia en una banda de frecuencia angosta este ruido se observa 
como una onda senoidal, pero su fase y magnitud cambian repentinamente. La función de 
transferencia en el dominio de s es : 

4ittl * k s 

+41tf, * k * s (2af,)=  

En el ajuste del filtro se realizan los siguientes pasos 

1.- Seleccionar la banda media de la frecuencia fi 
2.- Seleccionar k para controlar la respuesta en frecuencia del filtra 

A medida que se disminuye el valor de k, la respuesta será más aguda. 

Características Frecuencia Ganancia Fase 

banda de rechazo <fc <1 adelantada 
entro de la banda de paso = fc 1 0' 

banda de rechazo >fc >1 defasada 

ENTRADA 

Li PASA BAJAS 
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coeficientes. Notamos que los valores pico cerca de la discontinuidad en ambas gráficas son 
aproximadamente de 1.09. 
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2.5.. Fenómeno de Gibbs 

El fenómeno de Gibbs es muy importante en la teoría de filtros. La magnitud en la respuesta en 
frecuencia para un filtro ideal pasa bajas (fase cero) la observamos en la siguiente fig. y el par 
apropiado de la serie de Fourier es : 

ec 

h(n) = 1 	em° dO = I sen(n0c) 	n = o, ±1. 	„. 
2n .ec 	nn 

con 
n. +V 

= E h(n)e.34  
n•4 

    

    

2n-0c 	2,r—Oc 

La respuesta en frecuencia de la fig. no puede ser realizada por la ecuación 2 por dos razones : 

Primero, no podemos implementar un filtro con un número infinito de términos como se requiere en 
la ecuación de síntesis para H(0°) 

Segundo cuando existe discontinuidad en la gráfica do magnitud como en la de la figura y aunque 
usemos un número infinito de términos, no será imposible obtener la respuesta en frecuencia para 
estas discontinuidades. 

Para filtros de alto orden siempre Habrá un sobre tiro de aproximadamente 8.95 % cerca de una 
discontinuidad, a esto se le conoce comd Fenómeno de Gibbs. Este efecto puede verse claramente 
en la sig. figura, donde se muestra la aproximación de Fourier para filtros pasa bajas con x101 y 
151 
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3,- TRANSFORMADA RÁPIDA DE FOURIER 

3,1,- Transformada Discreta de Fourier 

El desarrollo del par de Transformadas Discretas de Fourier, es sólo necesario para derivar la 
relación matemática de los resultados, con cada una de las modificaciones requeridas corno : el 
dominio en el tiempo de la muestra, truncación y el dominio en la frecuencia muestrada, 

Considere el par de Transformadas de Fourier de la fig. (a). Para discretizar este par de 
transformadas, primero es necesario mucstrear la onda h(t), el muestreo puede escribirse como 
h(t)Ao(t) donde ¿o(t) es el dominio en el tiempo de la función muestreada (fig. b). El intervalo del 
muestreo es T, la función puede representarse así 

h(t)Ao(t) = h(t) E 8(t-kT) 

= E h(kT) 8(t-kT) 	(1) 

El resultado de esta multiplicación puede observarse en la fig.(c), nótese que el efecto de aliasing 
es resultado de T. Después la función muestreada es truncada por inultiplicación con el rectángulo 
de la función x(t), fig.(d). 

1 -112 < t < To - T2 

x(t) = 

en otro caso 	(2) 

donde To es la duración de la fune'ón truncada. Una pregunta obvia sobre este punto es ¿Porqué 
la función rectangular x(t) no está centrada en cero o en To/2? El centro de x(t) en cero es aludido 
por problemas de notación. La razón para no centrar la función rectangular en to/2 se puede volver 
obvia en el siguiente planteamiento truncando los campos 

V 
h(t)ANOX(t) L"- (1.4h(kT) 8(t-kT)] x(t) 

= E h(IcT) 8(t-kT) 	(3) 
K.0 

donde ha sido asumido que hay N funciones impulso equidistantes falsas dentro del intervalo 
truncado, que es N=To/T. El ejemplo de la onda truncada y su Tiansformada de Fourier son 
ilustradas en la fig. (e). Como en el ejemplo anterior, la truncación en el dominio del tiempo resulta 
una ondulación en el dominio de la frecuencia, 



2T 

To To 

i8(0* O.0(8* 

-1 	 1 
2T 	2T 

lAo(t) 

111111 II,U1 11  
h(1)A0(t) 

Al 
x(t) 

(d) 

To 
2 

h(t)áoox(c) 

h(t)ho(t)4)1A1(t) 

   

I [H(f) *Ao(t) * x(f)Je1(f)1 

O
.  (s) 

  

.11111Iiiit, 	.111 

 

    

   

     

     

Dedvedis Grades dd per de 'fraziefortnedae Dilates de Fowler 
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El paso final en la modificación del par de Transformadas de Fourier originales, es mostrar la 
Transformada de Fourier de la cc. (3) en el dominio del tiempo, este producto es equivalente a 
convolucionar la onda truncada mostrada en la ce. (3) y la función tiempo A 1(t), ilustrada en la fig. 
(f). La función A 1(t) está dada por : 

	

A I (t)= TO E 8(t-rT0) 	(4) 

La relación deseada es [h(t)Ao(t)x(t)iál(t) por lo tanto 

[h(t)Ao(t)x(Orál(t) 	=[ E h(kt) 8(t-kT)] * [To E 8 (t-rTo)1 
k.0 	 r • 

N.1 
= 	To E h(kt)6(t+To-kT) 

N•1 
+ To E li(kt)8(t-kT) 

K.0 

N• 1 
+ To E h(kT)8(t-To-kT)+... (5) 

K.0 

Nótese que es una función periódica con periodo To. En una notación más compacta que se 
puede escribir como 

r N1 
h(t) = To 	E li(kT)d(t-kT-rTo)] ...(6) 

r • Y K..0 

Se escogió la notación de h(t) para decir que es una aproximación de h(t). Nótese que el resultado 
de la convolución ec, (6) es una función periódica con periodo To, el cual está formado de N 
muestras, Si la función rectangular ha sido escogida, tal valor muestreado coincide con el último 
punto de la función rectangular, la convolución dula función rectangular con impulsos espaciados 
en el intervalo Te, puede resultar un aliasing en el dominio del tiempo. Esto es el punto N de un 
periodo puede coincidir con (y sumarse a) el primer punto del siguiente periodo. Para estar seguro 
que el aliasing en el dominio del tiempo no ocurrirá, es necesario escoger el intervalo de truncación 
(fig. d), nótese que los puntos finales de la función do tmricación mienten en el punto medio de dos 
valores muestreados adyacentes permitiendo el aliasing en el dominio del tiempo). 

La Transformada de Fourier de una función periódica h(t) es una secuencia de impulsos 
equidistantes 

V 

	

H(11/1.0) = E al, 8 (f - rifo) 	fo= I/To ...(7) 

donde 
To•T/:: 

an=  tiro I li(t)e12"4' dt n=0,± I,12,.,. (8) 
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Substituyendo la (cc. 6) en la (ce. 8) se tiene 

To-T,2 K N.I 
an=1/TofTo E E h(kT) 8(t-kT-rTo)e J.2"111.°  dt 

•T/2 	,.-V K.0 

la integración es sólo sobre un periodo, entonces : 

T0.172 N.1 
aa = G/, 	E h(kT)8(t•kT)e 91" "'dt 

K.0 

N-1 	T.Tr2 
= E In) II  

K.0 

N-I 

ej2741.°8(t-kT)dt 

Kr.0 
= E h(kT) e 'ihnt/To .(9) 

como To=NT, la cc.(9) puede reescribirse como : 

an = E li(kT) e 'Pul' n=±1,±2...(10) 
K.0 

y la transfornmda de Fourier de la ec. (6) es : 

N-I 
H(n/NT) =  E E 	h(kT)e 92 	...(11) 

0. -V K=0 

Con una evaluación precipitada de la cc.(11) no es obvio que la transformada de Fourier 
H(n/NT) no es periódica, como se ilustra en la fig. (g), porque hay sólo N distintos valores 
complejos computables de la cc. (11). Para establecer este factor haremos n=r donde res un entero 
arbitrario, entonces : 

N.I 
H(r/KT) = E h(kT) e .1241̀N 	...(12) 

K.0 

Ahora n= r + N; nótese que:;  

ej2nk0+ NYN 	e•JtokrIN e•j2sk 

= •j2nIall —(13) 
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H(r +N)  = E h0,0012n(r WyN 

NT 	x.o 

N.1 

= E 11(kT)c.,="Li'N 
K=0 

= H 
NT 	...(14) 

Por lo tanto, hay sólo N valores distintos los cuales (cc. 11) pueden ser valuados; H(n/NT) es 
periódica con un periodo de N muestras. La transformada de Fourier puede expresarse también 
como : 

La cc. (15) es la transformada de Fourier deseada; la expresión tiene N muestras de tiempo y N 
muestras de frecuencia por la forma continua de la Transformada de Fourier. Si se asume que las 
N muestras de la función original h(t) es un periodo de la onda periódica, la transformada de 
Fourier de esta función periódica está dada por las N muestras computadas (ec. 15). La notación 
H(n/NT) es usada para indicar que la transformada de Fourier discreta es una aproximación a la 
transformada de Fourier continua. Normalmente se escribe 

donde la transformada de Fourier de la función periódica muestrada g(kT) es idéntica a G(n/NT). 

donde Cink  = cos(2pk) • jsen(2pk)=1 para k tomando valores enteros. Esto para n = r + N 



3.2.- Transformada Rápida 

Considérela transformada discreta de Fourier 

N•1 
X(11) = E x0(k) 092"  

K.0 
n=0,1, 	_(1) 

donde tenemos que reemplazar kT por k y n/NT por n para conveniencias de notación. Notemos 
que (cc, 1) describe N ecuaciones computables. Por ejemplo si N=4 y si permitimos que 

W = conín 	
(2) 

entonces la cc, (I) puede escribirse como : 

X(0) = X0(0) Wo + X0(l ) WO + x0(2) Wo + x0(3)Wo 
X(1) = x0(0) Wo + X0(1) Wi + x0(3) W2 + x0(3)W3 
X(2) = x0(0) Wo + X0(1) W2 + x0(3) W4 + x0(3)W6 
X(3) = x0(0) Wo + X0(1) W3 + x0(3) W6 + x0(3)W9 

La cc, (3) puede ser más fácil representándola en fonna de matriz : 

X(o) Wo Wo Wo Wo—  —Xo(o) 
X(i) Wo Wt W2 3,V3 Xo(i) 
X(2) Wo W2 W4 W6 Xo(2) 

y más 

X(3) — 

compacto como 

Wo 
— 

W3 Wa W9 Xo(3) (4) 

X(n) = 	Xo(k) .,.(5) 

Examinando la ce, (4) revela que W y posiblemente x0(k) son complejas, entonces NI es una 
multiplicación compleja y (N)(N.l) es una adición compleja necesaria para los requerimientos 
computacionales. 

Desarrollo Intuitivo. 

Para ilustrar el algoritmo de la Trasformada Rápida de Fourier, es conveniente;escoger el 
número de puntos muéstrales xo(k) de acuerdo a la siguiente relación N=21, donde r es un entero, 
Más tarde el desarrollo removerá esta restricción, El resultado de la ec. (4) es resultado de escoger 
N=442r-,22; por lo tanto podemos aplicar la Transformada Rápida de Fourier a la cc. (4), 
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El primer paso para desarrollar la Transformada Rápida de Fourier, para este ejemplo es 
reescribir la cc. (4). como 

[[ 	 1 	--X0(0)1 Xxloo)  I 	I 	1 	II 
= I WI W2 W3 	Mi) 

X(2) I W2 WO W3 	Xo(2) 
X(3) _ 	I 	W3 	W2 	WI 	_Xo(3) ... (6) 

La matriz de la ec.(6) fue derivada de la ec.(4) usando la relación Wnk = Wrántull1N) Recuerde 
que (nloned(n)] es el residuo de la división de nk entre N; si N=4, n=2, y k=3 entonces 

W6=W2 ...(7) 
donde 

Wnk= W6 =EXP R•j2n/4) (6) = cxp [-j3nl 

= cxp [-jrci = exp [(j2x/4)(2)1 = W2 = Wtuno2(n) 	...(8) 

El segundo paso en el desarrollo es factorizar la matriz cuadrada en 

Xri) I WO WO O X0(0) 
X 0 = 

[ 
I W2 O 0 () 1 O Wo Xu(i) 

X;2) O 0 l WI 1 0 W2 O X0(2) 
Xa) 0 0 I W3 0 1 0 W2 X0(3) 

El método de factorización está basado en la teoria dula Transformada Rápida de Fourier. Es 
suficiente mostrar que la multiplicación de las dos matrices cuadradas (cc. 9) dan como producto 
una matriz cuadrada (cc. 6), con excepción de los renglones I y 2 que han sido intercambiados, (la 
numeración es 0, 1, 2, 3). Nótese que este intercambio ha sido tomado en cuenta (cc. 6) 
reescribiendo el vector columna X(n); denotando el intercambio del vector por 

X(o) 
X(2)  

X(N) = 	X(I) 
X(3) —(10) 

Se tiene que aceptar que el factor (cc. 9) es correcto, aunque los resultados estén revueltos, se 
debe de examinar el número de multiplicaciones requeridos para computar la ecuación, primero 
tenemos 
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Xi (o) 1 0 WO O Xo(o) 
Xl(► ) 0 1 0 WO Xo(i) 
X►(2) I 0 W2 O Xo(2)  
X1(3) 0 1 0 W2 Xo(3)  (II) 

Este cs el vector columna xl(k) que es igual al producto de las dos matrices de la derecha (ce, 9). 
El elemento x1(0) es computado por una multiplicación compleja y una suma compleja. 

xi(0) = xo(0) + Wox0(2) 	...(12) 

El elemento x1(1) es también determinado por una multiplicación compleja y una suma. Sólo 
una suma compleja es requerida para computar x1(2) 

x1(2) = xo(0) + 15/2  xo(2) 

= xo (0) 	xo (2) 	...(13) 

donde la multiplicación compleja WOxo(2) ha sido ya computada en el determinante de xi(0) (cc, 
12). Por el mismo razonamiento, xi(3) es computada por una sola suma compleja y no 
multiplicaciones. El vector interntedio está entonces determinado por cuatro sumas complejas y dos 
multiplicaciones complejas. Sigamos con el desarrollo del método (ec, 9). 

X(o) X2(o) I WO Xo(o) 
X(2)  X2(t) 1 W2 O O Xo(i) 
X(i) X2(2) O 0 1 W1 Xo(2) 
X(3)  

• X2(3 ) W3 X0(3) , (14) 

El término x2(0) es determinado por una multiplicación compleja y una suma. 

x2(0) = x(0) + WOxi(I) 	...(I5) 

El elemento x2(I) es «imputado por una suma porque WO = -W2. De forma similar x2(2) es 
determinado por una multiplicación y una suma compleja, y x2(3) sólo por una suma. 

Computar X(n) significa que la cc. (10) requiere un total de 4 multiplicaciones complejas y 8 
sumas complejas. Calcular X(n) por la cc. (4) requiere 16 multiplicaciones complejas y 20 sumas 
complejas. Nótese que el Proceso de faciorización de la matriz introduce ceros en los factores de,  la 
matriz y, como un resultado, reduce el número de multiplicaciones requeridas. Para este ejemplo, el 
proceso de factorización de la matriz, reduce`el número de multiplicaciones por un factor de dos. 
Para el cálculo el tiempo esta mayormente gobernado por el número requerido de multiplicaciones, 
Aquí se ve la eficiencia del algoritmo. 
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Para N=2' el algoritmo de la transformada rápida de Fourier es simplemente un procedimiento 
para factorizar matrices de NxN en r matrices (cada una de NxN). Cada factor de la matriz tiene 
propiedades especiales de minimizar el número de sumas y multiplicaciones complejas. Si se 
extiende esto al ejemplo anterior, entonces la transformada rápida de Fourier requiere NrI2 = 4 
multiplicaciones complejas y Nr=8 sumas complejas, donde el método directo (cc. 4) requiere N2  
multiplicaciones complejas y N(N-l) sumas complejas. Si se asume que el tiempo de cálculo es 
proporcional al número de multiplicaciones, entonces la relación aproximada del cálculo de la 
transformada rápida de Fourier está dada por : 

N2= 
Nr/2 r ...(16) 

el cual para N=1024 = 210  es una reducción computacional de más del 200 %. En la siguiente 
figura se ilustra la relación entre el número de multiplicaciones requeridas por la transformada 
rápida de Fourier y el método directo. 

El procedimiento de factorización de la matriz introduce una discrepancia. Recuerde que el 

resultado X(n) toma el lugar de X(n) esto es 
— — 

X(o) Xo(o) 
X(N) X(2)  en lugar de X(n) Xo(i) 

[ 

X(1) Xo(2) 
_. X(3) mg. .,. 	(17) 

Este nuevo arreglo es inherente en el proceso de factorización y es un problema menor porque es 
sencillo generalizar una técnica para descifrar X(n) para obtener X(n). 

Reescribiendo X(n) remplazando el componente binario n con su equivalente binario ; 

X(o) X(oM 
X (2) se vuelve X(to) 
X(1) X(al) 
X(3)  X(n) (18) 

Obsérvese que si el argumento binario de la 1,e,(18) cambia'de Bele, o revierte binariamente 
(esto es que 01 cambia a 10 y 10 cambia a 01) se tiene 

X(00) X(00) 
X(1'4) 	= X(10) Cambia 'a X(01) 

X(01) X(10) 
X(11) X(11) (19) 

Que es una forma rara de descifrar el desarrollo generalizado de la transformada rápida de 
Fourier. 
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3,3.- Algoritmo del Método. 

3.3.1.- Algoritmo. 

La evaluación directa de la Transformada Discreta de Fourier requiere N multiplicaciones 
complejas y N-1 sumas complejas para cada valor de X(k), y donde hay N valores para determinar, 
son necesarias N2  multiplicaciones y N(N-l) sumas . Consecuentemente, para valores de N muy 
grandes, como 1000, la evaluación directa requiere considerablemente a la computadora. 

La eficiencia y la moderna aproximación para la evaluación de la Transformada Discreta de 
Fourier es a través del algoritmo de la Transformada Rápida de Fourier. 

3.3.2-Representación Gráfica de una Señal. 

Convertimos la ce. (9) en una representación gráfica, como se muestra a continuación; 
representamos'el vector o arreglo de datos por una columna vertical de nodos a la izquierda de la 
figura. El segundo arreglo vertical de nodos es el vector x1(11) calculado en la cc, (II) y el siguiente 
arreglo vertical corresponde al vector x2(k)= X(n), cc, (I I). En general debe de haber y arreglos 
calculados donde N= 2Y. 

La Inteipretación de la figura es como sigue. Cada nodo tiene dos lineas sólidas las cuales 
representan las rutas de cada nodo. La ruta 	 una it n trasme o brinda 	calificación proveniente de un 

. 
arreglo, multiplica la calificación por WP, e introduce el resultado en el nodo del siguiente arreglo. 
El factor WP aparece cerca de las flechas do ruta, abstenerse de este factor implica que W1  
resultado entra al nodo proveniente de la suma de dos direcciones. 
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La representación gráfica es entonces un método para representar los requerimientos 
computacionales en factores de matrices para el algoritmo de la Transformada Rápida de Fourier. 
Cada columna de la gráfica corresponde a un factor de la matriz;son requeridos arreglos verticales 
de N puntos (N=2Y). La utilización gráfica nos permite describir fácilmente los procesos de 
factorización de la matriz de tamaño N. 

ARREGLOS CALCULADOS 
1  

ARREGLO DE 

  

DATOS 	 1.1 	 I.2 1.3 	 14 

415) W 	x39 1 WI x.4(115) 

3. 3. 3, -Nodos Andes 

Inspeccionando la siguiente figura, nos revela que en cada arreglo podemos encontrar dos nodos 
cuya ruta de transmisión se deriva del mismo par de nodos pero de un arreglo previo. Por ejemplo, 
el nodo x1(0) y xi(8) son computados en términos de los nodos x0(0) y x0(8). Nótese que los nodos 
xo(0) Y X1(8) no quedan dentro de los cálculos de cualquier otro nodo. Estos nodos los definimos 
como par de nodo dueles. 

Como el calcula de un par de nodos duales es independiente de los demás, es posible desarrollarlo 
en forma computacional. Obsérvese en la fig. que simultáneamente se puede calcular xi(0) y xi(8) 
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en términos de x0(0) y x0(8) y retomar el resultado en localidades de almacenamiento previamente 
ocupadas por x0(0) y x0(8). 

ARREGLOS CALCULADOS 

1 =2 	1=3 	1=4 
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Veamos ahora el espacio entre un par'de nodos duales. Con respecto`a la fig, anterior, primero, 
en el arreglo 1=1, hay un par de nodos duales, es decir x1(0); x1(8) es separado por It=8=N/21. En 
el arreglo 1=2, hay un par de nodos duales, es decir s2(8), x2(12), es separado por k=4=14/21. De 
forma similar, un par de nodos duales aparece en x3(4) y x3(6), en el arreglo 1=3, es separado por 
k=2=N/2I=N/24. Generalizando este resultado, observarnos que el espaciamiento entre nodos 
duales en un arreglo 1 está dado por N/2'. Ad, si consideramos un nodo dual en particular xl(k), 

duales, 
su nodo es x(k + N/2'). Esta propiedad nos permite 

identificar fácilmente  un par de nodos 

El cálculo de un par de nodos duales requiere sólo de una multiplicación. Para aclarar esto, 
considérese el nodo x2(8) y su dual x2(12), ilustrado en la fig. anterior. La ruta de transmisión del 
nodo x2(12) es multiplicada por W4  y W6  primordialmente a los nodos de entrada x2(8) y x2(12) 
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respectivamente. Es importante notar que W4  = - W12  y sólo es requerida una multiplicación. 
donde el mismo dato xl (12) será multiplicado por estos términos. En general, si el factor de peso 
en un nodo es VP, entonces el factor de peso de un nodo dual es W(P4172), sólo es requerida una 
multiplicación en el cálculo de un par de nodos duales. El cálculo de cualquier par de nodos duales 
está dado por el par de camiones : 

.7e(k) 	WPm.)(k + N/21) 

xl(k •t N/2) = (k) - WP:4,(k + N/21) 	(21) 

En el cálculo de un arreglo, normalmente empezamos con k=0 y secuencialmente hacia abajo el 
arreglo. Como un estado previo, la dualidad de cualquier nodo en el loes arreglo siempre es N/21  
hacia abajo en el arreglo. Donde el espaciamiento es N/21• por lo que debemos saltar después de 
cada n/21  nodos. Para ilustrar este punto, consideremos el arreglo 1=2 de la siguiente figura. Sí 
empezamos con el nodo k=0, entonces el nodo dual se encuentra en k=N/22=4 que se puede 
verificar inspeccionando la figura. Recorriendo el arreglo, notamos que el nodo dual se encuentra 
siempre localizado debajo de la localidad 4 del arreglo hasta que se alcance el nodo 4. En este 
punto ya tenemos un conjunto de nodos previamente encontrados; esto es, estos nodos son los 
duales para los todos k=0, 1, 2 y 3. es necesario saltar sobre los nodos k=4, 5, 6, y 7. Los nodos 8, 
9, 10 y I I siguea con la idea original de los nodos dueles encontrándose por debajo de la localidad 
4 del arreglo, En general, si trabajamos de la parte de arriba hacia abajo del arreglo 1, entonces 
calcularemos la cc. (21) para los primereis N/2' nodos, saltando el siguiente N/21, etc• Sabemos que 
tenemos que parar de saltar cuando el Indice de un nodo sea mayor quo N-1, 

Detenninando W debemos definir las propiedades de cada arreglo con excepción del valor de p. 
El valor de p es definido por a) la escritura del Indice k en binario que se forma con y bits, b) 
escalando o deslizando este número 

.3.3.4.- Diagrania de Flujo, de la Transformada Rápida de Fowler 

Se sabe de lo anterior que lo que primero computamos es el arreglo I =I empezando con el nodo 
k=0 y trabajando hacia abajo del arreglo. En'este nodo k, calcularnos el par de ce, (21) donde p es 
determinado por el procedimiento descrito. Se continúa calculando el par de ee, (21) hasta que 
encontremos una región, de nodos la cual será saltada Saltamos obre los nodos apropiados y 
continuamos hasta que se termine de calcular todo el arreglo. Entonces se procede a calcular los 
arreglos restantes usando el mismo procedimiento. Finalmente descifraremos el ultimo arreglo Para 
obtener el resultado deseado. A continuación explicaremos el diagrama de flujo de la Transformada 
Rápida de Fourier. 

Fig. 1 .- Describe los datos de entrada necesarios, Se asume que el vector x0(k) es complejo y su 
Indice será k=0, I, N-I. Si xo(k) es real, entonces la parte imaginaria debe ser cero, El número 
de puntos m'estrados N debe satisfacer la relacion N=2", donde r es un numero real. 
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Fig. 2.- El parámetro 1 es el número de arreglos que deben ser considerados. Se empieza con el 
arreglo 1=1. El espacio entre los natos duales está dado por el parámetro N2; para el arreglo 1=1. 
N241/2 El parámetro NU1 es el salto a la derecha requerido cuando se determina el valor de p 
en la ec, (21); NU1 es inicializado con y-1. El Indice k del arreglo es inicializado con k=0; así 
trabajaremos de la parte de arriba a la parte de abajo del arreglo. 

Fig. 3 .- Verifica que el arreglo I, el cual es calculado, sea mayor a r. Si esto sucede entonces 
pasa a la fig. (14) para ir a obtener el resultado, Si no han sido calculados todos los arreglos, se 
procede a ir a la fig. (4). 

Fig. (4) .- Pone el cantador 1-1. Este contador inmuto= cl número de pares de nodos duales que 
van a ser considerados. Recuérdese que es necesario ordenar los nodos de tal forma que los nodos 
que han sido considerados no se encuentren una segunda vez, El contador I es el control para 
determinar cuando el programa va a saltar. 

Fig, (5) y (6) ,- Aquí se desarrolla la cc. (21). Una vez que k e I han sido inicializados con 0 y 1 
respectivamente, el nodo inicial considerado es el primer nodo del primer arreglo. Para determinar 
el factor p para este nodo, primero debemos de escalar (dividir en partes iguales) el número binario 
k para recorrerlos r-I partes. Para realizar esto, debemos calcular el valor entero de W20'1)  ----
k/204111)  y poner el resultado en M como se muestra en la fig: (5). De acuerdo a este procedimiento 
para determinar p, debetnos reversar M bits, donde M está representado por r-Nti bits, La función 
113R(M) denotada en la fig. (5) es una rutina especial bit inversión, 

Fig, (6) es el cálculo de la ecuación (21). Calculamos el producto W x(k + N2) y asignamos el 
resultado a una localidad temporal de almacenamiento. Después sumamos y restamos este término 
de acuerdo a lace, (21), El resultado es un nodo dual de salida. 

Cuando el procedimiento recorre el arreglo al siguiente nodo (fig. 7) k se incrementa en I, Para 
eludir al cálculo otra ves de un nodo que ha'sido considerado previamente, verificamos (fig, 8) si I 
es igual a N/2, para el arreglo I el número de nodos que pueden ser considerados consecutivamente 
sin saltar alguno, es iguala N/2=N2, En la fig. (8) se determina esta condición, Si 1 no es iguala 
N2, entonces procedemos a recorrer en uno al arreglo e incrementar I como se muestra en la fig. 
(9). Recuérdese que ya hablamos incrementado k en la fig. (7). Las figuras (5) y (6) se repiten para 
los nuevos valores de k. 
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Si I=N2 (fig. 8), entonces tenemos que tomar un nodo previamente considerado. Sabernos que 
debernos saltar N2 nodos poniendo k = k+N2. Porque k ha sido previamente incrementado en 1, en 
la fig, (7), es suficiente saltar los nodos previamente considerados incrementando k en N2, 

Después de que se desarrolló el requerimiento computacional indicado en las figuras (5) y (6) 
para el nuevo nodo k = k + N2, debemos verificar'primero en no exceder el tamaño del arreglo. 
Como se muestra en la fig. (1 1), si k es menor que N-1 (recuérdese que k es un indice que va de O a 
N-1) entonces inicializamos el contador I igual a I en la fig. (4) y repetimos en las figuras (5) y  (15). 

Si k>N- I en la fig. (I I), sabemos que tenemos que proceder con el siguiente arreglo. De aqui 
como se muestra en la fig. (12), I es incrementado con 1, El nuevo espaciamiento N2 es 
simplemente N2/2  (recuérdese que el espaciarniento es N/21 ), NUI es decrementado con I (NUI es 
igual a y.1), y k se inicializa con cero, Entonces verificaremos en la fig. (3) si todos los arreglos 
han sido calculados, Si esto sucede, procedemos a descifrar el resultado final. Estas operaciones 
son desarrolladas en las fig, (13) a la (17), 
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En la figura (13) se tiene i = IBR(k). Otra ves utilizamos la función bit-inversión IBR(k). Hay 
que recordar que para descifrar la Transformada Rápida de Fourier simplemente intercambiamos 
x(k) y x(i). Esta manipulación es desarrollada en la fig, (15). Para desarrollar la fig. (15) es 
necesario determinar, como se muestra en la fig. (14), si i es menor que k. Este paso es necesario 
para prohibir la alternancia de nodos previamente utilizados. 

En la fig. (16) se determina cuando todos tos nodos han sido descifrados y en la fig. (17) 
simplemente incrementamos k. En la fig. (18) describimos la lógica de la función bit-inversión 
IBR(k); Tenemos que implementar el procedimiento bit-inversión, tomando en cuenta que las 
variables x(k) y WP son números complejos. 

3,3.5,-Algoritmo de Decimación en el Tiempo. 

Describamos la transformada discreta : 

1,14 

X(k) = E x(n)Wwk" 
n-O 

y se asume que 

N = 2' 

donde Ws eaPIN  

donde r es un entero. La suma puede factorizarse en dos partes : 

Ni. 	 N.I.  

X(k) = E x(n)Wiik" + E x(n)Ww." 
n•O 

altemamente 

	

X(k) = E xio(n)Ww2"Whi

t 

 E xii(n)Wif2k" 	...(1) 
nW .2.01 	

n 

donde 
xio(n) = x(2n) 	xu(n) = x(21r1- I) 	...(2) 

para O n 3 N/2-1 . Desde que : 

W1+41111  = Wkn 

La cc. (1) puede ser expresada como : 

14/1.1 	 1.41.1 
X(k) = E xio(Ii)Wkarn +WN.1, E Xit (n)W hNi2 

n.o 	 n.o 
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claramente 

X(k) = Xto (k) + WN'X (k) 	....(3) 

donde x10(k) y x11(k) son periódicos, cada uno con un periodo de N/2, y tenemos que : 

X(k+N/2)=X:o (k+N/2)+WO'12)Xl: (k+N/2)=X:o (k)-Vbik  X:: (k) —(4) 

Las ecuaciones 3 y 4 pueden ser representadas por una gráfica de mariposa, como la siguiente 
(a), donde la señal negativa en ±Ws' es pertinente al computar X(k+N/2). Esta representación 
gráfica puede simplificarse en el diagrama (b) para una mejor conveniencia, Tenemos que recorrer 
un camino arduo para expresar el elemento N deseado en la Transformada Discreta de Fourier 
como una función de dos (N/2) elementos de la Trasformada Discreta de Fourier, Asumiendo que 
el valor de Xio(k) y Xii(k) están disponibles en sus correspondientes arreglos, los valores de X(k) 
pueden ser realmente computados como una representación en la fig, (e). 
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d) 	n ciclo 

Xn(k) y Xu(k) pueden ser ahora expresados en términos de (N/4)-elementos de la Transfonnada 
Discreta de Fourier representando este ciclo, para Xio(k) se puede escribir 

10.1 
Xn(k) = E xio(n)W"na 

no3 

N/4 •I 	 511.1 

n •0 	 n • O 
xio (211+1) w„„-k9n 1) = E xio(2n)w2kniu 

N/4.1 	 Ni4.1 

= E xn (n) Wwil`n + Wri'2k E xu(n)Wraku 
..0 	 n • O 

y, similar para XII (k) 

X10(11) = Xto (2n) 	 Xal (n) 4  Xio(2n+1) 

Xn(n) = Xn (2n) 	13(n) = (2n+1) 

511.1 

= E xn(n) 	+ W14.2k  E xn(n)Wwil." 



Para OLMN/4-1. 

Consecuentemente de las ecuaciones (5 y 6) 

	

Xio (k) = X20 (k) + Ww1k Xn (k) 
	

(k + N/4) = X (k) - WN.2k XII (k) 

(k) 	XII (k) + WN'21  Xn(k) 
	

Xn (k + N/4) = XII (k) WN.1  X23 (k) 

Mi si los valores de X10, XII, XII y X» están disponibles, Los valores de Xio(k) y Xii(k) y los 
valores de X(k) pueden computarse corno se muestra en la fig. (c). 

En la misma forma, el énesimo ciclo del procedimiento es 

Xo..na(k) = Lio(k) +WH•2="19(.1(k) 

Xim•no (k+N/2m) = Xmo (k) - Ww2m • IkXml (k) 

X(m.D1(k) = La(k) + Wic2""`Xm3 (c) 

(k+N/2m) = Xm2(k) • 	Xml (k) 

donde 

Xmo(n) = Xonno(2n) 
(n) 	X..ni (2n + 1) 

Xrd(n) = Xo•oi (2n) 
L3(II) = /Cobol (2n + I) 

para OfniN/2"' I . 

Claramente el procedimiento termina con el erésimo ciclo (N=2^r), dados u (n), x,i (n),... se 
reduce un elemento de secuencia, en cuyo caso 

Xri (0) = Xfi (0) 

para i =0.1,—, N- I, los valores de la penúltima Transformada Discreta 
obtenidos por la ecuación de arriba como 

ni» (0) = xort (0) + Mout (0) 

X(1. no (0) = Yuo (0) + 	(0) 

ni» (0) = (0) + 150N xa (0) 
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XII« (0) xn (0) + 	Xt3(0) 

Asumiendo la secuencia (xr0(0), xr1(0),„. }, es posible que en un arreglo los valores de Xs.i 
(k) para i=0, I, puedan ser computados como en la fig. (d). Entonces los valores de Xffilt(k), 
3141), ... pueden ser computados ea una forma secuencia!, para que después puedan ser obtenidos los 
valores de X(k). 

La única tarea que pennanece pendiente en este punto es la de identificar los elementos 
NA(0), xn(0),.,., Afortunadamente esto es fácil; como se puede mostrar ya que xii,(0) está dado por : 

x, (0) = x(q) 

donde q es la r-bit representación binaria de p inversa. Por ejemplo, si N=16, r-4, y : 

xx(0) x(0) 
x41(0) = x(8) 
x41(0) = x(4) 

x4 o5)(0) = x(15) 

En efecto, la secuencia (x4(0), 	es una versión reordcnada de la secuencia {x(0), x(1), 

A manera de ejemplo construyamos el algoritmo de decicación en el tiempo para N=8 

xto = (x(0), x(2), x(4), x(6)) 
xii = (x(I), x(3), x(5), x(7)} 

y la ecuación 7 da': 

xio = (x(0), x(4) 
= (x(I). x(6) ) 
= {x(2), x(5) } 

>os= (x(3), x(7) ) 

y finalmente de la ecuación 8 

El algoritmo puede ser fácil de programar. Como se puede observar en la siguiente figura, una de 
las salidas de cada entrada son computadas, el elemento de entrada no necesita ser grande para ser 
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procesado y puede ser representado por su correspondiente salida. Cuando se procede de la misma 
forma de izquierda a derecha, al final de los cálculos el arreglo de las entradas contiene los 
elementos deseados por la Transfomiada Discreta de Fourier. En general, cada ciclo del algoritmo 
envuelve N/2 mariposas, como se muestra en la fig., y cada mariposa requiere una multiplicación 
(compleja). Dado que hay r ciclos computados y How N, el número total de multiplicaciones es 
(N/2)logi N opuesto al N' en el caso de la valuación directa. 

X31 (k) 	 X2) (k) 	 XII (k) 	 X (k) 

Algoritmo de dee enfielen en el lionpo de la Transtommda Rápida de Fondo.  para N.11 

3.3,6 -Algoritmo de Declinación en Frecuencia 

Este procedimiento está dado por una secuencia de separación del Indice presente y del viejo de 
los elementos. Este procedimiento es repetido en cada nueva secuencia hasta que es obtenido un 
elemento secuencial. Una alternativa del algoritmo de la Transformada Rápida de Fowler puede 
ser desarrollada dividiendo la secuencia dada a través de su punto medio y repetir el mismo 
procedimiento para cada secuencia resultante. 

podemos escribir. 
WIE 	 Nd 

X(k) = E x(n)Wii''' + E x(n)114' 
n-0 	n•N/ 

Nt2.1 

= E [x(n) + Wiimx(n +N/2)) Witk4  
trt4 

y con kt2k ó 2k+ 1 

WI-1 

X(2k) ='E xto(n)Wwa1° 

X(2k+1) = E xii (n)Wwi' 

donde 	 xo(n) = x(n) + x(n +N/2) 
	

•(1) 

xn(n) = [x(n) - x(n +111/2)]Wil 	...(2) 
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X(4k) = E N20(n)%14."  
a0 

5(4.1 
X(4k+2) = E xn(n)Ww4-1." 

1414 

X(4k+2) = E x23 (n)Wutib 

donde 	xv2(n) = xe(n)+xio(n+N/4) 

xn(n) = [x o(n) -xil(n+N/4)1W-2" 

x22(n) = xn(n) + xii(n+b1/4) 

x23(n) = [mi (n) 	(n+N/4)1W4n 

para 0£ni.IN1/2-1. Así el nuevo y los viejos valores de X(k) están dados por las Transformadas 
Discretas de Fourier de x1D(n) y xn(n), respectivamente. Asumiendo que los valores de x(n) son 
almacenados secuencialmente en un arreglo, los valores de xu,(n) y xu(n) pueden sor computados 
como se ilustra en la siguiente figura, donde la mano izquierda de la mariposa representa a la cc. 
(1) Y (2). 

El mismo ciclo ahora puedo aplicarse a mo(n) y xu(n). Para xid (n) 

E [xe(n) X(2k) xio(n + N/4)1 W11 4"  -= 
"-o

sywoii2 

y de forma similar para x 1 1(n) 

W4.1 
x(2k+ 1) = E 	(n) + 	xii (n + N/4)] Wu)2-14  

nb 

de aqui con le112k ó 2k +1 



o 

N/4 .1 

o 

N12 .1 

N/2 

N41 

o 

W4 .1 

x(n) 	 111 (n) 	 x21 (n) 	 ¡31 (n) 

X(4) 

Algodono de deciiimeióit en el tiempo de lo Trwisfonnodit Rápida de Fotitier poco Ne13 

para Ofd(N/4-1). Los valores de x20(n), xn(n), pueden ser computados como en la fig. (a). La 
Transformada Discreta de Fourier de cada una de estas secuencias da un cuarto del valor de X(k). 
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De igual forma, el ciclo énesinto 

N1.1 

X(2k)= E una (n)%41.1" 

X(2k+2 ) = Exml (n)Wm." 

donde N Nir y 

x.o(n)= x,..1»(n)+ x(..1)0 (n + N/21^) 

Xmt (n) = Pon (n) 	(n + N/2)1%.21"" 

para 0EniNi2m .1 

En el caso previo, el procedimiento termina cuando m=r, al mismo tiempo xr0(n), xr 1(n), 
reduce a cada uno de los elemento do secuencia, dando el valor deseado por la Transformada 
Discreta de Fouricr. 

X(0) = xm (0) 

X(2 ) 	(0) 

EL algoritmo completo para N=8 es ilustrado en la fig. (b). Como podemos observar, los valores 
de X(k) aparecen en el arreglo desordenado de la salida, Se observa que, puede ser fácil rcordenar 
lo realizado, roversando la representación binaria r-bit de la localización indexada al final del 
cálculo, La ventaja de este algoritmo es que los valores'de x(n) son localizados en el arreglo de 
entrada secuencial, 
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Procedure Limpia .- Limpia la matriz de resultados, para que no contenga basura al momento de 
utilizarse. 

Procedure Filtro Calcula el Filtro después de haberse calculado la Transformada Rápida de 
Fourier, el cual es un fibra de Primer Grado de tipo Retraso Rectangular, 

4.- PROGRAMA DE COMPUTADORA 

4.1 	Programa de computadora. 

A continuación se tnencionara los procedimientos que se utilizaron para realizar el programa de 
computadora. 

Funtion Eleva .-Dado que Pascal no cuenta con una función que eleve un numero a una potencia 
diferente a dos, se crea esta función con la cual se puede aproximar en fonna casi exacta el calculo 
deseado, 

Procedure Lectura .- En este procedimiento se introducen los valores a calcular, se condiciona que 
el numero de valores sea mayor a cero y menor a 1024 ya que es una condición del método (TRF), 

Procedure Dit_Reverse .- Aqui se intercambian los renglones de la matriz de datos, el cual es un 
punto clave para el desarrollo de la Transformada Rápida de Fourier, con lo cual se realizan menor 
numero de operaciones que con la tradicional Trasformada Discreta de Fourier. 

Procedure Calcula .- En este procedimiento se realiza lo que es el calculo de la transformada, el 
cual representa la eficiencia y moderna aproximación de la Transformada Discreta de Fourier, 



Program Fourier; 

Uses en; 
Var 
R1,R2,1,1a,16,1e,11,12 lnteger; 
L,M,N,K: Integer; 
Ray,C1,C2,PLTLT2,W,WLA,A1,C3,C4,C5,B,B LK 1: Real; 
61,02,F I :Array[0..10231 Of Real; 

Function Eleva(R,S:Real): Real; 
Var 

F:Real; 
Begin 

F:=Ln(R); 
Eleva:=Exp(SoF) 

End; 

Procedure Lectura; 
Begin 

N:=0; 
Repeat 
Cirser; 
Gotoxy(5,2);‘Vrite('Numero De Puntos); 
Read(N); 

Until ((N>0) Or (N<1024)); 
K:=3; 
Gotoxy(10,4);Write('Entre Los Valores); 
For 1:=0 To N-1 Do 
Begin 
Writc l'Or,1:11Read (G t  (11); 
Write(101[9,11);Iteadln(G211)); 

End; 
End; 

Procedure Bit Reverse; 
Begin 
L4; 
For 1:=1 To N-1 Do 
Begin 

If (1<L) TIten 
Regia 
T1: 	1[L-111 
T2A2IL-11; 
Cil[L-11111-11; 
G2[1.-1]..2(1-11; 
01[1-1] :=TI; 
G2[1-11;=T2; 
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End; 
M:=N Div(2); 
If (M<L) Then 
Begin 

While (M<L) Do 
Begin 
L:=L-M; 
M:=M Div (2); 

End; 
End; 

L:=L+M; 
End; 

End: 

Procedure Calcula; 
Begin 
Pi:=3.141592; 
W:=Cos(2*Pi/N); 
W I :=-Sin(2*Pi/N); 
For le :=1 To K Do 

Begin 
RI:=Round(Eleva(2,K-Ie)); 
For lb:=1 To RI Do 
Begin 
R2:=Round(Eleva(2,1e-1)); 
For fa := I To R2 Do 
Begin 

I 1;=(1a-1)+(113-1)*Round(Eleva(2,1e)); 
12;=(1a-1)+(lb-1)*Round(Eleva(2,1e))+Round(Eleva(2 Je-1 )); 
A:=01[11]; 
Al;432[11]; 
13=01[12]; 
BI:2[12]; 
C I :=(1a-1)*Eleva(2,K-le); 
01[11 I:=A+B*Eleva(W,C I); 
G2[11]:=A1+13 1*(-Eleva(-W1,C 1)); 
Sil [12]:=A-B*Eleva(Wg I); 
02[12]:=A1-B1*(-Eleva(41,C1)); 

End; 
End; 

End; 
End; 

Procedure Limpia; 
Begin 
• For I:=0 To 1023 Do 
FI [11;=0; 

End; 
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Procedurc Filtro; 
Begin 
Limpia; 
For 1:= I To N Do 

Begin 
FI [1]:=F 1 [1-1 1+(G I 11-1)-F 111-11)*O. 1; 

End; 
End; 

Begin 
Lectura; 
Bit Reverse: 
Calcula; 
Filtro; 
Clrser; 
For 1:=1 To N Do 
Begin 
Gotoxy(5,2+1);Write('F(1,1,1)=',F1111); 

End; 
End. 



4.2 .- Ejemplo de Aplicación. 

Evalue la Transformada Rapida de courier y el Filtro Pasa Bajas para la funcion retardo et  donde 
t= 0.1, 0.2 	0,8 

Filtro Pasa Bajas a usar 

Sal = Sals (Ents - Sals) * dth 

CORRIDA 

NUMERO DE PUNTOS 8 

VALORES 

0111=1.105 
G[2] = 1,221 
G[3]= 1,349 
G[41=1.491 
0[5] = 1.648 
G[6I = 1.822 
0[71=2.013 
0[8] = 2,225 

VALORES DE LA TRANSFORMADA 

REALES 

G[I]= 1,296 

PROGRAMA 

G[1] =1;285 
0121= -1.51 G[2] = -1,566 
G131= -0.889 G[3] = -0.936 
G(41= -0,236 G[4] = -0,296 
Gi5i = -0.641 G[5] = -0.654 
0161= -0,178 G[6] = -0.199 
Ce1= -0,247 G[7] = -0.267 
CrIIII= -0.118 G[8] = -0,129 

VALORES DEL FILTRO 

REALES PROGRAMA 

Gflj=1,276 0[1] =;1,287 
G121=', 1.001 0[2] = 1.0027 
GPI= 0.8060 0[3] =0.8079 
GI43= 0.678 0[4] = 0.698 
0(51= 0.555 0[5] = 0,563 
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G[61= 0,461 
G[7l = 0.408 
G[81= 0.328 

G161= 0.488 
G[7] = 0.412 
G[8] = 0.358 



DATOS INICIALES 

2.5 



VALORES DE LA TRANSFORMADA 

ESTA TESIS I/9 91:11E 
SAIIR 	B111.111TECA 



VALORES DEL FILTRO 



H 
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