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Introduccion

El teorema de Emmy Noether ha tenido un papel sobresaliente en el desarrollo de
muchas ramas de la fisica tedrica, porque establece una conexién directa entre las leyes
de conservacion de una teoria fisica y los invariantes de las ecuaciones de movimiento.
El teorema de Noether ha sido aplicado tanto en el campo de la fisica cldsica como
de la cudntica. En el primer caso se utiliza en Lagrangianos de sistemas de masas
puntuales, o a densidades Lagrangianas de teorfas de campo cldsicas, tales como la
teoria electromagnética, En el caso cudntico se ha aplicado a teorfas de primera y
segunda cuantizacion. En ambas se debe tener que la transformacion de simetria deje
invariante las relaciones de conmutacion o anticonmutacién. Es bien conocido que el
teorema de Noether es una pieza clave en formulaciones Lagrangianas; sin embargo en
este trabajo se muestra como se aplica para formulaciones Hamiltonianas y estudios de

esta formulacidn a sistemas simples han sido realizados.



En este trabajo el teorema de Noether es utilizado para establecer una justificacion
variacional al formalismo de constantes de movimiento cudnticas que son lineales en las
coordenadas de posicién y de momento y que dependen explicitamente del tiempo. En
este formalismo para sistemas cuadriticos multidimensionales, el concepto de estado
coherente tiene gran relevancia. Este concepto en Mecinica Cudntica no es tan nuevo
como podiia pensarse, de hecho fue introducido por E. Schiddinger dentro del desarrollo
de su teoria ondulatoria hacia 1926. Sin embargo, cobrd relativa importancia hasta
aproximadamente el afio de 1960 cuando se presentaron evidencias concretas de su
utilidad en la descripcién de sistemas relacionados con la teoifa de coherencia dptica
y el campo electromagnético. La idea bdsica detrds de este concepto es el interés por
comprender dentro del formalismo cudntico la transicién desde un sistema en el cual
los resultados de la aproximacién clasica son suficientes, al caso en el que los efectos

cudnticos predominan.

Desde 1960 cuando se inventd el laser aparecieron nuevos campos de investigacion
en la Sptica cudntica. Entre los mayores logros se cuenta con el desarrollo de la teoria
de coherencia cudntica, en la que se mostrd la relevancia de los estados coherentes en
problemas dpticos. La teorfa cudntica de la luz se inicid con los estudios de Planck
sobre la radiacion del cuerpo negro y Einstein del efecto fotoeléctrico a principios de
siglo. Posteriormente se desarrolld la Electrodindmica Cudntica para describir fa inter-
accién entre fotones y electrones. Entre las predicciones mas notables de ésta teorfa
destaca que la emision de luz de un dtomo experimenta un corrimiento de la eneigfa
de resonancia del dtomo (efecto Lamb).

Sin embargo, para muchos experimentos de Sptica fisica el esquema clisico de la
luz, como ondas viajeras de radiacion electromagnética, es adecuado para describir las
observaciones. Las primeras evidencias de la naturaleza cudntica de la luz se iniciaron
con los experimentos sobre correlacion de fotones. Estos experimentos involucran la
interferencia entre fotones diferentes y estdn en el campo de la éptica no-lineal. En estos
es posible obtener funciones de correlacion de segundo orden menores que la unidad
y a este efecto se le conoce con el nombre de antiacumulacion de fotones (”photon
antibunching”). Desde entonces se ha realizado mucho trabajo experimental y tedrico
sobre las propiedades estadisticas de la luz y su conexién con la medicion del niimero
de fotones. Esto ha permitido dividir los estudios en dos categorias, los que se refieren

a un haz de luz y aquellos en los que participan dos haces diferentes. Otro ejemplo



de luz no-clisica es la deteccién de estados cudnticos del campo electromagnético
que tienen menor incertidumbre en una cuadratura que la de un estado coherente.
Estos estados comprimidos tienen varias aplicaciones como las siguientes: en el campo
de las comunicaciones transmitiendo sefiales en la cuadiatura del campo que tiene
fluctuaciones cuanticas reducidas y para la deteccién de fuerzas muy débiles tales como

la gravitacional.

En los estudios realizados hasta la fecha sobre el campo electromagnético, en
muchos casos se encuentran efectos que no pueden ser descritos cldsicamente, pero

que pueden explicarse mediante la teorfa cudntica de la luz.

Una de las propiedades que caracteriza a los estados coherentes 6 estados semi-
cldsicos del oscilador arménico y la cual en realidad puede tomarse como definicién es
el hecho de que estos estados son los eigenestados del operador de aniquilacién del
sistema. Los sistemas cuadrdticos tienen integrales de movimiento que son lineales
en la posicidn y el momento. Por lo tanto se puede construir invariantes que tienen
las mismas relaciones de conmutacién que los operadores de creacidn y aniquilacién
y entonces construir los eigenestados del operador de aniquilacién de tal manera que
sean solucién de la ecuacidn de Schiddinger dependiente del tiempo del sistema que
se estd estudiando. Por lo antes mencionado a estos eigenestados se les llama estados
coherentes generalizados, aunque no tienen fas propiedades de coherencia dptica de los
estados introducidos por Schrodinger en 1926,

Este trabajo tiene por objetivo presentar un piocedimiento para construir y estu-
diar las propiedades de los estados coherentes generalizados en la descripcion de sis-
temas cuadriticos no estacionarios, En particular se estudia exhausivamente el oscilador
paramétrico en una dimensién paia varias dependencias temporales del pardmetro de
la frecuencia, encontrandose que sus eigenestados describen estados no-cldsicos de
la luz que presentan los fenémenos de compresion, correlacion y funciones de dis-
tribucién del nimero de fotones no-cldsicas. Al mismo tiempo se construyen funciones
cuasiprobalisticas de Wigner y Husimi que son de utilidad para determinar el compor-
tamiento de sistemas fisicos. Se destaca en esta contribucidn que el estudio del oscilador

paramétrico tiene relevancia para describir el comportamiento de iones en trampas de

Paul.



Teorema de Noether

2.1 Introduccion

El interés por encontrar las leyes de conservacién de un sistema fisico, radica en
que cada cantidad conservada restringe el movimiento del sistema y por tanto puede
utilizarse para reducir en uno el nimero de grados de libertad del mismo, facilitando

asf la resolucion del problema considerado [1].

Este capitulo tiene como objetivo revisar un resultado que actualmente es una
de las principales herramientas en el estudio de las leyes de conservacion de sistemas
fisico. Dicho resultado se conoce como teorema de Noether y la razén por la que se
desea introducirlo aqui, es que constituye una pieza central para comprender desde un
formalismo variacional la teorfa de invariantes lineales dependientes del tiempo que se

estudiard posteriormente {2].



Introduccion

El teorema de Emmy Noether ha tenido un papel sobresaliente en el desarrollo de
muchas ramas de la fisica tedrica, porque establece una conexién directa entre las leyes
de conservacion de una teorfa fisica y los invariantes de las ecuaciones de movimiento,
El teorema de Noether ha sido aplicado tanto en el campo de la fisica clisica como
de la cudntica. En el primer caso se utiliza en Lagrangianos de sistemas de masas
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En este trabajo el teorema de Noether es utilizado para establecer una justificacion
variacional al formalismo de constantes de movimiento cuanticas que son lineales en las
coordenadas de posicion y de momento y que dependen explicitamente del tiempo. En
este formalismo para sistemas cuadidticos multidimensionales, el conceplo de estado
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y el campo electromagnético. La idea bdsica detrds de este concepto es el interés por
comprender dentro del formalismo cudntico la transicién desde un sistema en el cual

los resuitados de la aproximacién cldsica son suficientes, al caso en el que los efectos
cudnticos predominan.

Desde 1960 cuando se inventd el laser aparecieron nuevos campos de investigacion
en la Sptica cudntica. Entre los mayores logros se cuenta con el desarrollo de la teoria
de coherencia cuantica, en la que se mostrd la relevancia de los estados colierentes en
problemas dpticos. La teoria cudntica de la luz se inicid con los estudios de Planck
sobre la radiacidn del cuerpo negro y Einstein del efecto fotoeléctrico a principios de
siglo. Posteriormente se desarroll6 la Electrodinimica Cudntica para describir la inter-
accidn entre fotones y electrones. Entre las predicciones mas notables de ésta teoria
destaca que la emisién de luz de un dtomo experimenta un corrimiento de la energia
de resonancia del dtomo (efecto Lamb).

Sin embargo, para muchos experitnentos de 6ptica fisica el esquema cldsico de la
tuz, como ondas viajeras de radiacin electromagnética, es adecuado para describir las
observaciones. Las primeras evidencias de la naturaleza cuantica de la luz se iniciaron
con los experimentos sobre correlacion de fotones. Estos experimentos involucran la
interferencia entre fotones diferentes y estin en el campo de la éptica no-lineal. En estos
es posible obtener funciones de correlacién de segundo orden menores que la unidad
y a este efecto se le conoce con el nombre de antiacumulacién de fotones (“photon
antibunching”). Desde entonces se ha realizado mucho trabajo experimental y tedrico
sobre las propiedades estadisticas de la luz y su conexién con la medicién del nimero
de fotones. Esto ha permitido dividir los estudios en dos categorias, los que se refieren

a un haz de luz y aquellos en los que participan dos haces diferentes. Otro ejemplo



de luz no-cldsica es la deteccién de estados cuanticos del campo electiomagnético
que tienen menor incertidumbre en una cuadratura que la de un estado coherente.
Estos estados comprimidos tienen varias aplicaciones como las siguientes: en el campo
de las comunicaciones transmitiendo seiiales en fa cuadratura del campo que tiene
fluctuaciones cuanticas reducidas y para la deteccion de fuerzas muy débiles tales como

la gravitacional,

En los estudios realizados hasta la fecha sobre el campo electromagnético, en
muchos casos se encuentran electos que no pueden ser desciitos clisicamente, pero

que pueden explicarse mediante la teoria cuantica de la luz.

Una de las propiedades que caracteriza a los estados coherentes & estados semi-
clisicos del oscilador arménico y la cual en realidad puede tomarse como definicidn es
el hecho de que estos estados son los eigenestados del operador de aniquilacién del
sistema. Los sistemas cuadrdticos tienen integrales de movimiento que son lineales
en la posicién y ¢l momento. Por lo tanto se puede construir invariantes que tienen
las mismas relaciones de conmutacidn que los operadores de creacidn y aniquilacidn
y entonces constiuir los eigenestados del operador de aniquilacidn de tal manera que
sean solucidn de la ecuacidn de Schrodinger dependiente del tiempo del sistema que
se estd estudiando. Por lo antes mencionado a estos eigenestados se les lama estados
coherentes generalizados, aunque no tienen las propiedades de coherencia dptica de los
estados introducidos por Schrodinger en 1926.

Este trabajo tiene por objetivo presentar un procedimiento para construir y estu-
diar las propiedades de los estados coherentes generalizados en la descripcion de sis-
temas cuadraticos no estacionarios, En particular se estudia exhausivamente el oscilador
paramétrico en una dimensién pata varias dependencias temporales del parimetro de
la frecuencia, encontrandose que sus eigenestados describen estados no-clasicos de
la luz que presentan los fenémenos de compresidn, correlacidn y funciones de dis-
tribucién del ndmero de fotones no-cldsicas. Al mismo tiempo se construyen funciones
cuasiprobalisticas de Wigner y Husimi que son de utilidad para determinar el compor-
tamiento de sistemas fisicos. Se destaca en esta contiibucion que el estudio del oscilador

paramétrico tiene relevancia para describir el comportamiento de iones en trampas de
Paul.



El Capitulo 2 del presente trabajo ha sido dedicado a presentar una revisién del
teorema de Noether en su formulaciones Lagrangiana y Hamiltonana, y a destacar su
utilidad en la obtencidn de constantes de movimiento para sistemas fisicos concretos.
En el Capitulo 3 se discute el concepta de estados coherentes desde ef punto de vista
de la Mecdnica Cudntica asf como de su aplicacion en la descripcidn de los estados del
campo electromagnético, resaltando sus propiedades de coherencia Sptica. Los estados
coherentes del campa electromagnético no tienen un niimero definido de fotones, por lo
que se discuten sus propiedades estadisticas como son: las dispessiones de las amplitudes
de los campos, las correlaciones y la funcidn de distribucién de nimero de fotones,

Ademds se indica que son estados que minimizan las relaciones de incertidumbre de
Heisenberg,

En el Capitulo 4 se establece el procedimiento para encontiar los nwvariantes |i-
neales dependientes def tiempo para el caso general de sistemas cuadraticos unidimen-
sionales. Se construyen los estados coherentes generalizados para cualquier sistema
cuadrdtico unidimensional en términos de las soluciones de las ecuaciones clisicas de
movimiento, Se analizan sus propiedades estadisticas, se calculan las correspondientes
funciones cuasiprobabilisticas de Wigner y Husimi y se muestra que los estados cohe-
rentes generalizados minimizan la relacidn de incertidumbre de Schiddinger-Robertson.
En el Capitulo 5 se presentan aplicaciones del formalismo desartollado para estudiar
el oscilador paramétrico para varias dependencias temporales del pardmetro de a fre-

cuencia. Finalmente, en las conclusiones se presenta un resumen de las principales
contribuciones de este trabajo,



Teorema de Noether

2.1 Introduccion

El interés por encontrar las leyes de conservacion de un sistema fisico, radica en
que cada cantidad conservada restringe el movimiento del sistema y por tanto puede
utilizarse para reducir en uno el niimero de grados de libertad del mismo, facilitando
asf la resolucién del problema considerado [1].

Este capitulo tiene como objetivo revisar un resultado que actualmente es una
de las principales herramientas en el estudio de las leyes de conservacién de sistemas
fisico. Dicho resuitado se conoce como teorema de Noether y la razon por la que se
desea introducirlo aqul, es que constituye una pieza central para comprender desde un
formalismo variacional la teorfa de invariantes lineales dependientes del tiempo que se
estudiard posteriormente [2).

[}



El resultado al que se ha hecho referencia, fue dado a conocer por Emmy Noether
en el ajio 1918, lo cual historicamente lo sitda inmediatamente después de que Einstein
completara la teorfa de la relatividad y Hilbert derivara las ecuaciones de la teorfa de
campos a partir de un principio variacional [3). La motivacién inicial de este teorema
fue dar a conocer una demostracion, en términos de la teoria de grupos, de la ley
de conservacién de la energia para la teorfa general de la relatividad que parecia no
ser vilida, de acuerdo a los estudios que Hilbert habia realizado al respecto. Cabe
mencionar sin embargo, que los resultados presentados por Emimy Noether no se limitan
a iluminar solo esta cuestidn, sino que poseen la suficiente generalidad como para aclarar
y enriquecer el entendimiento de muchas leyes de conservacién de importancia en la
fisica.

Noether demostré que para toda transformacion infinitesimal de simetria de un
sistema Lagrangiano, se puede encontrar una ley de conservacion. Por ejemplo, la
conservacién del momento angular estd relacionada a la invariancia rotacional. Tales
transformaciones dejan las ecuaciones de Euler-Lagrange invariantes y pueden ser de-
pendientes de gy, ijx, y derivadas de orden mayor. Es por este motivo que el teorema de
Noether considera transformaciones mas generales que las correspondientes al método
de Lie.

2.2  Formulacion Lagrangiana

Cuando se estudia un sistema, resulta Gtil en ocasiones realizar alguna transfor-
macion en las variables que lo describen inicialmente, de forma que simplifiquen 1a
resolucion del problema en el que se estd interesado. Por lo general, casi cualquier
transformacion que se llegue a considerar, estd asociada a una alteracién en la forma
funcional de las ecuaciones que describen al sistema. Sin embargo, en algunas oca-
siones puede llegar a encontrarse transforinaciones que presenten la propiedad de dejar
invariante la forma de dichas ecuaciones, en el sentido de que las ecuaciones de Euler
para el Lagrangiano original y el trasformado sean las mismas. Este tipo peculiar de
transformaciones suelen designarse con el nombre de transformaciones de simetria que
dejan invariante el Lagrangiano y ocupan un lugar de singular importancia dentro de la
Mecinica, ya que poseen la caracteristica de transformar una solucién arbitraria de las

ecuaciones de movimiento, a otra solucion del mismo sistema.



En particular, este tipo de transformaciones resultan importantes para propésitos
del presente trabajo, porque cuando las ecuaciones de movimiento son derivables de un
principio variacional { como es el caso de las ecuaciones generales de la Mecanica) el
tearema de Noether reduce ta busqueda de leyes de conservacion al estudio sistematico

de simetrfas y viceversa.

Con el fin de tener una idea de este resultado, la presente seccidn serd dedicada a
revisar los aspectas fundamentales asociados a la formulacién Lagrangiana del teorema

de Naether en Mecanica Clisica.

Considerese un sistema fisico descrito por un Lagrangiano L{yy,qx.t) que es
funcién del tiempo f, de las coordenadas generalizadas ¢ y de sus velocidades .
Conocida la forma analitica de L se sabe por el principio de Hamilton, que las canti-
dades ¢, (1) que determinan la configuracion del sistema al tiempo f, estin dadas por

aquellas funciones (1) para las cuales la integral de accién

ty

S = /L(f[k,:ik.l)dl . (2.2.1)

f

alcanza un valor estacionario. Aplicando los métodos del cdlculo de variaciones se
tiene que las (1) y con ello el estado del sistema se encuentra determinado por las
ecuaciones de Euler-Lagrange

aL  d [ OL

EVLs= S22} =0, k=1..n. (2.2.9)

Dge dt \ Dy

En donde se supone que e Lagrangiano es no singular, i.e.,

0*L ll

lot | wmeee
" I Dindin

lo que permite despejar las aceleraciones en las ecuaciones (2.2.2) y escribirlas en la
forma:
i = Dluiogict).

Un aspecto que es importante destacar es que la eleccion del Lagrangiano como
aquella funcidn que conduce a un conjunto dado de ecuaciones de movimiento no es
tinica. Se puede por ejemplo multiplicar L por una cantidad distinta de cero, que

7



no dependa ni de las variables independientes, ni de las coordenadas generalizadas

(transformacicu de escala), o bien considerar una transformacién

10,
L p g W) (2.2.3)
dt
que lleve a L en L 4 ’,'7’,' ( donde § se supone una funcién clase C'* dependiente del

tiempo y de las coordenadas generalizadas, pero no de las derivadas de estas iltimas), y
seguir obteniendo las mismas ecuaciones de movimiento [4]. A las transformaciones de
este tipo se les llama transformarianes de simetria de Noether, y son una consecuencia

del teorema siguiente [1}:

Teorema 1.

Una funcién F(qi,qi,t) cumple las ecuaciones (2.2.2) si, y solo si, F
puede expresarse como la derivada total con respecto al tiempo de una

funcién de las coordenadas y el tiempo ( no de las velocidades ), es decir

Flge, e, ) = ——=

La demostracidn de este teorema se presenta en el Apéndice A, de este trabajo.

Dado que la informacién sobre el comportamiento del sistema fisico estd concen-
trada en las ecuaciones de Euler-Lagrange, uno podria esperar obtener las leyes de
conservacion del estudio directo de dichas ecuaciones. Sin embargo, Emimy Noether
mosttd que con tal propésito es mas fructifero estudiar las transformaciones que dejan
invariante la integral de accién S [5]. En este trabajo se prestard especial atencién a
la parte del estudio de Noether relacionada con la construccién de las constantes de
movimiento, andlisis que para la Mecdnica Cldsica se reduce a lo siguiente.

Considerese primeramente el caso de transformaciones infinitesimales ' puntuales,
esto es aquellas que mapean un punto del espacio compuesto por el espacio de configu-

raciones del sistema y el eje del tiempo, en otro punto del mismo espacio. Supongase

' Las transformaciones mis importantes en el estudio de los Leoremas de conservacidn son aquellas

que se obtienen de la iteracién de transformaciones infinitesimales, en el desarrollo siguiente Unicamente

se estudiardn este tipo de transformaciones,

o



entonces que existe un mapeo continuo
8= 't =er1(l), (2.2.40)
dr(t) = qh(t") = qr(t) = € (g, t), (2.2.4))

en donde 7(1), (¢, t) denotan funciones arbitrarias, y ¢ representa un parimetro in-

finitesimal positivo.

Utilizando estas expresiones y despreciando términos cuadrdticos en las variaciones,
se encuentra como se transforman las velocidades,
dgy,  dyp di

oy -
M) = 30 =

i

]

!

!

i
>
o
2"

de donde

fn}k = /jk(f') - qx(t)
IS ddt
- 171”_1.& - !};T'i . (2.2.5h)

Es importante sefalar que el intercambio de la variacién & con la derivacién no es

equivalente, debido a que se estan considerando variaciones en el tiempo.

Para que las transformaciones (2.2.4) sean transformaciones de simetifa, de acuer-

do a Noether, debe cumplirse que
05 =10,

esto es, la variacién que inducen dichas transformacidn sobre la integral de la accién es

cero,
) ]
/L'(ql.,r}i.,f')rll' = /L(rlk,t}k,f)lll .
f i

Efectuando el cambio de variable de ' a t, en la expresidn anterior, se consigue

ty

. I .
/ [LI(’IIM‘IIL-»")(’J" - L(qk,qk,t)] dt =0. (

)
o
=)

=



Observese, que la expresion (2.2.6) se satisface si el término entre paréntesis vale
cero. Sin embargo, utilizando el Tearema 1 se tiene que este resultado también es cierto
si dicho término puede escribirse como la derivada total con respecto al tiempo de una

funcidn (S&NZ(:“.. t) = e{)(qx, 1) es decir

| L .
8L = Lok ik )57 = Llkein, )

A gy, t)
X e
dt
lo cual corresponde a que la variacién inducida en la accidn sea 85 =€ (£2(2) — Q(1)).

(2.2.7)

Por lo tanto las transformaciones (2.2.4) son de simetria si dejan el Lagrangiano in-
variante o difieren del original por una derivada total con respecto al tiempo de una

funcidn Qg t).

Desarrollando L' en serie de Taylor
L'(qpoqrot') = Lqn + enky i + €0y — 7)o 4+ €7)

. oL ... 0L oL
= Llgey g ) + epes b e = Tk ) 7 67—,
4 i N

y substituyendo en (2.2.7) se tiene que

d8S) dr -,
~—‘-I~'—-—- (1-}’65'—)[1 - L

=L+ ”lk(%% + el — f:}k)g'—)[/; -+ rr%—? +eLf — L
aL L aL aL
=e|flL-qrme |+ b=+ | - 228
‘ [T (’ L Or]k) bt e T A (2.28)
Entonces, en forma explicita la condicidn sobre 7() y y{qi.t) para que (2.2.4) sean

transformaciones de simetria es

. oLy, 0L 9L . L dQg) ..
T[L”'“'oqk]“m L L Y TR (22.9)

Para encontrar las constantes de movimiento asociadas a dichas transformaciones de

simetria, se hace notar que

LOL _df OLY\ | d (0L
Mo T ar Mg ) T i\ o )
LLOL d L OLY L 0L ."_(QE
W i \ "% aq ) T T T M\ g )
Li = ;%(TL) ~rL.

10



Substituyendo estas expresiones en (2.2.9) y simplificando

d oL\ oL oL d (0L
Ao a 25N 0 25 ol b= rinn [ 25 - L (2R 20, 22,00
i [’ (l ’“oqk) b ”] k= Tin) [0,“ i (o.“)] 0, (2.2.10)

donde, como L satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.2.2), la igualdad anterior

se reduce a

d aL oL

- — = |+ -~ =0. 2.2,

i [T (L I a,h.) Fik g ] (2.2.11)
Se define entonces

aL oL
. = - . —— 1. — .) I') l)
K= [r (L n %) b A sz] , (2.2.12)

que es la cantidad conservada durante el movimiento.

Es importante sefialar que la expresion (2.2.9) ha sido denotada en la literatura [1]

por la relacién

dfyx 1)

00+ Li = (2.2.13)

dt
donde U/ esta definido por
~ a a a
= T o e A () = Filk) ==, 22,14
U=ro4 L + (i = Tak) Tir ( )
y tiene las siguientes propiedades
ﬁ' =M,

Uap =i = dun

ﬁ(}k = l)k - f'l}k = (i"t}k .

Adoptando esta notacidn se puede entonces enunciar el teorema de Noether para
transformaciones puntuales infinitesimales en la forma siguiente:

11



Teorema 2. (Versidu pasiva del tearewa de Novther)

Considerese un sistema fisico descrito por el Lagrangiano L{qx, g, t) con
k=1,...,n las variaciones: &1 = er(t) y dqr = eplq;.t), con 7{t) y
ik(gj . t) funciones arbitrarias, constituyen una transformacion de simetria
| K,
R ~ d{qx,
iy 0L = M)
En tal caso, la correspondiente constante de movimiento del sistema es-
tard dada por
aL aL
K=r{L~gi—}+my=—0Qf.
T Bk I s
Es interesante mencionar la reformulacidn de este tearema en lo que se conoce como

su vetsidn activa.

Teorema 3. ( Versicn activa del teorema de Nocther )

Considerese un sistema fisico descrito por el Lagrangiano L{qk, gs,t),
donde k = 1,...,n. Las variaciones dgx = eng(qj,2) — er(t)qk, con
nlaj,t) y 7(t) funciones arbitrarias, son transformaciones de simetria
que dejan invariante el Lagrangiano si la variacidn inducida sobre dicha
funcidn puede escribirse como la derivada total con respecto al tiempo de

una funcién 60(qe, gk, t), es decir

L 0L oL dsQgy,ix )
AL - Or}k (m“) + Ot{k (mlk) - (“

Entonces la constante de movimiento del sistema estd dada por
- JaL\ | ~
N = ("',—‘ by — 881,
iy

La demostracién de este teorema es directa, tomando la derivada con respecto al tiempo

de &IV y utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange.

La equivalencia entre estas dos formulaciones se basa en la reformulacidn del teo-

12



rema de Noether presentada por Boyer en 1967 [6}, donde se reconoce que la aparente
generalidad de las transformaciones consideradas por E. Noether, quien propone varia-
ciones para las variables independientes y para las dependientes dadas por funciones
arbitrarias que dependen de las derivadas de las variables dependientes hasta n-ésimo
orden, es mds bien superflua, en el sentido de que el mismo resultado puede obtenerse
considerando una transformacion de forma mucho més sencilla. En nuestro caso tal

demostracidn se reduce a reconocer lo siguiente *.
Considerese las transformaciones puntuales infinitesimales de la versién pasiva
o = eT(l), bk = eng (g t). (2.2.4a,b)

Para examinar cémo es transformada una funcidn arbitraria g, = fi(1) bajo la accidn
de estos mapeos, se reemplaza ¢y por fi (1) en las expresiones explicitas (2.2.4a,b), es
decir

t'=t4er(l), (2.2.15a)
g (1) = fiult) + el fi(), ). (

Para obtener ahora f{(t'), esto es la imagen de la funcidn fi(t), es necesario encontrar
la dependencia que presenta g de t'. Despejando t de (2.2.15a) a orden ¢ se obtiene

t=1t"—er(t, (2.2.16)
y substituyendo (2.2.16) en (2.2.15b)
Sty = fult'y = e () fult') + e il (1), (2.2.17)

Reemplazando finalmente t' por ¢ en (2.2.17) se tiene que la imagen de fi(t) estd dada
por
Tit) = fi(®) = e r() fa(t) + e mel S (1), 1), (22.18)

que es la misma imagen que se obtendifa bajo la transformacidn
dt=t~-t=0, (2.2.194)

gk = qi(1) = qx(t)
= —¢e 7() 4 + € milg;j,t). (2.2.19b)

% Consultar {1) para un tratamiento mds general
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Por este motivo en la version activa del teorema de Noether se consideran variaciones
dependientes de las velocidades, esto es transformaciones no-puntuales. En resumen,
si se quiere tener una transformacidn infinitesimal que no modifique la parte temporal
pero que represente la misma transformacién de simetria que (2.2.4), debe tener la
forma (2.2.19).

Observese ademds, que el considerar variaciones dependientes de las velocidades
implica que #§1 sea funcién de las velocidades, lo cual permite introducir nuevos La-

grangianos que dependan en forma implicita de las aceleraciones.

Una formulacion andloga a la presentada en el Teorema 2, puede darse para la
version activa del teorema de Noether. Para ello, basta escribir explicitamente la
variacién que las transformaciones en las variables (2.2.19) inducen en el Lagrangiano,
de lo cual se obtiene

L PR U
U = ( T’“)ol[k f g (k rru)a‘)k.

Es inmediato mostrar que al actuar U, sobre las variables f, qi, y i se obtienen en
efecto, las variaciones propuestas (2.2.19).

Considerese a continuacién la versién activa del teorema de Noether y transforma-
ciones no-puntuales

dqk = qp(1) — qr(t) = € ylq; 4. 1). (2.2.20)
Nuevamente se obtienen los cambios en las velocidades

Iy}

. i, » 0 . Y € F
’l’k(') = - ’I: =+ ety (2.2.21)

[}
observando que en este caso la variacién y la derivacién conmutan, es decir 8¢y, = '—'—f,’}*—

El nuevo Lagrangiano quedard determinado por

L'(qr i) = Ll -+ € iy dji -+ € g )
. aL aL .
- X i — o | . . D99
Llwiins ) + (i)dk) ¢ (OI}L-) ok (2222 )

donde se utilizaron las expresiones (2.2.20) y (2.2.21), y su desarrollo en serie de Taylor.
Finalinente, es conveniente notar que el nuevo Lagrangiano (2.2.22) es una funcién de
las aceleraciones. Por lo tanto sus ecuaciones de movimiento son:

14



e L O OLY
Bl =5 = g Yo~

y la generalizacién del Teorema 1. mencionado anteriormente es inmediata

Teorema 4.

Una funcién F(qu, G, Gx,t) cumple con las ecuaciones (2.2.23) si, y solo
si, F' puede expresarse como la derivada total con respecto al tiempo de

una funcién de las coordenadas, velocidades y el tiempo, es decir

“_l_!}_(_!k\’ik‘”

F(‘[k!'ik»'ik!’)z W]

La demostracién de este hecho, se da en el Apéndice A de este trabajo.

En consecuencia, las transformaciones infinitesimales (2.2.20) son de simetria si la
correspondiente variacién inducida en el Lagrangiano puede escribirse como la derivada

total con respecto al tiempo de una funcidn 88 = gk, k. 1), esto es

. l .~ )
8L = = 60 qu iaa 1),
ot

oL aL
= = () e g 2.2.24
e (dga) A o Doy { )
con la constante de movimiento del sistema determinada por
L. OL O
O = —T‘b‘[k ad hQ(l[k,([k, l) . (2225)
0(“.
En este caso se cumple que
, d .
L'=1L+ ‘ﬁ”('/kﬂ[&.”. (2.2.26q)
ol
y por lo tanto
EOL = EPL=E"L=0. 2.2.26h)



Ejemplos

1. Conservacion de la energia.

Considerse el caso general de un sistema fisico de una particula de masa m que

esta descrito por un Lagrangiano de la forma [7]
o,
L= 5””“- -Vig),

donde se supone que la energia potencial es una funcidn arbitraria que depende unica-

mente de las coordenadas generalizadas de la particula.

En el estudio cldsico de este tipo de Lagrangianos, suele enfatizarse la conexién que
existe entre la conservacion de la energia y la invariancia del Lagrangiano ante trasla-
ciones temporales [7]. Supongase entonces que las funciones arbitrarias que determinan
las transformaciones en las variables se toman como traslaciones temporales; utilizando
la version activa del teorema de Noether se observa sin embargo que tales transforma-
ciones resultan ser equivalentes a proponer &g, = €qx. Escribiendo la forma explicita
de la variacion sobre el Lagrangiano que induce esta transformacidn infinitesimal, se

tiene que ) )
. L. L .
[, = ——dq; + == (Oq1)
AL AL +0f]k(”“)
v

= g € - MGrir €.
Oflk(“ } Tk Ak

Pero, de acuerdo a lo discutido anteriormente, la transformacidn propuesta serd de
simetifa si 6L = ¢ dﬂ(—:’ﬁﬂﬂ, esto es
av, - i ofl I on .
]} Higrgy = 54kt =74k .
M I Ik Dy Ik dix Ik
lgualando los coeficientes de las velocidades (i y aceleraciones iy se determina el

sistema de ecuaciones diferenciales siguiente

1) oV on -
—_— — — = ) .

Ok OIIL i Ik

De la primera ecuacion de este sistema se tiene Q(y;,¢;) = —V(q;) + f(q;); substi-
tuyendo dicho resultado en la segunda relacion se concluye que f(gi) = mif. Por lo
tanto

o1
on s dx) = 5mig = Vigy).
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Regresando finalmente al teorema de Noether ( en su version activa ), se tiene que la

constante de movimiento asociada a la variacidn propuesta es
. oL .
SN = Sy ) - ol
()l]k
o, .
= ¢ 3’”’Ii +Vig)) = el

donde {I denota la energia total y define la funcién Hamiltoniana del sistema. Aun
ctiando esta forma de presentar la conservacién de la energia para este tipo de sistemas
resulta indiscutiblemente mds elaborada que los métodos de coordenadas ignorables
¢ de la integral de Jacobi que se estudian en Mecdnica Cldsica, {a forma presentada
anteriormente tiene la ventaja de poder generalizarse en forma directa a sistemas de
particulas con Lagrangianos de la forma L = T - V'(q,,), donde ¢;, = |q; - q,| e
inclusive a sistemas con potenciales generalizados o dependientes de las velocidades,

como el de una particula cargada en un campo electromagnético.
2, Conservacion del tiomento lineal,

Considerese ahora un sistema de N paiticulas con masas m,, con s = 1,..., N,
que se mueven en el espacio tridimensional. Silas fuerzas de interaccion entre dichas
particulas son derivables de una funcidn potencial 1’ que depende unicamente de la

distancia entie ellas, el Lagrangiano del sistema tendia la forma

N N
. 1 . 1N
Lgednt) =3 magi=5 Y Via,-al,
= A= = =1

donde g, denota el vector posicidn en coordenadas cartesianas de ia s-ésima particula

con respecto a un origen de coordenadas dado. Propongase
dg, =10,

siendo b un vector infinitesimal constante y arbitrario . La variacidn que induce sobre

el Lagrangiano esta transformacidn esta dada por

oL

i

JdL aLr .
ryaa GUTINE - CUN
[O'M( k) D{M( ll.)]

N

1 V(g = qu)
‘5""" Z m‘?’hk .

il

At



Definiendo gy = |q, — q,| se tiene que

WVigee) = .’_‘.)_‘,_(fl.;‘_‘.)(,\‘,v‘ —dyy)
Dk iy qev

= —(I'Tu‘l’)k(‘s.v’x - ‘sl‘.!) .
Substituyendo esta relacion en la variacién del Lagrangiano

N

. 1 - . . .
oL = §l'k L (F.v'l’)k( Oyrg — Oy )
CREUNIE|
N
= l’k L (F.u‘ )k
LIS

=0,
donde en la dltima igualdad se utilizé la ley de accién y reaccién. Por lo tanto

(== 0 =¢ fl—sz—(—q:.t.(l;'llz
dt

*

lo cual implica, por simplicidad, 2(q,. @, !) = 0. Entonces por el teorema de Noether,

la integral de movimiento del sistema estara dada por

o = (.2.{‘_) Siyex — 882
U
N
= Z b-(mq,)=10-P,
3=

es decir Ja componente del momento total del sistema en la direccidn del vector in-
finitesimal b es constante, pero dada la arbitariedad de b se concluye que el momento
lineal total del sistema P’ se conserva.

3. Conservacion del momento angular,

Considerese el movimiento de una particula en un campo de fuerza central, es decir
1
L = quf = V()

donde ¢; con I = 1,2,3, denotan las coordenadas generalizadas de la particula. Pro-
pongase las transformaciones

by, = fi;‘k"j'lk ’
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donde b, es un vector infinitesimal constante, arbitrario y

| si la permutacion de los indices es par,
k= ¢ 1 si fa permutacién de los indices es impar,
0 si se repite algin indice,

1.a variacidn correspondiente del Lagrangiano es

’dL 0[/ N
SL o= S 4 da
8L (’Jl],(”h) f 04[,(‘ o)

. . av
= —mgilen b ge) — ;;)—[;T(Ii,jk bi g}

§
i

oV A, gint
= ey qk—0~’; =hilgx F); =0= r:——~(-~lm~l~—-‘2 .

lo cual implica que ${qi\ i t) = cte = 0. Por el teorema de Noether se sabe que la

integral de movimiento del sistema es

oLy . .
DUSHEE, B P
( i ) i — 85}

= lll(],‘(-—l,,'jk {’j ’lk)

i

A

1"

i

hitgx p); =il .

poi lo que dada la arbitrariedad de & se concluye que cada una de las componentes del

momento angular orbital del sistema se conserva.

2.3 Formulacion Hamiltoniana

Al enunciar sus resultados bajo un formalismo Lagrangiano, puede decirse en cierto
modo que Emmy Noether colocé la formulacién Lagrangiana en una posicion de pri-
inacia. Se sabe sin embargo, que el uso de este formalismo no es conveniente en todos
los casos, eit el sentido de que existen problemas que toman una forma mas compacta
6 que pueden interpretarse con mayor claridad si se trabaja en el espacio fase (g, i),
donde ¢, denota a las coordepadas generalizadas del sistema y . los correspondientes

momentos candnicamente conjugados y son variables independientes,

Es por ello que se desea dedicar la siguiente seccion a presentar los resultados

andlogos a los obtenidos ep la seccién anterior pero ahora bajo el formalismo canénico.
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Con tal fin, es necesario recordar escencialmente la definicidn del Hamiltoniano de
un sistema que se hace en Mecdnica Cldsica, partiendo de la formulacion Lagrangiana,

utilizando la transformacién de Legendre [8)
H{qi,pist) = iy = L4y i) (2.3.10)

las ecuaciones de movimiento estaran dadas entonces por

o . OH a9 2.3.1h,e,d)
R L P T (2310
Siguiendo la discusidn presentada en parrafos anteriores acerca de la equivalencia entre
la versidn pasiva y activa del teorema de Noether, en la formulacién de los resultados
de esta seccion, nos bastard considerar unicamente el caso en el que las ecuaciones
de translormaciones correspondan a transformaciones puntuales infinitesimales ue no
involucran explicitamente variaciones en el tiempo (2.2.20), sin que ello represente

alguna limitacién

g = i (1) = qal1), (2.3.20)
Spr = pi(1) = p(t), (2.3.2h)
of = 0. (2.3.2¢)

Utilizando (2.3.1a), se puede escribir la integral de accidn S como

ty ty
§= /-I(flwh.l’k-')"' = /[m-'h — H{gg p, D}t
) t

Si se considera las transformaciones (2.3.2), por el Teorema 4 de la seccidn anterior se
tiene que dichas transformaciones son de simetiia si 6.J = '-'%ﬁ“. donde se define
8y = eSyylqr, px, t) y en tal caso, Ja constante de movimiento asociada a fa tians-

formacion de simetiia estd dada por

O = ppdyy - 8y . (2.3.3)
Dado que
. by,  MNogy). . ddqx)
S ) = 4 + 2.3.4
(gn) W t a1 TR (2.3.4)
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efectuando el desarrollo en serie de Taylor de . se obtiene |
en.J

6.

a correspondiente variacidn

H

Tl + Sy ir (Sqr )y ji 4 dpr,t) — Tk dey o t)

dé§d
= 2.3.5
dt '’ (2.3.5)
donde por simplicidad se eliminard de aqul en adelante el subindice H en la funcign Q.

Substituyendo fa expresién
déQ) 989 " 269 ‘ 2692
AU g 0
dt~ g T gt

en la ecuacién (2.3.5) e igualando los coeficientes de My qu se tiene el sistema de

ecuaciones
Adgr) — D8Q -
I o = T (2.3.6a)
b)) 00
e LI Sl 2.3.6
PRl o (2.3.6h)

OH M by 90 .
~Bip = o i) OO 2.3.6¢
I P " o t o = (2.3.6¢)
Es conveniente recordar ademds, que para garantizar la existencia de 6§ es necesario
exigir que Q satisfaga ciertas condiciones de integrabilidad, |

as cuales se puede agrupar
en

i) Aquellas que dan lugar a ecuaciones de las variaciones que son inde-
pendientes de la forma especifica del Hamiltoniano, i.e.

20 20 0 00 0°0 &Q

——

R T e el . I LS
OOy Dy, IOy Imdpy Apdp — Opdy ( “he)

11) Las condiciones de integrabilidad que dan lugar a ecuaciones de las

variaciones dependientes del Hamiltoniano considerado

00 hds) 020 040
dl ~ Ay Bedi = o 2.3.8.
It~ o0y, Dyl ™ Didg (2.3.84,b)

c)l



Las ecuaciones (2.3.6), (237 y (2.3.8) pueden combinarse de forma que expresen
(en analogfa con (22.10) de la seccion anterior ) las condiciones que deben satisfacer
las transformaciones para que sean de simetifa. Tal expresion se consigue escribiendo
la expresion (2.3.6a) para las componentes i ¥ J. Y derivando con respecto a pj ¥y P

respectivamente; exigiendo que se cumnla (2.3.7a) se obtiene

Doq;) _ OCbgj)
dpj T oom (2.3.90)

En forma similar utilizando las expresiones (2.3.6ab) y efectuando las derivaciones

necesarias para construir las igualdades (2.3.7b.c) resultan las ecuaciones siguientes

Abyi) _ _90py) :
B0, == (2.3.104)
o) _ i) 9

i = . (2.3.100)

Procediendo de la misma forma, pero combinando ahora las parejas de ecuaciones
( (2.3.62), (2.3.6¢) ) ¥y ( (2.3.6b), (2.3.6¢c) ) junto con los resultados (2.3.10) se en-

cuentra las expresiones

~ 01, ol ot
- (b N = (0K AR T 2.3.11a
{o + 0,‘ () = o)~ I g =0 o)
~ 0] . O0'H . 0'H
{() + b‘;] ((5])[) + ((‘l“)m + (bl)k)m =10 N (2.3.11(})
donde el operador () se define como
65-{1{,}—ﬁ—q——9—}£i (2.3.12)

T T o

Con estos resultados se puede enunciar el teorema de Noether en el formalismo Hamil-

toniano como sigue
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Teorema 5. (Teorema de Noether en el formalismo Hamiltoniano)

Considerese un sistema fisico descrito por el Hamiltoniano H (qx, px, t)
donde k = 1....,1; las variaciones dqi y dpy son transformaciones de

simetria del sistema si cumplen con las ecuaciones diferenciales

~ adl 0*H ' O*H

+ = )~ (O — (dpx =
{() l 0!] () = ( “)Opli)qk ( Iu)(’)p,(’)pk
0*H . 0*H

=0,

~ 01, .
— + (g O =
[” * 0!] (8p) +1 (“)(')r“(f)qk (o Dqidpy

donde .
O=-{ll,) = an TQ... - QL’ 9 _
Opi Oq. Oy Opi
Entonces asociada a esta transformacidn de simetria existe la cantidad
conservada

AR = by — 800,
donde #{1 esta definida por el conjunto de ecuaciones (2.3.6).

Una observacidn final respecto a la formulacidn del teorema de Noether bajo este for-
malismo es la siguiente. Dado que las transformaciones de simetria que se han manejado
hasta el momento corresponden a aquellas que en la formulacién Lagrangiana tienen
la propiedad de dejar invariante la accidn, es posible establecer una corirespondencia
univoca entre las cantidades conservadas y las transformaciones de simetria [6]{9] en la
forma siguiente : Si K(y;, pj, 1) es una funcién tal que de acuerdo al teorema anterior
es una constante de movimiento, entonces el teorema inverso de Noether [10] establece
que, dicha funcién genera una transformacién de simetria , la cual esta definida por las

relaciones

dgi =e{yi, N} = fgli b= e{pi K} = —GQ-I—E , (2.3.13a,b)
pi Jy;
donde {, } denota al paréntesis de Poisson de las cantidades indicadas. Substituyendo
estas variaciones en (2.3.10) se encuentran las condiciones necesarias para garantizar
fa existencia de la funcién I a la cual se le da el nombre de funcién generadora de
la transformacién de simetria. Es necesario notar que la expresion (2.3.13) satisface,
como debe de ser, la relacién(2.3.11).
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Ejemplos

1. Oscilador Armdonico,

Considerese una particula de masa »» = 1, bajo una interaccién armdnica de
frecuéncia w = 1 en un espacio de tres dimensiones; entonces el Hamiltoniano del

sistema esta dado por
H ::-l-(l)i-}qf) k=1,23.
9
Propongase las variaciones lineales en las coordenadas y momentos
Sk = fro b g by
Spw = faapot gniqn b

donde fur, dtkts hiey frts s, b, son matrices y vectores formados con patametros cons-
tantes infinitesimales. Substituyendo las expresiones anteriores en (2.3.10), se obtienen
las condiciones necesarias para que estas transformaciones sean de simetrfa y dichas
condiciones quedan dadas por : i) fij = fi, i) wj = ~fyi. y i) §ij = gji. Esto
significa que las matrices fy 7 deben ser simétricas y que las matrices f y ¢' no son
independientes sino que f = —g ' Utilizando estos resultados en las variaciones y
substituyendolas en (2.3.11) se tiene las condiciones

Jam b dipand = poan = a0 [y
== g = by = prigy = a fu
lgualando los coeficientes de iy, 1 en las relaciones anteriotes se obtiene
hy =0, hy =0,
=fi = o ak = Jua

En resumen, las variaciones en las coordenadas y momentos propuestas inicialmente
son transformaciones de simetria si son de la forma

oqe = fm+aian

Spk =g = fim

Observese que el niimero de pardmetros independientes que aparecen en la expresién
anterior es nizeve, por lo tanto se espera encontrar nueve constantes de movimiento.
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Para verificar esta afirmacidn, se utilizan las ecuaciones (2.3.6). Especificamente, de la
ecuacion (2.3.6a) se tiene que

cuya solucion es

; 1,
Mg, t) = 5./1",1;1' M oShily) .
Para determinar 6{};(y) se substituye el resultado anterior en (2.3.6h)

d48 y . ’
T = _4“',”)1 - f{l qi-tm .’/l'k '
ik

usando las propiedades de la matriz ¢ se obtiene
a1

: 1.,
o (g) = ~»;j;, hjg -

Con lo que se muestra finalmente que la 2 asi obtenida es consistente con (2.3.6¢) y
esta determinada por la relacién

1., 1,
Uy, pt) = S e o= 5 i -

Substituyendo entonces en (2.3.3) se encuentra que las integrales de movimiento del
sistema estan dadas por

il

SRR SR B

Q= sy

i

Ly (g ps —quq) -

De estas expresiones se observa que los (Jy, son sinétricos ante el intercambio de los
indices b y I, por lo que en realidad se tiene seis constantes de movimiento independien-
tes. Por su parte, las Ly son unicamente tres cantidades conservadas independientes.
Fisicamente las constantes (91, representan las componentes cartesianas de los tensores
cuadrupolar y monopolar, mientras que las Ly; estin asociadas a las componentes del
momento angular de la particula. Es importante seialar finalmente, que estas nueve
constantes de movimiento satisfacen bajo la operacién de paréntesis de Poisson las
propiedades de una algebra v(3) [11].
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2. Potencial de Coulomb

Considerse un sisterna descrito por el Hamiltoniano clisico de Kepler en coorde-
nadas relativas ) '
¢k
H=_ %
2n r
donde j es la masa reducida y » es una constante positiva ( por ejemplo para el dtomo

de hidrdgeno se tiene k = Z¢* ).

A diferencia del ejemplo anterior, en este caso se tiene interés en ilustrar el teo-
rema inverso de Noether, de forma que haciendo uso del conocimiento previo de las
cantidades conservadas que caracterizan a este sistema, se describird el procedimiento
mediante el cual se determina la forma de las variaciones a las cuales dan lugar dichas
cantidades conservadas [12]. Del estudio cldsico del problema [8] se sabe que las canti-
dades conservadas son el momento angular L y el vector de Runge-Lenz A. Dado que
en la seccién anterior se observé que el momento angular estd asociado a rotaciones
infinitesimales, el interés central de este ejemplo serd estudiar el vector de Runge-Lenz.
Cousiderese entonces la cantidad conservada 8K = a- A; utilizando el teorema inverso
de Noether se tiene que las variaciones en las coordenadas y momentos asociadas a
esta constante de movimiento, estan dadas por

. (px L), «x
by = {‘liv"j [_71._”__)1 b

1
= ;[’Z(q-a)m— (pra)yi~(q pa],
) (pxL); =
op = {I’i.ﬂj “*—I“‘*-—L -yl

1 . K K
= ;; [(n “ppi - p‘u,] + oy - ;_—:i(u- )i -

Substituyendo directamente estas expresiones puede mostrarse que satisfacen iden-
ticamente las ecuaciones (2.3.9) y (2.3.10). Luego, para determinar (¢, p,t) se utilizan
las ecuaciones (2.3.6a)

a0 1
57’: = I—;(?(ll- alpm = (7 plaw —(p-alyn) ,

cutya solucidn estd dada por
. 1 . .
80 = . ((g-a)* - (q-p)a-p)]+6(q).
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Por (2.3.6b) se tiene que

. e T”Ill o

0’1 ;’I‘l' ((l T q )‘[m .
m

lo cual puede resolverse nuevamente y obtener

. 8 = Ka-q)
| :

Entonces se tiene que la funcin 6{2 esta dada por,

i = ,ll [(q-ap = (g-p)a-p)] + 1L

Usando finalmente esta expresidn y la relacidn (2.3.3) puede verificarse que en efecto

las constantes de movimiento estan dadas por

SN = /}; [( q-a )p" ~(p-q)p- u)] - "(,

Utilizando

Ehej Chtm = it hjm = im '\[I s

) pueden expresarse como
1
|

1
t

112((]- )= (q-placp)=ailbidjm = dim ;0P 1 P
=a-(px L).

Por lo tanto, se obtiene por supuesto que la constante de movimiento es
: SN =a-A.

P Es conveniente recordar que si se tiene que la drbita del problema clisico de Kepler
es una elipse, fisicamente el vector de Runge-Lenz caracteriza la orientacion del eje

mayor en el plano de la érbita. Es importante sefialar ademds, que el momento angular
! y el vector de Runge-Lenz bajo la operacion de los paréntesis de Poisson tienen la
estructura de una algebra ortogonal en cuatro dimensiones of4) para energias negativas

| y una algebra o(3,1) si la energfa es positiva {11].
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2.4 Teorema de Noether
en teoria de campos

Hasta aqui, se ha establecido el teorema de Noether para sistemas cldsicos de
particulas con un niimero finito de grados de libertad. Sin embargo, la formulacién inicial
de este teorema y por tanto muchas de sus aplicaciones importantes estan relacionadas
con sistemas continuos y la teoria de campos. Los resultados obtenidos para sistemas
discretos no difieren mucho de los correspondientes para sistemas continuos, razén por
fa cual a continuacién se presentard la formulacién del teorema de Noether para este
tipo de sistemas.

Para tratar sistemas continuos, resulta necesario extender las ecuaciones fundamen-
tales asociadas a la Mecdnica de particulas y el método nds directo para ello consiste
en aproximar al sistema continuo por un sistema discreto formado por un gran niimero
de particulas y examinar las ecuaciones de movimiento cuando dicho niimero tiende a
infinito y el tamafio de las particulas tiende a cero ( Iimite continuo ). Siguiendo esta
idea {8], se encuentra que para el caso de un sistema unidimensional de . particulas,
descrito por

n
[ = Z Li(q.q,1)
i=1
el Lagrangiano

L= / L{x, ), %f{;)ll.‘lf

describe al sistema en el limite continuo, donde el integrando £ recibe el nombre de
densidad Lagrangiana del sistema. Es importante destacar en esta iltima expresion,
que el papel que desempeiia x es simplemente el de un indice continuo, en substitucion
al indice discreto 4. Correspondientemente, dado que asociada a cada valor de i se
tenfa una coordenada distinta ¢; del sistema, para cada valor de u: estard asociada una

coordenada generalizada ¢, la cual se denotard con mayor precisién como ().

En secciones anteriores se mostr que cuando las ecuaciones son derivables de un
principio variacional el teorema de Noether proporciona un procedimiento sistemdtico
para establecer leyes de conservacién. Para un sistema continuo con i coordenadas
generalizadas 6 funciones de estado, como suelen designarse bajo el formalismo de la
teorla de campos, definidas por y"(a#. 1), r = 1,....m, donde las posiciones en el
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espacio estan determinadas por %, = 0,1,2, y3, la integral variacional del sistema

esta dada por
S = / LT g,y (2.4.1)
1
donde se supone que la densidad Lagrangiana depende solo de las primeras derivadas

de las funciones de estado, esto es

(')l - 0’,11, ¢
Ver [1], [5] para un tratamiento mas general.

Considerese un sistema fisico descrito por la densidad Lagrangiana (1", 1), 2"),

entonces la transformacién infinitesimal

al = ot + ¢ E“ (-r‘lv ’J,"‘v '/'::) 1 (2'4'2”)

P Y = 0T Y) e (e 0 i) (24.20)

es una transformacién de simetria siempre y cuando se cumpla que

/_C (:]i"(.i"')‘ ’]',rx("i'“)"i"’) i = / L"), '/'/,;("'“)“"U) i,
it Ja

donde §) representa una regién arbitraria y {1 es su imagen bajo el mapeo anterior.
Efectuando el cambio de variables de .i* — " en el lado izquierdo de la ecuacién
anterior se tiene

0= / {C(F ) ), ) =L (0 (), (5 ) det] D |} e, (2.4.30)
Ja

donde det|D, | es el Jacobiano de la transformacién

Dy Dyi'  Dyi* Dyt
D" Dyt Dyi* Dy
Dy D3 Dyt Dyt
D;;.f‘“ D;;.i" D:;.f"z D:;.F"

dot | Dy | = (2.4.3h)

y el operador D, denota la derivada total con respecto a ", esto es

D}lF(J'”v i, '/':) = o OF e oF (Q’/’”) (2.4.3¢)
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Como el dominio de integracion es arbitrario, la transformacion infinitesimal (2.4.2)

induce en la densidad Lagrangiana la vanacion

oL, oo
SL = e T e e § T e e dp e LD, £ 2.4
o= gt *ol,u,’."' wb gt b EDuEt (24.4)

donde se utilizo que det|D,#"| = 1+ €D,€". En analogia con el caso de Mecdnica

Clisica, utilizando las ecuaciones (2.4.2) se tiene las variaciones

Y L (2.4.50)

NPT =) - ) =gt (2.1.5h)

Para obtener {a variacidn de 1)) se deriva la Ec. (2.4.2b) con respecto a ", encontran-

dose
a9 Qv
Wy s 2t o b r
i) = T YT keDunr
= :/v";(.r") - r(l),‘.f"l)l,“"";, ey
donde se utilizd que ‘—,7,7 = o - eD,€". De esta expresion es directo obtener
ST = () 7 0) = = (D ) e Dy (2:4.50)

Substituyendo las expresiones (2.4.5) en (2.4.4) se obtiene

WL ? l‘ ()L ’(ZL_“ " ol i
0L = ¢ {0'/' - [Dur = (D) s 305+ ot »}-LD,,{}

= €D Q" ") (2.4.6)

donde en la dltima igualdad se utilizé que dos densidades Lagrangianas que difieren
por una divergencia tienen las mismas ecuaciones de movimiento [1]. La expresidn
(2.4.6) con el lado derecho igual a cero es el resultado original de Noether y la ley de
conservacidn se puede escribir cuando se encuentran funciones £ y 1 que la satisfacen.
Actualmente se sabe que no es necesario que (2.4.6) sea identicamente cero para que
{a conclusién de Noether sea valida, pues es suficiente que dicha expresién sea igual a
la divergencia de una funcién, Q" (", "),
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Pracediendo en forma similar que en secciones anteriores, se substituyen las expre-

siones
02 = D, (}L) (2.4.70)
(D) gﬁ =D, (u" (%) —-" (D,. %—?) , (2.4.7h)
(D,E") /—)‘3,5‘- =D, (55‘15)
~F%D“M)g%- ",;( “§f> (2.470)
L(DWE" )= D, (L")~ (D, L)E", (2.4.7d)

en (2.4.6), y se obtiene el resultado
oy gy 9Ly
n"(EL) + D, {(u ~ &) = B + L¢! }
. . OC N oL D
- ¢ {Dll L~ b"”;l‘ (Dyy h)()/. Wy (Dumz)} = DM“} - (24.8)
Utilizando la definicidn (2.4.3c),

L o L g

DL = —— oe, 0:"'/ + - :/' Ton

y la expresién

W o 0L
'(7)7(7’7'/ n ’/‘“ (E,L) + h it (DU‘:)'/"';> )

la ecuacién (2.4.8) puede simplificarse como sigue
('/, - 6“'/",;) (EI‘L") + Du {('I - 6“‘1 :'a ()/ i '+ LE"} = D;l”” .

Entonces, para cualquier solucidn de las ecuaciones de Euler I, £ = () se tiene la ley de
1

conservacion

v

D, {()[ — £t + LE - Q"} =10, (2.4.9)

Es importante resaltar finalimente que para unllzar esta ley de conservacién es nece-
sario encontrar las transformaciones infinitesimales (2.4.2) que cumplan con la relacién

(2.4.6).

31



Bibliografia

(1]

g

B3]

[6]

(7]

(8}

(9]

[10]

(1]

G. W. Bluman and S. Kumei, Symmetries and Differential Equations (Springer
Verlag, New York, 1989).

V. V. Dodonov and V. |. Manko, Invariants and the evolution of noustation-
ary quantuny systems, Ed. M. A, Markov , Proceedings of the Lebedev Physics
{ustitute, Vol.183,(Nova Science, Commack, New York, 1989).

N. Byers, The Life and Times of Emmy Noether, to be published in the Pro-
cedings of the International Conference: The History of Original ideas and basic
discoveries in Particle Physics, ( 1994 ).

E. L. Hill, Hamilton’s Principle and the Couservation ‘Theorems of Mathenat-
ical Physics, Rev, of Mod. Phys. ( 1951 ), 23, nim 3, pig. 253 .

M. A, Tavel, Nocther's theorem, Trans. Theo. and Stat. Phys. (11971), 1,
niim 3, pig.183.

T. M. Boyer, Continnous Symmetries and Conserved Currents, Ann. of Phys,
(11967 ), 42, nim 1, pig. 445.

0. Castaiios and R. Lépez Peia, Noether's theorem and accidental degeneracy |
J. Phys. A: Math. Gen. (1992 ), 25 , pig. 6685.

H. Goldstein, Classical Mechanics (Adidison Wesley, New York, 1980 ).

D. E. Neuenschwander and S. R, Starkey, Adiabatic invawiance derived from the
Rund-Tramnan identity and Nocether's theorem, Amer, J. of Phys, ( 1993 ),
61, nim. 11, pag.1008.

T. H. Boyer, Derivation of Counserved Quantities from Symmetries of the La-
grangian in Field Theory , Am. ). of Phys, ( 1967 ), 34, nim. 6, pig. 475.

R. Gilmore, Lie groups. Lie algebras, and some of their applications ( J. Wiley
& Sons, Inc., New York 1974

E. Candotti, C. Palmieri, B. Vitale . On the inversion of Noether's therorem in
classical dynamical systems Amer, J. Phys. (11972), 40 , nim. 3, pag. 424.

32



Estados coherentes

3.1 Introduccion

El interés por encontrar dentro del formalismo de la mecdnica cuintica estados
que describieran el movimiento clisico de una-particula en un potencial, fue lo que
condujo a E. Schrddinger a introducir por primera vez, en el afio de 1926 (1], lo que
ahora conocemos como estados coherentes para un sistema de oscilador arménico. Sin
embargo, la introducidn de éste concepto no despertd interés hasta que en 1963 R.
J. Glauber [2] hizé notar que tales estados proporcionan una adecuada descripcién del
campo electromagnético.

El estudio de las caracteristicas cudnticas de la luz requiere la cuantizacion del
campo electromagnético. En este capitulo se cuantiza el campo electromagnético y
se introducen dos conjuntos de estados base: los estados de Fock o del operador de
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niimero y los estados coherentes. También se introducen las funciones de correlacion del
campo electromagnético y se decribe como se utilizan éstas para definir la coherencia
éptica. Finalmente se estudian las caracteristicas principales de estos estados, como son

las cuadraturas de las componentes del campo y la funcién de distribucién de fotones.

Los estados coherentes estin asociados a una estructura de grupos de Weyl con un
nimero de dimensiones igual al niimero de operadores de aniquilacién. Después de los
trabajos de Glauber y Sudarshan sobre los estados coherentes se han construido nuevos
estados “coherentes” asociados a otras estructuras de grupos como son los grupos de
Lie, tos supergrupos y los grupos cudnticos. Estos estados también han tenido un papel
destacado en el desarrollo de la fisica tedrica.

3.2 Cuantizacion del campo
elecromagnético

En una regién libre de fuentes el campo electromagnético en el vacio estd deter-
minado por los vectores E(r. 1) de campo eléctrico y B(r, 1) de campo magnético; los
cuales satisfacen las ecuaciones de Maxwell dadas por

108
BE=0, Oyl 3.2.0a,
V-E=0 V x 1 - i (3.2.0a,b)
V.-B=10. VxB= ! (—)—L, (3.2.1e,d)
e

donde se han omitido los términos correspondientes a las fuentes, dado que se estd
interesado en los campos mismos y no en la forma explicita en que son producidos 6
detectados.

Si se denota el potencial vectorial por A{r,t) se tiene por definicidn que
B=VxA (3.2.2)

substituyendo esto en (3.2.1h) se tiene



donde ¢ es el potencial escalar. Adoptando la norma de Coulomb, esto es
VoA =0, (3.2.4)

y considerando el potencial escalar ¢ =0, la expresién (3.2.1d) toma la forma

Y]
Vx(VxA)=-rTA

RN

la cual, utilizando la identidad vectorial
Vx(VxV)=T(V.V)-VV

expresa la condicion de que el potencial vectorial A debe satisfacer la ecuacién de onda

1 O*A

VA o e oo
AT

=), (3.2.5)

Si se supone que el potencial vectorial es separable, esto es A(r,1) = Ay(r)o(l)
entonces por (3.2.5) se tiene que

. 1
HVZA() - "'E"SAII = (),
¢

y separando la dependencia temporal de la espacial

V2 doj i ‘ .
.._.._‘U.-_-:_g__:_l‘.l' ‘/:1,2,3
Au,’ (A1}

siendo el niimero de onda k* una constante. Entonces
ViAg+k Ay =0, (3.2.6a)
dlwla =0, (3.2.6h)

donde w? = ¢*k* es el cuadrado de la frecuencia del modo de oscilacidn de la cavidad;
de ésta forma se tiene que la sepatacidn A(r,?) = Aq(r)a(?) da lugar a soluciones
monocromdticas las cuales se acostumbra escribir en la forma siguiente
A(l‘,l) = :r(f)A(, + ﬂ‘(/)A,‘,
= A e t) 4+ A ey 1), (3.2.7)
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donde Ay y A} son dos soluciones linealmente independientes de la ecuacidn de
Helmholtz {3.2.6a) y o(1) es la solucién de (3.2.6b) dada por

a(t) = a(0) ", (3.2.8)

Utilizando entonces (3.2.2) y (3.2.3) se tienen las siguientes expresiones para los campos

eléctrico y magnético

E= ';“-’ (a* (DA} — a(H)Aa), (3.2.94)
B=a" (1Y x A}) +a()(V x Ay). (3.2.90)

Por medio de (3.2.9a) y (3.2.9b) es posible expresar

B =E-B

= (=Rt (OAL 4 280l - Ko (DA
Bt=8B.B

= [W DT % Ag) 4 2a(OFY x Aol 4 a3V % A

Al substituir estas cantidades en la expresidn para la energfa del campo electromagnético
J _1_. 22 Y Iy n 9
H= o /(L + B%)dr, (3.2.10)
se tiene que
H= gl; /[—-’\‘2{)2(')/\5 + 2).'2|u(l)|2|1\u|2 - k"ln"‘(l)/\",“l
Fa(1)(V x Ag)? + a2 (VXA dr.
Utilizando las expresiones
a(t) /[V x Ag)tdr = ktzn?(f)/A’f, dr,
n"(f)/[V x Ay)dr = k"n"(!)/;\","’ dr,
Ja(H)|? /lV x Agltdr = l.:’lu(t)l"/lAU[‘ dr,

H se reduce a 2
H= /lAnP dr. (3.2.11)
2
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Si se elige la amplitud del modo de oscilacién igual a uno, es decir

/!A..I"’nlr = |

el Hamiltoniano I queda dado por
ko
= §;|u|*. (3.2.12)
Definiendo

q(1) = ——= (a1} + o*(1)) , = —==(a{t) - a’(1)), (3.2.13a,h)

rf' Jﬁ
la ecuacidn (3.2.12) toma la forma

1 wh o,
=3+ 54°, (3.2.14)

ya que

1, Ko . 2 o2

5];' = ——g;(n (1) = 2D + o1,

2 2
%—q“’ = é—;(u"’(” + 2|u(')|"! + (1),
De este modo, matemdticamente la energfa del campo electromagnético en el vaclo sin
fuentes es analoga al Hamiltoniano de un sistema de ascilador armdnico de masa = 1.
Es importante destacar que la identificacidn de las variables g(#) y p(#) definidas an-
teriormente por las ecuaciones (3.2,13), con la coordenada generalizada y el momento
candnicamente conjugado de un oscilador armdnico, respectivamente, no serfa correcta
si dichas variables no son candnicamente conjugadas. La verificacién de que tal aso-
ciacién es vilida en éste caso es directa. Derivando la expresién (3.2.13a) y (3.2.13b)

se obtiene
iw fw
i= —x=(a{t) - a'(1)), = —==(a(l) 4 0’ (1), 3.2.15a,h
que son consistentes con las ecuaciones de Hamilton
f=p. p=-G (3.2.160, b)

Entonces la identificacién de (3.2.12) bajo (3.2.13) con un oscilador arménico es apro-
piada, Por tanto, para cuantizar el campo electromagnético basta saber cuantizar el
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oscilador arménico, lo cual se hace intioduciendo los operadores de creacién y aniqui-

Jacidn L
4}:~(f‘-+;l-,s), it
1

it

donde € = /%, y G, j denotan a los operadores Hermitianos de posicién y momento
W I}

.
- ’}ﬁ(% i), (32170, )

del modo de oscilacién, respectivamente ( {q,ji] = ili ). De (3.2.17) se tiene entonces

que

(
I} Tm e (l}' l l}) y fl T l"“l"".(lhl' - ll) . (3.2.18", h)

V2 V2
Comparando estas expresiones con las ecuaciones (3.2.13), se ve que efectuar la cuanti-

zacidn es equivalente a reemplazar las variables cldsicas a(t) y o*(t) por los operadores
at) ——r(\/é—n'fl(!), a'(1) + ~~l'l'\/§;fr1(!). (3.2.19a,h)

Excepto por constantes triviales que dependen de la normalizacién arbitraria escogida
para la funcién modal, para cuantizar el campo electromagnético basta reemplazar
o(t) y o*(t) de la teoria clasica por los operadores de descenso a(f) y ascenso d'(t),
respectivamente. De esta forma se tendrd que el operador Hamiltoniano asociado a
(3.2.14) es equivalente a

H= f’;’—(a'a +aah). (3.2.20)

Analogamente, el potencial vectorial cldsico A(r,t) dado por (3.2.7) es reemplazado
por el operador

Al t) = ~e 02 fa(t)Ag(r) + d (A ()] (3.2.21)

y los operadores de campo eléctrico y magnético estdn dados por las relaciones

E(r,t) = —ivar (wla(t)Ao(r) - 2 ()AN(r)] (3.2.224)
B(r, ) = =v2r Ce[a(h)(V x Ag(r))+al () (¥ x AG(1)] . (3.2.22h)

Es interesante observar que si Ay(r) = A}(r) entonces (3.2.22) implica que los campos
eléctrico y magnético son proporcionales a los operadores i y i, respectivamente, De la
misma forma si Ay(r) fuera puramente imaginario, esto es, Ay(r) = —A}(r), entonces
se intercambian los papeles, es decir E(r,f) o« ¢ y B(r,t) o j. Es por esta razén que
en la literatura suele hacerse referencia a éstas variables como componentes de las

cuadraturas.
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En resumen, se ha demostrado que un campo electromagnético de un solo modo
(de un vector de polarizacién) es matematicamente equivalente a un oscilador arménico
de la misma frecuencia, hecho que sirve como motivacion para presentar a continuacion

una revision del tratamiento cudntico del oscilador arménico.

3.3 Oscilador armonico

Una de las primeras observaciones importantes que conviene hacer cuando se es-
tudia el oscilador armdnico en mecdnica cuintica es que el operador Hamiltoniano de

dicho sistema tiene la misma forma que en mecdnica cldsica

t o

== (5 + o) . (3.3.1)

.

o]

t

donde como ya se ha mencionado § y j son operadores en un espacio de Hilbert
que satisfacen las relaciones de conmutacién [§,] = ih y en correspondencia con
la seccidn anterior se considera de aqui en adelante la masa del sistema igual a la
unidad. En términos de los operadores de creacion y aniquilacién definidos en (3.2.17),
el Hamiltoniano (3.3.1) se reescribe como 3]

I = ho(N -+ ;21-). (3.3.2)
donde se utilizaron las relaciones de conmutacién de los operadores i y !, esto es
[@al]=1. [Nal)=al, [N.a]=-a. (3.3.3)
En las expresiones anteriores se definié el operador de niimero N = ita.

Se observa también por (3.3.3), que los niveles de energia del oscilador arménico
quedan determinados por los eigenvalores del operador de mimero. Si se denota por 1

y |1) a los eigenvalores y eigenestados normalizados de N, respectivamente, es decir
Nn) = n|n) (3.3.4)

y como (n|N|n) = (na'd|n) es el producto escalar del vector i
concluye que 1 es un niimero real y positivo

n) consigo mismo, se

Nifu) = (n— 1)in),
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lo cual implica que a|n) es un eigenestado de N con eigenvalor (n - 1), es decir
i|n) = C|n = 1), donde al tomar el producto escalar de éste vector consigo mismo se
concluye que C' = /iy asl

iln) = Vil -1y, (3.3.5)

en forma similar se encuentra
atlo) = Va1 o1y, (3.3.6)

Las propiedades (3.3.5) y (3.3.6) explican porqué @' y a reciben el nombre de ope-
radores de ascenso y descenso, respectivamente. De la expresion (3.3.5) y debido a
que como se menciond anteriormente los eigenvalores i deben ser reales y positivos, se
encuentra en forma directa que

a0y =0, (3.3.7)

donde |0) es el estado de vacio. Por lo tanto, los eigenvalores n pueden ser cero o
enteros positivos. Entonces por (3.3.2) y (3.3.4) los niveles de energia del oscilador

armdnico estdn determinados por
1 .
Ey = ho(n + 3), n=0,1,2... (3.3.8)

y sus corespondientes eigenestados coinciden con los del operador de nimero y son
también llamados eigenestados de Fock [3]. Dichos estados forman ademds un conjunto

completo y son ortogonales, es decir

(0]} = Sy s Z Yl =1, nom=0,1,2,... (3.3.9a,b)

Finalmente es conveniente observar que al igual que |0) queda completamente definido
por (3.3.7), los estados excitados |n), se obtienen de la aplicacién de potencias enteras
del operador @t al estado de vacio |0), concretamente
» ' n
1
) = (.‘_lf o), w=0.1,2,... (3.3.10)

Vil

Otra base de interés para el sistema de oscilador armdnico la constituyen los eigen-
estados del operador 7, también llamados estados coherentes (Cf. Seccion 3.4) y que
se denotardn por

aln) = nla), (3.3.11)
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donde o es un nimero complejo. Con el fin de tener una idea clara del significado
de estos estados [3] considerese el praducto escalar del vector definido en la expresidn
(3.3.11) con el bra correspondiente al n-ésimo estado excitado, esto es (n], y utilizando
entonces la forma adjunta de (3.3.6) se deduce la relacién de recurrencia

wA L o) =aua). (3.3.12)
Esta relacidn puede resolverse en forma inmediata y obtener

(n]a) = -‘\‘ﬁ (O]}, (3.3.13)

pero como el producto escalar (n]a) es un coeficiente en el desarrolio del estado |r) en
términos de los estados de Fock, esto es

== Z ) {n]a)
= (0fn) L |,,) (3.3.14)

<

lo

Utilizando éste resultado, la magnitud al cuadrado del estados Jov) es

(ala) = [(0]a) Z b2 o)
= l(()ln)l”'r""l . (3.3.15)
Por lo cual al normalizar [a} a la unidad, es decir {n|a) =1, se fija el coeficiente
(Ofa) = =310, (3.3.16)

De esta forma, los eigenestados del operador o, pueden expresarse como

la) = r‘l"l‘)ﬂﬂn (3.3.17)

que constituyen un conjunto sobrecompleto no ortogonal.

Una forma equivalente de introducir el concepto de estados coherentes es introducir
un operador unitario
Din) = ('xp((\fl' ~a*i), (3.3.18)
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el cual actua como un operador de desplazamiento sobre los operadores it y ', y definir

el estado coherente Jn) como

[a) = D(a)]0}. (:1.3.19)
La equivalencia entre éstas dos definiciones, puede establecerse utilizando el teorema
de Baker-Campbell-Hausdorff (B.C.H.) [4] para la multiplicacién de funciones exponen-

ciales de operadores, el cual establece que si A y I3 son dos operadores athitratios, tales
que

[, B),A] = [[A4.B).B] =0 (3.3.20)
entonces

explA)exptB) =exp(d 4 B+ 14 B) (3.9.21)

Tomando A = ity B = @, en (3.3.21), el teorema anterior permite separar el operador
desplazamiento (3.3.18) en la forma siguiente

D(a) = ¢~ 4ol il =aa (3.3.29)

donde se ordenaron los téiminos de forma que el opetador de aniquilacidn se encuentre
a la derecha del operador de creacidn. Entonces, como por definicidn

N (—at )k

exp(=a‘a) [0) = -Tr—f,"m),

k=t

(3.3.7), implica que
exp(—a’a)l0) = l“)

y el estado coherente puede expresarse como
|ev) = D(a)|0)
—_ ("%lnlq"nu'[())

Liafz e (evitt )t
= ¢4l Z"T"”)' (3.3.93)
k=it ’

Esto permite, utilizando la definicidn (3.3.10) del estado de Fock, obtener nuevamente
la relacidn (3.3.17) y concluir la equivalencia entre ambas definiciones.
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El producto escalar entre dos estados coherentes es determinado en forma directa
utilizando la expresion (3.3.21) y resulta

( 2 Pl 2
{a]d) = expla®id - L.;l— - !-;L) (3.3.24)

Es importante obseivar sin embargo, que dado que la magnitud al cuadrado

Halii® = exp{=lo ~ )

tiende exponencialmente a cero con forme |o — J|* tiende a infinito, los estados cohe
rentes tienden a ser aproximadamente ortogonales para valores grandes de
jov = ).

A continuacion se encuentra la representacion de un estado coherente arbitrario
en el espacio de coordenadas y de tmomentos. Para ello, considerese primeramente el
vacio, |o) = {0), utilizande (3.3.7) y la representacién del operador de mamento en el
espacio de coordenadas

(ulp = ~ih ® {ul s
dy
se tiene
P
0 = (qa|0)) = \/- {4] <(( - i;ﬁ) 10y,

0, , hba(y)
(C IUIR dy )

Sl- =

donde se definid ¢y(g) = {¢l0). Resolviendo la ecuacidn diferencial anterior se obtiene

=

[/

12
dolg) = Coxp (—-;;ﬁ) . (3.3.200)

La constante C' sirve para garantizar que la solucion ¢y esté normalizada, y estd dada
por
gl
C=(n*), (3.3.25h)

valor que se encuentra ficilmente utilizando la integral

b . T B
/ exp (~og? + ) dy = \/ oxp (l ) . con R >0. {3.3.20)
i

-0 1]
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En forma similar la representacién de coordenadas del estado coherente (3.3.23)

esta dada por

{alo) = daly)
= ('xp(wl%t) (¢/|<‘X’7(ﬂfi' )0)

2 o (¢ ilp
..v\p(*ti)(q[(\p[\/‘« ((l —-L’Tl—))][()). {3.3.27)

Ahora se utifiza ef resultado (3.3.21) del teorema B.C.H., para factorizar el operadar

expanencial de (3.3.27) como

('X“[lﬁ (%’ B L;—IL,)} = cun(- n:)"“’(ﬁ/"’) (- \;:5 )

y al substituir esta expresién en (3.3.27) se obtiene

1)2

(3.3.28)

En forma completamente andloga se encuentra fa representacion en el espacio de mo-

mentas del estado coherente ja), notande que en este caso en vez de (3.3.24) se utiliza
(o = i (3.3.29)
= - . ded
Pl = i
La funcién de onda queda determinada por

¢\ o] o? il
l,’),,(p) = (m) l‘.\f])(-—"g"' - T) l‘.\'])(“-‘\/ﬁ ]l)
? L
vxp(—-—-,- (p+ in»—-’-'—- )’) . (3.3.30)
2h w

Finalmente se observa por medio de las ecuaciones (3.3.28) y (3.3.30) que las
funciones de onda del estado coherente |n) en las representaciones de coordenadas y

mamentos son saluciones de un oscilador armanico desplazado.
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3.4 Correlacién y coherencia

Continuando con el estudio de los estados coherentes, en ésta seccion se introducen
las funciones de correlacion para el campo electromagnético a través de las cuales se da
una definicidn precisa de coherencia. También se demuestra que los estados coherentes
poseen coherencia dptica de n-esimo orden, resultado que es precisamente el origen de

su nombre,

En los afios sesentas se desarrollaron nuevas técnicas experimentales en la gene-
racién y deteccion de la correlacion de los campos utilizados comunmente en Sptica
[2]. Estas técnicas condujeron a la obtencién de resultados clasicamente inesperados,
los cuales motivaron la necesidad de discutir el significado de conceptos fundamentales,
entre ellos la coherencia, con vistas a desarrollar una nueva teoria cudntica consistente,

no solo aproximada, de la dptica.

Dentro de las aportaciones mas importantes a dicho desarrollo se encuentran los
trabajos de R. J. Glauber, quien no solo definié el concepto de coherencia como
lo conocemos hoy en dia, sino que ademds desarrolld una aproximacion enteramente
cudntica al problema de la estadistica de fotones.

En la Seccidn 1 se discutié la cuantizacién del campo electromagnético y se vié
que bajo ciertas condiciones resulta natural escribir los campos electromagneticos como
una combinacién de los operadores de creacién y aniquilacién (3.2.22). En particular,

para el campo eléctrico se encontrd
E(r.t) = B¥(r,0) + E7(r.1), (3.4.1)

donde E*(r.t) es proporcional al operador de aniquilacién y Et(r.t), al operador de
creacion, Restringiendo por simplicidad la presente discusién a,

EW ) =8 -EM (1), (3.4.20)
ES)r )y =8 BN (), (3.4.2h)

esto es las proyecciones de los campos complejos () y El~) sobre los vectores



unitarios & y &°, respectivamente ', Experimentalmente se sabe que si |i) representa el
estado inicial y |f) el estado final del campo electromagnético, la probabilidad de tran-
sicion de un detector para observar un fotdn en la posicion v al tiempo 1 es proporcional
a

Tig = WAE i)l (3.4.3)

De esta forma, para obtener la razén de conteo totat o la intensidad promedio tatal
del campo en el detector, es preciso sumar sobre todos los estados del campo que se
pueden alcanzar desde el estado inicial al absorberse un fotén, es decir

e i)=Y Ty
S

= Y UIES e i) (1E (v, D1

/
= {IE 1) BV (o)) (34)
donde en el dltimo paso se utilizé la relacién de completez Z,lf)(fl = 1. Esim-

portante sefialar que la expresidn (3.4.4), puede generalizarse utilizando el opesador
densidad para incluir casos en los que el campo es una mezcla estadistica, y para este

caso la expresion de la intensidad promedio total estd definida por
I(e ) = v {p E‘“’(r.l)E"“’(r,l)} . (3.4.5)

De {a expresién anterior es inmediato mostrar que la razdn de conteo total para detectar
fatones en el vacio es cero, ya que ef operador densidad es j = 0){0], pero Ef* es
proporcional af operador de aniquilacidn. La expresién (3.4.5) es sin embargo sélo un

caso particular de una funcién mis generat de los campos Ef )y EfY) a saber
G ' ) = Tefp BN e N B0 1) (3.4.6)

que es evaluada en dos puntos del espacio tiempao distintos, y que recibe el nombre

de fincidu de correlacion de primer orden ya que por definicion (ver (3.4.6)) GV

' Esta restiiccién tiene un significado fisico bien definido, puss experimentalmente corresponde a
suponer que el deteclor con el que se estd trabajando ha side adaptade con un polarizador que registra

unicamente aquellos folones que tienen una direccién de polarizacién paralela al vector unitario complejo

-

[
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es un promedio estadistico que proporciona una medida de la carrelacion del campo

electromagnético en dos puntos distintos del espacio tiempo.

Dado que el registro de las intensidades de [otanes en un dnico detector no agota
de ninguna forma las mediciones que pueden realizarse sobre el campo®, pues por
ejemplo podria realizarse una medicién que consistiera en colocar dos detectores en dos
puntos r y ', y registrar las coincidencias de dichas mediciones, se tiene entonces la
posibilidad de definir una nueva funcién de correlacidn la cual se conace como funcidn

de eorrelacion de segundo orden, y estd dada por

G ey dysra dai vy, tai b ty)

= Tr{pEC e ) EC vy 1) E ey ) E ey 1)), (347)

esta funcién es proporcional al cuadrado de la probabilidad por unidad del tiempo
de registrar un fotén en vy al instante {; y otro en ry al instante ty, siempre que
(vr ) = (ra ba) y (vas ty) = (vny )

En principio se podiia imaginar una extensidn para detectar la coincidencia de n
fotones siendo n asbitrario; en tal caso se tendsia también una extensién de la funcién
de correlacion (3.4.7) a la funcidn de correlacidn de n-ésimo nrden dada por

GO E T BE (00 B EY () B )] (34418)

donde se ha denotado «j = (rj,4;) para j = 1,...,2u. Antes de seguir adelante
con algunas propiedades de las funciones de carrelacién, es conveniente hacer notar que
puesto que ho se han impuesto restricciones sobre la dependencia temporal ni espacial de
los campos, en principio las propiedades de correlacidn de los misimos podrian extenderse
a distancias & en intervalos de tiempo arbitrariamente grandes, lo cual constituye la idea
bdsica de la coherencia de un campo.

4 Aunque en principio tales mediciones incluyen virtualmente todos los expesimentos de ta dptica
cldsica es bueno recardar que uno de los aspectos esenciales en los cuales la teotia cudntica del campo
electromagnético difiere de la cldsica es el hecho de que dos valores de los aperadores de campo, en

general no conmulan wno con otro,



Las propiedades mas importantes que caracterizan a las funciones de correlacién
son las siguientes:
1. Bl intercambio de los argmmentos de la Tuneidn de correlacion

condace al complejo conjugiddo de T fneion, es decir

(-'"“’(-'l'ln- oy ) = [G("‘(""l- v w5'7211)]. vV on

2. La luncion de correlacion G‘")(:I:.‘.....'1:,,,:1:,,,,,,...‘.:lrg,,) es
invariante ante las permutacianes de sus argnmentos (... 2,) 6 de

sus argumentos (g, ..oy,
3. La luneion de corvelacion de orden . GO satisface 20 coun-

ciones de onda distintas . asaberuna para cada mio de sus argumentos

rycdonde j= 10020

4. "Todas las funciones de corvealeion Gy .oy e, y)

sou reades y positivas definidas, es decir

Gyt 2 0

5. Piav o arbitrario se liene gue

Gy g e )G'")(.’I,‘,,_H,... I T S RS |
N 9
> IG(")(.’IH,...Jl?,,,.‘l:,,_..l,‘ o))

Todos estos eleméntos permiten dar finalmente una definicién cuantitativa def concepto

de coherencia, Para ello, es conveniente introducir la forma normalizada de las funciones

de correlacion, asi, para |a funcion de correlacién de primer orden se define,
GV (r. 50 1Y)

(G, e, GO (1, 0 )]

y en general para las funciones de correlacidn de orden superior

G (a0
P . rgy) = oL ) (3.4.10)

M [ R
| (LR
Con estas definiciones y utilizando 5. es inmediato ver que

g}“’(l‘.f.;l".f’) - (3.4.9)

lg' e i )] < L
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en particular para r = r' y t = t' se tiene que ¢''? = 1, cabe sefialar sin embargo que

para n > 1,en general g*") no estd restingida en valor absoluto.

Utilizando los resultados anteriores se establece entonces que una condicidn nece-

saria para que un campo eléctrico tenga coherencia de orden 11 es que
I[/‘”(;M,-..,.l‘g,‘)'z1 j::I,Q,...,H

lO C\!ﬂ' es e uivalente, dddd la deﬁnicién dc 4‘"), a )Edif ue IGS fUl\CiOﬂES
9
G(") T ) se factoricen en un producto de 2n funciones de la misma forma,
i vi2n f

cada una de las cuales depende de una tinica variable espacio tiempo, esto es

n

Gyl = ]G] (34.11)
Je=

Estas condiciones necesarias para tener coherencia sugieren entonces la definicidn de
coherencia como una propiedad de factorizacién de las funciones de correlacién. En
forma mas precisa, si la funcidn de correlacidn puede escribirse como

(v'(”)(fl T TR ATF S PR Say) = E‘("'l )... g‘("l'u)g("'n‘H Joo &l )y (34.12)

entonces se cumplen las condiciones necesarias y suficientes para que el campo sea
coherente. De la definicidn de fa funcidn de corelacion (3.4.8) se tiene que si un campo
estd descrito por los eigenestados | ) de E(F), entonces las funciones de correlacidn
se factarizan inmediatamente en la forma deseada. Para ver esto claramente, basta

observar que
E“’)(r,l)l )= &, t)] ), (3.4.13)

donde £(r,f) es un eigenvalor complejo, entonces el Hermitiano conjugado de

(3.4.13) es
(1B ) = €)1, (34.14)

De las expresiones (3.4.13) y (3.4.14) se deduce directamente que las funciones de
correlacidn G se factorizan en la forma (3.4.12). En otras palabras el estado del
campo | ) es completamente coherente. Pot lo tanto como E‘*) o a, se tiene que los
estados coherentes definidos en la seccidn anterior son fos eigenestados de un campo

completamente coherente,
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3.5 Propiedades de los estados coherentes

Los estados coherentes representan eigenestados del campo electromagnético y
por lo tanto es de interés el estudiar sus propiedades estadisticas. E! primer resultado
al respecto se obtiene al utilizar las relaciones (3.3.13) y (3.3.16) entre los estados
coherentes y los estados de Fock. Estas relaciones sirven para encontrar la probabilidad

de que en una medicién del operador de niimero de fotones se encuentre el resultado n
2n
/ PR | T .
Puler) 2= [} = Bl (3.5.1)
esta expresion define una funcién de distribucién de Poisson con valor medio |a]”.

Los valores esperados y las dispersiones asociadas a los operadores de posicion
y momento en los estados colierentes se obtienen directamente al usar las relaciones
(3.2.18) y estin dados por

()0 = (alglo) = V2 R, {3.5.30)
N
(MY = (alpla) = \/—)I’ RIS {1.0.30)
donde £ == /L. Los operadores de posicién y momento también reciben el nombre

de cuadraturas por su relacidn con los campos eléctrico y magnético. Por ello las
dispersiones de las cuadraturas estan definidas por las expresiones

9 e P
a, = (‘l")n — (‘l):' = (3.5.40a)
e o W 1K
= () = ) = gy (3.5.40)
D ap N7 :
Mg = (==Y = (@ = 0. (3.5.1¢)

De lo anterior es inmediato deducir que los estados coherentes no son correlacionados

y minimizan la relacidn de incertidumbre de Heisenberg, es decir

|
Ty = :i/t“ . (3.5.5)

A este tipo de estados del campo electromagnético de la luz se les lama estados
clisicos de la luz. Para terminar esta seccién se quiere sefialar codmo pueden gene-
rarse los estados coherentes, Se conoce que un campo electromagnético definido por
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un potencial vectorial A(r.t) que estd interactuando con una distribucién de corriente
clasica, aquella que no se ve afectada en forma notable por su interaccién con el campo
siempre produce un campo electromagnético en un estado coherente.
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Invariantes lineales
dependientes del tiempo

4.1 Introduccion

La principal motivacion para el estudio de las simetrias de sistemas cudnticos
( esto es, el conjunto de operadores que transforman una solucion de la ecuacién de
Schrodinger en otro estado que también es solucién de dicha ecuacién ), es la conexion
entre una simetria particular y la resolucién de la ecuacién de Schradinger.

La simetrfa del Hamitoniano de un sisiema fisico esta intimamente relacionada
con las integrales de movimiento del sistema. Para problemas con Hamiltonianos inde-
pendientes del tiempo el Hamiltoniano en si mismo se toma como el invariante central
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en fa busqueda del conjunto de constantes de movimiento que conforman el grupo ¢
ef algebra de simetria del sistema. Para el caso de Hamiltonianos dependientes del
tiempo se tiene por el contrario { dado que la energia no se conserva ) la necesidad de

determinar las constantes basicas de movimiento que lo caracterizan.

El encontrar tales constantes de movimiento no es un problema sencillo y ha sido
objeto de importantes estudios [1]. En afios recientes se ha considerado con especial
interds, dada sus aplicaciones, el estudio de problemas caracterizados por Hamiltonia-
nos que pueden reducirse a un sistema cuadritico en las coordenadas y momentos.
Siguiendo ésta tendencia es que 1. A. Malkin y V. I. Man'ko [2] han desancilado ta
teorfa de invariantes lineales dependientes del tiempo, esto es integrales de movimiento
que ademis de presentar una dependencia temporal estan caracterizadas por una de-

pendencia lineal de los operadores de posicion y momento.

La existencia de tales invariantes ha demostiado tener una doble aplicacién, por
una parte conduce a la solucién de la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo,
y por otra ayuda a obtener los generadores del digebra de simetria dindmica def sistema

que se estd estudiando.

En Mecdnica Clasica el desarrollo temporal del estado de una particula estd deter-
minado por dos niimeros, su posicion y su velocidad, siendo el tiempo un parametro real
continuo. Las ecuaciones de movimiento de Newton permiten, si se conoce el estado
al tiempo ty, conocerto en cualquier tiempo subsecuente o anterior. La desciipcidn de
ta evolucion de los estados es equivalente par tanto, a determinar la trayectoria de la

particula, y(t).

En contraste con ello, el concepto de estado de un sistéma en Mecdnica Cudntica,
se entiende como la funcidn de onda compleja 1'(y), es decir, para determinar el estado
del sistema en un instante dado ty se requiere especificar una infinidad de nimeros.
Vista como una generalizacidn del concepto clisico, dicha funcién puede considerarse
como el conjunto de coordenadas del vector, |1 ), en un espacio de dimensién infinita.
La evolucidn del estado de un sistema cudntico estd determinada por las coordenadas
del vector, (1) = (g, 1) en el espacio de estados, y define por tanto una trayectoria
en ¢l mismo. La ecuacidn de Schrodinger permite conacer (g, t) si se conace al tiempo
ty, siendo 1 > 1y o t < 1y. Es importante sefiafar que si el sistema es influido por otros

objetos { una particula en un bailo téimico por ejemplo ), su estado se determina por la
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matriz de densidad p(.x, y) que es una funcidn compleja de dos variables. En la notacién
de Dirac

plevy) = (el ply)
este operador, satisface la ecuacidén

d .

1. v
m/l o m[/), II(”] . (‘11”

donde H representa el operador Hamiltoniano del sistema. Como en el caso de la
funcién de onda, si se conoce la matriz de densidad p(r,y,1) en una representacion
particular, a un tiempo 1y, se pueden predecir los estados a tiempos subsecuentes { > 1,
o anteriores ¢t < {y. En resumen, el estado cudntico de una particula estd descrito por
un vector columna de dimensidn infinita, llamado funcién de onda, para los estados
puros y por una funcién de dos variables para los estados mixtos [3].

En este capitulo se mostrard que las integrales cudnticas de movimiento determinan
la evolucidn del sistema, de la misma manera como ayudan a determinar la trayectoria
de la particula en el caso cldsico. Es importante sehalar que la evolucion del sistema
cuintico que se discutird mds adelante cortesponde al esquema de Schrodinger, donde
el vector de estado varia con el tiempo describiendo una trayectoria en el espacio de
Hilbert, mientras que las observables como el momento y la posicién no dependen de
el tiempo.

También se discutird la conexién entre el formalismo de invariantes lineales y la
teoria de grupos o simetrias del sistema con base en el concepto de ilgebra dindmica
de simetria, concepto introducido en la decada de los setentas [2], [4] como una ge-
neralizacién de lo que hasta entonces se entendia por dlgebra de simettia, es decir,
el conjunto de generadores que transforman soluciones de la ecuacidn estacionaria de
Schiodinger con una energia en soluciones independientes con la misma energia. La
simetria dinimica en cambio unifica multipletes de estados pertenecientes a diferentes
energias, razon por la cual sus generadores pueden o no conmutar con el Hamiltoniano
que describe al sistema.

Para sistemas no-estacionarios no se puede generalizar formalmente el concepto
anterior porque dichos sistemas no tienen niveles de energia. Sin embargo, para estos
casos se llamarad simetria dindmica al conjunto de integrales de movimiento que permitan

encontrar todas las funciones de onda de los estados no-estacionarios del sistema, es



decir, si inicialmente se conoce un estado no-estacionario, mediante la accién de los
generadores del algebra dindmica de simetria sobre él se pueden construir todos los
estados no-estacionarios restantes.

La idea bdsica de la Teor{a de Invariantes Lineales aplicada a sistemas cuadrdticos
no estacionaiios, es emplear la teoria de transformaciones lineales candnicas depen-
dientes del tiempo para obtener integrales de movimiento que presenten las mismas
relaciones de conmutacién que los operadores de creacién y aniquilacion del sistema de
oscilador arménico, y obtener a partir de tales invariantes los generadores del algebra
dindmica de simetria del sistema, la cual para este tipo particular de sistemas tiene la
particularidad de coincidir con el dlgebra dindmica del oscilador arménico, lo que a su
vez permite utilizar el método de construccién de soluciones del oscilador arménico sin

cambios escenciales para construir las soluciones del sistema no estacionario.

En el presente capitulo se aplicard la teora de invariantes lineales para resolver la
ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo para el caso general de Hamiltonianos
de la forma

=Wy Wiy iy 4 Wz (112)
donde a(t), b(1), c(t) son funciones arbitrarias del tiempo, con la variante de que en vez
de utilizar {a teoria de transformaciones candnicas lineales dependientes del tiempo para
obtener los invariantes, se empleard la versién Hamiltoniana del teorema de Noether

que fue presentada en el Capitulo 2.

4.2 Constantes de movimiento

Aun cuando no se tiene interés en resolver el problema clisico de movimiento
asociado al Hamiltoniano
a(t) 5 | (1) (t)

e(t) o .
5 -+ -§-(pq +qp) + ~—2-—-q . (4.2.1)

H =

con el fin de ganar claridad en la obtencidn e interpretacion de las integrales de
movimiento que permiten resolver el problema cudntico, se analizarin primeramente los
resultados que se obtienen bajo el formalismo cldsico al utilizar el teorema de Noether
(ver Capitulo 2) para encontrar los invariantes asociados a variaciones en las coorde-
nadas y momentos del sistema, que son funciones dependientes del tiempo Unicamente.

59



Por (4.2.1) se tiene directamente que las ecuaciones de movimiento de Hamilton
son
p=—cll)g=b{t)p, (4.2.2a)
g=b{t)g+alt)p. (1.2.2h)
Luego, como se menciond con anterioridad, se consideran las transformaciones siguien-

tes
bg = e h(t), dp=eqlt), {4.2.3a,b)

donde ¢ es un pardmetro infinitesimal pasitivo.

Par media de las expresiones (2.3.6) del Capitulo 2, las transformaciones anteriores

son de simetrfa si satisfacen las ecuaciones

%j—f =0, (4.2.40)
=G0, (424
B + ()] = gt + K] + ) = O (a2t
donde se utilizd que
082 = e q,1). (4.2.50)
Entonces, por (4.2.4a) y (4.2.4b) se tiene
Qg t) = gty + St} (4.2.5)

y substituyendo ésta expresién en la ecuacién (4.2.4¢) se obtiene
[=h(eyelt) = g + [1) = athalt) = OO} p = (g + Q. (4.2.5¢)

Igualando los coeficientes que acompaiian a p y ¢ en la expresion anterior se concluye

que, las variaciones propuestas dan origen a una transformacién de simetria si

Q)+ g(t) i)+ h(t) e(t) =0, (4.2.6a)
B(t) = h() b)Y = g(t) a(t) = 0. (4.2.6b)
Qy(t) = 0. (4.2.6¢)



Analizando  estos  resultados  se  tiene directamente por  (4.2.6¢) que
Qo{t) = cte. = 0. Comparando (4.2.6a,b) con (4.2.2a,b) se observa que dichas ex-
presiones son equivalentes si se idéntifica h{f}) — ¢ y g{f) — p. En otras palabras,
requerir que las transformaciones (4.2.3) sean de simetsia equivale a pedir que h y
g sean soluciones de las ecuaciones de movimiento del sistema. La forma explicita
de dichas ecuaciones se encuentra derivando (4.2.6a) ((4.2.6b)) y substituyendo en
{4.2.6b) ({4.2.6a)). obteniendose

./':(() - i(f [UE:;] - h{t) [lr ) ~ a{t)e(t) + (1) - h(f)—-

{t
gl = at) l—(-v%] +qlt) lh £ 4 alf)elt) - P - bt )L] ={), (L2.7h)

~

Las constantes de movimiento del Hamiltoniano (4.2.1) estdn determinadas por la
relacion

SN = pléy)-860 . = KN =phity = qa(t), (4.2.8)

donde las funciones h(() y g(t) son soluciones arbitrarias de las ecuaciones de segundo
orden (4.2.7). Entonces (4.2.8) representa en realidad un conjunto infinito de constantes

de movimiento, el cual es generado tinicomente por dos integrales de movimiento inde-
pendientes, que se denotan como

polt) = phi(t) =qmlt),  aqlt) =pha(t) =g g(t). (4.2.90,h)

Las funciones h, (1) y ho(1) representan dos soluciones linealmente independientes de

(4.2.7a), las cuales una vez fijas determinan las soluciones ¢ ({) y y2(f) por medio de
la ecuacion (4.2.6b).

Las expresiones {4.2.9) pueden reescribirse en forma matricial como
(zm(f)) - (hx(?) ~m(f)) (l')
qnlt) ot} =920t} ) \y

h(h o nOU) = Ol ¢ .
= (I('g(’) D) 0(t) = dy(1)] (,,) ~ (4.2.10)

A\

donde ¢ y p son la coordenada generalizada y el momento canénicamente conjugade
del sistema, y en la dltima igualdad se utilizé la ecuacién (4.2.6b). Si se elige py y 44
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como la pasicion y el momento iniciales ( en # = 0 ), es decir

(,;.,(f =0\ /)

‘ - (\
. ) J
entonces las solucianes l (1), hy(? V,

por las condiciones iniciales

KL ) /'\

hy(t = 0)
hy(t = 0)

Usando (4.2.10), las condiciones sol
(= 0) = W0,

Analizando la relacién (4.2.10), se pued
integrales de movimiento (p, 4u) con |

candnicamente conjugado del sistema,

‘observando que Iy (1) y (1) son solu

)L,u)mi,,u)[% -H..u)[-

i}..,(f)-—iu(v)[%%}]w»h..,m[»»

Mudtiplicando (4.2.14a) por hy(t) y (4.
sultantes se obtiene

LW () ) = St

(4.2.15)

donde W[ha(t), hy(1)] = hy(t)iny (1) - ha(t)hy(1) es el Wronskiano de hy(ty y ().

Resolviendo (4.2.15) se tiene

Wikt (0],
alt) o

(4.2.16)

donde } es una constante de integracion, la cual puede determinarse de las condiciones

iniciales (4.2.12). Concretamente se encuentra que k = 1, por lo que el Wronskiano

toma el valor

W[ha() ()] = a(t).
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como la posicion y el momento iniciales ( ent =0 ), es decir

P()“:())) — I’) ‘lr) 1]
(1]()“ = 0) i ) ' ( - )
entonces las soluciones iy (t), (1), g (t) y g2(t) quedan completamente determinadas
por las condiciones iniciales

hit=0)=1. gqit=0)=0, (1.2.124)
hy(b=0)=0,  glt=0)=~1. (4.2.12h)

Usando (4.2.10), las condiciones sobre las funciones ¢ implican
In(t = 0) = h0), Jiy(t = 0) = ~a(0). {1.2.13a,b)

Analizando la relacion (4.2.10), se puede demostrar que A, la matriz que relaciona a las
integrales de movimiento (p,qu) con (jr.¢) la coordenada generalizada y el momento
candnicamente conjugado del sistema, es una matriz simpléctica. Esto puede probarse
observando que hy(f) y i,(t) son soluciones de la ecuacién (4.2.7a), esto es

?l.(r,)d},,(r)[:—E%]—l-h,(r)[--hu) ¥ a(f) e(£) =1 (#) 4 h(r):—ii—%l:(),(‘l.z.lzln)
}}._,(r)w-i,,(r)[s%-;}ylu(r )[ﬁ (1) 4 alt) (1) =B (1) -+ h(z)%:-:))-]:(). (4.2.14h)

Multiplicando (4.2.14a) por hy(t) y (4.2.14b) por hy(f) y restando las ecuaciones re-
suftantes se obtiene

i I (W0 n(h) = i li(a(t)) . (1.2.15)
dt dt
donde W(hy(8), hy(1) = llg([)ill(') ~diy(1)hy(t) es el Wronskiano de hy(t) y (1),
Resolviendo (4.2.15) se tiene

ha(t).
UM’.’L(_D_J =, (1.2.16)
u(t)
donde k es una constante de integracion, la cual puede determinarse de las condiciones

iniciales (4.2.12). Concretamente se encuentra que & = 1, por lo que el Wronskiano
toma el valor

Wy (). ()] = alt). (4.2.17)
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Por medio de este resultado se muestra que

1
det A = m”'[hg(f}.h,(f}] = det Az=1. (4.2.18)

0 1
U= 4.0
e ( 1 ()> N (4...19)

es directo comprobar que fa matriz A presenta la propiedad

Ademis, si se define

ATA =, (4.2.20)

donde A’ denota la matriz transpuesta de A. Toda matriz 2 x 2 que satisface (4.2.20)
bajo (4.2.19), es por definicion una matriz simpléctica.

En resumen, hasta aqui se ha utilizando el teorema de Noether para encontrar
las constantes de movimiento del problema clisico (4.2.1), asociadas a las variaciones
(4.2.3), y se ha visto que dicho conjunto de invariantes dependientes del tiempo esta
relacionado linealmente con la coordenada generalizada y el momento canénicamente
conjugado del sistema a través de una matriz simpléctica A. A continuacién se mostrard
como pueden utilizarse estos resultados para resolver el problema endntico (4.1.2) co-
rrespondiente.

Debe observarse que dada la dependencia lineal en py q que presentan los inva-
riantes py y ¢u, sus correspondientes operadores cudnticos estin dados sin ambiguedad

por las ecuaciones (4.2.10), reemplazando p— iy iy — 4, esto es

. R |G .
Po = Iy{t)p - mj(hl(') = (t)b{t))q,

1 .
li() = ]lg(')’b - ;‘(—15(111“) - "g(l) h“))l}

los cuales, como puede comprobarse directamente, continuan siendo constantes de

movimiento. Entonces, si [1*(#)) denota el estado del sistema al tiempo ¢, se tiene que

(O] (0)) = (0] 5e(0)]3(0))
= (PO)plr(0)) |

CHONG(IAO) = (O)]ga(D)]4(0))
= (i(O)lglh(0)) ,

9
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donde se utilizaron las condiciones iniciales (4.2.12) y (4.2.13). De ésta forma, se
concluye que fisicamente los operador ¢, y iy representan el valor medio inicial de los

operadores de posicién y momento del sistema respectivamente.

Por otra parte, utilizando la matnz inversa de A, los operadores de posicidn y
momento se pueden expresar en términos de las integrales de movimiento py, o ¥

corresponden también a las soluciones cldsicas del sistema, en la forma siguiente

(ﬁ): s [t b = datt)] - =g [mteyue) = i) ({m(f))_ (1.2.21)
q =ly(1) (1) qolt)

Otra forma de expresar las constantes de movimiento independientes del sistema cudn-
tico (4.1.1), es en ténminos de los operadores de creacién y aniquilacion generalizados,

esto es
1(') = \/~ TR IR .-l'(l) = % (o — ipu). (4.2.22a.h)
Estos dos invariantes también pueden representarse en forma matricial como
Al Lo (Y _ L[ 1 P .
( U“)) 2 ('i 1) (’}u(') RV AR A i) 42.23)

Utilizando la expresion de A en términos de /iy (1) y iy (t) dada por (4.2.10) se encuentra

( ‘:]“) ) _ _1... Iy + iy .J. [h ()hy 4 1hy) — (il'; + iiu)] (ﬁ) 220)

A )T BN g i, ;1,—[(l)(lu—:h,)—(h,—:h.)] i
Ay
Con la notacién
/\,, = ’-1“’*: lll'g ‘{‘ i’ll] \ ('1-2-25”)
,\q::\/,”( [ln(i(lu rlh.)-(lu |-1h,)
LI PN I 2,95

la ecuacién (4.2.24) puede expresarse como

1(') g /\, ﬁ )
(l'(r)) <\: \j)(,) (4.2.20)

GO



Usando entonces (4.2.23) se puede demostrar en forma directa que det A, =iy por

lo tanto los operadores A y ! satisfacen

ERUEIPWESWRWES WS

= —idel Ay, =1, (1.2.97)

Asi , los operadores A. A! tienen la misma relacin de conmutacion que los operadores
de creacién y aniquilacién del oscilador arménico. En relacidn con ello se observa que
las integrales de movimiento (4.2.24) pueden expresaise en términos de los operadores
de creacién y aniquilacidn, esto es

AY LN =i, AN ([ a 5 e
(.-1')'\/5(,\;~.',\;, AL (a' ' (14:2:28)

M

Evaluando el determinante de la matriz A se encuentia

1 VR
det M = E(lvt Ay, det ( ]I ;) = 1. (41.2.29)

Es conveniente, como se vera mas adelante, definir la matriz

M= (‘\‘;‘ “‘,") (4.2.30)
A AL

donde

1 . 1 . ,
Ay = 73(,\,1 - L\,,)A Al = 73(,\,1 -Qvl,\,,). (1.2.31a.1)

De la misma forma que en el caso de la matriz .\, usando (4.2.28) puede mostrarse
ficilmente que M es una matriz simpléctica, es decir

MIM' =Y.

Grupos Dindmicos

En dsta seccién se introducen dos conceptos que son fundamentales en el estudio
de sistemas cudnticos: El dlgebra de simetria y el dlgebra dinamica de simetria. Para
sistemas estacionarios,es decir aquellos que estan caracterizados por un Hamiltoniano

independiente del tiempo, la definicién de estos dos conceptos es la siguiente,
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Los generadores del dlgebra de simetria son operadores Hermitianos que no pre-
sentan dependencia temporal explicita y satisfacen las siguientes condiciones:

—

, Conmtan con o] Hamiltomano del sistema, es deeir son constan-

tes de movingento,

N

Forman un dlgebra de Lie bajo la connmtaeion.

w

El algebra de simetria es miixima en ol sentido de que dado
cualquicr cigenvalar el espacio de todos los eigenestados dege-

nerados es irvedueible bajo o] dlgebra.

e

El algebra de simetifa es minima en ol sentido de gne no existe

i suhitlgebra con las mismas propiedades,

De ésta forma, si se conoce un eigenestado de la energia y el dlgebra de simetria
del problema, se puede generar el espacio completo de estados que tienen el mismo

eigenvalor de la energia al cual estd asociado el estado que se conoce inicialmente.

La definicidn del ilgebra dindmica de simetria es por su parte una generaliza-
cién de la definicion anterior. Los generadores del dlgebra dindmica de simetria son
operadores Hermitianos, que son constantes de movimiento, los cuales pueden presentar

dependencia temporal explicita y estin caracterizados por las siguientes propiedades:

1. Forman un algebra de Lie bajo la operacién de conmutacion.

2

El Hamiltoniano mapea por conmutacidn al dlgebra dindmica de si-
metria. Por lo tanto ¢ 3lgebra de simetrfa queda contenida en el

subdlgebra de operadores que conmutan con el Hamiltoniano.

w

Dado un conjunto de eigenestados del Hamiltoniano, el dlgebra dina-
mica de simetria es maxima relativa a dicho conjunto, en el sentido
que el espacio lineal generado por estos estados es irreducible bajo

el dlgebra,

o

El dlgebra dindmica de simetria es minima en el sentido que no posee

un stbdlgebra propia con las mismas caracteristicas.
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De ésta forma, st se conoce un eigenestado de la energia y el dlgebra dindmica de
simetria del problema, es posible generar el espectio completo de energia del sistema
( es decir, incluye estados que no tienen el mismo eigenvalor de la energia que el estado
inicial ) mediante la accion de los generadores del dlgebra sobre el eigenestado conocido.

A pesar de que para sistemas cudntices con parimetros dependientes explicita-
mente del tiempo, el hablar de {a energia haciendo referencia a su definicidn usual
carece de sentido, el concepto de dlgebra dindmica de simetria puede generalizarse |2]
dando a entender esencialmente, que si se conoce una solucién arbitraria de la ecuacion
de Schiddinger dependiente del tiempo, y el dlgebra dindmica de simetria, es posible
generar todas las soluciones restantes de dicha ecuacién, actuando con los generadores

del dlgebra sobre la solucion conocida inicialmente.

Es precisamente en este sentido en el que queda justificado el interés en encontrar
los tnvariantes lineales, pues resultan ser nada menos que los generadares del dlgebra
dindmica de simetrfa del problema: w(1) A sp(2, V), es decir el producto semi-directo
de el dlgebra de Heisenberg-Weyl w(1) y el dlgebra simpléctica sp(2, R).

Concietamente, se tiene que dado el conjunto de operadores
{dn A}, (4.2.32)

y de acuerdo con la relacion de conmuntacidn (4.2.27) que caracteriza a los invariantes
Aty y Al(t) ¢ conjunto (4.2.32) esta caracterizado por las siguientes relaciones de
conmutacion

A =0, [d =0, [dA)=1, (4.2.33)
que definen las relaciones de conmutacidn de una dlgebra de Heisenberg-Weyl en una

dimension, w(1).

Por otia parte, si se consideran los productos

K, = %.i'.»i', (4.2.340)
N PR o n,
Ry = (44 + 414), (4.2.34h)
k.= 1)11 (4.2.34¢)

se encuentra ficilmente que satisfacen las propiedades de conmutacidn siguientes:
Ko Kg]l =Ky, [Np W)=k, (4.2.35)
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que son las relaciones de conmutacién que definen fos generadores de una dlgebra de
Lie sp(2, I?). Es importante hacer notar que el operador Hamiltoniano (4.1.2) puede
reescribirse como una combinacion lineal de los operadores {Ky. K. Ky} , lo que

justifica la denominacién de wy A sp(2, R) como el dlgebra dindmica de simetrias del
sistema,

4.3 Estados coherentes generalizados

En el Capitulo 3 se estudiaron los estados coherentes del campo electromagnético
y se investigaron sus propiedades estadisticas. Estos estados se idéntifican ahora con el
comportamiento cldsico de la luz y se llaman estados clisicos que minimizan el principio
de incertidumbre de Heisenberg, que tienen el menor ruido cudntico v, = o, = L/
Las constantes de movimiento A y A! satisfacen las mismas relaciones de conmutacion
que los operadores « y ol que cuantizan el campo electromagnético en el vacio (ver
la ecuacidn (4.2.27)), y como la determinacion de los eigenestados del operador de
nimero y por tanto los estados del sistema de oscilador arménico dependen tinicamente
de las relaciones de conmutacién de los operadores o' de creacién y a de aniquilacién,
se puede definir estados que son eigenfunciones del operador A y que por lo tanto
se denominardn estados coherentes generalizados, a pesar de que no satisfacen las
propiedades de coherencia indicadas en el Capitulo 3.

Considerese primeramente el estado vacio, esto es

A0) =0, (-13.1)
donde (1) ests definido por la relacién {4.2.24). Para obtener la representacion en el
espacio de coordenadas se toma entonces
(4] A10)

Ay (alplo) + Ay {aldlo)
L0
—i\, 5;; (ql0) + Xy q{ql0)

Oy 0
= *"\r*(}_ql" + Ayt (1.3.2)

Resolviendo ésta ecuacién se encuentra que

0

i

il

i

i\, .
Yol t) = k{t)exp { — ot g2 L (4.3.3)
2%,
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donde k(t) se determina pidiendo que yy(¢.1) satisfaga la ecuacién de Schrodinger
dependiente del tiempo, es decit

0:/)0 o My b (0 ! i c o, e
0’ =75 7)';;7 ) 0'1(%‘ n)t g L—)a + ;_;A{ Vo (4.3.4)

Usando la forma de \, en terminos de A, y ,\,, dada por (4.2.25b), la expresion (4.3.4)
A=A,
'/"li == I-( ') (‘.\I|) {! ’2‘;'\';~L e } . “35)
Calculando entonces

vy _ ; é_,,. = by o
oy alp o

se puede expresar como

T + ;j(;*{ﬁ-j (n,\,,,\,, — N\~ u,\ﬁ + ,\,,z(flh - nb))] o,

y substituyendo en (4.3.4) se obtiene

q 4

N & . ,
§ [ I - -—*—)—— ((:, ,,\,, - n,\,, \,, - n\ + A (4/1»—— nh))] 1y

V@ N~ h,\,, Ay = DA A, A, —bA
S +26 Pl baet—i o4 2222200 0 8.6
21 ( A P AR I L Vo (13.6)

Igualando los coeficientes de las distintas potencias de ¢ en ambos lados de (4.3.0) se

obtienen las relaciones

—-.\,, \, - ;\,, 4 G+ A - b Ao - b b “ = (), (4.3.70)
! a ! a

% - (‘1.3.71})

Comparando con (4.2.14) se observa que la condicion que establece (4.3.7a) no es
otra cosa que requerir que .\, sea solucion de (4.2.14), pero como por definicién A, es

G5



una combinacidn lineal de i (1) y hy(t), dicha condicidn se satisface automdticamente.

Resolviendo entonces (4.3.7b) se encuentia que

b =1
Bty = (N2\,) 0, (4.3.8)
por lo que
1 i\, .,1
(g, ) = —-— (‘,\:]){— .___l.,l~ , (1.3.9)
0 ;\'.\,.% 2\, J

donde N se fija requiriendo que 1y esté normalizada a la unidad,
o0
(i) = / o' (g (g )dg =1, {1.3.10)

resultando
‘,':(2;‘-)%‘ (4.3.11)

hasta una fase arbitraria.

Por analogia con los estados coherentes se define
fact) = D(a. 1)0). (4.3.12)

donde
D(u, 1) = exp (nxi' - u'."l) . (4.3.13)

Utilizando (4.3.1) y el teorema de B.C.H. (3.3.21) se tiene
2 -
[a t) = exp (—h:—)lv) explodt}oy. (4.3.14)

Expresando A! en términos de i y q, el estado coherente generalizado 17 (¢, 1) en 1a

representacion de coordenadas es

2 >
Yol t) = (q]exp (__L“_)L) oxp (—-I%n\,‘,,\,',) expladjq} explo AL p}]0)

al* ia® L, . L0
= exp (__|_2__ ~ —‘—[,\,, ,\,,) exploAsg}exp{~ia ,\1,5&} (9]0

I"I'J i(]2 "y . . Py a1k
= ex) 5 -5—,\,,,\,, expladjglia(g ~ iAa). (4.3.15)
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Substituyendo la forma explicita de yy(q, ¢) en la expresidn anterior, se puede reescribir
(4.3.16)

: (A\r* = 20q+ in“,\;)} ,

como
“” 7
-~ bl {
NP L
21,

tha(tg, 1) = 11
{2mya Ay

2
} . {4.3.17)

__('l - ('7)r\.¢)
20,

por lo que
'v"‘n((lv’)'v,':l(q' ’) = 1 exp

{2ray)?
Es decir, la densidad de probabilidad en el espacio de coordenadas estd expresada por
una funcidn de distribucion normal determinada por los pardmetros g, y {4)a,, cuya

interpretacion probabilistica es que ()., esla esperanza matemitica y a, es el cuadrado

de la desviacidn cuadrdtica media. Estas cantidades se determinan mas adelante,

Propiedades de los estados coherentes generalizados
En analogfa al caso del oscilador arminico, a continuacion se abtendrdn las expre-

stones para los valores esperados y las dispersiones en los operadores de posicidn y de

momento con respecto a los estados v, (v, t)
Utilizando la matriz inversa de .\, para expresar Ay A en terminos de jy 4
i( M MY (1.3.18)
A

-1
AT =~
»i ~A)

se tiene que
B= A = A i=iAnd - AAlL (4.3.19a,b)

Para obtener los valores esperados de iy 4 se utilizan os resultados
.-ilu,t):nln,t), (n,t[.—i' =a'{a,l{, (4.3.200, b)
encontrandose
(@)o.0 = {a,t]ila,t)
= i(,\;n - A0t {(4.3.21a})
= {n,d|pln,1)
(4.3.21h)

(I")r-.l
*i(,\;n —-Aat)

1
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En forma similar, tomando el cuadrado de las expresiones (4.3.19) y utilizando las
relaciones de conmutacién entre A y A! se determinan los valores esperados de ¢° y

»
(:)2 Yot = ((\,iM(2 | v, t)
= ={a | AT = [ PEAA+ 1)+ A24% a0 1)
== [0 4 a2 - A 1B+ 200fh)] (4.3.22a)
(f’))n.l = (“vtlﬁzlnv”

~(o [ AEAT = [\ AN 4+ 1) 4 224 o)
= = [ A 4 a8~ A P14 20a?)] (4.3.22h)

Por medio de las expresiones (4.3.21) y (4.3.22) es directo evaluar las dispersiones
en las posiciones y momentos, esto es
= (’22)"-1 - (’2)?».I = "\l'|2' oy = (I"Q Ja,t - (f’)?n,l = |'\u|"'- (4.3.23a, b)

Por otra parte, el producto simetrizado de los operadores de posicidn y inomento esti

dado por

1 . ~ o~ RTY 11 . . 1 1
5 (bi+dp) = A A AN AT = (A NG+ A4y,

En esta forma, el valor esperado de la expresion anterior sera
e an 1
<l—"!—:t;ll-)> =((|.i|;(ﬁq +§p) o, t)
= ot =

LR + . . 1 Y
= A Anat £ A N0t = (M)A, + ,\,,,\,,)(5 + lal?). (4.3.24)

Utilizando fos resultados (4.3.21) se tiene que
(ot (0.1 = H4507 + Ady0™? = (A £ A A0 lal?, (13.2)

por lo que la dispersién en el producto de los operadores de posicién y momento, que
da una medida de la correlacidn entre § y i, estd definida por la expresicn

EXIL . .
<_‘_;"’> = (Do, {i)a,t

t
AA, 4 A%,
= _(_IL_;L_ﬁI_Q, (4.3.26)

i}
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donde para obtener la (ltima expresion se utilizaron las ecuaciones (4.3.24) y (4.3.25).
Principio de Incertidumbre,

Como se sefialé brevemente en el Capitulo 3, una propiedad importante que ca-
racteriza a los estados coherentes es que minimizan la realcidn de incertidumbre de
Heisenberg, Los estados que se han denominado aqui estados coherentes generalizados
( también conocidos como estados coherentes correlacionados ver [2]) , resultan estar
caracterizados por una propiedead similar. Concretamente, son los estados que mini-
mizan la lamada relacidn de incertidumbre de Schrodinger-Robertson, la cual constitnye
una genetalizacion de Ja relacion debida a Heisenberg. Dicha generalizacion fue intro-
ducida por E. Schiadinger [5] y H. P. Robertson [6] para el caso en que se consideran
operadores Hermitianos y el estado del sistema sea un estado puro. La extension de es-
tos resultados para operadores arbitrarios y sistemas cudnticos abiertos, fue presentada
por V. V. Dodonov , E. V. Kurmyshev y V. }. Man'ko [7] y consiste en lo siguiente:

Sean A y IJ dos aoperadores arbitrarios, no necesariamente Hermitianos, y ) una
matriz de densidad también arbitraria. Considerese ahora

F=odd+idD, (4.3.27)
donde a = oy -+ in, es un nimero complejo arbitrario y por definicion
Ad=A-(d). (4.3.29)

con (A) = Ti(pA). Como el operador F!F es Hermitiano y-positivo semidefinido, al
igual que p, se cumple la desigualdad

Te(pF'F) 2 0. (4.3.29)
Por la definicién (4.3.27), la expresién (4.3.29) puede reescribirse como

Tr (,;F'F) = a3 (AAAN i ((AATABY) - (AB'AAY)
+aAAAL + o ((AANABY +(ABAAY)
+(ABAB) > 0,
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o equivalentemente

T"(I;[HF) (A A'A. l (n, 4

@itad (DAAB+apad))
2AAAAA)

(HAANADB — ABYAA))?
HAATA)
_(adtan + Al?'A.ft)V -
4AaArad) -

ALAD - ABTA 1)
ANATAA)

+{ABYAR) -

Eligiendo las numeros reales ay y «y en tal forma que se cancelen los primeros dos
términos se abserva que necesariamente (A AT AL~ A DA ) es un nlimera puramente
imaginario, por lo cual se concluye que

dAAMABAD) 2 ll| (QA1AD - AR A |
[ Adtan+aitady | s

Introduciendo las dispersiones

=AY ap=(ADP).  oan = - (AAAB+ ABAA),

o]

fa ecuacian (4.3.30), para aperadares Hermitianos, queda expresada en la forma
2 NI TN o
oaop -0y = oaop(l - )2 EI (IlH])| , (4.3.31)

donde se substituyd (AAAB — ADBAAY = (|, B)) y se definid

_ doanl

\ﬁ’ Ay

{-1.3.92)

De lo antetiar se observa entonces que si no se tiene informacidn sobre el sistema

. , . - 1 e .
que se estudia, lo mds que se puede decir es que a0, > ’ﬁ- Sin embargo, si se
sabe que el coeficiente de correlacidn definido por (4.3.32) es distino de cero, ademds

puede decirse que la cota inferior del producto a,7, es mayot que la correspondiente
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a un sistema con r = () y esta dada por T(T":T”) En otras palabras, las fluctuaciones
cuidnticas de un estado con r # () seran mayores que las de un estado con r = (.

Para el caso particular que se estd tratando, es facil ver con ayuda de las expresiones
(4.3.23), (4.3.26) y el hecho de que detA,,, =i

es decir
1

E )
lo cual implica que los estados coherentes generalizados minimizan la relacidn de incer-

2
Oy = Oy =

(4.3.33)
tidumbre de Schrddinger-Robertson,

4.4 Operador de evolucién

Considerese un sistema descrito por el Hamiltoniano H (1), entonces la ecuacion
de evolucién del sistema estd definida por la ecuacion de Schrodinger dependiente del
tiempo

H{)|p()) = ﬂ%(,—’)l (44.1)
El operador de evolucién se define como
[1h(t)) = U(t)]¥(0)) . (44.2)

lo que implica que U(0) = 1.

Substituyendo la expresidn anterior en la ecuacidn (4.4.1) se determina la ecuacidn
que debe satisfacer el operador de evolucién, esto es

dU
LL=HU. (4.4.3a)
dt
i
-i ﬂ,—- =Ulr. (4.4.1b)
dt

donde la dltima expresion se obtiene al tomar el Hermitiano conjugado de la primera.
Multiplicando (4.4.3a) por la izquierda con U' y la expresién (4.4.3b) con U por la
derecha, al substraer las igualdades resultantes se obtiene

Wt
f-%’-q = () y usando que v)=1
= U =1. (4.4.4)



esto es el operador de evolucion es un operador unitario,

Una integral de movimiento cudntica es un operador que actia en el espacio de
estados del sistema fisico cuyo valor promedio no cambia durante la evolucion del

sistema, esto es

(MO (8)) = (HOT0)]4(0)) . (4.4.5)
Substituyendo (4.4.2) en (4.4.5) se obtiene

(IO I L(0)) = (B(0)[1()]y0)) , (4.4.6)

como la expresidn anterior es cierta para todo bra (i"(0)] y ket |i"(0)) debe cumplirse
que
vttt = 1(0) = () =vnou!. (4.4.7)

Funcion de Green

A los elementos de matriz del operador de evolucién en una representacion deter-
minada ( ejemplos comunmente utilizados son la representacién de coordenadas, la de
momentos, ¥ la de estados coherentes ) se les llama funcién de Green. En ésta seccidn
se determinard la funcidn de Green en la representacidn de estados coherentes asociada
al Hamiltoniano (4.1.2), y se verd como de ella resulta directo encontrar la probabili-
dad de que un estado coherente generalizado tenga un nimero definido de cuantos 6
fotones.

Por lo dicho anteriormente, la funcién de Green estd determinada por la expresidn

G(a®, A,t) = (a|U(1))4)
2 2
= o (-1 - ) G, (4.480)

2

" donde se utilizaron los estados coherentes normalizados de la ecuacién (3.3.23) y se
definié la funcién

Gla®t) = {olU(N)]3) (4.4.80)
en términos de los estados coherentes no-normalizados
la} = exp(aa’)|o).
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Estos estados reciben el nombre de estados generadores, ya que su desarrollo en serie
de Taylor genera los estados de un oscilador armdnico, y a su producto escalar se le
denomina nicleo reproductor,

Tomando el elemento de matriz de la ecuacién (4.4.7) con respecto a los estados

coherentes no-normalizados, se tiene que
{o IOU A} = {o]U(HI(0)|B}
= / (alI(N 7} (AU13) dy = / (U@ IO dy (14.9)

donde en la dltima expresidn se utilizé que los estados generadores forman un conjunto
completo de estados. Por medio de la definicién (4.4.8b) y la representacién de las

constantes de movimiento en el espacio de estados coherentes no-normalizados, se

determina la ecuacidn diferencial que satisface la funcién de Green

/I“-(f) (o) GG BN dy = /],3(()) {118} G(a*,1.t)dy
= L (D) Glo* Aty = L(0) Gla* 1), (4.4.10)

Para encontrar la forma explicita de G{a*,/3,t) 6 equivalentemente de su forma
normalizada G{o*, /1) , es conveniente observar que utilizando la relacidn de con-
mutacién para los aperadores de creacidn y aniquilacidn del oscilador arménico (3.3.3)
y la identidad

A . N N B TP
exp(a* @) exp(—a*d) = O + j0*a, 0]+ 3?[“."’[“ a, 0l +... (4.4.11)
se obtienen las dos expresiones

{er]aly) = {Ofexpla®@)aexp(~a*a)expla®a)|v)

[}

{UIbi—ZT (exp(a®a)) i)

It

bi;)\-: {0]exp(a® @)|ih)

d
— f
0(\' {ﬂll' ) v

it

{or |(?'|l/') = {0\(‘x1)(n'r7)ﬂ'('xp(—n'r'l)('xp(u'ﬁ)lu")
{()|(l’lt + n')(-xp(n‘fl)h/')
a* (o).

]
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Dada entonces la arbitrariedad del ket |1} se concluye que

0
{0l = (,-)i‘;-.-{n[‘ {4.4.120)
{ald! = a*{a]. {4.4.12h)

En forma completamente andloga se abtiene la representacion para los operadares de
creacidn y aniquilacidn cuando actuan a la derecha de un estado coherente no norma-
lizado

it} = 5‘?7;“)‘ {4.4.130)
alo} = aln}. {(4.4.130)

Utilizando entonces la expresion de los operadores (1) y A!(?) en términos de los
operadores de creacidn y aniquilacidn dada por (4.2.28) y las relaciones (4.4.12) y
(4.4.13), la ecuacién (4.4.10) con I(1) = A(?) estd dada por

(M. 9 + M._m') Gla®, i) = gGla*, d,1), {(1.4.140)
OJa* y

de la misma forma si 1{#) = A}(?) y se utiliza {4.4.12) y (4.4.13), la ecuacidn (4.4.10)
se reduce a

<M.1' (-}%-‘- + Ml'n') Gln®. 4.1) = (;%C(n'. g4y, {4.4.14D)

Ast G(n®,3.1) estd determinada por el sistema de ecuacidnes diferenciales parciales
(4.4.14).

Resolviendo (4.4.14a) se tiene

G(n"ﬂ,f) = ¢{ a.1) ('Xp{ %El:'l— - é}.-\!%;(-\ﬂ} .

Substituyendo esta expresién en (4.4.14b) se encuentra que

M p? at M
1) = '~ husk Stk Mot - — 20
(B,1) !/n(f)(.\p{ SN, + (\1l 0 7 i, n' 18,

74



donde utilizando las propiedades de la matriz simpléctica M se tiene que el término
entre paréntesis redondos vale cero. Por medio de las expresiones anteriores la ecuacin

(4.4.8a) puede escribirse como

2 i2
G(a®,j3,t) = go(t)exp (-"“3'" - '-/al—\
- ~ /7
AI: 2 A"lg 2 l
29 ____’~__,____‘ —a'f i ..l
x““{zm. an A (4:4.15)

Para encontrar gy(t), se observa que dado que el operador de evolucion queda com-
pletamente determinado por (4.4.3a), entonces G(a*,/3,t) debe satisfacer la ecuacién
de Schrédinger dependiente del tiempo en la representacion de estados coherentes nor-
malizados, es decir
OG(a* At
,,__I%'_/,__) = H(0")C(a*, A1), (4.4.16)

con el operador H(n*) dado por la expresién !

. alt) Wty et)] O a(t) )] . 0
”(“’=[—T+37+T]m+[’5‘+7]"297:
N [~‘—‘f~’ PRLUN Q] ot [‘—‘11’ + —‘f’] . (4.4.17)

ili ; IO (L (RN i
Utilizando (4.4.15). se calculan las derivadas %%, £-55 v S de la funcion G

oo [_; iy _l_../;] : (4.4.18q)

?
g
‘“l

G _ g 1 (ALY |, 1y 1 M;)’/? , .
’”.'/UG+[*2(E o+ fo M, 'l"fz M, A4 G (4.4.18¢)

donde ( )* indica la derivada total con respecto al tiempo. Como lo que interesa es
encontrar gy(t), que es evidentemente independiente de o y 4, basta resolver (4.4.16)
para valores fijos de dichos parimetros, los cuales se eligen por simplicidad como

! En el Apendice B se deduce ésta relacién.

-
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o = () = 3. Utilizando (4.4.18) se tiene entonces que

[H(“ )('((' ‘/i")]n:;isu "[ 4 i | ]AII !/0(')“‘ [ } ]!]()U)r

4 4
.06(4\"/7‘)‘,)] .

f et =igu(t).
[ ot n=f=0 ’

Substituyendo en (4.4.15), la ecuacidn diferencial que determina a gy{1) es

" q alt . cft)

I{{(|(f) = ﬁl' {“‘(5‘) (A!; + A’..') + Ill(l).\lv; + -E) (4\[| - A[g)} . (‘1119)
Recordando las ecuaciones de movimiento que satisfacen las constantes de movimiento
del sistema

.d . . L, .
iz = (HB) o = (]
se deduce, de acuerdo al Apéndice B, que
N=AYD,

donde A y ¥ fueron definidas en las expresiones {4.2.10) y (4.2.19), respectivamente.
La matriz BB estd dada en términos de los coeficientes a{t), (1) y () que aparecen en

el Hamiltoniano (4.1.2)
a b
b= (h (‘) '

Utilizando la relacidn entre las matrices simplécticas A y M, es decir

M=yAy™",

)

M= M(gSBy") .

con
se obtiene que

Con la expresidn anterior, es directo encontrar que el término entre paréntesis de llave
en (4.4.19) es igual a —iM], y dicha ecuacidn se reduce a

. fj . ﬂl_

= . 4.4.20
i 4'3-\1! (4.4.20)

76



Resolviendo la ecuacién diferencial anterior se obtiene
~1
.‘/I)(” = ![n(())i\[l ? ,

y utilizando el hecho de que en t =0 la funcidn de Green satisface la relacién

2 312
G(n", 3,0) = exp (-1%1- - L/-)L + n'/f) = qu(0)=1.

Finalmente, por medio de los resultados anteriores se obtiene la funcién de Green
asaciada al Hamiltoniano (4.1.2),

2 2
G(a®, A1) = .\fl_g exp (—-'—’%l—- - M——)

2

My, \Lyo
exp { —;”’\*;T i35 - 3‘-‘—['7 n's Xlﬂ n'/i} . (4.4.21)

Funcion de distribucion del niniero de fotones

En el caso del oscilador arménico, partiendo de

|4

|} = exp (_l%' ) explaat)|o)

se identifico la funcidn de distribucidn del nimero de fotones como el coeficiente del

desarrollo en los estados de Fock, esto es

o Ig—‘.’) a"
{(n]o) —-t.\p( ) T

Paia el caso de estados coherentes generalizados, utilizando la definicion (4.4.8a) se
tiene que
Gla®, pt) = (a|U(N]3)

= Z {aln}{(n|U@)]8).

n=U

T



Denatando

1= af _ﬂ_{_z_ % ¥ o= -———ﬁ——-—_:
! o) ! NN

y utilizando (4.4.21) se tiene que

ik MK
Gla', 1) = “\])( ‘“‘ l l ) M ex (-;’-—(—) exp(~pt 4 2er),
2 .‘.’\ll

. ln|2 |H|l ;\[,;132 =" ]
“'\"(' 7 My o1, ) L Hale),

donde en la dltima igualdad se utilizd la funcidn generadora, exp(—p® + 2ur), de
los polinomios de Hermite. Identificando (o) en la Gltima igualdad de la expresion

anterior se obtiene
g1 02
Gla' f,t) = 1 - O] <-l{.—‘— + ‘\‘l. A )
BYx 2 20,

|
<3 a(am) () | 55
20 RRANVZATIYA NOER

l»l)
y comparando con la expresidn (4.4.22) se determina la funcién de distribucion del
nimero de fotones asociada al estado coherente generalizado, que es solucién de la
ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo del Hamiltoniano (4.1.2)

1 M, B Mg 4
! B B —zmmeee |, (44,2
(mjU ) = \/-T_l (')1\1 ) 1\1)( 5 i ST, )H.. (\/:m“\b (4.4.23)
La probabilidad de que el estado coherente 3 tenga n fotones al tiempo t es entonces
Pulih) = [{ulUHIAHE

la cual utilizando la relacién entre My, Aly y las funciones A, y A, (4.2.31), junto con
las relaciones (4.3.21) y (4.3.23), queda expresada por

' n

1 2 oayto, -1 |7 2
P )= — — -~
Pu(A.t) ! [”p +a,+ 1] [4((},, + o, 1)] (

oxp 208 P oy -k oy) = (B3, — ()i, 1
X 2oy A0, +1) J

1 ?
RESCIRE
xVH, 13 |- (4.4.24)
( [(”p‘*‘(’q) 1] )
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Para 1 == () |a expresién anterior es una distribucion de Poisson, lo que se deduce de
(4.4.21) tomando en cuenta que {en # = 0 ), My = 0 2. Para este valor de ¢ puede
verificarse también de la expresion (4.4.24) que la probabilidad de encontrar un mimero
impar de fotones para el estado vacio ( 1 = (J )de cualquier Hamiltoniano cuadratico
es cero y solamente pueden tenerse niimeros pares. Este comportamiento es similar al

encontrado recientemente para los estados de gato de Schrddinger [8).

4.5 Funciones cuasiprobabilisticas
de Wigner y Husimi

Funcion de Wigner

La funcion de Wigner representa uno de los ejemplos mds impoitantes de lo que
se conoce como funciones de cuasi-probabilidad. La nocion de éstas fuciones fue intro-
ducida por primera vez por E.P. Wigner [9] ante la imposibilidad, derivada del principio
de incestidumbre, de obtener dentro del formalismo de la mecdnica cudntica la posibili-
dad de que una partfcula tenga una posicién y un momento bien definidos simultanea-
mente. Esto ocasiona que el concepta de espacio fase y por tanto la definicion misma
de una funcién de distribucién de probabilidades en dicho espacio se torne problematica.

El uso de fas funciones de cuasi-probabilidad constituye mas que una herramien-
ta matematica una completa reformulacion de la mecdnica cudntica no relativista de
Schrédinger {en la que se describen los estados en términos de funciones en el espacio
de configuraciones ), por un formalismo en términos de conceptos clisicos, en el cual

la matriz densidad del sistema es substitvida por la funcién de cuasi-probabilidad.

Para apreciar esto es ilustrativo hacer la siguiente comparacién. Considerese por
ejemplo nna partfcula cldsica descrita por una funcidn de distribucidn en ef espacio fase
Pulyg.p) . El promedio de una funcidn A{q.p) de la posicién y del momenta ests dado

por

("‘)‘:lf'\siru = /“ ll(l / ‘I[IA({/.[))'Pl.'((/,p). ('Sl)

T oo

Cuanticamente, por el contrario, se tiene que si una particula esta descrita por un ope-

rador densidad f), el promedio de una funcién de los operadores de posicidn y momento

Confrantar con la ecuacién (5.2.20).




A(G,p) es

(“i)muiulirn = Tl'(.“‘f)) (1'52)

Es importante notar que dada una cantidad cldsica A(q,p), su correspondiente operador
cudntico A no estd definido de forma tnica, y lo que es mas, no resulta claro en todos
los casos el significado de dicha definicidn. En este sentido se puede apreciar también
la utilidad de introducir las funciones de cuasi-probabilidad, pues es solo con ayuda
dichas funciones que la identificacidn mencionada llega a ser consistente si se define el

promedio de una cantidad A como

. (e %) (e V]
{Denintico = / dy / dp Ag.p) Pylg. ), (4.5.3)

que es muy similar a la definicidn cldsica (4.5.1). En la expresion antetior, se utilizo
Py(q, ) pata denotar a la funcién de distribucion de cuasi-probabilidades y la funcidn
A(q,p) es derivada de A(4, 5) mediante un procedimiento especifico. En particular si
Pylgvp) = W(q,p), la funcidn de cuasi-probabilidad de Wigner, la cual se define por

Wig,p) = / (q + %'[)’q -~ %)l_"'“ du (4.5.4)
S - -

Alq, p) queda determinada por

(2
o
~

Al p) = / ‘ (q+ g|.»'l(r],f;)|q - g—) ey (4.

Si el sistema en el que se estd interesado se encuentra descrito por un estado
cuintico puro, es decir p = [i")(i’| , la unicidad de W(q,p) estd garantizada por
un conjunto de propiedades [10] de las cuales, para propdsitos del presente trabajo,
conviene destacar las siguientes

S0



4,

La reducion de (4.5.4) a

q,p) —-./ Ylg + —)l" (g~ -—)r""" du . (.5.6)

W{q,p) es real, aunque no siempre positiva.

La funcidn de Wigner permite obtener las distribuciones de proba-
bilidad en las representaciones de coordenadas y momentos a través
de las ecuaciones siguientes

—1; W, p)dp = i (1.5.7a)

9

31*/ W (g )y = (). (++.5.7h)

-

/ dy / Wigop)dp =1, (4.5.7¢)

donde la dltima expresién es una consecuencia de las primeras.

-k

Si Wylq,p) y Welq,p) corresponden a las distribuciones de los es-
tados 1/ (q) y ¢(q) respectivamente entonces

|/ (lqt/"(q)rﬁ(q)~ :;1;/ "'1/ dp Wl )Y Walg,p). (4.5.8a)

De la expresidn anterior, si '(¢) = é(y) se deduce
4 /) /)

/d il / dp [U'.',(q.‘p)]2 =27, {4.5.80)
) g

y si f(q) y (¢) son ortogonales entonces

/7 "‘l/ dpWolg, ) Walgop) =0, (4.5.8¢)
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5. Si Al(q,p) y D{q,p) son las funciones cldsicas, dadas por (4.5.5),

correspondientes a A(q, ) y B(. p) respectivamente, entonces
o o ..
/ (lq/ dp A{y, p) B(g.p) = 20 Te(ADB). {4.5.94)
-l -

Se abserva que si A(g,p) = py B = 1, la expresidn (4.5.7¢) es
inmediata. En forma similar, si B = j se tiene

/ «lq/ dp A, p) W(q,p) = 2n 'I'r(ﬁ.-.l(q},ﬁ)). (4.5.90)

Como ejemplo de la utilizacidn de éstas ideas considerese las operadores de posicin
[ 1y momento i . De acuerdo a lo anterior se tiene que las funciones cldsicas correspon-
dientes 3 estos operadores son ¢ — qy - p. Esto se demnestia como sigue: Para el

operador de posicion

vm [ tad Mate = By e g
| = <q(~2qlq 2)1 du

R I " ] i
o Y + e Ul q—-3 (*””‘ (lll
[ tegh-5 (o-5)
= / (g~ .H) Muyem P du =y (4.5.10)
Ddiead V) l

mientras que para el momento se tiene

o y
p= / (ot 5lole~ 5)e "

e { u Ul i .
o= ~)/ mﬂ [(q + ;’q il ;)] RLTITI (»‘l.i).”)
— T 2 2
e Efectuando los cambios de variable
! u u
ST/ et £=y4-7.

y utilizando fa regla de Ja cadena, se tiene que

g o0 0

e

a _1/a 0)
du 2\0y 0e)

§2



o la relacién inversa

a0 190 0
o= 20g Tow
g 19 0

Substituyendo los resultados anteriores en la expresdn {4.5.11) resulta

fT(YO 0N o
I]:—«I‘/;m(ﬁaa-f‘b-;) ls(lt)(' ¥ (llt,

donde el primer término da cero y el segundo se integra por partes, esto es

p= i/ (=ip)d(u) e =P dn = p.

.

Hasta aquise ha hecho énfasis en la correspondencia entre un operador cuintico y
una cantidad clasica. Historicamente el estudio de la conexidn inversa, es decir entre
una cantidad cldsica de ¢ y p y su operador cudntico correspondiente, ha sido también
objeto de importantes estudios entre los que conviene destacar los realizados por Weyl,
pues se ha demostrado [11} que estdn en concordancia con el formalismo de Wigner.

De acuerdo con los postulados de la mecdnica cudntica referentes a la medicién

de cantidades fisicas *

. se sabe que si |3} denota el vector de estado normalizado de un
sistema y A representa al operador asociado a una cantidad fisica A, entonces el tinico
resultado posible al medir A es la obtencién de uno de los eigenvalores ,, de A, y la
probabilidad de obtener cada uno de dichos eigenvalores estd dada por la magnitud al
cuadrado del producto escalar entre el estado inicial del sistema y |u,) el eigenvector

normalizado asociado al eigenvalor en el cual se estd interesado i.e.
’ 2
Plan) = [(uap)]* .

Ante la ausencia de un postulado similar referente a la medicién de una funcidn clisica
de 'y ¢, Weyl propuso la asociacién de un operador cuintico a toda funcién de ¢
y p y definié la medicién de dicha cantidad clasica en forma idéntica a la descrita

anteriormente. Lo notable de ésta proposicidn es su conexién con la funcidn de Wigner,

3 Una amplia discusién de este postulado y su extensidn para los casos de un espectro continuo y

no degenerado es realizada en [3).
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ya que en particular si el estado del sistema es 1, el valor esperado de la medicién de
un operador A, al cual Weyl asocia la funcidn cldsica sA(q, p), estd dado por

Te(pA)

i

. s ] oo
WA = [ g [ Wigatan),
donde W(q,p) resulta ser la funcién de distribucién de Wigner asociadaa la matriz de
densidad j que describe al sistema.

En resumen se tiene entonces que la posibilidad de asociacién entre cantidades
cudnticas y cldsicas define una regla de cuantizacidn distinta, la cual se conoce como la
regla de cuantizacion de Weyl y consiste en lo siguiente . Si A(q, p) es una cantidad
fisica cldsica dada por

Alg,p) = / dn/ dra(a,r)llortre (4.5.12a)

su operador cuantico correspondiente es determinado por
- o o< - . N
A4, p) = / da/ dra(o,r) it (4.5.12h)
-0 -0

Si las relaciones (4.5.12) son satisfechas entonces la expresidn de Wigner (4.5.5) que
relaciona la funcién cldsica A(q, p) con el operador A(q, ) también se cumple. Otra
funcidn que es de gran utilidad para caleular valores esperados de productos de potencias
de los operadores de posicién y momento es la funcidn caracterfstica, que suele denotarse
por C{a,T)

o om0
Clo,7)= / dp / r"""“")l"'(q.p)d!]. (4.5.13)
-y af =
es decir C(r,7) es la doble transformada de Fourier de la funcién de Wigner.

A continuacidn se va a determinar, la funcién de Wigner asociada a los estados
coherentes generalizados, Considerese entonces el operador de densidad,

f=lo Yo d]. (4.5.14)
De acuerdo a (4.3.20), el operador anterior satisface las relaciones
Ayp=0p, pAl) =0a"p. (4.5.16a,b)
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Por medio de la expresién (4.5.5) es inmediato encontrar las transformadas de Weyl de
los operadores siguientes:

i W) (4.5.16a)
Py (,» - 5—~) g p), (4.5.116h)
i - (. -3-) )1 (41 (4.5.16¢)
ppr = (11 + —-——) Wig.p), (+1.5.16d)
fg = (q - 3"0‘) W(q,p). (4.5.16¢)

20p

Con estos resultados es directo encontrar las ecuaciones (4.5.15) en la representacion
de Weyl-Wigner

4 J
[(’\M’ N0+ (,\,, -3;, - Ny D—)} Wigop)=aolW(y,p), (4.9.17q)

~. 13}~

. . N/ Y I qre o
[(,\I,p + Ay )+ 5 (,\,, 5'; - A, 51,)] W)= o W(g,p), (4.3.17D)

donde fueron utilizadas las expresiones (4.2.20). Para resolver las ecuaciones anteriotes
es conveniente definir la funcidn compleja

o= '\l’l' -+ /\,‘ /R (‘l:}ls)

y su complejo conjugada. Con estas definiciones se encuentra

0 ) v 00

Ny o= = Ny = = = el MU R 4.5.19
Yap oy X Yop Ty e (14.5.19)

Substituyendo (4.5.18) y su complejo conjugado, junto con las expresiones (4.5.19) en

(4.5.17), se puede reescribir el sistema de ecuaciones como sigue

[_..

[ +l~‘;)~ Wiz =a" Wz, 2. (4.5.200)

IQ[»—a

———] Wz ') =all(z,2%), (4.5.20a)

53 )

Para resolver este sistema de ecuaciones, se integra (4.5.20a) obteniendose
Wz 2")= Flzs, ) exp{2:"(a — 2)}.
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Al substituir esta expresién en (4.5.20b) se obtiene una ecuacidn diferencial para la
F(z,t), que puede resolverse facilmente con lo que la funcidn de Wigner queda dada

por
Wiz 2*) = MOexp{2Aa's + %0 = 2"2)) . (4.5.21)

La funcidn k(t) se determina de pedir que la funcidn de Wigner cumpla con la condicién
de normalizacién, (4.5.7¢) *, con lo cual

k(t) = 274l (1.5.22)

Por lo tanto se ha construido la funcién de cuasiprobabilidad de Wigner para el Hamil-

toniano (4.1.2), y la expresion de dicha funcion es
Wiz, 2% 8) = 2«'.\'1){ oz =22 b ot~ |alh) } (4.5.23)

Esta funcién puede reescribirse en el espacio fase, esto es en términos de las posiciones
y momentos. Para ello se substituye en (4.3.23) la expresion (4.5.18) de = y la corres-
pondiente para z*, y se utilizan los valores esperados de § y de i, dados en (4.3.21), asf
como sus respectivas dispersiones, determinadas por (4.3.23) y (4.3.26). Asise obtiene

W(p,qt) = 2exp|{-2( rf,,f»') +ay i~ 20,00}, (4.5.24)

donde se ha denotado

EX VIR (4.5.250)
pEp= (Pl (4.5.25h)

Nétese que si se define la expresidn (4.5.94) en términos de § y i, se tiene una funcién
de Wigner que no se traslada, sino quednicamente rota, como se verd mas adelante,
Todavia la expresion (4.5.24) para la funcidn de Wigner puede reescribirse en una forma
fisicamente mds atractiva, y esto requiere la definicién del coeficiente de correlacion

(4.3.32)

1 - -.'2 .'2 -~ -~
Wip, g, )= ——m—em—t vxp{-—-—-l-—- [11_ + L '21'—‘1—1- . "Bf]} (.5.20)

, 1 Y]
(1=, q)t X150 oy o gp o

4 consultar Apendice C,



Teniendo en cuenta la normalizacion elegida, Ja forma (4.5.26) de la funcion de Wigner
se identifica como una ley normal de distribucidn en el espacio fase pg. El séntido
probabilistico de los parimetros que determinan dicha distribucion es el siguiente: {g)o
y {p)a son las esperanzas matemdticas; o4 y o, son los cuadrados de las desviaciones
cuadraticas medias, y r es el coeficiente de correlacién. Esta forma de la funcién de
Wigner permite identificar la forma asociada al estado coherente [ r = 0 ), esto es,
el producto de dos gaussianas, una en las posiciones y la otra en los momentos. Al
dejar evolucionar a la funcién de Wigner con el Hamiltoniano (4.1.2), aparece una
interferencia por la correlacion de la posicion y momento. Desde un punto de vista
geométrico, se observa que dada la dependencia temporal de los pardmetros antes
mencionados, la simetrfa Gausiana que caracteriza a la funcion de Wigner al instante
t = {) se pierde conforme transcurre el tiempo, Concretamente, dado que el dltimo
sumando de la exponencial acopla la posicion y el momento, se concluye que dicha
estructura antisimétrica estd rotada respecto a los ejes del espacio fase. Siguiendo el
método descrito en [12], se introducen fas cantidades ' y ' dadas por

j=q cosf - p'sind, (4.5.27a)
p=q' sind 4+ p eosh, (4.5.27h)
con
1 2ay, -
f= - aretan (-——-——' L *) + fy (4.5.27¢)
2 ay =y

donde 8y se elige para cumplir la condicién inicial 8(t = 0) = 0. * La funcién de

Wigner queda expresada como

W(p.g,t) = 2exp{-(o, + |\f, + A:‘il N L LA I,\'f, + A 4 "), (4.5.28)
En resumen, el Hamiltoniano (4.1.2) traslada la funcién de Wigner de un estado cohe-
rente normal, de acuerdo a (4.5.25) y la rota siguiendo las expresiones (4.5.27), ademds
de modificar las desviaciones cuadrdticas medias como se indica en la ditima expresidn,

5 Es conveniente sedalar que para I = (} existe una indetetminacion en Ia expresién (4.5.27¢), por
Jo que para determinar By es necesario utilizar el teorema de L'Hapital. Procediendo de esta forma se
encuentra que ef comportamiento de fa funcidn B ~ By es13 determinado por las funciones a(t), bt),

y ¢(t) del Hamiltoniano.

o
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Funcion de Husimi

La funcién (z), al igual que la funcién de Wigner es un caso particular de funcién
de distribucién de cuasi-probabilidad. Fue introducida por primera vez por K. Husimi
[13] y tiene importantes aplicaciones en dptica cudntica, particularmente cuando se
trabaja con operadores caracterizados por un orden anti-normal, es decir aquellos que
pueden expresarse como productos de los operadores . y a! en los cuales se coloca el

v . .. . ' Il . m
operador de aniquilacién a la izquierda del de creacién ( por ejemplo : a"at™ ).

La funcién () estd definida esencialmente como el valor esperado del operador
densidad del sistema con respecto a los eigenestados del operador de aniquilacién del

oscilador arménico, ( los cuales en ésta seccién se denotan por |z} )
Q = (z]pz). (4.5.29)

La funcién () es no singular, en el sentido de que no estd expresada en términos de
la funcién delta ni de sus derivadas (para mayor informacién respecto a este tipo de
singularidades ver [14]), ademds de ser no negativa [15] .

Una forma de ver que en efecto la funcién () contiene la misma informacién que
el operador densidad del sistema j es la siguiente. Nétese que

N m

Q(z) = (zljlz) = Z pla,m) P A

(nhinl)s

(4.5.30)

n.m
siendo p(n,m) = (npjn) el valor esperado de /i en los estados de Fock. Si se utiliza
la forma polar de z es decir z = |z|¢*#, multiplicando ambos lados de (4.5.30) por »*

e integrando respecto a ¢, se tiene que

|z|2(1n+.\)

'~"( A = A f"lzlu—————-—-——————,-.
‘/u Nz) oM = 21 Y plon o A (2 -+ A)l} 3

. o . . L2
Si se multiplica nuevamente la igualdad anterior por ¢l*I" y se denota |2|* = u, entonces

.,,:[m+/\)
F(r)=2n Z plm 4 X)) [—(-E—TW , (4.5.31)

donde Y

Flr)=¢* /~
J)
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Derivando (4.5.31) (m + A)-veces can respecto de x y evaluando el resultado final en

¢ = (0 se obtiene

[ dm-}u\

(m+ M) g
U p(‘,,)] -) ‘
(1.1'""“‘ R

mt

== 27 p(m -+ Ao (

=4

es decir

i
1 m! Hfamth 2 5
. L o . 4.5.32
’,("; 1 \,HI) 2 ((," + ’\)|) [d_,.mvb\ (')] o (l 5.3 )

En otras palabras, la expresion anterior determina completamente los efementos de fa

matriz densidad del sistema a partir del conocimiento de ((z).

Para obtener a forma de la funcidn ()(=) para Jos estados coherentes generalizados,
se supone que el estado del sistema se encuentra completamente descrito por v, 1), es
decir (4.5.14). Entonces se calcula el valor esperado del operador densidad con respecto

a estados coherentes
Q= (z}o,t){a,t]:)

= (2o, t}{z]a. 1)
= (z]o, ) 2.
Recordando que
l(\.f) = U(f)l(\,()) '
la funcidn () esta dada por
Q=] (z1U()] o) *
=Gzt o) |

Utilizando la expresidn (4.4.21) para la funcidn de Green y su complejo conjugado, se

obtiene
1 . 2 L2
(J—lAlll"\p( l“l ""l )
1 ' . 02 » . =0
xuxp{E\—[l-l—;[(v[z\lfﬂl,n' — My M2 420 n]} . (4.5.33)

Substituyendo : = T‘ﬁw +ip) y utilizando las expresiones (4.2.31) para los elementos de
la matriz M, asi como las ecuaciones (4.3.21) para los valores esperados de {a posicion

y momento y (4.3.23) para sus dispersiones, la funcidn () se expresa en la forma

{9



- 2 ’ I ' 2 1 G

Q= [l e (7,,} t}xp{ oo (.-|:)] — g = agpt 20,0y
1 - R

";(’/ - (’l)n,l) Y (I' - (/’)n.l)

+q (X + a'A) A+ p (o, + n'.\,,)) } . (1530

Se quiere indicar que los estados coherentes generalizados son equivalentes al con-

cepto introducido en éptica cudntica de estado coherente de dos fotones, Estos es-

tados son gencrados de los estados coherentes por medio de una transformacion de

Bogoliubov sobre los cuantos de cracién y aniquilacion de fotones. Fisicamente son los

estados de radiacién de Jaseres de dos fotones [16]
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Oscilador Paramétrico

5.1 Introduccion

Los estados coherentes generalizados pueden obtenerse, por ejemplo, de todos
aquellos procesos en los cuales los operadores de creacidn y aniquilacion en el esquema
de Heisenberg se expresen en términos de valores de dichos operadores en el instante
inicial usando una transformacién canénica lineal [1]. Ejemplos de tales sistemas han
sido estudiados ampliamente en dptica cudntica, en donde por ejemplo una fuente de
luz correlacionada se obtiene del llamado efecto Kerr {1], el cual consiste en utilizar
un medio con permitividad eléctrica dependiente del tiempo como transductor de luz
cldsica a luz correlacionada, o bien generar luz correlacionada desde el vacio utilizando
el efecto Casimir no estacionario [1], {2).
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Existen varias aplicaciones en el campo de la dptica cudntica del oscilador paramé-
trico, las mas notables relacionadas con fa generacidn de luz correlacionada y estados
comprimidos [3]. Sin embargo en este trabajo, se quiere destacar la asociada con el
estudio mecinico cudntico de un i6n en una trampa de Paul [4], fuertemente enfriada
por un laser. La trampa de Paul estd basada en el uso de un campo cuadrupolar eléctrico
que oscila en el tiempo. Esta técnica de confinamiento de particulas tiene importantes
aplicaciones en espectroscopia de alta precisidn, ya que brinda la posibilidad de contralar
el estado de movimiento de los iones y minimiza con ello las relaciones de incertidumbre
asociadas al movimiento. También ofrece la posibilidad de congelar los iones muy cerca
de su estado de reposo, eliminando efectos no deseados en espectroscopia tales como

el efecto Doppler.
Trampas de Paul

Para el caso de la trampa de Paul se emplea un campo cuadrupolar eléctrico que
varia periodicamente con el tiempo. La necesidad de este tipo de variacidn resulta
intuitiva si se estudia primeramente el comportamiento de la particula cuando el campo
es cuadrupolar eléctrico pero estatico. En tal caso, la funcidn potencial en coordenadas

cartesianas estd dada por

[ | 2 9
¢ = ‘:‘l ((\.r’ + Ay* + ‘,‘:') ,
zl'u

fo que implica que Ja fuerza que mantiene confinada a Ja particula se incrementa Jineal-

mente con la distancia. La ecuacidn de Laplace AD = 0 establece la condicidn
afid4q=10 {5.1.1}

sobre los pardmetros de Ja ecuacidn anterior. Existen das formas simples de satisfacer

fa ecuacién (5.1.1):

i) En Ja primera de ellas se utiliza una configuracién bidimensional que se obtiene
sia=1,A=0,y=-1.esdec

(Ilu "
b= 2 (0
22

- ),

Este potencial se genera exp - imentalmente con un dispositivo de cuatro electrodos de
forma hiperbélica sobre el plano vertical X' ¥, que se extienden en la direcccidn Y, El

campo de fuerza estd dado por
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: ot b .
Ey = ""1‘;)" & B, = 'ﬁ?’ = [:,y =),

H ]
Si se inyectan iones en la direccion Y, las ecyaciones de movimiento permiten ver que
para un voltaje constante d, los lones realizan oscilaciones armonicas en el plano XY
Sin embargo, debido al signo positivo de la componente Z del campo, la amplitud en
la direccidn Z de dichas oscilaciones se incrementard exponencialmente y los iones se

perderan golpeando los electiodos.

ii) La segunda forma de cumplir (5.1.1) es elegit 0 = ~1, 0 = ~1,y = 2, es

i
P (:z i
L)

donde ry caracteriza las dimensiones de la trampa en el plano XY y la direccion mis

decir

cercana en el eje Z esta definida por la cantidad =, = ry/ /2. Experimentalmente este
potencial se obtiene utilizando un dispositivo constituido por los cuatro electrodos de
forma hiperbdlica mencionados en el caso anterior pero con simetria de rotacién en el
eje Z.

Es importante sehalar que si a éste tipo de dispositivo se le aplico unicamente un
voltaje de corriente directa, los iones realizan oscilaciones inestables en el plano X'}
Sin embargo, si se combina el campo anterior con un campo magnético en la direccidn
del eje Z, el movimiento en ésta direccidn permanecerd inalterado, y por efecto de
fa fuerza de Lorentz Jos iones realizaran un movimiento ciclotrénico en el plano X'V,
consiguiendose de éste modo fa estabilidad de las particulas. Este dispositivo se conoce
come la Trampa de Penning [5] y tiene importantes aplicaciones en espectroscopia,
transiciones Zeeman y en general en la medicion de propiedades magnéticas de particulas

como el momento magnético andmalo del election.

Otra manera de evitar la pérdida de los iones en los dos dispositivos anteriores,
es aplicar un voltaje periddico entre los pares de electiodos en el caso (i) y entre el
electrodo anular y los electrodos en forma de tapas superior e inferior en el caso (1)
que tenga la forma

Bg == ~U - Vieos (U,

donde U es un voltaje de corriente ditecta y 1 un voltaje de radio-frecuencia. Ef cambio
periddico del signo de Ja fuerza eléctrica provoca un enfoque y desenfoque alternante
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en el tiempo de las particulas en las direcciones anteriormente inestables.

El' Hamiltoniano para las trampas de Paul tridimensionales en la representacion de
coordenadas estd dado por la expresidn

2 \ " 2
H.—ﬂ% ”~-£l;([’+¥’ms(2f)<:'2—i—%ﬂ—). (5.1.2)
0 -

Estableciendo la ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo se observa que su
solucion es separable, esto es, la funcién de onda puede escribirse como el producto
®(r,y,2,0) = Glr,y,0)F(z,t), dando lugar al sistema de ecuaciones diferenciales
siguiente

2 Y 2 . y Y 0G
K ( 7,2 )( + ;:—;(L' +V eos ) (o2 4 ) G - .'/.‘-,;;— =0(1)G,
¢ (

i\ 5
{5.1.3a)
no ot o ) S OF
~5 (57> F- ,_7,_-3;(1 + Veos () 2 1"—./,-5;- = 0O()F,
(5.1.3h)

donde O)(t) es una funcién del tiempo que aparece al efectuar la separacidn de variables.
Esta funcién puede cancelarse efectuando una transformacién de fase dependiente del
tiempo que no tiene importancia fisica. Asf se obtiene que las ecuaciones diferenciales
(5.1.3) pueden escribirse como las ecuaciones de Schrodinger dependientes del tiempo
siguientes:

I{/l”( /D t) = "’%’;1 + (5.1.4(1)
o 9f .
II;f(.,t)_.rh:,ﬁ, (5.1.4b)
donde se definieron los operadores
T Ii_ 1 022 rr
H. = o + 5 Q1) :*, (5.1.5a)
H,= —Ii-f- 111&(27(I)(v'?+l?) (5.1.50)
ST -+
y las frecuencias dependientes del tiempo
Qf(f) = %- (t: = 2h, cos Q) , (5.1.Ga)
) a2 0 o
Qo(t) = T (1, = 20, cos Q) . (5.1.68)

95



Por conveniencia en la expresién del Hamiltoniano (5.1.2) seintrodujeron los pardmetros

sin dimensiones

SelU -
ay = —mm = -2q,, (5.1.7a)
4eV
= e == =2, 5.1.7
mrif? L (5.1.7)

Los Hamiltonianos (5.1.5) tienen la estructura de un oscilador paramétrico, y en este
capitulo se aplica el formalismo desarrollado en el Capitulo 4 para estudiarlo. Esto
significa un sistema descrito por
12
) 1
1= B Sty (5.1.8)

()’

Introduciendo las coordenadas de posicién, los momentos y el tiempo sin dimensiones

por medio de las relaciones

-
q= \/’;}":;Im q' p= o hmw'(0) p' t=w'(0),

la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo del Hamiltoniano (5.1.8) se reduce
a

I’ (0) ( -+ —w %(t)y ) U = ihw'(())%%l- . (5.1.9)

donde w(t) = w'(1)/w'(0). Entonces comparando la expresion del Hamiltoniano (5.1.9)

con (4.1.2), se tiene que constituye un caso particular con los valores
aty=1, Wy=0, y o) =w?(). (5.1.10)

De la discusién presentada arriba es inmediato que los Hamiltonianos (5.1.5)

pueden escribirse en la forma dada en (5.1.9), con las definiciones siguientes

@, — 2. cos it

|2 e ..< —
wi(h) = PR TY it; ~ 2h, cos (5.1.110a)
,,(I) = i,‘",;;:s—s—z—'- =, - '_2?;,, ros S (5.1.11h)

donde {} = =i (0) En las dos direcciones las ecuaciones de movimiento de los iones son

de la forma
o q

~ s ? 5.1.12
T + (1= 2beos2r)g =0, (5.1.12)
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conocida como la ecuacién de Mathieu y en donde las constantes a y b representan los
pardmetros (a; 6 a,)y (h: 8 b,) definidos en (5.1.7), respectivamente. En la expresion
anterior se hizo el cambio de variable r = (/2.

Es importante destacar que si bien la utilizacién de potenciales dependientes del
tiempo es un factor necesario para el confinamiento de particulas en la trampa de Paul,
no es suficiente y tal propédsito se alcanza sélo si la dependencia temporal del campo
eléctrico se combina con la estabilidad dindmica de las soluciones de la ecuacién (5.1.12)
que han sido estudiadas en forma detallada en {6] y {7], ademids de que también debe
ocurrir el confinamiento cudntico, esto es, la integral de la densidad de probabilidad
Wi, y, =, 0)|? para cualquier estado inicial (I(#)}i(0))) debe ser cera, para una regién
de integracidn mayor que un cierto radio. Resulta interesante sefalar que la estabilidad
dindmica en la trampa para un in se determina vaiiando la frecuencia de oscilacion,

€, dados los pardmetros ¢, 1y, m, U y V7.

Alin cuando en este trabajo no se profundizard mds en el estudio de las trampas, es
importante mencionar que las ecuaciones de movimiento del sistema cudntico, pueden
resolverse utilizando la teoria de invariantes lineales dependientes del tiempo desarro-
llado en el Capitulo 4 y que las funciones de onda que se obtienen como resultado, a
pesar de tener un caracter no estacionario, tienen una correspondencia uno a uno con
los estados estacionarios del sisterna de osciladot arménico. Concretamente, los estados
del sistema no estacionario poseen un ordenamiento Gnico con respecto a una variable
dindmica denominada cuasienergia , y dicho ordenamiento coincide con el ordenamiento
respecto a la energia que caracteriza a los estados estacionarios del sistema de oscilador

arménico {8].

En éste capitulo, se presentan los resultados obtenidos al aplicar la teoria de in-
variantes lineales dependientes del tiempo, en la forma que se ha discutido hasta el
momento, a cuatro casos especificos de sistemas de oscilador paramétrico que admiten
soluciones analiticas, concretamente se consideran las siguientes dependencias tempo-
rales: w?(1) = 0 (el caso de una particula libie), w?(t) = cte (el oscilador arménico),
WHt) = at 4+ by w¥(t) = ot* + d. donde a.h.c,d son constantes. Estos dltimos casos

pueden considerarse como soluciones asintéticas de las ecuaciones de Mathieu.
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5.2 Estados coherentes en
sistemas estacionarios

La busqueda de soluciones a la ecuacién de Schridinger dependiente del tiempo
para el Hamiltoniano (4.1.2) se ha planteado hasta el momento como un problema
escencialmente matemdtico y se ha resuelto utilizando la teoria de invariantes linea-
les formulada en términos variacionales usando el teorema de Noether. Aunque se
ha dejado implicito en el desarrollo del caso antes citado, es importante destacar que
fisicamente la idea central de este problema es determinar la evolucion temporal de un
estado coherente en sistemas estacionarios y no-estacionarios, aunque estos liltimos son
estudiados en la siguiente seccion.

Utilizando los resultados del Capitulo 4 se obsetva que el elemento fundamen-
tal para determinar la evolucién de un estado coherente en un potencial de la forma
Vg, t) = w?(t)4* es conocer la solucion clasica del problema, concretamente la solucién
de la ecuacién diferencial

) + w2 (E)h(t) = 0. (5.2.1)

Conociendo la solucidn clisica se obtiene ademds de la trayectoria del sistema: la den-
sidad de probabilidad (4.3.17), los valores esperados de las posiciones y momentos
(4.3.21), sus dispersiones y medidas de la correlacion, (4.3.23) y (4.3.26), la funcién
de distribucion del nimero de fotones (4.4.24), la funcién de Wigner (4.5.21) y la
funcion de Husimi (4.5.34). Todas estas cantidades nos dan informacin sobre el com-
portamiento cuantico del oscilador paramétrico.

Particula Libre

N . 9 . » . , . .y

Si se elige w=(t) = 0, se tiene el Hamiltoniano de una particula libre. La ecuacién
clasica de movimiento, cuyas soluciones determinan a los invariantes lineales del sistema
es

h=0. (5.2.2)

Dos soluciones de esta ecuacién diferencial que satisfacen las condiciones iniciales
(4.2.12), son

() =1,  ha(t) = ~t. (5.2.30.b)
En términos de estas funciones, las matrices simplécticas A, y M; junto con la matriz

08



Apq estin determinadas por las expresiones

23

(5.2.4a)

(5.2.4h,¢)

’ :
My=14 5, My = -% , (5.2.4d, ¢)

y con ellas todas las expresiones mencionadas arriba.

De acuerdo con (4.3.16), Ia solucién de la ecuacién de Schrodinger dependiente

del tiempo para este sistema estd dada por la funcién de onda

"ol t) < \|{i xt|<l>}
Vialg,t) = ——————p expq = arctan | =
‘ IR E '

vxp{ =Lt (r]2 =220+ (1 - '””2)} (6.2.5)

W)

Utilizando la forma polar de n, es decir o = pe'® y substituyendo (5.2.4b,c) en las
relaciones (4.3.21), (4.3.23) y (4.3.26) se tiene

(1})0., = ﬁ,)(l'().\‘l,’) -+ ’Hilldl). (ﬁ)n,l = \/51'5“1’/" (5.2.6a, I’)
1 ; 1 t
(T,, - 5(1 _’_ ’2)‘ (1’, = 5 \ (J’“,, = 5 ' (5.2.6(7.(1, f’)

y por (4.3.32) el coeficiente de correlacidn estd definido por la expresién

¢
P (5.2.7)
V94t
De este modo la evolucidn libre de un estado coherente da lugar a un estado coherente
correlacionado. Esto se muestra calculando la densidad de probabilidad en el espacio
de coordenadas, es decir

. 1 i (4= V2p(cos b + tsintﬁ))‘z 0
Vot = fﬁ‘ﬁ")‘{ T - 02y
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que es yna funcidn de distribucion normal representada geométricamente por una curva
Gaussiana, que al tiempo t alcanza su mdximo, 1/\/'.—(_177*‘) en (). La desviacion
cuadritica media que caracteriza a esta distribucion, es la rafz cuadrada de la dispersion
en el operador de posicion ¢ por lo que si t -+ o el ancho del paquete Gaussiano tendera

a infinito, y su altura a cero,

Realizando manipulaciones algebraicas analogas se obtiene la probabilidad de que
el estado coherente generalizado tenga n fotones al tiempo ¢,
2
tnl:"lﬂlj ” Q“*_ 2,) %
O - N
n l (f) »{’- tl)

Pulait) = sy
(-0 RISt &

Utilizando la ecuacidn (4.5.24), las funcién de Wigner se reduce a
Wipog,t) = 2exp {—¢* =~ (1 + ) p* L 24 i G) (5.2.10u)

con

o
o

P - \/'E/Js'\ll 0. q = - \/5/:(('().\' @b Esing). {5.2.10h)

En forma equivalente puede reescribirse

R et "
Wipogt) = 21-x|){ - <~‘~» 4 - \/r-' 44+ l) 1,1

R -1

<

\u=+4+1>q”}. (5.2.11)

i
N
[ICN
i
101~

con p' y ¢' definidos en las ecuaciones (4.5.27) y

1 2 ;
f = 5 aretan (-") - :Ti . (3.2.12)

Entonces Ja funcidn de Wigner (5.2.10) es un paquete Gaussiano en el espacio fase
que alcanza su maximo valor de 2 cuando § y ) son cero, es decir en la trayectoria del
espacio fase determinada por ({{)a.r. {(Plas)
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Para la funcién de cuasiprobabilidad de Husimi se tiene la expresion

4 14 2
Q= TI}_IT] (-xp{ T—}—'—; [—2[“|! - (r[ - ﬁ/n(ms ¢ !sinrf;))

. r o .
- (p - fl/nsin«;’) = (T 2y

+ 2\/5,; COS Qg - ‘2\/2,)(!(-()34} - sin d))p] } .(5.2.13)

Oscilador Armonico

Considérese ahora el caso en que w?(!) = 1, es decir el Hamiltoniano asociado al
movimiento de una particula que realiza oscilaciones armdnicas. Este sistema satisface

la ecuacién clisica de movimiento
it h=0, (5.2.11)

Dos soluciones de la ecuacién antetior que cumplen las condiciones iniciales (4.2.12)
estdn dadas por
hy{t) = cost, Ity = —sint. (5.2.15a,h)

Con estas soluciones es directo construir las matrices A, A, y M

A= ( cost ”"") , (5.2.1Ga)

—~siut cost

1

- 1. At L 1] )
Ay = —\7:-5 ic't, Ay = ﬁ( , (5.2.10))
M=, AMy=0. (5.2.16¢)

mediante las cuales se pueden obtener los invariantes lineales del sistema. La ecuacidn

(4.3.16), que da la funcidn de onda del sistema al tiempo ¢, estd dada en este caso por

el _i(H,!)
b 7 7 1/. ) -
Vol t) = £—~—-l—-\})_rr—l—-—-— t',\:p{—s (qz - '.2\/51\1[1 iy nzr""')} . (5.27)
Ina 4

Substituyendo a = e en (4.3.21), (4.3.23) y (4.3.26) se tiene
(Do = ~ﬁ/lms(d} - 1), (o = ﬁph‘ill((f) —-1), (5.2.18a,h)
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0o 4 —

1 Q
7=, ay =, T =0, (5.2.18¢c.d)

por lo que las soluciones no estacionarias minimizan el principio de incertidumbre de

Heisenberg y son no correlacionados. Esto se ve reflejado en la forma funcional de la
densidad de probabilidad determinada por la expresion (4.3.17)
1 2

Yot = ‘\—/_—_TF exp {- (q 4 \/:.;./u'u.s'(:;) - I)) } . (5.2.19)

La curva Gaussiana que representa |a densidad de probabilidad del sistema al tiempo ¢

alcanza su valor méximo 7~ % cuando ¢ es igual al valor esperado de j. Como en este

caso la desviacién cuadrdtica media de esta distribucion es igual a 27, el ancho y la

altura del paquete Gaussiano no dependen del tiempo.

Para calcular la probabilidad de que el estado colierente generalizado |a, 1) tenga
n fotones al tiempo 1, debe observarse que como en este caso M, = 1), la ecuacién

(4.4.23) noes valida y se requicre por lo tanto usar la expresién (4.4.21). Concretamente

se tiene
. 1 la]? J n*i
ot A1) = —eman 0 Sl Y ey =
Glo*. 1) \/I\_h‘\"( 5 2 )t\)l‘\llJ

= g (- blj')i%';‘i(\‘;.> l"""’("'“l’li) (71]

que permite identificar la funcién de distribucién de fotones

. ST SR
(1) = My 7 Vil ( ‘I ) .

Substituyendo (5.2.16¢) se tiene
o=l

'Pn(/” = ‘”";T‘_ '/ﬂ‘" 0.2 ')”)

que es la forma de una funcién de distribucién de Poisson .

Para este caso, la funcion de cuasiprebabilidad de Wigner puede reescribirse como

el producto de dos funciones normales de distribucién independientes entre si
W(pgt) = 2exp {*(,, —VIpeosto — m“}
exp {~(14 - \,/:j/l.‘iill(t,'l - I))’} . (5.2.21)
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Esta separacién es consecuencia de que la correlacion entre i y ¢ vale cero.

El maximo del paquete Gaussiano que representa a dicha funcién se encuentra en
{({f) et~ (PYert) € decir, conforme transcurre el tiempo describe un circulo en direccion

contraria a las manecillas del relog en el espacio fase (q,p).

La expresion de la funcién de cuasiprobabilidad de Husimi se obtiene directamente
de (4.5.33) recordando que My =0,y |M;| = 1, y estd dada por

Q) = exp { -t - T tl" } exp { Veplqeas(p — t) - psin(¢ - !.)]} . (5.2.22)

5.3 Estados coherentes en
sistemas no-estacionarios

En esta seccion se estudia el oscilador paramétrico cuando la frecuencia es una
funcién del tiempo. Como se seiiald anteriormente este tipo de sistemas tienen una
gran variedad de aplicaciones.

Dependencia temporal lineal

Considérese ahora el Hamiltoniano
1 -9 g
H= 5 [+ (at + b)) . (5.3.1)

Como se menciond en fa seccidn anterior, si se eligen adecuadamente los parimetros a
y b este Hamiltoniano podrfa representar un caso limite del Hamiltoniano asociado al
movimiento de iones en una trampa de Paul.

Los invariantes lineales que caracterizan a este sistema estén determinados por I
y ha, dos soluciones linealmente independientes de la ecuacidn diferencial

1)+ (af + BY{t) = 0. (5.3.2)

Realizando el cambio de variable = = af -+ b la ecuacién (5.3.2) se reduce a

2L 2 :
5,—% b =0, (5.3.3)
[ A



conocida como la ecuacidn de Airy en la variable = /a i, Esta ecuacidn y sus soluciones
han sido estudiadas ampliamente [6], por lo que sin presentar mayores detalles al res-

pecto se establece que un conjunta linealmente independiente de soluciones estd dado

(v(2) ()

Las funciones Ai y Bi estdn definidas por las relaciones siguientes

AI (‘—*v—?r) =0y f (——._zi) ~ gy (,A __2_) \ (53.]”)
ad al ul

Bi (__ i) =3 [«71 f( 3;) +eayg (,_ i)] ' (5.3.4h)
an al i

s o an 1 . s \ dn ) 3
(-3)-Sast).(3) )

o
n=ih
- n_.‘ g 9 . Autl
A R e | 2 - 5.3.0h
”( (,§> "2;1, {(3n + 1! (s)( ”ﬁ) ‘ (53,60

donde las constantes ¢( y s estin dadas en términos de los valores de Ai y Bi y sus

con

derivadas Ai' y Bi' en : = 0 como

ep= Ai{0) = \}j Bi (0), ey =~ AN (D) = % Bi' (0). {5.3.6a,h)

Se propanen entonces las funciones

hi(t) = cAi (JJ"—;——") +d Bi (*”-""Lﬁ> . (5.3.71)
au u

ho(1) = ¢ A (i'—fﬁ) f Bi ( 1'5{»!'-). (5.3.7)
“a A

como soluciones de (5.3.2), pata e,d, ¢ y [ constantes, las cuales se determinan uti-
lizando las condiciones iniciales (4.2.12) en la forma siguiente

oy =cAi ()4 dBi(ly=1, {5.3.80)
Jo0) = ~a¥ [e AV (k)4 d BI' (k)] = 0, (5.3.8h)
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donde se ha denotado k = —ba"i.  Utilizando el valor del Wronskiano
WA (r), Bi ()] = 77", se resuelve el sistema (5.3.8) para ¢, d y se tiene

c=1Bil(~l™}),  d=-nA(~ba~}). (5.3.9a, b)
Analogamente, del sistema

hy(0) = e Ai (k)+ f Bi (k)= 0, (5.3.100)
hy(0) = —ad ¢ A(k) + f BI'(F)) = -1, (5.3.10h)

se epcuentra

.
c=ma~h Al (-—}) Y A (—i> . (5.3.11a,b)

s (X}

Por lo tanto, dos soluciones linealmente independientes de (5.3.2) que cumplen las

condiciones iniciales requeridas por (4.2.12) son

()= "[Bl <—-—)Ai<—ﬂ—.—,§—’£)— A"<_-_>B|<_M_{{)] (5.3.120)
s i as i
hz(f)~—~[An(—l'—)Bi<—-—-”' ”’) B.(——’})Ai< o ”’)] (5.3.120)

" [{K i w? K

Con estas soluciones es inmediato obtener las posiciones y momentos del sistema cldsico

como funciones del tiempo. Utilizando la inversa de la ecuacién (4.2.10) se tiene que

P\ _ -i»z i:. I .
(‘/) - ("’1‘1 l/|> (‘Il)> ’ (5.3.13)

Con el fin de ilustrar el comportamiento de este tipo de sistemas, de aqui en adelante se
considera el caso especial de las soluciones (5.3.12) para los valores de los parimetros
del potencial @ = b = 1. Las trayectorias cldsicas de este sistema se ilustran en la
Figura 1.
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Fig. 1. Valores esperados de la posicidn y el momento en funcién del
tiempo. La linea clara indica el comportamiento del momento y Ia linea
obscura el de la posicidn, para el estado inicial ja) = exp(Jin/4).

Con el propdsito de identificar dichas funciones con los valores esperados de los
operadores de momento y posicidn, fué conveniente definir las condiciones iniciales
@ = V2Ray pp = V28a. En la gréfica, donde se utilizé a = exp(3in/4), se
observa un comportamiento oscilatorio creciente para el momento, mientras que para
la posicién uno oscilatorio decreciente. Para otros valores de la amplitud del campo, «,
el comportamiento es similar, con la tinica diferencia en la amplitud de las oscilaciones.

Es importante sefialar que la coincidencia de las trayectorias cldsicas con la evo-
lucion de los valores esperados de la posicidn y el momento es una consecuencia del
teorema de Ehrenfest, y para los casos que se estan considerando sa sigue inmediata-
mente de las expresiones (4.3.21), También es de interés ilustrar, como se hace en la
Fig. 2, la trayectoria del sistema cldsico en el espacio fase (p,g). En dicha figura se
puede apreciar que el movimiento estd confinado a una regitn relativamente pequeiia,
aunque el momento de la particula es una funcidn oscilatoria creciente, Se hace notar
que cuando ¢ 3» 1, el valor de g se aproxima a cero mientras que el de p toma un valor
muy grande, acercandose la trayectoria en el espacio fase al eje p.
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Fig. 2. Trayectoria del sistema en el espacio fase (p,q), cuando el
tiempo vatfa en el intervalo t € {00,20], con las condiciones iniciales
o = exp(3im [4).

A diferencia de los valores esperados (§)a. y {)a.t, la dispersién en los operadores
de posicion y momento, asi como el coeficiente de correlacién no dependen de «, como
puede verse en las expresiones (4.3.23) y (4.3.32), por lo que en este caso para un
estado coherente inicial arbitrario dichas cantidades varian en el tiempo en la forma que
se muestra en las Figs. 3y 4.
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Fig. 3. Dispersiones de los operadores de posicién a, y momento a,,
del sistema como funcién del tiempo. La linea clara ilustra o, mientras
que la linea obscura o,,.
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Fig. 4. Grifica del coeficiente de correlacién r de los operadores § y

como funcion del tiempo.

En la Fig. 3 se observa que las dispersiones a, y o, valen 1/2 en t = U, lo cual
recuerda nuevamente que el estado inicial del sistema es un estado coberente y por
lo tanto minimiza la relacién de incertidumbre de Heisenberg. Al dejar evolucionar
el sistema se observa que la dispersién en la posicidn es una funcién oscilatoria y
decreciente del tiempo y la dispersién en el momento es también una funcidn oscilatoria
pero ahora creciente, En particular se encuentra que la dispersién en el operador de
posicién para tiempos mayores que cero siempre es menor que 1/2, lo que significa
que el estado del sistema presenta el fendmeno de compresion o squeezing en esta
cuadratura, La dispersién del momento siempre es mayor que 1/2, lo que debe ocurrir
para que se cumpla el principio de incertidumbre de Heisenberg. En la Fig. 4 se exhibe
el coeficiente de correlacion, que también es una funcién oscilatoria y tiene un rango
de variacion entre cero y 01.3. Como se demostré en el Capitulo 4 existe una relacién
entre las dispersiones y el coeficiente de correlacién dada por la expresion (4.3.33) y se
quiere sefialar que para todo tiempo los valores calculados de a,, o, y r la satisfacen,
Por lo tanto el estado del sistema pasa de ser un estado coherente en ¢ = {), a ser un
estado comprimido en tiempos posteriores y generalmente correlacionado.

108



Fig. 5. Densidad de Probabilidad para el vacio correlacionado en funcion

de la posicion y el tiempo.

Ahora se estudia el comportamiento de la densidad de probabilidad del sistema,
que estd definida en la ecuacién (4.3.17). Esta densidad de probabilidad esta represen-
tada por una curva Gaussiana que estd centrada en el valor esperado de ¢ y tiene una
dispersion /7. En la Fig. 5 se grafica la densidad de probabilidad en funcién de la
posicidn y el tiempo para el estado de vacio correlacionado, esto es tomando v = 0,
por lo que los valores esperados de ) y ¢ son cero. Ademds se observa claramente
que la distribucidn de probabilidades estd localizada. En la Fig. 6, se presenta el com-
portamiento del estado con amplitud « = exp(3in/4), donde también se aprecia una
mayor localizacidn del sistema y que el mdximo de la distribucion tiene un compor-
tamiento oscilatorio alrededor del cero. Este comportamiento es idéntico al mostrado
por el valor esperado de § en la Fig. 1. La mayor localizacion del sistema para estos
estados concuerda con el resultado encontrado para ;. La densidad de probabilidad,
para tiempos muy grandes ( ¢ — oc), se comporta como la funcién delta de Dirac,
centrada en el valor esperado de (g),s — ().
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Fig. 6. Densidad de Probabilidad para el estado coherente generalizado
con o = exp(3in/4) en funcién de la posicion y el tiempo.

Los estados coherentes constituyen una adecuada descripcion del campo electio-
magnético y en el Capitulo 3 se describieron sus propiedades ( estados clisicos de la
luz ). Los estados coherentes generalizados pueden representar estados no clasicos de
fa fuz y es interesante conocer entre otras cosas la distribucién del nimero de fotones
asociada al potencial (1 -+ 1)4*. Por lo tanto a continuacién se encuentra la probabi-
lidad, Py(a. t), de que el sistema fisico tenga n fotones al tiempo £. De acuerdo con
lo discutido hasta el imomento, para ¢ = ) dicha probabilidad estd caracterizada por
la funcion de distribucion de Poisson, y para { > () estd determinada por la ecuacién
(4.4.24). El comportamieto de la funcién de distribucion de fotones para el vacio co-
rrelacionado se muestra en la Fig. 7 en términos del ndmero de fotones y el tiempo. En
esta grifica se observa que el vacio correlacionado tiene un nimero miximo de fotones
para 1. = (); y contrario al caso clisico la probabilidad de encontrar un nimero impar
de fotones es cero. Este potencial lineal dependiente del tiempotes capaz de generat
estados ( vacio correlacionado ) llamados de gato de Schradinger [9]. También de las
graficas se encuentra que los maximos secundarios, asociados a nimeros de fotones

n=2k, con k= 1,2.---, aumentan su tamaho al evolucionar el sistema.
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Fig. 7. Distribucién de fotones para el vacio correlacionado.

En forma similar, en la Fig. 8 se exhibe el comportamiento de la distribucién del
nimero de fotones para el estado con « = exp(dim/4). Esta distribucién presenta un
comportamiento completamente distinto a la del vacio cortelacionado. Por ejemplo,
se tiene una probabilidad diferente de cero de que el estado tenga un nimero impar
de fotanes. Sin embargo, esta distribucidn atin contintda concentrindose en los valores
pequefios de 1. También se quiere sefialar que las distribuciones presentadas en las
Fig. 7y 8 tienen un caracter oscilatorio que recuerda el fendmeno de los colapsos y

resurgimientos que aparecen en modelos que estudian interacciones resonantes,

La correspondiente funcion de Wigner se calcula utilizando las expresiones (4.5.24)
y {4.5.25), junto con las formulas correspondientes para las dispersiones y valores espe-
rados de los operadores de posicién y momento. A continuacidn se ilustra la evolucidn

en el tiempo de estas funciones para los estados de vacio en la Fig. 9 y o = exp(3im /4)
en la Fig. 10.
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Fig. 8. Distribucién de fotones para el estado coherente generalizado

con a = exp{din /4).

En las Figs. 9 y 10 se grafican las funciones de Wigner mencionadas arriba para
los los tiempos ¢ = 0,3,8.14.20, y 25. Se observa que el maximo de dichas funciones
esta trasladado en q y en p por el valor esperado del operador de posicion y momento,
respectivamente (ver (4.5.25)). Por lo tanto, en el primer caso este maximo no sufre
desplazamiento y en el segundo se tiene el comportamiento mostrado en la Fig.2.
También de los resultado obtenidos en el capitulo anterior, concretamente de (4.5.27c),
se observa que la funcién de Wigner esti rotando en el espacio fase (q.p). Sin embargo,
evalvando el dngulo de rotacion #(t) para este sistema, se encuentra que 0y = —m/dy
que el valor de la funcidn oscila alrededor de cero y es independiente de «. Una forma
intuitiva de entender la funcion de Wigner es a través de las propiedades generales
dadas en las ecuaciones (4.5.7a,b), de acuerdo a las cuales la densidad de probabilidad
evaluada en el punto g del espacio de coordenadas se obtiene integrando la funcién de
Wigner a lo largo de una trayectoria paralela al eje de momento. De forma andloga, al
integrar la funcién de Wigner a lo largo de una trayectoria paralela al eje ¢ que pasa
por p se obtiene la densidad de probabilidad de que el sistema tenga un momento .
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Fig. 9. Funcion de Wigner para el vacio correlacionado.
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Fig. 10. Funcién de Wigner para el estado coherente generalizado con

o = exp(3in/4).
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Fig. 12. Funcién () para el estado coherente generalizado con
o = oxp(in/4).
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La correspondiente funcion () se calcula utilizando las expresiones (4.5.34), junto
con las formulas correspondientes para las dispersiones, \,,, A, y los valores esperados de
los operadores de posicion y momento. A continuacion se grafica esta funcién para los
estados de vacio en fa Fig. 11y o = exp(3im /1) en la Fig. 12, En estas figuras se aprecia
fa evolucién de las funciones () mencionadas arriba para los tiempos ¢ = 0.1, 8. 14. 20,
y 25, La funcién @ al igual que la funcién de Wigner estd representada por un paquete
Gaussiano trasladado y rotado. Un detalle interesante, es que el dngulo de rotacidn es
el mismo para ambas funciones, pero no asi las cantidades que trastadan al paquete y
fa amplitud def mismo, que son funciones complicadas del tiempo.

Dependencia temporal cuadrdtica

Considérese ahora el caso de un sistema de oscilador paramétrico con una frecuencia
angular W3(t) = ot + d. EI digebra dindmica de simetrfa del sistema estd genera-
da por las integrales de movimiento jiy. Gy definidas por la ecuacion (4.2.10), donde
hi(t) y ha(1) representan dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion de

movimiento del sistema cldsico, esto es
B(EY -+ (ef? + Dyh(t) = 0. (5.3.14)

Si se hace el cambio de variable

[ = -1 <
2ex7
la ecuacion (5.3.14) toma la forma estandar de la ecuacion de Weber
d*h L,
A4 | 2k - ho=0. 53005
i ( T )) = ( (5.3.10)

donde se definia k = id/(1/c). Las soluciones independientes de la ecuacion anterior
son las funciones parabélico-cilindricas. Sin embargo para propdsitos de cdlculo es
mas conveniente realizar la transformacion /i = :'%W(,:Q/Z) en |a ecvacion (5.3.15);
encontrandose la ecuacidn diferencial de fas funciones de Whittaker |7

{21y Lok b-
EW L B iy, (5.3.16)
? i w e

con i = ~—~ 1y la variable w = 22/2 1,

! Las funciones {Wi e Mic.) forman un sistema fundamcntal de soluciones de (5.3.16) y

estan relacionadas por W'y, (7) = Llzaml My alz) 5 —m*“Mme(z)

l'( - L) k)
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Un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién (5.3.15) estd dado por

1. . 1.
{:"h\lgﬁwﬁ (522) v 5"\[‘;"*.‘.-5 (2:2)} ' (5311

donde las funciones de Whittaker Af,, pueden expresarse en términos de la funcidn
hipergeométrica confluente, {Fy{n;9;:} (en la notacién de Kummer, también deno-
tada como (a, 4, =) [10]) la cual estd definida por la serie

o) 2
Floyisy =) —==— ol <o, T£ 0, -1 =20
Fulosnis) = S /
con e} simholo de Pochhammer
TN+ F)
N = s = MAED) N =) b= 1.2,
(N Ty (A1) 0N 1) 1

La relacidn entre ia funcidn de Whittaker y la hipergeométrica confluente es la siguiente
s o 0t
My = EALUNEE W {;; RN TTI SR TR 1;:} , (5.3.18)

con lo cual el conjunto (5.3.17) se reescribe conto

1o, 1 11,) -0 1. 3 31,
{2 i }~2|F,{I~k;§;;:'},2 Ve f~?,F,{3—-L';§;§:1}}. (5.3.19)

Utilizando las propiedades

M .
1Friogmi0) =1, y L—;,F;{u;*,::}:: !-l«llﬂxl",{n + 0y 4 onys)
T (3,

se construyen dos soluciones linealmente independientes de (5.3.15) que satisfacen las
condiciones iniciales (4.2.12)

IV T S
M)y = r“{“' Fy -l-—i-;;rtwc\/?fz , {5.3.20u)
4 ger 2
(V%] TURK B
Ho(t) = —te M WFy :-3 - J-(T: é: —ie3t (5.3.200)
4 ger 2

En el formalismo desarrollado en el capitulo anterior se considerd que las soluciones

de las ecuaciones cldsicas de movimiento eran funciones reales, Sin embargo, en este
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Un sistema fundamental de soluciones de la ecuacion (5.3.15) estd dado por

- A 1. .
{: %,\19,,5_,5(5.:‘) : %f"g-w ()‘)} (5.3.17)

donde las funciones de Whittaker A, , pueden expresaise en términos de la funcion

w——

hipergeométrica confluente, | Fi{n;7;z} (en la notacion de Kummer, también deno-
tada como $(a, /3, z) [10]) la cual estd definida por la serie

o (o) =¥
AT R P : <o, A0, -1 -2 ...,
1Fi{aieic) g‘)m“. s < e 1#0, -1
con el simbolo de Pochhammer
(A + &
(,\)k_—_J—F:%)»-:,\(.\+1),..(,\-}-I.-~-1). F=1,2.....

La relacidn entre la funcién de Whittaker y la hipergeométrica confluente es la siguiente
L ~Ls 1 ‘ mo
Me =227 28 B 5hm- Lom 4123, (5.3.18)

con lo cual el conjunto (5.3.17) se reescribe como

. 9 a IR 1.
{2'*(‘"-"'1 72l {:11_ -k ,1-;; %:'} ,'.2“':('*5‘7 ¥ {} - l.';g;szz} } . (6.3.19)

Utilizando las propiedades

1Fi{n;y;0) =1, y ;;l;'lpl{u;j;:}:; !(.:_%:':.Ipl{“ iy bz,

se construyen dos soluciones linealmente independientes de (5.3.15) que satisfacen las

condiciones iniciales (4.2.12)

ity ="\ R {3 SN ]-;“,‘\W} . (5.3.200)
4 ez 2
RO 0N 0 SN R T (5.3.20h)
i dei 2

En el formalismo desarrollado en el capitulo anterior se considerd que las soluciones

de las ecuaciones cldsicas de movimiento eran funciones reales. Sin embargo, en este
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caso para ¢ y d arbitrarias, dichas soluciones ( dadas en (5.3.20)) son complejas. Es
inmediato probar que las funciones conjugadas, Hy(t) y FI3(t) también satisfacen las
ecuacion diferencial (5.3.15) con las condiciones iniciales (4.2.12). En consecuencia, las
soluciones reales /i) y hy del capltulo anterior estardn dadas a través de las expresiones

hi(t) = %(n,(z) FHD)), (5.3.21a)

ha(t) = %(1{,(z)+ H3(t)) . (5.3.21h)

En la discusién siguiente se considera el caso especial de las soluciones (5.3.20)
y (5.3.21) cuando los pardmetros de la frecuencia del oscilador paramétrico toman los
valores ¢ = 1 y d = —1. De acuerdo a lo presentado para el caso no estacionario
anterior las trayectorias cldsicas de movimiento y el comportamiento de los valores es-
perados de la posicién y momento coinciden. Por lo tanto a continuacion se ilustran
las trayectorias cldsicas del sistema en la Fig. 13, para las condiciones iniciales gp = ~1
y po = 1. En la figura se observan dos comportamientos, uno para t < 2 en el
que la p es decreciente 'y la g creciente y el segundo t > 2 en el que presentan un
comportamiento oscilatorio creciente para el momento y decreciente para la posicion.

0.5 e . |

-0.%

-1 Nd

Fig. 13. Valores esperados de la posicion y el momento en funcion del
tiempo. La linea clara indica el comportamiento del momentoy la linea
obscura el de la posicién, con las condiciones iniciales gg = —=1y po = 1.
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La trayectoria en el espacio fase se muestra en la Fig. 14 para las mismas condi-
ciones iniciales. Es evidente que el movimiento del sistema estd localizado y describe
un movimiento eliptico, que se aproxima al eje p al aumentear el tiempo. Las grificas
fueron obtenidas por medio de los valores esperados de los operadores de posicién y
momento utilizando a = exp{3in/4).

Fig. 14. Trayectoria del sistema en el espacio fase (p,q), cuando el
tiempo varfa en el intervalo t € (0,10}, con las condiciones iniciales
go=-lypy=1L

Las dispersiones en los operadores de posicién y momento como funciones del
tiempo se grafican en la Fig. 15 para el intervalo de tiempo ¢ € [0, 1]. En esta figura
se muestra un comportamiento oscilatorio decreciente para la dispersién en la posicién,
mientras que para la dispersién del momento es oscilatorio creciente, Estos resultados
concuerdan con el comportamiento indicado en las trayectorias cldsicas, con una mayor
localizacién en la posicién y o opuesto para el momento. Ademds es importante sefialar
que para este sistema de oscilador paramétrico se presenta el fendmeno de compresién
en forma alternada en Jas dos cuadraturas. En la Fig. 16 se grafica el coeficiente de
correlacién en funcién del tiempo, mostrindose que el sistema aumenta la correlacién
entre la coordenada de posicion y el momento al transcurrir el tiempo. Por lo tanto, el
estado coherente que se tiene al tiempo ¢ = 0), se convierte al evolucionar en un estado
comprimido y completamente correlacionado.
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Fig. 15. Dispersiones de los operadores de posicién o, y momento g,
del sistema como funcidn del tiempo. La linea clara ilustra o, mientras
que la linea obscura corresponde a oy,
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Fig. 16. Grafica del coeficiente de correlacién r de los operadores Gy i
como funcién del tiempo.

Si se conoce el valor esperado del operador § y su dispersion gy, se determina el
estado del sistema, concretamente la densidad de probabilidad en el espacio de coor-
denadas, Ec. (4.3.17). Existe una expresion andloga para la densidad de probabilidad
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en el espacio del momento, la que queda completamente determinada si se conoce el

valor esperado de i y su dispersién o,

La densidad de probabilidad del sistema en el espacio de fas cooredenadas es una
funcion normal de distribucidn que alcanza su maximo en ({)q.. y esta caracterizada por
una dispersién cuadrdtica media \/Eq. Este comportamiento se exhibe en la Fig. 17 para
e} vacio correlacionado y en la Fig. 18 para el estado con una amplitud o = exp{3in/4).

SR

RN

W, e
N
O

Fig. 17. Densidad de Probabilidad en el espacio de coordenadas para
el vacio correlacionado en funcidn de la posicidn y el tiempo.

En la Fig. 17 se observa que el paquete gaussiano aumenta su dispersién alrededor
del cero hasta un tiempo t = 2, para posteriormente disminuirla en forma continua.
En la Fig. 18 el estado coherente inicial ya no estd centrado en el origen de coorde-
nadas y el maximo tiene un movimiento bien definido por el valor esperado de § con
a = exp(3in/4). La dispersion del paquete tiene un comportamiento similar al men-

cionado anteriormente para el vaclo correlacionado.
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Fig. 18. Densidad de Probabilidad en el espacic de coordenadas para
el estado coherente generalizado con «v = exp(3in/4) en funcién de la
pasicién y el tiempo.

Cuando el oscilador paramétrico describe un sistema dptico, la funcién de dis-
tribucion del niimero de foténes puede utilizarse para detectar efectos no clisicos de
la luz. Las Figs. 19 y 20 muestran las distribuciones de fotones para el vacio correla-
cionado y el estado coherente generalizado |r-‘ari'“,l,) en funcion del nimero de fotones
y el tiempo. Ademds se presentan cortes de la grifica tridimensional de la funcién de
distribucion de fotones. También en la Fig. 19 se nota claramente que el vacio correla-
cionado tiene una probabilidad cero de tener un nimero impar de fotones, asi como la
aparicion de colapsos y resurgimientos. En la Fig. 20 el estado coherente |/ 1) si

puede tener un nimero impar de fotones y también exhibe colapsos y resurgimientos.
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Fig. 19. Distribucion de fotones para el vacio correlacionado.

t=0S

Fig. 20. Distribucion de fotones para ol estado coherente generahzado

con « = exp(din/4).
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Fig. 22. Funcién de Wigner para el estado coherente generalizado con
o = exp(dim/4),
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Fig. 23. Funcion () para el vaclo correlacionado.
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La descripcidn del sistema que corresponde a las funciones de distribucidn de
cuasiprobabilidad se representa graficamente en las Figs. 21 a 24. Las Figs. 21 y
22 muestran las funciones de cuasiprobabilidad de Wigner para valores fijos de los
parametros « y I. La forma de la funcién de Wigner corresponde a una ley normal de
distribucion en el plano que alcanza su maximo en ((§)a.t, (P)a.e). En las Figs. 23 y
24 se representa las funciones () de cuasiprobabilidad para los mismos valores de los
pardametros  y ¢ considerados en las figuras anteriores. Aiin cuando en nuestro caso
la forma analitica de la distribucién de Husimi es mas complicada que la funcidn de
Wigner, su representacién en el espacio fase es al igual que esta iltima una superficie
Gaussiana,

En ambos casos se observa una rotacion del paquete Gaussiano, que es conse-
cuencia de la correlacion distinta de cero que existe entre los operadores de posicién
y momento del sistema. Una de las diferencias entre las graficas de las funciones de
cuasiprobabilidad para el vacio correlacionado y el estado con o = exp(Jin/4) es que
para el iltimo estado las funciones ademads de rotar se trasladan de acuerdo con las
expresiones analiticas encontradas en el capitulo anterior. Tanto en las funciones de
Wigner como en las de Husimi se aprecia el fendmeno de compresion en las cuadraturas
del sistema.
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Conclusiones

En este trabajo, se ha presentado un procedimiento sistemdtico desarrollado sobre
la base del teorema de Noether y la teoria de invariantes lineales dependientes del
tiempo, para resolver en forma exacta la ecvacidn de Schrodinger dependiente del

tiempo para sistemas descritos por Hamiltonianos cuadrticos no estacionarios.

La meta principal de estd contribucién fue construir y determinar las propiedades
de los estados coherentes generalizados asociados a sistemas Hamiltonianos que son

cuadrdticos en las posiciones y momentos.

Para lograr lo anterior fue necesario determinar las constantes de movimiento de-
pendientes del tiempo que son lineales en las coordenadas de posicidn y momento. Estas
invariantes se encontraron a través del teorema de Noether, realizando variaciones que
estdn asociadas con transformaciones de simetrfa a lo largo de la trayectoria del sistema
en el espacio fase. Este conjunto de invariantes constituyen los generadores fundamen-
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tales con los cuales se puede construir el dlgebra de simetrias w(l) A sp(2. ) de la
ecuacidn de Schrodinger dependiente del tiempo asociada con sistemas Hamiltonianos
cuadriticos. Se denota con (1) al dlgebra de Weyl en una dimensidn y sp(2. R) es el
ilgebra simpléctica de dos dimensiones.

Con las constantes de movimiento se pueden construir operadares A(1) y A'(1)
que satisfacen las mismas relaciones de conmutacion que los operadares de creacidn
y aniquilacion del oscilador arménico. A las eigenfunciones de « se les llama estados
coherentes, los que fueron introducidos por Schiodinger en 1926 y han tenido desde
1963, cuando Glauber desarrollé la teoria de coherencia Gptica, gran importancia y
utilidad en la descripcion del campo electromagnético.

A las eigenfunciones de la constante de movimiento (1) se les ha denotado por
estados coherentes generalizados y son soluciones de la ecuacidn de Schrodinger depen-
diente del tiempo del sistema Hamiltoniano cuadidtico bajo estudio. Para determinar
sus propiedades, se calcularon las dispersiones de la posicidn y momento, el coeficiente
de correlacién, la funcién de distribucién del nimero de fotones y las funciones de
cuasiprobabilidad ( Wigner y Husimi ) que tienen asociadas. Uno de los aspectos de
mayor relevancia de estos estados es que mininiizan la relacién de incertidumbre de
Schrédinger-Robertson que ha sido discutida en este trabajo.

Todas estas expresiones y el estado coherente generalizado se obtuvieran en forma
analitica para un FHamiltoniano cuadritico general con coeficientes arbitrarios y depen-
dientes del tiempo. Estas expresiones se conocen explicitamente si es posible resolver
las ecuaciones cldsicas de movimiento del sistema Hamiltoniano cuadritico,

Como ejemplo se estudid al oscilador paramétrico con una frecuencia dependiente
del tiempo. En particular se considerd la particula libre, el oscilador arménico y sis-
temas con funciones lineales y cuadriticas en el tiempo de la frecuencia del oscilador,
encontrindose para estos casos los estados coherentes generalizados y determinandose
sus propiedades. Es importante resaltar que dichos estados muestran propiedades com-
pletamente distintas a las de los estados coherentes como son los fendmenos de cor-
relacién y funciones de distribucién no cldsicas de ndmero de fotones. Estos fendmenos

son importantes en Optica Cudntica para la generacién de estados no-cldsicos de la luz.

En algunos casos se obtuvieron resultados que han sido observados en sistema



atdmicos resonantes como son los colapsos y resurgimientos, ademds de caracteristicas
en las funciones de distribucidn de nimero de fotanes que tienen los estados pares de

gato de Schiadinger.

Se espera que este trabajo sirva para estudiar la evalucién de paquetes gaussianos
en sistemas cudnticos estacionarios y no-estacionarios, ademds de ser una base para
realizar aplicaciones a sistemas fisicos en varias rarnas de la fisica tedrica que estdn
caracterizados por Hamiltonianos cuadriticos. Como ejemplo se discutieron las trampas
de Paul, que son muy importantes en la fisica involucrada en el almacenamiento de
partfculas de baja energfa. Estas trampas ha sido utilizadas para realizar mediciones de
precisidn en sistemas atdmicos ya que permiten tiempos grandes de interaccidn entre

las particulas confinadas y los campos de radiacién,

En estudios recientes de optica de las comunicaciones, se encontraron estados de
dos fotones que satisfacen la relacién de incertidmbre de Schrodinger-Robertson. Como
se vid en este trabajo, estos estados tienen propiedades estadisticas diferentes a las de
los estados coherentes normates . Experimentalmente, la generacion de estos estados
puede lograrse mediante la superposicidn de cuatro ondas de la misma frecuencia en un
medio no-lineal 2, También son los estados de un laser de dos fotones, que consiste en
la absorcidn de dos fotones de la misma frecuencia en una transicion entre dos niveles.
Serd un propdsito subsecuente, el estudio de Hamiltonianos cuadridticos que representen

la interaccidn de radiacidn materia de transicién de dos fotanes.

ver la referencia {14 del Capltulo 4, pig 144,
% un estudio detallado al tespecta se presenta en la relerencia {14} del Capitulo 4, pig 162
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Apéndice A

En este Apéndice se presentan las demostraciones de los Teoremas 1y 4 de la
primera Seccién del Capitulo 2.

Teorema 1.

Primero se considera que F(gy, gy, 1) = “Hid)

y se va a probar que satisface las

ecuaciones de Euler-Lagrange, [',‘L”‘“”I t*".l =),

Sea 2 = (qx. t) una funcién de clase C*, entonces la derivada total con respecto

al tiempo
a_on om, )
a o o™ A

De la expresién anterior es inmediato que al tomar la derivada con respecto gy se tiene
2 (i) 0 (om0 (o0,
I\ dt ]~ Og. \ & A \ Oq “
_o(omy, o m)
T 0i\og ) T o \oa )M

d [ 09 .
= «Tr(JqT) . (A.2)

)

donde se intercambiaron las derivadas parciales.
Tomando la derivada de (A.1) con respecto a ¢, se tiene

dgr. \ dt - g k= g '

donde se utilizd que la funcién §) es independiente de ¢y y di 1 es |a funcion delta de
Kronecker. Entonces evaluando la derivada total con respecto al tiempo de la expresién
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anterior se obtiene
400 (Y _d (o "
dt \ diy \ dt Tt on)’ (4.
Finalmente aplicando el operador de Euler-Lagrange se encuentra
fas dv) 0 [de) _d (0 [dQ
TRldt] T O | dt dt\ g | dt )]’

d {0 d (a9

donde en la dltima igualdad se utilizaron los resultados (A.2) y (A.3).

!
i

Ahora se considera que E{,”F((),,q,,l} = (), que al desarrollar la derivada total da
lugar al sistema de ecuaciones en derivadas parciales

0 [OF .
ai () = (o

oF 9 (OF o (OF

LA (- PR ) =0, A5l

e~ Ouy (z),,'k)”’ Ot (o,h.) (A.50)

De la expresion (A.5a) se concluye que la funcién I depende linealmente de las ¢ y

entonces puede escribirse como sigue
F=Gly )+ ¢,G (g 1)

Substituyendo ésta en la Ec. (A.5b) se tiene que

9G 3G L], 26 L,
DT L L o
dando lugar al sistema de ecuaciones siguiente

G 0Gy
0ay _ dn A6
o~ O (A.6a)
JG _ 9G
— e A1
12 Dyx (1.66)

Entonces si se define G = ;’};i‘ y G = 2L delas expresiones anteriores se prueba que
F es la derivada total con respecto del tiempo de una funcién Q(q. 1), que es o que

se queria demostrar.
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Teorema 4.

La demostracidn es andloga a la anterior. Considerese F(gi, i t) = 'fl? donde

2 = Qqy, i, 1) una funcién de clase C?, y se quiere probar que satisface las ecuaciones
de Euler-Lagrange E,("”F = (), entonces

.‘&—-QQ+_QS_{'+Q_Q" (1"')
dt = o T 9" T ot i

Por lo cual tomando las derivadas parciales con respecto a Gk Y gk se tiene

0_(dR _ m oa. o
oqk<fu) o <0: ot 5 )
A\ o000\ 0 [09.
" On (o» ) ¥ a‘,,;(ﬁ,,‘,'“) o (5.;'“)'
_a/a\ 9 [on a0
- b—'(a_u) +0‘ll(d’lk> 04:(0'1&)“'

d (00
= 717(5;[)‘ (A.8a)

Y
J [dQ a 100 0!2 0(2
e <77> - 57( "o '")
J (09 Jd (00, a (o5,
= T(b—) Yo <l')717'”) i %I(Fm}?"‘)‘
_of(oey o d 0 osz)
o ( ) t o 0“ St (')r/, <04“ ) (}1” <0¢“
d
T <0w> 0!11 (A.8h)

Tomando la derivada total de (A.8b) con respecto del tiempo se obtiene la expresién

L ()20 (22 ",
dt\ Oy \ i Tt \ Oy dt\Oy. )’

Dado que Q no depende de ;. resuita

9 [ ) Lo
01“ )" on okt
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1a cual al tomar la segunda derivada con respecto al tiempo se escribe como sigue

/0 (df d* (00
(o (7)) =7 () (410

Finalmente se tiene que

dt

] _d 9 [} o a0
()(“ )T dtdg | dt dt? Qg | dt

4()_ e (amy_g oy ()
Tde\ O dt? \ D dt \ dqx dt? \ Oy

= (),

EO [Flgint)] = E‘”["”]

donde se utilizaron las expresiones (A.8a), (A.9) y (A.10); obteniendose lo que se queria

demostrar,

Para demostrar el regreso de este teotema, considerese F'({k, gk gk, t) una funcién
tal que E?|F) = 0 es decir

JF d (OF d&* (OF

—— = = b 0. An

T (Ot}k) b dt? (0:“) ( )
Las derivadas totales con respecto del tiempo que aparecen en la expresion anterior

estan dadas en forma explicita por

(Y- 2 - (3 i~ (55) g (5) - 1
i \og ) = 35 \aa) T " oq \oge ) ™ g \dqe ) M o \ s

E(O) D (08 0 (38 B (O,
di? (01'[;-) Ot ({)1“ g (0{“) " dyr 0[1}) u
L0 (BF N 0 (FFN ..
* i (ao‘,,o,“) im + 5o (o;,',o;,'k) 1

[m

e (Y i 2 (2
Oqm \ 01104 "ot \ 0410
a >*F a *F N\ ..
¥ 0—1; (W) i + e Qijn (d’ll‘)‘lk> it
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" a ~02F e 9 02!3__ .
Ay, g0y ) 1im ot \ dy, e ) W
d FF N 9 ( &F\
+ e | - Ntgm + Gy

Ajm \ Dq103, O \ DyiBi
O (FFN . . o/ gp X
*a, (qyar) i § (2L,
9 (PFY . 5 PPN
"3 a5 (S s,
9 (PFN .. a/op
+ (Tq‘,;,_ <5{0~’-“) T G + £ <570'7) . (4.13)

Substituyendo |as relaciones (A.12) y (A13) en (A11), y reagrupando los coefi-
cientes que multiplican a las distintas derivadas con respecto del tiempo de [as coorde-
nadas generalizadas, se obserya que los términos asociados a la tercera Yy cuarta derivada
de g, deben ser cera. En elcaso de ¢k se tiene por tanto que

2F
94 ij,
Utilizando esta forma de F, ¢ coeficiente de % igualado a cero implica la condicign

ar oF i Ay

=p l":!h(’l.iu’/u’)’ix + G(’l‘l!’ll\‘) ("1‘14)

N rme———— o _'w-_-._'__ A.15
iidis ~ Do = i = B, (.15)

los términas festantes pueden reescribirse como

ac . I e,

5H‘[ﬁﬁﬁm+@ﬁ5“+aﬁﬂ
.;[gﬂ.;_%_—(l)i'_q ;—Q?(L‘__,l ...._Qzﬂ_q

Ay dy 0’1'10‘“ ) a’i"na’il " O Dy, "

Pa . oy, P g, Py ],
'%m%%“m%+W%*%wﬂ”thw

Pon_. . g, P . 0%y,
+04/,,. Oy o i + dtdy, ot Oy, O o + or?
utilizando la ecuacign (A.14) la expresién anterior se reduce 5

9 4 (o6
[T o

=10, (+.16)

T Py 1.
"4%*%*%%W”%mw

g . &y T Dy
Ym N g+ 0(/.,.(” T -+ o

0'1,..'&“ Oty =0. (.17)

138



Si se elige
o0

me= g (418)

donde ) = i, qi,1) es una funcién clase ("', (suposicion que es consistente con
(A.14)), la ecuacién (A.16) implica que

G d (gg _ [ &a A P L I "
Oy~ At \Bg )~ " | 0qc0i "~ Oqid T Ogpgmdir ™ T dq0000, | 1
ra a0 arn '

—~ m g — 1 Y - . m = Py S .19
Qg O I Qg Ul 0(1,,,0f0qkq Moy (+4.19)

sumando y restando
a0 . 0
TRl Ry
Oy Otdyy
al lado derecho de la igualdad (A.8), e intercambiando el orden de derivacidn parcial,
se tiene que

oG _d oGy e . O d o o 1?’&)
Ogs  dt \dgy )~ dqedg ™ T B0y~ @i \0gdgm M Dgm " g0t

o o0,  on) d ( o fon, 09') (4.20)
= | tYm V- - A AT Y T R doboe
Dgi L ™ 00| T \ B 9g ™ T D

o5l on
Z)T" -+ 5—[- . (-1.21)

Entonces, al substituir los resultados (A.18) y (A.21) en la relacion (A.12) se tiene

es decir
G(’}n U t) =

finalmente que

(4.22)

1]
F(i,',»,(),,,“‘,)z{c')(l . [(Q_ ag)J'

5&“ s+ :r)TI: qo + o

en otras palabras, F, una solucidn arbitraria de las ecuaciones de Euler-Lagrange
E' puede expresarse como la derivada total con respecto del tiempo de una funcién
Q(dgivqirt) clase C'*, como se queria demostrar,
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Apéndice B

Parte 1

En esta parte del apéndice se encontrard el operador Hamiltoniano (4.1.2) en la
representacién de estados coherentes. Utilizando la relacién de conmutacion de los
operadores de creacién y aniquilacidn del oscilador arménico, es conveniente observar
que

exp(e*d)at? exp(—a'a) = al? 4 [4‘1'&.&'9] + ,—}-' [n"d. [n‘fz,. :‘l,m” +...

=at? 42t 4t (B.1)

. R X . 1 R .
expla’a)a’ exp{—a*a) = a* 4 [o*a. n"] + 5 [, [a*a, ”2” 4.,

= a?, (B.2)

cxp((vr'ﬁ,)ft,'&uxp(»n'&) =ala+ [(1'&. fLI&] + ;—:—'[n'fl,. [u'f:,.&'ﬁ.]] ...

=dlata'd, (B.3)
y como por (4.4.12), se sabe que
9
(ald = f_)%!:(ﬂl (DB.1a)
(ald! = a’{a]. (13.4h)

Para obtener a representacion en estados coherentes de j*, ¢° y (g -+ ), basta
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expresar dichos operadores en términos de i y ', Utilizando las relaciones
1
fe aea
q= 7((1 + 'y,
2
i
- il
p= —-7((1 -al).
2

se tiene que

pt= —-‘1; (@' 4+ a* ~2ata 1), (B.5)
entonces
} 1, 18 1,0
{alp*p) = (-—En‘z ~ 35 + 7 +a b—;;:) {ofw), (B.6)
analogamente
S ;
Gt =S it 20t 4 1), (B.7)
implica que
. 1,,18 1 d
Y] [ 2.2 e T .7 X
R (20 + 55ne b 5 + a O”‘)(nll/), (B.8)
‘y como
(@p+ pi) = —i(ot = a*?), (B.9)
se tiene que
a s L
{algp -+ pgly) = (-—-r-é;‘—:i + 10 2) (o). (B.10)

Entonces, por la arbitrariedad de i) la representacion en el espacio de estados cohe-
rentes del operador Hamiltonano (4.1.2) es

. a(t) bty et)] 0 alty o)} , 9
"‘“"4*7*‘37*7]57.’-7*[7*‘:‘]“5?

alt) , ) | e)] o falt) | ol
+[—~T+ 5t 4](\ +[4 + 4]. (B.11)

Parte 2

Esta parte estd dedicada a presentar en detalle las relaciones que se utilizaron en
el Capitulo 4 para encontrar la funcidn g,(?) de la ecuacidn (4.4.15).
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Partiendo de la ecuacién (4.4.19), se tiene que el factor que multiplica a ¢y en el

lada derecho de dicha relacidn puede expresarse en términos de \, y A, coma

1

« . *
ﬁ}"l' ('é‘ (A!‘g -+ AI] ) 41 ’)J‘]'_f + ;E)‘ (J‘]l - 4‘11))

1 . £
s T {ﬂ((,\,ﬁb,\,,)«(1,,\,, —ar) | (B.12)

Esta forma es particularmente dtil, ya que los términos se pueden identificar directa-
mente con los elementos de la matriz Af. Para encontrar las expresiones de dicha

derivada, es canveniente observar lo siguiente:
Dado que qy y fiy son constantes de movimiento, deben satisfacer las ecuaciones

Py

"b”’“ = . jw]. (1.13u)
04 R
it = i), (B.13h)

donde /1 estd dado por la ecuacidn (4.1.2). Utilizando notacidn matiicial, esto es

. f) - Do
(1) o-(%).

el Hamiltaniano (4.1.2) puede escribirse en la forma

denotando

= %QBQ. {3.14)

donde B es la matriz real simétrica

[ a{t) Wt) .
B = (('(’) ‘.(')) . (B3.15)

Con lo cual, las relaciones (B.13) pueden reescribirse en la forma
'QQn:l”yQ»] . (2.16)
e

pero como de acuerdo a (4.2,10)

Q= AQ. (B.17)
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y Q no depende explicitamente del tiempo, se tiene que

d

5[Q” =\Q. (13.18)

Por otra parte, el lado derecho de (B.16) puede reescribiise como

[}I!()(Jn] = 'l'

2

1
= :;Am‘\ (QsBs, [Qh, O] +[Q4. Qs By, Q3)

QB3 Qy, AaQa]

= ":l; An& ‘Q,IU‘]-,E-,A + S;M Br"] ()'!) * ‘“'19)

si se utiliza que
[0, Q) = i S (1.20)

donde, T, es la matriz simpléctica definida en (4.2.19). Usando las propiedades de ¥y
la simetria de I3, (B.19) se reduce a

ln» lel = ","; AnA ("Sh-,l};h();l -+ EA,I”;J)Q*]) s
=iALBQ, (B.21)

substituyendo (B.18) y (B.21) en (B.16) se tiene que
A= AYB. (11.22)

Entonces dado que
Mo=gAg7"h, (13.23)

con

1/ i
y/::vﬁ(_’l. l)‘ (1.24)

la derivada con respecto del tiempo de M sera
M =gyt = gASBy" (1.25)
pero coma A, = ¢, entonces
M=4,,5Bg7" (3.26)
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Escribiendo lo anterior en términas de A, y A, se tiene que

(e » ’h\,l) +ial, ~ ’h\’,) {ed, ~ I),\,I) - z(ﬂ,\,l ,“\I‘)
. M~——--— ADB2TY
Vi ((.',\,‘,-Jh\,) Filady ~b\) (0] = b\y) — ilad] - b\})
por lo cual, {B.12) puede expresarse como
1 1Al
e Ay = BA) = 00N, ~ B, —— 1.2
E1ey _U\”(u i\ - (e :\,)) 5, {(1.28)
Al substituir este resultado en (4.4.19) se obtiene (4.4.20), la ecuacidn que define a gu.
|
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5\ obrenidd:

Apéndice C

Parte 1

En esta parte del apéndice se obtendra la funcién k(t) que aparece en la expresién
{4.5.21) de la funcién de Wigner.

Haciendo el cambio de variable (q.p) -9 (z.2%), con z definida por ta ecuacidn
(4.5.18), y utilizando que

dgidp = ‘ ‘f’ "_)) deds® = idsdz’ (C.1)

la integral de la funcidn de Wigner en el espacio fase puede expresarse como

/ / Wig.p)dpdy =1 / / k{tyexp{2(az® ~ 22* 4 a*z)} dzdzt. (C.2)

En términos de zy, ta parte real y zp la parte imaginaria de z se tiene que

0(z,2*) :
lzdz2® = |l dzyd2g = =2 z, .
dzdz la(%zz)l dzydzg Pdzydzo, (C.3)
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Apéndice C

Parte 1

En esta parte del apéndice se obtendri la funcidn k{t) que aparece en la expresién
(4.5.21) de fa funcién de Wigner.

Haciendo el cambio de variable (g, p) -» (z,2*), con z definida por Ia ecuacién
(4.5.18), y utilizando que

Ny, p)
d=, z*)

dedz* =idzdz* (C.1)

dydp = l
la integral de la funcidn de Wigner en el espacio fase puede expresarse como
N (AN X HAS
/ / Wig.p)dpdg =i / / R(E) exp{2(az" ~ zz* oz} dzdz* . (C2)
En términos de zy, la parte real y z, la parte imaginaria de » se tiene que

Iz, 2t

Z],Z';)

dzdz* = daydeg = ~2idepdzg, (C.3)
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por lo que (C.2) puede reesciibirse como

/ / W(qg.p)dpdy

=2 / / Mt)exp{2( - f - j F oot +a) Hiz(n® —a))dzpdzy

A

:2&'(/)/ exp (A== 4 izg(n” ~u)}4l:2/ exp{2=zF +ix(0® 4 o)} dz

-y )

1 ; 2
=7 k() ('}:[){'—;((n' —a)(n’ 4 a))}

= n1:2"'lzl.'(f).

Pero de acuerdo con (4.5.7c) se tiene la expresion (4.5.22).
Parte 2

En esta parte se presenta la simplificacidn de la ecuacidn (4.5.23) a las expresiones

(4.5.24) y (4.5.29).

De acuerdo con (4.5.23) Ja funcidn de Wigner estd dada por
Wizt ) = 2exp{2nz* = 22" 40" |u[")} . (1.5.21)

donde : estd definida por (4.5.18). En términos de ¢ y p, el argumento de la exponencial

puede escribirse como

A ETAE S I11 R T n,,af = (A + Ay

I (n,\", F 0\ p (n/\; +at A )y~ [of*. (C.5)

Lo que se quiere entonces es encontrar » y y tales que en la expresion anterior se

agrupen los términos lineales, esto es que tenga la forma

—m,(p - ]/)2 -0l y)"’ - ('\'I’\;' + ,\,,,\,',) (p—ypyg=-r) . (C.6)
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Desarrollando (C.6) e igualando los coeficientes de p y 4 de la expresion asi obtenida,

con los de (C.5) se encuentra el sistema siguiente
2o,u + ('\’l'\l.' -+ ,\I,.\,’I).r = u,\l', +atA,
o0 + (,\,,,\", + ,\',,\;)g/ = u.\; +atd,

resolviendo las ecuaciones anteriores para & y y, y desarrollando el resultado en téiminos

de A, , A, y sus complejos conjugados, se encuentra que

= (‘i)n,l ' (C‘"S”)
v= (P (C.8ua)

donde se utilizé que det A, = i. Regresando a (C.6) se tiene finalmente la expresidn
(45.23).

Como se ha seiialado en el Capitulo 4, es conveniente encontrar para la funcién de
Wigner una forma aniloga a la que tiene dicha funcidn al tiempo ¢ = () es decir

Wit =0) = expl-( + 7))
Para ello, considerese la expresin (4.5.23). Si se propone la rotacion
i =g vost =) siud (4.5.270)
Py sind o eos (1.5.27h)
al substituir directamente en el argumento de la exponencial se tiene que

—2[0,,]'!7 - rr,,:}') - ‘Z(r'.,,]ir]] = »2[:1”(11,, sin? a, cos? - 2, st fleos )
+ p”(n,, cos® B T sintf + 2, sinfl cos )

+ ];'r/’((ry,, - ay,)sin 26 = 20, cos 20)]
por lo cual, al requerir que el coeficiente del término cruzado p'y’ se anule, es decir
(rf,l - a,.).win?/) = 2"!“! cos26 .

el dngulo # de rotacidn de la funcidn de Wigner queda determinado por

9
f = -rl;xtl'rt,z|11<~—~£-'~"-'—) . (C.9)

nrl - all
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De lo anterior se tiene que si
b P 2 'BEVIL,
I = 4o + (op —0,) = |’\,| + ,\ql \

p

entonces

. It~ Ty + Ty 3
sinf = | ———te v

. re
por lo cual el coeficiente de ¢ * se reduce a

. ) R 1
ay sin? 6+ ap C0s” 0 - 20, sinf cos 0= 3(0,, + oy~ )

(0 = [AL 4 N3] + ).

Si—

De forma andloga el coeficiente de p" estd dado por

a, cost B a, sin 8 + 2a,,sinfeos = %(n,, oyt )

= (0, + (AL A+ ay),

(SRR

y la expresion (4.5.24) se puede escribir en la forma (4.5.28).
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