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Introducción 

El teorema de Emmy Noether ha tenido un papel sobresaliente en el desarrollo de 

muchas ramas de la física teórica, porque establece una conexión directa entre las leyes 

de conservación de una teoría física y los invariantes de las ecuaciones de movimiento. 

El teorema de Noether ha sido aplicado tanto en el campo de la física clásica como 

de la cuántica. En el primer caso se utiliza en Lagrangianos de sistemas de masas 

puntuales, o a densidades Lagrangianas de teorías de campo clásicas, tales como la 

teoría electromagnética. En el caso cuántico se ha aplicado a teorías de primera y 

segunda cuantización. En ambas se debe tener que la transformación cíe simetría deje 

invariante las relaciones de conmutación o anticonmutación. Es bien conocido que el 

teorema de Noether es una pieza clave en formulaciones Lagrangianas; sin embargo en 

este trabajo se muestra como se aplica para formulaciones flamiltonianas y estudios de 

esta formulación a sistemas simples han sido realizados. 



En este trabajo el teorema de Noether es utilizado para establecer una justificación 

variacional al formalismo de constantes de movimiento cuánticas que son lineales en las 

coordenadas de posición y de momento y que dependen explicitamente del tiempo. En 

este formalismo para sistemas cuadráticos multidimensionales, el concepto de estado 

coherente tiene gran relevancia. Este concepto en Mecánica Cuántica no es tan nuevo 

como podria pensarse, de hecho fue introducido por E. Schródinger dentro del desarrollo 

de su teoría ondulatoria hacia 1926. Sin embargo, cobró relativa importancia hasta 

aproximadamente el año de 1960 cuando se presentaron evidencias concretas de su 

utilidad en la descripción de sistemas relacionados con la teoría de coherencia óptica 

y el campo electromagnético. La idea básica detrás de este concepto es el interés por 

comprender dentro del formalismo cuántico la transición desde un sistema en el cual 

los resultados de la aproximación clásica son suficientes, al caso en el que los efectos 

cuánticos predominan. 

Desde 1960 cuando se inventó el laser aparecieron nuevos campos de investigación 

en la óptica cuántica. Entre los mayores logros se cuenta con el desarrollo de la teoría 

de coherencia cuántica, en la que se mostró la relevancia de los estados coherentes en 

problemas ópticos. La teoría cuántica de la luz se inició con los estudios de Planck 

sobre la radiación del cuerpo negro y Einstein del efecto fotoeléctrico a principios de 

siglo. Posteriormente se desarrolló la Electrodinámica Cuántica para describir la inter-

acción entre fotones y electrones. Entre las predicciones mas notables de ésta teoría 

destaca que la emisión de luz de un átomo experimenta un corrimiento de la energía 

de resonancia del átomo (efecto Lamb). 

Sin embargo, para muchos experimentos de óptica física el esquema clásico de la 

luz, como ondas viajeras de radiación electromagnética, es adecuado para describir las 

observaciones. Las primeras evidencias de la naturaleza cuántica de la luz se iniciaron 

con los experimentos sobre correlación de fotones. Estos experimentos involucran la 

interferencia entre fotones diferentes y están en el campo de la óptica no-lineal. En estos 

es posible obtener funciones de correlación de segundo orden menores que la unidad 

y a este efecto se le conoce con el nombre de antiacumulación de fotones ("photon 

antibunching"). Desde entonces se ha realizado mucho trabajo experimental y teórico 

sobre las propiedades estadísticas de la luz y su conexión con la medición del número 

de fotones. Esto ha permitido dividir los estudios en dos categorías, los que se refieren 

a un haz de luz y aquellos en los que participan dos haces diferentes. Otro ejemplo 
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de luz no-clásica es la detección de estados cuánticos del campo electromagnético 

que tienen menor incertidumbre en una cuadratura que la de un estado coherente. 

Estos estados comprimidos tienen varias aplicaciones como las siguientes: en el campo 

de las comunicaciones transmitiendo señales en la cuadratura del campo que tiene 

fluctuaciones cuánticas reducidas y para la detección de fuerzas muy débiles tales como 

la gravitacional. 

En los estudios realizados hasta la fecha sobre el campo electromagnético, en 

muchos casos se encuentran efectos que no pueden ser descritos clásicamente, pero 

que pueden explicarse mediante la teoría cuántica de la luz. 

Una de las propiedades que caracteriza a los estados coherentes ó estados semi-

clásicos del oscilador armónico y la cual en realidad puede tomarse como definición es 

el hecho de que estos estados son los eigenestados del operador de aniquilación del 

sistema. Los sistemas cuadráticos tienen integrales de movimiento que son lineales 

en la posición y el momento. Por lo tanto se puede construir invariantes que tienen 

las mismas relaciones de conmutación que los operadores de creación y aniquilación 

y entonces construir los eigenestados del operador de aniquilación de tal manera que 

sean solución de la ecuación de Schródinger dependiente del tiempo del sistema que 

se está estudiando. Por lo antes mencionado a estos eigenestados se les llama estados 

coherentes generalizados, aunque no tienen las propiedades de coherencia óptica de los 

estados introducidos por Schródinger en 1926. 

Este trabajo tiene por objetivo presentar un procedimiento para construir y estu-

diar las propiedades de los estados coherentes generalizados en la descripción de sis-

temas cuadráticos no estacionarios. En particular se estudia exhausivamente el oscilador 

paramétrico en una dimensión para varias dependencias temporales del parámetro de 

la frecuencia, encontrandose que sus eigenestados describen estados no-clásicos de 

la luz que presentan los fenómenos de compresión, correlación y funciones de dis-

tribución del número de fotones no-clásicas. Al mismo tiempo se construyen funciones 

cuasiprobalísticas de Wigner y Husirni que son de utilidad para determinar el compor-

tamiento de sistemas físicos. Se destaca en esta contribución que el estudio del oscilador 

paramétrico tiene relevancia para describir el comportamiento de iones en trampas de 

Paul. 
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2 
Teorema de Noether 

2.1 Introducción 

El interés por encontrar las leyes de conservación de un sistema físico, radica en 

que cada cantidad conservada restringe el movimiento del sistema y por tanto puede 

utilizarse para reducir en uno el número de grados de libertad del mismo, facilitando 

así la resolución del problema considerado [1.]. 

Este capítulo tiene como objetivo revisar un resultado que actualmente es una 

de las principales herramientas en el estudio de las leyes de conservación de sistemas 

físico. Dicho resultado se conoce tamo teorema de Noether y la razón por la que se 

desea introducirlo aquí, es que constituye una pieza central para comprender desde un 

formalismo variacional la teoría de invariantes lineales dependientes del tiempo que se 

estudiará posteriormente [21. 
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Introducción 

El teorema de Emmy Noether ha tenido un papel sobresaliente en el desarrollo de 

muchas ramas de la física teórica, porque establece una conexión directa entre las leyes 

de conservación de una teoría física y los invariantes de las ecuaciones de movimiento. 

El teorema de Noether ha sido aplicado tanto en el campo de la física clásica como 

de la cuántica. En el primer caso se utiliza en Lagrangianos de sistemas de masas 

puntuales, o a densidades Lagrangianas de teorías de campo clásicas, tales corno la 

teoría electromagnética. En el caso cuántico se ha aplicado a teorías de primera y 

segunda cuantización. En ambas se debe tener que la transformación de simetría deje 

invariante las relaciones de conmutación o anticonmutación. Es bien conocido que el 

teorema de Noether es una pieza clave en formulaciones Lagrangianas; sin embargo en 

este trabajo se muestra como se aplica para formulaciones Hamiltonianas y estudios de 

esta formulación a sistemas simples han sido realizados. 



En este trabajo el teorema de Noether es utilizado para establecer una justificación 

variacional al formalismo de constantes de movimiento cuánticas que son lineales en las 

coordenadas de posición y de momento y que dependen explicitamente del tiempo. En 

este formalismo para sistemas cuadráticos multidimensionales, el concepto de estado 

coherente tiene gran relevancia. Este concepto en Mecánica Cuántica no es tan nuevo 

como podria pensarse, de hecho fue introducido por E. Schródinger dentro del desarrollo 

de su teoría ondulatoria hacia 1926. Sin embargo, cobró relativa importancia hasta 

aproximadamente el ab de 1960 cuando se presentaron evidencias concretas de su 

utilidad en la descripción de sistemas relacionados con la teoría de coherencia óptica 

y el campo electromagnético. La idea básica detrás de este concepto es el interés por 

comprender dentro del formalismo cuántico la transición desde un sistema en el cual 

los resultados de la aproximación clásica son suficientes, al caso en el que los efectos 

cuánticos predominan. 

Desde 1960 cuando se inventó el laser aparecieron nuevos campos de investigación 

en la óptica cuántica. Entre los mayores logros se cuenta con el desarrollo de la teoría 

de coherencia cuántica, en la que se mostró la relevancia de los estados coherentes en 

problemas ópticos. La teoría cuántica de la luz se inició con los estudios de Planck 

sobre la radiación del cuerpo negro y Einstein del efecto fotoeléctrico a principios de 

siglo. Posteriormente se desarrolló la Electrodinámica Cuántica para describir la inter-

acción entre fotones y electrones. Entre las predicciones mas notables de ésta teoría 

destaca que la emisión de luz de un átomo experimenta un corrimiento de la energía 

de resonancia del átomo (efecto Larnb). 

Sin embargo, para muchos experimentos de óptica física el esquema clásico de la 

luz, como ondas viajeras de radiación electromagnética, es adecuado para describir las 

observaciones. Las primeras evidencias de la naturaleza cuántica de la luz se iniciaron 

con los experimentos sobre correlación de fotones. Estos experimentos involucran la 

interferencia entre fotones diferentes y están en el campo de la óptica no-lineal. En estos 

es posible obtener funciones de correlación de segundo orden menores que la unidad 

y a este efecto se le conoce con el nombre de antiacumulación de fotones ("pilotan 

antibunching"). Desde entonces se ha realizado mucho trabajo experimental y teórico 

sobre las propiedades estadísticas de la luz y su conexión con la medición del número 

de fotones. Esto Ira permitido dividir los estudios en dos categorías, los que se refieren 

a un haz de luz y aquellos en los que participan dos haces diferentes. Otro ejemplo 
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de luz no-clásica es la detección de estados cuánticos del campo electromagnético 

que tienen menor incertidumbre en una cuadratura que la de un estado coherente. 

Estos estados comprimidos tienen varias aplicaciones como las siguientes: en el campo 

de las comunicaciones transmitiendo señales en la cuadratura del campo que tiene 

fluctuaciones cuánticas reducidas y para la detección de fuerzas muy débiles tales como 

la gravitacional. 

En los estudios realizados hasta la fecha sobre el campo electromagnético, en 

muchos casos se encuentran efectos que no pueden ser descritos clásicamente, pero 

que pueden explicarse mediante la teoría cuántica de la luz. 

Una de las propiedades que caracteriza a los estados coherentes ó estados semi-

clásicos del oscilador armónico y la cual en realidad puede tornarse como definición es 

el hecho de que estos estados son los eigenestados del operador de aniquilación del 

sistema. Los sistemas cuadráticos tienen integrales de movimiento que son lineales 

en la posición y el momento. Por lo tanto se puede construir invariantes que tienen 

las mismas relaciones de conmutación que los operadores de creación y aniquilación 

y entonces construir los eigenestados del operador de aniquilación de tal manera que 

sean solución de la ecuación de Schródinger dependiente del tiempo del sistema que 

se está estudiando. Por lo antes mencionado a estos eigenestaclos se les llama estados 

coherentes generalizados, aunque no tienen las propiedades de coherencia óptica de los 

estados introducidos por Schródinger en 1926. 

Este trabajo tiene por objetivo presentar un procedimiento para construir y estu-

diar las propiedades de los estados coherentes generalizados en la descripción de sis-

temas cuadráticos no estacionarios, En particular se estudia exhausivamente el oscilador 

pararnétrico en una dimensión para varias dependencias temporales del parámetro de 

la frecuencia, encontrandose que sus eigenestados describen estados no-clásicos de 

la luz que presentan los fenómenos de compresión, correlación y funciones de dis-

tribución del número de fotones no-clásicas. Al mismo tiempo se construyen funciones 

cuasiprobalísticas de Wigner y Husirni que son de utilidad para determinar el compor-

tamiento de sistemas físicos. Se destaca en esta contribución que el estudio del oscilador 

paramétrico tiene relevancia para describir el comportamiento de iones en trampas de 

Paul. 
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El Capítulo 2 del presente trabajo ha sido dedicado a presentar una revisión del 

teorema de Noether en su formulaciones Lagrangiana y Hamiltonana, y a destacar su 

utilidad en la obtención de constantes de movimiento para sistemas físicos concretos. 

En el Capítulo 3 se discute el concepto de estados coherentes desde el punto de vista 

de la Mecánica Cuántica así como de su aplicación en la descripción de los estados del 

campo electromagnético, resaltando sus propiedades de coherencia óptica. Los estados 

coherentes del campo electromagnético no tienen un número definido de fotones, por lo 

que se discuten sus propiedades estadísticas corno son: las dispersiones de las amplitudes 

de los campos, las correlaciones y la función de distribución de número de fotones, 

Además se indica que son estados que minimizan las relaciones de incertidumbre de 

Heisenb erg . 

En el Capítulo 4 se establece el procedimiento para encontrar los invariantes li-

neales dependientes del tiempo para el caso general de sistemas cuadráticos unidirnen-

sionales. Se construyen los estados coherentes generalizados para cualquier sistema 

cuadrático unidimensional en términos de las soluciones de las ecuaciones clásicas de 

movimiento. Se analizan sus propiedades estadísticas, se calculan las correspondientes 

funciones cuasiprobabilísticas de Wigner y Husimi y se muestra que los estados cohe-

rentes generalizados minimizan la relación de incertidumbre de Schriidinger-Robertson. 

En el Capítulo 5 se presentan aplicaciones del formalismo desarrollado para estudiar 

el oscilador paramétrico para varias dependencias temporales del parámetro de la fre-

cuencia. Finalmente, en las conclusiones se presenta un resumen de las principales 

contribuciones de este trabajo, 
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2 
Teorema de Noether 

2.1 Introducción 

El interés por encontrar las leyes de conservación de un sistema físico, radica en 

que cada cantidad conservada restringe el movimiento del sistema y por tanto puede 

utilizarse para reducir en uno el número de grados de libertad del mismo, facilitando 

así la resolución del problema considerado [1]. 

Este capítulo tiene como objetivo revisar un resultado que actualmente es una 

de las principales herramientas en el estudio de las leyes de conservación de sistemas 

físico. Dicho resultado se conoce como teorema de Noether y la razón por la que se 

desea introducirlo aquí, es que constituye una pieza central para comprender desde un 

formalismo variacional la teoría de invariantes lineales dependientes del tiempo que se 

estudiará posteriormente (21. 
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El resultado al que se ha hecho referencia, fue dado a conocer por Emmy Noether 

en el año 1918, lo cual historicamente lo sitúa inmediatamente después de que Einstein 

completara la teoría de la relatividad y Hilbert derivara las ecuaciones de la teoría de 

campos a partir de un principio variacional 131. La motivación inicial de este teorema 

fue dar a conocer una demostración, en términos de la teoría de grupos, de la ley 

de conservación de la energía para la teoría general de la relatividad que parecía no 

ser válida, de acuerdo a los estudios que Hilbert habia realizado al respecto. Cabe 

mencionar sin embargo, que los resultados presentados por Emmy Noether no se limitan 

a iluminar solo esta cuestión, sino que poseen la suficiente generalidad corno para aclarar 

y enriquecer el entendimiento de muchas leyes de conservación de importancia en la 

física. 

Noether demostró que para toda transformación infinitesimal de simetría de un 

sistema Lagrangiano, se puede encontrar una ley de conservación. Por ejemplo, la 

conservación del momento angular está relacionada a la invariancia rotacional. Tales 

transformaciones dejan las ecuaciones de Euler-lagrange invariantes y pueden ser de- 

pendientes de 	y derivadas de orden mayor. Es por este motivo que el teorema de 

Noether considera transformaciones mas generales que las correspondientes al método 

de Lie. 

2.2 Formulación Lagrangiana 

Cuando se estudia un sistema, resulta útil en ocasiones realizar alguna transfor-

mación en las variables que lo describen inicialmente, de forma que simplifiquen la 

resolución del problema en el que se está interesado. Por lo general, casi cualquier 

transformación que se llegue a considerar, está asociada a una alteración en la forma 

funcional de las ecuaciones que describen al sistema. Sin embargo, en algunas oca-

siones puede llegar a encontrarse transformaciones que presenten la propiedad de dejar 

invariante la forma de dichas ecuaciones, en el sentido de que las ecuaciones de Euler 

para el Lagrangiano original y el trasformado sean las mismas. Este tipo peculiar de 

transformaciones suelen designarse con el nombre de transformaciones de simetría que 

dejan invariante el Lagrangiano y ocupan un lugar de singular importancia dentro de la 

Mecánica, ya que poseen la característica de transformar una solución arbitraria de las 

ecuaciones de movimiento, a otra solución del mismo sistema. 
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En particular, este tipo de transformaciones resultan importantes para propósitos 

del presente trabajo, porque cuando las ecuaciones de movimiento son derivables de un 

principio variacional ( como es el caso de las ecuaciones generales de la Mecánica) el 

teorema de Noetber reduce la busqueda de leyes de conservación al estudio sistemático 

de simetrías y viceversa. 

Con el fin de tener una idea de este resultado, la presente sección será dedicada a 

revisar los aspectos fundamentales asociados a la formulación Lagrangiana del teorema 

de Noether en Mecánica Clásica. 

Considerese un sistema físico descrito por un Lagrangiano 	 que es 

función del tiempo 1, de las coordenadas generalizadas ri k  y de sus velocidades 411. 

Conocida la forma analítica de L se sabe por el principio de Hamilton, que las canti-

dades fi k (1) que determinan la configuración del sistema al tiempo 1, están darlas por 

aquellas funciones q k (1) para las cuales la integral de acción 

r s  

S 
	

(2.2,1) 

alcanza un valor estacionario. Aplicando los métodos del cálculo de variaciones se 

tiene que las qk(1) y con ello el estado del sistema se encuentra determinado por las 

ecuaciones de Euler-Lagrange 

o ) 	01, 	<I ( 	o  
k== 1,...u. (2.2.2) 

En donde se supone que el Lagrangiano es no singular, i.e., 

don 
L 

71:0. 

   

lo que permite despejar las aceleraciones en las ecuaciones (2.2.2) y escribirlas en la 

forma: 

Un aspecto que es importante destacar es que la elección del Lagrangiano como 

aquella función que conduce a un conjunto dado de ecuaciones de movimiento no es 

única, Se puede por ejemplo multiplicar L por una cantidad distinta de cero, que 
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no dependa ni de las variables independientes, ni de las coordenadas generalizadas 

( frazistbrumvirín r/v escala), o bien considerar una transformación 

(19.(fi k ,1) 
Lr 	L 	

rlt 	
(2.2.3) 

' 

que lleve a L en L 	( donde 12 se supone una función clase C' dependiente del 

tiempo y de las coordenadas generalizadas, pero no de las derivadas de estas últimas), y 

seguir obteniendo las mismas ecuaciones de movimiento 141. A las transformaciones de 

este tipo se les llama trarisformarionvs rle sirrivtría (le Novtlivr, y son una consecuencia 

del teorema siguiente 

Teorema 1. 

Una función F(qk ,rh,1) cumple las ecuaciones (2.2.2) si, y solo si, F 

puede expresarse como la derivada total con respecto al tiempo de una 

función de las coordenadas y el tiempo ( no de las velocidades ), es decir 

(15WD,, I) 
1'('1k. '1k 	".= —rlf 

La demostración de este teorema se presenta en el Apéndice A. de este trabajo. 

Dado que la información sobre el comportamiento del sistema físico está concen-

trada en las ecuaciones de Euler-Lagrange, uno podria esperar obtener las leyes de 

conservación del estudio directo de dichas ecuaciones. Sin embargo, Emmy Noether 

mostró que con tal propósito es más fructífero estudiar las transformaciones que dejan 

invariante la integral de acción 5.  15]. En este trabajo se prestará especial atención a 

la parte del estudio de Noether relacionada con la construcción de las constantes de 

movimiento, análisis que para la Mecánica Clásica se reduce a lo siguiente. 

Considerese primeramente el caso de transformaciones infinitesimales 1  puntuales, 

esto es aquellas que rnapean un punto del espacio compuesto por el espacio de configu-

raciones del sistema y el eje del tiempo, en otro punto del mismo espacio. Supongase 

Las transformaciones más importantes en el estudio de los teoremas de conservación son aquellas 

que se obtienen de la iteración de transformaciones infinitesimales, en el desarrollo siguiente únicamente 

se estudiarán este tipo de transformaciones. 



entonces que existe un mapeo continuo 

--1 	r(7), 	 (2.2.4a) 

bqklt = 	(Ali) = 
	 (2.2.4b) 

en donde r(t),Ii k (q,1) denotan funciones arbitrarias, y t.  representa un parámetro in-

finitesimal positivo, 

Utilizando estas expresiones y despreciando términos cuadráticos en las variaciones, 

se encuentra como se (tiir,a;:o=r transforman las v11.  dtt,a des, 

rli)qk ) 	<1.(9) 

= ("I -F. —71—‹ 	1  — 

diiqk  <MI 

= " k 	7t-‹ (1k  
de donde 

4k E. ( 

(Mg& 	d(51 , 
---d7 	d7 qk • (2.2.5b) 

Es importante señalar que el intercambio de la variación é con la derivación no es 

equivalente, debido a que se estan considerando variaciones en el tiempo. 

Para que las transformaciones (2.2.4) sean transformaciones de simetría, de acuer- 

do a Noether, debe cumplirse que 

ISS = , 

esto es, la variación que inducen dichas transformación sobre la integral de la acción es 

cero, 
rj 	 12 

	

r(rá, ri lk ,t511' = 	L(ri k ,ij k ,t)rit 

Efectuando el cambio de variable del.' a t., en la expresión anterior, se consigue 

	

t')1. — 	 di = O . 	 (2.2.6) 

s i  

o 

(2.2.5a) 



Observese, que la expresión (2.2.6) se satisface si el término entre paréntesis vale 

cero. Sin embargo, utilizando el Teorema 1 se tiene que este resultado también es cierto 

si dicho término puede escribirse como la derivada total con respecto al tiempo de una 

función ‘512(qk, t) = elt(qk,t) es decir 

de 
(SL = .U(9%0 (4,11 ) 7/7 	L(qk, 

(112(qk , 
(2.2.7) 

lo cual corresponde a que la variación inducida en la acción sea (58 = e (51(2) - 5/(1)). 

Por lo tanto las transformaciones (2.2.4) son de simetría si dejan el Lagrangiano in-

variante o difieren del original por una derivada total con respecto al tiempo de una 

función 11(11k , t). 

Desarrollando L' en serie de Taylor 

(j1, e) = Llgt: 	f 	(jk 	(('1k 	tiik),1+ (7) 

	

OL , , OL 	OG 
L(qk 	) fqk 	 f( 	Tq k ) 	FT — 

	

aqk 	 Diik 	Jr 

y substituyendo en (2.

(

2.7) se tiene que 

thtii1 	dr 
= 	1-f- - 

di 
) 

II  

JC~
, ,OL OL „ 

= L 	fqk 	rik 	 f., 5,- 

c 	( 

lr 

L 	 + OG + k L:1 
(2.2.S) 

	

0(ik ) 	DI 	3,11; 	Ofik 

Entonces, en fórma explicita la condición sobre r(f) y ii(qk,t) para que (2.2.4) sean 

transformaciones de simetría es 

OL I 	OL 	OL 	. OL 	till(qk,t) 	
(2.2.9) [ L, — 

úgk 
	 T 	757 + 5717 + a), = 	rlf 

Para encontrar las constantes de movimiento asociadas a dichas transformaciones de 

simetría, se hace notar que 

, 	O L 
rrk 	= 

uqk 

OL 
0qk 

d 
ut 

d 
— 
di 

f./ kr —7- = 

OL) 

k 

, OL 1 
Dqk 	

— 

d (OL 
(ir. 	uqk 

OL,
k 

ti 

 dt 
( 

Drj

OG 
— — 

ah 
— rq

k) 

--(rG)— rt 
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Substituyendo estas expresiones en (2.2.9) y simplificando 

. 	. 	DL 	d (OL 
[r 	 + ( 1 /k — nik) 	— — 	= O , (2.2.10) 

1 	uqk 	 Dqk dt uqk 

donde, como L satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.2.2), la igualdad anterior 

se reduce a 

Se define entonces 

OL 

rlf [r (L, q&---1 ) + k 	'- 121 = O O. 
 Jk 

11.  
O..] 

= 	(L — -A-7  L-) .1. in
OL  _

si 5;7,   

(2.2.11) 

(2.2.12) 

que es la cantidad conservada durante el movimiento. 

Es importante señalar que la expresión (2.2.9) ha sido denotada en la literatura [1j 

por la relación 

o I, 	l 
‘19( ii

t
L ,  

donde U esta definido por 

U = r ,11: 	-- at. 	Oqk 	 0(ik 

y tiene las siguientes propiedades 

(2.2.13) 

(2.2.14) 

= 	, 

ü qk = = 	, 

tIjk = 	= bijk . 

Adoptando esta notación se puede entonces enunciar el teorema de Noether para 

transformaciones puntuales infinitesimales en la forma siguiente; 

11 



Teorema 2. cv,,,i,;11 	<luí teorrInit (b. 

Considerese un sistema físico descrito por el Lagrangiano L(q1.,ij k ,t) con 

1,7 = 1, ... ,n; las variaciones: lit = e r(t) y lig', = f ri k (qi ,t), con r(t) y 

ii k (iij,t) funciones arbitrarias, constituyen una transformación de simetría 

si 	

rL + ÜL = (191
1t

') • 
En tal caso, la correspondiente constante de movimiento del sistema es- 

tará dada por 

is 
. _ [ r  ( G  . DL) 	1 

r 	qk 	 — G 
uqk 	uqk 

Es interesante mencionar la reformulación de este teorema en lo que se conoce como 

su versión activa. 

Teorema 3. (l i r.. iriu activa del tIVIVIlla di' 	) 

Considerese un sistema físico descrito por el Lagrangiano .L(rj k ,ijk, t), 

donde k 	1, ... u. Las variaciones liqk  = rik(qi,t) — fr(I)rl, con 

ri k (qi,t) y r(!) funciones arbitrarias, son transformaciones de simetría 

que dejan ínvaríante el Lagrangiano sí la variación inducida sobre dicha 

función puede escribirse como la derivada total con respecto al tiempo de 

una función 114111„(j k , o), es decir 

	

DI: 	Dr, 	(1(511(qhfik,i) 
(A

(iiqk) -I-  --( qk) 

	

A 	Ni;  

Entonces la constante de movimiento del sistema está dada por 

liN = 	 — 

La demostración de este teorema es directa, tomando la derivada con respecto al tiempo 

de fi K y utilizando las ecuaciones de Euler-lagrange. 

La equivalencia entre estas dos formulaciones se basa en la reformulación del teo- 

12 



rema de Noether presentada por Boyer en 1967 161, donde se reconoce que la aparente 

generalidad de las transformaciones consideradas por E. Noether, quien propone varia-

ciones para las variables independientes y para las dependientes dadas por funciones 

arbitrarias que dependen de las derivadas de las variables dependientes hasta n-ésimo 

orden, es más bien superflua, en el sentido de que el mismo resultado puede obtenerse 

considerando una transformación de forma mucho más sencilla. En nuestro caso tal 

demostración se reduce a reconocer lo siguiente 2 . 

Considerese las transformaciones puntuales infinitesimales de la versión pasiva 

tit = F T(1), 	h9k = f 	(9»t)• 
	 (2.2.4a, b) 

Para examinar cómo es transformada una función arbitraria qk = MI) bajo la acción 

de estos mapeos, se reemplaza q k  por f l,(1) en las expresiones explicitas (2.2.4a,b), es 

decir 

t'=1-1- T(I), 	 (2.2.15a) 

fije) = 	+ (111,(fi(1 ),1 ). 
	 (2.2.15b) 

Para obtener ahora fk (t1 ), esto es la imagen de la función fi,(t), es necesario encontrar 

la dependencia que presenta qÁ de 1'. Despejando 1 de (2.2.15a) a orden e se obtiene 

	

1=1' — e r(e), 	 (2.2.16) 

y substituyendo (2.2.16) en (2.2.15b) 

= .1.k(e) — e r(ti  )ik(t i ) 	i/k(fi(i'),1')• 
	(12.17) 

Reemplazando finalmente t' por t en (2.2.17) se tiene que la imagen de fÁ(1) está dada 

por 

	

JI(t) = ii(t) 	e r(1 ).1i.(1 )1-  e lik(fj(t),1 ), 	 (2.2.18) 

que es la misma imagen que se obtendría bajo la transformación 

	

itit = 	—1= (), 	 (2.2.19n) 

(51111 = (MI) — (DM) 

=—e r(1)4k  + e lik(qi,1). 	 (2.2.10b) 

2  Consultar [I] para un tratamiento más general 
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Por este motivo en la versión activa del teorema de Noether se consideran variaciones 

dependientes de las velocidades, esto es transformaciones no-puntuales. En resumen, 

si se quiere tener una transformación infinitesimal que no modifique la parte temporal 

pero que represente la misma transformación de simetría que (2.2.4), debe tener la 

forma (2.2.19). 

Observese además, que el considerar variaciones dependientes de las velocidades 

implica que bit sea función <le las velocidades, lo cual permite introducir nuevos La-

grangianos que dependan en forma implícita de las aceleraciones. 

Una formulación análoga a la presentada en el Teorema 2, puede darse para la 

versión activa del teorema de Noether. Para ello, basta escribir explicitamente la 

variación que las transformaciones en las variables (2.2.19) inducen en el Lagrangiano, 

de lo cual se obtiene 

d 	 a 
0,1 	-- uqk 	 •  

Es inmediato mostrar que al actuar O„ sobre las variables 1, to, y io se obtienen en 

efecto, las variaciones propuestas (2.2.19). 

Considerese a continuación la versión activa del teorema de Noether y transforma-

ciones no-puntuales 

bqk = 14(0 — (DM) = f 1/1,(qi, 	 (2.2.20) 

Nuevamente se obtienen los cambios en las velocidades 

	

(.11,(1)= 	= 	 (2.2.21) 
dl 

observando que en este caso la variación y la derivación conmutan, es decir lirj k  = 

El nuevo Lagrangiano quedará determinado por 

Li(gk, (100 = L(qk -I-  e Ilk, 9k  + f 14,0 

= 1(g1.•,(1k,f)+(. , 	f 111: + 	--a7k  f 1)k , 
uq k 	Oto 

donde se utilizaron las expresiones (2.2.20) y (2.2.21), y su desarrollo en serie de Taylor. 

Finalmente, es conveniente notar que el nuevo Lagrangiano (2.2.22) es una función de 

las aceleraciones. Por lo tanto sus ecuaciones de movimiento son: 

14 
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d 	d.). DL' 
tk L Úqt. di aTk. 	= " ' 

y la generalización del Teorema 1. mencionado anteriormente es inmediata 

Teorema 4. 

(2.2.23) 

Una función F(qk,ijk, qk, o cumple con las ecuaciones (2.2.23) si, y solo 

si, F puede expresarse como la derivada total con respecto al tiempo de 

una función de las coordenadas, velocidades y el tiempo, es decir 

</52(tik,4k,t) 
F(gbilk,iik,t)= rlf  

La demostración de este hecho, se da en el Apéndice A de este trabajo. 

En consecuencia, las transformaciones infinitesimales (2.2.20) son de simetría si la 

correspondiente variación inducida en el Lagrangiano puede escribirse como la derivada 

total con respecto al tiempo de una función M2 = bil(ak,iik,t), esto es 

d 7-;  
L =  

	

DL 	O L 
f= ---- NI.).  --- bqk 

con la constante de movimiento del sistema determinada por 

OL 
= 	bqk 	15 5.-2(lik ,(.1k, ti • 

Oqk 

En este caso se cumple que 

	

= L 	--52(qk,rik,t), 

y por lo tanto 

(2.2.24) 

(2.2.25) 

(2.2.26a) 

E1.2) L' = E12)  L = FT )  L = ll. 	 (2.2.26b) 
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Ejemplos 

1. Coii.,.(Tvocii;11 (1I' la elivrgia. 

Considerse el caso general de un sistema físico de una partícula de masa ro que 

esta descrito por un Lagrangiano de la forma [71 

I. = 
1

rnrh 	V(qk)  , 

donde se supone que la energía potencial es una función arbitraria que depende unica-

mente de las coordenadas generalizadas de la partícula. 

En el estudio clásico de este tipo de Lagrangianos, suele enfatizarse la conexión que 

existe entre la conservación de la energía y la invariancia del Lagrangiano ante trasla-

ciones temporales [7]. Supongase entonces que las funciones arbitrarias que determinan 

las transformaciones en las variables se toman como traslaciones temporales; utilizando 

la versión actíva del teorema de Noether se observa sin embargo que tales transforma-

ciones resultan ser equivalentes a proponer ki k  = erjk , Escribiendo la forma explicita 

de la variación sobre el Lagrangiano que induce esta transformación infinitesimal, se 

tiene que 

Pero, de acuerdo a lo discutido anteriormente, la transformación propuesta será de 

simetría si áL = f Li2-11-411-1  esto es ils 

01/, „ 	DS2 . 
+ ingok = ---qk 	• 

uqk 	 Oq k 	011k  

Igualando los coeficientes de las velocidades 0k y aceleraciones 0k se determina el 

sistema de ecuaciones diferenciales siguiente 

09 017 	09 	. 

Dik = Oqk 	00k = "Iqk • 

De la primera ecuación de este sistema se tiene 51(q1 ,i/1 ) = —1/(q¡)+ f(0 j); substi-

tuyendo dicho resultado en la segunda relación se concluye que f (4k ) = Inud. Por lo 

tanto 
, 	1 	,2  

INgk+qk) =  Sniqk 
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uqk 
Di/ 

= f 	f . 
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Regresando finalmente al teorema de Noether ( en su versión activa ), se tiene que la 

constante de movimiento asociada a la variación propuesta es 

OL  
5,17, (bqk) -- 7 

= 	( i5rtnik f
, 
 ((i k )) E e 

donde II denota la energía total y define la función Hamiltoniana del sistema. Aun 

cuando esta forma de presentar la conservación de la energía para este tipo de sistemas 

resulta indiscutiblemente más elaborada que los métodos de coordenadas ignorables 

ó de la integral de Jacobi que se estudian en Mecánica Clásica, la forma presentada 

anteriormente tiene la ventaja de poder generalizarse en forma directa a sistemas de 

	

partículas con Lagrangianos de la forma L = T 	1.( 9i,), donde qi„ = 1(4 - q„I e 

inclusive a sistemas con potenciales generalizados o dependientes de las velocidades, 

como el de una partícula cargada en un campo electromagnético. 

2. Consen7witía rb l nnanento lineal. 

Considerese ahora un sistema de N partículas con masas m„, con .s = 1,...,N, 

que se mueven en el espacio tridimensional. Si las fuerzas de interacción entre dichas 

partículas son derivables de una función potencial V que depende unicamente de la 

distancia entre ellas, el Lagrangiano del sistema tendrá la forma 

N 	N z 	1-2  . 

	

- .; 	(1q„ 	, 

donde q, denota el vector posición en coordenadas cartesianas de la .r-ésirna partícula 

con respecto a un origen de coordenadas dado. Propongase 

áq, = b , 

siendo b un vector infinitesimal constante y arbitrario . La variación que induce sobre 

el Lagrangiano esta transformación esta dada por 

[DL 
tiL = ¿i-j-ti, 1  (bq,k )• l  .51-- 

Dt  
:7(k,k) 

N 
1, 	z  01/(lq„, - (hl) 

= -- a,k  
2 	 0 ,1; 1' ,V=i 	11  
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Definiendo (h i  = 	rhi se tiene que 

OV-(q.,,r ) 	01' • — 	 — 
u
„
fl„, 	I , 	• 

:4) • 

Substituyendo esta relación en la variación del Lagrangiano 

óL = 9-"Ok 	 0.1.4 — (5i'm ) 

N 

	

= bk 	 t 
. 

= o, 

donde en la última igualdad se utilizó la ley de acción y reacción. Por lo tanto 

„ I) 
o = 

<II 

lo cual implica, por simplicidad, SI(gt, ih,t) = 0. Entonces por el teorema de Noether, 

la integral de movimiento del sistema estara dada por 

OL 

	

K 	‘541., k  -- 
dq,k 

N 

= E b • (ni 	= b • , 

es decir la componente del momento total del sistema en la dirección del vector in-

finitesimal b es constante, pero dada la arbitariedad de b se concluye que el momento 

lineal total del sistema 1' se conserva. 

3. CousiTnici(ín clrl /110/iiento anguhli, 

Considerese el movimiento de una partícula en un campo de fuerza central, es decir 

L = 
2
-1mi/ 	r(qi) 

donde qi con i = 1,2,3, denotan las coordenadas generalizadas de la partícula. Pro-

pongase las transformaciones 

15.'11 	fijkbAk 

18 



donde b, es un vector infinitesimal constante, arbitrario y 

si la permutación de los indices es par, 

fui; 	 sí la permutación de los indices es impar, 
si se repite algún indice. 

La variación correspondiente del Lagrangiano es 

—
DL

(,511O 
ah

. (9//, 

= 	bj 11k) b • (1k) 
N i  

OV (19(qi,( i,t) 
fjkiniqk— , 
	

x F)i 
Orli 	 (11, 

lo cual implica que 52(q;, 	 ?:-7. O. Por el teorema de Noether se sabe que la 

integral de movimiento del sistema es 

riK = (.1(1qt — Al 

= 

bi(q x p)j = kif, • . 

por lo que dada la arbitrariedad de b se concluye que cada una de las componentes del 

momento angular orbital del sistema se conserva. 

2.3 Formulación Hamiltoniana 

Al enunciar sus resultados bajo un formalismo Lagrangiano, puede decirse en cierto 

modo que Emmy Noether colocó la formulación Lagrangiana en una posición de pri-

macía. Se sabe sin embargo, que el uso de este formalismo no es conveniente en todos 

los casos, en el sentido de que existen problemas que toman una forma mas compacta 

ó que pueden interpretarse con mayor claridad si se trabaja en el espacio fase (riki pk ), 

donde q k  denota a las coordenadas generalizadas del sistema y pk  los correspondientes 

momentos canónicamente conjugados y son variables independientes. 

Es por ello que se desea dedicar la siguiente sección a presentar los resultados 

análogos a los obtenidos en la sección anterior pero ahora bajo el formalismo canónico. 
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Con tal fin, es necesario recordar escencialmente la definición del Hamiltoniano de 

un sistema que se hace en Mecánica Clásica, partiendo de la formulacion Lagrangiana, 

utilizando la transformación de Legendre 181 

pk Ij k 	 (2.3.1a) 

las ecuaciones de movimiento estaran dadas entonces por 

= 
011 

(971k 

01, 	OH 

Di 	Di 
(2.3.1b, (/) 

Siguiendo la discusión presentada en parrafos anteriores acerca de la equivalencia entre 

la versión pasiva y activa del teorema de Noether, en la formulación de los resultados 

de esta sección, nos bastará considerar unicarnente el caso en el que las ecuaciones 

de transformaciones correspondan a transformaciones puntuales infinitesimales que no 

involucran explicitamente variaciones en el tiempo (2.2.20), sin que ello represente 

alguna limitación 

¿iq k  = fi k (t)— q k (I), 	 (2.3,2a) 

IN =1/kW — Pk( 1 ), 
	 (2.3.2b) 

Al =0. 	 (2.3.2r) 

Utilizando (2.3.1a), se puede escribir la integral de acción ,S corno 

S = I .1(q k , 	1'k, ) 	itlik 	- 11(qk ,pk ,i)1,11. 

Si se considera las transformaciones (2.3.2), por el Teorema 4 de la sección anterior se 

tiene que dichas transformaciones son de simetría si (5,1 	, donde se define 

= r91/(qk,iik,1) y en tal caso, la constante de movimiento asociada a la trans-

formación de simetría está dada por 

(SK = pk bqk  Mb! . 	 (2.3.3) 

Dado que 
0(titik)0(titik) 

(bk). — 	9.11 -1-  --Pi 4 - 	 
(m

—
i 	Opi 	01 

(2.3.4) 
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efectuando el desarrollo en serie de Taylor de .1 se obtiene la correspondiente variación 
en .1 

1,1 ----- Hqk  I- 4k, 	(bqk)', 	bpk , t) 	11k, lik , 1) 

0(1qk)i)k  041 (.1  
I 	t-  

r .0(4 	) 
[ ---57)7 	I k 1', OH 

Oqk  
011 — 	(i)k  0(liqk  ) ._ 797—  rk Oqi  

dáf2 
= 

	

rit 	 (2.3.5) 
donde por simplicidad se eliminará de aquí en adelante el subindice II en la función 9. 

Substituyendo la expresión 

d,59
= 

 0,19 , 	01112 , 	0¿)9 
nli 	 Ot 

en la ecuación (2.3.5) e igualando los coeficientes de 	y ijr , se tiene el sistema de 
ecuaciones 

0(áqk  ) 	01512 
= (2.3.6a) ' 

	

(9(41k 	Oá9 
i1k 	

(ni 	
,- 
 

( , )01 " 	, 	 (2.3.60 

011
— . 011 0(bqk ) Ob9 

uqk 	Ork • /7/7 1)k  = Oi 	 (2.3.6,') 

Es conveniente recordar además, que para garantizar la existencia de 	es necesario 
exigir que 9 satisfaga ciertas condiciones de integrabilidad, las cuales se puede agrupar 
en 

i) Aquellas que dan lugar a ecuaciones de las variaciones que son inde-

pendientes de la forma específica del Hamiltoniano, i.e. 

	

029 	029 	0211 _ 029 	029 	02.12 

	

agkagi — 5(7t0qk 	Dpi3Opt 	Opiapk 	 apkúqt 
. 	 () 

ii) Las condiciones de integrabilidad que dan lugar a ecuaciones de las 

variaciones dependientes del Hamiltoniano considerado 

029 029 029 029 
Dp,Di = DI Oiq 	Oqi0i = OtOry 
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Las ecuaciones (2.3.6), (2.3,7) y (2.3.8) pueden combinarse de forma que expresen 

( en analogía con (2.2.10) de la sección anterior ) las condiciones que deben satisfacer 

las transformaciones para que sean de simetría. Tal expresión se consigue escribiendo 

la expresión (2.3.6a) para las componentes i y j, y derivando con respecto a pi y 

respectivamente; exigiendo que se cumpla (2.3,7a) se obtiene 

D(1),/, _ »ti 1_ 	 (2.3.0a) 

Opi 	Op, 

En forma similar utilizando las expresiones (2.3.6a,b) y efectuando las derivaciones 

necesarias para construir las igualdades (2.3.7b,c) resultan las ecuaciones siguientes 

0(hii) 
	

(2.3.10a) 

D(00_ DUiPk) 
	

(2.3.10b) 

OqkJgr 

Procediendo de la misma forma, pero combinando ahora las parejas de ecuacse
ionen- 

es 

( (2.3.6a), (2.3,6c) ) y ( (2.3.6b), (2.3.6c) ) junto con los resultados (2.3.10) 

cuentra las expresiones 

J' e .11 	 H _ 

	

+ —
a 

oqi) — (bqk)-07)757; 	 — 
Ot 

r 	1 	 02  H 	02 	= , 

	

--at  (tipi) -I- (4k) 157k 	agAil  

(2.3.11a) 

(2.3.11b) 

donde el operador (3 se define como 

OH OOH O 
E-, — 	} = 57; 	— aqk apk 

Con estos resultados se puede enunciar el teorema de Noether en el formalismo Flama- 

toniano como sigue 
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Teorema 5. (11'(//1111i1 (h. Nom livr ru I.1 formalismo lIamilroniano) 

Considerese un sistema físico descrito por el Hamiltoniano 11(qknpk,1) 

donde k = 	u; las variaciones (tiq k  y ("ii)k  son transformaciones de 

simetría del sistema si cumplen con las ecuaciones diferenciales 

[Ó -1- 	) 	( ,1 q  k.) 	
Il 	

((Si, k.)_--11 	, 
Dl 	 upl ink  

° 	) ) ( ,5 )  32 11   4 _ o 	2  11_ 
-0-7 	qk aqingi: 	I I, ag

0
iovk  

011 0 	011 1) 
¿j7,7,5)-ik 	Oq k  apk. 

Entonces asociada a esta transformación de simetría existe la cantidad 

conservada 

íift" 	pk hq k  —1i52 , 

donde M2 esta definida por el conjunto de ecuaciones (2.3.6). 

Una observación final respecto a la formulación del teorema de Noether bajo este for-

malismo es la siguiente. Dado que las transformaciones de simetría que se han manejado 

hasta el momento corresponden a aquellas que en la formulación Lagrangiana tienen 

la propiedad de dejar invariante la acción, es posible establecer una corrrespondencia 

univoca entre las cantidades conservadas y las transformaciones de simetría [61191 en la 

forma siguiente : Si K(qi, pi, f) es una función tal que de acuerdo al teorema anterior 

es una constante de movimiento, entonces el teorema inverso de Noether 1101 establece 

que, dicha función genera una transformación de simetría , la cual esta definida por las 

relaciones 

OK 	 OIL 
é9r _f(qi,h}_f(11); = f 	A") 	-f 

Opi 	 (94/¡ 
(2,3.13a, b) 

donde ( , ) denota al paréntesis de Poisson de las cantidades indicadas. Substituyendo 

estas variaciones en (2.3.10) se encuentran las condiciones necesarias para garantizar 

la existencia de la función E a la cual se le da el nombre de función generadora de 

la transformación de simetría. Es necesario notar que la expresión (2.3.13) satisface, 

como debe de ser, la relación(2.3.11). 
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Ejemplos 

1. Oscilar ir /lumínico. 

Considérese una partícula de masa ro = 1, bajo una interacción armónica de 

frecuéncia w = 1 en un espacio de tres dimensiones; entonces el Hamiltoniano del 

sistema esta dado por 

2 
1 	. 
— 

k 

	

(p- + (1 ) 	= 1,2,3. 

Propongase las variaciones lineales en las coordenadas y momentos 

bqk = 	 h k 

ISPk 	kl PI'+'!/si91+IIA 

donde fk i,gki,h k ,.hi, (/i,14, son matrices y vectores formados con parámetros cons-

tantes infinitesimales. Substituyendo las expresiones anteriores en (2.3.10), se obtienen 

las condiciones necesarias para que estas transformaciones sean de simetría y dichas 

condiciones quedan dadas por : i) fii = fji, ii) g,i 	y iii) 	= 	Esto 

significa que las matrices f y ij deben ser simétricas y que las matrices 7 y g' no son 

independientes sino que 7 = —g 	Utilizando estos resultados en las variaciones y 

substituyendolas en (2.3.11) se tiene las condiciones 

	

J'Id PI + gÁl 41 I h 	111 	- 

- ft, PI g 	— hk = 	— 91 j'u . 

Igualando los coeficientes de p,, en en las relaciones anteriores se obtiene 

h k. = 0, 	h k. = O , 

= 
	 gil = Ji., • 

En resumen, las variaciones en las coordenadas y momentos propuestas inicialmente 

son transformaciones de simetría si son de la forma 

¿q. = 	- I-  fa, 	, 

= 117i PI — Ji, rlf 

Observese que el número de parámetros independientes que aparecen en la expresión 

anterior es nueve, por lo tanto se espera encontrar nueve constantes de movimiento. 
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Para verificar esta afirmación, se utilizan las ecuaciones (2.3.6). Específicamente, de la 

ecuación (2.3.6a) se tiene que 

01)52 

oJIFA= 
	J jk • 

cuya solución es 
1 . 

p, t 	,5 j;i  pi pi + Mi i (q) . 

Para determinar Mi l (g) se substituye el resultado anterior en (2.3.6b) 

ObS2 

AJA 
-- fi; qi 1- pl gítk 

y usando las propiedades de la matriz g" se obtiene 

1 . 
ISSti(q)= -- 5./;( qjqi • 

Con lo que se muestra finalmente que la tt asi obtenida es consistente con (2.3.6c) y 

esta determinada por la relación 

	

b52(q,p,1) = 1 
	

pi m 	;3.1 	• 

Substituyendo entonces en (2.3.3) se encuentra que las integrales de movimiento del 

sistema estar) dadas por 

„ 	1 , 
= 	(N Pi 

1 
LAI 	( (1111 k 	(II) • 

De estas expresiones se observa que los (hl son simétricos ante el intercambio de los 

indices A. y 1, por lo que en realidad se tiene seis constantes de movimiento independien-

tes, Por su parte, las LH son unicamente tres cantidades conservadas independientes. 

Fisicamente las constantes (hi representan las componentes cartesianas de los tensores 

cuadrupolar y monopolar, mientras que las Lki están asociadas a las componentes del 

momento angular de la partícula. Es importante señalar finalmente, que estas nueve 

constantes de movimiento satisfacen bajo la operación de paréntesis de Poisson las 

propiedades de una álgebra u(3) [11 
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2. Pot(licial tb. Coulomb 

	

11 2 	N 
11 - - - 

	

2/1 	r 

donde ji es la masa reducida y N es una constante positiva ( por ejemplo para el átomo 

de hidrógeno se tiene s = Zr 2  ). 

A diferencia del ejemplo anterior, en este caso se tiene interés en ilustrar el teo-

rema inverso de Noether, de forma que haciendo uso del conocimiento previo de las 

cantidades conservadas que caracterizan a este sistema, se describirá el procedimiento 

mediante el cual se determina la forma de las variaciones a las cuales dan lugar dichas 

cantidades conservadas 1121. Del estudio clásico del problema 181 se sabe que las canti-

dades conservadas son el momento angular L y el vector de Runge-Lenz A. Dado que 

en la sección anterior se observó que el momento angular está asociado a rotaciones 

infinitesimales, el interés central de este ejemplo será estudiar el vector de Runge-Lenz. 

Considerese entonces la cantidad conservada Hl' = a. A; utilizando el teorema inverso 

de Noether se tiene que las variaciones en las coordenadas y momentos asociadas a 

esta constante de movimiento, estan dadas por 

{[(p 	x L )J 	N I} 
1illi = q i , ni 	 q j  

II 	1. 

1 
= 	— 

11 (
2( 9 ' a )14 	(p • a )qi  — (q' p)ail , 

{ 	
(p x L)i 	I} 

-1.1j 
11 	1' 

1N 	N . 1 - ík  a . p )pi  — p2 a i l -1- —r i  -- -- ( a • q)ai  . 
11 	 r 	t.:1 

Substituyendo directamente estas expresiones puede mostrarse que satisfacen iden- 

ticamente las ecuaciones (2.3.9) y (2.3.10). Luego, para determinar l?(q, p, t) se utilizan 

las ecuaciones (2.3.6a) 

Otig1 
= — (2( q a )p„, — (q • p)a,„ — (p • a )q„,) , 

upas 	11  

cuya solución está dada por 

= —
1 

[(q • a )1?— (q • p )(a • )1 +45511(q) . 
11  
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Considerse un sistema descrito por el Hamiltoniano clásico de Kepler en coorde-

nadas relativas 



Por (2.3.6b) se tiene que 

ObSi i 	t; 
= 	n. 

ufbri 

lo cual puede resolverse nuevamente y obtener 

a • q )(/ „, , 

H( a • q) 
;i511 	 • 

Entonces se tiene que la función hU esta darla por, 

1 	 s(a. q) 

	

b5) = 	Rq • <1)1)2  — 	• P a • PI 	 . 

Usando finalmente esta expresión y la relación (2.3.3) puede verificarse que en efecto 

las constantes de movimiento estan dadas por 

1s(a• q) 

	

= 	1(q•a )P2  -- I P 	)(1) • al 	 • 

Utilizando 

j (A brt 	I ,.1 )1, 	ir'', 	l, 

pueden expresarse como 

p2( q • 	q • pla • p) = ai(ba 	— 	i i)1) 	Pm 

= 	• (p 	L) . 

Por lo tanto, se obtiene por supuesto que la constante de movimiento es 

ISK = a • A . 

Es conveniente recordar que si se tiene que la órbita del problema clásico de Kepler 

es una elipse, fisicamente el vector de Runge-Lenz caracteriza la orientación del eje 

mayor en el plano de la órbita, Es importante señalar además, que el momento angular 

y el vector de Runge-Lenz bajo la operación de los paréntesis de Poisson tienen la 

estructura de una álgebra ortogonal en cuatro dimensiones a(4) para energías negativas 

y una álgebra o(3,1) si la energía es positiva 1111. 
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2.4 Teorema de Noether 
en teoría de campos 

Hasta aquí, se ha establecido el teorema de Noether para sistemas clásicos de 

partículas con un número finito de grados de libertad. Sin embargo, la formulación inicial 

de este teorema y por tanto muchas de sus aplicaciones importantes estan relacionadas 

con sistemas continuos y la teoría de campos. Los resultados obtenidos para sistemas 

discretos no difieren mucho de los correspondientes para sistemas continuos, razón por 

la cual a continuación se presentará la formulación del teorema de Noether para este 

tipo de sistemas. 

Para tratar sistemas continuos, resulta necesario extender las ecuaciones fundamen-

tales asociadas a la Mecánica de partículas y el método más directo para ello consiste 

en aproximar al sistema continuo por un sistema discreto formado por un gran número 

de partículas y examinar las ecuaciones de movimiento cuando dicho número tiende a 

infinito y el tamaño de las partículas tiende a cero ( límite continuo ). Siguiendo esta 

idea [81, se encuentra que para el caso de un sistema unidimensional de ir partículas, 

descrito por 

té = E Li(q, (), 
t 

el Lagrangiano 

L 	 —,—) dat 
(53: 

describe al sistema en el límite continuo, donde el integrando L recibe el nombre de 

densidad Lagrangiana del sistema. Es importante destacar en esta última expresión, 

que el papel que desempeña 3, es simplemente el de un indice continuo, en substitución 

al indice discreto i. Correspondientemente, dado que asociada a cada valor de i se 

tenía una coordenada distinta q, del sistema, para cada valor de x estará asociada una 

coordenada generalizada 5, la cual se denotará con mayor precisión como 0(x). 

En secciones anteriores se mostró que cuando las ecuaciones son derivables de un 

principio variacional el teorema de Noether proporciona un procedimiento sistemático 

para establecer leyes de conservación. Para un sistema continuo con m coordenadas 

generalizadas ó funciones de estado, como suelen designarse bajo el formalismo de la 

teoría de campos, definidas por 0'(c 4'3). r == 1 	 m., donde las posiciones en el 
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espacio estan determinadas por .1.1' , 	0,1,2, y3, la integral variacional del sistema 

esta dada por 

SI £(01.  , 	.r" 	.1. 	 (2.4.1) 
u 

donde se supone que la densidad Lagrangiana depende solo de las primeras derivadas 

de las funciones de estado, esto es 

 

Ver [1], [5j para un tratamiento mas general. 

Considerese un sistema físico descrito por la densidad Lagrangiana 

entonces la transformación infinitesimal 

;E P  = 	-I- ( e" (1'" 	, 14) , 

= Or(r" ) 	g r.  ( 1" SP'  

es una transformación de simetría siempre y cuando se cumpla que 

1.( ,h'' 11,r, x"),  

(2.4.2a) 

(2.4.2b) 

) 1,1 dl 	
(4''r 

), 	iri(
,r

i ,  ) ,3,v)

rt  

	411 j , 

• 

donde S2 representa una región arbitraria y S2 es su imagen bajo el mapeo anterior, 

Efectuando el cambio de variables 

anterior se tiene 

= if 	(or(.1."), 	.r" ) 

donde rlet IDipr-„I es el Jacobiano 

(lvl 'Do  J.„ 

y el operador D,, denota la derivada 

D F ( 17' , 

de ..ro 	.1•P 	en el lado izquierdo de la ecuación 

e (41,r(,¡•fr 	i 	31 "), 	(114,1D„i"j} (11 .1. 	, 	(2.4.3a) 

de la transformación 

D o  ." 	D o  ."1-: I 	D 	D 0 ;i," 
D 	D 	D 	D 1  ;-1, 3  

(2.4.3b) 
D20 	52:P 	D2 ;i1  

1):1 ,i•I 	D3  i? 	D ;í 3  

total con respecto a ././`, esto es 

DF 	DF, 	DF ( 
= 5717 	)7, 	 (2.4.19 
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Corno el dominio de integración es arbitrario, la transformación infinitesimal (2.4.2) 

induce en la densidad Lagrangiana la variación 

DI: 	DC 	. 
5C. + 	 1- CI)„,c,0  , 

Dii , r 	r 
(2.4.4) 

donde se utilizó que rld 	= 1 -1- D,,11'. En analogía con el caso de Mecánica 

Clásica, utilizando las ecuaciones (2.4.2) se tiene las variaciones 

(ti,r° 	.r° 	fe.i„ 	 (21.5a) 

Iti 	Ir E O' ( 	v  ) 	( 	) 	t 	. 	 ( 2.'1.5h) 

Para obtener la variación de 1,/,;; se deriva la Ec. (2.4.2b) con respecto a .ro, encontran-

dose 

. 	Oli.r 0,r" .  „  
)  

) 	 en„Iir 

donde se utilizó que 	 en„e'. De esta expresión es directo obtener 

¿O:, E Mi, 	) 	1P r i,(X°  ) = 	( Dol"' 	1, 	1+ 	. 	(2.4.5c) 

Substituyendo las expresiones (2.4.5) en (2.4.4) se obtiene 

C 

	

-I- [Dio( — ( D 1,11'') 01:1 --- 	--Te" -I- CD 1, 11 } 

(2.4.6) 

donde en la última igualdad se utilizó que dos densidades Lagrangianas que difieren 

por una divergencia tienen las mismas ecuaciones de movimiento 111. La expresión 

(2.4.6) con el lado derecho igual a cero es el resultado original de Noether y la ley de 

conservación se puede escribir cuando se encuentran funciones y /I que la satisfacen. 

Actualmente se sabe que no es necesario que (2.4.6) sea identicamente cero para que 

la conclusión de Noether sea valida, pues es suficiente que dicha expresión sea igual a 

la divergencia de una función, 52° (Or, ir"). 
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Procediendo en forma similar que en secciones anteriores, se substituyen las expre-

siones 

De. 
11'7—  = 	4 1,  f 	g i l) 

/4  
(2.4 .7u ) 

(2.4.7b) 

( D „1" ) 14;1 = Dp 
I„ 

Oí; 

— 	(D„,/,;;) 	— e 4vii (D „ -(-91) 
	

(2.4.7e) 

	

( D„1" ) = D„ (re ) ( D„ C) 	, 	 (2.4.7d) 

en (2.4.6), y se obtiene el resultado 

Dp {(111.  — e" 
	JL  + rvi} 

— 
{D„ C — 5:7,7 	(.1-4 Vi,) (.5-47; 	 }D„--) 	D „SI" . (2.1.8) 

Utilizando la definición (2.4.3c), 

	

, 	Dr. 	00:; 

	

D„, 	+ 	+ "011,:; 0.1.1' 

y la expresión 

D,, {(111' — 	IPpr ) 	+ 1-:1" — 5?"} = 	 (2.1.9) 

Es importante resaltar finalmente que para utilizar esta ley de conservación es nece-

sario encontrar las transformaciones infinitesimales (2.4.2) que cumplan con la relación 

(2.4.6). 
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(E,/) + 	(Dv 	' 
e. 

la ecuación (2.4.8) puede simplificarse como sigue 

) (Erro) Dp {(1( 	P[,) 	C.e} =D 	. 

Entonces, para cualquier solución de las ecuaciones de Euler F.,.£ = O se tiene la ley de 

conservación 
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3 
Estados coherentes 

3.1 Introducción 

El interés por encontrar dentro del formalismo de la mecánica cuántica estados 

que describieran el movimiento clásico de una partícula en un potencial, fue lo que 

condujo a E. Schródinger a introducir por primera vez, en el año de 1926 [1], lo que 

ahora conocemos como estados coherentes para un sistema de oscilador armónico. Sin 

embargo, la introdución de éste concepto no despertó interés hasta que en 1963 R. 

J. Glauber (2J hizó notar que tales estados proporcionan una adecuada descripción del 

campo electromagnético. 

El estudio de las caracteristicas cuánticas de la luz requiere la cuantización del 

campo electromagnético. En este capítulo se cuantiza el campo electromagnético y 

se introducen dos conjuntos de estados base: los estados de Fock o del operador de 
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número y los estados coherentes. También se introducen las funciones de correlación del 

campo electromagnético y se decribe como se utilizan éstas para definir la coherencia 

óptica. Finalmente se estudian las caracteristicas principales de estos estados, como son 

las cuadraturas de las componentes del campo y la función de distribución de fotones. 

Los estados coherentes están asociados a una estructura de grupos de Weyl con un 

número de dimensiones igual al número de operadores de aniquilación. Después de los 

trabajos de Glauber y Sudarshan sobre los estados coherentes se han construido nuevos 

estados "coherentes" asociados a otras estructuras de grupos como son los grupos de 

Lie, los supergrupos y los grupos cuánticos. Estos estados también han tenido un papel 

destacado en el desarrollo de la física teórica. 

3.2 Cuantización del campo 
elecromagnético 

En una región libre de fuentes el campo electromagnético en el vacío está deter-

minado por los vectores E(r.1) de campo eléctrico y 11(1..1) de campo magnético; los 

cuales satisfacen las ecuaciones de Maxwell dadas por 

V • E = 0, 	V x E ,= --D—
B 

• 	 (3.2.1n, b) 
e Di. 

1 DE 
V • B = 0. 	V x 13 	 (3.2.1e, d.) 

e ut 

donde se han omitido los términos correspondientes a las fuentes, dado que se está 

interesado en los campos mismos y no en la forma explícita en que son producidos ó 

detectados. 

Si se denota el potencial vectorial por A(r, t) se tiene por definición que 

B=VxA 	 (3.2.2) 

substituyendo esto en (3.2.11)) se tiene 

v x  (E+  DA.) =0. 

01 

Por lo tanto el campo eléctrico está determinado por la expresión 

E = 	— 
1 
—
DA 

Vri, • 
e Ot 

3,1 

(3.2.3) 



donde (1, es el potencial escalar. Adoptando la norma de Coulomb, esto es 

A = O, 	 (3.2.4) 

y considerando el potencial escalar 	= O, la expresión (3.2.1d) toma la forma 

x(V 	
1 02 A 

Dt1  

la cual, utilizando la identidad vectorial 

V x(V x V) = V(V • V) — V2 V 

expresa la condición de que el potencial vectorial A debe satisfacer la ecuación de onda 

(3.2.5) 

Si se supone que el potencial vectorial es separable, esto es A( r, 1) = AH(r)o(t) 

entonces por (3.2.5) se tiene que 

472A — .7(.1111 ,  = 

y separando la dependencia temporal de la espacial 

V2  A()  
	 =-

ü 	2 
= 	, 

A ir 	t.2(1 
1,2,3 

siendo el número de onda k2  una constante. Entonces 

	

V2  A ir  -I- k2 A0  = O, 	 (3.2.6a) 

	

/i. -1- w2 n.-G,  
	

(3.2.Gh) 

donde co 2  = e2k2  es el cuadrado de la frecuencia del modo de oscilación de la cavidad; 

de ésta forma se tiene que la separación A(r,i) = Arr(r)ti(i) da lugar a soluciones 

monocromáticas las cuales se acostumbra escribir en la forma siguiente 

A(r,t). ty(t)A0  -I- (1*(1)AZ 

= A(+)(rri) 	A(—)(19), 
	 (3.2.7) 
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donde A n  y Al son dos soluciones linealmente independientes de la ecuación de 

HeIrnholtz (3.2.6a) y (1) es la solución de (3.2.6b) dada por 

a(t) = o(0)1 	. 	 (3.18) 

Utilizando entonces (3.2.2) y (3.2.3) se tienen las siguientes expresiones para los campos 

eléctrico y magnético 

E 	(a*(t)A;)  — rt(t)A0 ) , 	 (3.2.9a) 

	

= it'(1)(51  x 	+ (1(1)(V x Ao)• 	 (3.2.0b) 

Por medio de (3.2.9a) y (3.2.96) es posible expresar 

E2  = E • E 

= [—Ii4 n2(I)A,2, 	20In(t )I2 1Aa  12  — 	*2(t )A,121 

13 2  •=: 13 • 13 

[(12(1)( 	x A0 )2 -I-2111(1)121V  x A012  I. tr`2(t)(V x AZ)21 . 

Al substituir estas cantidades en la expresión para la energía del campo electromagnético 

11 = 
Sn 

1(12 	112 ) dr , 	 (3.2.1(1) 

se tiene que 

II = — 
81r 

f[—k 2n 2(1)A1 2k210(t)121A 0 12  — 1.2n 2̀(t)A7,2  

+0,2(9 V x A0)2  -I- o'2(t)(57  x A1)21 dr. 

Utilizando las expresiones 

	

02(t) /157  x A.012 	= k2 o2(f) I Al dr, 

	

'2(t ) /IV x AZ12 	= 00' 2( I) f  A,',2  dr.   

	

10(1)12 j Iv x A012 	= k 21a(t)1 2  f IA012  dr, 

II se reduce a 
k 2  11 = 1-71-14 j'Ad' dr. (3.2.11) 
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Si se elige la amplitud del modo de oscilación igual a uno, es decir 

JIA0 11  ilr az I 

el Hamiltoniano II queda dado por 

Definiendo 

.1 "=. -
2 

1(11 2  . 9 7r  
(3.2.12) 

1 	 ik 

n 
(1(0 	— 

eV,Irt 	 .1 
((i(t) 	n'O)) , 	10) = 	(ti( t) 	n'(t )) , 	(3.2.13a, b) 

la ecuación (3.2.12) toma la forma 

2  1.).2  2  

	

II 	:í1) 	, 	 (3.2.14) 

ya que 

—Sir (n'U) --21n(t)12  4. n'2(/)),)), 
1 
9 ., 

9 	
—((i'(() 	2111(I)12  4- n* 2 (0). 

De este modo, matemáticamente la energía del campo electromagnético en el vacío sin 

fuentes es análoga al Hamiltoniano de un sistema de oscilador armónico de masa ni = 1. 

Es importante destacar que la identificación de las variables (1(0 y 1(t) definidas an-

teriormente por las ecuaciones (3.2.13), con la coordenada generalizada y el momento 

canónicamente conjugado de un oscilador armónico, respectivamente, no sería correcta 

si dichas variables no son canónicamente conjugadas. La verificación de que tal aso-

ciación es válida en éste caso es directa. Derivando la expresión (3.2.13a) y (3.2.13b) 

se obtiene 

(.1= 	 — u s (1)), 
kto 

Ir 	 et.*(t)) , 
747-r 

(3.2.15o, i)) 

que son consistentes con las ecuaciones de Hamilton 

t.) = p, 	 (3.2.16a, b) 

Entonces la identificación de (3.2.12) bajo (3.2.13) con un oscilador armónico es apro-

piada. Por tanto, para cuantizar el campo electromagnético basta saber cuantizar el 
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oscilador armónico, lo cual se hace introduciendo los operadores de creación y aniqui-

lación 
1 

= 	( 	+ i 
h  

1 ij 
= —( 
1::? 	h 

(3.2.17a,1) 

donde C = VI, y gil, li  denotan a los operadores Hermitianos de posición y momento 

del modo de oscilación, respectivamente ( 	fr( = ili ). De (3.2.17) se tiene entonces 

que 

tr 	 (i), 	 (3.2.18u, b) 

Comparando estas expresiones con las ecuaciones (12.13), se ve que efectuar la cuanti-

zación es equivalente a reemplazar las variables clásicas a(t) y o *(t) por los operadores 

Mi) 	—c(Y727r (^I(f), 	n'(1)1-1 	('V̀":Iir ("II (I). 	 (3.2.19a , b)  

Excepto por constantes triviales que dependen de la normalización arbitraria escogida 

para la función modal, para cuantizar el campo electromagnético basta reemplazar 

n(t) y n'(1) de la teoría clásica por los operadores de descenso r+(I) y ascenso iit(1), 

respectivamente. De esta forma se tendrá que el operador Hamiltoniano asociado a 

(3.2.14) es equivalente a 

H = - t 	t  ) 	 (3.2.20) 
9 

Analogamente, el potencial vectorial clásico A(r, t) dado por (3.2.7) es reemplazado 

por el operador 

Á(r,1) = 	I' 12.7r [Ct(t)Ao(r ) 	ñt(1)A¡,(r)} 	(3.2.21) 

y los operadores de campo eléctrico y magnético están dados por las relaciones 

É(r,i) = 	 Cit(t)M(r)] , 	 (3.2.22a) 

l'i(r,1).= — 1.27r 1 c[it(i)(V x Ati(r))-1411(t)(V  x Aii(r))) • 
	(3.2.221,) 

Es interesante observar que si Ao(r) = Al(r) entonces (3.2.22) implica que los campos 

eléctrico y magnético son proporcionales a los operadores p y rj, respectivamente. De la 

misma forma si Ao(r) fuera puramente imaginario, esto es, A,1(r) 	—M(r), entonces 

se intercambian los papeles, es decir É(r, f) cx tj y 11(r,1) cx ji. Es por esta razón que 

en la literatura suele hacerse referencia a éstas variables como compontartvs rle las 

cuadrar liras. 
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En resumen, se ha demostrado que un campo electromagnético de un solo modo 

(de un vector de polarización) es matemáticamente equivalente a un oscilador armónico 

de la misma frecuencia, hecho que sirve como motivación para presentar a continuación 

una revisión del tratamiento cuántico del oscilador armónico. 

3.3 Oscilador armónico 

Una de las primeras observaciones importantes que conviene hacer cuando se es-

tudia el oscilador armónico en mecánica cuántica es que el operador Hamiltoniano de 

dicho sistema tiene la misma forma que en mecánica clásica 

1 „ , 
= —

2 
(fr w- Ir) , 

donde corno ya se ha mencionado ri y p son operadores en un espacio de Hilbert 

que satisfacen las relaciones de conmutación iq,pi = ih. y en correspondencia con 

la sección anterior se considera de aquí en adelante la masa del sistema igual a la 

unidad. En términos de los operadores de creación y aniquilación definidos en (3.2.17), 

el Hamiltoniano (3.3.1) se reescribe como PI 

(3.3.2) // = //tJ(Ñ -I- 72-1  ) • 

donde se utilizaron las relaciones de conmutación de los operadores Ti, y rit, esto es 

1h (11 = • 	EÑ, 45 11 = ht 	IÑ, 	= —a. 	 (3.3.3) 

En las expresiones anteriores se definió el operador de número Ñ 

Se observa también por (3.3.3), que los niveles de energía del oscilador armónico 

quedan determinados por los eigenvalores del operador de número. Si se denota por 

y (o) a los eigenvalores y eigenestados normalizados de Ñ, respectivamente, es decir 

Mit) = nin) 	 (3.3.4) 

y como (itiÑln.) 	(nititalli,) es el producto escalar del vector 40 consigo mismo, se 

concluye que n. es un número real y positivo 

Ñáin) = (tt — 1)01), 

39 

(3.3.1) 



lo cual implica que Mn) es un eigenestado de Ñ con eigenvalor (n 	1), es decir 

ir In) 	C In -- 1), donde al tomar el producto escalar de éste vector consigo mismo se 

concluye que C' = sA y así 

en forma similar se encuentra 

is In) = 	In — 1) , 

sA7 	I In -1- 

Las propiedades (3.3.5) y (3.3.6) explican porqué lit y it reciben el nombre de ope-

radores de ascenso y descenso, respectivamente. De la expresión (3,3.5) y debido a 

que como se mencionó anteriormente los eigenvalores n deben ser reales y positivos, se 

encuentra en forma directa que 

ri10) = 	, 	 (3.3.7) 

donde 1(1) es el estado de vatio. Por lo tanto, los eigenvalores u pueden ser cero o 

enteros positivos. Entonces por (3.3.2) y (3.3.4) los niveles de energía del oscilador 

armónico están determinados por 

E„ = bw(1, 
	1 	

n = 0, 1,2.... 	 (3.3.8) 

y sus correspondientes eigenestados coinciden con los del operador (le número y son 

también llamados eigenestados de Fock 131. Dichos estados forman además un conjunto 

completo y son ortogonales, es decir 

¿„„„ 	 o, 1, 2, 	 (3.3.9o,6) 

Finalmente es conveniente observar que al igual que 1(3) queda completamente definido 

por (3.3.7), los estados excitados In), se obtienen de la aplicación de potencias enteras 

del operador irt al estado de vacío 1(3), concretamente 

In) = 	1(1), 	n = 0, 1, 2, ... 	 (3.3.1(3) 

Otra base de interés para el sistema de oscilador armónico la constituyen los eigen-

estados del operador 41, también llamados estados coherentes (Cf. Sección 3.4) y que 

se denotarán por 

irla) 	n'o), 	 (3.3.11) 
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donde n es un número complejo. Con el fin de tener una idea clara del significado 

de estos estados f31 considerese el producto escalar del vector definido en la expresión 

(3.3.11) con el bra correspondiente al n-ésitno estado excitado, esto es ("1, y utilizando 

entonces la forma adjunta de (3.3.6) se deduce la relación de recurrencia 

‘,/a -{ I (u + 	= 

Esta relación puede resolverse en forma inmediata y obtener 

("In) 	(01") , 
! 

(3.3.12) 

(3.3.13) 

pero como el producto escalar ("1/1) es un coeficiente en el desarrollo del estado 1") en 

términos de los estados de Fock, esto es 

1/1) 	E in)(,,i,,)  

(01.)  E -2;1-1  In) , 	 (3.3.14) 
sto! 

Utilizando éste resultado, la magnitud al cuadrado del estados 1") es 

(n10) 	I(01u)12 
iniz" 

1l1
1-1— ("1/1) 

1(01(1)1' ,1"17  • 
	 (3,3.15) 

Por lo cual al normalizar 1") a la unidad, es decir ("1") = 1, se fija el coeficiente 

(Ojo) = 	, 	 (3.3.16) 

De esta forma, los eigenestados del operador a, pueden expresarse como 

JI 

1(1) cc11"1' 	
P:

1//) , 

que constituyen un conjunto sobrecompleto no ortogonal. 

(3.3.17) 

Una forma equivalente de introducir el concepto de estados coherentes es introducir 

un operador unitario 

D(n) = exp(0 (^ti — " 	, 	 (3.3.18) 
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el cual actua corno un operador de desplazamiento sobre los operadores ü y (it, y definir 

el estado coherente in) como 

in) .= 	n )10) . 	 (3.3.19) 

La equivalencia entre éstas dos definiciones, puede establecerse utilizando el teorema 

de Baker-Campbell-Ilausdorff (13.C.H.) PI para la multiplicación de funciones exponen-

ciales de operadores, el cual establece que si .1 y iT son dos operadores arbitrarios, tales 

que 

HA, hl, Al = 	- o 	 (3.3.20) 

entonces 

i‘xp( 	fi) = 	 .--)1(,1, [711) 	 (3.3.21) 

Tomando Á = irt y 13 	, en (3.3.21), el teorema anterior permite separar el operador 

desplazamiento (3.3.18) en la forma siguiente 

D(n) r,„, 	 (3.3.22) 

donde se ordenaron los términos de forma que el operador de aniquilación se encuentre 

a la derecha del operador de creación. Entonces, como por definición 

vx1)( 	
(—(1 

10) = 	
) 	

10) , 
Á=II 

(3.3.7), implica que 

i.xp( 	)1 0 ) = l0) 

y el estado coherente puede expresarse como 

in) D(a)10) 

r _ 11‘,1 2 	k na 	lo) 	
(3.3.23) 

Esto permite, utilizando la definición (3.3.10) del estado de Fock, obtener nuevamente 

la relación (3.3.17) y concluir la equivalencia entre ambas definiciones. 
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El producto escalar entre dos estados coherentes es determinado en forma directa 

utilizando la expresión (3.3.21) y resulta 

(<1111) 	exii( ( i* 	1!..? 	.1A 2 
	

(3.3.24) 

Es importante observar sin embargo, que dado que la magnitud al cuadrado 

	

1 /1 ) 	= t'xl)( --- 

tiende exponencialmente a cero con forme lo —;i12  tiende a infinito, los estados cofre 

rentes tienden a ser aproximadamente ortogonales para valores grandes de 

la — fi). 

A continuación se encuentra la representación de un estado coherente arbitrario 

en el espacio de coordenadas y de momentos. Para ello, considérese primeramente el 

vacío, la) .10), utilizando (3.3.7) y la representación del operador de momento en el 

espacio de coordenadas 

	

(q11'= 	t—I  (q), 

se tiene 

- (q1M0) 	575,1 	+ 	iD> 

	

1 a 	rid)0(q) 
= 	,b0(q I -I- 	

rlq 	
) , 

donde se definió rbo(q):,-: (g)0). Resolviendo la ecuación diferencial anterior se obtiene 

(1 2  
tbo(q) = 	Pxl) (-- í ,7) • (3.3.251) 

La constante C sirve para garantizar que la solución 00  esté normalizada, y está dada 

por 

(3.3.25h) 

valor que se encuentra fácilmente utilizando la integral 

n 	lit  
exp (—afi2 1- 	 exp (—) , 	ron )1?1 > 0. 

ro 4(1 
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En forma similar la representación de coordenadas del estado coherente (3.3.23) 

esta dada por 

(q10) = r,b„(q) 

í 1012  

1012 a e 
pxp(- 	Mrxp{-7i.-2. 	— —.17)] (0) (3.3.27) 

Ahora se utiliza el resultado (3.3.21) del teorema 13.C.11., para factorizar el operador 

exponencial de (33.27) como 

	

o q i 15 	 (1 2 	 ine ( 

	

- - -
/I  
-- 	rxp (- —) i.x-p( 1

\F) 
 4) r,x1)(- —p 

f2h 

y al substituir esta expresión en (3.3.27) se obtiene 

01 	0 2 	2  1 	 .2, 
0„(q) e 	

2 
xp(- 	

1 	1:1C 	
wo k g --- 	

\ 
• (3.3.28) 

En forma completamente análoga se encuentra la representación en el espacio de mo-

mentos del estado coherente la), notando que en este caso en vez de (3.3.24) se utiliza 

= ih 	(//1, dp 

La función de onda queda determinada por 

) 	012  02  
= (

e2  
rh2 	yxp(- 1 —2  - -71-) vxp(--w,  

f2 	h 
l'Xi)(— 	(p 	)2 ) • 

2h w 	v2C 

(3.3,29) 

(3.3.30) 

Finalmente se observa por medio de las ecuaciones (3.3.28) y (3.3.30) que las 

funciones de onda del estado coherente lo) en las representaciones de coordenadas y 

momentos son soluciones de un oscilador armónico desplazado. 
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3.4 	Correlación y coherencia 

Continuando con el estudio de los estados coherentes, en ésta sección se introducen 

las funciones de correlación para el campo electromagnético a través de las cuales se da 

una definición precisa de coherencia. También se demuestra que los estados coherentes 

poseen coherencia óptica de n-esimo orden, resultado que es precisamente el origen de 

su nombre. 

En los años sesentas se desarrollaron nuevas técnicas experimentales en la gene-

ración y detección de la correlación de los campos utilizados comunmente en óptica 

i2j. Estas técnicas condujeron a la obtención de resultados clasicamente inesperados, 

los cuales motivaron la necesidad de discutir el significado de conceptos fundamentales, 

entre ellos la coherencia, con vistas a desarrollar una nueva teoría cuántica consistente, 

no solo aproximada, de la óptica. 

Dentro de las aportaciones más importantes a dicho desarrollo se encuentran los 

trabajos de R. J. Glauber, quien no solo definió el concepto de coherencia como 

lo conocemos hoy en día, sino que además desarrolló una aproximación enteramente 

cuántica al problema de la estadística de fotones. 

En la Sección 1 se discutió la cuantización del campo electromagnético y se vió 

que bajo ciertas condiciones resulta natural escribir los campos electrornagneticos como 

tina combinación de los operadores de creación y aniquilación (3.2.22). En particular, 

para el campo eléctrico se encontró 

E(r.t) = E+(r,t) 	Elr,t), 	 (3.4.1) .  

donde E+(r, I) es proporcional al operador de aniquilación y E+(r. I), al operador de 

creación. Restringiendo por simplicidad la presente discusión a, 

E( +)(19) =é .E"-)(r,t), 	 (3.4.2a) 

—)( 	= 	• E(H(r, , 	 (3.4.2b) 

esto es las proyecciones de los campos complejos E( +)  y E" sobre los vectores 
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unitarios ó y 1.!*, respectivamente 1 . Experimentalmente se sabe que si (i) representa el 

estado inicial y I f) el estado final del campo electromagnético, la probabilidad de tran-

sición de un detector para observar un fotón en la posición r al tiempo 1 es proporcional 

a 

= 	E t-  )(1, OliW • 
	 (3..1.3) 

De esta forma, para obtener la razón de tonteo total o la intensidad promedio total 

del campo en el detector, es preciso sumar sobre todos los estados del campo que se 

pueden alcanzar desde el estado inicial al absorberse un fotón, es decir 

l(r,i) 	5.2 Ti/  

--EulE"(r.om wEl~i(E,Ohn 

VIE"(r, o E' )(r,01), 	 (3.4,4) 

donde en el Ultimo paso se utilizó la relación de completez Ef  If)(14 	I. Es im- 

portante señalar que la expresión (3.4.4), puede generalizarse utilizando el operador 

densidad para incluir casas en los que el campo es una mezcla estadística, y para este 

caso la expresión de la intensidad promedio total está definirla por 

1(r3) 	r{, 	o E{ .1. )(t. , t)} 	 (3.4.5) 

De la expresión anterior es inmediato mostrar que la razón de corneo total para detectar 

fotones en el vacío es cero, ya que el operador densidad es /-1 = 10)(01, pero E(  f )  es 

proporcional al operador de aniquilación. La expresión (3.4.5) es sin embargo sólo un 

caso particular de una función más general de los campos El-)  y E1+1  a saber 

C '1 (r3; y1 3') 	'n'{¡,  E( -1091 O r" (i' s  ,111 
	

(3.4.6) 

que es evaluada en dos puntos del espacio tiempo distintos, y que recibe el nombre 

de furreia rlc vorD4rivi(íri r1n irrímer 10.111.0 ya que por definición (ver (3.4.6)) Gu )  

I  Esta restricción tiene un significado físico bien definido, pues experimentalmente corresponde a 

suponer que el detector con el que se está trabajando ha sido adaptado con un polarizador que registra 

únicamente aquellos fotones que tienen una dirección de polarización paralela al vector unitario complejo 



es un promedio estadístico que proporciona una medida de la correlación del campo 

electromagnético en dos puntos distintos del espacio tiempo. 

Dado que el registro de las intensidades de fotones en un único detector no agota 

de ninguna forma las mediciones que pueden realizarse sobre el campo2, pues por 

ejemplo podría realizarse una medición que consistiera en colocar dos detectores en dos 

puntos r y e', y registrar las coincidencias de dichas mediciones, se tiene entonces la 

posibilidad de definir una nueva función de correlación la cual se conoce como funehín 

rlr corerlinqiin rfc sygunilo orden, y esta dada por 

Te { fiE( )̀(r i  , t i  )0 —)( r2 , t 2  )Eln( 	1:1  )E(4.)( r.i , fi )) , (3.4,7) 

esta función es proporcional al cuadrado de la probabilidad por unidad del tiempo 

de registrar un fotón en r i  al instante t i  y otro en el  al instante t 1 , siempre que 

= (rzitz) y (r1,13) 

En principio se podría imaginar una extensión para detectar la coincidencia de n 

fotones siendo rr arbitrario; en tal caso se tendría también tina extensión de la función 

de correlación (3.4.7) a la t'uncid!t de eovrelitei(íli (b. 	(miel' dada por 

0")(;ri ; • ...rhi) 	Tr{bEl 	1- • El --/(.1',/ /E" )(J'n-r t )... ft:( )(4'zii)) 	(3.`1.8) 

donde se ha denotado el  = (ri,I) para j . 1,...,2n. Antes de seguir adelante 

con algunas propiedades de las funciones de correlación, es conveniente hacer notar que 

puesto que no se han impuesto restricciones sobre la dependencia temporal ni espacial de 

los campos, en principio las propiedades de correlación de los mismos podrian extenderse 

a distancias ó en intervalos de tiempo arbitrariamente grandes, lo cual constituye la idea 

básica de la coherencia de un campo. 

' Aunque en principio tales mediciones incluyen virtualmente todos los experimentos de la óptica 

clásica es bueno recordar que uno de los aspectos esenciales en los cuales la teoría cuántica del campo 

electromagnético difiere de la clásica es el hecho de que dos valores de los operadores de campo, en 

general no conmutan uno con otro. 
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Las propiedades mas importantes que caracterizan a las funciones de correlación 

son las siguientes: 

1. El intercambio de los argumentos de la 1.1111(i(111 de correlación 

conduce al complejo conjugado de la función, es decir 

G(")(•r2ti 	 ) 	[G(")(X ....,.i2,()] 	V 

2. I,a función (le correlación G1") (:r1 ,... 	''2ii) es 

invariante ante las permutaciones de sus argumentos (.1:1 , .... x„) ó de 

	

sus argi u   . 

3. La función de correlación de orden n.. C;( ")  satisface 211, cena-

ciones de onda dist iotas . a saber una para cada uno de sus argumentos 

3:1 . donde j = I 	211 

4. '['odas las funciones de correalción C;(")(x i 
 
	'1) 

son reales y positivas definidas. es decir 

	

G( '" ) (x i  	❑ ) 	O. 

5. Para n arbitrario se tiene que 

J'na:n. r I )G(n)(xil+ I • • • • SU, X2n ..... .1/1+1) 

> 1(")(xl,  	 3'2,1)12 

Todos estos elementos permiten dar finalmente una definición cuantitativa del concepto 

de coherencia. Para ello, es conveniente introducir la forma normalizada de las funciones 

de correlación, asi, para la función de correlación de primer orden se define, 

01) (r, I.: 	ti) 
q(1) (193.'.ii) 	 (3.4,9) 

[G(1)(r,13., t)G(1) (1',1';13•111' 

y en general para las funciones de correlación de orden superior 

G(")  (si, • • .,x2n)  
9 	(su •••• 	=  {112." ...1  [G(I) (a: j,:rj)11  

Con estas definiciones y utilizando 5. es inmediato ver que 

ly(1)(19; r', t1)1 < 1. 
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en particular para r 	r' y t 	t' se tiene que g"1  E, 1, cabe señalar sin embargo que 

para ri > 1,en general gi")  no está restingida en valor absoluto. 

Utilizando los resultados anteriores se establece entonces que una condición nece-

saria para que un campo eléctrico tenga coherencia de orden u es que 

til 

lo cual es equivalente, dada la definición de gi"), a pedir que las funciones 

1G(9.r1 	, x2„ )1 se factoricen en un producto de 2u funciones de la misma forma, 

cada una de las cuales depende de una única variable espacio tiempo, esto es 

2ri 

G").1 , 	,r2„ 	11[Gifi(.ri,x))1' 
1 

 (3.4.11) 

Estas condiciones necesarias para tener coherencia sugieren entonces la definición de 

coherencia como una propiedad de factorización de las funciones de correlación. En 

forma mas precisa, si la función de correlación puede escribirse como 

Gt)r . , 
t 	 •d'2it) = r(d.1)• • • e*(a...)s(.1.,.11).• • eu.2„), (3.4.12) 

entonces se cumplen las condiciones necesarias y suficientes para que el campo sea 

coherente. De la definición de la función de correlación (3,4.8) se tiene que si un campo 

está descrito por los eigenestados j ) de El*), entonces las funciones de correlación 

se factorizan inmediatamente en la forma deseada. Para ver esto claramente, basta 

observar que 

E(1)(r,1)1y=e(rMi 
	

(3.4.13) 

donde e(r, 1) es un eigenvalor complejo, entonces el Hermitiano conjugado de 

(3.4.13) es 

ir)—)( 1',1 ) = e.( 1',1 )( I. 
	 (3.4.14) 

De las expresiones (3.4.13) y (3.4.14) se deduce directamente que las funciones de 

correlación 0")  se factorizan en la forma (3.4.12). En otras palabras el estado del 

campo I ) es completamente coherente. Por lo tanto como .E(+)  a (1, se tiene que los 

estados coherentes definidos en la sección anterior son los eigenestados de un campo 

completamente coherente. 
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3.5 	Propiedades de los estados coherentes 

Los estados coherentes representan eigenestados del campo electromagnético y 

por lo tanto es de interés el estudiar sus propiedades estadísticas. El primer resultado 

al respecto se obtiene al utilizar las relaciones (3.3.13) y (3.3.16) entre los estados 

coherentes y los estados de Fock. Estas relaciones sirven para encontrar la probabilidad 

de que en una medición del operador de número de fotones se encuentre el resultado o 

(3.5.1) 

esta expresión define una función de distribución (le Poisson con valor medio Iri12 . 

Los valores esperados y las dispersiones asociadas a los operadores de posición 

y momento en los estados coherentes se obtienen directamente al usar las relaciones 

(3.2.10) y están dados por 

((viril,  ) 	VL; 

(j))„ 	(411111<r) 	\f..1-7  

donde P 	Los operadores de posición y momento también reciben el nombre 

de cuadraturas por su relación con los campos eléctrico y magnético. Por ello las 

dispersiones de las cuadraturas están definidas por las expresiones 

(q 2)„ 	-T • 

h2  
E (ii)„ 	(r))7, 	2-íz 

, 	PIP 
 

(3.5.1a) 

(3.5.11)) 

(3.5,1e) 

De lo anterior es inmediato deducir que los estados coherentes no son correlacionados 

y minimizan la relación de incertidumbre de Ileisenberg, es decir 

(3.5.5) 

A este tipo de estados del campo electromagnético de la luz se les !lama estados 

clásicos de la luz. Para terminar esta sección se quiere señalar cómo pueden gene-

rarse los estados coherentes. Se conoce que un campo electromagnético definido por 

50 



un potencial vectorial Á(r.t) que está interactuando con una distribución de corriente 

clásica, aquella que no se ve afectada en forma notable por su interacción con el campo 

siempre produce un campo electromagnético en un estado coherente. 
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4 
Invariantes lineales 
dependientes del tiempo 

4.1 Introducción 

La principal motivación para el estudio de las simetrías de sistemas cuánticos 

( esto es, el conjunto de operadores que transforman una solución de la ecuación de 

Schródinger en otro estado que también es solución de dicha ecuación ), es la conexión 

entre una simetría particular y la resolución de la ecuación de Schredinger. 

La simetría del Hamitoniano de un sistema físico está intimamente relacionada 

con las integrales de movimiento del sistema. Para problemas con Hamiltonianos inde-

pendientes del tiempo el Hamiltoniano en si mismo se toma como el invariante central 
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en la busqueda del conjunto de constantes de movimiento que conforman el grupo o 

el álgebra de simetría del sistema. Para el caso de Hamiltonianos dependientes del 

tiempo se tiene por el contrario ( dado que la energía no se conserva ) la necesidad de 

determinar las constantes básicas de movimiento que lo caracterizan. 

El encontrar tales constantes de movimiento no es un problema sencillo y ha sido 

objeto de importantes estudios (1). En años recientes se ha considerado con especial 

interés, dada sus aplicaciones, el estudio de problemas caracterizados por Hamiltonia• 

nos que pueden reducirse a un sistema cuadrático en las coordenadas y momentos. 

Siguiendo ésta tendencia es que 1. A. Malkin y V. I. Manlo 121 han desarrollado la 

teoría de invariantes lineales dependientes del tiempo, esto es integrales de movimiento 

que además de presentar una dependencia temporal están caracterizadas por una de-

pendencia lineal de los operadores de posición y momento. 

La existencia de tales invariantes ha demostrado tener una doble aplicación, por 

una parte conduce a la solución de la ecuación de Schródinger dependiente del tiempo, 

y por otra ayuda a obtener los generadores del álgebra de simetría dinámica del sistema 

que se está estudiando. 

En Mecánica Clásica el desarrollo temporal del estado de una partícula está deter-

minado por dos números, su posición y su velocidad, siendo el tiempo un parámetro real 

continuo. Las ecuaciones de movimiento de Newton permiten, si se conoce el estado 

al tiempo to, conocerlo en cualquier tiempo subsecuente o anterior. La descripción de 

la evolución de los estados es equivalente por tanto, a determinar la trayectoria de la 

partícula, q(t). 

En contraste con ello, el concepto de estado de un sisténra en Mecánica Cuántica, 

se entiende como la función de onda compleja Hil), es decir, para determinar el estado 

del sistema en un instante dado to  se requiere especificar una infinidad de números. 

Vista como una generalización del concepto clásico, dicha función puede considerarse 

como el conjunto de coordenadas del vector, Ir» ), en un espacio de dimensión infinita. 

La evolución del estado de un sistema cuántico está determinada por las coordenadas 

del vector, IN(t) 	1,;(q,1) en el espacio de estados, y define por tanto una trayectoria 

en el mismo. La ecuación de Schródinger permite conocer 1,1, (g, t) si se conoce al tiempo 

to , siendo t > tv  o t < I. Es importante señalar que si el sistema es influido por otros 

objetos ( una partícula en un baño térmico por ejemplo ), su estado se determina por la 
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matriz de densidad p(.r,  , y) que es una función compleja de dos variables. En la notación 

de Dirac 

P(.1  !I) = ( ,01110 

este operador, satisface la ecuación 

d1 , 

r11= hi
114110 )J . 

donde H representa el operador Hamiltoniano del sistema. Como en el caso de la 

función de onda, si se conoce la matriz de densidad p(1, y, f) en una representación 

particular, a un tiempo i n , se pueden predecir los estados a tiempos subsecuentes 

o anteriores t < to . En resumen, el estado cuántico de una partícula está descrito por 

un vector columna de dimensión infinita, llamado función de onda, para los estados 

puros y por una función de dos variables para los estados mixtos I3). 

En este capítulo se mostrará que las integrales cuánticas de movimiento determinan 

la evolución del sistema, de la misma manera como ayudan a determinar la trayectoria 

de la partícula en el caso clásico. Es importante señalar que la evolución del sistema 

cuántico que se discutirá más adelante corresponde al esquema de Schródinger, donde 

el vector de estado varía con el tiempo describiendo una trayectoria en el espacio de 

Hilbert, mientras que las observables como el momento y la posición no dependen de 

el tiempo. 

También se discutirá la conexión entre el formalismo de invariantes lineales y la 

teoría de grupos o simetrías del sistema con base en el concepto de álgebra dinámica 

de simetría, concepto introducido en la decada de los setentas 121, 141 como una ge-

neralización de lo que hasta entonces se entendía por álgebra de simetría, es decir, 

el conjunto de generadores que transforman soluciones de la ecuación estacionaria de 

Schriidinger con una energía en soluciones independientes con la misma energía. La 

simetría dinámica en cambio unifica multipletes de estados pertenecientes a diferentes 

energías, razon por la cual sus generadores pueden o no conmutar con el Harniltoniano 

que describe al sistema. 

Para sistemas no-estacionarios no se puede generalizar formalmente el concepto 

anterior porque dichos sistemas no tienen niveles de energía. Sin embargo, para estos 

casos se llamará simetría dinámica al conjunto de integrales de movimiento que permitan 

encontrar todas las funciones de onda de los estados no-estacionarios del sistema, es 
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decir, si inicialmente se conoce un estado no-estacionario, mediante la acción de los 

generadores del algebra dinámica de simetría sobre él se pueden construir todos los 

estados no-estacionarios restantes. 

La idea básica de la Teoría de Invariantes Lineales aplicada a sistemas cuadráticos 

no estacionarios, es emplear la teoría de transformaciones lineales canónicas depen-

dientes del tiempo para obtener integrales de movimiento que presenten las mismas 

relaciones de conmutación que los operadores de creación y aniquilación del sistema de 

oscilador armónico, y obtener a partir de tales invariantes los generadores del algebra 

dinámica de simetría del sistema, la cual para este tipo particular de sistemas tiene la 

particularidad de coincidir con el álgebra dinámica del oscilador armónico, lo que a su 

vez permite utilizar el método de construcción de soluciones del oscilador armónico sin 

cambios escenciales para construir las soluciones del sistema no estacionario. 

En el presente capítulo se aplicará la teoría de invariantes lineales para resolver la 

ecuación de Schródinger dependiente del tiempo para el caso general de Hamiltonianos 

de la forma 
lt(i) 	b(i) 	 e(t) 2  

II = 	-1- —2  ("VI+ 1111) 4- 	- . 

donde /I(t), b(t), c(f) son funciones arbitrarias del tiempo, con la variante de que en vez 

de utilizar la teoría de transformaciones canónicas lineales dependientes del tiempo para 

obtener los invariantes, se empleará la versión Hamiltoniana del teorema de Noether 

que fue presentada en el Capítulo 2. 

4.2 Constantes de movimiento 

Aun cuando no se tiene interés en resolver el problema clásico de movimiento 

asociado al Harniltoniano 

„ 	a(t) 	b(t) 	c(t) 
I = 	—2 (iffi + (11)) + —2 (r • (4.2.1) 

con el fin de ganar claridad en la obtención e interpretación de las integrales de 

movimiento que permiten resolver el problema cuántico, se analizarán primeramente los 

resultados que se obtienen bajo el formalismo clásico al utilizar el teorema de Noether 

(ver Capítulo 2) para encontrar los invariantes asociados a variaciones en las coorde-

nadas y momentos del sistema, que son funciones dependientes del tiempo únicamente. 
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Por (4.2.1) se tiene directamente que las ecuaciones de movimiento de Hamilton 

son 

— c(0 ,1 
	

(4.2.2a) 

= q 0(1)p. 	 (4.2.2b) 

Luego, como se mencionó con anterioridad, se consideran las transformaciones siguien-

tes 

hq = e h(I), 	¿'11  = f 11(1), 	 0.2.3(46) 

donde f. es un parámetro infinitesimal positivo. 

Por medio de las expresiones (2.3.6) del Capítulo 2, las transformaciones anteriores 

son de simetría si satisfacen las ecuaciones 

—07-) 

= 	
(4.2.4u) 

.9(1)= 
	

(4,2.4b) 

—10)110)1)+ r(t)(11 	U( 1 )[(1 (111) -1-  ?OH 	
(Y(I) 

=
09 	

(4.2.4r) 

donde se utilizó que 

t- 52(1,, q, 	. 	 (4.2.50 

Entonces, por (4.2.4a) y (4.2.4b) se tiene 

5 /(q, t) = g(i)q 	SloM 	 (4.2.5b) 

y substituyendo ésta expresión en la ecuación (4.2.4c) se obtiene 

[--11(1)r(t)— ll(t)b(i)lq 	[b(1) — g(1)u(!) — 1(I)1)(01p = !j(l)q -1- S't o  . 	(4.2.5r) 

Igualando los coeficientes que acompañan a p y q en la expresión anterior se concluye 

que, las variaciones propuestas dan origen a una transformación de simetría si 

t'(t) 	g(t) b(i) 	e(t) = O , 
	 (4.2,6a) 

	

h(i) — MONO — g(1)((t)= o , 
	 (4.2.6b) 

	

110(1)= o. 
	 (4,2.6r) 
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Analizando estos resultados se tiene directamente por (4.2.6c) que 

5/0(t) = rte. 	0. Comparando (4.2.6a,b) con (4.2.2a,b) se observa que dichas ex- 

presiones son equivalentes si se idéntifica h(1) 	q y g(!) 	p. En otras palabras, 

requerir que las transformaciones (4.2.3) sean de simetría equivale a pedir que h y 

y sean soluciones de las ecuaciones de movimiento del sistema. La forma explicita 

de dichas ecuaciones se encuentra derivando (4.2.6a) ((4.2.6b)) y substituyendo en 

(4.2.6b) ((4.2.6a)), obteniendose 

/¿(t)— h(t)a(i) 
— b(t) 
	u(t)e(t) 	/?(t) —1)(4

0(1)
-1.1 =0, ((4.2.7a).7a) 

11(t)[---(;(1)1+ y(t) [i)(t) 	a(l)c(1) --1)2(1)—b(01:--- , (1,2,7b) 
e(1) 	 r(t) 

Las constantes de movimiento del Hamiltoniano (4.2.1) están determinadas por la 

relación 

ISK = p(bit) 	 = /4(t)— tig(1), 	(4.2.8) 

donde las funciones h(t) y g(t) son soluciones arbitrarias de las ecuaciones de segundo 

orden (4.2.7). Entonces (4.2.8) representa en realidad un conjunto infinito de constantes 

de movimiento, el cual es generado únicamente por dos integrales de movimiento inde-

pendientes, que se denotan como 

ro(t) = Phi(t) 	ggi(i), 	qu(t) = 11 2(i) 	P12(t) • 	(4.2.9a , b) 

Las funciones h 1(t) y /r 2(t) representan dos soluciones linealmente independientes de 

(4.2.7a), las cuales una vez fijas determinan las soluciones g i (1) y y2(t) por medio de 

la ecuación (4.2.6b). 

Las expresiones (4.2.9) pueden reescribirse en forma 'patricia' como 

(i)ofin 	(Mi) —(n(0) (1) 
11.2(t) — 92(?)J ) 

(

Mi) <*ith i(t)11(1 ) — 1(01\ 

h2(t) 	;-(17¡[1i2(1)/41) — hz(t)] 
(4.2.10) 

 

donde q y tr son la coordenada generalizada y el momento canónicamente conjugado 

del sistema, y en la última igualdad se utilizó la ecuación (4.2.6b). Si se elige pu  y go  
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como la posición y el momento iniciales ( en 1 = O ), es decir 

(1)0(1 	()) \ 
11) 

las entonces las soluciones h i (/),/1•2(/ 

por las condiciones iniciales 

 

Usando (4.2.10), las condiciones sol 

11 1 (1 = 0) = 	0), 

  

Analizando la relación (4.2.10), se peed 

integrales de movimiento (110 , (pi ) con I 

canónicamente conjugado del sistema, 

observando que h 1 (t) y /12 (1) son sola 

•.• 	• i(t ) 
It (1) 	( )

r 	
)1+111 (1 4— 

 

• • 	ir( ) 
.1, 2 (1)-112 (1) 	1- 112( I 

  

Multiplicando (4.2.14a) por 11 2 (1) y (4. 

sultantes se obtiene 

r
—
(

1

1

t
111(W1112(0.1,1 (01) = —111(0(0) • (4.2.15) 

donde 111/12(0,11W)) 	h j (t)ir i (/ ) 	ir 2 (/)/r i (1) es el Wronskiano de /1 2 (0 y h i (t). 

Resolviendo (4.2.15) se tiene 

11111 2 (1),111 (1)1 

1(1)  
(4.2.10) 

donde A. es una constante de integración, la cual puede determinarse de las condiciones 

iniciales (4.2.12). Concretamente se encuentra que 1. = 1, por lo que el Wronskiano 

torna el valor 

11111 2(1). 1 01 = a(1) • 	 (4.2.17) 



como la posición y el momento iniciales ( en I = O ), es decir 

(

Po(' = 0)) = (11 
go( t 	O) 	q) ' 

(4.2.11) 

entonces las soluciones h i (1),11 2 (1),g i (t) y 11211) quedan completamente determinadas 

por las condiciones iniciales 

= O) E 1, 	11111 = O) E O , 	 (4.2.12(1) 

ii•4(1 = (1) E O, 	g2( 1 	E —1 . 
	 (4.2.12b) 

Usando (4.2.10), las condiciones sobre las funciones a implican 

= (1) = h(0), 
	

il 211 = (1) 	 (4.2.13a.6) 

Analizando la relación (4.2.10), se puede demostrar que ,1, la matriz que relaciona a las 

integrales de movimiento (pli,q0 ) con (p, a) la coordenada generalizada y el momento 

canónicamente conjugado del sistema, es una matriz simpléctica. Esto puede probarse 

observando que /11(0 y 10) son soluciones de la ecuación (4.2.7a), esto es 

• [10) 
hi(t)-111 (t) — -1-141 (141)(1) 	a(t)e(1)-1)2 (1) 	b(t a(t)  

a(i)1 a(t) 

11 2 (1)--112(111( i }1 I 11 2 (1) -49(i)* 41(1)(•(/ )-- b 2 (1) 1 
6 
(1) 011(1. (4.2 14/i) 

Multiplicando (4.2.14a) por 11 2 (0 y (4.2.14b) por h i (() y restando las ecuaciones re-

sultantes se obtiene 

rI

l

t
111011112m, II I ( o]) = 

1
In ( a( 	) 
	

(4.2.15) 

donde 111/12(t.),/i1 (1)1 = ha(t)h1(t) 	h2(t)h1(i) es el Wronskiano (le h 2(1) y h i (t), 

Resolviendo (4.2.15) se tiene 

11.1h2(/)./ii(1)1 

MI) 	— 

donde 1 es una constante de integración, la cual puede determinarse de las condiciones 

iniciales (4.2.12). Concretamente se encuentra que k = 1, por lo que el Wronskiano 

toma el valor 

[11/4 2(t),/i i (t)] =a(t). 	 (4.2.17) 

SS 
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Por medio de este resultado se muestra que 

&t. A = 
a(1)
-111/r 2(1),/r i (t)] 	 (lid A E 1. 	(4.2.18) 

Además, si se define 

= 	"1 10) ' 	
(4.2.19) 

es directo comprobar que la matriz A presenta la propiedad 

= . 	 (1.2.20) 

donde A' denota la matriz transpuesta de A. Toda matriz 2 x 2 que satisface (4.2.20) 

bajo (4,2.19), es por definición una matriz simpléctica. 

En resumen, hasta aqui se ha utilizando el teorema de Noether para encontrar 

las constantes de movimiento del problema clásico (4.2.1), asociadas a las variaciones 

(4.2.3), y se ha visto que dicho conjunto de invariantes dependientes del tiempo está 

relacionado linealmente con la coordenada generalizada y el momento canónicamente 

conjugado del sistema a través de una matriz simpléctica A. A continuación se mostrará 

como pueden utilizarse estos resultados para resolver el problema cuántico (4.1.2) co-

rrespondiente. 

Debe observarse que dada la dependencia lineal en p y q que presentan los inva-

riantes po  y qe , sus correspondientes operadores cuánticos están dados sin ambiguedad 

por las ecuaciones (4.2.10), reemplazando p 	fl y fi 	<7, esto es 

Íhr n
1 	• 

= 	— 	(hl( /)— lir( 1) ION • 

• 
qu  = /r2 (t)l)—. --

)
( 11 2 (1)-112(010Dg. 

a(i

1 

 

los cuales, como puede comprobarse directamente, continuar) siendo constantes de 

movimiento. Entonces, si 	denota el estado del sistema al tiempo 1, se tiene que 

(/.4(1)i15o(1)10(1)) = (lP(0)1/54/(0(0)) 

(0(0)I1)ilol() )) 1 

(IIV)1(10(t)11/0)) = (0(0)1(10(0)(0(() )) 

(0( ())(1/10(0))1 
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donde se utilizaron las condiciones iniciales (4.2.12) y (4.2.13). De ésta forma, se 

concluye que fisicamente los operador río  y 110  representan el valor medio inicial de los 

operadores de posición y momento del sistema respectivamente. 

Por otra parte, utilizando la matriz inversa de A, los operadores de posición y 

momento se pueden expresar en términos de las integrales de movimiento pu, qu  y 

corresponden también a las soluciones clásicas del sistema, en la forma siguiente 

(f1)=( 	[112(1)1)(t)— 1:2(1)] 	,111 Ibi(1)1411—  iii( t )1)(bo(i)). 	(4.2.21) 
—/i 2(t) 	 hi(I) 	 rju(t) 

Otra forma de expresar las constantes de movimiento independientes del sistema cuán-

tico (411), es en términos de los operadores de creación y aniquilación generalizados, 

esto es 

;1(1) 	-1- jipo ), 
5/2 

;11(1) 	(qo 	//10)• (12.22a, 1) 

Estos dos invariantes también pueden representarse en forma matricial como 

\ 	( 
= 1) (""(") 	" ) 1\  (9 1 	 • (10 (1) — 	—1 1 	(• 

(4.2.23) 

Utilizando la expresión de A en términos de h l ( f ) y 11 2 (t) dada por (4.2.10) se encuentra 

( ( 	i(t)1 	//2 \ ..... 	-I-  1111 	7-(17-¡[11(1)( 112 -1- 111 () — 012 -I- iit I ) 	(,5 ) 
s, . (4.2.24) 

-'11(t1) 	f?: 	112  — i.6 1 —I— /( f )( /r 2  — ilr i  ) — ( h 2  — i6 1 )q orr) 

Con la notación 

v = 	i, 	'1" ¡hl] 

	

(1(1) ib(/)(112  -'r 	(1/ 2  
v.,  

1 

	

11(1)4 — 	. 
(1(0 

la ecuación (4.2.24) puede expresarse como 

	

()) Cr 	) (") Át(i) - A; 

GO 

(4.2.25a) 

(4.2.25b) 

(4.2.26) 



Usando entonces (4.2,23) se puede demostrar en forma directa que det Ap,,. i y por 

lo tanto los operadores Ay .4 satisfacen 

P,At j = 	 + A;i21 

—i 	E 1. 	 (12.27) 

Así , los operadores Á. Ál tienen la misma relación de conmutación que los operadores 

de creación y aniquilación del oscilador armónico. En relación con ello se observa que 

las integrales de movimiento (4.2.24) pueden expresarse en términos de los operadores 

de creación y aniquilación, esto es 

rl 	= _71 	(Av 

. 

( 

(4.2.2S) 

(1.229) 

(4.2.30) 

4.2.31a,b) 

,11 

Evaluando el determinante de la matriz A/ se encuentra 

( Ivt, .11 	
1 	

(11.1. 	\ 	
i 	

= 	1 
2 	19 	( 1 	1 

Es conveniente, como se verá más adelante, definir la matriz 

41/1 	A/2  Al = (Al,;  

donde 

A I--(A  	) . 	=,) I 

De la misma forma que en el caso de la matriz A, usando (1.2.28) puede mostrarse 

fácilmente que Al es una matriz simpléctica, es decir 

Grupos Dinámicos 

En ésta sección se introducen dos conceptos que son fundamentales en el estudio 

de sistemas cuánticos: El álgebra de simetría y el álgebra dinámica de simetría. Para 

sistemas estacionarios,es decir aquellos que estar) caracterizados por un Hamiltoniano 

independiente del tiempo, la definición de estos dos conceptos es la siguiente. 
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Los generadores del álgebra de simetría son operadores Herrnitianos que no pre-

sentan dependencia temporal explícita y satisfacen las siguientes condiciones: 

1. C'ontinitan ron el Hamiltoniano del sistema, es decir son constan-

tes de movimiento, 

2. Forman 1111 álgebra (le Lie bajo la cuuunrtur•ióu. 

3. El álgebra de simetría es máxima (.11 el sentido (le que (lado 

cualquier eigenvalor (.1 espacio de todos los eigenestados dege-

nerados es irreducible bajo (.1 álgebra. 

4. F1 álgebra de simetría va mínima en (.1 sentido de (pie no existe 

tin subálgebra ron las mismas propiedades. 

De ésta forma, si se conoce un eigenestado de la energía y el álgebra de simetría 

del problema, se puede generar el espacio completo de estados que tienen el mismo 

eigenvalor de la energía al cual está asociado el estado que se conoce inicialmente. 

La definición del álgebra dinámica de simetría es por su parte una generaliza-

ción de la definición anterior. Los generadores del álgebra dinámica de simetría son 

operadores Hermitianos, que son constantes de movimiento, los cuales pueden presentar 

dependencia temporal explícita y están caracterizados por las siguientes propiedades: 

1. Forman un álgebra de Lie bajo la operación de conmutación. 

2. El Hamiltoniano mapea por conmutación al álgebra dinámica de si-

metría. Por lo tanto el álgebra de simetría queda contenida en el 

subálgebra de operadores que conmutan con el Hamiltoniano. 

3. Dado un conjunto de eigenestados del Hamiltoniano, el álgebra diná-

mica de simetría es máxima relativa a dicho conjunto, en el sentido 

que el espacio lineal generado por estos estados es irreducible bajo 

el álgebra. 

4. El álgebra dinámica de simetría es mínima en el sentido que no posee 

un subálgebra propia con las mismas características. 
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De ésta forma, si se conoce un eigenestado de la energía y el álgebra dinámica de 

simetría del problema, es posible generar el espectro completo de energía del sistema 

( es decir, incluye estados que no tienen el mismo eigenvalor de la energía que el estado 

inicial ) mediante la acción de los generadores del álgebra sobre el eigenestado conocido. 

A pesar de que para sistemas cuánticos con parámetros dependientes explicita-

mente del tiempo, el hablar de la energía haciendo referencia a su definición usual 

carece de sentido, el concepto de álgebra dinámica de simetría puede generalizarse [2] 

dando a entender esencialmente, que si se conoce una solución arbitraria de la ecuación 

de Schródinger dependiente del tiempo, y el álgebra dinámica de simetría, es posible 

generar todas las soluciones restantes de dicha ecuación, actuando con los generadores 

del álgebra sobre la solución conocida inicialmente, 

Es precisamente en este sentido en el que queda justificado el interés en encontrar 

los invariantes lineales, pues resultan se,  nada menos que los generadores del álgebra 

dinámica de simetría del problema: w(1) A sp(2,1?), es decir el producto semi-directo 

de el álgebra de lleisenberg-Wey1 w(1) y el álgebra simpléctica sp(2, 1?). 

Concretamente, se tiene que dado el conjunto de operadores 

{..1(t),.-11(t),/} 	 (1.2,32) 

y de acuerdo con la relación de conmutación (4.2.27) que caracteriza a los invariantes 

A(/) y »(/) el conjunto (4.2.32) está caracterizado por las siguientes relaciones de 

conmutación 

1.1,11 = o 	/) 	, 	 = 1 , 	(1.2.33) 

que definen las relaciones de conmutación de una álgebra de Ileiseriberg-Wey1 en una 

dimensión, w(1). 

Por otra parte, si se consideran los productos 

/s = 	, 	 (1.2.311i) 

1 
At Á) , 	 (4.2.34b) 

K 	
1 

= 	, 	 (4.2.34v) 

se encuentra fácilmente que satisfacen las propiedades de conmutación siguientes: 

(Kv. tí f (- 	 J = Iír, , 	 (4.2.35) 
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que son las relaciones de conmutación que definen los generadores de una álgebra de 

Lie .sp(2.1?), Es importante hacer notar que el operador Ilarniltoniano (4.1.2) puede 

reescribirse como una combinación lineal de los operadores {K.4.. 	K o } , lo que 

justifica la denominación de 11,1  A sp(2, 1?) como el álgebra dinámica de simetrías del 

sistema, 

4.3 	Estados coherentes generalizados 

En el Capítulo 3 se estudiaron los estados coherentes del campo electromagnético 

y se investigaron sus propiedades estadísticas. Estos estados se idéntifican ahora con el 

comportamiento clásico de la luz y se llaman estados clásicos que minimizan el principio 

de incertidumbre de lleisenherg, que tienen el menor ruido cuántico l,, 	0,1 	1/2. 

Las constantes de movimiento Á y .11  satisfacen las mismas relaciones de conmutación 

que los operadores ri y al que cuantizan el campo electromagnético en el vacío (ver 

la ecuación (4.2.27)), y como la determinación de los eigenestados del operador de 

número y por tanto los estados del sistema de oscilador armónico dependen únicamente 

de las relaciones de conmutación de los operadores ul de creación y n. de aniquilación, 

se puede definir estados que son eigenfunciones del operador . y que por lo tanto 

se denominarán estados coherentes generalizados, a pesar de que no satisfacen las 

propiedades de coherencia indicadas en el Capítulo 3. 

Considerese primeramente el estado vacío, esto es 

.1(010) = 0. 	 (1,3.1) 

donde Á(t) está definido por la relación (4.2.24). Para obtener la representación en el 

espacio de coordenadas se torna entonces 

= (81.,110) 

Ar ,  ((N.0) -I-  Aq ((MI() ) 

-i ,\,, 	(110 ) 4-  •\‹1 

- , thh, 
.\1714.1  + 	gylo  . 	 11.3.2) 

Resolviendo ésta ecuación se encuentra que 

00(1). 	ex1) —i 2} 	 (1.3.3) 
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donde k(1) se determina pidiendo que 0,,(4/. ij satisfaga la ecuación de Schródinger 

dependiente del tiempo, es decir 

= — 	 (qii'n) 	 — (1- ';'0 • 
.000 	a 02  o„ 

vt  '2 0q. 	2 	,11 	
, 

0q 

Usando la forma de 	en terminas de 4, y 4, dada por (4.2.25b), la expresión (4.3.4) 

se puede expresar como 

q't1 = kl.(1)('xi) 	1  . . 1. -- -____ „'' 
941 N I' 	'' 	

' (.1.3.5) 

Calculando entonces 

000 
(3/ 

8211'0  

• 
= I  

:\p -- bAp 

- -J;7  

( 

2 	'/' 4 — "P 1 	i 
\ 
	

a .\ /' 	
) 

a AP  0 (1 2  
-."r, ) ( 

(1.3.1) 

    

hl2 
(01,4 —1'14,4 

2( a,\,,)2  
a A . 2ulb — (di 

1.'n , 

    

y substituyendo en (4.3.4) se obtiene 

i 	k 	( 2  
2 	

,,„ 
'ií 	( aA r 	)2  (a Air 39 — ilAwkp — 04 + Ar 2 (1l1/ — tr16)) IN 

{ .... 2 q 2 	4 7 bAr 	, 
r-  ,

),
i 	\i. — 1/A I, 	

i 
, , 
ii(' - 

• / - -- 	i!.12.\P 	1;',1  . ( 1 .3.6 ) 

	

l 	Ap 	 -- I .1 	— Av  

Igualando los coeficientes de las distintas potencias de q en ambos lados de (4.3.6) se 

obtienen las relaciones 

—,\r, [Áp — p (9 -I- 4, (—i)+ ar -- 112  ± h 9 1 = 0, 	(4.3.7a) 
ti 	 a 

L• 	1 4 -- 
I; 	2 4, • 	

(4.3.7b) 

Comparando con (4.2.14) se observa que la condición que establece (4.3.7a) no es 

otra cosa que requerir que Al, sea solución de (4.2.14), pero como por definición 4, es 
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• 

una combinación lineal de h i (t) y h 2(t), dicha condición se satisface automáticamente. 

Resolviendo entonces (4.3.7b) se encuentra que 

k(1 ) 	(N 2'\1,) --1  = 	 (4.3.8) 

por lo que 
1 

, ) vxp 	 , 	 (1.3.0) 
r  NA 

donde N se fija requiriendo que ipo  esté normalizada a la unidad, 

(1/ 	phi ) = 	11 ,0* (q,1)00 (q , I) (111 	1, 

resultando 

N = (271- )1 

hasta una fase arbitraria. 

Por analogía con los estados coherentes se define 

(4.3.10) 

(1.3.11) 

I n t ) 	D(1,1)10) 	 (4.3.12) 

donde 

exi)((tAt - 	. 

Utilizando (43.1) y el teorema de B.C.Il. (3.3.21) se tiene 

I2  
) = exp (-

In
-7)--)vx1){<1..it }1(1). 

(1.3.13) 

(4.3.14) 

Expresando Át en términos de j) y rj, el estado coherente generalizado r, ,„(q, ti en la 

representación de coordenadas es 

2 	 in
2 

-11 ,„(q,t ) = 01 exp -Intel( 	) exi) (--- -,-.)- A 71 , 1 ;,) vx1){(1,V;í1) ex))(  n n'in()) 

InI 2 	i n 2  
= exp ( -- .----,-)--,\;,1; I vx1){(1,\;q}exp{ -in A'r  —

0
} (0) ag  

= ex
) n2 

(- p -,-- -7,--,\,;.\;, I (Ni)(n.1;q) ii ,o (q - i nn) • 
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Substituyendo la forma explicita de Ou(g,t) en la expresión anterior, se puede reescribir 

COMO 

por lo que 

_ L2 
 

9A 
(2711i,V 	1, 

—2mq + in2 A;,) , } 	(4,3.16) 

1'',.(q,1)14,1q,1). 1(il 	(00.1)'} (4,3.17) 
(21rag)1 	 2c 

Es decir, la densidad de probabilidad en el espacio de coordenadas está expresada por 

una función de distribución normal determinada por los parámetros (r, y (0„,1 , cuya 

interpretación probabilística es que (0„,, es la esperanza matemática y n,l  es el cuadrado 

de la desviación cuadrática media. Estas cantidades se determinan más adelante, 

Propiedades de los estados coherentes generalizados 

En analogía al caso del oscilador armónico, a continuación se obtendrán las expre-

siones para los valores esperados y las dispersiones en los operadores de posición y de 

momento con respecto a los estados 1;'„(q, t) 

Utilizando la matriz inversa de 	para expresar At y A en terminos de ji y r2 

A' —A 
, 	 H.3.18) 

'1, 	9 

se tiene que 

fi = 	A t 	 = 	ApAl. 

Para obtener los valores esperados de fi y if se utilizan los resultados 

Aln,t)= 	 (n,tlAt = (1*(rt,t (, 

encontrandose 

= 	) 

= (n,tlfila,t) 

= —i (\;n 40"). 

67 

(4,3.10a, b) 

(4.3.20(40 

(4.3.21x1) 

(4.3.21b) 



En forma similar, tomando el cuadrado de las expresiones (4.3.19) y utilizando las 

relaciones de conmutación entre Á y Át se determinan los valores esperados de q 2  y 

Pa,  

= 	(<1,11‘12 1 0',1 ) 

= —(0, 	1,\;2 ,4 2  — 1,\,,I2(2.4tÁ + 1) + ,\;',At2  I n,t) 

— [(1',\;' 	1 n'2,1;2, — Ps1,12(1 21012 )] (4.3.22a) 

= 

= —(0,1 	1:2 	— 141 2(2:1t Á In,i) 

— [(1,\,y + n'2 ,\;21  —1,V(1 4- 21012 )1 	. (4.3.221/) 

Por medio de las expresiones (4.3.21) y (4.3.22) es directo evaluar las dispersiones 

en las posiciones y momentos, esto es 

(1,1 .1" (ría),,.r-(9)n1 -1412 . 	)(I, 	(fi)o, = I gla  • (4.3.23a, b) 

Por otra parte, el producto simetrizado de los operadores de posición y momento está 

dado por 

( 1.1(í 	 -1- 1,\ p Á t2  - (A; Ar  -1- '9,1)(7) 	. 

En esta forma, el valor esperado de la expresión anterior sera 

+qf) 3  
= (". I 7,(111 + p) o , ) 0,1   

. 
= 	;,n 2  -I- 	— (A;Ai, 	,\;,4)( 7,- -I- 	. (4.3.24) 

Utilizando los resultados (4.3.21) se tiene que 

(13),,,1 ab,r = '971(12  + '\1,41'2 	(A;Aq 4  ArVI)10 12 	(4.3.25) 

por lo que la dispersión en el producto de los operadores de posición y momento, que 

da una medida de la correlación entre 	fi, está definida por la expresión 

fyj + (ni) 
- 

. 

( 	A; 
(4.3.26) 
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donde para obtener la última expresión se utilizaron las ecuaciones (4.3.24) y (4.3.25). 

Principio de Incertidumbre. 

Como se señaló brevemente en el Capítulo 3, una propiedad importante que ca-

racteriza a los estados coherentes es que minimizan la realción de incertidumbre de 

Heisenberg, Los estados que se han denominado aqui estados coherentes generalizados 

( también conocidos como estados coherentes correlacionados ver 12)) , resultan estar 

caracterizados por una propiedead similar. Concretamente, son los estados que mini-

mizan la llamada relación de incertidumbre de Schralinger-Robertson, la cual constituye 

una generalización de la relación debida a Heisenberg. Dicha generalización fue intro-

ducida por E. Schródinger 15) y FI. P. Robertson [61 para el caso en que se consideran 

operadores Hermitianos y el estado del sistema sea un estado puro. La extensión de es-

tos resultados para operadores arbitrarios y sistemas cuánticos abiertos, fue presentada 

por V. V. Dodonov , E. V. Kurmysliev y V. 1 Maui) 171 y consiste en lo siguiente: 

Sean A y i3 dos operadores arbitrarios, no necesariamente Hermitianos, y ji una 

matriz de densidad también arbitraria. Considerese ahora 

ic111, 	 (4.3.27) 

donde o 	in-2  es un número complejo arbitrario y por definición 

¿5.4 	 (4.3.28) 

con (A) 	Tr(bÁ), Como el operador ttP es Flermitiano y-positivo semidefinido, al 

igual que ir, se cumple la desigualdad 

Tr(irtIP) > 0. 	 (4.3.29) 

Por la definición (4.3.27), la expresión (4.3.29) puede reescribirse como 

Tr (i3PtP) = (4.1.-Pc1.4) F in,((sAtLsb) (áfit Aii)) 

(11(41.-it‘S.:1) ‹,,((.s.:itárj)+(zsiisáÁ)) 

+ 	o, 
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o equivalentemente 

( Tr(iit t t) . (A..it Ls.,1) ni  + i (5..it álj -- áht A.,1) 

2(AAIL5.1) 

+ (c5.1tA.1) (rt 2  1- ("l'it l̀b -"Iñl'I.ii))  )2  
2(i,5,t11,5,:j) 

4.  (L\)im-3) 	(iGNAtL5b.... ábt,.5..-0 )2 

márút.s.:1) 

((A..isáli  + áfitAA))2  
> o, 

,t(Altá..i) 

Eligiendo los números reales o s  y (11  en tal forma que se cancelen los primeros dos 

términos se observa que necesariamente (A:itzlii—ái/tAA) es un número puramente 

imaginario, por lo cual se concluye que 

(áÁli.5,1)(tIfittSí.1) :> 	I (L5.11¿.5fi — z.ShiA..1)12  
— 4 

+ -11  [(Lx.lt¿sil 	r. (4.3,30) 

Introduciendo las dispersiones 

= ((AÁ)2 ), 	ffn = ((L-51) )2 ) ,  
1 — 

cm? 	(‘..5.1áll + L58/1.1), 

la ecuación (4.3.30), para operadores Hermitianos, queda expresada en la forma 

1 	• 	2 
(70111 	 (1.0M( 1 —r1)>I (I.1. /3)) I , 

donde se substituyó (¿.51..5i3 	 (II) y se definió 

\fi-T.717j 

(4.3.31) 

(1.3.32) 

De lo anterior se observa entonces que si no se tiene información sobre el sistema 

que se estudia, lo más que se puede decir es que av al  > 	Sin embargo, si se 

sabe que el coeficiente de correlación definido por (4.3.32) es distino de cero, además 

puede decirse que la cota inferior del producto apoq  es mayor que la correspondiente 
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a un sistema con r = O y está dada por .zae----„,) . En otras palabras, las fluctuaciones 

cuánticas de un estado con r 	O seran mayores que las de un estado con r = O. 

Para el caso particular que se está tratando, es facil ver con ayuda de las expresiones 

(4.3.23), (4.3.26) y el hecho de que detAi,„ = i 

1 — r2  = 	1  

es decir 
I 

(1
P 

0
9P  

0"' 
I 	4 

= - 	 (4.3.33) 

lo cual implica que los estados coherentes generalizados minimizan la relación de incer-

tidumbre de Schrbdinger-Robertson, 

4.4 	Operador de evolución 

Considerese un sistema descrito por el Hamiltoniano 11(1), entonces la ecuación 

de evolución del sistema está definida por la ecuación de Schralinger dependiente del 

tiempo 

i1(1 )10(t)) 

El operador de evolución se define como 

1 ,1(i)) = 

0l0(0) (4.4.1) 

(4.4.2) 

.
at  = 	• 

u(t)1110» • 
lo que implica que U(0) = 1. 

Substituyendo la expresión anterior en la ecuación (4.4.1) se determina la ecuación 

que debe satisfacer el operador de evolución, esto es 

dU 
= HU , 	 (4.4.3a) 

di 
dUt 

=Utll 	 (4.4.3b) 
dC 

donde la última expresión se obtiene al tomar el Hermitiano conjugado de la primera. 

Multiplicando (4.4.3a) por la izquierda con Ut y la expresión (4.4.3b) con U por la 

derecha, al substraer las igualdades resultantes se obtiene 

dU 

di

t U 
	 = O 	y usando que 	U(0) = 

Ut U = I . 	 (4.4.4) 
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esto es el operador de evolución es un operador unitario. 

Una integral de movimiento cuántica es un operador que actúa en el espacio de 

estados del sistema físico cuyo valor promedio no cambia durante la evolución del 

sistema, esto es 

(0(1)1/(1)10(1)) = (0«»1[((► )M0)) • 
	 (4.4.5) 

Substituyendo (4.4.2) en (4.4.5) se obtiene 

(//,(0)1tri/(t)U14',(0)) = (0(0)1/(0)11),(0)) , 	 (4.4.6) 

como la expresión anterior es cierta para todo bra (0(0)1 y ket 10(0)) debe cumplirse 

que 

tormu = .HO) 	 40=uR6wt. 	(4.4.7) 

Función de Green 

A los elementos de matriz del operador de evolución en una representación deter-

minada ( ejemplos comunmente utilizados son la representación de coordenadas, la de 

momentos, y la de estados coherentes ) se les llama función de Green. En ésta sección 

se determinará la función de Green en la representación de estados coherentes asociada 

al Ilamiltoniano (4.1.2), y se verá como de ella resulta directo encontrar la probabili-

dad de que un estado coherente generalizado tenga un número definido de cuantos 

fotones. 

Por lo dicho anteriormente, la función de Green está determinada por la expresión 

Gfo 	= ((li(r(1)1(i) 

2  = exp (-14rr 	(i(n*, ft, t), 	(4.4.8a) 

donde se utilizaron los estados coherentes normalizados de la ecuación (3.3.23) y se 

definió la función 

C((10'1,1) E (<11(7(0113), 	 (4.4.8b) 

en términos de los estados coherentes no-normalizados 

In) = exinnat)10). 
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Estos estados reciben el nombre de estados generadores, ya que su desarrollo en serie 

de Taylor genera los estados de un oscilador armónico, y a su producto escalar se le 

denomina núcleo reproductor. 

Tomando el elemento de matriz de la ecuación (4.4.7) con respecto a los estados 

coherentes no-normalizados, se tiene que 

("11(1)U(1)111} = {nitr(i)/(0)13) 

	

J(nlI(t)I1)hl/1(t)U1}d-1_- f 	it7(t)h ){1¡/(0)1/1) II) (4.1.0)  

donde en la última expresión se utilizó que los estados generadores forman un conjunto 

completo de estados. Por medio de la definición (4.4.8b) y la representación de las 

constantes de movimiento en el espacio de estados coherentes no-normalizados, se 

determina la ecuación diferencial que satisface la función de Green 

/0-(l) (oh} G(1',10)(11 = 	1,1(0) {IP} G(n*,-).1)(il 

I„ • (1 ) G( 	, ti, ) 	I d ( O ) G( 	, /1, ) . 	 (4.4.10) 

Para encontrar la forma explicita de G'((i',O,t) ó equivalentemente de su forma 

normalizada G(o*, fi, i) , es conveniente observar que utilizando la relación de con-

mutación para los operadores de creación y aniquilación del oscilador armónico (3.3.3) 

y la identidad 

exp(n*ii)(5 exp(-0*(i) = 	(o'6, O1 + 751 	(o' ñ, (311 	. 	(4,4.11) 

se obtienen las dos expresiones 

{o 	101 exp((t*(1)ii px1)( 	*íi)vxii(il "[I )11.) 

O 
(01— (exp(il'il))1C) 

On• 

O
—

* 
(01exp(o* 1)10) 

= 	(.10 on• 

(o 	= {Olexp(n'ñ)íit exp( 	*ii)vx1)(o 	)10) 

(01(rit olexp(o'r010) 

= o' {n 
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Dada entonces la arbitrariedad del ket ir.) se concluye que 

(oló . 	 (4.4.12a) 

	

((Alai .-..<1.(01. 	 14.4.12b) 

En forma completamente análoga se obtiene la representación para los operadores de 

creación y aniquilación cuando actuan a la derecha de un estado coherente no norma-

lizado 

	

t 'O 	(11(1 
	

(4.4.13a) 

(4.4.13b) 

Utilizando entonces la expresión de los operadores A(t) y .-P(1) en términos de los 

operadores de creación y aniquilación dada por (4.2.28) y las relaciones (4.4.12) y 

	

(4.4.13), la ecuación (4.4.10) con 1(1) 	.4(t) está dada por 

(Hl —̀9 Hal') 	 /4“•,3,0, 
Do' 

(4.4.14(0 

de la misma forma si 1)!) > Ái(1) y se utiliza (4.4.12) y (4.4.13), la ecuación (4.4.10) 

se reduce a 

((111.1(111.1
a  ; 	Arn 	1-;(n* , 3,0 	

a —G( (I  • , 3, 
ti

a 

  ` 	 03 
(4.4.14b) 

Así ¿sAri*,if,1) está determinada por el sistema de ecuaciónes diferenciales parciales 

(4.4.14). 

Resolviendo (4.4.14a) se tiene 

	

a*  • ti• 	YO, 	t  `'xl' {  Mi 2

Al2 2 

 

Substituyendo esta expresión en (4.4.14b) se encuentra que 

	

/32 	 im2   

	

go(t)exp{,..-- 	(j+  (1!r 	— 	Ali 	fl} 
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n(n ,, = 
j 

_n(t) b(t) 
2i 

a(t) i 1 (t) e( )1 
*2  

, 	a(t) 	c(1) 
(1 • + 	+ 

4 	2 	4 	 4 	4-1 

e(1)1 02 	(19) (9)1 . 

4 j On**2  /- 	9 4- 	On• 

donde utilizando las propiedades de la matriz simpléctica III se tiene que el término 

entre paréntesis redondos vale cero. Por medio de las expresiones anteriores la ecuación 

(4.4.8a) puede escribirse como 

1012 	13121 G(n' , t) go(' 	(— 	— 

Aí; 	1/2  .2  
x exi) {— /7' - 	(1* 	, 	(4.4.15) 

2A/1 	2.1/1 	a/i 	111 

Para encontrar go(1), se observa que dado que el operador de evolución queda com-

pletamente determinado por (4.4.3a), entonces G(n', /1,t) debe satisfacer la ecuación 

de Schródinger dependiente del tiempo en la representación de estados coherentes nor-

malizados, es decir 

	

,Or1G( *, 	t ) 

	

Of 	
=11(<1')G(ri',/f, f), 

con el operador 71(fl') dado por la expresión 

(4.4.16) 

(4.4.17) 

Utilizando (4.4.15), se calculan las derivadas 	;17,-n'3.• y 	de la función 

OGn 112 	1 , 
u
„, 

— n —  
On• [ 2 Ah 	A/1  

(4.4.18a) 

02a{  o  A!2 	1 12 	;11.1  
2  *2 = 	 (1 	r, 	1-2 

2 Ali 	” ATG 	 (4.4.186) 

DG It 	1 112  „ 	1 	1+ 2. ,„c 	17 N  +  	)  , ,  (4.4.18c) 

donde ( )• indica la derivada total con respecto al tiempo. Como lo que interesa es 

encontrar go(1), que es evidentemente independiente de a y 	basta resolver (4.4.16) 

para valores fijos de dichos parámetros, los cuales se eligen por simplicidad como 

I  En el Apendice B se deduce ésta relación 
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O = 13. Utilizando (4.4.18) se tiene entonces que 

PM 	e(1)1 00)  
1 	' 

Substituyendo en (4.4.15), la ecuación diferencial que determina a yo(i) es 

¡t'O) = 	 (1111 	A11)ib(t)M1 	5i—t)  (MI 	Al2)} . 	(4A.19) 

Recordando las ecuaciones de movimiento que satisfacen las constantes de movimiento 

del sistema 
0 

p¡, 
or 

se deduce, de acuerdo al Apéndice B, que 

A 

—07tío = 111,4 I , 

donde A y S' fueron definidas en las expresiones (4.2.10) y (4.2.19), respectivamente. 

La matriz D está dada en términos de los coeficientes a(1), b(t) y (9) que aparecen en 

el Harniltoniano (4.1.2) 
(0 b) 

Utilizando la relación entre las matrices simplécticas í1 y A/, es decir 

Al =!/Ay.-1  

con 

se obtiene que 

Al = N (0.2,13g —i ) . 

Con la expresión anterior, es directo encontrar que el término entre paréntesis de llave 

en (4.4.19) es igual a —i/1/1  y dicha ecuación se reduce a 

ito 	Alr 	
(1,4.20) 

2.1li  
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[1-((o')G(o* ,13,01 

üGto 	/1,01 

n=0=0 
ifio(t) 

a(t) 	b(t ) 

4 	2i 

• 

(1)1 

4 	j 

A/ 2  golt)  

A/1 ' 
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Resolviendo la ecuación diferencial anterior se obtiene 

!MI.) 	90(0)A/, 1  , 

y utilizando el hecho de que en t = O la función de Green satisface la relación 

	

ini2 	
9 	

,,) 

	

G(‘)*, 0,0) = exp (-- 	(1 .  
9 90(0) = 1 • 

Finalmente, por medio de los resultados anteriores se obtiene la función de Green 

asociada al Hamiltoniano (4.1.2), 

(-11 

Al; - 	+ 1  
2A/I 	2A/1 	A/1  " 

Función de distribución del número de fotones 

En el caso del oscilador armónico, partiendo de 

In) = exp 	exp(t (11  )10) 

= E (x)) (— I21  
(i=o 

= exp 
Víd (1=1) 

(4.4.21) 

se identificó la función de distribución del número de fotones corno el coeficiente del 

desarrollo en los estados de Fock, esto es 

" 
(111(1) = (sX11 — 	—. 

;)1 

Para el caso de estados coherentes generalizados, utilizando la definición (4.4.8a) se 

tiene que 

= E (nin)(i1lIT(1)1(3). 
	 (4.4.22) 

ti=l1 
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Denotando 
Ah \I 	= 	13  

li  = ". 
( 

:>. 1 ---5-  I -I-  ) ' 	V72AI I  Al2  
y utilizando (4.4.21) se tiene que 

1(112  Gfn*,11,t) =1'.xj) ( ---, 

la12  7-= eXii ( -- 
2 

pi' 
- -7 .- 

131 2  
- 	--.-• 

2 

) \ ,..1 	( Al;  f32  
I Ii 	eXI) 	w- 	,X1)( 

A11 1  VXI) ( M2.(12 ) 1.-.:' 

-1'2  + 2p.r), 

t.t" H (.r), "  2,11,n! u=o 

donde en la última igualdad se utilizó la función generadora, c.xj)(-912  + 2/1!), de 

los polinomios de Hermite. Identificando (oln) en la última igualdad de la expresión 

anterior se obtiene 

G(0'313) 1 "P 	+
A/132  ) 

.. 
X  

\--, 1 ( Al2  y ii i 	3 	... r ( _ iy, (2: " 1 . 
(-d  ..,..  ‘/-17! 2A1,)

ii 

 ‘f?Ali  A/2  ) [ 	In i 

y comparando con la expresión (4.4.22) se determina la funcion de distribución del 

número de fotones asociada al estado coherente generalizado, que es solución de la 

ecuación de Schródinger dependiente del tiempo del Hamiltoniano (4.1.2) 

) ( 7 .1U(1 )10) = 	 - ( 	)1  eXI) ( 11312  + 	;13.2  11 ( 	' 	) (4 1 9  3) 

	

Z.11  2/1/1 	 2 	2A/1 	" 457-1  Ah • 	. ,.." 

La probabilidad de que el estado coherente ti tenga n fotones al tiempo 1 es entonces 

11  (11)= Rultfl1ll3)12 . 

la cual utilizando la relación entre A/1 , \12  y las funciones Ay  y A, (4.2.31), junto con 

las relaciones (4.3.21) y (4.3.23), queda expresada por 

r 
1 	[ 	 2 	I 2 	 { ci, 4- a, - .1 j 2 , _912 

PPI(P, I ) = n, a g, + o, + 1 	4 (a ,, + (1,1  -I- 1).1 

x exp { 2 I13  12  lo + ql 	(M IS,  • 	(rd2,1,11 
2(a 	+ a „ + 1 ) 

 

1 ) 2  

II„ (3 	 (a, + ay )2  - 1 

 

X (4.4.24 ) 
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Para t == 0 la expresión anterior es una distribución de Poisson, lo que se deduce de 

(4.4.21) tomando en cuenta que (en t = O ), M2  E (1 2  . Para este valor de t puede 

verificarse también de la expresión (4.4.24) que la probabilidad de encontrar un número 

impar de fotones para el estado vacío ( 	(1 )de cualquier Hamiltoniano cuadrático 

es cero y solamente pueden tenerse números pares. Este comportamiento es similar al 

encontrado recientemente para los estados de gato de Schródinger 181, 

4.5 Funciones cuasiprobabilisticas 
de Wigner y Husimi 

Función de Wigner 

La función de Wigner representa uno de los ejemplos más importantes de lo que 

se conoce como funciones de cuasi-probabilidad. La noción de éstas fuciones fue intro-

ducida por primera vez por E.P. Wigner 191 ante la imposibilidad, derivada del principio 

de incertidumbre, de obtener dentro del formalismo de la mecánica cuántica la posibili-

dad de que una partícula tenga una posición y un momento bien definidos simultanea-

mente. Esto ocasiona que el concepto de espacio fase y por tanto la definición misma 

de una función de distribución de probabilidades en dicho espacio se torne problemática. 

El uso de las funciones de cuasi-probabilidad constituye mas que una herramien-

ta matemática una completa reformulación de la mecánica cuántica no relativista de 

Schrádinger (en la que se describen los estados en términos de funciones en el espacio 

de configuraciones ), por un formalismo en términos de conceptos clásicos, en el cual 

la matriz densidad del sistema es substituida por la función de cuasi-probabilidad. 

Para apreciar esto es ilustrativo hacer la siguiente comparación. Considerese por 

ejemplo una partícula clásica descrita por una función de distribución en el espacio fase 

f'd  (g. p) . El promedio de una función il(q.p) de la posición y del momento está dado 

por 

/IP A (g.p) 	(q • 11) • 	 (.1.5.1) 

Cuanticamente, por el contrario, se tiene que si una partícula está descrita por un ope-

rador densidad ¡i, el promedio de una función de los operadores de posición y momento 

2 	Confrontar con la ecuación (5.2.20). 
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Á(4, fi) es 

= Tr(Ái)) 
	

(4.5.2) 

Es importante notar que dada una cantidad clásica .4(q, p), su correspondiente operador 

cuántico Á no está definido de forma única, y lo que es mas, no resulta claro en todos 

los casos el significado de dicha definición. En este sentido se puede apreciar también 

la utilidad de introducir las funciones de cuasi-probabilidad, pues es solo con ayuda 

dichas funciones que la identificación mencionada llega a ser consistente si se define el 

promedio de una cantidad Á como 

dq 	p A((1 , p)I-Vg p) 	 (4.5.3) 

que es muy similar a la definición clásica (4.5.1). En la expresión anterior, se utilizó 

rq(q , p) para denotar a la función de distribución de cuasi-probabilidades y la función 

A(q,p) es derivada de Á(rj,11) mediante un procedimiento específico. En particular si 

Pg(q, 	1V(q,p), la función de cuasi-probabilidad de Wigner, la cual se define por 

117(q,P) = 	(q 	
2
12-1151q — 11) 	d u 
	

(4.5.4) 

A(q, p) queda determinada por 

A(v,v) = 	(q+ 	 )c-'''"du • 
	(4.5.5) 

Si el sistema en el que se está interesado se encuentra descrito por un estado 

cuántico puro, es decir 	11,4)(01 , la unicidad de IV(q,p) está garantizada por 

un conjunto de propiedades [101 de las cuales, para propósitos del presente trabajo, 

conviene destacar las siguientes 
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1. 	La redución de (4.5,4) a 

u 
IV ((hl)) = I 	;;- ) elq 	diu 

ti 
(4.5.6) 

2. II'(q,p) es real, aunque no siempre positiva, 

3. La función de Wigner permite obtener las distribuciones de proba-

bilidad en las representaciones de coordenadas y momentos a través 

de las ecuaciones siguientes 

1 
IV (q, p) 	= 10(q)12  

9 7r  

1 
f 	(q I)) (1'1 = 10(1111 2  

:st.1 	, 
tul 	1)•(q,p)111) = I , 

donde la última expresión es una consecuencia de las primeras. 

(,1,5. 7 u) 

(4.5.711) 

(4.5.7c) 

4. Si 11',/,(q,p) y 111,/,(q,p) corresponden a las distribuciones de los es-

tados 00 y,6(q) respectivamente entonces 

(111 	(q)(1)( q)  1 = — I 	rlq I 	p) 11'0(q,p). (4.5.5“) 

  

De (a expresión anterior, si 1,' ,(q) = (Mil) se deduce 

i  

	

rlq 	11,1) tiV,,(q,p)1 = 27r ; 	 (4.5,86) 
. -r›... 

y si 0(q) y fb(q) son ortogonales entonces 

	

I thi j 	di)11.,„(q, p)11",,,,(q, p) = O . 	 (4.5.Se) 
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5. Si A(g,p) y .1.1(q,p) son las funciones clásicas, dadas por (4.5.5), 

correspondientes a .-1(11,p) y i?(rj,j)) respectivamente, entonces 

I dq 	dp A(q,p)13(q,p). 27r Tr(.-U3). 	(4.5.9o) 

Se observa que si ..1(q,p) = ji y 1:3 = 1, la expresión (4.5.7c) es 

inmediata. En forma similar, si h = ti se tiene 

titi 	.4(9,p)11'(q, p) = 2rr Tr(15,i(ij, fi)) . (4.5.9b) 

Como ejemplo de la utilización de éstas ideas considerese los operadores de posición 

ij y momento ji 	acuerdo a lo anterior se tiene que las funciones clásicas correspon- 

dientes a estos operadores son fj 	q y i 	p. Esto se demuestra como sigue: Para el 

operador de posición 

q= / 	(q I- -9 Igiq - 9  -) 
r_.,1,,, du 

1/ 	U 

,-, =1.., lo + --iq — — k  ) q — --) c 'I' da 
u 	u 

.,, 	2 	2 
C.0 
	11 
 

(q 	) t(ss 	sist 	q , 

mientras que para el momento se tiene 

( g  - 711  ) —I"" 

	

r 	11 	ti,' 
9 	) 

-C•3 

Efectuando los cambios de variable 

-11,11 1111,  

(1.5.10) 

(4.5.11) 

q 4- 	, 

y utilizando la regla de la cadena, se tiene que 

= 	• 

OO O 
= 

041 (hl 0E, 

0 	1 ( 0 	0 = 
Ou 2 



o la relación inversa 	
0 	1 0 	0 

c)p = 157; 7574 ' 
0 1 0   0 

= 5.757/ r7 u 

Substituyendo los resultados anteriores en la expresón (4.5.11) resulta 

p 	 ¿i( u )(`'/)" du , 
2 Oq 	011 

donde el primer término da cero y el segundo se integra por partes, esto es 

P 	i 	( —ip)15( )( 	fiu = p, 

Hasta aquíse ha hecho énfasis en la correspondencia entre un operador cuántico y 

una cantidad clásica, Historicamente el estudio de la conexión inversa, es decir entre 

una cantidad clásica de q y p y su operador cuántico correspondiente, ha sido también 

objeto de importantes estudios entre los que conviene destacar los realizados por Weyl, 

pues se ha demostrado [111 que están en concordancia con el formalismo de Wigner. 

De acuerdo con los postulados de la mecánica cuántica referentes a la medición 

de cantidades físicas 3 , se sabe que si 10) denota el vector de estado normalizado de un 

sistema y Á representa al operador asociado a una cantidad física A, entonces el único 

resultado posible al medir A es la obtención de uno de los eigenvalores a„ de .1, y la 

probabilidad de obtener cada uno de dichos eigenvalores está dada por la magnitud al 

cuadrado del producto escalar entre el estado inicial del sistema y Iii„) el eigenvector 

normalizado asociado al eigenvalor en el cual se está interesado i.e. 

P(an) = 1{n„111')1' .  

Ante la ausencia de un postulado similar referente a la medición de una función clásica 

de p y q, Weyl propuso la asociación de un operador cuántico a toda función de q 

y ji y definió la medición de dicha cantidad clásica en forma idéntica a la descrita 

anteriormente. Lo notable de ésta proposición es su conexión con la función de Wigner, 

Una amplia discusión de este postulado y su extensión para los casos de un espectro continuo y 

no degenerado es realizada en 131. 
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ya que en particular si el estado del sistema es v., el valor esperado de la medición de 

un operador A, al cual Weyl asocia la función clásica A(q , p), está dado por 

Tr(Í3Á) 	(01.-110) = J x  dg 	dp IV (q, p)A(q, p) , 

donde 117(q,p) resulta ser la función de distribución de Wigner asociadaa la matríz de 

densidad p que describe al sistema. 

En resumen se tiene entonces que la posibilidad de asociación entre cantidades 

cuánticas y clásicas define una regla de cuantización distinta, la cual se conoce como la 

regla d cuantización de! IVeyl y consiste en lo siguiente . Si .4(q, p) es una cantidad 

física clásica dada por 

r, 

(1(q,ii) 	 dr, 	(Ir n(a , r)(1( ''f+ri') 
	

(4.5.12a) 

su operador cuántico correspondiente es determinado por 

1,1̂1) = 	(1(7 f (x'  (Ir n(a,r) ell"q+ri') 
	

(4.5.12b) 

Si las relaciones (4.5.12) son satisfechas entonces la expresión (le Wigner (4.5.5) que 

relaciona la función clásica .4(q,p) con el operador .1((j, fi) también se cumple. Otra 

función que es de gran utilidad para calcular valores esperados de productos de potencias 

de los operadores de posición y momento es la función característica, que suele denotarse 

por C(r,r) 

C(a 	I
, r) =

.: 
dp 

i,„.., 
etInq' 9)1.1"(( 1, p) (1q , 	 (4.5.13) 

—c., 	. —,,, 

es decir C(a , r) es la doble transformada de Fourier de la función de Wigner. 

A continuación se va a determinar, la función de Wigner asociada a los estados 

coherentes generalizados. Considerese entonces el operador de densidad, 

t )( 31. 	 (4.5.14) 

De acuerdo a (4.3.20), el operador anterior satisface las relaciones 

Á(t)/5 = np, 	tiÁt(1) = 	 (4.5.15a, b) 



Por medio de la expresión (4.5.5) es inmediato encontrar las transformadas de Weyl de 

los operadores siguientes: 

11.(q,p), 

rj j , 

(/' -- 

(p 

i 	‘7)/VI 

2 Op 

¿vi  

7-)i  -0°71) 

W(41,1) 

inj 	(

i O 
q — 7)- (5--4 1V(q, p) 

(4.5.16u) 

(1.5.116/) 

(4.5.16c) 

(4.5.16d) 

(.1.5.16e) 

Con estos resultados es directo encontrar las ecuaciones (4.5.15) en la representación 

de Weyl-Wigner 

{(Ap  -1- 	(,)1,, 5—D  — 	7.-5;1  -)111.(q,p) •‘.• n11.(q,p) , 	(4.5.17a) 

[(A; P + 	+ 	(A; 	-- A; (59-1-,) 11.(q, 	= (,*11.(q,),) • 	(4.5.17b) 

donde fueron utilizadas las expresiones (4.2.26). Para resolver las ecuaciones anteriores 

es conveniente definir la función compleja 

= 	 (4.5.18) 

y su complejo conjugada. Con estas definiciones se encuentra 

a 
A, 

Op 	07/ 	Oz;  

, O 	 O 
\ 	— \V 	= 

(4.5.19) 

Substituyendo (4.5.18) y su complejo conjugado, junto con las expresiones (4.5.19) en 

(4.5.17), se puede reescribir el sistema de ecuaciones como sigue 

[ 1F.; In-
- 	= 	 (4.5.20a) z  

[ + 
.-1- 7) 1 19  1In- - , ')=-,1'11-(z.z.)• 	 (-1.5.20b) 

Para resolver este sistema de ecuaciones, se integra (4.5.20a) obteniendose 

= F(:-.,tlexp(2.:•((t 
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Al substituir esta expresión en (4.5.20b) se obtiene una ecuación diferencial para la 

F(z,t), que puede resolverse facilmente con lo que la función de Wigner queda dada 

por 

= k(t)exp (2(n*: 	- 	. 	 (4.5.21) 

La función k(t) se determina de pedir que la función de Wigner cumpla con la condición 

de normalización, (4.5.7c) 4 , con lo cual 

k(t) = 2r -21"12 	 (.1.5.22) 

Por lo tanto se ha construido la función de cuasiplobabilidad de Wigner para el Hantil-

toniano (4.1.2), y la expresión de dicha función es 

2t•xpl 2(n:' 	 11. 	14.5.23) 

Esta función puede reescribirse en el espacio fase, esto es en términos de las posiciones 

y momentos. Para ello se substituye en (4,3.23) la expresión (4.5.18) de z y la corres-

pondiente para z*, y se utilizan los valores esperados de y de ft, dados en (4.3.21), así 

como sus respectivas dispersiones, determinadas por (4.3.23) y (4.3.26). Asíse obtiene 

IV(fr,q,t)= 2vxp(-2(v,i112 •I- 	b()) 	 (4.5.24) 

donde se ha denotado 

— 
	 (4.5.25a) 

15 =-71r— (b),..t. 
	 (4.5.25b) 

Nótese que si se define la expresión (4.5.24) en términos de y jr, se tiene una función 

de Wigner que no se traslada, sino quetínicamente rota, como se verá mas adelante. 

Todavía la expresión (4.5.24) para la función de Wigner puede reescribirse en una forma 

fisicamente más atractiva, y esto requiere la definición del coeficiente de correlación 

(4.3.32) 

11'(p,q,i)= 	
1 	

t xp 	
-1 	't1— 
	2r1. • 	. (4.5.26) 

	

(1 - r 2  ) 	ad 	2(1 	'4 ) (1,/ 

4  consultar Apendice C, 
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Teniendo en cuenta la normalización elegida, la forma (4.5.26) de la función de Wigner 

se identifica como una ley normal de distribución en el espacio fase pa. El séntido 

probabilIstico de los parámetros que determinan dicha distribución es el siguiente; (q)„ 

y (p)„ son las esperanzas matemáticas; ay  y ap  son los cuadrados de las desviaciones 

cuadráticas medias, y r es el coeficiente de correlación. Esta forma de la función de 

Wigner permite identificar la forma asociada al estado coherente ( r = O ), esto es, 

el producto de dos gaussianas, una en las posiciones y la otra en los momentos. Al 

dejar evolucionar a la función de Wigner con el Flamiltoniano (4.1.2), aparece una 

interferencia por la correlación de la posición y momento. Desde un punto de vista 

geométrico, se observa que dada la dependencia temporal de los parámetros antes 

mencionados, la simetría Gausiana que caracteriza a la función de Wigner al instante 

t = (1 se pierde conforme transcurre el tiempo. Concretamente, dado que el Ultimo 

sumando de la exponencial acopla la posición y el momento, se concluye que dicha 

estructura antísímétrica está rotada respecto a los ejes del espacio fase. Siguiendo el 

método descrito en 1121, se introducen las cantidades ai  y p dadas por 

= q' eos 	sin O, 	 (4.5.27a) 

" 	sino + p` coso , 	 (4.5.27b) 

con 
1 	 2opy  

= 	iltrt 1111 	 UO 
O,r —ap  

(4.5.27c ) 

donde (90  se elige para cumplir la condición inicial 11(1 = o) =  O. ' La función de 

Wigner queda expresada como 

IV(p, 	t) 	2 vxj, 	.4-1,112, 4- ,N,211 + a,i )pt2 	 ,\1( -! 	P1t2  } • (4.5.28) 

En resumen, el Hamiltoniano (4.1.2) traslada la función de Wigner de un estado cohe-

rente normal, de acuerdo a (4.5.25) y la rota siguiendo las expresiones (4.5.27), además 

de modificar las desviaciones cuadráticas medias como se indica en la última expresión. 

5  Es conveniente seilalar que para 1 = (1 existe una indeterminación en la expresión (4.5,274 por 

lo que para determinar 00  es necesario utilizar el teorema de L'Ilapital. Procediendo de esta forma se 

encuentra que el comportamiento de la función N — 09  está determinado por las funciones a(t), 

y c(/) del Hamiltoniano. 
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Función de Husimi 

La función Q(z), al igual que la función de Wigner es un caso particular de función 

de distribución de cuasi-probabilidad. Fue introducida por primera vez por K. Husimi 

113] y tiene importantes aplicaciones en óptica cuántica, particularmente cuando se 

trabaja con operadores caracterizados por un orden anti-normal, es decir aquellos que 

pueden expresarse como productos de los operadores a y at en los cuales se coloca el 

operador de aniquilación a la izquierda del de creación ( por ejemplo : (1"01 'n  ). 

La función Q está definida esencialmente como el valor esperado del operador 

densidad del sistema con respecto a los eigenestados del operador de aniquilación del 

oscilador armónico, ( los cuales en ésta sección se denotan por lz) ) 

= (21/12). 	 (1.5.29) 

La función Q es no singular, en el sentido de que no está expresada en términos de 

la función delta ni de sus derivadas (para mayor información respecto a este tipo de 

singularidades ver (141), además de ser no negativa 1151 . 

Una forma de ver que en efecto la función Q contiene la misma información que 

el operador densidad del sistema f; es la siguiente. Nótese que 

Q(z) 	(ziblz) = E p(rr, ni.) e-1'12 	 (1.5.30) 
(1d1/1!) 

siendo p(11,1/1) = (nifilm) el valor esperado de 13 en los estados de Fock. Si se utiliza 

la forma polar de z es decir z = 1.71(!iw, multiplicando ambos lados de (4.5.30) por zrA 

e integrando respecto a 99, se tiene que 

	

271' , 	I z i2(/114-A) 

Q(z) 	rly = 211-  E pon. + A. In) e-1'V 
[(in 

Si se multiplica nuevamente la igualdad anterior por 	y se denota 1212  = x, entonces 

 

x on+x) 
F(x) = 27r E p(Itt \,m) 

[(in + A)!nzlb 
(4.5.31) 

donde 
.2n 

F(x) -z- ex I Q(z)z A rhp . 
o 
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Derivando (4.5.31) (in + A)-veces con respecto de a• y evaluando el resultado final en 

= O se obtiene 

P 	F(x)] 	zr 27r p(rtl 	A,114)( (111  
111! 

es decir 
1 ( 	ni!)2 

Oil 4- A, tu) =- 	
I dm +A 

(  (4.5.32) 
2 	( tu + A )! 	Lia•m+A f.o 

En otras palabras, la expresión anterior determina completamente los elementos de la 

matriz densidad del sistema a partir del conocimiento de (1(z). 

Para obtener la forma de la función Q(:) para los estados coherentes generalizados, 

se supone que el estado del sistema se encuentra completamente descrito por la , 1), es 

decir (4.5.14), Entonces se calcula el valor esperado del operador densidad con respecto 

a estados coherentes 
(1. (zia,t)(n,elz) 

(,in,i)(zja.1)* 

1(=1n,1) 12  • 

Recordando que 

in. t) 	U(01 (1, o ) , 

la función Q está dada por 

(1 =1 ( zl(T(1)1,1) 

Utilizando la expresión (4.4.21) para la función (le Green y su complejo conjugado, se 

obtiene 

= ---- 1A111vx1)(-1n12 

x exp 	
im, i2 	2  ' ' 

—fiv [AL' 71/* 112  --- H2 J1/'z*2 	 , (4.3.33) 

Substituyendo z 	3(q-l-ip) y utilizando las expresiones (4.2.31) para los elementos de 

la matriz A!, asi como las ecuaciones (4.3.21) para los valores esperados de la posición 

y momento y (4.3.23) para sus dispersiones, la función Q se expresa en la forma 
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{2 
Q= -,1  I exi){   ( I( il2  - 	- 	p2  + 2 ai, pq (1  

I + 	+ 
2 	I 

-- (q (0,t.t) 	(/' (b)04 2  

(n.1; -{- 	-}- p (0 Vi, 	 . (•1.5.34) 

Se quiere indicar que los estados coherentes generalizados son equivalentes al con-

cepto introducido en óptica cuántica de estado coherente de dos fotones. Estos es-

tados son generados de los estados coherentes por medio de una transformación de 

Bogoliubov sobre los cuantos de cración y aniquilación de fotones. Fisicamente son los 

estados de radiación de laseres de dos fotones 1161 
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Oscilador Paramétrico 

5.1 Introducción 

Los estados coherentes generalizados pueden obtenerse, por ejemplo, de todos 

aquellos procesos en los cuales los operadores de creación y aniquilación en el esquema 

de Heisenberg se expresen en términos de valores de dichos operadores en el instante 

inicial usando una transformación canónica lineal [1]. Ejemplos de tales sistemas han 

sido estudiados ampliamente en óptica cuántica, en donde por ejemplo una fuente de 

luz correlacionada se obtiene del llamado efecto Kerr [1], el cual consiste en utilizar 

un medio con permitividad eléctrica dependiente del tiempo como transductor de luz 

clásica a luz correlacionada, o bien generar luz correlacionada desde el vacío utilizando 

el efecto Casimir no estacionario [1], [2]. 
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Existen varias aplicaciones en el campo de la óptica cuántica del oscilador paramé-

trico, las mas notables relacionadas con la generación de luz correlacionada y estados 

comprimidos 13). Sin embargo en este trabajo, se quiere destacar la asociada con el 

estudio mecánico cuántico de un ión en una trampa de Paul 14), fuertemente enfriada 

por un laser. La trampa de Paul está basada en el uso de un campo cuadrupolar eléctrico 

que oscila en el tiempo. Esta técnica de confinamiento de partículas tiene importantes 

aplicaciones en espectroscopia de alta precisión, ya que brinda la posibilidad de controlar 

el estado de movimiento de los iones y minimiza con ello las relaciones de incertidumbre 

asociadas al movimiento. También ofrece la posibilidad de congelar los iones muy cerca 

de su estado de reposo, eliminando efectos no deseados en espectroscopia tales como 

el efecto Doppler. 

Trampas de Paul 

Para el caso de la trampa de Paul se emplea un campo cuadrupolar eléctrico que 

varia periodicamente con el tiempo. La necesidad de este tipo de variación resulta 

intuitiva sí se estudia primeramente el comportamiento de la partícula cuando el campo 

es cuadrupolar eléctrico pero estático. En tal caso, la función potencial en coordenadas 

cartesianas está Jada por 

'DO 	 .1 	 \ 
11/ 	 + 

2/.0  

lo que implica que la fuerza que mantiene confinada a la partícula se incrementa lineal-

mente con la distancia. La ecuación de Laplace /.54,  = O establece la condición 

	

o+ l+ 	 15.1.1) 

sobre los parámetros de la ecuación anterior. Existen dos formas simples de satisfacer 

la ecuación (5.1.1): 

i) En la primera de ellas se utiliza una configuración bidimensional que se obtiene 

sin = 1, = O , 7 = —1. es decir 

4' 	•. 	• 
<1,  = 	— 

21.„ 

Este potencial se genera exy mentalmente con un dispositivo de cuatro electrodos de 

forma hiperbólica sobre el plano vertical X 	que se extienden en la direccción Y. El 

campo de fuerza está dado por 



'Do 
E 	 E, 

Si se inyectan iones en la dirección 	las ecuaciones de movimiento permiten ver que 

para un voltaje constante d'o  los iones realizan oscilaciones armónicas en el plano XI'. 

Sin embargo, debido al signo positivo de la componente Z del campo, la amplitud en 

la dirección Z de dichas oscilaciones se incrementará exponencialmente y los iones se 

perderan golpeando los electrodos, 

ii) La segunda forma de cumplir (5.1.1) es elegir a 	 — 	2, es 

decir 
tDo  

2  
ro 

2 

donde r11  caracteriza las dimensiones de la trampa en el plano XI' y la dirección más 

cercana en el eje 2 está definida por la cantidad zo  = ro /`í3. Experimentalmente este 

potencial se obtiene utilizando un dispositivo constituido por los cuatro electrodos de 

forma hiperbólica mencionados en el caso anterior pero con simetría de rotación en el 

eje Z. 

Es importante señalar que si a éste tipo de dispositivo se le aplica unicamente un 

voltaje de corriente directa, los iones realizan oscilaciones inestables en el plano XI'. 

Sin embargo, si se combina el campo anterior con un campo magnético en la dirección 

del eje 2, el movimiento en ésta dirección permanecerá inalterado, y por efecto de 

la fuerza de Lorentz los iones realizaran un movimiento ciclotrónico en el plano XY, 

consiguiendose de éste modo la estabilidad de las partículas. Este dispositivo se conoce 

como la Trampa de Penning [5] y tiene importantes aplicaciones en espectroscopia, 

transiciones Zeeman y en general en la medición de propiedades magnéticas de partículas 

como el momento magnético anómalo del electrón, 

Otra manera de evitar la pérdida de los iones en los dos dispositivos anteriores, 

es aplicar un voltaje periódico entre los pares de electrodos en el caso (i) y entre el 

electrodo anular y los electrodos en forma de tapas superior e inferior en el caso (3) 

que tenga la forma 

(Do 	—U -- VcoSStt,  

donde U es un voltaje de corriente directa y 1" un voltaje de radio-frecuencia. El cambio 

periódico del signo de la fuerza eléctrica provoca un enfoque y desenfoque alternante 
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en el tiempo de las partículas en las direcciones anteriormente inestables. 

El Hamiltoniano para las trampas de Paul tridimensionales en la representación de 

coordenadas está dado por la expresión 

/12 )1• 2 1- y2  // = 	V a  -- 72-e  (1/ + rOS 	(Z2 	 (5.1.2) 9 	• /o 

Estableciendo la ecuación de Schródinger dependiente del tiempo se observa que su 

solución es separable, esto es, la función de onda puede escribirse como el producto 
(1,(x, y, 	= G(.r,y,t)F(z,t), dando lugar al sistema de ecuaciones diferenciales 
siguiente 

h 2  (02 	02 	, 
—; -I- —7) 	-I- 	(U + vos9t) (.r 2  + y 2 ) G 	e(t)G , 2n, 0.r' Dy2 	 Di 

11 2  (02 	 DF 
2in —.: 2 ) F — 21.1, 	

+ (U 	vosItt).: 2  F — ih — = 0(t)F , 
Ot 

(5.1.3b) 

donde 0(/) es una función del tiempo que aparece al efectuar la separación de variables. 

Esta función puede cancelarse efectuando una transformación de fase dependiente del 

tiempo que no tiene importancia física. Así se obtiene que las ecuaciones diferenciales 

(5.1.3) pueden escribirse como las ecuaciones de Sclllódinger dependientes del tiempo 
siguientes: 

II i,g(x, y, t) = ih—
Di ' 
Og 

(5.1.4a) 

0,f 
11,f (z.,t) = ih— 	 (5.1.4b) Ot ' 

donde se definieron los operadores 

11, 	)  

	

= I 	+ 
9 	

91(1).: 2  , 	 (5.1.5a) 

IIr, = P+ 	512(i) (.r 2  + y2 ) , 	 (5.1.5b) 21,1 	9 	" 
y las frecuencias dependientes del tiempo 

12 2  
52,(t) = 	(a, — 2b, vos III) , 	 (5.1.6u) 

9:2(t) = —4 	— 2b,, vos SU) . 	 (5.1.6b) 
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Por conveniencia en la expresión del Hamiltoniano (5.1.2) se introdujeron los parámetros 

sin dimensiones 

8(.0 
U. 
--7111.1a-2  —2(1'„ 	

(5.1.7a) 

44' 
b.

• 	
---26,. 

ntrj112  

Los Hamiltonianos (5.1.5) tienen la estructura de un oscilador paramétrico, y en este 

capítulo se aplica el formalismo desarrollado en el Capítulo 4 para estudiarlo. Esto 

significa un sistema descrito por 

11 ' 	— inws2  (151' 2  , 
2m 9  

(5.1.8) 

Introduciendo las coordenadas de posición, los momentos y el tiempo sin dimensiones 

por medio de las relaciones 

(5.1.7b) 

 

h 
, 

inj(0) 

   

'1 = p 	V6plw1(0) 	, 	f. = w'(0)1', 

a 

la ecuación de Schródinger dependiente del tiempo del Hamiltoniano (5.1.8) se reduce 

1 , 	1 . 	 0111 
h 	(0) (-9 p 2  + 

2
—w 2  (0(12 ) = ib (5.1.9) 

donde w(t) = (.40/4.40). Entonces comparando la expresión del Hamiltoniano (5.1.9) 

con (4.1.2), se tiene que constituye un caso particular con los valores 

a(i) = 1 	6(1)= 0 , 	y 	c(1) = 	(1) • 	 (5.1.10) 

De la discusión presentada arriba es inmediato que los Hamiltonianos (5.1.5) 

pueden escribirse en la forma dada en (5.1.9), con las definiciones siguientes 

a. — 211. (.0511t 
w1(1) = 	” 	 — 211:  ros Ilt , 	(5.1.11a) 

a. —2b. 

2 	
a , — 26r, cm( DI 

w,(11=   , 	(0s SII (5.1.11b) 
211,  

donde 11 	En las dos direcciones las ecuaciones de movimiento de los iones son 

de la forma 

(5.1.12) 
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conocida corno la ecuación de Mathieu y en donde las constantes o y I) representan los 

parámetros (az  ó a,,) y (b, 614 definidos en (5.1.7), respectivamente. En la expresión 

anterior se hizo el cambio de variable r == 52i/2. 

Es importante destacar que si bien la utilización de potenciales dependientes del 

tiempo es un factor necesario para el confinamiento de partículas en la trampa de Paul, 

no es suficiente y tal propósito se alcanza sólo si la dependencia temporal del campo 

eléctrico se combina con la estabilidad dinámica de las soluciones de la ecuación (5.1.12) 

que han sido estudiadas en forma detallada en [6) y [71, además de que también debe 

ocurrir el confinamiento cuántico, esto es, la integral de la densidad de probabilidad 

10(x, y, z, /)I2  para cualquier estado inicial (1.7(1)10(0))) debe ser cero, para una región 

de integración mayor que un cierto radio. Resulta interesante señalar que la estabilidad 

dinámica en la trampa para un ión se determina variando la frecuencia de oscilación, 

SI, dados los parámetros u, r0 , in, U y 1'. 

Aún cuando en este trabajo no se profundizará más en el estudio de las trampas, es 

importante mencionar que las ecuaciones de movimiento del sistema cuántico, pueden 

resolverse utilizando la teoría de invariantes lineales dependientes del tiempo desarro-

llado en el Capítulo 4 y que las funciones de onda que se obtienen como resultado, a 

pesar de tener un caracter no estacionario, tienen una correspondencia uno a 11110 con 

los estados estacionarios del sistema de oscilador armónico. Concretamente, los estados 

del sistema no estacionario poseen un ordenamiento único con respecto a una variable 

dinámica denominada cuasienergía , y dicho ordenamiento coincide con el ordenamiento 

respecto a la energía que caracteriza a los estados estacionarios del sistema de oscilador 

armónico 181. 

En éste capítulo, se presentan los resultados obtenidos al aplicar la teoría de in-

variantes lineales dependientes del tiempo, en la forma que se ha discutido hasta el 

momento, a cuatro casos específicos de sistemas de oscilador paramétrico que admiten 

soluciones analíticas, concretamente se consideran las siguientes dependencias tempo-

rales: w2(1) a' O (el caso de una partícula libre), ,v2(2) = cte (el oscilador armónico), 

w 2(t) = at 4. b y w 2(i) = et 2 	d, donde a, b,e,f1 :ion constantes. Estos últimos casos 

pueden considerarse como soluciones asintóticas de las ecuaciones (le Mathieu. 
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5.2 Estados coherentes en 
sistemas estacionarios 

La busqueda de soluciones a la ecuación de Schriidinger dependiente del tiempo 

para el Hamiltoniano (4.1.2) se ha planteado hasta el momento como un problema 

escencialmente matemático y se ha resuelto utilizando la teoría de invariantes linea-

les formulada en términos variacionales usando el teorema de Noether. Aunque se 

ha dejado implicito en el desarrollo del caso antes citado, es importante destacar que 

fisicamente la idea central de este problema es determinar la evolución temporal de un 

estado coherente en sistemas estacionarios y no-estacionarios, aunque estos últimos son 

estudiados en la siguiente sección. 

Utilizando los resultados del Capítulo 4 se observa que el elemento fundamen-

tal para determinar la evolución de un estado coherente en un potencial de la forma 

V (q, t) = w.2  (t)P/2  es conocer la solución clásica del problema, concretamente la solución 

de la ecuación diferencial 

);(t) 4- w 2 (,)//.(t) = 0. 	 (5.2.1) 

Conociendo la solución clásica se obtiene además de la trayectoria del sistema: la den-

sidad de probabilidad (4.3.17), los valores esperados de las posiciones y momentos 

(4.3.21), sus dispersiones y medidas de la correlación, (4.3.23) y (4.3.26), la función 

de distribución del número de fotones (4.4.24), la función de Wigner (4.5.21) y la 

función de Husimi (4.5.34). Todas estas cantidades nos dan información sobre el com-

portamiento cuántico del oscilador paramétrico. 

Partícula Libre 

Si se elige w2 (t) ------ II, se tiene el Hamiltoniano de una partícula libre. La ecuación 

clásica de movimiento, cuyas soluciones determinan a los invariantes lineales del sistema 

es 

1;.. 0 . 	 (5.2.2) 

Dos soluciones de esta ecuación diferencial que satisfacen las condiciones iniciales 

(4.2.12), son 

= 1.. 	/1,2(1) " 	 (5.2.3a. b) 

En términos de estas funciones, las matrices simplécticas A, y M; junto con la matriz 
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.1,,7  están determinadas por las expresiones 

( 1 	
1 
	 (5.2.40) 

AI, 	— (-1+1), \F.?: 

t 
A /I  = 1 	7)- , ll;= — ij• 

y con ellas todas las expresiones mencionadas arriba. 

De acuerdo con (4.3.16), la solución de la ecuación de Schródinger dependiente 

del tiempo para este sistema está dada por la función de onda 

{ 
i 	

1 exp --i  rrrrtah I —; 

exp{ .2( III  ++111)  (q 2  — 2111q + ( 1 — it )ri 2 ) } . ( 5.2.5) 

Utilizando la forma polar de o, es decir o = pe'," y substituyendo (5.2.4b,c) en las 

relaciones (4,3.21), (4.3.23) y (4.3.26) se tiene 

(ii)„,i  = 1.-2p(ros (t., + 1 sin di), 	(b)„,i  = ‘,/.2psin tit , 	(5.2.61t, b) 

1 	 1 aq  = 9—(1 + t') 	(7 11 = 7)1 	(719 	' 

y por (4.3.32) el coeficiente de correlación está definido por la expresión 

r =   . 

+ 12 

(5.2.6e, ti, e) 

(5.2.7) 

De este modo la evolución libre de un estado coherente da lugar a un estado coherente 

correlacionado. Esto se muestra calculando la densidad de probabilidad en el espacio 

de coordenadas, es decir 

1 	 ( — 1-2p(eos ti, 4- sin 0)) 2  ti  
Ort 	

In( 1 + 12) 
xp 

(1+1'!) 
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(5.2.4d, r) 

Ot,(1/, 
lir( 1 -1- 121. 

(5.2.8) 



'P„ (ti , 1) 
ti!2" I (4 + i 2  

"P 	j---:+1 --17 [1'11212  4 i 2  

t n t  

que es una función de distribución normal representada geométricamente por una curva 

Gaussiana, que al tiempo t alcanza su máximo, 1/ V1(1 + t'), en (0„,u . la desviación 

cuadrática media que caracteriza a esta distribución, es la raíz cuadrada de la dispersión 

en el operador de posición fi por lo que si t 	ce, el ancho del paquete Gaussiano tenderá 

a infinito, y su altura a cero. 

Realizando manipulaciones algebraicas análogas se obtiene la probabilidad de que 

el estado coherente generalizado tenga ri fotones al tiempo 1, 

11„(1,[ 2(1  '1 )1 1 ) 
[ 1(12 +411 

}
— 21,2 (1 -I- 21 ros o sin o 1.- 1 2  siii 2  ,...'))1 	, (5.2.0) 

2 

Utilizando la ecuación (4.5.24), las función de Wigner se reduce a 

IV (p, y , t) = 2 vxp { -42  -- 	+ 	) lit ( 2t li (.j) , 	(5.2.10n) 

con 

- 	(;) , 	rf -= 	,12.14 ros (i) + sin 
	

(5.2.10h) 

En forma equivalente puede reescribirse 

	

U' 01,11,0 = 2 VX11{- 	- 	r + + 1 I 1 

12 	/ 

	

- 	- V i2  + 4+ 1 q 9 9 

con 15' y q' definidos en las ecuaciones (4,5.27) y 

)
;1111;111 	-

t 	
71 • 

(3.2.11) 

(5.2.12) 

Entonces la función de Wigner (5.2.10) es un paquete Gaussiano en el espacio fase 

que alcanza su máximo valor de 2 cuando u) y ji son cero, es decir en la trayectoria del 

espacio fase determinada por ((t))„,,. (p)„.$ 1. 
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A = 	
cost 	sin! 
sin t vos ! 

NA2 

111  =(" 	Al 2 = 

(5.2.16a) 

(5.2.16h) 

(5.2.16e) 

Para la función de cuasiprobabilidad de 1-lusimi se tiene la expresión 

i 
,1 	' 	1 

(2 r--  [ -
4
-777I exP{

11
—i7{-21(112  — (11 — j.-.)p(vos (.,1, -I- t sin 0)) 

— (it — \Íjp sin 0)2  — 11 .2  — (1 + 12 )p2  + 2tirg 

+ 2‘/;:ip ros 0 q — 25,/;.? p(t ros <ti — sin (/)) pI } . (5.2.13) 

Oscilador Armónico 

	

Considérese ahora el caso en que u.;2 (1) 	1, es decir el Harniltoniano asociado al 

movimiento de una partícula que realiza oscilaciones armónicas. Este sistema satisface 

la ecuación clásica de movimiento 

	

it -I- h 
	

(5.2.1-1) 

Dos soluciones de la ecuación anterior que cumplen las condiciones iniciales (4.2.12) 

están dadas por 

h i (t) rz ros t 	/i 2(t)= —smt . 	 (5.2.111, 

Con estas soluciones es directo construir las matrices A, 4,, y Al 

mediante las cuales se pueden obtener los invariantes lineales del sistema. La ecuación 

(4.3.16), que da la función de onda del sistema al tiempo t, está dada en este caso por 

	  xp{-7). 	— 2 Itrp 	+ 	r - 	}. 	(5.2.17) ii,o(q, 	
1  ( 	. 5/: 	—11 	2 --9 19 

rra 

Substituyendo n = p 	en (4.3.21), (4.3.23) y (4.3,26) se tiene 

(ll)„,f 	—V;..5.pcos((p —1), 	(b)„,, = ‘/—'2psitt(0 	 (5.2.180,b) 
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a,, = = O , 	 (5.2.18e.d) 

por lo que las soluciones no estacionarias minimizan el principio de incertidumbre de 

Heisenberg y son no correlacionados. Esto se ve reflejado en la forma funcional de la 

densidad de probabilidad determinada por la expresión (4.3.17) 

1 

1- 
 (.Xj) {— 	stí livos(rp 
	

(5.2.19) 

La curva Gaussiana que representa la densidad de probabilidad del sistema al tiempo t 

alcanza su valor máximo n•- -1 cuando q es igual al valor esperado de r"/. Como en este 

caso la desviación cuadrática media de esta distribución es igual a 2-1, el ancho y la 

altura del paquete Gaussiano no dependen del tiempo. 

Para calcular la probabilidad de que el estado coherente generalizado ¡o, 1) tenga 

o fotones al tiempo t, debe observarse que como en este caso Al2 	0, la ecuación 

(4.4.23) no es valida y se requiere por lo tanto usar la expresión (4.4.21). Concretamente 

se tiene 

G( 	t 
= 1 	

Pxr 

1 	13¡1  c'2, 1 3 " 
011 	2  • L 

   

   

que permite identificar la función de distribución de fotones 

( 	)" 

Substituyendo (5.2.16c) se tiene 

  

, 
Pkk(3) = — 

Ik! 

 

(5.2.20) 

que es la forma de una función de distribución de Poisson . 

  

Para este caso, la función de cuasiprobabilidacl de Wigner puede reescribirse como 

el producto de dos funciones normales de distribución independientes entre si 

ll -(p,q,i) = 2 vxp {-(q 	4)(*osk, — t))2 } 

g.Xli {—(it — 111) Siii( 	—1))2 } 	 (5.2.21) 
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Esta separación es consecuencia de que la correlación entre p y rj vale cero. 

El máximo del paquete Gaussiano que representa a dicha función se encuentra en 

(f))„.t ) es decir, conforme transcurre el tiempo describe un círculo en dirección 

contraria a las manecillas del relog en el espacio fase (q,p). 

La expresión de la función de cuasiprobabilidad de Husimi se obtiene directamente 

de (4.5.33) recordando que M2  = 0, y 14111 = 1, y está dada por 

2 

(2 	CXI) 	fr. 

	

q2 	

+ p 

2 } eXp 	12-prq cos(0 	-- sin((i? 	t)1} . 	(5.2.22) 

5.3 Estados coherentes en 
sistemas no-estacionarios 

En esta sección se estudia el oscilador paramétrico cuando la frecuencia es una 

función del tiempo. Como se señaló anteriormente este tipo de sistemas tienen una 

gran variedad de aplicaciones. 

Dependencia temporal lineal 

Considérese ahora el Hamiltoniano 

H 	
1 

2  
[1,2 	(at 	b)(22 ] 
	

(5.3.1) 

Como se mencionó en la sección anterior, si se eligen adecuadamente los parámetros a 

y I) este Hamiltoniano podría representar un caso límite del Hamiltoniano asociado al 

movimiento de iones en una trampa de Paul. 

Los invariantes lineales que caracterizan a este sistema están determinados por hi 

y h 2„ dos soluciones linealmente independientes de la ecuación diferencial 

1.40 h (at 	b)11(1) = 0 . 	 (5.3,2) 

Realizando el cambio de variable z = at -1- b la ecuación (5.3.2) se reduce a 

d = h.  

(12 2 
 + 4

a- 
,h = 0. 	 (5.3.3) 

103 



conocida como la ecuación de Airy en la variable / . Esta ecuación y sus soluciones 

han sido estudiadas ampliamente (6), por lo que sin presentar mayores detalles al res-

pecto se establece que un conjunto linealmente independiente de soluciones está dado 

por 

Ai (—„z ), Bi (-31  )} 

las funciones Ai y Bi están definidas por las relaciones siguientes 

f 

Bi
(

—¡' )iá f 

con 

yi(_
f
.)=

O (Id)_ 

x•—• 
9  ( —

, 

	

frí..., ) = 2-, 	(3,1+ ti..o 

donde las constantes el  y r2 están dadas 

derivadas 	Ai' 	y 	Bi' 	en 	O como 

1 

	

Ai (0) = 	131 (0), 

Se proponen entonces las funciones 

h i(t) = e Ai (—`11-9 

11 2 (i) = r Ai 	
J — 

 

(— <7i) -- (.2 	) 	 (5.3.4a) 

a a 	 U 	
(5.3. 

 
g )1 ,11)) 

,, 3” 	

( 

1'  

 
(5.3.5n) -- fi 

 

k3)n( 	
—1) ll  

_ 3"._ 2 	: 
i )! 	5)/1 ((71) 	

(5.3.5b) 

en términos de los valores de 	Ai 	y 	y sus 

1 
Ai' (0) = 	BV (0). 	(5.3.6n,b) 

4. ,t Bi 	(._.‹...1..2) 

	

z . 	 (5.3.7a) 
O a 	 11 a 

al 1 + b 	 o 	+ t 	h .\ 
(--  ---z— ) 

fl a 	II a 	7 

como soluciones de (5.3.2), para e, d , e y f constantes, las cuales se determinan uti-

lizando las condiciones iniciales (4.2.12) en la forma siguiente 

hi(0) 	Ai (k)-}- tl Bi (k) 	1, 	 (5.3.Sn) 

ti (0) = —u Er. Aii( /..) -1- d Bi' 	, 	 (5.3.80 
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donde se ha denotado I; 	—ba-1. 	Utilizando el valor del Wronskiano 

11' 	Ai (.r), Bi (x)] = 7T -1, se resuelve el sistema (5.3.8) para r, d y se tiene 

c= rr Bi'( — ba A ) , 	d 	—17 Aii( —ba — 	. 	 (5.3.9a, b) 

Analogamente, del sistema 

112(0) = e Ai (k) 	f Bi (k) E- 0 , 	 (5.3.1011) 

1 2(0) = 	!í [e Ai'(k) 	f Bis (k)) E- —1 , 	(5.3.10b) 

se encuentra 

= ira a Ai (— 
11 :+ 

f 	Bi (—b) 
a 5  

(5.3.11a, b) 

Por lo tanto, dos soluciones linealmente independientes de (5.3.2) que cumplen las 

condiciones iniciales requeridas por (4.2.12) son 

h i (t)= 	 (5.3.1211) 
a 	(I a 	 a a 

112(t)= 1 721"[Ai(-9Bi(—(--Lt-1-11) 	 b)].  (5.3.1211) 1 
U 	 (I a 	 2 	 3  

Con estas soluciones es inmediato obtener las posiciones y momentos del sistema clásico 

como funciones del tiempo. Utilizando la inversa de la ecuación (4.2.10) se tiene que 

( P ) = ( 412 hi ) ( u  q 	—112  hi P  go) 
(5,3.13) 

Con el fin de ilustrar el comportamiento de este tipo de sistemas, de aquí en adelante se 

considera el caso especial de las soluciones (5.3.12) para los valores de los parámetros 

del potencial a = b = 1. Las trayectorias clásicas de este sistema se ilustran en la 

Figura 1. 
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1/V  

10 	 15 	 jO 

Fig. 1. Valores esperados de la posición y el momento en función del 

tiempo. La línea clara indica el comportamiento del momento y la línea 

obscura el de la posición, para el estado inicial la) = exp(3i1r/4). 

Con el propósito de identificar dichas funciones con los valores esperados de los 

operadores de momento y posición, fué conveniente definir las condiciones iniciales 

qo = 1-2.31a y Po = V-2-Ua. En la gráfica, donde se utilizó a = exp(3i/r/4), se 

observa un comportamiento oscilatorio creciente para el momento, mientras que para 

la posición uno oscilatorio decreciente. Para otros valores de la amplitud del campo, a, 

el comportamiento es similar, con la única diferencia en la amplitud de las oscilaciones. 

Es importante señalar que la coincidencia de las trayectorias clásicas con la evo-

lución de los valores esperados de la posición y el momento es una consecuencia del 

teorema de Ehrenfest, y para los casos que se estan considerando se sigue inmediata-

mente de las expresiones (4.3.21). También es de interés ilustrar, como se hace en la 

Fig. 2, la trayectoria del sistema clásico en el espacio fase (p, y). En dicha figura se 

puede apreciar que el movimiento está confinado a una región relativamente pequeña, 

aunque el momento de la partícula es una función oscilatoria creciente. Se hace notar 

que cuando t » 1, el valor de q se aproxima a cero mientras que el de p toma un valor 

muy grande, acercandose la trayectoria en el espacio fase al eje p. 
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q 

Fig. 2. Trayectoria del sistema en el espacio fase (p,q), cuando el 

tiempo varía en el intervalo t E (0,20], con las condiciones iniciales 

cr = exp(3i3r/-1). 

A diferencia de los valores esperados (1/),,,t  y (b),,,t , la dispersión en los operadores 

de posición y momento, asi como el coeficiente de correlación no dependen de u, como 

puede verse en las expresiones (4.3.23) y (4.3.32), por lo que en este caso para un 

estado coherente inicial arbitrario dichas cantidades varian en el tiempo en la forma que 

se muestra en las Figs. 3 y 4. 

2.5 

 

I 

 

o. 

E 
1.5 

rn 

0.5 

  

o. 

rn 

10 	 15 	 20 

Fig. 3. Dispersiones de los operadores de posición o, y momento ay, 

del sistema como función del tiempo. La linea clara ilustra or , mientras 

que la linea obscura al . 
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Fig. 4. Gráfica del coeficiente de correlación r de los operadores fi y 

como función del tiempo. 

En la Fig. 3 se observa que las dispersiones a, y 	valen 1/2 en t. = 0, lo cual 

recuerda nuevamente que el estado inicial del sistema es un estado coherente y por 

lo tanto minimiza la relación de incertidumbre de Heisenberg. Al dejar evolucionar 

el sistema se observa que la dispersión en la posición es una función oscilatoria y 

decreciente del tiempo y la dispersión en el momento es también una función oscilatoria 

pero ahora creciente, En particular se encuentra que la dispersión en el operador de 

posición para tiempos mayores que cero siempre es menor que 1/2, lo que significa 

que el estado del sistema presenta el fenómeno de compresión o scpreezing en esta 

cuadratura. La dispersión del momento siempre es mayor que 1/2, lo que debe ocurrir 

para que se cumpla el principio de incertidumbre de Heisenberg. En la Fig. 4 se exhibe 

el coeficiente de correlación, que también es una función oscilatoria y tiene un rango 

de variación entre cero y 0.3. Como se demostró en el Capítulo 4 existe una relación 

entre las dispersiones y el coeficiente de correlación dada por la expresión (4,3.33) y se 

quiere señalar que para todo tiempo los valores calculados de a„, ap  y r la satisfacen. 

Por lo tanto el estado del sistema pasa de ser un estado coherente en t = 0, a ser un 

estado comprimido en tiempos posteriores y generalmente correlacionado. 
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Fig. 5. Densidad de Probabilidad para el vacío correlacionado en función 

de la posición y el tiempo. 

Ahora se estudia el comportamiento de la densidad de probabilidad del sistema, 

que está definida en la ecuación (4.3.17). Esta densidad de probabilidad está represen-

tada por una curva Gaussiana que está centrada en el valor esperado de ij y tiene una 

dispersión fir,i. En la Fig. 5 se grafica la densidad de probabilidad en función de la 

posición y el tiempo para el estado de vacío correlacionado, esto es tomando ce = O, 

por lo que los valores esperados de 	y if son cero. Además se observa claramente 

que la distribución de probabilidades está localizada. En la Fig. 6, se presenta el com-

portamiento del estado con amplitud u = exp(3tir/.1), donde también se aprecia una 

mayor localización del sistema y que el máximo de la distribución tiene un compor-

tamiento oscilatorio alrededor del celo. Este comportamiento es idéntico al mostrado 

por el valor esperado de 	en la Fig. 1. La mayor localización del sistema para estos 

estados concuerda con el resultado encontrado para ag. La densidad de probabilidad, 

para tiempos muy grandes ( t --> cc), se comporta como la función delta de Dirac, 

centrada en el valor esperado de 	-3 O. 
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Fig. 6. Densidad de Probabilidad para el estado coherente generalizado 

con ut = exp(3hr/4) en función de la posición y el tiempo. 

Los estados coherentes constituyen una adecuada descripción del campo electro-

magnético y en el Capítulo 3 se describieron sus propiedades ( estados clásicos de la 

luz ). Los estados coherentes generalizados pueden representar estados no clásicos de 

la luz y es interesante conocer entre otras cosas la distribución del número de fotones 

asociada al potencial (I + 1 ) <P. Por lo tanto a continuación se encuentra la probabi-

lidad, 13„(o. 1,), de que el sistema físico tenga u fotones al tiempo 1. De acuerdo con 

lo discutido hasta el momento, para 1 = O dicha probabilidad está caracterizada por 

la función de distribución de Poisson, y para t > O está determinada por la ecuación 

(4.4.24). El comportamieto de la función de distribución de fotones para el vacío co-

rrelacionado se muestra en la Fig. 7 en términos del número de fotones y el tiempo. En 

esta gráfica se observa que el vacío correlacionado tiene un número máximo de fotones 

para ir = O; y contrario al caso clásico la probabilidad de encontrar un número impar 

de fotones es cero. Este potencial lineal dependiente del tiempotes capaz de generar 

estados ( vacío correlacionado ) llamados de gato de Schródinger [91. También de las 

gráficas se encuentra que los máximos secundarios, asociados a números de fotones 

= 2k, con k = 1.2.• • •, aumentan su tamaño al evolucionar el sistema. 
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Fig. 7. Distribución de fotones para el vacío correlacionado. 

En forma similar, en la Fig. 8 se exhibe el comportamiento de la distribución del 

número de fotones para el estado con ce = exp(3i7114). Esta distribución presenta un 

comportamiento completamente distinto a la del vacío correlacionado. Por ejemplo, 

se tiene una probabilidad diferente de cero de que el estado tenga un número impar 

de fotones. Sin embargo, esta distribución aún continúa concentrándose en los valores 

pequeños de u,. También se quiere señalar que las distribuciones presentadas en las 

Fig. 7 y 8 tienen un caracter oscilatorio que recuerda el fenómeno de los colapsos y 

resurgimientos que aparecen en modelos que estudian interacciones resonantes. 

La correspondiente función de Wigner se calcula utilizando las expresiones (4.5.24) 

y (4.5.25), junto con las formulas correspondientes para las dispersiones y valores espe-

rados de los operadores de posición y momento. A continuación se ilustra la evolución 

en el tiempo de estas funciones para los estados de vacío en la Fig. 9 y a 	exp(3i7r/4) 

en la Fig. 10. 
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Fig. 8. Distribución de fotones para el estado coherente generalizado 

con o _ eXp(3i1ti4). 

En las Figs. 9 y 10 se grafican las funciones de Wigner mencionadas arriba para 

los los tiempos t, = 0,3,8.11.20, y 25. Se observa que el máximo de dichas funciones 

está trasladado en q y en p por el valor esperado del operador de posición y momento, 

respectivamente (ver (4,5.25)). Por lo tanto, en el primer caso este máximo no sufre 

desplazamiento y en el segundo se tiene el comportamiento mostrado en la Fig.2.  

También de los resultado obtenidos en el capítulo anterior, concretamente de (4.5.27c), 

se observa que la función de Wigner está votando en el espacio fase (q, p). Sin embargo, 

evaluando el ángulo de rotación 0(t) para este sistema, se encuentra que 00  = --1r/.1 y 

que el valor de la función oscila alrededor de cero y es independiente de (r. Una forma 

intuitiva de entender la función de Wigner es a través de las propiedades generales 

dadas en las ecuaciones (4.5.7a,b), de acuerdo a las cuales la densidad de probabilidad 

evaluada en el punto q del espacio de coordenadas se obtiene integrando la función de 

Wigner a lo largo de una trayectoria paralela al eje de momento. De forma análoga, al 

integrar la función de Wigner a lo largo de una trayectoria paralela al eje q que pasa 

por p se obtiene la densidad de probabilidad de que el sistema tenga un momento p. 
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Fig. 9. Función de Wigner para el vatio correlacionado. 
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Fig. 10. 
Función de Wigner para el estado coherente generalizado con 

rx = exp(3i/r/4). 
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Fig. 11. Función 	para el vacío correlacionado. 
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Fig. 12. 	Función Q para el estado coherente generalizado con 

exp(11i/r/4). 
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La correspondiente función Q se calcula utilizando las expresiones (4.5.34), junto 

con las formulas correspondientes para las dispersiones, Ai„ A, y los valores esperados de 

los operadores de posición y momento. A continuación se grafica esta función para los 

estados de vacío en la Fig. 11 y n 	exp(3/7r/4) en la Fig. 12. En estas figuras se aprecia 

la evolución de las funciones Q mencionadas arriba para los tiempos t = 0,3,8. 14.20, 

y 25. La función Q al igual que la función de Wigner está representada por un paquete 

Gaussiano trasladado y rotado. Un detalle interesante, es que el ángulo de rotación es 

el mismo para ambas funciones, pero no así las cantidades que trasladan al paquete y 

la amplitud del mismo, que son funciones complicadas del tiempo. 

Dependencia temporal cuadrática 

Considérese ahora el caso de un sistema de oscilador paramétrico con una frecuencia 

angular w2(r) = ct2  + d. El álgebra dinámica de simetría del sistema está genera-

da por las integrales de movimiento /50 ,//0  definidas por la ecuación (4.2.10), donde 

111(1) y /i2 (/) representan dos soluciones linealmente independientes de la ecuación de 

movimiento del sistema clásico, esto es 

'J' (f) + (e!2  + ti)h(f) = 0. 	 (5.3.14) 

Si se hace el cambio de variable 

= 
2e  

ecuaciónla 
 

(5.3.14) toma la forma estandarde la ecuación de Weber 

(12  /t 1 
(5.3.15) 

	

1- (2k --- 	= O. 
(1,1' 2 	4 

donde se definió 	id/(15/7). Las soluciones independientes de la ecuación anterior 

son las funciones parabólico-cilíndricas. Sin embargo para propósitos de cálculo es 

más conveniente realizar la transformación Ir 	(z2  /2) en la ecuación (5.3.15): 

encontrándose la ecuación diferencial de las funciones de Whittaker (71 

(121V1_ 

1 

 1 + k 	1  — 

ft 

	

+ 	}IV = 0. 

	

w 2 	4 	
(5.3.1(1) 

con in = 	y la variable w 	z2/2  I. 

Las funciones 111'k.„,. 	„,) forman un sistema fundamental de soluciones de (5.3.16) y 

están relacionadas I'1 2m1 	 [Y2ml por 	 + 	 „,(z) 
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Un sistema fundamental de soluciones de la ecuación (5.3.15) está dado por 

{z-IAL1.41H _i (.5-12 2 ) ,Z- lAtti.t 1 	(:7;: 2 )} 
	

(5.3.17) 

donde las funciones de Whittaker 411„,,, pueden expresarse en términos de la función 

hipergeométrica confluente, 1 /7) 1a; -); z) (en la notación de Kummer, también deno- 

tada como if)(a, 	)1O) la cual está definida por la serie 

(04 Z A. 
< 	 O, —1, —2, 	, 

con el símbolo de Pochharnmer 

r(A k) 
= 	= 	+ ) ( /,. = 1,2,.... 

La relación entre la función de Whittaker y la hipergeométrica confluente es la siguiente 

i+m 	• r  
u 	• 	+ 	k; 	+ 1; 	, 

2 
(5.3.18) 

con lo cual el conjunto (5.3.17) se reescribe como 

	

{2_1u_v tpt  _1 	 !Fi  f 	 (5.3.19)  

	

,1 	2' ` 	 ,1 	9  j 

Utilizando las propiedades 

	

IFI  {a; 7;0} = 1. 	y 
	<1" 	 (a) 	

+ n;-) + n;:), 

se construyen dos soluciones linealmente independientes de (5.3.15) que satisfacen las 

condiciones iniciales (4.2.12) 

L4,:. r irl 1 	2  
.111 (1)= r 	' Fi  — —;7-;--ilí1 	, 

4  lel 2  
{ j..v.i.- 	3 	,d3 	. 1 2  

1/2(1)= - ( 	
1, 

' 	1 FI 	1 ~: "'H .' i 	. 

I ,Iel 2 

(5.3.2011) 

(5.3.201,) 

En el formalismo desarrollado en el capítulo anterior se consideró que las soluciones 

de las ecuaciones clásicas de movimiento eran funciones reales. Sin embargo, en este 
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Un sistema fundamental de soluciones de la ecuación (5.3.15) está dado por 

A11.4. 	( 	, 	Al? +1,  G.:2) 
	

(5.3.17) 

donde las funciones de Whittaker Al„,„ pueden expresarse en términos de la función 

hipergeométrica confluente, IF1 (n;1;.:} (en la notación de Kununer, también deno-

tada corno fli(n,3,.:) 1101) la cual está definida por la serie 

) _k 

kt) h k! 

con el símbolo de Pochhammer 

1:1 < oc , 	'#0, —1, --2, 	, 

=—=,\(.\+1)...(+k- 1).(A) A. 	 = 1, 2̀,.... 

La relación entre la función de Whittaker y la hipergeométrica confluente es la siguiente 

11,4  
I. 	

•
/;', 	{7i  

con lo cual el conjunto (5.3.17) se reescribe como 

a f 

4 	

k; 

 9' 

 L21 	
.1 

1 	9~  f 

— k; + 1; 

3 
— — k; 3 —; 
4 	9  

, 

. 
—:4 } }. 

(5.3.18) 

(5.3.19) 

Utilizando las propiedades 

1171  (11;1; O) = 1 • 
, 	(o ) 	_ 

y 	— y) (0;1; 	 n; 	71; ) , 
11:" 	 (-1 )„ 

se construyen dos soluciones linealmente independientes de (5.3.15) que satisfacen las 

condiciones iniciales (4.2.12) 

1 
/11(1)= ( 	1  pi { 
	

jet 
— —•—•—/vet

2 
 , 	(5.3.20:) 

4 	..  

112(e)=—!1'<í'f' 	{ —3  _ 	_irt 12 } 	(5.3.20h) 
4 4( 1 2' 

En el formalismo desarrollado en el capítulo anterior se consideró que las soluciones 

de las ecuaciones clásicas de movimiento eran funciones reales. Sin embargo, en este 
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caso para c y ti arbitrarias, dichas soluciones ( dadas en (5.3.20)) son complejas. Es 

inmediato probar que las funciones conjugadas, 11;(t) y /I¡(t) también satisfacen las 

ecuación diferencial (5.3.15) con las condiciones iniciales (4.2.12). En consecuencia, las 

soluciones reales h1  y h2 del capítulo anterior estarán dadas a través de las expresiones 

1 

	

(t) = —
2 

 111(t)+ /./i(t) ) , 	 (5.3.21n) 

h2(t) = 	(.112(t)+ //pi)) . 	 (5.3.21b) 

En la discusión siguiente se considera el caso especial de las soluciones (5.3.20) 

y (5.3.21) cuando los parámetros de la frecuencia del oscilador paramétrico toman los 

valores e = 1 y d = —1. De acuerdo a lo presentado para el caso no estacionario 

anterior las trayectorias clásicas de movimiento y el comportamiento de los valores es-

perados de la posición y momento coinciden. Por lo tanto a continuación se ilustran 

las trayectorias clásicas del sistema en la Fig. 13, para las condiciones iniciales yo  = —1 

y Po = 1. En la figura se observan dos comportamientos, uno para t < 2 en el 

que la p es decreciente y la q creciente y el segundo t > 2 en el que presentan un 

comportamiento oscilatorio creciente para el momento y decreciente para la posición. 

p 

Fig. 13. Valores esperados de la posición y el momento en función del 

tiempo. La línea clara indica el comportamiento del momento y la línea 

obscura el de la posición, con las condiciones iniciales qo = —1 y Po  = 1. 
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La trayectoria en el espacio fase se muestra en la Fig. 14 para las mismas condi-

ciones iniciales. Es evidente que el movimiento del sistema está localizado y describe 

un movimiento elíptico, que se aproxima al eje p al aumentear el tiempo. Las gráficas 

fueron obtenidas por medio de los valores esperados de los operadores de posición y 

momento utilizando a = exp(3irr/4). 

q 

Fig. 14. Trayectoria del sistema en el espacio fase (p,q), cuando el 

tiempo varía en el intervalo t E (0,10], con las condiciones iniciales 

go 	—1 Y Po 	1. 

Las dispersiones en los operadores de posición y momento como funciones del 

tiempo se grafican en la Fig. 15 para el intervalo de tiempo t E (O, 1]. En esta figura 

se muestra un comportamiento oscilatorio decreciente para la dispersión en la posición, 

mientras que para la dispersión del momento es oscilatorio creciente, Estos resultados 

concuerdan con el comportamiento indicado en las trayectorias clásicas, con una mayor 

localización en la posición y lo opuesto para el momento. Además es importante señalar 

que para este sistema de oscilador paramétríco se presenta el fenómeno de compresión 

en forma alternada en las dos cuadraturas, En la Fig. 16 se grafica el coeficiente de 

correlación en función del tiempo, mostrándose que el sistema aumenta la correlación 

entre la coordenada de posición y el momento al transcurrir el tiempo. Por lo tanto, el 

estado coherente que se tiene al tiempo t = O, se convierte al evolucionar en un estado 

comprimido y completamente correlacionado. 
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1 , 

2 	 3 	 4 	 5 

Fig. 15. Dispersiones de los operadores de posición aq  y momento or, 
del sistema como función del tiempo. La linea clara ilustra o-r, mientras 

que la linea obscura corresponde a a,. 

Fig. 16. Gráfica del coeficiente de correlación r de los operadores rj.  y fi 

como función del tiempo. 

Si se conoce el valor esperado del operador ij y su dispersión ay , se determina el 

estado del sistema, concretamente la densidad de probabilidad en el espacio de coor-

denadas, Ec. (4.3.17). Existe una expresión análoga para la densidad de probabilidad 

20 

5 

o. 

0.0 

0.6 

0.0 

0.2 
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en el espacio del momento, la que queda completamente determinada si se conoce el 

valor esperado de fr y su dispersión ay. 

La densidad de probabilidad del sistema en el espacio de las cooredenadas es una 

función normal de distribución que alcanza su máximo en (Q)„,t  y está caracterizada por 

una dispersión cuadrática media sFig. Este comportamiento se exhibe en la Fig. 17 para 

el vacío correlacionado y en la Fig. 18 para el estado con una amplitud ut 	exp(11/7r/4). 

Fig. 17. Densidad de Probabilidad en el espacio de coordenadas para 

el vacío correlacionado en función de la posición y el tiempo. 

En la Fig. 17 se observa que el paquete gaussiano aumenta su dispersión alrededor 

del cero hasta un tiempo 1 = 2, para posteriormente disminuirla en forma continua. 

En la Fig. 18 el estado coherente inicial ya no está centrado en el origen de coorde-

nadas y el máximo tiene un movimiento bien definido por el valor esperado de ti con 

a = exp(3i/r/4), La dispersión del paquete tiene un comportamiento similar al men-

cionado anteriormente para el vacío correlacionado. 
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Fig. 18. Densidad de Probabilidad en el espacio de coordenadas para 

el estado coherente generalizado con rt = exp(Ilirri,I) en función de la 

posición y el tiempo. 

Cuando el oscilador paramétrico describe un sistema óptico, la función de dis-

tribución del número de fotónes puede utilizarse para detectar efectos no clásicos de 

la luz. Las Figs. 19 y 20 muestran las distribuciones de fotones para el vacío correla- 

cionado y el estado coherente generalizado 	en función del número de fotones 

y el tiempo. Además se presentan cortes de la gráfica tridimensional de la función de 

distribución de fotones. También en la Fig. 19 se nota claramente que el vacío correla-

cionado tiene una probabilidad cero de tener un número impar de fotones, así como la 

aparición de colapsos y resurgimientos. En la Fig. 20 el estado coherente I(iV,t) si 

puede tener un número impar de fotones y también exhibe colapsos y resurgimientos. 
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Fig. 20. 
Distribución de fotones para el estado coherente generalizado 

con rv =exp(3i7r/4). 
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Fig. 19. 
Distribución de fotones para el vacío correlacionado 
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t = 0 
	

t = 0.5 

t = 1.0 
	

t = 1.5 

t = 2.0 
	

t = 2.5 

Fig. 21. Función de Wigner para el vacío correlacionado. 
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t =0 t=0.5 

t = 1.0 t= 1.5 

t = 2.0 

O 	 -2
q 	

-2 

4" 4  

22. Función de Wigner para el estado coherente generalizado con 
(r = exp(3i7r/4). 
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t= 1.0 

Fig. 23. Función Q para el vacío correlacionado. 
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Fig. 	24. Función 	
para el estado coherente generalizado con 

= exp(3i1rp1). 
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La descripción del sistema que corresponde a las funciones de distribución de 

cuasiprobabilidad se representa graficamente en las Figs. 21 a 24. Las Figs. 21 y 

22 muestran las funciones de cuasiprobabilidad de Wigner para valores fijos de los 

parámetros rt y t. La forma de la función de Wigner corresponde a una ley normal de 

distribución en el plano que alcanza su máximo en ((0„,i , (f))„,t ). En las Figs. 23 y 

24 se representa las funciones Q de cuasiprobabilidad para los mismos valores de los 

parámetros a y t considerados en las figuras anteriores. Aún cuando en nuestro caso 

la forma analítica de la distribución de Husimi es mas complicada que la función de 

Wigner, su representación en el espacio fase es al igual que esta última una superficie 

Gaussiana. 

En ambos casos se observa una rotación del paquete Gaussiano, que es conse-

cuencia de la correlación distinta de cero que existe entre los operadores de posición 

y momento del sistema. Una de las diferencias entre las gráficas de las funciones de 

cuasiprobabilidad para el vacío correlacionado y el estado con () = exp(3in/4) es que 

para el último estado las funciones además de rotar se trasladan de acuerdo con las 

expresiones analíticas encontradas en el capítulo anterior. Tanto en las funciones de 

Wígner como en las de Husimi se aprecia el fenómeno de compresión en las cuadraturas 

del sistema. 
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Conclusiones 

En este trabajo, se ha presentado un procedimiento sistemático desarrollado sobre 

la base del teorema de Noether y la teoría de invariantes lineales dependientes del 

tiempo, para resolver en forma exacta la ecuación de Schródinger dependiente del 

tiempo para sistemas descritos por Harníltonianos cuadráticos no estacionarios. 

La meta principal de está contribución fue construir y determinar las propiedades 

de los estados coherentes generalizados asociados a sistemas Hamiltonianos que son 

cuadrátícos en las posiciones y momentos. 

Para lograr lo anterior fue necesario determinar las constantes de movimiento de-

pendientes del tiempo que son lineales en las coordenadas de posición y momento. Estas 

invariantes se encontraron a través del teorema de Noether, realizando variaciones que 

están asociadas con transformaciones de simetría a lo largo de la trayectoria del sistema 

en el espacio fase. Este conjunto de invariantes constituyen los generadores fundamen- 
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tales con los cuales se puede construir el álgebra de simetrías w(1) A sp(2, I?) de la 

ecuación de Schródinger dependiente del tiempo asociada con sistemas Hamiltonianos 

cuadráticos. Se denota con w(1) al álgebra de Wcyl en una dimensión y .sp(2, I?) es el 

álgebra simpléctica de dos dimensiones. 

Con las constantes de movimiento se pueden construir operadores .,1(1) y .,11(t) 

que satisfacen las mismas relaciones de conmutación que los operadores de creación 

y aniquilación del oscilador armónico. A las eigenfunciones de u se les llama estados 

coherentes, los que fueron introducidos por Schródinger en 1926 y han tenido desde 

1963, cuando Glauber desarrolló la teoría de coherencia óptica, gran importancia y 

utilidad en la descripción del campo electromagnético. 

A las eigenfunciones de la constante de movimiento ..1(/) se les ha denotado por 

estados coherentes generalizados y son soluciones de la ecuación de Schródinger depen-

diente del tiempo del sistema Hamiltoniano cuadrático bajo estudio. Para determinar 

sus propiedades, se calcularon las dispersiones de la posición y momento, el coeficiente 

de correlación, la función de distribución del número de fotones y las funciones de 

cuasiprobabilidad ( Wigner y Husimi ) que tienen asociadas. Uno de los aspectos de 

mayor relevancia de estos estados es que minimizan la relación de incertidumbre de 

Schródinger-Robertson que ha sido discutida en este trabajo. 

Todas estas expresiones y el estado coherente generalizado se obtuvieron en forma 

analítica para un Hamiltoniano cuadrático general con coeficientes arbitrarios y depen-

dientes del tiempo. Estas expresiones se conocen explicitamente si es posible resolver 

las ecuaciones clásicas de movimiento del sistema Hamiltoniano cuadrático. 

Corno ejemplo se estudió al oscilador paramétrico con una frecuencia dependiente 

del tiempo. En particular se consideró la partícula libre, el oscilador armónico y sis-

temas con funciones lineales y cuadráticas en el tiempo de la frecuencia del oscilador, 

encontrándose para estos casos los estados coherentes generalizados y determinándose 

sus propiedades. Es importante resaltar que dichos estados muestran propiedades com-

pletamente distintas a las de los estados coherentes como son los fenómenos de cor-

relación y funciones de distribución no clásicas (le número de fotones. Estos fenómenos 

son importantes en Óptica Cuántica para la generación de estados no-clásicos de la luz. 

En algunos casos se obtuvieron resultados que han sido observados en sistema 
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atómicos resonantes como son los colapsos y resurgimientos, además de características 

en las funciones de distribución de número (le fotones que tienen los estados pares de 

gato de Schródinger. 

Se espera que este trabajo sirva para estudiar la evolución de paquetes gaussianos 

en sistemas cuánticos estacionarios y no•estacionarios, además de ser una base para 

realizar aplicaciones a sistemas físicos en varias ramas de la física teórica que están 

caracterizados por Hamiltonianos cuadráticos. Como ejemplo se discutieron las trampas 

de Paul, que son muy importantes en la física involucrada en el almacenamiento de 

partículas de baja energía. Estas trampas ha sido utilizadas para realizar mediciones de 

precisión en sistemas atómicos ya que permiten tiempos grandes de interacción entre 

las partículas confinadas y los campos de radiación. 

En estudios recientes de optica de las comunicaciones, se encontraron estados de 

dos fotones que satisfacen la relación de incertidmbre de Schródinger•Robertson. Como 

se víó en este trabajo, estos estados tienen propiedades estadísticas diferentes a las de 

los estados coherentes normales 1 . Experimentalmente, la generación de estos estados 

puede lograrse mediante la superposición de cuatro ondas de la misma frecuencia en un 

medio no-lineal 2 , También son los estados de un laser de dos fotones, que consiste en 

la absorción de dos fotones de la misma frecuencia en una transición entre dos niveles. 

Será un propósito subsecuente, el estudio de Hamiltonianos cuadráticos que representen 

la interacción de radiación materia de transición de dos fotones. 

1  ver la referencia (14) del Capítulo 4, pág 144. 

2  un estudio detallado al respecto se presenta en la referencia [141 del Capítulo 4, pág 162 
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Apéndice A 

En este Apéndice se presentan las demostraciones de los Teoremas 1 y 4 de la 

primera Sección del Capítulo 2. 

Teorema 1. 

Primero se considera que F(ik. fik.1 ) =I y se va a probar que satisface las 

ecuaciones de Euler-Lagrange, Ei,11 '11",1" )  = O. 

Sea í = 12(qk,t) una función de clase C2 , entonces la derivada total con respecto 

al tiempo 	
d52 	05/ 

dt 	1 Ogi 

De la expresión anterior es inmediato que al tomar la derivada con respecto qk  se tiene 

O eill )  O ( 05n O el 

Oqk 	dt — Orik Ot ) + 57i; 57i, qi  
a ( ai ) 	O ( 051 ,1  
iii0qk ) + Ogi Oqp, )' il  
d( 051 

= 57. l, oqk  ) ' 
(A.2) 

donde se intercambiaron las derivadas parciales. 

Tomando la derivada de (A.1) con respecto a rj k  se tiene 

O (dí/ 	02   
Bilk dt ) 	í)qi  k3 	Oqk  

donde se utilizó que la función 2 es independiente de ilk. y ák,i es la función delta de 

Kronecker. Entonces evaluando la derivada total con respecto al tiempo de la expresión 

13.1 

(A.1) 



anterior se obtiene 
(( (12)) 	(.21n 

k. 	 íttp ) 
(A.3) 

Finalmente aplicando el operador de Euler-Lagrange se encuentra 

t drIln r/S21 í (191 

t di j [717.1 ;Ti [Jr j) 

Off 
(.4.4) 

— Oti k 	dr v ürj l ) 

donde en la última igualdad se utilizaron los resultados (A.2) y (A.3). 

Ahora se considera que 41) /•"(iii, 	1) = O, que al desarrollar la derivada total da 

lugar al sistema de ecuaciones en derivadas parciales 

O (DF 
D4T1 	) 

DF 	O DF) 	O ( OF) 
21-11; — 	kjit ) yr   0711 

	

= O. 	 ( A 	) 

	

O. 	 (.4.5h) 

De la expresión (A.5a) se concluye que la función F' depende linealmente de las fh y 

entonces puede escribirse como sigue 

Substituyendo ésta en la Ec. (A.5b) se tiene que 

	

aG 	. aG, . 	G, _,. 
' )70 	aqi 	

a
at 

dando lugar al sistema de ecuaciones siguiente 

DG OG 
(A,Ga) 

dqk 	Qqr 
DGkDG 

= OD, 

	

Entonces si se define C. 	4-, k  y G = V, de las expresiones anteriores se prueba que 
uq 

F es la derivada total con respecto del tiempo de una función 12(qL.1), que es lo que 

se quería demostrar. 
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Teorema 4. 

La demostración es análoga a la anterior. Considerese F(li k ,rj k ,t) 	donde 
9 = 2(qh rik ,1) una función de clase C2 , y se quiere probar que satisface las ecuaciones 
de Euler.lagrange 42/ F = O, entonces 

t1S2 02 	(912 
dt = Ot 	-07-11 91 -1" 
	

jr 
	 1.1.7) 

Por lo cual tornando las derivadas parciales con respecto a qk  y rj k  se tiene 

Y 

( dfl'\ 
Oqk  di 

= 	( D2 	. 	„ 

=°qk Ut 	1110' I 1  (I'  OBS211q.? 	(D2 
c

a

qk Oil + Otiktgqi<11 
= 	( 	\ 	O ( D9 	O (02). 

-0 	) 4-  aq,¿ k  P.1  4-  -0-/Ti  797/i; 	' 
r/ 09 

7/7 Drik  (.4,811) 

	

O (09 D9
' 	

012 

-5j; 	-I.  57,-  I' 	q 	, 

.= 0(f 	001/2 ) 	oí., 	DS2 ,11) 	zi;710 	05,Sríi2
11  

	

( OSI \ 	012 	o ( 052 . 	O 	012'\ 
= 	k 	<5.11 	U 	571; 	' 

d ( OS1 
= rltk Dr) k  ) 	Oqk  (18b) 

Tomando la derivada total de (A.8b) con respecto del tiempo se obtiene la expresión 

rl ( O (12  ( OS2) 	d 012 
dt 	(71)1,

( 	
) ) = (112 ,0‘j k  ) 	

(.\ 
) 

Dado que S2 no depende de rjk. resulta 

0 /1112\ 
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la cual al tomar la segunda derivada con respecto al tiempo se escribe como sigue 

(12 ( 	( (Al 	( 

Dijk ) dt7 ) 

Finalmente se tiene que 

1:12) [F(qk, (.11; ,1)] = E12)1.1: (111 

[(1111 d O <191 (P 	ÍdIll 

= Oqk 1. Jr 	711 -0771Z dt 4 dt2 Oijk dt 

d ( 012 	(22 ( 012 	d 012 	(12 ( 

;Ti 	1)(1k 	— dt 2 1)1"ik ) 	;TI 	.) 4 (1/ 2 ,1:1, 

, 

donde se utilizaron las expresiones (A.8a), (A.9) y (A.10); obteniendose lo que se quería 

demostrar. 

Para demostrar el regreso de este teorema, considerese F(ijk,<./k,qk,t) una función 

tal que E(2)(Fi = (1 es decir 

OF 	d ( DF 	d2 (OF 

(9qk  dl — 	
• 

Las derivadas totales con respecto del tiempo que aparecen en la expresión anterior 

están dadas en forma explicita por 

d OF 	0 (OF .„ O (OF „ O (DF)~Ir O (OF 

dl —0<i k = 	 Orik 	uf Jr 	' (11.12) 

d2 ( OF \ = 3 ( OF 	ii.,1 .4_ O ( OF 	42.1 4. ...0... ( .__OF....) <,ii 

di' 	Otik ) 	Diji 	(:)(7 k ) 	Ni ,a,:i, ) 	Dql Dijk ) 

+ 	O 	(  02 F 	(Ti ii . pi, 4. O /O).2 F.. 	ii,11,,, 

	

p¿iti, 	fli),710iik ) 	Ni,. 	agiOqk  

4. 	(  02 F  ) ii ,i ¡lin + 0 (  02 F 	1,1 

	

Ogn, <9(710iik ) 	OI %Ni; ) 

+ 	o 	( 	32F
o k ) 

  	2— (-32 F. )
Oi 	

ii ¡Fut--
,2„ Dipark 

ii im 

	

t 	 i 
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(A.13) 
Substituyendo 

 las relaciones (A.12) y (A.13) en (A.11), y reagrupand
o  los coefi-cientes que multiplican a las distintas derivadas con respecto 

del tiempo de las coorde-
nadas generalizadas, se observa que los términos asociados a la tercera y cuarta derivada de fik  deben ser cero. En elcaso de (Ti. se tiene por tanto que 

OF 
O D/hDih 	 F 	th((ii• 	I) fi, + G(Iii• 	t)(A.14) Utilizando  esta forma de F, el coeficiente de (Y .x. igualado a cero implica la condición l) DF 

--• 	 Do, 	Ogi OrhOijk 01hOrik 
(.4.15) 1),h 

. 1 	O___ ( OFF 	.,. . 	o / a,  p \ 
¿hm, 	(.1)1191.ik 	9 I"' + 57 (-i,1,571,:: ) ii' O 	( D2  F 	

O / D'F \ 4- --:- -,-.----) *  
aq,„ apaik 91  ' I I" + jii,-, 	-(--117.7W1 	) (ii `fi" i, 	O ( D2  F )/I,. , + _~.0 / 02  F 1 
0q,„ 	i)(110,¡,(  	ii  qui 	01 	(')(11 0iik 	

(i
a l  .1. 	(.9 (• 01D2 F •\ ,. ... + o i D2 

 F ) qi q

\  . .. 
<n 	0ik ) il q m  (37.17, (.570---iii 	ui , 	o 	/ 02  F .) ,, 	_,. _0_ ( 02F ) 

1' 0.---gni (9.----10lik 	li q111 I  01 DIOr'jk  ) ' 

los términos restantes pueden reescribirse como 

G 1 ¡ 02G  , 02G 	020 1 

	

DIA 	i, 0 iüilk <II  ' &DNI; (.1( -1  (5179117 I 
+ 	

90111 	Orlk 	O2Y3 . . 	2  ( fu. -I- — - 
Dql 	 (1,,Dill 	N'ah: 	0(1mo(il 	DqmOilk m  

iim - ---- 4 
02  gk 	02  gi 	02  y k 	02  y i 	O2oi + ----,t, (jo, - -- 	+ — ' r*/„, + "' uqui UVI III DtOr'll 

+ 
1)104), 	NiOq 	(4101 D2 „ 

	

+----flk . • 02(1k 

	

	D'in 	02ai' 
Oginali 	DiDgi 	0 

- gin 'II+ — (21 -1-  ---'— () + ''' = O, 41„,01 "1 -572-  
utilizando la ecuación (A.14) la expresión anterior se reduce a 

	

OG 	(1( OG ) 
Oqk 	(it 	(.9(jk  ) 

4.1
. NI + 

797 -' 
allk. j_ .212,L_ . , 02llk 1. 

(99k 	Ni0,11,4 (1' n 1-  0(;1 01 lit  

+ 

	(.72  ilk 	02  rik 	fa 
n"-----„ ,1)  ,ifil (ir + ,,, .„* 	*/, + ' " „; + D2gA. 

(A.17) 
-vm‘411 	oto,71 `.• 	aq,,,  of  7111 	------0, 2  --. U. 
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Si se elige 
05? 

!Ik = Dqk , 
	 (..1.18) 

donde S? = 12(r¡;, q,, I) es una función clase C3, (suposición que es consistente con 

(A.14)), la ecuación (A.16) implica que 

OG 	d 0G) _ r 02 	0211 	01 51 	(Po  
egq k  	711 Utjk — L Oqk Oqi 1  Oqi N k  + DihDq„,i4k  9' 4-  OihOtiVi k  

03 51 	0'12 	O l í? 	0311 

0771m7411.ti (11" — ataqtAik 
gl 	

agmatAik (1"1 	(91 20(ik 

sumando y restando 
= 52 D'S2 

i:)q-10qk 9i  + DiDqk  

al lado derecho de la igualdad (A.8), e intercambiando el orden de derivación parcial, 

se tiene que 

OG 	d 	OG )021?  , 	0t S2 	02 52 	051 
on  Oqk 	717 	l =  agkou

q 	
Dt0q,,, 	

( 

¿ifikoq„, 
9u,  .p

Dqui 	00,01 

O [ 051 ¡b 	0521 _ 	( 	052 	051 

Oqk 	

u  + 

Di 	dl 	[aqui lin 	DI j ) 
( 4 go)  

es decir 
8S201.2 	

(.1..21) 

Entonces, al substituir los resultados (A.18) y (A.21) en la relación (A.12) se tiene 

finalmente que 

011 	O1 , 012 
t ) = 	q., +g,  + 

el J 

, (.4.22) 

en otras palabras, F, una solución arbitraria de las ecuaciones de Euler-Lagrange 

E12) , puede expresarse como la derivada total con respecto del tiempo de una función 

t) clase C', corno se quería demostrar. 

(..1.19) 
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Apéndice B 

Parte 1 

En esta parte del apéndice se encontrará el operador Hamiltoniano (4.1.2) en la 

representación de estados coherentes. Utilizando la relación de conmutación de los 

operadores de creación y aniquilación del oscilador armónico, es conveniente observar 

que 

exp((Y*h)h12  exp(—a'h) = fi t2 	[4.k•h,i112 ) -1- 9-1  [(l•(1. (o*h. ht2I1 + 

= R t2  ± 2it.h t 	(1•2 	 (B.1) 

0(1)01* (1)(12  eXp(—(I s () = 17. 2  -I- [tt.a. 	+ 	[(I' a.. [d'A, 	+ 

(13.2) 

• • exp(--(E'h) 	itt 	 tt 	a' (1. íit 411 	, 

= 	(v* 	 (13.3) 

y como por (4.4.12), se sabe que 

((v1h = 2401 
Bu' 

(015t = 

Para obtener la representación en estados coherentes de b2, (12  y (bij + (1/1), basta 

110 

(13.,1a) 

(11.41)) 



expresar dichos operadores en términos de a y (V. Utilizando las relaciones 

-01  ( + a ) , 

- irt). 

se tiene que 	

1
.
/
2 

= 	
1 	

- 1) , 	 ((,5) 

entonces 

	

(clip210) = ( 1,.2 _ 	02 	O 
9 -- - • 
- 	2 On.2 	2

+( .5;;) 	, 

analogamente 
-2 	- t2 	- 2 + 	̂ := 1 	o 	_di 	- 1 ), 

implica que 

((3.6) 

(B.7) 

("11/210) = 
1 02 	1 	0 

I 
9 
- + n"—)(nlia , 

2 On '2  	an • 
(B.8) 

y corno 

+ 	= — 	— bt2 ), 	 (11.9) 

se tiene que 

2 	. 	2 \ 
("1105  + iM10) 	(—i,5-

0 
 , 	,,,* ) (n10) • 

Entonces, por la arbitrariedad de 10) la representación en el espacio de estados cohe-

rentes del operador Hamiltonano (4.1.2) es 

(BA(1) 

1-1(o" ) = 

Parte 2 

a(t) 	b(I) 
+ 

4 	2i 

a(f) 

+ 
e(1)] 

4 

c.(:)] 

41(t) + t'U)] 
2 	2 

r(t) 	v(41 

. 	ü (1 fin' 

(/3.11) 

On ' 2  

+ 

Esta parte está dedicada a presentar en detalle las relaciones que se utilizaron en 

el Capítulo 4 para encontrar la función go(1) de la ecuación (4.4.15). 
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Partiendo de la ecuación (4.4,19), se tiene que el factor que multiplica a go  en el 

lado derecho de dicha relación puede expresarse en términos de A, y 	como 

1 (a 
DT, 	(A!2 + 	) + i bJ1/2  4- ;3-(Al i  — ,112 )) 

1 
= 	 ( 	-- ( B.12) 

2( 	— /A y ) 

Esta forma es particularmente útil, ya que los términos se pueden identificar directa-

mente con los elementos de la matriz A.1. Para encontrar las expresiones (le dicha 

derivada, es conveniente observar lo siguiente: 

Dado que /pi  y fio  son constantes de movimiento, deben satisfacer las ecuaciones 

(11.13u) 

(17.131)) 

donde // está dado por la ecuación (4.1.2). Utilizando notación matricial, esto es 

denotando 

Q„
Qo 

el Hamiltoniano (4.1.2) puede escribirse en la forma 

11 	
1  

donde L3 es la matriz real simétrica 

11Q , (B.14) 

B 	a(t) 
1,(I) 

11(0 
(V)) 

(13.15) 

Con lo cual, las relaciones (B.13) pueden reescribirse en la forma 

= 

pero como de acuerdo a (4.2,10) 

(1.1 (13.10) 

Qe = (B.17) 
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y Q no depende explicitamente del tiempo, se tiene que 

• 
5igu = 	 (31.18) 

Por otra parte, el lado derecho de (6.16) puede reescribirse COMO 

1 
(10,, 	1(2)117 !y 	'r • A,,h(bi 

l‘rib (Q,1B))', 	Q, 	I(2, • Q 14-,Q1) 

= 	A„<5 	 r.,),513,1,(2,) 	 (13.19) 

si se utiliza que 

,Q ,11 	 (13.20) 

donde, E, es la matriz simpléctica definida en (4.2.19). Usando las propiedades de 5, y 

la simetría de 11, (B.19) se reduce a 

Q0„) = 	A 	-52 ),,11,1 ,Q;0 

A.E13Q. 

substituyendo (6.18) y (6,21) en (6.16) se tiene que 

, 

(/3.21) 

AE11. (/3,22) 

Entonces dado que 

con 

.11 = y•kq' (B.23) 

} 
;2 

= 	1 
(/1.24) 

la derivada con respecto del tiempo de A/ sera 

pero como 	gik, entonces 

•-= 	= !/.11:11!)-1  (13.25) 

J11 =.,1,„(Yalg-1  (13.26) 
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Escribiendo lo anterior en términos de 	y A, se tiene que 

(,•A,, 	bA,i) 	i(o.1„ —1,4) 	01)— (d'Al  
, B.271 

V 2 	(c.\• 	b,\*) 	i(a,\* 	bA*) 	(e,\* 	1),\• ) — i(a\* — 0') 

	

P 	 ' 	' 

por lo cual, (812) puede expresarse como 

1 
((aA — bA,,) 	— 05 )) 

2(A, — rA,,) 

Al substituir este resultado en (4.4,19) se obtiene (4.4.20), la ecuación que define a go . 

2M1 
	(11.2s) 
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v de la expreslón aso obtenida, 

Apéndice C 

Parte 1 

En esta parte del apéndice se obtendrá la función k(t) que aparece en la expresión 

(4,5.21) de la función de Wigner. 

Haciendo el cambio de variable (q, j') 	( z, z*), con z definida por la ecuación 

(4.5.18), y utilizando que 

   

diy di) = (<1'  I))   I d ,  11-* = d d -4  
0(z. 2.*) 

(C.1) 

  

la integral de la función de Wigner en el espacio fase puede expresarse como 

IV(q,p)dpdq = k(1) ex1){2((tz* 	zz' + o z)) flz dz` . (c.2) 

En términos de zr , la parte real y z.2  la parte imaginaria de z se tiene que 

0(z  ) 
dz riz• = 	 az2  = —2i dzi  dz 2  , 

a(zt,  z2) 
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Apéndice C 

Parte 1 

En esta parte del apéndice se obtendrá la función k(t) que aparece en la expresión 

(4.5.21) de la función de Wigner. 

Haciendo el cambio de variable (q, p) —> z, z` ), con z definida por la ecuación 

(4.5.18), y utilizando que 

dq dp = 
ing,p) 

0(z, z") 
dz* 	dz dz" . 	 (C.1) 

   

la integral de la función de Wigner en el espacio fase puede expresarse corno 

p) flpdg = 	L,k(t) exp(2(oz• 	zz* 	z)) rtz rtz* (C.2) 

En términos de zi, la parte real y z2  la parte imaginaria de z se tiene que 

dz az* = 
0(z, z*) 
0(zi, z 2 ) 

dzi  dz2 	—2i rizi  dz2  (C.3) 

    

145 



por lo que (C.2) puede reescribirse como 

nú 	no 
11.(q,p)(1pdg [ 

	

I
cm 	.7.X.,  

I'MvxPe2( 	 :1(11*  + o)+ iz2(ri• 	(1))(/.:1  dct  

2k(1) 	exp {2( — 	iz 2(r)* 	 (ti' + a)) dzi  

1 
▪ k(t PY.1){;¡((11' - (1)2((l. 	(1 )2 )) 

▪ irr:21"12 /..(1). 

Pero de acuerdo con (4.5.7c) se tiene la expresión (4.5.22). 

Parte 2 

En esta parte se presenta la simplificación de la ecuación (4.5.23) a las expresiones 

(4.5.24) y (4.5.29). 

De acuerdo con (4.5.23) la función de Wigner está dada por 

2pxp12((i..:* 	(I': —1,1)2 0 	(4.5.23) 

donde z está definida por (4.5.18). En términos de q y p, el argumento de la exponencial 

puede escribirse como 

(1.7. *  --• 	 Ii112 	17,11;2 	(5(12  -- 	1- ApV,:)/1q 

f (fin + (1 	p 	((i 	+ 	lo12 . (C.5) 

	

Lo que se quiere entonces es encontrar 	y y tales que en la expresión anterior se 

agrupen los términos lineales, esto es que tenga la forma 

	

-• y)2  - (A,A; + ArA;)(1,  - 0(q - x) • 
	(CO). 
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Desarrollando (C.6) e igualando los coeficientes de p y q de la expresión asi obtenida, 

con los de (C.5) se encuentra el sistema siguiente 

{

2,70  .4- (A,A; -1-  A,,,\;).c = 0,1; + u' A,„ 

2a,,,r + (A,,A; + Ap A; ) y = it A: + o ' A,1  , 

resolviendo las ecuaciones anteriores para .r y y, y desarrollando el resultado en términos 

de Air, r  Ari y sus complejos conjugados, se encuentra que 

(C.S.a) 

(C.Sa) 

donde se utilizó que 	 i. Regresando a (C.6) se tiene finalmente la expresión 

(4.5.23). 

Como se ha señalado en el Capítulo 4, es conveniente encontrar para la función de 

Wigner una forma análoga a la que tiene dicha función al tiempo 1 = (1 es decir 

(I) 	vxp( 	412  '1 	)) • 

Para ello, considerese la expresión (4.5.23). Si se propone la rotación 

1:1 = I l'OS - 	shit! , 	 (4.5.27a) 

O 	pl  vos O, 	 (1.5.27h) 

al substituir directamente en el argumento de la exponencial se tiene que 

—2kr,ili 2  apQ 2  — 2ap,Prjj 	—2[q r2(a, 	ap  rus' O 	r „r sin O ros O) 

4. 1)12 	cos 2  O + a 1, siv a  O -1-- 2(5 5  sin O roe O) 

4• 	 p )siii 20 — 2or,, ros 20)i , 

por lo cual, al requerir que el coeficiente del término cruzado ps y' se anule, es decir 

— 	r ) sin 20 = 2ar ,, ros 20 , 

el ángulo O de rotación de la función de Wigner queda determinado por 

1 
O = — ardan (--- 

9a
t1 ) • 9 a,r  — al, 

(C'.9) 
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De lo anterior se tiene que si 

/1 2 	.1(12  I + 

entonces 

shit/ = 

cos o= 

por lo cual el coeficiente de g' 2  se reduce 

shi2 	+ 	r052 	— 2a p,, 

De forma análoga el coeficiente de 1/2  

a, vos' 0 	r  sin' 	+ 17r,, 

I, — 

9h 

h + a, 

h 

a 

sin 0 COSO = ;5( 

= 

está dado por 

1 
sin 0 ros° = ,5(a 

2 	A 2 1 2 

ar  + 

_ 

(f 

h)  

o„), 

h 

•\21 1 -3-  ‘r,I) 

(C.10) 

(C.11n) 

(C.11b) 

(C.12)  

(C.13)  

y la expresión (4,5.24) se puede escribir en la forma (4.5,28). 
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