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Los autématas celulares (ACs} son mapeos de un espacio discreto en s{ mismo
parametrizado por un tiempo discreto.! sl

Los autématas celulares son féciles de definir y también de programar en una
computadora pero pueden mostrar un comportamiento extremadamente complejo. Es éste
su principal atractivo, pues pueden ser usados como modelos simples de sistemas
complejos."”) En este trabajo, se estudian algunas propiedades estadisticas de los ACs
unidimensionales con ¢l objeto de entender 6 clasificar su complejidad y, en particular, s
presenta una condicion necesaria para poder decir si un AC es cadtico.

Para introducir al tema, en el capitulo 1, se dan las definiciones de autdmatas
celulares en general, para posteriormente particularizar a los sutématas celulares
elementales legales minimos y totalisticos legales.

En el capitulo 2, sc presentan algunos de los principales pardmetros estadisticos
usados para caracterizar 8 los autématas celulares clementales legales minimos, medidos en
su espacio de configuraciones, como la densidad promedio de sitios no-nulos sobre un
conjunto representativo a tiempos de evolucion largos, Is correlacion eapacial de sitios, la
distancia de Hamming y la entropia de bloque. En este mismo capitulo, s¢ comparan
resultados experimentales para las densidades de sutomatas celulares clementales minimos
clase 3 con los valores obtenidos de una teoria de campo medio.

En el capitulo 3, se realiza un andlisis de los mismos pardmetros estadisticos para
autdmatas celulares unidimensionales totalisticos legales de alcance 2.

Usando el concepto de derivads Booleana es posible estudiar ¢l crecimiento ds ua
defecto en el autmata celular y definir ¢l cxponente de Lyspunov méximo sigulendo la
definicion pars sistemas dindmicos continuos. En ¢l capitulo 4, se presents esto y s¢
calculan los exponentes de Lyspunov méximos de autdmatas celulares elomentalcs
minimos legales y totalisticos legales de alcance 2. También se muesira una relacién con el
problema de percolacion dirigida.



Introduccidén

Los autématas celulares (ACs) se han utilizado como instrumentos sencillos para
modelar sistemas complejos como fluidos fuera de equilibrio, ferromagnétos, difusidn,
percolacion, sistemas biologicos y otros. Esto se debe a que los ACs son simples en cuanto
a su formulacidn y, asf mismo, pueden exhibir un comportamiento complejo.

Los ACs son sistemas dindmicos discretos parameirizados recursiva y
discretamente por el tiempo, que presentan una evolucidn espacio-temporal de una gran
complejidad."™*) Por ello, son utilizados como modelos mateméticos para sistemas naturales
constituidos gor un gran ndmero de componentes idénticos simples que interaccionan
localmente.”

El objetivo de esta introduccién, es exponer algunos ejemplos de la aplicacion de los
automatas celulares en varias ramas del conocimiento,

Un AC puede servir para modelar sistemas que contienen muchos elementos
discretos con interacciones locales. De hecho algunos sistemas flsicos que satisfacen
ecuaciones diferenciales pueden ser modelados por un AC mediante la introduccién de
diferencias finitas y varisbles discretas .* Podemos ilustrar esto con un ejemplo, conocido
como modelo de [sing, el cual desarrollaremos en los siguientes pérrafos.

El modelo de Ising de un ferromagneto, s un sistema formado por N étomos en el
cual al i-ésimo se le asocia con una varisble de spin x, que puede tomar valores | y -1; 60
y | haciendo una transformacion sencills. Este modelo considera espines ordenados en un
arreglo regular, en una o dos dimensiones, los cuales ocupan posiciones fijas y inicamente
varia la orientacién de los espines en el espacio. Por simplicidad restringiremos el modelo a
una dimensién pars el caso en el cual solo tiene dos orientaciones, denotadas
convercionaimente por arriba (AX1) y abajo (W)0). Se pueden imaginar los ejes
orientados perpendicularmente al plano de! arreglo. Una posible configuracion del sistema
podria ser 1a que se muestra en la fig. (a).

AA VAV AV VAV YV VALV
Fig. (s). Configuracién pars un sistema unidimensional de espines en ¢l modslo de lsing.

El estado del sistema es entonces X con

&= (X)000%,)

donde cada x; toma valores 0 6 1. Imponiendo una dindmica como pusde ser la de Monte
Carlo, la de Glauber o la Q2R ¢l estado & evolucions en el tiempo y tenemos un AC.'"
Dos espines se dice que son paralelos si apunion en la misma dirsccion (P4) y
antiparalelos si apumtan en direcciones opwestas (M¥). En forma similer al efecto
producido en los magnetos, los espines tionen efecto uno sobre otro dependiendo de su
orientacién relativs, la distancia entre ellos y 1a neturaleza del medio en el cusl s¢
encuentran; sin embargo, en ¢l modelo de Ising, los detalles de acoplamiento, que en ol caso
real involucran efectos cudnticos, se desarrolla sobre Ia base de consideraciones mds



simples en las cuales solo se tienen en cuenta interacciones con los espines inmediatamente
adyacentes.

Considérese, por simplicidad, el caso de un sistemna de espines cn ¢l cual lag fuerzas
de interaccion entre vecinos tienden a alinearlos. La frontera entre dos espines puede ser
visualizada como un resorte, el cual estd en reposo cuando los espines son paralelos y se
encuentra tenso cuando son antiparalelos. Cada resorte bajo tension almacena una cantidad
de energia. En la fig. (b) se muestra explicitamente la encrgfa de acoplamiento mediante 0 6
L.

a b ¢ d e

NOMOMIVINLIY OV

Fig. (b). Energla de acoplamienio para un sistema unidimensional de espines.

En la fig. (b) el espin a estd alineado con sus dos vecinos. Si se tratara de cambiar la
orientacion de este espin de 4 a ¥, se obtendria entonces la configuracion que se muestra
en la fig. (c).

s b ¢ d e
MVIDMIVINIVOY

Fig. (c). Cambio de orientacidn de un espln para un sistema unidimensional.

Asi, se observa que se tensan 2 resortes al mismo tiempo, uno a la derecha y uno a la
izquierda de a, obteniéndose una ganancia de 2 unidades de energia. Por otro lado, el espin
b esth en situacion indiferente de energla; i.e., si se invierte, el resorte a la derecha es puesto
bajo tension y el de la izquierda se relaja, la energia total del sistema permancce igual.

Supdngase, que se actualiza un espin a la vez elegido al azar. Si se procede a
modificar el estado del espin, los espines inmediatamente modificados serdn los vecinos del
espin seleccionado. Entonces, Ia ley de conservacion de la energla, solo permitirk cambiar
de estado a los espines que se encuentren en una situacion de energia indiferente, como en
¢l espin b segiin se muestra en la fig. (d)

a b ¢ d ¢
2OPOMIVOVIMIY

Fig. (d). Cambio de estado a los espines que s encuentran en una situacion de energis indiferents.

Tan pronto como b cambia de estado, ¢l espin g se convierte en un buen candideto
para modificarse. Entonces, un cambio puede llevar a otro despuds def cual ol sistema
evoluciona substancialmente. Ahors supdngase que se requiere que ¢l sistema evolucione
an ripido como sea posible.Obeérvese que siemprc que un espin es elegido; por
-consideraciones energéticas, invasiablemente se invierte. Entonces s¢ necesita la ayuda de
un “asistente” que trabaje sobre un espin mientras se trabaja con otro, obviaments ambos en
situaciones de energla indiferente. Todo funciona adecuadamenic para velores de
separacion mayores o una distancia minima; sin embargo supdngase que se cligen
simulténcamente los espines c y d, el resultado se muestra en la fig. (¢)



a b ¢ d e
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Fig. (). Eleccion simultanea de los espines ¢ y d.

Entonces se tiene que la encrgfa total ha cambiado de 3 a 1. Un espin, desde el punto
de vista energético es indiferente solamente bajo la suposicion que cuando se modifique a
sus vecinos este permanezca en la misma orientacién, Si se desea actuar en forma local, se
deben actualizar en paralelo tantos espines como sea posible y conservar la energfa; una
idea adecuada, para tal efecto, es actualizar todos los impares en un tiempo y luego los
pares en el siguiente paso temporal.

Otro ¢jemplo, es la modelacion de un fluido con un AC, en éste tipo de modelos las
particulas son indistinguibles y se mueven en una red en pasos discretos. Cuando 2 6 més se
encuentran en un nodo de la red cambian su velocidad pero de manera que en la colision se
conserve |a masa, la cantidad de movimiento y 1a energfa.! "

Como veremos mds adelante, en el capitulo 4, ¢l problema de percolacion dirigida
es un AC probabilistico.

En general podemos decir, que un modelo discreto con una evolucién temporal
discreta es un AC.

Muchos sistemas en biologia han sido modelados por ACs. El desasrollo de
estructuras y patrones en el crecimiento de los organismos muchas veces parece cstar
gobernado por muchas reglas Iocnlen simples y estd, por lo tanto, potencialmente bien
descrito por un modelo de un AC**! Algunos ejemplos incluyen arreglos producidos en las
hojas de las ramas de los drboles, la formacion de esqueletos radiales y muchos mds. El
comportamiento y funciones de variados organismos pueden ser modelados por ACs con
valores por cada sitio que representen estados de células o grupos de ellss. Los ACs son
utilizados también para describir poblaciones de ommunos inméviles, como las plantas,
con valores por sitio correspondientes a la pmemil o ausencia de individuos en cada punto
de la red, con interacciones ecoldgicas locales,™

Enmnenﬂnm.lmACnnhnnuudopmeuMmmMmenthe
nimeros. "Encomgmidn.losACspMenmconnd«ducomocoWude
proceso en paralelo!™, Como tales, han sido usados, por ejemplo, como mubtiplicadores
altamente paralelos, clasificadores (sorteadores) y filtros de nimeros primos."*) En forma
particular, en dos dimensiones han sido wtilizados extensivamenis pars procesamicnto de
imdgenes y reconocimiento visual de patrones. ! Las caracteristicas computacionales de
los ACs. han sido estudiadas exhaustivamente y esto ha permitido demostrar que algunos
ACs pueden ser utilizados como computedoras de propdsito general y pusden, por lo tanto,
.ser usados como paradigmas para la computacién en paralelo.

Como se indicd en las lineas anteriores, la splicacion de los ACs s importants pars
la simulacion de una extensa gama de fendmenos permitiondo un andlisis de estos mediante
el uso de computadoras. Por ello resulta interesante efoctuar un estudio sistemdtico del
comportamiento de los ACs pues, por una parte, se cspera poder desasrollar modelos para



sistemas particulares, y por otra, buscar principios gencrales aplicables a una gran variedad
de sistemas complejos.

El objetivo de este trabajo cs el de presentar y discutir cantidades estadisticas que
pueden asociarse a los ACs como la densidad de sitios con valor 1, la distancia de
Hamming, la entropia y los exponentes de Lyapunov. A partir dcl comportamiento de estas
cantidades intentamos clasificar a los ACs. La clasificacion de ACs més usada y también
mds criticada es la presentada por Wolfram en 1984, (1 Esta separa a los ACs en cuatro
clases como se menciona en el cap. 1. Si & denota a una cualquiera de las cantidades
mencionadas quisiéramos poder establecer empiricamente uns aseveracién como la
siguiente: .

Si para e! AC, R, & tiene una cierta propiedad & |, entonces R € C,. donde C, es
Ia clase j de Wolfram con j = 1,...,4

Esto seria muy uti! pues nos daria una manera de caracterizar el comportamiento de
un AC. Lo m4s importante, es poder decir bajo que consideraciones un autémata celular
elemental o totalistico es clase 3 (ver Cap. 1.5), debido a que los ACs de este tipo presentan
un comportamiento con mayor grado de complejidad que las otras clases y por lo tanto su
estudio es mds interesante.



Capitulo 1.

Introduccién a los autoématas celulares.

Para la mejor comprension de los ACs, en primer lugar, deben ser definidos estos
entes, asf como los elementos esenciales que los constituyen. Esta es una de las finalidades
de este capitulo introductorio, donde se establecen las bases conceptuales para su futura
caracterizacion estadfstica.

El capitulo se divide en cuatro secciones. En las tres primeras, s¢ presentan las
definiciones, para el caso unidimensional de espacio de configuraciones, vecindad, alcance,
autémata celular elemental, condiciones periddicas a la frontera, formas candnicas, reglas
minimas y autémata celular totalistico Booleano; los cuales son conceptos fundamentales
en la posterior realizacidn del trabajo, La cuarta, muestra una posible clasificacion de los
ACs y las principales propiedades estadisticas mediante las cuales se puedan caracterizar
cuantitativamente.

1.1 Definiclones.

Definicién

Sea B, =(0,...,k~1) conk eN. Un AC ¢s unmapeo' F parametrizado recursiva
y discretamente por el tiempo t, de la forma

F.B} - B}

de mancra que

#(t +1)=FG()) ()

Q)= Q...x. ()} x()eBy i=l,...,L

El espacio B} es el producto cartesiano de B, consigo mismo L-veces y se conoce como
espacio de configuracién. Como ejemplo, en Ia figura 1, se muestra el espacio de
configuracion y un cierto flujo F,enelcaoenquek=2y L =13,

' Un mageo, mmammmmmmmamumunnmmvm
como la descrita en laec. (1), donde el tiompo L evolucions en pasos discreos. I
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Figura 1. Espacio de configuracidn en el casoenque k= 2y L, = 3. Se muestra el ¢jemplo de un flyjo.

Es Atil, para poder usar a los ACs como un modelo, asociar al espacio de
configuraciones una red de L sitios, la cual puede ser regular o irregular, en una o mas
dimensiones. En Ia figura 2 se muestran algunos ejemplos. En cada sitio se coloca una
variable de estado X,, § = |,..., L que toma valores en B, . Esta variable puede representar
el spin en el sitio, la presencia de particulas de distintas especies quimicas, velocidades de
particulas, etc.

La funcién F puede estar definida localmente, es decir

@+ D=6 0 ) i=hol

donde V, es una vecindad del i-ésimo sitio. Es necesario mencionar, que las funciones f, y
la vecindad V| no tienen que ser las mismas en todos los sitios, sin embargo en lo que
sigue, nos ocuparemos de ACs definidos por reglas locales que no dependen del sitio. La
vecindad V| puede estar determinada por la geometris de la red, como se muestra en la
figura 2,

En este trabajo s6lo se considerardn ACs Booleanos, es decir con valores 0 6 1 en
cada sitio, correspondiendo a k = 2 y redss unidimensionales.

En una dimensién, es usual utilizar una vecindad simétrica de alcance r, esto es ¢
sitios a la derecha ¢ izquierda de cada sitio. En este cago, la regla local f que define al AC
es de |a forma

xi(t + l)= f(xl-r (t)' xl-nl(t)l erey xl (‘)» reey xln (')) (2)




b}
i . -
T
Figura 2. a) Red unidimensional. b) redes bidimensionales. La vecindad ¥, puede estar determinada por la geometria
de la red. Los asteriscos alrededor del sitio-1 forman parte de la vecindad ¥,

1.2 Autématas celulares slementales (ACE)
Detinicion

Los ACs unidimensionales conk = 2 y r = | se conocen como autdmatas celulares
elementales (ACE).

La funcién local f, que se indica en la ec. 2, pwdedeﬁmnepouuublldevetdld
donde al valor 0 le llamamos falso y al | verdadero. En la tabla | se muestra un ¢jemplo.
Es posible, entonces encontrar la expresion logica de cualquier regla segun se verd més
adelante. Como se puede observar, la tabla de verdad contienc 2° = 8 renglones y para cada
renglén existen dos posibilidades, por lo que hay =2 256 ACEs distintos.

Wolfram numero las 256 reglas de la siguiente forma ), Cada regla tiene una tabla
de verdad distinta y el nimero asociado a cada regla es la expresion en base 10 del nimero
binario que forma la Gltima columna de la tabls; de arriba, digito menos significativo; &
abajo, digito més significativo. Asi , pot')emplo al ACE de la tabla 1, se le asocia el
nimero R, =90 y se habla de I regla 90'

Tobla I: Funcidn de asignacidn para ¢l ACE 90
0 | 50 [ 2.0 Tegha |
0 ‘0 2]
2'
21
2’
)
2T
2
27—

O =] @] =] =| ©f =] o] »=)

R R I ]

—|=]olo|—=|=lc]e

1
0
1
0
1
0
1




I.os ACEs evolucionan en pasos discretos con el valor de una variable en cada sitio
afectado por los valores de sitios en su vecindad en el paso previo. Esto indica que una
posible representacion de la red es mediante un arreglo en el cual todas las celdas tengan
“vecinos”; sin embargo en los extremos de la red, es decir parai=lei =L, no se dacl
cas0. Una solucién posible es la d¢ imponer condiciones periddicas a la frontera que
consisten en juntar los dos extremos de la red para que forme un cilindro. Esto es

a=xyx)=x0 O

También se puedcn imponer condiciones antiperiddicas a la frontera, bajo las
cuales los sitios que pertenecen a los extremos mantienen valores inversos al de los
extremos mismos, i.c.

X (1) == (1) y Xo(1) = =, (1)

donde - indica la negacién Boolcana de valores (NOT) y condiciones periddicas nulas, ¢s
decir

=% = 0

pudiendo, de la misma forma, igualar a ! 6 dar condiciones aleatorias. En lo que sigue
usaremos condiciones periddicas a la frontera, como las indicadas en la ec. (3).

Una de las formas més eficientes de simulacién de la evolucién de un AC Booleano
es utilizando la técnica de Multi-Spin M.S.C. (c.f. apéndice C)

Definicién

La region afectada por un sitio dado crece a lo sumo r sitios en cada direccion en
cada paso temporal, determinando una vecindad de 2r+1 sitios, este crecimiento es
conocido como cono de luz del autémata celular.

Asi, después de t pasos temporales, una regién de 2rt+1 sitios, puede ser afectads
por el valor de una celda especifica dada en la configuracion inicial obtenida ¢n el tiempo t
=0, En [a figura 3 se muestra la evolucion en ¢l espacio de configuraciones del ACE 90 a
partir de una red en la cual sdlo un sitio tiene valor | y los demds 0 al tiempo t = 0, y otra
estructura generada desde una configuracién inicial alestoria, para ¢l mismo ACE, donde
en cada sitio x, = 1 con probabilidad 1/2. Estos diagramas espacio temporales generados
representan en la direccion horizontal el espacio de configuracion del AC pers un tiempo ¢
cualquicra y en la direccion vertical se indica la evolucién temporal. En la ref. [26). estin
los diagramas dc las 88 reglas minimas de ACEs, las cuales se definen mis adelante.



(a) ®

Figura 3. Evolucién del ACE regla 90.a) Desde una configuracién inicial en la que el estado de! sitio central
¢s 1 y los demds O (cono de luz). b) Desde una configuracién inicial desordenada donde ¢l estado en cada
sitio X, =1 con probabilidad 1/2. En ambos casos la red ticne una longitud de 640 sitios, para 200 pasos
temporalcs.

Podemos encontrar una expresion logica para cualquier AC a partir de su tabla de
verdad. Aqui nostramos con un ejemplo, como obtener dos expresiones logicas, las
llamadas formas candnicas disyuntiva y conjuntiva®.,

Una funcion de asignacion, para cualquier AC, se puede construir dando todos los
resultados posibles para las 2"'" configuraciones de sus argumentos, mediante su tabla de
verdad. A partir de ésta, es posible obtener una expresion logica para f, la cual solamente
esté formada por operaciones binarias AND(A), OR(v) y la operacion unaria NOT(-).

La conjuncién AND, trabaja con dos operandos, da | si ambos argumentos son 1 y
0 en cualquier otro caso. La disyuncion OR, al igual que la anterior, utiliza dos argumentos
y da 1 si uno de ellos es 1. La disyuncion exclusiva XOR, da el valor 0 cuando ambos
argumentos son | 6 0 y da 1 en caso que sean diferentes; esta operacion corresponde 8 la
suma mddulo 2. La negacion NOT, actua sobre un solo argumento, dindole valor inverso.

Considérese la tabla 1. En la columna correspondiente a f, se tienen valores 1 6 0. Se
pueden seleccionar los renglones que tienen 1, términos minimos, ¢ las casillas que tienen O,
términos maximos. La forma canonica disyuntiva se obtiene a partir de los téminos
minimos y se construye comd sigue. Se toma el primer término minimo y se hace la
conjuncion de las 3 variables x_,x,x,,, tomando la negacion de la variable
correspondiente, si ésta aparece con 0, es decir, el primer término minimo de Ia tabls 1 nos
da la expresion logica —x,_, A —x, A x,,, que es verdadera en ese renglon y falsa en todos los
demds. La forma canonica disyuntiva se obtiene como la disyuncion de las expresiones
construidas para cada término minimo. En el caso que se muestra en {a tabla 1 se obtiene la
expresion



fa = (%1 A= A IV (% AX A V(R A=K, A=K V(S AR A,

Para construir la forma candnica conjuntiva, ahora seleccionamos los términos
maximos efectuando la disyuncién de las 3 variables, tomando la negacion si alguna de
cllas aparece con 1. El primer término mdximo de la tabla 1 da la expresién logica
X_, VX VX, quees verdadera en éste renglon y falsa en los restantes. La forma
candnica conjuntiva se obticne como la conjuncién de las expresiones construidas para
cada término méximo. Asf de la tabla 1 se obticne

o = Gy VX VX IA QKL V=, VG DA (0 VG VR A G VX, v, )

En resumen, las funciones de Boole expresadas como una suma (v) de términos
minimos o producto (A) de términos maximos se dice que estdn en forma candnica®). Es
claro que estos métodos se pueden extender a ACs booleanos con mds vecinos.

Estas formas candnicas, son el punto dc partida para el problema de minimizacion
del nimero de operaciones requeridas para especificar una funcion y, por lo tanto, para su
implementacién prictica mediante un proceso serial, en una computadors (c.f. apéndice C).

Las formas candnicas pueden ser simplificadas mediante el uso de identidades
obtenidas del dlgebra de Boole. La primera ecuacion de asignacion para la funcién de la
regla 90, f,, , puede simplificarse de la siguiente forma, teniendo presente que

x®y=(-xay)v(xa-y), (-xvx)=1yque (1ax)=x

€0 = (=X, A=Ky ARV G0 AK A X IV R A A IV AX AK,)
foo= ("‘" il AXjay )V ("i—t A ""m)

finalmente

f’) = il e xul (‘)

Por esto a la regla 90 se le llama la regla de suma mddulo 2 de los vecinos.

Otro método, que es en general muy bueno, para simplificar estas funciones ¢s el
que provee ¢l desarrollo en serie de MacLaurin que se explica en ¢l apéndice A. En cl
apéndice de la ref. [26], se muestran los homomorfismos Booleanos simplificados de los
256 ACEs.

Una regla ¢s aditiva si se cumple que

F397)=FRPRj) ¢

En la ec. (5), X y yson vectores de B)'. La regla 90 es aditiva, esto se pucde demostrar
facilmente. De la ec. (4)



f(i): f(xi_,,xk,xm)= X, ®x;,,
f(y)= f(}’i--n)’iv)'sn): Yia®y.,

Asi que
f(i)ﬂ) f(y): X @x,, @y, @y,
Por otro lado,

f(’*‘G}-}.’)= f(xl—-l DY X, Dy %, D Yin)
=X, 0x, By, Dy,

De todos los ACEs las reglas de esta clase son la 0, 90, 150 y 204, ademds de sus
reglas conjuntivas, reflexivas y conjuntivo-reflexivas mencionadas més adelante. Las regla
0y 204 son triviales. El ACE 0 elimina cualquier configuracion inicial y la 204 1a mantiene
inmutable. La regla 90 es la suma mddulo 2 de los vecinos de los extremos en el paso
temporal previo y la 150 es la suma médulo dos de los 3 vecinos.

Estas reglas son importantcs, en si mismas, pues la evolucion de cualquier
configuracion inicial cs una superposicidn de la conﬁguraclén generada al evolucionar un
AC desde un sélo estado no nulo de estos ACs. *

Definicién

Considérense las siguientes transformaciones simples: la conjugacidn (C}), la cual
intercambia 0 por 1 y viceversa, i.c.

o(f(x. y, 2))= ~f(-x, -, -2)

La reflexion (R)

R({(x.,2))= f(z, %)

y la combinacién de ambas (CR 6 RC). La aplicacidn de la combinacién de las
transformaciones conjugacidn y reflexion, a una funcién Booleana, produce ¢l mismo
resultado sin importar ¢} orden de precedencia de cada una de ellas © | como puede
comprobarse facilmente, segiin se observa en la tabla 2.

En la tabla 2, se muestra como ¢jemplo, el caso particular de Ia regla 30, de la cual
sc determina su tabla de verdad y la aplicacion de las transformaciones simples. Notese la
igualdad de fos valores en cada una de [as entradas en las columnas marcadas con CR y
RC.




En la figura 4, se muestra la evolucion, para 200 pasos temporales, iniciando desde
un estado aleatorio donde cada sitio toma el valor | con probabilidad Y , para los ACE 30,
86, 135 y 149. Nétese la semejanza en las estructiras espacio-temporal generadas.

Tabla 2. Tahla de verdad asociada al ACE 30 y reglas el les equivals liante operaciones simples.
X, 0) ] @) ]x,.,0) f R(D cH | CrR(®H | RCOH
0 0 0 0 0 | | |
0 0 ] 0 | 0 0 0
0 | 0 0 0 0 0 0
0 | ] | | 0 | |
| 0 0 1 0 0 0 0
| 0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 | 1 0 0
1 1 1 0 0 1 1 |
Reglas Equivalentes | K, =30 | R, = 86 | R, = 133] K, = 149] R, = 149

Las operaciones anteriores imponen una particién en 88 clases del conjunto de
ACEs. Es conveniente considerar solamente las reglas con un niinero en base 10 asociado
més pequefio representativas de cada clase™!. Dichas reglas se conocen como las 88 reglas
minimas.

Definiciones

o Un ACE es legal si su funcion de asignacidn es siméricay £(0,0,0) = 0.
o Unaregla fes simétrica si f(1,0,0) = {0,0,1) y f(1,1,0) = /{0,1,1).

En lo que sigue, ¢l estudio de los ACES se restringird a los autématas celulares elementales
legales minimos (ACELM).



REGLA 86

REGLA 138

REGLA 149

Figura 4. Evolucién espacio temporal para los ACEs reglas 30, 86, 135 y 149 desde un estado inicial al azar
dondc el estado X, en cada sitio toma valor 1 con probabilidad 1/2, para 200 pasos temporales, en una red
de 640 sitios. El ticmpo cvoluciona en la dircecion vertical.



1.3 Autématas celulares totalisticos (ACT)

S¢ pueden considerar ACs unidimensionales donde la vecindad que define la
¢volucion sea un poco mayor, digamos que conticne al sitio mismo y a 2 sitios a la derecha
y 2 sitios a la izquierda, es decir r = 2. En tal caso el niimero total de reglas que se pueden
construir cs de 2". con lo cual se ticnen més de 4,290,000,000 rcglas. Es debido a esta
cantidad de reglas que se hace nccesario restringir su estudio. Asi, se pueden definir los
autdmatas celulares totalisticos (ACT).

Definicién

Los ACT son un caso particular de AC, ¢n los que el valor de cada sitio depende de
la suma de los valores de sus vecinos en el paso temporal previo pero no de su posicion.

Los ACTs son utilizados como modelos de sistemas que involucran cantidades
localmente aditivas, tales como concentraciones quimlcas,

Un ACT est4 definido por una funcién local f de la forma

xE+)=16()) ©

donde
()= j‘zv:‘ x,(1).

Dado que 058, S2r+1 , se puede representar a f por una tabla de verdad. En la
tabla 3 se muestra un ejemplo. Igual que en el caso de los ACEs, se asigna un nimero en
base 10 a cada cddigo. A manera de ejemplo, se muestra el caso particular del ACT codigo
20.

Tabla 3. Funcidn de asignacion para ¢f ACT 20
s(,l) Cadigo
0

O—O—Oéa‘
e d

W] &) W] o]

is



Definicién

Un ACT es legal si f{0) = 0. Vemos de la tabla anterior que hay 2° = 32 ACTs
de este tipo y el codigo asociado de la tabla 3 es un nimero par entre 0 y 62.

En la figura 5, se muestra la evolucidn espacio-temporal del ACT cédigo 20, desde
un estado inicial al azar donde cada sitiox, toma ¢l valor 1 con probabilidad "2, para 200
pasos temporales, en una red de 640 sitios.

Figura 5. Evolucion espacio temporal del ACT codigo 20, en wna red de 640 sitios, a partir de wn esiado inicial al
asar, donde cada sitio x, toma valor | com probabilidad !, durante 200 pasos temporales.




1.4 Algunas propiedades estadisticas de ACs.

Algunas de las cantidades, mas importnntes,l24l utilizadas para la caracterizacion
cuantitativa de las configuraciones generadas por los automatas celulares Booleanos, las
cuales se cstudiardn n lo largo de este trabajo, son:

a) La densidad de sitios con valor 1.

b) La funcién de correlacion espacial entre dos puntos.
c) La distancia de Hamming,

d) La entropia de bloque.

¢) Los exponentes de Lyapunov méximos.

Definicién

La densidad de sitios con valor 1, se define como
p®)=(¢ GOYL) L=#EO)+%GO) O

donde #,(R(t)) represents el ndmero do digitos d = 0,1 que hay en un estado #(r) del
sistoma a un tiempo t y L e la longitud de la red. La funcién #,(i(t) represents ol “pesc”

del vector 7(t) a un tiempo ¢ eepecifico”™®. Ea la figura 6, se musetrs la evolucion de Ia
densided en ¢! tiompo pars Jos ACEs 18, 90 y 182. Notese qus conforms ol tiempo aumenta
las densidades 90 aproximen & una densidad media sspecifica.

Se pusden definic varias funcionss ds comelacion, empero siguisado s Wolfram™™),
la fncidn de correlacidn expacial ensre dos punies C,(r), 08 define como

CiO)=(S(mP(m+ ) - (S(mPs(m+1) @

donde 0Sm < L, L oo la longieud de la red y S(m) toma valeses -1 6 +1 cuando x(m) toma
los valores 0 6 | reapactivaments y la media ¢s tomada sobee t0dos 1os sitios m ds la red &
un tiempo ¢ fijo. En la ec. (8)

((ﬁ) - %gi(m) ®
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L.a funcidn de correlacion describe la dependencia estadistica de los valores de los sitios
separados una distancia 1'% Si las variables son independientes, el coeficiente de
correlacion debe ser igual a cero.

0%

028

0.00 v v v

Figera 6 Densidad de sitios con valer 1 cbienide mediante eveluciée mperal de acusrde » s ACE
18,90 y 102 iniclonde 0n wa esinde dasordensds con donsided o{0) = 02 , para 30 peses tomparaies,
on ung ved de 0192 oities. Lo dates o promediares pars 135 repeticionss dol experimonte

La forme deC,(r), tuempollugoo.pmdACEmhnuMnhMT

Una propiedad de los ACs e su inestabilidad bajo pequelias perturbeciones’™ ea las
condiciones iniciales. Sean ¥0), 5{(0) € B/, doa configuracionss las cuales diieren entre s
on ol estado dal sitio 1 , el cual es lamado sitio central. Se dice que My ua defecto o dalio

en ¢ sitio dtkmt=0ynmwudhonwmllolnohhwm
aspicio-temporal del AC.

Definicién

La disiancia de Hamming H, determing el mimero de digitos (bits) en los cuales
difieren kas secwencias dinarias ¥1) y H1) que evolucionan a partir de condicionss
iniciakes 7(0), 7(0)/'%. Esta se dofine como




H(t) = zi:(".'(')@ (1) (10)

donde la z es una suma algebraica,

Figura 7. Fencién de correlaciée capacial catre 2 pustes pars ¢l ACE 22 desds una cosfiguraciin
inicial dossrdenada con p(0) = 0.5, en uan red ds 8192 sicies y 10 pases tcmporsion

La figura 8 muestra el patrén generado por un defecto en un solo sitio en [a
configuracion inicial del ACE regla 150 pars /<2, so sefalan los sitios que son afectados
por ol dalto en cada paso temporal.

Definicion

Para un blogue de b sitios hay 2° posibles secusncias bisarias que pusden
nuuwwconunhﬁecjtdquOSj<2‘.Sup,(j)hwmddnhuanldlj
on una configuracion cualquiers. La entropia de dlogue b, S, esid diada por la media del
logaritwo de ka prodabilidad p,( j), es decir

S.(i)-‘- (%‘)z. P»(i)"’ﬂ’»(i) (1
donde Zpi(J) = 1.



Figars 8. Pairin gonorade por un defocts cu ua solo sltie on la configuracién inicial o) anar, pare 3
pases temporaiss, doi ACE 198, Los circules bignces aen slsies do la rod 0en valnr 0 ¥ log grisss thonse

valor 1. K ln Agara o) ss mussirs I eveluciia do lo rod oin of duioeto 3(1). £ ) 10 mueoivs lo
oveluciin dot deiucte §X7). Ra ) oo cbesrvats eveleshin s la dituncis & Monming &,

0




En la préctica, py(j) se evalia como la fraccién de veces que aparece la secuencia j en una
configuracién X, El factor de normalizacién escogido hace que el valor maximo de 82 sea
1. Este valor méximo se alcanza cuando un sistema es completamente desorganizado.
Como mostraremos en el capitulo 4, pucde extenderse ¢l concepto exponentes de
Lyapunov  de  sistemas  dindmicos  continuos a  los  ACs.  Sea

N=(N,,...,Nl)con N,eN',j=1...L para un sitio fijo iy definase el

siguiente mapeo
Ni+D)=FEND) (2

donde F’ es la matriz Jacobiana Booleana cuyos clementos son las derivadas Booleanas
(c f. Apéndice A) parciales del flujo F definido en la ecuacién 1 (c.f. apéndice A), N
representa a los enteros positivos. El producto efectuado en la ec. (12), s el usualmente
usado para la multiplicacién de un vector por una matriz.

Definicién

Los exponentes mdximos de Lyapunov (EML) \ , de sistemas dindmicos continuos,
aplicados a ACs se pueden definir mediante la siguiente ecuacidn

_Zl [|A|I(l( l‘l] (13)

donde |N (!l es la norma de N*) Estos conceptos se desarrollan con mayor detalle en cl
capitulo 4.

1.5 Clasificacion de autématas celulares de Wolfram

Una de las clnlﬁcacloncs mds conocida, se debe a los experimentos realizados por
Stephen Wolfram.”’ ! Esta clasificacion sugiere que los patroncs genersdos por ACTs
legales unidimensionales con k=2 y r=2 gencrados desde un estado inicial desordenado,
pueden agruparse en las siguientes 4 CLASES (figura 9). Se muestra entre paréntesis una
analogia con sistemas dindmicos continuos:

1) Evolucionan a un estado homogéneo (puntos limite).

2) Evolucionan a un estado estable o periddico (conjunto limite que contiene unas cuantas
configuraciones (ciclos limite)).

3) Evolucionan a una estado aperiédico (comportamiento cadtico andlogo al encontrado en

. los atractores extrafios).

4) Evolucionan a estructuras localizadas complejas que pueden.

Esta clasificacion es gencralizads, por ¢l mismo Wolfram, para sutémetas celulares

elementales minimos en el apéndice de Ia ref. [24]; en la cua! sehals uns clasificacion
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REGLA 32 REGLA S0

REGLA 22 CODIGO 20
Figara 9. Ejompie de las ¢ clases cuslitatives (definides por Welfram) de compoertamisate sbesrvades
en ia evelucida de ACs unidimensionales desde ua estade lnicial desordenade con uss densided lnicial
P(0) = 0.5, en una red ds 640 sities para 100 pases temperaies. Ks evidente ua comportamiente
complejo y desordenade. Las cjemplos som los ACEs 33, 90,22 y 1 ACT 20,

La clasificacion es en principio cualitativa empero, hay varios caminos para hacerla
cuantitativa y de formular, por ende, definiciones més precisas de su clasificacion. Hay reglas
que caen en la frontera entre una clase y otra con lo que las definicionss no coinciden en su
totalidad con los resultados experimentales. Cabe mencionar que esta clasificacion sélo vale
para ACEs y ACTs ambos legales.

En los capitulos siguientes, se efectua un estudio sistemdlico de las principales
propiedades estadisticas que caracterizan a los awiomalas celwlares elememales legales
minimos (ACELM) y los ausomaias celulares sotalisticos kgales (ACTL) de slcance 2 pars
los cuales es vilida la clasificacion anterior, con la finalided de desarrollar criterios de
clasificacion mis precisos. Los ACs que pertenscon & la clase 3 son usuaimente
denominados como automatas cadticos sin haber una definicion de caos™, pero basados en
su comportamiento espacio-temporal como el mostrado para la regla 22 en s fig. 9. En lo
que sigue presentaremos algunas cantidades que pueden hacer cuantitativa la nocion de caos
on automatas celulares, en particular podemos definir exponentes de Lyapunov siguiendo is
definicion de estos pars sistemas dindmicos continuos.

n



Capitulo 2.

Estadistica de Autdmatas Celulares Elementales Legales
Minimos.

El objetivo de este capitulo es estudiar las propicdades.cstadfsticas mencionadas en
la seceion 1.4 del capitulo anterior, mediante las cuales sc pueda caracterizar
cuantitativamente ¢l comportamiento que se observa en el espacio de configuraciones de
cada una de las 25 reglas de los autdmatas celulares elementales legales minimos
(ACELM).

En la primera seccion se analiza la densidad a tiempos largos, para las 25 reglas de
ACELMs. En la segunda seccion, se desarrolla un andlisis tedrico de las densidades
obtenidas, mediante una aproximacion de campo medio para ACELMs clase 3.

Otra de las propiedades estadisticas importantes, es la funcién de correlacion entre
dos puntos, la cual se analiza en la seccién 2.4, En ésta, se realiza un estudio del
comportamiento de ésta funcién para las reglas de clase 3 para estados iniciales tomados al
azar; en redes de 8192 sitios y tiempos de 500 pasos, a partir, en todos los casos de una
densidad inicial de 0.5.

En la seccidn 2.5, se estudia la evolucién de un defecto. Este anilisis se efectiia con
la finalidad de describir la estabilidad o inestabilidad, en su caso, de la presencia de una
modificacion introducida en el espacio de configuraciones de un ACELM. Este proceso
queda medido por la distancia de Hamming.

Finalmente, en la seccién 2.6, se desarrolla un andlisis de una de las principales
cantidades estadisticas que caracterizan el espacio de configuraciones de un ACELM, la
entropia de bloque S,. En esta misma seccién se efecta un andlisis tedrico de esta cantidad
estadistica mediante una aproximacion de campo medio.

La clasificacién de los ACELMs, de acuerdo a Wolfram!®”! se divide en 3 clases:

1. Evolucionan a un estado homogénco (0, 4, 32, 128 y 160).

2. Evolucionan a un estado de estructuras periddicas simples aisladas (36, 50, 72, 76, 94,
104, 108, 132, 164, 178, 200, 204 y 232).

3. Evolucionan a un patrén desordenado (18, 22, 54,90, 122, 126, 146 y 150).

En lo que sigue, cuando se indique tiempos largos se estard haciendo referencia a
5000 pasos temporales y redes grandes se referira a $192 sitios. En todos los experimentos
computacionales se hace uso de condiciones periddicas a la frontera.
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2.1 Densidad a tiempos largos.

Una configuracion al azar se puede caracterizar estadisticamente por la densidad de
unos, definida en la ec. (7).

Sea £(0) una configuracién inicial desordenada al tiempo t=0, con una densidad de
unos en la red p(0). Considérese el comportamiento de p(r), la densidad obtenida después
de t pasos temporales en ¢l limite para t lo suficicntemente grande. Esta densidad se
representara por p,..

En la ref. [24], se muestra la evolucidn espacio-temporal de las 88 reglas minimas
de automatas celulares elementales para una configuracion inicial al azar, de las cuales sélo
nos ocuparemos de las legales. Estas sugieren que para las reglas clase 1, como la 0, 32, 72,
etc., cualquier configuracion inicial evoluciona hacia un estado estacionario con p,= 0,
aunque ¢l tiempo de relajamiento varia, Para la regla 0 es muy claro que p(s)=0 para todo
t> 0, puesto que !a funclén de asignacion envia cualquler triada al 0, Para los ACELMs 72
y 32 p(r) = 0 para un valor de t > 1. La regla 204 s la regla “identidad”, la cual propaga
cualquier configuracién iniclal sin cambio, es decir se tiene que P, = p(0) paratodo t.

Es necesario un andlisis estadistico para la evolucion desde estados iniciales
desordenados de ACELMs no triviales, mediante el estudio de cantidades que reflejen las
propiedades generales de todo ! conjunto espacio-temporal en cuanto a su evolucion a
largo plazo. Para tal efecto se realizaron experimentos computacionales estadisticos
partiendo desde estados iniciales al azar, los cuales tenfan densidades iniciales
variables p(0), las cuales se eligieron en el intervalo [0,1] incrementdndose a razén de 0.1.
Estas configuraciones al azar s¢ dejan evolucionar bajo una determinada regla de un
ACELM. Una vez alcanzado ¢l tiempo de evolucion largo, mayor al de relajamiento, se
determina la densidad de sitios con valor |, segiin la definicion dada en la ec. (7).

El experimento computacional se repiti6 15 veces en todos los casos. Esta densidad
¢s tomada pars el mismo valor de .

En la tabla 12 del apéndice D, se muestra un reporte comparativo de valores de p,,
cuando p(0)= 0.5 y la desviacion estdndar asociada a cada experimento computacional,
para cada una de las B reglas de ACELM clase 3 a pastir de un estado inicial al azas.

La existencis de una densidad P, con el mismo valor para cualquier valor de la
densidad inicial p(0), ¢s una caracteristica tipica de los ACELMs clase 3. Ejemplos de cllo
son las reglas 18 y 150 para las cuales se obtienen densidades claramente acotadas por los
valoresp, = 02551000 y p, = 05039 respectivaments (c.{. figurs 10).

Las grificas de densidad al infinito P, contrs densidad inicial, pars tiempos largos,
mantienen una distribucion que no depende del valor de p(0) siempre y cuando éats no sea
muy chica ni muy grande, ¢s decir tiene la misma P, pars cualquier p(0) en ¢l intervalo
0.1 < p(0) < 09 aproximadamente, como se muestrs ea ia figurs 11 pars ¢l caso
particular del ACELM 22,
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Figara 10. Grifics ds p{1) contra ¢ pars 300 pases tomperaios on uas red grands & partis de uas
denaidad lnieial {0) = 05 pars sities tomades ol aner ds los ACELMas 10 y 158, S¢ efoctuaren 1S
repeticionss dol exporiments computacional

Pigars 11, Grifies de donsided ol infinite 0, contrs dunsidad inkeisd #(0) pore o) ACELI 22, slase
3, 8 partir ds estades inisiaise tomades ol anar. BI capevinente & veaiind c2 we Wd e )y
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Para la regla 4 , clase |, se obtiene un comportamiento evolutivo donde la densidad
al infinito, evoluciona en forma parecida a una campana conforme la densidad inicial p{0)
crece con sesgo negativo, seglin se muestra en la fig. 12.

Una caracteristica de los ACELMs clase 2 es que el valor de la densidad al infinito
toma diferentes valores promedio para pasos temporales pares que para impares dando
valores ciclicos de periodicidad 2 o mayor, . Es por esta razon que no es posible hacer un
andlisis preciso como para las clases 1 y 3. Asi que la densidad al infinito, para estos ACs
debe ser redefinida en términos de su periodicidad quiza mediante un cociente de la densidad
definida en la ec. (7) y su periodicidad. Esto podria representar un tema de una futura
investigacion.
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Figura 12. Grifics de domaided ol infinite conira donsided inicial pars o) ACELM 4, o portir o
ootades iniciales tomades al anar. Bl experiments 3 roalind ss vaa red grande, un tiempe do ovelucide
large y 1S repoticionce del exporiments computacional.

Del andlisis de los experimentos computacionales, se pusde obtener una clasificacion
dnloaACELMstdmmmwuodonmnmm Esta
clasificacion es la siguients:

o Las densidades af infinito se comporta como una campens con seego negativo. Este
comportamiento se obscrva en la regla 4, clase 1.



¢ La densidad al infinito no depende del valor de la densidad inicial, manteniendo un
comportamiento que ticne la misma f,, para eualquicr p(0). Este tipo de curvas sc
observa en todas las reglas clase 3 (18, 22, 54, 90, 122, 126, 146, 150) (fig. 11).

¢ Ladensidad al infinito ticne un valor nulo. Esto sc observa en algunas reglas elase 1( 32,
128 y 160).

En resumen, podemos afirmar que si algin ACELM es clase 3 entonces su densidad
al infinito no depende de la densidad inicial para densidades iniciales en el intervalo
[0.1,0.9] aproximadamente.

Si una regla es clase 1 entonces su densidad al infinito tiene un comportamiento de
una campana con sesgo negativo, excepto las reglas 0, 32, 128 y 160 las cuales evolucionan
a un estado estacionario nulo.

Otra manera de obtencr algunos resultados para ¢l andlisis de densidades a tiempos
largos de ACELMs es haciendo uso de la teorfa de campo medio solamente vdlida para
ACELMs clase 3 segiin se explica en el siguiente tema de este trabajo.

Ly



2.2. Teoria de Campo Medio

La evolucion temporal de los ACELMs puede generar correlaciones. Sin embargo,
como una primera aproximacion, se pueden ignorar estas correlaciones y parametrizar todas
las configuraciones mediante su densidad inicial o equivalentemente por las probabilidades
Py q=1-p, de que un sitio tome el valor | 6 0 respectivamente. Es evidente que, con estas
restricciones las configuraciones a caracterizar deben ser lo suficientemente “desordenadas”
como para climinar las correlaciones inducidas, asi que esta teorfa es vélida solamente para
la clase 3 definida por Wolfram,

Con estas aproximaciones la evolucion temporal de la densidad est4 dada por

%‘}:r(o-» D-T1->0 4

donde (0 1) y I'(1-» 0) representan la fraccion promedio de sitios que cambian de 0

a 1y de 1a Oen cada paso temporal, respectivamente.
Podemos escribir

r@->1)=Po(AAR) donde A=(00,1,1,00,1)

[(1-0)=Po(-AA-R) 4

con
P=(p’p9p’9.pa",p’a,P4’,pq",q")

Enlaec. (15), R es un vector cuyas componentes son la especificacion binaria de la
regla del ACELM. La operacion © denota el producto escalar. El vector binario 4
caracteriza a 1as 8 vecindades, asignando un 1 a aquellas que tienen un 0 en el sitio central y
que por ello pueden pasar a un | en el siguiente paso temporl. Al realizar 1a operacion de
conjuncion vectorial con R. se seleccionan los valores locales para vecindades de 3 sitios
con el adecuado valor del sitio central. En ¢l vector P, sus 8 coordenadas indican las
probabilidades para las 8 posibles vecindades de 3 sitios, suponiendo cada sitio
independiente de tomar valores 1 con probebilidad p = p y de tener valor 0 con
probabilidadq=1-p.

La densidad en el equilibrio se obtiene cuando

L2
T=0 (6
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esta condicién da una ceuacion polinomial para p cuya raiz serd el valor dc la densidad al

infinito p,,.

Considérese el siguiente ejemplo para Ia regla 150. El algoritmo relacionado a la
teorfa de campo medio, se implementé mediante ¢l uso de un paquete especializado de
computo para matemdticas, Eurcka the Solver version 1.0. Dicho algoritmo se presenta en
el apéndice B. Los resultados obtenidos al correr ¢l progranw para cada una de las 8 reglas

de los ACELMs clase 3, se presenta en el apéndice D.

Tabla 4. Construccitn de 1a regla 150 en campo media.

= g

ey

i
4

x,o | x, Jx, | P A -d R, |-R,| AAR, | Ar—R,
0 0 0 Q’ [ 0 0 i 0 0
0 0 1 vq’ [ 0 [ 0 ] 0
0 ] 0 rq’ 0 ] 1 0 0 0
0 t i p‘q 0 1 0 1 0 t
1 0 0 pq’ 1 0 1 0 i 0
i 0 1 P'q 1 0 0 1 0 0
| 1 0 piq 0 t 0 1 0 1
1 1 1 p’ 0 [ 1 0 0 0

Varios hechos quedan claros de ia tabla 4.

1) La columna 4 A R,,, contiene un | para aquellas veeindades que tienen un 0 cn e!
cenlro y que bajo la regla evolucionan a un 1 y 0 en todos los demds sitios. Asi, se observa
que se seleccionan aquelias vecindades que tienen un 0 en cl centro y evolucionan a 1, Si
ahora se hace el producto escalarde 4 A R,,, con # sc obtiene la probabilidad de pasar de

0 a 1. Se tiene entonces que

(- 1)=P-(01001000)
=pq’ +pq’

= 2pq2

2) Aqui ¢l argumento es similar. ~A4 selecciona las vecindades que tienen 1 en el centro.

- R, contiene 1 en los sitios en que la regla da 0. Asf, en cste caso

(1 - 0)= P-(00010010)
=p’q+p'q

=2p'q
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De lo anterior sc obtiene la ecuacion de evolucién, de la ec. (16) y por la condicién de
normalizacién p + q= 1, se obticne que

d
f =2pq’ - 2p’q =2pq(q-p)=0

=>2pq=06q=p=—21-

La solucién de esta ccuacién es

1
P=3

El resultado experimental para la regla 150 es p, = 0.5059 + 0.006, el cual s
obtuvo a partir de los experimentos computacionales reportados en la tabla 12 de! apéndice
D. En el cual se mucstran los valores previstos por esta teorfa para las 8 reglas clase 3.

La figura 13 muestra ap como funcién del tiempo, para el ACELM 150 y se
observa que el resultado final corresponde para algunas reglas al valor obtenido a partir de
la teorfa de campo medio.

De los resultados comparativos reportados en el apéndice D, se observa que la teoria
de campo medio aproxima muy bien al valor dep, para los ACELMs clase 3: 90 y 150.
Los resultados eran de esperarse, puesto que estos ACELMs presentan un comportamiento
lo suficientemente desordenado, presentando patrones con muchos tridngulos sin una
estructura continua, como para eliminar las correlaciones inducidas entre sitios. Para el
resto de los ACELMs clase 3, se tienen valores que son mayores que el experimental. En
general, se observa que la teoria de campo medio sobrestima el valor de la densidad al
infinito, con un error porcentual minimo de 4.6% para el ACELM 54 y méximo del 33.4%
para la regla 126,

Los resultados para la densidad a tiempos largos obtenidos con la teoria de campo
medio corresponden a los resultados experimentales para las reglas aditivas de ACELMs
clase 3. Esto nos permite hacer predicciones pars clles. Sin embazgo, en el resto de las
reglas de esta clase, las pequefias discrepancias son ¢l reflejo de la presencia de
correlaciones inducidas en la evolucion del ACELM. El estudio de estas correlaciones, se

presenta en el siguiente apartado.



080 v T T T v T T T
058
po ’MWWMW"‘MWW
043
060 v Y v Y \ \ M
20 4« L] [ 100
t [}

I‘l.nl&ld“ulmw.uldwll.ulullcw-luﬁmmm
iaicial P(0) = 05, cn una rod grands.

N




2.3. Funcién de correlacion espacial.

Los patrones espacio-temporales que generan los ACELMs pueden ser complejos
como se evidencis en el apéndice de la referencia {24). Sin embargo, no son patrones
aleatorios como veremos en esta seccion, pues generan correlaciones espaciales,

La figura 14, presenta la funcion de correlacion espacial definida en la ec. (8) con
r € [0,40] y = 500, para el ACELM 18, Obsérvese como al ACELM akanza una

correlacion de rango corto.

L

04

C.

Figars 14. Funcida de correlacide espacial en ol intervalo 0,40}y =500 pasce wemporaies pars ol ACELM 18 o
partir de us estado inicial al azar con wes densided p{(0) == 05, on una red grends.

Pars los ACELMs aditivos, por sjemplo les regles 90 y 150, la funcidn de
correlacidn espacial, obtenide por evolucion desde uns configuracion iniciel desordenads
Siempre tiende ripiduments & cero. Para regies mo adiWvas, 10 alcanas uas correlacion de
conto rango, i.e. pars 7 S S 1 tieme que C,(7) # 0. La exissencie de una longitnd de
correlacion no auls, en estos casos, o ol primer indicador de fa generacidn de un “orden” en
1a evolucién de estos ACs. _

De las grifices de la fuacidn de correlacidn espacial & periodos larges pers los
ACELM3 clase 3 n0 aditivos 30 obesrva que ls luncide decrece rigidaments. Como gjemplo,
on la figura 15 00 mussirs ol aaeo eapecifioo de la regla 22.

La evolucién de los ACELMs gensrs patronss espacie-iemporaies muy complieados,



sentido, no es factible una caracterizacion especifica solamente a partir del comportamiento
de Ia funcién de correlacion. Para las 3 clases la funcion de correlacion oscila alrededor del
cero para valores mas allé de una distancia critica r> 5,
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Figws 13, Funcida de correlacita espacial C, (7) pare # € {0,50] y ¢ fijo con valor 300, pars et ACELM 22 clasg
L & partir 3o unr eatado inicial a) azar con una densided p(O) = 0.5. E} experimento s realizb en uns red grande.
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2.4. Crecimiento de los defectos

El comportamicnto de la distancia entre dos configuraciones sometidas a la misma
dindmica (crecimiento de un dafio) es considerada como una herramienta adecuada para
investigar las propiedades de la dindmica de modelos estadisticos discretos. Sin embargo la
relacién entre estas propiedades y el comportamiento “caético” todavia no esté clara. Por un
lado existe una conexién intuitiva entre caos y el crecimiento de un dailo y, por otro,
atractores periddicos y colapso del daiio,

A fin de analizar la estabilidad o incstabilidad, en su caso, de trayectorias ¢n el
espacio de configuraciones de un ACELM, se estudiard la disiancia de Hamming sobre un
conjunto representativo, definida en la ec. (10), la cual mide el esparcimiento de un daflo en
By, definido en el capitulo 1.

Sean X, § € By dos configuraciones con las siguientes caracteristicas, la primera
una configuracién aleatoria y la segunda cercana a la primera de manera que
yi=xVizcy =x®l,i=.,-1,0,1,.. donde el sitio ¢ es el sitio central, como se
muestra en la figura 16, este sitio puede ser cualquiera ya que estamos considerando
condiciones periédicas a la frontera. Entonces se dice que hay un defecto o dafo en el lugar
¢, del cual se desca saber si se propaga o no en el tiempo. Sea z la diferencia entre (1) y
#(1) definida como Z = X @ J donde la operacion @ es la disyuncion exclusiva sitio a
sitio. En otras palabras, z toma el valor | si y solo si x, # ), La distancia de Hamming,
H, entre dos configuraciones ¥(r) y ¢) a untiempo t cualquiera, es entonces

HGE5) =18 an

donde [Z(r) = ?_:.z,(:).
La distancia de Humming al tiempo t =0 es 1 y al tiempo t puede calcularse usando

la ec. (17). Sin embargo, hacerlo aaf e dispendioso ya que hay que computar tanto ¥(r)
como §(t). Usando la expansion de la funcion f en serie de Taylor (c.f. apénd. A) es

posible conocer la distancia de Hamming siguiendo la evolucion temporal de ¥(0) y
ademis es posible definir exponentes de Lyapunov como veremos en ¢l capitulo 4.
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Para ACEs tenemos que

x.(‘ + l) = f(xmrxnxm)
y expandiendo en serie de Taylor alrededor de (.1, X, Xin1)

x{t+) =("|—::’ﬁ:"m)qf-'("¢-| ‘9/‘4)]01?0/(’« %)]Q{f./(h Qym)]@
[0 @) A Oy A B ) B @ W
lro/(xi )k Qm)]qr'm’("i-l Dy, )N By) A, Q’m)]

En la expresion anterior las literales {07, repressntan las derivadas Boolesnss de prisser
orden respecto & las varisbles iaquierds, contro y derecha respectivamente (c.f. apéad. A).
Lacantided £, es la segunds derivads booleans de £ respecto & les varisbles de s iaquierda
y del centro valuada ea (x;.;, X;, X)) definida como ls primern derivada respecto & x;; de la
primera derivads de f respecto a x;.. El orden de derivacion es irrelevante. Las otras dos
segundas derivades booleanss /., ) £, e definen de la misme maners. La tercers
derivada hooleans que aparece, /., o8 la primera derivada respecto & x;., de e primera
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derivada respecto a x; de la primera derivada de x;., de f valuada en (x;.(, x;, xi.;). Esta es la
tnica tercera derivada parcial de f que puede ser distinta de 0 dado que el orden de la
derivacion es irrelevante y 1a segunda derivada de f respecto a la misma variable es 0. Por la
misma razon todas Jas derivadas de f de orden superior son 0 y la expresion en serie de
Taylor de la ec. (18) es exacta. La expansion en serie“de Taylor de un AC booleano
unidimensional de alcance r contiene las primeras 2r+1 derivadas parciales y en general, si la
vecindad contiene m sitios, la expansion en serie de ‘Taylor termina en la m-ésima derivada
parcial. Por otra parte, también es posible encontrar la formula de MacLaurin de un AC y es
muy econdmico usarla en los experimentos.
Usando las ecs. (17) y (18) tenemos que

z(t+ ) =x(t + )@ yle +1)
-[f'/\.z,,]@[fo'/\z]@[f'/\z,,,]@
[fanG. @)@ alz, @z, )]0 O
[fo alz @z)]@[f:. Al @282,

Vemos de la Gltima ecuacion que basta con conocer ¥(#) para Z(#)conocer y también la
distancia de Hamming, ec. (17). En la figura 17, se muestra la evolucion de un dafio en el
espacio de configuraciones de un ACELM, es decir la evolucion de Z(¢), donde se observa
¢l patron generado por el daflo, para los 250 primeros pasos temporales de la regla 22.

Es claro que para un AC de alcance r, H puede a lo sumo crecer linealmente con el
tiempo, debido al rango de interaccion y nimero de estados de las variables los cuales son
finitos, es decir

0SH<(2r+It (0

Figara 17, Evolucién cspacio-temporal de ua dado en ¢f sspacie de configuracionss dol ACELM 22,
Pars 250 passs temporaies. En was red de 312 sitios y una densidad iniclad p(0) = 0.5.

Se hl propuesto llamar a la tasa de crecimiento de H como ¢ exponente de
Lyapunov | que se estudiari en e capitulo 4. Siendo un poco mis especificos, se repite ¢l
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Se ha propuesto llamar a la tasa de crecimiento de 11 como el exponente de
Lyapunov 24 que se estudiard en el capitulo 4. Siendo un poco mds especificos, se repite

el calculo de f(t) un gran nimero de veces, se grafica el resultado promedio, que serd algo

parecido a un tridngulo con bordes un poco irregulares, como se mucstra en la fig, 17, y se

define el exponente de Lyapunov por la izquierda (derecha) como la pendiente del lado
izquierdo (derecho) del tridngulo. En el apéndice de la ref. [24] aparecen los valores de
estas cantidades para los 88 ACEs minimos. Sin embargo, esta definicién no toma en
cuenta la estructura diferencial de los ACELMs y expresa la tasa de crecimiento lineal de
una cierta distancia y no la tasa de crecimiento exponencial,

De los resultados experimentales se tiene que para los ACELMs, la distancia de

Hamming muestra alguno de los siguientes comportamientos:

o La diferencia obtenida después de t pasos temporales, f(t), estd dada por la evolucion
del mismo ACELM, pero como si éste evolucionara desde un estado inicial de un solo
sitio con valor 1. Asi, la distancia de Hamming en el paso temporal t estd dada por el
nimero de sitios diferentes de cero en dicha configuracion. Esta caracteristica solamente
se observa en los ACELMs clase 3 aditivos y se debe a que son lineales, en el sentido de
que la serie de Taylor de la funcion Z = ¥ @ j termina en el primer orden. En fa
figura 18 se observa Ia grifica de H para el ACELM aditivo 90. Los ACELMs cuya
distancia de Hamming se comporta asf son 90 y 150.

¢ Crecimiento, a lo sumo, lineal en el tiempo. Un cambio en el valor del estado en un sitio
en el vector inicial es amplificado por la evolucién de estos ACELMs lo que se ve
reflejado en el comportamiento de su distancia de Hamming, Se puede apreciar de los
resultados experimentales que, salvo pequefias fluctuaciones, H tiende a tiempos lasgos a
laforma

Hw~t @

Los ACELMs que presentan este comportamiento son 18, 22, 54, 146 clase 3, segin
se muestra en la figura 19, Cambios en sitios individuales pueden, algunss veces, ser
crradicados después de algunos pasos temporsles. Este comportamiento especial es
caracteristico de los ACELMs 32, 128y 160 para los cuales H=0para 1 2 4.

En Ia tabla 12 del apéndice D, se musstran los valores ajustados poe regresion lineal
para la pendiente m de las grificas de H contra t, H(t) = mt, para los ACELMs 18, 22, 54,
122, 126 y 146 ,clase 3, cuya distancis de Humming presentan un comportamiento como el
de 1a figura 19.
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2.5. Entropia de bloque.

En un sistema irreversible, el nimero de posibles configuraciones puede crecer con
¢l tiempo. Por otro lado, en un sistema reversible cada estado tiene un descendiente tnico y
un antecesor también tinico. Este comportamicnto hace posible la auto-organizacion, pues
permite que algunas configuraciones ocurran con mayor probabilidad que otras, ain cn
tiempos de evolucion largos.

La entropfa de bloque S, queda especificada por la ec. (11). En general, la entropfa
de bloque da el promedio *del contenide de informacién” por sitio computado mediante la
obtencidn de correlaciones en bloques de longitud b2,

De la definicién dada en laec. (11), se ticne que

058, <1 22)

La definicién implica que S, = 1 solamente cuando todas las posibles secuencias de
sitios ocurren con igual probabilidad, El valor de §, = 0 si solo si cl valor de p; = 0 para
todo j.

A cfecto de analizar el comportamiento de la entropia de bloque en los ACELMs, se
realizaron simulaciones del proceso evolutivo de las 8 reglas clase 3, promediando sobre un
conjunto representativo. Las condiciones iniciales impuestas a cada uno de los ACELMs
simulados fueron; densidades iniciales p(0) = 0.5 para un cstado al azar, en redes grandes,
tiempos de evolucion largos y longitudes de bloque 3 < b < 8.

Pasa ACELMs clase 3, la entropia decrcce asintoticamente, aproximadamente en
forma exponencial, conforme aumenta el tamafio del bloque, después de un perfodo largo,
permitiendo identificar algunas cotas superiores para S como una generalizacion para el
andlisis finito, para posteriormente alcanzar valores de “equilibric” los cuales son
independientes de la densidad del estado inicial. Esto se muestra en la figura 20 donde se
observa un espectro de entropia de blogue para 7 de los 8 ACELMs clase 3. Sin embargo,
para algunos ACELMs los valores de la entropia de bloque se comportan como una
constante, ejemplo de ellos son las reglas 90 y 150, clase 3 segiin se muestra en Ia figurs 20
para los cuales el valor de l1a entropia es aproximadamente 1. En la figura 21, se muestra un
espectro de entropias de bloque como una funcion de la densidad inicial para 7 ACELMs
clase 3 para un blogue de longitud 8.
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Figura 20. Espectro de entropias de bloque para los ACELMs clase 3. El experimento se desarrolid con redes
grandes, tiempos de evolucion largos y 13 repeticiones del experimento computacional, para Jongitudes de
bloque 3 S b < 8.

Como una aproximacion tedrica al valor experimental de s ewtropis, se puede
efectuar un anilisis de campo medio de esta cantidad estadistica. A partir de los resuitados
obtenidos de la seccion 2.2, es factible un estudio similar de la entropia de blogue. Esta

teoria se desarrolla de I siguiente forma. De la tabla 4, en |a columna marcada con P se
tienen las probabilidades para las 8 posibles vecindades de 3 sitios, suponiendo cada sitio
independiente de tomar valores 1 con probabilidad p y de tener valor 0 con una probabilidad
q= 1-py de la definicion de entropia de bloque, ec. (11), se tiene:

i
S=-Fm3S

donde, para efectos de célculo se define a
§'= gp, Inp,
de la definicion anterior, pars un bloque b = 3, e tiene que

]



S'=q¢ ' Ing’ +3¢pIng’p+3p'qInpqg + p'Inp’
=3¢ Ing +3¢’pIng* +3¢pInp+3p'qnp’ +3p%qIng +3p’ Inp

= Ing[3¢’ + 6¢°p + 3p'q]+ In p[3p’ + 6p'q + 3¢*p]
= 3q[q* + 2qp + pJing +3p[p’ +2pq + ¢']In p

pero

(p +q )2 =1
Asi qﬁe
S'=3qlnq + 3plnp
= 3[qlnq + plnp]
Finalmente se tienc ¢l valor de la entropfa de bloque

1 3 1
§, = ~——8'= - ——|ql + pl = - ——]ql +nl
b bln2 31n2 [q ng+p np] In2 [q nq+p nP] (23)

En la tabla 5 se muestran, en forma comparativa, los valorcs de la entropia obtenidos

a partir de la teorfa de campo medio y los obtenidos en forma experimental, para una
longitud de bloque 3.

Tabls §. Entropis de campo medio parn ACELMS Clase 3 (b= 3).

ACELM (Clase 3) | Valor Experimetal | Campo Medio ] Error relativo (%)
18 07319 08723 19.2
2 0.8962 09826 96
54 09953 1.0000 0.5
50 0999 1,0000 0.0
122 0.8402 09504 142
126 08417 0.9106 82
146 0.7325 0 536
150 09999 1,0000 0.0

El valor de S, es independiente de Ia densidad inicial, dando los mismos valores sin
impontar el estado inicial. En la figura 21, se muestra un espectro de cntropias de bloque
para los ACELMs clase 3 en funcién de la densidad inicial.
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Capitulo 3.

Autématas celulares totalisticos de alcance 2.

Il objetivo de esta seccidn es retomar las propiedades estadfsticas mediante las
cuales se caracteriza cuantitativamente el comportamiento que se observa en el espacio de
configuraciones de cualquicra de las estructuras geométricas producidas por la evolucion de
un ACELM, para caracterizar cuantitativamente la evolucion del espacio de
configuraciones de los ACTS.

La primera de estas cantidades estadisticas en estudio es Ia densidad de sitios con
valor | a ticinpos largos, promediada sobre un conjunto representativo, la cual se estudia en
la seccién 3.1,

En la segunda seccidn, se desarrolla un andlisis tedrico de las densidades limites
para las 16 reglas totalisticas legales clase 3, mediante una teorfa de campo medio; con fa
finalidad de comparar los resultados obtenidos de los experimentos computacionales de la
seccidn previa, con los que se tiencn a partir de ésta aproximacion tedrica.

Otra de las propiedades estadisticas importantes en la caracterizacion cuantitativa
del espacio de configuraciones de los ACTs, es la funcidn de correlacién entre dos puntos,
la cual s analiza en la seccién 3.3, donde se realiza un estudio del comportamicnto de esta
funcion para las 16 reglas legales clase 3, de los ACTs para estados iniciales tomados al
azar; en redes grandes y ticmpos fargos.

En la seccién 3.4, se estudia la evolucién de un daflo, o diferencia entre dos
configuraciones, a través del tiempo en el espacio de configuraciones de las 32 reglas
totalisticas de los ACTs, Este andlisis se efectia con la finalidad de describir la estabilidad
o inestabilidad, en su caso, de la presencia de una modificacién introducida en el espacio de
configuraciones de un ACT, Este proceso queda medido por la distancia de Hamming.

Finalmente, en la seccién 3.5, se desarrolla un anélisis de una de las principales
cantidades estadisticas que caracterizan el espacio de configuraciones de un AC; la entropia
de bloque S, .

La clasificacién de los ACTs legales, de acuerdo a Wolfram®"!
clases:

1. Evolucionan a un estado homogéneo (0, 4, 16, 32, 36, 48, 54, 60y 62).

2. Evolucionan a un estado de estructuras periddicas simples aisladas (8, 24, 40, 56 y 58).

3. Evolucionan a un patrén desordenado (2, 6, 10, 12, 14, 18, 22, 26, 28, 30, 34, 38, 42, 44,
46y 50).

4. Evolucionan a estructuras localizadas complejas de periodo targo (20 y 52),

En todo el capitulo, cuando se indique tiempos largos se estard haciendo referencia a
5000 pasos temporales y redes grandes se referird & 8192 aitios. para 13 repeticiones del
experimento, & menos que se indiquen otras caractesisticas experimentales. En todos los
experimentos computacionales se hace uso de condiciones periddicas a Ia frontera.

se divide en 4
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Con base en las definiciones dadas en ¢l capitulo 1, al igual que para ACELMs, ¢s
posible realizar un analisis del estado del espacio de configuraciones en la evolucién de un
ACT partiendo desde una densidad inicial de sitios con valor 1, colocados al azar en la red.

En lo que sigue se procederd a estintar la densidad para estados de “equilibrio”
promediando los resultados para varios experimentos sobre toda la red estudiando el
comportantiento de o). la densidad obtenida después de t pasos temporales para t lo
suficientemente grande.

En la ref. [27), se muestra la evolucion espacio-temporal de las 32 reglas totalisticas
legales partiendo desde una configuracion inicial al azar. En éstas se observa que para los
ACTs clase 1, codigos 0, 4, 8, 16, 32, 36 y 48, cualquier configuracion inicial evoluciona
hacia un estado estacionario con p{¢) =0V t 2 10, aunque la longitud de! tiempo
transitorio® varie, o bien tienen densidades al infinito que crecen ripidamente a | para
0.1 < p(0) s 1 . Asi se observan dos estados absorbentes el 00..00 y el 11...11, tal es el
caso de los ACTs 54, 60 y 62, segin se muestra para el caso particular de! ACELM 54, en
la figura 22.

1.0 [P

+ ........................ P -
ost .
- - S - 1
o.OP -
P. 04 .
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d0)

Figura 22, Grdfica de domsidad al infinito. 0, costra densidad inisial 0, € [0,1], paen e ACT 34. El experiomento
28 realizd en una red grande para u liempo de evolucion largo. Notess el comportamiento carecteristico de la densidad
pora este ACT class 1, of cual evolucions & un estado sbecrvents. Esto mismo comporiamiento 88 obesvve ea los ACTs
60 y 62. La linea continua 20 reproscnia estrictamente la distribucion de los pusios experimentales, sia embargo se

Para ol codigo 0 es muy claro que p(1)=0V 1> 0 puesto que la regla de asignacion
envia cualquier quintupls al 0.

TE1 demps tsansiorio se of pariodo minimo 500008010 pars qus un sisiems pusds MoNNMY sy componamiento
caracterietion une vez eliminadas las variaciones iniciales.
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En la tabla 13, del apéndice E, se muestra un reportc comparativo de valores de p,
cuando p(0) =05 y la desviacion estandar asociada a cada experimento computacional,

para cada uno de los 16 ACT legales clase 3 a partir de un estado inicial al azar.
De los experimentos computacionales para las densidades al infinito, se obtienc que
en general para cualquier ACT clase 3, la grafica de densidad al infinito p, contra la

densidad inicial p(0), para tiempos largos, tiene una distribucion que crece rapidamente
para densidades iniciales p (0) > 0 . Es decir, para densidades pequefias p,, tiende a crecer

hasta un valor méximo, el cual permanece constante; posteriormente, Ia cantidad de unos en
la red tiende a decrecer hasta anularse para la densidad iniciat p(O) =1, seglin se muestra en

la figura 23 para el caso particular del ACT 30.

0.6 v T v T v Y v T

05 " SR— -—\

R

p. " / \\
0.2

p(0)

Figura 23. Grifica de donsidad ol inflats 0, contrs dousided lnielel p, € [0,1), parn o ACT 3.

Kl exporiments o realind o0 was rod grands pars ue tempe & eveluside large. Niwee o
corasterigtios de ls doncided pore este ACT clase ) Kate miamo somporiamionte s

obesrva o8 Jos ACTs 3,6, 10, 13, 14, 22, 36 y 20, La linea continue no reprosents ostvictaments la

distribucién de los punies exporimentalos, sl embarge oo lndisd pare sna mejer vimalinasiie.

La existencia de una densidad p_ independiente de la densided inicial 5(0), e una
caracteristica tipica de todos ACTSs legales minimos clase 3. Los ACTs que presentan esie
jento en w deneided son ol 2, 6, 10, 12, 14, 22, 26, 28 y 30. Pura los ACTs 34,

38, 42, 4, 46 y 50 la deneidad l infinito crecs muy ripidements hasts un valor cossiante el

cual se mantiene asi en 01 < 0(0) < 09 pars huago crecer suevamente hasta | pana
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£(0) = 1. Es decir, para densidades pequefias p,, tiende a crecer hasta un valor maximo, el

cual permanece constante y después la cantidad dc unos en la red tiende a crecer hasta 1
para ta densidad inicial p(0) = 1, segiin se muestia en la figura 24.

El problema que presentan los ACTs clase 2, al igual que con los ACELMs de la
misma clase, es que tienen un comportamiento en el cual las configuraciones se repiten
ciclicamente con periodicidad 3 o mayor. Asf se hace neccsario redefinir la densidad en
términos de estos periodos. Tales investigaciones se deberan efectuar en el futuro.

Podemos afirmar que, ya sea que se observe un comportamiento de la densidad al
infinito como el de la figura 23 o de Ia fig. 24 siempre es posible afirmar que si un ACT es
clase 3 entonces su densidad al infinito no depende del valor de la densidad inicial, siempre y

cuando @ < p(0) b con0<a<0.1y09<b<l.
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Figura 24, Grifica de denoidad ol iafialte 0, contra dessided iniciad p, € [0,1), para sl ACT 8.
El sxperimeste s reslind ¢a uns red grende pars ua thempe do ovelnsién large Nitoss ol
comportamisate caracieristice de ln donsidad pars ests ACT clase 3 Zsis misme comportamionts oo
ohoerva o los ACTs 34, 38, 43, 44, 46 y 50, todue oliee clnes ). Lo lnse contiuns 00 repremsate
sstrictamente is distribucién de los puntes experimentales, sin smberge © indied pars une major



Para los ACT cddigos 20 y 52 clase 4, su densidad a tiempos largos tienen un
comportamicnto mondtono creciente, segin nuestra definicion de densidad dada en la ec.
(7), i.e. a mayor densidad inicial mayor densidad al infinito con crecimiento de la densidad en
intervalos pequefios. La curva que describe la densidad al infinito crece hasta un punto
central medio, el cual es reportado en el apéndice E; para posteriormente evolucionar hasta
una densidad p,=1 para una p{0)=1. Los ACT 18 y 22 ,clase 3, muestran un valor
constante en la densidad al infinito para cualquier p(0) = , como se muestra en la grafica
de la figura 24.

Otra manera de obtener algunos resultados para e! andlisis de densidades a tiempos
largos de ACT es haciendo uso de la teoria de campo medio, desarrollada en el siguiente
apartado de este trabsjo.

~8-ACT 40
~8—ACT 18
—a—ACT 22
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Figurs 23, Grifics de dencidad ol inflaite ), contra densided laicial 0, & [0,1], parstes ACTs 18,
32 y &, Ses donsidades ol infinite tisndsn 5 un csiads eptationsrie cou un valer constente. B
cxporiments oo realind on uas rod de 8193 shiles y 500 passs temperaies..

De lo anteriormente expussto, se pueds obtener una clasificacion de los ACT e base
al comportamiento de w densidad & tiempos largos. Esta clasificacion es la siguiente:
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o Las densidades al infinito decrecen rdpidamente a cero y presentan un tiempo transitorio
grande. Este comportamiento se observa en algunos ACTs legales elase 1 (0, 4, 16, 32,
36y 48).

o Ladensidad al infinito tiene un comportamiento absolutamente creciente. La curva crece
hasta un estado absorbente, el 11...1 evolucionando hasta una densidad p =1 para una

p(0)=1. Tal es el caso de algunos ACTs clase 1 (54, 60 y 62).

o Ladensidad al infinito oscila alrededor de un valor p., constante para cualquier p(O).,
es decir el valor de Ia densidad al infinito no depende del valor de la densidad inicial.
Este comportamiento de la densidad se observa en todos los ACTs clase 3 (2, 6, 10, 12,
14, 18, 22, 26, 28, 30, 34, 38, 42, 44, 46 y 50).

En sintesis podemos afirmar que si la densidad al infinito es monétona con
crecimicnto o decrecimiento répido a 1 o 0 respectivamente, entonces et ACT pertenece a la
clase I,

Si el ACT es clase 3 entonces su densidad al infinito no depende de la densidad del
estado inicial.

Si el ACT es clasc 4, entonces no tiene sentido hablar de su densidad pues se
deberfa definir en funcién de un periodo totalmente aleatorio pucs sus configuraciones, en
algunos casos se anulan después de algunos pasos temporales.

De la clase 2 no se puede enunciar nada especifico pues esta clase presenta todos los
tipos de comportamiento anteriormente seflalados, por un lado y por otro, muestran
densidades que varian segin si el periodo par o impar. Es debido a esta razén que no es
posible hacer una aseveracion como las anteriores para las clase | y 3. Asf que la densidad
al infinito, para estos ACs debe ser redefinida en términos de su periodicidad quizd
mediante un cociente de la densidad definida en la ec. (7) y su periodicidad,
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3.2. Teoria de campo medio

Las caracteristicas del anlisis de la teorfa de campo medio aplicadas a los ACTs
son semejantes a las impuestas a los ACELMs, s6lo difieren en el nimero de vecinos y de
la funcidn de asignacién cn sf misma. De igual forma que en el capitulo 1, seccién 1.3, la
densidad promedio se caracteriza, en forma equivalente por las probabilidades p y ¢ = I-p,
de que un sitio tome el valor | o 0 respectivamente, las cuales se suponen independientes.

De la ecuacidn 19, se obtiene para estos ACs,

F(O-) l)= ﬁo(}(/\C) donde
A=0000111100001111000011110000111

r(1—0)=Po(-An-C)

en ambas ecuaciones el vector

pp'ep'epd.p'ep'd . p'd e, p'ep'e.p'e PP P T,
P = quJ’ml,plq,pi\‘f’pJqZ’quJ’ 3q2’pIqJ’pIql,ml’plqz’p2q3’p2q3’
. o

m'.p'q’.pq",pq",q’

E! vector binario 4 caracteriza ahora a las 32 combinaciones posibles de ceros y
unos, asignando un | a aquellas que tienen un 0 en el sitio central y que por lo tanto pueden
ser modificadas dependiendo del valor de sus vecinos en ¢l paso temporal anterior. Al
realizar la operacién de conjuncién con C, el nimero de cidigo del ACT, se seleccionan
sdlo los valores locales para vecindades de $ sitios con ¢l adecuado valor del sitio central,

El vector P tiene 32 componentes, las cuales indican las probebilidades para las 32
posibles vecindades de $ sitios, suponiendo cada sitio independiente de tomar valores | con
probabilidad p=p y de tener valor 0 con probabilidsd g = 1 - p.

. La densidad en el equilibrio se obtiecne de la ecuacidn 20, donde resulta una
ecuacién polinomial, de So. grado como médximo, en p cuys raiz serd el valor de I
densidad al infinito. .

Considérese el siguiente ejemplo para el codigo 10. Los resultados experimentales
se encuentran reportados en el qpéndice F.
Constriyanse las siguientes tablas.




Tabla 6. Funclén de asignacién para el ACT cddigo 10
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La tabla 6 muestra la funcién de asignacién para el ACT cédigo 10 donde se asigna
a cada renglén de la tabla, un 0 6 1 segun la descomposicion binaria del nimero de cédigo
(de arriba, digito menos significativo, a abajo digito mas significativo); para el cual
representa la suma aritmética de los unos en cada vecindad dada.

De la tabla 7 se observa que:

« Lacolumna 4 contiene un 1 para aquellas vecindades que tienen un 0 en el centro y que
bajo el codigo evolucionan a un 1 y 0 en todos los demds sitios, Asi, se observa que se
seleccionan aquellas vecindades que tienen un 0 en el centro y evolucionan a 1. Si,

ahora, se hace el producto escalar de AN S con P se obtienc Ia probabilidad de pasar
de 0a |, Entonces ‘

(0 - 1)= P -(01100000100100001001001000001000)
=pq’ +pq’ +pq’ +p’q’ +pa’ +p’q’ +p'q’ +p'q’
=4pq’ +4p’q’

o El vector — selecciona las vecindades que tienen | en el centro, —f contiene 1 en los
sitios en que el codigo da 0. As, en este caso

r(1 - 0)= P +(00000110000010010000110100000101)
=p'q +p'q’ +p’q +p'q+p'q’ + p’q’ +p'q+pla+p’
= 4p'q’ +3p*q+p'q’ + p’

De lo anterior se obtiene la ecuacién de evolucion

) |
D= 4pa' +4p' - (49’0’ + ' + e’ + ')

=4pq’ +4p’q’ - 4p’q’ - 3p*q-p'¢’ - p' =0

La densidad en equilibrio se obtiene a partir de la ecuacidn 31. Resolviendo esta
ecuacion®, teniendo en cuenta la condicion de normalizacion ptq=1 se cbtiene el valor
p= 04738.

E! resultado experimental para ¢l ACT 10 es p, = 04662 £ 0.0139 el cual,
dentro de |a incertidumbre experimental, concusrda coa el resultado. »

La grifica de la figwra 26, mucstra & P, como funcida de lo densided inicial, para
este ACT y se observa que el resultado final estd de acuerdo al resultado previsto por la
teoria de campo medio.
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Los valores previstos por esta teoria para los 16 codigos legales clase 3 se muestran
en ¢l apéndice F, en al cual se observa que los ACTs 10, 12 y 18 coinciden con los
resultados obtenidos en forma experimental.
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3.3. Funcion de correlaclon

La evoluci6n espacio-temporal de los ACTs produce correlacion entre valores en
diferentes sitios. La mas simple de estas correlaciones es la espacial entre 2 puntos definida
enlaec. (8).

La figura 27 muestra la funcion de correlacion espacial C. () con r €[0,40] y 1=500,
para el ACT 18 a partir de un estado inicial al azar con una densidad de 0.5 en una red de
8192 celdas.
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Figura 27, Funciée de correlacién espacial C, pors o) ACT 18 con7 €[0,40] y t=300, 2 partiv de wa
estade iniciel o) anar. Con una densidad de 0.5, Kn una red de 5191 coldas

A partir de un estado inicial de sitios con valor 1 colocados al azar en 1a red en ol
paso t=0, la evolucion de los ACTs clase 3, dan como resultado configuracionss con una
funcion de correlacion eapacial Ia cual siempre tiende ripidamente & cero; tal es ol caso de
los ACTs 14y 28 . Para cOdigos clase 1y 2, se alcanas una correlacion de corto rango, i.c.
pars r < 5, la funcion de correlacion espacial C (1) » 0 , pero invarisblemente todes eilas
oscilan para r>5, en un intervalo muy pequefio alrededor del cero. En ls figura 28 5o musetrs
enla grifica de la funcion de corelacion espaciel pars ol ACT 2 con 1 € [0,40) yt =300
pasos temporales, con una densidad inicial de 0.9,
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Figura 29, Grifica de Ia funcion de correlacién espacial para ¢l ACT 2 con r ¢ [0,40] y 1 = 500
pasos temporales, con uns densidad inicial de 0.5,

La existencia de una longitud de correlacion no nula, sunque de rango pequefio en
algunos de estos sutdmatas, es un indicador de la generacion de “orden ** & partir de una
configuracion inicial a! azar a través de su evolucion espacio-temporal,

La evolucion de los ACTs geners patrones espacio-temporales sumamente complejos
con estructuras distintivas; asi la densidad promedio & tiempos largos y la funcion de
correlacion entre 2 puntos resultan ser, como elementos de cuantificacion de las
caracteristicas estadisticas del espacio de configuraciones, un poco “burdas”, dado que
configuraciones individuales parecen tener secuencias larges de sitios correlacionados;
puntualizados por regiones desordenadas.

Al igual que pars los ACELMj, se obtienen resultados especificos pars cada una de
las 4 clases definidas por Wolfram.

o Para las clases 1 y 2, la funcion de correlacion espacial se hace cero més allé de una
distancia critica r 2 § .

¢ Enlaclase 3, las funciones de correlacion, tienen un decrecimiento que tiende & cero muy
répidamente, con la distancia r, salvo el caso especial del ACT 2 para ol cual la distancia

 criticaes r 2110 .

o Pasa la clase 4, la comrelacion a gran distancia se carscleriza por sstructuras que 5o
propagan en forma persistente las cuales decrecen lentamente.



3.4. Crecimiento de los defectos.

Lin la ref. [24], se muestran los patrones experimentales generados por la evolucién
de un daffo en el espacio de configuraciones de los ACTs a partir de estados al azar,
obtenidas mediante evolucién, La falta de simetria, en algunos de los patrones, es el reflejo
de la dependencia o correlacién de los valores de multiples sitios iniciales.

En éstos ACs se observa cualquiera de los siguientes comportamientos, en su
distancia de Hamming:

e Para ACTs clases 1 y 2 (0, 4, 16, 32, 36, 48, 54, 60 y 62), las diferencias parecen
localizadas en unos cuantos sitios y la distancia de Hamming tiende rdpidamente a cero.

o Para ACTs clase 3 (2, 6, 10, 12, 14, 18, 22, 26, 28, 34, 38, 44, 46 y 50) y algunos ACTs
clase 2 (56, 24 y 40), la diferencia entre configuraciones sélo depende de la diferencia
entre las condiciones iniciales. Un cambio en el valor de un pequefio mimero de sitios
iniciales es amplificado por la evolucién de un ACT y tiende a configuraciones con un
incremento lineal, salvo de pequefias fluctuaciones, en el nimero de sitios esencialmente
incorrelacionados; tendiendo a tiempos largos a la forma

Hemt (25

1o cual cra de esperarse, puesto que de las definiciones del vector Z(f) (c.f. cap. 2. sec.
2.4.) sc observa que

O0<HZ<2rt+1

En ¢l la figura 29, se muestra un ajuste de una recta a la gréfica de la distancia de
Hamming contra t para el ACT cddigo 2. El valor para la pendiente de la recta, resultado de
la aplicacién de una regresién lineal a los datos, es de 0.6223 el cual es reportado como m
en la tabla 13, del apéndice E.

Dos casos especiales son las grificas de las distancias de Hamming para los ACTs

30 y 42 dado que tienen un comportamiento semejante a las de los ACELMs aditivos, las

cuales muestran picos que se repiten a intervalos regulares, indicando que forman
estructuras autosimilares. En la figura 30 se muestra la grafica de !a distancia de Hamming
contra tiempo para el ACT 30. El experimento se efectud en una red grande a partir de una
densidad de 0.5. En el apéndice E, se muestran los resultsdos para el célculo de las
pendientes de los ajustes a las grificas de los ACT Clase 3, de esta misma clase, los cuales
se reportan como distancia de Hamming.
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Figura 29. Ajuste ds una recta a la grifica de la distancia de Hamming pera ¢l ACT cidigo 2. El valor para
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souejants 8 lo ¢o an ACELM sditive, ls cual mussivn ploss que 2 replios o intervelm -]
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3.5. Entropia de bloque

La entropfa de un sistema mide el grado de desorden de! mismo. Si la entropla es
baja el desorden estd concentrado en unos pocos bloques de sitios. Este puede, sin embargo,
estar por otro lado, concentrado en varios conjuntos (blogues) alejados unos de otros.

La entropfa de bloque queda especificada por la cc. (11). En general, la entropia de
bloque da el promedio “del contenido de informacién™ por sitio computado nicdiante la
abtencion de correlaciones en bloques de longitud b,

A efecto de analizar el comportamiento de la entropfa de bloque en los ACT, se
realizaron simulaciones del proceso evolutivo de los 16 cddigos clase 3, efectuando ¢l
experimento para S0 repeticiones y posteriormente promediar sobre ¢l conjunto
representativo. Las condiciones iniciales impuestas a cada uno de los ACT fueron:

1. Densidades iniciales , para sitios con valor | tomados aleatoriamente, con valor
p(0)=05.

2. Redes de 4096 sitios.

3. Tiempos de evolucién de 2000 pasos,

4. Longitudes de bloque en el intervalo b € [3, 1 6] conbeN.

Conforme aumenta el tamafio del bloque , la entropfa decrece rdpidamente para
todas las configuraciones de los ACT clase 3, los cuales posteriormente, suponemos,
alcanzan valores de “equilibrio”, segiin se muestra en la figura 31 para el caso perticular del
ACT 30. Este decrecimiento de la entropfa con el tiempo, es un reflejo de la naturaleza
irreversible de la evolucion del ACT.

Los valores de S, decrecen aproximadamente en forma exponencial, con el tamafio
de b, permitiendo identificar algunas cotas superiores para S conforme b aumenta (c.f
apéndice E). La definicién de S, implica que su miximo valor de 1, se da solamente cuando
todas las posibles secuencias de sitios ocurren con igual probabilidad y S = 0 si y solo si un
nimero finito de configuraciones completas ocurre. En la figura 32, se muestra un espectro
para las entropfas para 6 ACTs clase 3. El experimento se efectud en redes de 4096 sitios y
tiempos de evolucion de 2000 pasos, a partir de estados iniciales con densidades de 0.5, Al
igual que para los ACELMs el valor de la entropfa no se ve afectado por los cambios en la
densidad inicial, mostrando, aproximadamente, el mismo valor de S, para cualquier
densidad inicial.
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Como una aproximacién tedrica al valor cxperimental de la entropia, se puede
cfectuar un andlisis de campo medio s. Esta teorfa se desarrolla de la siguiente forma. De la

tabla 7, en la columna marcada con P se tienen las probabilidades para las 32 posibles
vecindades de 5 sitios, suponiendo cada sitio independiente de tomar valores | con
probabilidad p y de tener valor O con una probabilidad q = 1-p y de la definicion de entropia
de bloque, ec. (11), se tiene:

1

S, = ———§'
b bin2

donde, para efectos de cdlculo se define a

2t o)

8'= Z pinp,
i=0

de la definicion anterior, pars un bloque b = 5, se tiene que
§'=q'lng’+5q'ping'p+109’p'ing’p’ +10q’p’ing’p’ +5cp i’ + pirg’
= 5qtnq-+20q" pinq +5q' e+ 309 ping + 20 inp-+ 20" i +
30’ plinp+5cp'ing + 20p'inp+ 25p'kp
= nqfiq’ +20q'p+ 300 + 200+ Jrioefiap+ 200’ + 30 + 20!+
-t aprer 445 ot e 4 45 o
pero
(p+a) =1
Asi que
S'= 5qinq + Spinp
= 5[qinq + pinp]
Finalmente se tiene ¢l valor de la entropia de bloque

g 5 L |
S0 = ~pinz® = ~sipz W4 + Plne) = -7 {aina + pinp]

Como se puede observar, se obtiene el mismo resultado que en la oc. (23), para ol caso de
los ACELMs.

9



En la tabla 9 se muestran, en forma comparativa, los valores de la entropfa de
bloque obtenidos a partir de la tcorfa de campo medioc y los obtenidos en forma
experimental, para una longitud de bloque 5.

Tabla 9. Entropfa de campo medio para ACT Clase 3 (b = 5).

ACT (Clase 3) | Valor E(perimental Campo Medio | Error relativo (%)
2 0.666986 0.916t47 37.36
6 0.661635 0.999563 51.07
10 0.892777 0988333 045
12 0.762038 0.984864 29.24
14 0.715741 0.958112 33.86
18 0.91124 0.895582 1.72
22 0.960074 0982327 23
26 0.924403 0.901642 246
28 0.7115832 0.813332 14.31
30 0.615108 0.809370 Jls8
34 0.666959
38 0.682569
%) 0602814
44 0.76281
46 0.716262
50 0.909816

Las celdas vacfas, indican casos en los que no es posible obtencr mediante la teoria de
campo medio un valor determinado debido a que el valor obtenido, para pes 1.



CAPITULO 4

CRECIMIENTO DE DEFECTOS Y EXPONENTES DE LYAPUNOV
MAXIMOS EN ACs DE ALCANCE 1Y 2

En la primera scccidn, del presente capitulo, se da una definicién de exponentes de
Lyapunov mdximos evaluindolos para ACELMs y ACTs. En esta misma seccién, sc
describe la caracterizacion del crecimiento de un defecto introducido en un punto en la red
de ACELMs y ACTs mcdiante el andlisis de las derivadas Boolcanas. Finalmeiite se
muestra una analogia en la forma en como un defecto se propaga con una clase de problema
de percolacién dirigida

4.1 Definiciones

En el contexto espacio-temporal de un AC y sus variables dindmicas, no ¢s posible
extender dircctamente la definicién de exponentes de Lyapunov dcbido al rango dc
interaccién r y al nimero de estados de las variables x; los cuales son diserctos.

En lugar de investigar el comportamicnto a tiempos largos entre dos
configuraciones, se hace uso de la teorfa de sistemas dindmicos y se analiza la estabilidad
local de una sola trayectoria con respecto a una pequefia perturbacion cn la configuracion.

En sistemas dindmicos continuos, el exponente de Lyapunov méximo (ELM) indica
la tasa de separacion exponencial entre dos trayectorias inicialmente muy cercanas donde la
distancia se mide en el espacio tangente. El valor del ELM es el mismo para cualquier
estado sobre la misma traycctoria, pero puede ser diferente para trayectorias distintas.

Las caracteristicas cualitativas de las propiedades de estabilidad local asintética se
_ pueden resumir en ¢l signo de cada exponente de Lyapunov. Si A > 0 indica una direccion
inestable, en este caso se dice que hay sensibilidad respecto a las condiciones iniciales y
puede haber caos. Si A < 0, indica una direccién estable. Estos conceptos se discuten
enseguida.

Definicién

Estabilidad es una palabra genérica que se relaciona a la respuesia, de un sisiema,
a una perturbacion. Si la perturbacidn es amplificada, dando como resultado un cambio
‘considerable en el sistema, i.¢. ¢l daflo se disemina, 3¢ dice que ¢l sistema ¢s inestable. Por
oiro lado, si la perturbacion es abatida, dando como resultado un decrecimiento
exponencial a cero, entonces se dice que el sistema es esiable. El caso intermedio, donde la
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perturbacion persiste aproximadamente como se introdujo inicialmente al sistema, se

habla entonces de establlidad marglnalm.

La palabra cstabilidad se usa en difcrentes contextos:

o Primero, lu estabilidad bajo todas las perturbaciones posibles, de cualquier tamafio,
aplicables al sistema; se denomina estabilidad absoluta. La estabilidad es, por lo
general, analizada via expansion de términos de una serie de Taylor'™, La estabilidad
lineal es analizada cuando se rechazan los términos de orden mayor al primero.

o Scgundo, /a estabilidad es apiicable a varios aspectos de un sistema dindmico. Esta se
puede referir a puntos individuales (estabilidad local), a trayectorias (estabilidad local
asintdtica), a familias de trayectorias (atractores) 6 a un sistema dindmico completo.

En sistemas dindmicos, en muchas ocasiones, es de interés conocer que es lo que
sucede, en el sistema, después de que ha transcurrido un tiempo suficientemente largo, s
decir cuando dejan de existir tiempo transitorio de corto plazo de forma tal que el sistema
exhiba su comportamiento “tipico”.

4.2 Exponentes de Lyapunov méximos para ACELMs

En el estudio de la sensibilidad respecto a las condiciones iniciales, considerando la
evolucion temporal de dos configuraciones cercanas, esté determinado por la distancia de
Hamming; en {a cual se cortd la serie de Taylor ec. (18) a primer orden por lo que se podia

escribir
Z(t + l)% F'(t)(t) (26

donde F’ es la matriz Jacobiana de F cuyos elementos son las primeras derivadas booleanas
parciales, c.f, apéndice A. Para ACEs la matriz Jacobiana es uns matriz de Jacobi con

F'“;‘ 0 si li—j) 1 Yy

Fi,=£(.0%:X,)

F:.i = ':)(xi-l’xi’xhl) (27)
B = £(600%,%, Jooni =0, L-1

En la ec. (26) la multiplicacion del vector 2(0) por s matriz ¥’ es booleana (la suma y
producto usuales entre un vector y una matriz son reemplazados por ls conjuncion y la
disyuncion exclusiva respectivamente). La norma de 2 usads en la ec. (26) eotd acotads por
(2r+1R.

4.21 Crecimiento de defectos en términoce de la derivada
booleana



perturbacion persiste aproximadamente como se introdujo inicialmente al sistema, se

habla entonces de estabilidad marglnalm.

La palabra cstabilidad se usa en diferentes contextos:

o Primero, /a estabilidad bajo todas las perturbaciones posibles, de cualquier tamafio,
aplicables al sistema; se denomina estabilidad absoluta. La estabilidad es, por lo
general, analizada via expansién de términos de una serie de Taylorm. La estabilidad
lineal es analizada cuando se rechazan los términos de orden mayor al primero.

o Scgundo, /a estabilidad es aplicable a varios aspectos de un sistema dindmico. Esta se
puede referir a puntos individuales (estabilidad local), a trayectorias (estabilidad local
asintdtica), a familias de trayectorias (atractores) 6 a un sistema dindmico completo.

En sistemas dindmicos, en muchas ocasiones, es de interés conocer que es lo que
sucede, en el sistema, después de que ha transcurrido un tiempo suficientemente largo, es
decir cuando dejan de existir tiempo transitorio de corto plazo de forma tal que el sistema
exhiba su comportamiento “tipico”.

4.2 Exponentes de Lyapunov maximos para ACELMe

En ¢l estudio de la sensibilidad respecto a las condiciones iniciales, considerando la
evolucién temporal de dos configuraciones cercanas, estd determinado por la distancia de
Hamming; en la cual se cortd la serie de Taylor ec. (18) a primer orden por lo que se podia

escribir
At +)=FO) a9

donde F" es la matriz Jacobiana de F cuyos elementos son las primeras derivadas booleanas
parciales, c.f. apéndice A. Para ACEs la matriz Jacobiana es una matriz de Jacobi con

F,;=04 |i-j>l y

Fy=£06.0%,%,)

B = G(0%0%0) -
Fi = £ (10X % Joomi = 0 L- 1

En la ec. (26) la multiplicacién de! vector 3(0) por la matriz I’ ¢s booleana (la suma y
producto usuales entre un vector y una matriz son reemplazados por la comjuncion y la
disyuncién exclusiva respectivamente). La norma de x usada en la ec. (26) esti acotads por
2r+1n.

4.21 Crecimiento de defectos en trmince de la derivada
booleana



Secan, ahora, N;(t) el nimero de réplicas que contienen el defecto Zi(t) al tiempo t, es
decir, N;(t) indica de cuantas maneras puede haber un daio en el sitio # al tiempo t. S, por
ejemplo, sc inicia al tiempo cero con solamente un defecto en algin sitio § (N;(0)= 1)y la
regla permite el esparcimiento de los defectos a los sitios de la vecindad en cada paso
temporal; entonces para

t=0r N(0)=(N,©0)}...N.(0)) con N;=djj=1,..,L
t=1 N, =N, =N, =1
t=2HN_,=N,=L,N_ =N, =2,N, =3,

etc.

Befinicidn

La evolucién temporal del nimero de defectos para un sitio fijo i estd dada por el mapeo
Nt +D)=2LF NG g
i
o en forma matricial

N(t+1)=FN@1) 9

con la multiplicacion usual de un vector por una mairiz y los elementos de F’ son
interpreiados como niimeros enteros.

En la figura 33, se muestra la evolucion de N para el ACT 150 con ¢t S 2 . Las
lineas obscuras muestran las derivadas Booleanas. Los nimesos representan las
componentes N; (t) de N(t). Auxilidndonos por esta figura, notamos que la componente Ni(t)
es el niimero de trayectorias en ¢l espacio de defectos los cuales alcanza el sitio i al tiempo
t, i.e. el nimero de formas en las cuales el sitio i puede ser dafiado al tiempo t empezando
desde cualquier defecto al tiempo t = 0, Este ejemplo es particularmente simple puesto que
las tres primeras derivadas parciales Booleanas son siempre | y las segundas y terceras son
siemnpre O (la regls 150 es aditiva). Lo que es interesante, s que la norma de N puede crecer
exponencialmente.

De lo anterior se define ¢l exponente de Lyapunov méximo segin ia ec. (13). Se
observa de la fig. 33 que para el ACELM 150 [N (1)) = 3' porloque A = In(3) .

La parte de interés se encuentra al estudiar la evolucion de una pequedia perturbacidn
inicial a lo largo de una trayectoria dada.
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Figura 33, Evolucién temporal de un defecto para ¢l ACT 150 para # < 2. Las lineas obscuras muestran
los sitios dondc las derivadas parciales Boolenas son 1. Los nimeros representan las componentes N; (1) de
N(t).

4.3 Relacién de los exponentes de Lyapunov méximos con la
percolacion de enlaces

Se observa que un defecto en un sitio i se disemina al tiempo t+1 si al menos una de
las derivadas parciales booleanas no es cero, asi que se puede hacer una cierta analogia con
un problema de percolacion dirigida acotada de enlaces, en donde el sitio i "mojado” al
tiempo t puede mojar a cada uno de sus 3 vecinos cercanos al tiempo t+1 con probabilidsd
p™. Esta analogia se puede efectuar en la prictica mediante la sustitucion de la matriz
Jacobiana deterministica F* por una matriz aleatoria M, del mismo tipo®®!

Definicion
El arreglo M, ¢s una matriz aleatoria con componentes my, de la forma

1sifi- j| < 1con probabilidad p
m; = {0sili- j< 1 con probabilidad 1-p (30
0sifi-j|>1

Si durante 1a evolucion, aparecen m defectos, se pueden considerar més réplicas del
sistema y asignar uno de los defectos a cada una de elles). Es decir, my s 1 con
probabilidsd p(1 - p) para j=i=T,.,i+T endondei=l,..L y es ceso fuera de las
2r+1 disgonales centrales. '
Asi

(t+) =M ()x5,() 0

donde X,(#) es 1 60, i ¢ sitio esti “mojado” 6 “seco” al tiempo 1, i=1,...,L. En la ec. (31),
las operaciones son Booleanas. Como antes, se puede escribir

N(t+1) = M, N(t)



con operaciones algebraicas entre matrices y Ni(t) ¢s ¢l nimero de trayectorias que conectan
los sitios iniciales “mojados” con ¢l sitio j al tiempo t. Por otra parte es ficil ver, de lo
anterior, que también es valido decir que un sitio mojado puede mojarse a sf mismo y a
cualquicra de sus r vecinos més cercanos a la derecha y a la izquierda.

Las matrices M, son matrices tridiagonales aleatorias que tienen una fraccion p de
elementos en las tres diagonales principales iguales a 1. Para poder haccr la analogfa entre
el crecimiento de los defectos en ACs y la percolacion dirigida discutida brevemente, se
interpreta a la cunudad p como la media geométrica L, para ticmpos largos T, de la
fraccion de 1's en P’V

Definicién

R T ) A

T i=l ke~r

La evolucidn del mimero de defectos en la aproximacion mediante la matrlz
alfluloria define un problema de percolacion dirigida acotada con pardmetro de control
!

Los resultados de la aproximacion mediante producto de matrices aleatorias se
encuentran reportados en la figura 34, donde la curva mucstra la dependencia de A para cl
producto de matrices M(p) como funcién de p. Para p < p, con p, la percolacion critica, la
fraccién de sitios mojados a tiempos largos es 0, micntras que es positiva para p > p. El
valor que se encontraré numéricamente es p, = 0.441. Analicemos, en principio nlgunos
casos simples. La regla 0, que mapea todas las configuraciones a la configuracion {0},
tiene A = —00.debido a que su matriz Jacobiana tiene todas las entradas nulas. La regla 150
tiene A= log 3, debido a que todas sus derivadas Boolenas son iguales a uno. Un caso de
estabilidad marginal es la regla 204, para la cual F* es la matriz identidady A = 0.

Para todos los ACELMs, se obtuvo el nimero medio de unos p.(t)en la matriz
Jacobiana Booleana y el ELM para un tiempo finito con L = 512 y 5000 < t < 15000
iniciando desde un estado desordenado con una densidad inicial de 0.5. Las cantidades
u(e) y ALe) son casi asintdticas para £ % S00 ; por otro lado se observa que muestran
una dependencia de la densidad para valores 0.2 < p (0)< 0.8 . Dada la naturaleza
discrcta del espacio de configuraciones puede no haber estados “cercanos” que permitan el
paso a un estado més estable por lo que la introduccion de un dafio puede proveer ¢l camino
a dicho estado. Notamos que los ACELMs clase 3 se ven afectados por ¢l daflo y que los
valores encontrados estdn cerca de los encontrados para el producto de matrices aleatorias.
En general se tiene que:

-l. Los ACELMs 90, 150 clase 3 y el 204 clnse 2 con ' constante independiente de la

configuracion, tienen A = log 3 con , = 3, 2 3 fespectivamente.
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2. Todos los ACELMs clase 1 (4, 32, 128, 160) tienen A = —o0 para ¢} pardmetrc de
control p = 0.

3. Los ACELM:s clase 3 con F? no constante (18, 22, 54, 122, 126, 146) tienen un valor de
1 > p;, A >0y un esparcimicnto del dafio.

Los valores de los ELM para los ACELMs de los casos 1 y 3 coinciden con la
aproximacién de matrices aleatorias, segin se mucstra en la figura 34, aunque no se
muestran los valores para todos los ACELSs clase 3. Esto también se cumple trivialmente
para los ACELMs del caso 2.

En resumen, después de la introduccion de un defecto en el espacio de
configuraciones de los ACELMs, el comportamiento de su ELM puede ser dividido en 3
grupos:

t. El ELM A = —a0, dentro de este grupo se encuentran algunos ACELMs clase 2 (50, 72,
104, 178, 200 y 232). Las reglas 50 y 178 presentan un transiente muy largo del orden de
15000 pasos temporales, Estos ACELMs tienen una A4 pequefia en ausencia de “dafio”
(p <037).

2. El ELM A > 0. Este grupo contiene a todos los ACELMs clase 3 (18, 22, 54, 90, 122,
126 146, 150) y la regla 94 clase 2. Para estos ACELMs los valores de J y A son
afectados considerablemente por la introduccion de un dafio en la red. Los ACELMs de
este grupo tiencn | > p, y A cercana a la curva prevista por la aproximacion de la
matriz aleatoria.

3. El ELM A ~ 0, un valor que nunca se encuentra en el producto de matrices aleatorias.
Los ACELM:s de este grupo muestran un valor intermedio para p (0.281) < i < 0.54

con ruido y ;_ < u < p, enausenciade ruido). Contrariamente a la aproximacién hecha

mediante matrices aleatorias N no se anula para tiempos largos, Las reglas que
corresponden a estas caracteristicas son todos los ACELMs clase 1 (4, 32, 128, 160) y
algunas reglas clase 2 (36, 76, 108, 132, 164, 204).




12

< LA RSN B AN ARt RN MRS INSNLIRNY AENA I Bt RN ENAY R
1.4 ., B422 150
Lol 126 ]
0.9+ ]
0.8 -
0.7 4
06 J
< 054 N
044 ~
0.34 g
024 1
0.1 ]
00 38, 76, 108, 132, 164, 204 *
Ay
00 01 02 03 04 085 06 07 06 09 10

M

Figurs 34, Lo curva mussirs o BLM é0 ans metrks tridiagous! come usa funciée do p. Los diamentes
wesetves of valer aslusitics 60 A pars tedes les ACELMs son A 2 0. Los remsbindes fosren
obionides eon $ = 0008, L= 513y p(0) = 0.8

Pars ACTs los resuitados de lo aproximaciin medisste producto de matrices
aloatorias 96 oncuentran reportados en ls figura 35, donde 1a curve museira la
do A pars ol producto de matrices M(p) como funciéa de p. Pars p <pcon p, I
percolacion critica, s fraccién de sitios “mojados”. o tiempos largos es 0, misniras que &
positive pars p > v El valor encontrado aumdricaments pars p, 08 0.257. Pars todes los
ACTs, 30 cbtuvo o mimero medio ds unos (1) en la matris Jacobiens boolesns y of ELM
para ua tiompo finito con L = 4096 y S ¢ S 1000 iniciendo dusde un eatado
desordenado con una demsidad iniciel de 0.5. Notamos que los ACTs dlase 3 s ven
alectados por ol dalio y que los valores encontrados estin cerca de los encontrados pers ol
producto de masriess aleateries.
En resumen, o comportamionto del ELM para ACT's pusde ser dividido en 3 grupes:
I. ENELM 4 = —40, dontro de este grupo 20 encuentran algunse ACT clase 2 (24, 40, 36
y 58). Estos ACTs tionon una 4/ poquelis en susensia de “dalle.
2. EVELM A > 0. Exs grupo eontiens & 0odos fos ACTs elase 3 (2, 6, 10, 12, 14, 18, 23,
* 26,28, 30, 34, 38, 42, 44, 46 y 50). Pars estos ACTs los valeres do (4 y A son
afectados considersblomente por la introduccion de un dello en ls red. Los ACTSs de enie
wy>ﬁylmlhm0m' por la aproximacion de la matriz
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3. ELELM A = 0, un valor que nunca se encuentra en el producto de matrices aleatorias.
Los ACTs de este grupo muestran un valor intermedio para f¢. El valor de N no se anula
para tiempos largos. Las reglas que corresponden a estas caracteristicas son los ACTs
clase 1 (4, 16, 32, 36, 48, 54, 60 y 62), algunas reglas clase 2 (8, 56, 58). y los dos ACTs
clase 4 (20y 52).

12 S—
1.0
08+
28.10,12
1 [ X )
08 -
<
04+
02+
850802082 4,16,32,30.48,84,00.02
00 - . v v .
00 02 04 08 08 10

[

Figura 3. La cutva muestra el ELM de una matriz tridiagonal como una funcidn de p. Los diamantes

muestran ¢l valor ssintdtico de A para todos los ACTs con A 2 0. Los resultados fucron oblenidos con ¢ =
1000, L= 409y p(0) = 0.5




CONCLUSIONES GENERALES

De acuerdo a los rcsultados obtenidos a partir del andlisis de resultados y
aproximaciones de campo medio, de cada una de lus cantidades estadisticas medidas,
podemos concluir que respecto a la

DENSIDAD A TIEMPOS LARGOS,
ACELMs

o Para ACELMs clase 3 (18, 22, 54, 90, 122, 126, 146, 150); la densidad al infinito oscila
alrededor de un valor constante; es decir, para tiempos largos la densidad al infinito no
depende del valor de la densidad inicial, manteniendo un comportamiento que tienc la
misma P, para cualquier p(0).

o Paralos ACELMs 32, 128 y 160; la densidad al infinito tiene un valor nulo,

Los ACELMs clase 3 tiencn una P, que no depende de p(0), si p(0) no es muy
grande ni muy pequefia. Los ACELMs de clase 1 van a un estado homogéneo y por lo tanto
su densidad al infinito es 1 o 0 trivialmente. Para los ACELMs ciase 2 no se puede definir
la densidad a tiempos largos, nuevas definiciones de la densidad son tema de futuras
investigaciones.

ACT Legales

o En los ACTSs legales clase 1 (0, 4, 16, 32, 36 y 48); las densidades al infinito decrecen
rdpidamente a cero y presentan un tiempo transitorio grande (c.f. pie de pdg. 44).

o Para el ACT 26, clase 3 y los dos ACTs 20 y 52, clase 4; la densidad a tiempos largos,
tienen un comportamiento montono creciente, es decir 1a curva crece hasta un punto de
inflexion central medio, para posteriormente evolucionar hasta una densidad p,= | para
una p(0)=1.

e Entodos los ACTs clase 3 (2, 6, 10, 12, 14, 18,22, 26, 28, 30, 34, 38, 42, 44, 46 y 50);
la densidad al infinito oscila alrededor de un valor p,, constante para cuslquier p(0), es
decir el valor de la densidad al infinito no depende del valtor de ls densidad inicial,

En sintesis podemos afirmar que si la densidad al infinito es mondtona con
crecimiento o decrecimiento ripido & | o 0 respectivamente, entonces el ACT legal
pertenece a la clase 1.

Si ¢l ACT es clase 3 entonces su densidad al infinito no depende de la densidad del
estado inicial siempre y cuando p(0) no sea muy grande ni muy pequefia .

Si el ACT es clase 4, entonces su denaidad al infinito es absofutamente creciente.

Al igual que para los ACELMs, para los ACTs clase 2 no s¢ puede enunciar nada
especifico pues esta clase presenta varios tipos de comportamiento, creando La necesidad de
redefinir la densidad, lo cual es tema de una futura investigacion.



TFQB[’Q DE CAMPO MEDIOQ
ACELMs

[.a teoria de campo medio aproxima bien, con un error relativo porcentual maximo
del 34%, al valor de p,, para casi todos los ACELMs clase 3: 18, 22, 54, 90, 122, 126 y 150.
Esto nos permite hacer predicciones para algunas de estas reglas. Sin embargo, las
discrepancias son el reflejo de la presencia de correlaciones inducidas en la evolucion del
ACELM.

ACT legales

El analisis de resultados para las densidades, corresponde a los resultados
experimentales para algunos cddigos de ACT esto nos permite hacer predicciones para
ACTs clase 3 (2, 6, 10, 12, 14, 18, 22, 26, 28, 30, 44 y 46), para los cuales se obtienen
densidades que dificren a lo sumo en un 67% del resultado experimental, Sin embargo para
los ACTs clase 3 restantes (34, 38, 42, y 50) la teoria muestra errores relativos porcentuales
mayores al 100%; estas discrepancias son el reflejo de la presencia de correlaciones de
corto alcance inducidas en la evolucién de estos ACTs.

CORRELACION
ACELMs y ACT: legales

Existe tanto para ACELMs como para ACTs legales una longitud de correlacion no
nula de corto alcance. Esto indica un “orden” a partir de una configuracion al azar a través
de la evolucion de la estructura espacio temporal gencrada por estos ACs.

Sin embargo, la funcidn de correlacion entre dos puntos resulta ser un poco “burda”
como medida estadistica, pues configuraciones individuales parecen tener secuencias de
sitios correlacionados, en un rango corto; puntualizados por regiones desordenadas. En este
sentido, no es factible una caracterizacion especifica solamente a partir del comportamiento
de la funcién de correlacion, Para todas las clases, definidas por Wolfram, Ia funcién de
correlacion oscila alrededor del cero en un intervalo muy pequefio para valores mds allé de
una distancia criticar > §,

CRECIMIENTO DE DEFECTQS
ACELMs
Se observa que los ACELMs son muy sensibles a una pequefia perturbacion en uns

region localmente limitada. Se distinguen 3 casos mutuamente exclusivos del crecimiento
del defecto en la red:



A. La diferencia obtenida después de t pasos temporales, 5(1), esta dada por la evolucion
del mismo ACELM, pero como si éste evolucionara desde un estado inicial de un solo
sitio con valor 1. Asi, [a distancia de Hamming en ¢l paso temporal t estd dada por el
nimero de sitios diferentes de cero en dicha configuracidn. Esta caracteristica es tipica
en los ACELMs clase 3 aditivos y se debe a que por ser lincal la funcién, la derivada
booleana es constante (Caso inestable).

B. Crecimicnto mas o menos fineal en ¢l tiempo. Un cambio cn el valor del estado en wn
sitio en el vector inicial es amplificado por la evolucidn de estos ACELMSs lo que se ve
reflejado en el comportamicnto de su distancia de Hamniing. Se puede apreciar de los
resultados experimentales que, salvo pequedlas fluctuaciones, I tiende a tiempos largosa
la forma F{ = mt en los ACELMs 8, 22, 54, 76, 108, 146 y 150. En la ccuacién
anterior in es una constante de proporcionalidad (Caso estacianario).

C. Cambios en sitios individuales pucden, algunas veces, ser crradicados despuds de
algunos pasos temporales, Estc comportamicnto especial es caracteristico de los
ACELMs 4, 32, 126, 128 y 160 para los cuales H = 0 para { 2 4 (Caso estable).

La clase A representa a los ACELMs cadticos. En la clase B, el nimero de sitios
daiados ni se hace cero ni infinito (donde infinito quiere decir una fraccion finita de una red
“infinita”, i.e. suficientemente grande), De igual forma, para fa primera clase ¢l nimero de
sitios dafiados no va necesariamente a infinito en este sentido.

ACT

En éstos ACs se obscrva cualquiera de los siguicntes comportamientos, en su
distancia de Hamming:

A. Los ACTs 30 y 42 tienen un comportamiento semejante al de fos ACELMs aditivos, los
cuales muestran picos que s¢ repiten a intervalos regulares en sus gréficas de H vs. t,
indicando que forman estructuras autosimilares (Caso inestable).

B. Para ACTs clase 3 (2, 6, 10, 12, 14, 18, 22, 26, 28, 34, 38, 44, 46 y 50), la diferencia
entre configuraciones solo depende de la diferencia entre las condiciones iniciales. Un
cambio en el valor de un pequefio nimero de sitios iniciales ¢s amplificado por la
evolucion de un ACT y tiende @ configuraciones con un incremento lineal, salvo de
pequefias fluctuaciones, fendiendo a tiempos largos a la forma Hw¢ (Caso
cstacionario).

C. Para ACTs clases | y 2 (0, 4, 16, 32, 36, 48, 54, 60 y 62), las diferencias parecen
localizadas en unos cuantos sitios y Ia distancia de Hamming tiende ripidamente a cero
(Caso estable).

La tabla 10 muestra la distribucién de los ACELMs y los ACT en relacién a las
clases anteriores.

Tabla 10. Porcentaje de reglas de ACELMs y ACTs que caen en cads una de las ) clases de comportamiento
observado en ¢f crecimionto de los defectos.

[CLASE ] K=1 (%) ] K=2 (%) |

A 17.1 250

B 170 123
C 69 [7X]

n



ACELMs

Los valores de la entropla de bloque decrecen asintoticamente con la longitud de los
bloques para todos los ACELMs clase 3, permitiendo identificar cotas superiores para 8
conforme b crece, como una generalizacién para el andlisis finito. Estos valores de la
entropfa de bloque son independientes de la densidad del estado inicial. Las aproximaciones
de campo medio coinciden en forma adecuada con el valor experimental dando errores
relativos miximos del 19.2 %. Excepto para la regla 146, para la cual el error porcentual
welativo es del 56%.

ACT

Conforme aumenta el tamafio del bloque, la entropia decrece rdpidamente para todas
las configuraciones de los ACT clase 3, para posteriormente alcanzar valores de
“equilibrio”, permitiendo identificar algunas cotas superiores para S conforme b aumenta.
Estos valores de la entropia de bloque son independientes de la densidad del estado inicial.
Las aproximaciones de campo medio coinciden con el valor experimental dando errores
relativos miximos del 37.4 %. Excepto para las reglas 34, 38, 42, 44, 46 y 50, para las
cuales no es posible obtener resultados mediante la teorfa de campo medio debido a que el
valor obtenido, para la probabilidad p es 1.

EXPONENTES DE LYAPUNQV
ACELMsy ACTs

Después de la introduccién de un defecto en el espacio de configuraciones de los

ACELMs, el comportamiento de su ELM puede ser dividido en 3 grupos:

1. El ELM A = —0; dentro de este grupo se encuentran algunos ACELMs clase 2 (50, 72,
104, 178, 200 y 232). Las reglas 50 y 178 presentan un tiempo transitorio muy largo, del
orden de 15000 pasos temporales. Estos ACELMs tienen una |4 pequefia en ausencia de
“dafio” (W <0.373).

2. ELELM A > 0. Este grupo contiene & todos los ACELMs clase 3 (18, 22, 54, 90, 122,
126 146, 150) y la regla 94 clase 2. Para cstos ACELMs los valores de i y A son
afectados considerablemente por la introduccion de un dafio en la red. Los ACELMs de
este grupo tiencn [ > p, y A cercana a la curva prevista por la sproximacion de la
matriz aleatoria. _

3. EL ELM A ~ 0, un valor que nunca se encuentrs en el producto de matrices alestoriss.
Los ACELMs de este grupo muestran un valos intermedio para |4 (0.281 < U <0.54
con daflo y ;_< p < p, o0 ausencia del dafio). Contrasiamente a la aproximacion bechs

mediante matrices aleatoriss N no sc anula para tiempos largos.. Las reglas que
corresponden a estas caracteristicas son todos los ACELMa clase 1 (4, 32, 128, 160) y
algunas reglas clase 2 (36, 76, 108, 132, 164, 204).

n



El comportamiento de los ELMs para ACTs legales, puede ser dividido en 3 grupos:

1

2.

El ELM A = —00; dentro de este grupo s encuentran algunas ACTs clase 2 (24, 40, 56
y 58). Estos AC''s tienen una 4 pequefia en ausencia de “dato.

El ELM A > 0. Este grupo contienc a todos los ACTs clase 3 (2, 6, 10, 12, 14, 18, 22,
26, 28, 30, 34, 38, 42, 44, 46 y 50). Para cstos ACTSs los valoresde 1 y A son afectados
considerablemente por la introduccién de un dailo en la red. Los ACTs de cste grupo
tienen K > p, y A cercana a la curva prevista por la aproximacion de la matrlz aleatoria.

. ELELM A = 0. Los ACTs de este grupo muestran un valor intermedio para . El valor

de N no se anula para tiempos largos, Las reglas que corresponden a estas caracteristicas
son los ACTs clase 1 (4, 16, 32, 36, 48, 54, 60 y 62), algunas reglas clase 2 (8, 56, 58). y
los dos ACTs clase 4 (20 y 52).

n




APENDICE A

Derivadas Booleanas

Los ACs pucden ser conectados con lus herramientas del cdlculo mediante las
derivadas Booleanas. Las derivadas Booleanas de una funcién f son atributos, no-triviales,
que pucden ser utilizados para caractcrizar a un AC.

La derivada booleana de la funcioén f con respecto a su i-ésimo argumento x, se
define como™*!

of

ox. = 01X e X X, )@ (X y XX, ) (33)

x
donde —x, =x, @1,

Esta derivada, de primer orden, expresa la dependencia de la funcién de su i-ésimo
argumento, es decir a%x es uno si f cambia cuando x, lo hace.

Es claro quel se pueden también definir una derivada F' de
£(X, 10001 X1 X s Xy 13001 X, ) COMO UNA matriz Jacobiana con elementos

L4

0 x
F' = ool S (_“)
" dx

La ec. (34) define una matriz F'; de banda con valores no-nulos en la banda

principal, 1 en los extremos y 0 en los demds sitios,
Considérense estas derivadas desde el punto de vista computacional, Al elemento

% = (5,,...,%, )€ B le corresponde un niimero x, € P2).ie
x= fjx, 2t @3%)
(2]
¢ inversamente , a cada mimero x, € [0,2') le corresponde una n-ada (x, ,...,x,,)e B,

X, = [%H]mod 2 (36)

donde [x] indica la funcién méximo entero de x. Un entero ¢s entonces un conjusto
ordenado de nimeros Booleanos 6 bits. De esta forma los enteros son representados por un
arreglo de bits. Se debe introducir un ordenaimiento en los arreglos de bits, de forma que se

pueda sustituir la expresion &, .p.r) porx, $2°' -1 .

"



Esta transformacion lineal entre nimeros enteros y n-adas Boolenas corresponde a
la representacion de cualquier entero en una computadora, la division entre una potencia de
2 es equivalente a un corrimiento de bits a a derecha!'! y la operacion médulo 2 toma los
bits extremos a la izquicrda.

Estas definiciones son consistentes cont lo esperado, La derivada de la funcién
identidad es uno y la derivada de una constante (0 6 1) es ccro. Mds aim, la derivada es
lineal con respecto a la operacién XOR y esta sigue la regla estindar para la derivacién de
un producto

ofng) of g
—%7—=5;A8®“5; @

A.2) Derivadas booleanas de orden superlor en serie de Maclaurin.

Se puede extender la definicion a mayores ordenes de derivacién. Por ejemplo una
derivada de segundo orden con respecto a x, y x, se definc como
O'x

&l_&l :j(‘”"sxv"ix/""'&)Qf(xl""’1’""&')Qj(x"m’x""’—xpm’x"
6)»’(‘""""‘;"""";""’&) |

Nétese que la definicion es consistente con la regla de la cadena para funciones de
variable real, i.e.

2'f _«'9_(.«'91_)
axdy dx\ay (38

Obsérvese que, segiin la definicion, una derivada de segundo orden con respecto al
mismo argumento es idénticamente cero.

Como una notable consecueicia, s¢ observa que sc puede expandir una tuncién
empezando en el 0 (el arreglo que tiene todos los bits en cero), obteniendo una serie de
Maclaurin. Desarrollemos explicitamente este caso para un autémata celular elemental.

Sea x,(1) un sitio cualquieray x,_,(¢), x,,,(¢) sus vecinos mis cercanos al tiempo t.
Localmente se tiene

()= £ (5 (0x,(0),x,.,(0)) (39
La expansién en serie de MacLaurin de f, a tercer orden, esth dada por
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x(+ 1) = £(0,0,0)®
af
ax

A
ax,

® x,(1) A

x,, () A ®x,,(1)n .

{0,0,0) (X3}
alf
@ x, Ax,, A —67,—6_;,—:

-1 I(c,ﬂ.o) (n,0,0)

2'f
%, x,, () A PRI
atf
ax,0x,,,

®

{0.0,0)

{0,0,0)
a’f

0%, ,0x,0% 1y

® x,. (D) x,(t)rx,, (1) A

(0,0.0)

() ax, () A

{0.0,0)
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APENDICE B

En el presente apéndice se muestra el programa para efectuar el céiculo
del valor de la densidad a tiempos largos, mediante una teorfa de campo
medio. El programa se desarrollé en un paquete para mateméticas llamado
EUREKA The Solver, ver 1.0. En el gjemplo se muestra una corrida para el
ACELM 18 el cual difiere del valor experimental en un 4%.

n




ARARARAG ARG RAGEARANRORANANAS . LALXTT TS

Eureka: The Solver, Version 1.0

; TEORIA DE CAMPO MEDIO PARA AUTOMATAS CELULARES ELEMENTALES
; El ejemplo suiguiente es para el ACELM 18
; Define la funcién de cambio de 0 > 1

Gamma = (q*3)°'AND(1,R0) + p*(q*2)*AND(1,R1) + p*(g*2)'AND(0,R2) +
(p*2)*q*AND(0,R3) + p*(q*2)*AND(1,R4) + (p*2)*q*AND(1,RS) +
(p"2)*G*AND(0,R8) + (p*3)*AND(0,R7)

; Define la funcién de cambio de 1--> 0

Gamma0 = (q*3)*AND(O,NRO) + p*(q*2)*AND(O,NR1) + p*(q*2)*AND(1,NR2) +
(P*2)'a"AND(1,NR3) + p*(q*2)"AND(O,NR4) + (p*2)*q*AND(O,NR5) +
(p"2)°q*AND(1,NRS) + (pA3)*AND(1,NR7)

; Condicién de equilibrio

DeitaRo = Gamma1 - Gamma0 = 0
; Condicién de normalizacion
q=1-p

; Define las funcionea NOT y AND

NOT(X) = ABS(X-1)
AND(AB) = A*B

; Inicializaciones
 Inicia of vaior de la regls

R0O=0 ; Define la regla an binario del ACE (18 caso particular)
Ri=1
R2s0
R3=0
R4=1
RS§=0
R6=0
R7=0

NRO = NOT(R0) ; Define Ia regla en binario NEGADA del ACE
NR1 = NOT(R1) :

NR2 = NOT(R2)

NR3 = NOT(R3)

NR4 = NOT(R4)

NRS = NOT(R4)

NR6 = NOT(R8)
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Solution:
Variables Values
DeltaRo = -1.0737522e-12
Gamma0 = .29289322
Gamma1l = ,29289322

.20289322

p

q 70710678

Maximum error is 1.0737522e-12

™ ESTA TESIS WO DEBEL
SALR DE LA BISLIGTECH
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APENDICE C

TECNICA DE MULTI-SPIN (MULTI-SITE CODING MSC)

El estudio de ACs requiere del uso intensivo de computadoras. Se selecciona una
regla 6 cddigo y una configuracién inicial cualquiera y se sigue una evolucion temporal en
lo que se conoce como un experimento computacional. Este proceso genera una gran
cantidad de operaciones Booleanas, lo cual hace lento ¢l proceso para determinar sus
propiedades estadfsticas. En este sentido, se hace imperante el desarrollo de una técnica que
permita un manejo efectivo de fa memoria de la computadora, En este apéndice se explica
una de estas técnicas.

La técnica de multi-spin (MSC), produce una economia en el uso de memoria y
mayor eficiencia pues por un lado, la regla de transicién, es expresada solo por operaciones
que involucran corrimiento de bits lo cual reditiia en mayor rapidez y por otro, s utilizan
todos los bits de la palabra de memoria, evitando desperdicio de espacio en la memoria de
la computadora,

La idea fundamental es “empaquetar” un conjunto de variables en una sola palabra
de memoria. Una palabra de memoria puede estar formada de 16 a 64 bits (en
microcomputadoras), dependiendo de la méquina, y elaborar su valor siguiente como un
todo.

Para el caso unidimensional, se puede considerar el espacio de configuraciones del
AC, como una red de L sitios o celdas, segiin se muestra en la figura 35,

Xy X300n woree Kap X,

Figura 35: Red unidimensional de L, coldas.

Esta red se puede implementar con un amreglo unidimensional de longitud L, donde
cada entrada sea de tipo byte, entero o word. Sin embargo, cada celda solo tiene que
almacenar un digito binario; con lo que estarfan inutilizados, para una pelabea de longitud
P, los P-1 bits restantes, lo cual se muestrs en la figura 36.

bs PPl wdl

P‘R. essessense

Figura 36. Arregle unidimensions! do longitud L, dende cads ontrade see do tipe byte, entere ¢ werd.
Sin embarge, cade colde solo tiene que almassnsr ua digite bissrie; con s que sstariss inviilisades,
pora una palabra de longitud P, los P-1 bits restentes




Asl, almacenando ¢! valor de un sitio en un bit de una palabra de memoria, haciendo
uso de la descripeion de la regla f mediante una férmula canénica, c.f. capitulo 1, y usando
operaciones de bajo nivel NOT, AND, OR y XOR; la funcion de asignacién de estados
actiia sobre ¢l paquete completo de variables logrando una operacion mds eficiente.

En lo que sigue x; indica el valor del i-ésimo sitio, al tiempo t, en una red
unidimensional de longitud L,

Los valores que toma cada sitio, para un AC Booleano sélo pueden ser 0 6 1, asf que
cl valor por sitio pucde scr almacenado en un bit. Los bits, en cada palabra son indicados
con letras minGsculas; las palabras de memoria se indican con letras mayisculas y arreglos
de palabras con letras maytsculas con subindices come W, . Todos los arreglos inician en
cero.

En relacién a lo anterior, una palabra cualquiera puede ser representada por

W= (o)

donde Nb representa el nimero de bits en la palabra. Nétese que ¢l orden de los bits en una
palabra es el adecuado para leerlos como un mimero en base 2 en direccién izquierda-
derecha.

Si el nimero de palabras requeridas para almacenar un renglén de la configuracién
es denotado por Nw y el niimero de celdas en un rengléon es Ne, entonces:

Nc =(Nb)XNw) (40)
ALGORITMO

Sea P la palabra de memoria , que contiene Nb sitios. Por el momento, no es
relevante cual es la correspondencia entre sitios en la palabra P con su posicion en la red,
pues €sta €3 uno-a-uno. :

El problema se reduce, a construir una estructura en la cual todos los elementos de la
red queden colocados en la palabra adecuada pars procesarse sincrénicamente, usando
solamente operaciones Booleanas para cada uno de los bits y con cada palabra genérica.

Hay muchas formas en las cuales se pueden asignar los sitios x; - de la red, en cada
bit de la palabra P, , empero la tarea de construir los sitios vecinos de los sitios
almacenados en Ia palabra central debe ser tan econdmica como sea posible. El objetivo
final es tencr los valores de los sitios que pertenecen a la vecindad de los sitios de la
palabra P, en los bits adecuados de las palsbras P, y Py, .

Lo indicado anterionments, se pusds lograr mediante la asignacion del primer sitio
de Ia red al primer bit de la primer palabra; el ssgundo sitio, al primer bit de Ia segunda
palabra.y asi, para todos los primeros Nw sitios. Las operaciones anteriores se repiten Nb
“veces en orden, pars almacenar los Nw sitios en los primeros bits de las palabras contenides
en}l‘?mlo, los siguientes Nw sitios en los scgundos bits de cada una de las palebras,
efc.

Para un renglén genérico, se tiene

FURD Tk e T o e




X,,n = ]"\ piws-wnr s X s Xower X
X,_, = 'Xj,(Nh-l)(.Vw—l)"" ’X/.zm«m X/.Nwm X/.II

(41
X[.Nw-l = |Xj,01"' 1 X[,INHO[’X/,INW, X

1 Nw

Considérese, como ejemplo, una red de Ne = 32 celdas. Sea P; un arreglo de
palabras necesarias para almacenar a la red en su totalidad. Si cada una de las palabras
euenta con 8 bits; de la ec.(40) se tiene que § = Nw = N¢/Nb = 4 palabras, En Ia fig.
37 se muestra esquematicamente cste caso.

01234567 89.. celdas wnd0 31

Palabra 1 Palabra 2 Palabra 3 Palabra 4

PALABRA & RECORRIDA 1 B4T A LA DERECHA

PO=NITNI51923 2 )
P{I):= 0481216 20 24 28
P 1591317202529
PR):= 26101418 2226 30

Pg= 3nns s aan PALABAA | AECORAIDA | BT ALA Z9UEROA
P5):= 481216202428 0 ¢

Figura 37, Red de Nc = 32 coldas. P, arregio de i pelabras necesarias pars almaconsr o Jo rod on su
totalidad. Si cada wss de las palebras cuents con 8 bits, 00 tieme que | = Nw = Nc/Nb = 4
palabras

Obsérvese, de la figura 37, que a fin de implementar las condiciones periddicas a la
frontera, los vecinos al oeste de los sitios de la primera palabra, X, ;= 1), estdn contenidos
en la Gltima palabra, X, . = P(4), un comvimiento circular de un bit a la derecha de esta
palabra y un corrimiento circular de un bit @ la izquierda de la palabea X, ; pues los vecinos
al este de la palabra X;.,; esthn en X, o ; sseguran la condicion.

La forma de asignar valores a través del tiempo, es aplicando Ia ec. (41), & todas y
cada una de las palabras que representan la red; i.c. s aplica Ia funcion de asignacion desde




1 hasta Nw, la cual se establece mediante ¢l desarrollo en seric de MacLaurin de derivadas
Booleanas, ¢.f. apéndice A.

Este esquema de almacenamiento puede ser usado, con algunas modificaciones, en
cualquier dimension; tanto para ACs Booleanos clementales y totalfsticos como para los
que no lo son. Inclusive, puede ser adaptado para vecindades mucho mayores.

En la tabla 11 se presenta una comparacion de los tiempos obtenidos en la
actualizacion por sitios en la técnica estdndar y la MSC para los ACE 18 y 90 para redes de
208 sitios, a partir de cstados iniciales al azar con densidades de .5, con ticmpos de
evolucioén de 600 pasos.

Tahla 11, Comparacién de tlempos de actualizacidn por sitio para redes de 208 sitlos para los ACEs 18
y 90, haciendo uso de Ia técnics esténdar y s MSC

AUTOMATA | T. ESTANDAR (seg.) | MSC (seg.) ]| COMPARACION |
90 26510 22X10° K]
% 27107 2ix10° i3
18 265107 19x10° 13
18 2I%10° 1.9%10° 14

En la columna marcada con autémata, se presenta la regla con la cual se efectus el
experimento, primero desde un estado al azar, scgundo desde un estado con un solo sitio
con valor 1, Las columnas con los titulos T. estandar y MSC, representan los tiempos de
actualizacién por sitio. En la columna de la extrema derecha, se presenta la comparacion
entre ambos tiempos tomado como el cociente de la columna T, estdndar entre la MSC,
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TABLA 12, CANTIDADES ESTADISTICAS PARA ACELMs CLASE 3

REGLA - +0p. p.CM]| m S, 10, 7y
8 10235 L0006 | 02928 ] 0524 | 053260006 | 0.739687
2 10343 £0.00 04226 | 0.710 | 3505+ 0003 | 1097195
54 104780004 | 05000 | 0326 | 0349310002 | 1097195
90 10500 £ 0003 | o0s000 < [ 050160002 | 0692277
127 10304 £ 0000 | 06180 | 0.848 | 05000002 | 0.692224
26 {0503 £ 0000 | 06666 | 0.916 | 050020002 | 1097197
146 (0254 £ 0006 [ 1.0000 | 0600 | 0s308+0002 | 0.802808
150 10.5059 0.5000 - | 03466 £0002 | 1097238

En la tabla 12 se muestran los resultados estadisticos obtenidos a partir de Ia evolucién espacio-temporal
de los 8 ACELMs clase 3. En todos los casos, se parte de una configuracion inicial al azar donde la probabilidad
por sitio de tomar valor 0 6 | es de ', salvo las densidades a tiempos largos donde se parte de densidades
variables. Los experimentos computaclonales se efectuaron en redes de 8192 celdas, con condiciones periddicas a
la frontera, tiempos de evolucion de 5000 pasos y 15 repeticlones del experimento computacional.

La columna con el titulo p_ + §p  muestra el valor de la densidad ssintdtica a tiempos largos de sitios
con valor | y la incertidumbre asoclada a lamedicioncon p (0) = 0.5.

La columna con el titulo p_C. M ,, representa los valores de la densidad al infinito obtenidos a partir
de la aplicacion de una aproximacién de campo medio.

La columna etiquetada con m muestra los valores de la pendiente de la recta obtenida a partir de un
ajuste medlante regresion lineal a las graficas experimentales de H contra ¢. Las celdas marcadas con - Indican que
¢l ACELM es aditlvo lo que produce una grifica de H contra t en |a cual hay picos y por ello no es posible hacer
un ajuste por regresion lineal.

La columna etiquetada con S, + 8S,, muestra sl valor asintdtico de la entropia de bloque 8. Esta
entropla se obticne mediante 1s division en bloques de longitud 8 , y luego se evalia la cantided descrita en la ec.
(11). El valor de la entropla parece decrecer asintdticaments con la longitud del bloque, pormitiendo localizar
algunas cotas para 8, conforme el tamafio del bioque sumenta.

La columna bajo e titulo A, muestra ¢l valor de los exponentes de Lyapunov mximos de ACELMs
clase 3 obtenido mediante un producto de matrices Jacoblanas tridiagonales aleatorias.
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TABLA 13, CANTIDADES ESTADISTICAS PARA ACTs CLASE 3

CODIGO _+op, | p.C.M m S, £8S, A
2 0.2‘90?77%65 03312 [0.633 L0005 | 067 L000 | 069977

6 10355000 0.4877 119£0.005 | 057008 0.69628
10 {0466 £0.00 04738 | 87310004 [ 0961002 | 0.69209
12 10501£000 05723 ]0.709£ 0009 | 058£0.09 | 069209
14 1047710.00 0.6199 166£0.00 034008 0.63651
18 [0.394 £0.002 03121 1536£000 10901002 0.71163
22 105371000 05781 66110004 [ 0.78£00 0.91674
26 [056310.002 06825 |1 154004 0.73£00 0.69628
2% (052210004 07487 |09801 0005 | 0490071 047512
30 1051310006 07512 . 0401005 0.83023
3 710350+£000 10 07710004 [ 05600 0.63279
3 10498+ 0.00 10 92510006 | 060X000 | o350
2 10497£000 1.0 - 0931002 0.72767
4 |03598£0.002 1.0 399+ 0005 | 065100 033767
6 10.6431£0.00 10 032310003 | 0571009 0.7786
50 10406+0.00 1.0 468000 | 0871002 1.08977

En la tabla 13 se muestran los resultados estadisticos obtenidos a partir de la evolucion espacio-temporal de los
16 ACTs Ciase 3. En todos los casos, se parte de una configuracién inlcial al azar donde la probabilidad por sitio de
tomar valor 0 6 1 es de %. Los experimentos computacionales se efectuaron en redes de 8192 celdas, con condiciones
periodicas a la frontera y ticmpos de evolucién de $000 pasos.

La columna con el titwlo p, + 8p, muestra el valor de la densidad asinttica » tiempos largos de sitios con
vaior 1 y la incertidumbre asociada a la medicion.

La columna con el titulo p_C, M ., representa los valores de la densidad al infinito obtenidos a partir de la
aplicacion de una aproximaclon de campo medio.

La columna etiquetada con m muestra los valores de la pendicnte de la recta genorads al graficar H contra t para
los ACTs clase 3, obtenida a partir do un ajuste mediante regresion lineal a las grificas experimentales. Las celdas
marcadas con - indican que el ACT tlene un comportamiento, en cuanto a la distancla de Hamming se refiere, similar a
un ACELM aditlvo lo que produce una grifica de H contra t en la cual hay picos y por ello no es posible hacer un ajuste
por regresion lineal,

La columna etiquetads con S, + §5,, muesira ¢l valor asintdtico de Ia entropis de bloque 8. Ests entropia se
obtiene mediante la division de la red en bioques de longitud 8. El valor de la entropia decrece asintéticaments con la
longitud del bloque, permitiendo focalizar algunas cotas para S, conforme el tamafio del bloque sumenta.

La columna bajo el titulo A, muestra al valor de los exponentes de Lyspunov miximos de ACTs clase 3
obtenidos mediante un producto de matrices Jacobisnas aleatorias.

13}
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