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INTRODUCCION

Por lo general, en los cursos de Célculo Diferencial ¢ Integral! que se imparten en la Facultad
de Ciencias de la UNAM, hay estudiantes de las carreras de fisica, mateméticas, ciencias de In
computecién y actuarfa?, Sin embargo, la poblacién estudiantil més grande corresponde a la

carrera de actusatfa.

El (ndice de reprobaclén en dichos cursos es muy alto y s} se considera que la mayorfa de los
estudiantes corresponde a la carrera de actuaria podemos decir que s mayorfa de los estudiantes
que reprueba chleulo son estudiantes de actuarfs; Ia rozdn de este alto fndice de reprobacién
se debe a diversas causas, que considerando sélo el lado del estudiante pueden scr: la mala
preparacitn en el nivel medio superior, la falta de estudio de la materis, Ia falta de interés, el
poco tiempo que le dedican a su estudio y I falla de asistencia a las clases.

Al considerar que los cursas de célculo tradicionales influyen de manera importante en e!
alto (ndioe de reprabacién de la materia, y dado que el enfoque comin se da a través de temas
de la fisica o de las matematicas ( lo que es muy natural ya que fueron los problemas fisicos,
principslmente, los que dieron origen al célculo), dicha motivacién no es suficiente para los
estudiantes de actuarfa, pues oons!dcmn que ¢l cdlculo tiene poca splicacién a su discipline,
Es clerto que algunos profesores incluyen en su exposicién algunos problemas adecuados para
motivar a Jos estudiantes de actuaria pero, generalimente, no es suficiente ya que la inclusion de
tales problemas a veces no es natural o resulta ser tardia y cuando se llega & estos problemas,
o interés en los estudiantes por Joe cursos de cdlculo ha decaldo,

1P la exposicion se dird, en adelante, sdlo Caleulo en lugar de Célculo Diferencial ¢ integral.
En mts discipling, intervienen las siguientes: 1natemsticas, seguras, economis, demografla, informétics y
finansas. .



E) presente trabajo tiene por objeto que los estudiantes de actuarin encuentren una mo-
tivacién més genuina, con base en problemas similares a Jos de Ia fisica que dieron origen al
cdlenlo, pero con otro tipo de lenguaje, ¥ n ejercicios que les ayuden a desarrollar y reafirmar
los conceptos bésicos del céleulo y, adeinds, que los estudiantes de fisica y inatematicas también

puedan tencr un panorama més amplio en cuanto a Ia aplicacién que se le pucde dar al cdleulo.

En este trabajo se presenta una exposicion de cdmo se pueden enriquecer algunos temas
del cdlculo, sln pretender que se impartan cursos dirigidos solo a esta especialidad, con lo que
se espera que e} estudiante de actuaria, que lleva un curso clésico de cdlculo en la Facultad de
Cienclas, cuente con un material propio extra clase que le ayude a cntender y fijar los conceptos

vistos en el aula, puedn mcjorar su rendimiento.

Asimismo, se pretende que el profesor de cdlculo tenga un material que le ayude a enriquecer
el enfoque de su materia y que, aparte de motivar a sus alumnos de actuaris, brinden més
posibilidades de aplicacidn a los alumnos de otras carreras y asi puedan apreciar mejor la
potencialidad del chlculo. De esta forma se considera que se ayudaria a abatir el fndice de
reprobacion anteriormente sefialado.

El primer capltulo consiste en una sugerencia de como debe ser Ja estructura de un prorama
de estudios, en los siguientes capitulos se muestran diversas aplicaciones de los temas de fun-
clones, derivadas, m&ximos y mfnimos, dibujo de graficas, integracién, ecuaciones diferenciales
ordinhrias de primer orden y una introduccion a varies variables,



Capitulo 1

PROPUESTA DE UN
PROGRAMA DE ESTUDIOS.

El tema de 1a presente tesis, fue motivado al observar el alto fndice de reprobacién que se da
en los cursos de clculo diferenclal e integral que se imparten en 1a Facultad de Cienclas de la
UNAM.

Si se considera que ¢l mayor nimero de estudiantes de la Facultad de Ciencias, corresponde u
la carrera de actuaris, resulta natural deducir que el mayor mimero de estudiantes que reprucba
dicha materia deben ser los de actuarfs.

Como I base de un curso de matemiticas es el programa de estudios, se analizd el que
sctualmente prevalece en la materis de chlculo y se observé que existe una notable carencia
de aplicaciones a todas las disciplinas (matemélicas, fisica y actunris), asf como una pobre
estructura en su contenido, Con respecto a esta Ultima parte se propone que los programas de
mateméticas tengan Ia siguiente estructura:

$ ) Un contenido de motivacidn, el cus) puede estar representado por problemas, de tipo
histérico o de aplicaclén actual, que dan, o podrian dar, origen 'a la creacién de la disciplina en

3



cuestidn y que justifican el estudio de la materia,

i ) Desarrollo del niicleo temdtico, que corresponde, propismente dicho, al contenido de los

temas de la materia que se deben aclarar en cada caso,

iit ) Aplicaciones. Las que deben abarcar a las diferentes ramas del conocimiento humano,

iv ) Desarrollo ulterior. Donde se plantean las diversas generalizaciones de algunos concep-

tos, aunque sea de manera intuitiva.

v ) Bibliografia comentada, La cual debe estar actualizada y justificada.

Ademés, debe sugerir distintas rutas, siempre que sea posible, para la enscfianza de la
materis en cuestién. De esta manera se tendré una gufs para el profesor y una ayuda para el
estudiante.

En el presente trabajo se muestra las aplicaciones relacionadas con la carrera de actuarfa,
en las materias de cdlculo. Con esto se pretende que el curso de célculo se enriquezca y ayude
a los alumnos de actuarfa & mejorar su rendimiento en I materia,

Lo que NO se pretende es que hays un curso de céiculo para actuarios. Se croé, ademis,
que los alumnaos de fisica y mateméticas también serén beneficiados al conocer otro tipo de
aplicaciones de la materia que estudian,

los temas que se desarrollan en Ia tesis son aquélios que se prestan para dar ejemplos que
se relacionan con la carrera de actuarfa y son los de funciones, derivadas, dibujo de gréficas,
méximos y minimos, integracion, ecuaciones diferencisles de primer orden y una generalizacién
de! concepto de derivada en varias dimensiones.
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Capitulo 2

FUNCIONES.

El capitulo que se presta, de manera natural, para comenzar a presentar ejemplos relacionados

oon la materis de actuarfa es el de funciones, por lo que es el que aparece en primer lugar,

Cuando se produce un blen o se presta un servicio se genera un cosfo para una organizacion,

que puede ser de tipo comercial, industrial, etc,

2.1 Funciones Costo.
Ahora se considera distintos tipos de costo, que son funciones del siguiente tipo;

2.1.1 Funcién costo total.

La funcién costo total Q(z) es una relacidn cuyo dominio es un subintervalo A de R* que
representa Ia cantidad de produccion y cuyo codominio es R = (0,00)}, es decir,

, + +
Q:Ac ’i :’un)

Esta funcién represents el dinero que sale de una orgenizaci6n y se encuentrs definida en
términos de dos componentes : costo variable y costo fifo. Donde los costos variables representan
los oostos de Jas materias primas y los costos relacionados coh la mano de obra, entre otros; los

'En }a expasicién se, expresatd R = (0,00), en adelante, sdlo como R*.
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costos fijos representan los costos en los que se incurre, por cjemplo, por concepto de renta del
edificio y manutencién de la organizacién. Ambas componentes deben sumarse para obtener el

costo total, asf:

Costo total = Costo variable + Costo fijo

Observacidn : Es claro que el dominio de la funcién costo es un subconjunto de los mimeros
reales (en la préctica es un conjunto discreto); por esta razén los economistas aproximan las

funciones definidas en este conjunto por medio de métodos estadisticos o por extrapolacio.

Las funciones costo tratadas en este contexto son polinomiates o exponenciales y sus propicdades

son:

1.- Cuando la cantidad de unidades producidas z es igual a cero, el costo total es nulo o
positivo, es decir Q(0) > 0. Si Q(0) # 0, entonces Q{0) representa los costos fijos de produccion.

2.- El costo total es no decreciente { se incrementa a medids que aumenta z) y dentro de
un intervalo en donde el costo de los insumos es constente, 18 funcién oosto total es creciente..

3.- Si 1a funcién costo total es exponencial o polinomisl a lo inés de grado dos, entonces, el
ocosto total por producir una cantidad grande de cualquier articulo alcanza un punto a partir
del cual sl  crece, 1a funcién oosto total crece con mayor rapidez, sin embargo, para funciones
costo total, polinomiales, de grado mayor que dos el comportamiento puede ser distinto, como
es el caso de 1a funcion costo total cibica, como se puede ver en la pégina ( ) de la seocion sobre

¢l dibujo de grdficas.

Considérese un costo total dado por la siguiente relacién

Q@)= (a+b)z+cy.

donde a representa los costos de la materia prims, b los tostos de la mano de obra y ¢; los

costos fijos, asf tenemos los siguientes



EJEMPLOS :

1.- Una empresa desea adquirir un auto mds, para el reparto de sus productos; el cost
de adquisicién del nuevo auto es de $50,000 se ha estimado que el costo por operar el auto cs
de $2 por kilémetro recorrido y que puede recorrer 100,000 kilémetros antes del primer ajuste,
Determinar la funcién costo total para este caso, considerando la obtencién y operacién del
huevo auto.

Solucidn:

50,000 representa el costo total fijo.

2 representa el costo total variable,

Sea z el mimero de kilémetros recorridos, entonces :
Q(z) = 2z + 50,000 donde z € (0, 100 000) C R*.

representa el costo del auto al recorrer z kilémetros,

2.- En una fébrica se deses encontrar la funcién costo total Q(z) para una miquina que
tiene un valor en libros de $10,000, un costo por combustible de $5 por semana, un costo por el
pago del operador de §10 por semana y cuenta con garantfa de 5 afios. Determinar la funcion
costo total que represente el caso anterior.

Solucidn:
Seca z el mimero de semanas que va a estar en funcionamiento la méquina, 5 afios son 260

semanas, entofioes,
Q(z) = 162 410,000  donde z € (0,260) C R,

representa el costo de la miquina si se utiliza z semanas,



2.1.2  Funcidn costo promedio,

Anteriormente se defini6 la funcién costo total Q(z). Ahora se define una funcién g(z) que se

Nama funcidn costo promedio, Ja cual se refiere sl costo por producir una sola unidad, es decir,

q:AC Rt R

z - q(e)

donde,

ol = 9.

Es claro que los valores de) dominio no son arbitrariamente grandes ya que representan la
cantidad de produccién de un articulo, y la cota superior de dicho intervalo estd determinada

por el productor al tomar en cuenta la cantidad méxima que puede producir,

EJEMPLOS
Determinar la funcién costo promedio de las funciones vistas en los ejemplos anteriores.
1.- La funcién costo total esté representada por

Q(z) = 2z + 50,000
1a funcién costo promedio es,
50,000

Qz)=2+ ‘z ,  donde z € (0,100 000) C 2+,

que representa el costo del auto por cada kilémetro recorrido.

2.~ La funcién costo total estd representada por
Q(z) = 15z + 10,000

la funcion costo promedio es,




10,000
b

Qz) =15+ ,  donde z € (0,260) C RY,

que representa el costo semanal de la méquina,

2.2 FUNCIONES DEMANDA E INGRESO.

2.2.1 Funcién demanda.

Definimos como demanda a la cantidad de un srtfculo que un individuo esté dispuesto a comprar
en un precio especfico.

La funcidn demanda d = z(p} es una relacién matemética que expresa la variacién de
demanda de un producto, que cambia segiin el precio al que se venda, donde su dominjo es un

subintervalo B de R* que representa el precio del articulo y cuyo codominio es R, es decir,
z:Bc Rt Rt |
p - 2

donde z(p) es Ia funcién demanda que representa la cantidad demandada en funcién del precio.
Observacidn : Anflogamente a lo que sucede con los costos, et dominio de 1s funcién de-
manda es un subeonjunto de Jos niimeros reales (en la préctica es un conjunto discreto); por
esta razén los economistas apraximan las funciones definidas en este conjunto por medio de
métados estadsticos o por extrapolacién.
De lo anterior podemos determinar la funcién inversa ( que también es una funcién demanda
d = p(z)) que es,

V' R BCR
z - plz)

donde p(z) representa cl precio en funcién del wirmero de unidades demandadas z.
La ley de demanda dice que es invariable utilizar e} precio en funcién de la cantidad o utilizar

la cantidad en funcién del precio, por tanto ias funciones demn'nda anterjores son equivalentes.
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2.2.2 Funcidn ingreso total.

E) ingresa de una organizacién cs ¢l dinero que se obtiene por Ja venta de sus productos o por
la prestacion de sus servicios,

El ingreso total R s una relacidn cuyo dominio es un subintervalo D de R que representa
la cantidad vendida y cuyo codominio es R*, es decir,

R:Dc R*- R
H -~ R(z)

Para cuslquier funcién demanda p(z), el ingreso total sera el producto de z por p{z), csto

R(z) = zp(z),
donde el preclo de venta varfa segin el nimero de unidades vendidas.

Propiedades de las funciones ingreso:

1.- La funcién ingreso total depende de la funcién demanda que depende del nimero de
unidades vendidas, es decir, el ingreso depende del precio al que se venda las unidades,

2.- Si tenemos una funcidn demanda que sea un polinomio de grado n, 1a funcidn ingreso
total es siempre de grado n + 1.

3.- Cuando la cantidad demandada = aumenta, e} ingreso total es creciente hasta un punto
z*, de la demanda, a partir de! cua! decrece.

Considérese una funcién demanda dada por la siguiente relscion

z(p)=b-ap donde pe€(0,b/a),

b representa la demanda total y a es una constante que nos indica cdnio cambia 1a demanda al

incrementarse en una unidad el precio, con lo que tenemos los siguientes

10



EJEMPLOS
1.- Una empresa cuenta con 5,000 artfculos disponibles para su venta y calcula que por
unidad de cambio en el precio, In demanda varia en 10 unidades, determinar la funcién demanda
que represente el caso anterior.
Salucidn:
Como la cantidad mé&xima que se puede vender es 5,000 y como a cada unidad de incremento
en el precio la demanda disminuye en 10 unidades, la demanda queda representada por la funcién

z(p) = 5,000~ 10p  donde p € (0, 500) C R*,

2.- Determinar la funcién inversa del ejemplo anterior y determinar la funcién ingreso total.
Solucidn:

La funcién inversa es,

p(z)=500—l—xa donde z € (0,5000) C RY

x representa |a cantidad de articulos vendidos y p(z) representa el precio del art{culo si se vende
z unidades.
La funcién ingreso total es,
]

R(z) =500z ~ -, donde z ¢ (0, 5000) C R*

que representa ¢} ingreso obtenido con la venta de z unidades.

3.- El precio de un seguro de vida varfa de scuerdo a la siguiente funcién de demanda,
p(z) = 3,000 ~ 20z, donde x € R¥ y representa Ia cantidad de seguros vendidos, determinar
1a funciéh ingreso total.

1



Solucidn:

El ingreso tota) queda representado por
R(z) = 3,000z ~ 202,  donde z € (0,150) C R*,

representa el ingreso obtenido al vender = seguros de vida.

2.2.3 Funcién ingreso promedio.

El ingreso promedio es el ingreso obtenido por cada unidad vendida y es una funcién r(z) cuyo
dominio es un subintervalo D de Rt y cuyo codominio es R*, es decir,

r:Dc Rt - R*

g - rlz)

donde,
zp(z) =p(z),

r(z) = T

asf, el ingreso promedio también representa un precio por unided. Es claro que la gréfica del
ingreso promedio es igual a Ja gréfica de la demanda.

EJEMPLOS
Determinar la funcién ingreso promedio de las funciones ingreso total de los ejemplos ante-
riores.
1.~ La funcion ingreso total es,
£
R(z) = 500z — o donde z € (0,5000) C R,
la funcién ingreso promedio es,

r(z) = 500 ~ Tzﬁ donde p € (0,5000) C R,

12



VRIS

y representa el ingreso promedio por la venta de un artfculo,

2.~ La funcién ingreso total es,
R{z) = 3,000z - 20z%,  donde z € (0,150) c R,
la funcién ingreso promedio es,
r(z) = 3,000 - 20z, donde z € (0,150) C RY,

y representa el ingreso obtenido por la venta de un seguro de vida,

2.3 FUNCION BENEFICIO.

2.3.1 Funcién beneficio total.

E} beneficio o ganancia de una organizacién es Ia cantidad de dinero que se obtiene al producir
y vender cierta cantidad de artfculos o servicios,

La funcién beneficio total G(z) es una relacién que tiene por dominio un subintervalo E =
ANnD de R* , donde A es el dominio de Ja funcién costo y D es el dominio de a funcién ingreso,
que representa la ganancia obtenida al producir y vender z productos y su codominio es R*,
s decir,

G:Ec R* - Rt
T - G(s)
donde,
G(z) = R(z) ~ Q(z).

Cuando el ingreso total es mayor que el costo total, el beneficio serd positivo; en este caso
se llama ganancia o wlilidad nela. Si el costo total es mayor al ingreso total, entonces se Jlama

pérdida neta o déficit.
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EJEMPLO
Un' actuario ha creado un nuevo diseilo para los seguros de vida . Segin sus estudios
realizados, la demanda anual de los seguros de vida dependerd del precio al que se venden, La

funcién de demanda ha sido estimada de la siguiente manera
z(p) = 100,000 - 200p  donde p € (0,500) C R',

z ¢s ¢l nimero de unidades demandadas al aiio y p representa el precio en pesos, Los estudios
realizados indican que el costo total de la producién de = seguros de vida durante un afio estd
representada por la funcién

Q(z) = 150 + 100z + 0.003z  z € (0, 100) C R*,

Se quiere formular 1a funcién beneficio G(z) que expresa la ganancia anual en funcién del
nimero de unidades z que se producen y se venden.

Para obtener la funcién beneficio total se tlene que desarrollar una funcién que exprese la
ganancia G(z) en términos del nimero de unidsdes demandadas z, para lo cual se cuenta con
1a funcién costo tots) Q(z) y, falta determinar la funcién de ingreso total expresada en términos
de z,

El ingreso total queda determinado por
R(z) = zp(z),

en donde aparece p(z) y, como lo que se tiene es z(p) entonces se procede a determinar z~}(p)
para expresar 8 p como funcién de z, es decir,

z(p) = 100,000 ~ 200p,

par tanto,



z7Y(p) = p(z) = 500 - 0.005z,  donde < € (0, 100 000) C RY,
Asf, 1a funcién ingreso total queda expresada de la siguiente manera,
R(z) = 500z ~ 0,005z,  donde z € (0, 100 000) C RY,

y la funcién beneficio total es

G(z)
G(z)

R(z) ~ Q(z)
~0.008z% 4 400z ~ 150  donde z € (0, 100) C R,

que representa la ganancia total G(z) en funcién del nimero de pélizas = demandadas y vendidas

en el afio.

2.3.2 Funcidn beneficio promedio.

El beneficio promedio es una funcidn g(z) que representa la ganancia obtenida al producir y
vender una unidad, ticne por dominio un subintervalo E contenido en Rt que representa ¢l
nimero de unidades producidas y vendidas, y tiene por codominio a R*, es decir,

g:Ec R* o Rt
- gs)
donde,

olz) = R(z) ;Q(z)‘

EJEMPLO
Determinar la funcién beneficio promedio del ejemplo anm‘ior.
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La funcién beueficio total es,

G(z) = ~0.008z* + 400z ~ 150,

entonces, la funcién beneficio promedio es,

g(z) = ~0.008z + 400 ~ 1_2_0 donde z € (0,100) C R,

lo que representa s ganancis o la pérdida al producir y vender un seguro de vida.

24 APLICACIONES A LA DEMOGRAFIA.

2.4.1 Grupos de edad.

En casi todas las funciones que se manejan en demogrsfia, la variable que se emplen es la edad
¢ de las personas, por esta razén es importante analizar los tipos de grupos de edad que se
utilizan,

Cuando se presenta informacion demogrifica clasificada por grupos de edad, por ejemplo
Ia informacién obtenida en un censo, los intervalos de edades suelen presentarse en dos formas
distintas.

La més general es Ia que se muestra & continuacion,

Grupos de edades Poblacién
0-4 m
5-9 P

16
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10-14 P3

En este caso los intervalos se refieren a los sfios cumplidos por las personas. Es claro que
la variable ¢ (edad cumplida) sélo puede tomar valores discretoe y los intervalos de edad son
cerrados,

Otra forma, menos empleada, es la siguiente:

Grupos de edades Poblaclén
0-56 i
5-10 P
10 - 15 s

En cste caso los intervalos se refieren s edades exactas, La varisble ¢ (cdad exscta) es
continua y los intervalos son cerrados por la izquierda y abiertos por la derecha.
En demografia el tipo de funciones que se manejan son aproximaciones de tipo estadfstico a

17
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los puntos conocidos de las funciones utilizadas ya que sélo se conocen puntos de las funciones
por ser datos anuales o decenales y basados en experienclas estadfsticas,

E! objetivo de este tema consiste en sustituir Jas sucesiones de magnitudes, conio lo son las
de I tabla de mortalidad ({S;}, {d:}, {n:}) por funciones de significado andlogo, pero con todas
las propledades (continuidad, derivabilidad, etc.) que faclliten su manejo y su utilidad,

En demografia muchas funciones presentan un comportamiento esencialmente discontinuo,
como por ejemplo, la poblacién total N(t) (entre otras) que sélo puede tomar en el tiempo
valores enteros y positivos. No obstante, para trabajar con las herramientas del célculo se hace
la abetraccién tedrica de que la varlacién de la poblacién de estas funclones es continua, ya que,

aunque los datos son discretos, en la realidad se comportan de 1nanera continua,

2.4.2 Funclién supervivencia.

El conjunto {S;} determinado por la cantidad de persdnu de edad ¢ se puede sustituir
por Ia funcién S(t) definida para todos los valores conocidos de la edad ¢, generalmente los
mimeros enteros de los afios en que esta ltima cantidad queda definida?. Desde un punto de
vista préctloo, lo anterior equivale a ajustar una curva que pase por todos los puntos parn los
cusles se ha definido S;.

La funcién de supervivencia S(t) es una relacién cuyo dominio es un subintervalo A C R*
que consta de |a poblacién cuya edad es 1a que se considera y cuyo dominio es R* ¢} que consta
de la cantidad de personas de edad ¢, es decir,

. + ., pt
SiAC R By

Esta funcién representa 1a poblacién total de edad ¢ que sobrevive de una poblacién inicial
5(0), bajo ciertas condiciones de vida.

*En acluaria se considera que una petsona Liene iaedad 2 sl han pasado s 1o méa B meses de su cumpleafios
y que tene laedad 241 sl han pasado mds de 8 meses después de su cumpleaiias niimero z.

18



2.4.3 Funcién defuncién.

E) conjunto  {d;} determinado por la cantidad de personas que fallecen antes de cumplir la
edad t se puede sustituir por la funcién d(t) definida para todos los valores conocidos de
la edad ¢, generalinente Jos nimeros enteros de los afios en que esta Wtima cantidad quedn
definida.

La funcién de defuncidn d(t) es una relacién cuyo doininio es un subintervalo A ¢ R* cuyos
elementos representan la edad de Ja poblacidn que se considera y su dominio es Rt, el que
consta de Jos elementos que representan Ja cantidad de personas que fallecen antes de cumplir
laedad ¢, cs decir,

d:AC R* - R,
t o~ d(t)

Esta funcion representa la cantidad de gente que fallece antes de cumplir Ia edad t, bajo ¢l
supuesto de que no exlste migracidn y, estd dada por,

d{t) = §(0) - 5(¢),

es decir, La cantidad de gente que fallece antes de cumplir I odad exacta ¢ es )a diferencia de
Ia poblacién inicial y la poblacion total de edad ¢

Se han buscado expresiones analiticas satisfactorins para la funcién S(t), como por ejemplo
los ensayos de Bourgeois-Pichat® para representar la mortelidsd durante el primer afio de vida;
dicho autor obtuvo 1a expresin

5(0) - S(t) = a + blog(t + 1),

la que es vilida, sproximadsmente, de fines de) primer mes a fines del primer afio (expresando
8 ¢ en dfas) y que le ha permitido separar |as defunciones enddgenas (causs internas del propio

individuo que le causan la muerte, como son: probleinas de herencls, parto y embarazo) de las

oland Pressat, BY andieis demogrdfico, Fondo de culturs Bumdmlu,. 1983,
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ex6genas (causa externas del propio individuo que le causan Ja muerte, como son las condiciones

de vida); @ representn las causas endégenas y b lns exdgenas’,

2.4.4 Funcién poblacién total

El conjunto {N:} que consta de la cantidad de personas que integran una poblacién en el
tlempo ¢ se puede sustituir por la funcién N(t) definida pars todos los valores conocidos
hasta e} afio ¢, generalmente, Jos nimeros enteros de los afios en que esta iltima cantidsd queds
definida se determina mediante los censos de poblacién y bajo el supuesto de que no existe

migracién,
La funcién de poblacidn total N(t) es una relacién cuyo dominio es un subintervalo B ¢ RV

en cl que los elementos representan los afios en que se considera una poblacién y cuyo dominio
es RY el que consta de la cantidad de personas que sobrevive en la poblacién y los nacimientos
ocurridos hasta el aiio ¢, es decir,

N:Bc Rt~ R

¢ - N(l)’

esta funcidn representa la cantidad de personas en una poblacidn en el afio ¢,

Un modelo simple de poblacién total estd dado por
N(t) = N@O)(1 +i),

en donde N(0) es la poblacién inicial que se incrementa a una tasa anual de} i%.

EJEMPLO
Si se considera que en una poblacién 1a poblacién inicial es de 100 habitantes y crece a una

tasa anual del 3%, calcular la poblacion total cn el aio ¢ = 10.

4Existen estudion méa recientes de dicha funcidn pero para su andlisis se requiere de herramientas que cscapan
&l tema de funciones.
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Solucidn:

La funcién de poblacién total es de la forma
N{¢) = 100(1 + 0,03},
y la poblacién total en el afio t = 10 es,
N(10) = 100(1 + 0.03)'° = 134.4 personas,
pero, como no puede considerarse fracciones de personas, se considera que la poblacién total

en el aiio ¢ = 10 es de 134 habitantes,

Si se considera que la poblacion se incrementa continua y uniformemente en el transcurso

del afio, entonces la funcién de sobrervivencia toma la siguiente forma,
N(t) = N(0)e",

en donde N(0) es la poblacién inicial, r es la tasa anual de crecimlento de Ia poblacion y ¢ es
el aio en que se considera la pablacién,

EJEMPLO

Si una poblacién de 50,000 personss se incrementa continuemente en el tiempo a una tasa
anual de} 4%, determinar la poblacion total a) trancurrir 5 afios.

Solucidn:

La funcién de poblacién total es de la forma

N(t) = 50,000¢°%

y ia poblacién total en el afio ¢ = b es,

2



N(10) = 50,000¢°%®) = 61,070  habitantes.

2.4.5 PFuncién fecundidad.

J@)=c(z~s)(s+n—z)%; para 0<agr<stn

En donde f(r) es la fecundidad de acuerdo a la edad de las mujeres, z es la edad de la
: mujer, s e} comienzo de la vida reproductiva, n 1a amplitud del intervalo de reproduccién y ¢
3 un parémetro positivo que depende del nivel de 1 fecundidad o nimero de hijos promedio por
. Inujer.
f Esta funcién ha sido utilizada con frecuencia en modelos tedricos, por Wiiliain Brass®, para
l describir en forma sproximada Ia variacién de la fecundidad segin 1a edad de las mujeres,

EJEMPLO

Calcular 1a variacion de la fecundidad de una poblacién entre las cdades 26 y 30, si el
comienzo de a vida reproductiva es a los 15 afios, la amplitud del intervalo de reproduccién es
de 25 aiios y el nivel de lecundidad de dicha poblacién es de 0.5.

Solucidn

Con base en Jos datos anteriores, se tiene que la fecundidad de la poblacién es de,
f(z) = 0.5(z ~ 15)(40 - z)?,
la fecundidad de las mujeres de edad 25 es de,

£(25) = 1,125 nacimientos,

SW., Brass, The Demography of Tropical Africa, Princeton University Press, 1968, Capitulo 3, Apéndice A.
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la fecundidad de Ins mujeres de edad 30 es de,

J(30) = 750 nacimientos,

y la variacién de la fecundidad entre los 25 y 30 afids es de 375 nacimientos, es decir que, I

fecundidad disminuye en 375 nacimlentos en e} intervalo de fecundidad de Jas edades 25 y 30.
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Capitulo 3

DERIVADAS.

Cuando un fabricante tiene una determinsda produccién de un bien y observa que ésta es menor
que }a demanda de su producto, entonces requicre incrementar su produccién para satisfacer 1a
demanda, pero necesita saber si al incrementar dicha producci6n no se generan gastos excesivos
que disminuyan su ganancia y es as{ que aparecen los conceptos de costo marginal, ingreso

marginal y beneficio marginal.

3.1 Aplicaciones a la economia.

3.1.1 Costo Marginal.

El costo marginal es el costo adicional que se genera &l producir una unidad adicional de un

producto o servicio.
Ahora, supongamos que tenemos una funcién costo Q(z) que representa el costo por producir
z unidades, de tal manera que el costo por producir k unidades rdicionales es:

Qlz +h) - Q(z).

Al cociente
Q(z 4 h) - Qa)
h

4



se Je conoce como ¢l costo promedio por producir h unidades adicionales. Cuando existe el
lfmite del cociente anterior al tender h a cero,

iy Q@ +1) - Q(e)

x=0 h

t

sc le llama costo marginal por producir h unidades adicionales, es decir,

Costo marginal = Q'(z)

Como se analizé anteriormente, en la prdctica solamente se conocen puntos aislados de
la gréfica de la funcién costo, por tanto no es posible, en general, conocer la funcién que
corresponde a tales puntos de Ja gréfica de la funcién costo, es por eso que se recurre a utilizar
lo que se conace como e} andlisis marginal, que consiste en determinar el costo por producir la
siguiente unidad por medio de los puntos que se conocen en la gréfica, de la siguiente manera:

Al suponer que se tienen algunos puntos de cierta gréfica y que no se conoce la funcién costo
a la que corresponden no se puede calcular e} costo marginal al producir A unidades adicionales
pero, se puede calcular, por extrapolacién, el costo por producir la siguiente unidad, ya que se
conoce el costo en el punto z + 1 {ademés de conocer €l costo en el punto ), entonces, el costo
adicional por producir 1 unidad més es :

Q(z +1) - Q(z).

’

Si se considera que en la practica el dominio de la funcién Q es un subconjunto de los
nimeros naturales y por tanto que z + h € N', y que ademés, el punto més préximo a cero
es 1, entonces, podemos considerar una aproximacién al costo marginal dada por la relacién

anterior, de la siguiente manera,

Qlz + h) - Q(z) = Q(z).

'Qbserve que h se encuentra en los naturales,
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Cabe mencionar que, para que ésta aproximacion se ajuste a la realidad es necesario que
la gréfica de la funcién costo sea una curva suave, (dentro de determinado intervalo el com-
portamiento de Ia grafica no varfa mucho) y se requiere considerar, ademds, que se producen
solamente unidades completas (ver ejemplo 3). En el ejemplo 4 se flustra el caso en que la

funcién costo no es una curva suave,

EJEMPLOS

1.- Un fabricante de autos tlene una produccién z y e} costo total anual de la produccién

se describe por medio de la funcién
Q(z) = 100,000 + 1,500z + 0.2z

El costo cuando se producen 100 autos es de §252,00, Encontrar el costo marginal cuando
se produoe 1 auto més y determinar si es conveniente producirlo.

Solucidn;
Utitizando la definicién de costo marginal, se tiene que es

Q'(z) = 1,500 + 0.4z,
y €} costo por producir } auto més es,
Q'(100) = 1,540 pesos,

esto quiere decir, que si se produce 1 auto més, e} costo se incrementa en $1,540.

La funcién costo promedio es,

g(z) = 100;000 + 1,500 + 0.2z,

¢} costo promedio a} producir 100 autos es,



q(100) = 2,520 pesos,
como ¢l costo promedio de la produccién de 100 autos es mayor a] costo generado por producir

un auto mds, conviene producir la siguiente unidad.

2.- Supdngase que el costo de un artfculo depende de la cantidad = producida de acuerdo
con la funcién, Q(z) = z? + 2z + 2. Asf, el costo por producir 300 articulos es de $90,602,

Calcular el costo marginal por producir la sigulente unidad y determinar si es conveniente
producirla,

Salucidn:

La funcién costo marginal es, en este caso,
Qz)=2z+2
el costo marginal por producir 1 artfculo més es de
Q/(300) = 602 pesos,

la funcién costo promedio es, en este caso,

2
qlz)=z+2+ z'
y el costo promedio al producir 300 artfculos es

q(300) = 302.01 pesos,

es decir, el costo promedio es menor que el costo de la siguiente unidad, por tanto, no conviene

producir la siguiente unidad.
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3.- Utilizando ¢! andlisis marginal resolver el ejemplo anterior y comparar los resultados.
Solucion:

La funcién costo total es ~ Qz) =a? +2r 42,

el costo por producir 300 artfenlos s Q(300) = 90, 602 pesos,

el costo por producir 301 artfculos s Q(301) = 91, 205 pesos,

y ¢l costo marginal por producir | unidad més, después de las 300 unidades iniciales cs

Q(301) — Q(300) = 603 pesos,

esto quiere decir que el costo adicional al producir una unidad més es de $603 y como es mayor
que el costo promedio por producit 300 unidades, no conviene producir la siguiente unidad.
Comparando con el resultado anterior, Q(301) — Q(300) = 603 = 602 = Q'(300), se ticne

que la apraximacidn es buena ya que, la curva de ls funcién costo es una curva suave,

4.- L:a funcién-costo total por producir un articulo es Q(z) = 5¢%%, Ej costo por producir
50 artfculos es @(50) = 110, 132.33 pesos.

Determinar el costo marginal por producir la siguiente unidad, mediante el uso de la
definicién y mediante el anélisis marginsl.

Solucidn:

Por definicién de 1a funcién custo marginal @'(z) = %%

El costo adiclonal por producir 1 unidad mis es Q/(50) = 22,026.5 pesos.

Utilizando el snklisis marginal el costo por producir una unidad adicional es Q(51) -Q(60) =
24, 383.6 pesos.

Al comparar resultados, se tiene que Q'(50) # Q(51) — Q(50), asi, se tiene que en con-
traposicidn a lo obtenido en el ejemplo 3 esta aproximacitn no es buena, es de esperarse este

resuitado pues la curva de la funcién no es una curva suave,
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3.- Utilizando ¢ andlisis marginal resolver el ejemplo anterlor y comparar los resultados.
Solucidn:

La funcién costo total es  Q(z) = a? + 2z 42,

¢l costo por producir 300 artfculos es  Q{300) = 90,602 pesos,

¢l costo por producir 301 artfculos es  Q(301) = 91,205 pesos,

y ¢! costo marginal por producir 1 unidad mds, después de las 300 unidades Iniciales es

Q(301) ~ Q(300) = 603 pesos,

esto quiere decir que el costo adicional a! producir una unidad més es de $603 y como es mayor
que el costo promedio por producir 300 unidades, no conviene producir la siguiente unidad.
Comparando con el resultado anterior, Q(301) - Q(300) = 603 = 602 = @(300), s¢ tienc

que la aproximacion es buena ya que, la curva de la funclén costo es una curva suave,

4.- La funcién costo total por producir un articulo es Q(z) = 5¢93, El costo por producir
50 articulos es Q(50) = 110, 132.33 pesos.

Determinar el costo marginal por producir la siguiente unidad, mediante el uso de la
definicion y mediante el anélisis marginal.

Solucidn:

Por definicién de 1a funcién costo marginal @'(z) = ¢%%

E} costo adicional por producir 1 unidad més es Q' (50) = 22,026.5 pesos.

Utilizando e} andlisis marginal el coeto por producir una unidad adicional es @(51)-@(50) =
24,383.6 pesos.

Al comparar resultados, se tiene que Q'(50) # Q(81) — Q(50), asi, se tiene que en con-
traposicion s lo obtenido en el ejemplo 3 esta sproximacién no es buens, es de esperarse este

resultado pues la curva de la funcidn no es una curva suave.
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3.1.2 Ingreso Marginal.

De manera anéloga & la definicién de costo marginal se puede definir el ingreso marginal,
que es ¢l ingreso adicional obtenido por la venta de una unidad mas de un producto o servicio.
Observemos que si cada una de 1as unidades de un producto se vende al mismo precio, entonces,
el ingreso marginal siempre es igual al precio.

Ahora, supongamos que tenemos una funcién ingreso R(z) que representa el ingreso por
la venta de z unidades y z es la cantidad vendida, de tal manera que el ingreso por vender h
unidades adicionsles es,

R(z + k) - R(z).

Al cociente
R(z + h) - R(z)
h ]
se le conace como el ingreso promedio por vender h unidades adicionales y, si existe ¢l lfmite
del cociente anterior cuando h tiende a cero,

im

240

R{z + h) — R(z)
'l '

entonces, a este lfmitese le llama ingreso marginal por vender h unidades adicionales, es decir,
Ingreso marginal = I(z).

Andlogamente, como en ls funcién costo, en la prictica sélo se conocen puntos aislados de
In gréfica de Ia funcidn Ingreso, por tanto, no es posible en general, conocer la funcién que
corresponde & tales puntos de la gréfica de la funcién ingreso total, es por eso que recurrimos
(como en el caso de la funcién costo) al anklisis marginal, de la siguiente manera:

Al suponer que se tienen algunos puntos de clerta gréfica y que no se conoce Is funcién
ingreso a la que corresponden, no se puede calcular el ingreso marginal por vender h unidades
adicionales, pero se puede calcular, por extrapolaci6n, el ingreso por vender la siguiente unidad,
ya que se conoce e] ingreso en e} punto z+1, ademds de conover el ingreso en el punto z, entonces
¢! ingreso adicional por vender 1 unidsd mis estd dado por



R(z +1) - R(z).

Si se considera que en la préctica el dominio de la funcién i es un subconjunto de los
mimeros naturales y por tanto que = + h € N, y que, ademis, ¢! punto més proximo a cero
s 1, entonces se puede considerar una aproximacion al ingreso marginal dada por la relacién

anterior, de la siguiente manera,
R(z + h) — R(z) ~ R (z).

Cabe mencionar que para que esta aproximacion se ajuste a la realidad es necesario que
la gréfica de la funcidn ingreso sea una curva suave y sc requiere considerar, ademds, que se
venden solamente unidades completas,

Como z (nimero de unidades vendidas) y p ( precio unitario) son variables no negativas,
entonces R(z) es no negativa. Sin embargo, dR(z)/dz puede ser positiva o negativa ya que,
a medida que se incrementa la demanda, el precio tiende a aumentar, hasta que se llega a
un precio en el cual la demanda disminuye y por tanto el ingreso también disminuye; lo que
significa, que no obetante que el ingreso total es no negativo, éste puede aumentar o disminuir
a medida que se incrementa la cantidad de demanda.

EJEMPLO

Consideremos Ia funcién demanda p(z) = § - 3z , donde p(z) representa el precio unitaric
y = el mimero de unidades.
~ &) Determinar Ia funcién ingreso total.

b) Determinar la funcién ingreso promedio,

c) Determinar la funcién ingreso marginal.

d) Analizar las funciones anteriores,
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Solucién:

a) La funcién ingreso total es para cste caso,
5 3,
R(z) = 3= 3% donde z € (0,10/3).
b) La funcién ingreso promedio es para este caso,
5 3
r(z) = 373 donde z € (0,10/3).

c) La funci6n ingreso marginal es para este caso,

R(z)= g - gz, donde = € (0,10/3).

d) Obsérvese que para las funciones de demands linesles del tipo R(z) = a — bz, a medida
que |a cantidad de unidades = auments, el ingreso total también sumenta al principio, y poste-
riormente disminuye, mientras que el ingreso medio y el ingreso marginal decrecen linealmente
cuando crece la cantidad de unidades z. Asf mismo obsérvese que las gréficas de] ingreso medio
y del ingreso tolal se cortan en un punto (como se muestra en la figura 1), y ademds, con

excepcion de ese punto, la gréfics del ingreso maryinal se encuentra por debajo de la grifica

del ingreso promedio (Figura 2).
Ingeecs
r(x)=5/2-3/4x
' = - 2
174 R(x)=5/2x~3/4x
0 1 10/3

Figura )
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e r (x)=5/2-3/4%

5/2 N
R'(x)=5/2-3/2x

0 5/3 10/3

Figura 2

De lo anterior se puede ver que la gréfica de) ingreso marginal interseca sl eje z en un punto
que es el valor de la produccién total para el cus) el ingreso fotal es méximo, mientras que
la gréfica del ingreso promedio interseca al eje z en un punto que representa el doble de esa
produccidn.

El valor de la pendiente de la funcidn ingreso medio es Ja mitad del valor de la pendiente
de la funcién del ingreso marginal, lo que significa que el ingreso medio es 1a mitad del ingreso
marginal al intersectar ¢l eje z.

El comportamiento de todas las funciones ingreso cuadréticas es similar al comportamiento
anterior.

3.1.3 Beneficio Marginal,

La ganancia o beneficio marginal es !a diferencia que existe entre el ingreso marginal y el costo

marginal,
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La regla bésica que se utiliza para saber si se produce o no la signiente unidad es:

#) Si el ingreso marginal es mayor que el costo marginal, entonces, se producird la siguiente
unidad.

b) Si el ingreso merginel es menor que el costo marginal, entonces no se producird la
siguiente unidad, ya que el producirla generarfa pérdidas.

c) Si el ingreso marginal es igual 8l costo marginal, entonces tampoco se producird la
siguiente unidad, debido o que el beneficio ya es méximo, (se demostrara en la pégina () en la
seccién sobre maximos y minimos).

Si no se conocen las funciones ingreso total y costo total, entonces se requiere trabajar di-
rectamente con la funcién beneficio total, y asf, se define el beneficio marginal como la ganancia
que se obtiene al producir y vender una unidad adicional de un producto o servicio.

Ahora, al suponer que se tiene una funcién beneficio G(z), donde z es la cantidad de
unidades producidas y vendidas y G(z) es el beneficio por producir y vender z unidades, de tal
manera gue el beneficio por producir y vender h unidades adicionales es:

G(z + h) - G(z).

Al cociente
G(z + h) - G(z)
’l )

se le conoce como el beneficio promedio por producir y vender h unidades adicionales.
Si exiate el ifmite del coclente anterior cuando h tiende a cero, entonces a

lim G(z+ h) -G(z)'
-0 h

se le llama beneficio marginal por producir y vender A unidades adicionales, es decir,
Beneficio marginsl = G'(z).

Anélogamente, como en las funciones costo e ingreso, se usara el andlisis marginal para
determinar una aproximacién a la funcién beneficio marginal, de la siguiente manera:

Al suponer que se conocen algunoe puntos de clerta grifica de una funcién beneficio que no
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se conoce, por Jo que no se puede calcular el beneficio marginal al producir y vender h unidades
adicionales, pero si se puede calcular, por extrapolacion, el beneficio obtenido por producir y
vender la siguiente unidad, ya que se conoce ¢l beneficioen €l punto z + 1 (ademds de conocer
¢l beneficio en el punto z ), entonces, el beneficio adicional por producir y vender 1 unidad mds

s
G(z +1) - G(z).

Si se considera que en la préctica et dominio de la funcién G(z) es un subconjunto de los
nimeros naturales y, por tanto, que z + h € N, y que ademés, el punto més préximo a cero
es 1, entonces se puede considerar una aproximacion al beneficio marginal dada por la relacién

anterior, de la siguiente manera
G(z + h) - G(z) = G'(=z).

Cabe mencionar que para que esta aproximacion se ajuste a la realidad es necesario que
la gréfica de la funcién beneficio sea una curva suave y se requiere considerar ademés que se
producen y se venden solamente unidades completas.

EJEMPLO

5i la funcién de ingreso total es R(z) = 500z - 0,0052? , z € (0, 100 000), y ls funcidn costo
total es Q(z) = 160 + 100z + 0.0032?, z € (0, 500). Determinar la funcién beneficio marginal.
Solucidn:
La funcién beneficio total es para este caso,

G(z) = ~0.0082% + 400z ~ 150, = € (0,500)
al derivar la funcién anterior, obtenemos la funcién beneficio marginal,

G'(z) = ~0.016z + 400,



que representa la ganancia o pérdida al producir una unidad adicional.

3.2 APLICACIONES A LA DEMOGRAFIA Y A LOS SE-
GUROS.
Ahora se presentard en forma resumida algunas funciones que se utilizan en demograffa, las

cuales corresponden conceptualmente a la nocién de derivads. Para un andlisis mas amplio
puede verse el articulo de J. Somoza?.

3.2.1 Incremento anual de la poblacién N'(t).

El incremento anual de la poblacién es Ia cantidad en la que aumenta la poblacién al transcurrir
un afio y se define como la diferencia entre la poblacién total en el tiempo ¢ + 1 y 1a poblacién
total inicial en el tiempo ¢, dividido entre el intervalo de tiempo transcurrido, es declr,

AN(t)

A= N(t+1) - N(t).

Al suponer que }a poblacién se incrementa continus y uniformemente? durante el transcurso
de) aio, se obtiene el incremento medio anual de 1a poblacion, que est4 dado por

AN(t) _ N(t+4t) - N(1)
.V At !

al tomar ¢) limite de esta relacién y, si existe este limite, se tiene :

. AN(t) _ N(t+at) - N(t) _dN()
Af"—?o At "Af"["oo At B

?Jorge Somoes, Poblaciones tedricas, CELADE, Serie B, No.20, Santiago de Chile.
1.a poblacion se incrementa en la misma cantidad » cada insténte.

35



este limite, en demografia, representa el incremento anual de la poblacidn en el tiempo ¢, Esta

derivada también recibe el nombre de densidad anual de incremento en .

EJEMPLO

Dada Ia funcién de poblacién  N(t) = 6,0004-234¢ +9t2 4282  obtener el incremento anual
de la poblaci6n en ¢l tiempot = 1.

Salucidn:

La derivada de la funcion de poblacién es

N'(t) = 234 4 181 4+ 682,

al sustituir el valor de ¢t = 1 en la expresién anterior, se tiene
N'(1) = 258 personas,

es decir, en el transcurso de un aiio el incremento de la poblacién es de 258 personas.

3.2.2 Tuasa anual de crecimiento de la poblacién r{t).

La tasa anual media de crecimiento de la poblacién correspondiente a un intervalo (t,t +
At)  esigual al cociente del incremento medio de 1a poblacién en ese intervalo entre la poblacién

total, es decir,
r(t+A1) —r(t) _ [N(t+At) - N(1)] /At
At - N{t) !

donde

_ Ne+ a0 - N
r(t) = 0
y si existe el limite del cociente

[N(t + At) - N(t)) /At
N(t)
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centonees

(e Ay -r(t) . [N(e+ A - N /At N'(Y)
A{IT ) At =plim N(t) TN

que representa la tesa instantdnea de crecimiento de la poblacién, en el tiempo ¢ durante el

afio, conocida como la tasa anual de crecimiento de la poblacién,

EJEMPLO

Calcular 1a tasa anual de crecimiento en el momento ¢ = 1, de la funcién del ejemplo anterior,
Solucidn:

Como la funcién de poblacién es para este caso

N(t) = 6,000 + 234¢ -+ 98 + 263,

y el incremento de Ia poblacién es,

N'(t) = 234 + 18 + 62,
Ia tasa anual de crecimiento de la poblacién es,

6,000 + 234¢ + 912 4 2¢

"= Tmsen

al sustituir el valorde ¢ =1 en s expresién anterior, se tiene que
(1) = 0.04131,

que es el valor de la taza anual de crecimiento al transcurrir un afio, es decir la tasa de incremento
de la poblacién es del 4.1% anual,
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3.2.3 Densidad anual de nacimientos B'(t).

Dada la funcién B(t) que representa los nacimientos totales en el tiempo t, ¢t € N, los nacimien-

tos ocurridos durante el intervalo (¢, ¢ + At) estdn determinados por
B(t + At) - B(t),

y asf, el nimero de nacimientos promedio en el transcurso del tiempo (4, ¢ + At) es

B(t + At) - B(t)
At !

y si el limite anterior existe, entonces

i BlLHBY) - B)

— R
Al =0 At "B(t)i

que represents Ia densidad anual de nacimientos en el tiempo t. Observe que sl B'(t) 2 0

centonces B(t) es una funcion creciente.

EJEMPLO

Supongase que 8 funcién que representa los nacimientos de cierta poblacién es B(t) =
22% - 3z, calcular la densidad anua) de nacimientos en el tiempo t = 1.

Solucidn:

La derivada de la funcién de nacimientos es

B(t)=2r+2,
al sustituir ¢l valor de ¢ = | en |a expresion anterior, se tiene
B'(1) = 4 naclmientos,

es decir, en el transcurso del primer afio Jos nacimientos aumentan en 4 personas.
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3.2.4 Densidad anual de defunciones D'(t).

Si se considera que la funcion  D(t) representa las defunciones totales en el tiempo ¢, { € N,

entonces las defunciones ocurridas durante el intervalo (4, ¢ + At) estén dadas por
D(t + At) - D(t),

el mimero de defunciones promedio en el transcurso del tiempo (t,¢ + At) es

Dt +At) - D(t)
At :

y 6l el limite anterior existe, entonces

lim

D(t + At) - D(t)
At —0 At

= D'(!),
que representa la densidad anual de defunciones en el tiempo t, Obeerve que D'(t) > 0,entonces

D(t) es una funclén creciente.

EJEMPLO

Suponga que 1a funcién D(t) =z +22+10 representa laa defunciones de cierta poblacién,
calcular la densidad anual de defunciones en el tiempo t =1.

Solucidn:

La derivada de la funcién de defunciones es

D(t) =2z 42,
al sustituir e) valor de ¢ = | en la expresién anterjor, se tiene

D'(1) = 4 defunciones,
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es decir, en el transcurso del primer afio se tienen 4 defunciones por lo que la poblacién disminuye

en 4 personas.
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Capitulo 4

MAXIMOS Y MINIMOS.

4.1 Funcién costo.

En el caso de la funcién costo total Q{z) no se puede encontrar un valor minimo en el primer
cuadrante, ya que al ser creciente y no negativa entonces su primera derivada también es no
negaliva y, por tanto, no se anuls en un valor positivo para z,

Es necesario encontrar una relecién entre el costo promedio y el costo marginal, que nos
ayude a determinar la produccién del mayor mimero de unidades, de manera que éstas sc
produzcan con un costo por unidad minimo; por lo anterior surge la siguiente

Propledad

Si una funcién costo es estrictamente creciente, positiva y convexa, entonces el costo marginal
Q'(z) es igual al costo promedio ¢(z) en un punto z en el cual g(z) es minimo, cs decir , en
donde se produce un costo por unided mfnimo.

Demostracién :
La funcién costo total se representa por

Q(z),
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Ia funcién costo promedio (costo por unidad) se representa por

z
9(3) = Q(z )v
y Ia funcién costo marginal se representa por
dQ(z) _
dz - Q(I)‘
Es claro que la derivada de la funcién costo promedio se anula si y sélosi,

Qi” = Q).

Por lo que hay un punto critico en donde g(z) = Q'(z).

Es ficil verificar que

d(2) - 2Q"(2) - Q'(z) 50
dz? 24 z !

baséndose en que z2Q'(z) = Q(z).

Ahors, comoz >0 y  @"(z) > 0 por hipbiesis, entonces existe un minimo en el punto en
donde ¢l costo marginal y el costo promedio son iguales, es decir, las curvas del costo marginal

¥y del costo promedio se cortan en el punto minimo del costo promedio.
[ ]

EJEMPLO

El costo total de ls produccién de z unidades de cierto producto se describe por medio de
la funcién Q(z) = 100,000 + 1,500z + 0.2z%, donde Q(z) representa el costo total, expresado

en pesoa.
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a) Determinar cuéntas unidades ¢ deberdn de fabricarse a fin de minimizar el costo proinedio
por unidad.

b) Deinostrar que el costo promedio y el costo marginal son iguales en ese puntao,

¢} Graficar la funcién costo promedio y la funcién costo marginal.

Solucidn:

a) El coeto promedio esté dado por

olz) = '°°;°°° +1,500402z

y 1a derivada del costo promedio por

d(z)=~ 10(::)00 +0.2,

asf, ¢(z) s igual a cero, si y sdlo si,
z = +707.11 productos,

pero como z representa produccién entonces se considera solamente z = 707.11, como punto

critico,
“Ahora |a segunda derivada del costo promedio es

¢') = "0,

y al sustituir el valor de z, en esta expresion, se tiene que,
"(707.11) = 0.0003659 > 0,

por tanto, existe un costo promedio mfnimo cuando se produce 707.1] unidades y, asi, ¢l costo
por unidad es

4(707.11) = 1, 782,84 pesos
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es decir, el costo promedio minimo es igual a $1,782.84 cuando se produce 707,11 unidades.

b) La funcién costo total esté dada por
Q(z) = 100,000 4 1,500z 4 0.22*,
y la funcién costo marginal por
Q(z) = 1,500 + 0.4z,
y, asf, e} costo marginal en 707.11 es igual a
Q/(707.11) = 1, 762,84 pesos,
por tanto, ¢l costo marginal es igusl al costo promedio en el punto z = 707.11, es decir,
Q(707.11) = q(707.11).

En la préctica se toma el valor de z =707 unidades ya que no se produce partes de unidades

c) La grifica siguiente muestra el resultado anterior.
Concs
q(x)=100, 000/x+1,500+0.2x
Q' (x)=1,500+0.4x%
1,782.84

0 707.11
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4.2 Funcion ingreso.

En el caso de las funciones ingreso, sf se puede determinar el ingreso maximo esperado, uti-

lizando directamente la funcién ingreso total como lo muestran los siguientes

EJEMPLOS

1.- La demanda del producto de unas compaiifa varfa segin e} preclo que se le fije al producto,
de acuerdo con Ia siguiente funcién demanda

p(z) =500-80z, =z (0,10)

donde z es el precio del srticulo (en miles de pesos),
a) Determinar la funcién ingreso total,
b) Determinar el precio que deberé cobrarse con objeto de maximizar el ingreso total.
¢) Determinar e! valor miximo de! ingreso total anual,
d) Graficar ls funcion ingreso tatal.
Solucidn:
) La funcién ingreso total esté dada por

R(z) = 500z — 5023,

b) Para determinar el precio con e} que se méximiza el ingreso total, se calcula la primera
derivada de la funcion ingreso total, y es

R (z) = 500 ~ 100z.

La primera derivada de Ia funcion ingreso total es cero si y sélo si, z = 5, al calculsr lu
segunda derivada sc tiene que R"(z) = -100 < 0, por tanto, hay un méximo relativoen z = b,
E) precio que debers cobrarse para maximizar el ingreso total es de $5,000 por unidad.
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c) El valor méximo del ingreso total anual estd dado por

R(5) = 1,250 pesos,

Asi, ¢l ingreso total anual se maximiza en §1,250 (miles), es decir, se obticne 81,25 millones
cuando la empresa cobra $5,000 por unidad vendida.

d) La gréfica de la funcién ingreso total, para este caso aparece en la figura 1, donde ¢l eje
 representa el precio en miles de pesos y el eje R(z) representa cl ingreso en miles de pesos.

R(x)
1'250 ...............
2
R (x) =500x-50x
0 5 %

Figura |

3.- Las autoridades de trénsito han encuestado a los ciudadanos a fin de determinar e}
nimero de personas que utilizarian el sistema de autobuses si la tarifa admitiera distintos im-
portes. Baséndose en los resultados de las encuestas, los analistas de sistemas han determinado
una funcién aproximada para la demands, Ia cual expresa el nimero diario de pasajeros en
funcién de Ia tarifa,

La funcién demanda esté dada por

f(z) = 10000 - 125z, =z € (0,80)
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en donde f(z) representa el nimero de pasajeros por dfa y & representa la tarifa en pesos.

a) Determinar la funcién ingreso total,

b) Determinar la tarifa que se cobrarfa con objeto de maximizar el ingreso diario por ln
tarifa de los autobuses,

c) Determinar el ingreso méximo esperado,

d) Determinar el nimero de pasajeros que se espera con esta tarifa,

¢) Graficar la funcién ingreso total.

Solucidn:

a) La funcién ingreso total esté dsda por

R(z) = 10,000z - 12527,
b) Como s primers derivada de R(z) estd dada por
R'(z) = 10,000 - 250z,

entonces R¥(z) serd igual a cero si = = 40 pesos y como, ademds, la segunda derivada de la
funci6n ingreso total es

R'(z) = -250,
se tiene que
R'(40) = -250 < 0,

por tanto, existe un méximo relstivo en el punto z = 40 pesos,
El ingreso disrlo se maximizaré cuando se cobre una tarifa de $40,
¢) El ingreso m&ximo esperado con esta tarifa cs de

R(40) = 200,000 pesos,

es decjr e} maximo ingreso esperado es de §200,000 cuando se cobta una tarifa de $40.

17



d) Ei niinero de pasajeros que se espera con esta tarifa es de
J(40) = 5,000,

pasajeros por dfa si se cobra una tarifa de $40.
) La gréfica de la funcién ingreso total, para este caso, aparece en la figura 2, en donde el

eje z representa la tarifa en pesos y el eje R(z) representa cl ingreso diario en pesos.

Rix}

Rix}=10, 000)(-125x2
200,000 1~ "7

Figura 2

Auslogamente, como en el caso de la funcién costo, se puede determinar el ingreso por
unidad méximo, la cual tiene la siguiente

Propledad
Si una funcién ingreso es concava hacia abajo y positiva, entonces se tiene que la funcién
ingreso marginal R'(z) es igual s |a funcién ingreso promedio r(z), en un punto r en donde el

ingreso promedio r(z) es méximo, es decir, donde se produce un ingreso méximo por unidad .
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Demostracion :

La funcidn ingreso total se representa por
R(z),

la funcién ingreso promedio se representa por
r(z) =

R(z)
T 1

y la funcién ingreso marginal se representa por

Rlz) = dl:.(:)‘
por tanto, r'(z) se anula si y sblo si,
R(z)= _R(Tzl =r(z).

Con lo anterior, se encuentra un punto critico en el punto en donde el ingreso marginal es

igual al ingreso promedio por lo que, al war zR'(z) = R(z), se tiene que

d? AL R
e

yaque z>0 y R'(z) <0, por hiptesis, y, asf cuando z es tal que,
R(z) = r(z),

se tiene un valor méximo,
Es decir, Ias curvas del ingreso total e ingreso promedio se intersecan en un punto en donde
¢! ingreso promedio es méximo,
[ ]
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EJEMPLOS

1.- Dada la funcién ingreso total R(z) = 42z 423 — 23, z € (0,7), donde = representa

el nimero de articulos (en miles) y R(z) el ingreso oblenido, en miles de pesos, al vender z
articulos,

a) Determinar e} ingteso inéximo esperado y graficar la funcion ingreso total.

b) Demostrar que ¢l ingreso promedio es igual al ingreso margina! en el punto méximo de
1a funcién ingreso promedio y graficar las funciones ingreso marginal e ingteso promedio.

Solucidn:

a) La funcién ingreso total esté dada por

R(z) = 42z + 2* - 2%,
a} derivar la funcién ingreso total se tiene
R(z) = 42 4 22 - 322,

yesigual acerosi ysdlosi z = ~3.4 articulos 6 z = 4.1 articulos, Como z representa el nivel
de produocidn no puede tomar el valor negativo, por tanto, se toma = = 4.) articulos come
punto critico,

La segunda derivada de la funcién ingreso total es

R'(z) =262,
yal sustituir e} valor de z = 4.1,en la expresidn anterior se tiene,
R'(41) = -226 <0,
por tanto, existe un méximo rejativo en el punto z = 4.1, el cual es

R(4.1) = 120.1 pesos,
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es decir, el ingreso méximo obtenido es de $120,100 con la venta de 4,100 unidades,
Su gréfica es la siguiente

R(x)
120.1 2 3
R(x)=42x+x -x
®
0 4.1
b) La funcién ingreso promedio es,

rz) =42+ z - 2%,
Is primera derivada de la funcién ingreso promedio estd dada por,
Fz)=1-2z,

yesigualacerosiy sdlosi z = 1/2articulos.
La segunda derivada de la funcién ingreso promedio es,

M(z)=-2<0,

por tanto, existe un méximo relativoen z=1/2,
El ingreso promedioen  z = 1/2 articulos es,
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r(1/2) = 169/4 pesos,
y el ingreso marginalen <z =1/2 estd dada por,
R(1/2) = 169/4,

es decir, el ingreso marginal es igual al ingreso promedio en el punto méximo de la funcién

ingreso promedio.
La gréfica sigulente muestra el resultado anterior

bgua 2
R' {x)=4242x-3x
42
x(x)-dzox-xz
0 4 *

4.3 Funcién beneficio.

En el caso de que se conozca 1as funciones ingreso total y costo total no se utiliza directamente
In funcién beneficio y se utiliza la sigulente

Propiedad

Si se tiene una funcidn costo estrictamente creciente, positiva y convexa y una funcién
ingreso concava hacia abajo, entonces cl ingreso marginal y ¢l costo marginal son iguales en un
punto z; en este punto el beneficlo total serd méximo.
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Demostracion:
L. funcién beneficio total estd dada por

G(z) = R(z) - Q(a),
Ia funcién beneficio marginal es
Gz) = R(z) - Q(a),
y es igual a cero, si y sdlo si,
R(z)=qQ'(z).

Con lo anterior tenemos un punto critico cusndo el ingreso total es igual al costo total.
Aliors, 1s segunds derivada de 1a funcién beneficio total es

G'(z) = R'(x) - Q"(2).
Pata poder obtener la méxima utilidad es necesario que
G'(z) <0,
es decir,
R'(z) < Q'(z),

lo que es verdadero, ya que, por hipStesis  R"(z) <0 y Q"(z) > 0.
Por tanto, existe un beneficio méximo en un punto cn donde el ingreso marginal es igual al

oosto marginal.
]



EJEMPLO

La funcién costo total por la produccién de clerto articulo es @(z) = 100z + 0.003z% y In
funcién ingreso total por la venta del mismo artfculo estd dada por R(z) = 500 - 0.005z%,

Determinar el beneficio maximo y verificar que se encuentra en el punto en donde la funcién
costo merginal es igua) a la funcién ingreso marginal,

Solucidn:

La funcién beneficio total estd dada por

G(z) = 400z - 0,008z?,
al derivar ésta funcién se tiene que
G'(z) = 400 - 0,016z,

ls que es igual a cero si y sélo si £ = 25,000 articulos, o sea que z = 256,000 es un punto
critico,

Ahors, como
G"(z) = ~0.0016 < 0,

existe un méximo cuando se produce y se vende 25,000 artfculos,
Para verificar que el maximo es el punto en donde el ingreso marginal es igual al costo

marginal, tenemos que la funcién ingreso total es
R(z) = 500z — 0.005z°,

1a funcién costo totel es
Q(z) = 100z + 0.003z%,




Ia funcién ingreso marginal es
R/(z) = 500 - 0,01z,
y la funcién costo marginal cté dada por:

Q (x) = 100 4 0.006z,

por tanto,
R(z)=Qz),
0 ses,
500 — 0.01z = 100 + 0,006z,
lo que implica que

z = 25,000 articulcs.

Por lo que tenemos el beneficio méximo cuando se produce y se vende 25,000 unidades.

[,
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Capitulo 5

DIBUJO DE GRAFICAS.

Este capitulo es muy importante, sobre todo para los estudiantes de actuarfa pues, en Ia préctica,
sucede que su primer enfrentamiento con las mateméticas aplicadas es, generalmente, a través
de grificas. En este capitulo se insistiré en mostrar al alumno en lo posible, la existencia de
regiones del dominio de la grifica donde es probable que ésta carezca de sentido y cdmo se
compagina la préctica con la teorfa.

En el andlisis de las sigulentes funciones se denota la importancia que tiene considerar sélo

Ia parte que tiene sentido de la gréfica.

6.1 ANALISIS DE LAS FUNCIONES LINEALES DE COSTO.

8.1.1 Funcién costo total.

Dado que Q(z)=az+b donde a>0 y b20, esclaroquels gréfica dela
funcién casto tota) es una recta oon pendiente positiva

5.1.2 Funcién costo marginal.

Dadoque  @(z) =a es claro que la gréfica de Ia funcién costo marginal es la recta con-

stante a.

En Ins siguientes figuras aparecen las graficas del costo total y del costo marginal
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Qx)

6urwﬁb

5.1.3 Costo promedio.

Dado que 1a funcién costo promedio estd dada por
b
§{z)=a+ z'

Sl a>0, z>0 y b= 0, entonces Ia grifica de la funcién costo promedio es la recta
g(z) =a,

En el caso que b > 0, para deteminar su gréfica se seguirén los siguientes pasos :

J-q(z)#O0para 250, a>0 y b>0, por tanto, no hay interseccidn con los ejes
en e} primer cuadrante.

2.~ g(z) es continua en su dominlo ya que es !s suma de dos funciones continuas en su
dominio.

3.- Para toda z real,

ﬂﬂ=-$#&

por tanto, no existen puntos criticos.
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4.- ¢(z) <0 yaque b>0, portanto, g(z) es estrictomente decreciente.
5.- para b # 0,
2b
q"(I) = '1_3' > 0|

por tanto, es céncava hacia arriba,
8.~ lim g(z)=00 y lim q(z)=-ox.
z-0* -0~
7.~ fim gq(z) =0.

8.- De acuerdo con el paso 6, se tiene que z = 0 es una asintota vertical de la gréfica ¢(z).

Como
g(z a+d

tim %2 i O < fim — = lim (5+-'l,)=o,
20 T - I Z-00 T g=00 \T

Jim ste) =i, (a4 2) =

¢(z) = a es una asintota horizontal,

Por lo anterior, el costo promedio se representa por una rama de una hipérbola equildtera,
situada en el primer cusdrante (si b > 0), de acuerdo con lo dicho en Ia introduccién de este
capftulo, con asfntota ¢(z) =a y z = 0 asintota vertical o por la recta g(z) = a cuando

b = 0, como lo muestra la gréfics siguiente,



q(x)

q(x)=a+b/x

El costo promedio es, por consiguiente, una funcién decreciente del nimero z de unidades
producidas; no tiene un valor minimo, pero se aproxima al coeto marginal a , a medida que
aumenta el nimero de unidades producidas,

53 ANALISIS DE LAS FUNCIONES CUADRATICAS DE
COSTO.

6.2.1 Funcidn costo total.

La funcion costo total esté dada por
Q(z)=az? +bz+¢c, donde a>0 y bc30,

para deteminar su gréfica se seguirdn los siguientes pasos :
1-Como a>0 y bez 20 lagrifica de la funcién nunca interseca al cje = en cl
primer cuadrante.
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Siz = Oecntonces Q(0) = ¢, por tanto, la grifica interseca al ¢je Q(z) en e} punto ¢ cuando

z=0
2.- Como Q(z) es una funcion polinomial, es una funcién continua en todo A,

8.-Q(z)=2az +b yesigunl acerosi,

L=,

por tanto, tenemos un punto critico en dicho valor de = que no se encuentra en el primer

cuadrante,
4.-Como Q(z) >Oparatoda z>0 y b2>0, Q(z) esestrictamente creciente.

.- Como Q"'(z) = 2a > 0, Q(z) cs concava hacia arriba y existe un mfnimo en el punto
critico
T= =,

2a

Con lo anterior, es claro que el costo total se represents por la parte de una pardbola
correspondiente sl primer cuadrante, de acuerdo con lo dicho en la introduccién de este capitulo,

como Jo muestra la grifica sigulente,

Q(x)

S
e

Q(x)=ax 2+bx+c




5.2.2 Funcién costo promedio.

La funcién costo promedio estd dada por
gla)=az+b+ 5,

para deteminar su gréfica se seguirdn los siguicntes pasos :
1- g(z) #0yaque a,z>0 y bc>0, por tanto, no hay interseccidn con los cjes en
el primer cuadrante,
2.- g(z) es continua en su dominio ya que es la suma de funciones continuas en su dominio.
3.- La primera derivada de Ia funcién costo promedio es:

[+
q’(z) =a-= -:I:_7'
y ea igual a cero sl
z= i:\/E R
a
Pero como sélo nos interesan los puntos positivos ya que las funciones costo son no negativas,

tenemos un punto critico en:
4
z= +‘/—.
a

4.- En ¢l intervalo (0,‘/-5) la funcién ¢ (z) es negativa, por tanto, g(z) es decrecicnte
en dicho intervalo y en el intervalo (ﬁ, 00) Ia funcién ¢/(z) cs positiva y por tanto, g(z) es
creciente.

8.- Por el paso anterior, g{z) es cbncava hacia arribs y como,
2c
qu(z) = F >0,

para >0 y c#0, entonces, existe un minimo en:
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6.- lim q(z)=c0 y lim_ q(z)= -0
7. lim g(z)=00 y lim g(z)=-~00

8.- De acuerdo con el paso 6, se tiene que = = 0 es una asintota vertical y como

y ademis,

tim_ (g(e) - az) = Him (b+ -E) =b,
uns asintota no vertical es larecta q(z) =az +b.

Por lo anterior, es claro que el costo promedio se representa por la rama de una hipérbola
situads en el primer cuadrante, de acuerdo con Jo dicho en la introduccién de este capitulo, con
asfntotas £ =0 y ¢(z) = az +b, como lo muestra la gréfica siguiente

q(x)

q(x)=ax+b+c/x
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5.2.3 Funcién costo marginal.

Dado que

@)= =202 4,

es claro que la grafica de Ia funcién costo marginal, es una recta con pendiente positiva, ya que,

a>0

5.3 ANALISIS DE LAS FUNCIONES CUBICAS DE COSTO.

5.3.1 Funcién costo total.
La funcién costo total estd dada por

Q(z) = 0z® +bz? + ez +d,

dondea >0, c,d20, b<O0 y b < 3ac, esta dltima restriocién se aclara més
adelante y pars deteminar su gréfica se seguirén los siguientes pasos :

1.- Q(z) = oz’ + bz +cx +d ¥ 0, por tanto, no hay interseccién con el semieje positivo
z,cusndo z=0 la grifica intersecs al eje Q(z) en ¢l punto d.

2.- Q(x) es continua en todos los reales, ya que 8 una funcién polinomial.

8.- Q(z) = 3az? + 2z +c y esigual & cero, ui y sblo o

_ =2V -120c b+ V¥ -Tac
6a - da !

z

que es un punto citico.

Si 8 ~ 3ac < 0, entonces tenemos una rafz imaginaria, lo cual en las funciones de costo no
tiene ningin significado ya que su dominio esté en RY, .
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Si b — 3ac = 0, entonces

¥, por tanto,

by (2= 9ac)
Q (—55) =——ga—t d,

Como 202-09ac<0, yaqueb?-3ac=0 yademés, a >0,

entonces
b (25? - 9ac)
>
27a? 20,
y

DT
b————zmm,g“ +d20,

se halla en el primer cuadrante.
La segunda derivada de la funcién costo total es:

Q'(z) = 6az + 2,
alevalusren z = -b/3a se tiene que
b
MY =,
Q(-5) =0
Y como
Q"(z)=6a >0,

existe un punto de inflexion en el punto  z = -b/da.

64

b<0, y ¢20,



Por tanto, si 4% = dac = 0, no existen méximos ni miniinos pero sf un punto de inflexién.

Se elimina el caso b ~3ac > 0, ya que esto ros llevarfa a que Q(z) tienc dos puntos criticos,
a saber:
~b — B Z3ac —b+ Vb7 " 3ac
da

z|=—T—— y na=—m—mmp———, (31(.1.'2)

y como
Q(z) = 3az? + 2z + c = Ja(z - 21)(z - 73),

entoncessi z €(0,7;), setieneque Q(z}) >0, ysi z€(x 22} setiencqueQ'(z) <
0, por tanto, z) es un miximo relativo, por el criterio de la primera derjvada,

8i z € (z),23) entonces Q(z) <0, ysi z€(z2,00) entonces @(zx) > 0,por tanto,
T3 es un mnimo relativo por el criterio de Ia primera derivada.

No tienen ningin significado en economia ya que una funcién costo no puede dieminuir su
valor a medida que se producen mds unidades, por tanto, no es valido considerar el caso en que
b? -3ac>0.

As{, no existe un punto maximo ni minimo relstivo en z = —~b/3a, pero sf un punto de
inflexidn en dicho valor de z . Por consiguiente, si 4 ~3ac < 0, entonces Q(z) = az’+-br?+cx4d
no tiene méximo ni minimo relativo en el primer cuadrante, pero sf un punto de inflexién en el
punto :

b
=—m,

Es claro que el costo tota) se represcnta por ls parte de una curva cibica en el primer
cuadrante, de acuerdo con lo dicho en la introduccion del capitulo.
La grifica siguiente muestra e} resultado anterior,
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Q(x)

/

<" QUx) =ax’ +bx’+cx+d

b

5.3.2 Funcién costo marginal.

La funcién costo marginal estd dada por  @'(z) = 3az? +2bz+c, y para deteminar su gréfica
se seguirdn Jos siguientes pasos :

1-8 =0, entonces @(z)=c, portanto, interseca sleje Q'(z) en z=0
@'(z) >0, por tanto, no interseca al eje z.

2.- @'(z) es continua en todos los reales, ya que es un polinomio.

3.-Q'(z)=6az+2b yesigualacerosi z=-b/3a, queesun punto critico,

4-Si z¢€(0,~b/3a), entonces Q'(z) <0, ysi ze€(-b/da,00) entonces Q"(z)>

B.- Por e) paso 4, la funcién costo marginal es céncava hacis arriba y como  @"'(z) = 6a > 0,
existe un minimo en el punto z = —b/3a.

Por lo anterior, es claro que el costo marginal queda representado por l1a seccién de una
parébola en el primer cuadrante, de acuerdo con lo dicho en Ia introduccién del capitulo,
La grifica siguiente muestra el resultado anterior,



Q' (x)

Q' (x)=3ax2+2bx+c

N

5.4 ANALISIS DE LAS FUNCIONES POLINOMIALES DE
ORDEN SUPERIOR.

5.4.1 Costo total.

[l costo total se representa por Is funcién Q(z) = az" +b, donde a> 0,620 y n
entero > 1, para determinar su grifica se siguen los sigulentes pasos :

1.-Cusndoz =0, Q(0) =b, por tanto, interseca a) eje Q en cero. Como Q(z) > 0, no
interseca al eje z.

2.- Q(z) es continua en los reales ys que es un polinomio,

3.- 2 = 0 es un punto critico.

4.- Q(z) es crecienteenz >0 y Qz) es decreciente 8i z < 0,

5.- Como Q¥(z) > 0, para n > 1, Ia funcién costo total es céncava hacia arriba y por ¢l
criterio de la primera derivada existe un minimo en z = 0.

De acuerdo a lo dicho en la introduccién de este capitulo, debe ser claro que el costo
total se representa por 1a parte de una curva algebraica de la cual sblo se considera la seccién
situada en el primer cuadrante.

l.a gréfica siguiente muestra e} resuitado anterior,
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i b W

Q(x) n par

Q(x)=ax "b

\

.

n impar

5.4.2 Costo promedio.

La funcién costo promedio esté dads por
g(z) = az"' + b/z,

donde a>0, b20 y nentero>1.
Su grifica se determina modiante los siguientes pasos :

1.-Comog(z) >0 y z#0, g(z)nointerseca a los ejes.
2.- ¢(z) es una funcidn continua en su dominio, ya que es la suma de funciones continuas
en su dominio.
8.- Como
- b
d(z)=a(n-1)z"? - o

entonoes ¢'(z) es igua) a cero, si y s6lo si,
a(n-1)z" =b,

es decir &j,
H

= (=)
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4.- ¢ (z) es negativa si z < (b/a(n ~ l))% y es positivasi  z > (b/a(n - l))ﬁ, por tanto,
para T € (0, (v/a(n - l))*), g(z) es decreciente.

Si ze€ ((b/a(n - l))"E .oo), entonces ¢(x) es creciente.

B.- Como la segunda derivada de ¢(z) es

=z 3a(n-1)(n-2)z" + 2},
al evaluar en el punto z = b/a(n - 1) , se tiene,

7o) = () o9)>0

asf que hay un minimo en
1

= (=)

6- Mm az*'4b/z=00 y Ulm az*}+bj/z=—00.
g0t 20~

To lim oz" ' +bfz=00 y lim az’!+b/z=00 sinesimpary lim az""'+

b/z = —00 sinespar

8.- De acuerdo con ¢l paso 6, se tiene que x = 0 es uns asintota vertical. Ahora como

glz) _oez"l4b/z -
ez z —'l_l‘mm (un ’ +b) = 09,
Ia funcién costo promedio no tiene asfntotas no verticales .
Debe ser cJaro que e} costo promedio se representa por la rama de una hipérbola situsda en
¢l primer cuadrante, de acuerdo a lo dicho en la introduccién del capitulo. Como lo muestra la

gréfica siguiente,
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ai n par

n impar

el
gix)=ax +b/x

X

5.4.3 Costo marginal.

E) costo margina) esté dado por @(z) = anz™~!, para determinsr sugrafica se siguen los
sigulentes pasos.

1.- @'(z) interseca & los ejes en el origen.

2.- Q/(z) es una funcién continua.

3-Q"(z)es igual a cerosiz=0.

4-Q'(z)>O0paraz >0y Q'(z) < 0 para z < 0, por tanto, Q'(z) es decreciente si
z €(-00,0) y @'(z) es creciente si z € (0,00).

8.~ Por o) paso anterior, Q(z) es cdncava hacia arriba y por e criterio de 1a primera derivada
e} punto z =0 es un minimo.

Por lo anterior, el costo marginal queda representado por ls seccién de una curva en el
primer cuadrante, de acuerdo a lo dicho cn la introduccion de este capitulo, como lo muestra
In grifica siguiente,
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Q' (x)

Q' (x)=anx n-t

8.5 ANALISIS DE LAS FUNCIONES COSTO EXPONEN-
CIALES.

8.5.1 Coasto total.

La funcién costo total esté dada por Q(z) = ae"* donde a > O,n > 0, para determinar su
grifica se siguen los sigulentes pasos.

1.~ La grédfica interseca a) eje Q(z) en el punto a  y no interseca a) eje z.

2.- Q(z) es una funcién continua en todo R.

3.- Q(z) no tiene puntos criticos,

4.- Q(z) es una funcién estrictamente creciente en todo su dominfo.

8.- Como Q'(z) es creciente y @*(z) > 0, entonoes Q(z) es cincava hacia arriba y no tiene
méximos, minimos ni puntos de inflexién.

Es claro que e] costo total se representa por la parte de una curva exponencial de la cual sélo
se considera la seccién situada en e} primer cusdrante, de acuerdo a lo dicho en 1a introduccién

de este capftulo,
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La gréfica siguiente muestra €] resultado anterior,

Q(x)=ae™

/

5.5.2 Costo marginal.

La funcién ocosto marginal esté dada por @(z) = %ﬂ =ane™, para determinar su gréfica
se siguen los siguientes pasos.

1. La grifica interseca al efe @'(z) cuando z =0, en el punto an y no interseca al eje .

3.~ @'(z) es continua en todos los reales.

3.+ Q"(z) = an’e™ > 0, para tods z, por tanto, no existen puntoe criticos de @'(z).

4.- Q'(z) es creciente en todo R.

8.- Por el paso 3, se tiene que @'(z) es creciente, y como @"(z) > 0, entonces es cdncava
hacia arriba y no tiene méximos, mfnimos ni puntos de inflexién.

Por Jo antetior, el costo marginal queda representado por |a seccion de una curva exponencial
en el primer cuadrante, de acuerdo a lo dicho en la introduocién de este capitulo.
La grifica siguiente muestra el resultado anterior,
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Q' (x)

Q' (x)=ane n

5.5.3 Costo promedio.

E) costo promedio esté dado por g¢{z) = 8=, pars determinar su gréfica se siguen los sigu-
ientes pasos,

1.- No hay interseccion con los ejes.
2.- ¢(z) es continua en su dominio.
3.- La primers derivada del costo promedio es igual  cero si

ae™ (nz - 1) = 0,

0 sea sl

r= -,
n

4.- Si z € (0, 1/n) entonces ¢(z) es dmedepm ysis€ (l/r'i, 00) entonces g(z) es creciente.
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6.~ La segunda derivada del costo promedio estd dada por

aze™ (n’z% - 2nz 4 2)
P

q'(z) = '

sustituyendo el valor de z = } en ¢"(z), se tiene que

2el (1 -2+42)

§'(ifn) = -ﬂ———_;— =an’e! >0,

por tanto, ¢(z) es concava hacia arriba y tiene un minimoen z = 4.
6~ Im g(z)=00 y Ilim ¢(z) = —o0.
£ ot 8-+ 0~
7.-.l_|:mm glz) =00 y .L(vpm g(z) =0.

8.- De acuerdo con el paso 6 se tiene queen z =0 existe uns asfntota vertical y como

8- a0 '

no tiene asintotas no verticales.
Debe ser claro que el costo promedio se representa por Ls rama de una hipérbola situsda en
el primer cusdrante, de acuerdo a lo dicho en la introduccién de este capitulo.

La gréfica siguiente muestra el resultado anterior,
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)

QU= ik

6.6 ANALISIS DE ALGUNAS FUNCIONES DEMOGRAF!-
CAS.

8.6.1 Poblacién total.

La funcién poblacién total se representa por  N(¢) = N(0)e™, en donde N(0) es una constante
positive, ¢ 2 0y r puede ser positive, negativa o constante.

Sir > 0, entonces la grifica sigue el mismo compastamiento que s de la funcién costo
total, como lo muestra ls grafica siguiente,
N

N(t)=N(0)e "

0 t
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§i r <0, entonces

1.- La gréfica, interseca al cje N en el punto N(0) y no interseca al eje z.

2.- N(z) es una funcién continua en todo R.

3.- N(z) no tiene puntos criticos.

4.- N(z) es una funcidn estrictamente decreciente en todo su dominio.

8.- Como N'(z) es decreciente y N*(z) > 0, entonces N(z) cs oincava hacia arriba y no
tiene méximos, minimos ni puntos de inflexién.

Ea claro que la poblacién total se representa por la parte de una curva exponencial de la
cual sdlo se considera la seccion situsds en el primer cuadrante, de acuerdo a lo dicho en la
introduccién de este capitulo.

La grifica siguiente muestra el resultado anterior,

N(@®)
N@©)

8i r = 0, es claro que Ia gréfica es la Jinea recta N(t) = N(0), de la que sc considera sélo la
parte comprendida en el primer cuadrante, de scuerdo con lo dicho en la introduccién de este
capitulo,
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5.8.2 Funcién fecundidad.

Una funcién fecundidad esté dada por  f(z)=c(z ~s)(s +n~2z)?, para0<sgz<s+n
En donde f(z) es la fecundidad por edad de las mujeres, z s la edad de la mujer, s ¢l
comienzo de la vida reproductiva, ni la amplitud del intervalo de reproduccion y ¢ un parémetro

positivo que depende del nivel de la fecundidad.

1.- J(0) = c(~s)(s + n)? < 0, por tanto, no interseca al eje f(z) en el primer cuadrante y
como f(z) = 0cuando z = s, o cusndo z = s+ n, por tanto interseca &l eje z en esos puntos.

2.- f(z) es una funcién continua en todos los reales,

3-f(z)=c{la+n~z)(28+n~32)=0siz = s +n, osiz= (25 4+n)/3, por tanto, estos
valores para z son puntos criticos,

4.~ La funcién f(z) es creciente en todo su dominio,

8.- f(z) = o(6z - 8s - 4n) , como

J'(s+n)=clsa+2n) >0,

existe un minimo en el punto £ = s + n, y como

pen

3 )=—C(l+2n)<0,

existe un méximo en el punto z = (24 + n)/3.
Por lo anterior, la gréfica de la funcién fecundidad se encuentra en el primer cusdrante,

como jo muestra Ia gréfica sigujente,
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f(x)

0 s QM3 g4

Ea claro que desde el punto de vista demogréfico se considers que la gréfica tiene significado
dentro del intervalo (0,8 + n) ya que después de z = s + n la fecundidad sumenta, lo que no
puede suceder puesto que termins la vida reproductiva de la mujer en ese punto.
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Capitulo 6

INTEGRACION.

6.1 APLICACIONES A LA ECONOMIA Y LOS SEGUROS.

Los economistas sostienen que algunas veces es més fécil obtener los datoe que reflejan los
jncrementos ocacionados en los costos e ingresos, obtenidos con ls produccidn y venta adicional
de un determinado artfculo, es por esta razdn que no es posible determinar diroctamente las
funciones coeto e ingreso total a las que corresponden dichos datos, pero se pueden conocer
1s funciones costo e ingreso marginal a las que corresponden, de ests manera se pueden de
terminar las funciones costo e ingreso tota! de la siguiente manera.

6.1.1 Costo marginal.

Si Ia funcién costo marginal estd dada por
d
qe) =99,
entonoes, el coeto total serd la integral con respecto 8 z de 1a funcién costo marginal, es decir,
[z = Q) +e

Para obtener una tinica funcién costo total, al integrar dicha funcién, debe especificarse une
vondicién inicial, 1a cual es el costo fijo.
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EJEMPLO
Una agencia de seguros sabe que ls funcién costo marginel por producir z seguros de gastos

médicos es @'(z) = 32z + 92 donde z es el nimero de unidades producidas y Qi(z) es el costo
marginal dado en pesos. Encontrar la funcidn costo total, sl el costo fijo ey de $10,
Solucidn:
Qla) = / (322 +92) dz = 1627 + 92z +ec.
Sustituyendo la condicién inicial Q(0) = 10 , se obtiene que ¢ = 10, entonces, la funcién de

costo total es:
Qlz) = 162 + 92z +10

6.1.2 Ingreso marginal.

El ingreso marginal que depende de la cantidad demandada, es la derivada del ingreso total con
respecto a z, es decir,

dR(z) _
dI - N(I),
por tanto, la funcién ingreso total es Ia integral, con respecto a z, de la funcién ingreso marginal,
es decir,
R(z)= / R(z)dz,
y dado que,

/ R{z)dz = Riz) + ¢,

se tiene que especificar una condicidn inicial para obtener una tinica funcién ingreso total. Para
evaluar 1a constante de integracién puede usarse la condicidn inicial de que el ingreso es nulo

cuando Ia cantidad de demanda es nula,

EJEMPLO

La aseguradora del cjemplo snterior fija un precio de $680 por unidsd de venta de un
seguro de gastos médicos. De aquf se tiene que la funcién del ingreso marginal por ventas es
R/(z) = 680 pesos. Para obtener la funcidn ingreso total por ventas R(z), se integra

R(z) = /680dz = 680z 4.
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Como R(0) = 0, entonces, la funcién ingreso total por la venta de  seguros de gastos

médicos es
R{z) = 680z

6.1.3 Beneficio (Ingresos contra costos).

La integracion se utiliza en administracién y economfa para determinar el beneficio total o las
ganancias netas totales. En general, se maximiza el beneficio (suponiendo libre competencia)
cusndo el ingreso marginal es igual al costo marginal, El beneficio total se determina inte-
grando la diferencia entre el ingreso marginsl y el costo marginal, desde cero hasta la cantidad
z* para la cual €] beneficio es méximo , es decir:

Gla) = " (Rle) - Qo))

[¢]

EJEMPLO

Determinar el beneficio total de la produccién y venta de los seguros de gastos médicos de
los ejemplos anteriores,

Solucidn:

La funcién ingreso marginal es B'(z) = 680 y la funcién costo marginal es @'(z) = 32z +92,
igualando e} costo marginal con el ingreso marginal se Liene que cuando se produce y se vende
z = 18,375 seguros de gastos médicos In ganancia seré maxima, en este caso se considera z = 18
ya que no se producen partes de seguros,

Como ls gahancis es igua! al ingreso por ventas menos €] costo de produccién, entonces las
gananciss méximas ocurren cuando

18
6= (i)~ Q) s,
g

es decir,
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18
Glz) = / (680 — (32z + 92)) de
0

18 ]
= / 680dz~ / (32 + 02) dz = 5,390 pesos.
0 0
La ganancia méxima es de $5,390 cuando se venden 18 seguros de gastos médicos.
Si la aseguradora desea conocer el incremento en las ganancias cuando las unidades vendidas

aumentan de 18 a 19 seguros, se calcula la integral

[ (Re)-@ @) e =0,356  peses,
18

entonces, al incrementar la venta en una unidad, se tiene una disminucién en la ganancia de $4
6.1.4 Excedente del consumidor.

Una funcién demanda representa las respectivas cantidades de un artfculo que se compra en ¢l
mercado a diversos precios. Si el precio en el mercado se representacon p y la correspondiente
cantidad demandada en dicho mercadoes ¢, entonoes la funcidn demanda es p(q).

Uns funcién oferts representa las respectivas cantidades de un articulo que se ofrece en el
mercado a diversos precios. Si el precio en el mercadose representacon p y la correspondiente
cantidad ofrecida en dicho mercado es ¢, entonces Is funcién oferta es p(g).

Cuando e} precio de un artfculo es tal que Ia demanda es igual a la oferta, se dice que
hisy equilibrio del mercado. Al precio se le lama entonces el precio de equilibrio y a Ja canti-
dad producida se le llama cantidad o produccidn de equilibrio. Estas cantidades se designan

por pp y v, Pueden oblenerse resolviendo el par de ecuaciones de oferta y demanda

Oferta: p = f(q)
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Demanda : p = g(q)

Estos conceptos se definieron en cl capftulo 2 para el caso en que ambas relaciones funcionales
son lineales; en esta parte de la tesis se trabajan en una forma mds general,

Ahora, supéngase que se ticne como datos una curva de la funcién demanda y una curva de la
funcién oferta, y, que bajo un tipo de monopotlo, se han fijado el precio y la cantidad producida
de manera que se produce el equilibrio del mercado. Si un consumidor esté dispuesto a pagar
el precio dado por 1a curva precio-demanda, ha ganado con €l hecho de tener fijo ¢l precio en po
porque por cualquier cantidad que é] desee comprar que sea menor que la cantidad producida,
€] estd pagando menos de lo que esté dispuesto a pagar, entonces squellos consumidores que
estén dispuestos a pagar un precio mayor que el del mercado, se benefician por e} hecho de que
el precio es solamente py.

Una forma de medir el valor o utilidsd que un bien tiene para el consumidor es el precio
que esté dispuesto a pagar por él, los economistas sostienen que en realidad los consumidores
reciben un valor excedente en los bienes que sdquieren, atendiendo al modo de funcionar del
mercado, es decir, estén dispuestos a pager un precio més alto que el precio de equilibrio.

La ganancia' del consumidor estd representada por el drea bajo la curva de la demanda
y sobre 1a recta p(q) = pp y se conoce como excedente (o auperduit) del consumidor y
representa la cantided de placer que le causa el adquirir un bien, determinada por la cantidad
de dinero extra que estd dispuesto a pagar por ¢, en donde el drea sombreada representa el

excedente del consumidor, como se flustra en Ja figura siguiente,

'Entiéndase como ganancia del ¢ idor, e beneficio fisica o moral que e blen re; a parn el ¢
idot, representado por una cantidad de dinera,
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Oferta

—-”/////”// : Demanda

0 0 q

Se evalda como sigue

Excedente del consumidor = [  p(g)dg ~ gopo,
0

en donde s funcién p(q) es el precio en funcién de 1s demands; s se tiene 1a demanda en

funcién de} precio entonces con un cambio de variable, se tiene que :

Excedente del consumidor = /m ’ ¢(p)dp,
ko

en donde I funcién de demanda es g(p) y p{0) = mg es la interseccién con el efe  plg)
de la gréfica de 1a funcién demanda. Asf,

. w "‘o
Excedente de! consumnidor = / Pg)dg — qpy = / q9lp)dp.
o P

Ohsérvese que el excodente del consumidor se expresa en las mismas unidades que cl precio
p, por ejemplo si p se expresa en pesos (u otro tipo de moneds), lo mismo sucederd con el
exvedente del consumidor.



EJEMPLOS

1.- Si 1a funcién de demanda es p(q) = 32—-49—¢* y, e} precio se encuentra dado en pesos,

determine el excedente del consumidor si gy = 3 artfculos y haga una gréfica que represente cl

excedente de) consumidor.

Solucidn:
Como gy = 3 articulos, €} precio de} mercado es p(3) = 11 pesos, asf, se ticne

3
Excedente del consumidor = / (32 ~ 49 - ¢*)dg — (3)(11) = 36 pesos,
0

es decir, 1a ganancia adicional obtenida por el consumider es de §36,
La gréfica siguiente muestra el resuitado anterior,

0,32)
|
(3,11}

En donde ¢ drea sombreada representa e} excedente de} consumidor.

2.- Si Ia funcién de demanda es p(g) = V9—¢ y o = 5 articulos, cvaluar e excedente
del consumidor y haga une gréfica en donde se muestre el excedente del consumnidor para cadn

j caso,



Solucidn (1):

Excedente del consumidor = / ? (9 -q)"3dg - (5)(2) = / ? (9 - pA)dp,
0 ?

entonces ¢l excedente de} consumidor se representa por ¢l drea sombreada de ln figurs I y es

igual a
b 8
/ (9-4¢)dg-10= 5 pesos.
o
p
3
2
0 5 q
Figuro )
Solucidn (8) :

Utilizando Ia funcién inveres, de la funcién p(g) = I~ g, el cxcedente del consumidor se
representa por el drea sombreada de Ia figura £ y es igual a

f‘ (9"P')dP=§ pesos.
?



Figura 2

3.- La cantidad vendida y el correspondiente precio en un mercado monopdlico, se determina
por medio de 1a funcién demands p{g) = 16 — g y por la funcién de costo marginal p'(g) =
6 + g, de manera que se maximice la ganancia. Determinar el correspondiente excedente del

consumidor.
Solucidn:
La funcién ingreso es
R(Q) = lﬁq - q’v
y Ia funcién ingreso marginal es
R(q)=16-3¢.

La genancia o beneficio se maximiza cuando el ingreso marginal es igual al costo marginal,

es decir, cuando,
16 -3 =6+4q,
o sea si,

6 g=-2

-~
n
o
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pero como no puede tomar el valor negativo, entoncees se toma el valor de g = 5/3 y el excedente

del consumidor es

5/3
BC =" (16- g - (g) (%—9)
0

= %%»0 ~3.09 pesos,

El drea sombreada de Ia grifica siguiente muestra el resultado anterior
P

116/3

6.1.5 Excedente del productor.

Una funcién oferta represents las respectivas cantidades de un articulo que se ofrece en el
mercado a diversos precios. Si el precio en el mercado se representacon  p  y la correspondiente
cantidad ofrecida en dicho mercado es ¢, entonoes la funcién oferta es g(p), si se supone que
cn un determinsdo intervalo a un aumento del precio algunos consumidores estdn dispuestos a
segulr adquiriendo dicho articulo la gréfica de la funcién tiene Ia forma siguente,




0 a

en donde a es el precio mfnimo en que el productor esté dispuesto a vender.

Ahors, si se considera la funcién inversa y se supone que se tiene como datos una curva de
la funcién demanda y una curva de Ia funcién oferta, y, que bajo un tipo de monopolio, se han
fijado el precio y la cantidad producida de manera que se produce el equilibrio del mercado; una
forma de medir el valdr o utilided que la venta de un bien tiene para el productor es el precio
en que estd dispuesto a venderlo. Los economistas sostienen que en realidad los productores
reciben un valor excedente en los bienes que venden, atendiendo al modo de funcionar del
mercado, es decir, cobran un precio més alto al precio en que cstdn dispuestos a vender.

La ganscia adicionsl del productor esté representada por e} drea sobre la curva de oferta
y bajo la recta p = pp, denominindose esta &rea como ezcedenle del productor, lo que se
representa con el &rea sombreada de la grafica siguiente,
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Oferta

El érea se evalia como sigue

Excedente del productor = gpo— /w plg)dg,
0

en donde la funcién oferta p(g) es el precio en funcién de la oferta; si se tiene la oferta en
funcién del precio entonces con un cambio de variable se tiene que,

Excedente del productor = f’n g(p)dp,
mo

en donde la funcion oferta es g(p) y p(0) = mo es la interseocidn con clejfe y dela
gréfica de la funcién oferta. Asf,

Exooedente del productor = qopo~ / " pg)dg = /Pq q9(p)dp.
0 mo

Como en el caso del excedente del consumidor, e} excedente del productor se expresa en Jas

mismas unidades que el precio p.



EJEMPLOS

1.- Si la funcién de oferta es p{g) = {g+2)® y el precio se fija cn py = 25 pesos, oblener ¢l
excedente de) productor,

Solucidn (1):

Comio el precio en el mercado es de $25, 1a oferta en el mercado es 25 = {¢+2)%, 0 sen g = i
articulos, entonoes,

Excedente de! productor =(25)(3) - f ? (g +2)3dg = 36 pesos,
0

como lo muestra Ja figura |

25

Solucidn (8) :

Si se tona la funclion inversa de p, entonces, !

9



25
Excedente del productor = / (p*? - 2)dp = 36 pesos,
4

es decir, la ganancia adicional de} productor es de $36.

La figura 2 muestra el resultado anterior.

q

(25,3)

Figura 2

3.- La cantidad de demanda y el precio en un mercado de libre competencla, estén determi-
nados por Ia funcién demanda p{g) = 16 - g? y oferta p{g) = 4 + 2. Obtener el correspondiente
excedente del productor.

Solucidn:
Para encontrar el precio y la demanda del mercado se iguslan las funciones demands y

oferta, es decir:
16 - q2 =444
0 ses,

9=3 6 g=-4,



e e

pero como no tiene sentido el valor negativo, entonces la demanda del mercado es de 3 artfeulos

y ¢ precio en el mercado es p(3) = 7 pesos, en la funcién de oferta, por tanto,

3
Excedente del productor = (3)(7)- / (g+4)dg= g pesos,
o
es decir Ja ganancia adicional del productor cs de $4.5

E) érea sombreada de la figura siguicnte muestra el resultado anterior,

p

(0,16)

3.- La cantidad demandads y €} precio en un mercado de libre competencia, estén determi-
nados por las funciones demanda  p(g) = 36 — ¢ y oferta plg) =6+ (¢?/4). Determinar
los correspondientes excedentes del consumidor y del productor.

Solucidn:
Para encontrar el precio y la demands de equilibriose iguslan las funciones oferta y demanda,

es decir



0 8e8,
¢ = 26,

al tomar la rafz positiva, se tiene que e} precio de equilibrio es de  p(y) = 12 pesos y, la oferta
y la demanda de equilibrio son de g = 2v/6 unidades en las funcién de oferta y demanda, por

tanto,
Ve
Excedente del consumidor =/ (36 - *)dq - (2v6)(12) = 32v6 ~ 784 pesos,
°
avE P
Excedente del productor = (2v/6)(12) / (6+%)dg =8vG 106 pesos,
0
es decir, la ganancia adicionsl del consumidor es de §78.40 y | ganancia adicional del productor

es de $19.60,
La figurs siguiente muestra el exoedente del consumidor y el excedente del productor,

P
36

12

0 V6



6.2 APLICACIONES A LA DEMOGRAFIA.

6.2.1 Tiempo vivido.

Considere la funcién  1(t) =100—t (ley de mortalidad de Moivre) que representa el mimero
de sobrevivientes a edades sucesivas de una generacién inicial  1(0) = 100, entonces el tiempo
vivido por esa generacién desde la edad @ >0 hasta Ja edad &< 100 se representa por:

/ ’ Wy

EJEMPLO

De acuerdo con la funcién antetior calculas:

a) El tiempo vivido por esa generacién entre los 10 y 15 afios,

b) El tiempo vivido por ess generacién desde Jos 10 afios hasta que se extingue.

Solucidn:
a) Al integrar Ia funcion [{t) entre 10y 15 afios, se obtiene el tiempo vivido, o sea, €l mimero

de afios-persona vividos por Ia generacién 1(0) entre Ins edades 10 y 15. Se usa el simbolo  5Ly0

para repregentar lo anterior y
15
oLio = / (100 - ¢)dt = 4375 aiios-persona’.
10

b) El tlempo vivido por la generacién desde la edad 10 hasta que se extingue, se representa
por Tio y esté dado por

100
Tio = / (100 ~ ¢)dt = 4,050  afice-persons.
10

8e toma ¢} valot de 100, ya que en demografia y segurcs se considera, que es os la cantidad méxima como
un estandar de afios que puede vivir uns persona
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6.2.2 Poblacién total.

La poblacién total corresponde s uno de los modelos bsicos de Lotka?. Esta férmula vincula a
la poblacién total en un momento ¢ con los nacimientos y con la ley de mortalidad que supone
que, 1a poblacién es cerrada (no hay mnigracién) y la mortalidad por edades es constante en el
tiempo y ademds bajo e} supuesto de que los nacimientos en cada ajio son costantes,

Si B(t - z) es la densidad anual de nacimientos o sea los nacimientos anuales en la
época t—-z, y p(z)=Yz)/i(0) esla probabilidad de que una persona esté con vida a la
edad exacta z°, al momento del nacimiento,entonces Ia expresion B(t — z)p(z) representa
el mimero de personas que en el momento ¢ tienen la edsd z y la expresion B(t -
z)p(z)dz representa el nimero personas que en el momento ¢ tienen edades comprendi-
desentre z y z+dz. Al integrar con respecto a z se obtiene la suma de las personas de
todas las edades, que estdn con vida en el momento ¢, es decir, Ia poblacién total en el tiempo

N =" B - apte)as
0

donde w es la edad méxima que se considere que vive una persons.

EJEMPLOS

1.- Caleular Ia funcién de poblacion total si los nacimientos de cada afio son constantes e
iguales a  {(0), 0 sea iguales a los que nacen el primer aio.

Solucidn ;

Como los nacimientos en cada afio son constantes, entonces B(¢ —z) = (0) y se tiene que
Ia poblacién total es

Alfred J. Lotka, Teorts de las asociariones bioldgicas, CELADE, Sesie E, No.5, Santiago de chile, 1069, p.66,
8¢ consldera que una persona tiene 1a edad exacta z cuando se llega ol cumpleadios £ y 1o se ha llegado al

cumpleshas z + ).
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N(Y) = / ¥ o)z,

/]

2.- Obtener la funcién de variacién de ia poblacién total con respecto al tiempo (ver capftulo
2), suponiendo que su tasa de crecimiento es constante.

Solucidn:
La tasa de crecimiento de Ia poblacion r, es igual a

1 dN(t)

O dt

que en nuestro caso as igual & (conatante).
Al despejar N(t) de In expresién anterior se tiene

dN(t)

N(Y) =rdt,
y al integrar ambos lados se tiene,

dN(Y)

Ny - / &,
lo que implica que

N(t) = ce™.

E) valor de la constante de integracién c se obtiene a) considerar como condicién inicial & la
poblacidn inicial N(0), con lo snterior, se tiene que

N(t) = N©O)e".

Es decir, que sl I tasa de crecimiento se mantiene constante con respecto sl tiempo, In
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poblacién total crece segiin la ley exponencial,

6.3 INTEGRACION NUMERICA.

En demograffa, les funciones que se manejan se obtienen por medio de métodos estadfsticos
o aproximaciones a distribuciones de probabilidad, en algunas ocasiones, se cuenta con pocos
datos y no es posible determiner e} tipo de funclén a 1a que se aproximan, por tanto, se necesita
aplicar algunas técnicas de integracion numérica, en las que es necesario e supuesto de que las

muertes se distribuyen uniformemenete, como en el caso de los siguientes

EJEMPLOS

1.- En una tabla de vids los sobrevivientes hasta los 5 aiios de una poblacién de lp =
100,000 personas son los siguientes,

z I
0 100,000
1 92,107
2 90,110



3 88,944
4 88,249

b 87,823

Calcular el tiempo vivido por esa poblacién entre los 1 y 5 afios de edad, utilizando el
método de los trapecios.

Solucidn:

El tiempo vivido entre las edades | y 5 es igual a Ia integral entre esos limites de la funcién

de sobrevivientes [;, es decir:
N =f sdz.
)

Debido a que no se conoce la forma snalitica de Ia funcién, sino solamente los valores
correspondientes a edades exactas, se utiliza un procedimiento de aproximacién, como puede
ser el método de los trapecios. Su férmuls para los valores iguaimente espaciados es

oI =/° l,dzm%(L}l)(l;+ﬂa+ﬂ: +2 +1s)
H

=h+l5

2 413+ 13 +1¢ = 357,268 afios-persons.

En la préctica se requiere conocer el clculo del tiempo vivido para cada subintervalo por
separado. En este caso se tiene que

oLy =/’:,¢m%(3-;—!)(l.+a,)
]
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2 =9},108 aiios-persona.

De igual manera,
= Iy +13

1l 2 = 88,527 aiios-persona,

Wla= -’3-;—“ = 88,507 afios-persona,

1l

= l ;I' = 88,036 afios-persona,

y €l tiempo total entre 1 y 5 afios se obtiene mediante la siguiente suma

oy =1 Ly +1 L3 +1 Ly + Ly = 357,268  afios-persona,

2.- Con los datos del ejemplo anterior, calcular el tiempo vivido entre los 1 y 5 afios de edad

aplicando el método de los trapecios parabdlicos.
Solucidn:

El tiempo vivido entre las edades 1 y 8 afios es igusl a la integral entre esos limites de la

funcién de sobrevivientes Iz, es decir

A =f ldz.
]

Debido a que en ]a teoris el método de los trapecios parabdlicos es un procedimiento de

apraximacién més fino que el método de los trapecios, segin se vié en la teorfa, se considera

que el siguiente resullado es més exacto que el anterior.

La férmula de los trapecios parabdlicos para este efercicio es la siguiente
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L—/bm~l(5—-“—’-)(z Aly + 2y + 4y + 25)
41—]: =3 20) 1+ 4 3 4 5

= 30+ -+15) + 3 + 8y +1s) = 357,085 afios-persona,

Este método da 183 afios-persona menos que e} anterior debldo a que la pardbola tiene una
concavidad hacia arriba, mientras que e} método de los trapecios considera una lfnea rects.

Por otra patte, el método de los trapecios parabdlicos no permite calcular el tiempo vivido
dentro de cada subintervalo.

En mateméticas es més exécto el método de los trapecios parabélicos mientras que en
demografla, para este caso, resulta mejor e! método de los trupeéloe ya que se puede calcular
el tiempo vivido en cada sublntervalo,
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Capitulo 7

ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS DE PRIMER
ORDEN.

En este capltulo se dar&n ejemplos de distintos tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden, con aplicaciones a finanzas y economfa, en los que se pueden aplicar algunos
métodos de solucion vistos en dicha materia como son los métodos de ecuaciones diferenciales

separables, homogéneas, exactas y lineales.

7.1 ECUACIONES DIFERENCIALES SEPARABLES,.

7.1.1 Interés compuesto,

Si la tasa de interés es i capitalizable continuamente y S cs el monto en cuslquier tiemnpo (

monto principal més el interés acunuiado), entonces

ds

'HT = ls,
sl separar variables,

s

g5 fdt,
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al integrar ambos lados de la ecuacién anterior, se tiene que

g;,—g = / idt,
es decir,
log§ =it +e¢,
por lo que,
S = ce",

Si S = Sp cuando t = 0, entonces ¢ = Sy (que representa el monto inicial), sustituyendo el

valor de ¢ en Ia expresién anterior, el monto total es:
S = Sge™,

7.1.2 Utilidad neta.

La relscién entre Ia utilidad neta P(z) y el gasto en publicidad z es tal que la razén de cambio
de Ia utilidad neta con respecto al gasto en publicidad, es proporcional a la diferencia de unn
constante @ (que representa la utilidad méxima que se puede obtener) y la ganancia neta,
multiplicada por uns constante k que es la tasa de incremento de la utitidad nets con respecto
al crecimiento del gasto en publicidad. Para obtener la rclacion entre la utilidad neta y el gasto
en promocién si P(0) = Ay < g, se provede de Ia siguiente manera.

La ecunci6n que representa el caso snterior es
aP
") = K~ Pla),

al separar las variables, se obticne
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aP(z)
o) R

y &l integrar ambos lados de la ecuacidn, se tiene que
/ Gi_li(,%)—) = / kdz,
es decir
—~Infa - P(z)) = kz +¢,
al despejar P(z) de la expresién anterior, se tiene
P(z)=a -ce**.

Al sustituir 1a condicién inicial P(0) = A se tiene que ¢ = a — Fy, por tanto, la utilidad
neta es

P(z) =a—(a ~ R)e "=

Asf, 1a utilidad neta es £ cuando no hay gastos de publicidad y crece, con estos gastos,
hacia un méximo (asintético) igual a a.
La siguiente figura muestra ¢! resultado anterior
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Utilidad Nets

P
] e
P(xy=a-(a-Pe ™
Py
X
Gasto en publicidad

7.3 ECUACIONES DIFERENCIALES HOMOGENEAS.

Uns ecuscién diferencial de Ia forma M(z,y)dz + N(z, y)dy ve llama homogénea si M y N son
funciones homogéneas del mismo gredo y su eolucién se encuentra ilustrada en los siguientes

ejemplos.

7.2.1 Costo de manufactura,

La relacién entre el costo de manufectura por el artfculo M y el mimero de tipos de articulos
fabricados N, es tal que Ia tasa de incremento del costo de manufsctura, a medida que aumenta
el nimero de tipos, es igual & Ia razén del costo por articulo més el nimero de tipos, dividido,
todo, entre e} nimero de tipos de artfculos que se manufacturan. Para obtener la relacion entre
el costo de fabricacién por artfculo y el nimero de tipos de productos fabricados si M = My
cuando N = 1, se procede de la siguiente maners.

La ecuacién que representa el caso anterior es

lo que es lo mismo que
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NdM = (M + N)dN.

como son dos funciones homogéncas de grado uno, la ecuacidn diferencial es homogénea.

Al sustituir M =vN y dM =vdN + Ndv, 1a ecuacién anterior toma la forma
uNdN + N¥dv = (uN + N)dN,
al despejar dv se tiene,
dv= %,
al integrar ambas expresiones con respecto 8 v, se tiene,
v=InN+c

al sustituir v = M/N, se tiene, -

InN +¢,

EES
u

al despejar M de 1a expresion anterior,

M=NhN4+Ne

y puesto que M = My cuando N =),

Mo=c

y ¢l costo de manufactura por articulo, para e} caso particular en que M = My cuando N =1,

se representa por la ecuacién
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M = N(Mo+1nN)

En 1a siguiente figura se ilustra la gréfica de esta ecuacién,

Costo de manufactura por articulo

M
M(N)=N(M¢tinN)
Mg |-
M N
Nimero de tipos de srticulos

7.2.3 Tasa de incremento en el costo,

Supongase que la tasa de incremento en el costo y de elaborar un pedido y supervisarlo, o
medida que crece la magnitud o extension del pedido a surtir, es igual a Ia razén de la suma
de los cusdrados de} costo y Ia magnitud dividida entre e} doble del producto de) costo y la
extensidn o tamafio del pedido.

Para determinar la relacion entre el costo de elaborar y supervisar un pedido y €} tamafio
del pedidosi y=3 cuando 5= 1, se procede de la siguiente forma,
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La ecuacién diferencial correspondiente estd dada por

separando variables se tiene que,
2oydy - (y* +88)ds =0

por tanto, se trata de una ecuacién diferencial homogénea de grado dos.
y alsustituir y=vs y dy=vds+ sdv, se tiene,

2v8*(vds + adv) — (v*s® 4+ &%)ds = 0,

loquelleva s
+ u,zf (=0,
a) integrar se tiene que
Ins+in(v®-1)=¢
al despejar s se tiene que

W -1)=e=¢

o} sustituir v = y/s, se tiene que

Y - o =cs,
al despejar y se tiene que
y=Vesta?
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y por medio de la condicién inicia), e} valor de ¢ = 8, y ¢l costo de elaborar un pedido y

supervisarlo, en el caso particular de que y = 3 cuando s = 1, se representa por la ecuacién

y= VBs+4s?

En la siguiente figura se muestra la grafica de esta ecuacién.

Costo de elaborar y controlar ua pedido
y
1 m
y(s)=(8s+s)
s
0
Maguited de Is erden 0 pedido
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7.3 ECUACIONES DIFERENCIALES EXACTAS.

7.3.1 Modelo precio-demanda.

E! camhio en e} precio y con respecto o} cambio en la cantidad demandada x, de una cierta

mercancia, st dada por

dy _ 2zy+2z
dz~  z3416

Para determinar la relacién entre el precio y la cantidad demandada, si el valor del primero
es 7.5 cusndo Ia segunda vale 4 se procede de la siguiente mancra,
La ecuacién diferencial correspondiente es
(2zy + z)dz + (z* + 16)dy = 0.
Al calcular las derivadas parciales se tiene
] 9
5;(2:1; +Uz) =2z = -o—z(x’ +16),
por tanto, Ia ecuacion es exacta, es decir, existe F(z,y) tal que,
oF _ F ,
'B_z"M+2“ y B =z 416,
a! integrar  OF/8z con respecto a z,
Fla,y) = g% +122" + [(y),
y al calcular ls derivada parcial con respecto a y en esta ltima expresion, se tiene

%s: =g + b%[(y)v
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y como
% =z 4 16,
al igualar ambas expresiones, se tiene,
2, 8 2

z +§'y‘f(l‘)=3 + 16,

asf,
8

| 7 W) =16

al integrar ambos lados de la igualdad con respecto a y, se tiene que,

1(y) = 16y,

F(z,y) = 2% +122° + 16y + ¢ = 0,

por consiguiente, la soluci6n es
dy+ 123 + 16y =c
Si y=75 cusndoz=4 entonces c=432 y lasolucion particular para este caso es

2y + 122 + 16y - 432 =0,

ni
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7.4 ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

7.4.1 Un ejemplo de costos.

Una empresa fabricante de cierto producto ha encontrado que el costo ¢ por operar y mantener

su equipo estd dado por la ecuacidn

de b-1 ba

dr T z?'

en donde a, b son constantes. Para hallar una solucidn de esta ecuacidn con condicidn inicial
¢(z,) = oy, se procede de la siguiente manera.

Al expresar la ecuacién en la forma
de
o +cPla) = Q)
donde

o0 =(-*2) v a@)=-5

P
se tiene una ecuacién diferencial de tipo lineal, entonocs un factor de integracién es,
of PlaMs _ 2-(6-1)
y, sl multiplicar por el factor de integracién a Is ecuacion diferencial, se tiene que
%z-m $o(=b 1)z1z ! = _paz=b-1,
es decie
(cx™1Y = —baz -,

Al integrar ambos lados de Ia ecuacitn con respecto a z, ec obtiene,
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et = -ba/z”““dx,
es decir

M =atyC

0 sea,
a -
c==+C*,
z

y utilizando Ia condicién iniclal ¢ = cg cusndo z = g, se tiene que

a -
q,:;—o-{-ng ‘,

por tanto,
C= ”’:3‘“,
¥ Ia solucién particular pars este caso es
w24 BT 40-1
I

7.6 ECUACIONES DIFERENCIALES NO LINEALES.

7.8.1 Dindmica del precio de mercado, con dos variables.

Supdngase que para un bien particular, las funciones de demanda y oferta son las sigulentes:

Dip)=a-fp (a,8>0)
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Olp)=~1+8p  (1,6>0)

Donde a es una constante que representa la cantidad total demandada, 8 es una constante
que Indica cémo cambia la demanda al incrementarse en una unidad el precio, ¥ es una constante
que representa la cantidad total ofreclda, & es una constante que indica cémo cambin ia oferta
al incrementarse en una unidad el precio.

Anteriormente se vio que el precio de equllibrio se encuentra en el punto p* en el que la

oferta es igual a la demanda, por tanto el precio de equilibrio es:

e
Sl ocurre que el precio inicial p(0) estd precissmente al nivel p*, el mercado est4 en equilibrio
y no haré falta ningiin andlisis dindmico. En el caso en que p{0) = py # p°, es posible abtener
P’ -si es alcanzable- después de un proceso de ajuste, durante el cual no sélo cambiars el precio
a través del tiempo, sino que Ia demanda y la oferta, por ser funciones de p, también van a
cambiar con el tiempo, es decir, se pueden considerar las varlables precio y cantidad como
funciones de} tiempo.
Lo anterjor plantea el sigulente problema:
Dado un Intervalo de tiempo suficiente para que actie por sf mismo el proceso de ajuste,
{tiende éste a Hevar el precio al nivel de equilibrio p* 7, es decir, /ls trayectoria temporal? p{t)

converge s p* cusndo ¢ tiende a 00 7.

Para encontrar la solucidn se procede de 1a siguiente manera.

En primer lugar se debe encontrar Is trayectoris temporal p{t), lo cual requiere establecer un
esquema especifico de cambio del precio. En general los camblos en el precio estdn gobernados
por 1a variacién de la oferta y ia demands en el mercado. Supéngase que ia tasa de cambio del

A la forme que toma |s grifica, bajo este proceso, ee le conoce como trayectoria temporal.
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precio es directamente proporcional s la demanda excedente (D - 0)* que se tienc en el tiempo

1, es decir,
dp . - .,
2 =i(D-0) (i>0)

en donde j representa un coeficiente de ajuste (constante), Con lo anterior podemos tener
una ecuacién diferencial homogénea si y sélo si D = O, es decir en el precio de equilibrio. En
este modelo el termino precio de equilibrio puede verse desde dos puntos de vista, ya sea en cl
sentido intertemporal ( p es constante con respecto al tiempo) o bien en el sentido de mercado
perfecto (el preclo de equilibrio es aquél que iguala ls demanda con la oferta)?.

Sustltuyendo las funciones demanda y oferta en la expresién anterior, se tiene,

2 _jla+) -il0+8p,

sl despejar el término constante, se tiene,

3+ 0+ p=ia+)

que es una ecuacién diferencial no homogénea y su solucién consistiré en la suma de la solucién

particular del caso homogéneo . y una solucién particular yy.
Una solucién particular se encuentra al suponer que el precio es constante, es decir, que
dp/di = 0, y la ecuacidn anterior toma la forma

(B +8)p=jla+7),

y su solucién es,

_fo+y) _
P=p+8 =P

eﬁ;ﬁ:ﬂn u(; Chiang, Métodos fundamentales de economfa matemdlica, Universidad de Connecticut, Jercern
, 1087,

3Alpha C. Chisng, Métodos fundementales de economfa matemdlica, Universidad de Connecticut, tercern
edicidn, 1087, !
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La ecuacién diferencial homogénea es,
dp , . _
5 TIB+Ep =0,
es decir,
dp _ .
?t' = J(ﬂ + 6)”1
que es una ecuacién diferencial de variables separables, o sea,
dj ,
L=j@+o)a,
4
al integrar ambas partes con respecto a ¢, se obtiene,
Inp= -j(B + &)t + ¢y,
al despejar p de la expresion anterior, se obtiene,
p = m""‘(a"")"
por tanto, ls solucién general es
P“) = u—l(ﬂ“)‘ +p
¢l valor de Ia constante c se obtiene al utilizar la condicién inicial p(0) = pg y su valor es,
ce=pg—p"
y la solucién particular en el caso de que p(0) = pg es

plt) = (po — p)e 0t 4
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Ahora, como

(3

Jam - p(t) = p*,

la trayectoria temporal del modelo llevard el precio a la situacién del precio de equilibrio p*. En
una situacién de este tipo, en donde la trayectoria temporal de la variable p(t) converge hacin

el nive! de equilibrio p*, se dice que el mercado es dindmicamente estable,

Al analizar los valores de pg y p*, aparecen 3 casos.

l-po=p'

Lo cual implica que p(t) = p*, en este caso la trayectoria del precio permanece constante y
¢l equilibrio es inmediato.

2-p>p*

En este caso pg—p* > 0 pero disminuiré a medida que un aumento en t disminuya el valor de
e~H0+4)t De esta forma , la trayectoria temporal se aproxima por arriba al precio de equilibrio.

3-p<p’

En este caso pg —p° < 0, pero aumentaré a medida que un aunento en ¢ auniente el valor de
e~ 0481 De esta forma , Ja trayectoria temporal se aproxima por abajo al precio de equilibrio.

La gréfica siguiente muestra el resultado anterior
p.

"
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Capitulo 8

INTRODUCCION A VARIAS
VARIABLES.

En los capftulos anteriores se analizé el caso en que se produce y se vende un sélo artfculo, en
el presente capitulo se analizaré el caso en que se tienen varios articulos y se venden a distintos
precios.

8.1 Derivadas Miiltiples.

8.1.1 Interrelacién de la demanda de varios productos.

Haata ahors s8lo se ha supuesto gue la demanda de un producto depende exclusivemente de su
precio, Asf, las funciones demanda analizadas son de la forma

d=z(p),

para que no se preste a confucion, ya que z se utiliza casi siempre como valable, se utilizaré de

manera equivalente

d=f(p).



Con frecuencia, la demanda de un producto o servicio depende no sélo del precio, sitio
también de] precio de otros productos o servicios, como por ejemplo, en el caso de tres productos,

la funcién demnanda del producto uno queda determinada por

d= f(pi1,pa,pa) = a ~ bpi + cpy + epy,

y representa la cantidad demandada de! producto 1 en términos de su precio y del precio de los
productos relacionsdos 2 y 3,

L.as derivadas parciales de esta funclén de demanda dan una medida de la respuesta in-
stanténea de la demanda del producto 1 ante los cambios en los precios de los tres productos,
es decir, fp, = —b nosdiceque,si p; y ps sc mantienen constantes, la demanda del
producto 1 se veré disminuida a una tasa instantdnes de b unidades por cada unidad que
sumente pj.

De modo andlogo, las derivadas parciales fp, =c y fp, =¢ indican las tasas de cam-
bio instanténeas en la demanda del producto 1, asociadas & los que se producen en los precios
de otros productos. fp, =c nos dice que, sl p; y p3 se mantienen constantes, Is de-
manda del producto 1 sumentaré s uns tasa instanténea de ¢ unidades por cada unidad que
aumente p;, asf mismo, [y, =d nosdice que, si p; y p2  se mantienen constantes,
la demanda del producto 1 aumentaré & una tasa instanténea de d unidades por cada unidad

que sumente py.
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Observaciones:

1) Esta funcién demanda es lineal { no tiene que ser siempre asf ) y sus correspondientes
derivadas parciales son constantes, es decir las tasas instantdneas de cambio son iguales en
cualquier parte del dominio de la funcién demanda.

2) En segundo lugar, el hecho de que la demanda del producto | aumente al incrementarse
los precios de los productos 2 y 3 revela una interdependencia entre los tres productos, Este es
¢l tipo de relacidn que cabria esperar que exista entre productos en compelencia!, los cuales son
loe productos del mismo tipo pero de distintas marcas, entre los ejemplos de este tipo de bienes
se encuentran las diferentes marcas de un mismo producto (por efemplo las llantas radiales, los
zapatos, etc. ).

Los pmductos complementarios son aquellos que sirven para satisfacer una necesidad deter-
minada que se pueden sustituir uno por otro (como margarina por mantequilla, carne de res
por camne de puerco, etc.) .

En estos casos es l6gico esperar que conforme sumente e} precio de un producto, disminuya
su demands, mientras que la demanda de los otros productos aumenta. De manera anéloga,
s medida que disminuye e] precio de un producto, se espera que su demanda aumente y la
demanda de los otros productos disminuya. Este es el tipo de comportamiento de la funcién
demands anterior y de sus derivadas parciales.

EJEMPLO
En Ia funcién demanda

d=[(p1.pa.py) = 120.““)-0-511? +0»4p; +0.2p§

@) calcule las derivadas parciales de primer orden.
b) Si los precios actuales de los tres productos sonp; =10, p2 =20 y p3 =30, evalie
las derivadas parciales e intemprete su significado.

' Budnick, S. Frank. Matemdticas aplicedas para edministracidn, economfs y ciencias sociales.
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¢) ;Qué sugiere Ia funcién demanda y sus derivadas parciales respécto a la interdependencia
entre los tres productos?
Solucidn:

a) Las derivadas parciales son:

for = =P
fm = +0'8Ph
Jpa = +04ps.

b) Al sustituir los valores de p en las derivadas parciales se tiene
Jp:(10,20,30) = -10,

esdecir,si p2 y p3 se mantienen constantes, la demanda del producto 1 disminuird a una
tasa instanténes de 10 unidades por cada unidad que sumente p;.

I(10,20,30) = 16,

esdecir,si p; y ps semantiencn constantes, Ia demanda del producto 1 aumentaré a una
tasa instantdnea de 16 unidades por cada unidad que aumente p;.

Jn(10,20,30) = 12.

esdecir,sl p; y pz2 semantienen constantes, la demanda del producto 1 aumentaréd a una
tasa instanténes de 12 unidades por cads unidad que aumente ps.

¢) Lo anterior nos indica que son productos complementarios, ya que el incremento en el
precio de alguno de los articulos 2 y 3 incrementa la demanda del articulo 1, mientras que un
incremento en p; disminuye la demanda de producto 1. '

121



El resultado enterior se puede extender a n variables, ya que la demanda de un producto
o servicio depende no sélo de! precio, sino también del precio de otros productos o servicios,

como por ejemplo en e} caso de n productos, la funcién deinanda del primer producto estd

representads por
d = f(p1, P2y Pn) = 0o + 1Py + aap2 +. . + anpn,

¥ represents la cantidad demandads del producto 1 en términos de su precio y con relacién
a los precios de los otros productos, las derivadas parciales de esta funcidn demanda dan una
medida de la respuesta instanténea de la demanda del producto 1 ante los cambios en los
precios de los n prodhctoa, es decir, Ia derivada parcial f,, = a; con i = 2,.,.,n dice que,
8i P2, Pi-1,Pit1Pn 8¢ mantienen constantes, la demanda del producto 1 aumentaré a
uns tasa instanténea de g; unidades por cada unidsd que aumente p;.

Mientras que la derivads parcia! fp, = a; dice que, 8i p2,ps, .., pn 8¢ mantienen constantes,
la demands del producto ! disminuye a una tasa instanténes de a; unidades por cada unidad

que aumente p;.
En el caso que Is funcién demanda sea no lineal, el significado de las derivadas parciales es

similar y e} comportamiento en el mercado de la relacion de los n productos es de productos

complementarios o produclos en compelencia.

8.2 MAXIMOS Y MINIMOS.

8.2.1 Modelo de fijacién de precios.

Supongs que en un mercado de monopolio, un fabricante vende dos productos afines, cuys
demanda se caracteriza por el siguiente tipo de funciones demanda

dy = ap —epapy + ap3pz,
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dy = ag; + aggp — azspy,

endonde p; (j=1,2)esel preciodel producto j y d; denotalademanda (en miles de
unidades) del producto j. El examen de estas funciones demanda, dice que los dos productos
estin relacionados entre sf. La demanda de uno depende no sélo de} precio que se le fije a ese
producto, sino ademds del precio que se establezca para el otro,

Con respecto » Is demanda del producto 1, se incrementa en aj3% a} incrementarse el precio
del producto 2 en una unidad y disminuye en a13% al incrementarse el precio del productolen
una unidad, mientras que la demanda del producto 2 se incrementa en ay3% al incrementarse
el precio del producto 1 en una unidad y disminuye en a3% cuando el precio del producto 2 se
incrementa en una unidad.

Si el fabricante desea determinar e} precio que debers fijar a cada producto, a fin de maxi-
mizar los ingresos totales por la venta de los dos productos, se procede de la siguiente maners

El ingreso total que se logra con la vents de los 2 productos se determina mediante la funcién

R=pid; + padz.

Sin embargo. ests funcién, se expresa en términos de cuatro variables. Como en el caso
anterior, es posible sustituir los valores de d), dy en Is funcién anterior, asf, e} ingreso obtenido
por cada producto se determina por el sistema

Ry =ayp ~ anpf +anpip,

Ra = aqp2 + anpips — ansp),
y el ingreso total obtenido por la venta de los 2 articulos se representa por

R=f(pi,p2) = Ri+R,.
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Las primeras derivadas parcisles son

!Pl =ay - 20]2}’[ 4 (0!3 +02'2)P2|

fry = aa1 + (an + a3)py ~ 2823p2,
y son iguales a cero si

ay = 282p) ~ (a3 + anlpa,

a2 = ~(ag + 613)p) + 2an3p2,

Si existe solucion del sistema anterior de 2 ecuaciones con 2 incégnitas, se tiene como
resultado, que jos puntos obtenidos (p}, pj) son los puntos criticos de la funcién ingreso, en tal
ca0, para verificar que en dichos puntos criticos hay un méximo pars la funciéu ingreso, se
forma la matriz hesslana de las segundas derivadas, es decir Is matriz

-2 o3+tan
apy+oyr ~lp

Existe un méximo relativo si los menores principales? (evaluados en los puntos criticos) se
alternan en el signo, para este modelo, los menores principales de orden impar son negativos y
los menorcs principales de orden par son positivos, es decir,

| Hi|<0, |Hs|>0

Los menoves principeles se determian por las determinantes de las submatrices de Ls disgonal.
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Si existen los puntos criticos, la funcién ingreso alcanza un miximo relativo, ya que

| Hy|=~2a12 <0,

| Ha|=4apa23 ~ (a3 +an) >0, paraque p} y p; sean positivos,

por tanto, el ingreso maximo se obtiene con los precios py=p} y m=p.

EJEMPLO
Un fabricsnte vende dos productos afines, cuya demanda se caracteriza por las funciones

demanda siguientes

dy = 160 - 2p; +p2,

dy =200+ p) ~ 3py,

donde p; (j = 1,2) es el precio del producto § y d; denota s demanda (en miles
de unidades) del producto j. El examen de estas funciones demands, nos dice que los dos
productos estén relacionsdos entre sf. La demanda de uno no depende edlo del precio que se le
fije a ese producto, sino ademis del precio que se establezca para el otro.

La compaiiis desea determinar el precio que deberd fijar a cada producto, a fin de maximizar
los ingresos totales por ls venta de los dos productos,

Solucidn:

En este problema hay dos productos y, por tanto, dos decisiones de fijacién de precios que
deben tomarse.

31 ingreso total que se logra con Ia vents de los dos productos se determina mediante la

funcién
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R =pd) + pady.

Sin embargo, esta funcién, se expresa en términos de cuatro variables, Como en el caso de
una sola variable, es posible sustituir los valores de d) y d; en la funcién anterior y, asf, toma

la forma
R = f(p1, pa) = 150p - 29} + 2pip2 + 200p - 3p3.

Ahora se puede maximizar la superficie de ingreso para los puntos méximos relativos,

Las primeras derivadas parciales son

Jp =150~ 4py +2p,

Jrn = 200+ 2p, - 6py,
y son iguales & cero sl

150 = dp; - 23,

200 = -2p, + 6py,

al resolver el sistema anterior de dos ecuaciones con dos inoognitas, se tiene como resultado que
pr=65 y pp="55
Si estos valores se sustituyen en f , se tiene que

J(65,55) = 10,375 pesos,
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es decir, existe un punto crftico de f en el punto (65, 55).

Las segundas derivadas son

Jopr =2 Ippi =4

Joipy =2 Iopr = 6,

como fop, <0, fpp, <0y

(Upip: W Spapa) = Uppa ) Jpapr) = 20 > 0,

existe un méximo relativoen f cuando p; =65 y pp =55

Los ingresos se maximizan en $10,375,000 cuando se venda en §65.00 el producto 1 y e
$55.00 el producto 2.

La demanda esperada con estos procios se obtiene al sustituir py = 65y py = 55 en el sistema
de ecuaciones de ls demanda y es de  d; = 75,000 unidades del producto 1 y de dg = 100,000
unidades del producto 2,

E] modelo anterior puede extenderse a n variables, es decir, un fabricante vende n productos
afines, cuys demanda se caracterize por las funciones demanda que, para este caso son,

dy = a)) ~ 612P) +813P2 + ... + GinPn,

dy = 833 + anp) — 023P2 + oo + B2nPa,

dy = ayy + ayp; + 033p2 ~ ... + Aanpn,
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dy = an) + an2p1 + Gn3p2 + .. —~ GraPn,

donde p; (j=1,2,..,n)esclpreciodel producto j y d; denotlala demanda (en miles
de unidades) del producto  j.  El examen de estas funciones demanda, dice que los 12 productos
estén relacionados entre sf. La demanda de uno depende no sélo del precio que se le fije a ese
producto sino, ademés, de) preclo que se cstablezca para los otros productos.

La compaiifs desea determinar el precio que debers fijar a cada producto, a fin de maximizar
los ingresos totales de la venta de los n productos.

Solucidn:

E) ingreso total que se logra con la venta de los n productos se determina mediante la

funcién
R=pid) + pada + ... + pndn.

Sin embargo. esta funcion, se expresa en términas de 2n variables. Como en el caso anterlor,
es posible sustituir los valores de d), dj,...,ds en la funcién anterior, asf, el ingreso obtenido
por cada producto se determins mediante el sistema

Ry = anps — a1zp} + 01spapa + . + G1nPrpay

Ry = an1p2 + anpips — 023p3 + 1 +2nP 1Py

s PeverrEnarsasy TPITTIIII
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Ry, = Gnipn + GraPiPn + 0naPaPn + . = GrnP?,

y ¢l ingreso total obtenido por la venta de los n artfculos se representa por

R = f(p1,p2,n) =Ry + Ry + .. + Ry

Ahora se puede maximizar la funcién ingreso total. Las primeras derivadas parciales son

Joi = 011 = 2a13p; + (013 + an)p2 + (@14 +asa)pa + .. + (04 -+ aN2)py,

In = an + (a2 + an)p1 — 2629p2 + (024 + ag3)p3 + ... + (azn + G},

Jn = 03 + (833 + a))ps + (ag3 + 0)P3 = 2ap3 + ... + (33n + G4 )P,

Jo = a1 +(an3 + ain)P1 + (33 + G3n)P2 + (Gn4 + 030)P3 + ... = 2000Pn,
y soh iguales s cero si

a11 = 2a39p; — (013 + ana)pa — (14 + a3a)ps — ... — (ayn + an2)py,

a3; = —(ags +a13)p1 + 2033p3 — (034 + axs)ps = ... — (@3 + an3)pn,

ay = =(a33 +ap)pr = (ass + as)ps +2034P3 ~ .. = (G3n +Gne)pn,
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a3 = —=(Gn2 + 81n)p1 = (803 + a2n)p2 = (n4 + 030)p3 — ., + 28anpn.

Si existe solucién del sistema anterior de n ecuaciones con n Incégnitas, se tiene como

resultado que los puntos obtenidos (p}, pj, ..., pj) son los puntos criticos de la funcién ingreso,
en tal caso, para verificar que dichos puntos criticos son un maximo para la funcién ingreso, se

forma 1a matriz hessiana de las segundas derivadas, es decir ia matriz

~20y apytan e +a e Qyp + 0n2

ajy+033 —20n g +a33 zn+on3

I Gra+Gin Gay+GIn Gng+083n e —2ann

i El criterio para determinar méximos y minimos relativos es el sigujente:

' 1.~ Existe un méximo relativo si los menores principales (evaluados en los puntos criticos)
1 se alternan en el signo, los menores principales de orden impar son negativos y los menores
|
|
§

principales de orden par son positivos, es decir,
<0, |H|>0, | Hi]<O,...

i 2.- Existe un minimo relstivo si todos los menores principales (evaluados en los puntos

criticos) son positivos, es decir,
>0, [ Ha]>0, |H:]>0,..

3- Si no cumple ninguna de las dos condiciones anteriores, no se encuentra informacién

alguns respecto 8l punto critico. Se requiere un andlisis ulterior en I vecindad del punto critico
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para determinar su naturaleza®,

Mediante el criterio anterior se determina si la funcién ingreso tiene un méximo.

8.3 INTEGRALES MULTIPLES.

8.3.1 Probabilidad como una integral doble.

Una de las aplicaciones méds frecuentes de la integral doble se refiere a la determinacién de
la probabilidsd de que dos o més variables aleatorias queden dentro de lfmites o intervajos
especificos para cada una de ellas. Tales problemas se establecen en términos de la integral
doble de una funcidn conjunta de densidad de probabilidad, justamente como la probabilidad de
que una variable quede dentro de un intervalo especifico se establece en términos de la integral
de una funcién de densidad de probabilidad (f.d.p.) de una variable,

Una fd.p. conjunta pars vasiables continuas z y y serd una funcién f(z,y) que tenga las
siguientes propiedades:

L+ f(z,¥) 20.

2- I:n ff’m ,(3, ll)d“ll =1,

3o [ 9 f(z,y)dzdy = Pla; < z < bj,ag <y < by).

Tales propiedades son semejantes a las correspondientes a una f.d.p. de una variable y
establecen que la probabilidad es siempre positiva, la probabilidad de un evento que seguramente
ocurrird es igual & Ia unidad, la probabilidad de que el valor de z esté en el intervalo (a),b1) y
de que ej valor de y esté en el intervalo (ag, &), estd dado por la integral respectiva.

Ikate andlisis no corresponde al programa de cdlculo diferencial e integral Jil,
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Geométricamente la gréfica de f{z,y) es una superficic en tres dimensiones y el volumen
bajo la superficie situada bajo el rectdngulo determinado poray <z <b y ag<y<byes
1a probadilidad de que z y y asuman valores correspondientes a puntos en este rectangulo.

Si f(z,y) es continua, entonces P(a) <z < b4 <y <) = P{ay Sz < bya3 Sy < by).
EJEMPLO

1.-En un estudio de costos para un cierto tipo de lémpara, una fébrica ha determinado que
la f.d.p. para 1s magnitud o tamaiio del pedido, z y el costo total de la orden o pedido y, es

aproximadamente,
I(z\y) = 3—15 18256 0140925y <01+,

en donde z estd en miles de lémparas, y y, en miles de unidades monetarias (pesos), Sila
compaiila establece un precio de $1.05 por ldmpara, jen qué proporcién de los pedidos la
empresa no perderd nads, o bien, tendrd uns ganancia?

Solucidn:

Como ls compadifa establece un precio de §1.05 por lémpara, entonces el costo mayor que
puede tener una lémpara es dicho precio, es decir, la probabilidad de que el tamaiio o magnitud
del pedido varfe entre | y 6 cuando el costo var(a entre 0.1 4+ 0.9z y 1.05z es.

108 )
P(1<z<6, 01409z <y<01 +l.lz)=[1/

——d|
0.1409s 3.5 yds,

al integrar con respecto a y y al evaluar los Minites de y, se tiene,

/f (0152 - 0.1)dz,

al integrar con respecto a z y al evaluar los lfmites de z, se tiene,
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/: (0.35z - 0.1)dz = 0.607)

es decir, que tiene una probabilidad del 60% de que la compaiifa no perders nada o bien, tendri

una ganancia extra cuando los pedidos se encuentren en el intervalo 1,6,
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CONCLUCIONES,

En este trabajo se realizan justificaciones matemdticas de algunos conceptos que se estu-

dian en financieras, economfa, seguros y demograffa, a los que 1o siempre se les aplica dicha

Justificacién.

Las funciones utilizadas en economfa, demograffa y seguros estén basadas en fundamentos

mateméticos,

Las aplicaciones permiten elaborar de manera més comprensible las abstracciones mateméticas,

Una misma funcién, como s exponencial, puede tener diversas aplicaciones en varias disci-

plinas,

Existen aplicaciones, como las de oostos, que se pueden generalizar a varias disciplines.

Los conceptos principales del célculo, como Ia derivads, puede tener similitud con algunos
conoeptos econdmiocos, demogréficos o de seguros.

Las grificas obtenidas por los métodos matemétioos tienen diversar interpretaciones depen-
diendo de ls discipline en la que se esté considerando.

El dominio de los conceptoe principales del chlculo syuds s comprender de menera mds
eficaz los modelos de Ia econom(s.
14



Con base en el buen manejo de los conceptos principales del cdlenlo se pueden generalizar

a n variables algunas aplicaciones a la economfa.
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