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Objetivo:
Presentar una metodologia alterna en el analisis de series de tiempo basada en el -

espectro muestral de la serie; asi como desarrollar un programa de software que ayude

a aplicarla a problemas reales.

Hipotesis:

Existe una relacion entre la funcion de autocovarianzas de una serie y su espectro -
muestral. .
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de "Modelos de: Decusmn con Procesos Estocasticos II" en el estudlo de tas‘series' de

_encontrar la representacion de una serie de datos por medio de una funcién.
pOlanMlo de Fourier el cual esta basado en Ia suma un conjunto de funciones periodica:

INTRODUCCION

El estudio de las series de tiempo ha venido cobrando mayor importancia en los
ultimos afos debido a que cada dia los individuos tienen que tomar decisiones que
determinan el éxito o fracaso de un proyecto o empresa.

Estas decisiones se basan en la esperanza de que un fenomeno de la naturaleza
siga cierto patrén y acorde a éste se toma una accién que maximice‘la ganancia.

De esta forma, a mayor certeza en el comportamlento futuro del fenémeno mayor '
sera la ganancia obtenida. :

Dado lo anterior, se han inventado varios mecanismos que’ descrlben a los: ‘
fenémenos o bien predicen de alguna forma su comportamiento futuro. Entre estos se

~ encuentran los métodos que se basan en series de tlempo desarrolladas por Box y i

Jenkms

Los métodos basados en las series de tlempo reqmeren que el fenomeno a estudlar{;; e
tenga las siguientes cualidades: - P

1) Se presentan en el tiempo. Es decur. van sucedlendo conforme transcurren los‘l} ’
instantes Mas ain la cantidad de tlempo entre cada ocurrencla es |gua

2) Se pueden cuantificar de alguna manera Es decir. se pueden medlr‘f S

La presente tesis tuene como objetivo apoyar a Ios alumnos que cursan ;Ia matena:;

tiempo, presentando una metodologia alterna a Ia de Box Jenklns ue 6 <
venido rev;sando hasta el momento ’ - '

Para lograr este objetwo se ha leldidO esta teSts en 5 capltulos

El capitulo 1 da las bases del estudlo de Fourter. ‘en éste cap[tulo‘ se busc

mdependientes



El objetivo del capitulo 2 es presentar a las series de tiempo. En &l se define a las
series de tiempo como un proceso estocastico, se dan una serie de estadisticos que
describen a la serie; se establece una representacion para los procesos estocasticos y se
mencionan los mecanismos que permiten que un proceso estacionario se estabilice.

En el capitulo 3 se define el espectro el cual relaciona a las series de tiempo
(mediante la funcién de autocovarianzas) con el polinomio de Fourier (cap 1y 2). De igual
forma se presentan los espectros de algunos procesos estocasticos tedricos.

El capitulo 4 describe al espectro muestral el cual se basa en una serie de datos.
Ademas introduce el concepto de ventana, la cual se utiliza para suavizar el espectro
muestral de tal forma que se pueda comparar el espectro muestral con el espectro tedrico
para determinar cual es el comportamiento de un conjunto de datos.

Finalmente, el capitulo 5 presenta un programa de computo que condensa los
temas desarrollados en los capitulos anteriores de tal forma que el estudlante pueda
probar bajo distintas condiciones los conceptos y comprenda mejor el material aqui
presentado. | ’ SRSt

—




Capitulo 1 Andlisis de Fourer
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tiempo, este desarrollo pretende ser una base para una mejor comprensuén dela segunda i
parte de este capitulo. queeslo que realmente mteresa en el estudlo del anéllsls espectral

Introduccion

Los temas que se desarrollaran en este capitulo se basan en los estudios
realizados por el matematico francés J. B. J. Fourier, quien en 1807 encontr6 la manera
de representar cualquier funcion periodica como una serie de funciones senoidales
armonicamente relacionadas y, posteriormente, obtuvo tamblén una representacion para
funciones aperiddicas.

La idea de Fourier puede expresarse como sigue:

Es posible representar cualquier funcién mediante una combmacnon lineal (0 suma)
de un conjunto (base) de funciones elementales.

- Para iniciar el estudio del analisis de Fourier se darén. prlmeramente, algunos
prlnC|p|os basicos, y despues se procedera con la parte correspondlente a Ias seriesy
transformadas de Fourier, tanto para el caso de funciones continuas como’ para funciones;r 5
discretas (para las que este analisis fue desarrollado con. postenorldad) ol

Es importante hacer notar que se desarrollaré de una manera més completa Ia sene Ty
de Fourieren el caso de funciones continuas debido a que estamos mas: relacionados con
el manejo de las integrales que con el de sumas y a que, ya que!| la mtegral noessinouna
sumainfinita, se puede decir que ambas presentan un componamlento anélogo Almismo

apllcado a las series de tlempo




:Io cual se obtlene de aphcar la deﬂmcnén 1.4 1 1 repetldamente Asi si el periodo de una

) es integrable en algun intervalo de longitud T, entonces es mtegrable en
s Iongitud anéloga y el valor de la integral sera igual, l e, :

- &rea (véase ﬂg 1)

1.1 Series de Fourier para funciones continuas

1.1.1 Funciones periddicas

La importancia de las funciones periddicas radica en la amplia gama de problemas
matematicos en los que tienen aplicacion (sobre todo en las ramas de la econometria,
ingenierfa y fisica), Las funciones periédicas mas usuales son las funciones
trigonometricas (sen x,cos x,tan x, efc.).

Se dice que una funcion (continua o discreta) es periddica si existe una constante
T>0 para la cual

f+T) A : AR

para cualquuer x en el dominio de la funcién f. A la constante Tse le conoce como periodo R
de la funcion f. Graficamente una funcién peritdica es una curva que, una vez recarrido -
un intervalo de longitud T, se repate nuevamente. Resulta claro que la suma, dlferenma 0

multiplicacion de funciones con un periodo T es, nuevamente una funcién del mlsmo ' ; Y
periodo, S :

‘Una de las caracteristicas més |mportantes de las funciones penédicas e‘ a

definicién, extenderlas por todo su dominlo Ademas Ios numeros 2T 31'
periodos de ésta, es decir, cumplencon; -

-ﬂx)iﬂx+77iﬂx42751ﬂx+313_"r

son tam'b| 4

funcién es T, entonces cualquner multlplo entero de T(kT) también seré periodo de la
funclén ' : & i, :

Otra de las propledades de cualquner funclén contlnua de periodo:.'l',,_ S q que siésta

aFT L BT

f j(x)dx f f(xjéx. :

Esta propiedad es una consecuencla de Ia mterpretacnén de la mtegral‘como un



' “tamb(én Ilamada funcién armomca

" Fig. 1

1.1.2 La Funcion Armé‘nica

Lafuncién periédica mas simp,le. y'una de Iasmés i_fhpbrtahtésrb()r suapllcamé ,
es: o - ' S
“Asen(wx*r(p),

La funcubn armémca surge del stguuente problema de fiswa »que nvolucra la clas



“del puntoMa partir de O,y 1T represenla el nimero de oscllaclones enun inte

: "'in|cial es la: poslmén miclal del punto ya que para t"O se uene que

sise anahza parte a parte

3 obtenem_o_s y=sen(z) que es una curva seno ordmana Entonces la gréﬂc

Considerando la distancia al origen § positivo si M esta a la derecha de Oy
negativo en caso contrario, entonces F=-ks, donde k>0 representa una constante de

proporcionalidad. Por lo que:

2
m 95 ks
dt®
0
2
475 4ts=0
dt?

donde o = kim, 0seaque o = M

| El resultado de esta ecuaclén dnferencial es Ia funcuén s-Asen(mMp) donde A
@ son constantes que pueden ser calculadas a partir dela pos1c|6n y velocidad- del punto
Men el momento inicial t=0. Ademas 8 es una- funcién armonica que es perio
respecto al tiempo ¢ con T=2n/u. Asi, bajo la fuerza de restitucién F, el punto Mse

un movnmiento oscnlatorio El valor absoluto de A (0 amphtud) indica la maxi

contiene 21 unidades de tlempo, loque explica la frecuencia. Porjjalti,mp ) lla
Bl comportamlento dela curva dada por y-Asen(mxﬂp) se puede entend_er mejol

aneramente se puede hacer u)-A-1 vy o -01' “ ’stq da como res ltado
=sen(x) (véase fig. 3). Ahora considérese la. armonica’ ‘sen(mx) y sea =0



esta dada mediante una compresion uniforme de la curva y=sen(x) a lo largo del eje x por
un factor w si w>1 0 a una expansion uniforme sobre el mismo eje si w<1 (en la fig. 4 se
muestra este fenomeno para w =3).

A A O 4 AR AR
IVARVARVA N i

Fig. 3 Fig. 4

Considérese ahora y=sen{wx+p) y wx+p=wz, entonces x=z-¢lm Ya se conoce el
comportamiento de la grafica de y=sen(z) por lo que la curva y-sen(wxﬂp) resutaal
recorrer la grafica y=sen(mx) moviéndola -¢/w unldades sobre el eje X En Ia ﬂg 5 se“‘., oo
contempla este casoparaw=3y¢=n/3,ie. 2 e

y=sen(3x +1r_)

Finalmente la grafica de la arménica y-Asen(wx-ﬂp) se obtlene aI multlpllcaf tOdGSf' fl{ ’
las ordenadas de lacurvay= sen(wx+@) por un nimero A La f g 6 ejemplif ca este caso‘»“ S
| cuando A 2, 0=3y (p-nls i.e.

N Y?2sen(3x_+-5#);' : (s

o cual modifica la amplitud de la funcién en A Unidades
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Fig. 5 ' Fig.6

Por otro lado, usando identidades trigonomeétricas, es posible escribir

Asen(wx +@) =A(coswxsen +senwxcosQ).

Haciendo

se Ilegaaque cualqunerarmémca puede representarse como PRRAT L ER e
‘ “acoswx + bsenwx, PR S22

de aqul resolwendo en 1.1.2.2, se obtiene que

A=ya’ +b?, sen(p:j—

sl
\/a +b2_ A az.‘fbazi
para Ia que (p se calcula facdmente

Un método para calcular el valor de (p utlllzando una calculadora consi

Comparar somp"a con 0 S| a es mayor 0 lgual a 0 entonces
contrano (a negatlvo), entonces q>=sen a o

a = Asenq, b= Acos(p, : -» E R 1121 B




una suma de funciones periédicas, que, aunque estd formado por fi de;
o comportamiento sencillo, puede Ilegarapresentar un’ comportamlento verdaderamente
- complejo (dependlendo de Ia manera en Ia que se esco;an'las
- aﬂbn'zubz: o) o : S ;

X T
acos-}- + bsen-—l-

1.1.3 Series y polinomios trigonométricos

Sea T=2l un perfodo dado, y sean las arménicas
akcoslr-j—‘-{ + bksenlt-?- (k=1,2,...) 1.1.3.1

con frecuencias , = mk/l y perfodos T, = 2mw, = 2i/k. Debido a que

= 21 “ka,

Lo que implica que T=2l es periodo simultaneo de todas las armomcas 1.1, 3, 1 ya_ ‘
que todo mltiplo entero de un- perlodo de una funcion es, nuevamente, un periodo.
Entonces, se 'define la funcion : L e

5,00 =4+ E(a cosf-:i- + btsen—-—~), |
k=1

donde A es una constante como el polmomlo trigonométrico de orden n.

Es comGn encontrar ofra representamén del polmomlo trlgonométnco obhgando a ; : e
que el indice k de Ia suma comuence en 0 utmzando el hecho de que sen(0)=0 yx._
‘cos(O)-‘l de tal forma que , L

o E“’”“‘T*bwe T). §. i

k=0

El polmomco tﬂgonomémco es una funcnén con. perlodo 2I ya que es: resultado de

A contmuaclbn se muestra Ia gréﬂca del polmomlo tngonométrico

" .Vf“ 2 + lcos2x + 3senx —'—z—sen4x
T T



3} » 263t )4 cost =700k 400

Fig. 7

Se define como serie trigonométrica infinita al polihomio trigonbmétrico ihﬂnito, B

s (x) =4+ Z(akcos——lk-f- + bse n-—-I—-)
Si esta serie converge tendra como periodo a T-2| nuevamente

A partir de lo anterior se tratara de encontrar-una representacnon de cualquler;‘,” S
funcién periédica y=f(x) a partir de una superposicion de. funciones arménicas (fas -
~_condiciones y particularidades de las funciones cuya representamén en senesi“* PR
tngonométricas es posuble se proporcionan enel anexo I) ‘ S

En este trabajo solo se presentara el desarrollo concernlente a func1ones con
periodo 21 ya que si : «

foy= 4 + E(a,‘cos——;fx—wksen-———), :

| para cualquier funcién con perlodo 2I podemos hacer nxil = to X= tIIn y construir una
nueva funcién ot

(1) =f(—'é) =d + Z(&,‘c_oskr + b,,seni;:).

 cuyas arménicas se repiten cada 2r unidades del dominio.



1.1.4 Funciones y sistemas ortogonales

Se dice que dos funciones, o(x) y wix) son ortogonales en un intervalo [a,b] si
cumplen:

f ) W()dx=0
De igual forma, un sistema de funciones reales
PP, (),@,(¥)srer @D 1.1.4.1
es ortogonal en Un intervalo [a,b] si _
bf«pn(x)cpmm 1 L
Y ademas se cumple | | e
f«p N
En particulér,‘ el sistema (1. 1 4 1) se dlce que es ortonormal si
| f(p,l(x)dx= o (n—012 3

:Entonces cualquuer sistema ortogonal pu de normallzarse mu\tlphcando cada una =
de las funcmnes del sistema por constantes T que deberén satlsfacer‘; o

f “"q’ ) ds = b fq’n(x) dx = 1  - (n‘- 0,1 2,, ),‘?':_

lo que implica_que »




para indicar la norma de la funcion @,(x). Si el sistema 1.1.4.1 es ortonormal, entonces,
obviamente

Il =1 (n

= 0,1,2,....)

Por otro lado, se define el sistema trigonométrico basico como el conjunto

{1,cos x,sen x,cos 2x,sen 2x,

...,COS NX,sen nx,...}

de funciones que comparten el pericdo 2. (aunque sen2nt y cos2nit tengan un periodo

menor 2n/n).

Una de la propiedades del sistema trlgonométnco basico es la deser un SIstema

de funcsones ortogonal.
Prueba:

Para cualquier n distinto de 0, se cumple

x=f

-fcos nx dx = lm] =0, =

, n RS
n R L ES SN
- .;=!t L
cosnx | .
: »fsen nx dg = [-———-——-—»] =0,
-n - R R
o Ly L 1 +.cos2nx -
Jeos, I = fcosznx dx = f—-—-—"—-—dx =
-1 -1 L _
e : .1,_ o 2 el
e o1 =cos2nx, .
||s¢m"-l|2 = f sen2nx:dx' = f——-——-i——-—dx =

Utshzando Ias |dent|dades trlgonométncas S
| -[cos(u+ﬁ>+cos(a-i3)1,

coso cosB *

- ll«

senc. s‘enB‘

—i—[cos(a ﬁ) -cos(a +ﬁ)]

- Sellega alosiguiente:

[



_ primeramente, suponer que la serie L

* construida al efectuar el producto de 1'.1.5‘.,1fp,br;qj',,'(x)‘.f}}pﬁéde'; sermtegradatér

1
=

fcos nx cos mx dx =?lz-f[cos(n +m)x +cos(n -m)x]dx =
o - 1.1.4.5

n

i
[e-]

fsen nx sen mx dx =%f[cos(n-rn)x-cos(n+m)x]dx =
-7 -

para enteros m,n diferentes. Finalmente, usando la identidad

send, cosp = -%[sen(WB) +sen(6-P)1,

se concluye que
T

T
fsen nx cos mx dx =—;—f[sen(n+m)x+sen(n—m)x]dx =0 1.1.4.6
-n -% o :

para cualquier ny m.

~ De 114311441145y 1.146se deriva que el sistema trigonométrico basico R
es un sistema de funciones ortogonales. o B TR

1.1.5 Series de Fourier basadas en sistemas ortogt»iha}lévs»n B L o : |

Sea f{x) una funcion definida en un intervalo (a,b]. Suponga que f(x) puede ser
representada como la suma de una serie que involucra las funciones dgl ,s;is,tema‘{jg 1.4.1

es‘décir_.-p‘iensve que para todo punto del inte‘rvg|o,[a;b]._;_;_3  pn
| ) = e @ A

dondé co,c,.;.v..‘cn.... ‘son c0nétahtes‘ a ser calculadas Parahacerestose ;r‘i:epespta,;
f90,0) =_’cqwocx).fo_,-,(_x)}fjc'l«p{(x‘)@(;‘)+'-?.}' =

e @R @G (=012
: +cml(pml(x)(pn(x)+m ‘ . e

término‘.,’De_ acuerdo a 1.1.4.2, esta integracion'implica -~ = -



b b
ff(x)tp"(x) dx = c"f(p:(x) dx (n =0,1,2,...).

a
Por lo que se concluye que

j/(x)tp (x) dx f/(x)(p (x) dx
C" = = (n = 0,1,2,--‘)- 1.1.5.3
f(p:(x) N ho,I? |

Astimase ahora que se da una funcion f(x) definida en el intervalo [a,b], y se desea
efectuar la expansion de f(x) con respecto a las funciones del sistema 1.1.4.1, sin conocer
de antemano si tal expansién es posible. Si la expansién es factible (y si la condicién de
integrabilidad término a término se cumple también), entonces, como se ha visto, se
alcanza la expresion 1.1.5.3. Asl, si se intenta obtener la expansién de f(x), resulta natural
examinar primero la serie con los coeficientes dados por 1.1.5.3, y verificar si esta serie
converge a f(x). Los coeficientes dados por 1.1.5.3 son llamados coeficientes de Fourier
de f(x) con respecto al sistema 1.1.4.1, y la serie asociada a estos coet’mentes se’
conoce como la serie de Fourier de f(x) con respecto al slstoma 11 4 1. L

Si el sistema 1.1.4.1 estd normahzado entonces !a férmula para calcular los‘ f
coeficientes de Fouriertoman la forma | LT ‘ e

f/(x)cp () de (n = o;l,z'..'..).

Mtentras no se tenga certeza con respectoala convergencna de Ia sene de Founer S L
de f(x), se denotaré . S

f(‘) ~ cotpo(x)+c,<p,(x)+ e " (x)+

S| las funcnones del s1stema 1.1 4 1'son contmuas y Ia serle en el lado derecho de_;[ : ”
1.1.5.1 es uniformemente convergente, entonces resulta sencillo demostrarque también S
la serie 1.1.5.2 es convergente umformemente y. porende puede ser mtegrada térmmo;., N
atérmlno HN et T

Debido a lo anterior, se mfere que si las funciones del s&stema 1 141 son.

 continuas y i la expansion 1.1.5.1 es convergente, entonces 1. 1.5, 1 es Ia sene de Founer?, e
de f(x) cuyos componentesc estén dados por 1, 1 53, it

'Los términos de convergencia uniforme de Ias serle s resumen en el anexo |



A partir de lo anterior, es posible, dado un sistema ortogonal cualesquiera y una
funcién en un intervalo {a,b}, construir la serie de Fourier asociada.

A manera de ejemplo, y por las caracteristicas de sencillez en su comportamiento
y aplicabilidad, se encontrara la serie de fourier de una funcion f(x) definida en el intervalo
{-11,m] con respecto al sistema trigonométrico basico presentado en la seccion anterior.

Para iniciar este proceso es necesario suponer que una funcion f(x) de periodo nn
tiene una expansion de la forma

~™

fx) =—‘329- * E(akcoskwbksenkx), 1154

k=1
El objetivo es encontrar los coeficientes aya,,b, (k=1.2,...) que hacen que la
igualdad 1.1.5.4 se satisfaga. ‘ )

Para hacer esto es necesario asumir que la serie 1,1.5.4 es mtegrable términoa -

término, es decir, la suma de las integrales es igual a la integral de Ias sumas, EntOnces.‘ o
aplicando la férmula 1. 1 5.3, RS | ‘ g

ff(x)tp,,(x) dx

e B o N R
|0, T _
Paraay2 ' T
o n .
fj[x)dx SR
dy _ n no
TR —-T;f/(;c).dx.

lo que implica

Para los coaf cuentes ak (k—1 2, . )

f j(x)cosnx de:

".s = __...__..__.2___- --fj(x)cosnxdx T
Neos, IF

' debido a 1_1 44




Utilizando también 1.1.4.4, para b, (k=0,1,2,...) se tiene
n

f flx)sennx dx

- !
b= e = — {fx)sennxdx
" I sen, | “f

Finalmente, y ya que cos(0)=1, los coeficientes encontrados pueden ser reescritos
como:

n
R” = -‘}]—t-fﬂx)cosnx dx (n = Ovliz"")’
T 1155
b, = —ij(x)sennx dx (n = L,2,3....).
n-n

De este modo, si f{x) es una funcion integrable en cualquier intervalo de longitud
del periodo (2m), entonces los coeficientes a, y b estan dados por las formulas
presentadas en 1.1.5.5. :

Los coeficientes a, y b, calculados por las: formulas 1,1.5. 5 se denominan’,"
Coeficientes de Fourier de f(x) con respecto al sistema trigonométrico basico, yla
serie trigonométrica con tales coefi cientes es llamada Serie de Fourier de f(x) con

respecto al sistema trlgonométrico basico. Asimismo es conveniente subrayar elhecho
de que las formulas presentadas en 1.1.5.5 involucran la integracién de una-funcién de; AL
periodo m; por lo tanto, el intervalo de integracion [n, n puede ser reemplazado por]’af‘:

cualquuer otro de Iongltud nde manera que, junto con las funciones 1 1 5 5 se tendrén

‘ a’zn : ! L . “
a, =~ fj(x)cosnx de. (,, = 0 1 2"_ )’ L
‘ a+2rr . ’ : i S
b = "1" fopenne ds (=123
" ) B ¢ Fal fod |

e Aphcando la férmula de Euler se' puede relacionar la sene de Founer con’respect
_; al snstema tngonométnco bésico: \ : '

,Lafé_rm‘ula de.Eulerjes*'"" | e e T
: | - AU CQ.S‘P*'.?;WMP
 delaque '_éé'de_s}p}'_end'e : |

B e
el e T
CosP = =




. -para indlces posmvos y

b p"ara .‘i‘n'dice's»néga‘tiy()é‘. -

Entonces es posible expresar

el'nx_e inx
coshxy = ————
2
elnx__e inx -e inx+e -inx
sennx = ——— = """
2i 2
Substituyendo esas expresiones en 1.1.5.4 resulta '
a,-ib, .. @ +b
j(x) Z( L "2 neﬂnx)' 1.1.5.6
Haciendo
a a ~ib a_+ib
ey = L i UL S I LI 1.15.7

2" " 2 1 2
Por lo tanto la serie 1.1.5.6 y, al mismo tiempo la serie 1.1.5.4 tomaran como forma o
alternativa e SE

:f[x) Ece

ERL)

Esta es, precnsamente. a forma compleja de la serle de Fourier de f(x) y los PRy S
coeficientes ¢, dados por 1.1.5.7 se conocen como los cooﬂclentes comple]os do RSN
Fourier de f(x) Estos coeﬁcnentes satlsfacen la slgwente relacién ‘ S R

=--f/(x)e ”“dx | (n—()&l fz )

En efecto utlllzando la férmula de Euler y 1 1 5 7

f fix)e” " t f f(x)cosntdx-: f j(x)sen nxdx] _ ‘  "

H

;(a "'_,ib”) “ = cn

f(x)e ""dx~ -——[ fix)cos(nx)dx+i Jix)sen(nx)dx

»= ‘;(a,-,j‘lb',,)”i SO



conjugados. Esto es una consecuencia inmediata de 1.1.5.7.

1.1.6 Error medio cuadratico (la desigualdad de Bessel y el Teorema de Parseval)

Sea f(x) una funcion integrable por su cuadrado® arbitraria definida en un intervalo
[a b] y sea 0,(x) una combinacién lineal de las primeras n+1 funmones del sistema 1.1,4.1,
i.e,

0,(x) = T, +T,0,(x)++L,0,(x), 1.1.6.1

donde 7, Y,,~,Y, son constantes. Por hipotesis todas las funciones del sistema ortogonal .
1.1.4.1 son mtegrables por su cuadrado (ver 1.1.4.2). Entonces, la combinacion lineal
0,(x) y la diferencia f(x)o(x) [n=0,1,2,.] sontambien funcnones lntegrables por su ‘=

cuadrado.

Considérese ahora la cantidad
b

a B
que se conoceré como el error medno cuadratnco aI aproxlmarse a f(x) por medlo de'-j Ry

Oy(x).

Ahora se deben escoger los coef cientes TO,TI, ,T que mlnlmicen el error"fi;_
cuadratico medio, i.e, 5, , ‘ : I O

De11623ededuceque | . e
ff’(x)dx 2ff(x>o (o) + fo (x)dx SR

‘ Debldoa1161setlene que d i e
ff(x)o cxi ‘ .g;i;}f;‘txiwk(#)d#é .

Y de acuerdo a 1 1 5. 3

2 Una funclén f(x) deﬂnlda en un Intervalo [a b} es mtegrable por su cuadrado si f(x) y su cuadrado (R(x):
- son. integrables en [a b] : h e



e ,que es equlvalente a demr que

h
J'f(x)tpk(x)dx = c ol (k = 0,1,2,0)

donde los ¢, son 108 coeficientes de Fourier de 12 funcion f(x), por lo que
b

[0, e = ICALAR
k=0

[}

1164

Més aln

b b on
J'oj(x)dx = f (‘; Y,

a

f (L T + E“’Y,,T,,w,,(x)«pq(x»dx

= Zn:“fzfq) (x)dx * ETT f«p (x)p, () dx.
k=0

a

La ultima suma, extendida sobre todos los indtces py g que no excedenam, €s '
igual a cero por las propledades del sistema ortogonal 1.1.4.1 dando como resultado

fo(x)dv-Ean,, R 1165

Sustltuyendo1 1 6 4y1.185 ent 6 3se obtlene _} i
ff Or 2ET 1o, +2T,\\«pk\\2

Donde S B
ff2(x)dx = CONSTANTE Ec “(p \2 = CONSTANTE

es decu no. dependen de TD,Tl, ,T y obwamente el nu

z(c,—m I M

kb



que se conoce como igualdad de Besse|.

i ddnde‘f(x)_es una fUnciénf‘arb\i't'r"ar"ié- ihtegrable por su Cuad'rflé_dd.\,y;"!‘?'1.33,‘-;b,,

Asi, el error cuadratico medio es minimo cuando los coeficientes en |a combinacion
lineal 1.1.6.1 son los coeficientes de Fourier,

Al minimo error cuadratico medio se Je conocera como A, v sera
b n
A = i *kE ¢ k(p"(x)rdx
=0

a

k " . 1.1.6.6
= ff’(x)dx NN
k=0

En base a sy definicion, el nimero A, es no negativo, por lo‘que la ecuacion

anterior produce |a siguiente desigualdad '
b, |
[Fiwrds 23 e g, 12
g k=0 ; | A
conccida como la desigualdad de Bessel, o R P N

Por otra parte, se dice que unsistema 1.4.1.1 es completo si para ‘cua‘lqu_ier‘fu‘ni;ién;g’ T
f(x), integrable POr su cuadrado, se cumple Ia igualdad SRR S R

[Fes)ax Lellol

En particular, Se puede demostrar que el sistema 'ttigonométri'co'fbésf,iéofﬁeé.,;:* o
completo®, por lo que I_a‘deSiguaIdadde,Byes‘sel se vcprjvierteven"--u-* R

n=l’

n ' ¢ ¥ L
o ay e
UL ML

. son los-
coeficientes de Fourier de f(x). L'a'férmula'anteriorr'es conocida como ¢l teorema de

*Veranexo!




147 Transformada de Fourier.

Considérese ahora el problema de encontrar una gxpansion en serie de Fourier
para una funcion f(x) referida al sistema tngonométrico basico.

Para hacer esto suponga que f(x) esta definida para todo numero real, pero f(x)=0
para |x|> T/2. |

Se define una nueva funcion g(x) de periodo T que €S idéntica a f(x) en el intervalo

-T2 T2y tal que,
{g(x) =f(x), -T2 sxsT/2
(x+T)=8()s jeELED e

Retomando la transformacion hecha al final dé la seccion 1.1.3,s€ puede expresar

g¥) = 9Og) = E ¢ e““’°"

k=

donde

para m_o=2nIT Debndo aque f(x)—g(x) enel intervalo de lntegramén‘lde‘gk, ,entonces fe i '

II

fﬂ) ikm“xdx -

mo

C
Eooam

R |
J‘j() lku), du

o

it




. aqui se debe. hacer la aclaracuén de que en el Iimxte la camldad kmo se convue te
) varlable contmua la cual seré denotada por w. Esto es,: o

i

Z C'k(? ikwyx

k=m0

8(x)

0

712
j f( ) kg }ilzmax

-7/2

m

E f f(l) ikt~ u)

-TIZ

l L]
— ). H(kw )w
2n,§1 (k) 1.1.7.1

donde
m

H(k(a)o) ff( )e tkwo(x u)d
; -1 ‘ B
Por otro lado, cada térmmo dela suma 1.1.7.1 representa el érea de un recténgulo

de altura H(kw,) y base w,. A medida que T tiende a infi hito, g tiende af, w,’ tiende a 0 i

yel Iimlte de lasuma 1.1.7.1 se aproxima auna |ntegra! al grado qUe i

ﬂx) lim g(x) = — f H((o)a'm

T

H((o) = l:m H(km = f /(z))'_eff“ﬂ%_fvuuf ey
DI R T M)
M= £H(w)dm znif_[”ﬂg)ei.- Tad

- "21'!::[ :f/(ul)e‘ V, dued(n) o

frowsa

F(u)) =it f f(x)e Has dx




La funcién F(x) definida en 1.1.7.3 es llamada la transformada de Fourier de la
integral de Fourier de la funcién f(x), y, al mismo tiempo, f(x) es conocida como la
transformada inversa de Fourier de F(x).

El teorema de Parseval aplicado a las funciones encontradas muestra la siguiente
relacion '

m 2 - _l_m 2y
f|F<w>| do 2n_flf(x)l x

Otro hecho que debe ser tomado en cuenta es que, para algunas funciones no
periddicas, la transformada de Fourier puede no existir. Sin embargo las siguientes
condiciones dadas por Dirichlet son suficientes para garantizar su existencia:

1. f(x) es absolutamente integrable, es decir

‘ flj(x)|dx<¢°.'

2. (x) sélo tiene un namero finito de discontinuidades en cualquier intervalo finito.
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1.2 Series de Fourier para funciones discretas

1.2.1 Funciones ortogonales

Sean ¢,(t) y ¢ (t) funciones complejas definidas en el dominio D, el cual es un
subconjunto de la recta real. Estas funciones del tiempo definidas en un conjunto discreto
son ortogonales si ‘
k #j

[] = o’
gg‘du(r)cb, (r){ ,

1211

Suponga que el conjunto de funciones trigonométricas y sen(2rkt/n) y cos(2nktn)
estan definidas sobre un nimero finito n de puntos, i.e, parat=1.2,...n. Para k=0,1,2,..,
[n/2], donde [x] se define como el maximo entero menor o igual a x, el sistema contiene .
exactamente n funciones no nulas. Esto es consecuencia dequelafuncionsenoesigual |
a 0 para k=0y para k=[n/2] si n es par. Especificamente [n/2]=n/2 cuandones par,yel =

 sistema consta de cos(2nOkt/n)=1, cos(2nkt/n) y sen(2nktin) para k=1,2,..., 2ty ’i}kf'l-f
co3(2n(n/2)tin)=co(nt)=(-1)". Si n es impar, [n/2}=(n-1)12 y el sistema consiste de

cos(2n0kt/n)=1, cos(2nkt/n) y sen(2nkt/n) para k=12,..., (12, En CUaquiéfé | 43103 .
casos, existen exactamente n funciones en el sistema. - 0
. sen(21tkt‘/n),c<'>s(2‘1tk;/,,) (k?ozl'i'iQQ,thlz]) ) = ;1 .‘ 1212
Ahora se probara que el sistema 1.2.1.2 es un s',is'te'ma__b:r,t'og’olhél.t*l}?a‘tai hacer esto.
se aprovechara la ecuacion de Euler vista enla primeraparte. -~
R SR | ;‘e""'?'bos'(p'fisehv(p."'_'”v T
Yun resultado conocido .dél estrubdio‘ de series

Lyte eyl <1 yec
k= A R

Entonces siy=e” setieneque
L E e ey
Yew #efv(_l.__?_-_“’ﬁ) -ew(i___'_)

sro oV d=e®) A gleg

. ) ’ ’ "Pil’? ign2 _ -l‘{mh 2{ i

o 'er«“’[e i G ]! J o




n
Eeupl = o iwneny2 3en(@n/2)

sen(/2)
= cos ‘P(n+1)) sen(Qni2) isen( (p(ml)) sen(Pni2)
2 sen(/2) 2 sen((/2)
Pero
Ee“‘" = ZCOS(PI + lz.s'empt.
=1 t=1 =1
Asi |
Ecosq)t = cos( ‘p("ﬂ)) se"(‘P"/Z),
1 2 ) sen(¢l2)
Esen(pt = sen( ‘P(n;l)) sen(q)n/Z)‘
=1

sen(/2)
Sea @=2nk/n. Se tiene '
sen(pn/2) _  sen(Tk) _ {"' k
sen(p/2) sen(ﬂk/n) 0, k

0,
1,2,..[n12],

1213

12.1.4

y cos (=1 y senp=0 para =0 por o que las ecuacuones 1. 2 13y 1 2 14 lmpllcan que . |

Ic=0.

E cos(2Tkt/n) =
0, k# 0

3 sen2mktin) = o, (k =0 1, ,,[an])
t=1

;_,1;.,2.»1.6“; o

Ahora auxultados por las. |dent|dades tngonométncas1 1 44a, i b e

o o - S

yde1215y1216seobt|ene

L 5 s( 2ﬂkt) (Zl‘ll) _ ‘E (zm(w'))l ¥ e

=1 n n i f:l

‘___;_‘- (fﬂ(kﬁ)(nﬂ)) sen(m(k+j))
z’ - n sen(TH(k+/)in)
(Ttl(k-j)(n+l)) sen(T(k))).
o 2' : e sen(m(k—j)/n)
tg‘_ ([n k=0 _,_{. k0
- E{ _ .

0 k+]¢0 2

- .-/foz,..




dimensional. En 4lgebra superior generalmente se’ construyen vectores ‘de-estas

funciones (que para el desarrollo de este trabajo seran consnderadas como fun ones del-

‘existe una combinacion Imeal de funmones seno y coseno que representan Ia vsu‘ es

n k=j=0 o n/2 (n par)
n 1}
Ecos( zﬂc—’-) cos( _?lt!_’.) = ni2 k=j#0 o n/2 (n par)
t

=] n n

0 k¥,
Mediante un procedimiento analogo se llega a
0 k=j=0 o n/2 (n par)

n .
Zsen( M)sen( 3..71’.) =4 n/2 k=j+#0 o n/2 {n par)
t=] n n

k#j

Z wn( Mkt) cos (Zﬂi) =0 para todo j , k
t=1 n

A partir de la ecuacién de Euler, es claro que el sistema de funciones
trigonométricas 1.2.1,1 también puede ser representado en su forma compleja,

Esta forma resulta mucho mas simple y compacta, ademas de Util en ciertas
aplicaciones. En términos de esta representacion, el sistema 1.2.1. 1 contiene las
siguientes exponenciales complejas

(n-1) (n-1)

¢ 12Tkl --é-‘rls k S; sinespar y - S k< ; sines meah}

2

el cual, obviamente, es ortogonal.

1.2.2 Serie de Fourier para una sucesién finita

Sea Z,,Z;,...,Z, una sucesion (funcion dlscreta) den numeros Esta sucesbn puede‘ e ;
ser considerada como un conjunto de coordenadas de un punto en.un espacio N

caracteristicas mediante combinaciones lineales de un conjunto de vectores; IIamados-'*

base del espacio vectorial, los cuales tiene la propledad de ser lmealmente independle tes
y, en algunos casos, ortogonales entre si 5 ]

Entonces, apllcando eI concepto anterior y consuderando a cada una de las |

tiempo t) del sistema tngonométrlco 1.2.1.1 como un elemento de la: base propuesta'

{2} es declr



|
’i
I
i
|
|

(ni2)
Z = 2 akcos(Zﬂkr/n)+bksen(2‘n:kt/n) 1.2.2.1

1=l

Esta ecuacion es conocida como la serie de Fourier de la sucesion {Z;}; mientras
los a, ¥ by reciben el nombre de coeficientes de Fourier. Usando las propiedades de
ortogonalidad de las funciones del sistema 1.2.1.1 se pueden calcular los a, y b, mediante
la multiplicacién de cos(2nkt/n)y sen(2nkt/n) en ambos lados de 1.2.2.1,respectivamente,
y posteriormente sumando sobre t=1,2,...,n*, Asl, se obtiene

-,1;2; Z,cos( zl;ﬂ), k=0, y k=n/2 si n par,
f=

ak = " )
Iy z,cos( %ﬂ) k=l,2,.--,{ﬂl- 1222

n =1 2

s, [ 21k et SRR
oor ol 1) | | S

B=1

Sean las frecuencias de Fourier w=2rikin, k=0,1,...[n/2] Usando el .sistemaj de |

exponenciales complejas, el equivalente a 1.2.2.1 seria
(n-1)2 ' ’

o . ‘ SRR
ce si- n es par _ ‘
k=-(n-1)2 SRR o ; ~ R

' ni2

c,e sl n-es impar- -
- k=-nl2+l : L

-_Donde los coeficientes ¢ estan dados por

© por o, Ias ecuaciones 1.22.2 y 12:24 propordonan Ia ma relacér,
existente entre los coeficientes a, y by, de la serie 1.2.2,1con los ¢, de1223
." = ,ak+ib*l o

-k =, c" o ) L

Vease la secclon 1.1.5 para un sequimento detallado -




‘para todo ty j enteros. Por Io que 1 2 2 1 y 1 2 2, 3 contmuan S|endo vélldas‘para todo e

En este punto es importante hacer un alto para considerar la convergencia de la
suma 1.2.2.1. Una condicién que garantiza que la suma no se indefina es que la sucesion
{2} sea absolutamente sumable. Esto es

o

Y 7)<

[ERT-

El desarrollo anterior muestra que cualquier sucesion puede ser escrita como una
combinacion lineal de funciones seno-coseno o de exponenciales complejas.

1.2.3 Series de Fourier para sucesiones periédicaé

En este caso es del todo vélida Ia definicion de penodlc:ldad dada eI 1.1. 1 Ahora Aoy
suponga que la sucesion (o funcion dlscreta)Z,tlene periodon,ie, o e

ttn Tt

z, -2

para todot, .enfero
A esta sucesion, por o dicho antenormente. le corresponde en un |ntervalo de] ;f“—f' g
longitud n, una expansion en serie de Founer dada por 1. 2 2 1 0 equivalentemente por .
1.2.2.3, donde w=2nkin. ‘

Seobserva que las funciones sen(mkt) y cos(m,t) en 12, 2 i1 y las exponenmales'~} e
gt tienen como periodo an, lo que provoca que e |

z, ~z 

Vn (LA

domlno de L

Para una sucesuén Z. de periodo n, se def ne la energia asociada a Zticomo



* de tiempo, ala que se denominara la fuerza de la sucesion,

n [ni2) n n
22,2 = E [ak): Zgoswt ¥ bkz zlsen(okt]
t=1

t=1 k=0 t=§

LN R

- (a, +by) si n es impar 1.2.3.1

2 k=1 daths
[(n-12)
n

na02+— (a:+b:)+nai st n es par

k=1 7

acion de Parseval para series de

La ecuacién anterior es conocida como la rel
223y 1.2.2.4, se tiene la forma

Fourier. Equivalentemente, usando las igualdades 1
correspondiente a 1.2.3.1 para exponenciales

(n-1)2
n ﬁ le, | si n es impar
k=-(n-1)12 : | 12392

=] !
‘ n Y el si n es par
k=-ni2+1 ‘ :

adonde |c,|* = A

~ Las ecuaciones 1.2.3.1y 1.2.3.2 implica enef ‘
sobre el horizonte t=0,1,2,... es infinita. Por es0, se considerara esta energia
dadopor

‘ l[(n’-l 2)

at= L @
Kl
L ln=1y2) ‘ ey ey
cg ] 2 1 - Do : B ;
ay +— (a *by)tay, -~ Si.n €S parcooo :

 Fuerza = s

kel

o equivalentemente
\"k‘z si-noes ,impai-;

X e s
k=-pil2 +1 L Y

~ Comosedjoantss, el ésmo componente amorico incluye los erminos k=4y
=,-i‘QUe_,cprr_es’poynd_en‘ alamisma frecuencia i_(zf,‘l“){.A‘_-*";';_S;ef_intefp_fﬁfa;|a cantidad

n‘que la energia total de una sucesién

porunidad -
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del término de la serie de Fourier de Z, en la k-ésima frecuencia g =2nk/n como la
contribucion a la fuerza total. La cantidad f, dibujada como una funcién de w, se conoce
como el espectro de fuerza y describe como se dlstnbuye la fuerza total sobre las
diferentes frecuencias de la sucesién Z,.

1.2.4 Transformada de Fourier

Considérese una sucesion o funmon discreta L de duracion fi mta taI que Zt 0 para L L
H > M . Sea n=(2M+1) y una funcion Y, ' ‘
Yow =2, -(n- l)/2$ts(n 1)/2 j»O:*:l 2,

la cual tiene como periodo an, por lo que puede ser expresada por 1 2. 1 3 como

-1y o
Y - ckelzukl(n ,
! k==(n-1)2 o
e o
ck = Ye "fzﬂkl/ﬂ .

R CRis(rey2
Pero en el intervalo -(n-1)/2<ts(m=1)12, . Y Z, entonces
R : S R (5 |7 S _ :

¢, = L Ze-tznklln
"l--(n l)/2

;._EZ F'Ianun e

? donde se utiuzo el hecho de que z;o para t <- (n-1 )I2 0 t> (n-‘l )/z

Sea

e R e
, w‘:_‘_ Ze R S
_ A ) ,2m§; A

Entonces -

e x.i&“’gg’ ‘%mﬂﬂ



: antenores quedaran como

¢y = Z}/(kAw)

donde Aw = 2n/n, combinando este resultado con 1.2.4.1 se tiene
(n-1)12 M )
Y, ﬁ =1k Aw)e A,

k=-(-pn2 N

y ya que Aw = 2n1/n, entonces
(n-1)2
fle Aw)e 4 Aw,

k=-(n-1)2

Y

i

Cada término de la suma anterior representa el area de un rectangulo de base Aw
y altura f(kAw)e"***, A medida que n-~ se observa que Y,~2, y Aw-0. Por lo que en el
limite, la suma se convierte en integral. Mas aun, debido a que la suma se realiza sobre
n valores consecutivos de longitud Aw=2ri/n, el intervalo total de integracion siempre sera
de 2mt de ancho, i.e,

lim Y

!
v

- N
"

lim E fkAw)e ™ Ao

[RL] k: wm

= jf((‘))"’md@- _‘  |

R

~_En wsta de que f(w)e" es una funcién de W, tlene un periodo de 2n o QUe Permnef‘
que cualqwer intervalo de mtegraclén de 2n cumpla con Io establemdo anterlormente

En pamcular, si se conSIdera el intervalo -n<(o<n, entonces Ias ecuaciones'

ff(m)e Mfdo) ) ‘=0'ﬂ:1’i2’"‘ e

j(m) l Z Zp —tuu ,'  "_,_n‘(.m, <.

[..m



: penédrca forma un conjunto contrnuo. |

" Por lo tanto, sus propledades tienen que ser’ estudiadas en términos del espectro d':e,

‘ convergencra

El hecho de encontrar la integral 1.2.4.2 como el limite de una suma implica que la
transformada inversa de Fourier representa a Z, como una combinacion lineal de funciones
que son complejaT de forma senoidal, con frecuencias muy cercanas y amplitudes dadas

por | f(w)l dw. Asl, f(u))| se conoce comunmente como el espectro o amplitud espectral de
la sucesion, ya que provee informacion acerca del peso que tienen las frecuencias en la
composicion de Z,.

La energla asociada con la sucesién esta dada por la relacion de Parseval:

Z = Y 2 ff (@e "do

TERT ]

- ff‘((o)z Ze "dw
- ==
=27 f F (W) w)dw

n
= 2nf |flw)|*do, |
1.2 4.4
Entonces, Ia relacion de Parseval asocia la energia en el dominio del espacio con i
la energia en el dominio de frecuencias. En otras palabras, la energia de una sucesion .
puede ser encontrada ya sea, calculando la energla por unidad de tiempo y sumando
sobre el dominio del tiempo, o encontrando la energia por umdad de frecuencra e
integrando sobre todas las frecuencias. » £ : .

Envista de lo anterior, g{u}=2rl flaj? como una funién dew es tambrén conocrda’fﬁf; .
como el 93990"0 de energia o la funcion de densrdad espectral G

Es importante, para el desarrollo del trabajo seﬂalar las dlferencras entre Ias‘ "
propiedades del dominio de la frecuencia para funcrones discretas perrédrcas y no_’ S
periddicas. ; ; : S

1.El espectro de frecuencras de una funcrén discreta perrédica esta arménrcamente:'fff
relacionado y forma un conjunto dlscreto, mientras que el espectro de una funcrén no

2, La energia sobre todo el ere del trempo para una sucesrén penédrca es. mﬁ

potencias sobre un conjunto finito de frecuencras armémcamente relacionadas. El espectro
resultante se denomina espectro de linea, La energla sobre todo el honzonte del tlempo
‘para ‘una sucesion aperlodlca es f nita y esta garantrzada por Ia condiclén para la



Capitulo 2 Series de Tiempo




Introduccion

En la vida real existen muchos fenémenos a los que resulta necesario estudiar. La
idea para realizar este estudio se basa en una serie de abstracciones de las relaciones
que mantienen los componentes del fendmeno entre si.

A esta serie de abstracciones se le conoce con el nombre de modelo matematico.

En particular, es posible derivar un modelo basado en leyes estaticas (como las
fisicas), lo cual permite calcular exactamente el valor de cualquier variable dependiente

del tiempo en un instante dado. Si éste calculo es posible, nos encontramos con un
modelo deterministico.

Por otro lado, hay fenémenos en los que influyen una gran cantidad de factoresy i

en los que no es posible establecer un modelo que permita determinar de forma precisa
el comportamiento de dicho fendmeno. Sin embargo, en ciertos casos es posible encontrar
un modelo que calcule la probabilidad de un estado futuro del fendmeno entre dos limites
especificos. Tales modelos se conocen como modelos p‘robabillsticos (] éstocés‘ticd&- f

Las series de tiempo, a Ias que este trabajo esta ded;cado son una caso especnal S

de modelo estocastico.




2.1 Series de tiempo y procesos estocasticos

Se define una Serie de Tiempo como un conjunto de observaciones generadas
secuencialmente en un espacio paramétrico (generalmente en el tiempo). Si el espacio
paramétrico es continuo, la serie de tiempo es continua. Si el espacio paramétrico es
discreto, se dice entonces que la serie es discreta.

Si se analiza una serie de tiempo discreta, se considera que se tienen N valores
sucesivos disponibles que se escriben como z,,2,,...,Zy y denotan observaciones hechas
en intervalos equidistantes en el tiempo t+ht +2h,...,t,+Nh,

Las series de tiempo surgen de dos formas:

a) Haciendo un muestreo de una serie continua.
b) Acumulando los resultados de una variable sobre un lapso de tiempo.

Si los valores futuros de una serie de tiempo estan determinados exactamente por
una funcién matematica, se dice que tal serie es deterministica. Si los valores futuros de
una serie solo pueden ser descritos en términos de una funcion de probabilidades, esta
serie llevara el nombre de no-deterministica o S|mp|emente serie de tlempo estocéstlca |

Un proceso estocastico es una familia ordenada de vanables a|eatonas Z(w t), L
donde w pertenece a un espacio muestral y t a un conjunto ordenado. Parauntfio, Z(wt)
es una variable aleatoria. Para un w, Z(w,t), como funcién de t, se conoce como funcién. -

muestral o realizacion. Usuaimente La poblacién que consiste de todas las realizaciones -
posibles se llama ensamble. Se hace necesario en lo subsecuente establecer la duferenciaf 3
entre un proceso estocastico y una serie de tiempo. Asi, una serie de ttempo z,,z,,...,zN de
N observaciones sucesivas es considerada como una reahzaclon o muestra de una

poblaclon infinita de series que podrlan haber sndo generadas por un proceso estocéstico

Un tipo de proceso estocastlco denomlnado estacaonano, se basa en |a SUpostcmnF, L
de que el mismo se encuentra en un estado de equilibrio estadistlco. Se dlce queun. .
- proceso es estrictamente estacionario si sus propiedades no se afectan al ‘cambiar. el;»}; P
origen del tiempo; esto es, si la funcion de distribucion conjunta de probabihdades;
asociada con N observaciones z;;,z,...:Zw, hechas en un conjunto tit,..ty cualquiera, ..
es la misma que la funcion de distribucion asociada a N observaclones zﬁ+k,za+k,...,zm+k[_*“ i
realizadas en los tiempos ¢+k, t2+k,...,tN+k ' :




: constante

: que mide la dtspersmn alrededor de este mvel Ademés, la medla p del proceso,:-;’""ag”ﬂf ;

Formalmente considere un conjunto finito de variables aleatorias {z,,2,5,...,Zy} de
un proceso estocastico {Z(w,t): t=0,41,£2,...}. La funcion N-dimensional de distribucion

esta definida por

F(Z,,.,...Z,N) =p { w:z(w,rl)Sz,,,...,z(w,tN)Szr" }

Se dice que un proceso es estacionario de primer orden si su funcion de
distribucion unidimensional es invariante en el tiempo, es decir, si F(z,,) = F(z,+k) para
enteros t, y k cualesquiera; estacionario de segundo orden si F(zy,2,3) = F{Zyui 1Zi2 )
para enteros t, t, y k; y estacionario de N-ésimo orden si

F(z,‘,...,zlu) = F(z,l*rlc,...,zly‘rk) 2.1.1

para toda N-tupla (t,,..t) y k entero. Un proceso estocastico es estrictamente
estacionario si (2.1.1) se cumple para toda N.

En adelante se utilizara la notacidn Z, para representar el proceso estocastico
Z(w,t). ' o

2.1.1 Media y varianza de un proceso estacionario

Para un proceso estacionario {Zt t-O +1 tz } la suposncnén de estacnonandad TN
implica que la funcién de distribucion de probabilidades F(z,) es la misma para todos los
instantes ty puede ser escrita como F(z) solamente. Por consiguiente el proceso antesf: o
citado tiene una funcnén de media constante - e S

o= 'E[z] sz(z)dz S

que define el nivel alrededor del cual el proceso ﬂuctua y una funcnén de vananza; i g

I E[(z u)’l 3 f (z-—p)’F(z)dz

estocastico puede ser estsmada por la medla muestral o
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2.1.2 Funciones de autocovarianza y autocorrelacion

De la suposicion de estacionaridad se desprende que la naturaleza de la funcion
de distribucién de probabilidades puede ser referida graficando un diagrama difuso
utilizando las parejas (z,z+k), de la serie de la serie de tiempo, separadas por k intervalos
de la misma longitud (o un atraso de k unidades de tiempo). Por ejemplo, para un conjunto
de datos la figura (a) representa el diagrama difuso con k=1 intervalos de separacion, que
se obtiene de graficar z+1 contra z, y la figura (b) representa el diagrama de flujo de el
mismo conjunto de datos pero con una diferencia de k=2 intervalos (trazando zm contra

Puede observarse que los valores en Ia vecmdad de la senev d: '
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Pe

[T, W E 1))

) E((z, )z, W)
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01

ya que para un proceso estacionario, la varianza o%=Y €s 12 misma en el instante t.

De este modo, la autocorrelacién con k periodos de diferencia es
4
Yo
Los nimeros v, Y f son conacidos como los coeficientes de autocovarianza y
autocorrelacion. ' '

Py

Se define la funcion de autocovarianza, de una serie e tiempo, como la regla que
asocia a cada unidad de atraso k, su coeficiente de autocovarianza Y. Similarmente se.

conoce a la funcion de autocorrelacion (o correlograma en el caso en el que la regla se

especifique gréaficamente) de una serie de tiempp'(ACF) a'la regla que asocia aggdaj R
unidad de atraso k, su coeficiente de autocorrelacion p,. En la siguiente figurasepuede - u
observar una funcion de aUtocorrelaciént‘repres‘énta_,’daqur una matriz y su grafica

asociada.
[ 1.0 0.8 04 0.2-0:1 0.1
0.0-1.0 0.8 0,4 0.2-0.1
0.4.08 1.0 0.8 0.4 0.2
0.2 0.4 0.8 L0 0.8 04
9.1 0.2 0.4 08 1.0 0.8
\_o.t-o.t 0.2 0.4 0.8 1.0
NN NN DY

™~

~
~
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s el estimador de la autocovarianza y,, y Z esla media de la serie de tiempo.

Es sencillo observar que para un proceso estacionario la funcion de autocovarianza
y la de autocorrelacion tienen las siguientes propiedades:

a) Yo = VAR(Z); po=1.
Blv) < valpd <1.

C) Yk =Y Y P =R, para toda k, es decir, las funciones de autocovarianza y
autocorrelacion son pares alrededor det origen del tiempo, k=0. Esto se debe a que la
diferencia temporal entre Z,y Zyy ¥ 2y Y Zu €8 la misma. Por lo tanto la funcién de
autocorrelacién normalmente se grafica sélo para los valores positivos det dominio.

Para el caso practico, en el que se tiene un conjunto de N observaciones Zq,....2y,
es necesario trabajar con un estimador de los parametros o coeficientes de
autocorrelacion, en particular se ha llegado ala conclusion de que el mejor estimador para
los coeficientes de correlacion p, con un atraso de k unidades es ,

| poa |
€ R L
donde

Lk o B )
6T = (z‘—E)(zM—E), k=0,1,2,..:K
N= a Sl T

- Matrices de autocorrelacion

 La matriz de autocovarianza asociada a un proceso estacionario para un conjunto
de observaciones (2y,::,:2;), hechas enn periodos sucesivos es:. - R

o Mo Yy Mea) i
YooY Yoo Yaa|
2 Yx Yo ! Yn-s

.




LI TR VR
b P P
pZ pl ! o pn—]
I =0 , o P
Pu-y Prg Py v

Una matriz de covarianzas I, de esta forma, simétrica con elementos constantes -
en cualquier diagonal, se conocerd como matriz de autocovarianzas y la matriz de
correlaciones correspondiente P, denotara la matriz de autocorrelaciones de la serie.
Considere ahora una combinacion lineal de varrables aleatorias 2,,z,. ,,...,z, e

L-lz+lz + e ot ]z

2%-1 n l“n*l

“Ya que cov(z,z]=¢;, | para un proceso estacronarro Ia varranza de L, es

~var[L,] Ez IYU r|

Iljl‘

que necesarramente es mayor que cero si alguno de Ios Ii es drstrnto de cero, lo que},"f‘
implica que la matriz de autocovananza y autocorrelacrén son posrtrvas def nidas para un
proceso estacronarro « S

Para que las matrrces mencronadas sean consrderadas como def nidas ‘po
su determrnante y el de todos sus menores pnncrpales deben ser mayores ue ce
~que provoca el surgrmrento de ciertas restricciones para los elementos quelas compo
en. particular, cuando n=2. es sencrllo encontrar que

-1<P,<l

’ - para n-3 nos encontramos las restrrccrones S
e ".-1<pl<l
...l <p2<l
__1 pg'pl
R ‘» “\14_’_93,‘:,3

o



y demés, debido a que P, debe ser positiva definida para todos los valores de n, las
autocorrelaciones del proceso estacionario tienen que satisfacer un nlimero muy grande
de condiciones, pero como se verd mas adelante, todas esas condiciones estan
contenidas en la definicion del espectro.

2.1.3 Ejemplo

Para mostrar précticamente todo lo considerado hasta el momento suponga que
se tiene una serie de 10 datos

ot ozt

”
08
15
04
04
12
11
07
,14

12

UM Zte2

15
04
04

N
07
14

s
12

12

12

La media muestral de esta sene es s
13+a+15+4+4+12+11+7+14+12 L 100
- R 10

‘La varlanza es :

e

[e)

2. (13- 10)2+(8- 10) +(1s 10)2+‘

*(T=10) 24 (11.;4”_1‘ 0 );25‘ : 44
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i
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i
!

14.4

, = (13-10) (8-10) +(8-10) (15-10) +

= -27
27

—— = -0.188
144

= -29
29
P = -

— = -0.,201
144

, = (13-10) (4-10) +(8-10) (4-10) +

=26
26 . 0.181
144

-19; ¢
-0.131; p,

-17;

-7'.
~0.048;

8;

R oA}
-y
m i

La matriz de autocovarianzas y autocorrelaciones se presentan a continuacion

14,4

26,

-29
-29

-0,118;

0.055;

-21

2 (13-10) (15-10) +(8-10) (4-10) +

c

)
Py

-29

27" 14.4° -27
14,4 =27

27
. ~29
26

-19

e

219

6
Pe

"?6'

= 17
0.118

6.
0.041

26
-29

14,4.°
£27-
-29
286,
..'1§ i
AT
fiQ'u

1,000 -.188

[-.2017 0188
181 -.201

-.201 181 -,131

~{-.188 1,000

|=.328
/118
-,048
{.055

L ", 041

w=e 131

181
Rt
<326
/118

ERTT

1055

‘f;iaa“
1,000,
=188
[ Te201
+181
=131
-,326
118
-.048°

=201,

~.201

-,188.
1,000
~.188"

L181 =
-.131

<131 5326 118 -l04B

+{7-10) (14-10) +(14-10) (12-10)

+(11-10) (14-10) +(7-10) (12-10)

+{12-10) (14-10) +(11-10} (12-10)

-.326 118 “i048 0,

15,131 -.326' 51!




Y por (ltimo la grafica de la funcién de autocorrelacion se muestra en seguida

Fig. 3 Funcion de autocorrelacion muestral

2.1.4 Representacion de procesos estocasticos

En el andlisis de series de tlempo ex1sten dos maneras muy utiles para expresar R
‘un proceso de esta indole. Una es escribiendo el proceso Z, como una combmamén lin al o
de una suceslén de vanables aleatonas mdependlentes es decir

Z = u+a *4‘1 - l+¢z it RF

donde %=1 {a.} es una Vanable aleatona con medla cero y vananza o" ame
;normalmente ruido bIanco y ' ;

. lntrodumendo el operador de salto hacia atrés (backshlft ope”y or) B!
: posuble reescribir la férmula (2 1 4 1) como

| - v
donde Y(B) = Ew’ y 4= 24



correlacion con a,; y cuando j es nula esta esperanza se convierte en [a varianza o*

- aquellos coefi cientes en los que el subinduce tino conncnda con el t+k |. por Io
. coef cnente de covarianza se puede escnblr como ‘ \ A,

Al aplicar la esperanza a la ecuacion (2.1.4.1), dado que las variables a, es

independiente en el tiempo con media 0, se obtiene que

E(W+Y, EWa,,
j=0

i

EZ)

w+Y, Wk,
j=0

ey Yo =
Jj=0

i

Var(Z) = Var(p)+E Var(l]!j.a‘_j)
=0

]
=
N
~
~
n
oL
~—

Por otro lado el coeficiente de covarianza de Z=Z-p es.
= E(z,z“,‘)

= E(;Z,; ; ‘!’,%“l-n“nk—j) ‘

@

E z lllllpE(a‘ -i uk—j)

i=0 ]-

‘Tomando en cuenta que la esperanza de a,a, es |gual a0 cuando j es dnferente de'
cero porque la variable a es |ndependiente en el tiempo y-por lo tanto' a, no tlene'

(recuerde quela medla de a, es cero) entonces la- suma antenor seré nuia para [ dos

022 ‘M’m

l=0

Lo que arro;a como resultado que el coeﬂcuente de correlacnén sea



Se observa que las funciones de autocovarianza y autocorrelacién del proceso
2.1.4.1 son dependientes exclusivamente del intervalo k. Sin embargo, ya que involucran
sumas infinitas, para ser estacionario y, tiene que ser finita para toda k. Ahora

1Y) = [EGZ, )| <\[Var@)Var(Z,,) = a’j}ilp}

entonces es necesario que

iqﬁ <
Js

J
0
para que el proceso 2.1.4.1 sea estacionario.

La forma empleada en 2.1.4.1 es conocida como representacion en medias méviles
(MA por su traduccion del inglés) o representacion de Wold para un proceso estocastico.

Para una sucesion de autocovarianzas y,, con k=0,+1,£2,... la funcién generadora
de autocovarianzas se define como

CEDXTLE

k=-»

donde la varianza del proceso, y,, es el coeficiente del operador B® y la autocovarianza
Y, es el coeficiente de los operadores B*y B*. Utilizando 2.1.4.3 se puede reescrlbir la
funcion generadora como

DTS

k== j=0

"OZIE: ji:‘b,ﬂé;’ ..'.

10 4=0 -
YBWEB )

Y(B)

n

Donde j=i+k y hay.que destacarque ¢,=0 para j<0. Estees un metodo convenlente'g'_ B
de calcular las autocovarianzas para algunos procesos Simllarmente Ia'funméng'iﬂ e )

generadora de autocorrelaciones sera
| ) - L ot = 10 1@,

ka=w . Yo .

Otra forma para escribir un. proceso Z es utillzando una: representamén.‘i_ L
‘ autorregresiva (AR), enla cual el valor de Z en el tiempo t esta dado por una combinacién s

lineal de sus valores antenores mas una varlable de choque aleatono es decw.

;mem AT




2,7 MZ, PTZ et

o equivalentemente
TE(B)Z} =aq

endonde m(8)=1-Lng’, y 1+L|n|<w,
i=1 =0

Aunque las representaciones autoregresivas y de medias méviles son Utiles, no se
recomiendan como formas iniciales para construir el modelo porque contienen una suma
infinita de parametros que es imposible estimar de un nimero finito de observaciones
disponibles. En su lugar se deben utilizar modelos con una cantidad finita de parametros.

q)p(B)Zl = Zl—(blzl“l—m—(bpzl"p = a

En la representacion autoregresiva de un proceso, si sélo un nimeroc de n
ponderadores son distintos de cero, es decir, 11,=Q,11,7P...,TM,=p y T,=0 si k > p, se dice
que el proceso resultante es autoregresivo de orden p AR(p) y se escribe

Z, =a-0a, - Bqa,,q = Q,(B)a,.

Analogamente, si Ginicamente existen q ponderadores no nulos en la represen- -
tacién por medias méviles, entonces el proceso sera llamado de medlas méwles de orden o
q MA(q) y estara dado por -

242~ = “:"pn“:ii"""’

Sin embargo, si se restrlnge la representaclon de un modelo a formas puramente] |

autoregresivas o de medias maviles, la cantidad de pardmetros atn puede resultar
demasiado larga. Una alternativa natural son los modelos en los que se encuentran partes g
autoregresnvas y de medias méviles mezclados (ARMA) Escnto en forma abrevuadaf‘ 2

resulta -
W(B)Z = ‘I'(B)a

Por Gltimo, un proceso ARMA que tenga unlcamente P parémetros autorregreswos e e
y q de medias mévules se le da le nombre de proceso ARMA(p ) : :

6,7, = 0B,




Lano estacionaridag
media no permanece const

n el tiempo; con varianza que cambia de intervalo g
intervalo; y combinaciones de ambos aspectos, :

Puede presentarse de div

ersas formas; hay procesos cuya
ante e

, ‘ @ Suposicién de que la funcién de medias de un S
Proceso no estacionario tiene ung tendencia deterministica, En tal caso, debe usarse un T
modelo de regresion estandar para describir gf f‘enémenb.-_l?or"ejempl’o, sila funcién de - e
medias p, sigue una tendencia lineaj HEaytat, se puede uitilizar e| modelo lineal s

o I
Z = ao+a,t+...‘+a,“t *a,

_ Demanera generg) s la tendencia déterminf[stica de 'Uﬁiptocesdésté‘déda‘ porun
polinomio de orden k, ef modelo asociad R T e

¢

0 alfendmeno serg
. _ 2 = %’Lal”at '
Por otro lado, s e| proceso observa un comportamiento senoidal, entonces e
modelo adecuado eg S

tzc = UofU‘(_ios(('QHﬁ)'ml '
' bo+qcos(cpr)+{3;en(mt) ta,

donde

0=tcosf, B=usend,

v=y/a?+2 ) ga

Py,




iguala1, si loes.

~ordendenla sene original) cuya forma general es

Mas generalmente

mn
Z, = U°+,Z|: (& cose 1+ sencw ) +a,

que se conoce como modelo de periodicidades conocidas.

2.- De tendencia no deterministica

Aunque existen muchas series no-estacionarias, debido a algunas fuerzas de
equilibrio, diferentes partes de estas series se comportan de la misma forma excepto por
sus diferencias en el nivel (o valor) de la media local.

A estas series se les denomina homogéneas no estacionarias y, en virtud de esta
caracteristica, su comportamiento local es independiente de su nivel (o media). Por tanto,
haciendo ¥(B) el operador autoregresivo que describe la serie, se tiene

‘I’(B)(Z‘+C) = ¥(B)Z,

para una constante C dada. Esto |mpI|ca que '¥(B) esde laforma
- ¥(B) = pBY1-BY,

‘para alguna d > 0, donde $(B) esun operador estacmnano autorregreswo.

Asi, una serie homogénea no estacionaria puede ser reducnda a‘una sene i
estacionaria escogiendo alguna diferencia de la serie original. En otras palabras sila serle b
{Z} es no estacionaria, su diferencia de orden d {(1 B)dz.} para algun entero d mayor 0o

El concepto de dlferenclacnén vnsto en esta seccuén puede anadnrse en laf._;_ |
construccion de modelos ARMA para hacerlos mas vefsémles \ T

De este modo surgen los modelos ARIMA(p, ) (que mcluyen una dlferenma de,f? S

b, (BY(1- B)“z = e +e \Bra,
Entonces, cuando un proceso seano estacmnano en la medla eI paso a seguirv

sera dlferenmarlo (lo menos poslble) hasta que este sea a| menos estacmnano en Iaf,i L
media. R

Que un proceso sea estacionario en la media no impli_c‘,a"nécé:s'a‘riaménté'_qdeftéhéé‘;_



una varianza constante. Sin embargo, un fenémeno que sea no estacionario en la media,
también lo sera en la varianza.

Para estabilizar |a varianza de un proceso cuya media es constante, es necesario
utilizar una transformacion adecuada.

Es comdn que la varianza de un proceso no estacionario cambie con la media. Asi,
Var(Z) = cflp)

para una constante ¢ y una funcién f.

Se necesita encontrar una transformacion T(Z,) que estabilice la varianza. Para
hacer esto, se usara una aproximacion a T mediante la Sene de Taylor de pnmer orden
alrededor de u, .

T(Z)ST(p)+T (1 )(Z, 1)

endonde T'(u) es la primera derivada de T(2,) evaluada en. y, Ahora. et

VarlT(Z)) = [T'(,) Var(Z) IR s
| =0[T(u)]’f(u) i S e
y ya que la varianza debe ser constante entonces e
e '7{“ oy (p,) F
por‘Id que : |
o T(y) = ——l—du,

A partlr de este razonamlento, Box y Cox llegaron ala S|gu|ente transfo mac;én‘ff -

Z -1
1@ z“’ =L
( ) A
donde A representa el parémetro de |a transformamén

Algunos parémetros }\ y sus transformacnones asomadas se prese'ta
'continuaclbn ' . ;




A Transformacion
-1.0 1/Z¢
-0.5 Wz
0.0 In Zt
0.5 [z
1.0 2t

Para terminar:;

Si una serie es no estacionaria en la varianza, pero su media es constante,

entonces a esta serie debe apllcarse la - transformacion de Box-Cox con el
parametro A correspondiente,

N I
A 5é: -4
B it ariadin Pt dond.




2.3 Series estacionales

En los fenémenos econémicos (y en muchos otros), es comun encantrar patrones
de comportamiento que se repiten con cierta regularidad. El menor lapso de tiempo que
tarda en repetirse el patron es conocido como el periodo estacional. Por ejemplo, la
cantidad de articulos escolares vendidos en el pals aumenta al acercarse Septiembre, en
este caso se esta hablando de un fendmeno con periodo estacional de 12 meses.

Actualmente existen 2 corrientes que proporcionan, desde sus diferentes puntos

de vista, una alternativa para aproximar un modelo que exphque el fenémeno de
estacionalidad.

Por un lado, y bajo la suposicion de que una serie de tiempo consiste en una
mezcla de un componente de tendencia (P)), un componente estacional (8 ), y un

componente irregular (e,); y que estas tres partes son mdependlentes y admvas, entonces j
es factible describir la serie Z, como ‘

Z=P t S+

Para estimar cada uno de los componentes se han mtroducndos varnos metodos de i 3
descomposicion. e

Un método de descomposscmn esel que se basa en Ia regresnén el cual se basa ' e
en que . :

z

1

P + S, *e,
+Z 0‘4 1:+Ep,V +"

donde P LU, ylasUyson ias vanables de tendencta,r ~27' ,ﬁ,V“, ylas V,, sonj
las vanables estacionales Por e]empio un componente de tendencia Imeal Pt seria 5
: P = gt t, '

]

"

0 de manera general




| SARMA(pAQXPD)

[s/2)

5% 2

Jj=

o 25 {25

donde [s/2] es la parte entera de la divisién s/2. Por lo que el modelo original queda

reescrito como

) 3’.27]
- {
Z, = oty o+

o ) o 2
i=1 Jj=1 N N

El método expuesto anteriormente pretende que la serie de tiempo permita una
descomposicion en 3 partes independientes y de otras caracteristicas mencionadas. Sin
embargo estas condiciones no siempre se satisfacen (la mayor parte de las veces), es por
esto que es necesario un enfoque alternativo,

Para empezar, supdngase que se desconoce que una serie (Z} contiene variacion
estacional y que se ajusta un modelo ARIMA ne estacional a la serie, i.e.,

¢ (B)(1-B)'Z, = 0 (B)b,. 2.3.1

Obviamente, la serie residual {b} no sera ruido blanco ya que contendrév
correlaciones inexplicables entre los periodos. Sea |

( t-js pb)(b‘ pb)

2
g,

j’ - j= 1,2”"
la funcion de autocorrelacion de {b} que representa ias relactones mexphcables entre los‘ :

periodos. Resulta claro que esta relacion entre los periodos se ajusta también a un o
modelo ARIMA ‘

" donde -

]

®,B°) = 1-0,B-®,B%- _—i_b,,B_’”': -

1- ®B —@B s—'-@) B"’ :

fi

0,87

Son pOllﬂOmlOS de B con raices dnstlntas y a, es ruudo blanco
Combinando 2. 31 con 2 32 se obnene un modelo multlpllcatlvo;de: serlodo
®.(8 )¢> (B)(l -B) (1 B ')"z -0 (B)%(B ')a

donde

OBV, = 0B, 232




=

Z

para el que cb (B) y O(B) son los factores regulares autorregresivos y de medias
movilesy @ (B) y © (B) son los factores (polinomios) estacionales autorregresivos y
de medias mowles respectlvamente

Z,—p., si d=D=0
otro caso

Iid
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Introduccion

En este capltulo se analizara a las series de tiempo mediante el estudio del dominio
de las frecuencias. En efecto, el espectro de un proceso estacionario es sencillamente la
transformada de Fourier de la funcién de covarianzas absolutamente sumable del proceso.
De forma general, a todo proceso estacionario le corresponde una funcion de distribucion
espectral.

Ademas de la teorfa se incluyen ejemplos de espectros para algunos modelos -
autorregresivos ARMA.




s defnida o sea

3.1 El Espectro

3.1.1 Propiedades del espectro

Sea Z, un proceso estacionario real con una sucesion de autocovarianzas y, su-
mable absolutamente. Entonces la transformada de y, existe y es

| ¢ .
flw) = ——-E Yo%, -mswsm

= E ¥ (coswk —lsenwk)

k-

= LE ¥ coswk~ iE Y senwk|

=~ k=

Considerando que y,=Y. -senwk-sen(-mk) y seno-o entonces la segunda suma
‘de la expresién anterior se anula. - e

Por otro lado, coswk= cos(—wk)y coso=1 lo que S|gmf ca

Yo
" flw —t—— ) 2Y .cosWk
) 21: ’211:; Y"‘;

"

i

+—-E ykcosmk ~nsms1t

lLa sucesion Yk puede ser recuperada de f(m) a través de Ia transformada lnversa"" '
deFouner , LR e

f fiw)e "‘"‘du)

- f{w) tuene Ias slgwentes propledades

1. flw) es una funclén real contlnua y no negatlva, es declr, ‘f(w)H(w) De este modo je
- la ecuacion (1.2.4.4) del capitulo 1, f(w) también se conoce como el éspectro de. la
~ sucesion de autocovarianzas v, correspondlente al proceso estacio
1"j‘~sencillo notar que f(w) es una funclén continua, ya que es resultado:de una. su
~cosenos. Para demostrar que es no negatlva se utmza el hecho de que « es po:

$Ver capltulo antenor

Wﬁ'!-mamma TIN5



n n
Z E CiCjY(k,-k/)Zo

i=1 j=

para cualesquiera numeros reales c,c; y enteros Kk y k. En particular, sea ¢, = cosuwi,
c=coswj, k=i, yk=j entonces
n

Y, _”cosmxcosw;zo
1

i=1 j:
Igualmente
n n
Z E Yy-fenwisenwj20
i=1 j=1
De este modo,

" n
E E Y _J)[cosu)icosmj +senisenwyj] -

=1 j=1 .
- EZY .,)608(1 })

=1 j=1 : o
Al desarrollar la suma anterlor se observa que ‘existen varios sumandos |guales a

esto se debe a que diferentes combinaciones de i-j dan el mismo resultado, ademéas de AR
- que las funciones y, y coseno son pares, Asocnando los términos que son |guales se Ilega, T DT

aquela suma es

n-l

Y (- |/‘|)Y,‘cosmk

kesn-l)

n-1 l l o   > : .
= L [ “‘]Ycosmkzo e T
keplooon 8

3 donde k=(i-). Péf 7¢pn$iguiehte S
: e [ J_]ykcoswkzﬂ

. - « .-(” "
cuandofn tiende a»i'nﬁ”nito ey ST |

G | hmni [1‘-.l_l-]y coswlc

R B

E choswkzo
i

Sise multiplica la ultima expresnén por 1I2n se concluye que f(o)) es mayor 0 ‘iguai*'f




2. flu)=f(w+2m) y por lo tanto f{w) tiene periodo 2rr . Ademas, y puesto que f(w)=f(-w), su
grafica normalmente se dibuja sélo para 0<w<m.

3. De 3.1.1.2 se concluye
n
Var(Z) = ¥, = f Aw)dw

Esta relacion prueba que el espectro f(w) puede ser interpretado como la
descomposicidn de la varianza de un proceso. El término f(w)dw es la contribucion a la
varianza atribuible al componente del proceso con frecuencias en el intervalo {(w,w+dw).
Un maximo en la curva indica una contribucion importante a la varianza de los
componentes a frecuencias en el intervalo correspondiente. Por ejemplo, en la figura 1 se
muestra que los componentes cercanos a la frecuencia w, son las de mayor importancia
y los componentes de alta frecuencia préximos a It resultan los de menor importancia.

- tiempay mediante el domlmo de Ias frecuencias son teéncamente equlvalente" | a raze

. quejustifica ambas aproximaciones es que hay ocasiones en las que un acercamlento e
o 'preferible al otro para presentaclén o interpretacién ST




3.1.2 Representacion espectral de la funcion de autocovarianza

Advierta que la representacion de y, dada es vélida exclusivamente para una
funcion de autocovarianza absolutamente sumable. Mas generalmente, para una funcién
de autocovarianzas dada, su representacion espectral esta dada por la siguiente integral
de Fourier-Stieltjes:

R
Y = [ dF) 3.1.2.1
-n
donde F(w) es la funcién de distribucion espectral. La ecuacion 3.1.2.1 se conoce como
la representacion espectral de la funcion de autocovarianzas y,. Al igual que toda funcion
de distribucion, la espectral es no decreciente que puede ser particionada en 3
componentes: (1) una funcion seccionalmente continua con un nimero finito o infinito
numerable de discontinuidades; (2) una funcién continua; y (3) una funcién singuiar o
puntual. El tercer componente es, para la mayoria de los calculos, insignificante y por lo
general se elimina del andlisis. Asl |a funcion de distribucion espectral es

Fw) « F (o))+F (m)

~ donde F,() es la funcién de continua a trozos y FJw) esla funmon contmua La ecuacion |

3.1.1.2 indica que para un proceso cuya funcion de autocovananzas absolutamente S
sumable, F(m) Fc(w)de(w)-f(w)dw ‘ ‘ I

M-

2, Y dgen(or:0) LT ‘3;1.'2.2?7';;?‘

en donde Ios A, son constantes ylas § son variables aleatorlas mdepend|entes que se* - ' ’7

ajustan auna dlstnbucuén umforme en el mtervalo [-mm). Entonces

E(Z) .— ZA E[seﬁ(w +0 )]'

I=l

o Alfs_.ez(___———)-de‘ :0 E
iz} 2 2“ . :

-7

Para |Iustrar una funcion de d|str|bu0|én espectral dnscontmua consndere el S|gu|ente e
“modelo | S | L




Yk = E(Z‘Zuk)
M

= E A ,ZE{sen((x)‘{+Bi)+sen[(x)l(t+k)+0l]}

=)

M
}: A, E{; [cosw k-cos(w (21+) +2e‘.]}

b
-I-Z Afcosok, k=012,

i

N

3.1.23
donde se empled el resultado

n
Efcos{w (21 +k)+26]]} = ELfcos[(a)‘.(ZHk)ﬂﬂ,]dﬂ‘ = 0.
T
-n

La funcién de autocovarianzas en la ecuacion 3.1.2.3 no es sumable absolutamente :
para todas las k, en particular para k=0 es claro que la suma infinita de los absofutos de SRR
las A, al cuadrado, es infinita. En consecuencia, no es posible representar esta funcién en ‘
términos de 3.1.1.2. Sin embargo, es factible escribirla en la forma 3.1.2.1. Para hacer esto
hay que tomar en cuenta las siguientes observamones

1. 2Z,eslasumade M componentes independientes

2. v, se encuentra en el intervalo [-n,n], xv en 3121 es. asi mismo Ia func:on de‘ S 4o
-autocovarianza del proceso en cuestuén para frecuencuas . '

3. : o ' M

At
Yo 5 —Z'ZAH :
: i=l

y en consecuencia la varianza A’IZ del i- ésumo componente establece su contnbucuon a
la varianza total de Z, en ambas frecuencias -, y w;. En otras palabras una mitad de la
varianza del i-ésimo componente queda asociado con la frecuencia -, mientras qUe |a’-;
otra mltad esté asocnada con la frecuencia w‘ Por Io tanto la ecuaclbn 3 1 2 3 queda como

E ccosmk
“donde. L ?  |
[ERRRES : ',2/4, - ,#0
e=e,= ) | D
; 2
12, w=0

: o eqUivalenieﬁ)eﬁté




n
Y, = f coswk dF(w)

-n
n

= f ¢ "k F(w)

-

en la cual F(w) es una funcidn seccional mondtonamente decreciente con intervalos
continuos de longitud A%/4 en w=w+0 y un intervalo de tamario A%/2 cuando w=w,=0 para
i=0,1,...,.M.

La figura 2 ilustra la funcidn de distribucién espectral F(w) para un proceso con
M=2, A;=1, A;=2, y frecuencias w,Yy w,no negativas haciendo énfasis en las definiciones
citadas se observa que es una funcién acumulativa definida en el intervalo [-rr,] por lo que
inicialmente vale cero, en -w,, tiene un incremento de 1, en -ty , uno de 0.25 y asi
sucesivamente. El espectro con las contribuciones a la varianza para cada frecuencua es’ 3
un conjunto de lineas discretas y se presenta en Ia figura 3. : : |

F | o ' G
Ao : '

} ¢on Ias todas - las’ propiedades mherentes a una funcufm de d|stn
: que f_ndF(u)) =y, la cual no necesanamente es1 Sin embargo si se defn

G(w) F((D)
9"’0"095 G(w)zo / f’f"dG(w) L Cuando dF(w)-f(w)dm se cumple que

p(m)dw dG(u)) - ﬂ;‘))dm ~’ ,:_’5 e
0



- componentes (deterministicos y estocasticos). En efecto Wold (1954) demostré que;_l,;ﬂ-.. ‘

g contlnua yaZ{" como la func|6n continua absolutamente

En consecuencia, de 3.1.2.1y 3.1.2.2 se obtiene el par de transformadas de Fourier
correspondientes:

p©) = = pe

= —+-—chosmk “MSWET
2 i 3.1.24

P, = fp(w e Hdw,  k=0.1£2,. 3.1.25

La funcion p(w) tlene las propiedades de una funcmn de densidad de -
probabilidades sobre el rango {-r1,11}y se le conoce como la funcion de densidad espectral.

3.1.3 Descomposicion de Wold

En el estudio de las series de tiempo se ha hablado de senes estocésticas y
deterministicas por separado, pero también es posible encontrar enla realidad fenémenos’ R R
cuyos modelos estén formados por una combinacién de ambas, por ejemplo el modelo en,‘ st o
donde A es una constante, A es una variable aleatoria uniformemente distribuida en' [-nn)
y [8(B)/$(B)] es un modelo ARMA estacionario e invertible; este modelo contiene ambos -

cualquier proceso estacionario puede ser escrito como-
z = z(") z(")

en el que Z.“” es el componente determmmistlco y Z,"" es eI no deterministlco puro:w staﬂ s
ecuacion se le da el nombre de descomposicién de Wold deun- Pproceso estaclon io.Esta
formula es similara la descomposiclén de la. funcnén de distribucién espectral\dada en el; SR
apartado anterior considerando a Z! como la funcién de densldad seccuonalmente, i




oon MB) (' 4),3 ‘”") ¥ 9(3) (1 BB—----OB") QUeseescnbe‘lf] e

3.2 El espectro de algunos procesos

3.2.1 El espectro y la funcion generadora de autocovarianzas

En el capitulo anterior se definié la funcion generadora de autocovarianzas
Y(b) = Z B g
k-

en la cual la varianza del proceso es el coeficiente de B°=1, y la autocovarianza y, con k
unidades de diferencia esta asociada a B* y -B'. Por otro lado, si la sucesion de
autocovarianzas es absolutamente sumable, entonces existe su espectro :

1) = -—Z Yoo

k--m

Si comparamos las ecuaciones antenores podemos encontrar una relacu‘)n entre :
el espectro y la funcion generadora de autocovananzas de tal forma que

fw) = ——-Y(e ),

3.2.2 Espectro de modelos ARMA

‘ Como se mencioné en el capitulo antenor cualqwer proceso estocastico L puede‘;‘j f‘ ; .
ser descrito de la siguiente forma N

z, = Ew, 4 = ¢(B>a

donde ‘l’(B)"Ewo"l’,B’ Y1 ysu funcnén generadora de autocovananzas es
Y(B = o’q:(n q;(B . , k-

ConS|dere un modelo ARMA(p,q)

d)(BZ -O(B)a



denommada funclén mversa de autocovananzas Obwamente

| identificacién en el analisis de series de tlempo ya que presenta caracteristlcas ’, imilare
~ala funcion de autocorre|aC|6n parcial . S

Z, = (B)a,

para la que y(B)=6,(B)/$,(B). Por tanto, la funcién generadora de autocovarianzas del
modelo ARMA(p,q) viene dada por
28@8,3 ™
Y(B) = o' — 3.2.2.1
<l> @)™

Cuando el modelo es estacionario, la funcion de autocovarianzas es absolutamente
sumable, consecuentemente, el espectro del modelo estacionario ARMA(p,q) es

flw) = —l—y(e i)
2
o 9,,(e "m)eq(e iy
2T (e ")(e™) , | 3222
Oq( e ~1w)r
b, (e ™)
que es conocido también como espectro racional.

a?
T

Si el modelo es inversible, entonces existe fa i inversa de flw) y esta dada por o

i d) (e Iw)r
]
O e

02

- quees, en efecto, el espectro de un modelo ARMA(q p) Aplacando Ia transformada mversa: : | : i

de Fourier de f‘(m) se obtlene

ff l((ﬂ)e lwkdw

' (n’_ ﬁ_ _‘ RP—
Bt (r)ff (m)e d"’
_ Yoo Yo'n : e

representa a la funcion inve‘rsa defa‘UtodorreI'ac':iones.

- La funcién inversa de autocorrelacuones puede usarse como una- m




El espectro del Ruido blanco

El proceso ruido blanco es una serie de variables aleatorias independientes

con funcion de autocovarianzas

2
[ k=0,
Ve '{ 0, k=0,

¥ funcién generadora de autocovarianzas y(B)=o.

En consecuencia, por 3.1.1.1

N .

27:&:-111
2

fw) =

== ~TSWIT,
2 -

cuya grafica es una linea horiZontal‘mostrada*en‘la siguiente figura
W
T
‘
0‘ e g
»Flett:_ﬁa.uclzd_‘(oﬁil)' | o

g comportamiento de esta funcién implica ‘que}maa,’s las frecuencias contribuyen
~deigual modoalaviairiavnza. R e A




El espectro de un proceso AR(1)

La funcion generadora de autocovarianzas para un proceso estacionario AR(1),
(1-¢B)Z=a, se deduce de 3.2.2.1 como

Y(B) = o ‘

(1-0B)(1-$B )

y por 3.2.2.2 su espectro es
2
Aw) = o . 1
27 (1-e ") (1~ ")
o 1
2T (1 +$? - ((cosw -isenw) ~P(cosw +isenw))
o !
27 (1 +¢?-2¢pcosw)

La forma de la curva depende del signo de ¢. Como se muestra en la figura 5, -
cuando ¢>0y la serie esta correlacionada positivamente, es espectro esta do’n_linadd*por«
componentes de baja frecuencia (o periodo largo). Si ¢<0 la serie esta correlacionada
negativamente, y el espectro estd dominado por los componentes de alta frecuencia (o

 periodo corto). En otras palabras, un espectro en el que dominen las frecuencias bajas,
indica una serie relativamente suave, es cambio, un espectro dominado por frecuencias
altas implica una serie mas dispareja. T e T e e

OEAY o ’z|(|~0i1 ®eeo

‘ B | |
©o i Frecuencia (e ) o Focunciafoan)

~Figs
T

GRS
Lo RS %%miﬁm 3§




Conforme ¢ se aproxima a 1, el proceso AR(1) se convierte en un modelo de
caminata aleatoria, y por ende

2
ﬂw):.—?._ !

47 (1 ~cosw)

corresponde al espectro del modelo, aunque una caminata aleatoria no tiene espectro
debido a que su sucesién de autocovarianzas no es absolutamente sumable. Este efecto
se refleja en la funcion f{w) cuando w tiende a infinito. La conclusion de este fendmeno en
el analisis de series es que cuando haya un espectro muestral con una cresta cercana a
cero muy alta, posiblemente exista la necesidad de diferenciar.

El espectro de un proceso MA(1)

La funcion generadora de autocovananzas para un proceso estacwnano de medla"‘ : B
méviles MA(1), Z=(1-6B)a, es "

Y(B) = 0*(1~08)(1-08 "),

Y, nuevamente, por 3.2.2.2 su espectro es o S

L |
fw) = —(1~6e ")(1-0¢")
_ 2n. - ‘
) ‘ : S
. .29._(1'+62—(b(cos‘vm—isenm),'e(cos“)*"se’“"))
ot &
= —(1+62-20c0sw),
s 03

La forma de la curva depende otra vez del sagno de 9 EI comportamlento del“'«" %
espectro de este proceso es lnverso al del AR(1) por lo tanto cuando 8 es ‘sitwaf. Ia

Bes negativa, la serie tendré una forma suave y en el espectro habré vaio_  '“ '
' ,-frecuenclas bajas Ambos casos estén ilustrados en la f gura 6. e
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El espectro de la suma de dos proceSos, independientes

Considere el proceso 2, eI cual es Ia suma de dos procesos estacxonanos X‘ y Y‘,
Z, = XY, \

Sean y,(B), v«(B), y vv(B) las funciones generadoras de autocovananzas de cada
uno de los procesos entonces, o ,

18

Y v,tk)a ¢

k==

}_': Cov(Z,,Zm)B"

| £EXT

E COV(X +Y’Xuk Hk)B Lo

k:-m

n

i

@

Yy [Cav(X,Xm)+Cov(

. *=-m

¥ vx(k)B +E v,(k)B* |

ﬁ:-u I CTUR

Yx(B)'M(y(B)

u'k)}? AN

e

‘“ ‘

Consecuentemente

fz(m) fx(m) +fy(‘°)




- cresta en w=0, el espectro presentara maximos en las frecuencias armémcas'est

El espectro de modelos estacionales

Como ya se ha visto, un modelo deterministico estacional con periodo s tiene un
espectro discreto (lineal) en las armodnicas w=2rks, k=t1,£2,...,£[s/2]. Por ejemplo el

siguiente modelo
6
zZ, = ao+2[ockcos( EEIE) +Dksen( ZM“) *
k=1 12 12

donde a, representa ruido blanco.

!

El espectro de Z,, considerando el apartado anterior, estara dado por la suma de
dos espectros independientes. Uno de ellos representa el componente deterministico, y
el otro sera asociado a a, Debido a que el espectro del ruido blanco es una linea
horizontal, el espectro resultante contendra picos en las frecuenmas armoénicas
estacionales w=2nks, k=t1,42,...,16.

Ahora considere el siguiente modelo estacional ARMA con perfodo 12:
- (1-08'"Z, = a,
cuya funcidn generadora de autocovarianzas es

o? 1

B =
! 21 (1 -®B ') (1 - <I>B "’)

Si el proceso es estacionario, existe su espectro y esta dado por

o’ 1 :
flw) = ‘
: E (l ®e lzlm)(l (pe lzlm)
g B R

27‘-1+‘D’-2'<Dcos(l2'6))I‘ e

Perciba qué cos(12w)=-1 en w-n(zk 1)/12 para valores k—-1 23456 y i

cos(12w)-1 cuando w=0y w=2nk/12, k=1,2,3,4,5,6. Asi, siempre que ¢>0 ademas de una

B 2nk/12sik=1,2,3,4,5y6; y minimos en frecuenmas w=n(2k-1)l12 para los mismos vanres:
 dek, ‘como se muestra en la ﬁgura 7 ' LR : ; o

,\(:\., . q"%ﬂ,&@’é%%‘ . .. o “
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Como ejemplo, sea un modelo ARMA multiplicativo que contiene partes
estacionales y no estacionales, S ‘
(1-08H)(1-¢B)Z, = q,

a este modelo, si es estacionario, le corresponde el espectro

o & 1 _
flw) = BN .
(27 1 +®?-20cos120)(1 +¢2~2¢c>osl(o)‘

La graficacuando ®>0 y ¢>0 se aprecia'enllaﬁg’m’é(a‘.‘ |

o)




Aqui es conveniente aclarar que el especiro muestra del siguiente capitulo no
tendra un comportamiento tan regular como el que se presenta, sin embargo, si los datos
verdaderamente siguen un patron estacional, el espectro presentara picos o saltos en las
frecuencias arménicas.

Otra aclaracién que es importante es que en el andlisis de la serie por medio del
espectro, un pico agudo puede indicar la presencia de un componente deterministico
estacional, mientras que los picos anchos usualmente sefialan componentes estacionales
no deterministicos similares a los procesos multiplicativos estacionales ARIMA.

Para una revision detallada de todos los modelos posibles, se pone a disposicion
del lector el programa AST el cual genera el espectro de cualquier modelo SARIMA.

> ANy ,b'v' WY el W
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Capitulo 4. Estimacion del espectro




Introduccion

En este capitulo se desarrollara un método para estimar el espectro de una serie
de observaciones. El espectro estimado es Util en la determinacion del modelo de
comportamiento de los datos ya que puede ser comparado con el espectro tedrico visto
en el capitulo anterior, y €n base a ésto encontrar el modelo que proporcione el mejor
ajuste.

Por otro lado, cuando se estima el espectro, se obtiene una funcion cuyo
comportamiento suele ser inestable v, debido a la naturaleza del espectro tedrico, O
resulta sencillo compararlos; por jo cual se han desarrollado métodos que permiten
suavizar el espectro estimado para facilitar gl proceso de identificacion del modelo,




: , mdependlentes idénticamente distribuidas (v all d ) con una ley de probabilldade normal, :
con media 0y vananza o? ~(N(0 o’))

‘ ,relacuén de Parseval

4.1 El periodograma

4.1.1. Definicion

Dada una serie de n observaciones, se puede utilizar el material del capitulo 1 para
representar las observaciones como una serie de Fourier.
[n72)
Z, = g (a,c050,1+b senw, 1)

para la cual, las w,=2nk/n, k=0,1,...,[n/2] son las frecuencias dé Fouriery

—EZcos(ot k=0 y k=2 si n es par,
Ry - 2 :

' n-1. -
—E Zcos(okr k=l,2...-.[-—5—]._

N g1

N n ) “ ) - :
b, = —?—EZ‘senmt k=l,2,.'.;,[-'-'-—-—14];

son los coef cientes de Fourier. Cabe mencionar la relacnén que’ exuste entre laﬁ; o
representacrén anterior y el analisis de regresion visto en el caplitulo. 2. En efecto, los

coeficientes de Fourier son, en general los. coeﬁcuentes de regresién esténdar al ajustaré}:t
el siguiente modelo de regresién S i

’ n/2)
2, = b (akcosh) l+b sen(a)*r)+e
ke

donde las w, son Ias mismas frecuencuas de Founer y los q son varlabl

Entonces; es posuble hacer uso de la noclén de regresu&n para conSIderaravI ‘




(ni2)
na, +—E (ak +h )

2n

na, +—

ni2) ) 2 2
(a,th)tha,, s
1=1

si nes par

i nes impar

como un analisis de varianza presentado a continuacion:

Fuente Grados de Suma de Cuadrados
libertad

Frecuencia ;= Media 1 nao2

Frecuencia ®,= 2%/n 2 (a,2 +b,2 )ni2

Frecuencia ®,= 4%/n 2 (a: _+b22 ni2

Frecuencia w(...mf("'l)“’" 2 (a(,, 1),2+b(,, l),2)n/'2 -
Frecuencia ®,,=Wn si n par I na,,,2
Total n z:=l PR

Donde los grados de libertad son eI nimero de elementos (o varlables aleatonasﬁ G
que estén mmersos en cada término de Ia suma de cuadrados) L

La cantldad I(wk) deﬁnlda por

‘1(0),‘) . 1

na0

2

& nay;,

Wk-o

: k—n/2 cuando

n es par

es conocida como eI periodograma el cual fue |ntroducndo en 1898 po _chuster para
buscar componentes perlédlcos en una sene S IC IR




4.1.2 Propiedades muestrales del espectro

En esta seccién se asumira que el niimero n de variables aleatorias contenidas en
la muestra es impar, ésto sin efecto alguno en el anélisis cuando este niimero sea par.

Considérese un conjunto de n v.a.i.id Z,,...,.Z, con distribucion N(0, 0?), Entonces

n
E(a) = 1Y EZ)coswt = 0
LTS

n
Var(Z) = Var [—2-2 Z,cosmkt]
B ¢=q
44
= Y Var(Z)coswt
ntie

Por tanto, los coeficientes a, para k=1,2,., (n- )2 son vai. id. ~N(0 c’) y, en i

consecuencia, las na*/20? siguen una distribucion x 01-cuadrada) con1 grado de G
libertad, haciendo un razonamiento analogo se llega misma conclusion para las nb ’,‘1202 e
més aun, na%/2¢°y nb% /207 son independientes para k=1, 2, ..., (n-1)/2 debndo a Ia T
propledad ortogonal del. snstema seno-coseno, en otras palabras o N

| Cov(a,, b) = --;E (EZcos(oklEZ senmu) S !
n® Al ,

"

-—-}: [E(Z, )cosmkt'senw :]
nlet

= -———Ecoswk!'senmt -
nte o ‘

‘ "5 0 o ?" X para fba‘a Z:Ic';ej‘”' S




Esto hace que las ordenadas del periodograma

para k=12,...,(n-1) sean v.a.i.i.d. con distribucién ji-cuadrada y 2 grados de libertad, y por
argumentos semejantes 1{0)/a? y {m)/o? se ajustan a la misma ley de probabilidades pero
con 1 grado de libertad.

Analicese ahora una serie cuyo comportamiento es estacional, supénga que dicha
serie esta dada por
Z, = a,+a,cosm b senw tre,

donde w,=2nk/n, k es diferente de 0 y e, es un proceso de ruido blanco. Para examlnar
el modelo, se procedera a armar la siguiente prueba de hipétesis

Ho. a, = bk = contra Hr a, *# 0 o bﬁ 0

bajo el estadistico de prueba (o prueba estadistica):
f’-(a,f+bf)/z

E""”( a’+b})l(n-3)
['ﬁ

(n -3)(a,f+b,f)

e )
. ek

Cabe aclarar que se estd buscando comprobar probabnllstlcamente si Ia sene '};-"'
contiene componentes penédlcos para ello se propone la hipétesis nula ‘H, como: “La
serie no es periodica”, contra la hlpéte5|s alternativa, "La serie es. penédlca"' utnhzando‘ L
- para esto la funcion de distribucion F con 2y (n-3) grados de Iibenad (F2, n-3)) Ademds,
y en vista de que ‘el modelo propuesto consta de un nivel medio:: a, el numerador y. el

~denominador no incluyen el término na,?2; En efecto, debido a. que el penodograma\ i

evaluado en la frecuencia 0 arroja la media muestral y no Ia perioducudad de la sene, ésta 5“ o
- se excluye de! anélisls BERAEL ,

i ~Mas generalmente es posuble construlr una prueba de hlpétesis'para det
2 si una serie contiene varios componentes penédncos postuiando el modelo

Z =a +Z (a,‘cos(okhb .senwkt)’re k




~ incertidumbre acerca del valor de la frecuencia, la distribucién F yel estadlstuco de pruebaf L

. ‘esta'blecer de nuevo, mediante una prueba de hipotesls, si esta. ordenada puede ser:
, _consuderada como el maximo en una muestra de [n12] vai I d. (m) que siguen-una’
’dlsmbucién x* con 2 grados de Inbertad , , %

'periodograma. :

en el que e, es ruido blanco w,=2nk/n y el conjunto | = { k;i=1,...,m} es un subconjunto de
{kk=1.2,....[n/2]}.

El estadistico correspondiente al modelo ba]o las hipétesis mencionadas es:
(n=2m- l)):, l(a,, +bk)

2m E}:’lz](aj +b/ )

Ik

el cual sigue una distribucién F con 2m y (n-2m-1) grados de libertad.
4.1.3 Pruebas para componentes periddicos

En la practica, si una serie de tiempo contiene un componente periddico no se
conoce la frecuencia que lo produce

Por ejemplo, si se quiere probar A
Hpoa=0=0 contra H:a*0 o B#0

para el modelo

Z = +acosmt+ﬁsenml+e | L : o 4 1. 3 1

donde e, es ruido blanco, y la frecuencia w es desconomda. entonces en vusta de Ia S

no se aplican directamente. Sin embargo, el analisis del penodograma alnpuede ser =
llevado a cabo. Efectivamente, si el modelo en cuestién encierra un componente periédico.
enla frecuencia o, se espera que el penodograma I(mk) en Ia frecuencua de Founer u\ o
més cercana a w Ilegue al méxumo R S . s e

Asl es posnble efectuar una busqueda de la mayor ordenada del penodograma yf_‘

En este caso una prueba estadistlca seria
1“’((0“)) 2 max(I(mk)}

parala cual “’(1) seﬁala la frecuencua de Founer a Ia que Ie corresponde el méximo en el‘



Ahora, bajo la hipotesis nula H,"El proceso {Z} es ruido blanco" y considerando
que las l{w,) se distribuyen como una X* con 2 grados de libertad cuya funcion de
probabilidades esta dada por

2

p(x) = -:]ze 0g x g

Entonces, para cualquier constante g mayor o igual a 0, se tiene

1w Mw )
P —-—-_(2">)>g] = 1-P (2“’ <g
a a
I(w
=1-P —MSg,k=l,2,...,[n/2]}
02

"

g (ni2)
- (f_l_e -(x/2) )
2 .
0

1 "‘(l -e -glz)[nIZ]

donde se considerd que la probabilidad de que I™(w,) sea menor que g es igual ala
probabilidad de que todas las ordenadas del espectro lo sean, ya que I"(w) es la
‘méxima coordenada; ademas, como todas estas variables son mdependlentes la
probabilidad de que todas ellas sean menores que g al mismo tiempo es igual al producto L
de la probabilidad de que cada una de ellas Io sea. :

u

Por otro lado, si la varianza o? estuviera determlnada se podna usarel desarrollo e ' ; o
previo para construir una prueba estadistica exacta para Ia ordenada mayor ‘ R

Sin embargo, en la practica, o? es desconocido en Ia mayoria de los casos por Iof’_‘r;
que hay que estimarla. Para encontrar un estlmador Insesgado de o2 t()mese en‘ Eeraian

consideracion que SRS
w2l B B
‘ p n }2 T
[‘?;(w")] _[2 ? ‘

por lo que | ,
s S | nll] SRR
, 2["/2] = 1 ‘ ,
. es un estlmador msesgado de c;2 y,en consecuencna el estadlsttco de prueba es
5 , g M .
V=* o (wm)
2[n/2]):""“1(m,‘

Consnderando que los I(m,) son mdependlentas, entonces




Var(0)-0  cuando n-

Esto se deriva de que ¢* es un estimador consistente de o Por consiguiente,
para muestras grandes, V tiene aproximadamente la misma distribucién que I"(w,)/c?,
es decir, para todo g mayor o igual a cero,

P(V>g) = 1 =(1-e @

Una prueba exacta para l{w,), fue dado por Fischer en 1929; ésta se basa en el
siguiente estadistico

B 1(1)(0)(1))
i 1))
Baijo Ia hipotesis nula “Z, es un proceso Gaussiano de ruido blanco con distribucion
N(0,0% . Fischer mostr6 que

P(T>g) = Ec 1y '{ )(l-m”‘ | 44.3.2

donde N=[n/2], g>0 y m={1/g]. Asi, para cualquuer nivel de significacion a es factlble -
utilizar la ecuacion anterior para encontrar el valor critico de g, tal que ‘

P(T>ga)-a.

Si el valor de T calculado de |a serie es mayor que 9 entonces se rechaza la
hipétesis nula (el proceso es estamonal) Este procedlmlento es conocudo como |a prueba‘ EE
de Flscher ' . : L

La dlstnbucmn T para el nivel de sngmf icacion a=0 05 como fue dada por Fuscher'
se presenta a continuacion junto con una aproximamén obtemda a pamr de pnmer térmmo‘ R
ded. 1 32 ‘ «

) < Mg




N=[n/2] 8, (formula exacta) 8, (ler término)
05 0.68377 0.68377
10 0.44495 0.44495
15 0.33465 0.33463
20 0.27040 0.27046
25 0.22805 0,22813
30 0.19784 0.19794
35 0.17513 0.17525
40 0.15738 0.15752
45 0.14310 0.14324
50 0.13135 0.13149

Como puede apreciarse, la aproximacion es muy cercana al resultado exacto, por
lo que, en la mayoria de las aplicaciones se utiliza la ecuacién 4.1.3.3 para encontrar el
valor critico g, de la prueba.

Cabe aclarar que un valor significativo de I"(w,,) |mpI|ca rechazar la hlpOteS|s nula
de 4.1.3.1 o, en otras palabras, existe un componente periédico en la sene en a|guna
frecuencia w. :

Por otro lado, la frecuenma  no necesariamente es igual aw ) ya que se escogié

de las frecuencias de Fourier y no del intervalo entre 0 y . Sin embargo en1949, Hartley |
demostré que la w desconocida asociada al maximo componente perlédlco puede .|
‘estimarse por Wy, Y la probabilidad de que- Iw =Wy |>2nln es menor que el nlvel def Lo

‘ S|gn|f cacion de la prueba. . o

Sea I¥(uw,,) la segunda ordenada més grande del penodograma correspondiente ge
- alafrecuencia de Fourier w;,. Entonces existe una extension a la prueba de Fischer paraj S

la segunda mayor ordenada del perlodogfama basada en el estadistico

@)
1 (“’(2))

E{",’zll(u),‘)}-l“’(wm)

‘ donde se utiliza la distribucion 4.1.3.2 reemplazando aN con N-1, Este proceso continua,_'

buscando componentes perlédlcos hasta Que se obtnene un valor Inslgnlﬂcante '




- frecuencias eI espectro muestral y el penodograma estén relacuonados de Ia suguuénte

4.2 El espectro muestral

Para estimar el espectro de una serie con autocovarianzas absolutamente
sumables, recuérdese la definicion del espectro

1 ~iwk
W) =
f@) VAL k:E—au Yk

tH

o +2 cosmk\, ;Esmsn
21r(y° %Y" )

Con base en una muestra, es natural estimar f(w) reemplazando las covarianzas
tedricas v, por las autocovarianzas muestrales {,. Sin embargo, para una serie de n
observaciones, s6lo se pueden calcular ¢, parak=0,1,. .(n-1). Por lo que eI estimador
del espectro o espectro muestral es

R 1 n-1 i
f((&)) = i E Yke ik

Sy 424

]

n-1 .
7 (’?°+22 ,‘cosmk), ~MSWST,
fe T v

Como 9, es insesgado asintéticamente, entonces -
| lim E(/‘(w» =f(m>_, |

lo cual lmpllca que fw) es asmtétlcamente msesgado por Io cual puede ser un estlmadorf‘, o :
adecuado de j(m) ‘ , S >

‘Para examinar mas a. fondo las propledades del espectro muestral N
considérese fiw,) en las frecuencias de Fourier w,=2nkin k=0,1...,[n/2]. En esas

manera;
1w, “—':—-(ak +b )

= (aﬁibk)(a,‘ zbk)

[ ZZ(cosmkt :sen(o,‘!) H ZZ (cosmttﬂsenmkt)

Z‘.
2 n,=|
Z
n



~ Qyvarianza constante o’ entonces los” f{w,), para k=12;.. (n-1)l2 -estan independlente

1wy - 2 [E (Z,-Z)e .-i(o‘l] [E (Z{"Z)eim*']
n L= 1=1
Rl =~ ~it)(t=s)
= Z Z Z)Z b
ngfv‘,( AN 42.2
ya que
E e ﬂmklzz elm‘!=0l
t=1 t=1
Considerando

g = 2‘5 (2,-2)(2,,~2),
1=

entonces, substituyendo j=t-s en 4.2,2 se obtiene
n-1

1) =2 Y g | R -

ey e L B T e

¥ {sz Jiowsy } e R e

Entonces, debldo a4.21 ; e
f(m,,) = ——1(@,,). k= 12,.,[n/21,

- donde hay que aclarar que f(w”,z) —l(wn,z)/zn sines par.
Todo Io anterlor Ileva aque Z, esun proceso Gaussuano de ruldo blanc )¢

e |dénticamente dlstnbundos como (c’l4n))(’(2)#0’/211))(‘(2)7 en otras palabras,

a’y (2)

0),) ~ Ll

. K ") 2 2 i

: En donde x’(Z) es Ia distnbucién ji cuadrada con 2 grados de Ilben”
de 4 24esel espectro muestrai de Z En general, siguiendo los mismos. argumentos, se.
- ,puede demostrar que si Z. es’ un proceso Gausslano con eSpectro f(w.‘). entonce‘ .

2
f(w,‘) 5 f(w,‘) (2) :

Estosedepeaquelas fiw,) sonel resUl‘tédbde;l‘aVs‘umé de ék‘vaﬂria"Bl'eféfribfrmal‘e‘éf elevadas al cuadrado



Aplicando la esperanza en ambos lados de la ecuacién anterior
. 2
E(ﬂ(‘)k)) =E p(mk)'x_z@')‘ ] = f((‘)k))

=[Aw))% 4.2.5

. 2
Var(f{w,))=Var L/((x)h)-)—c—z(El

la cual no depende del tamarfio de la muestra n. En consecuencia, aunque el espectro
muestral, calculado en las frecuencias de Fourier, es insesgado no es un buen estimador
ya que no es consistente debido a que la varianza de flw,) no tiende a 0 cuando n tiende
a infinito, Ain mas, dada 4.2.3 y el hecho de que las ordenadas del periodograma son
independientes, como se mostré en 4.1.2,1, se tiene

Cov[ftwpfiw)] = 0, ke

para 2 frecuencias de Fourier w,, w; diferentes.

Cuando el tamafio nde la muestra aumenta y el intervalo entre cada frecuencia se
vuelve mas fino, la covarianzaentre f{w) y f{A) alintiende a0 cuando n tiende a |nf nito.

Como resultado, fiw) es inestable. Para corregir esta inestabmdad se han desarrollado ’ |

varios métodos que suavizan o estabilizan el compoﬂamlento del espectro Dichosv‘ ‘

- métodos se anallzan en el siguiente capitulo




ypord2s

4.3 El espectro suavizado

4.3.1 La ventana espectral (suavizando el dominio de las frecuencias)

Una forma de reducir la varianza del espectro muestral es suavizandolo localmente
en la vecindad de una frecuencia escogida. En otras palabras, el estimador espectral es
el espectro suavizado obtenido de la suma de los valores ponderados de m valores a la
derecha e izquierda de la frecuencia w, elegida, es decir,

fw) = E W )f(w -0)

j=-m,
donde w,=2rk/n, n es el tamario de la muestra, k=0,%1,12,... ,-.t[n/Z] yW,(w)esuna ;
funcién de ponderacion que cumple
Y W0 ) = 1
ol :’
| W (0) = W,(-0)
y‘ » lim E wiw )“0 e i 4311
nrey=-m, : SR v};,.' f

La funcién W,,(m,) es COﬂOClda como la ventana espectral porgue solamente se s 82
utifizan algunas de las ordenadas espectrales en el procedlmnento Sl f(w) es ~p!ano y?-
aproximadamente constante dentro de Ia ventana entonces N

E[fW(w,,)] }: W( )E[/(mk ]

"'M -

f(mp): W< > ﬂw,)

Jemy

Vurm,(w,,n - Z W( )Utw,)]’

g,

1M

- "“‘,’0’2 ): W(

i %ﬁ%@w
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La propiedad de la ventana espectral mencionada en 4.3.1.1 implica que la
varianza del espectro suavizado disminuye cuando m, aumenta. El valor de n representa
el nimero de frecuencias utilizadas para suavizar el espectro. Esto esta directamente
relacionado con el ancho de la ventana, también conocido como el ancho de banda de la
ventana.

Cuando el ancho de banda se incrementa, se pondera un nimero mayor de
ordenadas espectrales, y por tanto el estimador se vuelve mas suave, mds estable y tiene
una varianza mas reducida. Sin embargo, a menos que f(w) sea realmente plano, el sesgo
se incrementa junto con el ancho de banda de la ventana, por lo que el problema sera
escoger entre menor varianza y mayor sesgo y lo contrario.

Alin mas, ya que el espectro flw) se definié también para cualquier valor de w

entre -1y 11, entonces existe un espectro suavizado general y debe estar dado en términos
de

flw) = f W (MAw-NdA,
‘ -I!
= f W (0-A)f(hydA
donde W (w)) es la ventana espectral que satisface:
| f W (A)dA =
W”(}.) )
tim =~ (WM -o"'ﬂ
,:9:,,f ol = 0.

, La ventana eSpectraI se conoce como KerneI 4

Nuevamente siel espectro es maso menos: constante dentro de Ia banda de, Ia S
ventana espectral la condicnén 4. 3 1. 2 |mpI|ca que ‘ e

E(f W(‘D)) = f(m)

~ Para Ia varlanza. como se vio en Ia secc:én 12 4 es factlble aproxlmar Ia lgualdad
4 3. 1 .2 mediante una suma : .

ﬂc»~31‘- Y wo w,‘mu)k)
T ,

4342

i
i
3




donde w,=2nkin Asi

]

. 2 {n2)
Var(f,(w)) (?f-) fz((o) Y, whe-o)

k=-(n12)
{n/2)

= f%m) Y, wie- wk>-—~ 4312

k (2]

- ?—’iﬁ(m) [wiir,
n Y

Aqui se aprecia que Var(f,(w))-0 cuando a-e, y por lo tanto, f,(w) es un
estimador consistente de fw).

4.3.2 La ventana de retardo (suavizando el dominio del tiempo)

El espectro f(w) es la transformada de Fourier de la funcion de autocovananzas Ve
Entonces, una alternativa para suavizar el espectro es aplicar una funclén ponderadora: o
W(k) a las autocovarianzas muestrales, es decir, !
o SR R
B === ¥ weme S e e e
2 k==(n-1) : a Lo
Como la funcién de autocovarianzas muestrales vk s ‘simétrica y. pierde*f
confiabilidad cuando k aumenta, la funcion W(k) debe ser elegida stmétnca y Ios pesos- e

de ésta deben ser mversamente proporcmnales a |a magmlud de k Entonces
M :

A }: W00 "‘f’_*,

T=-um

donde Wn(k) es |a sucesion absolutamente sumable la cual se denva de una funcmnf}i"“* ~‘
contmua W(x) acotada, pary que satisface : L

R W(x) l <

WD) =,
W(x) = W(*x) '
W(x) =0, |x|> 1

“El valor de M representa el punto donde la funcién se trunca este punto depe
- del tamaﬁo dela muestra n W oK) se denomma generalmente Ia ventana de retard

- La ventana de retardo y Ia espectral estén muy relacionadas como cqnsecuencia,
0 ﬁdel hecho de que la autocovananza esla transformada mversa de Fourier“d‘ | espectr




La transformada inversa de Fourier de f{A) es:

9, = f/‘(k)e"“dk para k=0,£1,42,..4(n~1)
il
Entonces,

1 M
Z 4 (k)?k@ ik

nk:-M
{
1 h

;V (k) fﬂk)e l}.k I(okdl
-M

J(©)

n

Tt-
n
[ — Z W (e D),
2T p=-pr

“n

i

donde
M ‘ ' ‘
W (o) = ! — Y W (ke R 43.2.1
“2Tgsue L
es la ventana espectral. Aqul es claro que, de la ecuacion 4.3.2.1, la ventana espectral es
~ latransformada de Fourier de la ventana de retraso y, por lo tanto, la ventana de retraso e
es la transformada i mversa de Fourier de Ia ventana espectral :

.W,,(k) fW(m)e'“’*dm - k-uuz,, AM,

f Ao

- f W"(A)f(mfl)dlv |

Flnalmente, Ia ventana espectral y de retraso forman una pareja de transformadas
de Founer, con una determmada univocamente porla otra




4.3.3 Ventanas mas utilizadas

-La ventana rectangular

Se define |a ventana rectangular o de retraso truncado como
1,  |klsM,
0, - [k]>M,

donde M, menor que 1, es el punto donde ocurre el truncamtento dela ventana Esta
ventana se denva dela sngmente funcion continua

w R ={

' { xlsy, |
_W(x) 0,. L.

De la ecuacion (4.3.2. 1) se deduce que la ventana espectral correspondlente es' i s EE S0

mw=;zwm“
Tg=-M

. -k
S em— e ;
- 2ﬂk=Z-M
. 1 i .
= ~—(1+2 cos(ok
Zﬂ( k=l )

= -L[l +2cos((.o(M +l )/2)sen((.o)

1 sen(u)/2) +[sen(u)(M + 1/2)) -sen(mIZ)]
oo B sen((.oIZ) EPSRE
2L sen(w(M+l/2))

‘ 271:“5 sen((nIZ)

) En el desarrollo antercor se utlhzaron las herramaentas que se exphc
secci6n121y122 N S

Las gréf cas de éstas ventanas se presentan a contmuacuén
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Fig. 1 Fig. 2
En la ventana espectral anterior se encuentra un pico principal en w=0, con altura
(2M+1)/2n, ceros en 12jn/(2M+1) y picos menores de magnitud decreciente en
w=1(4j+1)n/(2M+1) para j=1,2,.... Como resultado, el estimador suavizado del espectro

que usa esta ventana puede arrojar resultados negativos para algunas frecuenclas y ya '

que el espectro es una funcién positiva, este resultado es |ndeseable

Se define el ancho de banda de una ventana espectral W,,(w,) que tlene su mémmo .
en w=0 como la distancia entre los puntos cuyas coordenadas estan a la mltad de la' .

distancia entre el origen y el maximo valor (ver:Fig), Esto es,

Ancho de banda = 2w,
donde @, cumple con la condicion

W (te,) = %Wh(o-)."

En general, el ancho de banda es mversamente proporcnonal aI punto de=
truncamiento M que se usa en la ventana de retraso. Por lo tanto, cuando M crece; el__ EON (Y
“ancho de banda disminuye, y consecuentemente la varianza del espectro suavazado,;_v;_»u».; i

aumenta. Por otro lado, cuando M decrece, el ancho de banda crece, y Ia va
dtsmmuye mlentras que eI sesgo es mayor

-La ventana de Bartlett

La ventana que Banlett propuso en 1950




R 1-|kl/M, k<M,
W, (k) =
0, |k|>M,
esta basada en |a funcion triangular

1-1%l, i,
_ { OM x| ¢

x|>1.

Esta ventana también se conoce como ventana triangular por razones obvias.

La ventana espectral correspondiente es:

M
whay = =Y whye o
QMW h=-p

M
=._.1_E (l-lﬂ. )e"""k
Zﬂk,-M M

= (M k ~lwk
ey M; Al

= t -lwk
anjao g--j

1 % sen(w@+1/2)
21M 5 sen((:)/2) _ ‘ .
= Sabeental) {ren((x)/Z)*E sev(m(lﬂé))}

; RN S {ren( w2)
ZnMsen(w/Z)

+E [sen((nj)cos((o/2) +sen(u)/2)cos(o)j) }
= “WZRM;eh(m/Z) {ren(u)/Z) +c9's(0)/2)12=.l: sen((oj)
' +sen(w/2)2 cés(mj)} ot
=u {r S )cos(o)/2)sen(ch/2)sen(m(M 12y
‘21tMsen(0)/2) L sen(0/2)
' sen(m/z)cos(mMzz)un(m(M 1)/2).
sen(m/2) :

o 4 %
A »S&'Mz-.m.-xwy‘fé{{fé." &




| frecuenmas dtferentes de w: Entonces; el esttmador deI espectro fw(k) puede pr

R 1 sen(W(M-1)/2)

[cos(w/2)sen(wM/2)
sen(w/2)

w z —— W/2)+
o () 2 TMsen(w/2) {re"( )

sen(w/2)cos(WM/2))

sen(W(M~1)/2)
sen(w/2)

S S {ren(h)/2)+
2TtMsen(w/2)

S N {[sen(wIZ)]2 tsen(W(M ~1)/2)sen(W(M+1)/2) }

2TM[sen(w/2)]?

S N { ¢ cosu))*r—(cosu) coswM) }
2M[sen(w/2)]? 2

)
2nM[sen(w/2))? \2
1 [sen(wmr2y }

2TM L sen(w/2)

sen(W(M+1)/2 }

4332

La ventana de retraso triangular de Bartlett y su ventana espectral correspondiente
se presentan en las figuras 3 y 4. ’

Vondmnd w 1elr00e ve Buils ; . TR T etee enseieat'ae e,

~ Fig. 3 S S th 4 § e

Ya que la ventana espectral W ”(m) es no negattva eI estlmador del espectro de S
Bartlett es no negativo. Mas aun, si se compara 4.3.3.1 con 4.3.3.2, se observa quelos .
picos laterales de la ventana de Bartlett son més pequeﬁos que Ios producndos por la -
ventana tnangular. ' ’

el fenémeno de t' |tra0|6n es decir, puede reflejar componentes espectrales 5|gn|f cattvos



Ll fineal de ventanas espectrales producldas por la funcuén de retraso réctangu!a nlas:
L 'l.frecuencuas (m-nlM) wy (m+nlM) es declr, ‘

en frecuencias diferentes de w.

-La ventana de Blackman Tuckey.

Blackman y Tuckey sugirieron |a siguiente ventana de atraso:

roy o) 1-2a+2acos(TkIM), |k|sM,
Wn (k) 0’ lk|>M,
basada en la funcién ponderadora continua

1-2a+2acos (11k),
0,

x|<l,

T =
W, (k) = x|>1,

De nuevo, M es el punto de truncamiento de la funcién muestra‘l de
autocovarianzas, y la constante a se encuentra entre 0 y 0.25 para asegurar que W,"(k)=0
para toda k. La ventana espectral correspondiente se obtiene de la siguiente manera:

M
W,,T - }: W”T(k)e -tk

2Mp=-p
R o

= — Y [1-2a+2acos(mk/M)]e "
2TMp=p - '
| - " ey

= =), [1-2a+a(e™+e " M‘v]e wl
Z‘Wk-z-;u '

= Z 2 ~j(w- ﬂIM) +(l +2a)_____ Z ‘e-fmk
o h=-M ‘ Te-bt

+a__ Z —i(wmlM)* B

2m--u

_a_sen[(@- n/M)(M+l/2)] (1 2a) sen[w(MH/Z)] o
i sem(-TUMY2)] W] sen(wIZ) S
+,__g_sen[((o+7I:IM)(M'~_+1/2)] R Ry
n .gén[(g)Hth)'m Gt

Como puede verse, la ventana espectral de BIackman-Tuckey es “nahcombmacién‘

W (m) aW (w n/M)+(l 2a)W (m)+aw (co+1r/M)




donde W,"(k) esta dado en 4.3.3.1. Como consecuencia,el estimador del espectro de
Blackman-Tuckey puede tomar valores negativos al ser evaluado en algunas frecuencias
wl

Cuando la constante a de la ventana anterior toma el valor de 0.25, se le conoce
como ventana de Hamming, o de Tuckey-Hamming.

A continuacion se muestran las ventanas espectral y de retraso de Balckman-
Tuckey con a=0.23 para dar una idea del comportamiento de las mismas

Usniana @ 701 bve 20 B Kb sanetust oy ’ Voane wowsy el v i semtiaey ;

Fig.5 - Fg6
~ -Ventana de Parzen S

Parzen propuso la siguiente ventana de retrasd:- R

-6(k—M)2+6( lkl/M)’ |k|sM/2
W, (k) =12(1- lkl/M), , M/2<|klsM
0, lkl:»M

la cual pane de la SIguiente funcuon ponderadora contmua
1 5x2+61x|’ lesllz

W) (k) 2(1 sy sl
o 1  lxl>1 |

La ventana espectral correspondiente para un valor de M par esté dada por' '



M

w, (K cos(wk
21“2;{ ) )

1
W) =

2T §="Mn

1 M2
LY (1-60k-ay2+6¢ k| /b Teoswok

#2 Y (1-|k|/M)63coswk ]

MR<ikisM
3 [ sen(WM/4)

) 81tM3[ 1/2sen(d/2)

cuando M es grande, la ecuacion 4.3.3.4 se aproxima a

W" W) = :
(@) gmp 2L 12sen(wi2)

T{l -2/3 [sen((x)/2)]2},

3 {sen(mMM) 1

Las ventanas de Parzen se presentan a continuacion

4.3.3.4

s oo Foirees @ Do ton

TS5 T antnse sepectvas de Garmin e

Fig 7

: o Flg 8
La calidad de un espectro suawzado esté determlnado por la forma de ‘l




Para lograr un ancho de banda que realice una conjugacion balanceada de los dos
aspectos anteriores, se sugiere seguir estos pasos.

Primero escoger una ventana espectral con una forma deseable, después, calcular
el estimador del espectro utilizando un ancho de banda grande y, entonces, recalcular el

estimador usando anchos de banda cada vez mas pequefios hasta que se alcancen una
resolucion y estabilidad aceptables.

Debido a que el ancho de banda de una ventana espectral esta inversamente
relacionada con el punto de truncamiento M usado en al ventana de retraso, se sugiere,
como camino alternativo al anterior, 3 valores de M, M,,M,,M,;con M,=4M,, Se calculan
los espectros para estos valores y se utilizan para determinar si ef valor de M que se esta
buscando queda dentro, antes o después del intervalo de M, a M.

El ancho de banda espectral también puede determinarse escogiendo un valor de

Mtalque (k) seainsignificante cuando k>M. Este criterio de eleccién de M ha resultado
ser adecuado en muchos casos practicos.

Alternativamente, es posible elegir el punto de truncamiento en funcion del tamano
n de la muestra. Para n lo suficientemente grande, M-[nl10]

En principio, si se desea ser capaz de distinguir varios picos de f(u)) en frecuenctas
AisAgye0€l @ancho de banda de la ventana espectral no debe exceder el intervaio minlmo_
entre esos picos adyacentes. De otra forma, el espectro suawzado no los respetaré

4.3.4 Intervalos de confianza de las ordenadas espéégraléﬁs |

Enla seccnén 4.2 se mencnoné que para una muestra Z,,Z,,...,Z,, de un proceso Sy

~cuyo espectro es flw), las ordenadas espectrales. fiw) en las frecuencsas de Founer i

wk=2nkln con w,‘aeo ym estén mdepend:ente e |dént|camente dlstnbuidas como £

2
VORI X (2)

Entonces si se suavnza el espectro muestral con el térmmo de medias mévnles; !

simple (2m+1) L
TR T .
fw“"»*-r,,m;‘?_mﬂ% o

la ordenada del espectrosuaviz’ad‘o‘ sefvdistribuiracomb* :




1(DF)

Sk )-fw) DF

donde los grados de libertad DF=(4m+2) son la suma de los grados de libertad de las
variables aleatorias. Sin embargo esta propiedad no se cumple si  no es una frecuencia
de Fourier o si el espectro no esta suavizado por una ventana espectral uniforme. Por lo
tanto, sélo se puede aproximar a un espectro suavizado por medio de

Fy@)=ex’(v)
en donde ¢ y U cumplen:
| Elf ()] =E(cx}(v)=ev

y
Varlf, ()] =Var(cy}(v) =2 v,
Ahora, para una ventana espectral dada W,(w) de 4.3.1.3 y 4.3.1.4 se obtiene
E[f(0)]=A)
, |

e
Varlf (o))« Enﬂ[/(w)]zf W (@)do.
R

Entonces
cv =_f(co);

2 0-2“ %) f W’(m)dm, s

de lo que se deriva

~ Enconsecuenca

Iorapt R



De lo anterior se concluye que es posible construir un intervalo de confianza para
el espectro con un nivel a de significacién utilizando

2 2
P {/(m)-——-——-x"“g(v) sfyw)s xa,:(u)} = -0

en laque X(u) es el extremo superior de la distribucion ji-cuadrada donde se encuentra
el a% del 4rea bajo la curva. Entonces el intervalo de confianza de f(w) con un nivel o de
significacion esta dado por

uf (0 (W
LA AL
XaralV) X1-02(V)

donde u es el equivalente de los grados de libertad calculados por 4.3.4.1.




el criterio CAT de Parzen

 paraalgunos py q. Sean ¢',,;v.‘,,<b5,o,,...,’eq> y & Ios',és'}timadldﬂres de .¢,‘;;-.{.'»,d‘>‘,,~’,"\o,,‘—,,.v,_ X

4.4 Estimacion espectral ARMA

Basandose en una serie de tiempo dada Z,,2,,...,Z,, €s posible aproximar el modelo
gue describe la serie mediante un modelo AR(p),

(1-by 4,82, = q,

para algin p. Sean ¢,,.., y o} los estimadores de ¢y,....0, y 02 . Una alternativa
razonable para estimar el espectro es sustituir esos parametros estimados en la expresion
teérica del espectro del madelo AR(p) que se desarroll6 en el capitulo anterior, es decir,

2
1
20 (e "9, (e“")

f ,4( ) =
donde ¢,(c )=(1 -d.e -r~(,e 7). Este método se conoce como estimacién'espectral L
autorregreswa . S R

Para una n lo suficientemente grande Parzen demostré que

sl Sl

Entonces para controlar la varianza, el orden de p escogido en Ia estumactén del’].' e
proceso.no debe ser muy grande, pero tampoco puede ser muy. pequeﬁo. ya que esto
provocaria una aproximacion muy pobre al modelo y, al mrsmo tlempo lncrementaria el
sesgo del espectro estlmado. ‘ = : .

Para escoger P, exnsten muchos cntenos de selecclén pero se recomlenda utllizavr'

Més generalmente se puede aproxumar en. modelo ARMA(p,q) a un proceso’
desconomdo

(1 ¢B— -d) BP(Z -p,) = (1 BB-'-s‘-GB")

- El 'eépéCtrofde!,prOCeso en_ic:uestiéh‘pged‘e, ser:@ét@édd por. i



2 0,,(9 -m))eq(e )

Fi@)=0, , 4.4.1
T e 9 e
donde
dyle ™) = (1=hye -ume ),
y

0e™) = (1-6¢ -8 ¢ 09

9

La ecuacién 4.4.1 es conocida como la estimacion espectral ARMA, Al igual que
la estimacién espectral AR, la calidad del proceso anterior esta dada por la eleccion
apropladadepyqenla aproximacion. : ‘ :




Capitulo 5 Presentacion d’el.vp'ro'grama AST |




Introduccion

Este capitulo presenta un programa computo llamado “Analisis de Series de
Tiempo" o AST por sus iniciales, el cual resume practicamente lo que se ha expuesto
hasta el momento.

El objetivo de tal programa es permitir al lector probar, bajo diferentes escenarios,
los conceptos explicados en este documento de tal forma que resulten mas claros.

Por tal motivo se analizara un ejemplo utilizando los conceptos revisados y la
metodologia de Box y Jenkins, por lo que se sugiere al lector que no este familiarizado con
dicha metodologia consulte algln texto al respecto®.

Este capitulo va a hacer referencia en varias ocasiones a las Opciones que contiene:
el programa AST, por lo que también se recomienda revisar el Anexo I, ya que en él se.
encuentran explicaciones detalladas del manejo del s:stema




‘actualmente

- al nimero de turistas reclbldos via aérea mensualmente entre 1979 y 1987B

encuentra en el disco que se proporclona con este documento

5.1 Ejemplo

Para explicar el funcionamiento y las caracteristicas del programa asi como ilustrar
la aplicacion del mismo en el estudio de las series de tiempo, se va a desarrollar un
ejemplo basado en el Turismo Receptivo Via Aérea en el pals entre 1979y 1987 utilizando
la metodologia de Box-Jenkins e introduciendo los conceptos del andlisis de Fourier donde
sea conveniente. Para este propdsito serd necesario también el programa estadistico
conocido como Statgraphics V 4.2,

Es necesario recalcar que el analisis de series de tiempo mediante series de
Fourier presentada en esta tesis es una metodologia alterna a la de Box-Jenkins por lo
que tienen puntos en comtn y se complementan.

Presentacion de la Serie

A través de su historia, México se ha caracterizado por ser un pafs de enormes
nquezas culturales asi como de bellos lugares; es por eso que muchos extranjeros gustan ,
de viajar al pals para disfrutar de tales cosas. S : ‘

Esto ha propiciado que el tunsmo sea considerado como una lmportante fuente de, ’ ‘-j; Vi -
ingresos para el pais; y por ende que el sector tunsmo sea uno de los més fuertes’;_ﬁ P

Estos hechos hacen que el. pronostlco de la afluencua de tunstas sea objeto de,’ :
interés y se realicen enormes esfuerzos para determmar el comportamlento de este‘j !
fenémeno y poder estar mejor preparados para atender esta demanda ORI R

La tabla que se muestra enla siguuente pégina contlene Ios datos concernientes

Esta serie se encuentra almacenada enun al'ChIVO Ilamado TURISMO AST y “e,;

"“Fix'ente Original: Revista anual del Instituto NacxonaldeEstadfstlca C‘iépgiaﬁaféflhfonnética



TURISMO RECEPTIVO VIA AEREA
(Ntmero de turistas en millares)

1979 | 1980 | 1981 | 1082 | 1963 | 1964 1985 | 1986 | 1987
Ero | 221 | 240 | 220 | 202 | 241 | 286 | 283 | 253 | 341
Feb 247 | 262 | 242 | 220 | 274 | 325 | 310 278 | 354
Mar | 247 | 265 | 235 | 213 | 313 349 | 341 | 315 | 382
nor | 215 | 162 | 104 | 186 | 251 | 246 | 231 | 220 | 305
May | 186 | 188 | 181 | 166 | 228 234 | 202 | 221 | 277
un | 200 | 188 | 187 | 167 | 237 220 | 200 | 285 | 279
Ju | 205 | 196 | 193 | 185 | 266 220 | 208 | 227 | 299
Ago | 218 | 202 | 180 | 189 | 237 223 | 203 | 249 | 288
Sep | 146 | 132 | 130 | 126 | 167 154 | 123 | 153 | 198
ot | 172 | 165 | 155 | 146 | 220 100 | 140 | 202 |
~ov | 180 | 185 | 188 | 150 | 253 | 246 190 | 260 |
[Dec | 249 238 | 230 | 222 | 303 | 307 260 "*3‘16517

A .
A——

El primer paso en el analisis es determinar sila serle es estacmnana es decu si
la media y la varianza permanecen constantes a través de la realizacion; asi, es necesano ’
graficar los datos y observar si éstos observan dlcho comportamlento

Eneste sentldo y mgmendo el ejemplo el pnmer paso es graﬂcar la Ios datos dej[ E
turismo. ‘ , ; S

Enla imagen presentadaen la mgutente pagma se observa claramente que Ios sl
datos no observan un comportamiento estacionario; se perclbe una tendencna y vananza .; e

creclente ademés deun comportamiento estaclona| (anual)

~ En consecuencna se deben tomar las medldas adecuadas para hacer que Ia S'_erié i
- se comporte de manera estacmnana , EI
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Turigmpo Receptive Via Adrea

El primer paso sera estabilizar la varianza mediante una transformacién“‘,

En el ejemplo, sellego a la conclusion de que la transformaci()n que mejor elimind
la varianza de la serie fue Logaritmo natural, que sé obtiene dando valores de0ally
12. Esta transformacion produce una serie que se va a denominar ' o

Z=LnY,

donde Y, representa el nmero de turistas en illares recibidos en el mes t. A continuacién - -
se presenta la grafica dela serie generada. - I R
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Como puede observarse en la imagen anterior, aun no se ha logrado la
estacionaridad de la serie ya que se sigue observando tendencia creciente y variacion
estacional.

AST permite hacer una prueba de estacionalidad a la serie para determinar el
periodo de la serie, en ese sentido, el resultado de dicha prueba es:

Esta prueba indica que la serie observa un comportamiento estacnonal con un
periodo de 11.67 ~ 12 meses (anual).

Lo anterior hace proponer las siguientes series con el fin de lograr la estabilidad.‘

La primera serie es resultado de aplicar una dlferenma simple a la serie Zt= Ln Yt
para eliminar |a tendencia. Esta serie sera denominada Zt =Ds Ln Yt,

La segunda serie se genera a partir de una dlferencia estamonal con un factor
estacional 12 y sera conocnda como Zt=De12 Ln Yt.

La tercera serie surge de aplicar una diferencia estacuonal de grado 12 y una
diferencia simple a Zt=Ln Yt y se denominara Zt=DsDe12 Ln Yt.

A continuacion se presentan las graficas de las series as| €Omo sus respectivas B
funciones de autocorrelacion muestrales, autocorrelaciones parciales, espectro muestral ]
y espectro muestral suawzado.
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La grafica de la serie refleja varianza y media constante, pero aln conserva
estacionalidad. Por otro lado las autocorrelaciones muestrales decrecen lentamente
mostrando valores significativos en 8, 12, 24 y 36 mientras que las autocorrelaciones
parciales se truncan en 12 mostrando valores significativos en 6, 9y 12.

Finalmente, el espectro suavizado observa también un comportamiento estacional
del tipo AR ya que los picos de la grafica son agudos.

Dado lo anterior se propone que la serie Zt =Ds Ln Yt sigue un modelo SAR(1).

Zt=De12Ln Yt
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La grafica de la serie refleja varianza y media constante y carece de fluctuacién
estacional. Por otro lado las autocorrelaciones decrecen muy lentamente mientras que las .
autocorrelaciones parciales muestra un valor significativoen 1. . }

Finalmente, el espectro suavuzado observa un comportamiento senoidal suave R
decreciente cuyo valor mas alto se encuentra en 0, el comportamiento decreciente sefiala ~

un modelo AR, pero la tendencia senoidal suave mduca que esta serie tamblén podria' e o

seguir un modelo ARXSMA

Dado o anterior, y por el principio de parsimonia, se propone que la serie oZt=De

12 Ln Yt sigue un modelo AR(1) y postenormente se puede anallzar un modelo‘v";._",fi»_‘,'
AR(1)xSMA( ) si es necesario. ; ’ L

Zt= stDe12 LnYt
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‘ mlentras que las autocorrelaciones parciales muestran valores sngmf cativos en 12 y 24

o que mduca un modelo SMA
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La gréflca de la serie reﬂeja varianza y medla constante y careoe de vﬂuctuacién
estacional. Por otro lado las ‘autocorrelaciones presentan un valor sigmﬁcatwo n12

Fmalmente‘ eI espectro suavuzado observa un comportamiento senouda suave,

Dado lo antenor se propone que Ia sene Zt -Ds De 12 Ln Yt sigue 'u rnod
SMAU) : . _ : e

En resumen se tienen 3 serues de tiempo con los suguuentes modelos pr0puestos

S—



Serie Modelos Propuestos
Ds LnYt SAR(1)
De 12 Ln Yt AR(1) o AR{1)xSMA(1)
Ds De12Ln Yt SMA(1)

A continuacion se va realizar el analisis de Box y Jenkins para determinar los
coeficientes de cada modelo y comparar el espectro tedrico de cada serie con sus

espectros.

Aqui es conveniente destacar que los espectros tedricos se calcularon utilizando
la varianza de la serie y los coeficientes calculados por el programa STATGRAPHICS V4

del cual también provienen las graficas presentadas.
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El espectro suavuzado muestra ajuste aceptable Se observa que Ias
autocorrelaciones de los residuales sugieren ruido blanco y que el perlodograma mtegral
es bueno por lo tanto, se puede decur que este esun buen modelo L :



2.2t=De 12 Ln Yt: AR(1)
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En las autocorrelaciones se pueden observar valores sig nificativos, por loqueeste
Mmodelo no tiene un buen ajuste; de igual fOrfma,:,el'espe__fc‘t_r.ovjfsuaVi;a_‘do‘jd_iﬂeré del espectro .
tedrico por lo que es necesario crear otro modelo quede un mejorajuste,
| El comportamiento de las autocorrelaciones y del e_ﬁspe'ct'rds'u}ay'iigdql.:pﬁe'séhtadb'_;
- anteriormente sugieren crear otro modelo AR(IXSMA(1).
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Las autocorrelacsones se ajustan al rmdo blanco sin embargo el penodog ama}_"
~ integral no presenta una forma satisfactoria yel espectro suavizado mdlca ciena tendencia
~ porloque sera necesano tratar con un modelo que se apegue mas a Ia' er

it ‘En este sentido, y debldo al comportamiento presentado por Ias 'au ‘oAcorrelac ones
y el espectro suavazado se suglere el modelo AR(1)xSMA(1) SR



4.2t =De 12 Ln Yt :SMA(1)xAR(1)
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5.2t=Ds De Ln Yt: AR(1)xSMA(1).
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Modelo

1 2 3 4 5
# Dif. Ord. 1 0 1 0 1
#Dif. Est. 0 1 1 1 1
# Parametros 1 1 1 2 2
(1) - 0.87972 - - 0.87477 | -0.19068
(est. T) (17.32) (16.50) (-1.82)
(1) 0.92751 - - | - -
(est. T) (16.58) ~
o) - - 056069 | 057386 | 057888
(est. T) | (582 | (05.97) (8.01)
Box-Plerce | 134118 | 14.2551 | 17.6765 | 123225 | 98521 |
ACF . 12 T R i
significativas | EER T S B
PACF | =~ | 1224 | - b o« o o
signiﬁcativa‘s B I o ERE T S

En este cuadro y en las gréﬂcas prevaas se buede ver que el modelo que mostré
el mejor ajuste fué el numero 5, ‘

~un mecamsmo aducuonat en el analisis de las senes de tlempo



Conclusiones

En este trabajo quedd demostrado que existe una relacion entre la funcion de
autocovarianzas y el espectro de una serie. Efectivamente, el espectro de una serie es la
transformada de Fourler de la funcién de autocovarianzas absolutamente sumable del
proceso.

Esta conclusion es muy importante ya que permite establecer un vinculo entre las
series de fourier y las series de tiempo; abriendo la posibilidad de estudiar una serie de
tiempo con base en el peso que cada frecuencia tiene sobre el espectro y de esta forma
encontrar periodicidades (estacionalidad).

Por otro lado, se ha alcanzado el objetivo planteado al inicio. Se ha desarrollado
una metodologla complementaria a la de Box y Jenkins para determinar el
comportamiento de una serie de tiempo y se ha elaborado un programa que permite'
aplicar esta metodologla a un conjunto de datos.

En términos generales, esta nueva forma de analizar se basa en el calculo del.

espectro de un proceso a través de las autocovarianzas de la serie; a. continuacién'se

grafica el espectro suavizado utilizando una ventana espectral y, por Gltimo, se proponen.f i -
varios espectros tedricos correspondlentes a modelos diferentes, los cuales ¢ se comparan i
con el espectro suavizado para obtener eI que mejor se ajuste e o

Ademés, usando el espectro de potencnas es posuble reallzar pruebas de -
periodicidad a los datos para encontrar componentes estacnonales en |a serie. Todolo * it
anterior utilizando pruebas de hlpéte3|s estadlstucas que garantizan Ia conf abllidad de Ios.fv e

‘resultados.

Fmalmente se ha presentado un ejemplo para llustrar Io antenor en él Ios'-ff Ten
resultados obtenidos por la metodologfa de Box y Jenklns han sndo corroborados por Ios e

generados por el programa
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ANEXO | (Pruebas Matematicas)




Sistemas Completos. Convergencia en la media

El sistema de ecuaciones definido en 1.1.4.1 se dice completo si para cualquier
funcion integrable por su cuadrado se cumple

b w
[Fwdx = L eflo 11
k=0

en lugar de la desigualdad de Bessel. En esta ecuacion los ¢, (k=0,1,2,...) Son los
coeficientes de Fourier de la funcion f(x).

Teorema 1. Sean f(x) y F(x) funciones mtegrables por su cuadrado para las cuales
Sx)~e @ (x)+e, @ (x) +
Fx)~C @y(x) +C @, (x )

y sea ademas el sistema 1.4.1, 1 completo. Entonces
f/(x)F(x)dx - Yool
k=0

Prueba, La suma f(x)+F(x) y la diferencia f(x)-F(x) son func:ones integrables porv o
su cuadrado. Més aun, los coeficientes de Fourier de la suma y de la resta son: ck+ Cuy
-~ ¢,"Cy respectwamente Debldo a la definicion de una funcuén completa se tlene W

f [0 +F ()] = E (ck+ck> uw.u

f ) -FO? = E _(e,‘—c;)zll_sp;u‘.~ S
s k0 LR

y laresta de ambas ecuamones produce S S
4 f/(x)F(x)dx : Eac,‘ ku«p*u

) EI suguiente resultado tlene |mpor‘(antes consecuenmas

Teorema 2. Una condimén necesarla y suf cuente para que eI sistema 1.1,

?completo es que Ia relacidn

lim f[jtx) ch(pk(x) ]’ dx = o '

‘ ""N




e cumple tamblén Entonces, utlhzando la desugualdad

se cumpla para cualquier funcién f(x) integrable por su cuadrado f(x), donde ¢,
(k=0,1,2,...) son los coeficientes de Fourier de f(x) con respecto al sistema 1.1.4.1.

Prueba. Utilizando la ecuacion 1.1.6.6 y el hecho de que la definicién de funcién
completa es equivalente a

b n
lim [ [f(x)z - Y erlo el }:x =0
pe k=0

a
Sila relacion 1.2 se satisface, se dice que la serie de Fourier converge a f(x) en la
media. Asl el teorema 2 puede ser formulado también como:

Una condicion necesaria y suficiente para que el sistema 1.1.4.1 sea completo es

que la serie de Fourier de cualquier funcién integrable por su cuadrado f(x) converge a f( )
en la media.

Debe ser sefialado que la convergencia ordinaria de una serie de Founer ala
funcion de la cual fue formada no siempre ocurre, atin si el sistema 1.1.4.1 es completo.
Sin embargo, como se acaba de demostrar, la convergencia en fa media siempre se

cumple para sistemas completos (se entiende que se esta hablando de funciones |

integrables por su cuadrado). En partucular estas consnderactones aphcan al snstema.l :
tngonométnco o

Lo mostrado anteriormente muestra la lmportancla del concepto de convergenctaj i
en la media y sugiere que este tipo de convergencia puede ser considerada coma una
generalizacion de la convergencia ordinaria. Para justificar completamente este }
acercamiento, se mostrara que una serie de Fourier puede converger enla medla a una,
funcién solamente Ast, suponga que en adlc;én al2 ta relaclon o it

“f“f{F(‘) - ch(pk(x)]z b=, : S

: (a +b)2§2(a +b),

se deduce que




f(x) ortogonal a todas las funcnones del s:stema debe ser 0 (nula)

b
0 < f (FOO -y

b

= jl( F(x) ~§: ¢ k(pk(x)) +( E ¢, P,(x) -f(x)) rdx
k=0 k=0
‘;l n b L
$2 f[F(x) -y k(pk(x)rdx +2 ]{/(xy): ¢ kqlk(x)]zdx.
k=0 o k=0

Debido a 1.2 y 1.3, esto implica que
[ [FG)-f))” = o,

y ya que el |ntegrando esno negatlvo se deduce que
F(x) = flx)

en los intervalos continuos del integrando. Pero |a mtegral tine sélo un numero f mto de :
puntos de discontinuidad. En consecuencia, las funciones F(x) y f(x) conciden donde sea
excepto en un nimero finito de puntos. Dos- funcuones que tienen las caracteristicas::
anteriores dificiimente se pueden considerar diferentes en la teoria de las series de Fourler -
(ya que sus coeficientes de Fourier estan expresados en térmmos de mtegrales ylas. -
integrales no dependen de los valores del integrando en un numero ﬂnlto de puntos) Lo
anterior permlte formular la siguiente conclusmn S \ :

Teorema 3. Si el sistema 1. 1 Ades completo entonces cualquner funcuén mtegrable :
por su cuadrado f(x) esta completamente determinada (excepto por sus. valores enun.
conjunto finito de puntos) por su sene de Fourler, snn |mportar sn Ia sene converge i

Propiedades importantes de los sistemas completos

A ccntinuamén se establecerén algunas propzedades muy mr
snstemas completos R ‘ |

Teorema 1. Sl el snstema 1 1 4 1 es completo entonces cualquler funcnon contmua‘:



. convergente uniformemente, la suma de las series es continua. Esto se infiere del capitulo- S

y pof 1.4

| funcaén f(x) integrable por su cuadrado puede ser mtegrada térmmo a térmmo) vsm importarﬁ'

Prueba.Si f(x) es ortogonal a todas las funciones del sistema, entonces todos los
coeficientes de fourier de f(x) son nulos. Entonces la definicién de sistema completo
implica que

h
ffz(x)dx = 0,
en consecuencia
fix) =
ya que f(x) es continua.

Teorema 2. Si el sistema 1.1.4.1 es completo, si las funciones de sistema son
continuas, y si la serie de Fourier de la funcién continua f(x) es convergente ,
uniformemente, entonces la suma de la serie es igual a f(x).

Prueba. Sea R
Jix) = cy@y(x) te @ (x)+e +e, @, (x) +,

S(2) 5 ye) e, 9,00+ g - ;f':_‘ e 14

Ya que las funciones del sistema 1.4.1.1 son contlnuas y ya que Ia sene I 4 es ;

1-que la serie es la serie de Fourier de s(x). Por lo tanto las funciones continuas f(x) y s(x)
t|enen la misma serie de Fourier. Pero el teorema 3 de Ia seccién antenor |mpl|ca que e

fix). = s(x).

9 2 ?o?o(x)+C1‘Pl(x)4’""-‘}_0_,,'{#’;.(::‘)+-_°v_'1.[_ s

Teorema 3 Siel S|stema 1.1 4 1es completo. entonces Ia sene de Fourler:de' tod

la convergencia de la serie,
En otras palabras,-.si f ERaE | |
‘if(x) ~-rc§%(_x) #cn¢; (x)+ 46,0, (x)+ e
entonces | B e
mm

i‘?:?'ﬁ e &'&%;?2‘4!? (Q: _w "; 47 :

} a#‘ 5

s :f” Wt
N ,-:m,«é@ M‘ 3



5 % *

2
[ = o [on(urdr se, [0 (x)dw+ve, [p, )+ 16

Xl Xl X‘l Xl

donde x, ¥ X, son dos puntos cualesquiera en el intervalo [a,b].

Prueba. Asumiendo por definicion que x, < X, se tiene

%

fﬂx)dx*Z ckf P (x)dx | < f /(x)~2ck (x) | dx,
X, k=0 X, *n k=0 &
b .
< f Jlx) ~Z e, P, (x) dx ‘ 1.6
" k=0 , ~ ,
br b
< [[ﬂx) '_',;‘,c*(p"(x): ]ldx[Idx -

Donde se ha empleado la desigualdad de Schwartz. Por el teorema 2de Ia seccion
precedente, el Liltimo término en 1.6 tiende a 0 cuando n tiende a infinito, Entonces,

n 1.

lim [ [feorde =3 e, f 9,@)dx 1 =0,
now | 5 k‘=0 X, ka

el cual es equivalente a |.5.
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A. Comandos de edicion

Para editar una serie es necesario cargar el programa en la memoria tecleando
AST

desde el prompt del sistema operativo DOS en la ruta donde se encuentre el archivo
ejecutable.

Cuando se realiza lo anterior, el programa presenta la siguiente pantalla

En ella aparece un ment de posnbles accuones este menu es dinémlco es decnr ,;; S
sélo es posible accesar las opcmnes que tienen mgmﬁcado enel contexto actual.

Aqui es |mportante resaltar ciertos puntos

El sistema cuenta con ayuda en Iinea sensmva al contexto que se actlva al
presionar la tecla F1. ‘ : : T

Asi mismo, presionando Ctrl K se tiene acceso a un listado de todas Ias funcmnes'; o
que se pueden realizar por medio de combinaciones de teclas. Enla sigmente |magen se
presenta la pantalla cuando se presuona Ctrl- K : g St s p
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Cada vez que se inicia una nueva sesion en AST unicamente las opciones de
edicion y de ayuda estan disponibles.

El proceso de edicidn involucra varios pasos:
En primer lugar se escoge la fuente de la serie. Es posible crear una serie
capturando los datos en la pantalla de edicién; recuperando los datos de un archivo en

disco o generandolos a partir de un modelo dado.

Todas estas opciones estan d|3pon|bles desde el men( de Archivo que se muestra
a continuacion:

LR N anda T Fabh ans Nanle aetdS IR IR}

Para crear una serie capturando los datos de la pantalla de edicion, escoja la
opcidn Nuevo del mend de archivo o presione F4.

Para recuperar un conjunto de datos de un archivo en disco, escoja la opcién Abrir




Al escoger abrir una serie de disco AST presenta la pantalla “Abrir archivo’ que se
presenta en seguida

Esta ventana tiene 4 secciones entre las que se puede pasar utilizando Tab o
Cambio-Tab.

En la primera seccion usted puede escoger un archivo de la I|sta 0 mtroduclr uno
nuevo incluyendo opcionalmente la ruta completa

La segunda muestra el arbol de directorios en la unidad de disco actual y permlte
cambiar la ruta en la que se encuentra el archivo que se desea abrir, Aqui es importante

mencionar que el cualquier rama del arbol puede expanderse 0 cerarse utihzando Ctrl-A
para abrir la rama y Ctrl-C para cerrarla,

En la tercera seccion se encuentran las extensiones de los aI‘ChIVOS que se desean 2

abrir (La extension por defecto de un archivo creado por AST es' AST) yen Ia cuarta las' SRR

unidades de dtsco dlsponnbles para hacer la seleccion.

Cuando termnne de introducir el nombre de Ia serie a recuperar, preslone Retomo{‘- : |

o el boton Aceptar para efectuar la accuén 0 presnone Escape 0 el botén Cancelar para .
abortar Abnr Archivo. - :

Por ultlmo. si lo que desea es construnr una serié que suga un modelo tebnco i
entonces escoja la opcion Generar o presione Ctrl-G, haciendo que el programaf o
despliegue la siguiente “Ventana de Generacion” de serles, :




En esta ventana se captura primeramente el tipo de modelo al cual se van a ajustar
los datos y, dependiendo de ésto, los coeficientes apropiados:

El factor estacional es necesario sdlo si se desea utilizar modelos estacionales; la
constante a sumar es opcional para cualquier modelo; los coeficientes Ar, Ma, Sary Sma
son necesarios si su grado correspondiente fué introducido previamente. F lnalmente el
numero de valores a generar es necesario siempre,

Al igual que en la ventana de abrir archivo el usuario puede escoger si desea '
aceptar, abortar o pedir ayuda acerca de Ia accion que esta por realizar.

Adicionalmente, el usuario puede escoger en cUalquier momento salvar o cerrar

la serie eligiendo las opciones de Salvar, Salvar Como, Salvar Todo, Cerrar 0 Cerrar e

Todo para terminar la edicion y anlisis de la serie.

Cuando escoja las opciones de Salvar, la pantalla que el snstema presenta es
analoga a la que presenta al abrir el archivo, por lo cual se omite su expllcaclén

Es importante mencionar que AST esta dlseﬁado para soportar el anahS|s de hastai "
10 series de tiempo, y que el nimero maximo de datos en cada serie depende unlcamente i
a la cantidad de memoria RAM con la que cuente la computadora :

Una vez que ha sido creada la serie, el sistema presenta la pantalla de edlcnén def‘ -
la serie, la cual permite la visualizacion y modificacion de la mformaclon

La pantalla de edicion se compone de dos secciones y se muestra enla sigulente

figura.
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La seccion superior contiene el nombre de la Serie de Tiempo que se esta editando
y el nombre del archivo en el que se almacenan los datos. El nombre de la serie por
defecto es “Serie XX" donde "XX" representa el nimero de series que se han abierto hasta
el momento (se puede trabajar hasta con 10 series al mismo tiempo si es que la memoria
lo permite); y no existe nombre de archivo hasta que la serie es salvada en disco.

La segunda seccion presenta un desplegado en donde pueden verse 11 datos al
mismo tiempo, en esta seccion es donde se lleva a cabo la captura los datos de la serie
de tiempo.

Una vez en esta ventana, se procedera a mtroducnr los datos que sevana anallzar. '

Estos datos pueden darse como nimeros reales (2, 3.4, 7.902, etc) 0 como fracclones, o

(23/4, 113, etc).

Para aceptar la entrada de un dato oprima una de estas teclas. Retorno, Flecha
arriba o abajo, Cambio-Tab o Tab. Si no desea modificar lainformacion y qutere_ ,
recuperar el valor anterior, presione Escape si no ha aceptado Ia modifi cacuon o Ctrl Usi
ya lo ha hecho.

Una vez que los datos han sido |ntrodumdos si es necesario se procederé af .

- modificarlos utilizando los sngwentes pasos.

En primer lugar se debe navegar a Ia posicion donde se va a comenzar a modtf car{‘ '
lainformacion, después se seleccmna el conjunto de datos que se van a camblar, y por-;;
Gltimo se efectua la operacion. :

Por tal motive se expondran a continuacion los comandos relacnonados a cada e
de los pasos antes citados, y ademas se daran un conjunto de comandos mlsceléneosf T
que han sido afadidos para un mejor manejo de la mformacuon ‘ ~ :




con Ias s19u|entes funciones

Comandos de navegacion:

Para navegar se tienen las siguientes funciones y teclas:

Tecla * - Funcién
Flecha Arriba Posiciona el cursor el dato previo,
Flecha Abajo Posiciona el cursor en el dato siguiente (Si este no
existe, lo crea)
Inicio (Home) Pone el cursor en el primer dato de la serie
Fin (End) Coloca el cursor en el titimo dato de |a serie
Pag. Arriba Mueve el cursor 10 posicionésvantes de la actual
Pag. Abajo Lleva e| cursor 10 posiciones después de la actual
Ctri-l - | Abre una ventana en la que se sollmta la posncnon a la

que se ha de llevar el cursor

Tab | Pasa el control de una serie a la slguuente (Sl es que se
esta editando mas de una serie en el momento) :

Ademés, existen opciones de menu para ir a una posmén determmada dentro‘ i o
de una sene (Edlclénllr a)y para navegar entre dlferentes senes (Ventanas)

Comandos de Seleccion

Para escoger el con]unto de datos alos que se apllcaré una operacnén se cuenta‘f_'

Cambio Arriba | Selecciona el dato previo.

Cambio Abajo | Seleccionael datdsigm'efnté .

Camblolnicio | Selecciona los datos que se_encuentran desde el inicio
B | hastala posmién actua| :

Cambio Fin | Selecciona los datos desde Ia posuc|6n actual hasta el
- |finalde la serie. : ‘

Cambio Pag. Arr. | Selecmona |os 10 valores antenores



Tecla Funcién

Cambio Pag. Ab. | Selecciona los 10 valores siguientes

Ctrl-T Selecciona todos los datos en la serie

Cabe aclarar que si no se hace alguna operacion de seleccion, la accién que se
realize aplicara sobre el dato en el cual se encuentre el cursor,

. Comandos de edicion

Los comandos de edicién permiten modificar un conjunto de datos de diversas
formas.

En la siguiente tabla se presenta un compendm de comandos de edicion
disponibles al usuario del programa;

Tecla Wi ‘Funcion -

F10 Edita el dato actual.

Insercion Inserta un dato en la posicién actual (Este COmando no. =
funciona si se ha seleccionado mas de un dato)

Borrar Borra el conjunto de datos seleccionado

Ctrl-X Corta los datos selecclonados y Ios pone en un area
temporal, _ , .

ctrl-C | Copia el conjunto de datos selecclonado y Ios pone en 1

SR un area temporal.. - T
Ctrl-\i - .|Copiael contenldo del area temporal en Ia posnclén
' ' actual del cursor, ,

ctriu Deshacer el mﬁmo cambio. o o

CtrlE | Amacena ef conjunto de datos seleccionado en el disco. | |

Ctrl-L L o Inserta en la posncton actual Ios datos almacendos en un
archivo. ~ o ik

Cabe destacar que cuando el usuarlo copla 0 borra un conjunto de datos en una;f- :
serie, este ‘conjunto queda almacenado en un area comun por Io cual es poslble



que las series que se editan en un momento determinado compartan informacion.

Ademas de las combinaciones aqui mencionandas, s posible realizar las mismas
operaciones a través de opciones de mend,

Comandos Varios

Los comandos varios permiten un mejor manejo y visualizacién de la informacion

contenida en la serie.

A continuacion se presenta una lista de estos comandos:

" Tecla Funclén
Ctrl-F Cambia el formato utlllzado para presentar los datos. -
Ctrl-N Cambia el nombre a la serie
Ctrl-G Genera una nueva serie.
Ctrl-F5 Mueve la ventana de edicion,
Ctrl-K Muestra las teclas de funcion dlspombles
F1 Trae la ayuda. o

m%’ z&%ﬁm




B. Operaciones generales

El ment de Operaciones se presenta a continuacion
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. Graficacion.

Para graficar una serie es necesario escoger la opcion Graficar del menu de
Operaciones.

Al escoger dicha opcion, el sistema presenta la siguiente pantalla de opciones de
graficacion:
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la cual se divide en 7 secciones que determinan las caracteristicas de la grafica.

La primera seccion permite elegir un area de memoria para almacenar la salida, Es
importante destacar que el numero de éareas disponibles esta determinado por Ia memoria
disponible en la computadora.




El hecho de salvar una gréfica permite hacer comparaciones con lo que se puede
lograr un mejor anélisis.

La segunda seccion permite escoger el modo el que se usara el buffer, en otras
palabras, si el contenido de la grafica salvada anteriormente va ser destruido o utilizado
como base para |a siguiente salida.

Aqui hay que considerar que si se escoge la opcion de utilizar el buffer, la seccion
de limites y divisiones no va a estar disponible, de igual forma, no sera posible cambiar
algunas de las opciones al definir |as leyendas.

La seccion de leyendas permite definir el titulo y la leyenda de la grafica, asi mismo
el usuario puede escoger el tipo y tamafio de letra para ambos,

La pantalla de leyendas se presenta en seguida:
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- En este punto hay que seﬁalar que las Opciones de utlhzar titulo y ethuetas asi L
como el tipo y tamaiio de letra para la gréfica estén dlspombles sélo sise esté generando‘ :
una grafica nueva.

En la seccion de limites y lelSlones se pueden modif icar Ias caracteristlcas de Ios =
gjes, los limites de los dominios y el nlimero de divisiones que los ultenores observarén ‘

Esta pantalla se muestra a continuacién




En la seccién de estilos se definen los tipos de grafica (Barras, Lineas, Discreta 'y
de Puntos para las discretas, mientras que - para las continuas este campo no es

disponible); El tipo, color y ancho de linea; y el patran de relleno si se habla de una grafica
de barras.

La pantalia de estilos se presenta enseguida. |
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La seccion de etiquetas permite introducir al usuario hasta diez etiquetas que'se
imprimiran en el eje X; es posible definir la posicion, texto y justificacion de la efiqueta.

La siguiente figura contiene dicha pantalla




La pantalla de sombreado sélo esta disponible si se estd procesando una funcion
continua; en ella se definen hasta 5 intervalos de sombreado que definiran areas bajo Ia
curva con respecto al origen que se haya definido previamente.

A continuacion se presenta esta pantalla

. Transformaciones

Para transformar una serie se utiliza la opcion Transformar del Men( de
Operaciones la cual permite aplicar la transformacion de Box-Cox a un conjunto de datos,

La pantalla de transformacion de Box-Cox se presenta a continuacion.

G0 CTEEH 1L XG0 7T U ) g & ma .
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Cuando se aplica esta operacnén a Ia serie, el sustema genera una. nueva pantalla’
de edicion donde almacena los datos resultantes los cuales formaran parte de una nueva

serie independiente de la original, y por tanto podrén ser editados, salvados y anallzados | v

separadamente.




. Diferencias

Para diferenciar una serie es necesario escoger la opcion Diferenciar del ment de
Operaciones e introducir el grado de la diferencia asf como el factor estacional.

La ventana de dlferenclas se muestra en segmda -

*{* Vantanarde” Diferana fags prrmmmmsmmr— s .
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Al igual que al aplicar transfomaciones, cada vez que se acepta una diferencia se
crea una nueva serie independiente de |a anterior.

. Medidas Generales

Como informacién adicional, AST permite visualizar algunos de los estadisticos de
las series que se estan editando. Para obtener una tabla que muestra la media, varianza,
desviacion estandar y rango de cada una de las series activas, elua la opclon Medidas*f
Generales del MenU de Operaciones.

La salida de este comando es una tabla con el siguiente formato;

= ' Desviacion | Rango vl

Serie Medga Varianza Esténdar Minmo Méxim?&f YE‘; 1
Serie 1 100 169 1| | 2|
Serie 2 50 64 8 45|

«  Autocorrelaciones.

Para obtener las autocorrelaclones de una serle esco;a ,I -

* Autocorrelaciones del menu de Operaclones

opcien




los resultados. Estos datos
independientes de Ia serie orig

pueden ser modific
inal,

Al escoger esta opcion el sistema genera una pantalla de edicién en I3 que coloca

ados, graficados, etc. ya que son




C. Anilisis

El ment de Analisis contiene 5 opciones las cuales se muestran en la siguiente
figura.

|
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. Armanicas.

Esta opcion sirve para graficar la funcion f(x) = A sen (px + b) donde A es la
amplitud, p la frecuencia y b |a fase de la funcién arménica.

Al escoger esta opcion el sistema despliega esta pantalla
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en la que el usuario puede introducir valores para las constantes antes mencionadas.

Cuando el usuario acepta graficar la arménica, el sistema invoca al procedimiento
de opciones de graficacion en el cual puede elegir la manera en que la funcion sera
dibujada. ‘




. Coeficientes de Fourier.

Esta opcion le indica al sistema calcular los coeficientes de Fourier asociados a la
serie que se encuentre activa en ese momento.

Los coeficientes se generan y se presentan al usuario en una tabla que tiene el
formato que se describe a continuacion.

Tabla de Coeficientes de Fourier

K | Frecuencia ak bx - Amplitud : 'Fase
0 0.000 9.555 0.000 9,555 1 571
1 0.105 23870 1733 2960 6435

. Periodograma

Esta opcion grafica el periodograma (suma al cuadrado de Ios coef cuentes dejﬂ’ e
Fourier) o espectro de potencias asociado a la serie que se este edltando en esos‘_’, P
momentos S

Al escager esta opcion el sistema calcula SI es necesario, Ios coeﬁmentes de'-,{'? |
Fourier y a continuacion presenta la pantalla de graﬁcacion donde el usuano deﬁniré las
caracteristucas de la salida. ., : |

L Pollnomlo tngonometnco

Esta opclén graﬁca el polinomio tngonométnco Q sene de Founer asocuado ‘a la‘;‘
, serle que se esté editando en €sos momentos , : o

o Al escoger esta opmén el ststema calcula. i es necesano, Ios 'co_
‘Fouriery a continuacién presenta la pantalla de grafcacién donde el USuano deﬁmré*la
caracterlsucas de la salida. | . . .

- L Prueba do panodicidades‘ |

; Esta opcmn reahza una busqueda de componemes penodicos en !a sene que s _
esté editando ’ ; _‘ S
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Cuando el usuario escoge esta opcion, el sistema presenta la siguiente figura
donde se captura el coeficiente de confianza e inmediatamente se emite un reporte donde
se muestra en primer lugar si se encontrd o no un componente periddico y la informacion
concerniente a este hecho.
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D. Estimacion

El men( de estimacion cuenta con 4 opciones que se muestran en la siguiente
figura.

VAT R)E NN M IO T Y

. Espectro estimado

Esta opcion grafica el espectro estimado asociado a la serie que se edita en esos
momentos.

Al escoger esta opcion el sistema calcula, si es necesario, las covarianzas y a
continuacién presenta la pantalla de graficacion donde el usuano defnlré las
caracteristicas de la salida.

’ Ventanas

Permite graficar las ventanas espectrales.

Al elegir esta opcidn, es sistema despliega la sngmente pantalla donde el usuano |
puede decidir que ventana quiere revisar y el valor de M que utlllzaré ‘




Al aceptar graficar la ventana el sistema presenta la pantalla de opciones de
graficacion donde el usuario eligira las caracteristicas de |a salida.

. Espectro Suavizado

Esta opcion grafica el espectro suavizado mediante alguna ventana espectral
correspondiente a |a serie que se encuentre activa.

Para este fin el sistema muestra la siguiente pantalla

LI s 1o nae i T

en la cual se introduce la ventana espectral que sevaa utaltzar eI valor: de M que deﬁne i
el ancho de banda y el coeficiente de conﬂanza

. Espectro Deterministico

Al elegir esta opcion del menu, el usuario es capaz de introducir un modelo
SARIMA para que el sistema grafique el espectro tedrico correspondlente




La pantalla en la que el usuario definira este modelo se muestra en seguida

fkalh 213
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En esta pantalla el usuario introduce en primer lugar los parametros qué definen el
modelo en términos generales; después el factor estacional si introdujo un valor diferente
de 0 para los componentes Saro Sma: el valor de la varianza del modelo; y por dltimo los

coeficientes del modelo.

Al término de la captura, el sistema presenta |a pantalla de graficacion donde se
introducen las caracteristicas de la salida del espectro deterministico.




D. Miscelaneos

En esta seccion del anexo se incluyen los menus de Ayuda y Ventanas que son
parte complementaria del sistema.

En primer lugar, el mend de ayuda contiene tres opciones, Contexto, Teclas y
Acerca de.

La opcion Contexto presenta una pantalla que contiene una breve explicacion de
la accién que se esta llevando a cabo en esos momentos.

La opcion Teclas presenta una lista con todas las teclas que tienen asociada una
funcion y que pueden utilizarse en el instante.

La opcidn Acerca de presenta la siguiente pantalla con los datos del autor.

PoNE TR YTV TS e e e

Finalmente el men de ventanas contiene 3 opciones Siguiente, Anteriory Cerrar
todo - T S T
La opcion Siguiente pasael control de educ:én a Ia serie que contlnue en el orden :
en el que fueron creadas . :
La opcion anterior pasa el control de edicion a la serie previa en el orden en el que .
fueron creadas. TS St S

Laopcion Cerrar todo termina con Ia edicion de todas las series que se encuentrani |
activas actualmente. Para cada una de las series que han sido mod|ﬁcadas pregunta siv
se desea actualizar Ia mformacién enel d|sco con estos camblos : =

i %ﬁﬁ ‘




Adicionalmente, el menu de ventanas mantiene al final una lista con los nombres
de las series que se estan editando. Si el usuario escoge alguno de estos nombres,
entonces el control de la edicion pasara inmediatamente a la serie elegida.
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