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Existe una relación entre la función de autocovarianzas de una serie y su espectro 
muestra 

Objetivo: 

Presentar una metodología alterna en el análisis de series de tiempo basada en el 
espectro muestral de la serie; así como desarrollar un programa de software que ayude 
a aplicarla a problemas reales. 

Hipótesis: 



Rubim N101.11.9 

TABLA DE CONTENIDOS 

TABLA DE CONTENIDOS 	  3 

INTRODUCCION 	  5 

Capitulo 1 Análisis de Fourier 	  7 
Introducción 	  8 
1.1 Series de Fourier para funciones continuas 	  9 

1.1.1 Funciones periódicas 	  9 
1.1.2 La Función Armónica 	  10 
1.1.3 Series y polinomios trigonométricos 	  14 
1.1.4 Funciones y sistemas ortogonales . . . . . . . . . . . . 	. 	.. 	 16 
1.1.5 Series de Fourier basadas en sistemas ortogonales 	. 	, 	. 18 
1.1.6 Error medio cuadrático (la desigualdad de Bessel y el Teorema de 

Parseval) . . ...... . ....... 	 , ... 	. 23 
1.1.7 Transformada de Fourier. 	• 	 . 26 

1.2 Series de Fourier para funciones discretas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 
1.2.1 Funciones ortogonales  	 , 	. 	29 
1.2.2 Serie de Fourier para una sucesión finita . . 	 , 31 
1.2,3 Series de Fourier para sucesiones periódicas . 	 . 33 
1.2.4 Transformada de Fourier . , 	 , 	. 35 

	

Capítulo 2 Series de Tiempo 	• 	„ 	, 	......... 	, 38 
Introducción . „ 	. , . , . , , 	„ • , , . 	 39 1.••••••••••••••••••• 

2.1 Series de tiempo y procesos estocásticos . , 	 • 	40 
2.1.1 Media y varianza de un proceso estacionario . . 	. . 41 e e osle 11.011 he 

2.1,2 Funciones de autocovarianza y autocorrelación 	 42 
2.1.3 Ejemplo . 	 • 	• 	46 
2.1.4 Representación de procesos estocásticos 	, 	, , 48 

2.2 Series no estacionarias . 	. 	. . 	, • 	52 , 

2.3 Series estacionales . 	 . 	, 56 

Capitulo 3 Teoría Espectral 
Introducción . 	. 	• 	 , 	• 	. 60 
3.1 El Espectro . 	• • • • • • • • • • • • 	' 	 61 3 1.1 Propiedades del espectro . 	 , 

3.1.2 Representación espectral de la función de autocovarianza 	. 64 
3,1.3 Descomposición de VVold . . . 	 . 67 

»Ikowtoemtioilsioxwmootolloo.... -4111112Elowdolál,z.¿,  . 	 • -91,1pm5Y491.919.13.15WOVIELo» 

• , 



.1110zoi , 	 • 
3.2 El espectro de algunos procesos 	  68 

3.2.1 El espectro y la función generadora de autocovarianzas 	 68 
3,2,2 Espectro de modelos ARMA 	  68 

Capítulo 4. Estimación del espectro 	  77 
Introducción 	  78 
4.1 El periodograma 	  79 

4.11. Definición 	  79 
4.1.2 Propiedades muestrales del espectro 	  81 
4.1.3 Pruebas para componentes periódicos 	  83 

4.2 El espectro muestral 	  87 
4.3 El espectro suavizado 	  90 

4.3.1 La ventana espectral (suavizando el dominio de las frecuencias) 
90 

4.3.2 La ventana de retardo (suavizando el dominio del tiempo) . 	92 
4,3.3 Ventanas más utilizadas 	  94 

	

4.3.4 Intervalos de confianza de las ordenadas espectrales . 	. . , . 101 
4.4 Estimación espectral ARMA . 	... .. 	. 	. , . . 	. 	„ 104 

Capítulo 5 Presentación del programa AST . .... .............. 	106 
introducción , 	. 	.... 	.. .... 	• 	• • .1 

	
• I • 107 

5.1 Ejemplo  
	

108 

Conclusiones 	• e o r • ......... o e • e 
	

• • • I o 	o 
	

• • • 

	 123 

ANEXO I (Pruebas Matemáticas) . 	 124 
Sistemas Completos. Convergencia en la media . . . 	 , 125 
Propiedades importantes dedos sistemas completos 	 ›Pg* 	 127 

ANEXO II (Guía del usuario de AST) 	.. ,, . . 	. • .. . 	, . , . 	.... 130 

	

e 	I 

A. Comandos de edición . . . . . . .. . ..,. . 	 . 	, . . • 	131 4 • • • 

B. Operaciones generales . , . . . . . . , . . . . . . . . . 	. 	... 
C. Análisis . . , .. . . . . . . . • . . . . 	• . . . . 	. . " 	• 	Re 	

* * I 4. .4 o.  .• : : 114319 
II 	*III 

D. Estimación  148 
D. Misceláneos , 	 I. 	

151  

Bibliografía . 	. . 	. 	. • . • . 	. . 	. 	• 	• 	• 
	

e 4 e 	e 	• • • • • 
	 ...153;  

kigjO
jkltéfeOekeánnkílálíáiiláfilwkíágmmo.:yxmm,z>mr.». g.«5•Yi 

. 	.„ ...m.11ffl.~....:~1~11.1~1111111214,11111111,141111141110111 
' 	 ' 	 . 	, 	 • 	 • 	„ 



• 

Rublo:11141ina:.(lut 

INTRODUCCION 

El estudio de las series de tiempo ha venido cobrando mayor importancia en los 
últimos años debido a que cada dla los individuos tienen que tomar decisiones que 
determinan el éxito o fracaso de un proyecto o empresa. 

Estas decisiones se basan en la esperanza de que un fenómeno de la naturaleza 
siga cierto patrón y acorde a éste se toma una acción que maximice la ganancia, 

De esta forma, a mayor certeza en el comportamiento futuro del fenómeno, mayor 
será la ganancia obtenida. 

Dado lo anterior, se han inventado varios mecanismos que describen a los 
fenómenos o bien predicen de alguna forma su comportamiento futuro. Entre estos se 
encuentran los métodos que se basan en series de tiempo desarrolladas por Box y 
Jenkins. 

Los métodos basados en las series de tiempo requieren`que el fenómeno a estudiar 
tenga las siguientes cualidades: 

1) Se presentan en el tiempo. Es decir, van sucediendo conforme transcurren los 
instantes, Más aún la cantidad de tiempo entre cada ocurrencia es igual, 

2) Se pueden cuantificar de alguna manera. Es decir, se pueden medir. 

La presente tesis tiene como objetivo apoyar a los alumnos que,  cursan la materia 
de "Modelos de Decisión con Procesos Estocásticos II" en el estudio de las series de 
tiempo, presentando una metodología alterna a la de Box-Jenkins que es la que se ha 
venido revisando hasta el momento. 

Para lograr este objetivo se ha dividido esta tesis en 5 capítulos: 

El capitulo 1 da las bases del estudio de Fourier, en éste capítulo se, busca 
encontrar la representación de una serie de datos por medio de una función denominada 
polinomio de Fourier el cual esta basado en la suma un conjunto de funciones periódical 
independientes. 

»14113.W. 	 000,11~90iIiiseIVIA 111:1youmt~:»:,../1.4,1•242voos yi 
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El objetivo del capítulo 2 es presentar a las series de tiempo. En él se define a las 
series de tiempo como un proceso estocástico, se dan una serie de estadísticos que 
describen a la serie; se establece una representación para los procesos estocásticos y se 
mencionan los mecanismos que permiten que un proceso estacionario se estabilice. 

En el capitulo 3 se define el espectro el cual relaciona a las series de tiempo 
(mediante la función de autocovarianzas) con el polinomio de Fourier (cap 1 y 2). De igual 
forma se presentan los espectros de algunos procesos estocásticos teóricos. 

El capitulo 4 describe al espectro muestral el cual se basa en una serie de datos. 
Además introduce el concepto de ventana, la cual se utiliza para suavizar el espectro 
muestra! de tal forma que se pueda comparar el espectro muestral con el espectro teórico 
para determinar cual es el comportamiento de un conjunto de datos. 

Finalmente, el capítulo 6 presenta un programa de cómputo que condensa los 
temas desarrollados en los capítulos anteriores de tal forma que el estudiante pueda 
probar bajo distintas condiciones los conceptos y comprenda mejor el material aquí 
presentado. 

k"OttOalillg101"1:»lithiltIMISIMESSEMIT1111211111WPw 
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Introducción 

Los temas que se desarrollarán en este capítulo se basan en los estudios 
realizados por el matemático francés J. B. J. Fourier, quien en 1807 encontró la manera 
de representar cualquier función periódica como una serie de funciones senoidales 
armónicamente relacionadas y, posteriormente, obtuvo también una representación para 
funciones aperiódicas. 

La idea de Fourier puede expresarse como sigue: 

Es posible representar cualquier función mediante una combinación lineal (o suma) 
de un conjunto (base) de funciones elementales. 

Para iniciar el estudio del análisis de Fourier se darán, primeramente, algunos 
principios básicos, y después se procederá con la parte correspondiente a las series y 
transformadas de Fourier, tanto para el caso de funciones continuas como para funciones 
discretas (para las que este análisis fue desarrollado con posterioridad). 

Es importante hacer notar que se desarrollará de una manera más completa la serie 
de Fourier en el caso de funciones continuas debido a que estamos más relacionados con 
el manejo de las integrales que con el de sumas y a que, ya que la integral no es sino una 
suma infinita, se puede decir que ambas presentan un comportamiento análogo, Al mismo 
tiempo, este desarrollo pretende ser una base para una mejor comprensión de la segunda 
parte de este capítulo, que es lo que realmente interesa en el estudio del análisis espectral 
aplicado a las series de tiempo. 

M41111*§~1«.- 
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1.1 Series de Fourier para funciones continuas 

1.1.1 Funciones periódicas 

La importancia de las funciones periódicas radica en la amplia gama de problemas 
matemáticos en los que tienen aplicación (sobre todo en las ramas de la econometria, 
ingeniería y física), Las funciones periódicas más usuales son las funciones 
trigonométricas (sen x,cos x,tan x, etc.). 

Se dice que una función (continua o discreta) es periódica si existe una constante 
T>0 para la cual 

fix +7)9(x), 
	 1.1.1.1 

para cualquier x en el dominio de la función f. A la constante T se le conoce como período 
de la función f. Gráficamente una función periódica es una curva que, una vez recorrido 
un intervalo de longitud T, se repite nuevamente. Resulta claro que la suma, diferencia o 
multiplicación de funciones con un periodo T es, nuevamente una función del mismo 
período. 

Una de las caracteristicas más importantes de las funciones periódicas es la 
posibilidad de definirlas únicamente para un intervalo de longitud T y, a partir de esta 
definición, extenderlas por todo su dominio. Además los números 2T, 3T,... son también 
períodos de ésta, es decir, cumplen con: 

J(x) =f(x +T) j(x +2T)9(x 3 

lo cual se obtiene de aplicar la definición 1.1.1.1 repetidamente. Así, si el periodo de una 
función es T, entonces cualquier múltiplo entero de T(kT) también será periodo de la 
función. 

Otra de las propiedades de cualquier función continua de periodo T es que si ésta 
es integrable en algún intervalo de longitud T, entonces es integrable en todo intervalo de 
longitud análoga, y el valor de la integral será igual, i.e., 

a+T 	b+T 

f(x)dx= f(x)dx, 	 1.1.1. 
a 

Esta propiedad es una consecuencia de la interpretación de la integral como un 
área (véase fig. 1). 

10~1011110MON« 1400014/~111111111111511109111111115114k 
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Fig. 1 

1.1.2 La Función Armónica 

La función periódica más simple, y una de las más importantes por su aplicación, 
es: 

y-Asen(tax+(P), 

también llamada función armónica. 

La función armónica surge del siguiente problema de física que involucra la clase 
más sencilla del movimiento oscilatorio: el movimiento armónico simIle: 

Supóngase que un punto M de masa m se mueve a lo largo de, una línea recta bajo 
la acción de una fuerza de restitución F que es proporcional a la distancia de M con 
respecto a un origen fijo O y que siempre impulsa a M hacia O (véase fig. 2). 

MO.M10011:1114011»1 ,011.1~14811171141a51 • 
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Fig. 2 

negativo en caso contrario, entonces F=-ks, donde k>0 representa una constante de 

proporcionalidad. Por lo que: 

Considerando la distancia al origen s positivo si M está a la derecha de O y 

m---=-ks d 2s 

dt 2  

o 
A 2 

dt 2  

1 

1 	
El comportamiento de la curva dada por yr-•Asen(cox+(p) se puede entender mejor

•  1 1 

si se analiza parte a parte. 
i 

, 	1 	 Primeramente se puede hacer co=A=1 y (1:1 :1.
0; esto da como resultado la curva  , 

I 	
y=sen(x) (véase fig. 3). Ahora considérese la armónica y=sen(tax) y sea z=tox, con lo que 

	

obtenemos y=sen(z), que es una curva seno ordinaria. Entonces le gráfica Inmen(tox) 	
1 

1 	 0i:I0010110.71:09,01500*# 111-11$11114 	:.'I'S''<:'a2'''I'l91>.5:11"<"I'll'rP4ks,n3lvl'artjPZaw.r:14.  i 

donde 2 klm, o sea que (1) sriírn. 

El resultado de esta ecuación diferencial es la función s=Asen(wx+1) donde A y 
son constantes que pueden ser calculadas a partir de la posición y velocidad del punto

.  

M en el momento inicial t=0. Además s es una función armónica que es periódica con 
respecto al tiempo con T=2n1o.). Así, bajo, 

la fuerza de restitución F, el punto M se rige por 
un movimiento oscilatorio. El valor absoluto de A (o amplitud) indica la máxima desviación 
del punto M a partir de O, y 1/T representa el numero de oscilaciones en un Intervalo que 
contiene 2n unidades de tiempo, lo que explica la frecuencia. Por último cp, llamada fase 
inicial, es la posición inicial del punto, ya que para t=0 se tiene que so=sen". 
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esta dada mediante una compresión uniforme de la curva y=sen(x) a lo largo del eje x por 
un factor w si w>1 o a una expansión uniforme sobre el mismo eje si w<1 (en la fig. 4 se 
muestra este fenómeno para w =3). 

in 
	

II 

Fig. 3 Fig. 4 

Considérese ahora y=sen(wx+1) y wx+9=wz, entonces x=z4p1w. Ya se conoce el 
comportamiento de la gráfica de y=sen(z) por lo que la curva yrasen(tex+cp) resulta al 
recorrer la gráfica y=sen(wx) moviéndola -cp/w unidades sobre el eje x. En la fig. 5 se 
contempla este caso para w= 3 y 1=r1/3, i.e. 

y =sen(3x +--) 

Finalmente, la gráfica de la armonice y=Asen(o3x+(p) se obtiene al multiplicar todas 
las ordenadas de la curva y=sen(o)x+1) por un número A. La fig. 6 ejemplifica este caso 
cuando A 2, w= 3 y 9=n/3, i.e. 

E 
y =2s en(3 x +--), 

lo cual modifica la amplitud de la función en A unidades  

eisloollommoomoxl.Ilooklutroo,00tsvorillyeloszolloolklutastozk 
' 	 •. 	. 	. 	 , 
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Fig. 5 Fig.6 

Por otro lado, usando identidades trigonométricas, es posible escribir 

Asen(cox+9)=A(cosousen(p+senwxcomp). 

Haciendo 
a = Asemp, 	b= Acostp, 

se llega a que cualquier armónica puede representarse como 
acoswx + bsenwx, 

de aquí, resolviendo en 1,1.2.2, se obtiene que 

b 2, serap-  Aa 	
a 

, covp- 
A 	2 +b 2 b 

1.1.2.2 

para la que cp se calcula fácilmente. 

Un método para calcular el valor de cp utilizando una calculadora consiste en: 

Comparar isenl=a con O. Si a es mayor o igual a O, entonces 9=cor a, en caso 
contrario (a negativo), entonces cp=senla, 

Es conveniente introducir explícitamente el período Ten 1.1.2.2. Si T=21, entonce 
21v 

1 1  

por lo tanto; toda armóniCa con perioddr-i,21 es de la forma • • 	• 	• 	„. 

' '' 19111111114/4 	.. .... 	llllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll 
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Itx 	7tx 
OCOS— + osen—. 

	

1 	1 

1.1.3 Series y polinomios trigonométricos 

Sea T=21 un período dado, y sean las armónicas 

	

a cos
nkx 

 + b sen
nkx 	(1c=1,2„..) 

1 	 1 

con frecuencias cak  = nkll y períodos k  = 21r1(0k  = 211k. Debido a que 

T = 21 =kTk, 

Lo que implica que T=2I es período simultáneo de todas las armónicas 1.1.3,1, ya 
que todo múltiplo entero de un período de una función es, nuevamente, un periodo, 
Entonces se define la función 

sn(x )  = A + E (a,cos 112- b sen 
nkx , 

k-t 	1 	 1 

donde A es una constante, como el polinomio trigonométrico de orden n. 

Es común encontrar otra representación del polinomio trigonométrico obligando a 
que el índice k de la suma comience en O, utilizando el hecho de que sen(0)=0 y 
cos(0)=1, de tal forma que 

sn(x) 	(akcos  izkx 	b 	itkx 

k.0 

El polinomio trigonométrico es una función con período 21, ya que es resultado de 
una suma de funciones periódicas, que, aunque está formado por funciones de 
comportamiento sencillo, puede llegar a presentar un comportamiento verdaderaMente 
complejo (dependiendo de la manera en la que se escojan las constantes A, 
alibloa2,b2t•-). 

A continuación se muestra la, gráfica del polinomio trigonométrico 

y = 2 + 2-cos2x + 3senx - 1-sen4x 
4 	 10 
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Fig. 7 

Se define como serie trigonométrica infinita al polinomio trigonométrico infinito, 

s„ (x) = A + E ( kcos irkx ksen312-). 
k=1 

Si esta serie converge tendrá como periodo a T=21 nuevamente. 

A partir de lo anterior se tratará de encontrar una representación de cualquier 
función periódica yr-f(x) a partir de una superposición de funciones armónicas (las 
condiciones y particularidades de las funciones cuya representación en series 
trigonométricas es posible se proporcionan en el anexo I). 

En este trabajo sólo se presentará el desarrollo concerniente a funciones con 
periodo 2n ya que si 

para cualquier función con periodo 21, podemos hacer nxil =:t o x = tlin y construir una 

cuyas armónicas se repiten cada 2n unidades del dominio. 

»041111COMINEWM.:<' «1110 SIOLIIIIIIMIENSMEWaralMOV: 
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1.1.4 Funciones y sistemas ortogonales 

Se dice que dos funciones, cp(x) y j(x) son 
ortogonales en un intervalo (a,131 si 

cumplen: 

f (P(X)111(X)dX 

a 

De igual forma, un sistema de funciones reales 

(P0(x),91(x),92(x),...,(pn(x),... 	
1.1.4.1 

es ortogonal en un intervalo [a,13] si 

ppn(x)(1).(x) dx = 

Y además se cumple 

1.1.4.2 

fp2„(x) dx 	 (n 

En particular, el sistema (1.1.4.1) se 
dice que es ortonormal si 

b 

92,(X) dx = 1 	
0,1,2,...). 

onces cualquier sistema ortogonalEn 
	puede normalizarse multiplicando cada una 

de las funciones del sistema por constantes pn que deberán satisfacer 

b
b 

fil2,92„(x) dx 	112„f12,.(x) dx 	
(n  

a 

b 

~Pn(x) dx 

Ahora se introduce la siguiente notación: 

l ( P 
	 0,1,2,...), 

a 

lo que implica que 

gmbnon1111111011110„,„ tw. 
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para indicar la norma de la función lin(x). Si el sistema 1.1.4.1 es ortonormal, entonces, 
obviamente 

(p„ = 1 (n = 0,1,2,....), 

Por otro lado, se define el sistema trigonométrico básico como el conjunto 

{1,cos x,sen x,cos 2x,sen 2x,...,cos nx,sen nx,.,.} 

de funciones que comparten el periodo 2n. (aunque sen2nr y cos2nn tengan un periodo 
menor 2n/n). 

Una de la propiedades del sistema trigonométrico básico es la de ser un sistema 
de funciones ortogonal. 

Prueba: 

Para cualquier n distinto de O, se cumple 
x.n 

f cos nx dx í sen 	nx  

x=-n 
x•-•,n 
	 1.1,4.3 

{ f sen nx dx = - c°5 	nx  0, 
n -n 	 x.-n 

s„ ll cos2  nx dx 

 

cos 2nx dx 

2 

 

-n 

sen 2nx dx = 	 
cos 2nx 

1,1.4.4 

2 

 

Utilizando las identidades trigonométricas 

cosa cos 	T[cos(«+ )*cos(ct -A)1, 
.1,44.a 

sena sen 2icos(ot-(3)-cos(c(*(3)1 

Se llega a lo siguiente: 

0***1011~1K-101111101141~112110.351111111.110,14r 

-n 
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1.1.4.5 

se concluye que 

f sen nx cos mx dx = f[sen(n+m)x+sen(n-m)xjdx = o 	1.1.4.6 

-n 

para cualquier n y m. 

De 1,1,4.3,1.1.4.4,1.1.4,5 y 1.1.4.6 se deriva que el sistema trigonométrico básico 
es un sistema de funciones ortogonales, 

1.1.6 Series de Fourier basadas en sistemas ortogonales 

Sea f(x) una función definida en un intervalo [lb]. Suponga que f(x) puede ser 

representada como la suma de una serie que involucra las funciones del sistema 1.1,4.1, 
es decir, piense que para todo punto del intervalo [a,b] 

J(x) = c 0(1)0(x)+e p i(x)+... +e n(p (x)+-•, 	 1.1.5.1 

donde co,c1,...,cn„„ son constantes a ser calculadas. Para hacer esto se necesita, 
primeramente, suponer queda serie 

1Cx)(1(x) = copooc»,(x)+citpt(x)(pn(x) 

.1(pn  .1(x)(pn(x) cn(p2„(x) 	= 0,1,2,...) 1.1.5.2  

+cnflyn,i(Opn(x)+...  

construida al efectuar el producto de 1.1.5.1 por cpn(x), puede ser integrada término a 

término. De acuerdo a 1,1.4.2, esta integración implica 

10.41~0.0.0K0001X01.10.10~11..01118511111111115211.11.111 

-n 

para enteros m,n diferentes, Finalmente, usando la identidad 

sena cose = 12 [sen(a+P)+sen(a-P)11 

n 	 rt 

fcos nx cos mx dx =2 f[cos(n+m)x+cos(n-m)x]dx .., O, 

-Tr 	 -7( 

n 

fsen nx sen mx dx ..- -
1  í.f[cos(n-m)x-cos(n+m)xldx = O 

-n 
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IfiX)( p „(X) dx = c n  f 92„(x) dx 	(n = 0, 1,2 ,...). 
a 	 a 

Por lo que se concluye que 

ff(x)(pn(x) dx 	ff(x)(pn(x) dx 

a 	a 

	

C 	 —  	(n = 0,1,2,..,). 	1.1.5.3 b 	
11 	n11 2  

f P n2  (X) dx 

Asúmase ahora que se da una función f(x) definida en el intervalo [a,b], y se desea 
efectuar la expansión de f(x) con respecto a las funciones del sistema 1.1.4,1, sin conocer 
de antemano si tal expansión es posible. Si la expansión es factible (y si la condición de 
integrabilidad término a término se cumple también), entonces, como se ha visto, se 
alcanza la expresión 1.1.5.3. Así, si se intenta obtener la expansión de f(x), resulta natural 
examinar primero la serie con los coeficientes dados por 1,1,5.3, y verificar si esta serie 
converge a f(x). Los coeficientes dados por 1.1.5,3 son llamados coeficientes de Fourier 
de f(x) con respecto al sistema 1.1.4.1, y la serie asociada a estos coeficientes se 
conoce como la serie de Fourier de f(x) con respecto al sistema 1.1.4.1. 

Si el sistema 1.1.4.1 está normalizado, entonces la fórmula para calcular los 
coeficientes de Fourier toman la forma 

cn  = ffix)(pn(x) dx 
	

(n = 0,1,2,...), 

Mientras no se tenga certeza con respecto a la convergencia de la serie de Fourier 
de f(x), se denotará 

J(x) 	oyo(x) +coi(x) +... +cnyn(x) ÷... 

Si las funciones del sistema 1.1.4.1 son continuas, y la serie en el lado derecho de 
1.1.5.1 es uniformemente convergente entonces resulta sencillo demostrar que también 
la serie 1.1,5.2 es convergente uniformemente y, por ende, puede ser integrada término 
a término'. 

Debido a lo anterior, se infiere que si las funciones del sistema 1.1.4,1 son 
continuas y si la expansión 1.1.5.1 es convergente entonces 1.1,5.1 es la serie de Fourier 
de f(x) cuyos componentes c„ están dados por 1,1.5.3, 

1Los términos de convergencia uniforme de las serie se resumen en el anexo I 

41100.1101.011100MIKOOMMEilertelEMESEIEREEMENESZEIZIO1111110 
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A partir de lo anterior, es posible, dado un sistema ortogonal cualesquiera y una 
función en un intervalo ja,b1, construir la serie de Fourier asociada. 

A manera de ejemplo, y por las características de sencillez en su comportamiento 
y aplicabilidad, se encontrará la serie de fourier de una función f(x) definida en el intervalo 
[-n,n] con respecto al sistema trigonométrico básico presentado en la sección anterior. 

Para iniciar este proceso es necesario suponer que una función f(x) de período n 
tiene una expansión de la forma 

a n  
+ E (akcoskx +b 00:kr), 

2 	k =1 

El objetivo es encontrar los coeficientes aolak,bk  (k=1,2,...) que hacen que la 
igualdad 1,1.5.4 se satisfaga. 

Para hacer esto es necesario asumir que la serie 1.1,5.4 es integrable término a 
término, es decir, la suma de las integrales es iguala la integral de las sumas. Entonces, 
aplicando la fórmula 1.1,5.3, 

f1.(X)9 n(X) dx 
a 

Para a0/2 

fix)dx 

2 
	

21t 
f ldx 
-n 

lo que Implica 

—ffix)dx. 

Para los coeficientes ak  (k=1,2,... 

f(x)cosnx dx 

x)cosnx dx 

debido a 1.1.4.4. 

1#1114111111101**100010011010111#11~mumichbw,..~..-0,1"..:4.4 	< • 

= 0,1,2,„.) 

II cos 
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Utilizando también 1.1.4.4, para bk  (k=0,1,2,...) se tiene 
rt 

f
f(x)sennxdx 

b 	-g 	 - 
1

p(x)s en nxclx 
s en 2 n 

Finalmente, y ya que cos(0)=1, los coeficientes encontrados pueden ser reescritos 
como: 

rt 

  

 

1 
a = 	p(x)cosnx dx 

-n 
rt 

b n  = p(x)sen dx 

-n 

(n = 0,1,2,...), 

(n = 1,2,3....). 
1.1.5.5 

De este modo, si f(x) es una función integrable en cualquier intervalo de longitud 
del periodo (2n), entonces los coeficientes an y p  están dados por las fórmulas 
presentadas en 1.1.5.5. 

Los coeficientes an  y b„ calculados por las fórmulas 1.1.5.5 se denominan 
Coeficientes de Fourier de f(x) con respecto al sistema trigonométrico básico, 'y la 
serie trigonométrica con tales coeficientes es llamada Serie de Fourier de 1(x) con 
respecto al sistema trigonométrico básico. Asimismo es,  conveniente subrayar el hecho 
de que las fórmulas presentadas en 1,1.5,5 involucran la integración de una función de 
periodo n; por lo tanto, el intervalo de integración [-n,n] puede ser reemplazado por 
cualquier otro de longitud n de manera que, junto con las funciones 1.1,5,5, se tendrán 

a +2tt 

f
f(x)cosnx dx 	 0,1,2,...), 

a 
ann 

1 
f f(x)sennx 

Tti 
1,2,3.... 

Aplicando la fórmula de Euler se puede relacionar la serie de Fourier con respecto 
al sistema trigonométrico básico: 

La fórmula de Euler es 
= cos(p+isen9 

de la que se desprende 
+ 	rw 	 e 1...e  -(4) 

cosy 	 senp 
2 	 21 

04.#41111t0§SIMIMI0111#X011143$11O1.»11#1191113111111.5111115- 1~1111~w .,iámlálasul~«4” 
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Entonces es posible expresar 

cosnx = 

e inx -e -inx 

2 

= 
	-e inx e  -inx inx e 'e 

sennx = 
2i 	2 

Substituyendo esas expresiones en 1.1.5.4 resulta 

f(x) = a, ,-,  + 2., —e 1" 
n n fri  

+ 	e x). 
- 	 a+ib . 

2 ,,.1

(an-ibn 

 2 	2 
1.1.5.6 

Haciendo 
ao  

co  = — 
2 

, 	e = 
an-ibn  

2 
C = -n 

a +ib n n 

2 

1.1.5.7 

Por lo tanto la serie 1.1.5.6 y, al mismo tiempo la serie 1.1.5.4 tomarán corno forma 

alternativa 

f(x) 	E cn 
inx 

Esta es, precisamertte, la forma compleja de la serie de Fourier de f(x); y los 

coeficientes cn  dados por 1.1.5.7 se conocen como los coeficientes complejos de 

Fourier de f(x). Estos coeficientes satisfacen la siguiente relación 

= 	f l(x)e "I"dx 	( 
2n -n  

En efecto, titilizando la fórmula de Euler y 1.1.5.7 

— f(x) 1 f 	-inxd = 
27t 

-n 

j(x)cosnxdx-i I f(x)sennxdx 

= 2
(a 

 

para Indices positivos y 

1 

It 
"xdX - 	x)cos(nx)dx 	f(x)sen(nx)dx 

2711  
gin: 	 n 

a +lb ) 
2 

para indices negativos. 

Es importante tener en mente que si f(x) es real, entonces cn y c..n son complejos 

" »0110iirtOkkil"PIWUWIIIIINS11,1121.1.11.35 
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conjugados, Esto es una consecuencia inmediata de 1.1,5,7. 

1.1.6 Error medio cuadrático (la desigualdad de Bessel y el Teorema de Parseval) 

Sea f(x) una función integrable por su cuadrado' arbitraria definida en un intervalo 
(a,b] y sea on(x) una combinación lineal de las primeras n+1 funciones del sistema 1.1.4.1, 
i.e, 

on(x) = Too(x) +Ttyl(x)+... +Tn  yn(x), 	 1.1.6.1 

donde To,TI,...,rn  son constantes. Por hipótesis todas las funciones del sistema ortogonal 
1.1.4.1 son integrables por su cuadrado (ver 1.1.4.2). Entonces, la combinación lineal 
a(x) y la diferencia f(x)-an(x), [n = 0, 1, 2,...] son también funciones integrables por su,  
cuadrado. 

Considérese ahora la cantidad 

sn f[f(x)-on(x)12dx, 	 1.1.6.2 
a 

que se conocerá como el error medio cuadrático al aproximarse a f(x) por medio de 
on(x). 

Ahora se deben escoger los coeficientes To,Ti, •,rn  que minimicen el error 
cuadrático medio, i.e, bri  

De 1.1.6.2 se deduce que 

8 	ff 2(x) dx -2 i(x)0.(x)dx 4.  f O 2(x)dx. 
a 

Debido a 1.1.6.1 se tiene que 
b 	 ,, 	b 

f AX)C1  (X) = E Tk fAx)(Pk(x)dx. 
k.o 

Y, de acuerdo a 1.1.5.3 

1.1.6.3 

   

2  Una función f(x) definida;en un intervalo [a,131 es integmbie por su cuadrado si f(x) y su cuadrado (f2(x)) 
son integrablei en (a,b),, 

4, 
	 0/4 



itOP k(X) d X = c 13 k 	
(k = 0,1,2,..,), 

coeficientes de Fourier de la función 
f(x), p 

donde los ck

por lo que 
son los 

 

ff(X)0 n(X)dX E SI Pk  

a 

1.1.6.4 

b 

f02P)dX = f 	T k(X))2  dX 

k 
a  

¡ T2k(p2 r 

	

„(x) 	-rpy.,,T,p),,(x))dx b „ 

	

k 	 9 
a 

= E T1,9 1p) dx + E TP  T P 
(x)(p (X)dX. 

	

k.0 	
psq 	a 

a  

La última suma, extendida sobre todos los indices p y dando
ue no exceden a n, es 

igual a cero por las propiedades del sistema ortogonal 1.1.4.1 
	corno resultado 

1.1Z.5 
f 02  (x) dx = 

x"-• k l(P41 . 

k=0 

Sustituyendo 1.1,6.4 y 1.1.6.5 en 1.1.6.3 se obtiene 

5 	
b

ff2(x)dx - 2 24"f 	cp 112  +
0 	

(hl 

	

k.0 	
k. 

f 2(x)dx + E (ck —T k)2ll (NI 
k=0 

ck  119 II 
.0 

f2(X)CIX = CONSTANTE, 	
C 141,12  = CONSTAN TE+ 

k=0 

—,Tn  y obviamente el número bn  es< mlpimo cuan 

es decir, no dependen de To,T1,  
a 

E (ck 	(I)  
c.0 

que es equivalente a decir que 

1004111011110111011« '11111101: 
ladalliffigarglierr% 

Más aún 

Donde 



lineal 1.1.6.1 son los coeficientes de Fourier, 	 ación  
Así, el error cuadrático medio es mínimo cuando los coeficientes en la Combin 

,, 	1111115121191"""' 	
CREHREENERE'... 	tí« 

Al mínimo error cuadrático medio se le conocerá como An  y será 

Len  

a 

	-kE 59„(x)fdx 
b 

ff 2(x)dx -E c2 .1 	(pk 
a 	 k =0 

En base a su definición, el número In  es no negativo, por lo que la ecuación anterior produce la siguiente desigualdad 

ff 2(x)dx 2E Ck  

k.0 

conocida como la desigualdad de Bessel. 

Por otra parte, se dice que 
un sistema 1,4.1.1 es completo si para cualquier función f(x), integrable por su cuadrado, se cumple la igualdad 
b 

ff2(x)dx .E c: II (NI 
k=0 

que se conoce como igualdad de Bessel. 

n 	 2 
1 f 

f
2 	 O (x)dx = — + 	(a 	), ir 	2 - 	 n=I  

donde f(x) es una función arbitraria integrable por su cuadrado, y e
n, bn  son los coeficientes de Fourier de f(x). La fórmula anterior es conocida como el teorema de Parseval 

3Ver anexo 1 

• .%,,,Ix.».1.11f.r:•1*,.1,,,030
,<.A1911,,,Akr,....r0141,„,...,11,,gq„:....,.13.4, .n.1121,10:61:15.151.11na,m4 	

" ' 

II 9k  11 2  

En particular, se puede demostrar que el sistema trigonométrico básico e 
completo', por lo que la desigualdad de Bessel se convierte en 



1.1.7 Transformada de Fourier. 

ansión en serie de Fourier 
Considérese ahora el problema de encontrar una 

exp

para una función f(x) referida al sistema trigonom  

a que f(x) 
esta definida para todo número real, pero 

f(x)= 

Para hacer esto supong 	

0 

para xl > T12. 

Se define una nueva función g(x) de período T que es idéntica a f(x) en el intervalo 

[-T12,T12], y tal que, 

	

J g(x) .f(x), 	-712 sx 17'12 

tin =O), j=i1,12,.... 

echa al final de la sección 1.1.3, se puede expresar 
Retornando la transformación h  

lku)°1  
g(x) (P(wox) = E c ke 

donde 	 TI2 	, 

— 1  — f g(x)e")°1dx 

1.  -T12 

f(x)=g(x) en el intervalo de integración 
wor-2n1T. Debido 	

ón de cl, entonces 

a que  
, TI2 
wo 	-Ikwox 

	

= 	f f(x)e
k 
	d 

2n  -TI2 

......o.:!z14,1•411,454:4
• 	

151191atLI111111191.1 ,12,1111~9,-• 



g(x) 	c e 
wox 

 

6.)  772 o 	1..1111)e  ._,k.ou du  ikwo x 

2n 
-772 

T/2 

E —L.)(1)  f f(u)e d'°('-u )du 
k-,» 27C .1 

= 1 E Huccoomo  
2nk.-. 	 1.1.7.1 

donde 
T/2 

slaJ (x -u) 11(k030)= f j(u)e ° 	du 
-772 

Por otro lado, cada término de la suma 1.1.7.1 representa el área de un rectángulo 
de altura H(kwo) y base wo. A medida que T tiende a infinito, g tiende a f, wo  tiende a O 
y el límite de la suma 1.1.7.1 se aproxima a una integral, al grado que 

f(x) 	lim g(x) = 
2 n 

H(w)do 

H(w) = Hm 11(kCJ0) f f(u)e '"*" )d 

,/(x)_JH(w)(ko = 
2i 	 2n 

j(u) 	du dw 

f j(u)e Iwud 	d 

F(w )e  rwr d 

1.1.7,2 
aquí se debe hacer la aclaración de que, en el límite, la cantidad kwo  se convierte en une 
variable continua, la cual será denotada por w. Esto es, 

F(w) 	ft.t)e 	dx 	 1.1.7 n_.  

WatillkMOWVA: 1014###OMMI ZIESIMMilaid • 1111.4.1> Á • . ; v119:0: 

-TI2 
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La función F(x) definida en 1.1.7.3 es llamada la transformada de Fourier de la 
integral de Fourier de la función f(x), y, al mismo tiempo, f(x) es conocida como la 
transformada inversa de Fourier de F(x). 

El teorema de Parseval aplicado a las funciones encontradas muestra la siguiente 
relación 

fF( 2d = 	f Ifix) 1 2  dx 

Otro hecho que debe ser tomado en cuenta es que, para algunas funciones no 
periódicas, la transformada de Fourier puede no existir. Sin embargo las siguientes 
condiciones dadas por Dirichlet son suficientes para garantizar su existencia: 

1. f(x) es absolutamente integrable, es decir 

f 1/(x) dx < 

2. f(x) sólo tiene un número finito de discontinuidades en cualquier intervalo finito, 

-....m*0014111,11.0411111., 
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1.2 Series de Fourier para funciones discretas 

1.2.1 Funciones ortogonales 

Sean OJO y 4) (t) funciones complejas definidas en el dominio D, el cual es un 
subconjunto de la recta real. Estas funciones del tiempo definidas en un conjunto discreto 
son ortogonales si 

j E 43k(04);(of 	0, k* 

feD 	 I 	0, 	k = o 

Suponga que el conjunto de funciones trigonométricas y sen(2nkt/n) y cos(2nkt/n) 
están definidas sobre un número finito n de puntos, i.e, para t=1,2,...,n. Para 00,1,2,—, 
(n/2], donde [x] se define como el máximo entero menor o igual a x, el sistema contiene 
exactamente n funciones no nulas. Esto es consecuencia de que la función seno es igual 
a O para k=0 y para kMn/2] si n es par. Especificamente (n/21=11/2 cuando n es par, y el 
sistema consta de cos(2nOkt/n)=1, cos(2nkt/n) y sen(2rrkt/n) para k=1,2,..., n/2-1 y 
cos(2n(n/2)t/n)=cos(nt)=(-1)t. Si n es impar, [n/2]=(n-1)/2 y el sistema consiste de 
cos(2nOkt/n)=1, cos(2nkt/n) y sen(2nkt/n) para k=1,2,..., (n-1)/2. En cualquiera de los 
casos, existen exactamente n funciones en el sistema. 

sen(2nktIn),cos(InktIn) (k 	 1.2.1.2 

Ahora se probará que el sistema 1.2.12 es un sistema ortogonal. Para hacer esto 
se aprovechará la ecuación de Euler vista en la primera parte. 

o cogrisenp 

Y un resultado conocido del estudio de series 

k=1 

Y 'Y n fi  
1 -y `.  

y ‘-r  
1 —y 

lyl C 

Entonces si y=e 1W, se tiene que 

 

r itpt 	itp 1 —e O 	 Apn .., l 
— e 9  

1 -e') 	e'!-1 
e  Nm12(e  ,itp112_. e  -‘902 )/2i1 

19/2(e  4/2,-e -412)12i  
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kolln'firmino á►  lele de Fegtlet 

n 

E e '14  = e  1,P(it + lo sen( ( pn12)  

t=i 	

( 	

sen(912) 

= cos (1)(n +1)) sen(q)n12)  
+ i sen

(q)(n-4.1))sen(Tn12)  

2 	sen((p/2) 	2 	sen((p/2) 

Pero 

Ee '91  = E cosa + IE sewpt. 

Así 

E coot 
1.l 

Esen(pt 

= cos(2LItilsen((pn12)  
2 	sen(TI2)' 

sen((On +1)) sen(q».112) 

2 	sen(4)12) 

1.2.1.3 

1.2.1.4 

Sea 1=2nkln. Se tiene 
{ sen((pn12) _  sen(rtk) 	n,  

sen (11/2) 	sen(nk/n) 	0, 

k 0, 

k = 1,2,...[n/2], 

y cos 141 y semp=0 para cp=0 por lo que las ecuaciones 1.2.1.3 y 1.2.1.4 implican que 

E cos(ructin)  =  
tr-1 	 0, k O 

n, k 	
1.2.1,5 

E sen(27cktIn) = 0, (k = 0,1,,,„[n12]). 

Ahora, auxiliados por las identidades trigonométricas 1,1,4.4,a, 

1.2.1.6 

sena cos 

y de t2,1.5 y 1.2.1.6 se obtiene 

1 
—[sen(ct+p)+sen(ct-1,n  )] 
2 

Ecos 
1"I 

        

2nr(k+.1)  
n 

  

21u(k-j) 

 

 

2nkt 

 

cos 

 

2Ttjt 

 

cos cos 
2r=1 

  

     

2 r.1  

 

u 

 

         

         

itt(k +.1)(n +1) )   s en (nt(k+j))  

	

n 	seu(nl(k +.1)In) ) 

+ 1 c s('Iti(k -li)(u +1) seu(nt(lc 71))  _ o  
2 	n 	sen(nt(lc-J)In) 

	

. .... n 	k+.1=0 + 1 n 	k  ": I s''11  

2 	0 	Ic+j0 	2 0 k-, j 00 

...b.g. ~.41bairrO »14 47.11» 2:?"103,0 ."1111.1011111**01141.0 lekk,02.w. 

= —cos 
2 
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2711) 	( 2 7r/t) E cos( 	cos 
n 

(o 

n 	k=j=0 o n/2 (n par) 

n12 k.,--jvs0 o n/2 (n par) 

Mediante un procedimiento análogo se llega a 
o 	k--y=0 o n/2 (n par) 

{ ---- 

 

n/2 	Ic -..p0 o n/2 (n par) 

O 	koj 

E 	 =0 	para todo j , k 
t.! 

A partir de la ecuación de Euler, es claro que el sistema de funciones 
trigonométricas 1.2.1,1 también puede ser representado en su forma compleja, 

Esta forma resulta mucho más simple y compacta, además de útil en ciertas 
aplicaciones. En términos de esta representación, el sistema 1.2.1,1 contiene las 
siguientes exponenciales complejas 

{ e auktin -1+15 k 	 -2  si n es par y 	1)-:- 	k 5-11219  si n es impar, 
2 	2 	 2 	2 

el cual, obviamente, es ortogonal. 

1.2.2 Serie de Fourier para una sucesión finita 

Sea 422,...,Z, una sucesión (función discreta) de n números. Esta sucesión puede 
ser considerada como un conjunto de coordenadas de un punto en, un espacio n- 
dimensional En álgebra superior generalmente se construyen vectores de estas 
características mediante combinaciones lineales de un conjunto de vectores, llamados 
base del espacio vectorial, los cuales tiene la propiedad de ser linealmente independientes 
y, en algunos casos, ortogonales entre sí. 

Entonces, aplicando el concepto anterior y considerando a cada una de las 
funciones (que para el desarrollo de este trabajo serán consideradas como funciones del 
tiempo t) del sistema trigonométrico 1.2.1.1 como un elemento de la base propuesta, 
existe una combinación lineal de funciones seno y coseno que representan la sucesión 
{Zt}; es decir, 

km*: 1000140 *km-  '-o:kkordt.g mito Tavanwastip.,7.4111itarov ~lb 

E  sen(27tIl sen(21  
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Z r 	E kcos(2nktfrebkse,,(2nktin)1 1.2.2.1 

Esta ecuación es conocida como la serie de Fourier de la sucesión (Zt}; mientras 

los ak  y t reciben el nombre de coeficientes de Fourier. Usando las propiedades de 

ortogonalidad de las funciones del sistema 1.2.1.1 se pueden calcular los ak  y bk  mediante 

la multiplicación de cos(2nktin) y sen(2nktín) en ambos lados de 1.2.2.1,respectivamente, 

y posteriormente sumando sobre t=1,2,...,n4, Así, se obtiene 

IÉ 
Zr 

icos 	) ( 2nkt 	k=0, y k=nI2 si n par, 
n n pi 

2 É 	2itkr) zicos( k=1 2 
jl 
—n 1  

2 
1.22.2 

n t .! 	n 

bk 	
2 É 

Z ISM(  
2 nkt) 

n t .1 	n 	 L 

Sean las frecuencias de Fourier wrz:2nkM, k=0,1,.,,,[n12]. Usando el sistema de 

exponenciales complejas, el equivalente a 1,2,2.1 sería 
(nÉ 2 	okt 

e e 
-(n -1)/2 

n12 

Ec ciwkt si 12 es impar 

  

Donde los coeficientes ck están dados por 

1] nr‘ 	Joh  
--L Zie 

1.1 " 	

1.2.2.4 

Por último, las ecuaciones 1.2.2.2 y 1.2.2.4 proporcionan la última relación, 
existente entre los coeficientes al, y bk  de la serie 1.2.2,1 con los ck  de 1,2.2.3 

ao  

2 
+ibk  

2 

4Véase la sección1.1.5pala un seguimiento detallado 

4.191 kllsbekatudomIw,„  
10#1111114(,,,,,Liw—   	„  

si n es par 
1.2.2.3 



1.2.3 Series de Fourier para sucesiones periódicas 

En este caso es del todo válida la definición de periodicidad dada el 1.1.1 . Ahora, 
suponga que la sucesión (o función discreta) Zt  tiene periodo n, i.e, 

z1,„ 

para todo t, entero. 

A esta sucesión, por lo dicho anteriormente, le corresponde en un intervalo de 
longitud n, una expansión en serie de Fourier dada por 1.2.2.1, o equivalentemente por 
1.22,3, donde co=2rikln. 

, , 	01.1*:—......:111111111... 

En este punto es importante hacer un alto para considerar la convergencia de la 
suma 1.2.2.1. Una condición que garantiza que la suma no se indefina es que la sucesión 
{Zj sea absolutamente sumable. Esto es 

E 
t -oo 

El desarrollo anterior muestra que cualquier sucesión puede ser escrita como una 
combinación lineal de funciones seno-coseno o de exponenciales complejas. 

Se observa que las funciones sen(wkt) y cos(okt) en 1.2.2.1 y las exponenciales 
tienen como periodo a n, lo que provoca que 

z , zt4In  

para todo t y j enteros. Por lo que 1.2.2,1 y 1.2.2.3 continuan siendo válidas para todo el 
domino de Z. 

Para una sucesión Zt  de periodo n, se define la  energía asociada a Zt como 

E z,, 
t., 

Multiplicando Zt  en ambos lados de (1.2.2.1), sumando de t=1 hasta t=n, y haciendo 
uso de 1.2.2.2 se tiene 

. 	• 	 „ 
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n 	(n121 1 	n 

E z 	= E a kE Z teosw kt + 1) kE z isencokt1 

1.1 	k=0 	1.1 	 1=1 

(n-1)12 

nao + 	2- E 	(a k  b k2) 	si n es impar 

2 k=1 

Rn-1)121 

	

r1/4 	, 2 	. 2 	2 
na02  +—n  L (a k  + b )-i-na 	si n es par 

	

2 k=1 	 2 

1.2.3.1 

La ecuación anterior es conocida como la 
relación de Parseval para seri 

la 
es de 

Fourier. Equivalentemente, usando las igualdades 1.2,2.3 y 	
2.4, se tiene forma 

correspondiente a 1.2.3.1 para exponenciales 
(n12 

n 	ickr 
k= -(n -1)/2 

nI2 

il E I C k  

k.-nl2 +1 

ICkI 	CkCk .  

Las ecuaciones 1.2.3.1 y 1.2.3.2 implican que la energía total de una sucesión 
sobre el horizonte t=0,1,2,... es infinita. Por eso, se considerará esta energía por unidad 
de tiempo, a la que se denominará la fuerza de la sucesión, dado por 

wriv23 
a0  + 	(ak+ 	 ?I I 	es impar 2 

E 
2 

2 k=1 

Fuerza ((n -1 121 

a + 
2 k=1 

(a k  
2 

an12 n es par. 

o equivalentemente 	
12 12 ; 	

si n es impar, 
k=-(n -1)12 

Fuerza 	n12 
si n es par. 

k=-n12+1 

Como se dijo antes, el j-ésimo componente armónico 	renos
inclu 		términos 1(+ 

k=
-j que corresponden a la misma frecuencia ¡(2nIn). Así, se intepeta la  

oztowswoolc
IMITA1152141" 

1.11051,>1/41M. 	 0 	 r  

;,,..41,1517.:15974 

si n es impar 
1.2.3.2 

si n es par 

adonde 
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2 	2 
f0  = Co  = no  

a 2  ÷ 
fk z le_k1 2 +Ick1 2  - - 2 ek  I 2 	kbk2  

2 

del término de la serie de Fourier de Zt  en la k-ésima frecuencia lo =2nkin como la 
contribución a la fuerza total. La cantidad fk  dibujada como una función de U) k se conoce 
como el espectro de fuerza y describe como se distribuye la fuerza total sobre las 
diferentes frecuencias de la sucesión Zt. 

1.2.4 Transformada de Fourier 

Considérese una sucesión o función discreta Zt  de duración finita tal que Z 0 para 
ti > M . Sea n=(2M+1) y una función Yt  

ir‘ +in = Z 	_(n - 1 )/2 s t s (n - 1)/2; 	r•-•0 ,± 1 ,± 2 

la cual tiene como período a n, por lo que puede ser expresada por 1.2.1,3 como: 

(n-1 12 
J2 frkilrt 

k_-(n
-1)12 `  

1.2,4.1 
(n-I 12 

Y 
e  -12011n 

Pero en el intervalo 	-1)/2 s t s (n - 1)12, Yt  zt, entonces 
(n:11j/2 

= — E zi 	m e iznkt 
I. in-1)12 

92nkan 

donde se utilizó el hecho de que Zt=0 para t < -(n-1)12 o t> (n-1)!2. 

Sea 

.1((d ) 	
27ti.-. 

Entonces 
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k 211fikáto) 

donde Aw = 2n/n, combinando este resultado con 1.2.4.1 se tiene 
(n/2 2n Y, = 	—ftic á(o)e 

k= -(n-1)12 n 

y ya que Ow = 2nIn, entonces 
(n -1)/2 

= 	> 	fik 1.0)e ikui Ao.). 
k -(n -1)/2 

Cada término de la suma anterior representa el área de un rectángulo de base Ato 
y altura f(kAw)elk"t. A medida que nys se observa que Y,-Zt  y &w- 0. Por lo que en el 
limite, la suma se convierte en integral. Más aún, debido a que la suma se realiza sobre 
n valores consecutivos de longitud Aw=2nIn, el intervalo total de integración siempre será 
de 2n de ancho, i.e, 

= Hm Y 

= 	m E Akáw )e tkárm H 

	

	 áta 
k. 

= f(0)e"c1(.). 

En vista de que f(w)e!wt es una función de w, tiene un período de 2n, lo que permite 
que cualquier intervalo de integración de 2n cumpla con lo establecido anteriormente. 

En particular, si se considera el intervalo -n<w<ri entonces las ecuaciones 
anteriores quedarán como 

fiti))e "V«) 	t=0,±1,12,— 	 12.4,2 

) < (I) <It. 2.4. 

La función f(w) en 1.2,4.3 se conoce como la transformada de Fourier de 
el caso discreto), y a 4 en 1.2.4.2 se le denomina transformada inversa de Fourier d 
f(w) (para funciones discretas). 

wookloommototrimsvmatanator stmarrsiorrommg ?>›, 	;171, 
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El hecho de encontrar la integral 1.2.4.2 como el límite de una suma implica que la 
transformada inversa de Fourier representa a Zt  como una combinación lineal de funciones 
que son icomplejal, deforma senoidal, con frecuencias muy cercanas y amplitudes dadas 
por Atol dto. Así, f(w)I se conoce comúnmente como el espectro o amplitud espectral de 
la sucesión, ya que provee información acerca del peso que tienen las frecuencias en la 
composición de Zt. 

La energía asociada con la sucesión esta dada por la relación de Parseval: 

E 	E z, f f (W)e -1"dcú 
.-. -n 

= f f le,»E Z te "I" ciG) 

= 2 Tu ft '((o)f(w) chi) 

= 2 n f I f(c.a) 1 2dw. 
n 1.2.4.4 

Entonces, la relación de Parseval asocia la energía en el dominio del espacio con 
la energía en el dominio de frecuencias. En otras palabras, la energía de una sucesión 
puede ser encontrada ya sea, calculando la energía por unidad de tiempo y sumando 
sobre el dominio del tiempo, o encontrando la energía por unidad de frecuencia e 
integrando sobre todas las frecuencias. 

En vista de lo anterior, 0.1))=2n1 f(w)12  como una función de w es también conocida 
como el espectro de energía o la función de densidad espectral. 

Es importante, para el desarrollo del trabajo, señalar las diferencias entre las 
propiedades del dominio de la frecuencia para funciones discretas periódicas y no 
periódicas, 

1. El espectro de frecuencias de una función discreta periódica está armónicamente 
relacionado y forma un conjunto discreto, mientras que el espectro de una función no 
periódica forma un conjunto continuo. 

2. La energía sobre todo el eje del tiempo para una sucesión periódica es infinito. 
Por lo tanto, sus propiedades tienen que ser estudiadas en términos del espectro de 
potencias sobre un conjunto finito de frecuencias armónicamente relacionadas. El espectro 
resultante se denomina espectro de linea, La energía sobre todo el horizonte del tiempo 
para una sucesión aperiódica es finita y está garantizada por la condición para la 
convergencia. 
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Introducción 

En la vida real existen muchos fenómenos a los que resulta necesario estudiar. La 
idea para realizar este estudio se basa en una serie de abstracciones de las relaciones 
que mantienen los componentes del fenómeno entre si. 

A esta serie de abstracciones se le conoce con el nombre de modelo matemático. 

En particular, es posible derivar un modelo basado en leyes estáticas (como las 
físicas), lo cual permite calcular exactamente el valor de cualquier variable dependiente 
del tiempo en un instante dado. Si éste cálculo es posible, nos encontramos con un 
modelo deterministico. 

Por otro lado, hay fenómenos en los que influyen una gran cantidad de.factores y 
en los que no es posible establecer un modelo que permita determinar de forma precisa 
el comportamiento de dicho fenómeno. Sin embargo, en ciertos casos es posible encontrar 
un modelo que calcule la probabilidad de un estado futuro del fenómeno entre dos límites 
especIficos. Tales modelos se conocen como modelos probabilísticos o estocásticos. 

Las series de tiempo, a las que este trabajo esta dedicado, son una caso especial 
de modelo estocástico. 

moysoommuyemoulT.m. 
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2.1 Series de tiempo y procesos estocásticos 

Se define una Serie de Tiempo como un conjunto de observaciones generadas 
secuencialmente en un espacio paramétrico (generalmente en el tiempo). Si el espacio 
paramétrico es continuo, la serie de tiempo es continua. Si el espacio paramétrico es 
discreto, se dice entonces que la serie es discreta. 

Si se analiza una serie de tiempo discreta, se considera que se tienen N valores 
sucesivos disponibles que se escriben como zi,z2,...,zN  y denotan observaciones hechas 
en intervalos equidistantes en el tiempo to+h,to+2h,...,to+Nh. 

Las series de tiempo surgen de dos formas: 

a) Haciendo un muestreo de una serie continua. 
b) Acumulando los resultados de una variable sobre un lapso de tiempo. 

Si los valores futuros de una serie de tiempo están determinados exactamente por 
una función matemática, se dice que tal serie es deterministica. Si los valores futuros de 
una serie sólo pueden ser descritos en términos de una función de probabilidades, esta 
serie llevará el nombre de no-determinística o simplemente serie de tiempo estocástica. 

Un proceso estocástico es una familia ordenada de variables aleatorias nw,t), 
donde w pertenece a un espacio muestra, y t a un conjunto ordenado. Para un t fijo, Z(w,t) 
es una variable aleatoria. Para un w, Z(vd,t), como función de t, se conoce como función 
muestral o realización. Usualmente La población que consiste de todas las realizaciones 
posibles se llama ensamble. Se hace necesario en lo subsecuente establecer la diferencia 
entre un proceso estocástico y una serie de tiempo. Así, una serie de tiempo 	de 
N observaciones sucesivas es considerada como una realización o muestra de una 
población infinita de series que podrían haber sido generadas por un proceso estocástico. 

Un tipo de proceso estocástico, denominado estacionario, se basa en la suposición 
de que el mismo se encuentra en un estado de equilibrio estadístico. Se dice que un 
proceso es estrictamente estacionario si sus propiedades no se afectan al cambiar el 
origen del tiempo; esto es, si la función de distribución conjunta de probabilidades 
asociada con N observaciones zil,zibm,zoi, hechas en un conjunto ti,t2,...,tN  cualquiera, 
es la misma que la función de distribución asociada a N observaciones Zii+k,Zu+k,...,Zei+k 
realizadas en los tiempos t1+k,t2+k,...,thi+k. 

»44:1111C: 
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Formalmente considere un conjunto finito de variables aleatorias {z,,,zt2,...,ztN} de 

un proceso estocástico {Z(w,t): t=0,±1,±2,...}. La función N-dimensional de distribución 
esta definida por 

= p { 

Se dice que un proceso es estacionario de primer orden sí su función de 
distribución unidimensional es invariante en el tiempo, es decir, sí F(zt1) F(zil+k) para 
enteros tt  y k cualesquiera; estacionario de segundo orden si F(zti  ,z,2  ) = F(Zti  2.. +k 
para enteros ti,t2  y k; y estacionario de N-ésimo orden si 

F(z,1 +k,...,z1y +k) 

para toda N-tupla (t1,...4) y k entero. Un proceso estocástico es estrictamente 
estacionario si (2,1.1) se cumple para toda N. 

En adelante se utilizara la notación Zt  para representar el proceso estocástico 
Z(w,t). 

2.1.1 Media y varianza de un proceso estacionario 

Para un proceso estacionario {Zt:t=0,11,±2,...}, la suposición de estacionaridad 
implica que la función de distribución de probabilidades F(zt) es la misma para todos los 
instantes t y puede ser escrita como F(z) solamente. Por consiguiente, el proceso antes 
citado tiene una función de media constante 

= 	= E[zt ]= zF(z)dz 

que define el nivel alrededor del cual el, proceso fluctua, y una función de varianza 
constante 

os = Et(z - 1)21 
	

(z µ)2F(z)dz 

que mide la dispersión alrededor de este nivel, Además, la media p del proceso 
estocástico puede ser estimada por la media muestral 

t.i  

de la serie de tiempo, y la varianza o2  del proceso estocástico se obtiene con el siguiente 
estimador de la serie. 
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N 
02z  = E  

N r=t 

2.1,2 Funciones de autocovarianza y autocorrelación 

De la suposición de estacionaridad se desprende que la naturaleza de la función 
de distribución de probabilidades puede ser referida graficando un diagrama difuso 
utilizando las parejas (zozt+k), de la serie de la serie de tiempo, separadas por k intervalos 
de la misma longitud (o un atraso de k unidades de tiempo). Por ejemplo, para un conjunto 
de datos la figura (a) representa el diagrama difuso con k=1 intervalos de separación, que 
se obtiene de graficar zt+1 contra zt; y la figura (b) representa el diagrama de flujo de el 
mismo conjunto de datos pero con una diferencia de k=2 intervalos (trazando Zt+2 contra 
zt). 

o 

Fig. 1 

Puede observarse que los valores en la vecindad de la serie de tiempo están 
• correlacionaaos y que la correlación (pendiente de la recta) entre z.t  y ztf, aparece como 

negativa y la correlación de zt  y 21+2 es positiva, La covarianza entre z ty z t.§, separados, por 

$1.111101011011~010110int lilmayeRMS1 ,fmn MI* 

k intervalos de tiempo 



ERZ i --11)(Z k -µ)] 

Pk 	
El(zili)21E[(zi,k —p.)21 

ERzi—µ)(zi,k1.1)1 

2 
0;  

ya que para un proceso estacionario, la varianza 02,=y0  es la misma en el instante t. 

De este modo, la autocorrelación con k periodos de diferencia es 
Yk 

Pk 
YO 

Los números yk  y q, son conocidos como los coeficientes de autocovarianza y 

autocorrelación. 

Se define la función de autocovarianza, de una serie de tiempo, como la regla que 
asocia a cada unidad de atraso k, su coeficiente de autocovarianza yk. Similarmente se 

conoce a la función de autocorrelación (o correlograma en el caso en el que la regla se 
especifique gráficamente) de una serie de tiempo (ACF) a la regla que asocia a uede cada 

unidad de atraso k, su coeficiente de autocorrelación pk. En la siguiente figura se p 

observar una función de autocorrelación representada por una matriz, y su gráfica 

asociada, 
1,0 0.8 0.4 0.2 -0.1 0.1 
0.8 LO 0.9 0.4 0.1 -0.1 
0.4 0.8 1.0 0.0 0.4 0.Z 
0.Z 0.4 0,9 1.0 0.9 0,4 
.0.1 0.2 0,4 0.8 1.0 0,8 
0.1 -0.1 0.1 0.4 o.a 1.0 

\ s„,̀•• 

s"-•,, 

Fig. 2 
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Es sencillo observar que para un proceso estacionario la función de autocovarianza 
y la de autocorrelación tienen las siguientes propiedades: 

a) Yo = VAR(Zt); p0=1. 

b) 1 ykl 1 yo; pki 1 1. 

c) yk  = y .k  y Pk = pk  , para toda k, es decir, las funciones de autocovarianza y 
autocorrelación son pares alrededor del origen del tiempo, k=0. Esto se debe a que la 
diferencia temporal entre Zt  y Z t+k y Zt  Y Zt.k es la misma. Por lo tanto la función de 
autocorrelación normalmente se grafica sólo para los valores positivos del dominio. 

Para el caso práctico, en el que se tiene un conjunto de N observaciones 

es necesario trabajar con un estimador de los parámetros o coeficientes de 
autocorrelación, en particular se ha llegado a la conclusión de que el mejor estimador para 
los coeficientes de correlación pk  con un atraso de k unidades es 

Ck 
Mk  

donde 
1 N-k 

= 	—̀ 1(Z1+ 
N1.1. 

k=0,1,2,—, 

es el estimador de la autocovarianza y , 

- Matrices de autocorrelación 

La matriz de autocovarianza asociada a un proceso estacionario para un conjunto 
de observaciones (zi,...,z,), hechas en n periodos sucesivos es: 

Yo 	yl 	Y 	." 	n - 

Y t 	Yo 	I 	Yn -2 

Y2  Y1 Yo Yn-3 

n-1 	Y n -2 Yn-3 

z  es la media de la serie de tiempo. 
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1 

pl 	1 

P2 P  

P2 	'" Pn -1 

P2 	'" Pn -2 

1 	" 	Pn -3 

.1. 

rn 	02 

81. 

_Pn- 	Pn -2 Pn -1 ." 	1 

Una matriz de covarianzas f",, de esta forma, simétrica con elementos constantes 
en cualquier diagonal, se conocerá como matriz de autocovarianzas y la matriz de 
correlaciones correspondiente Pn, denotará la matriz de autocorrelaciones de la serie. 
Considere ahora una combinación lineal de variables aleatorias zozt.1,...,zt.„+1 

L 
	

11Zi 	12zt-1 	inZt-n+1 

Ya que cov[z1,z1]=9bi para un proceso estacionario, la varianza de Lt es 
II 	n 

var[L 	
1=1 pi 

que necesariamente es mayor que cero si alguno de los li es distinto de cero, lo que 
implica que la matriz de autocovarianza y autocorrelación son positivas definidas para un 
proceso estacionario. 

Para que las matrices mencionadas sean consideradas como definidas positivas 
su determinante y el de todos sus menores principales deben ser mayores que cero, lo 
que provoca el surgimiento de ciertas restricciones para los elementos que las componen, 
en particular, cuando n=2 es sencillo encontrar que 

< 

para n=3 nos encontramos las restricciones 
-1 < p < 1 

< p2 < 1 

-1<
2  

P2 	
< 

 

-p, 

.ktVtollá*smrlooio»Miiá*MesOab -17s/Azwit y~iPi. 



Zt-2 	Zt-1 Zt+3 Zt 	Zt+1 	Zt+2 

	

13 	08 	15 	04 

	

08 	15 	04 	04 

3 	15 04 12 

04 

04 

12 

11 

07 

14 

12 

08 

15 

04 

04 

12 • 

12 

La media muestral de esta serie es 
13+9+15+4+4+12+11+7+14 1-12100 -  	- 10 

La varianza es 
2 _ (13_10)2+(8_1O)2+(15_10)2+ 
	  - 7-10) 2 +(14-10) 2 	149 

a 	19.9 
10 

Por otro lado, los coeficientes de autocovarianza y autocorrelación son 

1#1110111*»1111.$11111$1411:111014.1#1$0111fit1Igt;ViXi>'D.'11.1111T1181'im,,Ill's11111111!11P.11.1'..111- 
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I 	, 
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, 	 I 	 - 
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y demás, debido a que Pr, debe ser positiva definida para todos los valores de n, las 
autocorrelaciones del proceso estacionario tienen que satisfacer un número muy grande 
de condiciones, pero como se verá más adelante, todas esas condiciones están 
contenidas en la definición del espectro. 

2.1.3 Ejemplo 

Para mostrar prácticamente todo lo considerado hasta el momento suponga que 
se tiene una serie de 10 datos 



. 	.. ..  #ti ... . .. „„„111„..„111 ..... 	„11 

co = 14.9 
po = 1 

c1 = (13-10) (8-10) 4 (8 -10) (15-10)4. 	F(7-10) (14-10) F (14-10) (12 -10) 
= -27 

27 
PI 	144 

- -0.188 

= (13-10) (15-10) +(8-10) (4-10) + 	+(11-10) (14-10) +(7-10) (12-10) 
= -29 

29 p, = 	- 
144 	

-0.201 

C3 = (13-10) (9-10) +(8-10) (4-10) + 	+(12-10) (19-10) +(11-10) (12-10) 
=26 

144 
26 - 0.181 

c4 = -19; 	= -17; 	c6 = 17 
p = -0.131; 	p = -0.118; 	p = 0.118 

c = -7; 	c8 =8 
	

= 6 
°'-0.048; 	pe = 0.055; 	Pg = 0.041 

La matriz de autocovarianzas y autocorrelaciones se presentan a continuación 

14.4 	-27 	-29 	26 -19 -47 	17 	7 
-27 	14,4 	-27 	-29 26 -19 	-47 	17 	7 	8 
-29 	.27 	14.4 	-27 -29 26 	-19 	-97 	17 	7 
26 	-29 	-27 	14,4 -27 -29 	26 	-19 	-47 	17 

-17 	26 	-29 	-27 14.4 -27 	-29 	26 	-19 	-47 
-47 	-19 	26 	-29 -27 14,4 	-27 	-29 	26 	-1.9 
-19 	-47 	-19 	26 -29 -27 	14.4 	-27 	-29 	26 
26 	-19 	-47 	-19 26 -29 	-27 	14,4 	-27 	-29 

-29 	26 	-1.9 	-47 -19 26 	-29 	-27 	14.4 	-27 
-29 	-29 	26 	19 -47 -19 	26 	-29 	-27 	14.4 

1.000 	-.188 	-.201 	.181 -.131 -.326 	,118 	-.048 	.055 	.041 
-.188 	1.000 	-.188 	-.201 .181 -.131 	-.326 	,118 	-.046 	,055 
-.201 	-,1118 	1,000 	-.188 -.201 .181 	-.131 	-.326 	.118,'-.048 ,.  
.181 	-.201 	-.188 	1.000 -.188 -.201 	.181 	-.131 	-.326 	,1113 

-.131 	.181 	-.201 	-.188 1.000 -,188 	-.201 	.181. 	-.131 	.326 
-.326 	-,131 	.181 	-.201 -.7.88 1.000'-.188 	-,201 	.180:-.131.  
.118 	-,326 	-.131 	.181 -.201 -.188 	1.000 	-,188 	-.201 	.188 

-,048 	.11.8 	-.326 	-.131 ,181 -.201 	-.188 	1.000 	-.188 	-.201 
,055 	-.048 	.118 	-.326`-.131 .181. 	-.201 	-.188'1.000 	-.188 
.041 	.055 	-.048 	.118 	-.326 -.131 	.181. 	-.201 	-.188 	1.1100 

›,,,t1.0.
~tr
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Y por último la gráfica de la función de autocorrelación se muestra en seguida 

Fig. 3 Función de autocorrelación muestral 

2.1.4 Representación de procesos estocásticos 

En el análisis de series de tiempo existen dos maneras muy útiles para expresar 
un proceso de esta índole. Una es escribiendo el proceso Z  como una combinación lineal 
de una sucesión de variables aleatorias independientesI es decir, 

Z;  µ 1-2 

donde wo=1, {a t} es una variable aleatoria con media cero y varianza o llamada 
normalmente ruido blanco, y 

J.0 

Introduciendo el operador de salto hacia atrás (backshift operator) 131x 
posible reescribir la fórmula (2,1.4.1) como 

zt  = Iii(B)a t  

donde tir(B) = E tifiB f y 

2.1.4.1 

= 
	es :  

2.1.4, 

1011,4101011111**1~,000:01  :10~1111.11111: 
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Al aplicar la esperanza a la ecuación (21.4,1), dado que las variables at  es 
independiente en el tiempo con media O, se obtiene que 

E(2,) = E0,)+2_, E(Ijai ) 
j.0 

= 11+E 
1.0 

= 11 +E 	= 
j=0 

Var(Z I) = Var(p)+E 	ja 0) 
j.o 

= o 	ilii2Var(a fri) 
=o 

= E mi fo2 = o2E 

Por otro lado el coeficiente de covarianza de 2 =z -II es 
yk  = E(zA+k ) 

= E(E E 41,1p, 
i.0 .0 

= E E III it 	t  
fro I . o 

Tomando en cuenta que la esperanza de a1at4  es igual a O cuando j es diferente de 
cero porque la variable a es independiente en el tiempo, y por lo tanto a, no tiene 
correlación con ati, y cuando j es nula esta esperanza se convierte en la varianza oz 
(recuerde que la media de at  es cero), entonces la suma anterior será nula para todos 
aquellos coeficientes en los que el subíndice t.i no coincida con el t+1‹-j, por lo que el 
coeficiente de covarianza se puede escribir como 

yk 

 

= 02E 	l+k 2,1.4.3 
1.0 

Lo que arroja como resultado que el coeficiente de correlación sea 

. Mt.;1100.0.0000011.0021.5.110101.1.411Maltraff 	>01> 



Se observa que las funciones de autocovarianza y autocorrelación del proceso 
2.1,4.1 son dependientes exclusivamente del intervalo k. Sin embargo, ya que involucran 
sumas infinitas, para ser estacionario yk  tiene que ser finita para toda k. Ahora 

= 	IE(2A k) I s spla r (ZI) Va r (Zt  ) = cr 2  E tlii2  
f.o 

entonces es necesario que 
E  ,2 

<W 
1.0 

para que el proceso 2.1.4.1 sea estacionario. 

La forma empleada en 2.1.4,1 es conocida como representación en medias móviles 
(MA por su traducción del inglés) o representación de Wold para un proceso estocástico. 

Para una sucesión de autocovarianzas yk, con k=0,±1,±2,.. la función generadora 
de autocovarianzas se define como 

Di 

y(B) = E y kB 
11=-6,  

donde la varianza del proceso, yo, es el coeficiente del operador B° y la autocovarianza 
yk  es el coeficiente de los operadores Bk y 	Utilizando 2.1.4.3 se puede reescribir la 
función generadora como 

y(B) 	EE 111 141148  
k=-. i.0 

i.o 1.0 

PO 	1.0 

= 2111(B)1111)  

Donde jal+k y hay que destacar que ilik=0 para j<0. Este es un método conveniente 
de calcular las autocovarianzas para algunos procesos. Similarmente la función 
generadora de autocorrelaciones será 

p(B) p 11(B) 

Yo 
Otra forma para escribir un proceso Zt  es utilizando una representación 

autorregresiva (AR), en la cual el valor de Z en el tiempo t está dado por una combinación 
lineal de sus valores anteriores más una variable de choque aleatorio, es decir, 

W  »144 Mi  »ISM #11111111011.810~11301'1100111,1111101111111,,,,,› #.11111,11,,11.15.111,111t1,1 
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2, =121-1+TC2it +•••-fa 

o equivalentemente 
n(B)2, = a, 

en donde n(B)=1-EnBi, y 1 +E 179 <00. 
i=1 	 1=0 

Aunque las representaciones autoregresivas y de medias móviles son útiles, no se 
recomiendan como formas iniciales para construir el modelo porque contienen una suma 
infinita de parámetros que es imposible estimar de un número finito de observaciones 
disponibles. En su lugar se deben utilizar modelos con una cantidad finita de parámetros. 

	

p(B)Zr = 	 = ar  

En la representación autoregresiva de un proceso, si sólo un número de Ti 
ponderadores son distintos de cero, es decir, ni9),,n2=92,...,np=9 y rrk=0 si k > p, se dice 
que el proceso resultante es autoregresivo de orden p AR(p) y se escribe 

Zr = a,-01a,_ ---09afrq  = O q(B)a r . 

Análogamente, si únicamente existen q ponderadores no nulos en la represen-
tación por medias móviles, entonces el proceso será llamado de medias móviles de orden 
q MA(q) y estará dado por 

--(1)12;_i-. 

Sin embargo, si se restringe la representación de un modelo a formas puramente 
autoregresivas o de medias móviles, la cantidad de parámetros aún puede resultar 
demasiado larga. Una alternativa natural son los modelos'en los que se encuentran partes 
autoregresivas y de medias móviles mezclados (ARMA). Escrito en forma abreviada 
resulta 

7t(B)Z , =tir(B)a 

Por último, un proceso ARMA que tenga únicamente p parámetros autorregresivos 
y q de medias móviles se le da le nombre de proceso ARMA(p,q) 

p(B)2r = O (B)a 
9 	I 

KIM« 11,1~010,k 111§1101111•11112111.121MANWIRAt 
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2.2 Series no estacionarias 

Hasta el momento se ha 
considerados como estacionarios, 
cumple en el estudio de las series 
fenómenos económico  

estado haciendo referencia a análisis de procesos 
desafortunadamente, esta característica no siempre se 
de tiempo (especialmente en las s s). 	 es que surgen de er i 

La no estacionaridad puede presentarse de diversas formas; ha y procesos 
media no permanece constante en el tiempo; con varianza que cambia de intervalocya  

a intervalo; y combinaciones de ambos aspectos. 

Si un proceso 
carece de estabilidad en la media, este r 

Afortunadamente, se pueden construir modelos a partir de una sola realización para describir el fenómeno. 

Existen dos planteamientos distintos que llevan a la construción de este modelo 

1.- De tendencia detenninística: 

Este 
planteamiento se basa en la suposición de que la función de 

medias de un proceso no estacionario tiene una tendencia determinística. En tal caso, debe usarse un 
modelo de regresión estándar para describir el fenómeno. Por ejemplo, si la función de medias lit  sigue una tendencia lineal wnto+alt, se puede utilizar el modelo lineal 

= ao+ait+..÷akt 

De manera general, si la tendencia deterrninística de un proceso está dada por un 
polinomio de orden k, el modelo asociado al fenómeno será 

ao +cy+at. 

Por otro lado, si el proceso observa un comportami modelo adecuado es 	 ento senoidal, entonces el 

+ucos(cot +O) -Ea, 
u0+occos(ug +Psen(w0 +a re  

donde 

a=ucose, 	.usenO, 
cur›..fTP y 9...tan-1(9kt); 

Oír' 	
1101110111.1,10111earital , . 
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Más generalmente 

1)0 +E (01 costa t+Psenw 0+a, 
PI 

que se conoce como modelo de periodicidades conocidas. 

2.- De tendencia no determinística 

Aunque existen muchas series no-estacionarias, debido a algunas fuerzas de 
equilibrio, diferentes partes de estas series se comportan de la misma forma excepto por 
sus diferencias en el nivel (o valor) de la media local. 

A estas series se les denomina homogéneas no estacionarias y, en virtud de esta 
característica, su comportamiento local es independiente de su nivel (o media). Por tanto, 
haciendo T(B) el operador autoregresivo que describe la serie, se tiene 

T(B)(Zi +C) = T(B); 

para una constante C dada. Esto implica que 'P(B) es de la forma 
T(B) 	(1)(B)(1-8)", 

para alguna d > O, donde 4(B) es un operador estacionario autorregresivo. 

Así, una serie homogénea no estacionaria puede ser reducida a una serie 
estacionaria escogiendo alguna diferencia de la serie original. En otras palabras, si la serie 
(Zt} es no estacionaria, su diferencia de orden d {(1-B)dZ t}, para algún entero d mayor o 
igual a 1, si lo es. 

El concepto de diferenciación visto en esta sección puede añadirse en la 
construcción de modelos ARMA para hacerlos más versátiles. 

De este modo surgen los modelos ARIMA(p,d,q) (que incluyen una diferencia de 
orden d en la serie original) cuya forma general es 

(I)p  (8)(1-B)d2 = O 	(B)a 
Cs 

Entonces, cuando un proceso sea no estacionario en la media, el paso a seguir 
será diferenciarlo (lo menos posible) hasta que este sea, al menos, estacionario en la 
media. 

QUe-un proceso sea estacionario en la mediá no implica necesariamente que tenga::-,  

W40 	'' ......... 1.644 	..... >t. . . ie0An""M.álowo,01PmEmw,hnod*WkyhoAr,;y4ffl 



una varianza constante. Sin embargo, un fenómeno que sea no estacionario en la media, 
también lo será en la varianza. 

Para estabilizar la varianza de un proceso cuya media es constante, es necesario 
utilizar una transformación adecuada. 

Es común que la varianza de un proceso no estacionario cambie con la media. Asi, 
Var(Z 1) = cf(µ 1) 

para una constante c y una función f. 

Se necesita encontrar una transformación T(Z) que estabilice la varianza. Para 
hacer esto, se usará una aproximación a T mediante la Serie de Taylor de primer orden 
alrededor de 1s. 

T(Z 1)9 T(11) +T I(µ t )(Z1 t) 

en donde T 1(µ1 ) es la primera derivada de T(Zt) evaluada en µe  Ahora 

Var[nzd] = [14(111 )] 2  Var(Z 7 ,) 

ciT (11 1 )1 Aild• 

y ya que la varianza debe ser constante, entonces 

	

/01,)12  = ---- 	Y 	T (11( ) 

	

140 	 jr(1-11) 

por lo que 

Thil) f 
111-171)  

A partir de este razonamiento, Box y Cox llegaron a la siguiente transformación 

Z -1 
T(Z) = 

donde X representa el parámetro de la transformación. 

Algunos parámetros X y sus transformaciones asociadas se presentan,. a 
continuación: 

	, 

mousitottoommotmesol. ..0001:7::„.I.1155,1155321„,.1 1,515134.2g01,04: 
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Para terminar: 

Si una serie es no estacionaria en la varianza, pero su media es constante, 
entonces a esta serie debe aplicarse la transformación de Box-Cox con el 
parámetro X correspondiente. 

. ......... 

X Transformación 

-1.0 1 /Zt 

-0.5 1/tri, 

0.0 In Zt 

0.5  

1.0  Zt 
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2.3 Series estacionales 

En los fenómenos económicos (y en muchos otros), es común encontrar patrones 
de comportamiento que se repiten con cierta regularidad. El menor lapso de tiempo que 
tarda en repetirse el patrón es conocido como el periodo estacional. Por ejemplo, la 
cantidad de articulos escolares vendidos en el pais aumenta al acercarse Septiembre, en 
este caso se está hablando de un fenómeno con periodo estacional de 12 meses. 

Actualmente existen 2 corrientes que proporcionan, desde sus diferentes puntos 
de vista, una alternativa para aproximar un modelo que explique el fenómeno de 
estacionalidad. 

Por un lado, y bajo la suposición de que una serie de tiempo consiste en una 
mezcla de un componente de tendencia (Pt), un componente estacional (S t  ), y un 
componente irregular (et); y que estas tres partes son independientes y aditivas, entonces, 
es factible describir la serie Zt  como 

Zt Pt St et 

Para estimar cada uno de los componentes se han introducidos varios métodos de 
descomposición. 

Un método de descomposición es el que se basa en la regresión, el cual se basa 
en que 

+ S + 

+E  a u +E p v + e ft 	j 	t 
1.1 	121 

	

donde P 	+L". a u y las U, son las variables de tendencia, s .Em 	, y las V a, son 

	

t 	o 	itiip 	 t 	1.114 	it 
las variables estacionales. Por ejemplo, un componente de tendencia lineal P seria 

P =+0c o t 

o de manera general 

+Za  

Similarmente, el componente estacional St  puede interpretarse como una 
11 combinación lineal de funciones seno y coseno de distintas frecuencias, por ejemplo 

15~111141$111Witli#1 áffilkiffliiiktkilt1W011119111111,11011.11111,111.1501.'1,, 45-1171, 



st - E 1.13isen.--ti) 
+'vjcos( 221)1 

1-1 

[5/2] r 

donde [s12) es la parte entera de la división s/2. Por lo que el modelo original queda 
reescrito como 

111 

Z, = eco  +E 	J+ Sn,  Pisen( 21 .4,?  cos
` 
-11+e . 

-t 	pt 	s 

El método expuesto anteriormente pretende que la serie de tiempo permita una 
descomposición en 3 partes independientes y de otras características mencionadas. Sin 
embargo estas condiciones no siempre se satisfacen (la mayor parte de las veces), es por 
esto que es necesario un enfoque alternativo, 

Para empezar, supóngase que se desconoce que una serie {Zt} contiene variación 
estacional y que se ajusta un modelo ARIMA ne estacional a la serie, i.e., 

(j..•p  (8)(1 -B)4Z1 	Oq  (B)b 	 2.3.1 

Obviamente, la serie residual {bt} no será ruido blanco ya que contendrá 
correlaciones inexplicables entre los periodos. Sea 

-µb)(bi  -µb) 
P/3 	 2 ob  

la función de autocorrelación de {131} que representa las relaciones inexplicables entre los 
periodos. Resulta claro que esta relación entre los periodos se ajusta también a un 
modelo ARIMA 

p(B 3)(1 -B 3) b = OQ(B 3)a, 	 2,3.2 

donde 
p(B 3) = 	B 3-12B - 
	l's 

eQ(B s ) 	_giB s -02B 2s - -0 B 

Son polinomios'de 13° con raíces distintas y at  es ruido blanco, 

Combinando 2.3.1 con 2.3.2 se obtiene un modelo rnultiplicativo de periodo s 
SARINIA(p,d,q)x(P,D,Q)„ 

3)4(B)(1 --B)d(1 -B s) Di = e q(B)0 Q(B 

donde 

lt4.10.#110allookkOMOrr 	31#1#1#111419011M1 ,1rPMPOW•01111111,b>1110.101.  ,, 	 • 	 1...k1110.1.• • 01.111011~..~.441' 
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{Z1 —µ, 	si cl.--,D ,..0 
k,- 

Z„ 	otro caso 

para el que (hp  (D) y 0q(B) son los factores regulares autorregresivos y de medias 
móviles y ei)„(B) y 02(B) son los factores (polinomios) estacionales autorregresivos y 
de medias móviles respectivamente. 
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Introducción 

En este capítulo se analizará a las series de tiempo mediante el estudio del dominio 
de las frecuencias. En efecto, el espectro de un proceso estacionario es sencillamente la 
transformada de Fourier de la función de covarianzas absolutamente sumable del proceso. 
De forma general, a todo proceso estacionario le corresponde una función de distribución 
espectral. 

Además de la teoría se incluyen ejemplos de espectros para algunos modelos 
autorregresivos ARMA. 

1911MMOOMOI' 118'"10)141####' $1111#10-1111.11111.191.131111111112,1abg 
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3.1 El Espectro 

3.1.1 Propiedades del espectro 

Sea Zt  un proceso estacionario real con una sucesión de autocovarianzas yk  su-
mable absolutamente. Entonces la transformada de yk  existe y es 

	

Acá)  .,.. LEye  -iwk, 	-Irsos 7C 
27rk._. 

1  

= -:- .E y (coscok--isencok) 
2rck- 

21r
E  — y, 

" 	k . , '' 
[I,  __' 	cowk-IÉ y frsen(ok 

Considerando que ykr¿y.k, -semobsen(4.ok) y sen0=0, entonces la segunda suma 
de la expresión anterior se anula. 

Por otro lado, coswk cos(-wk) y cos0=1, lo que significa 

To 	I  L 2 J(w) 	+-- ykcoswk  
21t 21tk=i 

	

= y kcoswk, 	--itsw sir 
27t nk.: 	 3.1.1.1 

La sucesión yk  puede ser recuperada de f(w) a través de la transformada inversa 
de Fourier 

Yk  -4 /(4)e tdw. 	 31.1.2 

If(co) tiene las siguientes propiedades: 

1. f(w) es una función real, continua y no negativa, es decir, I f(w)iigf(w). De este modo, de 
la ecuación (1.2.4.4) del capitulo 1, f(w) también se conoce como el espectro de la 
sucesión de autocovarianzas Vil  correspondiente al proceso estacionario Zt  . Resulta 
sencillo notar que f(w) es una función continua, ya que es resultado de una suma de 
cosenos. Para demostrar que es no negativa se utiliza el hecho deq ue yk  es positiva 
definida' o sea  

Ver capitulo anterior 
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11 	11 

E E ciciy (krk1) 0 
i=i pi 

para cualesquiera números reales c,,c, y enteros k y k i  . En particular, sea c1  = coswi, 
ci=costüj, k1 = i, y ki  = j, entonces, 

P1 	11 

E E y(,..„coswicos4  

Igualmente 
n n 

E E yu _nsenousenco/ o 
1=1 

De este modo, 

EE y( „1) [costoicostoj+senWisenWn 
pi 

11 	11 

= E E y(I _j)cos(i-j) 
r-t J,I 

Al desarrollar la suma anterior se observa que existen varios sumandos iguales, 
esto se debe a que diferentes combinaciones de i j dan el mismo resultado, además de 
que las funciones yk y coseno son pares. Asociando los términos que son iguales se llega 
a que la suma es 

n -1 

E 	(ti -Iki) kCOSG* 
kz-(n-11) 

/1-1 
r. Eiki 

y kcostalc O 
k= -(n -I) 

donde k=(1-j). Por consiguiente 
n- 

y coswk z o 
k=-(6-1) i  

cuando n tiende a infinito 
n - 

hm E [i  _il]y,coswk 
-(n -1) 

ykcosligIO, 

Si se multiplica la última expresión por 1/2n se concluye que f(w) es mayor o igua 
a cero. 
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2. f(w)=f(w+2n) y por lo tanto f(u)) tiene período 2n . Además, y puesto que f(c13)4(-co), su 
gráfica normalmente se dibuja sólo para Ostüln. 

3. De 3.1.12 se concluye 
1T 

Var(Z i ) = y = ff(co)do.) 

-TV 

Esta relación prueba que el espectro f(w) puede ser interpretado como la 
descomposición de la varianza de un proceso. El término f(co)dco es la contribución a la 
varianza atribuible al componente del proceso con frecuencias en el intervalo (o),co+du.)). 
Un máximo en la curva indica una contribución importante a la varianza de los 
componentes a frecuencias en el intervalo correspondiente. Por ejemplo, en la figura 1 se 
muestra que los componentes cercanos a la frecuencia coo  son las de mayor importancia 
y los componentes de alta frecuencia próximos a n resultan los de menor importancia. 

Fig. 

4. Las ecuaciones 3.1.1.1 y 3.1.1.2 implican que el espectro f(63) y la sucesión de 
autocovarianzas Yw  de una transformada de Fourier par, con una siendo determinada 
totalmente por la otra. Por lo tanto, el acercamiento mediante el estudio del dominio del 
tiempo y mediante el dominio de las frecuencias son teóricamente equivalentes. La razón 
que justifica ambas aproximaciones es que hay ocasiones en las que un acercamiento es 
preferible al otro para presentación o interpretación. 
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3.1.2 Representación espectral de la función de autocovarianza 

Advierta que la representación de yi<  dada es válida exclusivamente para una 
función de autocovarianza absolutamente sumable. Más generalmente, para una función 
de autocovarianzas dada, su representación espectral esta dada por la siguiente integral 
de Fourier-Stieltjes: 

yk 	fe s h'kdF(h.)), 
-n 

donde F(ü) es la función de distribución espectral. La ecuación 3.1.2,1 se conoce como 
la representación espectral de la función de autocovarianzas yk. Al igual que toda función 
de distribución, la espectral es no decreciente que puede ser particionada en 3 
componentes: (1) una función seccionalmente continua con un número finito o infinito 
numerable de discontinuidades; (2) una función continua; y (3) una función singular o 
puntual. El tercer componente es, para la mayoría de los cálculos, insignificante y por lo 
general se elimina del análisis. Así la función de distribución espectral es 

Ah» 	F (w)+F (co) s 	e 

donde F.(o)) es la función de continua a trozos y Fc(ü.)) es la función continua. La ecuación 
3.1.1.2 indica que para un proceso cuya función de autocovarianzas absolutamente 
sumable, F((i))=Fc(03)  y dF(03)f(w)dr.o. 

Para ilustrar una función de distribución espectral discontinua considere el siguiente 
modelo 

m 
E A isen(Wit +O 	 3.1,2.2 

en donde los A, son constantes y las son variables aleatorias independientes que se 
ajustan a una distribución uniforme en el intervalo [-tul], Entonces 

3.1.2.1 

E(Z,) =EA, E[sen(W it+0 i )1 
• , i=1 

f1' sen(0,4-6) 
A 	 de . 

1.1 	2n 
-n 

• 

4,411Viiit10,KtO*1001. ,„ 	 , ••,,,,,,r,.....1,1•1.514•41441:4;w:•:•~11:14«.~1~7•11,‹ 
. 	, 

• ' 	• 

, 	 " 	• 	• 



a*Potírol 

y k = E(Z6 Z„k ) 

E A,2E{sen(wi t+00+sen[wp+k)+0i ]) 
1.1 

{ 1 = 2 A , —[coswik-cos(G),(2t+k)+204 
i.1 	2 

hl 

2  A i  costaik, 	k=0,±I,±2,... 
2 

donde se empleó el resultado 

3.1.2.3 

E{COS[Wpt+k)+20111 = I  (COS[(.01(21+4+201d0r  = O. 

-n 

La función de autocovarianzas en la ecuación 3.12,3 no es sumable absolutamente 
para todas las k, en particular para k=0 es claro que la suma infinita de los absolutos de 
las A1  al cuadrado, es infinita. En consecuencia, no es posible representar esta función en 
términos de 3.1.1,2. Sin embargo, es factible escribirla en la forma 3.1.2.1. Para hacer esto 
hay que tomar en cuenta las siguientes observaciones: 

1. Zt  es la suma de M componentes independientes. 

2. col  se encuentra en el intervalo [-n,n], y, y en 3.1,2.1 es así mismo la función de 
autocovarianza del proceso en cuestión para frecuencias (.1), 

3.  
Yo 

y 
I  rAf 

A
2 

jet 

y en consecuencia la varianza A2I2 del i-ésimo componente establece su contribución a 
la varianza total de Zt  en ambas frecuencias -wi  y wi. En otras palabras, una mitad de la 
varianza del i-ésimo componente queda asociado con la frecuenciá -w, mientras que la 
otra mitad está asociada con la frecuencia coi. Por lo tanto la ecuación 3,1.2.3 queda como; 

y 	cicoscalc 
1=-Al 

donde 

	

/ , 	fi)I  0 
•-•̂C = 

2 

	

i  /2, 	=O 

o equivalentemente 
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Yk 	f COSCOk dR(.0) 

-n 

fe"kdF(G) 

-n 

en la cual F(co) es una función seccional monótonamente decreciente con intervalos 
continuos de longitud A2/4  en to=w,4 y un intervalo de tamaño A92 cuando w=w,=0 para 
1=0,1,.„,M. 

La figura 2 ilustra la función de distribución espectral F(co) para un proceso con 
M=2, A1=1, A2=2, y frecuencias w, y w2  no negativas haciendo énfasis en las definiciones 
citadas se observa que es una función acumulativa definida en el intervalo Urr,n1 por lo que 
inicialmente vale cero, en -co2, tiene un incremento de 1, en -04 , uno de 0.25 y así 
sucesivamente. El espectro con las contribuciones a la varianza para cada frecuencia es 
un conjunto de lineas discretas y se presenta en la figura 3. 

Fig 2. Distribución espectral Fig 3. Espectro de lineas del proceso 

Hay que considerar que aunque F(w) es no decreciente y positiva, aún no cumple 
con las todas las propiedades inherentes a una función de distribución ya 
que r_ndF(G)).y0  la cual no necesariamente es 1, Sin embargo  si  se define 

G(w) — F(w) 
Yo 

entonces G(0)10  y  f I-IldG(G)) .1. Cuando nu) d)=ftw)dha , se cumple que 

p(o)do = do(w) = ir•j»du), 
Yo 
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En consecuencia, de 3.1.2.1 y 3.1.2.2 se obtiene el par de transformadas de Fourier 
correspondientes: 

1 
P(w) — P itok 

1 v•N 
—2 pkcoswk 

1 	r-N 
= — +—L pkcoscok, -TcaosE 

21v 

Y 

3.1.2.4 

3.1.2.5 pk  7̂.  fp(W)e "kdw, 	k=0,±1,±2,... 
-n 

La función p(w) tiene las propiedades de una función de densidad de 
probabilidades sobre el rango [-n,n) y se le conoce como la función de densidad espectral, 

3.1.3 Descomposición de Wold 

En el estudio de las series de tiempo se ha hablado de series estocásticas y 
determinlsticas por separado, pero también es posible encontrar en la realidad fenómenos 
cuyos modelos estén formados por una combinación de ambas, por ejemplo el modelo en 
donde A es una constante, A es una variable aleatoria uniformemente distribuida en [-n,n] 
y [8(B)4(13)] es un modelo ARMA estacionario e invertible; este modelo contiene ambos 
componentes (deterrninisticos y estocásticos). En efecto, Wold (1954) demostró que 
cualquier proceso estacionario puede ser escrito como 

Z = Z (d) +Z (n)  

	

t 	ht 

en el que Zto)  es el componente determininistico y Zt°)  es el no determinIstico puro. Esta 
ecuación se le da el nombre de descomposición de. Wold de un proceso estacionario. Esta 
fórmula es similar a la descomposición de la función de distribución espectral dada en el 
apartado anterior considerando a `Z,1d)  como la función de densidad seccionalmente 
continua y a Zto)  como la función continua absolutamente. 

	

5, 	 1.1,4„ liftifir"11:11114:. »lb:mm.1 
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3.2 El espectro de algunos procesos 

3.2.1 El espectro y la función generadora de autocovarianzas 

En el capítulo anterior se definió la función generadora de autocovarianzas 

1(b) 	E Y k' 

en la cual la varianza del proceso es el coeficiente de B°=1, y la autocovarianza yk  con k 
unidades de diferencia esta asociada a Bk y -EI' . Por otro lado, si la sucesión de 
autocovarianzas es absolutamente sumable, entonces existe su espectro 

fied) = t É Y k 
211k.-. 

Si comparamos las ecuaciones anteriores podemos encontrar una relación entre 
el espectro y la función generadora de autocovarianzas de tal forma que 

./(6a) = 

3.2.2 Espectro de modelos ARMA 

Como se mencionó en el capítulo anterior, cualquier proceso estocástico Zt  puede 
ser descrito de la siguiente forma 

1.0 

donde 111(B)= 	°=1 y su función generadora de autocovarianzas es 

Y(B) = 024(B)111(B 

Considere un modelo ARMA(p,q) 

(hp(Eoz, 0,(B) 

con 	stip(B)=-(1 -4)1 B 	pB P ) y . 09(B)=(1 -e ,B- -O q11 q) que se escribe 

II ~101141113111111113111*MatMCSttMMX41111 	1"31 I. 11V*  
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Z 	= iii(B)a t  

para la que t(B)=N(B)/4)p(B). Por tanto, la función generadora de autocovarianzas del 
modelo ARMA(p,q) viene dada por 

0,(B)eq(B 
Y(B) - 	" 	 

4),0)(1)P -1) 

Cuando el modelo es estacionario, la función de autocovarianzas es absolutamente 
sumable, consecuentemente, el espectro del modelo estacionario ARMA(p,q) es 

3.2.2.1 

2 e re  

./(0) 	
21CY(e 

 -1°) 

02  eq(e -10,7(e 
 1W) 

211 (h(e .")4)(e") 
-ibh 

qk 

3,2.2.2 

27t 4:1p(e 

que es conocido también como espectro racional. 

Si el modelo es inversible, entonces existe la inversa de f(o) y está dada por 

f-i(w) 	27t chp(e "i12  
ol e 

' 
que es, en efecto, el espectro de un modelo ARMA(q,p). Aplicando la transformada inversa 
de Fourier de flw) se obtiene 

I k 
i f f -1(6)) iwkdw, 

denominada función inversa de autocovarianzas. Obviamente 
(1) 

k = 	 f ( 6» 
e 	e 

f 
-rt 

representa a la función inversa de autocorrelaciones. 

La función inversa de autocorrelaciones puede usarse como una herramienta de 
identificación en el análisis de series de tiempo ya que presenta caracteristicas similares 
a la función de autocorrelación parcial. 
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v  _{(12  Ic, 
k 	kn,  

y función generadora de autocovarianzas y(B)=o2. En consecuencia, por 3.1.1,1 

./(w) = 1  yke -m 

2 
-7C1G)17C, 

cuya gráfica es una linea horizontal mostrada en la siguiente figura 

El comportamiento de esta función implica que todas las frecuencias contribuyen 
de igual modo a la varianza. 

'4,11É• 	
Ria"VallliGSM19Menpft,t0 41; 

0414*~»1119~14, 
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El espectro del Ruido blanco 

El proceso ruido blanco es una serie de variables aleatorias independientes 

= al  

con función de autocovarianzas 
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= 
21r 42-4)(cosw-isenw)-(1)(cosw+isen()) 
a2 	

1 

27C (1 -hez -4coseú)'  

La forma de la curva depende del signo de 4). Como se muestra en la figura 5, 
cuando 4>0 y la serie esta correlacionada positivamente, es espectro está dominado por 
componentes de baja frecuencia (o periodo largo), Si 4)<0 la serie esta correlacionada 
negativamente, y el espectro está dominado por los componentes de alta frecuencia (o 
periodo corto). En otras palabras, un espectro en el que dominen las frecuencias bajas, 
indica una serie relativamente suave, es cambio, un espectro dominado por frecuencias 
altas implica una serie más dispareja, 

410/ 	 4) 
«2 	 02 

21111 -412 	 277i7 	01110 

o2 	 42 	 

	

2e11,/)2 	  rv 	21(1 • OV 	 m. 

	

I, 	 e 	I.1 

	

Frenando (o e a) 	 Fteceencie (o e e) 

y por 3.2.2.2 su espectro es 
02 

f(w) 
	

21: (1-che  -1m)(1-che in 

a2 

El espectro de un proceso AR(1) 

La función generadora de autocovarianzas para un proceso estacionario AR(1), 
(1-4)13)Zt=at  se deduce de 3.2.2.1 como 

Y(B) - a2 	
1 

(1 -0)(1 -0 -1 ) 



. 	.......... . , . 

Conforme 4) se aproxima a 1, el proceso AR(1) se convierte en un modelo de 
caminata aleatoria, y por ende 

02 

fteli) 
47r (1 -cosa) 

corresponde al espectro del modelo, aunque una caminata aleatoria no tiene espectro 
debido a que su sucesión de autocovarianzas no es absolutamente sumable. Este efecto 
se refleja en la función f(w) cuando (13 tiende a infinito. La conclusión de este fenómeno en 
el análisis de series es que cuando haya un espectro muestral con una cresta cercana a 
cero muy alta, posiblemente exista la necesidad de diferenciar. 

El espectro de un proceso MA(1) 

La función generadora de autocovarianzas para un proceso estacionario de media 
móviles MA(1), 474(1.68)at  es 

y(B) = (1 -0B)(1-eB -1), 

y, nuevamente, por 3.2.2.2 su espectro es 

2 
j(10 — 

O 
—(1 	-i)(1 -0e 

27c 

2  2( 1 +02  -4)(cosw-isent0-0(cou.4)+Isencú)) 

2 

27C
(1  

La forma de la curva depende otra vez del signo de 8, El coffiportamiento del 
espectro de este proceso es inverso al del AR(1), por lo tanto cuando 8 es positiva, la 
serie esta correlacionada negativamente y, por ende, dispareja, lo cual se ve 'reflejado ,en , 
el espectro cuanto a frecuencias altas les corresponden,valores altos y viceversa; 'cuando 
e es negativa, la serie tendrá una forma suave y en el,espectro habrá valores altos. en 
frecuencias bajas. Ambos casos están ilustrados enja figura 6. 
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Fig 6 

El espectro de la suma de dos procesos independientes 

Considere el proceso 4 el cual es la suma de dos procesos estacionarios Xt  y Yt, 
zt  = xt+Yt. 

Sean yz(B), Yx(13), Y Yy(B) las funciones generadoras de autocovarianzas de cada 
uno de los procesos, entonces, 

yz(B) = E y z(k)13 k  
k=-*. 

Ecov(z„z,,k)  
k=-00 

E COV(ii+Y I,X1 	) 

E [cov(x„xi ,k)+Cov(Yon,d , 
co 

E y t,(k)B k+ 	yy(k)B k  

= 'Yy(B)+1,  r(B). 

Consecuentemente 
f ( ) = fx(0)+fy(w). 

es decir, el espectro de la suma de dos procesos independientes es la suma de los 
espectros, 

. • ; 	 ..1,011111  KM 4451.1"," smoottossmosmodkosuktopoltommaalow~att, 



El espectro de modelos estacionales 

Como ya se ha visto, un modelo determinístico estacional con periodo s tiene un 
espectro discreto (lineal) en las armónicas to=2nks, k=±1,±2,...,±[s12]. Por ejemplo el 
siguiente modelo 

6 
Zt 	ao  +E [ovos( —2nkt) ksen(-2nkt ) i+a 

12 	12 

donde at  representa ruido blanco. 

El espectro de 4 considerando el apartado anterior, estará dado por la suma de 
dos espectros independientes. Uno de ellos representa el componente determinístico, y 
el otro será asociado a at. Debido a que el espectro del ruido blanco es una línea 
horizontal, el espectro resultante contendrá picos en las frecuencias armónicas 
estacionales w=2nks, k=±1,±2,...,±6. 

Ahora considere el siguiente modelo estacional ARMA con período 12: 

(1 --(1)B '2); = a,. 

cuya función generadora de autocovarianzas es 

y(B) 	 . 
27c (1 -(»B 12)(1 -(DB -12) 

Si el proceso es estacionario, existe su espectro y esta dado por 

116))  = 21C (1 -le -121')(1- 210e I 
02 	1  

2n 1 +(1:02 -24>cos(12w) 

Perciba que cos(12w)=-1 en w=n(2k-1)112 para valores kx1,2,3,4,5,6, y 
cos(12w)=1 cuando co=0 y co2rik1121  k=1,2,3,4,5,6. Así, siempre que 4)>0 además de una 
cresta en w=0, el espectro presentará máximos en las frecuencias armónicas estacionales 
2nk/12 si 01,2,3,4,5 y 6; y mínimos en frecuencias w=n(21<-1)112 para los mismos valores • 
de k, como se muestra en la figura 7. 

1 
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Fig 7 
Como ejemplo, sea un modelo ARMA multiplicativo 

estacionales y no estacionales, 
(1 -1B )(1 --(1)ligi  = al  

a este modelo, si es estacionario, le corresponde el espectro 
2 O 	  

f(0)) = 
(27t 1 +02-2000Si2G))(1 +dr —24)COSG):) 

La gráfica cuando 1>o y 4>o se aprecia en la figura 8. 
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Aquí es conveniente aclarar que el espectro muestra del siguiente capítulo no 
tendrá un comportamiento tan regular como el que se presenta, sin embargo, si los datos 
verdaderamente siguen un patrón estacional, el espectro presentará picos o saltos en las 
frecuencias armónicas. 

Otra aclaración que es importante es que en el análisis de la serie por medio del 
espectro, un pico agudo puede indicar la presencia de un componente determinístico 
estacional, mientras que los picos anchos usualmente señalan componentes estacionales 
no determinísticos similares a los procesos multiplicativos estacionales ARIMA. 

Para una revisión detallada de todos los modelos posibles, se pone a disposición 
del lector el programa AST el cual genera el espectro de cualquier modelo SARIMA. 



Capítulo 4. Estimación del espectro 
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introducción 

En este capitulo se desarrollará un método para estimar el espectro de una serie 
de observaciones. El espectro estimado es útil en la determinación del modelo de 
comportamiento de los datos ya que puede ser comparado con el espectro teórico visto 
en el capitulo anterior, y en base a ésto encontrar el modelo que proporcione el mejor 

ajuste. 
Por otro lado, cuando se estima el espectro, se obtiene una funcion cuyo 

comportamiento suele ser inestable y, debido a la naturaleza del espectro teórico, no 
resulta sencillo compararlos; por lo cual se han desarrollado métodos que permiten 
suavizar el espectro estimado para facilitar el proceso de identificación del modelo. 
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4.1 El periodograma 

4.1.1. Definición 

Dada una serie de n observaciones, se puede utilizar el material del capítulo 1 para 
representar las observaciones como una serie de Fourier. 

Hal 
Zr 	= E (a kcomokt bk  senh)k  t) 

k 

para la cual, las wk=2rridn, k=0,1,...,[n/21 son las frecuencias de Fourier y 

	

It 	y ,  Zecoswkt k=0 k=1  

	

n 1-1 	 2 

—2 ÉZ ecoswit 	k=1,2
".
, 	, 

n 	 2 

bk = t-TEZ,sentt)kt 	n-1 

son los coeficientes de Fourier. Cabe mencionar la relación que existe entre la 
representación anterior y el análisis de regresión visto en el capitulo 2. En efecto, los 
coeficientes de Fourier son, en general los coeficientes de regresión estándar al ajustar 
el siguiente modelo de regresión: 

(a kc o swkt+b ks e n t) 
k.0 

donde las cok  son las mismas frecuencias de Fourier y los 	son variables aleatorias 
independientes idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.) con una ley de probabilidades normal 
con media O y varianza o2  -(N(0, (9)), 

Entonces, es posible hacer uso de la noción de regresión para considerar ala 
relación de Parseval. 

U£S1  
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Inta .. 	... • Esuactrp  

si n es impar 

si n es par 

E z2 = 
1 t.i  

(n12) 

nao 
/I E  2 

+ — 	(ak  +1) 2 
 ) o 	2  1.1 	 k 

n/2] 
2 n 	2 2 	2 

nao  +— 	(ak +b k )+nani2  
2 pi 

como un análisis de varianza presentado a continuación: 

Fuente Grados de 
libertad 

Suma de Cuadrados 

Frecuencia 	wo= Media 

Frecuencia 	wi = 21t/n 

Frecuencia 	0)2  = 41t/n 

, 

Frecuencia 	6.) 	=(n-1)111n (n -1)/2 

Frecuencia 	coni2.7tIn 	si n par 

Total 

1 

2 

2 

. 

2 

1 

n 

nao 

(a¡.6 12  )102 
.t.  2,, (a22  , ,..u 2 )ni,,, 

/ 	2 	2 	, 
ka(n-1)/2 	(n -1)/2/n

11 
 

nana 
En  z t=i 	?2 

Donde los grados de libertad son el número de elementos (o variables aleatorias 
que están inmersos en cada término de la suma de cuadrados). 

La cantidad l(Wk) definida por 
2 

neo 

2 2 (ak + ) 	1)/2 

na„12 	k.n/2 cuando n es par 

es conocida como el periodograma, el cual fue introducido en 1898 por Schuster para 
buscar componentes periódicos en una serie. 
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4.1.2 Propiedades muestrales del espectro 

En esta sección se asumirá que el número n de variables aleatorias contenidas en 
la muestra es impar, ésto sin efecto alguno en el análisis cuando este número sea par. 

Y 

Considérese un conjunto de n 	 con distribución N(0, 02), Entonces 

E(a k ) = 	E(Zi )coscokt = O 
n1 =1  

Var(ZI ) = Var 1-2  É Ztcostokti 
n (=I 

4 1,11‘ Var(Zt )covokt 
2 

tí 1.1 

4 y---‘ 2 
= 	0 COSO./ t 

n 2  1=1 	k  

402 IXIN 
COSW 

n 2  ¡t k  

4o2  n = 
2  2 n 

Por tanto, los coeficientes ak  para kr-1,2,...,(n-1)/2 son v.a.i.i,d.—N(0,o1) y, en 
consecuencia, las na2kI2cr2  siguen una distribución x 2  (ji-cuadrada)6  con 1 grado de 
libertad, haciendo un razonamiento análogo se llega misma conclusión para las nb 2k  /202.  
más aún, na2k/201  y nb /202  son independientes para k-1, 2, ..., (n-1)/2 debido a la 
propiedad ortogonal del sistema seno-coseno; en otras palabras 

Cov(a ,b) - --E ( Li  Z pos«) t. 
_ 	ic-N 

n2 	t.i 

E [E(Z)COSW tuenw t] t n (.1  

402 ttr"k 
Zg  COSCOk  t sem° 

t 
 

= O 	 para toda koj 	 41.21 

6Sea un conjunto de n variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas bajo una ley'de 
probabilidades normal con media cero, entonces la suma de los cuadrados de éstas seguirán una distribución 
ji-cuadrada con n grados de libertad, 
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Esto hace que las ordenadas del periodograma 
1(6)k) 

 - 
n (a  2 .+b  2)  

02 	202 k k  

para k=1,2,...,(n-1) sean v.a.i.i.d. con distribución ji-cuadrada y 2 grados de libertad, y por 
argumentos semejantes 1(0)102  y 1(002  se ajustan a la misma ley de probabilidades pero 
con 1 grado de libertad. 

Analícese ahora una serie cuyo comportamiento es estacional, supónga que dicha 
serie esta dada por 

Zt  = ao +akcost.Okt+b ksenokt+et  

donde tok=2nkln, k es diferente de O y et  es un proceso de ruido blanco. Para examinar 
el modelo, se procederá a armar la siguiente prueba de hipótesis 

Ho: ak  = bk  = O 	contra 	lis : ak  # O o bk  

bajo el estadístico de prueba (o prueba estadística): 

2(a:+bk2 )/2 
F= 	 

nE(„421(a 2 4.b12 )/(n  -3) 

(n -3)(a k2  •Ibk2) 

,r[n12]1_ 2 +k  2‘  

vi! uf )  

Cabe aclarar que se está buscando comprobar probabillsticamente si la serie 
contiene componentes periódicos; para ello se propone la hipótesis nula Ho  como: "La 
serie no es periódica", contra la hipótesis alternativa; "La serie es periódica"; utilizando 
para esto la función de distribución F con 2 y (n-3) grados de libertad (F(2,n-3)). Además, 
y en vista de que el modelo propuesto consta de un nivel medio ao, el numerador y el 
denominador no incluyen el término nao212. En efecto, debido a que el periodograrna 
evaluado en la frecuencia O arroja la media muestral .y no la periodicidad de la serie, ésta 
se excluye del análisis. 

Más generalmente, es posible construir una prueba de hipótesis para determinar 
si una serie contiene varios componentes periódicos postulando el modelo 

r.t 
(a cos w t+b sen(ak t)+e 

i 	I 
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en el que et  es ruido blanco colt=ankin y el conjunto 1= { k;i=1,..,,m} es un subconjunto de 
{k:k=1,2,...,[n/21}. 

El estadístico correspondiente al modelo bajo las hipótesis mencionadas es: 
_ i)Emi_1(ak2,4.bk2i)  

(n -2m 
F - 	  

2mEin_/21(a 2  +6 2 ) 
.1-  .1 #: 	1 

el cual sigue una distribución F con 2m y (n-2m-1) grados de libertad. 

4.1.3 Pruebas para componentes periódicos 

En la práctica, si una serie de tiempo contiene un componente periódico no se 
conoce la frecuencia que lo produce. 

Por ejemplo, si se quiere probar 
Ho: a = p = o 	contra 

para el modelo 

li t : a 	o o p#o 

Zt  -bacoscat+Pserat+e 	 4.1.3.1 

donde et  es ruido blanco, y la frecuencia w es desconocida, entonces, en 'vista de la 
incertidumbre acerca del valor de la frecuencia, la distribución F y el estadístico de prueba 
no se aplican directamente. Sin embargo, el análisis del periodograma aún puede ser 
llevado a cabo. Efectivamente, si el modelo en cuestión encierra un componente periódico 
en la frecuencia w, se espera que el periodograma l(cok) en la frecuencia de Fourier tiAt  
más cercana a w llegue, al máximo. 

Así, es posible efectuar una búsqueda de la mayor ordenada del periodograma y 
establecer de nuevo, mediante una prueba de hipótesis, si esta ordenada puede ser 
considerada como el máximo en una muestra de [n/2] v.a.i.i.d. (w) que siguen una 
distribución x2  con 2 grados de libertad. 

En este caso, una prueba estadística sería 
t(')(u)(0) = max(Atak )) 

para la cual w(1)  señala la frecuencia de Fowler a la que le corresponde el máximo en el 
periodograma. 

1/411*• • • ..PARRIMM, .111911510? 
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Ahora, bajo la hipótesis nula Ho:"El proceso {Zt} es ruido blanco" y considerando 
que las 1(4) se distribuyen como una x2  con 2 grados de libertad cuya función de 
probabilidades esta dada por 

p(x) = —
1 

	

2 
	

O X 

Entonces, para cualquier constante g mayor o igual a O, se tiene 

[ I(I)(o) ) 	[1")(b)(0)  ,g1 P 	(1)  >
gI = 1 -P 

02 	 O2 

ACO,) 
1 -P {.--sg,k=1,2„..,[n/2]) 

02 

g 	)(n/21 
= 1 ' (  

J 2 
o 

1 —(1 _e  -g12)(n121 

donde se consideró que la probabilidad de que 10)(o.)(1)) sea menor que g es igual a la 
probabilidad de que todas las ordenadas del espectro lo sean, ya que 1(1)(w(l)) es la 
máxima coordenada; además, como todas estas variables son independientes, la 
probabilidad de que todas ellas sean menores que g al mismo tiempo es igual al producto 
de la probabilidad de que cada una de ellas lo sea. 

Por otro lado, si la varianza o2  estuviera determinada, se podría usar el desarrollo 
previo para construir una prueba estadística exacta para la ordenada mayor. 

Sin embargo, en la práctica, o' es desconocido en la mayoría de los casos por lo 
que hay que estimarla. Para encontrar un estimador insesgado de 02  tómese en 
consideración que 

	

-u1 	ín  
Awk ) = 20 

	

k.I 	 2 

por lo que 

2[n/21 

es un estimador insesgado de o2  y, en consecuencia, elestadístico de Prueba es 

- _ 	(1) 
I12 2[n/2]Ekn.1  I .Awk ) 

Considerando que los  I(Wk), son independientes, entonces  
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Rubén MIlna Cruz 

Var(ó 2)-0 cuando n-00 

Esto se deriva de que tJ2  es un estimador consistente de 02. Por consiguiente, 
para muestras grandes, V tiene aproximadamente la misma distribución que 1(1)(to(1))/o2, 
es decir, para todo g mayor o igual a cero, 

P(V>g) 	1 -(1 -e  -(ga))( ni21 

Una prueba exacta para 1(o)k), fue dado por Fischer en 1929; ésta se basa en el 
siguiente estadístico 

1(1)(6)(11) 
T - 	 

rin/21 L, 
'ku'kJ 

Bajo la hipótesis nula "Zt  es un proceso Gaussiano de ruido blanco con distribución 
N(0,o2) ". Fischer mostró que 

p(T>g) 

I' I 
4,1.3.2 

donde N=[n/2], g>0 y m=[1/9]. Así, para cualquier nivel de significación a es factible 
utilizar la ecuación anterior para encontrar el valor crítico de ga  tal que 

P(75ga).-za. 

Si el valor de T calculado de la serie es mayor que 1,, entonces se rechaza la 
hipótesis nula (el proceso es estacional), Este procedimiento es conocido como la prueba 
de Fischer. 

La distribución T para el nivel de significación a.4.05 como fue dada por Fischer 
se presenta a continuación junto con una aproximación obtenida a partir de primer término 
de 4.1.3.2 

4.1.3.3 
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Rubén momo 

N=[n/2] grt 	(fórmula exacta) ga 	(ler término) 

05 0.68377 0.68377 
10 0.44495 0.44495 
15 0.33465 0.33463 
20 0.27040 0.27046 
25 0.22805 0,22813 
30 0.19784 0.19794 
35 0.17513 0.17525 
40 0.15738 0.15752 
45 0.14310 0.14324 
50 0.13135 0.13149 

Como puede apreciarse, la aproximación es muy cercana al resultado exacto, por 
lo que, en la mayoría de las aplicaciones se utiliza la ecuación 4,1.3.3 para encontrar el 
valor critico ga  de la prueba. 

Cabe aclarar que un valor significativo de 1(1)(%) implica rechazar la hipótesis nula 
de 4.1.3.1 o, en otras palabras, existe un componente periódico en la serie en alguna 
frecuencia w. 

Por otro lado, la frecuencia w no necesariamente es igual a w(,), ya que se escogió 
de las frecuencias de Fourier y no del intervalo entre O y n. Sin embargo, en 1949, Hartley 
demostró que la w desconocida asociada al máximo componente periódico puede 
estimarse por tú y la probabilidad de que I w-t1,1 l>2rrin es menor que el nivel de o), 	 1) 
significación de la prueba. 

Sea 1(2)(w(,)) la segunda ordenada más grande del periodograma correspondiente 
a la frecuencia de Fourier 2)  . Entonces existe una extensión a la prueba de Fischer para 
la segunda mayor ordenada del periodograma basada en el estadístico 

1(2)(G)) _ 	(2) 
141/21.10k)}_/("(6)(1))  

donde se utiliza la distribución 4.1,3.2 reemplazando a N con N-1, Este proceso continua 
buscando componentes periódicos hasta que se obtiene un valor insignificante, 

My,M. V 	 Yternar .115. 	
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4.2 El espectro muestral 

Para estimar el espectro de una serie con autocovarianzas absolutamente 
sumables, recuérdese la definición del espectro 

rwk 

	

1(6)) 	Yke 

— Ly0 +22., ykeogilk 	— 7C1(.051/ 
2n 	k=1 

Con base en una muestra, es natural estimar f(w) reemplazando las covarianzas 
teóricas yk  por las autocovarianzas muestrales ?k. Sin embargo, para una serie de n 
observaciones, sólo se pueden calcular ?k  para k=0,1,...,(n-1). Por lo que el estimador 
del espectro o espectro muestral es 

, 	n-I 

.Í( w) 

	

= 	1 	E  ?ke  -rtok 

2n k.-(n-1) 
( 

= ---- ?O  +2E ykcovig ), 
n-I 

2n 	k.1 

Como ? es insesgado asintóticamente, entonces 

lim E(1((1))) ̀ -1(()) 

lo cual implica que j(w) es asintóticarnente insesgado, por lo cual puede ser un estimador 
adecuado de ft(°). 

Para examinar más a fondo las propiedades del espectro muestral, 
considérese j(cak ) en las frecuencias de Fourier wk=2nkln k=0,1,— ,[n/2]. En esas 
frecuencias el espectro muestral y el periodograma están relacionados de la siguiente 
manera: 

/(oak) = 	2  I-1(a 4-6 ) 2  k k 

=(a +lb )(a 
k 	k  

4.2.1 

Z i(cos(iikt-isentokt) 
n t=i  

i(costokt ÷iseno 
n t .t 

Z e 14V  
n 1=1 

e 
t=1 

limorivx:47„,„,,„ „,„„folior„ ,,mwoNop,y DE> ,k0.11,100.114~1~0,,a101 ,$ 



/(wk) 
	 lr 

= —2  {É (Z,—Z)e -11V  En  (Z,—Z)e l'ak` 
n t.i 	 t.1 

= 	É (z,-i)(z z-i)e 
n ti si 

ya que 

E 
tt 

Considerando 

entonces, substituyendo jr.t-s en 4.2.2 se obtiene 
n-I 

.10.9 = 2 	E 	? je -iwkl  

= 2 {?o  +2 	I1 	cost9 
1.1 

Entonces, debido a 4.2.1 

= 1 

donde nay que aclarar que h. 	1(6).12)12 7r si n es  per. 

Todo lo anterior lleva a que Zt  es un proceso Gaussiano de ruido blanco con media 
O y varianza constante c:(2  entonces los j((ok ), para k=1,2,...,(n-1)/2 están independiente 
e idénticamente distribuidos como (o2/4ri)x2(2)°(012/21'1)X2(2)7,  en otras palabras, 	 't 

a2 X2(2) 
	 4.2.4 f(wk) 

27t 2 

En donde X2(2)  es la distribución ji-cuadrada con 2 grados de libertad. Aquí a2/2n 
de 4.2.4 es el espectro muestra' de A. En general, siguiendo los mismos argumentos, se 
puede demostrar que si 4 es un proceso Gaussiano con espectro f(w11), entonces 

2) 
./((,) ) •••• 

k 	2 

7Esto se debe a que las jo) son el resultado de la suma de 2 variables normales elevadas al cuadrado, 

ik4aWjk».:*XS.Iktl:4Sf#,RWtjidj*,r~§1112RZVRr'B,Prlit121§e'aaigrdl*I  - 	" ' 

4.2.2 



cii  

Aplicando la esperanza en ambos lados de la ecuación anterior 
x2(2) 

E(A(k)k)) 	E ffh)k)
21 

= f(h)k),  

Y 

Var(rtok))=Var 2 
»k) 

X(2) I_
ift(1)k)] 4.2.5 

la cual no depende del tamaño de la muestra n. En consecuencia, aunque el espectro 
muestral, calculado en las frecuencias de Fourier, es insesgado, no es un buen estimador 
ya que no es consistente debido a que la varianza de Atad no tiende a O cuando n tiende 
a infinito. Aún más, dada 4.2.3 y el hecho de que las ordenadas del periodograma son 
independientes, como se mostró en 4.1.21, se tiene 

covIcodjmi - O, K9 

para 2 frecuencias de Fourier cok, ú diferentes. 

Cuando el tamaño n de la muestra aumenta , y el intervalo entre cada frecuencia se 
vuelve más fino, la covarianza entre Ah.)) y /(1) aún tiende a O cuando n tiende a infinito. 
Como resultado, ka) es inestable. Para corregir esta inestabilidad, se han desarrollado 
varios métodos que suavizan o estabilizan el comportamiento del espectro. Dichos 
métodos se analizan en el siguiente capitulo. 
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4.3 El espectro suavizado 

4.3.1 La ventana espectral (suavizando el dominio de las frecuencias) 

Una forma de reducir la varíanza del espectro muestra! es suavizándolo localmente 
en la vecindad de una frecuencia escogida. En otras palabras, el estimador espectral es 
el espectro suavizado obtenido de la suma de los valores ponderados de m valores a la 
derecha e izquierda de la frecuencia coi  elegida, es decír, 

Awk ) E wnceo,)b),-(9 

donde tükrz2rtkln, n es el tamaño de la muestra, k=0,±1,±2,.,,,±[n/2], y W n(w ) es una 
función de ponderación que cumple 

„,„ 
E w ) = 1, 

( ) = W ( 

Hm E 07,;(  ,)=(), 	 4.3.1.1 

La función Wn(h)j) es conocida como la ventana espectral porque solamente se 
utilizan algunas de las ordenadas espectrales en el procedimiento. Si f(w) es plano y 
aproximadamente constante dentro de la ventana, entonces 

	

Elfw(wk )1 - 	07 „(4)j)Eff(ok -91 

„,„ 
)E W„(  w1) • 1(4)k) 

y por 4.2.5 

	

Var(f0,(w ) 
	

14'(w)I.A )1 
1-- „ 

Kwk)12  
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La propiedad de la ventana espectral mencionada en 4.3.1.1 implica que la 

varianza del espectro suavizado disminuye cuando m,, aumenta. El valor de n representa 
el número de frecuencias utilizadas para suavizar el espectro. Esto está directamente 
relacionado con el ancho de la ventana, también conocido como el ancho de banda de la 
ventana. 

Cuando el ancho de banda se incrementa, se pondera un número mayor de 
ordenadas espectrales, y por tanto el estimador se vuelve más suave, más estable y tiene 
una varianza más reducida. Sin embargo, a menos que f(w) sea realmente plano, el sesgo 
se incrementa junto con el ancho de banda de la ventana, por lo que el problema será 
escoger entre menor varianza y mayor sesgo y lo contrario. 

Aún más, ya que el espectro Aw) se definió también para cualquier valor de w 
entre -n y n, entonces existe un espectro suavizado general y debe estar dado en términos 
de 

Ató) =-* f Wn(a,»(w 4)dX  
-E 

f Fvn(0)-1)/(1)d2. 
-n 

donde 1/1„(w) es la ventana espectral que satisface: 

f Wit(1)4 = 1, 

4.3,1.2 

W,7(1) = IV(-1) '  

iiMf W (A.)dA. 
n..0 ?I 

-n 

La ventana espectral se conoce como Kernel. 

Nuevamente, si el espectro es más o menos constante dentro de la banda de la 
ventana espectral, la condición 4.3.1.2 implica que 

EVIr(h») = Ah», 	 4.3.1.3 
Para la varianza, como se vio en la sección 1.2.4, es factible aproximar la igualdad 

4.3,1,2 mediante una suma 
27t 

1(6»`` 

	

	W,s( 
n k.-tn/21 

-03k)ft ) 
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donde cok=2nkin Así 
2TC) 2 	11 

Var(iew(0)) = ( — f
2 
 (Go) 2, w„(6)-6),,) 

n 	k r -(n/2] 

2n , 	[n/2] 	 lit ..., _neo  E w.2(,,,....,,,,) ____ 
n 	k=-(n12] 	 ll 

Tc 
21Z 2 = —f (G)) f ir (X)dl. 
tt 

-n 

 

 

4,3.1.2 

Aquí se aprecia que var(ioxwD-O cuando n-00, y por lo tanto, i'w(G))  es un 
estimador consistente de I(w), 

4.3.2 La ventana de retardo (suavizando el dominio del tiempo) 

El espectro f(w) es la transformada de Fourier de la función de autocovarianzas yk. 
Entonces, una alternativa para suavizar el espectro es aplicar una función ponderadora 
W(k) a las autocovarianzas muestrales, es decir, 

n-1 

jw(t")) = 1  E W(oke  2n kr.-(n-1) 

Como la función de autocovarianzas muestrales yk  es simétrica y pierde 
confiabilidad cuando k aumenta, la función W(k) debe ser elegida simétrica, y los pesos 
de ésta deben ser inversamente proporcionales a la magnitud de k. Entonces 

fwm 
	

E w„(k)?k 
 -!cok 

donde Wn(k) es la sucesión absolutamente sumable la cual se deriva de una función 
continua W(x) acotada, par y que satisface 

W(x) s 1, 
W(0) = 1 
W(x) = W(-x) 
W(x) =O, 	l>1 

El valor de M representa el punto donde la función se trunca, este'punto depende 
del tamaño de la muestra n. IN„(k) se denomina generalmente la ventana de retardo: 

La ventana de retardo y la espectral están muy relacionadas, como consecuencia 
del hecho de que la autocovarianza es la transformada inversa de Fourier del•  espectro, 
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La transformada inversa de Fourier de J(X) es: 

?k 
	

114)e ' Ak 	para k -0,± 1,±2,...,±(n 	-1) 

-n 
Entonces, 

iw(G)) = 
►  

E W jk),
k 
 e "k 

2 7t k -Al 

- E 	IV A(k) 701.)e '1  k 911(11 
27 C 

n 	u 7,, 
J 	

y „(ky (1)e -ic.-1,kdx 
E2 _m  

-n 

donde 

w„(6)) = 1 E W n(k)e -lit*  

2 'Ir k.-41 
	 4,3.2.1 

es la ventana espectral. Aquí es claro que, de la ecuación 4.3.2.1, la ventana espectral es 
la transformada de Fourier de la ventana de retraso y, por lo tanto, la ventana de retraso 
es la transformada inversa de Fourier de la ventana espectral, 

Frn(k) = f W.(0) "'do, 
-n 

Finalmente, la ventana espectral y de retraso forman una pareja de transformadas 
de Fowler, con una determinada unívocamente por la otra. 

• ,•••••"•~5.1011 
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4.3.3 Ventanas más utilizadas 

-La ventana rectangular 

Se define la ventana rectangular o de retraso truncado como 

u,,,Ruc) 	
a, 	Ikl>m, 

	

{ 1, 	1 ki M, 

donde M, menor que 1, es el punto donde ocurre el truncamiento de la ventana. Esta 
ventana se deriva de la siguiente función continua 

1, 
1V(x) 

o, 	I xl>t. 

De la ecuación (4.3.2.1), se deduce que la ventana espectral correspondiente es 

W, 

	

nii(G)) = 	FY :(k)e fmk  

k.-14 

I t e  -mák 

27r k. -u 

--(1 +2E costAk) 
271 	k =I 

+2COS(W(M + 1)12)s en(w)1 
2n 
1 	sen(t.J12)+[sen(co(M +112))-sen(o)12)]  

27t 	 sen(6)12) 

	

_ 	1 sen(w(M +112))  

27t sen((t)12) 	 4.3.3. 

En el desarrollo anterior se utilizaron las herramientas que se explicaron en la 
sección 12.1 y 1.2.2. 

Las gráficas de éstas ventanas se presentan a continuación 
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Fig. 1 	 Fig. 2 
En la ventana espectral anterior se encuentra un pico principal en cd=0, con altura 

(2M+1)12n, ceros en ±2jr11(2M+1) y picos menores de magnitud decreciente en 
co±(4j+1)n/(2M+1) para j=1,2,.... Como resultado, el estimador suavizado del espectro 
que usa esta ventana puede arrojar resultados negativos para algunas frecuencias, y ya 
que el espectro es una función positiva, este resultado es indeseable. 

Se define el ancho de banda de una ventana espectral W,» ) que tiene su máximo 
en (13=0 como la distancia entre los puntos cuyas coordenadas están a la mitad de la 
distancia entre el origen y el máximo valor (ver Fig), Esto es, 

Ancho de banda 
	

2(1)1, 

donde (di  cumple con la condición 

ft(±(di.) = -1--rf. (0) 
2 

En general, el ancho de banda es inversamente proporcional al punto de 
truncamiento M que se usa en la ventana de retraso. Por lo tanto, cuando M crece, el 
ancho de banda disminuye, y consecuentemente la varianza del espectro suavizado 
aumenta. Por otro dado, cuando M decrece, el ancho de banda crece, y la varianza 
disminuye mientras que el sesgo es mayor. 

-La ventana de Bartlett 

La ventana que Bartlett propuso en 1950 

W1011017, "ZOPOMI'l:Mi5" ›.` •=o1 	, «11,,,,AVII151104K241 ''''.4•104110170,051.1.1".4.$14 
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{ 1-1ki/M, 	1 Ici sM, 

está basada en la función triangular 

wriR(0  

o 	ix 

1-14 	s 1, 

Esta ventana también se conoce como ventana triangular por razones obvias. 

La ventana espectral correspondiente es: 

W„ 	'Y-N 

	

(0) = 1 L — 	1I7  nii(k)e 
27t k.-Af 
, , E  ( ) 	e  -iwk 

	

2 n 	1 	M 
I rn 

L (M — Iki)e -"k  
21011 

I E 	e  -1(..* 
27tk f 1.0 It.-J 

M-1 
1 E  sen(w(j+1/2))  

27rAf1.0 sen(W/2) 

 

11-1 
E sen(1(1+ 1/2)) 1 	 en(w12) 

27cMsen((.012) 

1   	en (6)/2) 
27tMsen(h)/2) 

 

   

M-! 
+E [sen(wi)cos(w2)+sen((,)/2),,,,(wi)  

1.1 
1f-1 

en(G)/2)+cos(0/2)E sen(wj) 
1.1 

m-t 
+sen(4)12) E cos(o.y)  

pi 
co s(4)12)sen(wk112)sen(w(M -1)/2) 

en(012) 	 sen(w/2)  

sen(6)12)cos(wA112)sen(h)(111- 1)/2)  
sen(W12) 

   

   

 

1  

27tMsen(to/2) 

 

  

   

 

2 itAisen(012) 

 

   

» 	 svos”.  •Ya utfev 
"5,11.i?:0'>V7,0171  "4"W:41111~1141., 	" ~.IIIIMMI:114111:414:11.» 	. 

117:(k) = 
O, 	11(1>M, 
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110C 
	 (mactán del Espectro 

w (6)) 	1  
{sen(G)12)+ sen(w(Al  )12)[cos(w/2)sen(W1/2) 

2 nMsen(G)12) 	 sen(w12) 

sen(G)12)cos(will12)1} 

1  
fen(G)12)+ s"(6)(A  1)/2)   sen(u)(M +1)/2 } 

1  
2 nMsen(w12) 	 sen(w12) 

{[sen(u)12)1 2  +sen(w(M -1)12)sen(6)(Al +1 )/2) 
2nM[sen(4)/2)]2  

1  
covi))+-1-(coso.)-costaM) 

1 

2nM[sen(W/2)]2 

2, 

	2 

27CM[sen(6)/2)12  {2(2 
-coswM) 1 	 1 

Al sen(wI2) 

1 	sen(o)M12)2  

27t  4.3.3.2 

La ventana de retraso triangular de Bartlett y su ventana espectral correspondiente 
se presentan en las figuras 3 y 4. 

Fig. 3 	 Fig. 4 
Ya que la ventana espectral WnB(w) es no negativa, el estimador del espectro de 

Bartlett es no negativo. Más aún, si se compara 4.3.3.1 con 4.3.3.2, se observa que los 
picos laterales de la ventana de Bartlett son más pequeños que los producidos por la 
ventana triangular. 

Por otro lado, se puede observar que si se utilizan ventanas con picos laterales 
grandes, el espectro suavizado resultante i»,(1) hará mayores contribuciones en 
frecuencias diferentes de w. Entonces, el estimador del espectro is,(1) puede presentar 
el fenómeno de filtración, es decir, puede reflejar componentes espectrales significativos 

'40:414101:' 	 aith"<" 
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en frecuencias diferentes de w. 

-La ventana de Blackman Tuckey. 

Blackman y Tuckey sugirieron la siguiente ventana de atraso: 

r 	1 -2anacos(nk111), IkkAd, 
FV„(k) . o,  { 

IkI>M, 

basada en la función ponderadora continua 

" 
rdif  ( k  ) - 1-2a+2acos (fik) , x si, 

o, 
{ 

x >1, 

De nuevo, M es el punto de truncamiento de la función muestral de 
autocovarianzas, y la constante a se encuentra entre O y 0.25 para asegurar que W,IT(kb0 
para toda k. La ventana espectral correspondiente se obtiene de la siguiente manera: 

W 	Wnr(k)e 

nr(k) "1"  

E [1 -2 a +2 a C OS (7rk/M)] 
27t k.-m 

Af 
= 	[1 _2a  .i.a(e  InklIf 	-ittklM) i e  -iwk 

2E k.-m 

1 ,r-t 
= a— 2., e 	+(1 +2a)- 

27r k.-m 
kf 

E e  -*A+ nim)1  
2it k.-A/  

_ 	a sen[(0-7c/M)(M+1/2)]  + (1 -2a)  sen[w(M+112)]  

27t 	senRw —JUMA)] 	27z 	sen(tal2) 
a sent(0 +70211)(M-hl /2)]  

21t sen[(G)+ICIM)12] 

Como puede verse, la ventana espectral de Blackman-Tuckey es una combinación 
lineal de ventanas espectrales producidas por la función de retraso rectangular en las 
frecuencias (w-rriM), w y (w+rt/M) es decir, 

W r((i)) =a W R(o — n/m) (1 -2a)W:((A))+a1V:(ta +ir/u) tt 

-1 k 
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donde Wr,R(k) está dado en 4.3.3.1. Como consecuencia,el estimador del espectro de 
Blackman-Tuckey puede tomar valores negativos al ser evaluado en algunas frecuencias 
(.1). 

Cuando la constante a de la ventana anterior toma el valor de 0.25, se le conoce 
como ventana de Hamming, o de Tuckey-Hamming. 

A continuación se muestran las ventanas espectral y de retraso de Balckman-
Tuckey con a=0.23 para dar una idea del comportamiento de las mismas 

Fig. 5 
-Ventana de Parzen 

Fig. 6 

Parzen propuso la siguiente ventana de retraso: 

{1 -6(k-M)2 -b6(1ki/M)3 , lki 1M/2, 
W„ (10 = 2(1 -IkI/M)3, 	M/2< (ki SM 

o, 	 ikl>m, 

la cual parte de la siguiente función ponderadora continua 

1 -6x 2 +6 1x1 , 
2(1 - 03, 
o, 

Ix151/2, 
1/2<ixi 51 w„ ) = 

  

La ventana espectral correspondiente para un valor de M par está dada por 

MI11111.4~~1111414K111*~111, willtill>""~:11~311," 



= --I E [1 -6(k -M)2  +6(110M)31coscolc 1  

27v-Af/2 

1 1-• 
AI 

„P  (6 ) 	1V„P(K)cos(wk) 
2irk.-11 

A112 

wee• coe ro:rae .4.eon 

tnadl4ri d J Espootrq 

+2 	E 	(1 -11c1/M)63costok 
Ain<iki 1 Al 

3 	sen(wMI4) 	_2/3[sen(G)/2) 2}> 
8 Trili 3  1 / 2s en(012) 

cuando M es grande, la ecuación 4.3.3.4 se aproxima a 

{Y„(tt))=. 3 
	sen(wM/4)  I 4  

87rAl 3  112sen(w12) 

Las ventanas de Parzen se presentan a continuación 

4.3.3.4 

ueel romere e P.e» 

Fig. 7 	 Fig, 8 
La calidad de un espectro suavizado está determinado por la forma de la ventana 

espectral (es decir, por la forma de la función ponderadora) y por el ancho de banda 
(punto de truncamiento) de la misma. En el mismo sentido, el estimador del espectro 
obtenido por la misma ventana pero con diferentes anchos de banda varía. Así, en el 
suavizado del espectro se debe tener en cuenta no sólo lafigura de las ventanas 
espectrales, sino que también se debe considerar el ancho de banda de la ventana. 

Este último aspecto es a menudo un problema más importante y dificil de resolver 
ya que no existe un criterio único para escoger el ancho de banda óptimo. Además, 
anchos de banda mayores producen espectros más suaves, es decir, con varianza menor; 
por otro lado, si el ancho de banda es menor, en el espectro estimado existe un sesgo 
menor y consecuentemente, tiene una mejor resolución. 

#1111.14/40/111#1.ii"1#, Ir4047.*. ,i1r4i015211,"511,7"rViVreatteral5f 
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Para lograr un ancho de banda que realice una conjugación balanceada de los dos 
aspectos anteriores, se sugiere seguir estos pasos, 

Primero escoger una ventana espectral con una forma deseable, después, calcular 
el estimador del espectro utilizando un ancho de banda grande y, entonces, recalcular el 
estimador usando anchos de banda cada vez más pequeños hasta que se alcancen una 
resolución y estabilidad aceptables. 

Debido a que el ancho de banda de una ventana espectral está inversamente 
relacionada con el punto de truncamiento M usado en al ventana de retraso, se sugiere, 
como camino alternativo al anterior, 3 valores de M, M,,M2,M3;con M3.41, Se calculan 
los espectros para estos valores y se utilizan para determinar si el valor de M que se está 
buscando queda dentro, antes o después del intervalo de M, a M3. 

El ancho de banda espectral también puede determinarse escogiendo un valor de 
M tal que ?(k) sea insignificante cuando k>M. Este criterio de elección de M ha resultado 
ser adecuado en muchos casos prácticos. 

Alternativamente, es posible elegir el punto de truncamiento en función del tamaño 
n de la muestra, Para n lo suficientemente grande, M=[n/10]. 

En principio, si se desea ser capaz de distinguir varios picos de f(w) en frecuencias 
hi,A21..«,e1  ancho de banda de la ventana espectral no debe exceder el intervalo mínimo 
entre esos picos adyacentes. De otra forma, el espectro suavizado no los respetará, 

4.3.4 Intervalos de confianza de las ordenadas espectrales 

En la sección 4.2 se mencionó que para una muestra ZDZ2,...A, de un proceso 
cuyo espectro es f(w), las ordenadas espectrales j(w) en las frecuencias de Fourier 
wk=2nkin con wk 0 y n están independiente e idénticamente distdbuidas como 

j(w)-./(di,) /1121  
2 

Entonces, si se suaviza el espectro muestral con el término de medias móviles 
simple (2m+1) 

1 rn 
j(t3

'-n+ 	

), 
2tn+1 J 	k 

la ordenada del espectro suavizado se distribuirá como 

114~1~10MOIK „,11,4111,14,41 
'01;t:',19M0 
'11:1111Wmat. 
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jiv(1.0k)63k) x2 (DF)  

DF 

donde los grados de libertad DF=(4m+2) son la suma de los grados de libertad de las 
variables aleatorias. Sin embargo esta propiedad no se cumple si w no es una frecuencia 
de Fourier o si el espectro no está suavizado por una ventana espectral uniforme. Por lo 
tanto, sólo se puede aproximar a un espectro suavizado por medio de 

j'w(6»=cx2(u) 

en donde c y u cumplen: 

E[iw(w)]=E(cX2(1) ))=cu 

Var[i w(c0)] Var(c x2 (U))=2 c 2u. 

Ahora, para una ventana espectral dada Wn(u)) de 4.3.1.3 y 4.3.1.4 se obtiene 

Eilw(W)i'fiG)) 

Var[4( )] " 	 f W n2(G*N. 

Entonces 
cU =fig, 

n 2 2cu 	(63) f W 2(w)do, 
-n 

de lo que se deriva 

En consecuencia 

4.3,4.1 

fw( 	)-1( ) 712(u)  

para la que u representa el equivalente a los grados de libertad del espectro suavizado. 

jthroiffik. , - rwmptiretillá. 



	

w(c,» 	

2 
w(o) 

sf(w)s 	 2 

	

Xcii203) 	XI-02(U)  

donde u es el equivalente de los grados de libertad calculados por 4.3.4.1. 
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De lo anterior se concluye que es posible construir un intervalo de confianza para 
el espectro con un nivel a de significación utilizando 

n\ 
s 	

2 
(1/21
i
, u) 	Xcial u/  } 

P {Ah))  - . I w(c,))1 	 - 1 -a 
u 	 u 

en la que X2(u) es el extremo superior de la distribución ji-cuadrada donde se encuentra 
el a% del área bajo la curva. Entonces el intervalo de confianza de f(co) con un nivel a de 
significación está dado por 
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4.4 Estimación espectral ARMA 

Basándose en una serie de tiempo dada 	es posible aproximar el modelo 
que describe la serie mediante un modelo AR(p), 

(1 -4 - 	)Z t  = a, 

para algún p. Sean (11,...,4)p  y 02 los estimadores de 4)1,...,(1)p  y al . Una alternativa 
razonable para estimar el espectro es sustituir esos parámetros estimados en la expresión 
teórica del espectro del modelo AR(p) que se desarrolló en el capitulo anterior, es decir, 

.2 
/4(6)) 	

21  (I)P  (e -1°) ( e i  

donde 4) (e "=(1-(1) e ""-- -4) e ."). Este método se conoce como estimación espectral .M 	I 	P 
autorregresiva. 

Para una n lo suficientemente grande Parzen demostró que 
2pf 2(4))  

Entonces, para controlar la varianza, el orden de 'p escogido en la estimación del 
proceso no debe ser muy grande, pero tampoco puede ser muy pequeño, ya que esto 
provocarla una aproximación muy pobre al modelo y, al mismo tiempo, incrementarla el 
sesgo del espectro estimado. 

Para escoger p, existen muchos criterios de selección, pero se recomienda utilizar 
el criterio CAT de Parzen. 

Más generalmente, se puede aproximar en modelo ARMA(p,q) a un proceso 
desconocido 

-(1) B---4)pB P )(zt -µ) = (1 	-- 9B q)a, 

para algunos p y q. Sean ir' I 	1 p.", 02  los estimadores de 	190•• Y 

El espectro del proceso en cuestión puede ser estimado por: 

101#101t#KOM> azalms,. 

Va r Vd( (,))] 



La ecuación 4.4.1 es conocida como la estimación espectral ARMA. Al igual que 
la estimación espectral AR, la calidad del proceso anterior está dada por la elección 
apropiada de p y q en la aproximación. 
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2  O

q 	

(e -10 q (e 1') 
(G)) -Ó w 	„ 

(1)(e '1(1 p( e''') 

donde 

(1) 1,(e -") = (1 -( 1 )1e- -(1)pe 'Pw ), 

Oq(e -ioN 	_Ole  -iw „A e  -iqw‘  
q 

4.4.1 
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Introducción 

Este capítulo presenta un programa cómputo llamado "Análisis de Series de 
Tiempo" o AST por sus iniciales, el cual resume prácticamente lo que se ha expuesto 
hasta el momento. 

El objetivo de tal programa es permitir al lector probar, bajo diferentes escenarios, 
los conceptos explicados en este documento de tal forma que resulten más claros. 

Por tal motivo se analizará un ejemplo utilizando los conceptos revisados y la 
metodología de Box y Jenkins, por lo que se sugiere al lector que no este familiarizado con 
dicha metodología consulte algún texto al respecto'. 

Este capítulo va a hacer referencia en varias ocasiones a las opciones que contiene 
el programa AST, por lo que también se recomienda revisar el Anexo II, ya que en el se 
encuentran explicaciones detalladas del manejo del sistema. 

8Se sugiere GONZALEZ VIDEGARAY, MARIA DEL CARMEN. Modelos Decisión con 
Procesos Estocásticos II, UNAM 1990. 
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5.1 Ejemplo 

Para explicar el funcionamiento y las características del programa así como ilustrar 
la aplicación del mismo en el estudio de las series de tiempo, se va a desarrollar un 
ejemplo basado en el Turismo Receptivo Vía Aérea en el país entre 1979 y 1987 utilizando 
la metodología de Box-Jenkins e introduciendo los conceptos del análisis de Fourier donde 
sea conveniente. Para este propósito será necesario también el programa estadístico 
conocido como Statgraphics V 4.2. 

Es necesario recalcar que el análisis de series de tiempo mediante series de 
Fourier presentada en esta tesis es una metodología alterna a la de Box-Jenkins por lo 
que tienen puntos en común y se complementan. 

Presentacion de la Serie 

A través de su historia, México se ha caracterizado por ser un país de enormes 
riquezas culturales así como de bellos lugares; es por eso que muchos extranjeros gustan 
de viajar al país para disfrutar de tales cosas. 

Esto ha propiciado que el turismo sea considerado como una importante fuente de 
ingresos para el pais; y por ende, que el sector turismo sea uno de los más fuertes 
actualmente. 

Estos hechos hacen que el pronóstico de la afluencia de turistas sea objeto de 
interés y se realicen enormes esfuerzos para determinar el comportamiento de este 
fenómeno y poder estar mejor preparados para atender esta demanda, 

La tabla que se muestra en la siguiente página contiene los datos concernientes 
al número de turistas recibidos vía aérea mensualmente entre 1979 y 1987v, 

Esta serie se encuentra almacenada en un archivo llamado TURISMO.AST y 
encuentra en el disco que se proporciona con este documento, 

' Fuénte Original: Revista anual del Instituto NacionaldUEStadístieá „., Geografía 

...1.0111.1m,11,01k,oxrp.„4R4:4,:*lr,s. !!! 	 <1K aly  A*14»3101**11119 
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349 

246 

234 

220 

220 

223 

154 

310 

341 

231 

202 

209 

206 

203 

123 

Nov 189 185 188 	150 

Dec 249 238  230 222 
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TURISMO RECEPTIVO VIA AEREA 
(Número de turistas en millares) 

1979 1 1980 I 1981 	1982 1 1983 	1984 	1985 1 1986 1 1987 

341 
Ene I 221 	249 220 202 241 286 283 253 

Feb 

Mar 
	

247 

Ab r 
	215 

May 
	

186 

Jun 	200 
	

186 

Jul 	205 
	

196 

Ago 218 202 

Sep 146  132 

Oct 	172 	165 

278 

315 

229 

221 

235 

227 

249 

153 

202 

269 

318 

354 

382 

305 

277 

279 

299 

288 

198 

247 262 

265 

182 

188 181 	166 

187 	167 

193 	185 

180 	189 

130 	126 	167 

220 274 

213 	313 

186 251 

228 

237 

266 

237 

155 	146 	220 

253 

303 

190 

246 

307 

140 

190 

260 

242 

235 

194 

la media y la varianza permanecen constantes a través de la realización; asi, es necesario 
graficar los datos y observar si éstos observan dicho comportamiento. 

El primer paso en el análisis es determinar si la serie es estacionaria, es decir, si 

En este sentido, y siguiendo el ejemplo, el primer paso es graficar la los datos de 

turismo. 

En la imagen presentada en la siguiente página se observa claramente que los 
datos no observan un comportamiento estacionario; se percibe una tendencia y varianza 
creciente además de un comportamiento estacional (anual). 

En consecuencia, se deben tomar las medidas'adecuadas para hacer que la serie 
se comporte de manera estacionaria. 
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El primer paso será estabilizar la varianza mediante una transformación'. 

En el ejemplo, se llegó a la conclusión de que la transformación que mejor eliminó 
la varianza de la serie fué Logaritmo natural, que se obtiene dando valores de O a 11 y 
12. Esta transformación produce una serie que se va a denominar 

Zt = Ln Yt. 

donde Yt  representa el número de turistas en millares recibidos en el mes t. A continuación 
se presenta la gráfica de la serie generada. 

Lomumndm.1  

1° Metodología de Box y Jenkins. 
ffilliaMMIMOMOVIMISORMitiallarneigent 
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Como puede observarse en la imagen anterior, aún no se ha logrado la 
estacionaridad de la serie ya que se sigue observando tendencia creciente y variación 
estacional. 

AST permite hacer una prueba de estacionalidad a la serie para determinar el 
período de la serie, en ese sentido, el resultado de dicha prueba es: 

Esta prueba indica que la serie observa un comportamiento estacional con un 
periodo de 11.67 - 12 meses (anual). 

Lo anterior hace proponer las siguientes series con el fin de lograr la estabilidad. 

La primera serie es resultado de aplicar una diferencia simple a la serie Zt = Ln Yt 
para eliminar la tendencia, Esta serie será denominada Zt ras Ln Yt. 

La segunda serie se genera a partir de una diferencia estacional con un factor 
estacional 12 y será conocida como Zt=Del2 Ln Yt, 

La tercera serie surge de aplicar una diferencia estacional de grado 12 y una 
diferencia simple a Zt=Ln Yt y se denominará Zt=DsDel 2 Ln Yt, 

A continuación se presentan las gráficas de las series así como sus respectivas 
funciones de autocorrelacion muestrales, autocorrelaciones parciales, espectro muestral 
y espectro muestral suavizado. 
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La gráfica de la serie refleja varianza y media constante, pero aún conserva 
estacionalidad. Por otro lado las autocorrelaciones muestrales decrecen lentamente 
mostrando valores significativos en 6, 12, 24 y 36 mientras que las autocorrelaciones 
parciales se truncan en 12 mostrando valores significativos en 6, 9 y 12. 

Finalmente, el espectro suavizado observa también un comportamiento estacional 
del tipo AR ya que los picos de la gráfica son agudos. 

Dado lo anterior se propone que la serie Zt =Ds Ln Yt sigue un modelo SAR(1), 
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La gráfica de la serie refleja varianza y media constante y carece de fluctuación 
estacional. Por otro lado las autocorrelaciones decrecen muy lentamente mientras que las 
autocorrelaciones parciales muestra un valor significativo en 1. 

Finalmente, el espectro suavizado observa un comportamiento senoidal suave 
decreciente cuyo valor más alto se encuentra en O, el comportamiento decreciente señala 
un modelo AR, pero la tendencia senoidal suave indica que esta serie también podría 
seguir un modelo ARxSMA 

Dado lo anterior, y por el principio de parsimonia, se propone que la serie Zt = De 
12 Ln Yt sigue un modelo AR(1) y posteriormente se puede analizar un modelo 
AR(1)xSMA(1) si es necesario. 

Zt = De De12 Ln Yt  
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se 1 	ID 	21 
atraso 

-t 

D.5 

o 

-1.5 

atraso 

polon.on. 

a,, 

ese 

110 

eo 

e 	 

. ..... .1.111;:ig . .. liPro raml.  

  

Aclamare lac Iones 
Da De 12 Le Vt 

Autramrrelac lune: Parc lates 
De De 12 Ln Vt 

cc 

4:119 	 

ildP01.111aViAlmeetre Mweel .... 

La gráfica de la serie refleja varianza y media constante y carece de fluctuación 
estacional. Por otro lado las autocorrelaciones presentan un valor significativo en 12 
mientras que las autocorrelaciones parciales muestran valores significativos en 12 y 24. 

Finalmente, el espectro suavizado observa un comportamiento senoidal suave, lo 
que indica un modelo SMA. 

Dado lo anterior se propone que la serie Zt =DS De 12 	Yt sigue un, modelo 
SMA(1). 

En resumen, se tienen 3 series de tiempo con los siguientes modelos propuestos: 
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Aquí es conveniente destacar que los espectros teóricos se calcularon utilizando 
la varianza de la serie y los coeficientes calculados por el programa STATGRAPHICS V4 
del cual también provienen las gráficas presentadas. 
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Serie Modelos Propuestos 

Ds Ln Yt SAR(1) 

De 12 Ln Yt AR(1) o AR(1)xSMA(1) 

Os De 12 Ln Yt SMA(1) 

A continuación se va realizar el análisis de Box y Jenkins para determinar los 
coeficientes de cada modelo y comparar el espectro teórico de cada serie con sus 
espectros. 
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El espectro suavizado muestra ajuste aceptable. Se observa que las 
autocorrelaciones de los residuales sugieren ruido blanco y que el periodograma integral 
es bueno, por lo tanto, se puede decir que este es un buen modelo. 
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En las autocorrelaciones se pueden observar valores significativos, por lo que este 
modelo no tiene un buen ajuste; de igual forma, el espectro suavizado difiere del eipeciro 
teórico por lo que es necesario crear otro modelo que de un mejor ajuste, 

El comportamiento de las autocorrelaciones y del espectro suavizado presentado 
anteriormente sugieren crear otro modelo AR(1)xSMA(1). 
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Las autocorrelaciones se ajustan al ruido blanco, sin embargo el periodograma 
integral no presenta una forma satisfactoria y el espectro suavizado indica cierta tendencia 
por lo que será necesario tratar con un modelo que se apegue más a la serie presentada. 

En este sentido, y debido al comportamiento presentado por las autocorrelaciones 
y el espectro suavizado, se sugiere el modelo AR(1)xSMA(1). 
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Se ve que las 
peridograrna integral  

funciones de autocorrelación describen ruido blanco y que el 
tiene un comportamiento aceptable. 

De igual maner a se observa un excelente ajuste en el espectro suavizado por lo 
que se considera que este es un buen modelo. 
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Se observa que las funciones de autocorrelación se comportan como ruido blanco 
y que el periodograrra integral y el espectro suavizado tienen un excelente ajuste, por lo 
que podemos afirmar que este es un modelo que describe a la serie de la mejor manera, 

A continuación se presenta un cuadro comparativo donde se muestra la información 
correspondiente a cada modelo. 
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RIP.Oratal A T. 

Modelo 

1 2 3 4 5 

# Dif. Ord. 1 0 1 0 1 

# Dif. Est. 0 1 1 1 1 

# Parámetros 1 1 1 2 2 

0(1) 
(est. T) 

-- 0.87972 
(17.32) 

0.87477 
(16.50) 

-0,19068 
(-1.82) 

4(1) 
(est. T) 

0.92751 
(16.58) 

-- -- -- 

0(1) 
(est. T) 

-- -- 0.56069 
(5.82) 

0.57386 
(05.97) 

0.57888 
(6,01) 

Box-Pierce 13.4118 14.2551 17.6765 12.3225 9.8521 

ACF 
significativas 

-- 12 -- -- 

.._ 
PACE 
significativas 

-- 12,24 -- - .. 

En este cuadro y en las gráficas previas se buede ver que el modelo que mostró 	 
el mejor ajuste fué el número 5. 

De esta manera se ha visto como el análisis de Fourier puede ser utilizado como 
un mecanismo adicional en el análisis de las series de tiempo. 
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Conclusiones 

En este trabajo quedó demostrado que existe una relación entre la función de 
autocovarianzas y el espectro de una serie. Efectivamente, el espectro de una serie es la 
transformada de Fourier de la función de autocovarianzas absolutamente sumable del 
proceso. 

Esta conclusión es muy importante ya que permite establecer un vínculo entre las 
series de fourier y las series de tiempo; abriendo la posibilidad de estudiar una serie de 
tiempo con base en el peso que cada frecuencia tiene sobre el espectro y de esta forma 
encontrar periodicidades (estacionalidad). 

Por otro lado, se ha alcanzado el objetivo planteado al inicio. Se ha desarrollado 
una metodología complementaria a la de Box y Jenkins para determinar el 
comportamiento de una serie de tiempo y se ha elaborado un programa que permite 
aplicar esta metodología a un conjunto de datos. 

En términos generales, esta nueva forma de analizar se basa en el cálculo del 
espectro de un proceso a través de las autocovarianzas de la serie; a continuación se 
grafica el espectro suavizado utilizando una ventana espectral y, por último, se proponen 
varios espectros teóricos correspondientes a modelos diferentes, los cuales se comparan 
con el espectro suavizado para obtener el que mejor se ajuste. 

Además, usando el espectro de potencias, es posible realizar pruebas de 
periodicidad a los datos para encontrar componentes estacionales en la serie. Todo lo 
anterior utilizando pruebas de hipótesis estadísticas que garantizan la confiabilidad de los 
resultados. 

Finalmente se ha presentado un ejemplo para ilustrar lo anterior, en él los 
resultados obtenidos por la metodología de Box y Jenkins han sido corroborados por los 
generados por el programa. 
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Sistemas Completos. Convergencia en la media 

El sistema de ecuaciones definido en 1.1.4.1 se dice completo si para cualquier 
función integrable por su cuadrado se cumple 

b 

ff 2(x)dx = E c k2  119 k ii 2  
k a 

en lugar de la desigualdad de Bessel. En esta ecuación los c (k=0,1,2,...) Son los 
coeficientes de Fourier de la función f(x). 

Teorema 1. Sean f(x) y F(x) funciones integrables por su cuadrado para las cuales 
1(x)-c0yo(x)-1-c1y1(x)+..., 
F(x) -C 090(x)+C 

y sea además el sistema 1.4.1.1 completo. Entonces 
b 

ff(x)F(x)dx = E ckckbp,i ii 
k =0 

Prueba, La suma f(x)+F(x) y la diferencia f(x)-F(x) son funciones integrables por 
su cuadrado. Más aún, los coeficientes de Fourier de la suma y de la resta son ck+ Ck  y 
ck-Ck  respectivamente. Debido a la definición de una función completa se tiene 

b 

frfix)  F(x)i2 = E (c, ck)21(pkv , 
1(. 0 a 

	

f[1(X) F (X)j2 	 C k) 2  II kli 2  
k.0 

y la resta de ambas ecuaciones produce 

ff(X)RX)dX - 	4c CkbPic12. 

El siguiente resultado tiene importantes consecuencias: 

Teorema 2. Una condición necesaria y suficiente para que el sistema 1,1,4,1 sea 
completo es que la relación 

	

fix) - 	(P k(X)  
k.0 

0410105.01~114110507~111111.4011111112124 

Hm 
„ <o 

a 

d= 



se cumpla para cualquier función f(x) integrable por su cuadrado f(x), donde ck  
(k=0,1,2,„.) son los coeficientes de Fourier de f(x) con respecto al sistema 1.1.4,1. 

Prueba. Utilizando la ecuacion 1,1.6.6 y el hecho de que la definición de función 
completa es equivalente a 

f iftx)2 - E c,,19,(x)112 dx = O. 

h r  

a 	k=0 

Si la relación 1.2 se satisface, se dice que la serie de Fourier converge a f(x) en la 
media, Así el teorema 2 puede ser formulado también como: 

Una condición necesaria y suficiente para que el sistema 1.1.4.1 sea completo es 
que la serie de Fourier de cualquier función integrable por su cuadrado f(x) converge a f(x) 
en la media. 

Debe ser señalado que la convergencia ordinaria de una serie de Fourier a la 
función de la cual fue formada no siempre ocurre, aún si el sistema 1.1.4.1 es completo. 
Sin embargo, como se acaba de demostrar, la convergencia en la media siempre se 
cumple para sistemas completos (se entiende que se esta hablando de funciones 
integrables por su cuadrado). En particular, estas consideraciones aplican al sistema 
trigonométrico. 

Lo mostrado anteriormente muestra la importancia del, concepto de convergencia 
en la media y sugiere que este tipo de convergencia puede ser considerada como una 
generalización de la convergencia ordinaria. Para justificar completamente este 
acercamiento, se mostrará que una serie de Fourier puede converger en la media a una 
función solamente. Así, suponga que en adición a 1.2 la relación 

h 	 „ 

11111 f F(x) - E ckk(x) 
k=0 

se cumple también. Entonces, utilizando la desigualdad 

( 
	

b)2 5 	

2(a 2 
	

b 2) 

se deduce que 
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J [F(Xf(x)]2dx 

= 11F(x) -E ,,,,,(x)) -1( E c ky,(x)-.1(x))tdx 

	

k 	 k=0a  
n  

52 f F(x) -E c ky(x)}1  dx +2f f(x)-E ckg),(x)1dx. 
a
- 	k.0 a 

Debido a L2 y 1.3, esto implica que 

f
EF(X) --AX)12  z' O, 

a 

y ya que el integrando es no negativo, se deduce que 

F(x) j(x) 

en los intervalos continuos del integrando. Pero la integral fine sólo un número finito de 
puntos de discontinuidad. En consecuencia, las funciones F(x) y f(x) conciden donde sea 
excepto en un número finito de puntos. Dos funciones que tienen las caracteristicas 
anteriores dificilmente se pueden considerar diferentes en la teoría de las series de Fowler 
(ya que sus coeficientes de Fourier estan expresados en términos de integrales y las 
integrales no dependen de los valores del integrando en un número finito de puntos). Lo 
anterior permite formular la siguiente conclusión: 

Teorema 3. Si el sistema 1.1.4.1 es completo, entonces cualquier función integrable 
por su cuadrado f(x) esta completamente determinada (excepto por sus valores en un 
conjunto finito de puntos) por su serie de Fourier, sin importar si la serie converge. 

Propiedades importantes de los sistemas completos 

A continuación se establecerán algunas propiedades muy importantes de los 
sistemas completos. 

Teorema 1. Si el sistema 1,1.4.1 es completo, entonces cualquier funcion continua 
f(x) ortogonal a todas las funciones del sistema debe ser O (nula). 
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la convergencia de la serie. 

Teorema 3. Si el sistema 1.1.4.1 es completo, entonces la serie de Fourier de toda 
función f(x) integrable por su cuadrado puede ser integrada término a término, sin importar 

J(x) s(x). 

f(x) 	oq(x)+c 01(x)+—+c„T(x)*".. 

En otras palabras, si 

1(x) 	opo(x)+c1(p1(.x)÷....i-cnyn(x)4".', 

entonces 

114110#100.1.11100ift....:110.11.11:,'"WillábbM**04.1*ViliM111.1111.111%11152.31Zrit 

• , 	• 

1141411111.11i1111111. 

Prueba.Si f(x) es ortogonal a todas las funciones del sistema, entonces todos los 
coeficientes de fourier de f(x) son nulos. Entonces la definición de sistema completo 
implica que 

f
f 2  (X)dX = o, 

a 
en consecuencia 

j(x) 	O, 

ya que f(x) es continua. 

Teorema 2. Si el sistema 1.1.4.1 es completo, si las funciones de sistema son 
continuas, y si la serie de Fourier de la función continua f(x) es convergente 
uniformemente, entonces la suma de la serie es igual a f(x). 

Prueba. Sea 
Ax) 	co4)0(x)+c1tp1(x)+...+cny(x)+.. , 

Y 
s(x)Ecoyo(x)+clyi(x)+-.+cnyn(x)-1-... 

Ya que las funciones del sistema 1.4.1,1 son continuas, y ya que la serie 1.4 es 
convergente uniformemente, la suma de las series es continua, Esto se infiere del capitulo 
1 que la serie es la serie de Fourier de s(x). Por lo tanto las funciones continuas f(x) y s(x) 
tienen la misma serie de Fourier. Pero el teorema 3 de la sección anterior implica que 
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f
flx)dx = co  f (1)0(x)* +e f i (x)(ix +.• • +e u f (pn(x)dx+—, 

x, 	x, 	x 	 x, 
1.5 

donde x, y x2  son dos puntos cualesquiera en el intervalo (a,b]. 

Prueba, Asumiendo por definición que x, < x2, se tiene 
x2 	n 	xi 	x l 
fAX)C1X -E ckfq)k(x)dx s f f(c)-E c, (x) dx, 

k.0 	 k.0 xt 	 xt 	 x, 

I f 

f {,1(x) - E chwx) 	f 1 dx 
k.0 a 

Donde se ha empleado la desigualdad de Schwartz. Por el teorema 2 de la sección 
precedente, el último término en 1.6 tiende a O cuando n tiende a infinito. Entonces, 

iim 	f flor -E c„f9k(x)dx 
k.0 x, 	 x, 

el cual es equivalente a 1.5. 

J(x) n  -E Ck(Pk(x) 

k.0 
dx 	 1.6 
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A. Comandos de edición 

Para editar una serie es necesario cargar el programa en la memoria tecleando 

AST 

desde el prompt del sistema operativo DOS en la ruta donde se encuentre el archivo 
ejecutable. 

Cuando se realiza lo anterior, el programa presenta la siguiente pantalla 

1. 	 4d 

En ella aparece un menú de posibles acciones, este menú es dinámico, es decir, 
sólo es posible accesar las opciones que tienen significado en el contexto actual. 

Aqui es importante resaltar ciertos puntos: 

El sistema cuenta con ayuda en linea sensitiva al contexto que se activa al 
presionar la tecla Fl. 

Así mismo, presionando Ctrl-K se tiene acceso a un listado de todas las funciones 
que se pueden realizar por medio de combinaciones de teclas. En la siguiente imagen se 
presenta la pantalla cuando se presiona Ctrl-K 

0., 	 • 
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Cada vez que se inicia una nueva sesión en AST únicamente las opciones de 
edición y de ayuda estan disponibles. 

El proceso de edición involucra varios pasos: 

En primer lugar se escoge la fuente de la serie. Es posible crear una serie 
capturando los datos en la pantalla de edición; recuperando los datos de un archivo en 
disco o generándolos a partir de un modelo dado. 

Todas estas opciones están disponibles desde el menú de Archivo que se muestra 
a continuación: 

Para crear una serie capturando los datos de la pantalla de edición, escoja la 
opción Nuevo del menú de archivo o presione F4. 

Para recuperar un conjunto de datos de un archivo en disco, escoja la opción Abrir 
o F3. 

411.41111 011  1011110.1*' " 
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Al escoger abrir una serie de disco AST presenta la pantalla "Abrir archivo" que se 

presenta en seguida 

Esta ventana tiene 4 secciones entre las que se puede pasar utilizando Tab o 
Cambio-Tab. 

En la primera sección usted puede escoger un archivo de la lista o introducir uno 
nuevo incluyendo opcionalmente la ruta completa. 

La segunda muestra el árbol de directorios en la unidad de disco actual y permite 
cambiar la ruta en la que se encuentra el archivo que se desea abrir. Aqui es importante 
mencionar que el cualquier rama del árbol puede expanderse o cerrarse utilizando Ctrl-A 
para abrir la rama y Ctrl-C para cerrarla. 

En la tercera sección se encuentran las extensiones de los archivos que se desean 
abrir (La extensión por defecto de un archivo creado por AST es .AST) y en la cuarta las 
unidades de disco disponibles para hacer la selección. 

Cuando termine de introducir el nombre de la serie a recuperar, presione Retorno 
o el botón Aceptar para efectuar la acción; o presione Escape o el botón Cancelar para 
abortar Abrir Archivo. 

Por último, si lo que desea es construir una serie que siga un modelo teórico, 
entonces escoja la opción Generar o presione Ctrl-G, haciendo que el programa 
despliegue la siguiente "Ventana de Generación" de series.  

KtOMItit01113~01111.00r.."----711-711211111111511.111111111111*-: 
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En esta ventana se captura primeramente el tipo de modelo al cual se van a ajustar 
los datos y, dependiendo de ésto, los coeficientes apropiados: 

El factor estacional es necesario sólo si se desea utilizar modelos estacionales; la 
constante a sumar es opcional para cualquier modelo; los coeficientes Ar, Ma, Sar y Sma 
son necesarios si su grado correspondiente fué introducido previamente, Finalmente, el 
número de valores a generar es necesario siempre. 

Al igual que en la ventana de abrir archivo el usuario puede escoger si desea 
aceptar, abortar o pedir ayuda acerca de la acción que está por realizar. 

Adicionalmente, el usuario puede escoger en cualquier momento salvar o cerrar 
la serie eligiendo las opciones de Salvar, Salvar Como, Salvar Todo, Cerrar o Cerrar 
Todo para terminar la edición y análisis de la serie. 

Cuando escoja las opciones de Salvar, la pantalla que el sistema presenta es 
análoga a la que presenta al abrir el archivo, por lo cual se omite su explicación. 

Es importante mencionar que AST está diseñado para soportar el análisis de hasta 
10 series de tiempo, y que el número máximo de datos en cada serie depende únicamente 
a la cantidad de memoria RAM con la que cuente la computadora. 

Una vez que ha sido creada la serie, el sistema presenta la pantalla de edición de 
la serie, la cual permite la visualización y modificación de la información. 

La pantalla de edición se compone de dos secciones y se muestra en la siguiente 
figura. 

0.04.11117   1111121MIPPIENIPMERIM 
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La sección superior contiene el nombre de la Serie de Tiempo que se está editando 
y el nombre del archivo en el que se almacenan los datos. El nombre de la serie por 
defecto es "Serie XX" donde "XX" representa el número de series que se han abierto hasta 
el momento (se puede trabajar hasta con 10 series al mismo tiempo si es que la memoria 
lo permite); y no existe nombre de archivo hasta queda serie es salvada en disco. 

La segunda sección presenta un desplegado en donde pueden verse 11 datos al 
mismo tiempo, en esta sección es donde se lleva a cabo la captura los datos de la serie 
de tiempo. 

Una vez en esta ventana, se procederá a introducir los datos que se van a analizar. 
Estos datos pueden darse como números reales (2, 3.4, 7.902, etc) o como fracciones 
(23/4, 1/3, etc). 

Para aceptar la entrada de un dato oprima una de estas teclas: Retorno, Flecha 
arriba o abajo, Cambio-Tab o Tab. Si no desea modificar la información y quiere 
recuperar el valor anterior, presione Escape si no ha aceptado la modificación o Ctrl-U si 
ya lo ha hecho. 

Una vez que los datos han, sido introducidos, si es necesario se procederá a 
modificarlos utilizando los siguientes pasos. 

En primer lugar se debe navegar a la posición donde se va a comenzar a modificar 
la información, después se selecciona el conjunto de datos que se van a cambiar; y por 
último se efectúa la operación. 

Por tal motivo se expondrán a continuación los comandos relacionados a cada uno 
de los pasos antes citados, y además se darán un conjunto de comandos misceláneas 
que han sido añadidos para un mejor manejo de la información. 
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desde el inicio Selecciona los datos que se encuentran 
hasta la posición actual, 

ecia unción 

Cambio Arriba Selecciona el dato previo. 

Cambio Abajo Selecciona el dato siguiente, 

Cambio Inicio 

Cambio Fin Selecciona los datos desde la 
final de la serie. 

Cambio Pág. Arr. Selecciona los 10 valores anteriores. 

Comandos de navegación: 

Para navegar se tienen las siguientes funciones y teclas: 

Tecla Función 

Flecha Arriba Posiciona el cursor el dato previo, 

Flecha Abajo Posiciona el cursor en el dato siguiente (Si este no 
existe, lo crea) 

inicio (Home) Pone el cursor en el primer dato de la serie 

Fin (End) Coloca el cursor en el último dato de la serie 

Pág. Arriba Mueve el cursor 10 posiciones antes de la actual 

Pág. Abajo Lleva el cursor 10 posiciones después de la actual 

Ctri-I Abre una ventana en la que se solicita la posición a la 
que se ha de llevar el cursor 

Tab Pasa el control de una serie a la siguiente (si es que se 
está editando más de una serie en el momento) 

Además, existen opciones de menú para ir a una posición determinada dentro 
de una serie (Edición& a) y para navegar entre diferentes series (Ventanas). 

Comandos de Selección 

Para escoger el conjunto de datos a los que se aplicará una operación, se cuenta 
con las siguientes funciones: 

M11.11~10.1101.011191X, ''" 	 010111101" -0045:1151.1.,12134A 



Tecla Función 

Deshacer el último cambio. Ctrl-U 

F10 
	

Edita el dato actual, 

Inserta un dato en la posición actual (Este comando no 
funciona si se ha seleccionado más de un dato), 

Inserción 

Borrar Borra el conjunto de datos seleccionado. 

Corta los datos seleccionados y los pone en un área 
temporal, 

Ctrl-X 

Copia el conjunto de datos seleccionado y los pone en 
un área temporal. 

Ctrl-C 

Copia el contenido del área temporal en la posición 
actual del cursor. 

Ctrl-V 

Almacena el conjunto de datos seleccionado en el disco. Ctrl-E 

Inserta en la posición actual los datos almacendos en un 
archivo. 

Ctrl-L 

Tecla Función 

Cambio Pág. Ab. Selecciona los 10 valores siguientes 

Ctrl-T Selecciona todos los datos en la serie 

Cabe aclarar que si no se hace alguna operación de selección, la acción que se 
realize aplicará sobre el dato en el cual se encuentre el cursor. 

RO .  

• Comandos de edición 

Los comandos de edición permiten modificar un conjunto de datos de diversas 
formas. 

En la siguiente tabla se presenta un compendio de comandos de edición 
disponibles al usuario del programa: 

Cabe destacar que cuando el usuario copia o borra un conjunto de datos en una 
serie, este conjunto queda almacenado en un área común, por lo cual es posible 

" . 	" 	• 	... 
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se presenta una lista de estos comandos: A continuación 

Función Tecla 

Cambia el formato utilizado para presentar los datos. 

Cambia el nombre a la serie. 

Genera una nueva serie. 

Mueve la ventana de edición, 

Muestra las teclas de función disponibles. 

Trae la ayuda. 

ISMISIMSKIWOr W.01140fflittitlir erav 

Ctrl-F 

Ctrl-N 

Ctrl-G 

Ctrl-F5 

Ctrl-K 

FI 

...... 	... ... 

que las series que se editan en un momento determinado compartan información. 

Además de las combinaciones aqui mencionandas, es posible realizar las mismas 
operaciones a través de opciones de menú. 

Comandos Varios 

Los comandos varios permiten un mejor manejo y visualización de la información 
contenida en la serie. 
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la la cual se divide en 7 secciones que determinan las características de la gráfica. 

La primera sección permite elegir un área de memoria para almacenar la salida, Es 
importante destacar que el número de áreas disponibles está determinado por la memoria 
disponible en la computadora. 

111111iltAtilk. 11,1110.911 '11111.11 

B. Operaciones generales 

El menú de Operaciones se presenta a continuación 

• Graficación, 

Para graficar una serie es necesario escoger la opción Graficar del menú de 
Operaciones. 

Al escoger dicha opción, el sistema presenta la siguiente pantalla de opciones de 
graficación: 
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En este punto hay que señalar que las opciones de utilizar titulo y etiquetas, así 
como el tipo y tamaño de letra para la gráfica están disponibles sólo si se;está generando 
una gráfica nueva. 

En la sección de límites y divisiones se pueden modificar las características de los 
ejes, los limites de los dominios y el número de divisiones que los ulteriores observarán. 

Esta pantalla se muestra a continuación 
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El hecho de salvar una gráfica permite hacer comparaciones con lo que se puede 
lograr un mejor análisis. 

La segunda sección permite escoger el modo el que se usará el buffer, en otras 
palabras, si el contenido de la gráfica salvada anteriormente va ser destruido o utilizado 
como base para la siguiente salida. 

Aquí hay que considerar que si se escoge la opción de utilizar el buffer, la sección 
de limites y divisiones no va a estar disponible, de igual forma, no será posible cambiar 
algunas de las opciones al definir las leyendas. 

La sección de leyendas permite definir el titulo y la leyenda de la gráfica, así mismo 
el usuario puede escoger el tipo y tamaño de letra para ambos, 

La pantalla de leyendas se presenta en seguida: 

I t I 	ir"; 	Irá 	I 
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La sección de etiquetas permite introducir al usuario hasta diez etiquetas que se 
imprimirán en el eje X; es posible definir la posición, texto y justificación de la etiqueta. 

La siguiente figura contiene dicha pantalla 

... 	11:111111115111111122111111115111111•511111 

libé» MO1lna C 

En la sección de estilos se definen los tipos de gráfica (Barras, Líneas, Discreta y 
de Puntos para las discretas, mientras que para las continuas este campo no es 
disponible); El tipo, color y ancho de linea; y el patrón de relleno si se habla de una gráfica 
de barras. 

La pantalla de estilos se presenta enseguida. 
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La pantalla de sombreado sólo está disponible si se está procesando una función 
continua; en ella se definen hasta 5 intervalos de sombreado que definirán áreas bajo la 
curva con respecto al origen que se haya definido previamente. 

A continuación se presenta esta pantalla 

• Transformaciones 

Para transformar una serie se utiliza la opción Transformar del Menú de 
Operaciones la cual permite aplicar la transformación de Box-Cox a un conjunto de datos, 

La pantalla de transformación de Box-Cox se presenta a continuación. 

Cuando se aplica esta operación a la serie, el sistema genera una nueva pantalla 
de edición donde almacena los datos resultantes los cuales formarán parte de una nueva 
serie independiente de la original, y por tanto podrán ser editados, salvados y analizados 
separadamente. 

íra ::::walial:100111118121.411,11-11111~ 



t7221£ ri =1=1 rzrza -7 ti mi 	Yr.=ii 	ii rTrri 

1-̂ ^. no, 

• Diferencias 

Para diferenciar una serie es necesario escoger la opción Diferenciar del menú de 
Operaciones e introducir el grado de la diferencia así como el factor estacional. 

La ventana de diferencias se muestra en seguida. 

Al igual que al aplicar transfomaciones, cada vez que se acepta una diferencia se 
crea una nueva serie independiente de la anterior. 

• Medidas Generales 

Como información adicional, AST permite visualizar algunos de los estadísticos de 
las series que se están editando. Para obtener una tabla que muestra la media, varianza, 
desviación estándar y rango de cada una de las series activas, elija la opción Medidas 
Generales del Menú de Operaciones. 

La salida de este comando es una tabla con el siguiente formato: 

Serie Media Varianza 
Desviación 
Estándar 

Rango 

Minimo Máximo 

Serie 1 100 169 13 65 231 

Serie 2 50 64 8 -45 321 

Autocorrelaciones. 

Para obtener las autocorrelaciones de 
Autocorrelaciones del menú de Operaciones. 

escoja la opción 
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Al escoger esta opción el sistema genera una pantalla de edición en la que coloca 
los resultados. Estos datos pueden ser modificados, graficados, etc, ya que son 
independientes de la serie original. 
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C. Análisis 

El menú de Análisis contiene 5 opciones las cuales se muestran en la siguiente 
figura. 

• Armónicas. 

Esta opción sirve para graficar la función f(x) = A san (px 0) donde A es la 
amplitud, pi la frecuencia y b la fase de la función armónica. 

Al escoger esta opción el sistema despliega esta pantalla 

en la que el usuario puede introducir valores para las constantes antes mencionadas. 

Cuando el usuario acepta graficar la armónica, el sistema invoca al procedimiento 
de opciones de graficación en el cual puede elegir la manera en que la función será 
dibujada. 
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Coeficientes de Fourier. 

Esta opción le indica al sistema calcular los coeficientes de Fourier asociados a la 
serie que se encuentre activa en ese momento. 

Los coeficientes se generan y se presentan al usuario en una tabla que tiene el 
formato que se describe a continuación. 

Tabla de Coeficientes de Fourier 

K Frecuencia ak bx Amplitud Fase 

0 0.000 9.555 0.000 9,555 1.571 

1 0.105 -2,370 -1.733 2,960 6.435 

• 	Periodograma 

Esta opción grafica el periodograma (suma al cuadrado de los coeficientes de 
Fourier) o espectro de potencias asociado a la serie que se este editando en esos 
momentos. 

Al escoger esta opción el sistema calcula, si es necesario, los coeficientes de 
Fourier y a continuación presenta la pantalla de graficación donde el usuario definirá las 
características de la salida. 

• Polinomio trigonométrico 

Esta opción grafica el polinomio trigonométrico o serie de Fourier asociado ala 
serie que se esté editando en esos momentos. 

Al escoger esta opción el sistema calcula, si es necesario, los coeficientes de 
Fourier y a continuación presenta la pantalla de graficación donde el usuario definirá las 
características de la salida. 

Prueba de periodicidades 

Esta opción realiza una búsqueda de componentes periódicos en la serie que se 
esté editando. 
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Cuando el usuario escoge esta opción, el sistema presenta la siguiente figura 
donde se captura el coeficiente de confianza e inmediatamente se emite un reporte donde 
se muestra en primer lugar si se encontró o no un componente periódico y la información 
concerniente a este hecho. 
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Esta opción grafica el espectro estimado asociado a la serie que se edita en esos 
momentos. 

Al escoger esta opción el sistema calcula, si es necesario, las covarianzas y a 
continuación presenta la pantalla de graficación donde el usuario definirá las 
características de la salida. 

Ventanas 

Permite graficar las ventanas espectrales. 

Al elegir esta opción, es sistema despliega la siguiente pantalla donde el usuario 
puede decidir que ventana quiere revisar y el valor de M que utilizará. 

D. Estimación 

El menú de estimación cuenta con 4 opciones que se muestran en la siguiente 
figura. 

• Espectro estimado 
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Para este fin el sistema muestra la siguiente pantalla 

en la cual se introduce la ventana espectral que se va a utilizar, el valor de M que define 
el ancho de banda y el coeficiente de confianza. 

• Espectro Deterministico 

Al elegir esta opción del menú, el usuario es capaz de introducir un modelo 
SARIMA para que el sistema grafique el espectro teórico correspondiente. 

q1b1n  Mona Cruz 

Al aceptar graficar la ventana el sistema presenta la pantalla de opciones de 
graficación donde el usuario eligirá las características de la salida. 

• Espectro Suavizado 

Esta opción grafica el espectro suavizado mediante alguna ventana espectral 
correspondiente a la serie que se encuentre activa. 
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La pantalla en la que el usuario definirá este modelo se muestra en seguida 

%tipo 

En esta pantalla el usuario introduce en primer lugar los parametros que definen el 
modelo en términos generales; después el factor estacional si introdujo un valor diferente 
de O para los componentes Sar o Sma; el valor de la varianza del modelo; y por último los 

coeficientes del modelo. 

Al 
término de la captura, el sistema presenta la pantalla de graficación donde se 

introducen las características de la salida del espectro determinIstico, 

Sal» 
r""'....I.X.T101:14105,94»,W710/41111-11•100111141  ? 



Rub mana 

D. Misceláneos 

En esta sección del anexo se incluyen los menús de Ayuda y Ventanas que son 
parte complementaria del sistema. 

En primer lugar, el menú de ayuda contiene tres opciones, Contexto, Teclas y 
Acerca de. 

La opción Contexto presenta una pantalla que contiene una breve explicación de 
la acción que se esta llevando a cabo en esos momentos. 

La opción Teclas presenta una lista con todas las teclas que tienen asociada una 
función y que pueden utilizarse en el instante. 

La opción Acerca de presenta la siguiente pantalla con los datos del autor. 

Finalmente el menú de ventanas contiene 3 opciones Siguiente 
todo. 

La opción Siguiente pasa el control de edición a la serie que continúe en el orden 
en el que fueron creadas. 

La opción anterior pasa el control de edición a la serie previa en el orden en el que 
fueron creadas. 

La opción Cerrar todo termina con la edición de todas las series que se encuentran 
activas actualmente. Para cada una de las series que han sido modificadas, pregunta si 
se desea actualizar la información en el disco con estos cambios, 

MOS' 1001.411.10.01 'Wtlilt""1,,,W.:19:11•~111:11~11 werknelalladiaw wIr.U15941,4M~4111:4~in 
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Adicionalmente, el menú de ventanas mantiene al final una lista con los nombres 
de las series que se estan editando. Si el usuario escoge alguno de estos nombres, 
entonces el control de la edición pasará inmediatamente a la serie elegida. 



Rubén molino . 
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