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INTRODUCCION 

El presente trabajo está dedicado al estudio de la Teoría de Aproximación 
a través del cuál se pretende que el lector adquiera las nociones básicas para in-
troducirse en esta rama de las matemáticas, para ello sólo se necesita que este 
familiarizado con el material de un primer curso de análisis real. 

El trabajo se inicia con el estudio del Teorema de Aproximación de Weierstrass 
(TAW) (1885) del que se proporcionan varias demostraciones y se discuten algunas 
preguntas relacionadas con su contenido, como la existencia y caracterización de los 
aproxinutdores polinorniales uniformes (norma uniforme) para una función continua 
dada. 

De lo anterior se van desarrollando algunos de los temas centrales en la Teoría 
de Aproximación. 

El material se encuentra distribuido en 9 capítulos. En el primer capítulo se 
presenta el TAW, se hacen ver algunas diferencias entre dicho resultado y el Teorema 
de Taylor para funciones analíticas reales. Se proporcionan várias demostraciones 
de TAW entre otras la prueba original de Weieratrua (1885), y aquella debida a 
Bernstein (1912) y la de Lebesgue (1908). La demostración de Bernetein tiene gran 
interés teórico ya que introduce una clase de polinomios (polinomios de Bernstein) 
particularmente importante por el hecho que se conocen explícitamente a loe apeo-
ximadores polinomiales uniformes de una función continua f, además de tener la 
virtud de que si f ea de clase C►  los polinomios de Bemstein no sólo aproximan a 
f sino que también sus derivadas hacen lo propio con cada una de las p derivadas 

de f  (ver (1.20)). 

A pesar de esas cualidades, esta clase de polinomios tiene la desventaja de que 
el error uniforme de la aproximación a la función f converge muy lentamente a cero 
(Teorema de Voronosky (1932) (1.34)). 

La demostración del Teorema de IVeierstrasa por Lebesgue se introduce para 
probar la equivalencia entre dicho resultado y una seneralisación del TAW, a saber, 
el Teorema de Stone-Weietstrois (1948) (11.11) al cuál se le dedica unas páginas y 
del que obtenemos algunos corolarios de interés a lo largo del trabajo (V.gr. 0.15), 
así mismo el TAW nos permite obtener los Teoremas de extensión de Tietze (11.20) 
y un Teorema de interpolación de Waleh (11.22). 

En la tercera parte del trabajo nos enfocamos en resolver preguntas sobre exis-
tencia de mejores aproximadoree en general para un elemento de un espacio vectorial 
normado tomado de un subeapecio vectorial de dimensión bita. La primera pre-
gunta que se responde garantiza la existencia (111.4), a continuación examinamos su 
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unicidad. Para tenerla se introduce una condición suficiente sobre la norma (norma 
estrictamente convexa, 111.23), y que desafortunadamente no cumple la norma uni-
forme por lo que será necesario buscar una respuesta a través de la caracterización 
de los mejores aproximadores polinomiales (Teorema de Equioscilación de Cheby-
shev, 1859), con lo que se da una prueba de la existencia y unicidad de dichos 
aproximadores para una función continua f (111.34). 

Una vez resueltas estas cuestiones debe observarse que en la práctica el cálculo 
del mejor aproximador suele ser muy complicado y sólo en algunos casos (lidio 
cálculo puede darse explícitamente como lo es para la función f(x) = xn+i apro-
ximandola con polinomios de grado <ti con lo que se introducen los polinomios 
de Chebyshev de primera especie, los que son pieza fundamental en la Teoría de 
aproximación e Interpolación por lo que se les dedica un capítulo completo en el 
presente trabajo (capítulo 4). 

Se desarrollan los resultados obtenidos hasta el momento ahora para polinomios 
trigonométricos, los cuáles son introducidos en (IV.10) a partir de los cuáles se 
obtiene una demostración más del TAW (IV.13), se enuncia y demuestra el Teo-
rema Trigonométrico de Weierstrass (V.3), así cómo en el capítulo V, se desarrolla 
toda la discusión encaminada a la formulación y demostración de los resultados 
trigonométricos correspondientes de Walsh (V.8) y de Equioscilación (le Chebyshev 
(V.12). 

En la última parte del trabajo nos dedicamos a estudiar la rapidez con la cuál 
los aproximadores considerados en capítulos anteriores tienden a las funciones que 
aproximan y esto se hace en términos del módulo de continuidad, lo que nos permi-
tirá medir de alguna manera el orden correcto de la aproximación, se muestra un 
resultado relacionado con los polinomios de Bernstein (VI.5) con lo que se demues-
tra la lentitud de la aproximación. Con lo anterior nos dedicamos al estudio de los 
Teoremas polinomiales de Jackson los cuáles dan una respuesta sobre la conducta 
que tiene el error mínimo E,,(f) cuando n -4 oo, para ello demostramos el Teorema 
de Korovkin (VI.13) a partir del cuál se desprende el Teorema polinomial de Jackson 
(VI.16) y un grupo de corolarios que nos dan una respuesta sobre En(f) f ) cuando la 
función pertenece a una clase de funciones. 

Posteriormente se desarrolla la teoría análoga para polinomios trigonométricos 
haciendo uso de diversos núcleos de aumabilidad (Núcleo de Dirichlet (VILO), Núcleo 
de Fejer (VII.5)), los que dan pie a la introducción del núcleo de Jackson (VII.9) 
parte fundamental en la demostración del Teorema Trigonométrico de Jackson 
(VII.11), del que se desprenden también un grupo de corolarios que nos dan una 
respuesta sobre el error mínimo É„( f) con polinomios trigonométricos. 

El capítulo VIII estudia los resultados inversos a algunos corolarios del Teorema 
Trigonométrico de Jackson ((VIII.6) y (VI11.7)) para lo cuál se introducen dos 



desigualdades de interés en la Teoría de Aproximación , la desigualdad de Bernstein 
y Markoff UVIII.3) y (VIII,4)). 

En la sección 2 (lel capítulo VIII se introduce la clase de Zyjsinund que resuelve 
el problema de dar condiciones necesarias y suficientes para que E„ (f)< 
y en la última parte del capítulo se prueba que *, es el mejor orden de aproximación 
para f E Lipa) (VIII.2), 

Para concluir con la exposición del material en el último capítulo se hace un 
breve estudio de la Teoría de Aproximación con otras familias , entre los temas 
que destacan estan los Teoremas de Müntz, que dan condiciones necesarias y sufi-
cientes para que una función f E £2  se pueda aproximar en media cuadrática por 
combinaciones lineales finitas de funciones {01,xPa,...} con 	E R y pm # pa 
si m 	rt (IX.16), para ello se presentan una serie de interesantes resultados pre- 
vios que son necesarios para la demostración del Teorema de Müntz (V.gr (IX.7), 
(IX.8)), también se expone una versión del Teorema en norma uniforme donde se dan 
sólo condiciones suficientes y se concluye el capítulo con una breve introducción a la 
aproximación uniforme de una función continua pero ahora con funciones racionales. 
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CAPITULO I 

TEOREMA DE APROXIMACION DE WEIERSTRASS 

En este capítulo, nos vamos a enfocar al estudio de un teorema fundamental 
en la Teoría de Aproximación, el Teorema de Aproximación de Weierstrass (1885), 
(taremos varias demostraciones de este teorema, una de las cuáles, utiliza una clase 
de polinomios debida a Hernstein y a la que dedicaremos un examen cuidadoso, así 
como otra demostración del Teorema de Weierstrass debida a Lebesgue y la prueba 
original de Weierstrass. 

§1. El Teorema de Aproximación de Weierstraas 

El Teorema dice lo siguiente: 

(1.1) Teorema de Weierstrass (1885). Sea f E C ((a, 6)). Dada e > 0 existe un 
polinomio p = p(e) (de grado suficientemente grande) para el cuál Ilf — 	= 
= máx{if(x) p(x)1 : x E [a, 	< e. 

En otras palabras, el Teorema de Weierstrass asegura la posibilidad de apro-
ximar uniformemente funciones continuas mediante polinomios sobre intervalos ce-
rrados y acotados. 

Cabe hacer la siguiente aclaración: 

El Teorema de Taylor para funciones analíticas reales y el Teorema de Weientrass 
no deben ser confundidos. El Teorema de Taylor garantiza que para una función 

so 
analítica real en el intervalo (re — r,ze r) tenemos que 1(e) al E •§(3 — se )4  y 

converge uniformemente en le — zol < con r' E (0,r), de donde dada e > 0 existe 
N 

N = N(e) E N tal que para pN(r) = E ok(z —se)h tenemos que ff(s)— pN(s)I < e 
a-a 

para — rol < r', por lo anterior tenemos convergencia uniforme en ss — r' < z < 

< zo r'. Sin embargo existen funciones infinitamente diferenciablee para las 
cuáles no hay expansión en series de potencias, pero esto no afecta al Teorema 
de Weierstrass ya que nos garantiza que podemos aproximamos uniformemente a 
funciones que sean sólo continuas. 
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Así, dada una sucesión de números positivos {e.„ 	O. existen polinomios 
Pm„ , Viz E IN tales que [U — p„„, 11. b)  <e„.   Consecuentemente f = lim 

uniforme en [a, b]. 

De este modo tenemos que: 

Sk(x)= 	(x) + (1412(x) — pli,(x)) + 	+ (p„,(x) — p,,,...,(x))Vk E LN. 

converge uniformemente a f(x) Vx E [a, b], es decir, 

.f (x) = E 5,,,(x )  _,)„,(x )] + 1'„,(x) 
k=1 

donde la serie converge uniformemente a f (x). 

Para concluir, podemos decir que una función analítica real puede expanderse 
en una serie de potencias uniformemente convergente y una función continua, no 
analítica, puede expanderse en una ”serie de polinomio.," uniformemente conver-
gente. 

Reproduciremos la demostración original debida a Weierstrass. Por el momento 
supondremos que: 

(i) [a, 61 = [0,11 

(ii) f(0) = f(1) = O, 

Si definimos f (x) = O dx (0,11, entonces f es uniformemente continua en todo 11. 

A continuación daremos algunas definiciones, así como resultados previos a la 
demostración de (I.1). 

(1.2) Definición. Sean Q. loe polinomios de grado < 2n en (-1,11 definidos 
por Q„(x)= c„(1— e2)” Vn E N, r E (-1,11 donde c„ es elegida de tal manera que 

J

i 
I  Q,,(x)dx =1 Vn E IN y Q.(x) O. 

Ahora obtendremos información sobre el orden de magnitud de las constantes 
c,, de la definición anterior. 

(I.$) Lema. / (1— z 2 )"ds > ,V4a E IN de donde c„ < jriVri E N. 

Demostración. Como (1—z2)" es una función par y positiva en [0,11 entonces: 

(1 — x 2)"dx = 21 (1— x 2rdx 21*(1 — x2rdz. 
o 	 o 11 
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Por otro lado es inmediato de la desigualdad de Bernoulli ver que (1 — x2 )" > 

1 — nr2  Vn E IN, r E [0, 1). Por lo anterior se sigue: 

	

(1 	x2 )"dx > 2 1*(1 — nx 2 )dx VII E IN, x E [0,1) 
o 

pero 2 f0*(1 — nx2 )dx = 	> II  Vn E N, por lo que I (1 — x2)"dx > 
1 y 

- 

Por la definición (1.2) c„ O Vn E N entonces: 

1 
— 
1 	

_ Qn(x)dr = 	(1 — x'rds > 1 
en  I 	—1 

y así c„ < 	Vn. 
Q.E.D. 

Probaremos el siguiente: 

(1.4) Lema. Qn(z)--> O cuando n -› oo uniformemente en 6 < izi < 1. 

Demostración. Dada 6 > O por (1.3) tenemos que: Qn(z) = cn(1 - O)" 
entonces Qin(z) = —2ennz(1 x2 )"-1  < —2n1Fix(1 — x2)"-1  y observemos que 
Qin(z) 5. O si 6 < x < 1, mientras que ();,(x) > O si —1 < x < —6 pero en ambos 
casos 

Qn(z) 5 4(1 - 62)"  (1). 

si 6 < ¡si < 1 y como ‘fic" 	O con n oo si Ici < 1 tenemos que Q.(e) 	O 
con n oo uniformemente en 6 < < 1. 

Q.E.D. 

(1.5) Definición. Definimos: 

Ps(z)= J 1  f(z +t)Qs(t)di, z E (01 

De la definición anterior y dado que f(z) = O si z [O, 11, tenemos que pm(z) = 
-« 

= 	.f(z t)Qn(t)dt, si hacemos el cambio de variable w(t) = t z obtenemos: 
-g 

1-5 

	

pn(z)= 	f(s+ t)Qa(i)di = 	f(t)(1,.(t — z)dt Vn  E IN. 
o 
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Claramente la última integral es un polinomio en la indeterminada x. Por lo tanto 
{p„} es una sucesión de polinomios con coeficientes reales. 

A continuación daremos la demostración al Teorema de Weierstrass. 

(1.6) Teorema. Los polinomios p„ definidos en (1.5) convergen a f uniforme-
mente en r E [0,11. 

Demostración. Dada e > O, existe á(e) > O con 6 < 1 tal que Ir - yI < ef 
entonces If(y) - f(x)I < 2ya que f es uniformemente continua en IR. Por (1.2) y 

(1) de (1.4) tenemos: lp„(x)- f(r)l = I { f(I 	tWa(t) fGrglii(t))di < 

iI 	
I 

-a 
5 I If(x + t)Q.(t) - f(r)Q„(t)idt = 	If(r + t)Q„(e)- f(r)Q„(I)ldt + 

1 

f
a 

	

	 : 
5 1 f(x +t)Q„(1)- f(r)Q„(t)idt + f  If(x +t)Q„(t)- f(x)Q„(t)idt 

- • á 	 I 

Z 
5. 211f1110, 11 I 1

,4 
 Qn(t)(11 + 1- 16Q „(t)dt + 2lIfilio,lj 16 Q n(t)dt 5, 

I 
5 411,1" lb .il 07(1 — 6 2)n  (1 —45) + I I Q„(t)dt < Of 110,1)4(1  - 62)" + `

2  
L. <e 

-1  
si n es suficientemente grande. 

Q.E.D. 

(1.7) Observaciones, 

Recordemos que al principio de la sección se supuso que f(0) = f (1) = 0. Dada 
cualquier función f: [0,11 -› II continua podemos definir g: [0,11 	lit como 
g(x) = f(x) - f(0) - x(f(1) - 1(0)), de donde es claro que y E C([0,11) y 
g(0) = g(1) = 0. La interpretación geométrica cle lo anterior es simplemente 
"restarle" a la función f la recta e que pasa por los puntos (O. f (0)) y (1, f(1)), 
entonces por la prueba anterior existe una sucesión de polinomios (N) tal 
que lig - p.1110,11 -4  0 pero es claro que (p,, e) es también una sucesión de 
polinomios que satisface: 11f - p„ C11[0,11  = lig - p„1110,11  -1 O. Por lo tanto 
toda f E C([0, 11) puede aproximarse uniformemente por polinomios. 

(fi) Si f E C([a, bp, consideramos el cambio lineal de variable so: [0,11 -› [a, 61 dado 
por yo(t) = (1 - t)a tb entonces -1(t) = 	Consideramos a la función 
g = f ow E C([0,11) entonces por el Teorema de Weierstrass existe una sucesión 
de polinomios (p„) tal que ilg 	0, es decir, 111 o yo - p„1110,11 	0. 
Dado que so es lineal es fácil ver que p„ o 	es también un polinomio (del 
mismo grado que p„), así tenemos: 11f o ep o yo-1  - N o 9o-111[„,b) -› 0, por lo 
tanto 11f - p„ o ;,,o-1111„,bi -› 0. Por lo que podemos concluir que toda función 
continua f en [a, 61 se puede aproximar uniformemente por polinomios. 

(i) 
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(iii) Si f esta definida en un intervalo que no sea acotado ó cerrado, el Teorema (le 
Weierstrass puede fallar, veamos los siguientes ejemplos: 

(a) Sea f(x) 	definida en [O, oo), si f se aproxima uniformemente con poli- 
nomios en (lidio intervalo, entonces dada e = 1 existe p(x) = ao  al e 	a„x" 
(a„ # O) tal que 1c' 	< 1 Ve E [O, oo), si dividimos entre e", e > O entonces 

— 941 — 	— 	< .9F-„ lo cuál no es posible ya que el lado derecho de la de- 
sigualdad anterior tiende a cero conforme e tiende a co mientras que por otro lado 
1-we' tiende a +oo conforme x lo hace también. 

(b) Sea f(x) = ln(x), definida en (0,1), si f se aproxima con polinomios uniforme- 
mente en dicho intervalo, entonces dada e = 1 existe p(x) = ao  al e + 	+ a„e" 
(a„ 	O) tal que Iln(e) — p(x)1 < 1 Ve E (0,1) haciendo e —1 O+ la desigualdad no 
se cumple. 

(iv) Por último no podemos omitir la condición de que f sea continua en [a, 6) 
debidó al hecho de que f es el límite uniforme de una sucesión de funciones 
continuas y al teorema siguiente: 

(Le) Teorema. Sea (fo ) una sucesidn de funciones de un dominio D C IR" 
en IR"' tal que f a  --+ f uniformemente en D. Si f„ es continua en xo E D para toda 
rt E N entonces f es continua en xo. 

Demostración. Sea e > O por hipótesis existe N = N(e) E IN tal que 
< 3 Vn > N y como fN es continua en et)  existe 6t  (e, zo) > O tal que si 

le —col < 61  entonces 	f N(xo)I 5 f. De esta manera si [e 	< bt , e E D 
entonces If(e)— f(e0 )1 if(x)— fN(e)l+If N(z)— fN(z0)1+1,1N(e0 )— f(e0)1 

211f„ — filo + Ifmx) — fN(e0)I < e. Por lo que f es continua en Zo. 
Q.E.D. 



§2 Polinomios (le Bernstein 

Como se mencionó al principio del capítulo hay varias demostraciones del Teo-
rema de Weierstrass, la que veremos a continuación es una prueba debida a S. N. 
Bernstein (1912). Para comenzar daremos la siguiente: 

(I.9) Definición. Sea f: [0,1J 	IR acotada. Entonces el n-ésiino polinomio 
de Bernstein para f se define por: 

n 

	

B„(f)(x)=Ef (7; 	x
k 
 (1-x

r_ 
k  . 

- k=o 

Es claro que B„ E Pn . A partir (le la definición se pueden deducir algunas 
propiedades básicas de esta clase de polinomios, como: 

(i) Bn  es un operador lineal y acotado de A([0, 1J) en Pta. 

iiBn(Dii[u,fl 	ii.flit0,11. Si f(x) = x entonces Bn(f)(x) = x por  lo que 
= 1. 

(iii) B„(f)(0) = j(0); 13,,(j)(1)= f(1) (observación: Adoptamos la convención que 
= 1). 

(iv) Si rn < f(s) < M entonces na < B,,(f)< M. 
(y) Si f.  (x) < g(x) Vx E [0, 1[ entonces B„( f) < B„(g) 

(vi) Si f : , b] 	R es acotada entonces: 

Bn(f)(x) - 	 
1 

2
IL-n  . . 	a

+  
1 	k(b - a)\ n 	a

)
t(b xr-k.  

(b a), k,,0 	n 	) 	J` 

Vx E [a, 6), usando el cambio de variable y.9: (0,1) -+ (a, b) dado por 

yp(x) =(1 - x)a xb. 

De las propiedades (iii),(iv),(v) y (vi) puede concluirse que los polinomios de 
Bernstein se tratan de "parecer" a la función j, lo cuál se reafirmará más adelante 
al obtener algunos resultados teóricos de interés. Antes de probar el Teorema de 
Bernstein el cuál nos dará otra demostración del Teorema de Weierstrass, un lema 
previo nos premitirá calcular explícitamente algunos polinomios de Bernstein para 
algunas funciones f, así cómo para simplificar algunas expresiones, para lo cuál 
introducimos la siguiente: 

(1.10) Definición. Sea (yn)rf_., una sucesión de números reales. Las diferen-
cias sucesivas de valores adyacentes, Ayk, se definen por: Ayk = yk+1 - yk para 
toda kEDIU {O). Las diferencias superiores son definidas de manera similar, es 
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Yk) = (Yk+2 - Yk+1) -(Yk+1 - Yk)• En general: 
á"yk  y definimos A'yk  = yk. 

Yk) = caYk Y (X k 	= L.Sxk áyk  por lo 

(1.11) Lema. Tenemos que Anyk =E(-1)"-r Ti 	(*) r " r=0 
Demostración. El resultado es claro para n = 0,1, supongamos que (+) se 

cumple para n, entonces: 

An+1(tik)= LyAnyk)= á(E(-1)".".  (:) Yk+r) = 
r=0 

= E(-1)n-r  (u) 	= E(-1)n-r  (n) (lik+r+i - 	= r=0 r=0 

= E(.-1)"-r  (:) Yk+r+1 — 	 (r")yk+r r=0 r=0 
haciendo j = r 1 en la primera stuna tenemos: 

n+i 
E(-1)"-j+1  (i - 1) Yk+i E(-1)n-r  e!) Yk+r = r---0 i. 
= E [(_iyi+i-i fi . n ) + n 

1(.1  _ 1 	G )] Yk+1 + (nn)14+Ta+t - (-1)" (on) Y* 

pero (i  _u 1 ) 4.  (u) = (n +1 i  	i  ) por lo que: 

=  E(_1),34.1..i (n + 1) 
Y 

=i 	
i 	ls+j + ( n+11

„ + i  Yi+is+i +(-1r+1  (n  o+ 1) yk  

Q.C.D. 

• (I.12) Corolario. Si k = O tenemos álivo = 	erg lfr. 
ra0 

Lo anterior nos permite obtener a B„(f) usando diferencias sucesivas, 

decir, L-121/k = L5(£51/k) 	- 
LI n+I (Yk) 	,l( nYk)= Iln Yk-1-1 - 

Claramente: A(c.yk)= c(Yk+i 
que á es "lineal". 

n+1 
(n + 1) j.  

” 
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(1.13) Lema. Sea f: [0.1] 	In acotada, riuonces: 

B„(f)(x) = E h' f(0)( ni ).ri  
1=0 

donde las diferencias sucesivas se calculan en y, = f( t•i) con r E IN U (0). 

Demostración. 

k 	n 	I Bnen(X) = 	f (-,-,) (k) x
k 
o -- xi 

-k 

k=0 
n—k 

k n k = E 	(k) E el 	 = 
i=0 

n n-k = E E f  (7;) (7) (n 	= 

haciendo t = n— j entonces j= n— t tenemos: 

En En f  (7,k) (7) (,,It ) r,(  ,),_k (1) 
k=0 1=k 

observemos que en la expresión anterior el término general depende de los índices k 
y t, llamemos a cada término por ah(  y analicemos como se suman. Para visualizar 
con facilidad la suma coloquemos los términos como en una matriz de la siguiente 
manera: 

	

í

011 ate 
ami as' a02 	aoli 

	

en 	azn 

sólo escribimos los términos que se encuentran arriba de la diagonal y en está. 
Observemos que (1) lo que nos indica es que los términos aki  los sumamos renglón 
por renglón de izquierda a derecha, pues bien vamos a reordenar está suma de la 
siguiente manera: sumemos columna por columna pero de arriba para abajo, por 
lo que (1) coincide con: 

Eis  Éf (r-k ) (7) (nn i=a k=0 

anos 
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pero 1 nk 	nni kt  ) = rt 	
) entonces por (I.12) tenemos: 

t 

E(7;)1 	

4 

.,3 	f el) (` k )(-1Y-k  = 	Atf(0) (7) zt  

	

n  k=t) 	 t=0 

Q.E.D. 

(1.14) Ejemplos. 

(i) Si f E 	entonces Aff(0) = O para toda t > m aplicando el TVM-D. 

(ii) Si f(x) = 1, tenemos que: á°f(0) = 1 y á'f(0) = E( k)Hrk= 
k=0 

= 	+ (-1))1  = O Vt > O. De esté modo B„(f)(x) =1. 	. 
(iii) Si f(x) = x, tenemos que: á°f(0) = f(0) = O y 

L. 
ál f(0) = E f e-) ( k )(-1)" = 1, 

k=o " 

De (i) anf(0) = O it 2. Entonces Bn(f)(1)= ( 1x= x. 
= 

(iv) Si f(x) = x 2 , tenemos que: 0"f(0) = f(0) = 0, Al f(0) = -;ir y 02f(0) = -31„ 
entonces por (i) 11"f (0) = O V n 3. Por lo que Bn(f)(x) = 	+ (1- ?e-) 0. 

(y) Si f(x) = e" 	 k, tenemos que B.(f)(x) = 	( n ) e 11.0(1 - x)""k  = 
k=o 

Calcular explícitamente el polinomio de Bernstein para una función I puede resultar 
una tarea complicada aunque para lo que necesitamos basta con los polinomios de 
Bernstein para las funciones 1, x, 32 . Obsérvese que lo realizado en los ejemplos 
anteriores nos da un camino a seguir para calcular la polinomios de Bernstein para 
funciones f E P,,. Hay otra forma de calcular esteta polinomios la cuál damos a 
continuación: 

El lector cuidadoso se habrá dado cuenta que en algunos de los ejemplos ante-
riores se utilizó implicitamente el Teorema del Binomio, el cual volveremos a usar 

aquí; es claro que (1 + t)" = 	(k) ' th derivando de ambos lados y multipli. 
k=o 

emulo por t tenemos nt(1 + t)"-i = 	k l 'k) O', repitiendo lo anterior se obtiene 

=E( n  (et.r)k  (1 - x)"-k  = (xet + 1 - z)" 
s-e 
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nt(1 nt)(1 t)"-2  = E k2 	t k . Haciendo el cambio de variable t = 717. 
k=0 

con x 	1. z E IR, obtenemos que 1 t = 	entonces multiplicando las tres 
identidades obtenidas anteriormente p or (1 - ir)" obtenemos en el mismo orden las 
siguientes identidades: 

1 = É (")xk(1- x)n-k  

nir = E k ( n ) x k(1- x)n-k  

	

nx(1 -x 	= É k2  I n  1 sk  ( 1 -x)n-k  
k=o 

Por lo tanto a partir de estás también podemos obtener los resultados de (I.14) y 
esté método lo podemos repetir para cualquier f E Pn. 

(I.15) Teorema de Bernstein (1912). Sea f E ri([0,11) entonces se tiene 
que 13,,(f)(x) 	f(x)Vx E 10, 1) en donde f es continua. Si f E C(10, 1J) entonces 
liB„(f) 	-4 0án-4co. 

Demostración. 

Parte 1. Calcularemos la siguiente suma: s(x) = E( k - rix)2 n  zk(1 -x)n-k. 
k=o 

Desarrollando el binomio y por (1.14) tenemos que 3(x) = tax(1 - x), pero esta 
última función alcanza su valor máximo en x = I en todo el eje real, de donde se 
tiene que s(x) 21 V x E [0,11. 

Parte 2. Dada 6 > O y x E [0,11 acotaremos la siguiente suma: 

i(x) = E ( 	.1.(1 	donde la notación significa que la suma se 

extiende sobre todos los valores de k E (1, ..., n) para los cuáles I ft  - zi ?.. 6, de 
donde 1(1. - x)2  > 1. Por lo que: 

k 
(x) 	2_, (Ti 	k ) zk(1 - z)"--‘ 5 —1  a(z) 

4462 
— (por la 

n262   
-sl?1  

parte 1). 

Parte 3. Sabemos que 1 = E ( k)  xh(1 - x)n-k , de donde se sigue que f(3)= 
k=o 

k=0 

k=0 
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E f(x) (1) ?O. -xr k  . Como f es acotada existe M> O tal que ¡ f (x)I < M 

X E [0,11 de donde f(x) - f(y)I 5 2M d x, y E [0,11. Además, dada e > O y 
E [0,11 donde f es continua, existe 6'(e, x) > O tal que si y E [0, 1], ¡y - x[ < 6' se 

tiene que f(x) - f(y)I < 

Sea 6(e, x) = max{b1(e, x), pk,) con a E (0,1) dada, entonces: 

if(s)- B„(f)(s)1= É (As) - f G-a) eki ) 
k=0 

x k(1 — X)n  

Élf(s)- f (79 (1) sk(1- x)n-k 
k=0 

 

	

= 	E 	f (1)1(7)zh(1-z)n-h+ 

lik-zi<6(g,x) 

	

+ 	E 	Ifixj _ f  (1)1 (7) xk(i  _ z),._k 
*--06(4,$) 

	

< 	291+s < e si n es suficientemente grande, por lo tanto 8,,(f)(x) f(x) 
en los puntos de 10,11 donde f es continua. 

Para la segunda parte del teorema, si f E C([0, 11) entonces f es uniformemente 
continua en [0,11, es decir, existe 6(e) > O tal que Vx, y E [0,11, - yl < 6 entonces 
11(x) - f(y)I < I, así revisando el análisis anterior se observa que: 

1f (x) - 13.(f)(x)i < e independientemente de x E [0, 11 por lo que Dn(f)(x) --+ f(s) 
uniformemente en [0,11. 

Q.E.D. 

(1.18) Corolario. (Inorenia de Weierstram). Dada 1 E C([o, 14) entonces 
existe un polinomio  Pn = Me) para  la cuál 11/ — 	< e. 

Demostración. Sea h: [0,11 -1 [a, 61 dada por h(z) = a + (b - a),r y considere-
mos y=fohE C([0,11). Por el teorema (ulterior dadas > O existe q un poliaomio 
tal que lig - q I  < e, nes p = q o Is-1, observemos que p es un polinomio en x 
(del mismo grado que q) Y  lif plit.m  = lif - q  o h-111(.,h) = lif o h  - ellom  

	

= Ilg - 	< e 
Q.E.D. 

Para concluir con esta sección haremos le siguiente observación, el Teorema de 
Bernstein no sólo prueba la existencia de polinomios que aproximan uniformente a 
la función f  dada, sino que también las exhibe explícitamente. 



13 Aproximación simultánea de funciones y sus derivadas 

A diferencia de otras formas de aproximación los polinomios de Bernstein son 
aproximadores bastante "suaves", en el siguiente sentido: si f E C 1 ([0,11), tío 
sólo B„(f) 	f uniformemente en el intervalo, sino que también ./31(f) --> f' 
uniformemente, Así mismo un resultado para derivadas (le orden superior es válido. 
Para ver que la convergencia uniforme en general no garantiza la convergencia de 
las derivadas veamos el siguiente: 

(1.17) Ejemplo. Sea f,,(x) = 1N sen(nx) con x E 10,2/r], cuino I fo (x)I 5 In  se 
tiene que f„—, 0 uniformemente. en [0,2r1 pero f„1 (x) = cos nx y ni.). O pero f,', 
no converge uniformemente a f = O ya que si consideramos a x = O tenemos que 
j1(0) = 1 f(0) = O. 

Probaremos algunos resultados previos al teorema que garantiza la aproxi-
mación de las derivadas. 

(1.18) Teorema del Valor medio extendido. 

Sean f E C"((a,b1) y ro,x1,...,z„ (n + 1) puntos dados en [a,b1 tales que 
zo  = a y x;  = a + ih V i = 1,... n entonces á" f(x0 ) = h" f (")(1), para alguna 
e E (xo,xn). 

Demostración. Si n = 1, es claro que el teorema no es más que el TVM-D. 
Para el caso de n = 2 tenemos: 

A2,f(xo) = á (áf(zo)) = (f(zo h) — f(xo )) = a(f(x„+h))-4(fGro D= 

= f(xo + 2h)— Az° + h)—(f(xo+h)— fixon = J f'(xo+h +s)— nro +s)ds. 
o 

Por el TVM-1 existe o < el  < h tal que: 

is(xo + h + s) — f'(xo + s)ds = [r(xo + h + el) — f'(xo + 	h y ahora 

por el°TVM-D se tiene que 41h2f(4) = f"(1 2)h2  con xo <12 < x2. Repitiendo esté 
procedimiento un número finito de veces llegamos a que anf(x0 ) = h"f(")(e), para 
alguna e E (x0, 2n). 

Q.E.D. 

(1.19) Lema. SeapENU(0)yf:[a, b] 	t acotada, entonces: 

74  + p)! it4  BZ,f)(x)= ( 	APJ.(-1—n p  ) ( n ) 	— xr t  V n E II. 
nl 

	

	 t g=o 



Demostración. Por la fórmula de Leibnitz sabernos que: 

(00)( P )  = 	( P ) (U)(  )(7))( "-i)  aplicandola a: 
‘--1 	• 1=0  1 

k 
Bn+P(f)(x ) = 	f(717)) 

I 
n +17  P) .r k(1 - x)n+P-k  obtenemos: 

k=0 

-t-1 	.4-  P 	())( ig)(i)((i _ xya-f-p—isyn—J) 13;,1;! p(f)(x) = Z 	 k ) k=0 	
p

\ in 

 
por otro lado se tiene que: 

(xi)(i). k(k - 1) (k - j +1)xk-i = 	si k j j 0 	(1) 

[(1- x)"49-1(P-i)  = (-1)r [(x - 1)1(e)  donder=n+p-kys=p-jpor 
la identidad anterior tenemos: 

= (-1)P-ifin"4 511(1 z)n+j-k ron n +p-kkp-j (2). 

Sustituyendo (1) y (2) en (*) tenemos: 

BWir(i)(2) = 

ny--1 y--Np 
f 	

k 	(P \ 	(n p)!  
n+p 	jj (k -0(n j - k)!wk-1(1- zr+i-h(-1ri 

i=o 
donde O < k - j < n, haciendo t = k -j entonces k = t +j, por lo que O < t < n y 
tenemos: 

n P 	t+iiP}.12±ILY, Hy-j B%(f)(x)= EEf 
í\ 

k j)( -1)i

st(i z)s-t 
 1=0 j=o 

(n +P)1  zi(1- zr.  E f 
P  ( g-M ( 19 = 4••• 	- t)! 	 n +p 	I ..o 	 Pa° 

tt-L±plE Apf 	 n ze(i  
- 	t=0 	n p 

%C.D. 

Estamos listos para probar el primer teorema de está mecida. 

(1.30) Teorema. Sea f E C9([0, 1j) entonces Bli )(fX3) -4 P)(z) uniforme- 
mente en (0,11. 

Demostración. Por el lema (1.18) tenemos que Or f ($) = dfi(P)(er) 

para algún ¿1 E (73-.11,14/) V1 E (0, , n). Por enema (1.19) se tiene que: 

13 

(*) 
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iep(f)(x)= „11.„-fjp);,,  E f(")(/,) (ni) xt(i - ) -1 
t.o 

así pues: 

w(n+p)! ofer  B(II)  (f)(s). E f(p)(11) 	xi (1 - s)"-t  n+p 
1=0 

(le donde: 

19214PB(P) 	 (p) (1 n+p 	n+P 
x) = E f  

n) I 
1=0 

Pero como±9  _5 lt  < 	entonces 11, - 5 ;h. 

Dado que f E CP(10,11) y por la continuidad uniforme (le »1' ) . dada e > O 
existe no E IN tal que Vn > no  se tiene que If ( P)(6)- f(P)(-9 < 

Regresando a (1) la segunda suma es menor que e, luego tomando el límite 
+ p)P  

cuando n -› oo se tiene que lim 	= 1, mientras que la primera suma 
(n p), 

de (1)(por el Teorema de Bernstein (1.15)) converge uniformemente en [0,1] a f ( P). 

Por lo tanto BIP4),p(f)---, f(P) uniformemente en [0,1]. 
Q.E.D. 

Veremos una propiedad adicional de los polinomios de Bernstein. 

(1.21) Teorema. Sea f una función convexa en [0,1]. Si n > 2 entonces 
Bn-1(f)(z).2. Bu(f)(x), x E (0, 1). 

Si f E C([0,1J), f es lineal en cada intervalo de la forma 	,t] V j E 
(1,... ,n -1) si y sólo si Bi-t(i)(z) = Bn(f)(x). 

Demostración. Dado que x E (0,1), basta con demostrar que: 

(1  - z)'n (Bis-i(i)(x)-  Bis(1)(x))?.. 0  

si hacemos el cambio de variable t = TS; tenemos 1 + t =O; y a

i

sí: 

- 
(1- xr(B,,_1(f)(x)- Bn(f)(x))= (1+1) 1:01 	

k 	n 
k

1 
 

kIo f  en) nk) tk  = f  Cnk 1) n 1  ) ik+  

+1-` f 	

k )(n -
k

1) tki-1 

k

f  (1) rik)ik • 

=0 

+E { f(P)(1,) - f(P)W} ( lit ) x1(1-  z)n-i 	(1) 
/.0  

tk— 
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B(r)  f)(x) „ - — (n+p)P >f ( r )(11 )( n ) 41 — 
1=0 

así pues: 

( nInnlfp51P Di(111-1}-p(f )(X  ) =" É PP) (1t) 11 •r1 (1  — x)"-1  
g=o 

de donde: 

2194-.4; 1BWp(f)(s)= 	f(P) (In) ( ) 	— x)"-14- 
g=o 

+ 
t
E {f(P)(1,) - f( P )  (-)} ( lit ) 41 — x)" —s 	(1) 

11 =u 
Pero como 	11 < 1"-!--4 entonces Iet - tl < 7,247. 

Dado que f E CP(10,11) y por la continuidad uniforme de f ( P) , dada e > O 
existe no E IN tal que VI: > no  se tiene que If(P)(6) - f ( P)Wl < e . 

Regresando a (1) la segunda suma es menor que e, luego tornando el límite 
I. 	;In  + p)P  cuando n -o oo se tiene que lun - 1, mientras que la primera suma 

's-.G (n +P)! 
de (1)(por el Teorema de Bernstein (1.15)) converge uniformemente en (0,11 a f( P ). 
Por lo tanto B1P4),(f)-) f ( P) uniformemente en 10,11. 

Veremos una propiedad adicional de los polinomios de Bernstein. 

(1.21) Teorema. Sea f una función convexa en (O, 1]. Si n > 2 entonces 
Ap-t(f)(x) > Bn(n(s), z E (0,1). 

Si f E C([0,1)), f es lineal en cada intervalo de la forma [1,11 V j E 
(1, 	, n - 1) si y silo si 14...1(f)(x)= B,,(f)(x). 

Demostración. Dado que x E (0,1), basta con demostrar que: 

(1  - z)-a  (Bn-t(i)(z) -  Ba(i)(x))?. 0  

si hacemos el cambio de variable t = ti; tenemos 1 + t = 147  y así: 

( 1-  xrCan-t(i)(x)-  Bn(i)(x))=( 1 + 1)ni."  (n  _k  

j.(1)(nk ) ti 4. 10 f ( k 	n -k l) tk 4.  
L-0 kri-1/ \ 

k=0 	 k=0 

n-1 +E f  (n 	(n-k 1),„+, 	j (.1) (nk ) te, 
k=o 	 k ‘ni 

1) (n  ki)tk- 

Q.E.D. 
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para la segunda suma hacemos j = k +1 entonces j = 1,-. , n y dejamos a las tres 
sumas con los mismos índices de 1 a n - 1: 

n-1 f 	k 1) (n -k l ) t k .1_ _ 

 
n-1 

4. 
n  
z  , o - 	n -1 	 k n \ t  + k 

1=1
j 	— 	 1  j 	

zf 
(n ) (k ) t 

 
h=1 

+ f(0) f(1)t" - f(0)  - f (1)t" = 

= 	( nic ) [rt -n  k f  (n  k 1 ) 4.  1;57 f  (nk 	f  (1)] tk (*) 

k=1 

Observemos que -k; (71.4 ) + Eh) = 	< < 71-..1  y como f es convexa 
entonces la expresión dentro de los corchetes de (4) es no negativa por lo que se 
cumple la primera parte del teorema. 

Para probar la última afirmación del teorema, si f es lineal en cada intervalo 
[11-.1  n n 	tenemos que se cumple la igualdad dentro de los corchetes de (*) lo cual 
hace que Bn-i(f)(x)= Bn(1)(x). 
Inversamente, si /9„_ 1(f)(z) = B.(f)(z) se tiene D1-11; 1(7;1;)+ (tel)-f(f). O 
y como f E C([0, 11) y convexa implica que f es lineal en cada intervalo. 

Q.E.D. 

Probaremos algunos resultados más generales sobre loe polinomios de Berta-
stein. 

(1.22) Teorema. 

Sea p E Z fijo tal que O < p < n. 

(i) Si m < f ( P )( x) < M Yr E [0,11 entonces 

m 	"N-1)1N-ro1B1)(/)(2) MlixE [0,11 

00 Si  f ( P )  ( x) > O en 10,11 entonces BI,P)(f)(z) > O en (0,11. 
(iii) Si f es no decreciente en (0,1) entonces Ba(f)(s) es no decreciente. 
(iv) Si / es convexa en 10,11 entonces B.(1)(s) es convexa. 

Demostración. 

(i) Por (1.19) se tiene que: 

B21)(i)(z)= 
n—jo 

= n(n - 1)...(n -p + 1) E A,/ (1.) (n  t  P ) 	- 4'1-1  (*) 
i=o 

Por el Lema (1.18) tenemos que: ZiPf(f) = *f(P)(et) con f < f r < 	y la cuál 
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es clara para p = O tomando l r  = 

Entonces, sustituyendo en (*) se tiene: 
—p 

31') (f)(X) = "("-1).t .("—P") E f(p)(1, ) 	- X I ( — )11-1'1   

de (1) observemos que el factor de la suma es menor que 1. de donde: 
ra—p 

131P )(f)(x) 5 E f(p)(6) 	¿'(1  - x)n-" 
r=o 

pero ro < f ( P)(6) < M por hipótesis, de donde se sigue que: Dr f )(x) < M. 

De (1) obtenemos: 
ra—p 

"PB1)( f )(X) = E i(p)(1t) (n -t  P)41-x)11- p-t  

f=0 

y dado que m < f(')(11 ) < M y los factores que aparecen en la última suma son 
positivos tenemos que: 

in 5 	n..in-p+i)B(►)(f )x) 

(fi) Cómo f ( P)(x) > O haciendo m = O en el inciso anterior se sigue; 

n(n-1).n..P(n—p+1) B11(f)(X) > O de donde B1)(f)(r) > 0. 

(iii) Si f es no decreciente en (0, 11 entonces Af (1.) = f ( 1±1) - f (*) > O de (*) 
con p = 1 se obtiene que In( f)(x) .? O en [0,11 lo cuál implica que B„(f)(x) 
es no decreciente. 

(iv) Si f es una función convexa en (0,11 entonces : 

a2M-,) = 	f(9.) - (f( 	- Al)) O por (*) con p = 2 se tiene que 
8„"( f)(x)> O en cada subintervalo cerrado de (0,1) y como 14( f)(x) es continua 
se concluye que es convexa en 10,11. 

Q.E.D. 

ti) 



§4 Algunas otras propiedades de los polinomios de Bernstein 

Despóes de haber visto algunas propiedades de los polinomios de Bernstein, 
ahora nos dedicaremos a estudiar brevemente la rapidez con la cuál convergen a 
una función f acotada en ml punto 4, por lo que probaremos el siguiente: 

(1.23) Lema. Para toda x E [0,1j existe una constante positiva e independi-
ente de n E 111 tal que: 

( nk  r4(1.._ x)"-ik ‹..  3(  n c  
-= 	1-2a) 

111-ilkn-°  

V a E [0, i). 

Demostración. Consideremos las sumas: 

Sm(X) = E(k - riz)"' (*k(1 - i)n-4  (1) 
k=0 

Por lo hecho en los ejemplos de (I.14) tenemos que: So(x) = 1,Si(x) = O y 
S2(x) = rix(1- a). Diferenciando (1) con respecto a a. 

S„(x) = -nm É k  (k - nx)m-1  z4(1 - 

+ E ( k) (k - nx)"1+1 x4-1(1-   x)"-4-1

4=0  
= 	§-3411, de donde se tiene que: 

5„,.+.1(x)= 3(1- z)1.1.(x)4- mnS„,...1(a)) Va E (0,1) (2). 

Observemos de las expresiones anteriores para Ss(s), 	4(a) y (3)  que 
5.(z) es un polinomio en a y n. Así tenemos que Se(s) = na(1 a)(1 -24, por lo 
que $3(x) ea un polinomio de primer grado en n. De (S) eco na wg 3 y de io *Mario/ 
podemos observar que 54(8) es un polinomio de grado 2 ea n. Continuando de 
está manera para S&(s) y Se(z) se tiene que son polinomios de grado 2 y 3 ea n 
respectivamente. Por lo tanto existe c = de tal que 14(s)1 5 ata V s E pul 00. 

Por otro lado como p  - > n'5  se sigue que ns0-1)(k ns). > 1 por lo 
que: 

E 	( nk  zk(1 — 2)11-4  < SO(2) < ne(4-1)50(3)* 
14-81k»-° 
Por (3) se tiene que: 
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E 	( 	xku  _ xrk 11,(1c  2n)  Vi E [0, lb y a E [0,1). 

Q.E.D. 

Probaremos el siguiente resultado que da una respuesta a la pregunta hecha al 
principio de esta sección: 

(1.24) Teorema. (E. Voronosky) (1932) Sea f:(0,11 -› 111 acotada y 
,r0 E [0,1] tal que f"(xo) existe. Entonces 

1 
rimo  n [Bri(f)(4) -  f(4)1= 2-xo(1 - xo)f"(xo). 

n•—•o 

Demostración. Por el Teorema de Taylor sabemos que: 

f(x) = AM+ f i(10)(z zo) -h 1:121(z zo)2  e(z)(x x0)2  

con lim e(x) = 0 (1). Considerando x = t entonces z-ro 

f  (-) = ")4" fi(r°)C LO) + 111!1  e 4)2 4. e  (V-zo)2  n 	2 ya 	n n 

multiplicando la expresión anterior por ( k)xt,(1-xo)"-k y sumando desde k = O 

hasta k = n tenemos: 

B„(f)(x) = 1(4)50(4) + 41: Si(xo) 	" ,1-1191S2(x0) E(x) (2) 

donde S„,(z) con ni = 0,1,2 son las funciones definidas en la demostración del lema 
(1.23) y 

kn  
E(x)= E. (-n) (- -.0 2  , zoo _ .0 n 

Dada e > O, por (1), existe n = n(e) E E tal que si 1,r - x0(< -jr, con a E 10, 
entonces (e(x)( < e. Por lo que se tiene: 

tE(Z)1 5. 	E 	le (1n)1 
n 
 - x0)

2 
 ( k) x0(1  - x0)"-k+ 

° + it—s  n e  C)1 (Ln1 4)2  n k  )Ik(1 ° r-k 5  n 
olk — * 

)e—lb 

1 t 
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711-S2(s)+74!-:gys-T , por el lema (I.23) y donde Al = sup{le(x)1(x—x0 )2  I x E [0,11}. 
Pero S2(x0 ) = nxo(1 — £0 ), por lo que: 

e 	 M c  
IE(x)I - so(1 - so ) + n3(1-20) 

Despejando de (2) y multiplicando por n tenemos: 

In (B,t(f)(x0) - f(xo))  - If"(x0)x0(1 - x0)1 = InE(x)I 

ex0(1-xo)+ 071.1.) < 4+ net,,) , de donde 	tiende a cero conforme 
n --> oo, y como e es arbitraria entonces se sigue el resultado. 

Q.E.D. 

Vamos analizar también la rapidez con la cuál los polinomios de &moteja se 
aproximan a las funciones de cierta clase, para lo cuál necesitamos la siguiente: 

(1.25) Definición. Sea j: [a, b) -f R. Si existen M>Oya>0 constantes 
tales que 1/(x)- j(v)1 < Mix - 	Vz, y E [a, b) entonces decimos que / satisface la 
condición de Lipschits de orden a en [a, bi. La clase de tales funciones se denotará 
por LipM(a). Por comodidad cuando M = 1 simplemente se denotará por Lip(a). 

Ahora demostraremos el siguiente: 

(1.26) Teorema. Sea j: [0, 11 --1 R una función tal que j E Lipm(1) entonces 
liAs(1) -  f 110 ,11 IV ti E N. 

Demostración. Sea z0  E (0,11 fija y z E (0,11. Si I: — sel > 	entonces 

Ix - zol' > 	- rol como / E Lipm(1), entonces 1(x) - j(s.)1 	- gel= 

=*Mfrilz - rol < Afjr - 	*Mnis - solo  < 1(1 + nlx zei2). 

Si lz - so[ < * es claro que se cumple la desigualdad anterior. Por lo tanto se 

tiene que: 1/3„(f)(4)-f(zo )l 5 M 	(1 + n17; - re( 	nk ) 3:(1-  z ir -II  

M 	(1+ s  4191, por la parte 1 de (1.15) tasemos que 

IBe(f)(zo) - fizo)1 MI. 	
Q.E.D. 

Por el teorema anterior tenemos que el orden de magnitud con el cuál 8,,(j)(x) 
converge a 1(x) es O(*), donde O(*) = B„(1)(3)- ,f(x) significa que existe 
M > O tal que Vii1B,,(f)(x)- j(2)1 < M Vn > N(M). Para concluir coa está 
sección veremos un ejemplo en donde áquel es el mejor orden de magnitud, pum lo 
cuál probaremos el siguiente: 
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(1.27) Lema. Sea f (x) = lx - Z  en (0,1] entonces: 

ir, 	1n 
B2ri(f) (-2) = Dn+itf 	

) 	
221+1

(2 
 n  I ' 

Demostración. 

Claramente: ( 	= n n  -k) y keki) =(11-k-1-1) ( n-k+1).  

Por lo que: 

L L I 
28  k 11/9n\ 

B2.(f)(1)= 	E -  51k k )11=  k=0 

= 	(I — k \ (2n) 212.4. 2n  E  (.1  .r_ki  ... 1\ (2n \ 1 = 
ke0  k2 2/1) k 

k  

k=n+i \ 
	-1) 	k )22^ 

= 144T  [1E0  (21) ... E  (2141 

	

n 	2n 

/ 	k=n+I \ / 

+70141.  í E  k (2
k
t4\ + v• 	

k 
k(2nI 

= 
k= o k 

J 	Z-• k ) k=n+1 

/I 	 2n 

= 2 	
[ n 

k=0 ‘ / 

(217) _ E
2n  ( n2...n lel 

+ 
k=n+I \ 

-1-70,-4T [ 2.,k( 2n  k )+ E (2n-k+1)( 2n _
2n
k+1

)1 

1=0 	k=n+1 

n 	 2n 
E' 

Por otro lado considerando a: 
2n 

2n \ n-1  /2n\ k 2n 

+I 

2n  ; (2 

k 

	\ E
=n+1( 

2._k)=Ek ) E y 	(211- k + 1) ( 2n- k+1) = E J  
i=0 	=n 	 1=1  

Por lo tanto B2,,(f)(1)= 2  ,-Thr 2n n  ) ya que el último sumando de (1) es cero. 

Procediendo de manera análoga se demuestra que B2,1+1(/)(i) = plfT 
2n
n ). 

Q.E.D. 

(1.21)Elemplo. Sea f(x) = lz - 11, es claro que f E Lip1 (1), sea zo = 
entonces: 

41Bn(f)(1) - f  (1)1= 4Bn(f)(1) 
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el cuál es igual a 2 
 2at (2M ) sin = 2M ó a 2z 1  (2M ) si n = 2M-1-1 

(ver (1.27)). Por la fórmula de Stirling se tiene: 

	

firf (2M\ 	1  
22m4-1  m) > 207.4 

Donde {XM} es la sucesión (1 + 7b)2
}, como {XA,} es decreciente, se tiene que 

r2m  < (4)2  V M E IN, de lo anterior se sigue que: 

	

Iffri (2M \ 	8 
2241+1  k 11 j >  251,5 ° 

dado que <EW 241 ) 	2M ) obtenemos la misma cota inferior para 

ambos casos de sFiB„(j)(i). Por lo tanto el orden de magnitud de convergencia 
de B.(f) a nuestra f no es menor que *. 

Q.E.D. 



El Lema anterior nos garantiza que Izi puede aproximarse uniformemente por 
polinomios en (-1,1]. 

Antes de dar la prueba de Lebesgue, consideremos f E C([0,11) y N E N, 
definimos L: [0,11 —0 ft, cómo sigue: 

(i) L(4) = f(k) Vk E (0,... N} 
L(z) es el valor correspondiente del segmento de recta si z E (4, 41) (1). 

Ahora encontraremos una regla de correspondencia conveniente para nuestros pro 
pósitos. Primero consideremos a funciones del siguiente estilo: Sea c E (0,11 y 

(0,1) —$ IR definida como 0(z) = a +1{z —c+ (z —cl) con a E E. Con ayuda de 
N- 

estas funciones se demuestra que L(z) = E ch I x 
— —I, así mismo se obtiene que: 

N 4=0 

Ch=1(---) N N 	 N 
k +1 	k 	k —1 t., — t. 

§5 Una vez más el Teorema de Weierstrass 

En esta sección daremos otra prueba al Teorema de Weierstrass. debida a 
Lebesgue (1908). 

(1.29) Lema. Sca f:[-1,11 —+ IR dada por f(.r) =IxI entonces existe una 

sucesión (p„) de polinomios tal que 1ip„ — fiii_ 1.11 	O. 

Demostración. Definirnos la sucesión (p„) como sigue: po(s) = O y 

Pn+i(x) = Pa(x) + 2 (s2  —pl,(x)] . Vn E N 

Ahora veamos si lx1 < 1 entonces es fácil verificar (por inducción) que se cumplen: 

(i) O 	p„(x) 	lxi 

lii) Pn(x) < Pn+1(x) 

(iii) lzi —1,,,+1(z) < lxi (1 — 41)n. 

De (iii) tenemos que si x O entonces: 

11xl — Pn+I(x)1 = lxi — Pn-H(Z) 5 jzi (1— 	5. (1— 41)”, como lir' 5 1 entonces 

Q < 1- 1 < 1 y dado que c" —› O cuando n -, oo para coda IcI < 1, mientras que 
si r = O por (i) se tiene que pn(x) = Izi = O por lo que II f — p„11[ _ 1 , 11  —› oc. 

Q.E.D. 

y el coeficiente c del término independiente en L es: 

1  
c= 2 

—if(0)+ N f (NN 1 ) (N — 1)/(1)1 
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y calculando el coeficiente co  del término lineal en la misma suma se obtiene: 

e 	77:N [t. (71) 	 — 
— f (0) f 

N N1 ) 
f (1)J 

Daremos la demostración de Lebesgue al Teorema de Weierstrass (1908): 

Demostración. 

Sin pérdida de generalidad supondremos que f E C([0,11), entonces dada e > O 
existe 6(e) > O tal que Ix — yl 5 6, x, y E [0,1] se tiene que 1f(x) — f(y)I < f. Sea 
N E N tal que Á < 6 y consideremos a L: [0,11 	tal que cumpla con las 
condiciones de (1). Por lo que si x E [4, Al  para alguna k E 	N — 1} 
entonces: 

11(x) — L(x)i 5 1.f(x)— f(k)i +11(4) —  L(191+ IL(x) — L(17)1 
5 11(0) —1(4)1+ IL(11)— L(k)i < e. 

Por lo tanto L —o f uniformemente en (0,4 
N-1 

Por lo anterior a la demostración tenemos que : L(x) = E c„, 	, — 	+ c, por 
r=o 

el lema (1.29), Ir' se aproxima uniformemente con polinomios en (-1,11, entonces 
Ix — Al se aproxima uniformemente por polinomios en (0,11 para toda A E (0,11 
ya que si Ip(x) — IxiI < e en [-1,11 tenemos que ip(x — A) — ir — All < e en 
[0,11 por lo que cada término de L(x) se puede aproximar uniformemente por 
polinomios en (0,11 lo cuál junto con el hecho de que L —) f uniformemente en 
(0,11 implica que f puede aproximarse uniformemente por polinomios en (0,11. 

Q.E.D. 



CAPITULO II 

APLICACIONES DEL TEOREMA DE WEIERSTRASS 

En esté capítulo veremos algunas extenciones del Teorema de Veierstrass, como 
el Teorema de Stone-Weierstrass y algunas de sus aplicaciones. Así como los Teo-
remas de Extensión de Tietze y un teorema de interpolación de Walsh. 

§1 Teorema de Stone-Weierstrass 

Para facilitarnos el análisis introduciremos algunas definiciones. 

(11.1) Definición. Sea X un espacio vectorial sobre un campo K. Decimos 
que (X,.) es un álgebra, donde (•) es una función de X x X a X, si se cumplen las 
siguientes condiciones: 

(i) x • (y • z) = (x • y). z 

(ti) x•(y+z)=x•y+x•zy(x-i-y)•z=x•z+y•z 

(iii) a(t • y) = (ax) • y = x • (ay) 
Vx,y,zEXyaE1C. Ala función (•) se le llama multiplicación en X. 

(I1.2) Ejemplos. 

(i) Sea X = Fp, i(D) con las operaciones usuales. 

(ii) Sea X = .14,x n(R) con las operaciones usuales. 

(11.3) Definición. Una familia a c Fp,g(D) es una celo :á (o lattice) si 
para f,g E 5 entonces f V g,f A g E 9 donde (f V g)(z) = max{f(x),g(x)) y 
(f A g)(z) = inin(f(z),0(z)). Si además 9 es un espacio vectorial entonces diremos 
que 9 es una celeaís vectorial. 

(II.11) Observación. 

Es fácil verificar que I V (g V h} = (1 V g) V Pi, así como para A, por lo que 
tiene perfecto sentido hablar de fVgyhyfAgA h. 

A partir de (11.4) tenemos que si 9 es una celosía y 	E a entonces 
fiV—Vfn E nyfin•.. A fn  E 9 donde fi ... f,, = inax{ft  ,•• ha) Y 
fi A...A 	= aún{ f 1,... n}. 
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(11.5) Ejemplos. 

Dado que max{a, b} = lía b + la — bl} y min{a, = lía b — la — 61} 
Va,l) E IR tenemos que IFI„ i (D) es un celosía vectorial, así como Cp,i (D). 

Ahora probaremos el siguiente resultado: 

(11.6) Lema. Sean c Cp,i(K), P C 11.1>  compacto, tal que si fl,f2  E 9 
entonces fi V f2 E 9 y fi A f2 E S. Dada f E Cp,i (K) entonces f se aproxima 
uniformemente por elementos de n si y sólo si Vzi,z2 E K ye >O existe g(e) E n 
tal que if(x,)— g(zi)1 < e i = 1,2. 

Demostración. Si f se aproxima uniformemente por elementos de 9, dada 
e > O es claro que Vzi , x2 E K existe g(e) E 9 tal que If(x,)— g(zi)I < e i = 1,2. 

Inversamente, sean x E K ye > O fijas. Entonces por hipótesis para toda 
y E K existe gn  E 9 tal que 11(z) — ggr(x)i < e y 11(y) — g,r(y)1 < e de donde se 
tiene que gi,o(y) < f(y) + e (1). 

Por la continuidad de f y gn, existe Dr,(y) tal que (1) se cumple, considerando 
la cubierta abierta G=-- (Bri,(y)), del compacto K, existen ya ,— , y„ E K tales que 

K C U Bre , (y;), así cómo g.v, E 9 y gap, (z) < f(z) + e con z E B,,,,(yi) (2). 
la 

l

Sea g; = gsr, A... A hl, E 5 por hipótesis, por (3) tenemos que g;(z) < f (z)+ e, 
z E 	por construcción 11(x) — gi y,(x)1 < e para toda i E (1,...,n) entonces 
,1„(x) > f(z)— e, por la definición de g; tenemos que: g;(x) > f(x)—e (3). Por 
a continuidad de g; y f existe 11.,,(z) tal que g;(z) > j(z) — e, z E 13,„(x). 

Dacio que x E K fue arbitrario, consideramos a U 13,„(z) la cuál es una 
LEK 

cubierta abierta de K entonces existen zi, , x„, E K tales que K C 

donde g;,(z) > f(z)— e para toda s E Br.,(xi) por lo que está última desigualdad 
se cumple para alguna i E (1, , m}. 

Sea g = g;$  V...VG E 9 pa hipótesis, por lo anterior tenemos que g(r) > 1(1)—e, 
E K, por (3) gjx) < f(s) +es E K y para toda i = 1,...,m por lo que 

g(z) < 1(z)+ e. Por lo tanto If(r) — !(r), < e con s E K y así lif — 	< c. 
Q.E.D. 

(II.7) Observación. 

Notemos que al final de la demostración anterior la desigualdad estricta se 
preserva debido a que 11(z) — g(z)I < e con z E K y a la continuidad de f — g en 
el compacto. 
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(II.8) Teorema de Aproximación de M. Stone (1937) 

Sea K C IRP y 3 C Co(K) con las siguientes propiedades: 

(i) 'a es una celosía 

(ii) Si a,b E IR y .r, y E K, e# y entonces existe f E 3 tal que f(x) = a y f (y) = b 
( diremos que 5 distingue puntos en K). 

entonces dadas e >OyFECyj(K) existe h = h(e) E 	tal que 	< e. 

Demostración. Dadas x, y E K por (fi) existe gry  E 3 tal que g,y(x) = F(x), 
g"(y) = F(y), la cuál cumple que si e > O y VF E Cp,i(K), IF(x) — giy(x)I < e y 
IF(y) — ggy(y)i < e por (11.6) tenemos que liF — glIK < e para alguna y E 9, 

Q.E.D. 

(II.9) Corolario. Sea F: [a, 6] 	IR continua entonces dada e > O existe 
h: (a, bi —1 E continua y lineal por tramos tal que liF — 	< e. 

Demostración. Sea n = 1f: b] 	R l j'es continua y lineal por tramos). 
Es claro que 9 C C(ia,bj), así como si f E 3 entonces ifi E 3 , así mismo no es 
dificil ver que 9 es un espacio vectorial, a partir de eso es claro que f V g y f A 
pertenecen a 9 por lo que 5 es una celosía. 

Para ver que 5 distingue puntos, consideramos lo siguiente: 

dados e, y E [a, 6], z < y y A, B E E definimos la siguiente función: 

A si z E (a,x) 
h(z). IH(z — r) + A si z E [x, y] 

B 	si z E (y, 6]. 

Es claro que h E 9. Por lo tanto el resultado se sigue de (I1.8). 
Q.E.D. 

Para la demostración del Teorema de Stone-Weierstrass veremos el siguiente: 

(II.10) Lema. Sean D C IRP  y A C Cp,i(D) con las siguientes propiedades: 

(i) A es un álgebra de funciones 

(ü) Para toda x E D existe g E A tal que g:D C RP —+ IR y g(x) # O (diremos 
que A no se anula en D). 

(iii) Si e y y son dos puntos de D, existe una función f E A tal que j(x) # j(y) 
(diremos que A separa loa puntos de D) 

entonces A distingue puntos en D. 

Demostración. Por hipótesis dados e, y E D e # y existen gi,g2  E A tales 
que gi(r) y g2(y) son distintos de cero, así cómo f E A tal que f(x) # f(y) de 
donde gi (x)f(x) g1(x)f(y)  y g2(y)f(x) g2(y)f(y) por lo que consideramos las 
funciones: 
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/i, (z) =9t (z)f(z) — 9i(z)f(y) E A 

h2(z) = g2(z)f(z) — g2(z)f(x) E A 

de donde es claro que hi  (s) # O # h2(y) mientras que hi(y) = O = h2(x). Por lo 
que dados a, b E IR. considerando la función: 

	

hi(z) 	ha(z) 
H(z)= a-171.(7). b 	E  A  

tenemos que 11(z) = a y H(y) = b por lo que A distingue puntos en D. 
Q.E.D. 

Veremos la demostración del Teorema de Stone-Weierstraa, el cuál difiere del 
Teorema de Stone, en pedir condiciones algebraicas a conjunto de funciones A. 

(II.11) Teorema de Stone•Weierstrasa (19411). Sea K C IV compacto y 
A C Cp,i(K) con las siguientes propiedades: 
(i) A es un álgebra de funciones 
(ii) A no se mufa en K 
(iii) A separa loe puntos de K 
entonces dadas e > O y F E C,,1(K) existe h E A tal que liF — AIIK < e. 

Demostración. Sean e > O, F E C,,1(K) y 
9 = (f E Ci,,i(K) I existe (1/„) C A tal que H. —> f unif. en K) C Cp,t(K). 
Probaremos que si h E 9 entonces !hl E 9, para lo cuál procedemos de la 

siguiente manera: 

Dado que h E 9 entonces: 

(a) h E C,,1(K) 
(b) existe (h.) C A tal que 	—MIK —0 0. Por (a) y del belcho que K es compacto 

se tiene que 011K < oo. Considerando el intervalo (—II, MI donde M = Ilhilk 
y por el Teorema de Weierstrase existe pm p(e) E P tal que lp(y) — lyll < e 
para toda y E I—M,MJ. Como A es un álgebra, la función o = p(h) E A. Por 

	

definición de M se sigue que Ig(s)— 	< e Ya E K de donde ihi E 9. 

De lo anterior se sigue que f  V g,f A g E 9 Vf,p E e, por lo que 9 es una 
celosía. Por (11.10) A distingue puntos en K y por otro lado A C 9, por lo tanto 
5 también distingue los puntos de K. Aplicando a 9 el teorema (ILS), entonces 
existe h E 9 tal que ilh — MIK < I y por (b) existe E A tal que HA — hmllx < f 
y así se tiene que IIF — holiK < e. 

Q.Z.D. 
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A continuación daremos algunas observaciones a la demostración anterior. 

(11.12) Observaciones. 

Algunas versiones del teorema anterior sustituyen la condición de que A na se 
anula en K por el (le que la función e: K -4 IR, dada por e(x) = 1 para toda 
x E K, pertenece a A. 

(fi) Es claro que 	C Cp,i(K) en (11.11), pero por lo expuesto al final de la de- 
mostración del teorema se concluye que a = cp,, (K), o dicho de otra manera 

= Cp,r(K). 

(iii) Observemos que en la demostración de (11.11) utilizamos el Teorema (le Weier-
strass para aproximar unifórmemente al valor absoluto por polinomios para 
garantizar que si h E n` entonces Ihj E 9, vamos a probar que si f E A en- 
tonces fi E 9. Si 	= O entonces f = O y es claro que I fi E U', por lo 
que supondremos que 	# O entonces filf E (-1,11,V x E K, por otro 
lado sabemos que existe una sucesión (P.) de polinomios tal que P„ (t)-4 Iti 
uniformemente en [-1,11 (1.29), entonces F8({1) --) 	uniformemente en 

K pero 13,i ( 	) E A ya que A cumple con los dos primeros incisos de (11.11) 

por lo tanto ( 	) E 9, así jil E A. De donde es claro que si h E 9 entonces 
114 también. 

(iv) Del inciso anterior y la demostración de (II.11) se concluye que el Teorema de 
Stone-Weierstrass y el Teorema de Weierstrass son equivalentes. 

(y) Es fácil probar que 9 C 	(K) también es un álgebra de funciones. 

Los siguientes incisos son sobre la necesidad de, las hipótesis del Teorema ante-
rior: 

(vi) Si K no es compacto el teorema falla, por ejemplo K = [O, oo) y consideramos 
f(x) = es, así cómo A = P. (ver (1.7)). 

(vil) Si A no contiene ala función e(z) = 1, sean K = [0, 1), 	1 y A = zP = 

= (xp(x) 1 p E P}, es claro que A cumple con las condiciones (i) y (iii) del (11.11). 
pero F no es aproximable por elementos de A ya que: 

111 -P111o,r1 kit - p(0)1 =1 para toda p E A. 
(viii) Si A no separa puntos también falla el teorema (11.11), por ejemplo sean K = 

= [0, 11, 1(2) = z y A el conjunto de todas las funciones constantes, es claro 
que A cumple con (i) y (ii) pero no (iii) de (11.1 1), pero si a E Á, a 311 O entonces 

— allfom 	lal y si a = O entonces lif - alltn, ii ?. 	- al, de lo anterior se 
dedeuce que f no se aproxima por elementos de A. 

(ix) Si Á no es un álgebra tenemos cómo contraejemplo el siguiente: K = [O, lb 
f(x) = x2 y A = Pi  =polinomios de grado 1, entonces 11z2  - (az + b)11 > 1bl > O 
si b O y si = O 11x 2  - (az -1-6)11 = 1152  - axil > 11 - al > 0 si a# 1, si a = 1 
entonces 1152  - axil = 4. 

(i) 
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Veremos algunos corolarios del Teorema de Stone-Weierstrass: 

Para lo cdal daremos la siguiente: 

(II.13) Definición. Un polinomio P de RP a W es una función de RP a 111, 
de la forma P(y) = (pi(7),... , MY)) donde cada pi(7) E lit [xi ,..., sil para toda 
i E 	,q), 

(II.14) Corolario. (Teorema de Weierstrass en le) Sean K C RP 
compacto y f E Cm(K). Entonces dada e > O existe un polinomio P de RP a Itg 
tal que Ilf — PIIK < e. 

Demostración. Observemos que no podemos aplicar directamente (II.11) a 
la familia de polinomios de RP a IRY ya que no es un álgebra por no estar definida 
tina operación de multiplicación en W, por lo que procedemos cómo sigue: 

Dada f E C,,,(K) escribimos f = 	• • • f f ) donde cada fi  E Cp,i(K). Sea 
A = R[zi, , xp), es claro que A ea un álgebra de funciones'de Cp,i(K). Por otro 
lado e: k ---f R definida por e(x I, , zp) = 1 para todo 	, , xp) E RP  pertenece 
a .4, y si z # V,T,V E K entonces zi # yi para alguna i E (1, , p), consideremos 
Ps(zi • • • , 	= zi,pi E A y además pi(Y) Mg) entonces por (11.11): dada e > 0 
existe Qi = Qi(e) E A tal que Ilf;  — (MIK  < 

Sea P = (C),, . ,Q,,), Es claro que P es un polinomio de IV a 	y cómo 
If(x)I < 4max{if,(Y) I i E (1, , q}} entonces se tiene que Ilf PliK < e. 

Q.E.D. 

(11.15) Corolario. Sea f E C([0, al) entonces dada e > O existe un polinomio 
P,, en la variable t = coas tal que 11j — 	< e. 

Demostración. Sean f E C([0,iri) y e > O, definimos: 

A = (P,,(coe x) I pn  E P, n E IN) c C([0, si) 

ea fácil ver que A es un álgebra de funciones, e(s) = 1 = Meces) con Pe(s) = 1, 
por lo que e E Ay si z, y E (0,d, s # y sea Pi(coss) = cess,F5 E A y se 
claro que Pi(cosx) # Pi(cos y), entonces por (11.11) existe No)(cosx) E A tal que 
Ilf — P.(011(0,i1 < e. 

(11.16) Observación. 

El corolario anterior no es cierto si elegimos A = (P.(senx) 1 pa  E P,n E IN) 
ya que f(x) = x E C(10, /rJ) no se puede aproximar uniformemente con elementos 
en A pues Po(sen0) = P„(senx) = ao . Si ao  O entonces 11j — P,.(senx)110,,,i 

?.. If(0)—P„(sen0)1= bao! > 0 y en caso de que ao  = 0 entonces II/ —P„(senz)1110,„ik 
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If(r) — P„(sen7r)1 = 17r — 11 > 0. 

Ahora probaremos la versión compleja: 

(11.17) Teorema de Stone-Weierstrass Complejo. Sean K C IR" com- 
pacto, F E Cp(r(K) y A c Cp(r(K) tal que: 

(i) rl es un álgebra de funciones complejas. 

(ii) La función constante c:K C IRP —› e dada por e(x) = 1 para toda x E E, 
pertenece a A. 

(iii) Si x, y E K con x y entonces existe una función f E A tal que f(x) 5¿ Ay). 

(iv) Si f E A entonces f  E A (.=la  función conjugada compleja de f) 

entonces dada e > O existe f = f(e) E A tal que IIF — filK < E. 

Demostración. Si f E A entonces Re(f) = 	+7) E A y Im(f) = 

= 	— 7) E A. Sea A' = 	E A 1 f(K) C 111) C CI(K), A' 0 ya que 
Re(f), Im(f) E A' y además e(z) = 1,d z E K pertenece a 	y es claro que A' 
es un álgebra real, así cómo que separa los puntos de K entonces por (11.11) dada 
e > O existen 11 ,12  E A' tales que IIRe(F) — fIIIK < I y 11 1m(F) — 	< z. 
Dado que Itul < iRe(w)1+ lim(w)1 entonces se tiene que: f = f(e) = f i  + i f 2  y 
V— /HE 5 liRe(F) — 11 11 K  + lihn(F)— 12 11K <e. 

Q.E.D. 

(11.18) Observaciones. 

(i) Para el teorema (11.17) si la condición (iv) no se cumple entonces el teorema 
falla. Consideramos a K = {z E e11z1= 1) (círculo unitario), A es el álgebra 

N 
de las funciones f(z) = E cn z", con z = eio con 8 E [0,27x). Es claro que A 

n=o 
2n,  

separa puntos en A1 f=  1 E A. Pero si f E .Á entonces I 	(ei.)eied0 = O, 
o 2ff 

si consideramos i(z)=1" entonces: i(eul)enti = 27r y si ¡fuese el límite 
o 

uniforme de funciones en A se tendría que: 

I o 
2, 

 ¡(e") ei°d9 = h -.m IO 2w  (ei')ei'd9 -- O 
00 

con f n E A, lo cuál es imposible. 



§2 Teorema de Extensión de Tietze y Teorema de Walsh 

TEOREMA DE EXTENSION DE TIETZE 

Ahora resolveremos un problema clásico de análisis, el Teorema de Extensión 
de Tietze en 111.11  usando el Teorema de Stone-Weierstrass, para lo cuál probaremos 
antes el siguiente resultado más débil. 

(11.19) Lema. Sean K C IRP compacto, no vacío, y f E Cp,i(K) entonces f 
puede ser extendida a una función h que es continua en 1RP y hilar := lifliK. 

Demostración. Sea e E (0,1), por (11.11) existe p,,(x) un polinomio de IRP 
IR tal que lif 	< en,Vn E IN (1). 

Vi 

Sea qi = pi y q„ = p„ - 	> 2, entonces p,, = 	qi, y por (1), 
3=1 

Ilf E — 	< e" (2). 
J=1 

Por otro lado cómo f E C1,,1(K) entonces ilf¡IK < oo y se sigue de (1) que: 

114(x)1 < e + 11111K ve E K (3) 

mientras que para toda xEK y n>2 se tiene: 

141n(x)1 = 1Pn(s) --  p„-i(x)1 5. If(x) p„(x)1+ if(x) - 	(x)1 < 20-1  (4). 

Elegimos: 

hi = (-e — ii.fllx) ((e + 111110 A 91) 
y h. = (-2e"—i ) V (q„ A 2en-1  ) Vn ?. 2 

entonces si x E K tenemos por (2) h1(x) = gi(z), mientras que por (4) se tiene 
que: hn(x). q,,(x) para toda n > 2, además es fácil ver que hn es continua en RP 
Y Ih.(x)1 < 2e"-1  Vn .?„ 2 y x E RP. 

Por el criterio M de Weierstrass E h. converge uniformemente en AV. Sea 
00 

h = E h,„ la cuál es continua por (1.8) y si s E K entonces por (1) y (3) 
nao 

ffa 
h(z) hit 	h.(x) = lim 	q,i(x) =

1111 	
= f(z), además os tiene 

•.«10 
r§3.0 	 mal 

00 	 00 	 00 

ili(x)i 5 E ihn(z)i = ihi(x)1+ E ihn(x)I < E + 11111K + 2 E e»-i 
n=1 	 na3 	 saca 

de donde: 

Pi(x)I < IlflIK + e + 1317 Vz E 111r y así se sigue: 

que: 
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1111111tP < 	Por lo tanto h es la función buscada. 
Q.E.D. 

(II.20) Teorema de Extensión de Tietze. Sena E C IR" cerrado no vacío 
y f E Cp,i(E) entonces existe una función h continua en 1RP que es 1111a extensión 
de f Y 	= IIfIIE 

Demostración. 

Caso 1. Si E C IRP cerrado y acotado entonces E es compacto y el resultado 
se sigue de (11.19). 

Caso 2. Si E C IRP cerrado., no es acotado procedemos de la siguiente manera: 

Sea m E £ tal que E,,, = E n Uno) 0. Es claro que E (1 11,,,(0) es compacto y 
definimos f„,= , En on . Por (II.19) f , tiene una extensión continua b„, en IRP o„,  
tal que Ilhjap = 	En,, consideramos ahora a la función: 

9m(x) = {h„,(x) si .r E Tim(0) 
f(x) si x E E,,,+1  

por construcción g,„ es continua en D9,, = 7-  m(0) U (En 8,,,}1(0)), así cómo 
lignilln,„, = IIfIID, , aplicando de nuevo (II.19) g„, tiene una extensión continua 
hm.' en RP tal que lihm+I IIR. = ifgmilDs., definimos: 

{ h.4.1(x) si x E An.4.1 (0) 
9m+ i(x) = f(x) si x E E m+2 

continuando de este modo obtenemos una sucesión (gk ) de funciones continuas tales 
que: 

(1) D9  C Dh+, Vk > ni 

(2) Il9kll = Uno,. Vk > m. 

Sea h: 111P --> IR dada por g(x) = gk(x) donde x E Wk(0), observemos que g 
está bien definida por (1) y la definición de cada gk. Por otro lado g es continua 
en RP y glE = f de nuevo por la definición de cada gk, Vk > m y por último 

= 11111E Ya que iigkile 5 11111E Yk 	m. Por lo tanto h es la extensión 
continua de f que se busca. 

Q.E.D. 

(1.21) Corolario. Sean E C ELP cerrado y f E Cp,q(E), entonces existe una 
extensión continua h:111P MY de f tal que hilar < 

Demostración. 

Recordemos que f = (fi,..., f 5) donde cada fi:E C 	--> IR es continua 
para cada j E (1,...,0 entonces por (11.20) existe hi: 	R. extensión continua 
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de fi  para cada j E 	q} y biliff t p = lifillE. Sea h 	, hq ) entonces 
es claro que h E Cp, q(laP) y además /dE = f y Ilhilap 5 4IfillE 410E. 

Q.E.D. 

TEOREMA DF WALSH 

Para concluir con las aplicaciones del Teorema de Weierstrass resolveremos el 
siguiente problema: 

Sean f E C(1a,bi), x 1 , 	,x „ E [a, b], n puntos y e > 0. ¿Existirá un polinomio 
p(x) tal que u -pulo]  < e y p(xi) = f(xi) Vi = 1, , n?. Para contestar está 
pregunta probaremos el Teorema de Walsh, pero antes de enunciarlo definiremos 
importantes conceptos: 

Dados x0 ,...,x,, E k,11 n + 1 puntos distintos definimos: 

11(x — x;) 

eh(x)_ .„,4" 	 
11(zk 

observemos que 4 E T'n  y 4(xi)= 6ki (delta de Kronecker). 

Entonces dados los valores yo, 	y„ el polinomio definido por: 

P,,(!) 7--  E y4£4(x) E A, Y Pn(4) = yk para toda k = O, , n. A esta expresión 
k=0 

se le conoce como la Fórmula de interpolación de Lagrange. 

Otra forma alternativa muy útil a la siguiente: 

Sea w(x) = 11(x — zi) entonces w'(4) = fl(xk — xi) entonces: 
i=o 	 isOk 

t0(z)  
4(x) 

(x — Xii )Wi(4) 

así tenemos que: pa(z) = E Yk 	
tv(t) 	

observemos que p. E P. es el único 
km0 (a — asha'(4) 

polinomio en Po  tal que pn(zo) = yk para toda k = O, ,n ya que si q E P. es tal 
que yn(rk)= yk  = p„(4) entonces = — q• E Pe y se anula en al memos n +1 
puntos por lo que p„ = q,,, 

(11.22) Teorema de Walsh. Sean f E Cao,b1) y 	E [a, lij n + 1 
puntos distintos y yk = f(xk)Vk = O, , n dados entonces dada e > O existe un 
polinomio p = p(c) tal que lif -pili,m  < (1 + M)e con fin) = p(xk ) y M una 
constante que depende sólo de [(hl,' y 
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Demostración. 

Sea s > O por (Id) existe Q = Q(e) E P tal que IIf — 	e. 

Consideremos q(x) = E (f(xk)— Q(xk))(k(x), como q(xk) = 	— (2Grk) para 
k=o 

toda k E (O, 	, o} (1). 

Además tenemos que 	Ei fixo_ I xoll iekiii„,,,, 	< Ale 
k=o 

7 
donde X11= E iiekii(a, b] (2) y donde M sólo depende de [a, b) y :r:) , ... ,  xn• 

k=o 
Sea p(x) = Q(x) q(x) por (1) p(xk ) = f(xk) para toda A. E (0, 	, o), 

mientras que por (2) y la elección de Q tenemos: lif — pi 	.0f — 

+119111a,b1 < 	1)e.  Q.E.D. 

(11.23) Observación. Revisando la demostración de (11.22) se observa que 
ésta sigue siendo válida para toda función f:[a,14 •-+ IR que se pueda aproximar 
uniformemente por polinomios en [a,6]. 

Usando la densidad de Q en IR es fácil comprobar que toda función f E C(f a, b]) 
se puede aproximar uniformemente con polinomios con coeficientes racionales. Así 
tenemos el siguiente: 

(11.24) Corolario. Sea f E C([a, b]) entonces para toda e > O existe 

q = q(e) E Q[x] tal que IIf — glif a m < e. 

(11.25) Observación. 

En la conclusión del corolario anterior no se puede sustituir 11[x] por Z[x] como 
se muestra en el siguiente ejemplo: sea [a, b] = [0,1] y f(x) = r donde r 41 y 
qn E Z[x] entonces: 

lIr — bllom> Ir — q„(0)I = Ir — al > max(I[rj rl, Kr) + 1 — rl) > O para toda 
a E Z por lo tanto no toda función continua se puede aproximar uniformemente 
con polinomios con coeficientes enteros. 



CAPITULO III 

MEJOR APROXIMADOR POLINOMIAL 

En este capítulo nos dedicaremos a responder algunas preguntas sobre el mejor 
aproximador polinomial como son su: existencia, unicidad y caracterización. 

§1 Existencia 

Partiremos del hecho de que conocemos lo que significa que un conjunto X 
sea un espacio vectorial sobre un campo K. 

(III.1) Definición. Sea X un espacio vectorial sobre EL Entonces una norma 
en X es una función II • II, de X a ft, que satisface las siguientes propiedades: 

(i) lIxII .? O, bit = O si y sólo si x = O Vx E X. 

(fi) Mari' = lallIzIl Va E R (homógeneidad). 

(iii) Ilx 	 ¡Id Vx, y E X (desigualdad del triángulo). 

A la pareja (X, II • II) se le conoce como un espacio vectorial normado, (e.v.n). Si la 
función II Ii satisface que II011 = O, pero de Ilx¡I = O no se sigue que z = O, entonces 
¡I • II es una seminorma. 

Sean (X, II'  II) un e.v.n. y y E X fijo junto con 	, xN  n vectores linealmente 
independientes en X. Nos planteamos el siguiente problema: Dada y E X y W = 
(zi, • • • ,z,i) C X un subespacio de dimensión finita, ¿Existe w' E W tal que 
jiy — w•II 5 Ily wil Vw E W?. Para resolver esta pregunta empezaremos con 
la siguiente: 

(111.2) Definición. Sea (X, II) un e.v.n., W C X de dimensión finita y 

x E X, diremos quewsEWes toa mejor apresintasior a s: 

si ji.r — 	— ton Vw E W. 

A x — w' se le llama el error ó discrepancia. Observemos que un mejor aproximador 
resuelve el problema de minimizar la norma del error. 
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(111.3) Ejemplos. 

(i) Sean X = C([a,bi), 	= Il f  Illa 6j, w .< 1 >=subespacio vectorial de las 
constantes y s = x(I) E X. Entonces deseamos encontrar w' E IV tal que 
iix - w*litam sea mínima. Definimos M = max{x(t) I t E [o. lin y 

= min{s(t) 1 t E [a, bll, dado que x(t) E X existen t h  t2 E la, b[ tales que 
s(t i ) = J11 y x(t2 ) = nt. Sea c E IR tal que: 

(a) e > .11 entonces lix  - cliram = e - nt > M — 

(b) e < ni entonces IIx  - clica m = 	c > 

(e) e E (/)? .1f1 entonces lix - cilla 6 j = max{c- ni, 	- e) 

de todos los casos anteriores el. valor mínimo de ilx - cil[a m se alcanza cuando 
minimizamos a max{c - nt, M - e) y esto se da cuando c - tn = M - c (le donde 
e = 11-0, es decir w' = 1 '" y por el inciso (e) Ils - 	= 112-In • 

i 
(ii) Sean X = C(ia,b)), W =< 1 >, x = x(t) E X y 11x112  = (lo  x 2(t)dt)i 

f
o

i  
hacemos < x, x >= 	0(t)dt entonces hin =< x, x >, por lo que buscamos 

minimizar a: Hx - cill = e2  - 2e < x,1 > + < x,r >= (c- < x,1 >)2+ 

+ < x.x > - < x,1 >2, de donde el valor mínimo de lix - c111 es < x, x > -

- < x,1 >2  cuando c =< x,1 >, por lo que w* .< x,1 > y 11x - ti/hm = 

= 	x 2(t)dt — [j'al  Z(012  }. 

(iii) Sean X =11V, 114 = max(ix,1 1 i = 1,2,3), W =< e l  , e2  > donde: 
e l  = (1, 0, 0), e2  = (0,1,0),x = (so, yo, z0). Es fácil ver que el error mínimo es Izo ' 
y es alcanzado por w* = (wi,w2) E W si I wi x215 141 y 1w2  - yo l 5 izol. 

(iv) Sea X = P1, lixll = 1:(0)1 13(1)1. ¿Cuál es la mejor constante que aproxima 
a la función identidad? En nuestro ejemplo tenemos a W el mismo que el 
del inciso (i), entonces hay que resolver min(11x - w11 1 w E W) pero con 
11x - tull= lwl +11 - wl, por lo que: 

(a) si w > 1 entonces 11x - w11 = 2w -1 

(b) si w < 0 entonces 11x - 	= 1 - 2w 

(c) si w E [0,1) entonces 11x - ton =1 

De lo anterior se concluye que w* E [0,11 y 11x -11)4'11 = 1. 

Observemos por último en los ejemplos (iii) y (iv) el mejor aproximador no es 
único a diferencia de los otros ejemplos. Ahora probaremos el siguiente resultado 
fundamental que garantiza la existencia de mejores aproximadores. 
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(III.4) Teorema. SC1111 ( X , • ID un e.v.n. sobre mi campo K, W c X un 
subespacio vectorial de dimensión finita y x E X entonces existe w* E W tal que 
minll:r —wlI=llx— w'II.  
wEtv 

Demostración. Supongamos que W es dimensión n y sea 	C 

C W una base para W. Consideremos la siguiente función d: K" —› IR. definida 
11 

como (401 , ,a„) = ¡Ir — E aiwill entonces d es uniformemente continua ya que 
i=1 

Id(a i  , 	, a„ ) — d(bi  , 	, li„)1 5 II E(ai  —19i )wi ll 5 ME la;  — 141 con M = 
i=i 	 i=i 

= max 	II I  i = 1, , al, para el caso particular en que x = 0 entonces la función 
11 

«ah  ...,a„) = Ii E aiwill es continua (1). 

n 
Consideremos S = ( = (as , ... ,a,,) E K" 1 Elail2 = 1) es claro que S es 

i=i 
compacto en K" entonces por (1), hls alcanza su mínimo m en S, y dado que 
(wi ,...,1»,,) es linealmente independiente entonces m > O. 

va 	4 	 n , 
Por otro lado sea r = (E s12 	O entonces h(a,,..., a„) = rilE—.,11 ( 

i=i 	 .=, r 
a — pero El 	1, por lo que h(al ,... , a,,) > rm. De donde tenemos la siguiente 

i=1 

desigualdad d(al , ...,a„) > II E 	- 11.11  ?.. 	— IIzII (2). Recordando la 
i=i 

definición de r, se observa que d crece conforme r lo hace también. Lo anterior 
da la pauta para buscar el valor mínimo de d en una bola de Kn, por lo que 
consideremos p = inf(d(al ,...,a,,)), (ab— ,a„) E K", sea R = 	, si 

E1,12  > R2  entonces de (2) se tiene que: 
i=i 

(kat, ,an) > Rnt — ilril = 1 p > p, de lo cuál se sigue que 

inf(d(ai ,...,an) 1 (oi , 	, al) E K") = inf(d(ai, ...,o.) 	,a") E 74(0)). 
Pero como d es continua y IIR(0) es compacto entonces d alcanza su mínimo en 
NR(0) por lo que d alcanza su mínimo en K". 

Q.E.D. 

(III.5) Observaciones. 

(i) El requisito de que W sea un subespacio vectorial de dimensión finita es nece- 
sario, para lo cuál consideremos lo siguiente: sean X = C(10, 	W = P y 
f(x) = j, por la expansión en series de Taylor de f tenemos que: 
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f (x) = E xi d x E [O, —11, así dada e > O existe N(e) E IN tal que 
2 

if(x) — (1 + x + 	+ x N  )1 < 	< e si N es suficientemente grande para toda 
x E (O, 	Ahora si existiera to* E 11/ un mejor aproximador a f entonces ilf—ay* I I = 

= 	< e de donde se tiene que f = w' lo cuál no es posible. 

(ii) El teorema anterior permanece válido si II • II es sólo una seminorma. 

OHM Corolario. Sea X = C(En, 6]) con la norma uniforme y IV = P„ para 
alguna n E IN fija, entonces inin {IV — pilta ,b1} tiene solución para toda f E X. 

pEP,, 

.i. e 	P 
(111.7) Corolario. Sea X = C(Ea.b1) con la norma p, iifii, = ( mi) 	y 

a 
IV ='P, para alguna n E IN fija, entonces min {IIf — pilp ) tiene solución para toda 

pEP,, 
f E X. 

(111.8) Corolario. Sea X = PC([—ir, ir]) con la norma uniforme y W = Tri  

para alguna n E N fija, entonces existe T„(s) = E(ah  coskx + bksenkx) tal que 
k=0 

es mínimo para toda f E X. 

Para los siguientes corolarios necesitamos considerar la segunda observación de 
(111.5). 

(I11.9) Corolario. Sean xo ..... xk  k +1 números distintos con k > n entonces 
el problema min max(If(M— (as  + ...+a„xr)I tiene solución, con f una función. 

	

Aquí consideramos a X = 	 f(xk )) I fes función}, W = subespacio 
de X de dimensión (n + 1) consistente de todos los vectores p = (p(xo), • • • ,P(se)) 
donde p E Pn  y lin = max{lf(xi)1 I i = O, , k}. 

(1II.10) Corolario. Sean xo,...,4 k +1 números distintos con k > n en- 
1 

	

k 	 P 

tonces el problema min E ' Asó— (un  -F._ + a„zrIP p > 1 tiene solución. 
140”.„me i=o 

Aquí X y W son iguales a los de (111.9) y ilfli = {I f(xi)IP 1  
i=o 

(IIII.11) Corolario. Sean a, , yi números reales dados para 1 < i < p, 
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1<j <nyp> n entonces mjninax{Ilh — (anxi •1....  +airixs)1 I 1  < i < 	tiene 
si  

solución, 

Aquí el problema se puede ver como: 
TE  
min 	A1-11. donde -y= (yi,...,yp), 

R" 
= (x1 ,...,xn ) y A E Mpx,,(111.) y consideramos a X= IR', W= A(111.") C 110 y 

111'11 = 11x1103. 

(III.12) Definición. Scan (X di. II) un e. v.n., x E X y W C X subeapacio de 
dimensión finita n. Definimos E„(z) = Ilz — w•11 donde tv* es un mejor aproximador 
de x en W. 

(III.13) Observaciones. 

(i) A partir de (111.12) se tiene que (E„(z)).Eri es una sucesión no creciente de 
números reales no negativos, cuando los subespacios vectoriales forman una 
sucesión anidada creciente. 

(ii) Por (1.1) nlilEn(j) = O V/ E C((a, 

(iii) Dados x E X, w" E W (subespacio de dimensión finita), donde w" es un 
mejor aproximador de x — w de W, sabemos que E,,(z) = liz — ten coa w' 
es un mejor aproximador de x en W, entonces w' w" E W por lo que 
IIx — w*11 5 IIx — (w• w")II así se sigue que E.(z) 5. Eh(z — w). Por otro 

lado En(z) = — w*ii = Ilz — w — (w* — w)lik lis — w — w"ll = En(z — ok) 
por lo que Er,(z) = E,,(z — w) Vw E W. 

Hemos probado que si w* es un mejor aproximador a x de W entonces w' — w 
es un mejor aproximados. a x — w de W. 



§2 Unicidad 

En la sección anterior encontramos condiciones suficientes bajo las cuáles garan-
tizamos la existencia de un mejor aproximador, ahora examinaremos el problema 
de la unicidad. 

(111.14) Definición. Si (X, II. ID es un e.v.n., x E X y W C X (un subespacio 
de X), denotaremos por W' = (w* E W 1 tuses un mejor aproximador de .r en W). 

Por (111.4) sabemos que W' # 0 si W es de dimensión finita y si W es de 
dimensión infinita puede suceder que W" = O. 

(111.15) Definición. Sean (X, II • II) un e.v.n. y E C X. Decimos que E es 
convexo si tz + (1 - t)y E E Vt E (0,1) y z, y E E. 

(111.16) Teorema. Sean (X, II • II) un e.v.n, x E X y W C X un subespacio 
de X entonces W' es convexo y acotado. Además si W es cerrado entonces W' lo 
es también. 

Demostración. Si ir = it no hay nada que hacer. Si W' O, como O E W 
entonces 11/ - 	5 hl! para toda tv*  E W' de donde 	5 2114 V w*  E W' 
por lo que W* es acotado. 

Sean wl,w; E W' entonces I Ix  - wril = - ter l I = r. Para t E (0,1) tenemos: 

Ilx-(iwr+(1-t)wD11 = iit(x-w¡)+(1-0(x-wn 	 = r, 
pero twr + (1 - t)tor E W por lo que 	es convexo. 

Ahora supongamos que W es cerrado. Sea w E W entonces existe una sucesión 
(ter,) tal que w: -+ w cuando n -4 oo, to: E W• para toda n E IN pero tor, E W 
y como W es cerrado entonces w E W. Dada e > O existe N(e) E IN tal que 
11w - wk11 < c de donde tenemos que: 

r 	lix - wil < Ilx - wÑII + IIwÑ - wil < r e para toda e > 0, por lo tanto 
iix - wil = r y así tenemos que w E Ir. 

Q.E.D. 

(H1.17) Definición. Sea (X, II • II) un e.v.n. Decimos que X es estrictamente 
convexo si siempre que x # y, 114 < e, IIvII < r entonces lix 	< 2r. En tal 
caso, también decimos que fi • II es estrictamente convexa. 

(I11.18) Ejemplos. 

(i) Sea (X, <,>) un espacio vectorial con producto interior entonces el e.v.n. aso-
ciado (X, I I '1) es estrictamente convexo ya que por la desigualdad del triángulo 
six 	y y 114 r y Ilyil r tenemos que lix yll 5 !MI + 111/11 2r de donde 
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< 2r, ya que si se cumple que ilx+yil = 2r entonces 
pero como la norma proviene de un producto interior necesariamente x = y, lo 
cuál es una contradicción, 

(ii) La norma uniforme en X = C([-1,11) no es estrictamente convexa para lo cuál 
consideramos a f(x) = 1— x2, g(x) = 1— x4, de donde Ilfll = ligli = 1 y 
ilf 	gil = 2 pero f g. 

(iii) Si X = ilt2  con 11(x, y)II = 	no es estrictamente convexo ya que 

II(1,0) 	(1,1)11,i, =11(1,0)11,,,, 

(iv) Los espacios lineales normados BP y £Paa, 61), p E (1, oo) son estrictamente 
convexos con la norma II ial„ donde: 

= {x,,:t §1 —di 1, I E izniP < +CX') 
n.I 

e 
9((a,6j) = {f:[a, 61 -4 R 1 / f(t)1Pdt < +oo) 

00 

y lix111, = (E lz„IP
) p 

 óII(1)1Pdt) respectivamente. 
is=1 	 a 

Para probar que H Hp es estrictamente convexa, veremos la siguiente versión de 
la desigualdad de Hólder: 

(111.19) Lema. Sean a, 6 > 0 y t E [0,11 entonces ae61-1  < ta + (1— t)b. La 
igualdad se cumple si = 0,t =1 ci a = b. 

Demostración. Consideremos la función f(x) = —111(x) entonces f"(x) > O 
en (0, oo) por lo que f es convexa en dicho intervalo. 

De donde f(ta +(I— 06) 5 tf(a)4- (1 —t)f(6)Vt E [O, iba, 6 > O y con igualdad 
cuando t = O, t = 1 ó a = b, por lo tanto —1n (ta + (1— 1)6) 5 —da (a) —(1 — t)In (6), 
aplicando la exponencial tenemos la desigualdad buscada. 

Ahora veremos el siguiente: 

(1II.90) Teorema. Sean /1,12 E L con p E (1,00), fi I  h ¡alee que 
11h11,=111211,= r entonces Hifi + (1 — t)1211, < r, 1 E (0,1). 

Demostración. Por la desigualdad del triángulo sabemos que: 

Hth 	(1 — t) j2 Hp  < r. Supongamos que Htfi  + (1 — 	= r entonces tenemos 
que: 

Ith +(1—t)f2 I P  = Ith +(1— t)f 2lIt + (1 — t)f2 1P-1  5. tif i llth +(1-1)12r1+ 
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+(1 — «Mit + (1 — t)f 2 1P-1  y la igualdad es posible cuando ft  f2 > O en [a, hl 

(1). Haciendo n = ¡f i  IP , 6 = It f i  + (1— ¡)  fO' y t = Ip• por el lema (1I1.10) se sigue: 

ifi 	(1— Of2ri  S 11.11- + (1— —1 )lift + (1— t)f2lr (2) 

y la igualdad se da si Ifi  1 = 1th + (1 — Oh'. Análogamente: 

IhIlth+ — 	1 P-1  5 2.2'» +(1— 	+ — t).f21P  (3) 

y la igualdad se de si if21 = ltfi + 	— t) f2 1. Por lo que de (1), (2) y (3) se tiene 
que: 

I 
r.P = 
	
ltfi + (1— t)hiPdt 5 t . —1 

I) 
 ¡fi  IPdt + 

(1 — t)  e 
ihiPdt+ / 	 P a 	P 	a 

I 
+(1- 1) 1 Itui + (1 — t)f2 IP = rP, por lo que las igualdades se dan en (1), (2) y 

(3), así se atiene que ¡hl = 1f21 y ji fi > O entonces fi = h lo cuál no es posible. 
Q.E.D. 

(111.21) Observación. El teorema anterior falla si p = 1. Para lo cuál consi-
deramos por ejemplo a fi(x) = 1.r2  y f 2(x) = 1(1— x2). 

A continuación daremos algunas definiciones alternativas al concepto de norma 
estrictamente convexa que junto con el teorema (111.20) prueban que £P y .CP son 
espacios estrictamente convexos (1 < p < oo). 

(111.22) Lema. Sea (X,11.11) un e.v.n. entonces las siguientes condiciones son 
equivalentes: 

(i) (X,Il II) es estrictamente convexo 

(ü) Si 114 = Ily11= r, x y entonces: ljtx + (1 — t)yil < r para toda t E (0,1) 

(iii) Si 11z11 = 11141= 1, x y entonces: Iltx + (1 — t)yil < 1 para toda t E (0,1). 

Demostración. 
(i)(ii) Sean 11x11 = r = 11y11,x # y, y t E (O, 1] entonces 

Ilix + 	— t)/111 	tiix 	l/11+ I1— 2t111Y11  por hipótesis tenemos 11tx + (1 — t)Y11 < 
< 2tr + (1 — 2t)r = r. 

Si t E 11,1) entonces 11tx + (1— t)y11 5 (1— t)lix  yll +12t — 1111x11 y por hipótesis 
tenemos 11tx + (1— t)yll < 2r(1— t) (2t —1)r = r. 

(ii)(iii) es claro, haciendo r = 1 
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(iii)(i) Sean x, y E X, x 	y tal que 114 < r y Hyll 	r. Si Ilxli < r ólly11 < r, 
de la desigualdad del triángulo se sigue que ilx + yfl < 2r. Por lo que supondremos 
que 114 = r = IIUII ,  como x y entonces r O y consideremos x = 	= 
Por hipótesis sabemos que Ilt2+ (1 — Oía < 1 para toda t E (0,1), en particular si 

= 2 tenemos IIx  + uII < 2r. 
Q.E.D. 

(111.23) Teorema. Sean (X,11.11) un e. V.11. con norma estrictamente convexa, 
x E X y W C X un subespacio de dimensión finita, entonces existe un thiicow* E W 
tal que 11x — w'11 es mínima. 

Demostración. Supongamos que existen tq, w; E Ws, tu; # tvj entonces 
E„(s) =11x — 411 = 11x — tv;11 y además x — u); # x — 14 por hipótesis 

IIx —  tul -1-z—tv;i1 < 2E.(x) de donde Ilx i(wr+w191 < EN(z) pero i(tv;+ti4) E 

E ir por (11I.18), lo cual no es posible. 
Q.E.D. 

(111.24) Corolario. Sea X = CP([a,b1), con la norma p E (1,0o) y W = Pn 
para alguna n E P fija, entonces el mejor aproximador w' E W es típico para toda 
f E X. 



§3 Caracterización 

En está sección buscaremos una caracterización del mejor aproximador 
p„ E P„ para una función f E C([a, 6)). 

(111.25) Definición. Sean f E C(ta,lij) y p,'; E P„ un mejor aproximador de 
f entonces definimos en (s)= f(x)— pr,(x) (La función error). 

Por la definición anterior i(III.12) tenemos que E,,(f) =11e.„111„,bi. 

Dada f E C([a, b]) de (I11.3) (i), se tiene que la constante c* = 1-42  donde 
Al = max{f(x) x E [a, bll y ni = inin{f(x) : x E [a, MI hace que Eo(f) = 

= 11f — 	= 11=n . Por la continuidad de f existen al menos dos puntos 
distintos x1i x2  E (a,14 en los que leo(x1)1 = leo(t2)1 = &(f) Y es(x1) = —eo(x2), 
está propiedad la cumplen en general los mejores aproximadores como lo muestra 
el siguiente: 

(111.26) Lema. Dada f E C((a,l))) y pr, E Pn un mejor aproximador a f 
entonces existen xi, x2 E [a, 61 puntas distintos tales que: 

(i) En(f)= len(zi)1, i = 1,2 

(ii) en(x1) = --co(x2). 
Demostración. Por definición e,, E C((a, 6)) y Ien(x)I < En(f) para toda 

x E (u,/ por lo que existe xi  E [a, tal que le„(x1)1 = En(f). Sin pérdida de 
generalidad supongamos que e„(x l ) = E„(f) por lo que nos resta ver que existe 
x2  E (a, 6] tal que e„(x2)= —En( f), si en(x)> —En(f) en [a, 61 entonces 

m= inin{e„(x) 1 x E (a,b]} > —E„(f). Sea c E (O, -114±11 y consideremos a 
qn  = 14, c Pn  entonces f(x)—q(s)= en(x)— pero —(En(f) c) 5 m c 
5 En( f) — c de donde ilf - 	En(f)— e < En(f) lo cuál no es posible. Por 
lo tanto existe x2 E [a, bj, xi # x2 tal que cumple con las condiciones del lema. 

Q.E.D. 

(111.27) Discusión. Ahora caracterizaremos a pi(x) = 	x E P1  un mejor 
aproximador lineal a f E C([a, b]). Por (111.26) existen xi , x2  E [a, b) distintos tales 
que cumplen con las condiciones del lema anterior. Supongamos que zi y z2  son los 
únicos puntos en [a, b] tales que lel  (zi)j = Ei(l),i = 1, 2. Para fijar ideas digamos 
que e1 (x1 ) = E1 (f) y e1 (x2) = —E1(f) con zi  < 22. Por continuidad encontramos 
dos intervalos cerrados 11 ,12  tales que zi E fi, 22  E /2 donde el  (z) > ftt V x Eh 
y el  (z) < —§11. V z E /2, es claro que /1  n/2  = 0 y el  (x) = f(x)-1(x) tiene signos 
opuestos en esos intervalos. Sea zo E [x1, £2] pero exterior a los intervalos cerrados 

.12 , consideramos una recta ti  que pasa por xo  y tal que tiene el mismo signo 



Mejor aproximador polinomio! 	 45 

que (1 (x) en A e 12 . Sea J = [a, 6j \ 1.1  \ 12  (cerradura de [a, \ h \ h), escribimos 
Él ( f) = Ilf —1411j. Dado que x t ,x2  ¢ J entonces Él( f) < E1(f). 

Por último elegimos e E (O, 51411-1) (1) y consideramos al' = 	cet E Pi. 
Si x E /1 , entonces por (1): 

O < cei(x) < e,(,),TWIT < 	1< º < el  (x). 

así tenemos: 

le i (x) — di  (x)I = e (x) — ce!  (x) < E1  — min(cei  (x)) < El , análogamente 
=Eh 

le l  (x) — di (x)I < Ei  en 12. Ahora si x E J, entonces por (1): 

Ilf - - dth Ét +cllei < + 	< Él + 	< Ea. 

Por lo tanto lif — p; — eta,' < Et , lo cuál no es posible, por lo que existe 
x3  E ja, bj distinto de zi  y z2  tal que lei(x3)1 = E1(f) y además el razonamiento 
anterior implica que ei(x3) = —e1(x2) = ei(zi ), es decir, existen al menos tres 
puntos distintos en [a,11 para los cuales el error El  se alcanza alternando de signo. 

Lo anterior motiva la siguiente: 

(111.28) Definición. Un conjunto (4,...,4} de k +1 puntos distintos tales 
que a 5 zo  < zi < 	< zk < 6 se llama un k-conjunto alternaste para una función 
e E C([4,61) si: 
(i) le(ri)I .11e111,,,1 para toda i = 0,...,k 

(ii) e(zi) = —e(zi+j) para toda i = 0,... ,k. 

(111.29) Observación. 

Si e E C((a,61) tiene un n-conjunto alternante (n > 2) entonces tiene un 
in-conjunto alternante para toda m E (2,3, ... ,n), por lo que si e ao tiene un 
n-conjunto alternante entonces no tiene un m-conjunto alternante si m > n. 

(111.30) Teorema de Equioscilación de Chebysliev (1859). 

Sea f E C([0,61) entonces p,, E P,, es un mejor aproximador uniforme (de grado 
n) para f si y sólo si existe un m-coi‘junto alternante con m n +1 puntos para 
era(i). 

Demostración. Sea pl E P,, un mejor aproximador uniforme para j, como 
e„ E C (fa, bj), entonces e„ es uniformemente continua de donde dada e' = ja existe 
6(e') > O tal que len(z) — en(y)i < e', si iz — vi < S. 

Ahora dividimos al intervalo [a, 6j en subintervalos cerrados de longitud menor 
ó igual que á, llamamos a los intervalos en loe cuales le.(z)l alcanza su máximo 
valor como 	Dado que en(x) puede variar a lo más it en cualquiera de 
esos intervalos, se tiene que en(z) > e' ó en(z) < — e' (1). Sea ui , 	±1) el 
signo de en(z) sobre esos intervalos. Lo que deseamos demostrar es que esta lista 
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tiene al menos n + 1 cambios de signo. lo cuál barcinos por reducción al absurdo. 
es  decir: Si existen menos de n + 1 cambios de signo encontraremos un polinomio 
cuyo error E:, es menor que el de p*. 

Por el lema (111.26) sabemos que al menos debe de haber cambios (le signo a 
través de los intervalos /1 , 	I„„ por lo cuál procedemos a clasificarlos por grupos 
consecutivos donde los signos sean el mismo, para fijar ideas supondremos que el 
primer grupo tiene signo positivo: 

Primer grupo 	P, 	Pi signo 
Segundo grupo /ir , 	, P 2  signo 
Tercer grupo P'+1 	Pa signo 
K-ésimo grupo P*-1 +1 , 	signo 

donde 1(1)  = h, 	= 1„,. El ordenamiento nos muestra (k —1) cambios de signo, 
supongamos que k —1 < n+1, es decir, k < n+2. Consideremos Pji) e /ii, +1 ). estos 
intervalos cerrados no pueden ser adyacentes por (1). entonces existe xi E [a,191 tal 

k-1 
que 1(ir )  < 	< 1(ii+1) para toda i = 1,... k — 1. Definimos p(x) = 11(x; — x), 

dado que k < n + 2 entonces p E En  y es claro que p(r) sólo se anula en xi, como 
cada x i  esta entre los intervalos /h ... ,I„, entonces p(x) debe tener signo constante 
en cada intervalo ya que sobre el primer grupo cada factor de p(x) es positivo, en el 
segundo grupo todos salvo el primer factor son negativos por lo que p(x) es negativo 
y así sucesivamente p(x) coincide en signo con e(x) sobre los intervalos /1, 	, I„,. 

Sean J = [a,b1\ 11  \ \ .1„, y E„' = 	Cómo el máximo de en  sólo se 
alcanza en /1, 	, 	entonces E:, < E., sea c E II tal que O < e < 	 (2) y 211Plitbi 	' 
consideremos p„ = pri +ep. Si x E J entonces por (2) Ile„ —911,/ 	 < 

< El, + 	< 191- < e.(x). Si x E li para alguna j = 1, , rn. y p(x) > 0 
entonces por (1) y (2) se tiene que: 

< cp(r) < 2EG—ii,op(x) <•-Et < en(z) por lo tanto tenemos que len(z) — ep(x)i. 

= c„(x)—cp(x) < En —e min p(x) < E.. Para el caso en que p(x) < O procedemos de 
:oí  

la siguiente manera: Trlib > —1 por (1) y (2) cp(x) > 2111,11..ilp(x) E E 
 

> e„(x), de donde: le,,(x)—cp(x)I = cp(x)— e„(s) 5 En + cmaxp(x) < E. 

ya que p(x) < 0. Por lo anterior 11  f — pri ll < E. lo cuál no es posible. 

Para el recíproco, sea a < xo  < x1  < 	< x„.1.1  < 6 un (n + 2)-conjunto 
alternante para f — pr, y E = ulf — pr,Il entonces En(f) 5. E. Supongamos que 
E„ (f) < E. Sea pn  un mejor aproximador de grado < n para f por (111.6), entonces 
ulf — pala, b] = En(f) < E (3). 

Por otro lado pr,(xi) — p(xi) = p;',(xi) — f(xi) — 	— f(xi)) haciendo 
ti = 	— f(x i ) de (3) se tiene que ltd < E pero p*„(x,) — p„ (x;) = ±E ti 
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alternando de signo (o + 2) veces por lo que p;', - p„ E P„ tiene (a 1) raíces por 
lo tanto p*„ = p. 

Q.E.D. 

(III.31) Observaciones. 

(i) La demostración anterior es válida para el caso en que el primer grupo de 
intervalos tenga signo negativo simplemente considerando a -p(z) en lugar de 
p(x), para que en  y -p tengan el mismo signo en cada grupo de intervalos. 

(fi) Observemos que el teorema (III.30) no garantiza la unicidad del conjunto alter-
nante de en(x), por ejemplo para f(x) = sen4x en [-ir, r] la mejor constante 
que aproxima a f es la constante O y hay 16 diferentes conjuntos de alternanacia 
de 2 puntos en [-rr,r]. 

(iii) Tampoco el teorema dice que existe un conjunto alternante que tenga exacta-
mente (n -I- 2) puntos. Consideresé el ejemplo del inciso anterior. El teorema 
nos garantiza que Al = p; = 	= pá = O ya que lisen4xill,,„1 = 1 y sen4x 

" alterna" 8 veces en [-r, ir] y in = O no es un mejor aproximador. 

(111.32) Corolario.Si f E C([a,b)) tiene un conjunto alternante de (n+2) 
puntos entonces p: = o y Ek(f)= 11111 para toda k = O, , n. 

(111.33) Corolario. Sea f E C3([a,61) y f"(x) > O para toda x E [a,6]. Si 
pi(x)= ao  + al  x es un mejor aproximador lineal uniforme de f entonces: 

al  = 1(1:1(a)  y ao  = j(a) f(c)) al °z`,  donde e es la única solución de 
fit al(a)  y Ei(f) - fifinb-c)+,(1)(c

a) 
 -/( )0-.).  

(I- 

Demostración. Por el TVM-D existe c E (a, 6) tal que fi(e) = /1:1(a)  como 
f" > O entonces f' es creciente en [a, 6) por lo que c es única. Sea ei(x)= 

= f(x)- pt(x) por (III.30) existen al menos tres puntos distintos a < xo < xl  < 

< x2  < b tales que lel  (ss )I = Et (f). Es claro que xi E (a, 6) entonces el(xi) = 0, 
pero el(x) = fi (x) al  y ei"(x) = f"(x) > O por lo que el(x) es creciente y como 
(so, ri , x2 ) es un conjunto alternante entonces zo = a y 22  = lo y xl  = c. Como 

(xi ) = O con al  = 11-1.(9)  se tiene: 

f(a)-  (ao + ata) = —(1(c) — (ao +ale)} =1(6) -  (ao + atb) 

y Ei (f) = f(a) - (ao + al a), de donde se sigue que: 

cío  = -1(f(a) f (c)) - a.p y que  Ei (f) =.. f(a)(b-c)+/(2r-j)-/(0(►-'),  (lo cuál es 
positivo por la convexidad de la función f). 
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Hasta el momento no hemos probado la unicidad del mejor aproximador uni-
forme de grado menor ó igual que u de una función f E C([o, b)), lo cuál se liará en 
el siguiente: 

(111.34) Teorema. Dada f E C( [a, b[) el mejor aproximador uniforme p;; E P,, 

es único. 

Demostración. Sean pr, y p„ dos mejores aproximadores de grado< 11  para f 
entonces E„(f) = ulf — p„II = IIf —p111. Por (111.16) tenemos que l(p„ pr,) es un 
mejor aproximador de grado < n para f , de donde por (111.30) existen 	, 44.2  
(a + 2) puntos en [a, 61 tales que E„(f) = If(ri ) — l(p„(x,) + pl(xi))I para toda 
i = 1, ... 	+ 2. Por lo que se tiene que: 

E„(f ) = 11( f(xi) —  Pl(xi))+ (f (xi) — Pfi(t i)) 1 5 41.Kri) — nuzi)I+ 
+41/(zi)—pn(ri)I 5 lEn(f)+ -}En(f) = En( f). 

de donde se tiene que en las dos desigualdades anteriores necesariamente hay igual-
dad. Así pues: 

(i) (x i) — pr,(x i)1 = I f (x ,) — p,,(2 i)1 = E„( f ) para toda i = 1, ... i n + 2 

(ii) siga [f (x 4) — pl(zi)1= sign [f (x¡) — p„(x; )1 para toda i = 1, 	, n + 2 

por lo que p:,(zi) = p„(xi) para toda i = 	n + 2, por lo tanto p: = 
Q.E.D. 



CAPITULO IV 

Polinomios de Chebyshev 

Uno de los pocos casos en donde es posible calcular exactamente el mejor 
aproximados uniforme es el siguiente: sea f (x) = 0+1  en [ —1, 1] y por (111.6) 
existe pr, E 1)„ tal que E„(f) = lif — 	= r por lo que e„(s) = x"4-' — pr,(x) 
satisface que r = 	= le„(zi)I (1) para i = O, ...,n + 1 donde —1 5, x o  < 
< 	< x 	< 1 (por el teorema de Equioscilación). Cómo e„ E Pn+i, r2  — c2 E 

E P2r8+2 Y Por (1) r2  — 	= O para toda j = O, , n + 1. Córno el(x) r2  en 
[-1,11, e?, tiene un mínimo relativo en xj para cada j = O, ,n 1, de donde se 
sigue que 24 (e?,(x))= O en x = j = 1, ,n (puntos críticos interiores), entonces 
24i(r2  —e2„(x)) = O en x = xi. Por lo tanto r2  — e?,(x) tiene un cero de multiplicidad 
no menor que 2 en x = j = 1, ,n y como r2  4,(x) es de grado 2n + 2 se 
sigue que r2  — el(z) tiene exactamente 2n + 2 raíces en (-1,11. 

De lo anterior xo  y x,0.1 no pueden ser puntos interiores por lo que concluimos 
que zo  = —1 y x„+1 = 1 son raíces simples y zi, , z„ son raíces dobles. 

Ahora consideremos el polinomio: (1 — x2 ) [4(x))2  E Pza+2 (2), es claro que 
tiene raíces simples en —1 y 1, así cómo raíces dobles en zi , , z„ por lo que (2) 
y r2  — el,(x) tienen las mismas raíces, de donde existe k una constante tal que: 
(1 —x2 ) [e'„(:)12  = k (r2  — (:)) (3). Claramente k es el coeficiente del término de 
grado mayor el cuál vamos a calcular de la siguiente manera: en(x) = 0+1  —pl(x) 
y es„(x) = (n+1)x"—(p„' )'(z) analizando (3) se obtiene que k = (n + 1)2, por lo que 
llegamos a la siguiente ecuación diferencial de la función error: (1 — z2)(el (x)? = 
= (n + 1)2  (r2  — el (x)), como e'„(x) E P„ y cin(x)) = O para cada j = 1, . . . , n 
entonces e;, (x) no cambia de signo en [-1, :11 ya que de no ser así e'(2) tendría (n+1) 
raíces, por lo que supondremos que e'„(x)> Oen [-1, zil y así tenemos:4154. = r —r n (r) 

= •(11i- 44  (4), resolviendo ésta ecuación tenemos arccos (1P1) = (n+1) arccos x+c .• 
haciendo 0 = arccos x entonces x = cose y ya que cos O es una biyección entre [O, rrl 
y [-1, 11 tenemos : e„(x) = r (cos((n + 1)8) + c) con O 5 01  5 O 5 Ir donde 
si  = cos 01  (5). Por otro lado e„(-1) = —r ya que 4(-1) > O, así tenemos 
que cos((n + 1)7r + c) = —1 ya que 77. = arccos( —1) por lo que c = mr m E Zi y 
(n + 777 + 1) es impar. Sustituyendo en (5): e„(x) = ±r cos((n + 1)8) (11), de donde 
cos((n + 1)0) E rn-11 en la indeterminada : = cose con O E [O, 7r1. Cabe observar 
que si el,(x) < O en [-1,x1 1 elegimos la raíz negativa en el lado derecho de (4) y el 
razonamiento se sigue igual que antes. 
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Por lo que daremos la siguiente: 

(IV.1) Definición. (Polinomios de Chebyshev). 

Denotaremos por T„(x) = cosnO con .r = cos a, O E [0, 71.] para toda u E DIU {O} 
el cuál definimos cómo el n•ésimo polinomio de Chelryshev 

Veremos algunas propiedades de los polinomios de Chebyshev: 

(IV.2) Teorema. 

(i) T„.4.1(x) = 2xT„ - T„_ 1 (x) para toda n E Dr. 

(ü) Si n es par (impar) entonces 7'„ es una función par(impar) y el grado de T. es 
n. 

(iü) El coeficiente del término principal de z, es 2' 1. 

(iv) T„(x) tiene raíces simples en xk  = cos(ir) para k = 1, 	, n. 

(v) T„(z) tiene un (n+/)-conjunto alternante (yo, 	,y„) en [-1,11 donde 

y&  = - CO8 n  /r. 

(vi) T„(T,„(x)) = T„,(T„(x)) = T„„,(x) (propiedad de semigrupo). 

(vii) T„,(x)T„(x)= 1171„+„,(x)+ T,,,_„(x)1 con in > n. 

(viii) T„(x) = 11(x + 	+ (x - 42 -71)1. 

(ix) (1 - x2)T„"(x)- xr,(x)+ n2T,,(x) = O. 

Demostración. 

(i) Sabemos que: cos(n + 1)0 = cos(ne)cos(0) - sen(ne)sen(0) y cos(n - 1)0 = 

= cos(ne)cos(0)+ sen(n8)sen(8) de donde se tiene la igualdad 

2 cos(n17) cos(0) = cos((n + 1)9) cos((n - 1)0) y por la definición de T„(x) 
entonces se tiene que To.s.i(x) = 2xT„ -T;,_ 1 (x) para toda ti E IN. 

(fi) Observemos que To(x) = 1 y T1(x) = x, así cómo si T„(x) es par (impar) 
entonces xT„(x) es impar (par) y por el inciso anterior se sigue el resultado. 

(iii) Se sigue por inducción y aplicando (i). 

(iv) T„(x k ) = cos (Vir) = O para toda k = 1,... ,n y T„' (xk) - n8en:52,g"" 8)  de ig 
donde T,,i (sk) O por lo tanto xk = cos(Vir) son ceros simples de T„(x). 

(v) Del inciso anterior tenemos: T,',(yk) = O para cada k = 0, 	n. Ahora por 
otro lado:T„(yk) = cos(kr) = (-1)k pero x E [-1,11 y por la definición de 
T,,(x) se tiene que iTn(x)I 5 1, por lo que {yo,... , y„) es un (n+1)-conjunto 
alternante. 

(vi) T,,,(T„(x)) = T„,(cosa(cos-1 	= cos(rn cos-1(11 cos n(cos' x))) = 

= cos(inn(cos-1  x)) = T„„,(x). 
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(vii) Es clara utilizando la identidad trigonométrica: 

cos x cos y = 	cos(x + y) - cos(x - y)) y la definición de T„(x). 

(viii) T„(x) = Re(cos0 + sen0)" = 2 Reos O isen0)" (cos - isenO)"] pero 

sea() = 	x2, x = 'ces O por lo que isenO =1,rx2  -7- 1, por lo tanto tenemos que: 
T„(x) = {(x + ‘,/x21-17)" + (x - iT-771)"} 

(ix) Como T„(x) = cos(nO) con O = ameos x entonces n(x) = ",/sein_(:19)  y así 

T„"(x)= 	n2T„(x) + xT„' (x)} por lo que (1 - x2)T,,"(x)- sTrs' (x)+ 

+n2T„(x) = O. 

Resumiremos lo hecho al principio de está sección en el siguiente: 

(IV.3) Teorema. Sea n  E P„ el mejor aproximador de 0+1  en (-1,11 
entonces 0+1  - p:(x) = 2-"T.4.1(z) y E„(xn+l) = 

Demostración. Por (6) sabemos que e(x) = ±r71.4.1(x) pero e.(x) = xn+1- 

-p:(x) por (IV.2)(iii) tenemos que r = 2" por lo que 0+1  -p:(x) = 
y como en(x) = 2-"Zi+1(x) es válido para x E (-1,311 entonces es cierto pata 

E [-1,11 y por (IV.2)(v) En(xn+1) = 2". 
Q.E.D. 

Ahora veremos algunas propiedades más sobre el polinomio mónico T.,,+1(x) = 

= 2-"71.4.1(x), el cuál es conocido como el polinomio de Chebysitev normal-
izado. 

(IV.4) Teorema. Sea la clase de todos los polinomios indnicos de grado 
menor ó igual que n entonces: 	> 	r para todo p E Pn  La igualdad 
ocurre si y sólo si p =t. 

Demostración. Por (IV.2)(v), sabemos que 	asume su valor máximo l-
en (n+1) puntos. Supongamos que existe po E PR tal que ilpolli-1,1i < 3.-11=r, 
consideremos a Q(x) = 11(x) - po(x), es claro que Q E P._1, por otro lado por 
(IV.2)(v) tenemos que Q(yk) = 27-4g- - po(yk) para toda k =0,...,n donde 

yk = cos lir pero Ipo(yk)I < 2,4r, de lo anterior tenemos que Q(z) tiene un (n+1)-
conjunto alternante por lo tanto Q(z) tiene n raíces de donde se sigue que Q E O, 

y así Po 11  In Pero 	= 	= , lo cuál no es posible. 
Q.E.D. 

(IV.5) Corolario. Sea p E P., p(x) = an x" + 	+ eso, a„ 9É O, entonces 
11Pii[am > lo„1(2b;,°..V. La igualdad ocurre si y sólo si p(x) = cf'„ (1-1(x)), donde 
c= ar, IY-1-: Y e(t) = 1111  + 11711t* 2 	2 
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Demostración. Consideremos t.:1-1,11 	[a, b] definida por x = ((t) 
= 11-1 + hilt y definimos (f) = pot E P„ cuyo coeficiente principal es e. Aplicando 
(IVA) a )¿,•/(t) obtenemos la primera parte del resultado. Para la igualdad tenemos 

que p = 	de donde se tiene que p = ci;„(( -1 ). 
Q.E.D. 

Con el siguiente resultado también encontramos el mejor aproximador a f (x) = 
xn+2  con polinomios en P. 

(IVA) Lema.Sea f(x) =x"+2  en [--1,11 entonces el mejor aproximador pl E 
P„ a  f es   ,n+2 _ 24a,+2(,)  y E,  = (0+2 )  = r_kr.  

Demostración. Por el Teorema de equioscilación de Chebyshev es fácil com-
probar que T„.4.2(x) = 2"+lx"+2  + b„x"+térininos de grado menor, por lo que 
xn+2  — 2,4rTri+2(X) E P„ es el mejor aproximador y además E,, = (x"+2 ) = 2,4r. 

Ahora regresemos a ver algunas otras propiedades de los polinomios de Cheby-
shev. 

(1V.7) Teorema. 

(i) £71(x)T,,,(z) 
VF

dx 
 0.  

(u) 
1:1 4(s) 	— si k > O 

si k = O « 

(iii) El conjunto {T0,... , T.} es una base para Pn. 
(iv) Sea p E P„ no constante tal que 	= 1. Si existen exactamente (n+2) 
puntos xo  < 21  < 	< x..4.1, en [-1,11 tales que Ip(zai = 1 entonces p = ±n. 

Demostración. Para los incisos (i) y (ii) con k > O hay que integrar por 
partes haciendo u = 71W y dv = T-719, para el caso en que k = O del inciso (fi) 
es fácil directamente verificar el resultado. Por último el inciso (iii) es inmediato 
de los incisos anteriores. La independencia lineal se sigue de (ii) y dado p E P,, se 

tiene que p = AoTo + + A„T„ donde A. = 	p(s)T (x) 
dx  

-1 	Vi= 7 
Para (iv) procedemos de la siguiente manera: como p es derivable entonces 

p' E 	C P,, y además xi  < 	< xr, son puntos interiores de (-1,11 de donde 
pi(zi)= O para toda i = 1, ..., n, por lo tanto 	x„ son todas las raíces de p'. 

El conjunto {x„, 	x„-H } es un conjunto alternante de p ya que Ip(4)1 = 
y p(xi+i ) = —p(x;), de no ser así por el Teorema de Rolle existe E (si, zi+i) tal 
que p'(1) = O lo cuál no es posible por lo anterior. 

n 

Por otro lado como p E P„ entonces p(x) = E nkxk  con a„ O de donde 
k=0 
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E P„ es el mejor aproximador mónico de grado< n. a f 	0 en H1,11 pero 

por el Teorema de Equioscilación 	= 2,4-71-T„ es el mejor aproximador mónico 
y por unicidad se tiene que a n  = 24-1  y además 	= 	de donde 

1T„1 y por lo tanto p = ±T„. 
Q.E.D. 

(IV.8) Observación. Dada e > O existe un polinomio mónico p = p(e) E P,, 

tal que 	< e si y sólo si b - a < 4, ya que por (IVA) 	:-,17-,511:11, por 

lo que si b - u > 4 entonces IIPIIIs,ej > 2 (y)
„ 
 > 2, lo cuál no es posible ya que 

< e por lo que b - a < 4. 

Inversamente si 6 - a < 4 y dada e > 0, se sigue (le (IV.5) que IIpIII,,sI > 141 
para todo polinomio mónico, sea p = p(e) el mejor aproximador mónico de 	0 
en [a, b) entonces 	= 2 (Y)11  = k como %-.1  < 1 entonces k -› O cuando 
n -4 oo por lo que dada e > 0 se tiene que ilpikam < e. 

Continuando con el estudio de los polinomios de Chebyshev vamos a obtener 
una función generatriz la cual nos data los coeficientes de los polinomios, para lo 
cuál introduciremos el núcleo de Poisoon. 

o. 
Sabemos que si r E (0,1) ywEe es tal que IwI < 1 entonces E rkwis = 

10,0 

cip = l IW, Irwl < 1 por lo que si w = e° tenemos que: E rkeik.  = 
k=0 

00 
de manera análoga se tiene que E raie-° 	

1 
= 	Por lo que tenemos que: 

1- re-0
00 	 00 	

* 

1 	1 	 1 - r2  E rkem+ E r'e-i" -1 = 1 - 	 (Núcleo 
1 - re° 

+ 
1 - re-° 	1 -4- r2  - 2r coa 

( 

de Poiseon). De donde se sigue que 	-r2  14-r-.i-2rcon — 2Re E r kei") — 1 por lo 
5=0 

 

que tenemos que: 

1—r3  
1+1•7 —'2r con. z — 1 + 2 E r" coa(nO) (1). 

n=0 

Recordemos que si n es par ó impar entonces 11,, es paró impar respectivamente 
por lo que si k < a y deseamos hallar el coeficiente de z2  en T,,(z) sólo debemos 
considerar los casos en los que k y n tienen la misma paridad. 

Así tenemos que por (1), el k-ésimo coeficiente de T,s(z) es el deide del coefh. 
ciente de r"xk en la expresión izquierda de (1). Por lo que encontnireeeoe prim 
el coeficiente de x k  (en términos de r) y entonces encontraremos el ~Mente de 
en la expansión del coeficiente de Xk. 

k=0 	5=0 
00 

00 
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1 - r2 	1 - fa 	1 	(1 - r2 c°  ( 2i. \ J  
1 - 2rx r2 	1 + 7.2 	7725.5 	+ 	+r2 

ya que lxi < 1 mientras que (e - 1)2  implica pu. t 	< 1. 

De la expresión anterior tenemos que el coeficiente de x k  es: 

11 (772ILT; )k 
(1 _ 7,2)(20k 

i

E 	+ .) (_,.2)J 
k 

00 
= 2k(1- r2 ) E (.1 	(-1)ir2pfk. 

,.o 
Así pues se tiene que: 

(O (115)k  = 2k  (i  k ) (-1)1r2 j+k  -2k É + k 	r2i+ k+2 
i.o 	 i=0 

de donde cuando j = 1111  y j = Ltik - 1 en la primera y segunda serie respectiva-
mente obtenemos los coeficientes de r", los cuales son: 

2k [(-1)20 (t) 	(Pil )} = 

= 	 ( 	) (2). 

Por lo tanto el coeficiente de xk en 7',,(x) se obtiene dividiendo la expresión (2) 
entre 2 por lo que obtenemos: 

2k  (-1)110  
n + k (Pk) 

Veremos una prueba más del Teorema polinomial de Weierstrass, para el cuál 
necesitamos algunos resultados previos: 

(IV.9) Lema. Si f:[-A,AJ -s IR es una función par acotada (impar) con 
un mejor aproximador uniforme entonces tiene un mejor aproxitnador uniforme 
par(impar). 

Demostración. 
Sea f [- A , AJ -f IR una función par acotada, por hipótesis existe un mejor 

aproximador uniforme h de f, por definición lIf - hilt-A,A1 < Ilf - gi U-AA para 
toda función g acotada, definimos ht (r) = h(z)+24(') , es claro que 1  es par y 
11f - II¡-A, Al5 11 f - glic_ &Ab de donde hl  es un mejor aproximador uniforme 
para f. 
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Analogáinente para el caso en que f sea impar considerando 

h2(x) = h(x)_ h(- ). 

Q.E.D. 

(1V.10) Definición. Un polinomio trigonométrico T de grado< 11 es una 

expresión de la forma T(x). 00  +E ak  cos(kx)+ fiksen(kx) donde 00,ak ,14 E 111. 
k.i 

para toda k = 	,71 y a2„ +131 O. 

Decimos que T es mi polinomio trigonométrico par si Ok  = O para toda k = 1, . ,n 
y T es un polinomio trigonométrico impar si ak  = O para toda k = O, , n. 

Denotaremos por 7 a la familia de los polinomios trigonométricos. Es claro 
que para todo T E 7 existen Ti E T, i = 1,2 con Ti par mientras que T2 es impar 
tales que T = +T2. 

(IV.1 1) Lema.T(x) = cosa x es un polinomio trigonométrico par de grado k 
para toda k E IN. 

Demostración. Si k = 1 entonces T(x) = cosa y es claro que es par de grado 
1. Supongamos que T(x) = coas' x es par de grado k. Entonces T(3) = 

= ao + Eal cos(jx), ak  O por lo que T(z) = coa"'x = cosa x cosa = ao  coa z+ 
3=1 

+ 	2 -a ' •{cos(j 1)r — cos(j — 1)x) de donde se sigue que T(3) = cosa+1  a es par 
3=1 

 

y de grado (k+1) ya que lak qE O. 
Q.E.D. 

(IV.12) Observación. El lema anterior es falso para potencias de sena 

Recordando (I1.15) y por (1V,11), toda f E C([0,1d) se puede aproximar uni-
formemente por polinomios trigonométricos pares. Observando que si f:[-3 , n] --o 
11 es par entonces para e > O dada y para fi  = f l'o  [O, vt] --o IR existe T1 E 7 par 
tal que Ilfi 	 F:, como f y Ti son pares entonces lif 	 E por 
lo que tenemos el siguiente: 

(IV.13) Teorema. Sea f E PC([0,2n1). Dada e > O existe T E T par tal que 

Ilf 	< e. 

Ahora daremos otra prueba del Teorema de Weierstrass (polinomial) ahora en 
[-1,1] (ver: (1.1)). 
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Demostración. Sea f E C((-1.1)) definimos y: [0.2;1 	IR cómo sigue: 

g(0) = f (cos 0). Es claro que y E PC([0.2;11) y es par. Por (IV.13) existe 
N 

T(0) = no + 	ak COS(/ A) tal que Itg - 711(0 ,17r) < 	Haciendo el cambio de 
k=i 

variable N = arccos ir entonces g(0) = f (x) y Tk (x ) = cos(0) por lo que Ti .r) es un 
polinomio en x y además tenemos que IIf  - 7111 _ 1  < 

Q.E.D. 

Para concluir con el capítulo veremos algunos ejemplos donde aplicaremos al-
gunos resultados. 

(IV.14) Ejemplos. 

(i) Sea X = A([a, bp el espacio de las funciones acotadas en [a, bl y sea 11' = P„. 
Por (111.4) se tiene que existe y` E P,, tal que [If - p*ii(„ 

=mil
ii[f 

pErn 
para f E X. 

Pero el mejor aproximador no es único ya que si consideramos a [a, b) = 	1) 
y j:[-1,11-4 11 definida por: 

-1 si x E I-1,0) 
f(x)= { 1 si E (O, 11 

es claro que f E X pero tiene al menos dos mejores aproximadores lineales ya que si 
consideramos a p* s. 0 á p*(x) = 2x tenemos que Ilf - p'111...1 ,11= 1. Este ejemplo 
muestra que no podemos omitir la hipótesis de que f sea continua en (111.34) para 
la unicidad del mejor aproximador uniforme polinomial. 

(ii) (Aproximación Pitágorica.) Sea f(x) = V1 + x2, es fácil ver que f es 
convexa por lo que de (II.31) el mejor aproximador lineal uniforme a f en 
(a, 	= (0,11 es aix ao  donde: a l  = f tbtf,(a)  - N/5 - 1 y aa = l(f(n)+ 

f (e)) - at  5112,  donde f'(c) = 	- 1 y c es la única solución, por lo que 

f'(c) = o+c, - 	- 1 y así c = NT-2-1 2 	Por lo tanto el mejor aproximador 

está ciado por: a l  x + ao  con ao  = 	+ 	- 1) y e = (41) por lo que un 

aproximador lineal a:1 -5/7- xl es .955 +.414x. De lo anterior si x >  y > O entonces 
z = 	E (0,11 por lo que 5,717---1- zi .955+.414z de donde /,r2  + y2  .955x +.414y 
la cuál es conocida cómo la aproximación pitágorica ya que nos ayuda a conocer 
aproximadamente la distancia de un punto P(x, y), con y < x, al origen. 

(iii) Sean tv. f E C((-1,1), w(x) > O fijas entonces existe un Cínico p E P„ tal que 
inin E:te( f 	= 	-p)111_ 1, 11, aquí consideramos n 1V = P,,.IIIfIII = 

= litvf II. la cuál es fácil de verificar que es una norma en C([-1, II) y aplicamos 
(1II.4) par la existencia y la unicidad se sigue de (111.34). 



CAPITULO 

POLINOMIOS TRIGONOMETRICOS 

En este capítulo vamos a generalizar algunos resultados de los capítulos ante-
riores a polinomios trigonométricos, de los cuáles ya se habló un poco al final del 
capítulo anterior. 

§1. Teorema Trigonométrico de Weierstrass 

Para empezar, daremos la versión trigonométrica del Teorema de Weierstrass 
(1.1), para lo cuál necesitaremos algunos resultados previos y recordemos que el 
teorema (IV.13) nos garantiza que dada Í  E PC([0,2xll existe T E T par tal que 
II! — 	< e para e > O dada. 

(V.1) Definición. Denotaremos por T„ a la familia de todos los polinomios 
trigonométricos de grado< n 

(V.2) Lema. Sean 7' E 7n  y S E T,, entonces: 
(i) T S E TN con N < max(n,m) 

TS E TN con N = nm. 
(iii) Dada O E IR entonces T(x O) E T.. 

Demostración. 

(i) Sean T(x) = oto + 	cos(jx)+ f3isen(jx), 	+ /q, > O y S(x) = &o+ 
1=1 

tn 

+E al cos(kx) Mcsen(kx), (ol,n )2  + (i(31.)2  > O. 
k=1 

Supongamos que n > m, entonces T(x)+S(x) = ao" E ak"cos(kx)+13k"sen(kx) 
k=i 

con: 

ao" =as+ aU  

ok" = ok + al si k = 1, , m y (U" = ak si k = m +1,... ,n y 
l3k" = í3k PI si k = 1, 	,m y f3k" = 	si k = m + 1, , n 
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Y como (5;2  + l > O tenemos que (n„")2 	(¡3„")2  > O de donde se tient. fine 
T + S E TN con N = n. Si n = ni entonces es claro que T + S E Pn. 
(ii) Para el producto TS, observemos que nos quedan términos de la siguiente 

forma: 

cos(kx)cos(jx),cos(kx)sen(jx),sen(kx)cos(jx) ó sen(kx)sen(jx). Pero por las 
siguientes identidades: 

sen(kx)cos(jx) = 1-{sen(k j)x sen(k — j)x) 

cos(kx)cos(jx) = 1{cos(k j)x cos(k — j)x) 

sen(kx)sen(jx) = 1-{cos(k — j)x — cos(k j)x) 

TS puede escribirse de la fornia'siguiente: 
„m 

N" + E ok" cos(kx) + 13k"sen(kx) E Tinm con (nn92  + (/3n")2  > O dado que 
111=1 

nñ +$2 > O Y (a11)2  + (4)2  > O. 

(iii) T(x + O) = no + E off coa( js + je) + fiisen(jx 4- je) con oil +f3 > 0, desarro- 
i=1 

liando se tiene que: 
ra 

T(x +O) = on +E(a1 cos(j0)+13isen(j0))cos(jx)+0., cos(j9)— aisen(M)sen(jx) 
i=1 

entonces A„ = cr„ cos(n8) Onsen(riS) mientras que 

Bn  = 13„ cos(nO) — onsen(nO) de donde: 

_ cos(nO) sen(n8)\ M = an  
Bn 	k —sen(nO) cos(nO) ) 	13„ ) 

entonces tenemos que detIMI =1 por lo que T:1112  IR2, T(Y) = MI" es inyectiva, 
por lo tanto (A n, B n) U ya que cr„,/.1„ 96 0. Por lo que se cumple el resultado. 

Q.E.D. 

(V.3) Teorema trigonométrico de Weierstrass (1885). 

Sea f E PC([0,21r1) entonces dada e > O existe T = T(e) E T tal que 

I If —711[—« < e. 
Demostración. 

Consideremos Fi(x) = f(x)+ f(—x) y F2(x) = (f (x)— f(—x))sens, es fácil ver que 
Ft, F2 E PC([0,2if]) y son pares. Por (IV.13) existen Ti, T2 E 'T pares tales que 
llFi — 	11{.-ir,n) < 	Y IIF2 	7'211H/t'ir) < 1: 
Por otro lado tenemos que: f(x)sen2 x = 22- {Fi (x)seti2 x F2(x)senx) y si consider-
amos a: T3(x) = 117;(x)sen2x T2(x)senx) E T., entonces if(x)sen2 x — T3(x)I < 
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IFI (x)—Ti (x)1+ 41F2(x)—T2(x)1 < z para toda x E [—ir, rj, de donde se tiene 
que lif(x)sen2 x — T311(,,,.] < Z. 

Si lo anterior lo hacemos para f(x — f) en lugar de f(x) obtenemos que: 
jlf(x — f)sen2 x — T0 jI(_ k  < (1), sustituyendo y = x — f en T3 tenemos que 
T4 = T3(y f) E T„.. De la desigualdad (1) y el hecho de que sen2(x — f) = cos2  x 
tenemos que: l' Ay) cos2  y — 	< z (2). Sea T = T3 +T4 entonces por (1) 
y (2) se tiene que ijf —TII[,,,i < e. 

(V.4) Observación. El teorema anterior es válido para toda f:R 	R 
continua y de periodo 27r ya que nos restringimos a un intervalo de longitud 27r, 
aplicamos (V.3) y luego extendemos periodicamente a todos los reales. 

Vamos a dar la versión trigonométrica al Teorema de Walsh (11.22), para lo 
cuál necesitamos algunos resultados previos. 

(V.5) Lema. 
Sea T E T„ tal que T tiene (2n+1) raíces no congruentes (mod Dr) entonces T F_--  O. 

Demostración. 

Sea T(z) = E Ak cos(kz)+Bhsen(kz), sabemos que cos(kx) = Re(ei") = {ei"4. 
k=o 

+e —lki } y sen(kx) = Im(eiki)= 117 {eikz 	entonces tenemos que T(z) = 

Q.E.D. 

h=o3 

2 
eth 	iph )  e—i", por lo tanto: T(x) = E ckei"  

n  = r  (4.4 — 
2 

Wk)  eiks 

4=0 
donde e0  = .90, ck = .1M31  
trigonométrico). 

1:=-n 

Y c—it = AkIth (forma compleja de un polinomio 

Así tenemos que: T(x)ei"z =Edieiir con j=k+ny donde d1 = 	haciendo 

an 
z = eiz en la última suma tenemos que: p(z) = T(s)z" = Ed,zi E PI, NI pero 

por hipótesis T se anula en (11+1) puntos por lo que p O y cómo z" # O se tiene 
que T O. 

Q.E.D. 

(V.6) Corolario. Todo T E Tn, T O tiene 2n raíces contando su multiplici-
dad en [—ir, Ir). 
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(V.7) Discusión. 

Sean so, , , x2„ (2n+1) plintos en IR no congruentes (mod 27) y wo,. , . , w2„ 
puntos en IR. Desearnos T E T tal que T(r 	toi  para toda i = O, 	, 2n. Primero 
hallamos t k  E T. tal que tk(xi) = Sjk• 

Sea: 

sen 
2 

11 	x sen ( j--1-;-1 
2 

i#k 

el cuál es llamado polinomio trigonométrico fundamental de Lagrange, es 
claro que tk(xj) = 6jk. Nos resta ver que tk(x) E Tn  para lo cuál observemos que 

( 
9  

x -xj) 
tk(x) tiene la siguiente forma -} 	fi 	sen ---- con a E 11. (1). 

2ntérrninos 

Pero sen ('-i-a)sen (1-2-111.) es un polinomio trigonométrico en Ti  debido a que: 
senAsenB = 112  {cos(A- B) + cos(A + B)}. Ahora como en (1) hay 2n factores 
tenernos n pares y por (V.2) tenemos que tk E T,,. Por lo que definirnos: 

2n 
T(x) = E wkik(x). 

k.a 

Es claro que T(xk)= wk y T es único por (V.7). 

Enunciaremos el siguiente: 

(V.8) Teorema trigonométrico Interpolador de Walsh. 

Sean f E PC(I0,211) e> O y x0,...,x2n  E IR (2:1+1) puntos incongruentes 
(tnod 27r) entonces existe un polinomio T = T(e) E T tal que II f 	< (1+N)e. 
con N una constante que depende sólo de [0,2x1 y xo,... , x9, y f(xk) = T(xk) 
para toda k = O,. , . , 2n. 

Demostración. 

Sea e > O por (V.4) existe Ti  = T1(e) E T tal que 	 < e. Con- 
2n 

sideremos el polinomio trigonométrico T(x) = E (f (x k ) - Tl  (x k))t k(x), como 
k=0 

ll(Xk) = f(xk) — Ti(Xii) para toda k E {0,...,2n} (1) y además tenemos que 
1ta 

E if(xo— Ti(xk)Illt k li[0,2,1  entonces 111110,2„1 < Ne donde N = 
k=0 

ik(s)= jOk  
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2r: 

1ltkil[0,2n1 (2) y donde N sólo depende de [0,2r] y xo,• • • ,x2n. 
k=0 

Sea T(x) = Ti (x) +T(x) por (1) T(x k ) = f(x k ) para toda k E (0,...,2n), 
mientras que por (2) y la elección de T1  tenemos: lif —T111_0,2ffj 	- T1140,21,1 

1-011[0,2,,)< (N + 1)e. 
Q.E.D. 

(V.9) Observación. Revisando la demostración de (V.8) se observa que ésta 
sigue siendo válida para toda función 1:10, 2xJ 	111. que se puede aproximar uni- 
formemente por polinomios trigonométricos en [0,2xj. 



§2. Teorema de Equioscilación Trigonométrico de Chebyshev 

En esta sección revisaremos algunos resultados del capítulo III que podemos 
extender a polinomios trigonométricos. 

Para empezar recordemos que por (III.8), dada función f E PC((-7r, rrI) existe 
T• E T. el cuál es "un" mejor aproximador trigonométrico) uniforme de grado< u, 
en otras palabras, min (II f — 111(,,,q) = 	— 	,„) = 	f ). 

TEZ, 
Vamos a caracterizar a un mejor aproximador trigonométrico T,*, y veremos que 

es único cómo se hizo en el capítulo anterior, para lo cuál introducimos la siguiente: 

(V.10) Definición. Sean f E PC([—ir, n)) y T' E T„ un mejor aproximador 
trigonométrico uniforme a f entonces definimos l'„(f) = f — . Observemos que 

112o(nikoaffi = En(/). 

Enunciaremos el resultado análogo a (111.27) y cuya demostración es la misma. 

(V.11) Lenta. Dada f E PC((-7r, rr)) y T' E Tn  un mejor aproximador 
trigonométrico uniforme a f entonces existen :t i , x2 E f — r, 7r1 puntos distintos tales 
que: 

(i) Én(f)= 11,.(si)1 = 1, 2  

P,,(x1) = —1-a(x2). 

Ahora probaremos el siguiente: 

(V.12) Teorema Trigonométrico de Equioscilación (Chebyshev 1859). 
Sea f E PC(Hr,x1) entonces 71,*, E T. es un mejor aproximador uniforme (de grado 
n) para f si y sólo si existe un m-conjunto alternante con m > 2n + 1 puntos para 
2n(f). 

Demostración. Sea T,*, E T,, un mejor aproximador uniforme para f, como In 

es uniformemente continua dada e = 24 existe 6(e) > O tal que I 'é„(x) 	< e, 
si 	— y) < 8. 

Dividimos al intervalo [—ir, ir) en subintervalos cerrados de longitud menor ó 
igual que 6 y enumeramos a los intervalos en los cuales II„(z)) alcanza su máximo 

valor como sigue: fi , 	, In,. Dado que 1„(z) puede variar a lo más 1322. en cualquiera 
(le esos intervalos, se tiene que 2„(x ) > e ó Zi (X) < —e (1). Sea ni,..., u„,(= ±1) el 
signo de 2„(x) sobre esos intervalos, lo que deseamos demostrar es que esta sucesión 
tenga al menos 2n+1 cambios de signo, para lo cuál lo probaremos por reducción 
al absurdo, es decir: Si existen menos de 2n-1-1 cambios de signo encontraremos un 
polinomio trigonométrico cuyo error É:, es menor que el de 
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Por el lema (V.11) sabernos que debe de haber cambios de signo a través de los 
intervalos /1 , 	,I,,,, por lo cuál procedemos a clasificarlos por grupos consecutivos 
donde los signos sean iguales, para fijar ideas supondremos que el primer grupo 
tiene signo positivo: 

Primer grupo h, 
Segundo grupo Ii1+1 
Tercer grupo 	P2+1 , 
K-ésimo grupo »4-1 + 1 , 

..., tia 
P2 
pa 

signo 
signo 
signo 
signo 

(+) 

(-) 
(+) 

r=t 
entonces k - 1 = 2s < 2n (2), de donde podernos formar s pares de la forma 
sen( Az-I2')sen( it•-i) E Ti  por lo que de (2) se tiene que T E T, C Tn. 

Si k = 2s tenemos que 2s < 2n + 1 de donde 2s - 1 < 2n y 2s < 2n, pero 
aquí hay un problema ya que T(x) tendría un número impar de factores de la forma 
sen(£1:2—') y nosotros necesitamos un número par para poder garantizar que T E T., 

k-1 
para lo cuál consideramos a T(x) = sen(215:a) fl 	zs 

2 
 ) de donde T tiene k 

donde P1)  = .11 ,1U.)  = 	El ordenamiento nos muestra (k - 1) cambios de 
signo. Supongamos que k -1 < 2n + 1, es decir, k <211+ 2. Consideremos Pii)  e 
Pii+1) , estos intervalos cerrados no pueden ser adyacentes por (1), entonces existe 
.r, E [-r, ir] tal que Pii)  < x i  < 1(ii+1)  para toda i = 1, 	k - 1. Definimos 

- 
T(x) = fi sen(

Xi  
--1 2 ---), dado que k < 2n + 2 entonces k -1 < 2n. Si k = 2s + 1 

11=1 
factores y sabemos que k =2s < 2n por lo que T E Tn  y además gen( 13i-2) > O en 
x E [-r, ir). 

De este modo en ambos casos cuando k es par o impar T E T„. Así mismo T 
se anula sólo en los puntos x, y como cada zi esta entre los intervalosI1,...,1,,   
entonces T(x) debe tener signo constante en cada intervalo. Consideramos uT(x) 
con u = ±1 para que uT(x) coincida en signo con 2(x) sobre los intervalos I1 , 	un. 

Sean J = [a,bJ \ 	... \ I. Y  É:, = 112„lij, cómo el máximo de "en  sólo se 

alcanza en /1, 	/,„ entonces E, < É„, sea c E R tal que O < c < 2(11115..1  
(3), y consideremos T,, = T, + cuT E Tn. Si x E J entonces por (1) y (9): 

112n - cuTiiJ 	+ 	< 	+ 	< 1;" < .1,1(4 
Si x E /i para alguna j = 1, 	,rn y uT(x) > O entonces por (1) y (3) se tiene 

que: 

P 	 -P' O < cuT(x) < 211 jr111.:,,j uT(x) < 	<2,,(x) por lo tanto tenemos que 

j2„(x) - cuT(x)I = 1„(x) - cT(x) < É„ cmin uT(x) < É„, para el cazo en 
zEli  

que uT(x) < O procedemos de la siguiente inanera:NIZ.,1  a• -1 por (1) y (3) 
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eur(r) > 	uT(x) 	 > ¿'„(x), de donde: 

I2„(x) — cuT(x)I = cuT(x) 	< 	max IrT(x) < É„ ya que unx) < O. 

Por lo anterior ilf — 	< É„ lo cuál no es posible. 

Para el recíproco, sea —7r < xu < xl < 	< x2„ < ir un (2n + 2)-conjunto 
alternante para f — T: y E = Ilf - T, II entonces É„(f) < E. Supongamos que 
É„(f)< E, por (I11.8) sea 	un mejor aproximador trigonométrico de grado < 
para f,  por lo que ilf — 	= É„( f) < E (4). 

Por otro lado T„(xi) — T(xi) = T„*(xi) — f(xi) — (T,,(xi)— f(xi)) haciendo 
ti = 	f(xi) de (4) se tiene que Itil < E pero T:(x é) — T(xi) = ±E — ti 
alternando de signo (2n+2) veces por lo que T: — T E 7„ tiene (2n+1) raíces por 
(V.5) se tiene que 7',: = T. 

Q.E.D. 

(V.13) Teorema. Dada f E PC([0, h.]) el mejor aproximador uniforme 

n  E Tn  es único. 

Demostración. 

Sean T: y T„ dos mejores aproximadores de grado< n para f entonces É„(f) = 

= 111—T„Ii= Ilf —T:11 por (111.16) tenemos que i(T.+Tr;) es un mejor aproximador 
de grado < n para f , de donde por (V.12) se sigue que existen 	X2„4.2 (2n+2) 
puntos en (-7f, Ir] tales que En(f) = 	i(T,,(x¡)+ T,;(x i ))1 para toda 

i = 1,... , 2n + 2. Por lo que se tiene que: 

É„(f)= R(f(xi)— T:(xi)) + itf(xi)— TH(xi))1 	- T:(1.¡)1+ 
4-11f(xi) - T.(xi)1 < lÉn(f)+ lÉn(f)= 

de donde se tiene que en las dos desigualdades anteriores necesariamente hay igual-
dad. Así pues: 

(i) if(st)— Ti:(ri)1 = if(x;)— T„(xi)j = En(f) para toda i = 1,....2n + 2 

(ii) sign Ef(ri ) — T,',(.r;)] = sign[f(xi)— Tn(si)] para toda i = 1,... , 2n + 2 

por lo que T,:(x;)= T„(xi) para toda i = 1,...,2n + 2, por (V.5) se tiene que 
= T,,. 

Q.E.D. 

(V.14) Corolario. Sea f E PC([0,21r]). Si f tiene un conjunto alternante de 

(211+2) puntos entonces T, a-  O y Ék( f ) = 11f11 para toda k = O, 	, n. 

Para terminar con este capítulo probaremos un resultado análogo al del Teo-
rema (IV.7)(iv) 
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(V.15) Lema. Sea T E Tu  tal que 11211[0,m = 1. Si existen 2n puntos distintos 
01  < 	< 92 n  en [0,27r) tales que IT(Oil = 1 entonces T(0) = cos(nO + a) para 
alguna a E IR. 

Demostración. Sea T E 7„ entonces T(9) = ao  + E ak cos(k0) fik sen(k0) 
k=1 

con at + > O de donde al examinar al término de grado mayor r(0) = 

= E —kaksen(kO)+ kfiksen(k0), por hipótesis IT(OJI = 1 para toda i = 1, ...,2n 
k=1 

y 1 — T 2(9,) = O por lo que (T'(9))2  = c(1 — T2(9)) de donde tenemos que: 
(—na,, cos(nO) + Onsen(n0))2  = c(an cos(nO) + $nsen(n9))2  por lo tanto e = n2  
tenemos (T'(9))2  = n2(1 — T2(8)) entonces (Tigt()  = n2  integrando se tiene que 1-  
— arecos(T(0)) = nO + a y entonces se tiene que T(9) = cos(nO + a). 

Q.E.D. 



CAPITULO VI 

TEOREMAS DE JACKSON 

En este capítulo nos dedicaremos a estudiar la rapidez con la cuál los aproxi-
madores considerados en los capítulos anteriores tienden a las funciones que apro-
ximan. Introduciremos algunos conceptos. 

§1. Módulo de Continuidad 

(VI.1) Definición. Sea/un intervalo y f:I —►  IR. El módulo de continuidad 
de f en Z evaluado en 6 > 0, denotado por w(f,I,6) es igual a: 

tv(111,6) = suP{if(2) — .f(Y)i 1 	YI 6,z, Y E I). 

Convenimos en definir w(f,Z,O) = 0. 

(VI.2) Observaciones. 

(i) Observemos que el módulo de continuidad depende de la función 1, de 6 y del 
intervalo. 

(fi) Utilizaremos w(6) para denotar a w(f,1,6) si f e I son conocidos. 

(VI.3) Ejemplos. 

(i) f es constante si y sólo si w(6) = 0. 

(ii) Sea f(x)= x entonces w(f,6)= 6. 

(iii) Sea f(x) = s en (0,1), entonces w(6) = -hoo. 

(iv) Sea f(x)= sen(s) en (0,1), entonces w(6) = 2. 

A continuación calcularemos algunos módulos de continuidad para algunas fun-
ciones: 

(v) Sea f E C2([a, 6]) tal que f' > O y es creciente, entonces f es creciente. Además 
f" > 0, es decir, f es convexa en [a,/ Sean s,t E [a,bj tales que is — ti < 6 si 
6 > b — a entonces w(6) = f(b) — f(a), por lo que supondremos que 6 < b — a. 

Caso 1. Scan t < s, t,s E [b — 6, b] entonces como f es una función creciente 
f(s) — f(t) < f(b) — f(b — 6) de donde I f(s) — f (i)i < f(b) f(b—  6). 

Caso 2. Sean t < 3, t,s E [a,b — 61 por TVM-D existe c E (t,$) tal que 
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f(s) — f(t) = f' (c)(3 — t) < f'(c)6 < f(c96 donde por el TVM-D se tiene que 
fi(d) = f(b)— f(b — 8) para alguna c' E (b — 6,b) y f' es creciente, por lo que 

if(s) 	= f(3) —  .f(t) 5 f(b) —  f(b — 6). 

Caso 3. Sean t E [a, b — 6) y s E [b b, b) entonces: 

f (b — 6) — f (t) = f'(c)(b — 6 — t) < f'(c)(b — s) 5  f (c' )(b — 3) = f (b) — f (s) para 
alguna e' E (s, b), por lo que if(s) — f(t)1 5 f  (b) — f (b — 6). En conclusión tenemos 
que si 6 E (0, b — a) entonces w(6) = f(b)— f(b — 6). 

De manera análoga se puede probar que: 

(vi) Sea f E C2([a,bj) tal que f' > O y decreciente entonces w(6) = f(a +6)— f (a). 
(vii) Sea f E C2([4,61) tal que f' < O y decreciente entonces w(6) = f(b — 6) — f(b). 

(viii) Sea f E C2([a,bj) tal que f' < O y creciente entonces w(6) = f(a) — f(a 6). 

Ahora veremos algunas propiedades sobre el módulo de continuidad que nos 
serán útiles. 

(VI.4) Teorema. Sean 1= Ea, bJ C R un intervalo y PI -4 II una función 
entonces dadas 63 ,62  > O tenemos que: 

(0 w(61) .?.. 0. 

(ii) Si 61  < 63 entonces w(61 ) < w(62). 

w(61  +62 ) 5 w(60+ w(bi). 

(iv) w(n6) < nw(6) n E N. 

(y) w(A6) 5 (A + 1)w(6) (A E R+). 
(vi) f:I —› R es uniformemente continua si y sólo si w(5) O cuando 6 —+ O. 

(vii) Si .14É1  —10 cuando 6 —› 0+ entonces f = c, con c una constante. 

Demostración. 
(i) Es claro a partir de la definición. 

(ü) A partir de la definición de w(6) y del hecho de que is — ti 5 61  < 82  se tiene 
el resultado. 

(iii) Sean s, t E 1 tales que is — 	5 61  + 62. Si is — t) 5. 61  entonces por (1) 
if (a) — f(t)i < w(61 ) < w(61) + w(63) de donde w(61  + 62) 5_ w(61) w(63). 
Ahora supongamos que 61.  < s—t < +62  entonces 61 +t < a y s —(t +50 5. 62  
de donde se tiene que if(s) — f (t)1 5 if(s) — f(t + 61 )1 + )f(t +61 ) — f(t)1 

.5. 1f(8) —  f (t + 61)1+ tv(61) w(61) + w(62). 
(iv) La prueba se sigue por inducción. 

(v) Sea A > O hallamos n E IN U {O} tal que n < A < n + 1 entonces 
w(Ab) < w((n + 1)6) 5 (n 1)w(6) 5 (A + 1)w(6). 
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(vi) Supongamos que w(6) 	0, 1 	0+ entonces (lada e > O existe 1)(e) = ti tal 
que si 8 > 0,6 < q tenernos que tc(f,6) < e, proponemos 6(e) = q entonces si 

is - ti < 6, s,t E 1 tenemos que f(s) - f(t)I < w(f,S) < e por lo que f es 
uniformemente continua en 1. 

Ahora si f es uniformemente continua en 1 dada e > O existe 6'(e) > O tal que 
para toda s,t E 1 tales que is - < 6 entonces I f (s) - f(t)I < e. Sea q = I* por 
lo que si 6 < q tenemos que if(s)- f(01 < e para toda s, t E Z con is - ti < q de 

donde w(6) < e y así tenemos que w(8)-> 0. 

(vii) Sea t E [a, b], t a, 6 elegimos O < 6 < b - t, entonces se tiene que 

!Pi + 6) - f(t)I < w(6) de donde I.41-1-4-11fii <la   por lo que In« = O y 
así f = c. 

Q.E.D. 

Ahora veremos con que rapidez se aproximan los polinomios de Bernstein a 
una función acotada f: [0,11 -4 R. 

(VI.5) Teorema. Sea j: [0,11 R acotada entonces lif -14(f)li < lw(*). 

Demostración. Tenemos que: 

11(x) - Bn(i)(x)i = 	[fix)-  f ;,` 	k)xk(1-  x)n-k  

5 E f(x) - f (1)1( nk ) xl̀  (1 - x)n-k  
k=0 

< E«, (1 	k ).k(i - x)n-k. 
A=0 

Por otro lado tel emos por (VI.4)(v) que w(lx - 	= tv(frilx - 

5 (1 %/Fi ix - 11) w (*) 

por lo que: 

1(x) Bn(f)(x)i 5. E (1+ 41x - ñ ) w(711  ) 	xk  (1 - x)n-k  = 
it=o 

= w(*) [1 	x - 
n 	

sk  (1 - xrkl (1). 
irj.á  

Por la des'gualdad de Cauehy, (CBS), tenemos que: 

r 	(nk ) zh(1- x)n-k  = E 
k=o 



(Pero por (1.15) Parte 1 se tiene que E(k -nx)9  
18=0 11 )

S I'  (1 - x)"-  < 
4 
-n  de donde 

VI 
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(( 	x k (1 - x)"-k) 2)(( k )sk(i 

 

k 

11 

  

  

2 
ekl) rk(i xr-k} 

 

- - n k=0 

 

  

se sigue que: 

k E (x- n
2  n k )xk(1- x)"-k  5_ r

n• 

	

De (1) se obtiene que 11(z)- B„(f)(x)1 5_ tw(*). 	
Q.E.D. 

(VI.6) Observaciones. 

(i) Si f E C([0,11), por (VI.4)(vi) tenemos que w(*) -4 0 cuando n oo por lo 
que obtenemos una prueba más para el Teorema polinomio! de Weientrass. 

(ü) Si f E Lipm(a), a E (0,1) tenemos que ilf — B„(f)II 5. 1-1. 

Probaremos algunas otras propiedades del módulo de continuidad: 

(VI.7) Teorema. 

(i) Si f E Lipm(a), a E (0,1). Entonces w(6) < M6° en particular se tiene que 
si: If(x)1 < M en [a, 6] entonces w(j,[4,11,6) 5 M6. 

(ii) Sea j: [O, a] -4 111 una función tal que: 

(a) f(r) f (Y) si r < y, x, y E [0, 4 

(b) .1.(x + 5_ f(x)+ AY). 
(c) j(0) = O 
entonces f(x) = w(f, x) en [0,a]. 

(iii) Si [c, d] C [a, b] entonces w(f, [c, 4 6) < w(f, [a, M, 6). 
(iv) Si f es una función par en [-a, a] entonces w(f, [-a, a),) = w(f, [0,46). 
(y) Si x = cose, x E [ -1, 1] y g(0) = f(cos O) entonces 

w(g; 	Ir], 6) = w(g; [O, 7[],6) < w(f, [-1, 1], 6). 
(vi) Si f tiene período T entonces w(f, [a, a + T], 6) es independiente de a. 
(vü) Si g(x) = f(Ax B), A> 0 con x E [c,(1] entonces 

k=0 
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w(g,[c,46) = w(f,[Ac+ 13, Ad + I3], A6). 

Demostración. 

(i) Es claro a partir de la definición. 

(ii) Debemos probar que f(6) = sup lif(x)-f(y)1 I x, y E [O,a]} para 6 E [O, a]. 
ir-91<6  

Si hacernos x = O y y = 6 entonces por hipótesis 

f(6) = If(Y) -  f(x)I 	sup  (If(x) - 	I lx yl 5 6). 
x.YE[O,a) 

Ahora supongamos que x, y E [O, a] son tales que x < y y lx - y1 < 6, es decir, 
x < y 5 z + 6 entonces por hipótesis f(x) < f(y) y f(y) < f(y — x) + f(x) por lo 
que O f(y) - f(z) < f(y - x) 5 f(6) de donde I f(y)- f(x)1 < f(6) con lx - yj 
por lo que se tiene la otra desigualdad. 

(iii) Del hecho de que si x, y E [a, cl] tales que ix - yi 5 6 implica que x, y E [a, 61 y 
- yi 5 6 se sigue que w(f, [c, d], 6) < w( f , [a, 6],6). 

(iv) Por el inciso anterior tenemos que w(f, (O, al, 6) < w( f , [-a, a], 6). Para la otra 
desigualdad analizaremos diversos casos: 

Caso 1. Si s, t E [O, a], .9 < t entonces I f (s) f (O] < w(f, [O, a], 1) con 
1s -t] < 6. 

Caso 2. Si s < t, s <Oyt > 0, s, t E [-a, ab is -ti 5 S entonces I  f (s) f(t)1 = 
= I f(-3)- (t)1 < w(f, [0,a],6) ya que 1- s - ti 5 is - ti 5 6. 

Caso 3. Si s, t E [-a, 0], is - ti 5 6 entonces 1 f (3) - f(t)i = I f (-3) - f(-t)1 
5 w(f , (0, a], 6) ya que -3, -t E (0, a] por lo que se cumple que 

w(f, 	a1,6) < w(f,[0,a1,6). 
(y) Por el inciso anterior tenemos la primer igualdad, para la desigualdad procede-

mos como sigue: w(g, [O, ir], 6) = sup (If (cose') — f(cos82)1} si hacemos 
lo, -hl<6  

= cos01  y x2 = cos02, IX! — x21 < 	—921 < 6 por el TVM-D, por lo que 
w(g, [O, ir], 6) 5. w(f,  (-1,11,6). 

(vi) Es clara despúes de observar que para cualesquiera dos intervalos de longitud T 
hay una isometría entre ellos y que la función f preserva los valores en puntos 
correspondientes. 

(vii) Sean s, t E [c, d], is - t] 5 6 entonces ]g(s) - g(t)i = if (As B) f(At B)I, 
pero tenemos que As - B, At B E (.4c+ B, Ad+ B1 y ¡As +B 	B)1 < AS 
por lo que w(g;[c,46) < w(f; [Ac + 8, Ad + B], A6). 
Para la otra desigualdad procedemos así: sean s,t E Pie+ B, Ad + B1, Is - ti < 

5 AS entonces 1 f (s) - f (t)i = 19( 1511) - g(j)1 5 w(g; [446) ya que del hecho 
que si t E [Ac B, Ad + B] tenemos que 	1:-A-Li  E [c,11] y 19 - 	i 5 6, por 
lo tanto se cumple la otra desigualdad. 

Q.E.D. 
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(VI,8) Observaciones. 

(i) El inciso (ii) de (VI.7) es válido también en cualquier intervalo [6, e] simplemente 
definiendo a t13(x) = w(x 6) con x E [0, c — b] y con ayuda de (VI.7)(vii). 

(ii) Una función f(x) definida en [O, a] es módulo de continuidad de una función 
en [O, a] si y sólo si f(x) satisface las condiciones de (VI.7)(ii). 



I Si 2 . Teoremas Polinomiales de Jackson 

Los Teoremas polinomiales de Jackson nos dan una respuesta sobre la conducta 
que tiene el error En(f) f ) cuando n 	oo, para establecerlos necesitaremos algunos 
temas introductorioe. 

Dada g E PC(Hr, mg le asociamos un polinomio t n  E Tri  dado por t n(g)(0) 

= 2t E(akcos(k8) bzsen(k8)) donde los coeficientes estar definidos por: 
k=1 

ak =
• 

g(t)cos(kt)dt con k = O, 	,nybk  =11 g(t)sen(kt)dt con 
•/f 

k = 1,...,n los cuáles son llamados los coeficientes de Fourier clásicos de la 
función g. Para nuestro propósito introduciremos una generalización dada por la 
siguiente: 

(VI.9) Definición. Sea f E PC((0,2w)) definimos: 

g,,(f ; x) = 
ao 
— 	rk,„(ak cos(kx) bksen(kx)) 
2 £-4 

k=1 

donde ao ,ak,bk, k = 1,...,n son los coeficientes de Fourier de la función f y 
rk,,, E lit para k = 1,...,n. 

(VI.10) Lema. Sea f E PC([—w,w]) entonces 

g,,(f; =w J f(x t)11„(t)dt 

donde Un(t) = + E rk,„ cos(kt). 
k=1 

Demostración. Por definición de g,,(f ; x) y de los coeficientes de Fourier y 
recordando que cos(A — B) = cos(A) cos(B) + sen(A)sen(B) tenemos que: 

/f 	
1 

g„(f ; x) =
"'J 

f (t) 
2 

{— E rk,„ cos(k(t — s))} dt = 
k=1 

-- 	f(t)U„(t — x)dt. 

haciendo el cambio de variable y = t — x tenemos que: 
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1 

f

q„(f;x) = 7r - f r-x f(x y)Un(y)dy. 

Por otro lado f y U„ son funciones de período 2/r entonces 

f(x + Y)Un(Y)dY = 1f f( x  Y)Un(Y)dY (1) 
lr, 

por lo que q„(f; x) = 1 I 	f (x + y)U„(y)dy +1  r --. f(x+ y)Un(y)dy, por (1) 
ir 

—1T 

.-.1t—Z 	 —Ir 
R

tenemos que q,,(f;x)= 1 J f (x + y)11,(y)dy. 
-Ir 

Q.E.D. 

Los siguientes lemas nos ayudarán a rpobar el resultado (VI.13). 

(VI.11) Lema. 31z1 5 'senil si IxI  5 f. 

Demostración. Sea x E (0, fi y consideremos a la función f(x) = eenz 
entonces f"(x) < O en (O, 59, de donde f ea concáva, por lo que f (x) = le= > fx 
en [O, f], ahora si x E E-121,01 entonces -x E [0,f] por lo que een(-3) 	es 
decir, -sena > --tx por lo tanto se cumple la desigualdad del lema. 

Q.E.D. 

(VI.12) Lema. Sea x E [0, co) entonces mar < z. 

Demostración. Consideremos a la función h(x) = x - gens y apliquemos el 
TV1I-D. 

Q.E.D. 

(VI.13) Teorema. P.P. Korovkin. 

Sean r1,,,,• • • 	E R tales que Un(t) > O en [-Ir, ir], con U8(t) como en (VL10). 
Entonces para cualquier m > 0: 

Ilf - 	w( %257.71) [14- ni(1 - ri,„)41 . 

con lb corno en (VI.10). 

Demostración. 

De la definición de U„(t), (VI.10), es fácil verificar que 	Un(t)dt = 1, por 

lo que tenemos: 

f ( X ) — qn( f ; X)I = 	 f (X) f(x 1-1))11„(t)dti 5. 	to(ili)in(t)dt (1). 

—ir 	 —Ir 
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Por otro lado se tiene que: I f(x) — f(x + 1)1 5: lo( f ,[— 	.v, r + 4 Iti) ya qut,  
t E [—ir, 7r1, por (VL7)(vi) se tiene que I f (x) — f (x + 1)1 5. to( f , [—;r, 	pi). 

Además por (VL4)(v) se tiene que w(It') = w(mItlk) < (1 + 	.k) • así 
tenemos que I f (x) — f (x 1)1 < (1 + niltpto(k), regresando a (1) obtenemos; 

qfd ; x)I  5. 10(1; ) [1+ II itiUn(i)dti (2) 

- If 

Ahora acotaremos la última integral. Por la desigualdad CBS tenemos: 

I It111,,(t)dt = —1 1t1 [U „(t)14  ,,(t)14  dt 	Kr iti 2Un(t)dt] (3).. 
-ff 	 —w 

Por (VI.11), como Iti < r entonces (1)2  < itsen2(1) = 1.0(1 — cosi) de aquí 
se sigue que 12  5 32-1(1 —cosí), de (3) se tiene: 

ff 

.11 	itlUn(i)di 	1. 
2  
-» 	Un(t)(1 — cost)dti l  

ff 

pero I'  cos(kt)cos(nt)dt = O si k n, k,n E Z y 	coe2(kt)dt s., de donde: 
•••Ir 

[
Un(t)(1 — cos t)dti f. 	= *(1 — r1 ,„)4, lo cuál al sustituirlo en (2) nos da el 

resultado. 
Q.E.D. 

El Teorema anterior presupone la existencia de números ri ,„,... , r.,. E R 
tales que U„(t) > O. Una forma de producir polinomios trigonométricos pares no 
negativos esta contenida en la siguiente: 

(VI.14) Discusión. 

Sabemos r ue: 
2 	n 

ia 	n 	il O < E ckeiko =  E Cket 	E cke-ik  
k=0 	' 	k=0 	4=0 

para cada ck E R k = 0,... , n. Así tenemos que: 

	

n 	2 n 	 n-. 
cheik• = E 4 + (2 E c,c,+,) cos(0)+ 

	

k=0 	k=0 	k=0 
n-2 

+2 E ,,,c,+2  cos(29) + . . . 4- 2c0c,, cos(ne) (1). ( 
k=0 

Si deseamos que (1) sea tina U„(t) como en (VI.10), debemos tener: 
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k.-n 
-1 

( n 
	 n 

C2  = 2 E sen2  ( --2— 
2 + 

. ik 	ir) 	(2), y así tenemos que E c2k  = 
2 
— por lo que 

n 
1 

k=o 	 k=0 
obtenemos que U„(t) > O. 

Para aplicar el teorema (VI.13) encontraremos una expresión más simple para: 

n-1 
ae( 11 (.;.2k4-11rD (sen k+27()) 

= 2e2   
k=0 

observemos que: 

(igen  (nk ++ 21 1r)) (gen  (nk ++ 22x)) = E  (.(nk++21 7,)) (sen  (nk ++ 221r)) 

k=0 	 11  k=0 
ya que sólo agregamos un cero a la última suma. Mientras que por otro lado 
tenemos: 
n-1 (sen  ik + 1 Ir  \\ (gen (k+2, 	(sen\\ =E 	k Ir\ \ ísen  (k 	\ 

kn+ 2 ) 	kn+ 2 

	

k=o 	kn+2 )jk kn+ 2 fj h=o 
por un simple corrimiento de índices y agregar un cero al principio, por lo anterior 
se tiene que: 

n-1 (nk ++ 21. 11.)) (sen  (nk 221.)) E (sen 
k=o 

k 	2 	I1 
= 	E leen  r774 21r) sen 

Ik+ 
 iirn gen 

k  
n 
 + 

2 9 (3).  h=0 
Aquí necesitamos recordar que: senA cos B= i{sen(A B) + sen(A — B)}, para 
nuestro caso particular A + B = 4771- y A—B= eh, de donde A = Mory 
B= 	' Por lo tanto de (3) se tiene que: n+2 

n-1 k+ 2 	= E (sen
(

k+1 
 ir)) (sen (714-7-

2 
ir))  

k=0 

y`n 	2 (k + l  = " (i:2
) k=0 

n  
“ 	kn+2

lt 
 )2 2  \n+2 

Por lo tanto r1,„ = cos (*2-). Por (VI.12) y la identidad sen2(8) = 1(1— coa(28)), 

se sigue que: (1—ri,„)4 = (1 — cos (7.—'452)) = Visen (2 	) < 2e)  , de donde 

se tiene que: 1 + 1(1 — 	5 1 + 2 	< G. 

1 E cA. = 
2 
_ para lo cuál elegirnos a ck  = raen ( 	IT') para cada k = O, 	n donde n+2  
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De (VL13) concluimos que Ig(x)— q„(y;x)1 < 6w(-71). Por (III.8) sabemos que 

existe T,4; E T tal que É„(f) =IIf — Ta por lo que hemos probado el siguiente: 

(VI.15) Teorema de Jackson Trigonométrico. Sea f E PC([—tr,71]) en-
tonces Ilf — T, II 5 6w(1). 

Ahora supongamos que f E PC([-1,1J), entonces definimos y E C([0,71) por 
g(t) = f(cos t) la extendemos, a [—ir, ir] poniendo g(-1) = g(t) si t E [—ir, 0) y así 
obtenemos una función par, continua y de período 21r, por lo que si ql es el mejor 
aproximador trigonométrico de grado<n de g, entonces q„* es par también (ver 
(IV.9)). Así pues g„*(t) = 	+ a.1  cos(t) + 	an  cos(nt). Dado que cos(nt) es un 
polinomio en cos(t) de grado <n, tenemos que qr,(t) = do+ di  cos2(t )+...+d„ cos"(t) 
haciendo x = cos(t) se tiene que p:(s) = do + dm  x 	cl„r" E P„. 

Por (VI.7)(v) y (VI.15) hemos probado el siguiente: 

(VI.16) Teorema de Jackson Polinomial. Sea f E C([-1, 1]) entonces 
En(f,(-1,11) 6tvt1). 

(VI.17) Corolario. Sea f E C([a,b)) entonces En(f,[a,b1) 6w(W). 

Demostración. Sea [-1,1] 	[a, I)] definida por 1(x) = 	(x — 1) + 6, 
consideramos g(z) = (f o e)(x), por (VI.16) tenemos En(g,[-1,1]) < 6w(1) y 
como t es una biyección entonces E„(f,[a,61) 6w(1) y por (VI.7)(vii) tenemos 
Eis(f, [4,M) 5 Ow(111  ). 

Q.E.D. 

(VI.1S) Corolario. Si f E Liph(a) en el intervalo [a, 6] entonces tenemos que: 
Eis(f,[-1, 1]) 5 6k NI; r. 

Demostración. El resultado se sigue de (VI.7)(i). 
Q.E.D. 

(VI.19) Corolario. Si Ifs(x)I < M para toda x E [a, 6] entonces: 

En(f,[a,b1) < 3.41171—Tü. 

Demostración. El resultado se sigue de (VI.7)(i). 
Q.E.D. 

(VI.20) Corolario. Si f' E C((a,6J), entonces se tiene que: 

E„(f;[a,19]) 5 t(b — a)E„_i  ( f'; [a, b]). 

Demostración. Sea En _ 1(f';[a,b]) = 	— _ 1 11, consideremos p„(x) = 

J 
	p;',..1 (t)dt por (III.13)(iii) tenemos que E„( f ; [a, 14) = E„( f — p,,; [a, b]) pero 
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pls(s) = p;,_1(s) por lo que If - 	- pZ_ I  I < En _ i (fg= Al, por (VI,19) se 
sigue el resultado. 

Q.E.D. 

(VI.21) Corolario.Sea f E C(k )(1a,b1) entonces sin > k se tiene que 

En(f,[a,61) 5 wk ( 2(bnZ) ), donde wk es el módulo de continuidad de j (k) y 

e = 2.3K+1(6 - a)kek(1 + k)-'. 

Demostración. 

Por (VI.20) tenemos que En-.,(j(i ) ) 5. 3(6 - a)E„...)_1(f(i+1))(n - 	(1), 
entonces multiplicando obtenemos: 

En(r)En-i(f") • • • En—M+I(f (11-1) ) 5. 

{3(6 - a)}k  [n(n - 1). • • (n - k 1)ri En_ 1(f)E„_2(f")• • • En.-1,(100 ) (3). 

Si E„...i(j ( j ) ) = O para alguna j entonces de (1) En(f) = O y el resultado es 
trivial. Por lo que supondremos lo contrario. De (3) se sigue: 

En(f) < {3(b - a)}k  [n(n - 1). • • (n - k +1)1-1  En-k(f (10 ), por (VI.17) tene-
mos que: 

&U) 5 

6{3(6 - a))k  [n(n - 1). • • (n - k + 1)1-1  wk (Ibt j) (3). 

Por otro lado se tiene que: 

In [n(n - 1) • • • (n - k 1)) = E In(n - j) 	In(i)dt 
14,0  

pero es fácil verificar que: 

In(t)dt - In 	nn  
—lo 	k(ri — k)"-* 

Por lo que aplicando la exponencial en ambos lados de la desigualdad anterior 

obtenemos que: n(n - 1). • • (n - k + 1) > nhe-it  (1+ r;145) 5-11. 

Por la desigualdad de Bernoulli tenemos que: n(n -1) • • • (n- k+1) > falte-4(1+k) 
tomando recíprocos se tiene: [n(n - 1). • • (n - k +1)1-1  < n-keh(1 + k)-1, por lo 
tanto de (3) se sigue el resultado. 

Q.E.D. 



CAPITULO VII 

TEOREMAS TRIGONOMETRICOS DE JACKSON 

En este capítulo estudiaremos lo desarrollado en el anterior pero ahora para 
polinomios trigonométricos. 

§1. Introducción 

(VII.I) Definición. Sea f E PC(10,2111) entonces la serie de Fourier de f 
00 

es la serie: loo  + E«, cos(kx)1- bosen(kx) donde ah  y bh  son los coeficientes de 
I=1 

Fourier de la función f . Para indicar la relación de la serie de Fourier con la función, 
00 

se denotará: f(x) ,-. lao + E ak  cos(kx) + bhsen(kx). 
k=1 

La notación anterior no significa que la serie de Fourier converja a f(x) en 
algún punto específico. Para mostrar este fenómeno veremos el siguiente: 

(VII.2) Ejemplo. Sea 1:[—, r, o] --o IR definida por: 

, 	—1 si x E (-1r,O) 
1(2) =.  (1 si x = --ir,z E [O, ir] 

00 
es fácil ver que la serie de Fburier de f es f

kx) sen
k  y es claro que no converge 

E  ( 

Denotaremos por Sn(f)(x) la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier de 
f . Encontraremos una expresión cerrada para S,,(f). 

(VII.3) Lema. Sea f E PC([—Y, rj) entonces S.( f) está dada por: 

S„(f)(x) = 1 ir  i_wir  f(X ± t)D0(t)dt 

18=1 
a f(x) en x = O, tr, aunque si lo hace en los demás puntos del intervalo. 



(1) 
anum.91). 

D.(t) = 	alen(ti )  
n + 

<iti <R 

t = O 
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donde D„(t) es el n-ésimo núcleo de Dirichlet definido por 

D,,(t) = 1+ E cos(kt). 
k=1 

Demostración. Por definición de S„(f),ak  y bk  tenemos que: 

R

S„(f)(x) = 	f(t)D„(x - t)dt haciendo el cambio de variable y = x - t ob- 

s+vr 

tenemos S„(f)(x) = 	f(:c - y)D,,(y)dy, como f y D,, E PC([-ir, s9 se 

sigue: 

Sn(f)(x)= 	f(x - li)Dn( MY. 

Por otro lado si hacemos el cambio de variable t=x-f-s y observando que a 
partir de la definición de D. tenemos que D. es par, obtenemos que 

S„(f)(x)= f,f(i s)D.(s)ds. 
11• r 

Q.E.D. 

Enunciaremos algunas propiedades del núcleo de Dirichlet, 

(VII.4) Lema. Sea D.(I) el n-ésimo núcleo de Dirichlet entonces: 

D„(t)= E eiii. (forma compleja) 
i=-n 

(iii) D. E T., es par y continua. 

(iv) DN(t)dt = I.  D.(t)dl = 1. 
o 

Demostración. 

(i) Multiplicando D,(t) por sen(I) y usando la siguiente identidad trigonométrica 
sena cos y = }{sen(z + y) - sen(z - y)), obtenemos la expresión buscada. 

(ii) Recordemos que 	= cos(kt) + isen(kt) por lo que cos(kt) = fe"' + e-44) 
para toda k = 1, , n. 

(iii) Se sigue a partir de la definición de D,(t). 

(iv) Observemos que w  cos(kt) = O si k = 1, 	 1 ,n, por otro lado / * 1 = 1 
19  -w 



(i) 
1 ise£2219)2  

KIM) = 	keen(11)) 
0< < ir 
t = 0 

Es la discusión previa al teorema. 
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y así tenemos que 	DR(t)dt = 1. 

Q.E.D. 

A pesar de que S„(f) E T„ el ejemplo (VII.2) muestra que S„(f) no es una 
elección adecuada para aproximar uniformente a f E PC((—rr, r1). Para este fin 
consideramos las medias aritméticas de S„( f): 

an(f)(x)= kíso(f)(x)+ • • +5,1(f)(x)) = 
= 	+ E n 

/I 
 k 

—(ak cos(kx) bksen(kr)) (sumas de Fejer) (1). 2  
4=1 

Por (VII.3) y (VII.4)(i) obtenemos que: 

	

ff 	
1 	

ff 

°ISM = ;17 	j(z t)K.(t)dt = — J f(x  01"k 2 I 

2nsenf
"  sen(11  — 1)t  

2  dt (2) 

a Ko(t) = (Do(t)+ + D._1(t)} es llamado el Núcleo de Fejer de n-ésimo 
orden. 

Pero si R(t) = sen1 + sen(1t) + + sen(n — 1)t entonces 

sen(1)R(t) = 1(1— cos(nt)) = sen3(it), utilizando la siguiente identidad 

senasen# = 1(cos(a — fi) — cos(a + fi)), por lo que: 

R(t) = Te--241 n  de (2) se sigue: K.(t) = 1-11 si t # O y si t = 0 tenemos que, 

	

n—I 	
1 n-1 	1 K„(0) = E D4(0) = — 	(k .r) por (V1I.4)(i), de donde IC„(0) = f. Por 

	

s=o 	n tfo 	2 

otro lado debidó a las propiedades que cumple D,,(t) (ver (VII.4)), obtenemos el 
siguiente: 

(V1I.5) Teorema. Sea K.(t) el n-ésimo núcleo de Fejer entonces: 

(ii) K. E T. es par , K„(t) > O y continua. 
ff 

• 
11,,(t)dt = — 	K„(t)dt = 1. 

••1! 	 ir 

n-1 
0v) 11.0) = E (i - 	eiki . (forma compleja) 

l=—n+1 

Demostración. 
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(ii) K„ > O es clara del inciso anterior y el resto del inciso es claro a partir de la 
propiedad de Dn(t) ((VIL4)(iii)). 

(iii) Es obvio de (VII.4)(iv). 
n-1 

(iv) Dado que 11,,(t) = 	Dk(t) y Dk(t) = E 	= Eso* + E 	tene- 
k=0 	 1=-11 	j=0 	i=1  

mos que: 

n-1 k 
Kn(t) = E Ecile + 	= 

k=o j=o 	i=1 

{ n-1 	 n-1 

= 	E(11. —Dei)*  +E(n 	= 

i=0 	 i=1 

{ n-1 	 n-1 

= -11. 	E (n liDew = E 	_ 	eiit. 
j.-n+1 

Ahora probaremos el siguiente célebre resultado: 

Q.E.D. 

(VII.6) Teorema (Fejer) (1004). Sea f E PC((—ir, e]) entonces sucesión 
de sus promedios de Fejer {o,,(f)} converge uniformemente a f. 

Demostración. 

Tenemos que: an E T.. Sustituyendo los coeficientes de Fburier se sigue que: 

an(f)(z) 	
* 

f (t)
{ 1 

 + 2_, n — 
k ~(k - z))} 

—11 	 n  
es 

= 	 : f(y+z){ + E 	cos(ky)) dy, debido al cambio de variable 
2 k=1 

y = t x. Haciendo Un(t) = 	
n 

n 
 k  cos(kt), tenemos que 11.(t) ?. O ya que 

Un(t) = Kn(t) > O de donde por (VI.13): 

If(z) — on (f)(z)l 5. w(-4-.)[1 IN(1 ri,„)il con m E le y no, = 	por 
lo que si rn = n se tiene que: 

if(x) — an(f)(x)i < w(-*) [1 + *1. Como f es uniformemente continua 
entonces w(6) O cuando 6 ---> o por lo que II f - 	-4  a 

Q.E.D. 
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(VIL7) Observación. 

El teorema anterior da otra demostración al Teorema Trigonométrico de Weier-
strass, en la que los polinomios trigonométricos aproximadores se dan explícitamen-
te. 

Daremos otra prueba al Teorema polinomial de Weierstrass, usando el Teorema 
trigonométrico, con lo cuál concluimos con la equivalencia entre los dos resultados. 
Sin pérdida (le generalidad nos restringimos a [O, r]. 

(VII.8) Teorema polinomial de Weierstrass (1885) Sea f E C([0, ir]) 
entonces dada e > C  existe p E 1) tal que u — 	< e. 

Demostración. Extendemos f a una función par en Hr, id de tal manera 
que f E PC(Fir, ir]) entonces por el Teorema Trigonométrico de Weierstrass, dada 
e > O existe T E T tal que tif — 7111,m < f. Como T es una función analítica 
en IR, su serie de potencias converge uniformemente en subconjuntos compactos de 
IR, en particular en (—/r, w), 

Por lo tanto existe un polinomio p E P tal que IIT plii,,„) < 1. Por lo que se 
sigue que Ilf — 	< e, así se tiene que Ilf — eIIio,RJ < e. 

Q.E.D. 



§2. Núcleo de Jackson 

Estudiaremos con que rapidez tienden los polinomos trigonométricos a una 
función f E PC([0,27rJ), para lo cuál introduciremos el núcleo de Jackson. 

Primero motivaremos su definición. Observemos que en cierto sentido el núcleo 
de Fejer es esencialmente el cuadrado del núcleo de Dirichlet. Los únicos dos cambios 
son: 

(i) .51  por n 	para que Kn(t) sea un polinomio trigonométrico de grado n. 

(ii) 11 por para que -1 I K ,,(t)dt = 1. 
-fr 

La idea de Jackson es tomar el cuadrado del núcleo de Fejer con las mismas 
modificaciones para lo cuál consideramos: 

sen (f) 

Dado que Kn ET„ entonces K,2, E Ten  por lo que vamos a sustituir a n por [y] + 1 
para que: 

C

gen + 1) IV 

nen (f) 	/ 
E T. 

"Izi  c. sen 
f 	 1 (Oen (11 4.

(f) 

 1)  ) 4  

cumpla con 1".  J„(x)dx =1, n > 1, esto nos lleva a la siguiente: 

(VILO) Definición. El n-éalino :nicho de Jackeon J,,(x) se define por: 

1 (sen ([111 +1)  )4  

1f 

a J.*(f)(x) = J f(t)J„(x - t)dt se le conoce como el operador de Jackeon y cn  

es una constante tal que I J.(t)dz = 1. 

Sea cm E R+  tal que: 

-r 
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(VII.10) Teorema. 

Sea J„(x) el n-ésimo núcleo de Jackson entonces: 

(i) J„(r) > O en [—rr , ir] y es par. 

(i1) 	J„(x)dx = 2 I J„(x)dx = 1. 
o 

(iii) c„ = rn(2n12  + 1) con m = [1) + 1 para toda n > 2. 

(iv) Jii(0) 

Demostración. 
(i) y (ii) se siguen de la definición. 

4 
sen (Inz) 

(iii) Sean E IN . Por (VII.10)(ii) cn  = 

	

	—2— dx con rn = [1] + 1. Por 
sen (I) 

la definición del núcleo de Fejer sabemos que si O < jxj < ir entonces: 
(w)2 _ 

m—i 
= 2 E Di(.)  
= rn + 2 [(m —1) cos(x) (m — 2) cos(2x) + • • • + cos(m — 1)xJ (1). 

Si x = O por un lado tenemos 	= de donde 2m/„,(0) = m2  mientras 
que en (1) se obtiene m2, por lo que podemos concluir que: 

(sesn)  )2  — m + 2 1(m — 1) cos(x) + (m — 2) cos(2x) + • • • + cos(m 1)xl 

para toda x E [—ir, id. 
ff 

Por otro lado dado que I cos(Ict)cos(jt) = ir6ii para toda i,j E 1NU {O}, tenemos 
- ff que: 

c„= 	(m + 2 [(m — 1) cos(x) (m — 2) cos(2x) + • • • -4- cos(m — 1)xj)2  dx = 
- ff 

= 2rm2  + 4r [(rn —1)2  + 	12] = s3m(2rn2  + 1). 

(iv) Por (1) del inciso anterior se tiene que J„(0) = 
Q.E.D. 

Veremos de nuevo el siguiente: 

(VII.11) Teorema Trigonométrico de Jackson. Sea f E PC10,27r1) en-
tonces É„( f) < cw(1) n> O y con c> O constante. 

Demostración. Sea x E [—r, r] entonces 
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ff 	 1f 
If(x)--.4(f)(x)1 = If(x)- 	f(t)J„(x -t)dti = If(x)- 	f (x -0J „(t)dti 

-ff 	 -X 

=  il
ff 	 ff 
,r (1(x) f (x — t))4t)dt 5. I if(s) -  f — 01,1n(t)di < 

f Ir 
jW(f1 

- w 
por (VI.4) incisos (iii), (iv) y (v) tenemos que: 

w(f, ¡ti) = w(f, 41) _5 w(f," ,L-11,1:11) 	+ 1)w( f, 

(niti + 1)w(f, 

por lo anterior se tiene: 
r,r 

Iffi) J:(x)1 L.(niti +1)w (f, 	Jis(t)dt = 

= 2nw(f, 
J 
 ItIl„(t)dt 4-2w (j,-,;) (1) 
o 

pues ItiJ„(t) es una función par. Resta acotar a la integral/ itiJn(t)di para lo 
o 

cual procedemos como sigue: haciendo el cambio de variable t = 2y tenemos que 
ff 

itif„(t)dt = 	tJ.(1)= 4 I 11,4(204, por definición del núcleo de Jackson 

y eligiendo m = 	+ 1 suficientemente grande tenemos que: 
_t. 

- tJ (t) 	4 	t íseli(rni) 
4 
 dt 	t (gen(Int) 

4 
 dt 121. " 	— 	Jo 	sen(t) J 	c„ J,L 	sen(t) f 

por (VI.11) y del hecho que sen(t) 5 t en [O, 21rj se tiene que: 

(=j))4  5 (11)4  y es fácil ver que isen(n1)1 < nisen(1)1 si t E [O, fl entonces de 
(2) se sigue que: 

• J. 

	

t,1,,(1) 5 4
eff 	

trn4 dt + —4  /f i (Z
21
r-)4  di. 

O 	era _o_  

2 
evaluando las integrales anteriores se obtiene que I' 

w 
 tJ„(t) < —m2  + 

it 4 
--rn

2 
 , pero 

o) 	ca 	8c„ 
c„ > Strn3  entonces se tiene que --m2  < dr, pero n < 2m, ya que f - 1 < [e], 
por lo que za-rn2  < 3<  -717, mientras que 110 < 1-, < 1, por lo tanto se tiene N 	7  

ff 

que 
 J

th(t) 5 -, por lo que de (1) se sigue que 11(x) - J,;(f)(z), 5 16w(j,t), 
o n 

y a partir de la definición de .1,:(f)(x) y del hecho que al integrar un polinomio 
trigonométrico su grado no crece entonces J,(f) E 7„ por lo que En(f) < 16w(f,t). 

Q.E.D. 
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(VII.12) Corolario. Sea L'.• = {f E PC([0,2irj) 1 tv(f.b) < 6} entonces 
É„(f) < .11 para toda f E C*. 

(VII.13) Corolario. Sea f E Lipm(a) fl PC([0,2r]). a E (0,1) entonces 

É 	< 	para alguna constante c y para toda n E IN. 

(VIL14) Definición. Definimos a PCP([0,2r) cómo el siguiente conjunto: 

{f E PC([0, 2irj) I f (i) existe y f(i) E PC([0, 2irJ) para cada j = I, 	,p). 

Entonces tenernos: 

(VII.15) Corolario. Sea f E PC1 ([0,2x1), entonces En(f) < 1M donde 
If(x)1 < M para toda z E [—r, x1. 

(VII.16) Teorema. Sea f E PCI (Fir,irp, entonces  Én(f) -5_ *Én(r) para 
alguna c E IR. 

Demostración. Sea T: el mejor aproximador trigonométrico de grad,o<n para 

f' entonces Én(r) = 11.1' —l'UF«. Sea T.(x) = Is  T,;(1)dt E rn, por (111.13)(iii) 

tenemos que Én(f, 	id) = Én(f — 	Id) pero T,;(x) = n(z) E T. por lo 
que 	— 	= 	— Tñ I < Én(fg= M por (VII.15) se sigue que Én(f,[—Ir,Irj) 

1,1Én(r). 
Q.E.D. 

(VII.17)Teorema. Sea f E PC9(Fir, ir)), entonces É,1(f) 5 	tv(f (P),I) 
con k > O constante que sólo depende de p. 

Demostración. Por el Teorema anterior tenemos que Én(f) < 1„1Én(r) < 

Én(r) por lo que Éii(f) < (1)P  Én(i(P)) <,111:1- w(f(P) , 1). 
Q.E.D. 



CAPITULO VIII 

INVERSOS A LOS TEOREMAS DE JACKSON 

En este capítulo nos dedicaremos a estudiar los inversos a los resultados en el 
capítulo anterior, así como a estudiar una clase importante de funciones llamada la 
clase de Zyginund. 

§1. Teoremas de Bernsteln 

Empezamos primero con las desigualdades de Bernetein y Markolt. Sea 
f E C((-1,1)) dada, eesp E P,, el polinomio interpolador de Lagrange construido 
con loe ceros de 71.(2) (polinomio de Cbebyshev de grado= n), los cuales son: 

= 	w ) con i = 1, , n (IV.2)(iv) y en los que p(zi) = Ami). Por la 
discusión previa al teorema de Walsh (11.22) sabemos que: 

te(x)  
fk(z) 

- i)tv.(zi) 

donde w(z) = 2"-1 11(z - zi) = 71.(z) (1), con B = arccoez, B E (0,2), x e (-1,1), 
i=i 

entonces: 

p(i) = 	fix i) 	714(z)  
5.1 	(Z — i)Ut(2 ¡) 

Por otro lado w'(zi) = 1,Liad  donde B; = arccoszi, por lo que 1 ir 

sen(nei) = (-1)i-1  y como sen(/) = ‘1-7, de lo anterior se sigue que: 

XX) = 	fixix-1)i-i
n(z)sen(0;) 

 (1).  
(z - zi) 

(VIII.1) Lema. Sea p E P5-1 entonces tiPiikt,t1 5_ linN/17-7P1-i,11. 
Demostración. Sea M = linV177plit_im. Basta con demostrar que 

ip(x)1 < M para toda x E (-1,1). Sabemos que los ceros del polinomio de Cheby- 
sliev ocurren en los puntos x, = cos( 2's 	con i = 1, 	, n. 

11=1 
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Si x E [x„,x i ] como Ir' < lxil entonces ‘/1-72  > \/1 - 	y además por 
(VI.11) V1 - 	= sen(*) > •1 se tiene que 1 < mir-7-72  para toda s E [x,,, x1 ]. 

Así tenemos que ip(x)i < ns/f7-71p(x)i < M para toda x E [x,,, x1 ]• 

Para x E (-1,x.) U [xi,  I] aplicaremos (1), observemos que los números x xi 
tienen el mismo signo, por lo que de (1) se tiene que: 

In(X)11‘/1 - X?1  < 
IPMI 1E boi)1 k., 	1 . - sil 	- 

4  En 
I 
 Tn(x) 
- i=i 

 

rn  T„( n) 
x - i=t. 

r
M 

 

   

n 	
É Tn(x) Por otro lado como 11,,(x) = 2"-i 11(n - ni) se tiene que Ti (x) = 	y por 

s - si i=1 	 i=1 

- n 	n 	- 
Al isen(nOi < M. seide) - 4" lo anterior se tiene que: Ip(x)i < 14 ir (x)I 

(VIII.3) Lema. Sea T E in  impar, entonces: 
Demostración. 

Por inducción y usando la identidad sen(k +1)0 = sen(kII)coe(0)-{-sen(0)cos(k9) 
se tiene que 8:14)  es un polinomio de grado< k -1 en cos(8). Por lo que existe 

p E P,1-1  tal que p(cos(9)) = 84» y por (VIII.1) se tiene: 

tilcos(9))iiI-Rod = 110)111-1m 5 lInVIT:75iil-t,11. 

Por otro lado se tiene que nVir17p(x) = nsen(8)p(cos(8)) = nT(9). Susti-
tuyendo en la desigualdad anterior se tiene que: 

11 8-4-allí_ w,„1 	 para todo T E Ti, impar. 
Q.E.D. 

(VIII.3) Teorema. Desigualdad de Bernstein (1912). Sea T E T,„ 
entonces: 	niliii-worl• 

Demostración. Definimos f(a, 8) = z [T(a 	- T(a - 0)]. Para a fija en 
[-n, ir] tenemos que f (a, 0) E Tn  y ea impar. Sea M = lin entonces I f (a, 8)1 < M 
y por (VIII.2) tenemos que: 11111111 < nilf(a,0)11 5. nM. 

Pero r(a) = hm T(a + - T(a - ti)  = hm  f (a, 8) selle 
8-.00 	 sen9 

< nM lim selle=  nM, por lo tanto se tiene que: 
8-.00 6 

Q.E.D. 
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Inch/ 5 7111711 para toda a E [-ir, r] de donde 	.5 	• 
Q.E.D. 

(VIII.4) Teorema. Desigualdad de Markoff (1889).Seap E P., entonces: 
iii01-t,t1 S 742 1iPiil--1,1]. 

Demostración. Sea /4 = lipll[...1 ,11 entonces lip(cos(0))11[,,„] = 
pero p(cos O) E 7",, y es par (IV.11). Por (VIII.3) tenemos que: 

ill/(eos9)sen01 5 ni1PIII-1,1¡,  en otras palabras se tiene que: 

1p1(s)‘,5171 < nlipilf_ i m en [-1,1] (1). 

Aplicando (VIII.1) a p'(x) obtenemos que: lip'111_1,11 	x2p111 y de (1) 
se sigue que Ilpi lk-1,1) 5 n2 liPil(-1,11. 

Q.E.D. 

(VIII.5) Observación. Si p = T. (el n-éaimo polinomio de Chebysbev) 
entonces 	= n2 lipilt_1,11, por lo que no se puede mejorar la cota n3  en el 
teorema anterior. 

Estamos listos para estudiar los Teoremas de Bernstein. Recordando uno de 
los Teoremas de Jackson (V11.13), el inverso a esté resultado es: 

(VIII.6) Teorema. Dada f E PC([0,21r]) entonces: 
(i) Sea a E (0,1). Si É(f) < 1,- para toda n E V, entonces: f E Lipm(a). 

(ü) Si É.(f) < f;  para cada n E N, entonces: w(f,e) < coln(i) si e E (O, J. 

Demostración. Sea a E (0,1) y T. E T. tal que É,,(f) = II/ - T,II 5 4 
para toda n E N. Consideramos Q5(3) = T2.(z) - Ta.-a(s) para toda n E ilry 
Q0(x) = Ti (z) entonces liga 5 lin. -fil +11f - 	5 y& coa ct  = c(1+2°). 

Hasta el momento los métodos usados para esta desigualdad no ion aplicables 
para n = O, pero para este caso especial argumentaremos de la siguiente manera: 
11Q0 11 = ¡ni 5  c < (1+ 2°)c, por lo que IlQ„li 5 : para toda n E 1141 U (0) (1). 

Sea Sn(x) = EQk(x) = 712.(x). Como IV- Trill 5 	se sigue que 3,, 	f 
k=0 00 

cuando n --> oo uniformemente en [0,2w], por lo tanto f(z) = E v,(2) (uniforme- 
h=0 

mente en [0.2a]). 
Por otro lado Q. E 72., Aplicando la desigualdad de Bemstein y (1) se tiene 

que 11421,11 < c12^0-0 (2). 
Sea e E (0,1) y n E IN fija entonces: 
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If(x + e) — f(x)I = 
00 

E Q k( x + e)- Qk(r) < 
k=o 

+ E Qk(i + e) — Qk(z) 

n—1 
E Qk(, + e) — Q,( s) 
k.0 	 k=ti 

n-1 	oo 

5 e E 91(1)i+ 2 E ligkil 
k=0 	 k=n 
n-1 	 CO 	 n-1 	 co 

5 e E ivkii+2 	liQkii 5 es e E 2k(1-") ±2c1  E 	(3) (por (1) y (2)). 
k=o 	k=n 	 k=0 	 k=ra 

(i) Por lo anterior dada a E (0,1) tenemos que: 

If(x +e) - f(x)I < -2r1.I127(e211(1-°))+ 

Sea c2  = 	 T3.11-7) entonces se tiene que: 

If(x + e) - f(x)I S c2(e2"(I-1) 2"") (4), y ahora consideramos n E N tal 
que f < 2" < por lo que de (4) se sigue que: if(x e) - f(x)I < Me° con 
M = c22(1')  por lo tanto f E Lipf(a). 

(ii) Si a = 1 de (3) obtenemos que: if(r + e) - f(x)i < c1(en + 4. 2") elegimos 
n E ti tal que 2" < < 2""" de lo anterior tenemos que: If(x + e) - f(z)! < 

c1(elog21 + Se) pero loga(x) = he, por lo que se sigue: 

if(x + e) - f(x)i < ci( 	4- Se) y como e E (O, 1) entonces e 5 eln(i) 

se tiene que If(x+ e)- f(x)1 5 czeln(f) con c2  = 	+8ci, de donde se concluye 

w(f,e) < c2eln(f). 
Q.E.D. 

En lo que respecta a las derivadas el corolario (VII.17) junto con el (VII.13) 
nos dicen: 

Dada f E PCP([-ir,ir]) y f ( P)  E Lip(a) a E (0,11 entonces Én(f) 
Bernstein probó el inverso dado en el siguiente resultado. 

(VIII.7) Teorema. Sean p E IN y f E PC([-ir, ir]) entonces: 

(i) Si a E (0,1) y En(f) < ,7„-Yr, para toda n E IN entonces f E PC'([-ir, a]) y 
f ( P)  E Lip(a). 

(ii) Si  En(f) < ,-,¡sif para toda n E IN entonces f E PCP([-r, ir]) y 

w(f ( P),h) < khln(h) con k una constante y w(f ( P),h)< khln(h) h E (0, 
Demostración. Procediendo igual que en la demostración anterior sabemos 
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00 

que f(x) = E (h(s) y que liQkji 5 IIT2k — f II + II f - T2k II I 5  "Fri jr-jY con 
k =O 

ct = c( 1  +21" +"). (1) 
1 

Por la desigualdad de Bernstein 11Q111 < 2k 	aplicando. Como E Tm  
k=0 

	

00 	 00 
converge entonces tenemos que E (21)  converge uniformemente pero E Q k --> f 

	

k=0 	 k= o 
uniformemente entonces f es p-derivable, por lo que: 

on 

4^(f(P)) < iif (P)  — EQ1P)11=11 E Q1P)11 
k=0 	 k=n+1 

00 
C2 

< ci 	< 	con c2 = 2a 1 2" 2" (2). —  
k=n+1 

(i) Si a E (0,1) y para toda k > O, elegimos n E IN tal que 2" <k < 2104  entonces: 
Éi(j( P) ) 5. É;0(/(P)) < 	< 	por (VIII.6)(i) f E PCP([—r,irJ) y 

PI)  E Lipa) ya que f es el límite uniforme de una serie de funciones de período 
2r. 

(ii) Si a = 1 tenemos que É.:(P)) 5 # por (2). Ahora elegimos n E tí tal que 
2" < k < 2n+11  con k > O entonces É:(f(P)) < 4.„(f(P)) < # por (Vill.6)(ii) 
se tiene que tv(f ( P ) ,e)< keln(e) w(f(P),e) < keln(e) para e E (O, J. 

Q.E.D. 

Recordemos que si f E Lipm(1) entonces por el Teorema trigonométrico de 
Jackson tenemos que: Én(f) < Veremos que el recíproco no es cierto, para esto 
consideramos el siguiente: 

sen (VIII.8) Ejemplo. Sea f(x) = E (k x) claro que f E PC((—w,rrj) ya 

É°  1 
que 

	

	— es convergente. 
k2  

11=1 
0 	 00 	 00 Además  Én(f) <_ ilf(x)  s  sen(

2  
kx) 

 II =1I 2, 
g—. sen(kz) 

II 	il 
1 
	1. 

	

k=1 	
--p— 	< 71 . 

	

k=1 	 Is=n+1 	k=1 

Pero 1 li Lip(1) pues probaremos que I /(4)í i(°/ I noca acotada cuando h —+ 04". 

CO 

Procedemos como sigue: 

)_ 0) 	s  sen(nh) 
I% 	I 

r l= 1 hn2 
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"=[*1 

por (VI.11) se tiene que Isen(nh)1 > Inh si o < 	por lo que: 

[*1-1 

8=1 

2 
rh 

1 _ - 
h 

‘--.°G 	1 

13=1] 
h 

pero la primera suma de la última desigualdad es mayor 6 igual que 1 

da: 
la segunda suma es menor 6 igual que 2 	-7-, por lo que se tiene que: 

[*1 - 

i f(h)if  (0) 1> hl( aj) - tri*/  pero In( [1, ]) no esta acotada cuando h --f 04- . 

Q.E.D. 

[*1-1 E  sen(nh) sen(nh) 
ho2  	hn2  

n=1 

ffd dx 

7 y 



2. Clase de Zygmund. 

En está sección veremos condiciones necesarias y suficientes para que É„(f) < 

< 	con c una constante, para lo cuál introducimos la siguiente: 

(VIII.9) Definición. Decimos que f E Z,donde 2 es la clase de Zygmund, 
si existe c > O constante tal que lif(x h) f(x — h) — 2f(x)il1  < ch para toda 
h > 0 . 

(VIII.10) Observaciones. 

(i) Es claro que si f E Lip(1), entonces f E 2. 

(ii) El recíproco del inciso anterior es falso como lo muestra el siguiente ejemplo: 
Sea f(x) = xinIx1 en [—a, al con a > O entonces f'(z)=In(x)+ 1 la cuál no es 
acotada en [—a, al; por lo que f ¢ Lip(1). Para ver que f E 2 primero se hará 
un análisis de la función: 

99(r) = k (Az + h) + f(x— h) — 2f(x)) (1) 

es fácil ver que w es una función impar por lo que reduciremos nuestro análisis a 
[O, ro). 

Ahora veremos el comportamiento de yo cuando x 	ce para lo cuál (1) la 
escribimos como: 

cp(x) = {In ((1 — 	z  + In xx  hh  

y así se tiene que: 

id —4 
1 

link so(x) = 	lim In {((1 — 
g—.00 	z 	I 

pero e = lim (1 + —1 )z  y por la continuidad de In(z) se tiene que link p(x) = O, 2 	 x--.00 
por lo que (i) está acotada cuando x —+ cdo y así para encontrar su valor máximo, 
encontraremos sus puntos críticos estacionarios, pero 1/(x) = ilnleirAU de donde, 
no existe la derivada cuando x = 0, h con h > O y w1(x) = O si y sólo si 122 —h21 = z2, 
de donde si x > h con h > O no hay solución, y si O < x < h entonces 10 — z2 = z2 

de donde z = A pero como so(x) = O cuando x = O y Ir —1 oo se tiene que el valor 

máximo de so es 10 (4) = In(3 + 25/I) 1.8 < 2 y así tenemos que 192(x)1 < 2 
para toda x E fi de donde se sigue que 1 E 2. 
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Ahora probaremos el siguiente; 

(VIII.11) Teorema. (A. Zygmund (1945))Sea f E PC((-7r.irl) entonces 

f E Z si y sólo si Én (f)< para toda n E N. 

Demostración. Sea f E 2, J„(0) el mielen de Jackson. Es fácil verificar que 

— 0)J„(0)(10 = 	f(x +19)J„(0)(10, por lo que se tiene que; 

f(x)—f(x —8)J,,(0)d0 = f(x)— 	f(x +0).4(0), entonces se sigue que: 
—•ff 

If( x ) — 

•— 
f(x —0)J„(0)(101= 	(2f(x)— f(x 	f(x + 0))J„(0)dOi 

ff 	 or 

ff 

101J,,(0)(19 = c 	8,1,,(0)d0 	c2- 
o 

ya que r  8,„(8). 	con k una constante (ver (VII.11)) y 

L  f(x — 9),1„(8)(19 E Tk  por lo tanto É,,(f) if   

Para el recíproco supongamos que -Uf) < ,r;. Procediendo como antes sabe- 
«, 

EQ.(z) donde Q„ es de grado< 2", por lo que tenemos que 
n.o 

00 

if(x + h)— 2f(x)+ f(x — h)15_ E 	+ h)-2Qk (x)+Qk(x — h) 

no 

5 E iQk(i + h)-2Qk(x)+Qk (s — h)I + 4 E ilQkli 2h2cE2k -1- 
1,=-0 	 k=n+1 	 k=0 

+4c  E 1 	...
7"' 
11 4c 

2h`
'I 
 c2" + 17. 

k=n+1 

eligiendo h E (0,1], escogemos n tal que 11  < 2" < 	por lo que se tiene que 
If(x + h)-2f(x)+ f(x — 	12ch, por lo tanto f E 2. 

Q.E.D. 

mos que f(x) = 

11(1.11 < 15. (1). 
Por lo tanto IQn(x h) — 2Qn(x) + Qn(x — h)I = llameo — Q,.(6)1 con 

1111,1121 < h, de donde lel  — 61 5 2h. Por la desigualdad de Bernstein junto con 
(1) se sigue que: 

IQ,,(s + h) -2Qn(x)+Q.(s — h)I 5 2h211Q"ii 2h2(290211 < 2h9c2" 

entonces dada n E IN se tiene que: 

00 
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3. Aproximación en Lip(a) 

Sea a E (0,1) y f E Lip(a), f: [a, bj -› IR si a' < a entonces f E Lip(a'). 
Por otro lado sabemos que si f E Lip(a) tenemos que É„(f) < 	de donde se 
tiene que ri"'Én(f) < 21-'-:c  y cuando n -› oo tenemos que para toda a' E (0, a) 
existe f E Lip(a') tal que na'Én(f) 	oo cuando n -› oo., por lo anterior nos 
preguntamos: ¿Si 7fr,. es el mejor orden de aproximación para toda f E Lip(a)?, 
cuya respuesta es si, para lo cuál probaremos el siguiente: 

(VIII.12) Teorema. Sea a E (0,1) entonces existe una función f E Lip(a) 
tal que u" É„(f)> c(a) > O con c(a) una constante. 

Demostración. Sea f(x) - 	
cos(Akx) 

 donde A E Di es tal que A° > 2, 
k=1 

primero probaremos que f E Lip(a), dada h > O se tiene que: 

cos (Ak(x h)) - cos(Akx) = -"se«, para alguna e entre x y 	h, de 
donde I cos (A'(x h)) - cos(Akx)i< 

Sea N E ti entonces: 

coa (Ak(x h)) - cos(Ak  x) 
ifix 	f(x)i= E 	Á" k=1 

cosI 	(Ak(x + h)) — C08(li kr)1
+ 	

coa  (Ak(x h)) - coe(Abx)i  E A.k 	 A.4 k=t 	 k=N+I 
N 

2_, - + L - = h 
y-, h 11.,`' 2 

A" 	A" 

(A(N+t)(1-0 

440-°) - 1 A
1-°) + A-N°  ( A.2_ 1) 5 

k=1 	k=N+I 

— 	— <  1(1*) 	Al hAN(1—a)  + Nal  (x1— ) < 

< ci (hAN(1—a) + A— N ) donde ci = max(-AT, 

Elegimos N E IN tal que k < AN < * por lo que tenemos que: 

AN( t -°) < (f)ia  y A-N < h entonces A-N° < h° por lo tanto: 

if(x h) - Az), < (ciA1-* 1)110  por lo que f E Lip(a). 

Ahora probaremos que f no puede aproximarse mejor que ;*,.. Sea TM) —1 E rAn -1 
entonces: 

k  
f(x) — TAn—i(s)= R(s)+ 	

cos(A x)  
+ E  A" k=n+1 

donde Q(x) E 	por otro lado observemos que: 
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0. 	 00 

E cos(Aks) 	 1 	1  
A" 	5  E Akn — An"(An — 1) k=n+1 	 k=n+ 1 

mientras que 11-P11 = 71-17-, en 2A" distintos puntos ele [0.2r) (1). 

En esos puntos tenemos: 
00 

52...L.412': _,_ y-% cos(Akx) 
> 1 	1  An. 	-r-  Ld 	Aka 	— A" " 	A*"(ii.-1) = Al " 

k=n+1 

donde c = lea_i  (2). 

Dado que Q(x) E TAn —1, entonces Q(x) tiene a lo más 2(A" — 1) ceros en 
[0,24 Por lo tanto, en tino de ro lugares donde se cumple (1), Q(x) debe tener el 
mismo signo de 224-!—I‘x . Por lo tanto para todo T E TAn _1  en ese punto se tiene A « 
que: 

    

Ilf -TA.-111? 

  

z C08(Ak  X) 

k=n+1 A" 

  

   

    

00 

Ig(x)+ II-1:s 	E cos(Akx) 
Ak" k=n+I 

ao >ico.r..)1 	s  cototk.)  
Ah. k=n+1 

Ahora sea rn E IN tal que A""I < m < A" —1 entonces É,,,( f) > A....1(f) 
> 	 > 41/, donde c(a) = 	Por lo que se tiene que Ém(f) > cn , 

Q.E.D. 

> I 
. 1/71 •• 



CAPITULO IX 

MEJOR APROXIMADOR CON OTRAS FAMILIAS 

En esté capítulo haremos un breve estudio de la Teoría de aproximación con 
familias. Probaremos los teoremas de Müntz (1914), los cuales nos garantizan bajo 
que condiciones se puede aproximar uniformemente a funciones en C([-1, 11) medi-
ante combinaciones lineales finitas de la forma E A jo,  con pi > 

§1. Teoremas de Müntz 

Los Teoremas de Müntz son de gran interés por que relacionan dos hechos que 
aparentan no estarló, es decir, que el conjunto < 1, x, z3 	> sea denso en C(10,11) 
y que la serie de los exponentes recíprocos, 1 + + + • • • diverja. Esta es la 
propiedad que debe tener cualquier subconjunto (zPI, zn,...) con pi > 14 para 
que sea denso en C((0,1)). 

Sea (V, < >) un espacio vectorial sobre R o Cm:1 producto interior (e.v.i.), de 
aquí en adelante. 

(IX.1) Teorema. Sea (zi, ... , z,,) un conjunto linealmente independiente de 
V y {er, 4 . . . , 4} el conjunto ortonorrnal asociado a (eh — , x,.). Entonces para 
toda y E V se tiene que: 

( 	

n 

y — E< y, 4 > 4,,x; = 0 para toda j = 1, ... ,n. 
1:=1 

Demostración. 
(n 

y — E <y,zi > 4  ,z; .< y, x.7 > — < y, x; >< x.7, x; >= o. 
11=1 

Q.E.D. 

Si consideramos el espacio vectorial de dimensión finita W = 
entonces dado y E V existe tu' E W único tal que min

w 
 (11y—u/II) = Ily —tu' II. Es fácil 

evE 

ver que w' = E < y, x; > 4, así como obtener el error mínimo, concretamente 
k=1 

tenernos el siguiente: 
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(IX,2) Teorema. Sea {x:,x1,..,,x:,} un sistema ortonormal y y E 	vn- 

tomes Ily — E< y, x: > x: II < 11y — Eaix:11  para cualesquiera a l 	a, E T. 

Demostración. 

=< y, y > — E.,<x:, y > 	< x:,y > E iud2 = 
,=i 

=< y,y > _E< x:,y ><y,s; > +E<x:,y >< y,x:>_ 
i=1 	 i.1 

	

_E.,<x:, y > 	< 	> +Ela;12  = 
i=t 	 i=t 	 i=1 

=< Y, y > —El<x:,,>12+E ¡n i — < x:, y > 12. 
i=1 	 i=t 

Como los dos primeros términos son independientes de las ai's entonces el 
mínimo valor se alcanza si y sólo si a; =< y, z; >. 

Q.E.D. 

(IX.3) Corolario. 

mill lly— —Ei< Ylxi > 12. 

	

i=t 	 i=i 

(IX.4) Teorema. Sea tu' = E mi el mejor aproximador de y E V en 
i=i 

({x 1,...,xn }) con {zi,...,x,,} c V, linealmente independiente entonces los coefi-
cientes de w' son solución al siguiente sistema: 

al  <zi,x1 > +02  < x 2 , x 1  > +...+0. < x„,xi >=< y, zi  > 
a l  <zi ,x2  > +a2  < x2, x2  > +... + a, < Xral S2 >=< Y) X2 > 

al  < zi,x, > +a2 < x2, x„ > +... + a, < xn, xn >=< y, xn > 

A estás ecuaciones se les conoce como las ecuaciones normales. 

Demostración. Por (IX.1) tenemos que y — u)* es ortogonal a cada .r, por 
lo que < y — w', x; >= O de donde se obtiene la i-ésima ecuación del sistema de 
ecuaciones normales. 

Q.E.D. 

11Y 	Eaixrip = 	Enix:) 
i=1 	 i=1 	i=t 



(<x,,xi> 

G = (< xi, xi >) = <s2,x1 > 

< so, Xl > 
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Ahora introducimos la siguiente: 

(IX.5) Definición, Sean {x 1,...,x„} C V. La matriz de tamaño n x n 
definida por: 

es conocida como la matriz de Gram. Denotaremos a su determinante como 

g = g(x t ,...,x.)=1< zhxi > I, el cuál se conoce cómo el determinante de Gram. 

(IX.6) Teorema. Sea {zi, , „} C V linealmente independiente. Si 

6 = min(Ily — 	aix di) entonces 0 = 01 '""19)  
Cl í  

=1 
n 

	

Demostración. Sea w' = 	aizi el vector que minimiza a Ily — 	<mili 

entonces 61  = I ly — 	=< y — lo', y > — < y — tu*, to* > por (IX.1) se tiene que: 

62  =< y — tos, y >=< y, y > — < tos, y > de donde < y', y >=< y, y > —62  (1), 
ahora escribiendo las ecuaciones normales y agregando (1) tenemos: 

al < x l ,xl  > +az < 52,x1 > +... tan < zw,zi > — <y,xi >= 0 

	

al  < xl,x2  > +02  < 52,x2  > +... + a,, < 	z2  > — < y, x, >= O 

a l  < xi,x. >+a2  < z2, x,, > + + < x,,, > — < y, z. >= O 
al<x1,y>+as<xº,y>+...+an <xn,y> +61— <V,Y>=0  

Si hacemos an+1  = 1 el coeficiente de la última columna, entonces el sis-
tema anterior es un sistema homógeneo con (n+1) ecuaciones con (n+1) variables 
(ah 	, a,,, an.4.1  = 1), el cuál posee una solución no trivial (que son los coeficientes 
de tu') por lo que el determinante del sistema se anula: 

	

> 	< xn,zi > 0— < 	> 

	

< zi,s2  > 	< xn,x2 > 	< y,z2 > 
0 = 

<zi,x„ > 	< zn,xs > 0— <11,xn > 
<xia > ••• <xna > 52—<11,11> 
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entonces se tiene que: 

< 	, 	> 	< x„,x, > O 
<x,,x2  > 	<x„,x2  > O 

< X t J'u > 	 < x,,,x,, > O 

<x1,11> 	••• 	<xn,Y > 	(52  

<x,,x1 > 	< x„,x, > <y,x, > 

< xt, x2 > • • • < xo,x2> < 11,x2 > 

< x l ,x„ >. 	< x„,,r„ > < y,x„ > 
<xl ,y> 	< x„,y > 	< y,y > 

por lo que 62g(x 1 ,...,x„) = g(x l , 	r„, y) y como (si , 	, x„) es linealmente 
independiente se tiene que g(x,,...,xn) O de donde se sigue el resultado. 

Q.E.D. 

probaremos el siguiente resultado que nos será útil en el cálculo de un error 
mínimo 

(IX.7) Lema. (Caucity (1841)) Sean a1 , , an  y bi, , b. números dados 
tales que a, + bi yl O para toda i, j entonces si: 

71--111 7 	' • Zirt 
717•14:1-7 * • 	ariln 

*77+17 7-17,1:67ct,* 

se tiene que: 

n  ri (at 	bi) 

i>j 	  

11(ai + bi) 
i,i=i 

Demostración. Considerando a las ai's y ye como 2n variables indepen- 
dientes y pensando a D. desarrollado, encontramos como común denominador a 

(ai  + 6,). 

Cada término individual es de la forma <-87tr.. j  y es de grado —1 y así D. es de 

grado —n. Observemos que el común denominador tiene n2  factores por lo que es 

Dn  = 

1 	1 
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de grado rt 2  y por lo anterior se sigue que el denominador debe ser un polinomio 
de grado n2  — o en las variables a i 's y bi's. Notemos que si a; = al  o bi = bi 
entonces el i-ésinio y j-ésimo renglón son iguales de donde Dn  = O, de manera que 

el numerador debe tener factores de la forma 11(a; — ai)11(bi — 
i>i 	t>i 

. _1n — Es fácil ver que cada producto tiene 1 + • • • (n — 1) = 1 n2  1 factores por lo 
que producto completo tiene n(n — 1), por lo tanto tenemos que: 

Baj ai)(bj ki) 

D,, — 15i 	  (I) 
1.1 (a, -I- bi) 

donde c„ es una constante independiente de las ai's y bits. Por lo que sólo resta 
probar que c„ = 1 para toda n. 

Observemos que: 

• ' 71+17  iTtrii 	• it 

a,,D„ = 1T}1, ' • ' 

di«.*17 SI.J111.17 

entonces: 

lim a„D„ 
rs -+00 

-11 

= 

• 

••• 

1 1 1,9 1 

y así tenemos que: 

O 
7iii 	• • • aii"*li 

lim 	lim a„D,, = 6.-100  • • 
O = D.-1 

17,71.1TE 	• 1117:71/7"1,•i 

.  • • 

1 1 1 

	

por lo tanto h 	
a,,Dn 

in 	lim 	— 1. Por (1) se tiene que: 

	

ton 	—.03 Lin —1 
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ra-1 
ll(n, - ai)(b, - bi ) 	ri  (a, + 

_w_na D
= 

 a e i>i 	i,j.1 
Un - I 	Cra-1 	n 	 va-I fi (a; bi) 	11(a,- ai)(14- bi) 

0=1 	i>i 

	

vi-1 	n-1 ll(a„ - ai)11(b„ bi) 

	

a e i=1 	:1=1  
— c.-1 ra 	n-I 

11(an +1)1) 11 (bn +ai) 

	

i=1 	i=1 
c de donde se sigue que h 	fi

%D.  m m 	= 1=--" . 
b.-•oo a„-vco Un-i 	Cn_i  

Por lo que c„ = c„..1  y como ci  = 1 se tiene que c„ =1 para toda n E IN. 
Q.E.D. 

(IX.8) Lema. Sean g,gi,P2, • •pn E II, pi 	pi si i 	j y Pi, > 
entonces: 

452  = min 	- (al 	+ + a„x")12dx = 
1 	I  Pi -q  12 

ah 0 	 2g+l iljtpi+g+1 

Demostración. Por (IX.6) 	= 01/:11*:...1:::;)  y por definición: 

< xPi xPI > • • 	< xPt ,x1n > 

g(x''',•••,xP")= 
< sPn xPi > 	• 	< xPn ,x1In > 

donde < f,g >= 

	

	 1,,,+pi+1  y así tenemos que: g, por lo que < f 	 >= 
o 

9(x14 ,•••,xP")= 
et+pi-ht • • 

ion+pt+t 	• • • 

por (IX.7) con a; = pi y bi = pi +1 se tiene que: 

11(Pi Pf? 
9(x Pi  • • • O" I 29) = 	i>j 	(1). 

fi (pi +Pi + 1) 
i,i=1 

De manera análoga pero ahora considerando a cti =pork=m+1 para toda 
i = 1,...,11 y además de an.4.1  = 9 Y bs41 = 9 + 1 se tiene que: 
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n+1 

1(a; — bi)(bi 

	

g(sP1,... e xP.,xq)= I>i 	  
44+1 

(<4+ bi) 

de donde: 

n  — a i)(bi bi) fi (ao+1 — al)(ba+1 bl) 
j=1  

	

i>in 	  n+1 	n+1 

II (Pi  + + 1) 1-1(an+1 +1)1) 11(bd+i ai) 
j=1 	j=1 

11(9 — pi)2  
l=1  

	

n+1 	11+1 

fi (pi + pi + 1) 11(q 19)11(q +1+ ai) 
i=i 	i=1 

De aquí aplicando (1) se obtiene el resultado. 
Q.E.D. 

El siguiente resultado nos es útil para estudiar la convergencia de productos 
infinitos. 

00 

(IX.9) Lema. Sea ar, > 0, o. 1 y a. 0 entonces 11(1 — a.) = 0 si y 
n.1 o. 

sólo si E a. = +00. 
n=1 

Demostración. Como on —I O existe m(e) E ti tal que an  < para toda 
n> ni, para estas n's se sigue de la expansión en serie de Taylor para 1'1(1 —z) que: 

111:141+11 =  1 14 +;11+...1 ‹  d 

< (1)2  + (1)3  + "' = 

así para n > m entonces se tiene que -4 < 	< 	de donde se sigue que las 

series E an  yE ln(1 — a.) convergen o divergen simúltaneamente. Por lo tanto 
n=1 	n=11 

co 	 oo 

Ean  = +oo si y sólo si E ln(1 — a.) = ln 11(1— a.) = —oo de donde se 
n=I 	 n=1 	 n=1 
sigue el resultado, 

Q.E.D. 
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(IX.10) Definición. Un conjunto finito o infinito de elementos {x1 , x 2, . ,} en 
un espacio vectorial normado X es cerrado ó fundamental en W c X, si para toda 

x E W y para toda e > O existen a; E IR i = 1 	n tales que lit: — E 	< 
i=I 

(IX.11) Teorema. (Lauricella) Sea X un e.v.n. y {su} un conjunto cerrado 
en X entonces un segundo conjunto {y„} es cerrado en X si y sólo si fy„) es cerrado 

(xnl• 
Demostración. Supongamos que {y„} es cerrado en X y x„ E X, entonces 

x„ se puede aproximar por una combinación lineal de y„'s tau cercana cómo se 
quiera, por lo que Un ) es cerrada en {x„}. 

Inversamente, sean x E X ye > O. Como {xn } es cerrado existen a l  , 	aN 

e 
' 

tales que — E 	
2 

< — supongamos que a; # O para toda i = 1, , N (si 

no es así simplemente los ignoramos). Dado que (y„} es cerrada en {x„) existen 
bit 	k m  tales que lis;  — (bit  yi 	+ lii myN,)11 < TNIRI  para toda i = 

Sea tu; = oi(bilYt 	yAri  i = 1, . , N entonces: 

Huir; 	< 71 y por la desigualdad del triángulo tenemos que: 
N 	N 	 N 

IIX — 	tudi 5 IIx — 	aixdi + E llaixi — will G 1+E 7N  
N 

por lo tanto lis — E will < e. 

Q.E.D. 

(IX.12) Definición. Una sucesión de elementos {n}r=i  es completa en V 
si la única funcional lineal continua tal que L(xk) = O para toda k E IN, entonces 
L 0. 

(IX.13) Teorema. Sea (V, li  fi) un e.v.n. Entonces {x& } es cerrado en V si y 
sólo si {zh } es completa en V .  

Demostración. Supongamos que (5k ) es cerrada. Sea L: V —+ IR una fun-
cional lineal, continua tal que L(4) = O para toda k E IN. Dado v E V y e >O 

existen ab 	,42„ E IR tales que lir — E aixiii < e, entonces: 
i=1 

/I 

iL(x)I = IL(s — E aixi)I S  ilLII Ilx — E ai xd i < IlLi le para toda e > O, por 
i=i 	 i=i 

lo que L(x)= O y así L O. 
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Inversamente si L(xk ) = O para toda k E IN implica que L = O. Sea xo E V, 
IV = ({x„}) y d = inf 	y!I, supongamos que d > O entonces por el teorema 

yEW 

de Halin-Banach (ver:[M]) existe una funcional lineal, continua L: X 	tal que 
L(x0 ) = 1 y L(y) = O para toda y E W, en particular L(xk) = O para toda k E IN 
de donde L = O lo cuál no es posible. 

Q.E.D. 

(IX.14) Lema. El conjunto {1,z, x2, .} es cerrado en G2((a,b)). 

Demostración. Sea f E £2([a, b]). Definimos L:£2([a,b]) 	IR por 

L(g) = J f(x)g(x)dx. Supongamos que L(xk) = O para toda k E IN U (0). Por 

(IX.13) basta demostrar que L 0, lo cuál se hará probando que f = 0 (c.d). 

Consideremos F(x) = 1 s  f(t)dt entonces F E C([a,b1) y F(a) = F(b) = O, 

integrando por partes se obtiene que: 

O = 	z" f(x)dx = x"F(x)It — ni x"' F(x)dx por lo que: 

1

xn-1 S' 	)dx = O, para toda n E N. Por el Teorema de Weierstrass tenemos que 
4 

{1,Z, ...} es cerrado en C(Ect, 6j) con la norma uniforme por lo que F(z) 0 y 
por lo tanto f  s. 0 (c.d) y así L = 0. 

Q.E.D. 

(IX.15) Observación. De acuerdo con el Teorema de Representación de Riesz 
toda funcional lineal L en C2  es de la forma indicada en el lema anterior. 

ihs00  

Demostración. Por (IX.11) y (IX.13) para probar que A es cerrado en 
C2([0,11) basta demostrar que x 9  es aproximable por (xPi 	para toda 

g E IN U {0). Por lo que debemos encontrar pi, p2,... tales que: 
I 	n 

lim
0 
 main/ Ixf — E aixP'I2dx = O -.0 41 o 

1=i 

y por (IX.8) basta con demostrar que: 
2 

n--•co firA{p,-1-q+1 liin p 	 —O (1). 

(IX.16) Teorema. (Primer Teorema de Müeta en C2) (1014). 
Sea A = {01 ,03,— .} un conjunto de funciones tales que p. > 	p, 96  PI Y 

Pra = +oo. Entonces A es fundamental en C 2([0,1j) si y adío si E 	= +00. 
11-100 	 PR 
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Supongamos que E 1  - = +oo entonces: 
Pn 

IV  pi  
i=t  t 	-1-q+1 

ti 	2 
11{1 — 1-} 
i=1 	Pi 

= n 	2  (2) 
rifi+  gni 

i=11 	Pi 1 

Por hipótesis lim 	= +oo entonces -L —+ O y como E 1 _ = +oo se sigue que 
n—roo 	 Pi 

PlIWO 
n 	2 

E 1 =+.. y por (119) II {1 — I} = 0. 
pn#0 	 i=1 Pn 	

q + 1 2 

Pi 
co 

Por otro lado 11  1+ --- = +oo ya que 11(1 + a„) converge si y sólo si 
i=i 	Pi 	 i=i 

E an  converge también, por lo que (1) se cumple. 
i=1 

Ahora supongamos que A es cerrado en £2(f0,1]) pero que 	1 < oo. 
Pn00 Pn  

Elegimos q pi.  14, ... entonces el numerador y denominador en (2) convergen a un 
valor distinto de cero, lo que significa que xa no puede aproximarse por 91 ,02,—
contrario a nuestra suposición. 

Q.E.D. 

Otra versión del Teorema de Müntz es : 

(IX.17) Teorema de Münta 
Sea A = (xPi, 02, ...} un conjunto de funciones tales que Pn  > --4 Pi pi 

lira p„ = — 2. EntoncesA es fundamental en £2([0,1]) si y sólo si 
11-1C10 

E (pi + - 
1 

Demostración. Procediendo de manera análoga a (IX.16), si lim.pi = -5  y 
1, E 	2 = +oo tenemos que: 

p.#0 



=n 
N 

Z" — Eaio,  
i= 

N 

(in-i  —E 14
n 	

dt 

dt 

dt 

tn-1 	5-• aiPi tpi-1 

n i=1 
N 

t
n-i 	aiPi tpi-I 

‘-4  11 i.1 

< n 

< n jo i  
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ra 	 2 
{ 1 	12_2  _ 2 	

i=1 	 2 q + I  = u{ pi 	+ q 4- 1
} 	

2 :=I 	 11 {1 + 	I2} 
(1) 

para i suficientemente grande tenemos que: O < 	< 1 por lo que 

ta 2 
Pi + 

O < 1 - 	< 1 de donde II {1 —9-} permanece acotado y 

2 
II {1 + 12-1-1-1  -1 diverge a +oo por lo que se tiene que: 

q i=1 

Pi 	-  0. 11 	= 0.  -00 	{pi + q + 1}  

1 
Ahora si A es cerrado y E 	1  + -) < +00  con lim = "2-• 

r. 00 
Elegimos q # pi , p2, ... entonces el numerador en (1) no converge a cero ya que 

ningún factor se anula pero E +) < +. entonces el numerador converge a 
I 

soto 9  + 2  
un número finito positivo, de la misma forma el denominador converge a un número 
positivo por lo que 	no se puede aproximar por 	, xP2 , 	contrario a nuestra 
suposición. 

Q.E.D. 

(IX.1S) Segundo Teorema de Mute. (Norma uniforme) 

Sea A un conjunto de números reales no negativos. Si O E A y A contiene 

un sucesión (pi) tal que 	
1 

000 
pi = oo y E = oo entonces (0) tal que p E A es 

i=i 
cerrada en C([0,1j) con la norma uniforme. 

Demostración. Sea n > O, > O entonces: 

00 
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N 
t ra-I E  aiPi tpi-i 

i=i " 

2 
fit 

  

00 

por hipótesis pi  oo cuando i oo y 	
1 

E — < E 1 
 

i.1 Pi 	i=t Pi - 1  
de donde se tiene que 

1 
5-7 	 = oo entonces por (IX.17) (01-1, xP2-1,...} es cerrado en £2([0,11). 

pi - 1 
N 

Por la desigualdad anterior para n - 1 = 0,1,2, ... Ilx" - E oi xP' II se puede hacer 
i=1 

tan pequeña como se quiera para una elección apropiada de als. Por lo que el 
conjunto {xPI -1 ,514-i,—) es cerrado en (x, x2,, ..) y agregando 1, el conjunto 
(1, 01-1, 01-1, ...) será cerrado en (1, x, x2, ...} y por (IX.11) se sigue el resultado. 

Q.E.D. 



§2 Aproximación Racional 

En esta sección liaremos un breve estudio, a la Teoría de aproximación con 
otras familias , muy especialmente con funciones racionales. Cómo es de esperar 
la situación en estos casos es más complicada que en los casos considerados con 
anterioridad. Para lo cuál veremos los siguientes: 

(IX.19) Ejemplos. 

(i) Resolvamos el problema de minmax(10 — 	1 < x < 2). Dada a E R se 
a 

tiene que: 

e° si a > O 
max 	= 1 si a = O 

i<s<2 e" si a < O 

de donde min max le"I = e" y observamos que tomando a valores cada vez más 
a 1<s<2 

pequeños se observa que el valor mínimo se hace tan pequeño como se quiera, por 
lo que el valor mínimo no se alcanza, es decir el problema no tiene solución en R. 

(ii) Ahora consideremos aun II— z'a  nom, hacemos /(z) = — x•', / es creciente 

para toda a E R \ (0) por lo tanto fit — 	= /(0) = t y si a = O, es 

claro que 	x°1 11 = de donde min 11
2

— zul litom = y cualquier valor 

resuelve el problema. 

De los ejemplos anteriores se observa que para algunas familias el mejor aprox-
imador puede existir ó no y además no tiene por que ser único para una función 
continua. 

Ahora veremos que dada una función f E C([4,14) se puede aproximar por 
medio de funciones racionales para lo cuál daremos antes la siguiente: 

(IX.20) Definición. Se dice que un conjunto 9 en Cm(D) es acotado uni-
formemente en D si existe M > O tal que lifilD < M para toda j E 9. 

(IX.21) Lema. Sea 9 una familia de polinomios de grados acotados. Si 9 es 
acotada uniformemente en (a,61 entonces sus coeficientes son acotados. 

Demostración. Supongamos lo contrario entonces existe (pa) C 9 una suce- 
sión, tal que para algún alk)  coeficiente de N, i E (O, 	, n) se tiene que alk)  --1 oo, 
cuando k 	oo. Como los grados son acotados entonces existe io  E (O, , n} 
tal que nlok) 	oo, cuando k --> oo a partir de alguna ko  E Ik1. Sin pérdida de 
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generalidad suponemos que pk(x) = 4k)s" + 	+ a(ok), por hipótesis 	(.c)I < 
con Al > O, de donde 1-11Frpk (x)1 < 	para toda k > ko  (1). Pero 4,-pk(x) a io  

= leXn 	+ 1. xi° 	b(09 y cuando k 	oo se tiene que (1) no es cierta. 
Q. E. D. 

(IX.22) Teorema. Sean f E C([a, b1) y o, ni E 1N U {O}. Entonces el problema 

con p(x) = E ai x"-i  y 
=o 

q(x) = E 
Demostración. 

Supondremos que: 

q(x) no se anula en [a, 	lo cuál se puede realizar ya que si q(x) se anula en 
un punto de [a, bi entonces 11f - Riitol no esta acotada y esté caso quedaría 
descartado para resolver el problema. 

(fi) Haremos que bz + + bm = 1 ya que cómo q # O se puede considerar a 
"j= it y(x) con B = E(bi)2  0. 

Por lo que ahora sea á = inf 11f - Rilia m, por lo tanto existe una sucesión de fun-
ailt9 

n 	 na 
ciones racionales Rk(x) = MA  : con Ak(x) = E alk).---i, Bk(x)  = vb(.0.--i ,.., , ' 	i.. 	j=o 
tales que ák  = 11f - Rklim y además 

k•-•oo
fim  Ak = á. 

Por la condición (ii) los coeficientes 144  son acotados uniformemente lo cuál 

implica que los coeficientes alk)  son acotados debido a que: ¡Az) - Rk(x)! < ák 
por lo que tenemos Iffk(x)1 5 ák + If(x)I 5 ¿ + Ilf II»  5 Al, M > o (ya que Ak 
es acotada por ser convergente), por lo tanto 114(2)1 < M para toda k E Isl. De la 
definición de Rk se tiene que: lAk(x)1 5 MIBk (x)I (1). 

i 	# 
Pero IBk(x)I = EI,(/).m-i < (E (1/92 	7 ) (L, 	) 

,=) 	
< 

ni 	 ni 	 na 
s2(na—M  

4 	 i 

minilf - Rilt„,k1 tiene solución, donde R(x) = 
abbi 	 9 

(i) 

(ni m ....  , 	E x2(m-,) 	5 lifiallio 	- i  con F(x) 	E .2(--i) 	de donde Bk(x) esta 
i=0 	 i=0 

acotada uniformemente en [u, 6] para toda k E IN y de (1) se tiene que Ak(X) también 
lo esta, por (IX.21) se tiene que los alk)  y b(jk)  son acotados. Consideremos los puntos 

/ (k) (k) 
Pk = Vio , al k ), ...,alak),61),. ..61,V) en Itn-i-m+2, los cuales son acotados, entonces 
por TWB existe una subsucesión (N) que converge a un punto 
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= (do, • • •  
Considerando a Rki  las funciones racionales correspondientes a los subíndices 

(pki ), y reordenando los índices de la subsucesión tenernos: 

hin alk)  = al para i= 0,...,n y lim 19(,k)  = tí para j = O, ...,m. 
k--•cno 

Sea /e(x) = 21 donde pi(x) = E alxn —i y q'(x) = Ebzmi , probaremos 
r=o 

que II f — R'll = á, dado que R' tiene a lo más un número finito de ceros en el 
denominador, dada x E [a, hl tal que q(x) O tenemos que Rk(x) k(x) cuando 
k —› oo por lo que R'(x) = f (x) Rk(x) f(x) 	(x) — Rii(s) Y así ig(x)1 

if(s)I+ IRk (x)— f (x)i +14x)— Rk(x)! de donde se tiene que ¡kW( 5 III Iliorf- 
+Ak +ile(x)— Rh(x)I. Como (ák) converge existe M = supák y haciendo k —› oo 
tenemos que /11(x)i M II f lifoi por lo que if(x)— k(z)1 5 11(x) — &MI+ 
+IRk(x) — ni)! 5 As iRk(x)— R.(x)i, haciendo k —› oo tenemos que 

— r(x)iim S. á con x E [a, 6] tal que q' (x) O. 
Ahora si qi(x) = O encontramos una sucesión de puntos (x,,) en [a,61 tales que 

—› x y ql(xi) O entonces if(x;)—R(xi)1 5 Ay por continuidad if(z)—R(a)1 5 

5 A. Por lo tanto II f — Rith,m .5 A. 
Q.E.D. 



LISTA DE SIMBOLOS 

C([a, b]) conjunto de funciones continuas del intervalo [a, b] en IR. 

IID  norma uniforme sobre el conjunto D. 

P„ polinomios de grado <n. 

A(D) conjunto de funciones acotadas (le D en IR. 

TVM-D Teorema del valor medio para la derivada. 

TVM-I Teorema del valor medio para la integral. 

CP((a, 6]) conjunto de funciones p-derivables en [a, b] y con cada una de sus 

derivadas continuas. 

Fp,q(D) conjunto de funciones sobre el conjunto D. 

Cm(D) conjunto de funciones continuas de D C 111.11  a 

M 	x n (R) conjunto de matrices de tamaño m x n con coeficientes en R. 

13,(x) Bola abierta en IR". 

Wr(x) Bola cerrada en IR". 

R[x] polinomios con coeficientes reales en la indeterminada x. 
Q[x] polinomios con coeficientes racionales en la indeterminada x. 
It[si ,...,x„1 polinomios con coeficientes reales en las indeterminadas 

xi • • • Xn • 

(D) conjunto de funciones continuas sobre D con valores en K. 

„ conjunto de polinomios de grado n. 

TWB Teorema de Bolzano-Weierstrass. 

Tr, conjunto de polinomios trigonométricos de grado <n, 
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