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INTRODUCCION

El presente trabajo estd dedicado al estudio de la Teorfa de Aproximacién
a través del cudl se pretende que el lector adquicra las nociones basicas para in-
troducirse en esta rama de las matematicas, para ello sélo se necesita que este
familiarizado con el material de un printer curso de andlisis real.

El trabajo se inicia con el estudio del Teorema de Aproximacién de Weierstrass
(TAW) (1885) del que se proporcionan varias demostraciones y se discuten algunas
preguntas relacionadas con su contenido, como la existencia y caracterizacion de los
aproximadores polinomiales uniformes (norma uniforne) para una funcién continua
dada.

De lo anterior s¢ van desarrollando algunos de los temas centrales en la Teoria
de Aproximacién.

El material se encuentra distribuido en 9 capitulos. En el primer capitulo se
presenta el TAW, sc hacen ver algunas diferencias entre dicho resultado y el Teorema
de Taylor para funciones analiticas reales. Se propotcionan varins demostraciones
de TAW entre otras la prueba original de Weierstrass (1883), y aquella debida a
Bernstein (1912) y la de Lebesgue (1908). La demostracién de Bernstein tiene gran
interés tedrico ya que introduce una clase de polinomios (polinomios de Bernstein)
particularmente importante por el hecho que se conocen explicitamente a los apro-
ximadores polinomiales uniforines de una funcién continua f, ademis de tener la
virtud de que si f es de clase C? los polinomios de Bernstein no solo aproximan a
f sino que también sus derivadas hacen lo propio con cada una de las p derivadas
de f (ver (1.20)).

A pesar de esas cualidades, esta clase de polinomine tiene la desventaja de que
el error uniforme de la apraximacion a Ia funcién f converge muy lentamente a cero
(Teorema de Voronosky (1932) (1.34)).

La demostracion del Teorema de Weierstrass por Lebesgue se introduce para
probar la equivalencia entre dicho resultado y una generalisacién del TAW, a saber,
el Teorema de Stone-Weieistrass (1948) (11.11) al cuil se le dedica unss piginas y
del que obtenenios algunos corolarios de interés a lo largo del trabajo (V.gr. 11.15),
asi mismo el TAW nos permite obtener los Teoremas de extensidn de Tietze (11.20)
y un Teorema de interpolacion de Walsh (11.22).

En Ia tercera parte del trabajo 1108 enfocainos en resolver preguntas sobre exis-
tencia de mejores aproximadores en general para un elemento de un espacio vectorial
normado tomado de un subespacio vectorial de dimensién finita. La primers pre-
gunta que se responde garantiza la existencia (111.4), a continuacion examinamos su
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unicidad. Para tenerla se introduce una condieidn suficiente sobre la norma (nonma
estrictamente convexa, [11.23), y que desafortunadamente no cumple la norma uni-
forme por lo que serd necesario buscar una respuesta a través de la caracterizacion
de los mejores aproximadores polinomiales {Teorema de Equioscilacion de Cheby-
shev, 1859), con lo que se da una prueba de la existencia y unicidad de diclhos
aproximadores para una funcion continua f (I11.34).

Una vez resueltas estas cuestiones debe observarse que en la prictica el edleulo
del mejor aproximador suele ser muy complicado y sélo en algunos casos dicho
calculo puede darse explicitamente como lo es para la funcién f(r) = 2"*! apro-
ximandola con polinomios de grado <n con lo que se introducen los polinomios
de Chebyshev de primera especie, los que son pieza fundamental en la Teoria de
aproximacién e Interpolacién por lo que se les dedica un capitulo completo en el
presente trabajo (capitulo 4).

Se desarrollan los resultados obtenidos hasta el momento ahora para polinomios
trigonométricos, los cudles son introducidos en (IV.10) a partir de los cusles se
obtiene una demostracion mds del TAW (IV.13), se enuncia y demuestra el Teo-
rema Trigonométrico de Weierstrass {V.3), asi cémo en el capitulo V, se desarrolla
toda la discusién encaminada a la formulacién y demostracién de los resultados
trigonométricos correspondientes de Walsh (V.8) y de Equioscilacién de Chebyshev
(V.12),

En la dltima parte del trabajo nos dedicamos a estudiar la rapidez con la cudl
los aproximadores considerados en capitulos anteriores tienden a las funciones que
aproximan y esto se hace en términos del médulo de continuidad, lo que nos permi-
tira medir de alguna manera el orden correcto de la aproximacion, se muestra un
resultado relacionado con los polinomios de Bernstein (V1.5) con lo que se demues-
tra la lentitud de la aproximacién. Con lo anterior nos dedicamos al estudio de los
Teoremas polinomiales de Jackson los cuiles dan una respuesta sobre la conducta
que tiene el error minimo E,(f) cuando n — oo, para ello demostramos el Teorema
de Korovkin (VI1.13) a pastir del cudl se desprende el Teorema polinomial de Jackson
(VL.16) y un grupo de corolarios que nos dan una respuesta sobre Ex(f) cuando la
funcidn pertenece a una clase de funciones.

Posteriormente se desarrolla Ia teotin aniloga para polinomios trigonométricos
haciendo uso de diversos niicleos de sumabilidad (Niicleo de Dirichlet (VIL4), Niicleo
de Fejer (VIL3)), los que dan pie a Ia introduccién del niicleo de Jackson (VIL9)
parte fundamental en la demostracién del Teotema Trigonométrico de Jackson
(VIL11), del que se desprenden también un grupo de corolarics que nos dan una
respuesta sobre el error minimo E,.( f) con polinomios trigonométricos.

El capitulo VIII estudia los resultados inversos a algunos carolarios del Teorema
Trigonométrico de Jackson ((VIIL.6) y (VIIL.7)) para lo cuil se introducen dos



desigualdades de interés en la Teorfa de Aproximacién , la desigualdad de Bernstein

y Markoff ((VIIL3) y (VIIL4)).

En la seccién 2 del capitulo VIII se introduce la clase de Zygmund que resuclve
el problema de dar condiciones necesarias y suficientes para que Eq(f) £ £ (VIIL11)
y en la dltima parte del capitulo se prueba que -k es el mejor orden de aproximacién
para f € Lip(a) (VIIL.2).

Para concluir con la exposicién del material en el ultimo capitulo se hace un
breve estudio de la Teorfa de Aproximacién con otras familias , entre los temas
que destacan estan los Teoremas de Miintz, que dan condiciones necesarias y sufi-
cientes para que una funcién f € £? se pueda aproximar en media cuadrética por
combinaciones lineales finitas de funciones {z7',2%,...} con pp € R Y prm # P
si m # n (IX.16), para ello se presentan una serie de interesantes resultados pre-
vios que son necesarios para la demostracion del Teorema de Miintz (V.gr (IX.7),
(1X.8)), también se expone una versién del Teorema en norma uniforme donde se dan
sdlo condiciones suficientes y se concluye el capftulo con una breve introduccién a la
aproximacion uniforme de una funcién continua pero ahora con funciones racionales.



iv Julio César Cedilly Sdnchez

AGRADECIMIENTOS

Este pequefio logro esta dedicado a todas las personas que a lo largo de mi vida
ayudaron a desarrollar mis estudios y mi formacién como ser humano. Principal-
mente a mi madre, la cual es todo para mi ya que con un sin nimero de acciones
logré lo que ahora soy. jMil gractas mama!. Te amo. no puedo agradecerte tudo,
pero todo, sélo te digo que este triunfo es totalmente tuyo.

A mi padre, el cual siempre ha sido, la disciplina en mi vida, gracias por marcar
el camino ya que sin tu energia no seria posible este momento. jEres tinical,

Por supuesto no pueden faltar de mencionar mis hermanns. Lizsully y Ana
Karen, las cuales fueron, son y serdn un motivo para superarme cada vez mas para
ser un buen hermano y amigo siempre.

También debo agardecer a los profesores que tuve el gusto de conocer, a to-
dos les digo que pueden estar seguros de que aprovecharé todos sus conocimientos
adquiridos para mi formacién como profesionista hoy y siempre, muy especialinente
dedico unas cuantas lineas a dos grandes profesores, pero sobre todo personas, que
han dejado en mi una huella inborrable debido a sus extraordinarias cnalidades, en
primer término al Dr. Guillermo Grabinsky a quien le debo entre muchas cosas, la
elaboracién del trabajo, su paciencia asi como todos aquellos aciertos que el lector
puede encontrar en el mismo, gracias doctor, dentro de lo que puedo ofrecerle con
sinceridad es una amistad por siempre, ;Es super, doctor!.

A Javier Ferndndez, el profesor, es muy dificil expresar lo que siento por ti ,
pero sé que lo sabes, piensa que siempre te admiraré y apoyaré incondicionalnente.
jEres fantastico Javier!.

A Guillermo y Javier les deseo lo mejor. Asimismo debo agradecer los comen-
tarios y sugerencias de: Dr. Javier Pdez, Dra. Ma. Emilia Caballero, Dr. Jesiis
Lépez y Dr. Sergio Macias que hicieron del presente escrito una realidad.

No puedo dejar de mencionar a los amigos con los que sufti y gocé esta aventura
liamada Matemiticas, los mejores deseos para Berta, Gerardo “ el doctos”, Ricazdo,
Luld, Vera, Susana, asi como a Pablo y Alvaro, por su alegria e interés en Ia iltima
etapa del trabajo.

A todos ustedes, po encuentro palabras para decitles lo que al momento de
escribir estas lineas siento al ver sus nombres reunidos en estas piginas. Pero de
algo si pueden estar seguros que cada uno forma parte de mi.

Mil gracias!
Julio César Cedillo Sénchez
Mayo, 1996.



INDICE

CAPITULO 1. Teorema de aproximacién de Weierstrass

1. Teorema de Aproximacion de Weierstrass .....oooooiviviiiiiniiiinnnonn 1

2. Polinomios de Bernstein (Teorema de Bernstein) ...........o.oovinnniinenn, 6

3. Aproximacién Simultdnea de funciones y sus derivadas ..............c.00ne, 12

4. Algunas propiedades de los polinomios de Bernstein (Teorema de Voronosky )17

5. Una vez més ¢l Teorema de Weierstrass por Lebesgue....ooooovvenniiinils 22

CAPITULO I1. Aplicaciones del Teorema de Weierstrass
1. Teorema de Stone- Wejerstrass (real y complejo) .......ooooovvniinniiiininn, 24
2. Teorema de Extensién de Tietze y Teorema de Walsh ................00000l 3
CAPITULO III. Mefor aproximador polinomial

1. Existencia del mejor aproximador polinomial ..., 37

2. Unicidad del mejor aproximador polinomial ............. e ens 4

3. Caracterizacién (Teorema Equioscilacion de Chebyshev)..................... 4
CAPITULO IV. Polinomios de Chebyshev

1. Polinomios de Chebyshev .........................ce0nnns B N 49
CAPITULO V. Polinomios Trigonoméiricos

1. Teorema Trigonométrico de Weierstrass (Tooremaa Trigonométrico Walsh) ... 87

~N

. Teorema de Equioscilacion Trigonométrico de Chebyshev ................ ...02



vi Julto César Cedillo Sdnchez

CAPITULO VI. Teoremas de Jackson

1. Médulo de Continuidad ..........ooiviiiviiiiiiiiiiii e 66
2. Teoremas Polinomiales de Jackson (Teorema de Korovkin) ...........o..c0e 72
CAPITULO VII Teoremas trigonométricos de Jackson
1. Introduccién. (Nicleo de Dirichlet. Nicleo de Fejer) ....oc.oovvvviiiinnn, 78
2. Niicleo de Jackson (Teorema Trigonométrico de Jackson) ................... 83
CAPITULO VIIIL Inversos a los Teoremas de Jackson
1. Teoremas de Bernstein (Desigualdades de Bernstein y Markoff) ............. 87
2 Clasede Zygmund. .......coovvreeiriiininriee i 93
3. Aproximacidn en Lip(a) ........ooviiiiiiiiiiiiii e 95
CAPITULO IX. Mejor aproximador con otras familias
1. Teoremas de Miintz. (Teorema de Miintz en L? y norma uniforme).......... 97
2. Aproximacion Racional .........ooovviiiiiiiiiiiiiiiin i 109



CAPITULO I

TEOREMA DE APROXIMACION DE WEIERSTRASS

En este capitulo, nos vamos a enfocar al estudio de un teorema fundamental
en la Teoria de Aproximacion, el Teorema de Aproximacién de Weierstrass (1885),
daremos varias demostraciones de este teorema, una de las cudles, utiliza una clase
de polinomios debida a Bernstein y a la que dedicaremos un examen cuidadoso, asf
como otra demostracién del Teorema e Weierstrass debida a Lebesgue y la prueba
original de Weierstrass.

§1. El Teorema de Aproximacién de Weierstrass

El Teorema dice lo siguiente:

(1.1) Teorema de Weierstrass (1885), Sea f € C([a,}]). Dada ¢ > 0 existe un
polinomio p = p(e) (de grado suficientemente grande) para el cudl ||f — pllja 4 =

= méx{|f(z) - p(z)|: z €[ab]} <e.

En otras palabras, el Teorema de Weierstrass asegura la posibilidad de apro-
ximar uniformemente funciones continuas mediante polinomios sobre intervalos ce-
rrados y acotados.

Cabe hacer la siguiente aclaracion:
El Teorema de Taylor pacs funciones analiticas reales y el Teorema de Weierstrass
no deben ser confundidos. El Teorema de Taylor garantisa que pars una funcién
[
analitica real en el intervalo (z¢ — r,2¢ + r) tenemos que f(3) = 2..(3 —z)ly
L)
converge uniformemente en |z — zo| < r' con ' € (0,7), de donde dads ¢ > 0 existe
N .

N = N(c) € N tal que para py(z) = 2«.(:-:.)' tenemos que |f(2)-pn(z)] < €
[T}

para |z — zo| < r', por lo anterior tenemos convergencia uniforme en 29 — ' < z <

< zo+r'. Sin embargo existen funciones infinitamente diferenciables para las

cudles no hay expansién en series de potencias, pero esto no afecta al Teorema

de Weierstrass ya que nos garantiza que podeinos aproximaruos uniformemente a

funciones que sean sélo continuas.
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Asi, dada una sucesidn de ndmeros positivos {¢,,} — 0, existen polinomios
Pma, ¥V € IN tales que |If = p,llag) < €n- Consecuentemente f = lim py,
[ Raale ¢}

uniforme en [a, b).

De este modo tenemos que:
Silx) = pu,(2) + (Puy(2) - P (E)) + .+ (Pn.( )~ Pun._;('r)) VkeN.

converge uniformemente a f(r) Vr € [e,b], es decir,

x
Z I’ru+1 = P (2) ] + Py ()

k=1

donde la serie converge uniformemente a f(z).

Para concluir, podemos decir que una funcion analitica real puede expanderse
en una serie de potencias uniformemente convergente y una funcién continua, no
analitica, puede expanderse en una “ serie de polinomios” uniformemente conver-
gente,

Reproduciremos la demostracién original debida a Weierstrass. Por el momento
supondremos que;

(i) [a8] =(0,1)
(i) £(0)=f(1) =
Si definimos f(z) = 0 Vz ¢ [0, 1], entonces f es uniformemente continua en todo R.

A continuacidn daremos algunas definiciones, asi como resultados previos a la
demostracion de (1.1).

(1.3) Definicién. Sean Q, los polinomios de grade < 2n en [-1,1] definidos
por Qn(z) =ca(1 ~2*)" ¥n € N,z € [-1, 1] donde c, es elegida de tal manera que

lQ,. z)de=1¥Yn€eNyQu(z)20

Ahora obtendremos informacion sobre ¢l orden de magnitud de las constantes
¢p de la definicion anterior.

. 1
(L3) Lema. / (1-2%)ds > 7‘: V€ IN de doade cn < /i ¥n € N.
-1

Demostracién. Como (1-2%)" es una funcion par y positiva en {0, 1] entonces:

/jl( -z "dx:—Z/ (1—;2)"dx>2/ Hndz.
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Por otro lado es inmediato de la desigualdad de Bernoulli ver que (1 — 2*)* >
1—-nz?Vn €N, € (0,1}, Por lo anterior se sigue:

1
/ (1= 2%)"de > 2/*(1 —-net)de Vne N, ¢ € [0,
-1 0

dﬂ — ! 2371 1
pero 2 [V (1 - na¥)dr = 3-\}; > &: vn € IN, por lo que | (1-a*)"dz > 7

-1
Por la definicién (1.2) ¢, # 0 ¥n € N entonces:

1. Q (z)dz—/: 1~2%)"dz >%

Cn cn -

y asi ¢, < /0 Wn.
Q.ED.

Probaremos el siguiente:

(1.4) Lema. Q,(z) — 0 cuando n — oo uniformemente en § < |z| < 1.

Demostracién. Dada § > 0 por (1.3) tencmos que: Qn(z) = ca(l — 22)"
entonces Q,(z) = —2¢anz(l ~ 23)"! < —2n/nz(1 — 2%)""! y observemos que
Q.(z) £0si§ <z <1, mientras que Q) (z) > 0si —1 < z < —§ pero en ambos

casos
Qn(z) S V(1= 81" (1).

8i § < |2] <1y como /nc™ — 0 con n — oo si |c|<ltencmocque0,.(z)-—+0
con n — oo uniformemente en § < [z] < 1.

QED.

(1.8) Definicién. Definimos:

1
pa(2) = /_ e +0Qu(0d, 2 € (0,1,

De la definicién anterior y dado que f(z) = 0 i z ¢ [0, 1], tenemos que py(z) =
-8
= f(z +)Qn(t)dt, si hacemos el cambio de varisble y(t) = ¢ 4 z obtenemos:
-z

pa)= | f(z+t)Qalt)dt = /0 ' f(©)Qu(t - 2)dt Vn € IN.
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Claramente la iltima integral es un polinomio en la indeterminada r. Por lo tanto
{pn} es una sucesion de polinomios con coeficientes reales.

A continuacion daremos la demostracion al Teorenia de Weierstrass.

(1.8) Teorema. Los polinomios p,, definidos en (1.3) convergen a f uniforme-
mente en r € [0,1].

Demostracion. Dada ¢ > 0, existe 4(¢) > 0 con § < 1 tal que |z —y| <
entonces [f(y) ~ f(x)| < % ya que f es uniformemente continua en IR, Por (1.2) y

1
(1) de (14) tenemos: [p,(z) ~ f(x)| = I / L+ 0Qa(0) = FRIQu e

<

! -6
< -/:-l [f(x+ )Qnlt) ~ f(z)@n(t)|dt = / |f(1‘ +1)Qu(t) = f(x)Qu(1)|dt +

§ 1
/_ 11t +0Qu(0) - Fa)Qultat + / (2 +0Qu(t) = F@)@u)d <

-& '] 1
<2l | Quitrte+ 5 [ Quirde+ 20l [ Quitnt <

J

1
S“Hf”[o‘ll\/’-’-(l'62)"(1“6)+'§/lQn(t)dt <Y flloyvn(1-8*)"+ = <¢

si n es suficicutemente grande.

(-1

Q.E.D.

(I.7) Observaciones.

(i) Recordemos que al principio de la seccion se supuso que f(0) = f(1) = 0. Dada
cualquier funcion f:(0,1] = R continua podemos definir g:[0,1] — R como
g(x) = f(z) - f(0) - 2(f(1) - f(0)), de donde es claro que gy € C([0,1]) y
9(0) = g(1) = 0. La interpretacién geométrica de lo anterior es simplemente
“restarle” a la funcidn f Ja recta ¢ que pasa por los puntos (0. f(0)) y (1, f(1)),
entonces por la prueba anterior existe una sucesidn de polinomios (p,) tal
que ||g — pallo,5) = 0 pero es claro que (p, + €) es también una sucesién de
polinomios que satisface: ||f — py —{[ljo) = |9~ Palljp,y) = 0. Por lo tanto
toda f ¢ C([0,1]) puede aproximarse uniformeinente por polinomios.

(ii) Si f € C([a,b]), consideramos el cambio lineal de variable ¢>:[0,1) — [a,}] dado
por p(t) = (1~t)a + th entonces p~'(¢) = {=2. Consideramos a la funcién
g = foy € C([0,1]) entonces por el Teorema de Weierstrass existe una sucesién
de polinomios (p,) tal que ||g - Pnlljo,5) = 0, es decir, ||f 0 @ ~ palloa — 0.
Dado que ¢ es lineal es facil ver que p, 0 ™! es también un polinomio (del
misino grado que p,), asi tenemos: ||f 0 0 9~ ~ py 0 ™| 4 — 0, por lo
tanto ||f ~ pu 0™ {[a,44 — 0. Por lo que podemos concluir que toda funcién
continua f en [a, 4] se puede aproximar uniformemente por polinomios.

S O
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(iif) Si f esta definida en un intervalo que no sea acotado é cerrado, el Teorema de
Weierstrass puede fallar, veamos los siguientes ¢jemplos:

(u) Sea f(r) = ¢*, definida en [0,00), si f se aproxima uniformemente con poli-
nomias en dicho intervalo, entonces dada € = 1 existe p(x) = ay + alx + .o Fa,z®
(fln #0) tal que |e* = p(z )l < 1Yz €[0,00), st dividimos entre z®, & > 0 entonces
SG-W ... —ay) < 5 locudl noes poqll)le ya que el lado derecho de la de-
signaldad anterlor tl(‘n(le a cero conforme z tiende a oo mientras que por otro lado
£ tiende a 400 conforme & lo liace también,

(b) Sea f(r) = In(z), definida en (0,1), s5i f se aproxima con polinomios uniforme-
mente en dicho intervalo, entonces dada ¢ = 1 existe p(z) = ag + ajz + ... + az2"
(an #0) tal que {In(z) - p(z)] < 1 Vz € (0,1) haciendo £ ~ 0% la desigualdad no
se cumple.

(iv) Por dltimo no podemos omitir la condicién de que f sea continua en [a,})
debido al hecho de que f es el limite uniforme de una sucesién de funciones
continuas y al teorema siguiente:

(1.8) Teorema. Sca (f,) una sucesion de funciones de un dominio D ¢ R"
enR" tal que f, — f uniformemente en D. Si f, es continua en zo € D para toda
n € IN entonces f es continua en xy.

Demostraclén. Sea ¢ > 0 por hipétesis existe N = N(¢) € N tal que
W~ fllp< § $Vn >Ny como fN es continua en z, existe 61(5 z9) > 0 tal que si
l£—zy| < ) entonceq [fn(z)~ fa(x0)] < §. De esta manera si fx —xo| < §;, €D
entonces |f(z) — f(zo)] < |f(z) ~ fu(2) |+ [fn(2) — In(zo)] + | In(0) ~ f(zo)] <
S 2lfn ~ fllp + |fn() = fn(2o)| < €. Por lo que f es continua en zq.

QOE.DI



§2 Polinomios de Bernstein

Como se menciond al principio del capitulo hay varias demostraciones del Teo-
rema de Weierstrass, la que veremos a continuacion es una prueba debida a S. N.
Bernstein (1912). Para comenzar daremos la siguiente;

(I.9) Definicién. Sea f:[0,1] — R acotada, Entonces el n-ésimo polinomio
de Bernstein para f se define por:

ne=31 () (1) oo

Es claro que B, € P,. A partir de la definicién se pueden deducir algunas
propiedades basicas de esta clase de palinomios, como:

(i} Bn es un operador lineal y acotado de A([0,1]) en P,

(i) 11Ba( o, ,] Il Si f(z) = x entonces Bu(f)(x) = z por lo que
”Bu(f)” - .

(iid) I.z,.( )0) = (0); B, (f)(1) = f(1) (observacién: Adoptamos la convencién que
0°=1).

(iv) Sim < f(z) < M entonces m < B,(f) < M.
(v) Si f(z) < g(r) Yz € [0,1] entonces B,,(f) < Bu(9)
(vi) Si f:]a,b] = R es acotada entonces:

BN = oy }:f( Mb— a)(:)(z—a)"(b-1)""".

Yz € [a,d], usando el cambio de variable ¢: [0, 1] — [a,5] dado por
p(z) =(1 =r)a+ b

De las propiedades (iii),(iv), (v) y (vi) puede concluirse que los polinomios de
Bernstein se tratan de “parecer” a la funcion £, lo cudl se reafirmara mis adelante
al obtener algunos resultados tedricos de interés. Antes de probar el Teorema de
Bernstein el cudl nos daré otra demostracion del Teorema de Weierstrass, un lema
previo nos premitiré calcular explicitamente algunos polinomios de Bernstein para
algunas funciones f, asi como para simplificar algunas expresiones, para lo cual
introducimos la siguiente:

(1.10) Definicidn. Sea (y, )32, una sucesién de nimeros reales. Las diferen-
cias sucesivas de valores adyacentes, Ayy, se definen por: Ayx = yit, — yx para
toda k € N U {0}). Las diferencias superiores son definidas de manera similar, es
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decir, A%y = A(Apy) = A(ypq; — Uk) = (¥k+2 = Yhtt) = (Wk4s - yi). En general:
AU yi) = AA" ) = Avyey, - A ‘Wi ¥ definimos A%y, = y,.

Claramente; Aleyr) = e(yxq - = Yk) = Ay y Ay +yk) = Az + Ay por lo
que A es “lineal”,

(I.11) Lema. Tenemos que Ay = Z( 1)" ( )yHr (*)

r=9
Demostracién. El resultado es claro para n = 0,1, supongamos que (*) se
cumple para n, entonces:

A"“(llk) = A(Any‘) = A(Z 1)"' ( ).'/Hr) =

r=0
= Z("l)"_' ( ) Aykyy = Z( =T ( ) (Vbbrs1 = Yagr) =
r=0 r=0
=Y (-~ ( ) Yhtris — E (== (”) Yitr
r=0 r=0
haciendo j =r + 1 en Ia primera suma tenemos:
n+l
S, Y- S ()

-
p Rl (NG NE M-
o (12)+(0) () e

= Y (-l ("jl)v i + (:I}) Uints +(=1)*H ("Jl)va =

j=1

—"EH( 1)"“"’( ~ )Viﬁ'-

j=0

Q.E.D.

(1.12) Corolario. Si k =0 tenemos A*y, = E( l)""( )y,.

ral

Lo anterior nos permite obtener 8 B(f) usando diferencias sucesivas,
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(1.13) Lema. Sea f:[0.1] — IR acotada, rutonces:

Ma) = iA'fm) (',‘) e
t=0

donde las diferencias sucesivas se caleulan en y, = f(£) conr € NU {0}.
Demostracién.

Bu(f)e Zf()() (1-ayt =

B Q)AE 5 e
R

haciendo ¢ = n — j entonces j = n — ¢ tenemos:

S A (D) (e

observemos que en la expresién anterior el término general depende de los indices &
y t, llamemos a cada término por ax y analicemos como se suman. Para visualizar
con facilidad la suma cologuemos los términos como en una matriz de la siguiente
manera:

Qs Go1 g2 ... Gon
aiy ap ... G
a2 ... Q3n

Gnn

s6lo escribimos los términos que se encuentran arriba de la diagonal y en esta.
Observemos gue (1) lo que nos indica es que los términos ax; los sumamos renglon
por renglén de izquierda a derecha, pues bien vamos a reordenar estd suma de la
siguiente manera: sumemos colunna por columna pero de arriba para abajo, por
lo que (1) coincide con:

$3(2) (1) (ot e
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pero ( nk) (Z:t) = (':) ( tk) entonces por (1.12) tenemos:

» (t) Zf(ﬁ) (Z)H)"* =gA‘f<0) (,)

¢
=0 k=0

Q.E.D.

(1.14) Ejemplos.
(i) Si f € Py entonces A'f(0) =0 para toda t > m aplicando el TVM-D.

(i) Si f(z) =1, tenemos que: A°f(0) =1 y A'f(0) = Z ( tk) (-1)* =

k=0
= (14 (-1))' =0Vt > 0. De esté modo B,(f)(z) = 1.
(iii) Si f(z) = z, tenemos que: A%f(0) = f(0) =0y

Af(0) = ,‘Z'jf(f,) (})ev -1

De (i) A"f(0) =0V n > 2. Entonces B,(f)(z) =1 (';) z=1

(iv) Si f(z) = z*, tenemos que: A"f(0) = £(0) = 0, A' f(0) = & y A*f(0) = &
entonces por (i) A*f(0) =0V n > 3. Por lo que Ba(f)(z) = 12+ (1-1) 2.

(v) Si f(z) = €**, tenemos que By(f)(z) = z": ( ';) e'n‘z'(l S

n
-3 () et aart = et +1-"
(£ 1]

Calcular explicitamente el polinomio de Bernstein para una funcién f puede resultar
una tarea complicada aunque pars lo que necesitamos basta con los polinomios de
Bernstein pars las funciones 1,z,z%. Obsérvese que lo realisado en los ejemplos
anteriores noa da un camino a seguir para calcular los polinomios de Bernatein para
funciones f € P,. Hay otra forma de calculas estés polinomios la cudl damos

continuacion:

El lector cuidadoso se habra dado cuenta que en algunos de los ejemplos ante-
riores se utiliz6 implicitamente e} Teorema del Binomio, el cual volveremos a usar
n

aqui; es claro que (1 + &)* = E ( ":) t*, derivando de ambos lados y multipli-
k=0

LI
cando por ¢ tenemos nt(1+¢)"~! = E k k 'i‘) t*, repitiendo lo anterior se obtiene

k=0
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nt(1+nt)(1+4)"? = Zkz ( ”k) t*. Haciendo el cambio de variable t = <%~
k=0

con r # 1. r € R, obtenemos que 1 + ¢ = -l-—_-;, entonces multiplicando las tres

identidades obtenidas anteriormente por (1 — r)" obtenemos en el mismo ordeat lns

siguientes identidades:
n
1= ( ’i) k(1 -zt

k=0

ne(l —z + nr) Zk’ ( ) -k

Por lo tanto a partir de estds también podemos obtener los resultados de (1.14) y
esté método lo podemos repetir para cualquier f € P,,.

(1.18) ’l’eorema de Bernstein (1812), Sea f € A([0,1]) entonces se tiene
que B,(f)(z) = f(z) Vz € [0,1) en donde f es continua. Si f € C([0,1]) entonces
1Bu(f) - f”[o.l] = 03sin - co.

Demostracién,

Parte I, Calcularemos la siguiente suma: s(z Z(k—m; ( ) zh(1-x) K

Desarrollando el binomio y por (I.14) tenemou que s(z) = m:(l —z), pero esta
tiltima funcidn alcanza su valor méxinio en z = % en todo el eje real, de donde se
tiene que s(z) < B V z € [0,1].

Parte 2. Dada § > 0y z € [0, 1] acotaremos la siguiente suma:

Az) = Z ('z) z*(1 — z)**, donde la notacion significa que la suma se

|&-£120
extiende sobre todos los valores de k € {1,...,n} para los cudles | — z| > 6, de
donde (4 —2)? > 1. Por lo que:

)< H 2 (-—z)( )"(l )" < ’6"(3)"46’ (porll

[4-s126
parte ).

Parte 3. Sabemos que 1 = Z (';c) 2*(1 - 2)**, de donde se sigue que f(z) =
k=0
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= Z f(z) ( 'i) £¥(1=z)"*. Como f es acotada existe M > 0 tal que |f(z)] < M
k=0
Yz € [0,1] de donde |f(x) - f(y)| < 2M V 2,y € [0,1]. Ademds, dadae >0y
r € [0,1] donde f es continua, existe 8'(¢,z) > 0 tal que siy € [0,1], |y — z| < §' se
tiene que |f(z) - f(y)| < §.

Sea 6(¢, z) = max{#'(¢,z), 7=} con & € (0, 3) dada, entonces:

1) B = (-1 (7)) (i) 0 -

) f(x)—f({j—) (;;)x*u_x)n—k:

3
f(z)—f(é) (:)z‘(l—z)""‘.;.
LD

k=0
=12 (1) o -er
|4-12802)

|%—z|<6(c.z)
<$+ ;;M-;; < € si n es suficientemente grande, por lo tanto By (f)(z) - f(z)
en los puntos de [0,1] donde f es continua.

<

Para la segunda parte del teorema, si f € C([0, 1]) entonces £ es uniformemente
continua en [0, 1), es decir, existe §(¢) > 0tal que Vz,y € [0,1], |z —y| < 6 entonces
|£(z) — f(y)| < %, asi revisando el andlisis anterior se observa que:
|f(2) — Bu(f)z)| < € independientemente de z € [0, 1) por lo que By(f)(z) — f(2)
uniformemente en [0, 1].

QE.D.

(1.18) Corolario. (Teorema de Weisrstrass). Dada f € C([a, ]) entouces
existe un polinomio ps = pu(c) para Ia cudl || f — pu)lj ) <e.

Demostracidn. Sea h:[0,1] — [a,b] dada por A(z) = a+(d—a)z y considere-
mos g = foh € C([0,1]). Por el teorema anterior dada ¢ > 0 existe ¢ un polinomio
tal que |lg —gllio,i} < ¢, sea p = go A™?, observemos que p es un polinomio en z
(del mismo grado que ) y (|f ~ pllja,gy = 1f = g0 A~ |0y = IIf oM~ gllfo,y) =
= lig — gllo,yy <€

Q.E.D.

Para concluir con esta seccién haremos la siguiente obsetvacida, el Teorema de
Bernstein no sélo prueba la existencia de polinomios que aproximan uniformente a
la funcién f dada, sino que también los exhibe explicitamente.



§3 Aproximacién simultanea de funciones y sus derivadas

A diferencia de otras formas de aproximacion los polinomios de Bernstein son
aproximadores bastante “suaves”, en el siguiente sentido: si f € C'([0.1]), no
sélo B,(f) — f uniformemente en el intervalo, sino que también By (f) - f'
uniformemente. Asi mismo un resultado para derivadas de orden superior os vilido.
Para ver que la convergencia uniforme en general no garantiza la convergencia de
las derivadas veamos el siguiente:

(1.17) Ejemplo. Sea f,(x) = Lsen(nr) con z € [0,2n], como |fu(x)] < & se

tiene que f, — 0 uniformemente en [0 2r) pero fi(x) = cosnzr y f'(x) = 0 pero f},
no converge uniformemente a f = 0 ya que si consideranios a r = 0 tenemos que

fu(0)=1# f(0)=0.

Probaremos algunos resultados previos al teorema que garantiza la aproxi-
macion de las derivadas.

(1.18) Teorema del Valor medio extendido.

Sean f € C™{[a,b]) y zo,21y... 2, (n + 1) puntos dados en [a,b] tales que
g =ayz;=a+ihVi=1,..n entonces A" f(zg) = h"f(")(¢), para alguna
E € (301'7:")'

Demostracidn. Sin =1, es claro que el teoremna no es mas que el TVM-D.
Para el caso de n = 2 tenemos:

A% f(z0) = A(Af(20) = A(f(z0 + h) = f(0)) = A(f(0 + 1)) = A(f(20)) =
A

= f(zo +2h) = f(zo +h) — (f(z0 + h) = f(20)) = /0 f'(za+h+3)~ f'(zo +3)ds.

Por el TVM-1 existe 0 < £, < h tal que:

A

[ 20+ ht-0) = ot )ds = (a4 5460 = £z + 0] y ahora
por el TVM-D se tiene que A?f{xq) = f”(£3)h? con 29 < £; < z;. Repitiendo esté
procedimiento un nimero finito de veces llegamos a que A" f(zo) = h® f")(£), para

alguna £ € (2o, 2p). ED
QED.

(1.10) Lema. Sea p€ NU {0} y f:[a,5) - R acotada, entonces:

B0 = S ary () () e vnew
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Demostracién. Por la formula de Leibnitz sabemos que:

)
(up){P) = Z ( I;) ()P (v) "= aplicandola a:

j=0

n+p k
Bugp(f)(z) = Z f <" T p) (n -;p) 2*(1 - 2)™+P=* ghtenemos:

n+p P
(p) i n+p k +p—ky(n-
e =31 () (" ),‘%( ) -zt )
por otro lado se tiene que:

()0 = k(k = 1)...(k = j+ 1)e*~i = oot~ sk —j 20 (1)

[(1=a)y 424" < (<1 [(c ~1)”) donde r =n+p—ky s =p—j por
la identidad anterior tenemos:

= (-1)p-ifEli(1 — g)ti*t conntp-k2p-j  (3).

Sustituyendo (1) y (2) en (*) tenemos:

BY,(f)=) =

ntp p

N O
L2 (55) (5) syt -4y

donde 0 <k~ j < n, haciendo t = k —j entonces k =1+ 5, porloque 0<t<ny
tenemos:

s e =13 (22) (%) ;‘,—;',;t%z'a — eyt

Ehtpen-r () () or
g () ()0

Q.E.D.

Estamos listos para probar el primer teorema de estd seccién. -

(1.20) Teorema. Sea f € C*([0,1)) entonces B(f)(z) -+ [‘«"(?) umfonne-
mente en [0,1).

Demostracién. Por el lema (1.18) tenemos que A*f (;:}_;) = (;f;p-j")((.)
para algin ¢, € (+, ,,+’) Vi€ {0,...,n}. Por el lema (1.19) se tiene que:
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Bk r)—iz—ﬂr...",.t}'p}:f"” &) ’) (1=a)

asi pues:

(
mOssl B f)(x) = Zf"” o (! ) #(1 - )
)

de donde:

WB&QP (M=) = i:f(p) (% <nt> 21—zt
{=0

+ i: {f“”(f:) — f» (i)} (’;) l—a)"™ (1)

Pero como 'TF <6< ;'-_;% entonces | —

Dado que f € CP([0,1]) y por la continuidad uniforme de f¥), dada e > 0
existe no € IN tal que Yn 2 ng se tiene que |fP)(£,) — f(")(-"-.)l <e.

Regresando a (1) la segunda suma es menor que &, luego tomando el limite
nl(n + p)y?
w (n+p)!
de (1)(por el Teorema de Bemstem (1.15)) converge uniformemente en [0,1] a ).

Por lo tanto B,‘,’},( f) = f uniformemente en [0, 1].

<

cuando n — oo se tiene que lun = 1, mientras que la primera suma

Q.E.D.
Veremos una propiedad adicional de los polinomios de Bernstein.

(1.21) Teorema. Sea f una funcidn convexa en [0,1]. Si n > 2 entonces
Bo1(f)(z) 2 Bu(f)(2), z € (0,1).

Si f € C( [0 1]), f es lineal en cada intervalo de la forma [t
{L,...,n—1} si y sdlo si Ba-1(f)(z) = Ba(f)(z).

Demostracidn. Dado que z € (0, 1), basta con demostrar que:
(1 =2)™™ (Ba-a(f)(2) - Ba(f)(2)) 2 0

si haceines el cambio de variable ¢ = 72 tenemos 1 + ¢ = 1= y asf:

ivje

n'n

(1 - 2)™ (Baa(f)2) - Bulf)(2)) = (1 +:):§ f (;ré'i) (" -kl),k_
S (B (R)e-Er () (1) e
o) (e -E O ()
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v(ll-’f!b(f = n ":-0':'? Zf(m(E ) " ) 1 - ‘)" !

asi pues:

(
S 010 = 3760 (1) 0 -
)

de donde:
nt+p)? t n -
Heal B0 (£)(o) f"" () (%) a-ars

+i {f"”(ﬁ:) - (—)} (’;) Hl-aht ()

Pero como -TP- <6< ;{lp entonces |§; ~ | < ;ﬁ-;.

Dado que f € CP([0,1]) y por la continuidad uniforme de %), dada ¢ > 0
existe ng € IN tal que Vn > ng se tiene que |f(P)(§) - fP (L) < ¢ .
Regresando a (1) la segunda suma es menor que ¢, luego tomando el limite

! P
cuando 1 — oo se tiene que lim ni(n +p)
n~o (n +p)!

de (1)(por el Teorema de Bernstein (1.15)) converge uniformemente en [0,1] a f(¥).

Por lo tanto B{") L(f) = £ uniformemente en [0, 1).

= 1, mientras que la primera suma

Q.ED.
Veremos una propiedad adicional de los polinomios de Bernstein.

(1.21) Teorema. Sea f una funcion convexa en [0,1). Sin > 2 entonces
Ba_i(f)(z) 2 Bu(f)(z), 2 € (0,1).

Si f € C([0,1]), f es lineal en cada intervalo de la forma [2,4] V j €
{1,...,n =1} si y sdlo si Ba—i(f)(2) = Ba(f)(z).

Demostracidn. Dado que z € (0,1), basta con demostrar que:
(1-2)™ (Ba-1(f)(z) - Ba(f)(2)) 20
si hacenes el cambio de variable ¢ = ;- tenemos 1 + ¢ = ;1o y asf:

-0 Bet ) - Bl =40 51 (27) ("71) -

k=0

OB ()
o) () - LB (3
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para la segunda suma hacemos j = k4 1 entonces j = 1,...,n y dejamos a las tres
sumas con los mismos indices de lan ~ 1:

Zf(,,_l)( )'k+
o (82) (502 () (1)

+£(0) + f(1)¢" - £(0) - f(1)t" =

-2 (W[ R ()G o

Observemos que -"—;.'-5-(-5-) +AAsly = & Aol ko oy como f es convexa
entonces la expresion dentro de los corchetes de (*) es no negativa por lo que se

cumple la primera parte del teorema.

Para probar la iltima afirmacién del teorema, si f es lineal en cada intervalo
= — "] tenemos que se cumple la igualdad dentro de los corchetes de (*) lo cual
hace que By-1(f)(z) = Ba(f)(z).

Inversamente, si B,_y(f)(z) = Ba(f)() e tiene "—lf n_J-l—‘-f(H) f(‘-) 0
y como f € C([0,1]) y convexa implica que f es lineal en cada intervalo,
Q.ED.

Probaremos algunos resultados mas generales sobre los polinomios de Bern-

stein,

(1.22) Teorema.
Sea p € Z fijotal que0 < p < n.
(i) Sim < fP(z) < M Vz € [0,1) entonces
< ssm B () s MYze(0,)
(ii) Si f*)(z) > 0 en [0, 1] entonces BP(f)(z) > 0 en [0, 1].
(iii) Si f es no decreciente en [0,1) entonces B,(f)(s) a8 no decreciente.
(iv) Si f es couvexa en [0, 1) entonces B,(f)(z) es convexa.

Demostracién,
(i) Por (1.19) se tiene que:
BY(f)() =
n-p
=nn-1)...(n—-p+1 Ar A P ) N
)Y 1(3) (") sa-amr

Por el Lema (1.18) tenemos que: APf(4) = -k f(¢,) con & < § < 2 y la cudl
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es clara para p =0 tomando § = &.

Entonces, sustituyendo en (*) se tiene:

p
B (f)(z) = tatlzgnptl) f"”(&)(”j”).r‘u—f)"-"—‘ ()
=0

de (1) observemos que el factor de la stua es menor que 1, de donde:

n-p
B < T soe (7P -

t=0
pero m < fP)(£) < M por hipétesis, de dande se sigue que: BiY'(f)(x) < M.
De (1) obteneinos: .

n-p
e B (e = ¥ e (" 7P ) ot - oy
=0

y dado que m < fP(&) < M y los factores que aparecen en la tiltima suma son
positivos tenemos que:

m < w2y BY ()0 < M.

(i) Como f®(z) > 0 haciendo m = 0 en el inciso anterior se sigue:

T BV (f)() 2 0 de donde BY)(f)(2) > 0.

(iii) Si f es no decreciente en [0, 1) entonces Af(L) = F(4L) — f(£) > 0 de (*)
con p = 1 se obtiene que B!,(f)(z) 2 0 en [0,1] lo cudl implica que B,(f)(z)
es no decreciente.

{iv) Si f es una funcion convexa en [0, 1] entonces :

Alf(L) = f(442) — f(LEb) - (F(1L) - (L)) 2 O por (*) con p = 2 se tiene que
B,"{f)(z) 2 0 en cada subintervalo cerrado de (0,1) y como B,(f)(z) es continua
se concluye que es convexa en [0, 1].

QCEIDI



§4 Algunas otras propiedades de los polinomios de Bernstein

Despties de haber visto algunas propiedades de los polinomios de Bernstein,
ahora nos dedicaremos a estudiar brevemente la rapidez con la cudl convergen a
una funcién f acotada en un punto 2, por lo que probaremnos el siguiente:

(1.23) Lema. Para toda = € [0,1] existe una constante positiva ¢ independi-
ente de n € N tal que: .

n ) & n—k ¢
Z ( )2t (1—-2)"" < T
e\ F "

Vae(01)

Demostracién. Considerenios las sumas:

n :

Sm(z) = E(k - nz)™ ( ';c) (1-z)"* (1)
Por lo hecho en los ejemplos de (1.14) tenemos que: Sy(z) =1,8;(z) =0y
S3(z) = nz(1 - z). Diferenciando (1) con respecto a z.

Si(z) = -nm i ( 'Ilc) (k= nz)™'zh(1 - )" k4
A=0

+ ,Zl ( ';) (k - nz)m-t-ltk—l(l _z)n—i-l

A=0

= ~nmSm-1(z) + %?ﬂ%i, de donde se tiene que:

Sme1(2) = 2(1 — 2) (S, (8) + mnSm-s(2)] V2 €[0,1) ().

Observemos de las expresiones anteriores para So(2), Sy(2), $3(2) y (3) que
Sw(z) es un polinomio en 2 y n. Asi tenemos que S3(2) = nz(1 —~2)(1-23), porbo
que S3(z) es un polinomio de primer grado en n. De (3) conm = 3 y de lo antesior
pademon observar que S;(#) es un polinomio de grado 2 en n. Continuando de
esté manera para Ss(z) y S¢(z) se tiene que son polinomios de grado 2y 3 en n
respectivamente. Por lo tanto existe ¢ = cte tal que |Sq(2)| S en* YV 3 € (0,1} ().

Por otro Iasdo como |& — 2| > n= se sigue que n¥*~V(k —nz)® > 1 por lo
que: '

Y ()00 < s <
TENNAE

Por (3) se tiene que:
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(1)t s i e yochh
|§-zl3n-a

Q.E.D.

Probaremos el siguiente resultado que da una respuesta a la pregunta hecha al
principio de esta seccion:

(I.24) Teorema. (E. Voronosky) (1932) Sea f:[0,1] — IR acotada y
g € [0,1] tal que f"(xo) existe. Entonces

lim n[Bu(f)(#) ~ f(as)] = 32a(1 = 20)"(z0).

Demostracién. Por el Teorema de Taylor sabemos que:

112) = flao) + £z - 20) + L e 20 4 e ~ 20

con ‘lintl e(z) =0 (1). Considerando = = £ entonces
=0

8) =t ) 2 ) (3 )

multiplicando la expresion anterior por ( 'L) 24(1—-20)"* y sumando desde k =0
hasta k = n tenemos:
Bu(f)(2) = f(20)Sa(o) + LL8LS\(20) + L Sy (20) + E(2) ()

donde S, () con m = 0,1,2 son las funciones definidas en la demostracion del lema

(123) y .k .
Bo)= Y (2)(E-) (3)a-art

Dada ¢ > 0, por (1), existe n = n(e) € N tal que si |x — 2o < -k con a €[0,4)
entonces [e(z)| < c. Por lo que se tiene:

LS ()| (E-w) (5) - sor-ts
+ ) (5"10)2 (',:) z§(1 - z0)"™* <

*)
e —
|&~20|2n-2 "
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< 5 5)(z)+ —ii%ey, por el lema (1.23) y donde M = sup{je(z x))(z-20) |z €[0,1]}.
Pero Sy(z9) = nao(1 - xy), por lo que:

Mc
I ()I< I0(]'—"'7:0)'{" n3(1-3a)

Despejando de (2) y ultiplicando por n tenemos:
In (Bu(f)(0) — f(20)) = 1£"(20)z0(1 — z0)| = InE(2)|
<exg(l- 10)+ ""M“ <1 +—|-’h4;-;, de donde -ﬁ:"{-;y tiende a cero conforme

1L — 00, ¥ COMO & €3 a.rbnrana entonces se sigue ¢l wsultado
Q.E.D.

Vamos analizar también la rapidez con la cudl los polinomios de Bernstein se
aproximan a las funciones de cierta clase, para lo cudl necesitamos la siguiente:

(1.25) Definicidni. Sea f:[a,8] - R. Si existen M > 0y a > 0 constantes
tales que | f(z) - f(y)| < M|z —y|® Vz,y € [a,d] entonces decimos que f satisface la
condicidn de Lipachitz de orden a en [a,b]. La clase de tales funciones se denotard
por Lipys(a). Por comodidad cuando M = 1 simplemente se denotaré por Lip(a).

Ahora demostraremos el siguiente:

(1.26) Teorema. Sea f:{0,1) — R una funcidn tal que f € Lipy(1) entoaces
1Ba(f) = flloy < fﬁ;\/ neN.

Demostracidn. Seca z, € [0,1] fija y z € [0,1). Si |z —2q| > * entonces
|z = 2o > -\#lz — 29| como f € Lipyy(1), entonces |f(z) — f(ze)] < Mz - 20| =

= J=M/jz ~ 20| < Mlz - 2o’ /i = *Mnlz -zl < * (1 + nlz - zol?).
Sijz—20| < *uclnoq\wwcumphllduigullddmuiot. Por lo tanto se

. %1 ! -
tiene que: |Bp(f)(20) - f(20)| < M?_:.V'-' (1 +n ) ( ';) z:(l—z..) ]

=M [* (l+§1}'ﬂ)], por la parte 1 de (1.15) tenemos que
|Ba(f)(z0) — f(20)| < ""y,:

k
- =29
n

Q.E.D.

Por el teorema anterior tenemos que el orden de magnitud con el cudl By (f)(z)
converge a f(z) es O(*), donde 0(-\#) = B,(f)(z) - f(z) significa que existe
M > 0 tal que Vn|Ba(f)(z) - f(z)} < M ¥n > N(M). Para concluir con esté
seccién veremos un ejemplo en donde dquel es el mejor orden de magnitud, pars lo
cudl probaremos el siguiente:



20

in

Julio César Cedillo Sdnchez

(1.27) Lema. Sea f(r) = |z — 3| en (0,1] entonces:

Ba(f) (%) = Byui1(f) (%) - 2_2'%_]_ (2’;:) '
Demostracién.

S\ _ n Y L n
Clarnmente.(k)—(n_k)yk(k)—(" L+1)(n—k+1)'

Por lo que:

2u
Bun(f)(h) = ‘
=0

-%G-5)

- s [$5(%

k=0

£ (2]

k=n+1

b [-54(3) + B ko0 (0 50)] @

k=0 k=nt1
Por otro lado considerando a:

£ (2)-E() Zeror(n i) -£5(5)

k=nt)

=0 kzn4l =1

Por lo tanto Byn(f)(}) = gvdyr ( ) ya que el iltimo sumando de (1) es cero.

Procediendo de manera aniloga se demuestra que Byn41(f)(3) = jrbyr ( n )

Q.ED.

(1.28)Ejemplo. Sea f(z) = |z ~ 4|, es claro que f € Lip(1), sea 2o = }

entonces:

e (5) - £(3)| = vaenin (3)
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¢l cudl es igual a 5@; (Qﬁl) sin=2Méda % (2}\}\;) gin=2M4+1

(ver (1.27)). Por la formula de Stirling se tiene:

vV2M (M > 1
2M+1 M 2\/;)(,2“

Donde {X u} es la sucesion { (1 + 7}7)’}, como {X s} es decreciente, se tiene que
2}y < (4) VM € N, de lo anterior se sigue que:

VoM (2M 8
P ( M) > Ww 0

dado que -‘gm (2::) > ;ﬂ- (2::) obtenemos la misma cota inferior para

ambos casos de y/nB,(f)(}). Por lo tanto el orden de magnitud de convergencia
de B,(f) a nuestra f no es menor qued'-.-.

Q.ED.



§5 Una vez mds el Teorema de Weierstrass

En esta seccién daremos otra prueba al Teorema de Weierstrass, debida a

Lebesgue (1908).

(1.29) Lema. Sea f:[~1,1] -» R dada por f(r) = |z| entonces existe una
sucesidn (py ) de polinomios tal que |[py ~ flj-1.q — 0.

Demnostracion, Definimos la sucesion (py) conto sigue: po(z) =0y
Pat1(z) = pa(2) + § [e? —pi(2)] . Vn €N
Ahora veamos si |£| < 1 entonces es facil verificar (por induccion) que se cumplew:
(1) 0 < pa(x) < 2]
(i) pn(z) < pr1(2)
(i) fe] = pra(z) < et (1= )"
De (iii) tenemos que si z # 0 entonces:
2= pasi(2)] = |2 =pnr(2) < J2| (1 - El) " (1 - El)n, como |z| < 1 entonces

0<1 - Ll < 1y dado que ¢® — 0 cuando n — oo para toda |c| < 1, mientras que
sir=0 pOt (1) se tiene que pa(z) = |z| = 0 por lo que ||f — pallj-1,1) = o°.
Q.E.D.

El Lema anterior nos garantiza que |z| puede aproximarse uniformemente por
polinomios en [-1,1].
Antes de dar la prueba de Lebesgue, consideremos f € C([0,1}) y N € N,
definimos L: [0,1] — R, como sigue:
(i) L(§) = f(§) Vk € {0,... N}
(il) L(z) es el valor correspondiente del segmento de recta si z € ( ﬁ, 5*‘-) (1).

Ahora encontraremos una regla de correspondencia conveniente para nuestros pro
pdsitos. Primero consideremos a funciones del siguiente estilo: Sea ¢ € {0,1] ¥
$:{0,1] —» R definida como ¢(z) = a + }{z ~ c+ |z - c|} con a € R. Con ayuda de
N-1{
estas funciones se demuestra que L(z) = Z )
h=0

a=i(5)-u(5)+1(5F) veetrh -

y el coeficiente ¢ del término independiente en L es:

z- ;7" asi mismo se obtiene que:

e=3 o+ nr (L) - - )]
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v calculando el coeficiente ¢g del término lincal en la misma suma se obtiene:

¢= g [f (Ai) - f(0)~ f (g—l—;—l) +f(1)]

Daremos la demostracién de Lebesgue al Teorema de Weierstrass (1908):

Demostracién.

Sin pérdida de generalidad supondremos que f € C([0,1]), entonces dadae > 0
existe 6(c) > 0 tal que |z — y| < 6, z,y € [0,1) se tiene que |f(z) — f(y)| < §. Sea
N € N tal que % < § y consideremos a L:[0,1] — R tal que cumpla con las
condiciones de (1). Por lo que si z € [-ﬁ,!‘-ﬁ’-] para alguna k € {0,...,N -1}
entonces:

f(2) = L)l < |£(=) = S +1£(F) - L) + | L(z) ~ L] <
<If(@) - )|+ L) - L) <.

Por lo tanto L — f uniformemente en [0,1).
N-1
Por lo anterior a la demostracién tenemos que : L(x) = z: ale - %l + ¢, por

k=0

el lema (1.29), |z| se aproxima uniformemente con polinomios en [—1, 1), entonces
|& — A| se aproxima uniformemente por polinomios en [0,1] para toda A € [0,1]
ya que si |p(z) — |z|| < £ en [~1,1) tenemos que |p(z —A) — |z — Al] < € en
[0,1] por lo que cada término de L(z) se puede aproximar uniformemente por
polinomios en [0,1] lo cudl junto con el hecho de que L — f uniformemente en
0,1] implica que f puede aproximarse uniformemente por polinomios en (0, 1).

QIE'D'



CAPITULO 11

APLICACIONES DEL TEOREMA DE WEIERSTRASS

En esté capitulo veremos algunas extenciones del Teorema de Weierstrass, como
el Teorema de Stone-Weierstrass y algunas de sus aplicaciones. Asi como los Teo-
remas de Extension de Tietze y un teorema de interpolacién de Walsh,

§1 Teorema de Stone-Weierstrass

Para facilitarnos el analisis introduciremos algunas definiciones.

(11.1) Definicidn. Sea X un espacio vectorial sobre un campo X’. Decimos
que (X,+) es un dlgebra, donde (-) es una funcién de X x X a X, si se cumplen las
siguientes condiciones:

()z:(y-2)=(z-y)2

(i) r-(ytz)=z y+z-2y(zty)rz=r-z2+y-2

(iii) a(z-y)=(az) - y=z(ay)

Ve,y,2€ X ya € K. Ala funcion (-} se le llama multiplicacidn en X.

(11.2) Ejemplos.
(i) Sea X =F, (D) con las operaciones usuales.
(ii) Sea X = Mpxn(R) con las operaciones usuales.

(IL3) Definicidn. Una familia 3 C F, 4(D) es una celosia (o lattice) si
para f,g € 3 entonces fV g,fAg € O donde (fV g)(z) = max{f(z),g(z)} ¥
(fAg)(z) = min{f(z),9(z)}. Si ademds Q es un espacio vectorial entonces diremos
que S es una celosls vectorial,

(11.4) Observacidn.

Es ficil verificar que fV {gV A} = {f V g} V h, asi como para A, por lo que
tiene perfecto sentido hablar de fVgVhy fAgAh.

A partir de (I1.4) tenemos que si I es una celosfa y f;,...,f, € I entonces
Hhv. . VfieSQyfin...Af, € Tdonde LV ...V fu = max{fi,...,fa} ¥
iAo A fy=min{f1,...,fn}.
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(11.5) Ejemplos,

Dado que max{a,b} = ${a+ b+ |a - b} y min{a,b} = 3{a 4+ b~ |a - b|}
Ya,b € R tenemos que IFp (D) es un celosia vectorial, asi como Cpa(D).

Ahora probarembs el siguiente resultado:

(11.8) Lema. Sean § C Cp1(K), K C R? compacto, tal que si fi,fr € &
entonces fiV b, ESy fihf, €I Dada f € Cp (K) entonces f se aproxima
uniformemente por elementos de  si y sdlo si Viy,z3 € K y € > 0 existe g(€) € S
tal que |f(z;) —g(zi)| < e i=1,2.

Demostracién. Si f se aproxima uniformemente por elementos de Q, dada
€ > 0 es claro que Yz, 23 € K existe g(e) € < tal que |f(z;) — g(zi)} <€ 1=1,2.

Inversamente, sean ¢ € K y ¢ > 0 fijas. Entonces por hiptesis para toda
y € K existe g, € 9 tal que |f(z) — g5y(z)] < € ¥ |f(y) — 9ey(¥)| < € de donde se
tiene que g, (y) < f(y) +€ (1)

Por la continuidad de f y g,, existe By, () tal que (1) se cumple, considerando
la cubierta abierta G= {By, (y)}, del compacto K, existen y,,...,yn € K tales que

n

Kc U B,, (yi), asi como gy, € Sy gey,(2) < f(2) + ¢ con 2z € By, (vi) (32).
i=1
Sea g7 = ggy, A. .- Agay, € S por hipdtesis, por (3) tenemos que g7 (2) < f(2)+¢,
z € K, por construccion |f(z) — g,,,(z)| < € para tods § € (1,...,n} entonces
f,,‘(z) > f(z)—¢, por la definicidn de g tenemos que: g;(z) > f(2)~¢ (3). Por
a continuidad de g, y f existe B, () tal que g;(2) > f(a) —¢, z € By, ().
Dado que r € K fue arbitrario, consideramos a U By, (z) la cudl es una
eK

m
cubierta abierta de K entonces existen 2,,...,7,4 € K tales que K C UB,-,‘(Z.')
i=}

donde g;(2) > f(z) — € para toda z € By, (2:) por lo que esté \iltima desigualdad
se cumple para alguna i € {1,...,m}.

Seag = g;,V...Vg; € Y por hipétesis, por lo anterior tenemos que g(3) > f(3)—e¢,
z€K, por (3) g;:(3) < f(s)+c s € Kypantodai =1,...,m por lo que
9(z) < f(z)+¢. Por lo tanto |f(z) —g(s)| <cconz € Kymsi||f —gllx <.

1ol o

(IL.7) Observacién.

Notemos que al final de la demostracion anterior la desigualdad estricta se
preserva debido a que |f(z) — g(z)| < € con 2 € K y a la continuidad de f — g en
el compacto.
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(I1.8) Teorema de Aproximacién de M. Stone (1937)
Sea K C IR? y & C Cp1(K) con las siguientes propiedades:

(i)  es una celosia

(i) Sia,b e Ryr,y € K, r # yentonces existe f € Y tal que f(x) =ay fly)=1b
( diremos que S distingue puntos en I').

entonces dadas ¢ > 0 y F € Cpy(K) existe h = h(e) € § tal que ||F - hi[i <e.

Demostracién. Dadas z,y € K por (ii) existe gy € 3 tal que g-y(r) = F(z),
9ey(y) = F(y), 1a cudl cumple que si € > 0 y VF € Cp 1 (K), |F(x) ~ gry(2)| < e ¥y
[F(y) — gzy(y)| < ¢ por (IL6) tenemos que ||F — g||x < ¢ para alguna g € 3.

‘ Q.E.D.

(I1.9) Corolario. Sea F:[a,b] — R continua entonces dada ¢ > 0 existe
h:(a,b} - R continua y lineal por tramos tal que ||F — h{|ja 5) < €.

Demostracién, Sea S = {f:[a,0] = R | fes continua y lineal por tramos}.
Es claro que 3 C C([a, b)), asf como si f € I entonces |f] € I, asi mismo no es
dificil ver que 9 es un espacio vectorial, a partir de eso es claroque fVgy fAy
pertenecen a < por lo que S es una celosfa,

Para ver que S distingue puntos, consideramos lo siguiente:
dados z,y € [a,}], 2 < y y 4, B € R definimos la siguiente funcién:

A sizé€la,z]
h(z) = ,;Eé(z—zﬂ-.d 8z € [z,y)
B size(yb

Es claro que h € $. Por lo tanto el resultado se sigue de (I1.8).
Q'E.D.

Para la demostracion del Teorema de Stone-Weierstrass veremos el siguiente:

(11.10) Lema, Sean D C R? y A C C;1(D) cou las siguientes propiedades:
(i) A es un &lgebra de funciones

(ii) Para toda = € D existe g € A tal que ¢:D CR? — R y g(z) # 0 (diremos
que A uo se anula en D).

(iii) Si z # y son dos puntos de D, existe una funcidn f € A tal que f(z) # f(y)
(diremos que A separa los puntos de D)

entonces A distingue puntos en D.
Demostracién. Por hipétesis dados z,y € D z # y existen g;,9; € A tales

que ¢,(z) y ga(y) son distintos de cero, asi cémo f € A tal que f(z) # f(y) de

donde g1(z) f(z) # g1 ()f(y) y 92(y) f(z) # 92(y)f(y) por lo que considerantos las
funciones: ‘
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(z) = qi(2)f(z) — q1(2)f(y) € A

- ha(2) = @a(2) f(2) - ga(2) f()

de donde es claro que hy(z) # 0 # ha(y) mientras que hy(y) = 0 = ha(z). Porlo
que dados a,b € IR considerando la funcidon:

h(z)

hq(z)
h. hi(z) €A

ha(w) ©
tenemos que H(z) = a y H(y) = b por lo que A distingue puntos en D.

H(z)=a + b——

Q.E.D.

Veremos la demostracion del Teorema de Stone-Weierstras, el cudl difiere del
Teorema de Stone, en pedir condiciones algebraicas a conjunto de funciones A.

(11.11) Teorema de Stone-Weierstrass (1948). Sea K C R” compacto y
A C C,,1(K) con las siguientes propiedades:
(i) A es un algebra de funciones
(ii) A no se anula en K
(iii) A separa los puntos de K
entonces dadase > 0y F € C, 1 (K) existe h € A tal que ||F - h|x < e.
Demostracidn. Sean e > 0, F € Cp1(K) y
¥ = (f € Cp1(K) | existe (Ha) C A tal que Hy — f unif. en K} C Cp1(K).
Probaremos que si h € < entonces || € I, para lo cuhl procedemos de la
siguiente manera;:
Dado que h € < entonces:
(a) h € Cypa(K)
(b) existe (Ay) C A tal que |[Ay—Aj|x — 0. Por (a) y del hecho que K es compacto
se tiene que ||A}|x < co. Considerando el intervalo [~ M, M) donde M = ||A||x
y por el Teorema de Weiersirass existe p = p(c) € P tal que |p(y) - lyl] < ¢
para toda y € [-M, M). Como A es un digebea, la funcién ¢ = p(h) € A. Por
definicién de M se sigue que jg(z) - |M2)|| < € V2 € K de donde A € 9. :
De lo anterior se sigue que f Vg, fA g € 3 Vf,9 € I, por lo que 9 es una
celosia. Por (11.10) A distingue puntos en K y por oiro lado A C 9, por lo tanto
& también distingue los puntos de K. Aplicando a ¥ el teorema (I1.8), entonces
existe h € S tal que ||h — Fllx < § y por (b) existe h, € A tal que ||A=Ay||x < §

y asf se tiene que ||F — h,||x <.
q'l.D‘
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A continuacion daremos algunas observaciones a la demostracion anterior,

(I1.12) Observaciones.

(i) Algunas versiones del teorema anterior sustituyen la condicién de que A no se
anula en K por el de que la funcion e: ' — R, dada por e(x) = 1 para toda
z € K, pertenece a A.

(i) Es claro que & € Cpa(K) en (IL11), pero por lo expuesto al final de la de-
mostracion del teorema se concluye que 3 = €} (i), o dicho de otra mancra
A= Cp(K).

(iii) Observemos que en la demostracion de (I1.11) utilizamos el Teorema de Weicr-
strass para aproximar uniformemente al valor absoluto por polinomios para
garantizar que si h € Q entonces |[h] € S, vamos a probar que si f € A en-
tonces |f| € 9. Si ||f|lx = 0 entonces f = 0 y es claro que |f] € §, por lo
que supondremos que ||f||x # O entonces ﬁ‘fﬁ € [-1,1),V = € K, por otro
lado sabemos que existe una sucesion (P,) de polinomios tal que Py(2) — |t|
uniformemente en [—1,1] (1.29), entonces P"(M) - lﬁﬁl uniformemente en
K pero P,,(M) € A ya que A cumple con los dos primeros incisos de (I1.11)
por lo tanto (lﬁ‘;‘fl) €89, asf |f| € A. De donde es claro que si h € I entonces
{h| también,

(iv) Del inciso anterior y la demostracidn de (11.11) se concluye que el Teorema de
Stone-Weierstrass y el Teorema de Weierstrass son equivalentes.

(v) Es facil probar que  C G, (K) también es un dlgebra de funciones.

Los siguientes incisos son sobre la necesidad de las hipétesis del Teorema ante-
rior:

(vi) St K no es compacto e} teorema falla, por ejemplo R = [0, 00) y consideramos
f(z) = €, asi como A= P. (ver (L.7)).

(vit) Si A no contiene a la funcién e(z) = 1, sean K =[0,1], fSly A =zP =

= {zp(z) | p € P}, es claro que A cumple con las condiciones (i) y (iii) del (IL11).

pero F no es aproximable por elementos de A ya que:

13 = pllfo.1) 2 1~ p(0)] = 1 parn toda p € A.

(viii) Si A no separa puntos también falla el teorema (I1.11), por ejemplo sean K =
=[0.1], f(z) = 2 y A el conjunto de todas las funciones constantes, es claro
que A cumple con (i) y (ii) pero no (iii) de (I.11), pero si a € A,a # 0 entonces
I = allo 2 lal y si a = 0 entonces | ~ aljo.) 2 |1 ~ al, de lo anterior se
dedeuce que f no se aproxima por elementos de A.

(ix) Si A no es un dlgebra tenemos como contraejemplo el siguiente: K = [0,1),
f(z) = 2% y A = P, =polinoniios de grado 1, entonces ||z —(ax +b)|| > [b] > 0

sib#0ysib=0]jz? ~(az +b)|| = |[z* —az|| 2|1 —a| >0sia# l,sia=1
entonces ||z? — az]] = 1.
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Verenios algunos corolarios del Teorema de Stone-Weierstrass:
Para lo cdal daremos la siguiente:

(I1.13) Definicién. Un polinomio P de R” ¢ R? es una funcién de IR? a R?
de la forma P(Z) = (p1(T), ..., p,(%)) donde cada pi(T) € R[zy,...,z,] para toda
ie{l,...,q}

(I1.14) Corolario, (Teorema de Weierstrass en RP) Sean K C R’
compacto y f € Cpq(K). Entonces dada ¢ > 0 existe un polinomio P de R a R?
tal que [|f — P|lx <e.

Demostracién. Observemnos que no podemos aplicar directamente (IL11) a
la familia de polinomios de R” a RY ya que no es un 4lgebra por no estar definida
una operacién de multiplicacién en R”, por lo que procedemos cémo sigue:

Dada f € Cy,¢(K) escribimos f = (fy,...,fy) donde cada f; € C;,1(K). Sea
A=R[z;,...,2,|, es claro que A es un dlgebra de funciones de C,,;(K). Por otro
lado e: K — R definida por e(z),...,z,) = | para todo (2,,...,z,) € R” pertenece
8 A ysi T #7, 7,7 € K entonces z; # y; para alguna i € {1,...,p}, consideremos
pi(21,..., Zp) = i, pi € Ay ademés p;(Z) # pi(V) entonces por (11.11): dadac >0

existe Q; = Qi(¢) € A tal que ||fi — Qillx < ‘h
Sea P =(Q1,...,@n). Es claro que P es un polinomio de R” a R? y como
(@) < gmax{|fi(Z) | i € (1,...,q}) entonces se tiene que ||f - Plix <e.

13 ¥ 1)

(I1.18) Corolario. Sea f € C([0, 7]) entonces dada ¢ > 0 existe un polinomio
Py, enla variable t = cos z tal que ||f — Py, lljo,g) <.

Demostracién. Sean f € C([0,#]) y € > 0, definimos:

A = {Py(cosz) | ps € P,n € N} C C([0,7))

cs ficil ver que A es un dlgebra de funciones, e(z) = 1 = Py(coss) con Py(z) = 1,
porloque e € Aysiz,y €(0,%], 2 # yvea Pi(cos2) = coss,P, € Ay en
claro que Py(cosz) # Pi(cosy), entonces por (IL.11) existe P )(cos 3) € A tal que
”f - Pn(.)”(o.-] <Et.

Q‘E.D.

(11.18) Observacién.

El corolario anterior no es cierto si elegimos A = {Pa(senz) | p, € P,n € N}
ya que f(z) = z € C([0,]) no se puede aproximar uniformemente con elementos
en A pues Pp(senD) = Pa(sen®) = ao. Si ag # 0 entonces ||f - Pu(senz)|ljo o) 2

2 |f(0)—P,(sen0)| = |ag] > 0 y en caso de que gy = 0 entonces 1 Po(senz)lljo, e >
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> |f(x) = Pu(senm)| = |r - 1| > 0.

Ahora probaremos la version compleja:

(I1.17) Teorema de Stone-Weierstrass Complejo. Sean Iy C R” com-
pacto, F € CI(K) y A c CUK) tal que:

(i) A es un dlgebra de funciones complejas,
(ii) La funcién constante e: K C R? — @ dada por e(x) = 1 para toda r € K,

pertenece a A,

(iii) Siz,y € K con z # y entonces existe una funcion f € A tal que f(r)# f(y).
(iv) Si f € A entonces f € A (f =la funcién conjugada compleja de f)
entonces dada ¢ > 0 existe f = f(c) € A tal que ||F - f||x < &.

Demostracién. Si f € A entonces Re(f) = 3(f + f) € Ay Im(f) =
=h(f-F) €A Sa A ={feA|f(K) CR)C CR(K), A # 0 ya que
Re(f),Im(f) € A y ademds ¢(z) = 1,V z € K pertenece a A' y es claro que A’
es un algebra real, asi cémo que separa los puntos de K entonces por (11.11) dada
¢ > O existen f),f; € A' tales que ||Re(F) - fillx < § y [IIm(F) - follx < §.
Dado que |w| < |Re(w)| + |Im(w)| entonces se tiene que: f = f(e) = fi +ifay

IF = fllx < l|Re(F) = fillx + ||1Im(F) - fillx <e.
QED.

(11.18) Observaciones.

(i) Para el teorema (I1.17) si la condicién (iv) no se cumple entonces el teorema
falla. Consideramos a K = {z € €| |z| = 1} (cfrculo unitario), A es ¢ dlgebra
N

de las funciones f(z) = zc,.z", con z = e' con 0 € [0,27). Es claro que A
n=0
In
separapuntosen Ky f = 1€ A. Perosi f € A entonces / £ (e*) %9 = 0,
0

-~

in . . ~
si consideramos f(z) = 7 entonces: f (e") ¢'%df = 27 y si f fuese el limite

uniforme de funciones en A se tendria que:
i

¥}
/ F(e") e = tim / fo () €49 = 0
0 R—00 Jy
con f, € A, lo cudl es imposible.




§2 Teorema de Extensidn de Tietze y Teorema de Walsh

TEOREMA DE EXTENSION DE TIETZE

Ahora resolveremos un problema cldsico de andlisis, el Teorema de Extension
de Tietze en R? usando el Teorema de Stone-Weierstrass, para lo cudl probaremos
antes el siguiente resultado mas deébil.,

(IL.19) Lema. Sean K C RP compacto, na vacio, y f € Cp1(K) entonces f
puede ser extendida a una funcion h que es continua en R? y ||hllge = |Ifll«c-

Demostracién, Sea ¢ € (0,1), por (I1.11) existe p,(z) un polinomio de R” a
R tal que ||f — pollx <™, ¥Yne N (1),

n
Sea ¢ = p1 ¥ qn = Pn — Pu-1 Y 1 2 2, entonces p, = qu, y por (1),
Jj=1

Wf-Y aili<em ().
=1

Por otro lado cémo f € C,,1(K) entonces ||f]|x < oo y se sigue de (1) que:
@) <e+flix vz €K (3)
mientras que para toda @ € K y n > 2 se tiene:

lgn(2)l = pn(®) — Pu-1(2)] < 1f(2) — Pa(2)] + |f(2) ~ Pr-s(2)] < 26" (4).
Elegimos:

by =(—e~{Ifllx) v (( +1Ifllx) A @)
Yho =(-22""Y V(g A2 ) Wn > 2

entonces si £ € K tenemos por (3) M(z) = qi(z), mientras que pos (4) se tiene
que: hp(z) = go(z) para toda n > 2, ademds es fécil ver que A, es continua en R?
Y ha(z)l <2e* ' Vn22yze R

Por el criterioc M de Weierstrass ) A, converge uniformemente en R”. Sea
Qo
h= Z hy, la cudl es continua por (1.8} y si z € K entonces por (1) y (3)

n=0

[} m
he) = Jim Y ha(e) = lim Y- qa(#) = Jim_ pale) = (), ademuis se tieas
que: nad n=l
() < Y ha(@) = ()l + Y Iha(a)i < e +1ifllk +2) e
n=1 n=3 n=
de donde: ’

th(2)} < Wfllk + €+ 25 Yz € R? y as se sigue:
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{IAllRe < Al Por lo tanto h es la funcién buseada.

(I11.20) Teorema de Extensién de Tietze. Sean E C IR” cerrado no vacio
y [ € Cpa(E) entonces existe una funcion h continua en R* que es uni extension
de f y |[hlIRe = I flle-

Demostracion.

Caso 1. Si E C R’ cerrado y acotado entonces E es compacto y el resultado
se sigue de (11.19).

Caso 2. Si E ¢ R” cerrado, no es acotado procedemos de la siguiente manera;
Sea m € IN tal que E,, = EN B,,(0) # 0. Es claro que E N B,,(0) es compacto y
definimos f,, = f| EnB,0) For (IL19) fi, tiene una extensién continua hy, en RP
tal que ||hmlige = |lfmllg,,, consideramos ahora a la funcién:

_ | hu(z) sizeBn0)
In(z) = {f(z) 51 £ € Em4

por construccién gm es continua en D, = Bn,(0) U (Eﬂ—ﬁ,,.+ 1(0)), asi como
llgmllp,,, = lIfllp,,, aplicando de nuevo (I1.19) g tienc una extension continua
hm+1 en R? tal que ”hm““Rr = ”g,,.”D'm , definimos:

_ hm (1-) sir G-B-m (0)
gmti(z) = {f(;il stz € Emsa i

continuando de este modo obtenemos una sucesion (g ) de funciones continuas tales
que:

(1) Dy, CDy,,, Vk2m
(@) llgall = Il b,, Yk = m.

Sea h:R” — R dada por g(z) = gs(r) donde = € B,(0), obscrvemos que g
estd bien definida por (1) y la definicién de cada g;. Por otro lado g es continua
en R’ y g|p = f de nuevo por la definicion de cada gi, Yk > m y por tltimo

”!l“n’ = |Iflle ya que |igelle < Iflle Yk = m. Por lo tanto h es la extension
continua de f que se busca.

QED.

(1.21) Corolario. Sean E C R” cerrado y f € Cp(E), entonces existe una
extension continua h:R? — R de f tal que ||klIg> < \AllfllE.

Demostracidn.

Recordemos que f = (fy,...,f;) donde cada f;:E C R? — R es continua
para cada j € {1,...,¢} entonces por (I1.20) existe h;: R? — R extensién continua
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de fj para cada j € {1,...,q} y IhjllRe = lIfille. Sea b = (hl, .+ hy) entonces
es claro que h € Cp, q(lR ) y ademés h|g = f y |IbllRe < VAllfille < < Vallfile.
Q.E.

TEOREMA DE WALSH

Para concluir con las aplicaciones del Teorema de Weierstrass resolveremos el
siguiente problema:

Sean f € C(la,b)), 21,...,2n € [a,b], n puntos y € > 0. ;Existird un polinomio
p(z) tal que ||f — pllagy < €y p(xi) = f(zi) Vi = 1,...,n?. Para contestar estd
pregunta probaremos el Tcoreina de Walsh, pero antes de enunciarlo definiremos
importantes conceptos:

Dados zg,..., 2y € [a,8] n + 1 puntos distintos definimos:

[Iz-=)
1]
&G(z) = L L —
| | (EASED
ik
observemos que e,'e Pn y &a(z;) = 6; (delta de Kronecker).
Entonces dados los valores yg,.. .,y €l polinomio definido por:

n
pa(z) = Zy.l.(z) € Pn ¥y pn(2a) = ya para toda k =0,...,n. A esta expresion

A=0
se le conoce como la Fdrmula de interpolacién de Lagrange.

Otra forma alternativa muy 1til es la siguiente:

n
Sea w(z) = H(z - zi) entonces w'(z;) = H(z. — ;) entonces:
i=0 igh

____w(=)
b(z) = (z — za)w'!(zs)

asf tenemos que: pu(z) = Zy.-(?—:%‘%,(—z-.—) obeervemos que p, € P, es el tinico

polinomio en P, tal que p,.(:n,) =yj paratoda k =0,...,n ya que si g € Py es tal
que gn(zk) = Ya = pa(2s) entonces r, = py —gn € Pn ¥ ve anula en al menca n +1
puntos por lo que py = gy.

(IL.22) Teorema de Walsh. Sean f € C([a,d)) y z9,...,20 € [a,8] n +1
puntos distintos y yx = f(z4) Yk = 0,...,n dados entonces dada ¢ > 0 existe un
polinomio p = p(e) tal que ||f — plliayy < (1+ M)e con f(za) = p(zs) y M una
constante que depende sdlo de [a,b] ¥ zq,...,Zn.
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Demostracién.

Sea 2 > 0 por (L1) existe Q = Q(z) € P tal que ||f — Q|5 <&
Consideremos g(z) = Z (f(zk) ~ Q(xx)) i), como g(rx) = flex) — Qlry) para

k=0
toda k € {0,...,n} (1).

)
Ademds tenemos que ||g|jq,5) < Z [f(2x) ~ Qi) Il€k]lja by entonces {lgllia s < Me
k=0
donde M = Z {l€kllja,b] (2) y donde M sélo depende de [a,b] y =g,...,2n.
k=0 .

Sea p(r) = Q(z) + gq(z) por (1) p(xy) = f(xx) para toda k € {0,...,n},
mientras que por (2) y la eleccion de Q tenemos: ||f — plla,5) < |If — Qlljat) +
+lgllia gy < (M + 1e.

Q.E.D.

(I11.23) Obseervacién. Revisando la demostracion de (I1.22) se observa que
ésta sigue siendo vilida para toda funcion f:[a,b] - IR que se pueda aproximar
uniformemente por polinomios en [a, b].

Usando la densidad de @ en IR es ficil comprobar que toda funcion f € C([a,8))
ge puede aproximar uniformeinente con polinomios con coeficientes racionales. Asf
tenemos el siguiente:

(I1.24) Corolario. Sea f € C([a, b]) entonces para toda € > 0 existe
g = q(¢) €Q[z] tal que ||f —glljay < e

(11.28) Observacidn.

En la conclusién del corolario anterior no se puede sustituir Q[z] por Z[z] come
se muestra en el siguiente ejemplo: sea [a,8) = [0,1] y f(z) = r donde r gQ y
qn € Z[z) entonces:

lIr ~ qnll[o,nl 2 |r ~ ga(0)] = |r —a| 2 max{{lr] - rl,|{r] +1 = rl} > 0 para toda
a € Z por lo tanto no toda funcién continua se puede aproximar uniformemente
con polinomios con coeficientes enteros.




CAPITULO I11

MEJOR APROXIMADOR POLINOMIAL

En este capitulo nos dedicaremos a responder algunas preguntas sobre el mejor
aproximador polinomial como son su: existencia, unicidad y caracterizacion.

§1 Existencia

Partiremos del hecho de que conocemos lo que significa que un conjunto X # §
sea un espacio vectorial sobre un campo K.

(I1L.1) Definicién. Sea X un espacio vectorial sobre R. Entonces una norms
en X es una funcién || - ||, de X a R, que satisface las siguientes propiedades:

@) llz)t 2 0, |z]} =0 si y s6lo si « =0 Vz € X.
(ii) flaz|| = |a|||z}| Yo € R (homdgeneidad).
(iii) llz + wll < llzll + llyll Y2,y € X (desigualdad del tridngulo).

A la pareja (X, || -|]) se le conoce como un espacio vectorisl normedo, (c.v.n). Sila
funcion || - || satisface que ||0]| = 0, pero de ||z|| = 0 no se sigue que z = 0, entonces
I| ]| e8 una seminorma.

Sean (X, |||y un e.v.n. y y € X fijo junto con z1,. ..,z n vectores linealmente
independientes en X. Nos planteamos el siguiente problema: Daday € X y W =
(z1,...,2n) C X un subespacio de dimensién flnita, jExiste w* € W tal que
Hly —w*]] < |ly - w|]| Yw € W?. Para resolver esta pregunts empesaremos con
1a siguiente:

(T11.3) Definicidn. Sea (X, )| ||) un e.vn., W C X de dimensién finita y
z € X, diremos que w* € W es un mejor aprosimedor a 2:
gille —w|| <|Jx - w|| Yw eW.

A r~w* se le llama el error 6 discrepancis. Observemos que un mejor aproximador
resuelve el problema de minimizar la norma del ervor.
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(ITL.3) Ejemplos.

(i) Sean X = C([a, b)), Ifll = [Iflljaeyr 'V =< 1 >=subespacio vectorial de lus
constantes y ¢ = r(t) € X. Entonces desemmnos encontrar w* € IV tal que
lz = w*|lja,8) se minima, Definimos M = max{c(t) | t € a. b]} y

m = min{z(t) | t € [a,b]}, dado que () € X existen t1,t; € [a,b] tales que
x(t)) = My x(tz) =m. Sea c € R tal que:

(2) ¢ 2 M entonces ||z —c||a 4y =c—m 2 M ~c
(b) ¢ < m entonces ||z ~ gy =M ~c2c~m
(¢) ¢ € [m. M] entonces | — clljo,5) = max{c—m, M —c}

de todos los casos anteriores el valor minimo de ||z — cf|j 4 se alcanza cuando
minimizamos a max{c -~ m, M — ¢} y esto se da cuando ¢ —m = M - ¢ de donde
c= MM o5 decir w* = ME™ y por el inciso (¢) ||z — w*|[jay = 252

(ii) Sean X = C({a,b)), W =< 1> s =z2(t) € X y |lz]h = (/l 22(t)dt)}
0

hacemos < r,r >= / 2%(t)dt entonces ||z|| =< z,x >, por lo que buscamos
minimizar a: ||z — c||§ = -2<sl>+<zz>= (- <2,1>)%4

+ < r.x>—<z1>% de donde el valor minimo de ||z — c|| es < z,z > -
—<z,1>% cuando c =< 7,1 >, porlo que w* =< 7,1 > y ||z — w*||[s 4 =

- {/::’(t)dt - [/:z(t)dt]z}.

(iii) Sean X =R, ||z|| = max{|z;| | i =1,2,3), W =< e;,¢; > donde:
e; =(1,0,0),e3 = (0,1,0),z = (zg, 4o, 20). Es facil ver que el error minimo es |z
y es alcanzado por w* = (1w, uy) € W si |uy — 2] < Jrol ¥ [ws — ol < |20l

(iv) Sea X = By, |lzl| = |#(0)] + |2(1)]. ;CuAl es la mejor constante que aproxima
a la funcién identidad? En nuestro ejemplo tenemos a W el mismo que el
del inciso (i), entonces hay que resolver min{|lz — w|| | w € W} pero con
[l — w|| = Jw| + |1 = w|, por lo que:

(a) si w> 1 entonces ||z — w|| = 2w -1
(b) si w < 0 entonces ||z — w|| =1-2w
(c) si w € [0,1] entonces ||z —w|| =1
De lo anterior se concluye que w* € [0,1] y ||z —w*|| = 1.

Observemos por tiltimo en los ejemplos (iii) y (iv) el mejor aproximador no es
tinico a diferencia de los otros ejemplos. Ahora probaremos el siguiente resultado
fundamental que garantiza la existencia de mejores aproximadores.
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(111.4) Teorema, Sean (X,||-||) un e.v.n. sobre un campo K, W C X un
subespacio vectorial de dimensién finita y ¢ € X euntouces existe w* € W tal que
M L]
min ||r - wl|| = || - w*||.
win e ~ wll = [l = o'l
Demostracidn. Supongamos que W es dimension n y sea {wy,...,wa} C
C W una base para W. Consideremos la siguicnte funcién d: K™ — IR definida
n

como d(ay,...,a,) = ||z - Z a;w;|| entonces d es uniformemente continua ya que

i=l
n n
(v an) = d(byy... ba)] < 1Y (00 = bi)wil) S MY lai = bif con M =
i=1 i=1
= max{{|lwi|| |i = 1,...,n}, para el caso particular en que z = 0 entonces la funcién
h(ay...,an) =|| Za.-w.-“ es continua (1).

i=1
n
Consideremos S = {@ = (a;,...,08,) € K™ | Z:Iail2 = 1} es claro que S es

i=l
compacto en K™ entonces por (1), h|s alcanza su minimo m en S, y dado que
{wi,..., wy} es linealmente independiente entonces m > 0.

n % "o
Por otro lado sea r = (Z |a.-|’) # 0 entonces h(ay,...,ap) = r||2:‘-:11,~||

i=1 =1

n .12
pero ZI%}' =1, por lo que h(ay,...,as) 2 rm. De donde tenemos la siguiente

=1

n
desigualdad d(a1,...,a) 2 || aiwill - llzll > rm - Jjzl| (3). Recordando la
i=1
definicién de r, se observa que' d crece conforme r lo hace también. Lo anterior
da la pauta para buscar el valor minimo de d en una bola de K", por lo que

consideremos p = inf{d(ay,...,an)}s (@1y:-.,as) € K™, sea R = & A 5
Z |a;|* > R? entonces de (3) se tiene que:

=l

d(ay,...,as) > Rm—||z|]| = 1 4 p > p, de lo cudl se sigue que

inf{d(ay,...,an) | (a1,...,an) € K™} = inf{d(ay,...,08) | (31,-..,0n) € Ba(0)}.
Pero como d es continua y Bg(0) es compacto entonces d alcansa su minimo en

Br(0) por lo que d alcanza su minimo en K™
Q.B.D'

(111.8) Observaciones.

(i) El requisito de que W sea un subespacio vectorial de dimensién finita es nece-
sario, para lo cudl consideremos lo siguiente: sean X = C({0,4]), W =Py
f(z) = Til-?' por la expansién en series de Taylor de f tenemos que;
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X
) 1 )
fz) = Z ' Vzel0, -2-], asi dada ¢ > 0 existe N(¢) € N tal que
i=1
f)-Q+z+... +2V) < 'fxr < ¢ st N es suficientemente grande para toda
r €0, %} Ahora si existiera w* € W un mejor aproximador a f entonces ||f—w”*|| =

= 7k < & de donde se tiene que f = w* lo cudl 1o es posible.

(i1) El teorema anterior permanece vilido si [| - || es solo una seminorma.

(111.8) Corolario. Sea X = C([a,b]) con la norma uniforme y W = P, para
alguna n € N fija, entonces nelipn{H f = plla.y} tiene solucion para toda f € X.
PEFn

1
] 1
(I1L.7) Corolario. Sea X = C([a.b]) con la norma p, ||f||, = / P}

W =P, para alguna n € IN fija, entonces lleu;;l {lif —pllp} tiene solucidn para toda
PEPn
feX.

(I11.8) Corolario. Sea X = PC([-m,n]) con In norma uniformey W =T,
n

para alguna n € N fija, entonces existe T, (x) = Z(a. coskx + bgsenkr) tal que
k=0
||f = pll—».x) €3 minimo para toda f € X.

Para los siguientes corolarios necesitamos considerar la segunda observacion de

(111.5),
(111.9) Corolario. Sean zy,...,z, k+1 nimeros distintos con k > n entonces
¢l problema . min. max{|f(z;)~(ao+...+a,zl)| tiene solucidn, con f una funcidn,
Qger sy .

Aqu{ consideramos a X = {(f(zo),..., f(zs)) | fes funcion}, W = subespacio
de X de dimension (n + 1) consistente de todos los vectores p = (p(zq),...,p(z))
donde p € P, y [[fI[ = max{| (2] | =0,..., k).

(I15.10) Corolario. Sean zy,...,zy k + 1 nimeros distintos con k 2 n en-

k ’
tonces el problema min (Z Mf(zi)—(ag +... + a,.z}‘l’) p 2 1 tiene solucidn.
L YT 1Y i=0
k :
Aqui X y W son iguales a los de (IIL9) y ||f|| = [E | f(z.-)l"]
i=0

(I11.11) Corolario. Sean a;j, y; nimeros reales dados para 1 < i < p,
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1<j<nyp>n entonces minmax{ly; — (aizy +... +ain2n)| | 1 S i < p} tiene
zj
solucidn,

Aqui el problema se puede ver como: m%?" ||F = AZ||oo donde § = (y1,+- 1 Yp)s
7€

T=(1y0..,20) ¥ A € Mpxn(R) y consideramos a X =R, W = A(R") C R’ y
]l = |l2]loo-

(11L.13) Definicién. Sean (X, ||-|}) un e.v.n,, z € X y W C X subespacio de
dimensidn finita n. Definimos E,(z) = ||z—w*|| donde w* es un mejor aproximador
dezenW.

(I11.13) Observaciones.

(i) A pastir de (II112) se tiene que {Eq(2)), 1N €5 una sucesién no creciente de
niimeros reales no negativos, cuando los subespacios vectoriales forman una
sucesién anidada creciente.

(ii) Por (11) lim_ Eq(f) =0 Vf € C([a, ).

(iii) Dados z € X, w** € W (subespacio de dimension finita), donde w** es un
mejor aproximador de ¢ — w de W, sabemos que En(z) = ||z — w*|| con w*
es un mejor aproximador de z en W, entonces w* + w** € W por lo que
llz - w)l < ||z - (w* + w**)|| asf se sigue que Ex(z) < En(z ~ w). Por otro
lado Ep(2) = ||z —w*|| = lle = w — (v* - w)|| 2 llz = w — w**|| = En(z —w)
por lo que E, (z) = E,(z -w) Yw € W.

Hemos probado que si w* es un mejor aproximador a z de W entonces w* —w

es un mejor aproximador & z - w de W.




§2 Unicidad

En la seccion anterior encontramos condiciones suficientes bajo las cuales garan-
tizamos la existencia de un mejor aproximador, ahora examinaremos ¢l problema
de la unicidad.

(111.14) Definicidén. Si (X,[||l) esunev.n.,z € X y W C X (un subespacio
de X), denotaremos por W* = {w* € W | w*es un mejor aproximador de r en W},

Por (111.4) sabemos que W* # @ si W es de dimension finita y si W es de
dimension infinita puede suceder que W* = §).

(111.15) Definicién, Sean (X,||-||) un evan. y E C X, Decimos que E es
convezo sitz + (1 —t)ye EVte (0,1) y z,y € E.

(111.18) Teorema. Sean (X,|):||) unev.n, x € X y W C X un subespacio
de X entonces W* es convexo y acotado. Ademds si W es cerrado entonces W* lo
es también.

Demostracidn. Si W* = @ no hay nada que hacer. Si W* # 0, como0e W
entonces ||z — w*|| £ ||z]| para toda w* € W* de donde ||uw®|| £ 2||z|| V v* € W*
por lo que W* es acotado.

Sean w},w; € W* entonces ||z —w}|| = ||z~ w}|| = r. Parat € (0,1) tenemos:
lle-(twi+(1-twp)l| = |(z-w}) +(1-t)(z~w}]| < t|lz~wil[+(1-t)llz—wi| =,
pero tw} + (1 - )w} € W por lo que W* es convexo.

Ahora supongamos que W es cerrado. Sea w € W' entonces existe una sucesién
{(w}) tal que wh — w cuando n — oo, wy, € W* para toda n € IN pero w3l € W
y como W es cerrado entonces w € W. Dada & > 0 existe N(¢) € IN tal que
Hw — wi|| < ¢ de donde tenemos que:

r<lz —wl| € |lz - wh| + |jwy - wl| < r+ ¢ para toda € > 0, por lo tanto
||z = wil = r y asf tenemos que w € W*,

Q.E.D.

(II1.17) Definicidn. Sea (X,||-||) un e.v.n. Decimos que X es estrictamente
convezo si siempre que z # y, ||z|]] < r, ||y|| < r entonces ||z + y|| < 2r. En tal
caso, también decimos que || - || es estrictamente conveza.

(111.18) Ejemplos.

(i) Sea (X, <,>) un espacio vectorial con producte interior entonces el e.v.n. aso-
ciado (X, ||-|) es estrictamente convexo ya que por la desigualdad del triéngulo
siz#Fyyll|l <ryllyll <rtenemos que |z +y|| < |lz]|+ ||y]| € 2r de donde
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[+l < 2r, ya que si se cumple que |[z+y|| = 2r entonces ||z|{+|ly|| = [l +y]|
pero como la norma proviene de un producto interior necesariamente z = y, lo
cuil es una contradiceion.

(if) La norina uniforme en X = C({~1,1]) no es estrictamente convexa para lo cual
consideramos a f(z) = 1~ z?, g(z) = 1 — 2%, de donde ||f]| = llgll = 1 ¥
If +gll = 2 pero f # g.

(iii) Si X = IR? con [|(z, y)|| = |[F|eo no es estrictamente convexo ya que

11(1,0) + (1, l)”co = Il(l:o)llco+ ”(l!l)”ow

(iv) Los espacios lineales normados € y L*([a,}]), p € (1,00) son estrictamente
convexos con la norma || ||, donde:

?={z:N-oR| E |Zal? < 400}

n=1

[}
() = {f:la b - R | / |F()Pdt < +oc)

oo } H
y||z||,=(2 Iznl’) s ( /'lf(t)l'dc) respectivameate.
n=1 a

Para probar que | ||, es estrictamente convexa, veremos la siguiente version de
la desigualdad de Holder:

(IIL18) Lema. Sean a,b> 0 y € [0,1] entonces a*b'~! < ta+ (1 —t)b. Ls
igualdad se cumple sit =0,t =1J3a=.

Demostracién. Consideremos la funcién f(z) = ~In(z) entonces f*(z) > 0
en (0,00) por lo que f es convexa en dicho intervalo,

De donde f(ta+(1—-t)b) < tf(a)+(1—t)f(b) W € [0,1],a,b > 0 y con igualdad
cuando ¢ = 0,¢ =1 6 a = b, por lo tanto —In (ta + (1 - t)8) < —tln(a)~(1-¢t)In (),
aplicando la exponencial tenemos la desigualdad buscada.

Q.'CD.

Ahora veremos el siguiente:

(I11.20) Teorema. Sean fy,f; € L£? con p € (1,0), fi # f2 tales que
fillp = lifally = r entonces |itfi + (1 —)f3ll, < r, 2 € (0,1).

Demostracidn. Por la desigualdad del tridngulo sabemos que:

litfi + (1 - ) f2ll, < r. Supongamnos que ||tfi + (1 —t)fa]|, = r entonces tenemos
que:

i+ (1 =0)fl = 1thi+ (1= Dflltfi + (1 =) faP " S eIt ++(1 -0 AP+
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+(1 = ) falltfi + (1 = £)fof?~" y la igualdad es posible cuando fify > 0 en [a,h]
(1). Haciendoa=[fi|P, b={tfi+(1=t) | y t = -,‘; por el lema (II1.19) se siguc:

Ifnl'

s+ -0hrt < B —}))umu—nm @)

y la igualdad se da si |f,| = |tfi + (1 - t) fa]. Andlogamente:

|f2|

Rlth+0-0hP < 2 4 a —%)Iffn+(1—t)le" (3)

y la igualdad se da si | f;]| = |tf| + (1 —t)f2|. Por lo que de (1), (2) y (3) sc tiene
que:

] b )
= [wnra-onrass [iaras S22 [ ippa

+(1 - %)'/ [tfi + (1 =) f2|® = rP, por lo que las igualdades se dan en (1), (2) ¥

(8), asi se tiene que |fi| = |f2] ¥ fif2 > 0 entonces f, = f3 lo cudl no es posible,
Q.E.D.

(111.21) Observacién. El teorema anterior falla si p= 1. Para lo cudl consi-
deramos por ejemplo & fi(z) = 327 y fo(z) = }(1 - 2%).

A continuacién daremos algunas definiciones alternativas al concepto de norma
estrictamente convexa que junto con el teorema (I11.20) prueban que € y £? son
espacios estrictamente convexos (1 < p < o0).

(I111.22) Lema. Sea (X, ||+[|) un e.v.n. entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) (X,||-]1) es estrictamente convexo
(ii) Si |z}l = |lyl| = r, = # y entonces: ||tz + (1 —t)y|| < r para toda t € (0,1)
(iii) Si|lell = llyll = 1, = # y entonces: ||tz + (1 —t)y|| <1 para toda t € (0,1).
Demostracién.
(1)) Sean [el] = r = llyllz # v, y ¢ € (0,}] entonces

Itz + (1 = t)yll < t||z + yl| + |1 - 2t]}ly|| por hipétesis tenemos ||tz + (1 —t)y|| <
<2Ar+(1-2r=r.

Sit € (3,1) entonces ||tz + (1 —t)y|| < (1 - t)llz +yl) + |2t — 1]||z]| y por hipdtesis
tenemos [tz + (1 —t)y|] < 2r(1 =)+ (2A - Vr=r.

(ii)=>(iii) es claro, haciendor =1
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()= (3) Senn 2, € X, # g tal que [laf] < vyl < - Si[ell < 6 lfl < 1,
de la desigualdad del tridugulo se sigue que ||z + y|| < 2r. Por lo que supondremos
que ||z]| = r = ||y||, como & # y entonces r # 0 y consideremos T = T J=
Por hipdtesis sabemos que |[¢F + (1 — ¢){j]] < 1 para toda ¢ € (0,1), en particular si
t =} tenemos ||z + y|| < 2r.

Q.E.D.

(I11.23) Teorema. Sean (X, (|*||) un e.v.u. con norna estrictamente convexa,
r € X yW C X un subespacio de dimension finita, entonces existe un dnicow* € W
tal que ||z ~ w*|| es minima.

Demostracién. Supongamnos que existen w},w} € W*, w} # wj entonces
Eu(z) = |le = w}|| = ||z — w}|| y ademds ¢ — w} # z — w} por hipétesis
||z - w} + 2 ~w§]| < 2En(z) de donde ||z - §(w} +w})|| < En(z) pero }(w}+w}) €
€ W* por (111.16), lo cual no es posible.

Q'E'D.

(I11.24) Corolario. Sea X = L£?([a,}]), con la normap € (1,00) y W =P,
para alguna n € N fija, entonces el mejor aproximador w* € W es nico para toda
feX.



§3 Caracterizacidn

En estd seccién buscaremos una caracterizacién del mejor aproximador polino-
mial p, € P, para una funcion f € C([a,b)).

(I11.25) Definicién. Sean f € C([a,b]) y p!, € P, un mejor aproximador de
f entonces definimos e,(z) = f{z) ~ pi(z) (La funcién error).

Por la definicidn anterior y'(III.12) tenemos que Ey(f) = [|enllju )

Dada f € C([a, b)) de (IIL3) (i), se tiene que la constante ¢* = M}ﬂ donde
M =max{f(z) : z € [a,b]} y m = min{f(z) : z € [a,b]} hace que Eo(f) =
= |If = o) = M=m  Por la continuidad de f existen al menos dos puntos
distintos z,,23 € [mb]l en los que |eg(2})]| = leo(22)] = Eo(f) ¥ ealx1) = —eg(z2),
esta propiedad la cumplen en general los mejores aproximadores como lo muestra
el siguiente: ‘

(111.38) Lema. Dada f € C([a,b]) y p} € P, un mejor aproximador a f
entonces existen ry, z3 € [a,b] puntos distintos tales que:

(i) Ea(f) = len(=i)l,i=1,2
(i) en(21) = —en(z3).

Demostracién., Por definicion e, € C([a,b]) y |en(z)] < En(f) para toda
z € [a,b}, por lo que existe z, € [a,b] tal que |e,(z1)] = En(f). Sin pérdida de
generalidad supongamos que en(z)) = Ey(f) por lo que nos resta ver que existe
3 € [0, )] tal que e,(z3) = —Ey(f), si e4(z) > —Epn(f) en [a, b] entonces

m = min{e, () | z € [a,d]} > —E,(f). Sea c € (0, En.(%)ﬂ] y consideremos a
dn = P}, + ¢ € P, entonces f(z) — q(z) = ey(z) — ¢ pero —(Ep(f) —=c) <m—c <
< Eo(f) ¢ de donde [f = gal < En(f) ~c < En(f) lo cudl no es posibl. Por
lo tanto existe ry € [a,b], z; # 3 tal que cumple con las condiciones del lema.

QED.

(I11.37) Discusién. Ahora caracterizaremos a p}(z) = ag+a,z € P; un mejor
aproximador lineal a f € C({a,8]). Por (111.26) existen z,,z; € [a,b] distintos tales
que cumplen con las condiciones del lema anterior. Supongamos que 2, y z3 son los
Ginicos puntos en [a,d) tales que |e;(z;)] = E\(f),i = 1,2. Para fijar ideas digamos
que e;(z;) = Ey(f) y e)(z2) = —E\(f) con 2, < z;. Por continuidad encontramos
dos intervalos cerrados Iy, I; tales que z, € I}, 3 € I; donde ¢)(z) > ‘i* Yzel
y ei(z) < —%‘- VY z € I, esclaro que 1Nl =0y e;(2) = f(z)—p}(x) tiene signos
opuestos en esos intervalos. Sea g € [z}, 23] pero exterior a los intervalos cerrados
I, I, consideramos una recta £; que pasa por zy y tal que tiene el mismo signo
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que ey(z)en fy e I, Sea J =[a, )]\ T \ I (ccrtudu’su de [a,b]\ I \ I3), escribimos
E\(f) = Hf = p}lls. Dado que zy,z; ¢ J entonces E\(f) < E\(f).

Por iltimo elegimos ¢ € (0, %{ﬁ%ﬁ[—f‘%) (1) y consideramos a Py = p} + b € Py.
Si £ € I, entonces por (1):

0<ehi(e) < bie)gitily < B7h < B < ea)

as tenemos:

ley(z) — cby(z)| = ey(z) - ¢by(z) < By - néiln{cl’l(m)} < E,, andlogamente
lei(z) — cfy(2)] < Ey en I,. Ahora si z € J, entonces por (1):

If = pt = ctolls < By +elleafls < By + E*—;—E*nyffrﬁl.-l <E + B35 <E,.

Por lo tanto ||f — p{ — ¢ty||s < E}, lo cudl no es posible, por lo que existe
3 € [a,b] distinto de z, y 23 tal que |e,(z3)| = Ei(f) y ademas el razonamiento
anterior implica que e,(z3) = —e;(23) = ¢;()), es decir, existen al menos tres
puntos distintos en [a,b] para los cuales el error E, se alcanza alternando de signo.

Lo anterior motiva I siguiente:

(111.38) Definicidn. Un conjunto {zy,...,2zs} de k+ 1 puntos distintos tales
quea < 29 <2y <... <Zx < bsellama un k-conjunto sliernante para una funcién
e € C([a, b)) si: ‘

(1) le(zi)| = llellje ) para toda i =0,...,k
(i) e(zi) = ~e(zi41) para toda § =0,... k.

(I11.29) Observacién.

Si e € C([a,}]) tiene un n-conjunto alternante (n > 2) entonces tiene un
m-conjunto alternante para toda m € {2,3,...,n}, por lo que si e no tiene un
n-conjunto alternante entonces no tiene un m-conjunto alternante si m > n.

(111.30) Teorema de Equioscilacién de Chebyshev (1859).

Sea f € C([a,b]) entonces p, € P, es un mejor aproximadar uniforme (de grado
n) para f si y sélo si existe un m-conjunto alternante con m > n + 1 punios para

ea(f).

Demostracidn. Sea p) € P, un mejor aproximador uniforme para f, como
en € C([a, b)), entonces e, es uniformemente continua de donde dada ¢’ = X8 existe
8(e") > 0 tal que le(z) — ea(y)| < €', si [z —y| < 6.

Ahora dividimos al intervalo [a, b] en subintervalos cerrados de longitud menor
6 igual que §, llamamos a los intervalos en los cuales |ex(z)] alcanss su miximo
valor como Iy, ..., I,. Dado que eq(z) puede variar a lo més %‘ en cualquiera de
esos intervalos, se tiene que en(z) > €' 6 en(z) < —€' (1). Sea uy, ... ,un(=%1) el
signo de e,(z) sobre esos intervalos. Lo que deseamos demostrar es que esta lista
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tiene al menos n + 1 cambios de signo. lo cudl haremos por reduccidn al wbaurdo,
es decir: Si existen menos de n + 1 cambios de signo encontrareimes un polinomio
cuyo error E), es menor que ol de p*.

Por el lema (II1.26) sabemos que al menas debe de haber cambios de signo a
truvés de los intervalos I}, ..., I, por lo cudl procedemos a clasificarlos por grupos
consecutivos donde los signos sean el mismo, para fijar ideas supondremos que ol
primer grupo tiene signo positivo:

Primer grupo I', ... Y osigno ()
Segundo grupo [M* . I signo (~)
Tercer grupo [+, ... I signo  (+)
K-ésimo grupo I+, I signo  (—)F!

donde IV = [, JUm) = [ . El ordenamiento nos muestra (k—1) cambios de signo,
supongamos que k—1 < n+1, es decir, k < n+2. Consideremos IU?) e JUi+Y), estos
intervalos cerrados no pueden ser adyacentes por (1), entonces existe z. 6 {a,b] tal

que IV < 2; < JU*) para todai = 1,...k — 1. Definimos p(z H(z. -z},

dado que k < n + 2 entonces p € P, y es claro que p(x) sélo se anula en z;, como
cada z; esta entre los intervalos Ii,. .., I,, entonces p(.r) debe tener signo constante
en cada intervalo ya que sobre el pn'mer grupo cada factor de p(z) es positivo, en el
segundo grupo todos salvo el primer factor son negativos por lo que p(z) es negativo
y asi sucesivamente p(z) coincide en signo con e(x) sobre los intervalos Iy,..., I

Sean J = [a, )|\ I} \...\ I, y E} = [lenlls, Cémo el maximo de e, solo se
alcanza en Iy,...,I,, entonces E!, < E,,seac€ Rtal que 0 <c < 'ﬂﬁTE‘f (2), y
consideremos p,, = p,,+cp Si z € J entonces por (2) |len—cplls < llen]ls+ellplls <
< E}, +-E-1—-“ <E <o) Size Ij para alguna j = 1,...,m y p(z) > 0
entonces por (1) y (2) se tiene que:

0<ep(r) < ;ﬁ%"[-@fp(z) <'E,l < en(z) por lo tanto tenemos que |eq(z) — cp(z)| =

= en(z)—cp(r) S E,—c n'élln p(r) < E,. Parael casoen que p(r) < 0 procedemos de
€l

la siguiente manera: Wﬁ?u_ > ~1por (1) y (3) cp(z) > mp(z )2 Bazhh >
> ——-‘ > en(2), de donde: |en(z) — cplx)| = cp(z) —enle) < Ey +cmaxp(a:) < E,
ya que p(z} < 0. Por lo anterior ||f — py|| < Ey lo cuél no es posnble

Para el reciproco, sea a £ 19 < 2 < ... <€ ry4; < b un (n + 2)-conjunto
alternante para f —~ p y E = ||f — p}|| entonces Eqo(f) £ E. Supongamos que
Eu(f) < E. Sea p, un mejor aproximador de grado < n para f por (I111.6), entonces
”f pu“[a) b] En f) <E (3)

Por otro lado p}(z;) ~ p(xi) = ph(z:) = f(z:i) = (pa(ri) ~ f(z4)) haciendo
ti = ph(x;) — f(zi) de (8) se tiene que [t;| < E pero pi(x;) — pulzi) = £E — t;
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alternando de signo (n +2) veces por lo que p}, — p, € P, tiene (n + 1) raices por
lo tanto pj = p.

Q.E.D.

(111.31) Observaciones,

{i) La demostracién anterior es vilida para el caso en que el primer grupo de
intervalos tenga signo negativo simplemente considerando a —p(x) en lugar de
p(z), para que e, y —p tengan el mismo signo en cada grupo de intervalos.

(ii) Observemos que el teorema (111.30) no garantiza la unicidad del conjunto alter-
nante de e,(z), por ejemplo para f(z) = sendz en [—m, 7] la mejor constante
que aproxima a f es la constante 0 y hay 16 diferentes conjuntos de altemanacia
de 2 puntos en -, ]

(11i) Tampoco el teorema dice que existe un conjunto alternante que tenga exacta-
mente (n + 2) puntos. Consideresé €] ejemplo del inciso anterior. El teorema
nos garantiza que pj = p} =... = p§ =0 ya que ||sendz||[p o) = 1 y sendz

“ alterna” 8 veces en [~,7] y py = 0 no es un mejor aproximador.

(111.32) Corolario.Si f € C([a,b]) tiene un conjunto alternante de (n+2)
puntos entonces p} = 0 y Ey(f) = ||f|| para toda k=0,...,n

(111.33) Corolario. Sea f € C*([a,b]) y f"(z) > 0 para toda z € [a,b]. Si
p1(z) = ao + a1z es un mejor aproximador lineal uniforme de f entonces:

a, ML) y gy = L(f(a) + f(e) - @124, doude c es la rinica solucidn de

“o‘- [(a) y El(f ﬂ-“b~c[+[%b“::l[~l§c“l—q

Demostracién. Por el TVM-D existe ¢ € (a,b) tal que £(c) = 1989 como
f” > 0 entonces f' es creciente en [a, 4] por lo que c es tnica. Sea e,(z) =

= f(z) — p}(2) por (111.30) existen al menos tres puntos distintos a < 2o < z; <

< 27 £ b tales que |e;(x;)] = Ey(f). Es claro que z; € (a,b) entonces ¢}(z;) = 0,
pero e}(z) = f'(z) —a; y & (2) = f"(z) > 0 por lo que ¢}(z) es creciente y como
{zo,21,22} €8 un conjunto alternante entonces 1o =ay 2; = by z; = ¢. Como

ey(z1)=0cona; = I-L*J-u se tiene:
£(8) = (a0 +a1a) = ={f(c) ~ (a0 +arc)} = £(8) — (a0 + a1b)

y Ei(f) = f(a) ~ (a0 + a;a), de donde se sigue que:

a0 = §(f(a) + £(c)) ~ a1 2§ y que Ey(f) = HMe-altUQezs=HE0=0) (1g cugl es

positivo por la convexidad de la funcion f).
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Hasta el momento no hemos probado la unieidad del mejor aproximador uni-
forme de grado menor 6 igual que n de una funcién f € C([a, b)), lo cudl se hard en
el siguiente:

(111.34) Teorema. Dada f ¢ C([a, b)) el mejor aproximador uniforme p;, € P,
os tnico.

Demostracion, Sean pg y p, dos mejores aproximadores de grado< n para f
entonces En(f) = ||f = pall = |If = p1]. Por (I1IL16) tenemos que (pa +p:,) es un
mejor aproximador de grado < n para f, de donde por (I11.30) existen y,...,2u+2
(n + 2) puntos en [a,b] tales que Eq(f) = |f(&:) = $(pu(a)) + phizi))l pam toda
i=1,....n+2 Por lo que se tiene que:

Eu(f) = [§(£@) = pa(m) + 7 (£(20) = palzi))| € FUf ) = piCi)l+
+51£(2i) = pal l-)l S lEn(f) +3Eu(f) = Eu(f).
de donde se tiene que en las dos desigualdades anteriores necesariamente hay igual-
dad. Asi pues:

(i) If(zi) = ph(@)| = |fzi) = pa(2i)| = En(f) paratodai=1,...,n +2
(ii) sign[f(z;) - p(zi)} = sign [f{zi) — pu(xi)| para toda i =1,...,n +2

por lo que p4(z;) = pn(z;) para toda i = 1,...,n + 2, por lo tanto p;, = py.
Q.E.D.



CAPITULO IV

Polinomios de Chebyshev

Uno de los pocos casos en donde es posible calcular exactamente el mejor
aproximador uniforme es el siguiente: sea f(z) = z"*! en [-1,1] y por (IIL.6)
existe p}, € Py tal que En(f) = |If = phlli-1,1) = r por lo que eq(z) = z"*! - pi(z)
satisface que r = |[en|l=1,1) = |ea(z;)| (1) para i =0,...,n +1 donde -1 S &g <
<... < Znpy < 1(por el teorema de Equioscilacién). Cémo e, € Py, 1l — €3 €
€ Pan42 ¥ por (1) r? —€3(z;) = 0 para toda j = 0,...,n+1. Cémo e3(z) <r? en
[~1,1], €2 tiene un maximo relativo en z; para cada j =0,...,n + 1, de donde se
sigue que f‘-(e?,(:v)) =0enz=z;j=1,...,n (puntos criticos interiores), entonces
£(r*—€3(z)) =0en z = z;. Por lo tanto r? - e3(z) tiene un cero de multiplicidad
no menor que 2en z = z; j = 1,...,n y como r? — e}(z) es de grado 2n + 2 se
sigue que r? —e3(z) tiene ezactamente 2n + 2 raices en [-1,1),

De lo anterior g y 2n41 no pueden ser puntos interiores por lo que concluimos
que 2o = —1 y Zp41 = 1 son raices simples y 1,...,Zn son raices dobles,

Ahora consideremos el polinomio: (1 - 22)[e4(2)® € Pansz (3). es claro que
tiene rafces simples en ~1 y 1, asf cémo rafces dobles en z,...,Zx por lo que (2)
y r? — €2(r) tienen las mismas raices, de donde existe k una constante tal que:
(1-23)[e!(z)]* = k (r? - €3(z)) (3). Claramente k es el coeficiente del término de
grado mayor el cudl vamos a calcular de la siguiente manera: en(z) =zt - p3(z)
y eh(z) = (n+1)z"—(p%)'(z) analizando (3) se obtiene que k = (n+1)?, por lo que
llegamos a la siguiente ecuacion diferencial de la funcién error: (1 —2%)[e,(2))* =
= (n + 1)} (r? - ei(x)), como e},(z) € P, y €,(z;) = Oparacada j =1,...,n
entonces ¢, () no cambia de signo en [~1, z,] ya que de noser asf ¢'(z) tendria (1.+1)

! (s

rafces, por lo que supondremos que e},(z) > Oen [~1, ;] y asf tenemos: 7% =

= —3:%?,- (4), resolviendo ésta ecuacion tenemos arccos (hé-'l) = (n+1)arccos z+c
haciendo 8 = arccos x entonces ¢ = cosf y ya que cos 8 es una biyeccion entre [0, 7]
¥ [=1,1] tenemos : ¢,(z) = r(cos((n+1)8)+c) con 0 < 8§ < 0§ < 7 donde
z; = cosf) (5). Por otro lado ey(~1) = ~r ya que el(~1) > 0, asi tenemos
que cos((n + 1) +¢) = —1 ya que 7 = arccos(~1) por loquec=mrme€ Ly
(n+m+1) es impar. Sustituyendo en (8): e,(z) = %r cos((n + 1)8) (8), de donde
cos({n + 1)) € Pyy4y en la indeterminada x = cos con 8 € [0, 7]. Cabe observar
que si e},(x) < 0 en [~1,z,] elegimos la raiz negativa en el lado derecho de (4) y el
razonamiento se sigue igual que antes,
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Por lo que daremos la siguiente:

(IV.1) Definicién. (Polinomios de Cliebyshev).

Denotaremos por T),(z) = cosnf con & = cos 8, 8 € {0, 7] paratodnn € INu{0}
el cual definimos ecomo el n-ésimo polinomio de Chebyshev .

Veremos algunas propiedades de los polinomios de Chebyshev:

(IV.2) Teorema.
(i) Tu41(z) = 22T, —T,,—s(x) para toda n € IN,

(ii) Sin es par (impar) entonces T, es una funcidn par(impar) y el grado de Ty es
n.

(iii) El coeficiente del término principal de Ty, es 2",
(iv) Ta(r) tiene raices simples en z = cos(“zﬁlw) parak=1,...,n
(v) Ta(z) tiene un (n+1)-conjunto alternante {yo,...,yn} en [—1,1] donde
v =cosdn,
(vi) To(Tin(2)) = Tin(Ta(2)) = Tam(z) (propiedad de semigrupo),
(vii) Tn(2)Ta(2) = } [Tasm(z) + Tn-n(2)} con m > n.
(viii) Ta(z) = }{(z + VT -1)" + (2 = VT = 1)"}.
(ix) (1 —2¥)T,"(z) — 2T\ (z) + nTy(z) = 0.
Demostracién,
(i) Sabemos que: cos(n 4 1)8 = cos(nf) cos() — sen(nf)sen(6) y cos(n - 1)8 =
= cos(nf) cos(8) + sen(n8)sen(#) de donde se tiene la igualdad
2 cos(nd) cos(d) = cos((n + 1)8) + cos((n — 1)8) y por la definicion de Tp,(z)
entonces se tiene que Ty 41(z) = 22T, ~ T\ (z) para todan € N,
(ii) Observemos que Ty(z) = 1 y Ti(z) = =, asf cémo si T),(z) es par (impar)
entonces 2T,(z) es impar (par) y por el inciso anterior se sigue el resultado.
(iii) Se sigue por indueccién y aplicando (i).
(iv) Ta(zx) = cos(z%ﬂw) =0Oparatodak=1,...,ny Th(zs) = 1@%"—'11 de
donde T(zx) # 0 por lo tanto 24 = COS(!%"_"lﬂ') son ceros simples de Ty(x).

(v) Del inciso anterior tenemos: T},(yx) = O para cada k = 0,...,n. Ahora por
otro lado:T,,(yk) = cos(kx) = (=1)* pero z € [~1,1] y por la definicién de
To(z) se tiene que |Ty(z)| < 1, por lo que {yo,...,Yn} €s un (n+1)-conjunto
alternante.

(Vi) Ti(Tu()) = Tm(cosn(cos™ z) = cos(m cos ™ (ncos n(cos™" z))) =
-1 ;

.L')) = T,.,"(.'l‘).

= cos(mn(cos
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{vii) Es clara utilizando la identidad trigonométrica:
cosiz cosy = { cos(z +y) — cos(z — y)} y la definicién de T,,(2).

(viii) To(x) = Re(cos B +senf)" = 1 [(cos f + isend)" + (cos 6 — isend)"] pero
senf = /1 — z#, = = cosf por lo que isenf = V2% — 1, por lo tanto tenemos que:

Tu(z) = H{(@ 4 VET=1)" (o - VET= 1) |
(ix) Como T,(z) = cos(nb) con 6 = arccosz entonces T} (z) = %e%%q)_ y asi
T."(z) = ;253 { = n*Tu(z) + 2Tp ()} por lo que (1 - 2?)T,," (z) — 2T} ()+

+n3Th(z) = 0.

Resumiremos lo hecho al principio de estd seccion en el siguiente:

(IV.3) Teorema. Sea p’, € P, el mejor aproximador de z**! en [-1,1]
entonces z"t! — pi(z) = 27" Ty 41(z) y En(z"!) = 27",

Demostracién. Por (8) sabemos que e(z) = £rTy41(z) pero eq(z) = z"H -
—pi(z) por (IV.2)(iii) tenemos que r =2~ por lo que z"*! —p3(z) = 27T 41 (2)
y como en(z) = 27T, 41(z) ea vélido para = € [—1,z,] entonces es cierto para
z € [~1,1] y por (IV.2)(v) En(zt!) =2"", ‘

Q'E.D.

Ahora veremos algunas propiedades mas sobre el polinomio ménico f‘,,+|(z) =

= 2""Th41(z), el cudl es conocido como el polinomio de Chebyshev normal-
isado,

(IV.4) Teorema. Sea P, la clase de todos los palinomios mdnicos de grado
menor 6 igual que n entonces: ||p||j-1,1; > Fiv para todo p € Pn. La igualdad
ocurresi y sélo si p=T,.

Demostracién. Por (IV.2)(v), sabemos que |Ty] asume su valor méximo gy
en (n+1) puntos, Supongamos que existe pp € Pn tal que ||po|lj-1,yy < —;l_-r,
consideremos a Q(z) = T,\(<) - pg(z), e8 claro que Q € Py, por otro lado por
(IV.2)(v) tenemos que Q(yx) L—)r — po(ys) para toda k =0,...,n donde
Yx = cos £ pero |po(yi)] < g7-v, de lo anterior tenemos que Q(z) tiene un (n+l)
conjunto altemante por lo tanto Q(z) tiene n raices de donde se sigue que @ =

y ast po = T, pero ipoll-1,4 = ||T,.||[...‘|] = 57, lo cudl no es posible.
QE.D.

(IV.5) Corolerio. Sea p € Py, p(z) = anz" + ... + ap,an # 0, entonces
lplla > lan] Sk, La igualdad ocurre si y sélo si p(z) = T (€Y(z)), donde
c=a,tze y t’(t) = b 4 bz,

an
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Demostraciéon, Consideremos €[-1,1] — [o,8] definida por ¢ = {{t) =
= "—+—+ 252t y definimos p{t) = pol € P, cuyo cocficiente principal es . Aplicando
(v 4 -if(t obtenemos la primera parte del resultado. Para la igualdad tenemos

que p = T, de donde se tiene que p = cT,,(( .

QE.D.

Con el siguiente resultado también encontramos el mejor aproximador a f(r) =
" con polinomios en P,,.

(IV.6) Lema.Sea f(z) = r"*? en [~1,1] entonces el mejor aproximador p?, €
Pnafesa™? — 2o o(2) y By = (2"4?) = 5.

Demostracidn, Por el Teorema de equioscilacion de Chebyshev es facil com-
probar que T o(x) = 2"H1z"+? 4 b x"+términos de grado menor, por lo que
2"+ — Ao Tapa(z) € Py es el mejor aproximador y ademés E, = (x"¥?) = 547

Ahora regresemos a ver algunas otras propiedades de los polinomnios de Cheby-
shev,

(IV.7) Teorema,
1
(i) / Ty(2)Tm(z) ‘/iz_?.=09i m # k.

(“)/ Tz(’)\/‘—f {f 5220

(iii) El conjunto {Ty,...,T,} es una base para P,.

(iv) Sea p € Py, no constante tal que ||p||-y,1) = 1. Si existen exactamente (n-+2)
puntos zo < 73 <...< Tpyi, en[—1,1] tales que |p(z;)} =1 entonces p = £T,.
Demostracién. Para los incisos (i) y (ii) con k¥ > 0 hay que integrar por
partes haciendo u = Ty(z) y dv = %E):‘,‘-, para el caso en que k = 0 del inciso (ii)
es facil directamente verificar el resultado. Por dltimo el inciso (iii) es inmediato
de los incisos anteriores. La independencia lineal se sigue de (u) y dado p € Py se
tiene 1, =
iene que p = AgTy + ... + AT}, donde 4, /_ J:)T,,.(z:)\/_,i
Para (iv) procedemos de la siguiente manera: como p es derivable entonces
P € Poey C P, yademds z) <... <z, son puntos interiores de [~1,1] de donde
p'(zi) =0 para todai = 1,...,n, por lo tanto z,,...,z, son todas las raices de p'.

El conjunto {zg,...,2n+1} esun LOIljuntO alternante de p ya que |p(zo)| = |Ipll-1,y)
¥ Xig1) = —p(2i), de no ser asi por el Teorema de Rolle existe & € (z;,zi41) tal
que p'(€) = 0 lo cudl no es posible por lo anterior.
n
Por otro lado como p € P, entonces p(z) = Zakx" con a, # 0 de donde
k=0
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L ¢ P, es el mejor aproximador ménico de grado< na f = 0 en [-1,1] pero

ay
por el Teorema de Equioscilacion T, = garTn es el mejor aproximador monico
v por unicidad se tiene que ay = 27 y ademds ||pll-1,1) = [ITull{-1,1) de donde

Ipl = |T] y por lo tanto p = £T,,.
Q.E.D.

(1V.8) Observacién. Dada ¢ > 0 existe un polinomio ménico p p(e) €P,
tal que ||pllja,p) < € siysélosib—a<4,ya que por (IV.5) lpllayy 2 2 =1 Por
fo que si b—a > 4 entonces ||plla,y = 2(452)" 2 2, lo cudl no es posible ya que
||pllja b < € porlo que b—a < 4.

Inversamente si b—a < 4 y dada € > 0, se sigue de (IV.5) que ||p||(,, o2 %1,.—:)1—
para todo polinemic ménico, sea p = p(e) el mejor aproximador mdnico de f

en [a,b) entonces ||plla,8) = 2( ) = k como —‘—9- < 1 entonces k — 0 cuando
n — 0o por lo que dada ¢ > 0 se tlene que ||pla,y < €.

Continuando con el estudio de los polinemios de Chebyshev vamos a obtener
una funcién generatriz la cual nos dara los coeficientes de los polinomios, para lo
cudl introduciremos el nicleo de Poisson.

- -]
Sabemoa que si r € (0,1) y w € Ces tal que || < 1 entonces Y rhuwt =
=0

1
3 Y

= _—l ] i“
= L=, [rw| < 1 por lo que si w = e tenemos que: Er = Tove

k=0

de manera andloga se tiene que Zr" -0 - -l_—l—:‘-‘- Por lo que tenemos que:

& —re
i k |k0+2:'.k —iko_y o1 + LI R (Nicleo
._or ‘ = Tl-re? "1-re " " 14+rd-2rcoad
de Poisson). De donde se sigue que m 2Re (Z rke '“) -1 por lo
A=0

que tencmos que:

T = 1+2}_‘_‘r"wﬂ(n0) ().
n=0
Recordemos que si n es par é impar entonces Ty, es par 6 impar respectivamente
por lo que si k € n y deseamos hallar el coeficiente de z* en Ty(2) sélo debemos
considerar los casos en los que k y n tienen la misma paridad,

Asi tenemos que por (1), el k-ésimo coeficiente de Ty,(z) es el dable del coefi-
ciente de 1"z* en la expresién izquierda de (1). Por lo que encontrarewsos prim. »
el coeficiente de z* (en términos de r) y entonces encontraremos el coeficiente de
en la expansion del coeficiente de z¥.
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1-7? 1-r? 1 1-1? i( 2 )" ,
= =3 —— ¥
1-2rz +r? l+r"’1—ri—’r,- 1412 e 142

-~

ya que [z] < 1 mientras que (r — 1) implica que ,—iLr; <1l

De la expresién anterior tenemos que of coeficiente de z¥ es:

o

(ﬁ':;) (T%’)k i _,‘2)(2,_)1:2 (j ik) (=) =

=
o 4,
=251~ r?) Z (3 ';L) (—1)r2it,
=0
Asf pues se tiene que:
] [ ] 0 . + k L [+ ] j + k ' '
(ﬁ_:') (T%') =2t (] k ) (~1)irtitk 2t y" ( ' ) (~1)ip2ithtt
j=° j=0

de donde cuando j = 1'-;—-‘-‘ yi= "—;—5 ~ 1 en la primera y segunda serie respectiva-
wente obtenemos los coeficientes de r™, los cuales son:

#fore () (P

!
= (=14 2 (“{‘) ).

Por lo tanto el coeficiente de z* en T, (z) se obtiene dividiendo la expresién (2)
entre 2 por lo que obtenemos:

(-1 2 (E#)

n+k\ &

Veremos una prueba mas del Teorema polinomial de Weierstrass, para el cual
necesitamos algunos resultados previos:

(IV.9) Lema. Si f:[~A,A) - R es una funcidn par acotada (impar) con
un mejor aproximador uniforme entonces tiene un mejor aproximador uniforme
par(impar),

Demostracién.

Sea f:[~A,A] - IR una funcién par acotada, por hipétesis existe un mejor
aproximador uniforme . de f, por definicion ||f — hll(-4.4) < [|If = gll{-a,4) pora
toda funcién g acotada, definimos hy(z) = &)i;-tﬂ, es claro que h; es par y

I1f = talli-a,4) < If = 9ll{-4,4)» de donde hy es un mejor aproximador uniforme
para f.
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Analogimente para el caso en que f sea impar considerando
ha(x) = M),
Q.E.D.

(1V.10) Deflnicién. Un polinomio trigonométrico T de grado< n es una
n
expresion de la forma T(x) = aq +Z ai cos(kz) + Bysen(kz) donde ag, ax, Ak € R

k=1
paratoda bk =1,...,ny a® + B3 £0.

Decimos que T es uut polinomio trigonométrico parsi §; =0 paratodak=1,...,n
y T es un polinomio trigonomélrico impar si oy = 0 para toda k =0,...,n,

Denotaremos por T a la familia de los polinomios trigonométricos. Es claro
que para todo T € T existen T; € T, i = 1,2 con T par mientras que T; es impar
talesque T =T, + T

(IV.11) Lema.T(z) = cos* z es un polinomio trigonométrico par de grado k
para toda k € IN.

Demostracién. Si k =1 entonces T(z) = cosz y es claro que es par de grado’

1. Supongamos que T(z) = cos* z es par de grado k. Entonces T(z) =
5
= a +Ea,~ cos(jz), ax # 0 porlo que T(z) = cost'! z = cos* zcos z = ag cos z+
j=1

+ Z -;-a,-{cos(j + 1)z — cos(j - 1)z} de donde se sigue que T(z) = cos**! z es par
j=1

y de grado (k+1) ya que 1ay #0.
Q.E'D.

(IV.12) Observacidn. El lema anterior es falso para potencias de senz
Recordando (I1.15) y por (IV.11), toda f € C([0,%]) se puede aprmtimar uni-
formemente por polinomios trigonométricos pares, Observando que i f:[—7, 7} —
IR es par entonces para € > 0 dada y para f; = fljo,«):[0,7] = Rexiste T\ € 7 par

tal que ||fy — T.[I[o,,,] < &, como fy Ty son pares entonces ||f — Ti||[~x,xj < € por
lo que tenemos el sngmente

(IV.13) Teorema. Sea f € PC({0,2x]). Dada ¢ > 0 existe T € T par tal que
”f "T”[-tr,n] <é&

Ahora daremos otra prueba de! Teorema de Weierstrass (polinomial) ahora en
[-=1,1] (ver: (L.1)).

i S
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Demostracién. Sca f € C([~1.1]) definimos g: (0. 27] — IR cdmo signe:
9(8) = f(cos8). Es claro que g € PC([0.27]) ¥ es par, Por (IV.13) existe

T(8) = ag + Zm cos(k8) tal que flg = Tijpam < ¢ Haciendo el cambio de

variable 8 = nrcnou‘ entonces ¢(6) = f(x) v Ti(r) = cos(kb) por lo que T(r) es un
polinomio en & y ademas tenemos que ||f - Tfj-y 1) < 2.

QE.D.

Para concluir con el capitulo veremos algunos ejemplos donde aplicaremos al-
gunos resultados.

(IV.14) Ejemplos.

(i) Sea X = A([a,b]) el espacio de las funciones acotadas en [a,b] y sea W = P,,.
Por (II1.4) se tiene que existe p* € P, tal que ||f ~ p*|ll.4 = "eli# I1f = pllia.p)
PEFn

para f € X.

Pero el mejor aproximador no es Gnico ya que si consideramos a {a,b) = [~1.1]
y f:[~1,1] = R definida por:

_[-1sizel-1,0
””"{1ﬁxewm

es claro que f € X pero tiene al menos dos mejores aproximadores lineales ya que si

consideramos a p* = 0 6 p*(z) = 2z tenemos que ||f ~ p*||[;,1) = 1. Este ejemplo

muestra que no podemos omitir la hipétesis de que f sea continua en (111.34) para

la unicidad del mejor aproximador uniforme polinomial,

(ii) (Aproximacién Pitdgorica.) Sea f(z) = VI + 22, es fhcil ver que f es
convexa por lo que de (I1.31) el mejor aproximador lineal uniforme a f en
{a,b) = [0,1] es a3z + aq donde: ¢, = M"—l =v2~1lya = F(f(a)+

+£(c)) ~ ay %< donde f(c) = V2 -1y ¢ es la dnice solucién, por lo que

file) = TEPTE? = \/§ ~1lyasic= (-\gfl)% Por lo tanto el mejor aproximador
%

estd dado por: ayr +ag conag = & +(V2~1)yc= (ﬂf-‘-) por lo que un

aproximador lineal a: V1 + x? es.955 +.414x. De lo anterior si z > y > 0 entonces

z=4¢(0,1] porlo que 1 + 22 ~ .955+.414z de donde /22 + y? ~ 955z +.414y

la cudl es conocida cdmo la aproximacidn pitdgorica ya que nos ayuda a conocer

aproximadamente la distancia de un punto P(e,y), con y < x, al origen.

(iit) Sean w. f € C({-1,1]), w(x) > 0 fijas entonces existe un dnico p € P, tal que
min{ie(f=q)llj-1,1} = lw(f=p)l|j-1,1), aqui consideramos a W = P, . |llf|]| =

= |lwf]|. la cudl es ficil de verificar que es una norma en C([~1,1]) y aplicamos
(111.4) par la existencia y la unicidad se sigue de (111.34).



CAPITULO V

POLINOMIOS TRIGONOMETRICOS

En este capitulo vamos a generalizar algunos resultados de los capitulos ante-
riores a polinomios trigonométricos, de los cudles ya se hablé un poco al final del
capitulo anterior.

§1. Teorema Trigonométrico de Weierstrass

Para empezar, daremos la version trigonométrica del Teorema de Weierstrass
(1.1), para lo cudl necesitaremos algunos resultados previos y recordemos que el
teorema (IV.13) nos garantiza que dada f € PC([0,2x]) existe T € 7 par tal que
[If = Tll—x,m < € para ¢ > 0 dada.

(V.1) Definicién. Denotaremos por 7, a la familia de todos los polinomios
trigonométricos de grado< n

(V.2) Lema. SeanT € T, y S € T,, entonces:
(i) T+ S € Ty con N < max{n,m}
(ii) TS € Ty con N = nm,
(iii) Dada 8 € R entonces T(zx +6) € T,,.
Demostracién.
(i) Sean T(z) = ag + Za, cos(jz) + Bjsen(jz), ol + 332 > 0 y S(z) = a}+
j=1
+ ) aj}cos(kz)+ fsen(kz), (al,)? +(8L,) > 0.
k=1 .

Supongamos que n > m, entonces T(z)+5(z) = ay" +zn: ay" cos(kz )+ 5" sen(kx)
con: k=t

ag" = g + )

" =aptapsik=1.. . mya" =aksik=m+1,..,ny

B =B +Bsik=1,...omyB" =fsik=m+1,...,n
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y como a? + 82 > 0 tenemos que (a,")? + (4,") > 0 de donde se tiene que
T+S¢€ TN con N =n. Sin=mentonceses claroque T+ S € P,,.

(ii) Para el producto TS, observemos que nos quedan términos de la signiente
forma:
cos(kr) cos(jz), cos(kz)sen(jr), sen{kz) cos(jz) 6 sen(ka)sen(jz). Pero por las
siguientes identidades:
sen(kzr) cos(jz) = §{sen(k +j)x + sen(k - j)z}
cos(kz) cos(jx) = §{cos(k + j)x + cos(k — j)z}
sen(kz)sen(jz) = }{cos(k - j)x — cos(k + j)z}

TS puede escribirse de l1a forma siguiente:
nm

ap" + Em” cos(kz) + fi"sen(kz) € Tym con (ap")? + (Gn")? > 0 dado que
k=1

ol + 82 >0y (a})? + (8,2 >0

n

(iii) T(z+8) = ay +Za,' cos(jz + j8) + f;sen(jz + j8) con a2 + 2 > 0, desarro-
=1
llando se tiene que:

T(z40)=aq +E(a,~ cos(j8)+f;sen(j8)) cos(jz) +(B; cos(j8) — ajsen(j))sen(jz)
j=1

entonces 4, = ay cos(nf) + f,sen(nd) mientras que

B, = f,, cos(nf) — a,sen(nh) de donde:

An\ _ [ cos(nf) sen(nd) =M
B, ]~ \ —sen(n8) cos(nf) ﬂ,,
entonces tenemnos que det|M| = 1 por lo que T:R? — R?, T(Z) = MZ es inyectiva,

por lo tanto (A, B,) # 0 ya que ay, 8, # 0. Por lo que se cumple el resultado.
Q'E'DQ

(V.3) Teorema trigonométrico de Weierstrass (1883).

Sea f € PC([0,2x]) entonces dada ¢ > 0 existe T = T(c) € T tal que
lf = Tllf-nm <.

Demostracién.
Consideremos Fi(z) = f(z) + f(~2) y Fa(z) = (f(z)— f(~x))senz, es fécil ver que
F\,F; € PC([0,27]) y son pares. Por (IV.13) existen Ty, T; € T pares tales que
[1Fi = Tillfemn) < § ¥ 1F2 = Ta[[cm) < §-

Por otro lado tenemos que: f(r)sen’s = 1 { Fi(z)sen®z + Fy(x)senz} y si consider-
amos a: Ty(z) = 1 {Ty(x)sen’c + T3(z)senz} € T,, entonces | f(z)sen*z ~ Ty(z)] <




Polinomios Trigomomélricos 59

< HR(z) = Ty(2)l + §| Fa(z) - Ta(z)| < § para toda z € [, 7], de donde se tiene
que J|f(z)sen?e — Ty|(~p.m < §-

Si lo anterior lo hacemos para f(z — §) en lugar de f(z) obtenemos que:
[1f(x = §)sens — Ty|lj-n,m < § (1), sustituyendo y = z — § en T3 tenemos que
Ty = Ts(y + §) € T,.. De la desigualdad (1) y el hecho de que sen?(z — §) = cos® z
tenemos que: ||f(y)cos®y — Tyllj—n,n) < § (2). Sea T = T3 + T entonces por (1)
¥ (2) se tiene que ||f = T||j-pm <e.

Q.E.D.

(V.4) Observacién. El teorema anterior es vdlido para toda f:RR = R
continua y de periodo 27 ya que nos restringimos a un intervalo de longitud 2m,
aplicamos (V.3) y luego extendemos periodicamente a todos los reales.

Vamos a dar la versién trigonométrica al Teorema de Walsh (I1.22), para lo
cual necesitamos algunos resultados previos.

(V.8) Lema.
SeaT € T, tal queT tiene (2n+1) raices no congruentes (mod 2x) entonces T = 0.

Demostracién.
Sea T(z) = ZA,, cos(kz)+ Bysen(kz), sabemos que cos(kz) = Re(e™**) = }{ei**+
A=0
+e~*s} y sen(kz) = Im(ei**) = L{ef** — e=#*} entonces tenemos que T(z) =
n . . h=n
= Z (—-—-———A" —2'8") ks 4 (A-—-—-—-" ;'B‘) e~*2 por lo tanto: T(z) = 2 cae't®
=0

donde ¢y = Ao, ¢ = B30 y ¢, = A (forma compleja de un polinomio
trigonométrico).
n
Asf tenemos que: T(z)e™* = Z dje‘j‘ con j = k+n y donde d; = ¢;..,, haciendo
J=0

n
z = ¢/” en la ltima suma tenemos que: p(z) = T(z)z" = Zd,-z’ € Pin {0), pero
j=0
por hipdtesis T' se anula en (2n+1) puntos por lo que p= 0y cémo 2™ # 0 se tiene
que T =0.

QED.

(V.8) Corolario. Todo T € T,,, T # 0 tiene 2n raices contando su multiplici-
dad en [-m, ).
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(V.7) Discusidn,

Sean ry,..., T2, (20+1) puntos en R no congruentes (mod 27} y wy,..., wyy
puntos en IR. Deseamos T € T tal que T(x;) = w; para toda i = 0,...,2n. Prinero
hallamos ¢ € T, tal que ty(x;) = 6jx.

Sea:

[1=()

j#k

t*(z) = ._,_#___.__;_;-:T-
HS(‘“ (—"2—‘!')
j#k

el cudl es llamado polinomio trigonométrico fundamental de Lagrange, cs
claro que ty(z;) = 6;x. Nos resta ver que tx(x) € T, para lo cudl observemos que

tx(z) tiene la siguiente forma & H sen (f—%ﬂ) cona € R (1)

2ntérminos

Pero senS_ sen "'b es un polinomio trigonométrico en 7y debido a que:
senAsenB {cos (A - B + cos(A + B)}. Ahora como en (1) hay 2n factores
tenemos n pa.res y por (V. 2) tenemos que ty € T,,. Por lo que definimos:

Es claro que T'(z4) = wy y T es tnico por (V.7).
Enunciaremos el siguiente;

(V.8) Teorema trigonométrico Interpolador de Walsh.

Sean f € PC([0,27]) € > 0 y xy,...,220 € R (2u+1) puntos incongruentes
(mod 2r ) entonces existe un polinomio T = T(e) € T tal que ||f - T|jg < (1+N)e
con N una constante que depende sdlo de [0,2r] y zq,..., %20 ¥ f(2k) = T{(24)
para todak=0,...,2n.

Demostracién.

Sea € > O por (VA4) existe Ty =Ti(e) € T tal que ||f = Ti|lj0,20) < €. Con-
sideremos el polinomio trigonométrico Tz Z( f(zx) = Ti(zk)) tk(z), como
k=0
T(zg) = f(xx) - Ti(zk) para toda k € {0,...,2n} (1) y ademds tenemos que
2n

||f||[o’;,,] < E |f(ex) = Ta(za)llltkllp,2n) entonces “ﬂl[o,ul < Ne donde N =
k=
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2n
= Y |ltklljo,2x) (2) y donde N sélo depende de [0,27] y o,...,Z24.
k=0
Sea T(z) = Ty(z) + T(z) por (1) T(zx) = f(x&) para toda k € {0,...,2n},
mientras que por (2) y la eleccion de Ty tenemos: ||f — T{|-0,20 < |If — Tilljo,20)

HITlljo,2m < (N +1)e.
Q.E.D.

(V.8) Observacidn. Revisando la demostracidn de (V.8) se observa que ésta
sigue siendo vélida para toda funcién f:[0,27] = R que se puede aproximar uni-
formemente por polinomios trigonométricos en [0, 2.



§2, Teorema de Equioscilacién Trigonométrico de Chebyshev

En esta seccion revisaremos algunos resultados del capitulo I que podemos
extender a polinomios trigonométricos.

Para empezar umrdemos que por (111.8), dada funcién f € PC({—r. 7)) existe
T* € T,,. el cudl es “un” mejor aproximador trigonométrico uniforme de gradog n,

en otras palabras, mm {if - T”(-ﬂ’ n]} =|f-T° ||l-1r LI n(f)

Vamos a camctenzar a un mejor aproximador trigonométrico T, y veremos que
es tinico cémo se hizo en el capitulo anterior, para lo cudl introducunos la siguientc:

(V.10) Definicién. Sean f € PC([-m, 7}) y T* € T, un mejor aproximador
trigonométrico uniforme a f entonces definimos €,(f) = f - T;;. Observemos que

Hsn(f)“[O.Zn] = En(f)
Enunciaremos el resultado anilogo a (111.27) y cuya demostracion s la misma.

(V.11) Lema. Dada f € PC([-n,7]) y T* € T, un mejor aproximador
trigonométrico unifonne a f entonces existen ¢y, x; € [~, 7| puntos distintos tales
que:

(I)E f) [en(zi)i=1,2

(if) En(z1) = —€n(z2).
Ahora probaremos el siguiente:

(V.12) Teorema Trigonométrico de Equioscilacién (Chebyshev 1838).
Sea f € PC([—m, 7)) entonces T € T, es un mejor aproximador uniforme (de grado
n) para f si y sdlo si existe un m-conjunto alternante con m 2> 2n + 1 puntos para
en(f).

Demostracién. Sea T € T, un mejor aproximador uniforme para f, como €,
es uniformemente continua dada ¢ = £8 existe §(c) > 0 tal que [E,(z) - €a(y) <,
si o —y| < 6.

Dividimos al intervalo [, 7] en subintervalos cerrados de longitud menor 6
igual que & y enumeramos a los intervalos en los cuales [€,(z)] alcanza su maximo

valor como sigue; Iy,...,I,. Dado que ?..(z) puede variar a lo mds %ﬂ en cualquiera
de esos intervalos, se hene que €fx) > e dey(x) < —¢ (1) Seany,...,um(=%1)el
signo de €, (z) sobre esos intervalos, lo que deseamos demostrar es que esta sucesion
tenga al menos 2n-+1 cambios de sigio, para lo cudl lo probaremos por reduccidn
al absurdo, es decir: Si existen menos de 2n+1 cambios de signo encontraremnos un
polinomio trigonométrico cuyo error E!, es menor que el de T;,.
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Por el lema (V.11) sabemos que debe de haber cambios de signo a través de los
intervalos Iy, ..., I, por lo cudl procedemos a clasificarlos por grupos consecutivos
donde los signos sean iguales, para fijar ideas supondremos que el primer grupo
tiene signo positivo:

Primer grupo I*, ooy IV signo (4)
Segundo grupo [““ ooy 7 gigno (=)
Tercer grupo It . I3 signo  (+)
K-ésimo grupo [/ '“ v Progigno (=)

donde IV = J;, [Um) = [, El ordenamiento nos muestra (k — 1) cambios de
signo. Supongamos que k —1 < 2n + 1, es decir, k < 2n + 2. Consideremos IV e
IU+1) | estos intervalos cerrados 1o pueden ser adyacentes por (1), entonces existe

I € [-7r 7] tal que JU) < z; < JUi+) para toda i = 1,...k ~ 1. Definimos
k=1

T(z) = Hsen( ), dado que k < 2n + 2 entonces k — 1 <2 Sik=2s3+1
=1

eutoncea k~1= 2.9 < 2n (2), de donde podemos formar s pares de la forma

sen(£78)sen( £52) € 7, por lo que de (3) se tiene que T € T, C 7,

Sl k = 25 tenemos que 2s < 2n + 1 de donde 25 ~1 < 2n y 25 < 2n, pero
aqui hay un problema ya que T(z) tendria un niimero impar de factores de la forma
sen(#G-£) y nosotros necesitamos un mimero pm' pua poder garantizar que T' € 7,

para lo cudl consideramos a T(r) = sen(2%7%) n sen(

i=1
factores y sabemos que k =2s < 2nporloque T €T, y adem‘s sen(u—-'-) >0en
T € [~mm)

) de donde T tiene k

De este modo en ambos casos cuando k es par o impar T' € 7,,. As{ mismo T
se anula sélo en los puntos z; y como cada z; esta entre los intervalos Iy,..., 1w
entonces T(z) debe tener signo constante en cada intervalo. Cousideramos uT(z)
con u = +1 para que uT(z) coincida en signo con €(z) sobre los intervalos I, ..., Is.

Sean J = [a,)]\ [\ ..\ I, y E. = |[ea]],, cémo el maximo de & €n sdlo se
alcanza en Iy,...,I, entonces E!, < E,, seac € Rtal que 0 < c < mﬁﬁ%—;
(3), y consideremos T, = T2 + cuT € T,. Sl T € J entonces por (1) y (3):
l1En = cuTlls < fElls + clluTlly < Bl + 275 < Eu < B (2).

Sizeljparaalgunaj=1,...,my uT(.t) > 0 entonces por (1) y (3) se tiene
que:

0 < eul(z) < ;“%.T"'—[E‘—-uT(a: < E—'%EL < €n(r) por lo tanto tenemos que
[Eu(z) = cuT(z)| = E4(z) ~ cT(z) < E, —crxéilnuT(z) < E,, para el caso en
€l

que uT(ir) < 0 procedenos de la siguiente manera: ﬁﬁ% —1 por (1) y (3)
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cuT(z) > 2”,‘;"[!"‘ ) ul(r) 2 E 2 - E;“ > €n(z), de donde:

[€n(z) = cuT(z)| = euT(s) - E,.(r) < E, + cu}enlx uT(r) < E. ya que uT(r} < 0.
el

Por lo anterior ||f - T,|| < E}, lo cual no es posible.

Para el reciproco, sea =7 < 1y < ) < ... < &34 < 7 un (20 4 2)-conjunto
alternante para f~ T y E = ||f - T;|| entonees E.(f) € E. Supougamos que
E‘,,( f) < E, por (II1.8) sea T,, un mej:)r aproximador trigonométrico de grado < n
para f, por lo que ||f ~ Ty [|j—x,n) = Eu(f) < E (4).

Por otro lado Ti(z) — T(z:) = Ti(zi) ~ flai) — (Talei) — f(zi)) haciendo
t; = Ta(zi) — f(x;) de (4) se tiene que || < E pero Tp(x;) — T(x;) = :i:E —t
alternando de signo (2n+2) veces por lo que Tt — T € T, tiene (2n+1) raices por
(V.5) se tiene que Ty = T

Q.E.D.

(V.13) Teorema. Dada f € PC([0,2r]) el mejor aproximador uniforie
T} €T, es uaico.

Demostracién,
Sean T} y T,, dos mejores aproximadores de grado< n para f entonces E,.( fl=
= |If=Tull = |f ~T2]| por (I11.16) tenemos que }(T,+T}; ) es un mejor aproximador
de grado < n para f, de domie por (V.12) se sigue que existen y,...,Z2,43 (2n+2)
puntos en [, #] tales que En(f) = |f(zi) — }(Tu(zi) + Ty(z:))| para toda
i=1,...,2n+2 Por lo que se tiene que:

Ea(f) = 1§ (@) = Taei)) + § (i) = Tulwi))| < $1f(ai) = TaCel+
+%If($|) - Tn(zi)l < %En(f) + %En(f) = n(f)
de donde se tiene que en las dos desigualdades anteriores necesariamente hay igual-
dad. Asf pues:

() f(zi) = To(e)l = | f(2i) = Tu(zi)| = i’j,,(f) paratodai=1,....2n 42
(il) sign{[f(x;) — Ta(z)] = sign[f(xi) ~ Tu(zi)) para toda i =1,...,2n 42

por lo que T3 (z;) = T(x;) para toda i = 1,...,2n + 2, por (V.5) se tiene que
T =T.
Q.E.D.

(V.14) Corolario. Sea f € PC([0,2x]). Si f tiene un conjunto alternante de
(2n+2) puntos entonces T, =0 y Ey(f) =||f|| para toda k= 0,...,n

Para terminar con este capitulo probaremos un resultado andlogo al del Teo-

rema (IV.7)(iv)
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(V.15) Lema, SeaT € T, tal que [ITlljo.2x) = 1. Si existen 2u puntos distintos
0 < ... < Oy, en [0,2) tales que [T(6;)| = 1 entonces T(#) = cos(nf + «) para
alguna o € R.

n
Demostracién. Sen T € T,, entonces T(6) = ayp + Z ay, cos(k6) + Pisen(k0)
k=1
con af + f; > 0 de donde al examinar al término de grado mayor T'(6) =

n
= Z ~kagsen(kd) + kfBxsen(kd), por hipdtesis [T(8;)| = 1 para todai=1,...,2n
k=1
y 1 =T%8) = 0 por lo que (T'(8))* = ¢(1 - T*(6)) de donde tenemos que:
(—nay, cos(nf) + nfysen(nd))? = c(ay, cos(nb) + fysen(nd))? por lo tanto ¢ = n?
tenemos (7"(8))* = n?(1 — T*(8)) entonces % = n? integrando se tiene que

—arccos(T'(8)) = nb + a'y entonces se tiene que T(8) = cos(né + a).
Q.E.D.



CAPITULO VI

TEOREMAS DE JACKSON

En este capitulo nos dedicaremos a estudiar la rapidez con la cudl los aproxi-
madores considerados en los capitulos anteriores tienden a las funciones que apro-
ximan, Introduciremos algunos conceptos.

§1. Médulo de Continuidad

(VL1) Definicién. Sea T un intervaloy f:7 — IR. El mddulo de continuidad
de f en T evaluado en § > 0, denotado por w(f,Z,6) es igual a:

w(f,Z,8) =sup{|f(z) ~ f(y)| | |z —y| < 6,2,y € T}.
Convenimos en definir w(f,Z,0) = 0.

(V1.3) Observaciones.

(i) Observemos que el mddulo de continuidad depende de la funcién f, de 6 y del
intervalo.

(ii) Utilizaremos w(6) para denotar a w(f,Z,6) si f e T son conocidos.

(VL.3) Ejemplos.

(i) f es constante si y solo si w(8) = 0.

(ii) Sea f(z) = z entonces w(f,6) = §.

(iii) Sea f(z) = 4 en (0,1), entonces w(f) = +oo.

(iv) Sea f(z) = sen(L) en (0, 1), entonces w(6) = 2.
A continuacién calcularemos algunos médulos de continuidad para algunas fun-

ciones:

(v) Sea f € C¥{[a, b)) tal que f' > 0y es creciente, entonces f es creciente. Ademds
f" >0, es decir, f es convexs en [u,b]. Sean s,t € [a,b] teles que |s —¢| < 6 si
6 > b — a entonces w(é) = f(b) — f(u), por lo que supondremos que § < b — a.
Caso 1. Sean t < s, t,s € [b— 6,b] entonces como f es una funcién creciente

f(s) = f(t) < f(b) - f(b~ 6) de donde |f(s) - f(t)| < £(b) - f(b- 6).
Caso 2. Sean t < 3, 1,5 € [a,b — 6] por TVM-D existe ¢ € {t, s) tal que
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(s) f@) = fiie)(s =t) £ fi(e)d < f’( )6 donde por e} TVM-D se tiene que
fi(c") = f(b) - (b §) para alguna c' € (b— 6,b) y f' es creciente, por lo que
|f(s) = f(£)] = f(s) = f(t) < f(b) = f(b~6).
Caso 3, Sean t € [a,b—8]y s €[b- 6, b] entonces:
f(b—6) = f(t) = f'(c)(b~ 8 =) < f(e)(b - 5) < F'(c')(b— 3) = f(b) — f(s) para
alguna ¢’ € (s,b), por lo que | f(s) — f(t)| £ f(b)— f(b~6). En conclusién tenemos
que si § € (0,b — a) entonces w(8) = f(b) — f(b~8).

De manera andloga se puede probar que:
(vi) Sea f € C?([a, b)) tal que f' > 0y decreciente entonces w(6) = f(a+6)— f(a).
(vii) Sea f € C*([a,b)) tal que f' < 0y decreciente entonces w(8) = f(b— &)~ f(b).
(viii) Sea f € C?([a,b]) tal que f' < 0y creciente entonces w(8) = f(a) - f(a + &}

Ahora veremos algunas propiedades sobre el médulo de continuidad que nos
serdn dtiles.

(VI.4) Teorema. Sean I = [a,b] C R un intervalo y f:7 — R una funcidn
entonces dadas §y,8; > 0 tenemos que:

(i) w(ér) 20.
(ii) Si 8y < & entonces w(dy) < w(4;).

(iii) w(by + &) < w(by) + w(éy).

(iv) w(né) < nw{é)n e N.

(v) w(A8) < (A +1)w(6) (A e RY).

(vi) f:T — R es uniformemente continua si y sdlo si w(8) — 0 cuando & — 0,

(vii) Si -"ifl — 0 cuando § — 0% entonces f = ¢, con ¢ una constante.
Demostracién.

(i) Es claro a partir de la definicion.

(ii) A partir de la definicién de w(6) y del hecho de que |s —¢| < & < &, se tiene
el resultado.

(iii) Sean s,t € T tales que |s ~ ¢| < 6, + 63. Si|s —¢| < & entonces por (i)
1f(s) = f(t)] < w(by) < w(by) + w(63) de donde w(8y + &) < w(6y) + w(éy).
Ahora supongamos que §; < s—¢ < §; +6; entonces §; +¢ < 3y s—(t+8) < 6§,
de donde se tiene que [f(s) — F(8)] < f(s) - f(t + 60)| + |f(t+ ) = S €

Sf(8) = f(t+ &) +w(d) < w(é) +w(b).

(iv) La prueba se sigue por induccién,

(v) Sea A > 0 hallamos n € INU {0} tal que n < A < n + 1 entonces

w(A8) S w((n + 1)6) (n + Dw(8) < (A +1)w(é).
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(vi) Supongamos que w(8) — 0, § — 0% entonces dada ¢ > 0 existe y(e) = n tal

que si & > 0,8 < 1) tenemos que w(f,8) < €, proponemos 6(¢) = 1 entonces si
|s —t| < &, s,t € T tenemos que |f(s) — f(t)] < w(f,8) < ¢ porlo que f es
uniformemente continua en I.

Ahora si f es uniformemente continua en I dada e > 0 existe 6°(¢) > 0 tal que
para toda s,¢ € T tales que |s — t| < & entonces | f(s) - f(t)| < &. Sea 5y = 8" por
lo que si § < 5 tenemos que |f(s) — f(t)| < € para toda s,t € T con [s — ¢ < de
donde w(é) < € y asi tenemos que w(é) — 0.

(vit) Sea t € [¢,b), t # a,b elegimos 0 < § < b —1, entonces se ticne que

|f(t + 8) = (t)] < w(6) de donde |L2H=L0| < 2B por lo que |f'(1)] =0y
asi f=ec

Q.E.D.

Ahora veremos con que rapidez se aproximan los polinomios de Bernstein a
una funcién acotada f:{0,1] - R.

(VI1.5) Teorema. Sea f:(0,1] — R acotada entonces || f — B(f)|| < %w(:};).

Demostracidn. Tenemos que:

ICRLCTRY —f(s)](';)z*u-z)"-* <
<o (3) 0
£
Por otro lado tenemos por (VI.4)(v) que w(jz — £)) = w(v/alz - £|J=) <
<+ vale-E)u (L)
por lo que:
1£(2) - Bu(f) z)|<§<1+\/ﬁz—-—)w(\/_ (1) -t =

’: ( ',:) k(1 - m)""‘] (1).

L -
T

=u() [1+\/EZ
k=0

Por la desigualdad de Cauchy, (CBS), tenemos que:

f: o=k (';c)x"(l—-x)"“‘ -

n
k=0
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B0 ) ()= 5
<{Eh-4 ()0

n
Pero por (1.15) Parte 1 se tiene que Z(k —nz)? ( 1;) 1-z)"* < % de donde
k=0
se sigue que:

E“: (z - -:-:-)2 ( 1) (1~ z)" k< 21;

k=0

De (1) se obtiene que |f(z) — Bu(f)(z)] < %w(;’g)
Q.E.D.

(VL8) Observaciones.
(i) Si f € C([0,1]), por (VI.4)(vi) tenemos que w(;};) — 0 cuando n — oo por lo
que obtenemos una prueba mas para el Teorema polinomial de Weierstrass.

(ii) Si f € Lipp(a), @ € (0,1) tenemos que ||f ~ Ba(f)|| < § M.
Probaremos algunas otras propiedades del médulo de continuidad:

{VLT) Teorema.

(i) Si f € Lipy(a), a € (0,1]. Entonces w(§) < Mé® en particular se tiene que -
si: |f'(z)l £ M en [a,b)] entonces w(f,(a,b],8) < MS.

(ii) Sea f:{0,a] — R una funcién tal que:
(a) f(z) < f(y) siz <y, 2,y € [0,a]
(b) fz +3) < (@) + f(w)-
(c) f(0) =0
entonces f(z) = w(f,z) en [0,a).
(iii) Si [¢,d] C [a, 8] entonces w(f, [¢c, d], ) < w(f, [a,d), 6).
(iv) Si f es una funcidn par en [~a, a] entonces w(f,[—a,a),) = w(f,(0,d),8).
(v) Siz=cosd, z €[-1,1] y g(8) = f(cosb) entonces
w(g; [~m,7],8) = w(g; [0,7],8) < w(f,[~1,1],6).
(vi) Si f tiene periodo T entonces w(f,[a,a + T, 6) es independiente de a.
(vii) Sig(x) = f(Az + B), A> 0 con z € [c,d] entonces
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w(g, [e,d], 8) = w(f,[Ac+ B, Ad + B), A8).
Demostracioén.
(i) Es claro a partir de la definicién.
(ii) Debemos probar que f(6) = sup {|f(z)~-f(y)| | £,y € [0,a]} para é € [0,q].

r-y|<
Si hacemos r =0 y y = § entonces por hipotesis

f(&) = f(y) - f(=z)l < sup l{I)'(Jf) = fW)l ||z~ yl < 8}
,y€[0,a
Ahora supongamos que z,y € [0,a] son tales que z < y y |t ~ y| < 6, es decir,
T < y < z + 6 entonces por hipotesis f(z) < f(y) y fly) € f(y —z) + f(z) por lo
que 0 < f(y) - f(z) < f(y—z) < f(8) de donde |f(y) - f(z)] < f(6) con |c—y| < 6
por lo que se tiene la otra desigualdad.
(iii) Del hecho de que si z,y € [¢,d] tales que |z — y| < § implica que =,y € [a,8] ¥
|z ~ yl < & se sigue que w(f,[c,d], 6) < w(f,[a,b],6).
(iv) Por el inciso anterior tenemos que w(f,[0,a),6) < w(f,[~a, a], ). Para la otra
desigualdad analizaremos diversos casos:
Caso 1. Si s,t € [0,a], s < t entonces |f(s) — f(2)] < w(f,[0,a],4) con
s~ <6.
Cas0 3. Sis<t,3<0yt>0,s,t€[~a,a],|s—t < 6 entonces [f(s)—f(t)| =
= {f(-9) — f(t)] S w(f,[0,a],6) ya que | -3 —t| S js - ¢| < 6.
Caso 3. Sis,t € {~a,0), |s ~t| < 6 entonces | f(s) ~ f(t)] = |f(—s) —~ f(~t)| €
< w(f,[0,4a},6) ya que —~s,~¢ € [0, a] por lo que se cumple que
w(fv [_a) 41‘6) < w(fi [0’ a]16)'
(v) Por el inciso anterior tenemos la primer igualdad, para la desigualdad procede-
mos como sigue: w(g,[0,7],6) = supl {If(cos8,) — f(cos;)|} si hacemos
10, - 83)<8

zy = cosfy y 23 = cosby, |z; ~ 2q| < IO.—— ;] < 6 por el TVM-D, por lo que
w(g, [0,7),6) < w(f,{-1,1],8).
(vi) Es clara despiies de observar que para cualesquiera dos intervalos de longitud T'

hay una isometria entre ellos y que la funcién f preserva los valores en puntos
correspondientes.

(vii) Sean 3,t € [c,d], |s — ¢| < 6§ entonces |g(s) — g(t)| = |f(As + B) — f(At + B)|,
pero tenemos que As+B, At+ B € [Ac+B,Ad+B)y |As+B~(At+B)| < A6
por lo que w(g; [e, d], 6) < w(f;[Ac + B, Ad + B), Af).

Para la otra desigualdad procedemos asf: sean s,t € [Ac+B,Ad+B), |s—t| £
< A6 entonces |f(s) - f(t)] = |9(458) - 9(52)| < w(g;[c,d],8) ya que del hecho
que 8i t € {Ac+ B, Ad + B) tenemos que ‘—j‘—”-,!—‘x’-’- €led]y |~'ﬁﬂ - %ﬂl < §, por
lo tanto se cumple la otra desigualdad.

Q.ED.
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(VI.8) Observaciones.

(i) Elinciso (ii) de (VL7) es vélido también en cualquier intervalo [b, ¢] simplemente
definiendo a ©(z) = w(z +b) con z € [0,¢ -] y con ayuda de (VL.7)(vii).

(ii) Una funcidn f(z) definida en [0,a] es mddulo de continuidad de una funcién
en [0,q] si y sdlo si f(z) satisface las condiciones de (VI.7)(ii).



§2. Teoremas Polinomiales de Jackson

Los Teoremas polinemiales de Jackson nos dan una respuesta sobre la conducta
que tiene el error E,(f) cuando n — oo, para establecerlos necesitaremos algunos
temas introductorios.

Dada g € PC(|~w,#]) le asocismos un polinemio ¢, € T, dado por t,(g)(f) =

n

=3+ Z ay cos(k6) + b, sen(kO)) donde los coeficientes estan definidos por:
k=1

a = {-['g(t) cos(kt)dt con k=0,...,ny b = -};/ g(t)sen(kt)dt con

-n
k=1,...,n los cudles son llamados los coeficientes de Fourier cldsicos de la
funcion g. Para nuestro propdsito introduciremos una generalizacion dada por la
siguiente;

(VL.9) Definicién. Ses f € PC((0,2r]) definimos:

(fiz)= -— + Z ra,n(ax cos(kz) + bysen(kz))

k=1

donde ag,ax, by, k = 1,...,n son los coeficientes de Fourier de la funcion f y
ma€ERparak=1...,n

(VL.10) Lema. Sea f € PC([—n,#]) entonces

gn(fi2) = % _' f(z + U (t)dt

n
donde U,(t) =1 + Z r,n cos(kt).
k=1
Demostracién. Por definicién de ¢,(f; ) y de los coeficientes de Fourier y
recordando que cos(A — B) = cos(A) cos( B) + sen(A)sen(B) tenemos que:

an(fiz) = ;‘;/” f(t){% +Zr‘,,,.cos(k(t-z))}dt =
k=1
/ JOUL(t - z)dt.

haciendo el cambio de variable y = ¢ — z tenemos que:




Teoremas de Jackson 73

wlfia) =% [ fa+ o)y

-r-z

Por otro lado f y U, son funciones de periodo 27 entonces

7 pesntotr=1 [ fe+ Uiy (1)

-z

-~ T

por lo que ¢,(f;z) = -‘;/ f(:c+y)U,.(y)dy+;lr- ' f(z+y)Un(y)dy, por (1)

hak Bt 1 -
n

tenemos que g,(f;z) = -};/ f(z + y)Un(y)dy.
- QE.D.

Los siguientes lemas nos ayudaran a rpobar el resultado (V1.13).

(VI.11) Lema. 2|z| < |senz| si |2] < §.

Demostracién. Sea z € (0,%] y consideremos a la funcién f(z) = senz
entonces f"(z) < 0 en [0, §], de donde f es concava, por lo que f(z) = senz > §z
en [0, %), ahora si z € [~ £,0] entonces —z € [0, §] por lo que sen(—z) > =%, es
decir, —senz > 2z por lo tanto se cumple la desigualdad del lema.

Q.E.D.

(VI.12) Lema. Sea z € [0,00) entonces senz < z.

Demostracién. Consideremos a la funcién h(z) = z — senz y apliquemos el
TVM-D.
QUEIDC

(VI.13) Teorema. P.P. Korovkin.

Sean ryy,...,7nn € R tales que Un(t) > 0 en [—x, 7], con Un(t) como en (VL10).
Entonces para cualquier m > 0:

1 s
I = aolhor S w1+ T =],
con ¢, como en (VI10),
Demostracidén.
4
De la definicién de Uy (t), (VI.10), es facil verificar que 2 | Uyn(t)dt =1, por

lo que tenemos:

|f(2) = qu(f;2)| =

H 1) - s + oy

<t [ wehuntiar 1)
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Por otro lade se tiene que: |f(z) — f(z + f)[ < w(f,[~7+ 7+ 2], |t]) ya que
t € [~m, 7], por (VL.7)(vi) se tlene que |f(x) flz + &) £ w(f,[-7, 7], 1)

Ademds por (VI.4)(v) se tiene que w( |t| = w(mlt|h) < (14 mlthhe(L). asi
tenemos que | f(z) — f(z + t)| < (1 +mje|)w( regrcsando a (l) obtenemos:

) -mifiol w18 [ |t|un<t)dt] ).

Ahora acotaremos la dltima integral, Por la desigualdad CBS tenemos:
|t|U,, )it = - / 11 [Un ()]} Ua (o)) dt < [ G2 dt] (3).

Por (VI.11), como || < = eritonces (1) < Lsen (1) = 17%(1 - cost) de aqui
se sigue que #? < -—-(l cost), de (3) se tiene:

x vr ]
1 /_ CACTE [% /_ AT —-oost)dt]
pero /' cos(kt) cos(nt)dt =0sik #n, k,ne Ly /" cos?(kt)dt = , de donde:
" 4
[5- / Un(t)(1 — cos t)dt] = :5;(1 - r.l,.)Q. lo cudl al sustituirlo en (3) nos da el

resultado.
Q.E.D.

El Teorema anterior presupone la existencia de nimeros ryq,...,ran € R
tales que U, (t) 2 0. Una forma de producir polinomios trigonométricos pares no
negativos esta contenida en la siguiente:

n

(V1.14) Discusidn,
Z c‘elﬂ

Sabemos qut
n .
(Zc.e ) (Z cke"“)
k=0 k=0 k=0

para cada ¢, € R k=0,...,n. Asi tenemos que:

icz + (2 "z-: c,,cH,) cos(d

k=

n-3
+ (2 Z c.ck“) co8(28) + ... + 2cocp cos(nd) (1).

k=0

0<

n

3" e

k=0

Si deseamos que (1) sea una Uy (t) como en (VI.10), debemos tener:
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= % para lo cudl elegimos a ¢x = csen (—L ) para cada k =0,...,n donde
k=0
n A\ CH oo
. k+1 1
2 =2 H— 2), it u ¢} = = por lo que
¢ (kz_;)scn (n+27r)) (2), y asi enemosqekgo,‘ 5 P q

obtenemos que Uy(t) > 0.

Para aplicar el teorema (V1.13) encontraremos una expresién mas simple para:

et (o (29) (= (3)

observemos que:

3 (o (550)) (s () - B () (= (55)

ya que sdlo agregamos un cero & la ltima suma. Mientras que por otro lado
tenemos:

5 (= (339) () - £ = () (= (59)

por un simple corrimiento de indices y agregar un cero al principio, por lo anterior
se tiene que:

() (=)
=13 fun (ge) +rm (A o () 0

Aqui necesitamos recordar que: send cos B = 1{sen(A + B) + sen(A - B)}, pars
nuestro caso particular A + B = -L-r yA-B= f‘-ﬂﬂ, de donde A = iid
B = ~-2. Por lo tanto de (3) se tlene que:

5 (o (i70) (= (3) -
=°°8(#’) ("—'t— ) (n+2)

Por lo tanto ry , = cos ("“) or (VI.12) y la identidad sen®(8) = (1 - cos(26)),

se sigue que: (1—-1'1,,.)§ = (l — cos ("“)) = v/2sen (m) < 7845 de donde
se tiene que: 1+ %(1 - rl’,.)i <1+ m <6
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De (VI.13) concluimos que |g(x) - g, (g; z)] < 6w (). Por (IIL.8) sabemos que
existe T* € T tal que Ey(f) = ||f - T2l por lo que I\cmos probado el siguiente:

(VI.15) Teorema de Jackson Trigonométrico, Sea f € PC([-n,n]) en-
tonces ||f — Tp|| < 6w(L).

Ahora supongamos que f € PC([-1,1]), entonces definimos g € C({0, 7]) por
g(t) = f(cost) la extendemos, a {—, 7] poniendo g(—t) = g(t) si t € [-m,0) y asi
obtenemos una funcidn par, continua y de periodo 2r, por lo que si ¢;, es el mejor
aproximador trigonométrico de grado<n de g, entonces g;, es par también (ver
(1V.9)). Asi pues qp(t) = % + ay cos(t) + ... + a, cos(nt). Dado que cos(nt) es un
palinomio en cos(t) de grado <n, tenemos que g5(t) = do+d cos*(¢)+. . .-+d, cos"(t)
haciendo z = cos(t) se tiene que pi(z) =do +dyz +... + dyz" € Py,

Por (VL.7)(v) y (VL.15) hemos probado el siguiente:

(VL.16) Teorema de Jackson Polinomial. Sea f € C([—1,1]) entonces
En(f,{-1,1]) < 6u(3).

(VL.17) Corolario. Sea f € C([a, b)) entonces En(f, [a,b]) < 6uw(452).

Demostracién. Sea £:[—1,1] — [a,b] definida por (z) = &52(z ~ 1) +b
consideramos g(z) = (f o £)(z), por (VI.16) tenemos En(g,[-1, IT) < 6uw(d)

como £ es una biyeccion entonces En(f,[a,8]) < 6w(L) y por (VL7)(vii) tenemos
En(fi[arb]) < 6w(!’-‘) QED

(VI.18) Corolario. Si f € Lip,(a) en el intervalo [a, b] entonces tenemos que:
Eu(f,[-1,1]) S 6k (152)°.
" Demostracidn. El resultado se sigue de (VL.7)(1).

Q.E.D.
(VL.19) Corolario. Si |f'(z)| < M para toda z € [a, b] entonces:
Eu(f,la, b)) s 3M452L,
Demostracién. El resultado se sigue de (VI.7)(i).
QED.

(VL.20) Corolario. Si f' € C([a,b]), entonces se tiene que:
En(f;10,8]) < (b= a)En-y(f';[a,b)).

Demostracién, Sea En_y(f';(a,8]) = ||f' = p}—1]l, consideremos py(z) =

/zp,‘,_,(t)dt por (1IL13)(iii) tenemos que E,(f;[a, b)) = En(f — pu;la, b)) pero
0
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P(2) = Py () por 1o que |f = | = | = piy] S Baa(f7) = M, por (VL19) se
sigue el resultado.

Q.E.D.

(VL.21) Corolario.Sea f € C*¥)([a,b]) entonces si n > k se tiene que
En(f,[a,8)) < Hws (an__-gﬁ)' donde wy es el médulo de continuidad de f¥ y
c= 23K+ (b~ a)kek(1 4+ k).

Demostracién.

Por (V1.20) tenemos que En_;(f4)) < 3(b ~ a)En—j- (fUV)(n — §)~' (1),
entonces multiplicando obtenemos:

Eo(f)En-1(f") -+ En-ar (f*Y) <
<36~ a))* [n(n = 1)+ (n =k + 1)) Eacs(f)En-a(f") -+ Ea-a( f®) (3).

Si En-;(f")) = 0 para alguna j entonces de (1) E.(f) = 0y el resultado es

trivial. Por lo que supondremos lo contrario. De (3) se sigue:

Eo(f) < {3(b - a)}*[n(n — 1)+-- (n — &k + 1)) 7" Ena(f™), por (VL.17) tene-
mos que:

E\(f) <
6(3(b - @)} [n(n = 1) (n~k+ 1] wi (5£545) (3).
Por otro lado se tiene que:
a1 "
fa(n— 1)+ (n=k+1)] = ¥ In(n - §) > /_kln(t)dl

=0
pero es fécil verificar que;

n n,"
/n_k In(t)dt =In (—-—-—-——-(" - h)"'*) ~k
Por lo que aplicando la exponencial en ambos lados de la de.ﬂgualdad anterior
n—
obtenemos que: n(n —1)+-(n —k+1) > nte~* (l + TEEU) .
Por la desigualdad de Bernoulli tenemos que: n(n—1)---(n—k+1) > n¥e~41+k)
tomando recfprocos se tiene: [n(n — 1)+ (n =k +1)]" < n—*eb(1 4 k)~?, por lo
tanto de (3) se sigue el resultado.
QE.D.



CAPITULO VII

TEOREMAS TRIGONOMETRICOS DE JACKSON

En este capitulo estudiaremos lo desarrollado en el anterior pero ahora para
polinomios trigonométricos,

§1. Introduccién

(VIL1) Definicién. Sea f € PC([0,2#]) entonces la serie de Fourier de f
es la serie: dag + Ea. cos(kz) + bysen(kz) donde ay y by son los coeficientes de

k=1
Fourier de la funcion f. Paraindicar la relacion de la serie de Fourier con la funcién,
o0

se denotard: f(z) ~ a0+ Z ay cos(kz) + bysen(kz).
k=1
La notacién anterior no significa que la serie de Fourier converja a f(z) en
algin punto especifico. Para mostrar este fenémeno veremos el siguiente;

(VI1.3) Ejemplo. Sea f:[—n,7] — R definida por:

f2) = { -1 siz €(-n,0)

1sizc=-mze(0n]

sen( z)

es fécil ver que la serie de Fourier de f es 4 E y es claro que no converge

a f(z) en z = 0, %7, aunque si lo hace en los demns puntos del intervalo.

Denotaremos por Sp(f)(z) la n-ésima suma parcial de la serie de Fourier de
f. Encontraremos una expresion cerrada para S(f).

(VIL3) Lema, Sea f € PC([—n, 7)) entonces Sq(f) estd dada por:

S(@ =1 [ sk oDy
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S
donde D,(t) es el n-ésimo micleo de Dirichlet definido por.‘,:,,/" w2
Du(t) =5+ cos(kt). s
k= Ly

Demostracién. Por definicién de S,(f),ax y b tenemos que:

L4
Sa(f)z) = -21;/ f(t)Dq(z — t)dt haciendo el cambio de variable y = z — ¢ ob-

1244

tenemos S,(f)(z) = -,l;/ f(z = y)Dn(y)dy, como f y Dy, € PC([~r,7]) se
sigue: o

n
5@ =4 [ flz =)Dl

I

Por otro lado si hacemos el cambio de variable ¢ = z + s y observando que a

partir de la definicién de D,, tenemos que D,, es par, obtenemos que

hdd
Safe) =4 [ fe + Du(a).
Q.ED.

Enunciaremos algunas propiedades del nicleo de Dirichlet.

(VIL4) Lema. Sea D,(t) el n-ésimo nticleo de Dirichlet entonces:

(i)
Dn(¢)={-':-.'-‘;£f';’.¥’ o<isr

n+i t=0

(ii) Du(t) = E ', (forma complejs)

j==n
(iii) Dy E T, €s par y continua,
(iv) 1 D..(t)dt- = / Dy(t)dt = 1.
-
Demostracién.

0] Mulhphcando D,(t) por sen(4) y usando la siguiente identidad trigonométrica
senz cosy = {sen(z +y) — sen(z v)}, obtenemos la expresién buscada.

(ii) Recordemos que e** = cos(kt) + isen(kt) por lo que cos(kt) = §{e** + =M}
paratodak=1,...,n

(iii) Se sigue a partir de la definicion de Dy(t).
L4
(iv) Observemos que / cos(kt) =0si k=1,...,n, por otro lado 1 -dt =1

- -x?
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n
y asi tenemos que % D, (t)dt = 1.
- Q.E.D.

A pesar de que S,(f) € 7, el ejemplo (VIL2) muestra que S,(f) no es una
eleccién adecuada para aproximar uniformente a f € PC([-m,7]). Para este fin
consideramos las medias aritméticas de Sp(f):

”n(f) {SO .t)+ +Su—l(f)( )}

n

=32E+Z

: (ax cos(kz) + bisen(kz)) (sumas de Fejer) (1).

k=1
Por (VIL3) y (Vll 4)(i) obtenemos que'
o= [ fexokawa=1 [ e pyea) o dsenln o gty o)

2nsent

aKn(t)=1 {Do(t) 4.t Dacy(t)) es llamado el Nicleo de Fejer de n-ésimo
orden.

Pero si K(t) = senf +sen(3t) + ... + sen(n — 1)t entonces

sen($)K(t) = 4(1 ~ cos(nt)) = sen?(%t), utilizando la siguiente identidad
senasenf = §{cos(a — ) — cos(a + #)}, por lo que:

K@= sen'( 9 de (3) se sigue: K, (t) = TLER%' it # 0y si ¢t =0 tenemos que,

n—l n—l

Ka0) = 1 Z Dy(0) = — }:(k + -) por (VIL4)(i), de donde Ko(0) = $. Por

otro lado debxdo a las propledades que cumple Dy(2) (ver (VI1.4)), obtenemos el
siguiente:

(VIL5) Teorema, Sea K,(t) el n-ésimo micleo de Fejer entonces;

1 [sen(2)\?
Kn(t) = { s (sen(-}t)) o<t
3

t=0

(i)

(ii) Kn € Ty es par, K4(t) 2 0 y continua.
n ®
i) & [ Kn()dt= ;2- / Kat)dt =1
- 0

n—1

(iv) K,(t) = Z (1 - M) e, (forma compleja)
J==n+1 "
Demostracién,

(i) Es la discusién previa al teorcina.
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(ii) Ky 2 0 es clara del inciso anterior y el resto del inciso es claro a partir de la
propiedad de Dy (t) ((VIL4)(iii)).
(iii) Es obvio de (VIL4)(iv).

n-1

(iv) Dado que K, (¢) = Z Di(t) y Di(t) = Z et = Zem ¥ Z =ijt tene-

k=0 J=-k §=0 Jj=1
mos que:
n~1] & . k »
!) = % Zeul + Ze—ul =
k=0 | j=0 j=1
n—1 o n—-1 .
=44Y (n=i)e¥ + Y (n=j)eii =
=0 =1
n-1 . L n-~1 ljl "
=4} % omlipe e B (1-H)en
je=ntl ) ju—ntt

Q.E.D.
Ahora probaremos el siguiente célebre resultado:

(VILG) Teorema (Fejor) (1804). Sea f € PC(|—x, #]) entonces Ia sucesidn
de sus promedios de Fejer {o4(f)} converge uniformemente a f.

Demostracién.
Tenemos que: o, € T,. Sustituyendo los coeficientes de Fourier se sigue que:
an(f)z) = 1/ f(t){ + }: n_k cos(k(t ~ z))} dz =

_' f(v+z){-%+E”;kun(ky)}dy,debidonlcnmbiodevuinblc

y =t —z. Haciendo Un(t) = } + ): = cos(kt), tenemos que Un(t) > 0 ya que
Un(t) = Ka(t) > 0 de donde por (VI 13)

1£(2) ~ on(£)e)) S (k) [1+ B2 - ro, )] conm € RY y 10 = 221 por
lo que si m = \/n se tiene que:

[f(z) = en(f)(2)] w(-\};) [1 + ;}2-] Como f es uniformemente continua
entonces w(é) — 0 cuando § — 0 por lo que ||f ~ ap|l{—n,x — 0.

Q.ED.
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(VIL7) Observacidn.

El teorema anterior da otra demostracion al Teorema Trigonométrico de Weicr-
strass, en la que los polinomios trigonométricos aproximadores se dun ezplicitemen-
te.

Daremos otra prueba al Teoremna polinomial de Weierstrass, usando el Teorema
trigonomeétrico, con lo cudl concluimnos con la equivalencia entre los dos resultados.
Sin pérdida de generalidad nos restringimos a [0,7).

(VIL.8) Teorema polinomial de Weierstrass (1883) Sea f € C{([0,7]))
entonces dada ¢ > 0 existe p € P tal que ||f — plljo,n < €.

Demostracién, Extendemos f a una funcién par en [~m,7] de tal manera
que f € PC([—, 7)) entonces por el Teorema Trigonométrico de Weierstrass, dada
€ > 0 existe T € T tal que {|f — Ty, < § Como T es una funcién analitica
en R, su serie de potencias converge uniformemente en subconjuntos compactos de
R, en pasticular en {~7,#].

Por lo tanto existe un polinomio p € P tal que ||T ~ pi|(-r. < §. Por lo que se

sigue que ||f — plii—x ) < €, 85 se tiene que ||f = pllo.m <&
Q'E.D.



§2. Niicleo de Jackson

Estudiaremos con que rapidez tienden los polinomos trigonométricos a una
funcion f € PC([0,2x]), para lo cual introduciremos el niicleo de Jackson.

Primero motivaremos su definicién. Observemos que en cierto sentido el micleo
de Fejer es esencialmente el cuadrado del niicleo de Dirichlet. Los tinicos dos cambios
son:

(i) % por n + } para que K,(t) sea un polinomio trigonométrico de grado n.
n
(ii) 7 por 4 para que L | Kn(t)dt =1.
-

La idea de Jackson es tomar €l cuadrado del nicleo de Fejer con las mismas
modificaciones para lo cudl consideramos:

sen (41)

sen (§)
Dado que K|, € 7, entonces K3 € T3, por lo que vamos a sustituir a n por [?] +1
para que:

4

(%)‘m

Sea cn € RY tal que:

o= (=L)

L
cumpla con Jn(z)dz =1, n 2 1, esto nos lleva a la siguiente:
~%

(VIL9) Definicidn. El n-ésimo ndcleo de Jackson Ju(z) se define por:

-3 (=)

1.4
aJy(f)(z) = F(t)Ju(z — t)dt se le conoce como el operador de Jackson y ¢,
— .

es una constante tal que [ Ju(z)dz=1.
-t
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(VIL.10) Teorema.
Sea J,,(z) el n-ésimo micleo de Jackson entonces:

(i) Julr) 20 en[~m 7]y es par.
(ii) / Jn(e)dz =2 / In(x)de =1,
- 0

(iii) cu = 3Em(2m? +1) con m = {4 + 1 para toda n > 2.
4

(iv) Ju(0) = &
Demostracién.
(i) y (ii) se siguen de la definicion.

4
F
(En—@-l)-) dz conm = [12'-] + 1. Por

sen (%)
la definicion del nicleo de Fejer sabenios que si 0 < |z] < 7 entonces:

()~

m~1
=2Y" Dj(a)

i=0

=m+2([(m— 1) cos(z) + (m — 2) cos(2z) + - -+ + cos(m — 1)z] (1).
Si z = 0 por un lado tenemos Ji(0) = § de donde 2mJp(0) = m? mientras
que en (1) se obtiene m?, por lo que podemos concluir que;
2
(E:—;%r)) =m+2{(m - 1)cos(z) +(m — 2) cos(2z) + - -+ + cos(m — 1)a]

para toda z € -7, 7).

(iii) Sean € IN . Por (VILL0)(i) ¢, = / "

had

.4
Por otro lado dado que [ cos(kt) cos(jt) = n6;; para toda i, 5 € INU {0}, tenemos
-
que:

Cp = ) (m +2[(m = 1) cos(z) + (m — 2)cos(2z) + -+ - + cos(m — 1)z])’ dz =

=2tm? +dn [(m=1) +... +1%] = Em(2m? +1).

(iv) Por (1) del inciso anterior se tiene que J,(0) = -c":‘—‘

QED.

Veremos de nuevo el siguiente:

(VIL11) Teorema Trigonométrico de Jackson. Sea f € PC([0,2x]) en-
tonces Eu(f) <cw(1) n >0y con ¢ > 0 constante.

Demostracidn, Sea z € [—m,7] entonces
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)= = 1@~ [ £)nte=t)dt = 15(e)= [ fa=)0nte)it] =

[ - fte - o < [ 15601 - stz - Onton <

-

< [ wih o

por (VL.4) incisos (iii), (iv) y (v) tenemos que:
w(f, [t]) = w(f, 44 < w(f, LAY < ([nftl) + 1)u(f, L)
< (nft] + 1)w(f, 1).

por lo anterior se tiene:

1f(z) - J3(a)] < _'"<n|t| F1)u (f. l) In(t)dt =
=anu(f, ) [ Win(ode+20 (1,2) @)

pues |¢|J,(t) es una funcion par. Resta acotar a la integral / ) [¢t|In(t)dt para lo
cual procedemos como sigue: haciendo el cambio de vuinbleg = 2y tenemos que
/ " lea(t)dt = / () =4 / ¥ L 91(24)dy, por definicién del micleo de Jackson
yoeligiendo m= [(;3-] +1 suﬁcien:emente grande tenemos que:

/O"t.l..(t)=% o*z(%’%‘l)‘dw :" *t("“’(‘z;)) dt (3).
por (VI.11) y del hecho que sen(t) < ¢ en [0, 27] s: tiene que:

(%’,(,ﬁ)-)‘ < (2—”,)‘ y es ficil ver que [sen(nt)| < n|sen(t)] si ¢ € [0, §] entonces de
(2) se sigue que:

" 4 (% o 4 Y
/ot.l,.(t)sc—"/0 tm d”&/*t(ii) dt.

evaluando las integrales anteriores se obtiene que / ta(t) < -—m + ;—m , pero

0
cn 2 4m® entonces se tiene que - lm’ < fL- peron < 2m, ya que 3-1<[8],
por lo que Em? < X<l tmentras que 3 -’~-—mz << £, por lo tanto se tiene

el £ 1)
que / tda(t) < -, por lo que de (1) se sigue que | f(z) - J3(f)(z)] < 16w(f, 1),
y a partir de la deﬁmclon de J3(f)(z) y del hecho que al mtegm- un polinomio

trigonométrico su grado no crece entonces J7(f) € T,, por lo que B, (f) < 16uw(f, 1),
Q.E.D.
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(VII12) Corolario. Sea £* = {f € PC([0,27]) | w(f.8) < 6} entonces
Ew(f) £ 18 para toda f € L*.

(VIL13) Corolario, Sea f € Lipy(a) N PC([0,27]). a € (0,1) entonces
E, «(f) € 1¢ para alguna constante c y para todan € N.

- "a

(VIL14) Definicién. Definimos a PC?([0,2r] cémo el siguiente conjunto:
{f € PC([0,2x]) | f9) existe y f) € PC([0,2x]) para cada j = 1,...,p}.

Entonces tenemos:

(VIL18) Corolario. Sea f € PC'([0,2n]), entonces E,(f) < %M donde
[f'(2)] £ M para toda z € [—n,),

(VIL.16) Teorema. Sea f € PC'(|~,7]), entonces E,(f) < £E,(f') para
alguna c € R.

Demostracidn. Sea T el mejor aproximador trigonométn’co de grado<n para
£ entonces E,(f') = ' =T llj~nx) SeaTo(z) = / Ti(t)dt € T,, por (I11.13)(iii)
tenemos que En(f,[-,1]) = Ey(f = Tw,[-,7)) pero T'(z) = Ti(z) € To por lo
que |[f'=Th| = |f - T} <E, (f') = M por (VIL15) se sigue que Ey(f,[~#,7]) <
S BE(f).

Q.E.D.

(VIL17)Teorema. Sea f € PC?([-n,x]), entonces E,.(f) < -ﬁ-w(f") 1)
con k > 0 constante que sélo depende de p.

Demostracién. Por el Teorema anterior tenemos que En(f) < L E.(f) <

< (48) E(f) por lo que En(f) < (12)” B,(f1P) < M0, L),
Q.E.D.



CAPITULO VIII

INVERSOS A LOS TEOREMAS DE JACKSON

En este capitulo nos dedicaremos a estudiar los inversos a los resultados en ¢l
capitulo anterior, as{ como a estudiar una clase importante de funciones llamada la
clase de Zygmund.

§1. Teoremas de Bernstein

Empezamos primero con las desigualdades de Bernstein y Markoff. Sea
f € C(|-1,1}) dada, sea p € P, el polinomio interpolador de Lagrange construido
con los ceros de Ty(z) (polinomio de Chebyshev de grado= n), los cuales son:
T = wo(eif;ul) coni =1,...,n (IV.2)(iv) y en los que p(z;) = f(2i). Porla
discusién previa al teorema de Walsh (11.22) sabemos que:

u(z)
W)= e

donde w(z) = 2"~} f](z ~2;) = Ta(z) (1), con @ = arccon z, 8 € [0,%], z € [-1,1],
i=1
entonces:

we) =Y o) ke

et (z - zi)w'(zi)
Por otro lado vw'(z;) = "’e:l__':' donde §; = asccos 2;, por lo que

sen(né;) = (—~1)i~! y como sen(;) = \/TTE,?, de lo anterior se sigue que:
)= fla(-y-i Faleen®) )
k=1

(z—-2)

(VIIL1) Lema. Sea p € Py—y entonces ||pllj-1,4) < lInv1 = 22p|lj-1,9)-

Demostracién. Sea M = |Inv1-2?p||j~,). Basta con demostrar que
Ip(z)| < M para toda z € [~1,1]. Sabemos que los ceros del polinomio de Cheby-
shev ocurren en los puntos z; = cos(ﬂ-'-;,—:)-l) coni=1,...,n
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Si z € [gy, 21 como |z < l£y| entonces T ~ 2% > /1 —a3, y ademds por
(VL11) /1-2l = sen(75) 2 4 se tiene que 1 < ny/1— 22 para toda = € [z, 2.
Asi tenemos que |p(z)| € nv1 — z%|p(xr)] < M para toda € [z,,71).

Para & € [—1,z,] U {21, 1] aplicaremos (1), observemos que los nimeros & — z;
tienen el mismo signo, por lo que de (1) se tiene que:

Ip(2)] < %le(x Lelvi-af o

II—JE.I

Tn(-‘)

T —IT;

=M

Y

<yy|Rd

™ To(s)
Z.z Al

i=]

n
Por otro lado como T,,(z) = 2"~} H(z —z;) se tiene que T'(z) = Z —-——E_— ¥y por
i=l i=1

sen(neé
selh

lo anterior se tiene que: |p(z)| < Y|Ti(z)| =

<M.

”

QE.D.

(VIIL3) Lema. Sea T € T,, imipar, entonces: ||sklli~x,a) < nlIT [~ ).

Demostracién.

Por induccién y usando la identidad sen(k+1)8 = sen(k6) cos(8)+sen(8) cos(k8)
se tiene que %&"# es un polinomio de grado< k — 1 en cos(8). Por lo que existe
P € Py tal que p(cos(6)) = giitks v por (VIIL1) se tiene:

{tp(cos(8))l(—n,x) = |IP(2)llj-1,1) < lINVT=Zp|l[=1,4)-

Por otro lado se tiene que ny1 — 2?p(z) = nsen(8)p(cos(d)) = nT(6). Susti-

tuyendo en la desigualdad anterior se tiene que;

“#”[—n.n] < "“T“[—u,w]» para todo T € T;, impar.
Q.E.D.

(VIIL.3) Teorema. Desigualdad de Bernstein (18132). Sea T € 7,
entonces: [[T'[|(—,a) < W|T|[~n,x}-

Demostracién. Definimos f(a, 6) = 1[T(a +6) - T(a —6)]. Para a fija en
[~m, 7] tenemos que f(a,0) € T, y es 1mpar Sea M =||T)|| entonces |f(a,8)| < M
y por (VIIL.2) tenemos que: II%” < 1n||f(a,8)]| < nM.

Ta+6)~T@=8) _ . f(a,8)send
20 =90 venf 0 s

Pero T'(a) = l.im
110

<nM lim 22 = nM, por lo tanto se tiene que:
f—o0 0
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|T(a)| € n||T|| para toda a € [~m, ) de donde ||T"||j-,x} < BITl~mx-

(VIIL4) Teorema. Desigualdad de Markoff (1889).Sea p € P, entonces:
18" llf-1,1y < 2?1lpllf=1,1)-

Demostracién. Sea M = ||p|li-;,;j entonces ||p(cos(8))|-x,x] = I[Pll-1,1}
pero p(cos8) € T, y es par (IV.11), Por (VIIL.3) tenemos que:

|p'(cos #)send| < nllpll(-1,1}, en otras palabras se tiene que:
P()VT =27 < nllpllj-1,5) en [-1,1} 1).

Aplicando (VIIL1) a p'(x) obtenemos que: [|p'|[—1,5 < |InV1 —2?p'|| y de (1)
se sigue que ||p'l|[-1, < n?llpllj-1..
Q.E.D.

(VIIL.8) Observacién. Si p = T, (el n-ésimo polinomio de Chebyshev)
entonces ||p'[[(~1,5 = n?||pll{=1,1}, por lo que no se puede mejorar Ia cota n? en el
teorema anterior.

Estamos listos para estudiar los Teoremas de Bernstein. Recordando uno de
los Teoremas de Jackson (VIL.13), el inverso a esté resultado es:

(VIIL.8) Teorema. Dada f € PC([0,2r]) entonces:
(i) Sea a € (0,1). Si Ep(f) < & para todan € I, entonces: f € Lipy(a).
(ii) Si Ea(f) < & para cada n € N, entonces: w(f,€) < yeln() sic € (0,1

Demostracidn. Sea a € (0,1) y Ty € 7, tal que By(f) = |If - Tull < &
para toda n € N, Consideramos Qu(2) = Tyn(z) — Tyn-1(2) para todan € N y
Qo(z) = Ty(z) entonces [|Qul| < 1T — £l 1| ~Ton-s || < s con & = {1422).

Hasta el momento los métodos usados para esta desigualdad no son aplicables

para n = 0, pero para este caso especial argumentaremos de I siguiente manera:
[1Qoll = ITill < € < (1+2%)c, por lo que [| Q] < it para toda n € NU {0} (2).

Sea Sy(z) = EQ;,(:::) = Tjn(2). Como ||f — Tyn|| < 385 se sigue que Sp — f

k=0

o0
cuando 1 — oo uniformemente en [0,2x), por lo tanto f(z) = Z Qa(z) (uniforme-
k=0
mente en [0.27]).

Por otro lado @, € T3». Aplicando la desigualdad de Bernstein y (1) se tiene
que [|@)1] S 2712 (2).

Sea € € (0,1} y n € IN fija entonces:
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f(z +€) = flz)) = |3 Qule +¢) - Qule)| <
k=0
) ~Qu(2)[ +| Y Qulr +£) - Qu(x)| <
k=n

ezlak +2}:||Qk||

n—1

<e}:||QK||+2}:||Qk|| <c.e22“"“’+2c }: = (3) (por (1) y (2)).

k=n k-—n
(i) Por lo anterior dada a € 0 1) tenemos que:
|f(z +€) = flz)] < it (e220-) + it (2700).
Sea ¢ = max{-h—_-,{y_—l, T 2_,,} entonces se tiene que:
|f(z +¢) - f(z)] < ca(e2"('=) 4 27") (4), y ahora consideramos n € N tal
que 1 < 2" < 2 por lo que de (4) se sigue que: |f(z + ¢) — f(x)] < Me® con
M = ;209 por lo tanto f € Lipy(a).

(ii) Si a =1 de (3) obtenemos que: |f(z +¢) - f(z)| < c1(en + 4+ 27") elegimos
n € N tal que 2" < 1 < 2"*! de lo anterior tenemos que: |f(z +¢) — f(z)| <

< ¢y(clog, + 8¢) pero log,(z) = 11'2'(%’ por lo que se sigue:

|f(z +€) - f(z)] < c.(mln(}) +8¢) y como € € (0, ] entonces ¢ < eln(4)
se tiene que |f(z+¢€)~ f(z)| < czeln(}) con e = EE(LE')' + 8¢y, de donde se concluye
w(f,e) < celn(d).

Q.E.D. i

En lo que respecta a las derivadas <l corolario (VI1.17) junto con el (VIL13)
nos dicen:

Dada f € PCP([-n,7]) y f¥ € Lip(a) a € (0,1) entonces E.(f) <
Bernstein probé el inverso dndo en el siguiente resultado,

(VIILT) Teorema. Sean p € N y f € PC(|-n,n)) entonces:

(i) Siae(0,1)y E.(f) < == para toda n € IN entonces f € PC*([-m,7}) y
f") € Lip(a).

(i) Si B Ew(f) < 7% para toda n € IN entonces f € PCP([-n,7]) y
w(f¥, h) < khln(h) con k una constante y w( P, h) < khln(h) k € (0, i,

Demostracidn. Procediendo igual que en la demostracién anterior sabenios
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que f(z) = Y Qu(z) y que [|Qull < T = fIl + [If = Tos-r]l S 5y con
e = (142949, (1)

Por la desigualdad de Bernstein ||Q}|| < 2¥/IQxll, aplicando. Como Z oka
k=0

©0
converge entonces tenemos que Z Qi” d converge uniformemente pero ZQ; - f

k=0 k=0
uniformemente entonces f es p-derivable, por lo que:

Ep. (s < |15 - Zq(r)”_” Z Q(’”||<

=0 k=n+1

<ea Z i S 2‘"' con ¢; = 3 (3).
l=n+l

(i) Sia €(0,1) y para tod:k > 0, elegimoa n € IN tal que 2" < k < 2"+! entonces:
Ey(5) < Egn(f®) < 2 < 42, por (VILE)(i) f € PC?([—7,7]) y
f® € Lip(a) ya que f es el limite uniforme de una serie de funciones de perfodo
2x.
(ii) Si a0 =1 tenemos que E'(f")) < ﬁ- por (2). Ahou elegimos n € N tal que
2" < k < 2" con k > 0 entonces E3(f(P) < Egn(f®)) < § por (VIIL6)(ii)
se tiene que w(f®)¢) < keln(e) w(f®,e) < keln(e) para e € (0,4).
Q.E.D.

Recordemos que si f € Lipy(1) entonces por el Teorema trigonométrico de

Jackson tenemos que: E,(f) < £, Veremos que el reciproco no es cierto, para esto
consideramos €] siguiente:

(VIIL.8) Ejemplo..Sea f(z)= S.: sen(kz)’ es claro que f € PC([-=,7]) ya

A=1 K
que Z ~= €5 convergente,
l=l
Ademas Bo(f) < [1f(z) - Z“’"‘“‘)u_“ > ““("’)Hgi% L
k=n+) k=

Pero f ¢ Lip(1) pues probaremos que |L‘-L;M

Procedemos conio sigue:

(h - (o sen(nh)
lz hn?

no es acotada cuando A — 07,
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§ (%] sen(nh) = sen(nh)
2 Z RN Z hn?
n=1 "'—'[ﬁ‘]

por (VL11) se tiene que [sen(nh)| > 2nh sin < & por lo que:
[(h)~f(0) bl 2 1 &1

- S 2 1 1

’ h l = Z nh h Z n?

n=1 n=(%

. [ﬁ'] (13
pero la primera suma de la ltima desigualdad es mayor ¢ igual que % / -(-zi y
1

* dx
la segunda suma es menor 6 igual que 2 A | = bor lo que se tiene que:
ﬁ' F

|meﬂ-02| > din( [ﬁ-]) - %Eh pero In( [-21',-.-]) no esta acotada cuando h - 0F.
Q.E.D.



2. Clase de Zygmund.

En estd seccidn veremos condiciones necesarias y suficientes para que E,(f) <

< £ con ¢ una constante, para lo cudl introducimos Ia siguiente:

+ (VIIL9) Definicién. Decimos que f € Z,donde Z es la clase de Zygmund,
si existe ¢ > 0 constante tal que ||f(z + &) + f(z = h) - 2f(z)|li < ch para toda
h20.

(VIIL.10) Observaciones.
(i) Es claro que si f € Lip(1), entonces f € Z.

(ii) El reciproco del inciso anterior es falso como lo muestra el siguiente ejemplo:
Sea f(z) = zin|z| en {—a, a] con a > 0 entonces f'(z) = In(z) + 1 la cudl no es
acotada en [—a, a]; por lo que f ¢ Lip(1). Para ver que f € 2 pnmero se hard
un analxsns de la funcién:

=} {f(z+h)+ f(z - h) - 2f(2)} (1)
es fr’wil ver que ¢ es una funcion impar por lo que reduciremos nuestro andlisis a
{0, 00).

Ahora veremos €| comportamiento de ¢ cuando z — co para lo cudl (1) la

esctibimos como:
h? z4+h
qp(‘z) n {In((l - —-) } +lnz—h

y asi se tiene que:

.3

. 1, p\ "N
Ji ot = | (0 37)

. 1\* . . .

pero ¢ = llm (l + --) y por la continuidad de In(z) se tiene que llm qp(z) =0,
por lo que ¢ estd acotada cuando 2 — oo y asf para encontrar su valor méximo,
eucontraremos sus puntos criticos estacionarios, pero '(z) = -klnlf—-',Ll de donde,
no existe la derivada cuando z = 0,hcon h > 0y ¥ '(z} = 0si ysdlosi Iz’ h| =23
dedondesiz > hconh >0 no hay solucién, y 51 0 < £ < h entonces h? — 2 = .z"
dedonde z = -‘qﬁ pero como ¢(z) = 0 cuando z = 0 y £ — oo se tiene que e} valor
méxitno de ¢ es (-’Lf-'l) = In(3 + 2v2) ~ 1.8 < 2 y asf tenemos que |p(z)| < 2
para toda ¢ € R de donde se sigue que f € 2.
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Ahora probaremos el siguiente:

(VIIL11) Teorema. (A. Zygmund (1945))Sea f € PC([-n.7]) entonces
f € Zsiysdlosi Ey(f) €% para todan € N,

-n

Demostracnon Sea f € Z, J,(6) el niicleo de Jackson. Es ficil verificar que
f( & —8)J,(8)d8 = / f(z +8)J,(6)d8, por la que se tiene que:

-1

fx)- f(m - 8)J,(8)d0 = f(z) - ’ f(.r + 6).J,,(8), entonves se sigue que:
1f(2) - f(z ~8)5u(08) = 51 [ (2f(s) = f(z = 6) = Flz + 00 u(0)s)
<% /_ ] 1617 (8)d8 = c /0 0J,(8)d6 < ;“

ya que /" 6J,(0)d6 < -g- con k una constante (ver (VIL11))y

f(x — 8)J,(6)d0 € T, por lo tanto Eafy g £,

Para el reciproco supongamos que E,.( f) £ £. Procediendo como antes sabe-
o0

mos que f(z) = ZQ,.(:) donde Q,, es de grado< 2", por lo que tenemos que

1Qall < 3% (1).

Por lo tanto |Qn(z + h) - 2Q(z ) +Qu(z ~ = lh”Q'n(ﬁl) - ,n(EZ)I con
€41, 163l < b, de donde |¢; — &) < 2h. Por la desngualdnd de Bernstein junto con
(1) se sigue que;

[Qn(x +h) - 2Qn(z) + Qulz — h)| < 217[1Q"I| < 21*(2")*(IQI| < 2h%c2"
entonces dada n € IN se tiene que:

(2 + )= 2(2) + f(= = b)) £ |3 Qulz + h) - 2Qu(z) + Qu(= - h){ <

n=0
<Y 1Qua +h) - 2Qu(z) + Qu(z — h)| +4 Z ||0~||<2h*c22*
k=0 k=n+1
He f: Lcomart &
*="+12 9on

cligiendo h € (0,1}, escogemos n tal que + < 2* < 4 por lo gue se tiene que
|f(z +h) - 2f(z)+ f(z - h)| £ 12¢h, por lo tanto f € Z.
Q.ED.
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3. Aproximacién en Lip(a)

Sea « € (0,1) y f € Lip(a), f:[a,b] = Rt o' < a (ntonces f € Lip(a').
Por otro lado sabemos que si f € Lip(a) tenemos que E,(f) < = de donde se

tiene que n® B, (f) < %€ y cuando n — oo tenemos que para toda a' €(0,a)

existe f € Lip(a') tal que ne' E,,(f ~ 0o cuando n —+ oo., por lo anterior nos
preguntamos: ;Si "ﬁ. es el mejor orden de aproximacion para toda f € Lip(a)?,
cuya respuesta es si, para lo cudl probaremos el siguiente:

(VIII:}2) Teorema. Sea o € (0,1) entonces existe una funcién f € Lip(a)
tal que nEy(f) 2 ¢(a) > 0 con ¢(a) una constante.
— cos(4*z)
& Aok
primero probaremos que f € Lip(a)Tdada h > 0 se tiene que:

cos (A¥(z + b)) — cos(A*z) = —AMhsen, para alguna § entre z y z + b, de
donde | cos (A*(z + h)) — cos(A¥z)| < A*h.

Sea N &€ N entonces:

lf(z +h) - f(z)| =

Demostracidn. Sca f(z) = donde A € IN es tal que A > 2,

i cos (A¥(z + h)) — cos(A*z) <

& Aok =
N k k k &
|cos (A¥(z + h)) — cos(A¥z)| [cos (A¥(z + h)) ~ con( A )I
5;2: Aak + 2: Aok s
k=1 k=N+1
N )
Ath 2 ANHN(-a) Naf 2
S§A°‘+.=;+,T'T""(A<'-G)—l ) ate ()

< AN 4 40 (k) <

< ey (hAN(-9) 4 4=Nk) donde ¢, = nmx{;ﬂ(—.‘-:;:)f, =)

Elegimos N € N tal que } < AN < 4 por lo que tenemos que:
AN(i-a) ¢ (*)'-n ¥ AN < h entonces A~V < h* por lo tanto:

[f(z +h) = f(2)| < (c;A'~* +1)h* porlo que f € Lip(a)

Ahora probaremos que f no puede aproximarse mejor que . Sea Tqn—; € Ty
entonces:

1) = Tan-1(6) = Q) + 202 4 .Z °°“§f:
=n+1

donde Q(z) € Tn -y, por otro lado observeinos que:
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i cos(Akz) < o= 1 1
k - ko anf ga _,
k=n+1 Ao k=n41 At A (A 1)

cosAg A: z)

En esos puntos tenemos:

% k
cos{A"z COS(A .‘D) ¢
_;éwl'f‘ Z _AE— 2#'—',‘an la..l =7ra'i?
k=n41
donde ¢ = 43=3 (2).
Dado que Q(z) € Ty, entonces Q(z) tiene a lo mds 2(A" — 1) ceros en
[0,27]. Por lo tanto, en uno de lo lugares donde se cumple (1), Q(x) dehe tener el

. . B k .
nismo signo de c—'“—;;‘,,—‘z. Por lo tanto para todo T € Tgn_, en ese punto se tiene
que:

mientras que

= =i en 24" distintos puntos de [0.27) (1).

n ed .
Qe)+ Yy y> )

=n+l

[If = Tan_y|f 2

i cos(A*z) N

> |Q(a) + e i

k=n+1

i cos(A¥z)

2 Ao

2 giwe.

col% A"e)| _
an
k=n+1

Ahora sea m € N tal que A"! <m < 4" - 1 entonces Em(f) > E,p-_,(f) >
2 (i 2 22 Jonde e(a) = +£. Por lo que se tiene que B, (f) > E}n-‘},l

me

QE.D.



CAPITULO IX

MEJOR APROXIMADOR CON OTRAS FAMILIAS

En esté capitulo haremos un breve estudio de la Teorfa de aproximacién con
familias. Probaremos los teoremas de Miintz (1914), los cuales nos garantizan bajo
que condiciones se puede aproximar uniformemente a funciones en C([-1,1]) medi-
ante combinaciones lineales finitas de la forma Y7 M;z” con p; > —%. .

§1. Teoremas de Miintz

Los Teoremas de Miintz son de gran interés por que relacionan dos hechos que
aparentan no estarld, es decir, que el conjunto < 1,z,2%... > sea denso en C([0,1])
¥y que la serie de los exponentes reciprocos, 1 + ? + {4+ diverjn. Estaesla
propiedad que debe tener cualquier subconjunto {z”,z",...} con p; > l* para
que sea denso en C([0,1]).

Sea (V, < >) un espacio vectorial sobre R o € con producto interior (e.v.i.), de
aqui en adelante.

(IX.1) Teorema. Sea {z,,...,2,} un conjunto linealmente independiente de
Vy{z},25,...,20} el conjunto ortonormal asociado a {z,...,zs}. Entonces para
toda y € V se tiene que:

n

y—) <y,zp>zh ;) =0paratodsj=1,...,n

4 J
=1

Demostracién.

n
<y - Z <y,zp >z} ,z;> =< y,z) > - <y,z] ><zj,z] >=0.
k=1

Q.E.D.

Si consideramos el espacio vectorial de dimensidn finita W = ({xy,...,2,))
entonces dado y € V existe w* € W dnico tal que néi%{“y—w”} = |ly-w*||. Esfécil
w

n
ver que w* = Z < y,x} > 2}, asi como obtener el error minimo, concretamente
k=1
tenemos el siguiente:
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(IX.2) Teorema. Sea {x},r3,....z} un sistema ortonormal y y € V" en-
n n

tonces ||y — Z <yz; >zl <y - Z a;r|| para cualesquiera ay. ... 6, € C
=1 i=1
Demostracién.

11} n n
lly =Y et = <y -y why - Zm;>
i=1 i=1 i=1
n n n
=<py>-Y s<shy>-Y a<ey>+y laf =
=1 =1 i=1

n n
=< Yy > —Z <rly><yal> +Z <aly>< Y, > -

i=] i=!

n n n
—-Za; <zhy> —ZE; <zhhy > +Z|a.-|2 =
i=1

i=l i=l

n n
=<py>-Y |<ehy> P+ Y lai-<aby>
=1 =1
Como los dos primeros términos son independientes de las a;'s entonces el
minimo valor se alcanza si y s6lo si a; =< y,z} >.
Q.E.D.

(1X.3) Corolario.

n

n
T 12 = Il 2 — 2
min |y j};‘a.r.ll ol = Y1 < woa > I

n
(IX.4) Teorema. Sea w* = Za;zi el mejor aproximador de y € V en

i=1
({zy,-.- 2zn}) con {z1,...,24} C V, linealmente independiente entonces los coefi-
cientes de w* son solucion al siguiente sistema:

6, <2,% > +a3 < 23,21 >+t ap <3y 8 =Y T >
QG <21, > +a3 < 23,22 > +...+ap < Ty, T2 >=< Y, 13 >

ay <T1,Ep > 403 < 29,2y >+ ...+ 8y < Ty, Ty >=< Y, Tn >

A estds ecuaciones se les conoce como las ecuaciones normales.

Demostracion. Por (IX.1) tenemos que y — w* es ortogonal a cada x; por
lo que < y — w*,z; >= 0 de donde sc obtiene la i-ésima ecuacidn del sisteina de
ecuaciones normales,

Q.E.D.
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Ahora introducimos la sigulente:

(IX.5) Definicién. Sean {zi,...,z,} C V. La matriz de tamafio n x n
definida por:

LT > o0 K IWER >
<2%) > ... < INTy>
G=(<.‘L‘.',2j>)= 2y %] hdn

KTy Z1 > o <InTp>

es conocida como la matriz de Gram. Denotaremos a su determinante como

g=g(z1,...,2n) = | < Tiyz; > |, el cudl se conoce cémo el determinante de Gram.

(IX.8) %oreﬁ. Sea (zy,...,2s} C V linealmente independiente, Si

n
6= n:l‘n{Hy - Za;z.-“} entonces §2 = %ﬁ:’)

=1

L] n
Demostracidn. Sea w* = Za.-z; el vector que minimiza a ||y - Ea;z.-ll
i=1 i=l
entonces 62 = ||y —w*|? =< y—w*,y > - <y - w*,w* > por (IX.1) se tiene que:
8 =< y-w'y>=< Y,y > — <w',y > de donde < w,y >=< y,y > - (1),
ahora escribiendo las ecuaciones normales y agregando (1) tenemos:

A <x,T > 46 <23, 21 >+ 0y < Zpy Ty >~ < Y8y D=0
) <T1,23> 463 < T3, 83>+ 40y <Zn23 >~ < Y23 >=0

) < 21Ty > +03 < 2,80 D Fi 8, < TpyZa >~ <Yy Ta >=0
G <EYD> +a3 < 2YD> 4ot Gp < Ty > +63—- <Y,y >=0

Si hacemos an4y = 1 el coeficiente de la dltima columna, entonces el sis-
tema anterior es un sistema homdgeneo con (n+1) ecuaciones con (n+1) variables
(@1, ++ ,n) Bn41 = 1), €l cudl posee una solucién no iriviel (que son los coeficientes
de w*) por lo que el determinante del sistema se anula:

<zl > e LIyt > 0-<yT >

<22 > o0 K Tny33 > 0_<y)22>
0=

STPIp > o0 <Tpylp > 0—-<y,z,,>

SEPRYDS o LTy > E—-<yy>
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entonces se tiene que:

<> ... L<zyryp>» 0
<Iyre> ... <aoprp> 0
LTydp> 0 L<Iyyky> 0
<TLY> ... <Liogy> &
KITy > L. KTy > LYoy >
T[> ... <Tyd > <Yy >
LTy > 0w KIyp > K Yoy >
<THY> .. LKIny> <Yy >
por lo que 8%g(zy,...,2,) = g(21,...,2,,4) ¥y como {ry,...,2,} es linealmente
independiente se tiene que g(z},...,z,) # 0 de donde se sigue el resultado.
Q.E.D.

Probaremos el siguiente resultado que nos sera util en el célculo de un error
minimo

(IX.7) Lema. (Cauchy (1841)) Sean a;,...,a, ¥ by,...,b, mimeros dados
tales que a; + b; # 0 para toda i, j entonces si:

otk wth t aith.

D,‘ = :;:m LY TR T 2

1 1 1
an+d;  an¥bdy "' antbs
se tiene que:
n

[T(ai—a;)ti - 8)

D, = i>j
L)

i,j=1

Demostracién. Considerando a las a;'s y b;'s como 2n variables indepen-
dientes y pensando a D, desarrollado, encontramos como comin denominador a
n

I1 (o +5).
6j=1

Cada término individual es de la forma ;h-‘- y es de grado ~1 y asi D, es de
grado —n. Observemos que el comiin denominador tiene n? factores por lo que es
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de grado n? y por lo anterior se sigue que el denominador debe ser un polinomio

de grado n? — n en las variables a;'s y b;'s. Notemos que si a; = aj o b; = b;

entonces el i-ésimo y j-ésimo rengldén son iguales de donde D, = 0, de manera que
n n

¢l numerador debe tener factores de la forma H(a.- - aj) H(b.- -~ b;).
i>j i>j
Es fécil ver que cada producto tiene 14+ 4 (n 1) = 1'-(-'-'2;9- factores por lo
que producto completo tiene n(n — 1), por lo tanto tenemos que:

n
[I(ai - )6 - ;)
D, = cn.>, n (l)
H (ai +;)
=1
donde ¢, es una constante independicnte de las a;'s y b;s. Por lo que sélo resta
probar que ¢, =1 para toda n,

Observemos que:

4,y = | 5% TR o nin

entonces:

lim ayDp=| - e
@n—00

y asi tenemos que;

1 .
T anerthaeg 0} =Dy

» . — l
b,l,linoo n,l.lﬂloo nDn = 8n-1th

1 1 1

, . apD
por lo tanto lim  lim ——
bn—ooan—oo Dy,

= 1. Por (1) se tiene que:
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n n-1

[t —ai)bi=b)  [] (e +0))

:B;Qn. == aneq 24 ij=1 _
n~1 Cn-1 n pryng
H(ﬂi"‘b,’) H( "'"J)(b —'b)
i,j=1 i>j
n-1 n—-1
H(“" - aJ) H(bn - b])
= fngq J=! j=1
th-t N =1
T Can +8;) TT b +4))
j=1 j=1 .
de donde se sigue que lim lim anDy T
bp=scoan—o0 Dy Cn-1

Por lo que ¢, = ¢y~ y como ¢, =1 se tiene que c,, = 1 para toda n € IN,
Q.E.D.

(IX.8) Lema. Sean q,py,pz,....pn € R, pi # pjsii # jypig >~}

entonces:
]
9 Pi Fn —4
/II (ayz” + ... +ayz |dx—2q l”{p, 7 1}

Demostracién. Por (1X.6) §* = ﬂ{:—',-'ﬁ:—::;-l y por definicidn:

<zP gk > ., <M >
g(zP,. . 2Pm) =

<zgProgh > |, < ghhoaPh >

1
donde < f,g >= / fg, por lo que < 2P/, 2P >= ,,—J,ﬂ—l y as{ tenemos que;
0

1 1
ptntl Tt putpatl

g(z",... 2P =

)} 1
ptpitl 0 pateatl

por (IX.7) con a; = p; y bj = p; + 1 se tiene que:

n
[Iwi-2i2
g(xpl . an xq) — _.'—>_J__.__.___. (1)_
1'[ (Pi+pi+1)
=1
De manera anéloga pero ahora considerando a a; = p; y b; = p; + 1 para toda
i=1,...,nyademds de ay4; = q ¥ byy; =g+ 1 se tiene que:
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n+l
_H.("" - bj)(bi = b;)
= n41

I (ai+8))

ij=1

g(mmy'--nxp")zq) =

de donde:
"

e~ aj)ei =) [I(ant - a3)(buss = 8)

g(zP, ... zP, xf) = 21 =t =
Pty n n+l ntl
H (pi+pi+1) H(ﬂnﬂ +5;) n(bnu + aj)
ij=1 J=1 J=1
[1pi - ps)? Ia-ri?
o i>j j=1
- .n n+l ntl '
[Iwi+rpi+) [Ma+6) [JGa+1+4))
hj=1 J=1 i=1

De aqui aplicando (1) se obtiene el resultado.
Q'E'D.

El siguiente resultado nos es 1til para estudiar la convergencia de productos
infinitos.

0 .
(1X.9) Lema. Seaa, >0, ap # 1 y a, — 0 entonces H(l —ap) =0siy

o n=l
solo si Z an = +00.
n=1
Demostracién. Como a, — 0 existe m(c) € N tal que a, < } para toda
n > m, para estas n's se sigue de la expansion en serie de Taylor para la(1 — z) que:
InG~ 2
|[Ploeal 41| = |gp 4 4 <
2 3
<P +HE) +=4

asi para n > m entonces se tiene que -—% < l-'-'-u.-:-'-ﬂ < —:} de donde se sigue que las

a0 oo
series E a, yZln( 1 — a,) convergen o divergen similtancamente. Por lo tanto

n=1 nh=l

ia,. = +oo0 8i y sdlo si iln(l —a;)=In (ﬁ(l—an)) = —00 de donde se

n=1 n=1 n=l
sigue el resultado.

Q.E.D.
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(IX.10) Definiciéon, Un conjunto fnito o infinito de elementos {&y, xq,...} en
un espacio vectorial normado X es cerrado 6 fundamentalen W C X, si para toda

n
r € Wy para toda e > 0 existen q; € R i = 1,...,n tales que |z - Z(t;.x',-|| <&

(IX.11) Teorema. (Lauricella) Sea X un c.v.n. y {r,} un conjunto cerrado
en X entonces un segundo conjunto {y, } es cerrado en X si y solo si {y,} es cerrado
en {z,}.

Demostracién, Supongamos que {y,} es cerrado en X y v, € X, entonces
z, se puede aproximar por una combinacién lineal de y,'s tan cercana cdmo se
quiera, por lo que {y,} es cerrada en {z,}.

Inversamente, sean = € X y ¢ > 0. Como {x,} es cerrado existen a;,...,an
N

tales que ||z - Zam“ < %
=1

no es asi simplemente los ignoramos). Dado que {y,} es cerrada en {z,} existen
biy, ... byn, tales que ||z — (g +. .. +binyw)ll < ﬂﬁﬂ—-l paratodai=1,,..N,

Sea w; = ai(biys +... +bivyn:) i =1,.... N entonces:

, supongamos que a; # 0 pam toda i = 1,...,N (si

llaizi — wil| < 5% y por la desigualdad del tridngulo tenemos que:

n N N N
[ [
lle = wil <llz = Y aimill + ';Ham ~will <5 +'z=; N

i=1 i=)

N
por lo tanto ||z - Z wil| <e.

i=1

QED.

(IX.12) Definicién. Una sucesién de elementos {24}, es completa en V
si la dnica funcional lineal continua tal que L(zi) = 0 para toda k € IN, entonces
L=0

(IX.13) Teorema. Sea (V,|| ||) un e.v.n. Entonces {z} es cerradoen V si y
sdlo si {zx)} es completa en V.

Demostracién. Supongamos que {2} es cerrada. Sea L:V — R una fun-
cional lineal, continua tal que L(z4) = 0 para toda k € IN. Dadov € Vye >0
n

existen ay,...,a, € R tales que ||z - Za,'a:.ﬂ < €, entonces:
i=1
n n
()| = |L(z = Y aiza)l < |ILI| fl= = Y aizill < [|Llle para toda & > 0, por

i=1

=1
loque L(z) =0y asx’lL =0.
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Inversamente si L(zx) = 0 para toda & € IN implica que L = 0. Sea 29 € V,
W={{r,))yd= iéxlf;,llzo ~ y||, supongamos que d > 0 entonces por cl teorema
v

de Hahn-Banach (ver:[BN]) existe una funcional lineal, continua L: X — R tal que
L(zo) =1y L(y) = 0 para toda y € W, en particular L(zx) = 0 para toda k € N
de donde L =0 lo cudl no es posible.

Q.ED.

(IX.14) Lema. E! conjunto {1,z,2%,...} es cerrado en L*([a, b]).
Demostracién. Sea f € £%([a,b]). Definimos L: £*([a, ]} — R por

)
L(g) = / f(z)g(z)dz. Supongamos que L(z*¥) = 0 para toda k € NU {0}. Por
(IX.13) b;sta demostrar que L =0, lo cudl se hard probando que f = 0 (cd).

Consideremas F(z) = / f(t)dt entonces F ¢ C([a,b]) y F(a) = F(b) =0,
integrando por partes se obtiene que:
b b
0= / z"f(z)dz = 2"F(z)|} - n/ 2"~ F(z)dz por lo que:
aq

[]
b

z"~1 F(z)dz = 0, para toda n € N. Por el Teoremna de Weierstrass tenemos que

{i‘,z,x’ ...} es cerrado en C([a,b]) con la norma uniforme por lo que F(z) =0y
porlotanto f =0 (cd) y asi L = 0.
Q.E.D.

(IX.15) Observacién. De acuerdo con el Teorema de Representacién de Riesz
toda funcional lineal L en £? es de la forma indicada en el lema anterior.

(I1X.16) Teorema. (Primer Teorema de Miints en £?) (1014).

Sea A = {z?,2,...} un conjunto de funciones tales que pp > —4 p; # p; ¥
lim pn = +00. Entonces A es fundamental en £3([0,1]) si y sdlo si Z L +00.
e povio PP

Demostracién. Por (IX.11) y (IX.13) para probar que A es cerrado en
£*({0,1]) basta demostrar que z? es aproximable por {z”1,29,...} para toda

g € NU {0}. Por lo que debemos encontrar p;, py,. .. tales que:

1 n
lim min/ Je? — Za;z"l’dx =0
0 i=]

n—00 a¢

y por (IX.8) basta con demostrar que:

n 2
: Pi—q -
i, {mn} =0

i=]
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1
Supongamos que Z — = 00 entonces:

pn#0 Pu
n 2
-7

fi { Pi—4 } - =1 ( )
) n p)
i=1 pitatl H{l+q+1}
=1 pi

Por hipétesis llm p,, = 400 entonces -1- — 0y como Z I—-— = 4-00 s€¢ sigue que

q ¥ "

— = 1X.9) 1—-=3% =0
Z o +o0 y por { 1:[ { }
Pn#0 =

[o ]

Por otro lado H {1 + q—E—} = 400 ya que H(l + ay) converge si y solo si

i=1 i=1

Z ayn converge también, por lo que (1) se cumple.
i=

' 1
Ahora supongamos que 4 es cerrado en £3([0,1]) pero que Z o < oo,
pn#0 "
Elegimos ¢ # p;.ps, ... entonces el numerador y denominador en (2) convergen a un
valor distinto de cero, lo que significa que z¥ no puede aproximarse por zP,z",. ..
contrario a nuestra suposicion,

Q.E.D.
Otra version del] Teorema de Miintz es :

(IX.17) Teorema de Miintz
Sea A = {:z:" ...} un conjunto de funciones tales que p, > —3 p; # p; ¥
lim p, = -5 Entonces A es fundamental en £3([0,1)) si y sdlo si

n—=00

Z(Pi + '2') = 400,

Pn#0

Demostracién. Procediendo de manera andloga a (I1X.16), si "lin;‘J pi = —% y

1
Z (pi + -2') = 400 tenemos que:
pn#0
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22ty

n 2
{ Pi—q } =i=
lpitetl l'—'[{1+P;+J2'}

q+4%

i=1

para i suficientemente grande tenemos que: 0 < ,;;: < 1 por lo que

n . 1 2
0<1—%§ <1 dedondeH{l—gq'—_}f-} permanece acotado y

izt 7

n X 1 2
H {1 + %{—f—} diverge a +00 por lo que se tiene que:
7

=1
n 2
" _P_-_«._} -0,
Jim 11 {p.- to+1

i=1
Ahora si A es cerrado y E(’r + -1-) < +00 con lim p; = i
o T2 mea 2
Elegimos ¢ # py,pa,... entonces el numerador en (1) no converge a cero ya que

41
ningin factor se anula pero Z %—r-fl < +00 entonces el numerador converge a
2

Py
un nvimero finito positivo, de la misma forma el denominador converge a un mimero

positivo por lo que 2 no se puede aproximar por zP',z?, ... contrario a nuestra
suposicion.

(IX.18) Segundo Teorema de Miints. (Norma uniforme)
Sea A un conjunte de mimeros reales no negativos. Si 0 € A y A coatiene
un sucesion {p;} tal que il_i.rgap,- =00y Z;’l-‘- = 00 entonces {2’} tal quep€ A es

=l

cerrada en C([0, 1}) con la norma uniforme.
Demostracidn. Sea n > 0, p; > 0 entonces:

N " N o,
n~-t _ Spi-1
/0 (t E o )dt

" — E a;z¥
i=]
N o
t,,_.l _ iDi pi-1 "
E - t d

=n <

z
o
0

1
Sn/
0

N
=t = Y SBgt) gy

n

=1

QED.
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. 7 0\ %
<n / dt
0

N
gt Z f_‘ll&tpi-l
1

i=1

o0 oo
o , 1 1 )
por hipétesis p; — 0o cuandoi w00y L) — < de donde se tiene que
' d Z:, pi ; pi—1

oo

Z———p.I D=0 entonces por (IX.17) {aP1 =, 2P~} . .} es cerrado en L3([0,1)).
-

=1

N
Por la desigualdad anterior paran—1=0,1,2,... |[z" - Z a;z?|| se puede hacer

. i=1
tan pequeiia como se quiera para una eleccion apropiada de als. Por lo que el
conjunto {zP =Y, zP~1, ..} es cerrado en {r,z?%,...} y agregando 1, el conjunto
{1,z -1, gPa=1 | ) serd cerradoen (1,2, 2%,...} y por (IX.11) se sigue el resultado,
Q.E.D.



§2 Aproximacién Racional

En esta seccién haremos un breve estudio, a la Teoria de aproximacién con
otras familias , muy especialmente con funciones racionales. Cémo es de esperar
la situacién en estos casos es mas complicada que en los casos considerados con
anterioridad. Para lo cuél veremos los siguientes:

(IX.19) Ejemplos.
(i) Resolvamos el problema de rq.inmax{lﬂ —e*®||1<x <2} Dadaa € Rse
tiene que:

1 sia=0
e gia<0

max |e

¢ sia>0
ﬂl' o
1<5<2

de donde min max [e%%| = ¢%° y observamos que tomando a valores cada vez mas

pequerios se observa que el valor minimo se hace tan pequefio como se quiera, por

lo que ¢l valor minimo no se alcanza, es decir el problema no tiene solucién en R.

(ii) Ahora consideremos min II% —-z"ll(o,“, hacenos f(z) = 4~ 2", f s creciente
para toda a € R\ {0} por lo tanto ||} "3"”[-'.0] =f0)=4ysia=0es
claro que ||} — z*|| = § de donde m.in||§ - "’“’“[0.11 =z cualquier valor
resuelve el problema.

De los ejemplos anteriores se observa que para algunas familias el mejor aprox-
imador puede existir 6 no y ademds no tiene por que ser tinico para una funcién
continua.

Ahora veremos que dada una funcién f € C([a,}) se puede aproximar por
medio de funciones racionales para lo cudl daremos antes la siguiente:

(IX.20) Definicién. Se dice que un conjunto ¥ en C,4(D) es acotado wni-
formemente en D si existe M > 0 tal que ||fllp < M para toda f € Q.

(1X.21) Lema. Sea 9 una familia de polinomios de grados acotados. Si Q es
acotada uniformemente en [a, b] entonces sus coeficientes son acotados.

Demostracién, Supongamos [o contrario entonces existe (py) C ¥ una suce-
sion, tal que para algin ag") coeficiente de py, 1 € {0,...,n} se tiene que aﬁ” — 00,
cuando k¥ — oo. Como los grados son acotados entonces existe ip € {0,...,n}
tal que aft) — 00, cuando k — 0o a partir de alguna ky € IN. Sin pérdida de
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generalidad suponemos que pr(z) = a,.' +..0 4+ “0 , por hipétesis |px(r)| € M
con M > 0, de donde I‘TFTPA )| < 45 u) para toth k> ko (1). Pero a—(-—m(r) =
‘o

= |b“)z FooFleaie 4, 4 b( )I y cuando k — o0 se tiene que (1) no es cierta.
Q.E.D.

(1X.22) Teorema, Sean f € C([a,b]) y n,m € NU{0)}. Entonces el problema
:?}:lllf = R||(a.4) tiene solucion, donde R(z) = ﬁ% con p(x) = Zu,ar"" y

1=0
m

- -]
= Zb)x .
i=0

Demostracién.
Supondremos que:

(i) g(z) no se anula en [a, §], lo cudl se puede realizar ya que si ¢(z) se anula en
un punto de [a,b] entonces ||f — R||(s,5 no esta acotada y esté caso quedaria
descartado para resolver el problema.

(ii) Haremos que b3 + ...+ b2, = 1 ya que cémo ¢ # O se puede considerar a
= -bq(r) con B =Y (b;)* #0

Por lo que ahora sea A = in0f [If = R|l(a,b)» por lo tanto existe una sucesién de fun-
aq,b;

" m ) )
ciones racionales Ry(z) = ﬁﬂ% con Ay(z) = Zag")r”“, Bi(z) = Zbg”:’""’
i=0 j=0

tales que Ay = ||f — Ril|(a,5) ¥ ademés klin;o Ay = A

Por la condicién (ii) los coeficientes bg") son acotados uniformemente lo cual
implica que los coeficientes af-.) son acotados debido a que: |f(z) — Rua(z)| < Ax
por lo que tenemos |[Ri(z)| < Ai + |£(2)] < A+ ||fHep) S M, M >0 (yaque Ay
es acotada por ser convergente), por lo tanto |Ry(z)| < M para toda k € N. Dela
definicion de Ry se tiene que: [Ax(z)| < M|Bi(z)] (1).

% %
Lid ) m 2 m )
Pero |By(c) = Y tMami < [ Y~ (b§") Il -
j=0 =0 j=0
m 4 n b
Er“’"'” S WFllia,p) con F(z) = Zz""‘"” de donde By(z) esta
¢ o

acotada uniformemente en [a, b] para toda k € IN y de (1) se tiene que Ay (z) también

lo esta, por (IX.21) se tiene que los a; ) y bgk) son acotados. Consideremos los puntos

pe=(af"), "(k) Lo B b)) en R™™*2, 1os cuales son acotados, entonces

por TWB exxste una subsuccsién (px;) que converge a un punto
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! 1] 1 / 1
pl=ag,.a), b, 0.
Considerando a Ry, las funciones racionales correspondientes a los subindices
(P&, ), y reordenando los indices de la subsucesién tenemos:

kli{x;oaf") =ajparat=0,...,n yklin;obfi“ = b para j = 0,...,m.

n m
Sea R'(z) = %{- donde p'(z) = Za’iz"" y ¢(z) = Zb’iz""i, probaremos
i=0 j=0
que ||f - R'|| = A, dado que R' tiene a lo mds un nimero finito de ceros en el
denominador, dada z € {4, }] tal que ¢'(z) # 0 tenemos que Ry(z) — R'(z) cuando
k = oo por lo que R'(z) = f(2) + Ry(z) — f(z) + R'(z) - Ru(z) y usi |R'(z)] <
< 1f(2)l+|Ru(z)~ f()| +|R'(c) - Ra(z)| de donde se tiene que |R'(z)| < Iflljan+
+A;+|R'(z) - Ri(z)|. Como (A) converge existe M = sup A, y haciendo k — 0o
tenemos que |R'(z)| < M +(flla por lo que |f(2) - R'(z)| < |f(2) — Ra()|+
+|Ri(z) - R'(z)| < Ax + |Ra(z) - R'(2)|, haciendo k — oo tenemos que
1 f(z) ~ R(x)llja8) < A con z € [a,b] tal que ¢'(z) #0.
Ahora si ¢'(z) = 0 encontramos una sucesién de puntos (z,) en [a,d] tales que
2, — 2y ¢'(2;) # O entonces | f(2;) - R'(z:)| < Ay por continuidad |f(z)~R(2)] <

< A Por lo tanto ||f - R|j4 < A.
QED.



LISTA DE SIMBOLOS

C(la, b)) conjunto de funciones continuas del intervalo [q, b] en IR.
||fl|p norma uniforme sobre el conjunto D,

P, polinomios de grado <n.

A(D) conjunto de funciones acotadas de D en R.

TVM-D Teorema del valor inedio para la derivada.

TVM-I Teorema del valor medio para la integral.

C?([a,b]) conjunto de funciones p-derivables en [a,] y con cada una de sus
derivadas continuas.

K,,4(D) conjunto de funciones sobre el conjunto D.

C,,¢(D) conjunto de funciones continuas de D C IR? a IR?.

M, xn(R) conjunto de matrices e tanafio m x n con coeficientes en R.
B,(z) Bola abierta en IR".

B, (z) Bola cerrada en R".

R{z] polinomios con coeficientes reales en la indeterminada z.

Q(z] polinomios con coeficientes racionales en la indeterminada z.
Rlz,,...,zq] polinomios con coeficientes reales en las indeterminadas
TyyeonyZne

C,’f,(D) conjunto de funciones continuas sobre D con valores en K.
P, conjunto de polinomios de grado n.

TWB Teorema de Bolzano-Weierstrass.

T conjunto de polinomios tﬁgondmétricos de grado <n,
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