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Introduccion.

Uno de los grendes temas de la Aritmética (o Teorfa de Numeros) es la
solucion de ecuaciones polinomiales de la forma

pleyy..ze) =0 (1)

donde se requicre que las soluciones sean enteros. En general también se
requiere que los coeficientes del polinomio (1) también estén en 2, Problemnas
de este tipo, englobados en el tema de problemas diofantinos, han estado en
la Matemdrica desde sus inicios. Ta difienltad de este tpo de problemas es
ilustrada en forma dramdtica por la ecuacion

a4yt ="

Ll qiltimo teorema de Fermat que afirma que la ecuacion anterior, para n >
3, no tiene soluciones no triviales. De hecho gran parte de la Teoria de
Nitineros Algebrateos fiue desarrollada con los intentos, por Kuwsmer y sus
contemporaneos, por resolver este problema.

Es bien sabido que muchos matemdticos brillantisimos, creyeron haber
probado parcialmente lo que afirmé Fermat, sin embargo tales pruebas fueron
en su mayoria erroneas. El error que cometieron en general fue el haber
supuesto que en clertos anillos se daba la factorizacién unica en irreducibles.
Por ejemplo en 1874 el frances Tamé anuncié unn prucbn del ditimo teorema
de Fermat. En su prueba Lamé trabajo con el anillo Z[€], donde £ es una
rafz p-ésima primitiva de la unidad, p primo impar. Su prueba estaba entre
comiilas bien hecha, sin embargo Liouville, estudiando tal prueba se dlo
cuenta que era necesario asumir factorizacién inica en 2[€]; pero no mucho
tiempo después Kummer se dio cuenta que la factorizacidn dnica falla en
algunos casos, el primer valor de estos es n = 23.

Por otro lado Kummer trabajando con nitmeros Hlamados niimeros ideales,
probé el iitimo teorema de Fermat para un gran rango de nimeros primos p,
a saber con aquellos primos p que no dividen al nimero de clase del campo
Q(€), en donde £ es como antes definido. Tales nimeros primos son llamados
primos regulares,

Kummer en su prucba hace usa de muchos resnltndos, la mayoria do estos
propuestos y probados por él mismo. El resultado mds importante (quizds)
en vias de la demostracion del iltimo teorema de Fermat en el caso que p
es primo regular, es el Lema de Kummer el cnal nos dice en forma precisa
c6mo son las unidades en el anillo de enteros z[€] del campo de nimeros Q(€).



Aunyue la prueba pavcial del iltimo teovema de Fermat heeha por Kunimer
o se did en este trabajo, con lo desarrollado en el eapitulo 3 del presente,
facthmente se puede prabar que

af eyt =2 (p prinw vegudar fmpar)

no tiene soluciones 2, p, 2 € 7 no triviales tales que pfz, pfy, pfz.

Prablemas camo el iltimo teorema de Fermat, asi como wambién muchos
otros probletas diofinos, no serfan tan complicados en su resolucidn si en
los anillos de entevos que surgen de manera nataral so diera la factorizacion
finica en irveducibles. Lamentablemente 1o antevior no ocwrre,

Como podemos ver el problema de la factorizacion tnica os de vital
importancia en el estudio de las ecuaciones diofantinas. La factorizacion
tnica involura al importantisimo concepto de unidad. Cuando en un anillo
son conocidas sus unidades, es menos complicada (pevo adn muy dificil) la
averiguacion de la factorizacidn dnica en irreducibles.

Una fornta alternativa para saber si un dominio entero D, donde se dd 1a
factorizacion en irreducibles , tiene la propiedad de la factorizacion vinica, es
tratar de hacer que D sea un dominio Buclideano, mediante la introduccidn
de una funcion Euclideana ¢ : D = NU{0}.

Lamentablemente, el camino anterior no es del todo ficil, y es a veces
un camino infructuoso ya que quizds no exista tal funcién ¢ y D sea sin
embargo un dominio de factorizacién tnica. Por ejemplo cuando se trabaja
con los campos cuadraticos Q(v/d), (d un entero libre de cuadrados) para d =
-5, -6, ~10 6 d < ~11 el correspondiente anillo de enteros no es Euclideano
[ver Teorema 2.26 pag. 46 del presente]. Pero para d = —19, ~43, —-67, 163,
¢l correspondiente anitlo de enteros si es un dominio de factorizacién tinica.

Una prucba de que el anillo de enteros de Q(v/d) no es un dominio Eu-
clideano para los valores de d antes mencionados (la cual se dd en este tra-
bajo) se basa primordialmente en el conocimiento de las unidades del anillo
en cuestion,

Como podemos apreciar el estudio de las unidades de un dominio entero D
es de suma importancia ya que al tratar de resolver problemas diofantines, de
alguna v alea manera hay que saber quienes o de que forma son las unldades
de D.

La razdn de ser de este trabajo es justamente of estudiar las unidades
de dominios enteros muy particulares; a saber, de lag unidades del anillo




de enteros Ok de un campo de mimeros K (Un campo de mimeros es una
extension finita de Q).

Aunque los nnillos de enteros son un caso muy particular de un dominio
entero, al trabajar con problemas diafuntinos, In mayorin de dstos en algin
momento se reducen a un problema de fctorizacién en algiin anillo de enteros
Ok, y asf cs como entran en juego las unidades y Dirichiet habla,

El Teorema de las unidades de Dirichlet, nos da en forma precisa la
estntetiva que tiene ¢l conjunto de todas las unidades del anillo de enteros
Gk de un campo de mimeros K.
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Capitulo 1

Nimeros algebraicos

En este capitulo se verdn la mayoria de los conceptos algebraicos a trabajar
en el transcurso de este trabajo.

En este capitulo se estudia la estructura que tiene el conjunto de los niimeros
algebraicos, y mas aiin se demnestra que eualquier campo de niimeros es una
extension simple de Q.

Después se definen y demuestran resultados relativos a los importantisimos
conceptos de conjugados, polinomio de campo y discriminantes.

Posteriormente se define lo que es un entero algebraico y se demuestra que
el conjunto de enteros algebraicos B tiene estructura de anillo. Enseguida
se define el anillo de enteros Ok de un campo de ntimeros K. También se
define lo que es una base entera y se demnuestra la exlstencia de dichas bases.

Después se ve lo que es la norma de un elemento de un campo de nimeros, el
cual es uno de los conceptos mds fructiferos en el desarrollo de este trabajo.

Finalmente, se trabaja con dos campos de ntimeros muy particulares, a saber,
con los campos cuadrétlcos y con los campos ciclotdmicos.

1.1 Numeros algebraicos

Definlcién 1.1 Un nidmero complejo o se llama algebraico sobre Q, i o
es raiz de un polinornio no nulo con cocficientes en Q. :

Teorema 1.2 El conjunto A de nimeros algebraicos es un subcampo de
C.

Demostracién: Sean a,f € A. Como 3 es algebraico sobre Q, entonces
también 3 es algebraico sobre Q(a) pues Q C Q(a). Ademds [Q(a) : Q]

1



es finita pues o es algebraico sobre Q, [ver teorema A.18 del apéndice].
Anilogamente [Q(a, ) : Q(a)] es finita pues 8 es algebraico sobre Q(a).
Ahora eomo [Q(ev, A) : Q] = [Q(ex, B) : Q()][@() : Q], entonces [Q(ex, 4) : Q)]

es finita y por lo tanto algebraiea [ver corolatio A.20 del apéndice].

Finalmente como Q(ev, 3) es un campo
a+d, a3, af, % (7 #0) € Qa, ) C A.

a

Notemos que [A : @] es infinita. En efecto, supongamos que [A: Q=n, n <
0o, Sea pun primo tal que p—1 > n, entonces f(z) = 2" +2P~ 24 4o+l €
z[x] es irreducible en Q(x] [ver ejemplos vistos ensegulda del teorema A.12 del
apéndice]. Alora siw € C es tal que f(w) = 0, entonces w € A. Finalmente
[Qw):Q =p-1>n=][A:q] ver teorema A.18 del apéndice] lo cual cs
absurdo ya que Q(w) C A.

Definicién 1.3  Un campo de nidmeros es un subcampo K de € tal que [K :
Q| es finito. Se sigue de la definicidn que todo elemento de K es algebraico
sohre Q, entonces K C A,

Teorema 1.4  Si K es un campo de nimeros, entonces K = Q(6) para
alytin @ algebraico.

Demostracién: Como K = Q(«v,, ..., a,) donde a4, ..., oy, son algebraicos
[ver teorema A.21 del apéndice], por inducclén bastard probar que st K =
Ki(),9), entonces K = K1(8) (a,d y 0 algebraicos y Ky un subcampo de
K), pues si esto sucede entonces

Qm) = Q(6)
Qa,a2) = Q(6s)
Qlar, m, a3) = Q(f, 3) = Q(6s)

K=Q(ay,...,an) Q(on;l.an) = Q(fa) = Q(9)

en donde o, 6; son algebraicos sobre Q para todai (1 <i<n).

Probemos entonces lo anterior.

Sean py qlos polinomios mfnimos de ), & sobre K1. Como C es un campo
algebralcamente cerrado, estas dos polinomios se pueden fuctorizar come:

(Z— z\;)(x—,\;)m(z—,\m)
(¢~ &)z =8) (2 =6),

2
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en donde los A;,d; (1 < i< m; 1< 7 < n)son distintos pues p(z) y (2)
son irreducibles [ver corolario A.14 del apéndice].

Consideremos A} = A y §; = 4. Para cada parejn (¢,7) la ecuacion
Ai+ydi=M+yd ; J#1, (1.1)

ticne una solucidn tinica y, en donde y puede o no pertenecer a K. Por lo
lanto para cada { y para cada j # 1, existe a lo mds un elemento y € K
yue satisface la ecuacion 1.1, Por lo tanto podemos elegiv ¢ # 0 € Ky tal
que N +cdy# M +ed (1€18m, 1 <5 <n). Sdelininos § = X + o,
probaremos que K1(0) = K1(),6).

Obviamente K3 (6) € Ki(), 6) y s6lo nos resta probar que Ky (A, 8) 'S K, (0);
pero para csto es suficiente probar que & € Ky (6) pues si esto sucede, entonces
A =6 - ¢ también estard en K1(6) y terminaremos la prueba.

Probemos pues entonces que § € Kq(0). Para esto notemos que
p(0—-cd) =p(A)=0.
Por lo tanto si d=finimos
r(z) =p(6 —cz) €Ki(f)x],

d es una rafz tanto de g como de r y ¢, 7 son nmbos polinomios con coeficientes
en K1(f) . Ademds ¢ y r no tienen otro cero en comin, ya que si g(§) =
(&) =0, entonces £ serfa unodelosd; (1 < j < n)y6—c€ serfa uno de los
At (1 £ <m); delo cual se concluye que 6 — ¢§; = Ay, pero como también
6 = Ay +cdy, entonces A, +cdy ~cd; = Ay 6 N+ cf; = Ay + ¢d). Pero por
la eleccidn de ¢, esta ultima igualdad sélo se puede dar sii =j =1y porlo
tanto £ = §; = 4.

Por otro lado si A(z) es el polinomio mfnimo de 4 sobre K3(6), entonces
h(z) divide a g(z) y 8 r(z) [ver lema A.17 b) del apéndice]. Mds atn h(z)
es un polinomio de grado 1. En efecto, ya que toda rafz de h(z) también
lo es de ¢(z) y r(z) pues h(z) los divide. Por otro lado, todas las rafces de
h{z) son distintas pues h(z) es irreducible; por lo tanto si 7 es cualquier rafz
de h(z), entonces 7 tiene que ser &, pues q(z) y r(z) sélo tienen una rafz en
comtn que ¢s 6, de donde concluimos que el grado de h(z) es 1.

Por lo tanto  h(z) =2 -6 € Ky(f); de donde finalmente obtenemos que
J € Ka(0).
0



1.2 Conjugados y discriminantes

Si K = Q(0) es un campo de mimeros, existen en general varios monomonrfis-
: g
mos distintos ¢ : K = C.

[in el signiente teorea veremos oial es el mimero exacto de estos monontor-
fismos y mis aitn, se verd cual es la regla de correspondencia de cada uno de
ellos.

Teorema 1.6 Sce K = Q(f) un campo de mimeros de grado n sobre Q.
Entonces existen excclamente 1 distintos monomorfismosg; : K - € (i =
1,2,...,n), en donde los elementos a;(0) = 0; son los distintos cervs en C
del polinomio minimo de 8§ sobre Q.

Demostracién : Aates que nuda recordemos que si 0 @ K = € es un
homomorfisno no trivial, entonces ¢ ¢s un monomorfismo. Mds atin tenemos
que o(1) = 1, y con ésto fécilmente se comprueba que o|g = Id (o restringida
a Q es la identidad). También, como 1,6,...,6*" es una base de K sobre Q,
si o € K, o se expresa de manera inica como o = 7(6), en donde r(z) € Q[x]
y 8(r) < n (0(r) denotn el grado del polinomio r(z)), y asf :
o(a) = o(r(6)) = r(a(6)) .

Fsto es, que si g : K = € es un homomorfismo no trivial, basta que sepamos
a quien es igual o(f) para tener completamente determinada la regla de
corresponilencia de o,

Por otro lado, si el polinomio minimo de 8 es p(z) € Q[x], entonces
0=0(p(f)) =p(a(6)) . (1.2)
por lo tanto o(0) es alguna de 1as n rafces distintas (8,,..., 6, € C) de p(z).

Todo lo anterior parece indicarnos que los isomorfismos que buscamos son
precisamente o; : K — C en donde 0;(0) = 6; (i = 1,...,n). Lo anterlor es
cierto ya que si nos fijamos en los campos K = Q(8) y en Q(6;) (1 <1 < n),
cuyas respectivas bases sobre Q son 1,6,...,6%' y 1,8;,...,07~ (puesto
que p(2) es el polinomio mfnimo de @ y de 6;), entonces existe un tnico
isomorfismo de campos o; : Q(6) = Q(6;) tal que oi(d) = 6;. En efecto, ya
que si o = (@) € Q(f), entonces

ai(e) 7 ()
q(6s)
donde r(z) = p(z)h(z) +q(z) ; ¢(z) =0 6 0d(g)<n.
o; es un homomorfisio, pues st e = r(8), 5 = s(8) € Q(f), claramente

oi(a+ 8) = as(@) + oi(B) ,

4




ademés
ai(af) = r(0i)s(0s) = ¢(0:)t(0:) = ai(a)ai(F)

donde s(x) = p(a)g(x) +tz) 5 He) =0 & d({)<n,
Que o es suprayectivo es inmediato. Por lo tanto o; es un isomorfismo.
Claramente o; es {inico.
Todos los isomorfismos o; @ Q) = @(0:) (1 < ¢ < n) son distintos. Final-

mente, por laigualdad 1.2 éstos son todos los isomorfismos posibles,
a

Definicién 1.6 Sea K = Q(6) un campo de mimeros de gradon, y ay,...,0,
el conjunto de todos los distintos monomorfismos K — €. Si 0;(K) C R, lo
cual ocurre si y sdlo si ai(0) € R, se dice que a; es real, en obro caso o; es
complejo.

Recordemos que si z € C, el complejo conjugado de z se denota por Z. Si
definimos () = oy(a),en donde a; : K — C, entonces 7 también es un
monomorfismo K — €. En efecto, ya que p: € — € dado por ¢(z) =3
es un monomorfismo y @; = ¢ o g;. De lo anterior tenemos que @; es.igual a
oj para alguna j (1 < j < n). Ahora como g; = G si y sélo si o; es real, y
a; = 0;, entonces los monomorfismos complejos se dan en pares conjugados.
Por lo tanto

n=48-+20,
en donde s es el mimero de monomorfismos reales y 2¢ el de complejos.

Definicién 1.7  Sea K un campo de nimeros, y a € K. Los elementos
oi(a) (1 £ i < n), son llamados los K-conjugados de a.

Definicién 1.8  Con la notacidn anterior, si « € K = Q(6) se define el
polinomio de campo de « sobre K como

7%

falz) = ﬂ(x - Ui(a))

i=1

Teorema 1.9  Los coeficientes del polinomio de campo son nimeros racio-
nales, esto es, fo(z) € Q[x].

Demostracidn : Si a € K, entonces a = r(6) , r(z) € Q[x] y 8(r) <n.
Fntonces

fa(z) =

n n

[I(z = oi(e)) = [](z - 0i(r(6))) = [[(z - (8:)),

i=1 i=1

::

1
-



ademds
ailaf) = r(6)s(0s) = q(0:)(Y;) = oi(e)ai(F)
donde s(x) = p(x)gle) + t{x) ; Lx)=0 & A <n.
Que o; es suprayectivo es inmediato. Por lo tanto a; es un isomorfismo.
Claramente o; es tinico.
Todos los isomorfismos o; : ¢(f) = ¢(6) (1 < i < n) son distintos. Final-

mente, por la igualdad 1.2 éstos son todos los isomorfisimos posibles.
a

Definicién 1.6 Sea K = Q(8) un campo de niimeros de gradon, yay,...,0,
el conjunto de todos los distintos monomorfisinos K — €. §i 0;(K) C R, lo
cual ocurre si y sdlo si o;(0) € R, se dice que o; es real, en olro caso o; es
complejo.

Recordemos que si z € C, el complejo conjugado de 2 se denota por Z. Si
defininos i(a) = a,( Jen donde a; : K — C, entonces 7; tambidn es un
monomorfismo K — €. En efecto, yn que ¢ : € = € dado por ¢(z) =2
es un monomorfismo y &; = g o ¢;. De lo anterior tenemos que @; es.igual a
o; para alguna j (1 < j < n). Ahora como ¢y = @ si y sélo si o; es real, y
@; = o;, entonces los monomorfismos complejos se dan en pares conjugados.
Por lo tanto

=82,
en donde s ¢s ¢l mimero de monomorfismos reales y 24 el de complejos.

Definicidn 1.7  Sea K un campo de ndmeros, y a € K. Los elementos
oi(a) (1 £ i < n), son llamados los K-conjugados de a.

Definicién 1.8  Con la notacidn anterior, si a € K = Q(6) se define el
polinomio de campo de a sobre K como

fal®) = 1z - (@)

i=l

Teorema 1.9  Los coeficientes del polinomio de campo son nimeros racio-
nales, esto es, fo(z) € Q[x].

Demostracién : Si a € K, entonces a =r(8) , r(z) €Q[x] y d(r) <n
Fntances

1 1J

folz) = T - o) = 1@ - oitr (@) = T[( - r(6:)),

i=1 1=l i=1



desarrollando esto iltimo tenemos que
Jal) = 2" = hy(0r,. ., 0)0" ™ o (1) (01, B,

en donde?

hl(()l; AN = I'( 1) + 1(02) +oee I'(()“)
ha(Or, .. 0) = r(6))r(02) + r(6)r(0) + ...+
(o

=

i
!
=

he(fh, ..., 0,) = sumade todos los distintos productos
de r distintas Itis

TnOses ) = 1(00)F(0) ().

Los polinomios hy(xy,...,24) € Qx1,...,Xy] son simétricos (1 < ¢ < n)
pues al efectuar cualquier permutacion de (2, ..., z,) el polinomio h; queda
invariante.

Finalmente como hy,...,h, son sinétricos y 6,,...,6, son las rafces de
p(z) € Q[x], entonces hi(6,...,0,) € QVi = 1,2,...,n [ver teorema A.24

del apéndice]. Por lo tanto fo(z) € Q[x].
0

Si K = Q(6) es un campo de mimeros; como ya se vié los K-conjugados de
0 son lns rafees del polinomio minimo de 8 sobre Q, las cuales son distintns;
pero esto no sicmpre es cierto ya que por ¢jemplo o;(1) =1 para toda i.

Algo mds preciso se da en el siguiente,

Teorema 1.10  Sca o € K = Q(8). Con la notacidn anterior

a) El polinomio de campo fo es una potencia del polinomic minimo pa.

b} Los K-conjugados de o son lus ceros de p, en C, cada uno repetido o
eees en fo, donde m = 8(p,) es un divisor de n.

c) a€ Q siy sdlo si todos sus K-conjugados son iguales.

d) Q(a) = Q(0) siy sdlo 31 los K-conjugados de a son distintos.

Demostracién : n) Sea p, ¢l polinomio minimo de a sobre Q (p, ¢s irre-
ducible y tiene raices distintas),

Claramente e es rafz de f,(2) ya que g;(0) = e prra nlguna i y por lo tanto
Palfa, €310 es que fo = pahi. Sea s el minimo entero positivo tal que plfq
y P51 fa, entonces f, = pih donde p, y h son primos relativos y ménicos.
Para terminar basta probar que h(z) es una constante (h(z) = 1),

6
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Si h(2) no es una constante, sea A una rafz de h(z), entonces también ¢s una
tafz de fo(2) pues fo(z) = pl(z)h(z); de hecho /7 es una de las gi(@), y como
o = r{f), entonces f = ai(er) = r(f;). Definamos g(r) = hr(z)) € Q[x],
entonees g(0h) = h(r(ti)) = W) = 0, e deciry O es vafz de g(e), pero
también 6; cs raiz de p(z) (e} polinomio minimo de 8 sobre @), entonces plg
y por lo tanto g(d;) = 0 (1 < j < n) en especial g(f) = 0. Por lo tanto
h{a) = h(r(8)) = g() = 0, esto @ltimo implica que po|h lo cual es una
contradiccién. Finalmente concluimos que h(x) =1y que fo =p3.

) Supongamos que g, ol polinomio minimo de o solve Q, tivne grado
m. La igualdad s, = p5 muestea que f, v pq tiencu las mismas rafees, cada

una repetida ¢ = ln-z veces en fo(x) ya que n=0(fa) = 0(p3) = sm.

¢) =) Sia € Qclaramente o) = ¢ € Q.
<) Si todos los oy(r) son iguales. Por inciso ) tenemos que; s = n = ;17'—1
de donde se tiene que m =1 = [Q(a) : Q] y de aqui que ov € Q.

d) =) Si Q(a) = Q(f), entonces [Q(a) : Q] = [Q(F) : Q] = n, lo cual
implica que el grado de pa{z) es n, y por lo tanto los a;{a) son distintos pues
son las rafces de p,(z).

4} Si todos los K-conjugados de a son distintos, entonces el grado de
Pa(z) es n y de aqui que [Q(a) : Q] = [Q(f) : Q] = n. Por otro lado camo
Q(a) € Q(8), entonces se tiene que

n=[Q0): Q] =[Q(): Qa)][Q(e): Q|

de donde se concluye que [Q(6) : Q(a)] =1, y por lo tanto Q(8) = Q(a).
]

Observemos que los K-conjugados de o no necesariamente son elementos
de K, ya que por ejemplo si e es In rafz cubica renl de 2, entonees K = Q(a)
es un subcampo de R. Pero los K-conjugados de o son @, aw, aw?, donde

b SLEVE
2
es decir que aw, aw? no estdn en Q(a).

Definicién 1.11  Si K es un campo de nimeros de grado n sobre @ y si
{ar,...,a,} €3 una base de K sobre Q, entonces el discriminante de esta



hase (denotddo por Alay, ..., «,)) se define como

Al o) = {(lct[a,'(aj)]}" = : . -
Un(ﬂ’l) 0,,((\“)) tee (Tn(ﬂ’u)

Si{8,..., 0} es cualquicr otra hase de K sobre @, entonces §; = Ylacijo.
Matricialmente tenemos B = Cl, donde

oy By
A= 1 1 B=[:
Qy B

y lamatriz C' = (¢;;) tienc entradas racionales, y es la traspuesta de la matriz
de cambio de base (detC # 0).
Claramente A[B,,...,0,) = [detC]*Ala,...,aq) . En efecto,n ya que

o\(Br) -+ a1(Bn) ?

A[ﬁh (LNl 1ﬁn] 02(-ﬁl) N 02(:6")

i

oulB)) + on(B)

n n

m@%M-Hm@mm
n n

02(§ C,'|(¥,') soe 0’2('21 Cm(l,‘)

= =

n 7
Un(‘glcilai) Un(‘glcinﬂi)

igl c“ol(a;) ) iél Cino'[(ﬂi)

n ’ n
i;l cno,,(a.-) v ‘g Cinon(ai)
ey ot O ar{ay) +++ o)

Cin *** Cun ol(au) v On(0)

de donde se sigue lo afirmado

*




Teorema 1.12  El discriminante de cualquier base de K = Q(0) es un
nimero racional distinto de cero. Si lodos los K-conjugados son reales, en-
tonces el discriminante de cualquier base es positivo.

Pemostracion : Se sahe que una base de Woes {10,007 ') Ahora si

los KC-conjugados de 0 son 0,...,68,, y A[1,8,...,6,-1] = D?, entances

a(l) - o (@) [

”rl(l) 0!1((n-l)
n-t |?

] e (}l

2 _ .
Dn = H . .

.. n-1
1 ... 6
en donde a D,, se le conoce como el determinante de Vanderinonde.

Si reemplazamos a 6,, por una variable 2, entonces el determinante D, se
tennsforma en un polinomio Dy () de grado n-1, en donde 2 = 0,0y, ..., 0,
son sus rafces. En efecto, ya que D,(6;) es un determinante con dos filas
iguales para cada i =1,2,...,n—=1, Por lo tanto

Dn(z) = a(z ~6))(z ~63) -+ (z = Oy-1)
donde a es el cocficiente del término de mayor grado de D,(2), esto es que
1 6, - grll~?
a=Dyy = |+ ¢ o
L Gyt e 633

Con todo lo anterior tenemos que

D"(H,,) = Dn-l(on - 91) e (en "‘01)

Ahara como D,_; es un determinante del mismo tipo que D,,, s¢ puede tratar
de igual forina.

En resumen tenemos que
D?x = (0u = 01)2 . (011 - 0,,_;)7
(ou-l - 0l)2 e (0v -1= n-?)2

(65 ~ 92)2(9; -6}
(6, - 6,)?



eslo es que

D= I @W-0)Y={ [ -6
1<y <n 1<i<j<n
Claramente Dy, = [1(0;-0;) es de laforma k(. .., 8,) endonde h(2y,...,x,)
€ Q[x1,..., %y}, por otro lado h(2y,...,2,) es antisimétrico pues al efectuar
cualquier permutacion de (zy,...,2,), ¢l polinomio queda igual ¢ quizas
cambia de signo dependiendo de la permutacidn hecha, esto se debe a que
¢l intercambio de dos variables, corresponde al intereanthio de 2 filas en ¢l
determinante de Vandermonde
D= [licicjen (@5 — i) = h{z1, .0y 2n)s

Como D = h(xy,...,x,) es antisimétrico, D? = [A(xy,...,24)]? es simétrico
y tiene coeficicntes racionales. Finalmente como p(z) € Qfx], y sus rafces
0y,...,8, son distintas, entonces

A=D}=Mzr,...,x))P€Q , A#0
Por otro lado si {f,..., 8.} es cualquier otra base de K, entonces
A[ﬁh s aﬁn] = [detC]QA

en donde C = (ci;) es la matriz de cambio de base (detC # 0;detC € Q).
Por lo tanto 0 # A[By,... 4] € Q. Para finalizar observemos que si todos los

0, son reales, entonees A > 0,y por lo tanto Alfy,..., 4] > 0.
O

1.3 Enteros algebraicos

Definicién 1.13  Un niimero 0 € C se dice que es un entero algebraico si
es raiz de alqin polinomio ménico p(2) con coeficientes enteros.

Ejemplos :
2) 6 = /=2 cs un entero algebraico ya que 6 es rafz de p(z) = 2?2 +2 € Z(x|

1+v6

byr= ¢s un entero algebraico ya que 7 es rafzde f(z) = 2?-z-1 €

2lx]

¢) a € Z es un entero algebraico ya que a es rafz de g(z) =z — a € Z(x]

10
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Lema 1.14  Sea o € C. Son equivalentes:

a) a es un entero algebraico.

b) Bl grupo aditivo del anillo Z{e] es finitamente generado.

¢) a es miembro de algtin subanillo de C que tiene un grapo aditive finita-
mente generado. '

d) eA C A para algin grupo aditivo finitemente generado A CC .

Demostracién : a) =b) Si « es un entero algebraico, entonces para alguna
nem

A"+ 0" fayetayg =0, 0; €7,
de lo cudl se obtiene

" ==y 0" = = — (1.3)

De lo anterior se infiere que el grupo aditivo de z[a] esta generado por
S = {l,a,...,a""'}. En efecto, ya que procediendo inductivamente, si
m 2 ny a™ € (S), entonces usando la igualdad 1.3, a™*! se puede escribir
como

amti-ntn am+l—n(_a"_lau—l ——e—qa - ao)
= —=Qp 0™~ a,._ga""l —_.e— aoam+l—n € (S)

Por lo tanto todas las potencias de « € (S), esto es que Z|] cs finitamente
generado como grupo aditivo.

b) =>c) Témese el subanillo como Z[a)].

¢) =>d) Sea A finitamente generado, ad = {az : z € A}. Claramente
aAC Apuesa€ Ay Aes un anillo,

d) =>a) Si {ay,...,a,} gencran a A, entonces como ad C A se tiene que

aaqy = mpa +mpdp+-cc+m,a, _
aq) My @y -+ MGz + <+ » + M0, m; €7

.
.

Qd, = Mp1G) + Mp2Ga +*** + MypQy

Matricialmente nos queda

a 0
a 0
@-M| 7] =1.
an 0

11



en donde 7, M son ambas matrices cuadradas de tamaiio n.x n , M = (my;)
¢ I os la matriz identidad. Ahora como no todos los a; son ceros, entonees
¢l sistema de ccuaciones anterior tiene sohicion no trivial , por lo enal

det{al -~ M) =0
desarrollando este determinante se obtiene
a” -+ termines de grado menor =0

es dechy e v es vafz de un polinomio ménico con coeficintes enteros, Por lo
a
tanto & ¢s un entero algebraico,
a

Teorema 1,15  Fl conjunto B de enteros algebraicos es un subanillo de A
(A el conjunto de nimeros algebraicos )

Demostracién : Si a, 8 € B. Por el lema previo z[a] y Z[0] tienen grupos
aditivos finitamente generados, entonces el anillo Z[a, 8] también visto como
grupo aditivo es finitamente generado pues si {a1,...,am} genera a z[a] y
{B1,...,Bn)} genera a z|6), mediante un cdlculo muy sencillo se puede probar
que los elementos o (1 < i < m 1 < j < n) generan a Z[a, /1]

Finalmente Z[a, 0] contiene 2 a4 4 y a8, y como el grupo aditivo de Za, 3]
es finitamente generado, entonces o+ 3, af € B,
a

Teorema 1.16  S§i 6 € C y p(8) = 0, en donde p(z) es un polinomio
mdnico con coeficientes en B, entonces 8 € B,
Demostracién : Si p(z) = ag+ @iz ++++ +a,-12"' + 2" € Bx], entonces
ag+ @8+ 4 ap 8"+ 6" =0
de aquf que
0" = —ag—af —+++ = g, 6" (1.4)

Por otro lado afirmaios que el anillo 2[ay,...,a,-1,0] tiene grupo aditivo
finitamente generado. En efecto ya que si consideramos los productos

Mn-1gm
aga™ + apt'e (1.5)
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Usando la igualdad 1.4 y razonando igual que en el lema 1.14 (a) = (b), se
tiene que cualquier potencia de 6 y en particular 6" es de la forma

—gf" =" — =y, 0< <=1
Por otro lado como ay, .. .,a,-; € B, entonces los anillos
Zlag), ..., Z[ap-1]

tienen grupos aditivos finitamente generados. Con todo lo anterior se tiene
que sdlo valores finitos para los exponentes de Ia expresion 1.5 son necesarios
y por lo tanto Z[ap,...,ax-1, 8] tiene grupo aditivo finitamente generado.

Finalmente por ¢l lema 1.14 (c) = (a) se concluye que 6 € B,
! 0

Definicién 1.17  Sea K un campo de mimeros, El anillo de enteros de
K, denotado por O, es lu interseccion de K con el anillo de enteros B, cs
decir que Ox = KNB.

Lema 1.18  Sia €K, entonces ca € Ok para algiin 0 # ¢ € 2.

Demostracién : Sea f(z) = ap + a1z + +++ + ap-12™' + 2™ € Q[x] el
polinomio mfnimno de o sobre Q, y ¢ el m{nimo entero positivo tal que c¢f(z) €
Z[x], entonces ca € Ok. En efecto, ya que

0 = "f(a)

ey + Mg + o+ ™
c™ag + c™lar(ca) + o+ (ca)™

esto es que ca es rafz del polinomio

g(:t) = C'"ao + Cm—lall‘ oo ca,,,_l:z:"“‘ +2m € Z[x]
0

Corolario 1.19  Cualguier ideal T no nulo de Og contiene una base de
K.

Demostracién : Si {a;,...,an} es una base de K, entonces por el lema
1.18, existen ¢),...,¢, € Z,c; # 0 tales que ejavy,..., e 0, € Ok. Ahora si
0# 0 €I, entonces can f, ..., cuanf € I y ficilmente se cheen que estos
conforman una base de K.

O
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Corolario 1.20  5i K es un campo de mimeros, entonces K = Q(0) para
algiin entero alyebraico ©

Demostracién : Sabemos que K = @(f), en donde # cs un nimero alge-
braico. Por otro lado en virtnd del lema previo se tiene que ¢f = © € Uk
para algin 0 ¢ € Z y , entoncees Q(f) = Q(O). En electo ya que clarnmente
O € (f) y de aqui que Q(O©) C @(f) , por otro lade como § = ©/c , entonces
0 € Q(O) y de aqui que Q(f) C Q(©).

0

Observacidn : Si K = Q(f) donde # es un entero algebraico, no necesavia-
mente Ok es igual a Z[f). Lo que sicmpre es cierto es que Z[0) C Ok. En
efecto, pues p(d) € Ok V p(x) € T:B(J. Para ver que la otra contencién no
stompre es cierta, notenos que Q(v/A) es un campo de niimeros y que /5
es un entero algebraico ya que es rafz del polinomio f(z) = 2 - 5, también

1+ 6

es un entero algebraico pues es un cero de f(z) =22 -2 - 1.
Claramente & € Ok y sin embargo o & 2{v/5).

Existe un criterio muy usado, en terminos del polinomio mfnimo para que
un nimero sea un entero nlgebraico.

Lema 1.21  Un nidmero algebraico o es un entero algebraico si y sdlo si
su polinoinio minimo sobre Q liene coeficientes en Z.

Demostracién : =) Si v, es un entero algebraico, entonces g(a) = 0 para

algin g(z) € Z[x], ¢(z) ménico. Por lo tanto si p(z) es el polinomio minimo

de « sobre Q, entonces ¢ = ph, h(z) € Q[x] y por el Lema de Gauss [ver

teorema A.10 del apéndice], existe A € @, A # 0 tal que ¢ = (Ap)(\~th) en

donde Ap, \-*h € Z[x]. Pero como p(z) y g(x) son ménicos, entonces A = 1

y plz) € 2[x].

+) Esto se sigue inmediatamente de la definicién de polinomio minimo.

0]

De ahiora en adelante a los enteros algebraicos les llamaremos enteros sim-
plemente y a los enteros usuales Z les llamaremos enteros racionalcs.

Lema 1.22  Un enlero es un mimero racional st y sdlo si este es un entero
racional, Byuivalentemenle BNQ =12

Demostracién : =) Sea ov un entero (v €B) y «v racional (v € Q). Por el
lema 1.21 el polinomio mfnimo de « sobre Q tiene coeficientes en Z, pero su
polinomio minimoes f(z) =z —a. Porlotantoa € ZyBNQC Z.

14



<) Estoes inmediato ya que todo o € Z es un niimero racional y tambicn
un entero (ver ejemplos vistos enseguida de la definicién 1.13). Por lo tanto

ZCBNQ
0

1.4 Bases enteras
St K = () es un campo de mimeros de grado n sobre , entohees
(1,0,...,0"'}

es una base de K sobre Q. i el caso en que 6 es un entero la anterior base
consta de puros enteros.

Por otro lado se sabe que O (el anillo de enteros de K) es un grupo
abeliano bajo la adicién.

Definicién 1.23  Una Z-base de (Ok, +) es lamada una base entera de K.

Esto es que {a, ..., a,} es una buse entera siy solo si a; € Gk Vi y cualquier

elemento de Ok se ezpresa de manera dnica como a\ay+++ 40,0, | ;€2

Una pregunta muy natural que nos podemos hacer es: 7existen bases en-
teras?. Para contestar a ésto primero probaremos el slguiente lema del cual
se desprenderd inmediatnmente la respuesti.

Lema 1.24  Si{ay,...,a5} es una base de K consistente de puros enteros,
entonces 0# Alay,...,an) €2

Demostracién Por el teorema 1,12 tenemos que 0 # Alay,...,a,] € Q.
Ademids Alw,,...,a,] € B pues los K-conjugados de o; (1 < i < n) son
las vafces del polinomio minimo py, de o sobre @, ¢ endl tiene cucficientes
enteros pues a; es entero [ver lema 1.21).

Resumiendo tenemos que 0 # Alay,...,a) € BNQ=12.

Teorema 1.26  Cualguicr campo de miimeros K de grado n gobre Q posce
una base entera, y el grupo aditivo de Ok es abeliano libre de rango n.

Demostracién Se sabe que si 0 ¢s un entero en K, {1,6,...,6"'} ¢s una
base de K que consiste de puros enteros, la cual es una Q-base pero no

16
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necesariamente una Z-base. También se sabe que el discriminante de una
hase que consiste de puros enteros s un entero racional.

Tomemos {wy,...,w,} una @-base de K formada por puros enteros de tal
manera qite | Afwy, ..., w,] | sea minimo. s de esperarse que {w,...,w,}
sea una Z-base de (Og, +). En efecto, ya que si no lo fuera, entonees existirfa
un w € Ok tal que

w=aquy+ o +a,w, @ €Q, notodosen 2.

Sin pérdida de generalidad sea @) € Z, entonces a, = a +r endondna €2y
0<r<1 (reQ-2z). Sidefinimos

hh=w-aw , Yi=w (i=2,...,71) ,
{¥1,...,¥n} es una base de K consistente de enteros pues si
apr+eadet o teaPn=0 , GEQ ,
sustituyendo los valores de w y a en ¢, se tiene que

alrw + auy 4+ 4 gy} + QU + -+ = 0,
curwy + (c1az + co)wa + (cras + c3)ws + -+« + (€1@n + €5)Un

1]
o

y como {wy,...,wy} es unn base, entonces
ar=0,q0+c=0,..,cq00,+c¢,=0,

de donde se concluye que ¢ = ¢z = +»+ = ¢5 = 0. Por lo tanto {¢1,...,%s}
es linealmente independiente sobre Q, y como K es de grado n, entonces
{¥1,...,%s} es una base de K claramente consistente de puros enteros alge-
braicos. '

Por otro lado, tenemos que la matriz de cambio de base de {w;,...,wa} ala
base {"pla ver a"pu} €8

(== T ]

Q

it
-
S - —,of
— e oo f

@ .-

y de aqui que 0 < detC = r < 1. Con todo lo anterior se tiene que
Aw)l’ cee ;"/’n] = T'IA[wls see »wu] < A[wl: seny wn]
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lo cudl es una contradiccion pues | Afwy, ..., wy] | era minimo. Por lo tanto
{wy,...,ws} es una base entera y (Ok,+) es un grupo abeliano libre de
rango n.

(]

v

La cuestion de encontrar bases enteras en campos de mimeros K de grado
2 y en otros casos muy particulares se verd en las siguientes secciones. Por
ejemplo se verd que si K = Q(VA), entonees el correspondiente anillo de
enteros s O = Z[3 -+ $v/5] v una base entera es {1, 1 + 15},
Esto altimo tambicén se puede probar por ana ruta distinta nsando ol dis-

eriminante. En efecto, ya que claramente Q(v5) = Q(,‘; + .‘]\/5) y coma los

R

dos monomorfismos Q(v/5) — C estdn dados por

ap+evs) = p+eVb
a(p+qV5) = p—qV5,

entonces

+

1
ALY +1vE = ]1 =5,

O P e
S

DO et

el cual es un entero racional libre de cuadrados, y asf {1,-} + %\/5} €s una
base entera como se afirma en el siguiente

Teorema 1.26  Si {ay,...,q,} es una Q-buse de K consistente de puros
enteros y Aloy, ..., ap) es libre de cuadrados, entonces {a,...,a,} es una
base entera,

Demostracién Sea {8),...,0,} una base entera de K. Entonces existen
eateros racionales ¢ tales que @i = 37, ¢iifj, y de aqui

A[al, veny an] = [det(cij)]2A[ﬂl; v tﬂn] )

pero como Alay,..., o) es libre de cuadrados, entonces [(Iet,(c,-,-)]2 =1lo
cual implica que [det(cij)] = £1, es decir, la matriz C = (c;;) es unimodular
{(una matriz cuyo determinante es 1 6 —1). Finalmente, en virtud del lema
A.26 del apéndice concluimos que {a,...,a,} es una base entera,

0

El recfproco del teorema anterior no es cierto, Por ejemplo, se verd mds

adelante que el campo K = Q(v/7) tiene una Q-base cuyo discriminante no
es libre de cuadrados y que sin embargo ¢s una base entera.

17



Notemos que para cualesquicra dos bases enteras {ay, ..., } ¥ {B1,. -+, B}
de un campo de niimeros K se tiene

A[{)’l, ey (\‘n] = (ﬂﬂ)?A[ﬂh soe 1ﬁn] = A[ﬂh ey ﬂn] )

dsto es porque la matriz correspondiente al cambio de base es unimodular .
Por lo tanto el discriminante de una base entera es independiente de la base
enteri elegida, Fste valor comiin es llamado el diseriminante de K (o de

).

1.5 Normas

Fin esta seccion se trabajard con un importantfsimo concepto que a menudo
sirve para transformar problemas acerca de enteros algebraicos en problemas
acerca de enteros racionales.

Recordemos que si K = Q(6) es un caimpo de nimeros y o € K, entonces el
polinomio de campo de « sobre K ¢s

n

fa(z) = [J(z - 0i(c)) € Qlx].

i=1
Mis atin, en virtud de los teoremas 1.10 a) , 1.21 y el Lema de Gauss se
obticne facilmente que e € Ok si y solo si fo(z) € 2[x].

Definicién 1,27  Parg cualquier « € K (K un campo de nidmeros de
grado n) se define la norma de este como

Ng(a) = ﬁa‘(a) .
i=1

Grneins al desarrollo de la demostracion del teorema 1.9 y a la reciente
definicién podemos notar que Ni(a) es Igual a % el termino independiente
de fo(x) (+ si n es pary — sin es impar).

Con lo anterior tenemos que si @ € Ok, entonces Nkx(a) € 2. Mds aun, si
0,0 € K (o # 0), y como o; es un monomorfismo (1 < i < n), entonces
fécilmente se checa que

8) Ng(a)#0
b)  Ni(ef) = Ni(a)Nk(B)

Para el caso particular en que K = Q(v/7), los enteros de K son Ok =
2[\/7) (ésto se probara en la siguiente seccién), y los monomorfismos ; son
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a(p+eV7) = p+gV7
op+qVT) = p-q/7

Notemos que une, Q-base de K es {1,/7}, do aqu

N(p+aV7) = p*=Tp

v = |y %

Observemos que el diseriminante de {1, v/7} no s libre de cuadrados, sin
embargo esto no implica que {1, v/7} no sea una base entera (de hecho lo es
como se verd en la siguiente seecidn).

2

= 28.

Enseguida veremos la gran relacion que hay entre el discriminante de una
base, la norma y la derivada formal de un polinomio.

Proposicién 1,28 S5i K = Q(8) es un campo de nimeros de grado n,
y p(z) es el polinomio minimo de 8 sobre Q (O(p) = n), entonces lu base
{1,6,...,087"'} tiene discriminante

A[LS,..., 0% = (=1) "5 Nk (p'(6))
en donde p'(z) es la derivada formal del polinomio p(x).

Demostracién : Si 8y, ..., 6, son los K-conjugados de 6, cntonces

pa)=[l(z-6).

i=1

Derivando se tiene que

n n
p(x) =£ II z - 6;)
j=1j#i=1
de donde
Pe;) =TI 6-a).
j#i=1

Por lo tanto

P(6) 9 () = IIP(Q: I (91"91)_~

1<igj<n
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Por otro lado recordemos que

AlLG,..., 0™ = T (0; - 0,)?
1<icj<n
=(-)" T (0-0).
1<i#j<n
Reuniendo todo lo anterior se tiene que
AfLO 0] = ()M 110
u(x nla-) "
= (=) it ¥(95(9)
= (=177 H a;(#/(0))

|nl

(=) N (1/(0)) -

it

1.6 Campos cuadraticos

Definicién 1.29  Un campo cuadrdtico es un campo de ntimeros de grado
2 sobre Q.

Proposicién 1.30  Los campos cuadrdticos son precisamente aquellos de
la forma Q(V/d) para d € Z, d libre de cuadrados.

Demostracidén : Por el corolaiio 1.20, K = Q(#), en donde 6 € Ok y 6 es
rafz del polinomio irreducible f(z) = 2? + az +b € Z[x|. Entonces

0_—0:!:\/02—41)
._-'—*——2——-———.

Claramente a? — 4b no puede ser un cuadrado perfecto ya que si lo fuera,
entonces f(z) serfa reducible en Q[x]. Haciendo la factorizacién primaria de
a? — 4b, este lo podemos expresar como a? ~ 4b = r’d donde r,d € Z y d es
libre de cuadrados.

Por lo tanto

a0 =o(=E%)= o).

20

R

§——<




Teorema 1,31  Sea d € Z, d libre de cuadrados. Enlonces los enteros de
Q(v/d) son :

a) 2[Vd sid#1 (mdd 4).
b) zZ[i+iVd sid=1 0 (mdd 4).

Demostracién : Si o € Q(\/E) (o € Q), entonces o = 7 + sVd, 1,8 €
Q(s # 0). Claramente si reducimos 7 y s a su minima expresion, entonces v
se pueden tomar de la siguiente manera

- a+h/d

donde a,b,c€ 2, (b#0, ¢>0) y ademids a,b y ¢ son primos relativos.

Alora, a € Ok sty sélo si los coelicientes del polinomio mininto

/(@) = (“ - (ﬁ??‘@»(“" (JT@» a

son enteros. Efcctuando las operaciones lo anterior equivale a que

a® - b
7 €2 (1.6)
y
% :
= €z. %))

Esto implica que c|2. En efecto, si suponemos que ¢ > 1 podemos tomar un
primo racional p que divida a ¢. Si p|a, entonces p*|b%d. Como d es libre de
cuadrados p|b. Esto no es posible, entonces sic > 1,¢= 2.

Casos :
i) Sic=1, cntonces o es un entero en cualquier caso

i) Sic=2;, entonces a y b deben ser ambos impares, pues si alguno es
par, por la expresion 1.6 ¢l otro también resulta par. Sustituyendo el valor

de ¢ se tiene que € Z y de aquf

a’-bd=0 (méd4). (1.8)

Ahora como tode ndmero impar tiene eandrado de la forma 4k?+4k+1 (k €
z),a’=1=b0 (méd 4)y de aqui
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a? 1 (mad 4)

=b*d =d  (méd 4),

swmando estas congruencias se obtiene

il

i

- VPd=1-d (méd4),

pero por 1.8 se tiene entonces que d =1 (mdd 4).

Reciprocamente sid = 1 (mdd 4) ¥ a,bsan impares, entonees se tiene que
¢ es un entero ya que un andlisis similar al anterior nos prueba que 1.6 y 1.7
s¢ cumplen.

Resumicendo:
Sid#£1 (mdd 4), entonces ¢ = 1. Por lo tanto

Ok ={a+0Vd:a,b ez} =2[Vd
pues Z[V/d] estd generado por {1, Vd} (@[Vd) visto como grupo aditivo),

Sid=1 (méd 4), entonces ¢ =1 (a,b € 2) 6 ¢ =2 (a,b € Z impares),

Por lo tanto
X = {a+b\/2:a,be z}u{a"}b‘/‘7

Lo anterior también se puede escribir como

tabez impams} .

a+b\/-

X = % i a,b € Z con la misma pandad}
{a ( += \/-) a,b € Z con la misma paridad},

Por lo tanto

asdioi]

pues Q(vVd) = Q(3 + 1vd) y 2[4 + $/d) esté generado por {1, 4 + 3vd}. .

Teorema 1.32  Si K = Q(V4d), d libre de cuadrados, entonces

(a) Q(VAd) tiene una base entera de la forma {1,Vd} y discriminante
ddsid#1  (mdd 4).

(b) Q(Vd) tiene una base entera de la forma {1,3 + %\/&} y discrimi-
nantedsid=1 (mdd 4).
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Demostracion : Los monomorfismos Q(vd) = € estdn dados por

a(r+ sVd)
a\(r + sVd)

7'+s\/1‘{ nseEQ
r—svd rseQ

Il

(a) Por el teorema 1.31, {1, vV} es una base entera pucs es una z-base de
Ok. Ademds

2

NI (-2 = dd.

(b) Por el teorema 1.31 {1,4 + %ﬂ} es una base entera pues es una Z-base
de Ok. Ademis

ALV = l} Vi

Il
I+
[T

ISP

A1, + 3Vd]

S l—nag—

a

Como campos de mimeros isomorfos tienen el mismo discriminante, se sigue
que para distintas d's libres de cuadrado los campos Q(v/d) no son isomorfos,
Esto completa la clasiflcacién de campos cnadriticos, :

Un ejemplo de un campo cuadrético es ¢l campo Gaussiano K = Q(v/=1).
En este caso —1 #1 (mdd 4), y por lo tanto el anillo de enteros
es Ok = 2[v/~1] (conocido como el anillo de los enteros Gaussianos) y el
discriminante es —4 el cual no es libre de cuadrados. Esto dltimo nos prueba
que el recfproco del teorema 1.26 no es vélido.

1.7 Campos ciclotémicos

Definicién 1.33 _Un campo ciclotdmico es un campo de la forma K =
Q(€) donde € = €*™/™ es una rafz m-ésima primitiva de la unidad.

En el transcurso de este trabajo sdlo se considerard el caso en que m =p (p
un primo racional).
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Notemos que para p=2, £ = ~1,y par Jo tanto Q{€) = Q por lo cual este
¢aso lo evitaremos, y trabajaremos siempre con p primo impar a menos gue
se especifique lo contrario.

Lema 1.34 kI polinomio minimo de € = *™/? sobre Q es

Jlx)=a"" + a2 ta ]

18 ¢ =p-1.

Demostracién : Se sabe que £ = ¢*7/P ¢s yafz del polinontio g(x) = a# =1,
Ademds

g) = (@ =1 +a" . da+ 1), yeomo£~1#0,

entonces € ¢s rafz de f(z) =aP'+a?"% 4. +2+1, el cual es irreducible
sobre Q. Finalmente, como f(z) € 2[x] , 8(f) = p— 1y f es ménico,

entonces EE Ok y [Q(6): Q] =p—1.
(m]

Como £ es rafz p-ésima primitiva de la unidad, entonces £,€%,...,6P! son
también rafces p-ésimas de la unidad ninguna de ellas igual a 1. De hecho
£6%...,6  son los K-conjugados de £, Con todo lo anterior tenemos que

fle)=a"" 4edrtl= () (z - (19)

y como todo eletento de Q(€) se escribe de manera inica como eg+a &+« ++
ap-267~7, entonces los monomorfismos o;: Q(€) =€ (i=1,2,...,p—1)
estan dados por

gilag + €+ o+ 0y ) = g + Q€ + ot gD
Alora recordemos que para e € Q(€) , Nx(a) = [l oi(a). En particular
Ni(€) = €68 & = Ni(€') , i=12...,p-1
pues £,€2,..., €} son K-conjugados. Haciendo z = 0 en 1.9 se tiene que

1= ("1)”"‘652 ++€1 = Ni(€) = N(£) .

Por lo tanto Nx(¢') =1, i =1,2,...,p— 1. Mds aiin, ficilmente se puede
checar que Ng(£') = Vs € Z. Para el caso en que a es un elemento
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arbitrario en Q(€) es en general muy complicado el cdlculo de la norma. Un
caso muy especial es cuando o =1 — €, para el cual

p=1 =1 )
Ni(1 =€) = TLoi(1 - &) ='q<1 —g)
i=1 i=

haciendo 2 = 1 en 1.9 se tiene que

Ne(1- 8 =(1-6(1-8)-(1-&")=p.
Teorema 1.35  Sea K = Q(€), donde & = /P, FI discriminante de I
base {1,,..., 472} o (=1)55 -2,

Demostracién : Sc sabe por la proposicién 1.28 que
)t {e=Dp=1)
AlL g, 8 = (-1) T Nk(S(€),
donde f(z) es el polinomio minimo de & sobre Q. Aliora como p es impar
() = (-

Por otro lado se sabe que el polinomio minimo cs

P :
f(z):z-"“+x""+-~-+x+1=%—-—1l, §

derivando se tiene

R (A DpaP=! — (2P = 1)
oy = o),

evaluando en 2 = §

£~ pgrt— (- 1) _pgr _ —pr!
€= 1 €-1-1-¢

7=
tomando normas

—pti=1 !:(_E! !,(gl"l!
Ni(f1(§)) = Mgl = & S

= ety et
» »
=p2,

Por lo tanto

AlLE,...,&77 = (1) “Tp2,
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Lema 1.36  Si\=1-¢, eatonces {1,),..., A"} es una base entera de
K = Q(€) (€ = ¢*/2 | p primo racional impar).

Demostracidn : Como 1,£ son enteros, entonces A es un entero y conse-
cuentemente lo son tnmbidn A2, M2,

Ahora como {1,€,...,£77} es una base de K = Q(£), entonces

I it .
N=Y a8 5 i=0,1,2,...,p-2,
J=1 .

en donde la matriz A = (q;;) esta dada por

1 0 0 0 0 .- 0
1 -1 0 0 0 . 0
1 -2 1 0 0 «+ 0
A=] -3 3 -1 0 - 0

(57) () o G-
es decir que A es una matriz trinngular superior de (p — 1) x (p — 1), en

donde los niimeros en la diagonal son 1 y —1 alternandose estos. Claramente
detA = £1 #0, por lo que {1,A,...,\P~%} es una base y ademds

A[I,/\““‘/\P-Ql,__..A[l‘gl'“,gp-?] (1.19)

y sélo nos resta probar que {1, ), ..., A"~2} es base entera. Para esto tomemos
una base entera {w,,..., Wy~ }, entonces

3 p’-l
,\'=zc¢,wj,c‘jez , 1=0,1,2,...,p-2
i=1

Matricialmente lo anterior se puede expresar como A = CW y de aquf que
AL A, 077 = {dote)} A, .. w1
pero por la ecuacidén 1.10 y el teorema 1.35 se ticne que
AlLE,..., 7Y = {(Iet(c,-j)}?A['un,...,w,,-;] ,

nn donde  det(e;;) = £p" parn alguna 7 € Z,

Ahora, de la forma matricial de A = CW se tiene que
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C

W= ml\ )

en donde €' es la matriz adjunta de C (C tiene entradas enteras). Por lo
tanto cualquier w; (i =1,2,...,p—1) es de la forma

aQy +a A+ (l,,..g/\p—2
P

, G €7D

pero como {wy,...,Wp-1} €5 una base cntera, entonces cualquier elemento
de Q(€) es de esa forma. Si {1,A,..., A""2} no es hase eatera, entonges existe
algin w € Gk de la forma

g+t + (I,,..Q/\""2
P

, G ED

donde p" no divide a todos los a; (i =0,1,...,p—2). Si esto pasa, entonces
existe un entero de la formn
’J() + hl’\ R R o l),,-g/\p_')
p

donde p no divide a todos los b; (i = 0,1,...,p — 2). Sea m el primer {ndice
tal que p no divide a by, (m < p - 2), entonces
a= by A™ + bmHXHH oot bp—ﬂAp~2
p

) biezl

€ tk (1.11)

pero recordemos que
p-1 .
p=Nx(1-6)=J[1-€)=(1-6""'n ,mek
i=l

y como m 4+1 < p-1, entonces p = (1 — €)™y = A"y | 4 € Ok,
Sustituyendo esto dltino en la equacion 1.11 se tiene

A"IH')'(X = bmxn + l),,,“/\m“ deerp bp_‘)/\p-‘) ,

y de aquf que
bm/\m = A“"Hﬁ ) )6 € OK )
de donde by, = AG. Tomando normas

N (bm) = b7 = ps = Ng(\)Ng(B) , Nk(B)=s€z.
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Por fo tanto p divide a #7' y de aqui que p divide a by, lo cual es una con-
tradiceion. Por lo tanto concluimos que {1,),..., "%} es una base entera.

0O

Del anterior lema se desprende inmediatamente el siguiente
Teorema 1.37  Fl anillo de enteros Ok, de Q(€) es 2[€].

Demostracién ¢ Se vid en of lewa 1.36 que

P2

'\i=zafj£j ' i=0)1""1p'~27
j=0

en donde a;; son los coeficientes del desarrollo (1 - €)Y, esto es que a5 € 2.
Ahora como {1,4,...,A7"?} es una base cntera de Q(€), entonces cualquier
entero w se puede desarrollar como

p-2
w=y b& , bhez.

i=t

Por lo tanto {1,£,...,£77%} es una base entera y Ok = Z[¢] .
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Por 1o tanto p divide a #-" y de aqui que p divide a by, lo cual cs una con-

tradiceidn. Por fo tanto coneluimos que {1,, ..., A"~} es una base entera.
a

Del anterior lema se desprende inmediatamente el siguiente
Teorema 1.37  FEl anillo de enteros Ok, de Q(€) es Z[€].

Demostracién ; Se vié en ef lema 1.36 que
L
N=Yayed |, i=01,...,p-2,
j=0

en donde a;; son los coeficientes del desarrollo (1 — €)', esto es que a;; € Z. |
Ahora como {1,),...,A""?} ¢s una base entera de Q(€), entonces cualquicr !

entero w se puede desarrollar como |
p=2 I
w = Z h€l , bjem.
Jj=u

Por lo tanto {1,£,...,€7?} es una base entera y Ok = Z[€] .

28




Capitulo 2

Factorizacion

En este capitulo se estudiard ¢l problema de la factorizacion en cualquier
dominio entero, y en particular en el anillo de enteros Ok de un campo
de nimeros K. Se probard que no todo Og goza siempre de las mismas
propiedades de factorizacién que Z. En el capitulo 4 se verd que cuando
Ok goza de las mismas propiedades de factorizacion que 7, se desprenden
inumerables aplicaciones en la solucién de problemas sobre ecuaciones dio-
fantinas.

En este capftulo también se verd que en cualquier anillo en donde es posible
la factorizacidn en irreducibles, todo niimero primo serd irreducible, pero no
todo irreducible es primo. De hecho se verd también que en los anillos en
donde los elementos irveducibles coineiden con los primos se tendrd fetori-
zacidn unica en irreducibles salvo €l orden de los factores y la presencia de
unidades.

En el trascurso de este capitulo también sc dard parte de la clasificacion
de las unidades en el anillo de enteros de un campo de nimeros cuadritico.

Posteriormentc se extenderd la nocidn de ideal a lo que es un ideal fraccional
y se verd que los ideales fraccionales son una importante herramienta para
probar que cualquier ideal no nulo en el anillo de enteros Ok se puede fac-
torizar como un producto de ideales primos de manera tinica salvo el orden
de los faclores.

Finalmente se veri lo que es la norma de un ideal y resultados importantes
relativos a ésta.

2.1 Factorizaciones triviales

Definicién 2.1  Si R es un anillo, dos elementos z,y € R se dice que
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son asociados st = uy para una unidad u,

Sin mucho esfuerzo se puede probar que la relacién de ser asociados s una
relacion de equivalencia en R.

Proposicién 2.2 Las unidudes R* de un anillo R forman un grupo hajo
la multiplicacion.

Demostracién : Primero que nada notemos que R* # @ pues 1 € R,

i) Six,y € R’ entonces existen z,w € Rtalesquezz =1y yw =1
de aquf que
() (zw) = (xz)(yw) =1
esto s xy € R* .
ii) La asociatividad se hereda de R pues R* C R.

i) [l uno del anillo, el enal es una unidad, funge como el neutro
multiplicativo,

iv) Laexistencia de los inversos multiplicativos se sigue inmediatamente
de la definicion de unidad.
(m]

Ejemplos :

a) SiR=Q, entonces R* = Q ~ {0}, el cual es un grupo infinito.

b) Si R =27, entonces R* == {-1,1}, el cual es un grupo cfclico de orden
2,

c¢) Si R =2z[y/=T] (et anillo de enteros Gaussianos), entonces R® =
{1,-1,V/=T1,—/=T}, el cual es un grupo ciclico de orden 4 (esto sc probars
en lu siguiente proposicién).

Proposicidn 2.3  El grupo de unidades del anillo de enteros Ox del campo
de nitmeros Q(v/d), donde d es libre de cuadrados y d < 0 es como sigue :

(a) Parad= -1, O* = {1, £/=T1} ‘
(b) Parad= -3, Ok* = {%1,tw, zw?} donde w = ¢*"i/3
(c) Para cualquier otrad < 0, Ok* = {£1}

Demostracién ¢ Se sabe pov el teorema 1.31 que si

d#1 (médd) = Ok =2V
d=1 (médd) = Ok =2f+4Vd
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Por otro lado, si o es una unidad en el anillo de enteros de Q(v/d) con
inverso 3, entonces aff = 1, tomando normas se tiene que: Ny (@) Ny (8) =
1, Ng(a), Ni(B) € 2. Por lo tanto Ny (a) = £1.

Casos:
1) d#1 (mddd)
a=a+b/d , abezy
Ni(e) =a? =di? >0
pues d < 0, y asi si a es una unidad
Ni(a) =1=a? - dh? .
Si d = ~1, entonces 1 = a® +? lo cual s8lo ocwire sia = £1,b =0 6
a=0,b==%1ydeaquique Ok’ = {£1,£/~T}.
Sid < =1, entonees 1= o — db? sdlo ocurre si o = 21,0 = 0 y do aqui que
O’ = {+1}.
2) d=1 (mdd 4)

a=a+b(%+-;-\/fi),a,bez Y
2a + b\? b\?
Ne(a) = (%5) - d(3) 20
pues d < 0. Entonces

(20+b)?  db?

Ni(e) = = - T =1
Sid= -3
= (20 +6)2+30* = 4
= 4a*+4ab+0*+30? = 4
= a?+ab+ b = 1
2 . 2 .
= (a+.§‘) +"—Zi = (b+g) +~_h4l_‘ = ]

claramente de la dltima ignaldad se tiene que | e [< 2y | b]< 2 ya que de
lo contrario se tendria que a? +ab + b* > 1. Por lo tanto la ltima igualdad
sélo puede ocurrirsi e = 1,0 =06a=0,b=%16a=1,b=-16
a = -1,b= 1, de donde se sigue que

' = {:1:1,:1:(% +3V70), % (5 - %\/25)} .

Finalmente si w = ~4+4+/=3 = €2/% 8g concluye que Ok* = {1, 2w, £w?}.
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Sid < -3, entoncees la igualdad (2a + b)? = db? = 4 sélo puede ocurrir si
a=x1,b=0 Porlotanto O* = {£1}.
(m]

Cuando trabajunos con campos cuadidticos reales (d > 0), la situacion se
complica. Para ilustear lo anterior tenemos los siguientes :

Lema 2.4 i anillo de enteros de Q(v/2) no liene unidades enlre 1 y 1+

V2.

Demostracién : Si o = a + by/2, a,b € Z ¢s una unidad en Ok, esto es
que ({2 ~ 20 = £1. Supongamos que 1<a <1+ +v2. Como a—-by/2=

———=, entonces —1 < e~ b < 1. Sumando las dos desigualdades se tiene
a+by2

que 0 <2a <2+ V2. Como a €2 ,a=1, Peroentonces 1 < 1+4by2 =
a<1+v2,locuales imposible para cualquier entero b,
[m]

Observetnos que una solucion de a? —2b% = %1 es a = 1 = b, Por lo tanto
A =1+ 2 es una unidad.

Teorema 2.5  El anillo de enteros de Q(v/2) tiene un nimero infinito
unidades, las cuales estdn dadas por 4", m € 2,

Demostracién : Ser a € Ox*. Como Q(v2) C R, entonces & es un niimero
real positivo o negativo,

Supongamos que a > 0. Como # =1+ /2 > 1 s¢ puede encontrar un
entero n tal que " < a < A, Si A < o < MY, entonces 1 < afiT <
1+ \/5 Pero

Nk(a) -
Ng(p)"

ya que o y B son unidades. Entonces af~" es unidad entre 1 y 1+ /2,
contrario al lema 2.4 . Por lo tanto la dnica alternativa es que a = ",
Finalmente el teorema se sigue ya que o~ y —a son unidades también.

0

NI\'("ﬂ—") = +1 )

[l caso general de calcular las unidades del anillo de enteros Ok de cualquier
eampo de mimeros K se pospone hasta o capfiulo 5,

Definicién 2.6  Si R es un anills, y a € R no unidad, diremos que a es
irreducible si este no tiene factores propios. Equivalentemente a es srreducible
si siempre que a = be, enlonces b 6 ¢ es una unidad,
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Proposicién 2.7  Para un dominio entero D se cumple :

(a) 2z es una unidad si y sdlo si x|

(b)  Cualesquiera dos unidades son asociados y cualquier asociado de una
unidad es una unidad.

{¢) z,y son asociados si y sdlo si x|y, y|x

(d) = esirreducible si y sélo si cualquier divisor de = es un asociado de
o una unidad.

{e)  Un asociado de un irreducible es irreducible,

Demostraciéon : Es trivial usando las definiciones de nnidad, asociados ¢

irreducibles, y de la proposicién 2.2,
O

Proposicién 2.8  Sea D un dominio entero, z,y elementos no nulos de
D, entonces

(2) zly & () 2 ()

(b) x,1 son asociados & (2
(c) z es une unided & (z) =D

(d) z es irreducible & (z) es mdzimal entre los ideales principales propios
de D,

) = {w)
€

Demostracién : Los incisos (a),(b) y (c) se demuestran ficilmente usando
las definiciones de divisibilidad y asociados en combinacidn con la proposicion
2.7,
(d) Stz es irreducible. Sea J = (z)(z € D) tal que (z) € J C D, entonces
hay que probar que (z) = J 6 D = J. Si (z) # (z) = J, entonces
segiin los incisos (b) y (a), z no es un asociado de z y z|z, pero como z es
irreducible, lo anterior sélo puede ocurrir si z es una unidad y de aquf que
D = J. Reciprocamente si y|z por el inciso (a) tenemos que (z) € (y) C D,
pero como (z) es méximal entre los ideales principales, entonces (z) = (y) 6
(y) = D de donde se concluye que y es asociado de z 6 y es una unidad, y
por lo tanto por la proposicién 2.7 (d) z es irreducible.

W]

2.2 Factorizaciéon en irreducibles
Definicién 2.9 Fn un dominio entero D se dice que es posible la fuctori-

zacidn en irreducibles si para cada  en D no cero ni unidad, T se puede
ezpresar como un producto de un nimero finito de irreducibles.
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Observacién: No en cualquier dominio entero es posible la factorizacion en
irreducibles. Por ¢jemplo en el anillo B de todos los enteros algebraicos ni
siquiera hay elementos ireducibles pues, si @ € B no es cero ni una unidad, y
si p(r) € 2(x] es un polinomio ménico tal que per) = 0, entonces /e es rafz
de p(a?) el cnal tiene coeficientes enteros y es monico, es decir que /o € B.
Con todo lo anterior tenemos que

a= oo o esredicible

Por lo tanto en B es imposible la factorizacidn en irveducibles.

Alortunadaimente en el anillo Ok de enteros de un campo de mimeros K, la
factorizacion es siempre posible como se verd mds adelante.

Proposicidn 2,10  Sea Ok el anillo de enteros de un cempo de niimeros
K (de grado n) 2,y € Ok, enlonces

{(a) x es una unidad en Ok siy sdlo 8i Ng(x) = &1,
(h)  Six,y son asociados, entonees Ni(x) = £Nk(y) .
(c) Si Ng(x) es un primo racional, entonces x es irreducible en Ok .

Demostraclén : (2) Si 2 es una unidad, existe y € Ok tal que 2y = 1.
Tomando normas Nk (z)Ng(y) =1 ,N(2)x,Nk(y) € 2, de donde con-
cluimos que Ng (z) = £1. Reciprocamente si N (z) = &1, entonces

Nk (2) = ai(z)os(z) -+ - 0n(2) = £1

eindondeo; (¢=1,2,...,7) son los monomoriismos definidos en el capftulo
1. De Jos anteriores monomeorfismos uno de ellos es la identidad, digamos
que ay(z) = z, entonces

zo2(2)o3(x) oy (z) = £1.
Ahora, como los o;(2) son las raices del polinomio minimo de z, y x es un
enteto, entonees o;(z) € B (B ¢s ol anillo de todos los enteros algebraicos).

Si hacemos £y = 0o(z)o3(z)++ 04(z) € B, enlonces se tiene que zy = 1y
de agui que y € K,

Resumiendo, tenenos que zy = 1 en donde y € KNB = Ok. Por lo tanto
z es una unidad,

(b) Si z = uy, u una unidad, entonces Nk (z) = Ng(u)Nk(y) y por el inciso
(a) se concluye que Ng(z) = £Nk(y)
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(c) Siz =yz, y,2 € Ck. Tomando normas Ny(x) = Ng(y)Nk(z) =
P, (p un primo racional), entonces N (y) = £p, Nk(y) = £1 6 Ng(y)
&1, Ng(z) == £p estoes que y ¢ 2 es una unidad. Por lo tanto @ es irre-
ducible. '

0

El reefproco de () de la proposicion 2,10, generalmente s falso. Por ¢jemplo
en Q(v/—6), el nimero 2 es irreducible, y sin embargo Nk(2) = 4 como
veremos en la siguiente scecion.

Para probar que en el anillo de enteros Og de cualquier campo de nimeros K
es posible la factorizacién en irreducibles necesitamos introducir la siguiente:

Definicién 2.11  SiD es un dominio enlero, se dice que D es noetheriano
si cualquier ideal en D es finitamente generado.

Dos propiedades que comto veremos son equivalentes a la condieion de ser
noetheriano son

La condicién de la cadena ascendente
Dada una cadena ascendenle de ideales

LcnLc-CLC-

entonces existe algin N para el cual T, = Iy VYn 2 N. FEslo es que
cualquier cadena ascendente se estaciona.

La condicién maximal
Cualguier conjunto no vacio de ideales tiene un elemenlo mdzimal. Esto
es, un ideal el cual no estd contenido propiamente en cualquier otro ideal.

Proposicién 2.12  Las siguientes condiciones son equivalentes para un
dominio entero D ©

(a) D es noetheriano.
(b) D satisface la condicidn de la cadena ascendente.
(c) D satisface la condicidn mdzimal.

Lo que nos afirma esta proposicién es un resultado muy conocido que se
demuestra en muchos libros de digebra. Los detalles de la demnostraclén
tambidn se pueden ver en [9] .

Teorema 2.13  Si un dominio entero D es noetheriano, entonceq enD es
posible la faclorizacidn en irreducibles.
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Demostracién : Supongamos que D es noetheriano, pero que existe un
O # a € D nounidad que no poede ser expresado como un producto de
un o finito de irreducibles. Sea X of conjunto de todos los elementos
d € D na eero y no unidades que no se pueden factorizar como un producto
finito de irreduribles y sea
S={l)y : deX}.

Por la suposicidn X" # @, y por Ja tanto también S # §. Sea (y) un clemento
mdximal de S, lo cual ¢s posible pues D es noctheriano y S es un conjunto
o vacio de ideales de D, Por definicion y € X es reducible, por jo tanto
¥ = zw en doude 2,1 € D no son unidades, entonces por 1a proposicién 2.8
(a) se tiene que {(y) € (z) . Mds ain, () C (z) pues y, = no son asociados.
Simitarmente (y) C (we). Por la maximalidad de {y) , se debe tener que

o= Py
W= geeeq,
donde los pyqy (1 Si<7; 1€ < 3), son irreducibles. Multiplicando
estas dos tltimas igualdades se tiene que

Y=2Ww=py Py qy

esto es que y es un producto de elementos irreducibles, lo cual es una con-
tradiccion. Por lo tanto la suposicion de que existe un 0 # 2 € D no unidad
el cual no se puede expresar como un producto finito de irreducibles es falsa,

Por 1o tanto la factorizacion en ivredueibles es siempre posible en D,
g

Pasemos ahora a demostrar que Ok es noetheriano.

Teorema 2.14  El anillo de enteros Og de un campo de nimeros K es
noetheriano.

Demostracién : Por ¢l teorema 1,25 (Ok, +) es un grupo abeliano libre de
rango n (n es ¢l grado de la extensién K). Ahora como cualquier ideal 7 en
Ok es un subgrupo aditivo de Ok, entonces (Z, +) es abeliano libre de rango
8 £ n. Si{z,...,2,} es una Z-base de (Z,+), entonces claramente T =

{z1,...,,). Porlo tanto T es finltamente generado y Ok es noctheriano.
ul

Corolario 2.15  La fuclorizacidn en irreducibles es posible en Ok,
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2.3 Ejemplos donde se da la factorizacion en
irreducibles pero no es tnica

Definicién 2.16  Si D es un dominio enlero en donde es posible I fuc-
torizacién en irreducibles, se dice quee esta es dnica si siempre que

PreePr=qQqs

donde cada p;,q; es irreducible en D, se tiene que

(a) r=g,
)

(b) eziste una permutacidn m de {1,2,...,7} lal que pi ¥ gng) Son aso-
ciudos Vi=1,...,r.

Aunque la factorizacién en irreducibles siempre ¢s posible en el anillo de
enteros Ok de cualquier campo de nimeros K, esta factorizacién no siempre
¢s unica, desafortnnadamente. Para mostrar esto tenemos ol siguienie

Teorema 2,17  La factorizacidn en irreducibles no es inica en el anillo
de enleros de Q(\/(_I) para (al waenoa) los siguicnles oalores die d: -H,-G,- 1),
-13,-14,-15,-17,-21,-22,-23,-26,-29,-30 .

Demostracién :
-Parad=—-6%1 (méd 4) . .

El anillo de enteros de Q(\/=6) es: Ok = 2[v/=6] y una base entera es
{1, V/=6}. Por lo tanto si € Ok, entonees v = a+by/=0 (n,h€2) y

Nk (a) = a? + 6b* (2.1)

Para cheear que en Ok = 2Z[y/=6] no se dit la factovizacion inicu en irredneiles
trabajemos con el nimero 6 € Ok el cual se puede factorizar en Ok como

6=23=(V=0)(-v=0).

Afirmacion: 2,3,/~6 y —v/=6 son irreducibles y ningtin factor de la primer
factorizacidn es asociado de alguno de los de la segunda, En efecto, segiin la
igualdad 2.1, Nk (2) = 4 ,Nk(3) = 9 y Nx(£V=86) =6, y como 4 # 46 y
9 # +6 tenemos probada ya la segunda parte de lo afirmado (ver proposicién
2.10 (b)),

Por otro lado si 2,3, /=6 fuesen reducibles, es decir de la forma a8 en donde
@, B no son unidades y como la norma es multiplicativa, entonces tendrfamos
que Ni(a)Nk(8) = 4,6 6 9 (Nk(a), Nx(0) € 2) y de aqul que en Ok
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existirfan clementos cuya norma es £2 ¢ £3. Pero por la igualdad 2.1 se
tendria que existen enteros racionales a, b tales que

=426 £3

Lo cual es imposible pues para | b |> 1, o® + 60 > 6 y asi b sélo podria
admitir quizds el valor de cero. Pero si b = 0, entonces tendriamos que
u? = +2 ¢ 3 lo cual es imposible en z,

Por lo tanto 2,3,+/-0 sou irreducibles y concluimos finalmente que en
Ok = Z[/~6] no se d4 la factorizacién tnica.

=Parad=-23=1 (wod4d).
Ll anillo de enteros de Q(v/—23) es

Ok =z[;]2~+%\/—73}

y una hase entera s

{1 l+%\/'—7?}

"9
Sia €Ok, a=a+b(1/2+/=23/2) (a,b€Z) y
2 2
Ni(a) = (2“; ") +23(§) . (22)

Para checar que en Ok no se dd la factorizacién tinica en irreducibles traba-
jenmos con el niimero 6 € Ok el cual se puede factorizar en Ok como

6 = 2.3 = (l 2—23)(1-12-7§)'

) (1 + \/-23)
23| —5—

Aflrmacion:
son frreduclbles

y wingin factor de la primera factorizacion es asociado de nlguno de los de
la segunda. En cfecto ya que segiin la igualdad 2.2, Ng(2) = 4, Nx(3) = 9
y Ni(3 £ 3v/=23) =6y como 4 # +6 y 9 # +6 tenemos probada ya la
segunda parte de lo afirmado.

Por otro lado si 2,3, 5 +4v/=23 fuesen reducibles, entonces en Ok existirfan
elementos de norma £2 6 £3. Pero por la igualdnd 2.2 se tendrfa que existen
enteros racionales a, b tales que

{20+ b)? + 230°

=42, 43
4
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equivalentemente

(2a + b)? + 230% = 8, £12 .
Lo cual es imposible pues para | b [> 1, (2a + b)? + 230* > 23, y asf b slo
podria admitir quizds el valor de cero. I"nm si b = 0, entonces tendriamos
que 4a? = 8 ¢ £12 cquivalentemente tendriamos que ¢ = 42§ £12 lo
cual es imposible en Z.

Para los demds valores de d se procede de igual manera apoyindonos en las
siguientes factorizaciones.

Qv=5): 6 = 2.3 = (14+V=H)(1-V-h)
QW=I0): 14 = 2.7 = z+\/:T')(z V=10)
QV=13): 14 = 2.7 = 1»\/-_1‘)(1 v—13)
QW-14j: 15 = 3.5 = (11 V—18)(1 - /=T4)
QV-T5): 4 = 2.2 = ‘/l"[‘

Qv=17): 18 = 2.3.3 = (1+/=17)(1 -/=17)
QV=21): 22 = 2-11 = (1+y=2) 1—\/_2"1)
Qv=22): 26 = 2.13 = u\/T)(-» V=22)
Q(v-26): 27 = 3.3.3 = (1+\/:‘2“(1-\/“‘)
Qv=2): 30 = 2.3.5 = (1+v=0)(1-v=2)
QV=30): 34 = 2.17 = (2+/=30)(2 - v=30)

0

Cuando trabajamos con campos cuadriticos reales (d > 0) la cosa se complica
bastante como se puede puede apreciar en el siguicnte :

Teorema 2.18  La faclorizacion en irreducibles no es dmica en el anillo
de enteros de Q(v/d) para (al menos) los siguientes valores de d: 10,15,26,30.

Demostracién :

-Parad=10#1 (mdd \j)_ ,
El anillo de enteros de Q(v/10) = 2[y10] y {1,110} cs una basc

entera, Porlo tanto,sia € Ok, a=a+b0v10 (a,b€Z)y

Ni(a) = a* - 106 (2.3)

Para ver que en O = 2[v/10] no se d4 la factorizacién vinica en irreducibles
trabajemos con el nimero 6 € Ok el cual se puede factorizar en Og como

6=2.3=(4+v10)(4 - v10).
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Ahora, por la igualdad 2.3 tenemos que

N

Ni(2) =4
Nk(3)=9
Ni(4 4 V10) =6

v como 4 # £6 y 9 # £6, entonces 2,3 no son asociados de ninguno de los
clementos 4 £ V10.

Observemos ahora gne en Gg = Z[V10] no hay clementos cuya norma sca
+2 6 £3. En efecto ya que si los hubiera, entonces por la ignaldad 2.3 s¢
tendria que

@ =100 =426 £3 (0,b€ 2), (2.4)

notemos que en la ecuacion 2.4, b podrin tomar bastantes valores, gracias a
la presencla del signo menos, por lo cual la ecuacidn es un poco inaccesible
en su resolucidn, Sin embargo démosle 1a vuolta nl problema, Si existicsen
a,b € Z tales que 2.4 fucse cierta, entonces reduciendo dicha ecuacidn médulo
10 tendriamos gue existe a € Z tal que

a?=£2 6 £3 (méd 10)
equivalentemente

a’=2,3,768 (méd 10)
lo cual es intposible pucs no existe ningun entero cuyo cuadrado se congruente
con 2,3,7 ¢ 8 madulo 10.
Lo anterior nos dice claramente que 2,3, 4 = /10 son irreducibles, y por lo
tanto en Ok = Z[\/l_ﬁ] no se dd la factorizacién tnica.
Algosimilar se haee para los demds valores de d apoydndonos en las siguientes
factorizaciones

Q(VI5): 10
Q(v26): 10
Q(v30): 6

i
[CICX

(5 + VI5)(5 - VI5)
(6 + v/26)(6 — v/26)
(6 + V30)(6 - v30)

il

w o et
]

]

Hasta el momento sélo hemos probado que en el anillo de enteros Ok de un
campo cuadratico Q(v/d) , la fctorizncion no cs dnica para ciertos valores
de d. Pero no hemos exhibido ningin anillo de enteros (distinto de Z) en
donde se dé la factorizacion tinica en irredueibles, En la seccién 2.6 veremos
que en el campo cuadrdtico Q(v/d), el anillo de enteros es de factorizacién
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tnica para d = -1,-2,-3,-7 y —11. Posteriormente en el capitulo 4 se
probard que el anillo de enteros de Q(v/d)(d < 0) es de factorizacién dnica
no sdlo en los valores anteriores si no también para d = -19, -43, -67
y =163, de hecho en 1967 Stark probé que para d < 0 cl anillo de en-
teros de Q(v/d) tiene factorizacién dnica en irreducibles si y sélo si d =
-1,~2,-3,-7,-11,-19, 43, -67, ~163.

Para o} easo o > 0 se sabe que ol anillo de enteros s de factorizaciin inica
para muchos valores de d, pero en general la cosa es mucho mds complicada
y ¢s hasta el momento, un problema abierto.

2.4 Factorizacion primaria

Recordemos que en un anillo R, un clemento 0 £ @ se dice que s un prinio
si no es una unidad y siempre que 2 divide yz en R, entonces a: divide a y 6
z divide a z.

Proposicién 2,19  Un primo en un dominio entero D s sicimpre drrve-
ducible.

Demostracién : Si D es un dominio entero, z € D es un primo y x = ab,
entonces z|ab y de aqui que z|a 6 z|b. Si z|a, entonces a = z¢, c € D, que
sustituyendo en la primer igualdad nos dé = = zcb, finalmente cancelando
a x se obtlene 1 = cb, esto es que b es una unidad. De la misma forma sl z|b,

entonces a tiene que ser una unidad. Por lo tanto 2 es irveduclible
a

El recfproco de la proposicién 2,19 no siempre es cierto ya que por ejemplo
en el anillo de entercs Z[/-5] del campo de ndmeros Q(v/—-5) se tiene que
6=2-3=(14V-5)(1 - v-5)

en donde 2,3 y 1 :i: v=58 son irreducibles. (’lauunvnlu se tene que 2 |
(14 v=5)(1—/=5), y sin embargo 2 (14v=5) y 2 (1 - v-5), ya que si

2| 1+\/ ), entonces existirfan a, b € Z tales que l+\/ 5=2( a+b\/ 5) lo

cunl es absurdo. Anilogamente si 2 | (1 - v/-5) se lHega a una contradiccién,

Por lo tanto 2 es irreducible pero no primo en z[y/-5}.

Recordemos que en Z[/—5] no se d4 la factorizacidn nica en irreducibles y
por el previo ¢jemplo existen elementos en Z[y/=5] que son irreducibles pero
no prinos.

En general como se verd en el siguiente teorema, en cualquier dominio entero
D en donde no se d4 1a factorizacion en irreducibles en forma inica, se tiene
que en D hay elementos irreducibles que no son primos.
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Teorema 2.20  Fn un dominio entero D en el cual es posible la faclori-
cacidne endrredneibles, o fuclorizocidn es dnica sioy sola sicualquier irre-
ducible cs primo.

Demostracién : Sea D un dominio entero en donde ¢s posible la factori-
zacion en irreducibles. Si 05 ¢ € D, nos serd conveniente cseribir

o= umpr-pr (P12 €D)

donde u es una unidad y py, ..., pr son irreducibles. Cuando 7 = 0 se puede
interpretar como 2 = u y si » > 1, entonces upy es un irreducible y por lo
tanto = es el producto de los irreducibles upy, pa, ..., P

=) Sip € D cs irreducible y si p | al (2,0 € D).

Casos:

i) Si alguno de a 6 b cs cero. Claramente p e dp|b

ii) Sia#0, b#0, entonces por ser D un dominio entero, existe 0 #c € D
tal que ab = pe. Factorizando e, b, ¢ en irreducibles

a = WP Pa
b = uq - qp
C = Uyl

ent donde wy, 1y, 1y son unidades y ps, qj, 1 son irveducibles , entonces

Plugry o ry) = (wipy - pu) U2y * ++ )

y por factorizacion tinica se ticne que p es asociado de uno de los p; 6 g; por
lo cual p|a 6 p| b, de donde conclnimos que p es un primo.

) S5i 0 # z € Dy éste se factoriza en irreducibles de las siguientes dos
maneras
WP P =T = UoQy e (2.5)

a

donde uy, uz son unidades y los p;,¢; son irreducibles.

Tratemos de probar que m = n y que existe una permutacién « de {1, ...,m}
tal que i y gng) son asociados (1 <4 < m).

Esto es trivialmente cierto sim = 0. Si m > 1 de la igualdad 2.5 se tiene que
™ | wagy .. gy, pero conio py es primo, entonces py | ug 6 py | q; para alguna
J(1 €7 < ). Laprimern de las posibilidades s¢ desenrta ya que si py | ug,
entonces pot la proposicién 2.7 p, serfa una unidad lo cual es absurdo. Por
lo tanto py | g;. Si renombramos los indices, digamos que j = 1, entonces
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m | qu, y asi ¢ = gy donde vy es una unidad. Sustituyendo en la ignaldad
2.5 se tiene

WP P = U2+ qn
como D es un dominio entero, cancelamos a p; y obtenemos,

WPyt P = (Wa)G2 0

Procediendo en forma andloga, llegamos a que

i

UF] ntty
'Ill = ]’)3'173

St an fuers menor que uy Negariamos finadmente a una expresion de la forma
U= qmt**Gny )
lo cual es imposible, Andlogamente, si m > n. Por lo tanto m = n, y como
¢ = piv; (via un renombramiento), entonces existe una permtacion = de
{1,...,m} tal que p; y gn(s) son asociados (1 < i < m).
0

2.5 Dominios Euclideanos

Si F es un campo. F{x] es un ¢jemplo de factorizacion duica, y tambidn un
ejemplo de donlnio Euclideano el cual se define enseguida.

Definicién 2.21  Sea D un dominio entero. Una funcidn Euclideana en
D es una funcidn ¢: D - NU {0}, tal que.

(a) Sia,be D ya|b, entonces ¢p(a) < p(b)
(b) Sia,be D (b#0), entonces existen q,r € D tales que

a=bg+r donde r=0 46 ¢(r) <d(h)

Si D es un dominio entero y ¢ es una funcién Euclideana para D, entonces
se dice que D es un dominio Buclideano.

Teorema 2.22  Cudlquier dominio Euelideano es un dowiniv de ideales
principales,
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Demostracion : Sea D un dominio Fuclideano e Z un ideal de D. Clara-
mente si T = {0}, 7 es principal. Supongamos que Z # {0}, entonces por el
principio del buen ovden podemos elegiv 0 # 2 € T tal que ¢(z) sca minimo.
Aliora, si y € I, por el inciso (b) de la definicidn de dominio Euclideano se
tiene que y = qe 41 donde r =0 & ¢(r) < d(x) . Delo anterior se
tiene que =y —qgx € I, y por la minimalidad de 2 no se puede dar que
$(r) < p(x), entonces 7 = 0 y por lo cual y = ga. Por lo tanto T = (2) es
principal.

)

Teorema 2.23  Cunlguivr dondnio de ideales principales cs un dominio
de factorizacion inica.

Demostracién : Si D un dominio de ideales principales, entonces D es
noctheriang, y por lo tanto la factorizacidn en irreducibles es posibie en D
(ver ¢l corolavio 2.15). Ahora, por el teorema 2.20 sélo nos resta probar
que cualquier elemento irreducible de D es primo.  Supongamos que p es
irreducible, entonces (p) s maximal entre todos los ideales principales de
D (ver proposicién 2.8 (d) ). Pero como en D cualquier ideal es principal,
entonces (p) es maximal entre todos los ideales. Ahora, como cualquler ideal
maximal es primo [ver teorema A.4 del apéndice], entonces (p) es un ideal
primo y por la proposicién A.9 del apéndice, p es primo.

0

Los dos teoreimns anteriores nos pruchan el

Teorema 2.24  Un dominio Euclideano es un dominio de factorizacién
tnica.

2.6 Campos cuadraticos Euclideanos

Decir si un dominio entero D es o no un dominio Euclideano no es nada fécil.

inseguida trabajaremos con dominios muy particulares, a saber con el anillo
de enteros Ok de un eampo de niimeros enadrdtico Q(Vd) en donde d es un
entero racional libre de cuadrados,

Teorema 2.256  El anillo de enteros Ox de Q(vVd) es Euclideano para
d=-1,-2,-3,-7 ,-11 , con funcién Buclideana

¢(a) =| Nx(a) |
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Demostracién : Claramente ¢ : Og = NU {0} es una funcion, entonees
solo Lnee [alta checar que si o, € Ok, ¢ satistace las condiciones de nna
funcién Buclideana.

(a) Si @ | A, entonces =0y, v € Gg. Aplicando ¢ se tiene
| Nk(B) | = | N(an)| = [ Nilo)Ne(y)| = | Ni(a)ll Ni(7) |

pero como | Ni(y) |2 1, entonees | Ng(o) [€] Ne(4) | Por lo tanto
#(a) < 6(0).
La condicién (b) de la deflinicién 2,21 es equivalente a:
(c) Para cualquier e € Q(v/d) existe & € Gk tul que
| Nx(e—&)|<1

En efecto, (b) = (c) Supongamos que (b) es cierto. Si ¢ € Q(V/d); por el
lema 1,18 existe 0 # ¢ € Z tal que cc € Ok. Si hacemos o = ¢, 8 = ¢,
entonces existen 7,8 € Ok tales que

CE =C’)’+(5 i d=0 ¢ I Nl\((S) |<| N[\'((') | .
(1) St & =0,ce = ¢y, entonces £ = 7 € Ok y se puede tomar k = €.
(i1) Si | Nx(8) |<| Nk(c) |, como ¢ # 0, entonces

| Ni(d/c) [< 1
lo cual es lo mismo que
| Ni(e—9) |< 1.

Por lo tanto podemos tomar x = 7 € Ok. Con lo cual se concluye que (b)
implica (c).

(c) = (b) Sean a,8 € Ok, B # 0. Hagamos € = a/f , entonces existe
k=17 € Ok tal que
| Nk(a/f-7) <1 = | Nk(2) |< 1
= | Ng(a=Bv)| < | Ni(B)|

claramente (b) sc sigue si hacemos § = a ~ fy.
Probemos entonces que la condicién (c) se satisface,

Seac=r+sv/deQvd). Sidg1 (méd 4) (d = ~1,-2) se tiene
que encontrar
k=z+yVd€2Z[Vd tal que

| Ni(e = &) |=] (r = 2)* ~d(s - ) |< 1
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para tal efecto tomemos z,y € # tales que | r—a],] s =y |£ 1/2 (lo cual es
siempre posible ya que r, s son racionales y cualquier racional siempre estd
entre dos enteros), entonces

. , 1 1o, 3
NPT — )2 ._.2+ J U
| (' 'L) {l('9 y) |S| (2) 2(2) |_' 4 <1 '

Sid=1 (mad 4)  (d=-=3,-7,~11) se tiene que eneontrar
w=aty(99) en 4]
tal gne
| Ni(e = &) |=| (r =2 = 3u)* = d(s — 39)* |< 1
lo cual es lo mismo que
| (2r =22 —y)2 = d(2s —y)? |< 4.

Para tal efecto tomemos y € Z tal que | 25 -y |< 1/2, con esto podemos
encontir @ € 7 Lal que | 2r = 20 -y |< 1, parque entonces

| (2r =20 =) = d(2s = y)? |[ 12 +11(1/2)? |= 175 <4

con lo cual queda probado el teoreima.

Teorema 2.26  Si d=-5,-6,-10 ¢ d < —11, entonces el anillo de enteros de
Q(Vd) no es Fuclideano.

Demostracién : Sea Ok el anillo de enteros de Q(ﬁ). Supongamos que
existe ¢ : Og — NU {0} funcién Euclideana. Elfjase § € Ok no cero ni
nnidad tal que ¢(8) es minimo (esto es posible por el principio del buen
orden en NU{0}). Alora, si tonmnos a € O, como ¢ es Buclideana existen

1,8 € Ok tales que
a=0y+0 donde d=0 6 ¢(8) < ¢(A),
pero por la eleccién de J, lo nnterior implica que § =0 6 & es una unidad.

Pero por la proposicion 2.3 1as unidades del anillo de enteros O para los
valores de d del presente teoremna son £1. Por lo tanto

a=fy , a=fy-10 a=fy+1

lo cual implica que | Ox/(8) |< 3.




Casos:

()Sid#1  (mdéd 4). Sesabe por el teorema 1.32 que una Z-base de O es
{1, Vd} , de donde se puede verificar facihnente que (8, V) es una Z-base
de (B). Si ff=a+bVd (a,b€ 2) la Z-base para (B) es

{a+ b, db + aVd) ,

entonces por ¢l tearema A28 del apéndice se tiene que

bl a

A/ = fau )| = tearn = v s,

pero para d = =5, ~6, ~10 y para d < —11 las tnicas soluciones a la antetior
desigualdad son e = %1, =0, Por lo tanto

I Ng(B)|=1 = Ng(f) =1,

esto es, que § ¢s una unidad o cual contradice la eleceién de 3.

(i) Sid=1 (mdd 4). Sesube por el teorema 1,32 que una Z-base"de Ok s
{1,(1+Vd)/2} , de donde s puede verificar ficlimente que {3, (4+ 8Vd)/2)
es una Z-base de {3). Si B = a+b(1/2+vd/2) (a,b € Z) la Z-base para ()
€8

1.1 bd b 1 1
{(L+b(§+§‘/(_f),—‘r*:‘-+(ﬂ.+b)(5+§ (i },

entonces por el teorema A.28 del apéndice se tiene que

a b 7 12
det| bd b l = IM - -b——d-
771t h 4 4

4
I Ne(B) | < 3

| Ok/(B)| =

equivalentemente

| (20 +b)* - bd|< 12
pero para d < 11 Ias wnicas soluciones a la anterior desigualdad son @ =

#1,b = 0. Por lo tanto al igual que en el inciso (i), 8 es una unidad lo cual
contradice la eleccién de 8.
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Por lo tanto la suposicion de que ¢ es nna funcion Euclidea es falsa, con lo
cual queda probado el teorema.
0O

Los dos teoremas anteriores nos prueban que para d negativa y libre de
cuadrados ¢l anillo de enteros de Q(v/d) es Euclideano si y sélo si d =
~1,-2,~3, -7, -11.

Si K es un campo de miimeros, y Gk (el anillo de enteros de K) es Euelideano
con funcion Euclidea el valor absoluto de la norma. Por brevedad divemos
que K es un campo norma-Fuclideo.

L determinacion de los campos enadriticos norma-Fuclideos no es nada facil
con d positivo. Sin embargo se sabe que Chatland y Davenport en 1950, ¢
Inkeri en 1949 probaron independientemente el signiente teorema del cual no
daremos b prucha.

Teorema 2.27  Fl anillo de enteros de 0(\/2), para d positivo, es norma-
Euclideo si y sdlo si d=2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,33,37,41,57,73,

O

Para ilustrar las complicaciones que se tienen al trabajar con d positiva pro-
baremos un resultado pareial en la misma direccién del teorema 2.27,

Teorema 2.28  El anillo de enteros de Q(v/d) es norma-Fuclideo para d=
2,3,5,6,7,13,17,21,29.

Demostracién : Procediendo ignal que en el teoremna 2,25, Sie = r +
svide 0(\/3), y trabajando simultancamente con las dos posibilidades para
d (méd 4), si escribimos

A=0, E=d (d#1 (méd4))
A=1, E=4 (d =1 (méd 4))
Entonces tenemos que probar que siempre existen z,y € Z tales que
| (r=a=Ay)?~E(s-y)?|<1 (2.6)

Supongamos que Q(v/d) no es norma-Euclideano, entonces la desigualdad
2.6 ¢s falsa para algunos v, s € Q y para todo x,y € 7, esto es, que existen
7,8 € Q tales gue

[r=—z=M)?=E(s-y)* |21 Vrye€z (2.7)
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Afirmacion: rys se pueden tomar de tal manera que 0 < rs < 1/2. En
efecto, ya que :

Sid#1 (méd 4), podemos eseribiv # = v +m  (m € Z,r, € Q,0 <
ry <1). Por lo tanto:

(i) Si 0 < ry £ 1/2. Claramente v, = r — m,z — m,s,y satisfacen la
desigualdad 2.7,

(i1} S11/2<r <1;0< 1 =r = <1/2 Claramente

re=l-r=m-r+1, —x+m+1,s8,y ,

satisfacen la desigualdad 2.7,
Por lo tanto se puede tomar 0 < r < 1/2. Procediendo en forma andloga
tanmbién se puede tomar 0 < s < 1/2,

Sid=1 (mdd 4), procediendo como antes se pueden tomar 7,2, 8, (0 <
r £ 1/2) que satisfagan la desigualdad 2.7.

Ahora, si remplazamos

respectivamente por

rooax—v s+2v y+2
r o oz+y -8 -y
% -r -z 1=-5 1-y ,
en donde v € Z, claramiente los tres cuartetos nnteviores satisiieen la de-
sigualdad 2.7, El primero de ellos se usa para hacer —~1 < s < 1 el segundo
es necesario para hacer 0 < ¢ < 1. Si s < 1/2 terminamos; si no se usa el
tercer cuarteto para hacer finalmente 0 < s < 1/2.

Si 0 < r,s £1/2. Como estamos suponiendo que la desigualdad 2.7 es
verdadera, entonces para toda 2,y € Z al menos una de las designaldades

P(z,y) : (r—z—-Ay)?* 21+ E(s-y)?, r(28)
Q(a:,y) : E(s - y)'l 21+(r—z _,\y)z, (2.9)

es verdadera. Enseguida llegaremos & una contradiccién trabajando con tres
paves de desigualdades dando valores a z,y en 2.8 y en 2.9.

P(0,0): r?> 1+ Es? Q0,0): Es*>1+4¢?
P(1,0): (1-7)?>1+Es? Q(1,0): Eg>1+(1-r)?
P(-1,0): (1+7)?>1+Es* Q(-1,0): Es*>1+(1+r)%
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Como0 < r < % v 7> 0, claramente P(0,0) y P(1,0) son ambas falsas, por
lo tanto ¢(0,0) v Q(1,0) son ambas verdaderas. Si P(—1,0) es verdadera
entonees junto con Q(1,0) se tiene que

(L-hr) 2 1+ Bs* 224 (1= 1),

de donde r > % Pero por la forma en que se tomé 7, entonces r = % y de
aqui que Fs? = 2, De la definicion de E ficilmente se verilica que lo antevior

es imposible. Por lo tanto Q(-1,0) es verdadera. Entonces
Es* 21+ (1+r)222
y por lo tanto I > 8.
En resumen tenemos que Q(vd) no norma-Euclideano implica E > 8.
Por lo tanto si F < 8, entonces Q(V/d) es norma-Euclideano, tal como ocurre

con log valores de d dados en el tearema.
O

2.7 Ideales

Aunque la factarizacién en irreducibles no es unica en todo anlllo de enteros
Ok de un campo de nimeros K, cuando trabajamos con ideales det anillo de
enteros Ok la factorizacién de ideales es tinica como se verd en esta seccidn,

En el transcurso de este eapitulo como en los restantes de este trabajo, a
los ideales (y los ideales fraccionales proxinios a definir) de Ok los denotare-
mos con letras caligraficas A, B,C....

Recordenos que si R es un anillo, y z,y son elementos no nulos de R, en-
tonces z|y si y sélo si (y) C (x) ( ver proposicién 2.8 (a) ). Por lo tanto, en
el caso especial de que A = (a), B = (b),C = (c), la afirmacidn
BCC A implica BCA 6 CCA,
trasladado nos da
albe implica alb 6 alc .

Mds adelante veremos que cuando hablemos de divisibilidad entre ideales del
anillo de enteros Ok, algo similar ocurrird.

Teorema 2.29 Il anillo e enteros Ok de un campo de nimeros K liene
lus siguientes propiedudes.

() Fste es un dominio entera con campo de cocientes K.
(b) Fsle es noctheriano.

(¢) Sicv € K es rarz de un polinomio monico con coeficientes en Ok, enlonces
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a€ k.

(d) Cualguier ideal primo no nulo de Gk cs mazimal,

Demostracién : (a) Claramente Og C K. Ahora, si F es ¢l campo de
cocientes de Uk, entonces F C K pues F es ¢l infnimo campo que contiene
a Og. Por otro lado si o € K, por el lema 1.18 existe 0 # ¢ € Z tal que
ca € Ok, entonces a o lo podemos reescribir conto a = % (el cociente de

dos mimeros en Ok). por lo tanto & € F y se tienc que K C F con lo cual
s¢ concluye finalmente que K =F.

Los incisos (b) y (c) ya se probaron en los teoremas 2.14 y 1.16 respectiva-
mente.

(d) El corolario 1.19 nos afirma que cualquier ideal Z no nulo de Ok contiene
una base de K. Mds adn si {a),...,c,} es una base de K contenida en T
tal que | Alay,...,a,) |€ N s minimo, entonces {ey,...,a,} es una base
entera de Z, csto es que cualquier ideal T no nulo de Ok es un grupo abeliano
libre de rango n (la prucba de esto iiltimo es identica a la dada en ¢l teorema
1.25),

Con todo lo amterior tenemos que | Ok /7 | s finito (ver eorema A28 del
apéndice) para cualquier ideal no nulo de Ok.

Para finalizar si P ¢s un ideal primo, entonces Og/P es un dominio enlero
finito y por lo tanto Ok /P es un campo [ver teoremas A.2 y A4 del apéndice],
de donde concluintos que P es maximal.

(W

Un anillo que satisface las condiciones (a)-(d) del teorema 2.29 se llnma
un anillo de Dedekind. Aungue la factorizacion de ideales en un anillo do
Dedekind es tinica en general, aquf s6lo nos enfocaremos en el anillo de enteros
Ok de un campo de niimeros K.

Definiciones que serdn de vital importancia para probar lo previamente dicho
son.

Definicién 2.30 i A, B son ideales de Ok, se dice que A divide a B, lo
cual lo denotaremos por A|B, si eziste un ideal C tal que B = AC.

Definicién 2.31 Un Ok-mddulo T de K es llsmado un ideal fraccional
de Og i eziste 0 # a € Ok tal que oZ C Ok. En otras palabras que el
conjunto J = oT es un ideal de k.

Observemos que si Z es un ideal, entonces éste es un ideal fraccional. El
recfproco no siempre es cierto, sin embargo tenemos que un ideal fraccional
T es un ideal si y sélo si T € Ok. ¢
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Teorema 2,32 Los ideales fraccionales no nulos de Ok forman un grupo
abeliano bajo la multiplicacidn.

Demostracidn : (i) Si Z,, 7, son dos ideales fraccionales na nulos de O,
entances existen 0 # oy, a9 € Gk ¢ ideales no nulos 7y, 7 de Ok tales que
L=ai'hyL=a'Dy asi

LT = (o7 B oy ) = (o) ' I,

on donde 0 £ e € Og v JiJs es un ideal no nulo de Og. Por lo tanto
T\Z, es un ideal fraccional de Ok.

MSiLhi=a7'Nh,h=a;'h, Iy = a7’ Ty son tres ideales fraccionales
no nulos de G (0 # ay, 49,05 € G v Ty, Jo, Jy ideales no nulos de Ok),
entonces claramente se tiene que

(L L)L = L(T,L).

(i11) Si Zy, Zy son dos idendes fraceionales de Ok, Claramente T2 = T,
(iv) $i T = a~'J es un ideal fraccional no nula de Ok, entonces

Ik = (2 J)(10k) =o' J =T

os decir que Og funge como el neutro multiplicativo.

(v) La existencia de los inversos multiplicativos se vers en el sigulente teo-
rema,
0

Teorema 2.33  Cualquier ideal no nulo de Og puede ser eserito como un
producto de ideales primos de manera dnica salvo el orden de los factores,

Demostracién : La demostracion se hard signiendo una serie de pasos.
(1) 8i T es un idenl no nulo de O, enlonces existen ideales primos Py,..., Py
tales e Py -+ P, C I,

Supongamos que no existen tales ideales primos que cumplan que su pro-
ducto estd contenido en Z. Sea S ¢l conjunto de ideales no nulos de Ok
que no contienen a un producto de ideales primos. Claramente S # @ pues
T ¢ S. Ahora, como Ok es noetheriano y S ¢s un conjunto de ideales de Ok
no vacio, entonces S tiene un elemento maximal, digamos M. Claramente
M o es primo (pawes si lo biera M C My entonees M ¢ S), por lo tanto
existen ideales S, 7 € Ok tales que STCM, SEM, TEM,

Consideremnos ahora los siguientes ideales de Ok.
Hh=M+S y J=M+T
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entoncess SNJC M, MCHh, McC J Porla miximilidad de M
existen ideales primos Py, ... P, Pigy, . . . Py tales que

Pe
PP €T
P Pr C N

De aquf que:
P PPy P CAT CEM
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto para todo ideal T no nulo de O,
existen ideales primos Py, .., Py tides que PP C T,
(i1) 8i T es un ideal no nulo de Ok, y se define el conjunto I=* como

T-' = (z € K:2I C k),

entonces ITZ~' es un ideal de Ok.
Claramente I7' 2 Okg. También, un calenlo nuy sencillo nos muestva que
71 tiene estrneturn de Og-madulo, Mis adn Voo £ 0 ¢ T se liene que
o' C C, esto es que I} es un ideal fruccional de Ok.
Ahora, como Ok € 7! se tiene que T =IO € 7", Finalmente por In
definicién de Z~! y lo anterior se tiene que

ICIIT'=TI"'IC

Esto significa que ¢l ideal fraccional ZZ~" es en realidad un ideal,
(ii1) 8i T es un ideal propio de Ok, entonces Ox C I

Como I C M para algin ideal maximal M, entonces M~' C I-%,
En efecto ya que 8i * € M, esto implica que M C O, es decir que
za € O Va € My como I C M, entonces zi € Ok Vi € Z, esto es que
gI C Ok yporlotantoz e I},

Ahora por (i) tenemos que Ok C M™1, y por lo tanto es suficiente probar
que M~ # Ok (pues si es asl entonces Ox C M~ CI~!y terninariamos
la prueba). Para probar lo anterior tomemos a # 0 € M. Usando (i) se elige
el minimo r tal que

Py P Cla) , Pi...,Pr idendes primos.

Como {a) C M y M es primo (recordemos que segun el teorema 2.29 (d)
los ideales primos de Ok coinciden con los maximales), algiin P; € M. Sin
pérdida de generalidad sea Py C M; pero como ios ldeales primos coinciden
con Jos maxinales entoners Py = M

Ahora, por la minimalidad de r,tenemos que P, Py - - P, € (a), y entonces
existe b € PoP3--+P, — {a). Ahora, como P, = M, entonces bM C {a), lo
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cual implica que a7'0M C Ok, esto es que a™'h € M~ (en estos pasos se
esta nsando que (¢) = o).

Finalmente como b ¢ (@) = aOk, entonces a™'b ¢ Ok concluyendose asf
que M Ok
(iv) 8§i T es un ideal no nulo de Og, y $i LS C T pura algin subconjunto
5 CK, entonees S C Ok

Para demostrar esto basta checar que si Z60 € T para § € S, entonces
# € Ok. Tstoiltimo se sigue inmediatamente si tomamos {a),..., 0.} una
base entera de T ( ver teorema 2.29 (d) ) y el mismo argumento usado en ¢l
lema 1.14 (d) =>(a).

(v) 8i P es un ideal mazimal (primo), entonces PP~! = Ok.

De (ii) se tiene que P € PP € Gk, Pero como P es maximal, entonces
PPl =P G PP = O Si PP =P C P, por(iv) se tendrfa que
P~! C O lo cual contradice (iii). Por lo tanto PP~! = (k.

(vi) Para cualquicr ideal T no nulo de Og, II7' = Ok.

Si no s ciertn, elijamos J maximal tal que JJ™* # Ok. Tomemos
ahora un ideal maximal P tal que J C P, entonces por (ii) tenemos que
Ok C P! € J7!, de donde se tiene que J € JP~' € JJ~! € k. Como
JP~! C Ck, entonces JP~! es un ideal. Ahora notemos que J # JP~!
pues de lo contrario por (iv) se tendria que P~ C Ok lo cual contradice (iii).
Por lo tanto J € JP~}, y la condicién de maximalidad sobre 7 Implica que
el ideal JP~! satisface

TP (TP = O
Pero por definicion de I, esto significa que
Pl (gP-Y) c I
Por lo tanto
k=JP(JP ) cII ' Ck = JIT'=(k
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto para cualquier ideal Z no nulo,
II-' =
(vit) Cualquier ideal fraccional I no nulo tiene un inverso I~ tal queI1™' =
Ok

Como T es un ideal fraccional no nulo, entonces existe a # 0 y J ideal
no mtlo de Ok tal que I = o~ 7. Afirmacion: el inverso multiplicativo de Z
es T7' = aJ"! (el cual es un ideal fraccional pues 7! lo es). En efecto, ya
que »

I = (@ ' )T ) =1TJT ' = Kk

Con la prueba de (vii) se concluye la demostracién del teorema 2.32.

(viii) Cualquier ideal I no nulo es un producto de ideales primos,
Supongamos que no, y sea J maximal sujeto a esta condicion (es decir

1o T b e b 4 i A i S Bid, B G AW B A S A Rt



que 7 no es un producto de ideales primos), entonces J no es primo (no es
maximal) y asi existe P ideal maximal tal que J € P. Procediendo igual
que en (vi) se tiene que
JCIP'COk (TP es unideal)
Por la condicién de maximalidad sobre J
TP =P .. P,
en donde los ideales Py, ..., P, son primos. Finalmente tenemos que
J=PP-P,
lo cual es una contradiceion. Par la tanto cualquier ideal no nalo es un
producto de ideales primos.
(ix) Lu fuctorizacion en ideales primos es dnica.
Si T es un ideal tal que
ProePy= oo d
en donde los Py, J; (1 £ i <7, I £k < 8)son ideales primos(maximales)
entonces Py divide a algtin J; (esto se demostrard en la siguiente proposicidn).
Pero como los ideales primos coinciden con los maximales entonces Py, = 7.
Multiplicando por P; y procediendo ignal que en el teorema 2,20 se oblieno
que la factorizacion en ideales primos es finica salvo el orden de los factores,
con Jo cual se le d4 fin al teorema. '
0

Proposicién 2,34  Para ideales T, T de O, I| T siy sdlo siT 2D J.
Demostracién : =) Sca z € J. Como 7 =TA, A algtin ideal de Ok o
TACTI,z€7T EstoesqueZl D J.

«)SiZ 2 J, entonces Gk =I7'T DIJ, es decir que =17 es un ideal
y claramente:

T =II"'T=TIA (IT7'T =A)

y por lo tanto Z|.J.
0

De esta proposicion se desprende répidamente que si P es un ideal primo y
A, B son ideales cualesquiera

P|AB = P|AG6P|B

pues si P|AB, entonces AB C P, pero como P es primo, entonces 4 C P 6
B C P es decir P|A 6 P|B.
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2.8 La norma de un ideal

[l teorema de factorizacién vinica para ideales del anillo de enteros Ok de
un eampo de mimeros K tiene importantes concecnencins. En particular,
cualesquiera dos ideales no nnlos A y B tienen un mdximo comin divisor G
y un minhimo connin wiltiplo £ con las siguientes prapiedades:

g4, g\B; y si G tiene las mismas propiedades  ¢'|¢
AlC, BIL;  ysi £ tiene las misinas propiedades £|C'

Lema 2.35  Si A, B son dos ideales no nulos los cuales se factorizan en
ideales primos como

A:H’P’ei , B:H'P{r

en donde los 'P; son ideales primos distintos, entonces

il

,Pgm‘n(e“ h)

g i
c " Pftmx(e‘,j‘)
i

Demostracién : Se sigue de la factorizacién dnica entre ideales,
a]

Otra caracterizacién importante del méximo comiin divisor y del minimo
comin miiltiplo se da en el sigulente

Lema 2.36  5i A, B son dos ideales no nulos de O y G, L son el mdzimo
comiin divisor y el minimo comin multiplo respectivamente de A y B, en-
tonces

Gg=A+8B , L=ANB

Demostracion ¢ Por lus propiedades de G y £, tenemos que G es el mds
pequeiio ideal que contiene a Ay a B, y £ es el més grande ideal contenido
en Ay en B, entonces G C A+ B pues (A+B)|Ay (A+ B)|B, andlogamente
ANB C £ pues A|(ANB) y B|(ANB). Por otro lado si 2 € A+ B, entonces
£ €Gpues AC Gy B CGde donde concluimos que A+ B C ¢ y por lo
tanto § = A+ B. Similarmentesiy € £, entoncesy € Apues CC AyyeB

pies £ C B de donde coneluimtos que £C ANB y par lo tanto £= ANB.
' a]

En la prueba del teorema 2.29 (d), se vi6 que si 0 # T es un ideal de O,
entonces el anillo coclente Ok /T es finito.
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Definicién 2.37  §i T es un ideal no nulo de Og. La norma de T se define
como

N(T) = Ok/T|

En el siguiente teorema y su corolario veremos la analogfa entre la nora de
un elemento y de un ideal.

Teorema 2.38  Si T es un ddeal no nulo de Og y {,...,0,} es una
Z-base de I, entonces

N(I) = |§mg_.m1|l/2

en donde A es el discriminante de K.,

¢

Demostracién : Si {wy,...,w,} es una Z-base de O, entonces existen
enteros racionales ¢;; tales que «; = Tejjw; y por el teorema A28 del
apéndice se tiene que

N(T) =| O/T =] det(ey) [#0
Por otro lado se sabe que:
Alen ..., o] = [det(cij)*Alwn, ..., wy)
Par lo tanto tenemos que
Alay;. . on] = [N(I)]PA

de donde se sigue inmediatamente el resultado.

Corolario 2.39  §i A = (a) es un ideal principal no nulofa # 0), entonces
N(A) =| Nx(a) |.

Demostracién : Si {wy,...,w,} es una Z-base de O, entonees ficilmente
se checa que {awy, ..., aw,} es una Z-base d¢ A. Ahora como:



alawy alawy) -+« a{awy) :
oy(awy  ay(owy) < ou{aw,)

Alawy, . .., aw,)

aq(awy aplawy) -+ o, (awy,)

2
af{w, oy(wy) -+ oy{wy)
. oa(wy aa(wy) -+ ga(wn)
= (a;"(n)-'-oﬁ(a)) : \ _
anlwy oy(un) -+ onlwy) ;
= [Ngla))*A
Finalmente por el teorema previo tenemos que
Alaw,, ... aw 12 N(@)’A
V) = [Ble el T IV@PE) ) )
0

) siguiente teorema nos dice que la nueva norma es mulviplicativa al igual
gue s norma de elementos de K

Teorema 2.40 Si A, B son ideales no nulos de Ok, entonces
N(AB) = N(A)N(B)

Demostracién : Por factorizacién unica basta que probemos que

N(AP) = N(A)N(P) (2.10)
donde P es un ideal primo. En efecto ya que si 8 = PyPy« - P, (los P
no necesariamente distintos), entonces N(AB) = N(A)N(P,) - N(P,) =
N{A)N(B).
Probemos entonces 1o dado en 2.10. Para esto probaremos las siguientes dos
cosas do las cundes se desprende inmedintamente el vesultado: f

(i) |Ok/AP| = |Ck/All AJAP].
(@ [AMAP| = |K/P].

(i) AP € A C Ck, y de aqui que Ok/A & (Ok/AP)/(A/AP) y por el

teorema de Lagrange i‘

]
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_ [ %/AP|

de donde se concluye que | O /AP |=| Ok /A || A/AP |.

(ii) La factorizacién iinica implica que A # AP, y de aquf que APA, Mds
atin, no existe ningdn ideal estrictamente entre AP y A. En electo, ya que
st J es un ideal tal que

APCITCA =22 ATAPCAT'TCATA

esto es que

PCA'TC

pero como P es maximal pues ¢s primo, entonees AT =P 0 AT = O
de donde se tiene que J =AP ¢ J = A.

Lo anterior significa que para cualquier a € A — AP se tiene que

AP+ (a) = A (2.11)
Con una a que satisfaga la ccuacién 2.11 definamos
vk -+ A/AP
como
¥(z) = ax + AP

Afirmacién: ¥ es un epimorfismo entre Og-mddulos. En efecto, ya que
fdcilmente se puede checar que ¥ es un homomorfismo. Por otro lado si
a; + AP € A/AP, por la ccuacién 2.11 se tiene que existen r € AP y
z € Ok tales que a) = r +az y por lo tanto

¥(z)

[}

ar + AP = (a1 — 1) + AP
(a1 +AP) + (—r + AP)
(a1 + AP) + AP = q; + AP,

i

esto es que ¥ es suprayectiva.

Por otro lado el ker¥ aparte de ser un Ok-mddulo, tanbién es un ideal de
Ok y claramente P C ker ¥, ademés ker¥ # Ok ( ya que de lo contrario



tendriamos que A/ AP = Ok /G = 0 lo cual contradice que A # AP ), y
como P ¢s maximal, entonces kerlr = P,

Finalmente Og/P = A/ AP, de donde se concluye que

| A/AP |=| Ox/P | .

Teorema 2.41  Sea A un ideal de O¢ , A# 0 @ (a) Si N(A) es primo,
entonces lo es lambién A.
(L) N(A) € A.

(c) Si A es primo, en A hay exaclamente un primo racional p, y entonces
N(A) =p",
endonden < 0, el grado de K.

Demostracion : (a) Sea A = P, - -+ P, la factarizacién en ideales primos de
A. Aplicando normas en ambos lados se tiene que:

N(A) = N(P\):-- N(P;)

pero como N(A) es primo racional, entonces todos los factores N(P;) exepto
uno de cllos valen 1, esto es que todos los ideales P; exepto uno de ellos son
iguales a Ok, de donde concluimos que A es un ideal primo.

(b) Como Ok/A es un grupo aditivo finito, por el teorema de Lagrange
N(A)(z+A) = N(A)z+A4 = A Vz € Ok, es decir que N(A)z € AVz € Ok,
ITaciendo @ = 1 se tiene entonces que N(A4) € A.

{¢) Por el inciso (b) tenemos que si
N(A) =pMpy - pr" € A

en donde py,pe,...,pr son primos racionales distintos , entonces p = p; € A
para algiin ¢ pues A es un ideal primo. Mostraremos ahora -que en .4 no hay
dos primos racionales. Si p y ¢ son primos racionales distintos y si ambos
pertenecen a A, entonees existen enteros racionales r, ¢ tales que pr+gs =1
y conto A es un ideal entonees T € A, y de aquf que A = Ok, lo cual es una
contrndiccion pues A es primo.

Finalmente como (p) C A, entonces A|(p), y de aqui que: N(A)|N({p)),
pero por el corolario 2.39, N((p)) =| Nx(p) |=p", en donde  es el grado de
K. Por lo tanto

G0




NA)=p"™, m<n.

0

Observemos que el inciso (c) de este teorema nos da la respuesta de si el
reciproco del inciso () del mismo teorema s vilido. Claramente la respuesta
¢s 1o.

Ejemplo:  Si Ok = z[v/=1} (el anillo de enteros Gaussiunos) y A = (3).
Afirmamos que ¢l nimero 3 es irreducible en Z[y/=1). En cfecto ya que si
3=0of, a,B € u/~1]ysivinguno de o, 7 es una anidad, tomando normas
tendriamos ue

9 = Ni(3) = Ng(a) Ny (3)

de donde tendriamos que en Z[y/=T) existirian clementos cuya norma es +3
lo cual es imposible pues la ecuacién

a?+ 0 =43

no tiene solucién en Z. Por lo tanto 3 es irreducible. Ahora como Z[y/~1] es
un dominio de factorizacién tnica, 3 es primo y por lo tanto (3) es un ideal
primo de Z[y/~1]. Sin embargo

N((3)) =| N(3)|=3*.

Teorema 2.42  (a) Cualguier ideal no nulo de Ok tiene un nimero finito
de divisores.

(b) Un entero racional no nulo pertencce sélo a un nimero finito de ideales
de k.

(c) S6lo un numero finito de ideales tienen norma dada.

Demostracién : (a) Recordemos que segiin la proposicién 2.34 los divisores
de un ideal 0 # A son aquellos ideales que contienen a 4. Por lo tanto
¢l resultado se sigue inmediatamente del teorema de factorizacion taica en
ideales primos.

(b) Si0# r € Z, entonces 0 # (r) y por el inciso (a) sélo un ndnero finito de
ideales contienen al ideal () y asf r sélo estd en un niimero finito de ideales
de Ok,

(c)SineN,y

S§={IC/N(I)=n},
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por el teorenta 2.41 (b), N(Z) € Z, y asi n pertenece a todos los elementos
de S, Pero por inciso (b) tenemos que n pertenece a s6lo un mimero finito
de ideales de G, Por lo tanto | S | es finito.

a

Recordemos que cualquier ideal de Gk es finitamente generado pues Gk es
noetheriano. Mils atin como veremos mas adelante cualquier ideal de Ok estd
generado por a lo mis dos elementos. Para probar tal resultado necesitaremos
del siguiente

Lema 2.43  5i A, B son ideales no nulos de Ok entonces existe 0 # o« € A
tal que

aA™ + B =

Demostracién : Como AA~! C Ok, entonces ad™! € Gk Va € A, Esto
s que A~ (v # 0) es un ideal y no solamente un ideal fraccional. Ahora
seghn cf lema 2.36 @A™! + B es ol mdximo comun divisor de A™' y B.
Ahora notemos que es suficiente elegir 0 # o € A tal que

ad 4+ P=0 (i=1,2...,1) (2.12)

donde Py, ..., P, son los distintos ideales primos que aparecen en la factori-
zacién primaria de B. En efecto pues s8i 2.12 es cierto y suponiendo que
B =P ... P entonces segin la proposicidn A5 del apéndice tenemos
que

Ok = (@A™ +P)™ - (@A™ +P)™ Cad™ +PM P = ol + B

esto es que Ok C A~ + B, y asi Ok =A™ + B.

Como P; es maximal pues P; es primo, entonces la igualdad 2.12 se sigue
innediatamente si demostramos que

aA ¢ P 0#a€A (i=1,..,r) (213)

3

pues si es asf entonces P; C aA™! + P; C (X, de donde se concluirfa que
aAd™ + P = .

La expresion 2.13 se sigue si clegimos v € A - AP; Vi =1,...,r. En efecto,
ya que si tenemos tal o, entonces aA™! # P; Vi, porque de lo contrario se
tendria que () = AP lo cual es una contradiceion con la eleceion de .

Tratemos entonces de encontrar « € A — AP; Vi=1,...,7.
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Sir = 1, la factorizacién iinica de ideales implica que A # AP; y se puede
tomar o € A — AP,

Sir>1,sea
A= AP+ PisiPip - Pr
Por el caso r =1 se puede clegir
o; € A - AP
Definamos
=+ +a (2.14)

Como cada o; € A; C A, entonces a € A, y s6lo nos resta probar que
ag AP, Vi=1,...,7. Supongamos que o € AP; para alguna i, Ahora, si
j # 1, entonces o; € A; C AP; s deciv que oy € APy, j # i, pero si s asi
entonces de 2.14 se tiene que

O = 0=y — * v = (Vi = (¥jp| — " — (¥ GAP;

como también o; € A;, entonces oy € A; ) AP;. Finalinente por los lemas
2.35 y 2.36 el m{nimo comin miltiplo de A4; y AP; es:

A'Pi ﬂA,’ = AP, .+ P, = A/P;
Por lo tanto tenemos que oy € A;P; lo cual contradice la eleccién de a4

0

Teorema 2.44 Si0# A es un ideal de O y 0# 0 € A, enlonces exisle
0 #a€ Atal que A= (a,f).

Demostracién : Sea B = 54! el cual es un ideal no nulo de Q. Por el
lema anterior existe 0 # a € A tal que .

A~ + AT = O
de aquf que
({a) + (BN A" = Ok

y como el conjunto de ideales fraccionales no nulos forma un grupo multi-
plicativo, entonces :
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A= (o) + () = (o) .

O

Con los resultados anteriores podemos caracterizar a los anillos de enteros
Ok de un campo de niimeros K, para los cuales la factorizacion de elementos
en irredueibles es aniea,

Teorema 2,45 Lo fuclorizaciin de clemenlos de O en irreducibles es
inien si y sélo si cualyuier ideal de Ok es principal.

Demostracion @ <) Esto ya se probd en el teorema 2.23

=) Si en Ok se da la factorizacién dnica en irreducibles, y si A es un ideal de
Ok. Por factorizacion dnica de ideales A = Py« P, en donde los ideales
Pyy..., P, son primos. Ahora como ¢l producto de ideales principales es un
ideal principal, s suficiente probar que cualquier ideal primo es principal.
Sca P un ideal primo de O, por el teorema 2.41 (b), N(P) =m e PNL
Factorizando en elementos irreducibles a m se tiene que

m=mm, (m,...,m irreduclbles)
como m € P y P cs primo, entonces algin m; € P, esto implica que P|(m;).
Ahora como en Gk se da la factorizacion dnica, entonces 71; es un primo y por

lo tanto {m;) es un ideal primo. Finalmente como P | (m;) y ambos ideales
son maximales pues son priinos, entonces

P = (m)

esto es que P es principal.
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Capitulo 3

El lema de Kummer

Eu este capitulo se trabajari especificamente con sdlo un tipo de campos
de nimeros, a saber con los campos ciclotomicos, esto es, con los campos
K = Q(£) , en donde £ = *™/P para p un primo racional impar.

En especial s¢ probard el importante lema de Kummer el cual nos dice la
forma que tiene cualquier unidad de z[€] el anillo de enteros de Q(€).

3.1 Ellema de Kummer

Como en el capitulo 1, sea K = Q(€); donde € = e*™/P (p primo racional
impar), definamos el siguiente ideal

L=(1-¢)
en 2[€] el anillo de enteros de K.
Algunas propiedades de £ se dan en el siguiente:

Lema 3.1 (a) L' = (p)
(b) N(L) =p
Demostracién : (a) En el capitulo 1 se vié que:
p-1
p=I(1-¢)
J=1

de aquf que

(i =Tl1~¢). (31)



Claramente 1 = |1 - ¢ para j =1,2,...,p— L.
Por otro ladv, tenemos que para eada j = 1,2,...,p— 1 la congruencia
Je=1 (mddp)

tiene solucion pues j,p son primos relativos. Entonces existe ¢ € 7 tal que
jt=1 (mdd p), csto es que

gl=14ps , s€7
cntoncees
I—g=1-gM=1-¢"=1-(¢)

lo cual iniplica que 1 =&/ | 1 — € Por lo tanta 1 -~ € ¢s asociado de 1 ~ ¢
para j =1,2,...,p— 1, y asf por ¢l teorema 2.8 (b) se ticne que

(1-&=(1-¢).
Sustituyendo esto iltimo en la ecuacion 3.1 se tiene que

p-1

0 =TI0-eh=(-g =o'

=1

(b) Como L' = (p) , tomando normas y usando lo visto en el capitulo 2
seecion 2.8 se tiene que

N = N(@) = INEP~ = Nx(p) =P~

de donde concluimos que N(L) = p.
(W)

Observacién :  Que N(C) =| 2[€]/(1 — €) |= p, nos dice que en Z[¢]
hay p distintas clases de equivalencia mddulo (1-§). Ahora, como cualquier
. elemento de 2[€] es de la forma g(€), en donde g(z) € 2Z[x]. Por el algoritmo
de la divisidn

gla) = (1 —ax)h(x) +r(x) ; en 2[x],

esto tiltimo es posible gracias a que 1 —z € Z[x] y sobre todo a que los
coeficientes de 1 —x son1 y —1. Con lo anterior tenemos que

9(z) = (1 —z)h(z) + ¢, h(z) € 2[x]|, c € 2 C Z|x]
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evaluando en x = & se tiene que

9€) = (1 =€) +¢ = g(€) ~c=(1-N(E) .
Esto diltimo nos dice que cualguier elemento de Z[E] es congruente médulo
(1 =€) a algin entero racional,
Ahora, como p = H;’;{(l—ff) , entonces todos log miiltiplos de p (en 2) estan.
en{l—§). Ademdsn+(1-€) =(n+p)+(1 =€) Vn € Z y como N(L) =p,
entonces cunlquicr elemento de Z[E) es congruente midulo £ = (1 - €) a uno
de0,1,2,...,p~ 1.

Lema 3.2  Las tinicas raices de la unidad en K = Q[€] son +&€*, s € 2

Demostracidn : Primero que nada probaremos las siguicntes tres cosas

(8) i=-T¢K

Sii € K. Como i es rafz del polinomio 2 + 1, entonces i € 2[€] y mds aiin
como i(—i) =1, entonces i es una unidad. Por otro lado como 2 = §(1 - i)*,
entonces

(2) = ()1 ~)* = 2[g](1 - 4)* = (1 ~3)* .

Esto es, que el ideal (2) al ser factorizado en ideales primos en z[¢] tiene
factores repetidos, y por lo tanto segiin el teorema 4.24 (el cual se probard en
el capitulo 4), el polinomio f(z) = (2P —1)/(z—1) tiene un factor irreducible
mddulo 2, de donde se deduce que también 27 — 1 tiene un factor irreducible
médulo2. Con lo anterior y en combinacién con el teorema A.13 del apéndice
se tendrfa que el méximo comin divisor de z” — 1 y su derivada no es una
unidad en Z[x], lo cual es absurdo pues claramente la derivada de 27 —1 que
es paP~! = zP~! (p es primo impar) es primo relativo con 2? — 1 en Zy[x).
Por lo tanto i ¢ K.

Observemos que como i = e?™/4 ¢ K, entonces claramente
e g K Yaez.

(b) Sig es cualquier primo racional impar q # p, enlonces el ¢ K,
Sea n = €°™/4, Por el lema 3.1 (a), se tiene que

()= (1-n)*!
y procediendo igual que en el inciso (a) se llega a que e*"/9 ¢ K,

Observemos que como e?™/9 ¢ K, entonces claramente

et g K Yhex
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0 2
(C) (,)m/p 91 K
Cy Iriln? )i ind ’ Y]
Supongamos que ¢*"/1* ¢ K. Claramente ¢*™/%" ¢s rafz de 2¥° = 1, pero
no de 2 - 1. Consideremos el siguiente polinomio

P B (1) U Bl
w—1 . -1 Zﬂf" € 2[x] C Q] .
2 v =

Sz =

9riin? ’ ’ . .
Claramente e*™/7" ¢s raiz de f(z) y como f(2) cs irreducible (ver ejemplos
vistos enseguida del teorema A12 del apéndice), entonces

Q™) =p(p-1) >p-1,
lo cual s absurdo ya que Q(e2"/7") C @(e?i/r) = K. Por lo tanto e2m/7* ¢ K

i 19
Observemos que como ¢2™/#° ¢ K, entonces claramente

e g K VYeez,

Regresando alora a la prueba del lema. Supongamnos que la rafz de la unidad
2" (m € N estd en K. Por las observaciones hechas al final de los incisos
() ,(b) ¥ (¢) tenemos que

4m , qfm , Pm . (32)

Ahorasim=p) - p¥, 31,...,9, € Z es la factorizacién primaria de m en
7, entonces por 3.2 ningdn primo impar que aparezca en esta factorizacién
os distinto de p. Por lo tanto cualquicr p; es 2 6 es p. Més atin como 4fm y
p*fm, entonces la factorizacién primaria de m en Z tiene la forma

m=2%" |, o,pf€z 0<a,f<1

de donde so deduce que m|2p. Altora como 2p/m € Z y 2, p son primos
relatlvos, entonces existen r, s € 7 tales que

2p . 2ni _ 27ig i
=2 +pr = Sh=24mr
de aqui que

(.'m‘/m - L,‘)ni.v/p+nir = crm‘gn - :i:{".

Lema 3.3 Parac € Z[€] ezistea € 7 lal que o® =a  (mdd L)
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Demostracién : Por la observacion hecha enseguida del lema 3.1 tenemos
que parn v € Z[€] existe b€ Ztal que v = b (mod L), Miis anu, por la
misnia observacion podemos tomar b # 0. Par atro lade como

P =1=(x-1)(a-E@-€) (-
gvaluando en 2 = «/b se liene que
a\? v o o
Y —tl=f-— A Y iy i
(b,\) ! (b ]) (h £) (1: ¢ )
de donde se deduce que
p=1 ,
o -V = [[(a- ),
i=0
y como
(=€) = (= b) =1 =€) =b(1 = )1+ £+ +€7),
para §=1,2,...,p~1 ylambién {—b)=(=0) =0=(1-£)0, entonees
(a-€bh)=a~b=0 (médL) , j=0,1,....,p-1,
de donde multiplicando concluimos que
p~t
o = =T[(e- ) =0 (méd £7).
j=t
a

Un resultado curioso acerca de los ceros de un polinomio y las raices de la
unidad se da en el siguiente:

Lema 3.4  Sip(z) € Z|x] es un polinomio mdnico, con ludos sus cervs en
C de norma o magnitud igual a 1 , entonces cualquier cero es una raiz de la
unidad.

Demostracién : Si p(z) es un polinomio de grado r. Sean ay,...,q, los
ceros de p(z). Para cada entero racional ! > 0 el siguiente polinomio

pla) = (x—ad)(x - ay) (- o)
se puede escribir como

) =a" = a1z’ o (<1 + (-1)ay,
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en donde a.-; es ignal a la suma de todos los distintos productos de j
diferentes a§ (j =1,2,...,7). Igualmente que en el teorema 1,12 tenemos
que los nimeros ag—; € Q (7 = 1,2,...,7) y mds ain como ay,...,q, son
enteros algebraicos, entonces ay,—j € Z, y asi pi(z) € 2[x].

Alwra, con un poco de andlisis combinatorio se tiene que el nimero de suman-

dos e app—j es igual a
(l‘) o
i) " r=a

’
| | (1) yaque|ap|==|a,|=1.

entonees *

Notemos que lo prevlamente deducldo es Independiente de I, Por lo tanto
s6lo puede haber un mimero finito de polinomios distintos p(z). Con lo
anterior tenemos que existen {,m € Z,! # m tales que

pi(z) = pm(x) -

De aqui que existe una permutacién 7 de {1,...,7} tal que

{_.m
@5 = Cn(j) »

para j =1,...,r. Inductivamente se encuentra que
k
==
o =gk
g . k k .
pero como 7¥(j) = j para alguna k € N, entonces aj = aj". Finalmente

como | #m lk mk. concluimos que a; es una rafz de la unidad.
) q j
]

Alora si estamos listos para probar el Lema de Kummer

Lema 3.5 (Lema de Kummer) Cualquier unidad de Z[€] es de la forma
€9 donde r es un real y g es un entero racional,

Demostracién : Sea u una unidad en z[f]. Como {1,§,...£7"?} es una
base entera de Z[€] , entonces u = e(€), donde e(z) € Z[x|. Ahora para
s =1,2,...,p -1 s tiene que

a;(u) = a,(e(€)) = e(0,(€)) = e(€") = u, € Z[§]
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es conjugado de w. Ahora como £ Ny (u) = £uyug+ upmy =1, s¢ tiene que
cada u, es también una unidad. Por otro lado tenemos que

Upes = 6(17) = o(€™") = off) = ) = T

Por lo tanto

Usltp-y = W5 =| g |*> 0,
y como hay p—1 ), (p— 1 es par), multiplicando estos por parejas tenemos
que

k==

Ni(u) = |] wittp-i = (ump_;)m('ul.;_mu;f_u) >0

l

..
1]

por lo tanto

Ng(u) =1
Fijemonos ahora en los nimeros u,/up—s (s = 1,...,p—1). Como et conjunto
de todas las unidades conforman un grupo multiplicativo, cada w,/uy,.., 08 una
unidad y claramente tienen magnitud igual a 1. Usando ahora argumentos
ya conocidos sobre polinomios simétricos se tiene que

-1
o) =Tl (o - 2)

es un polinomio con cocficientes en 2, y por los lemas 3.2 y 3.4 se tiene gne

u
— =t |, €z
Up-g

en particular, si s =1 :

u
—_— = g
Up~y

Ahora como p es impar, alguno de ¢ 6 £ + p es par, y por lo tanto se puede
tomar 0 < g € Z tal que

= gh, (3.3)

Veamos que el signo menos no tiene cabida. Para esto recordemos que
cualquier elemento de Z[£] es congruente a un entero racional médulo £ y asf
paraalgunav € Z, £ %u=v (méd L), esto es que

§fu—-v=(1-8f(&) , f(§) €zl (34)
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tomando ¢l complejo conjugado en ambos lados

iy ~v = (1-8f() = (1~ ) /() , J(€") € zl¢]

pero como 1~ €71 es un asociado de 1 — €, entonces

Euper — v = (1-€)h(E) , h(e) € 2l (35)
restando miembro a miembro la eenacidn 3.4 de la ecuacidn 3.5 se tiene que
7% — &y =0 (méd L)
de donde

L= (mbd £) . (3.6)
Up-1
Si tomamos ol signo menos en la ecuacién 3.3. Sustituyendo en la ecuacién
3.6 s tendrfa que 26% =0 (mdéd L) , es deciv que 26% € Ly de aqui que

(26%) =" c L = L(2))>
= N(L) | N(2)N (&)
= pl2t,

lo cual es una contradiccion pues p es un prino racional impar.

Por lo tanto « _=__§'"9u,,_., y de aqui que £~%u = £%,.;. Finalmente conju-
gando: £-%u = £79% = fu,_y = €%, de donde se sigue que £~9u € R.

(W]
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Capitulo 4

Métodos analiticos

En este capitulo se definird lo que es un reticnlo y se demostrardn impor-
tantes resultados relativos a estos, entre los que sobresalen, wna caracteri-
zacion Lopoldgica de los reticntos. ‘También se define lo que es o dominio
fundamental IT asociado a un reticulo T, y se ve una manera muy sencilla de
calcular el volumen de éste.

En este capitulo también se demestra el teorema de Minkowski, importante
resultado como se verd en las siguientes secciones y capitulos.

Posteriormente se da una importantisima representacién geométrica de los
nimeros algebraicos, la cual en combinacién con el teorema de Minkowski
serdn de vital importancia en el capitulo 5.

Para terminar, en este capitulo se define el grupo de clases y se demues-
tran importantes teoremas que nos sirven para demostrar la finitud de éste.
También en el final de este capitulo se le da fin a la clasificacidn de los campos
cuadrédticos norma-Euclideos para d negativo.

4.1 Reticulos

Definicién 4.1  §i S = {v,..., vy} es un conjunto de vectores R-lineal-
mente independientes en R® (m < n), el subgrupo aditivo de (R®, +) yenerado
por las Z-combinaciones linesles de S es llamado un reticulo de dimensidn
m.

Ejemplo: En R?sea v, = (1,0) y vo = (0,1). Claramente {v), v} es un

subconjunto R-lincalmente independiente de R?, entonces el vetfculo generado
por vy, vy es:

73



I'= {av, +bvy : a,bGZ} {(a,0) +(0,b) : a,b €z}
= {(0,h) : q, I;Cm} =X Y

Claramente un reticulo T de dimension m es un grupo abeliano libre de rango
m.

Enseguida daremos una caracterizacion topologica de los retfeulos. Para esto
consideraremos a 8" conmo mn espacio métrico con la métrica usual. B el
transcurso de este capitulo se usard B, (z) para denotar a la bola abierta con
contro en .t y radio r, y B(x) para denotar a su cermdura,

]
Definicién 4.2  Un conjunto no vacio M C B* se¢ dice que es discrelo si,
para cualquicr ¥ € M, existery > 0 tal que B, (2) N M = {2}

Proposicion 4.3 Para un mddulo T en R se Liene
' es discreto <= B,(0) N T es finito para todo r > 0.

Demostracién : <=) Si T no fuera discreto, entonces existirfa 2 € T tal que
para toda r > 0, Be(z) N T # {z}, lo cual implica que existe r; > 0 tal que
B,,(0) N T no es finito, lo cual es una contradiccién,

=) SiT cs discreto, Afirmnmos que ' es cerrado. En efecto, si ' no es
cerrndo, entonces existe ¢ € T' =T donde T denota la cerradura de T. Como
se puede encontrar una sucesion {zm} C T' tal que limpy2m = z, para
cualquier ¢ > 0, existe un entero positivo N tal que |z, — Z| < € siempre
que m,n > N, Pero como I es un médulo z,,, — 2, € T, y asf de lo anterior se
tiene que {0} € B,(0)NT para cualquier ¢ > 0 lo cual es una contradiccidn ya
que T' es discreto. Por lo tanto el conjunto B,.(0)NT es discreto y compacto,

es decir finito, y por lo tanto lo es también B.(0)NT.
0

Teorema 4.4  Un subgrupo aditivo de R" es un relfculo si y sdlo si éste es
diserelo.

Demostracién : =) Tomemos un retfculo T de dimension m < n
Y {0y Uy Tigry e+ 2 A base de R™ tal que T esté generado por
{v1,-.., v} Claramente T estd contenido en el reticulo IV generado por
{m,...,vm,..., Uy} y como un subconjunto de un conjunto discreto es clara-
mente discrelo, es suficiente que probemos que I” es discreto.
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Dado que cualquier v € R" tiene representacion inica como:
v=Av e Ay (N ER),
definamos:  f:R" = R" como
Sy - 4+ A0) = (A, An)

Ficilmente se prueba que f es una funcién lincal, y por lo tanto f es continua
en todo punto, Por otro lado sabemos que B,(0) es compacto, y conto las
imagenes de conjuntos compactos bajo funciones continuas son comnpactos,
entonces f(B;(0)) es compacto lo cnal implica que f(B,(0)) es acolado, esto
es que

| f(w) ISk VoeB), kenrt.

Siv=a +-+ayv, €N B,(0), entonces:

/@) =1l ey an) [k

Esto implica
lai IS” ("’ll"wan) "Sk (i=1,...,n) (4.1)

Finalmente como el nimero de soluciones enteras de la desigualdad 4.1 es
finito, entonces I' N B,(0) es finito y por lo tanto T es discroto.

<=) Sea G un subgrupo aditivo discreto de R" y {vy,..., vy} un subconjunto
de G mdximo R-linealmente independiente. Sea I' el reticulo generado por

{vi,o oy}
Cousideremos ahora el siguiente conjunto

m
H={v=2mv.-em" : a;em,050i<1}
=1

Claramente I1 es acotado, y asf [1 C B,(0) para alguna r > 0.
"Ahora porser {v,...,v,} unsubconjunto mdximo R-linealmente indepen-
diente, cualquier z € G se puede expresar como

m
T = Zz\,"i’,’ MNER.

i=1
Si escribimos A; = a;+ a; en donde a; € Z y 0 < o; < 1, entonces

m m
z=Y avi+ Y o €T +11

{=1 i=1
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v como ' C G se tiene gue

m m

Z ot = - Zn;ni € GNnIT C GN BA0)

i=l i=1
v como GNBL(0) es linito porque G es disereto, existen solo un nimero finito
de estas sumas. Esto nos muestra que G/T es un grupo finito, digamos que
| G/T |= N, entonces por el teorema de Lagrange se tiene que para cualquier
€ G, N+ T)=Ty deaqui que Nz € T, Con lo anterior se concluye
que G cstd contenido en el reticulo T generado por {u/N,..., v, /N}.
Finalmente como T es un grupo abeliano libre de rango m, entonces G es
utl grupo abeliano libre de rango [ < m. Pero como también 'C G y T’ es
abeliano libre de raugo m, entonces I = m es decir que G es un retfeulo de

dimension m.
0

En ¢l transcurso de la demostracion anterior se definié el conjunto IT al cual le
llamaremos un dominio fundamental del veticulo T' de dimensién m generado

por {Uh cee "Um}-

Lema 4.5 ST es un reticulo de dimensidn n, cualquier elemento de R®
estd en ezaclamente uno de lvos conjuntos |+ Il para l € T.

Demostracién ¢ Si I' estd generado por {vy,...,vs} y ¢ € R", entonces
a= YA (M € R) . Escribienda My =ai 40y, 0, €2, 0 <0 < 1se
obtienequez =1!+¢t, leT, L€l Porlotantoz €l + Tl paraleT.

Para demostrar que z sdlo estd en un | + IT es suficiente con que probemos
que:

(r+MNn(s+M=0,rsel,r#s,

Supongamos que y. € (r+~ M) N (s +T0), » # s, entonces existen by, ¢y € T1
talesquer+4 s+t ydeaqui quer—s =ty —t; € I'. Ahorasi t;,t; los
escribimos como:

t Yoo 0S5 <]
b = T fvi ;3 056 <1

entonces B; ~ o € Z Vi = 1,...,n (esto ultimo es porque t; ~ 4 € T'), Por
otra Tado por la formiacen que estin definidos o y f se tiene que | - <1,
y asl In Gnica opcion es que:

Bi—oi=0=>fi=q; =2t =ly=>r=3
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lo cual es una contradiccion.
(W]

Un resultado que nos dice cudl es el volumen de un dominio fundamental
IT de un reticulo T se da en el siguiente:

Lema 4.6  Seu T un reticulo de dimensidn n en R* con base {v,,...,v,}.
Supongase que

U = (g ey )
Entonces el volumen del dominio fundamental 11 de T' definido por ests buse
4

u(IT) =| det(ay) | -
Demostracién : El volumen de IT estd daco por
u(Il) = /" dayooday, .

Definunos T R® — R dada por el siguiente cambio de variahles
"
&€= Z Y .
j=1

El Jacobiano de esta transformacién es

an ap Ay

an axnp -+ ay
J = . . , det(ay)

Apt Q2 '+ Qgq

y " (T(T1*) = ) es el dominio fundamental asocindo nl reticulo generado
por la base canonica {ey,...,e,} en R*, esto es que

n
n'z{ezzmeiemn : aiel‘l‘ OS“.‘<1}.
i=1
Por lo tanto
U(n) = fn- I det((l‘j) I dyl . .dy"

]

| det(aig) | J, dyv+ < Jy dyn
I det(a,,-) l .

Il
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Como para un retienlo T existen diferentes Z-bases, entonces existen dis-
tintos dominios fundamentales para T'. Sin embargo, como distintas Z-bases
estdn relacionadas por una matriz unimodular [ver contentario hecho en-
seguida de la definicion A.26 del apéndice], se sigue del lema 4.6 que los
volimenes de estos distintos dominios fundamentales son todos iguales.

4.2 Teorema de Minkowski

Il teorema de Minkowski es uno de los resultados mds ricos en lo que respecta
weste trabajo ya que su poder de alcance en las aplicaciones es sorprendente,
vomo se verd en las secciones y capitulos venideros,

Definicién 4.7 Un subcongunto X C R" se dice que es centrabmente simné-
trico $i =X = X, es decir si 2 € X, entonces -z € X,

Definicién 4.8 Un subconjunto X' C R" se dice que es convezo si siempre
quez,y € X, entonces Az+(1~A)y € X, para todo nimeroreal \,0 < A < 1,

Teorema 4.9 (Teorema de Minkowski) SeaT un retfculo de dimensidn
n en R* con dominio fundamental T, y sea X un subconjunto acotado, con-
vexo y centralmente simétrico de R®, tal que

vol(XX) > 2"wol(IT) .
Funlonees

Xn(r-{o}) #0.

Demostracién : Si Xy cs cualquier subconjunto acotado y centralmente
sintétrico de R™, entonces el conjunto

A={lel : Xyn([T+1) #0}

¢s finito con un nmiimero par de elementos. En cfecto, como Xg y I son
ttcolados, existe > 0 tal que Xo € B(0) y 1 C B.(0) y asf si tomamos
Le A, entonees @ # Xy N (TH4-1) © Xy, por do tanto existe £ € T tal que
rolleHLZ2I U =0l ¢l de aqui que || ¢ [|< 7+ || £ ||< 27 de donde
se concluye que A es finito y con un nimero par de elementos pues al ser
Xo centralmente simétrico si Xo N (1 + 1) # @, entonces Xo N (=T1 = 1) #
@, -N-l=T+"V,lel,
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Con lo anterior y usando el lema 4.5 tenemos que los conjuntos XoN(TT+1),1 €
A, conforman una particidn del conjunto Xy y asf

Xo= Xon(+1)
len

de donde

vol(Xo) = Y wal(Xy N (T1+1)) = Y wol((Xo - ) NIT)
led leA

Ahora, regresamos al conjunto acotado X € R" el cnal s centralmente
simétrico y convexo. Poniendo Xy = JX, mediante un cdleulo muy sen-
cillo se tiene que vol(Xp) = 2™"wal(X) > vol(II). Se afirma que

XNo=D)NXp=1"#0  paraalgunos ' € 4. (4.2)
En efecto, si (Xo— )N (Xo~ V) =0V, € A, entonces se tendria que

vol(Xo) = ¥~ wol((Xy — 1) NTT) < wol(I1)
lea

lo cual contradice el hecho que vol(Xo) > vol(IT). Por lo tanto de 4.2 se sigue
que existen z,y € X tales que dx—l=4y ' y,como !~V =ju~ 4y =
32+ (1-3)(-y) € X, se tiene que [ - 1" € X n ([ - {0}).

0

4.3 Representacion geométrica de nimeros
algebraicos

En esta seccién veremos cémo un campo de nimeros K se puede sumergir
en un espacio vectorial de dinensién igual al grado de K, de tal forma que
los ideales en K son mapeados en los retfculos de tal espacio vectovial.

Recordemos que en el capftulo 1 se vié que si K es un campo de nimeros
de grado n sobre Q, entonces existen n distintos monomorfismos de K — C.
Mds ain, se vi6é que s de tales inonomorfismos eran reales y 2t complejos
(s + 2t =n). Si el sistema de los n monomorfismos es

Tiyer sy 05y Oy Oggly - ooy Oabts Ot
donde ay,...,0, son los monomorfisinos reales y los restantes los coniplejos.
Definamos:

L = R* x ¢!
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Ficilmente se puede verificar que L** tiene estructura de espacio vectorial
sobre R con la suma de vectores y el producto por escalares usuales. También
LA tiene estenetura de anillo con las operaciones suma y producto coorde-
nada a coordenada,

Como espacio vectorial sobre R, L tiene dimensién s + 2t = n ya que
facihnente se puede probar que una base esta dada por el siguiente conjunto

( ey = (1,0,...,0,0,0,...,0) )
e o= (0,1,...,0,0,0,...,0)

0,0,...,1,0,0,...,0)
0,0,...,0,1,0,...,0) } (4.3)
0,0,...,0,4,0,...,0)

A_
=
5
+ o
g
[

Csp2 =
Cat2t-1 = (0’0,'-4010)0»'-'11)
\ €opt = (0’0"-‘10»0!0!'“)1‘)

en donde i = /1,

Definicién 4.10  Paraz = (T),...,%s Toql, .., Tspt) € L se define la
norma de éste como

NGe) =ay ey | g [P oo s -

Dos propiedades de la norma acabada de definir y que son muy fdciles de
verificar son

(a) ‘N(.'L‘) ER Vrel*,
(b) N(azy) = N(@)N(y) Vz,y e L.
Definicién 4.11  8i K es un campo de niimeros de gradon y
Olyerey sy Ostlyessy Ogtt

son 8 + t monomorfismos de K — C como antes clasificados, definimos
a: K - L como

a = o(a) = (o{a),...,05(),0041(a), . . . Gage(@)) .

Claramente se tiene que Yo, A€ K :r€Q

ola+f) = ola)+a(B)
alaB) = a(a)o(B)
o(ra) = ro(o)
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pues los o; son homomorfistnos, es decir que o es un homomorlismo entre los
anillos K y L**, mds atn o es una Q-transformacion lineal entre los Q-espacios
veetorlales K y LY,

Ahora como el niicleo de o es un ideal de K y K es un eampo cuyos dnicos
ideales son K y {0}, entonces o es identicamente cero ¢ o os inyectiva, pero
€0Imo

o) = (a(1),...,00(1),0512(1),. .., Os14(1)) .
= (1,...,LL.., 1) #0,

por lo tanto o es inyection,

Teorema 4.12  Si {ay,...,a,} es une base de K sobre Q, entonces
olan), ..., o) son linealmente independientes sobre R.

Demostracién : Consideremos la ccuacion

Ajo(ay) =0 AER (j=1,...,n) (4.4)
=1

J

si denotamos

en donde i = /=1 y sustituimos en la ecuacidn 4.4 se obtiene un sistema de
n ecuaciones con n incognitas ciya representacién matricial es

R SO R N L LA 0
A ORI (L Ll L P 0

Este tltimo sistema tiene nnicamente la solucién trivial si y sdlo si ol deter-
minante

1
. PRI (S U 1)

R T L L L

es distinto de cero. Para probar que D # O apoyémonos en el slguiente
determinante
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1 . . . .
AV 0y izl (Y M g izM y,m — iz
SO CUYI R P L S RIS L LB

o) .. oslm) aypla) Feriler) ... o) Torilen)

o) - alon) aulon) TE(en) oo aeplay) m(an)

= /Alay,... ).

Pero como se vio en el teorema 1.12 Afeyy, ..., a,) # 0, entonces E # 0.
Ahora por propiedades elementales de los determinantes tenemos que:

A e o i) L gl gl )
m(‘") ms,,) ngu) ugn)_i:gu) 2v$n) yt(u)__izgn)
A a gyl i gy Y
.'(:&") ool 21/#") -—iz%") 2y§") --iz,(")
= (-2)'D.
De donde concluimos que D # 0. Por lo tanto Ay = .-+ = A, = 0, y asf

a(e),...,0(qy) son linealmente independientes sobre R.
0

Corolario 4.13  Elementos Q-linealinente independientes de K son ma-
peados bujo o en clementos R-linealmente independientes de Lo,
Demostracldn : Se sigue inmediatamente del hecho que cualquier subcon-

Jjunto Q-linealmente independiente de K es parte de una hase de K.
w}

Corolario 4.14  Si G es un subgrupo sbelionv libre de (K, +) con Z-base
{aryo oy}, entonees la imagen bajo o de G en L es un reticulo de di-
mensidn m con generadores a(a,),...,o(cun).
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Demostracién : Si G ¢s un subgrupo abeliano libre de (K, +) con {ay, ...,
)} una Z-hase de G, entonees Fieilmente se compraehia que {og, 0 0,,)
son Q-linealmente independientes y por lo tanto por ¢l corolario 4.13, a(wy),
vy o) son elementos R-linealmente independientes de T

]

Observacidn : Como enalquier ideal Z no nnlo de G s un subgrupu
abeliano libre de rango », entonees o (Z) es un reticnlo en T Fsto es que
o manda ideales de Ok en reticulos de L*,

Para ver el gran poder de alcance en las aplicaciones del teorema de Minkowsli
en combinacién con la representacidn geomélrica de K en L** definida por
o es necesario tener la nocién de distancie en L™, Como L™ 22 R*+ (como
R-espacios vectoriales) la métrica Euclideana usual de R**?* {a transferire-
mos a L**, Si trabajamos con la base dada en In ecuacién 4.3, entonces con
respecto a tal base el elemento

(@100 s ey 21,00, e +izm) €LY
tiene coordenndas

(l‘l;'“ywnyl):lln‘t]/h :t)

Cambiando un poco la notacion, si tommumos

o= (U, Upgm)
y = (w,,...,w..+'u)

con respecto a las nuevas ¢oordenadas, entonces el producto interior es definido
por
Toy=wupwy+ e+ UgpuWygn
La longitud de un vector z es entonces
le|l=Vaoz

y la distancia entre z y yes || 2 — g ||.
Regresando a las originales coordenadas de un elemento en L9 se Liene,
para
T= (-'Lllv anTay+ 2. et izl) )

Iz li= \/93?+"‘+a:3+yf+z§+--.+y¢2+;‘2‘
Teorema 4.185  Si K es un campo de nimeros de grado n = s + 2t con

anillo de enteros Ok, y 3i 0 # T es un ideal de Ok, entonces el volumen de
un dominio fundamental de o(I) en L** es igual a

NI a |

donde A es el discriminante de K.
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Demostracién : Si {ay,...,a,} es una Z-hase para Z, una Z-hase para o(T)
en L es por corolario 4. 14 {o(ovy), ... 0(@,)}, la cual segiin la notacién
del teorema 4.12 y trabajando con la imsn dada en la ecuacién 4.3 licnen
coordenadas

) 1 1y
(2, L“’ " ’. --.:l/f L),

(u) (n) (n) (ll))

(&, f Ny

Ahora por el lema 4.6, si 1T es un dominio fundamental para o(Z), sc tiene
(ue
v(M) = D|

donde D es como en el teorema 4.12, Con la notacién del tcorema 4.12 se
tiene que

D=(—2i)“E = |D| = 2| E|.

Pero como E? = Afay, ..., ), y segiin el teorema 2,38 ,

A[ﬁl,. ‘e ,a,,} 172

N(T) = =

Sustitiyendo todo lo anterior se Licne

M =| D=2 = 274] Alay,...,a0) | = 2*'N@) /1A

4.4 El grupo de clases

En la seccién 0.14 del capftulo 2 se estudié un poco de ideales fraccionales,
Se vié que el conjunto S de todos los ideales fraccionales no nulos tiene
estructura de grupo abeliano con respecto a la multiplicacién.

Definicién 4.16  Un ideal fraccional T # 0 de Ok se dice que es principal
8i T=c"1T donde T es un ideal principal de Ok 40 # c € Ok.

Fécilmente se puede probar que el conjunto p de todos los ideales fraccionales
principales no nulos de Ok es un subgrupo de 9.
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Definicidn 4.17  Fl grupo de cluses h de Ok es el grupo cociente
h=9/p={[A] : A€},

donde [A] denoia lo clase de equivalencia de A.

v

El orden de £ (el cual es finito como se verd en las siguientes secciones)
serd de vital importancia en el capitnlo 4. Para demostrar que i es finito
necesitarenios de varias cosas. Primero que nada recordenos que las elases
de equivalencia [A] conforman una particién de & Ahora, si A es un ideal
fraccional, entonees A = ¢~' B donde ¢ € O v B os wn ideal de Ok, De aqui
que

B=cA=(c)A,

esto es que A y B estdn en el mismo clemento ( lo cual lo denotaremos camo
A =B ) de b Tin otras palabras, eualquier clase de equivalencia contiene un

ideal de Ok.

Ln importancia del grupo de clases de un anilio de enteros Gk ¢s que éste
guarda la informacién necesaria y suficiente para saber si en Ok se da o no
la factorizacién vnica en irveducibles. En efecto, ya que entre més pequeiio
sea el orden del grupo de clases, entonces S tiende a ser un grupo con puros
ideales fraccionales principales, y por lo tanto Ok tiende a ser un dominio de
ideales principales, En particular se tiene.

Teorema 4.18  Lu factorizacidn en Og ¢g dnica $i y solo si el grupo de
clases M tiene orden 1,

Demostracién : Se sabe que la factorizacién en Ok es tnica si y sélo si
cualquier ideal de Ok es principal (Teorema 2.45). También cualquier ideal
de O es principal si y s6lo si cualquier ideal freccional de Ok es principal, lo

cual es equivalente con § = p, lo cual a su vez es cquivalentc a que | R |=1,
0

4.5 Teoremas de existencia

En esta seccién se demostrardn un Lema y un teorema de existencia los cuales
serdn de gran importancia en el siguiente capftulo y en especial en la siguiente
seccién donde se demostrard que el orden del grupo de clases s finito,

Lema 4.19  Si M ¢s un reticulo en L** de dimension s + 20 con dominio
Jundamental de volumenV, y sicy, ..., c,4t s0n niimeros reales positivos cuyo
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producto
4yt
Cyerelypy > ('7;) 1% )
enlonces existe O # 0 = (X1, Ty, Bgplye - Xspg) 0 M tal que

| T |< Clysoy l Ty |< e
| Tgpy |Z< Cogptyrory | Tgpt |2< Cyqte

Tlyeo oy g ER Y Tygryen T €C

Demostracion : Sea X el subconjunto de todos los puntos 2 € L** para los
cuales la conclusién se sigue. Claramente X' ¢s acotado, simétrico y convexo
pues X es el producto cartesiano de

(—e1, 1) X oo X (=Cqy ) X {Y1 +i21 €C Yl + 27 < egpr} X oo
co{ytin €C 1yl + el <cond

y el volumen de X es
. .
_:;, dey--- :‘.:, dz,

N f fdyldzl res
vi+el<ens
I Jdydz
vi+ei<enn
201+ 2090020y MCyp1 Mot
] = 2'1r‘cl ¢ Cygt o

]

v(X)

[}

Por el teoremna de Minkowski sélo tenemos que probar que v(X) > 2¢*%
para garantizar la existencia de 0 # z € M N X. Esto dltimo se sigue
inmediatamente ya que por hipdtesis
t
ot > (B)V o= BV o= o(X)> 2V,

n

n)

Teorema 4.20  Sca K un campo de niimeros de grado n . T un ideal no
o de Og. Entonces exisle 0 # o € T lal que

| Nila) 1< (2)' (25 1A 12 N(D) = M (D)

donde A es el diseriminante y M = (4/m)'nin=" | A |V/? es la constante de
Minkowski de K.
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Demostracién : Consideremos el retfculo M = o(Z) en L [ver corolario
4.14]. Por el teorema 4.15 si T ¢s un dominio fundamental de A, entonces

o(ll) = 2°N(T) | A 2,

Por otro lada, sea p > 0 Lal gue
22(m/2)!(1/n)p" = 2"(T) . (4.5)
Para cualquier € > 0, definanmos
Xe={ee L |y [+ fad 42 b [ 2 L [<p b e}
Bl volumen de este conjunto (ver [3], pag. 76) os:
o(X,) = 2'(n/2) (1/n))(p + €)". (4.0)

Ahora, de 4.5 y 4.6, se encuentra que
u(X) > 2"(T) .
Conio X, es acolado, centralmente simétrico y convexo (como fieilmente se

puede verificar), entonces por el teorema de Minkowski existe 0 # 2 € MNX,.
Pero como M = a(Z) y o cs inyectiva, entounces existe 0 # a € T tal que

|ow@) | +---+ 1 ay(a) | +2] gppaf@) |+ + 2| opila) [< pt+e. (47)

Sea A, el conjunto de 0 # « € T que satisfacen la desigualdad 4.7. Como
a(T) es discreto y X, es acotado, entonees A4, es finito y no vacfo. Si tomamos
€ < 1, entonces A, es un subconjunto cerrado del conjunto compacto Ay.
Por lo tanto A =N, 1 A, # 0. Si tomamos « € A, entonces

|ow(e) |+ -+ | ou(e) [ +2| ospr(@) | +- <+ 2] gae(@) [S p.

Por otro lado para « € A tenemos que

| Nk(a) ' = | oy(a) - 04(a) | gapr(a) P+« | ounela) [P/°

(lar(a) |-+ [ a4(0) || casr(@) || ogsr(@) | -+
v | 0’,.“(0) ” a,“(a) |)1/"

(1/n)(| or(@) + -+ +0oy(a) + 2| gppafa) [ ++-

ot 2| apna(er) |

i

IA

IN

p/n,

de donde se tienc que | N(a) |< n~"p". Finalmente sustituyendo los valoves
de p" de la igualdad 4.5 y el de v(IT) se concluye que
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4 |
| N(a) |< (;‘)‘,l)} [ A2 N(Z) = Mg N(T)

Corolario 4.21  Cualquicr clase de ideales fraccionales contiene un ideal
T tal que N(I) < My (Mx lo constante de Minkowski),

Demostracidn : Sea [C] cualquier clase de ideales fraccionales en /g, y
J C Ok un ideal en la clase [C]~!. Por el Teorema previo, existe 0 # « € J
tal que | N(a) [< N(T)Mk. Alora como J)(a) , entonces existe un ideal
T C Ok tal que

(=17, (4.8)

Tomando normas en la igualdad 4.8
N(I)N(T) = N(ZT) = N((a)) =| Nx(a) < N(T)Mk = N(I) < Mk.

Afirmacién: T es el ideal buscado. En efecto, ya que J~! € [C], por 4.8 se
tiene que Iy J~! estdn en la misma clase de equivalencia.
a

Observacidn ¢ Si Mk < 2 para un eampo de miimeros K, cualquier clase
de ideales fraceionales debe contener un ideal Z en Ok tal que N(T) =1, es
decir que T = Ck. Por lo tanto se tiene que h = 1.

Para referencias a futuro tenemos la siguiente tabla, tomada de [3], pag, 79

My
0.637
0.500
0.283
0.223
0.152
0.120
0.094
0.063
0.049
0.039

-
=

Oy Ot O e o b S50 N O
ST ot b 0O W N Oft
S =N D N D O e
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Donde

4\ (s +2)!
M, = 4 _(”_"_'_t)__
w) (84 2t)+2

estd dado en la iltima columna en forma aproximada.

4.6 Finitud del grupo de clases

Teorema 4.22  El grupo de clases de un campo de wimeros K es un grupo
abeliano finito, .

Demostracién : Ya sabemos que el grupo de clases b = /g es un grupo
abeliano. Por lo tanto sélo resta probar que h es finito, lo cual es cierto siy
sdlo si el ndmero de distintas clases de equivalencia de ideales fraccionales es
finito. Sea [C] una clase de equivalencia, entonces por el corolario 4.21, [C]
contiene un ideal T tal que N(T) < Mk (Mk la constante de Minkowski),
Pero como el Teorema 2.42 (c) nos dice que sélo un ntimero finito de ideales
tienen norma dada, entonces sélo un namero finito de ideales tienen norma
menor o igual que Mk. Por lo tanto sélo existe un nimero finito de clases
de equivalencia [C].

0

Alorden h del grupo de clases se le Hama el ndmero de clase de K.

Proposicién 4.23  Sea K un campo de nimeros con nidmero de clase h,
y sea I un ideal del anillo de enteros Ok, entonces

(a) I* es principal,

(b) Si q es primo con h, e I° es principal, entonces I es principal.
Demostracién : (a) Como | i |= h, y [Ok] es el neutro multiplicativo
de K, entonces por el teoremn de Lagrange [Z'] = [I}! = [Ok], esto es que
Ih = Ok, lo cual Implica que I* es princlpal.

(b) Como h y g son primos relativos, entonces existen a,b € Z tales que
ah+bg = 1. Ahora como [Z}7 es principal, entonces [Z}¢ = (O], y asf

m eh+dg
(@Me(ze®
(O[]’
(O]

de donde concluimos que Z es principal,
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4.7 Factorizacion de un ideal principal gen-
erado por un primo racional

Si p es un primo racional, en general no es cierto que (p) es un ideal primo en
el anillo de enteros Ok de un campo de niimeros K. A continuacién veremos
que cuando tenemos un campo de nitmeros K con anillo de enteros generado
(como grupo aditivo) por un sélo elemento (como los campos cuadréticos y
ciclotdmicos) el siguiente teorema debido a Dedekind es decisivo respecto a
la primalidad de (p).

Teorema 4.24  (Lema de Hensel). Sea K un campo de niimeros de grado
n, con anillo de enteros Ok = 2[6] generado por 8. Dado un primo racionalp,
supdngase que el polinomio minimo f de 8 sobre Q se factoriza en irreducibles
sobre 7, como

Feoege
donde las barras denotan el mapeo natural Z[x) — Zy[x]. Entonces si f; es
cualquier polinomio irreducible que es mapeado en f;, el ideal

Pi = (p) + (fi(6))
es primo y la factorizacidn en ideales primos de (p) en Ok es

(0) = PP Py

Demostracién : Sea 6; una rafz de f(z) en Z,(x]. Notemos que 2,(6;] &
Zp[x]/(fi) . En efecto, ya que si definimos ¢ : Z,[x] — Z,[6)] como
w(f(z)) = o(f(6:)), fécilmente se verifica que ¢ es un homomorfismo de
anillos suprayectivo con kery = (), de donde se sigue lo afirmado. También
Z,(0;) es un campo ya que al ser f; irreducible, entonces 2,(x)/(fi) es un
campo.
Definamos ahora v; : 2[6] — 2,(6;] dado por
vi(9(8)) = (&) .

Fécilmente se verifica que v; es un homomorfismo de anillos. Ademdés clara-
mente v; es suprayectivo. Por lo tanto z[6]/keru; 2 ,[8;] , pero como 2[6)]
es un campo, entonces kerv; es un ideal primo de z[§]. Ahora afirmamos que

kerv; = (p) + (£i(8)).
En efecto, ya que si 9(8) € (p) + (fi(6)), entonces

9(6) = ph(8) + £i(0)a(B) = w(e(6) = PR)(A:) + (B)7(B) =0
= (p)+(Ji(0)) C kerui.
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Por otro lado si g(6) € kerv;, entonces g(6;) = 0, pero como fi(6)) = 0, y
fi es irreducible, entonces § = fih para algin h € Z,[x]; esto significa que
g — fih € Z[x] tiene coeficientes divisibles por p. Por lo tanto

9(8) = (9(6) — fi(O)h(8)) + fi(6)h(8) € (p) + (f(8))
= kery; C (p) + (fi(6)) .

Si llamamos P; = (p) + (fi(6)), entonces para cada f; el ideal P; es primo y
satisface (p) C P, es decir que P;|(p).

Ahora por In proposicion A6 del apéndice tenemos gque
Pie P C(p) + (f12(0) -+ £ (6)) € (o) + (£(6)) = (p).

Por lo tanto (g)|P;*--»Per. Ahora si J es un ideal primo tal que J|(p),
entonces 7 tiene que ser uno de los P;. Eu efecto, ya que

Pee P =(p)A=TBA , AB ideales

pero como J es primo, entonces .7 divide a alguno de los P;; pero como en
Ok = 2[6) los ideales primos coinciden con los maxinales, entonces J = Py
para alguna s =1,...,7. Lo anterlor muestra que los iinicos factores primos
de (p) son P,,..., P, y por lo tanto

() =P Pf, 0<ki<e (1Si<r). (4.9)

Tomando normas en la anterior ecuacién

N({p)) = N(P1) .- - N*(P,) .
Ahora como 2[0]/P; 2 2,(6) y N(P:)=| Ok/P:|, entonces N(P;) =
| 2,063 |, donde

di~1
B8] = {5 afl ¢ a5 €2y, d=0(f) = a(fi)} ,

esto es que N(P;) = d;. También
N((p)) =| N(p) |=p".
Con todo lo anterior se tiene que
pn = N((p)) = Nkl(pl) Ve Nkr(pr) - pd(k(+-~'+drk, ,

lo cual implica que
diky+: o +dikp=n=die;+ +dre R

de aquf que
di(es = ki) + - +d(e, - k) =0, (4.10)
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pero de la ecuacion 4.9 se tiene que ¢; — k; > 0, y asi 4.10 solo puede suceder
siep=k; (1 €i<r) Porlotanto

() =Pyt P
[}

Teorema 4.25  Sca Ok el anillo de enteros de un campo de nimeros K
de grado n = s+ 21, Supdngase que para cualquier primo p € Z con

p < Mg
(A es el discriminante de K y Mk es la constante de Minkowski), cualquier
ideal primo que divide a (p) es principal, entonces Ok tiene niimero de clase
h=1

Demostracion : Sea [J] cualquicr clase de ideales fraccionales. Por el
Corolario 4.21 en [J] existe un ideal T tal que N(Z) < Mk . Ahora, como
N(ZI) € N, entonces.

NI)=p - p < Mk, '
donde py,...,px € Z son primos racionales, y p; < M. Por otro lado como
N(Z) € I, entonces

I(N(Z)) = (p1) - (o) - (411)
Si factorizamos en ideales primos a T

I=Q;'Q Qildealprimo1<i<s,

por la igualdad 4.11 tenemos que Q;|{p1) - (pr)(1 < i < 8), lo cual implica
que Q; divide a algiin (p;), entonces por hipdtesis Q; es un ideal principal,
y por lo tanto lo es también Z,

Resumiendo, tenemnos que cualquier clase de ideales fraccionales es igual a

k]
0

4.8 Cdlculo del mimero de clase en casos
muy particulares |

[l teorema 4.24 en combinacién con el teorema 4.25 nos provee de una muy
buena técnica para calcular el niimero de clase para campos de niimeros K de
grado pequefio, con anillo de enteros Ok de discriminante también pequeiio.
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En los siguientes ejemplos aparte de hacer uso de los teoremas ya mensiona-
dos, también se nsardn los valores de My, dados en la tabla que estd al final
de la seccién 4.5. Notemos que la constante de Minkowski Ak es igual a

M/l A].

Ejemplo 1. K = @(v/=19): Fl anillo de enteros ¢s Og = 2[0) donde 0 ¢s
un cero de

J@)=at-2+5,

y el discriminante es 19, Entonces M < 0.637y/19, vy asi el iinico primo
racional menor que Mk ¢s 2. Aliora usando el teorema 4.25: médulo 2, f(x)
es irreducible, por lo tanto

Pr=(2)+(J(0)) = (2)

es un ideal primo en O, de aqui que cualquier ideal primo que divida a (2)
es igual a (2), el cual es principal. Por lo tanto h = 1.

Ejemplo 2. K = Q(v/—43): Esto es similar, pero ahora
f@)=zt-z+11,

y Mg < 0.637/—43, y asf los tinicos primos racionales menores que Mk son
2 y 3. Pero f(z) es irreducible médulo 2 6 3.

Ejemplo 3. K = Q(v/—67): Para éste,
fz) =2t -2 +17,

y Mg < 0.637\/67, por lo cual s6lo hay que trabajar con los primos racionales
< 5. Pero f(z) es irreducible médulo 2,3 6 5.

Ejemplo 4. K = Q(v~—1G3): I'ara éste,
f@) =2 —x+41,

y Mg £ 0.637V163, por lo cual sélo hay que trabajar con los primos
racionales < 8, Pero f(z) es irreducible médulo 2,3,56 7.

Ejemplo 5. K = Q(v/2): Para éste,
flz) =a® -2,

y Mk < 0.500v/8 < 2. Por lo tanto h = 1 [ver observacién hecha enseguida
del corolario 4.21].
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Ejemplo 6. K = Q(Vi): Dara éste,
Jla)y=a*-3,

v My < 0.5000/12 < 2. Por lo tanto h = 1,

Ejemplo 7. K = Q(£), donde € = 1: Para éste caso tenemos que K
¢{V=3). Por lo tanto h =1 [ver teorema 2.25).

Ejemplo 8. K = @(¢), donde £ = 1: Dara éste, £ es vaiz de

J) =" +a" +a? 241 irreducible en 2{x]

IN

Aquin =4,8=0,t =2; y A =125 [ver teorema 1.35], ademds Mg
0.152¢/125 < 2. Por lo tanto h =1

Ejemplo 9. K = Q(€), donde €7 = 1: Para éste, £ es rafz de
Ja)=2b+ P 42t 42’ +2 4 +1  irreducible en 2x)

Aquin=6,s=0,1=3;y A=-7, ademis Mg < 3, y asf los Unicos
primos racionales menores o ignales que Mg son 2y 3.

Mddulo 2, f(z) se factoriza como
(@ + 2+ D) +a+1).

Por lo tanto (2) = PP, donde P;, P2 son ideales primos distintos [ ver
teorema 4.24 |. Méds adn, como

E+8+1)E++1)E' =2,
se tiene que
(2) =+ +1EC+E+1)
y por lo tanto Py, P son principales.

Mddulo 3, f(z) es irreducible, por lo tanto (3) es primo, y asf cualquler ideal
primo que lo divida tiene que ser igual a (3) que es principal.

Finahnente por ¢l teovema 4.25 tenemos que b =1,

Combinando 1o obtenido en los ejemplos 1,2,3 y 4 con el teorema 2.25 se
Liene,
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Teorema 4.26  El nimero de clase de Q(v/d) es igual a 1 para d=-1,-2,
-3,-5,-11,-19,-43,-67,-163.

]

En el capitulo 2 seccién 2.3, se menciond que para d < 0, el anillo de enteros
de Q(V/d) tlene factorizacién vinica en irreducibles o equivalentemente nimery
de clase 1 si y s6lo si d toma alguno de los valores dados en el teorema 4.26 ,
Por lo tanto, comparando el teorema previo con ¢l teorema 2.26 obtencmos
el interesante

Corolario 4.27  Ezisten anillos de enteros en los euales se dd la factori-

zacidn dnica en irreducibles pero que no son Buclideanvs; por ejemplo los
anillos de enteros de Q( \/c_l) para d=-19,-43,-67,-163 .
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Capitulo 5

El teorema de las unidades de
Dirichlet

5.1 El espacio logaritmico

Sea K un eampo de mimeros de grado n. Si (L) = R*)* x (C*')ty x =
(Tyyee s Xgy Toptye oy Tape) € (L)', definimos € : (L*)* = R*H como

3(.7,') = (I()g I Ty l?"'l‘og l"L'.v |)IOg l Tatt |2a-~-al0g | Tyt |2)

Fécilmente se puede probar que (L**)* es un grupo bajo la multiplicacién
coordenada a coordenada.

Teorema 5.1 Ll mapeo ¢ definido previamente es un homomorfismo supra-
yectivo.

Demostracién : Es inmediata por las propiedades de las funciones logarit-

micas
0

Ahora definamos | : K* — R**¢ por
a - l(a) = (€o0)(a) = {o(a))

donde K* = K ~ {0} (K un campo de niimeros de grado n = ¢ + 2¢), 0, ¢
son los mapeos definidos en ol capitulo 4 seecién 4.3 y al principio de esta
seccion respectivamente. Mds explicitamente tenemos que

i) = (log| o1(a) ..., log | 04(a) |, log | dp41(a) [*,..., log | dusel) °)

El mapeo ! es llamado la representacion logarétmics de K* y R**! es llamado
el espacio logaritmico.
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Como a y ¢ son homomotfismos, [ es un homomorfismo entre el grupo mul-
tiplicativo K* y el grupo aditivo R**, ’

Observemos que si hacemos

¥

li(a) = logloi(a)| sii=1,...,s
W7 loglai(a) |2 sii=s+1,...,8+1¢

ontonces
s+t

S li(er) = log | Ni(ar) | . ' (5.1)

i=1

5.2 Inyeccion del grupo de las unidades en

el espacio logaritmico
Sea Ok* ol grupo de s unidades de O, el anilly de enteros de K. Si
consideramos el mapeo  : K* — R*H visto en Ia seccion anterior y denota-
mos por £ a la restriccién de [ sobre el subgrupo Ok* de K*, obtencmos el
homomorfismo

£ 0k - Rt

el cual no es inyectivo, pero su micleo es ficilmente descrito en el siguicnte

Lema 5.2 Elnicleo W de £ es el conjunto de todas las raices de la unidad
que estdn en Ok, Ademds éste es un grupo ciclico finito de orden par.

Demostracidén : Sea W’ = {a € Ok : aes rafz de la unidad}.
Tratemos de probar entonces que W = W',

Si o € W', entonces a™ = 1 para alguna m € N, y as(
[oi(@))|® =oi(@™)=0i(l) =1 Vi=1,..., 8+t
lo cual implica que

|oifa)|=1 , 1<i<s+t
de aquf que

£(a) = (log | oi(a) |,...,Jog | ay(ex) [log | aupi(ar) I3, . log | au{e) F) =0,

Es decir que « € ker£. Por lo tanto W/ C W,
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Ahora, si o € I entonces [ oi(a) [= 1, (1 €1 < s+ 2) . Como ol
polinomio de campo de o

n=s42
Jalx) = H (x —a,(a))
i=1
estd en Z[x] [ ver teorema 1.9 combinado con el lema 1.21 y el teorema 1,10
a) . Se puede aplicar el lema 3.4, concluyéndose que todos los ay{a) son
rafees de la unidad, pero como una de las o; es la funeién identidad, entonces
v ¢s raiz de la nuidad, Por lo tanto 177 C 117,

Claramente 1V es un grupo ya que es ¢l niicleo de un homomorfismo entre
grupos. Ahora, como para cualquier o« € W se tiene que | oi(a) [= 1 (1 <
i < s+1), entonces a(W) es un subconjunto acotado en L. Como o(W) C
a(k) y o(Ok) es un reticulo en L (ver corolario 4.14), si 0 < 7 € R ¢s tal
que o(W) € B,(0), entonces B,(0)No(Ok) es finito ya que o(Ok) es discreto
(teorema 4.3). Por lo tanto o (W) es finito, y como o es inyectiva, entonces W
es finito, Pero comno cualquier subgrupo finito de K* es ciclico (ver teorema
A.30 del apéndice), W es efclico (ver teorema A.30 del apéndice).

Finalmente como £(--1) = 0, entonces —1 € W el cual tiene orden 2, por fo

tanto por el teorema de Lagrange W tiene orden par,
0

El siguiente paso es dar una descripcién de la imagen E de Ok en R** bajo
£

Lema 5.3 Laimagen E deOk" enR*t bajo £ es un retfenlo de dimensidn
La+t-1.

Demostracién : Se sabe que si @ es una unidad (« € Ok'), entonces
Nk (o) = £1, y segiin la ecuacidn 5.1 se tiene que

%l;(a) =log| Ng(a)|=log|£1|=0.
i=l

Por lo tanto los puntos de E estdn en el subespacio vectorial H de R**
definido como

H= (@1, Tgp) ER : Ty + -+ +Typy =0}

el cnal claramente tene dimension s - £ - 1. Ahora como £ es un homomor-
fismo entre grupos y R** es un grupo aditivo, entonces E es un subgrupo
aditivo de R**! y gracias al teorema 4.4 solo necesitamos probar que E es
discreto.




Supongamos que 0 < r € Ry que £L(€) € Fn B.(0), esto es que
I £() i<

Como £L(g) = (L(e),...,Lip€)) , en donde Lie) s camto lo previo a la
igualdad 5.1, entonces

Hie) [l £e) li<r
de donde se obtiene que

|G,‘€)| < e (i’—‘-l,...,.\])
lo, @) P < o (i=s+41,...,541)

de esto 1iltimo se sigue que el conjunto g(R) es acotado, en donde
R={ee k' : £(e) € EnB,(0)} = L™(En B,(0)) .

Ahora como o(R) C o(Ok), y o(Ok) es un reticulo, razonando igual que en
el lema 5.2 se tiene que o(R) es finito. Ademds como o cs inyeetiva, entonees
1 o finito y de ngui que 7500 8,(0) Lambidn es finito, Por o tato finshnonte
E es discreto y asf E es un retfeulo de dimensidn < s+ ¢ - 1.

w}

Observacidn : Con los dos lemas anteriores tenemos que Ok® es finita-
mente generado, En efecto, ya que W es finito y Og*'/W = F es un
reticulo (y por lo tanto un grupo abeliano libre de rango < s 4+ £ = 1), si
{aW,...,ax W} (k < s+t -1) es una Z-base de Og*/W, ficilmente se
puede verificar que {an,...,o} UW genera & Ok*. Tada lo que vesta cs
encontrar el valor exacto de la dimensidn del retfeulo E. De hecho éste es
8+t —1 como se probard en Ia siguiente seccién.

5.3 El teorema de Dirichlet

Un resultado que serd de vital mportancia en 1a averiguacion del valor exacto
de la dimensidn de P es

Lema 5.4 SeuT un reticulo en R™. Entonces T tiene dimension m si ¥
sdlo si existe un subconjunto acotado B de R™ tal que

W= (@ +B) (6.2

zel
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Demostracién : =) Recordemos que si IT es un dominio fundamental del
reticulo T, entonces T es acotado. Mds adn, par el lema 4.5 cualquier cle-
mento de B™ estd en alguno de los conjuntas ¢ + 11, & € . Por lo tanto
73 =11 satisface la ecuacién 5.2 .

&) Si B C R™ es acotado y satisface la ccuacion 5.2, Tay que probar que la
dintension de T es igual a m.

Supongamos que dim I < m. Sea V el espacio vectorial generado por T,
entonees dimV < dimE™, Ahora tomemos V4 el complemento ortogonal
de Voen 8™ (es decie que V0 es un subespacio veetorial de R tal que
B =V oVt y ademds cualquier clemento de V* es ortogonal a todos los
de V).

Como ' C Vy B = Ugeple + B), entonces claramente

R"= J(v+DB). (5.3)

veY

Tenbajando abora con la transformacién lineal = : R™ — V4 (Proyeccion
en V1), ficilmente se puede verificar que la distancia entre cualesquiera dos
puntos de R™ es mayor o igual que la distancia entre sus imdgenes. Notemos
también que m(B) = V* . En efecto, ya que por definicién 7(B) C V+,
Por otro lado si u € V1 C R™, entonces por 5.3 u estd en algiin conjunto
v+ B, v €V, estoes que u=v+bparaciertasv € Vy b e B, de donde se
obtiene que b = (~v)+u y sélo de esta forma ya que R™ = V @ V4, entonces
7(b) = u lo cual implica que V* C w(B). Ahora, como B cs acotado existe
r > 0 tal que

d(r(0),7(z)) = d(0, 7(z)) < d(0,z) < Vz € B.

De lo dltimo se sigue que w(B) = V' es acotado, lo cual es una contradiccién,

Por lo tanto T tiene dimensién m.
0

Lema 5.5 Scay € (L*)* y A, : L* — L** definida como
M) = pa.

Entonces Ay es lineal y el determinante de cualquier matriz asociada a ), es
wual a N(y).

Dermostracién : Recordemos que L** es un R-espacio vectorial de dimensién
% = 8+ 2t. Por otro lado, fécilmente se verifica que si z,z € L* , c € R,
entonces Ay (z+c2) = Ay(z)+cAy(z), es decir que A, es una R-transformacién
lineal.
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Ahora, siy = (z1,...,25, 1 +i2y,...,ye+1i2) , y trabajamos con la base de
L** vista en 4.3 se tiene que

Ay(er) = 2
Ale) = T8,

YiCst1 + Z1€542
€i2) = ~Z1€st1 + Y1€442

Do Do
-
—
- ]
ca

+

—
~—

i

Ay(€siat-t) = Yragar-y + HCopat
Aylesyar) ~Z€s42t~1 + YeCsat

1l

de donde se tiene que el determinante de la matriz asociada a A, estd dado
por

Ty
. 0
Ty
h -z
2
0

W —2
2

el cual es igual a
zieezy(yl ) (0 +2) = N(y) .

Si se hubiera trabajado con otra base el resultado seria exactamente el mismo
ya que las niatrices asociadas son equivalentes,
O

Pasemos ahora a calcular el valor exacto de la dimension del reticulo E.

Teorema 5.6 La imagen E de Ox* en R*** bajo £ es un reticulo de di-
mensidn s+t — 1.

Demostracidn : En el lema 5.3 se probd que E es un reticulo de dimensién
< s+t -1, En ese mismo lema se vi6 que E C H C R*™, en donde

H={(zy...,T00e) ERM 2 1y 4.0 F Typt = 0} o giti-t,
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Por lo tanto por el lema 5.4 sélo basta que en H encontremos un subceon-
junto acotado B tal que

n=J(+D). (5.4)
eell

Para tal tfecto, recordemos que € : (L**)* — R*** es un homomorfismo
suprayectivo y como H C R**, entonces cualquier punto de H es la imagen
de por lo menos un punto de (L*)*. Més ain, si z € (L**)*, tenemos que
() € I sty solosi | N(x) |= 1. Por lo tanto si tomamos

S={ve L") :|N@)|=1},
entonees
(S)y=H (5.5)

Notemos ahora que si Xo C S es acotado, entonces £(X,) también lo es.
En efecto, ya que cl conjunto S es cerrado, y asf Xo € S es compacto,
(Xo) C ¢(Xy) es acotado ya que £(Xyp) es compacto porque £ es continua,

Ahora,slz € S, Xo C S, y sl 29 € X,

| N(zzo) |=| N(z)N(zo) |=| N(z) || N(zo) |=1,
esto es que £Xo € S si Xo € S. En particular si u € Ok®entonces o(u) €
(L) y

I ol(u) ‘ "0,(1&) l ”a+l(u) |2 e I am(u) |2|
| N =) 1 |=1.

| N(o(u)) |

Esto es que o(u) € S. Por lo tanto o(u)Xo C Ssi X C S.
S= | (o(wX), (56)
u€Og*
entonces por las ecuaciones 5.5 y 5.6 tendrfamos que

Observemos ahorn que si logrdsemaos encontear Xy € § acotado tal que
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H=48) = ¢ egx (o(u)Xo))

= U lo(u)Xg)
(1397
= U [tlotw) +€X0)

= U [£(u)+€X0)]
R

e
= Ule+eXy).
133

Haciendo £(Xy) = 13 se tendria 5.4 y el teorema quedaria probado.

Encontremos entonces el adecuado Xy, Para esto recordenios que o Ok ) ey
un retfculo en L**. Si consideramos la transformacién lineal A, : L** — L**
dada en el leme 5.5, y si y € § C L**, entonces det), = N(y) = %1, es decir
que la matriz asociada a ), es unimodular.

Ahora, como o(0Ok) = M es un reticulo de dimensién n = s+ 2t en L** y
Ay es lineal, fécilmente se verifica que Ay,(M) = yM es un retfculo en L**,
Mds ain, como det), = +1, por el lema 4.6 se tiene que el volumen V de
cualquier dominio fundamental de yAf es igual al volumen de un dominio
fundamental de M, pues si IT es un dominio fundamental de M

v(A () =v([M)|J] =v(IT) , Jes el jacobiano
Elijamos nimeros reales cy, ..., ¢4 mayores que cero tales quo
Q=cy v > (4/m)'V.
Si X es el conjunto de z = (z1,...,Z,41) € L** para los cuales

|.’E,,|<C;¢ (k=11"'03)
|Zars P< ey (F=1,..40),
entonces por el lema 4,19, existe 0 # z € yM N X, esto es una z € X tal que

z=yola) , 0#aelk (6.7

| N(z) |=|‘”1||~”l 2ot [P ooe | Zar P< e =Q.

Por otro lado, también se tiene que

N(z) = N(y)N(o(a)) = £N(a)
de donde se sigue que

| Nk(a) < Q. : (5.8)
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Por otro lado, como el teorema 2.42 (c) nos dice que sélo un nimero finito
de ideales ticne norma dada, entonces sélo un nimero finito de ideales tienen
norma < Q. De este nidmero finito de ideales, sea R el conjunto de ideales
principales de norma < Q. Claramente R # § ya que segtin la ecuacién 5.8
se tiene que N{{e)) =| Ni(e) [< Q al menos para la o de 5.7, esto es que
(o) € R.

.

Recordando abora que si 4,8 € Ok son asociados, entonces (y) = (5), se
sigue que en Ok existe un nimero finito de nidmeros no asociados por parejas
ey, ... .oy tales que
R={{m),...,{an)}.

Como () € R, entonces a es asociado de exactamente uno de los a; esto es
que au = a;, con u € Ok*. De donde se tiene que o(a)o(u) = o(ey). Ahora
recordando que z = yo(a) y que o es un homomorfisino entre anillos se tiene
que

y = ao(o;")o(u). (5.9)
Ahora definamos \
Xo=8n ([‘j o(a;")X). (6.10)
{=1

Como X es acotado, lo son los conjuntos o(e;*).X, y como N es finlto Xo es
acotado. Claramente Xp no depende para nada de la eleccién de y € S.
Afirmacién: X; es el conjunto adecuado. En efecto, ya que si tomamos
normas en 5.9 y teniendo en cuenta que y, o(u) € S se tiene que za(a;') € S,
y claramente también zo(e;") € UX, a(a; ") X, y de aqui que zo{a ") € Xo.
Fntonces 5.9 nos muestra que

y € o(u)Xy a(u)Xo ,

cu
u€0k*

y como 3 es arbitimria entonces

S¢C U o(u)Xo .
ueO*

La otra contencién es obvia ya que o(u)X, C S Vu € Ok".

104

et s s it 4




Teorema 5.7 (Teorema de las unidades de Dirichlet).  El grupo de
las unidades de Ok es isomorfo a

W x7x N X7

s+t—1 veces

donde W es el conjunto descrito en el lema 5.2
Demostracién :
Prueba 1 : Por el teorema 5.0 se tlene cue

L] “
K'/WEX2ZxX K XZ. (5.11)
g4t -1 veces
También, por la observacién hecha enseguida del lema 5.3 se tiene que Ok

es un grupo abeliano finitamente generado, y por lo tanto Ok* es isomorfo a
un producto directo de grupos ciclicos (ver [1]).

Como W es un grupo ciclico finito constituido por todos los elementos de
Ok* de orden finito, entonces W es el subgrupo de Ok * formado por la parte
de torsién de Ok*. Asf

k' =W x L (ver [1], lema 9.1 pag. 90) ) (5.12)
donde L es libre de torsién. Por 5.11
Ok /W L7 x o X7 .
s+t —1 veces

Finalmente por 5.12 el resultado se sigue.
0

Prueba 2 : Por el teorema 5.6, E es un reticulo de dimensién s + ¢ - 1
en R**, Sea {£(u1),...,£(%p4t-1)} una Z-base de £ (u,...,Uppt-) €
Ox*). Entonces para cualquier unidad u € Ok* existen enteros racionales a;
univocamente determinados tales que

.L‘Su) =.§1 ad(w) = .L'('YI-I u“‘) .

i+l i=)

Por lo tanto se tiene que u = w[Jf2{! ¥, w € kerd =W,
0

Para ilustrar el teorema de las unidades de Dirichlet, tenemos los siguientes:
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Ejemplos :
1.- Sea K = Q(v/d) un campo cuadrdtico.

(a) Si d >0, los dos homomorfismos a1,0 1 K — € son reales y asf
g = 2, { = ().

Por otro lado como las finicas raices de la unidad en K son £1, y éstas son
unidades del anillo de enteros Ok, entonees W = {1} (W definido como en
el lema 5.2). Por lo tanto

Oc' =W xa={£}xz
Lo cual reafirma lo demostrado en el teorema 2.5 .
(b) Sid <0, los dos homomorfismos ay,0, : K — € son complejos
(01 = 02) y asi 8 = 0,0 = 1. Por otro lado, si € W,
L@)=log|a(a)’=0 = |ala)’=1 = Ngl)=1,

pero por lo visto en la demostracion de la proposndén 2.3 se tiene que W =
(£1,%i} sid = ~1, W = {£], +w, +0?},w = e/ sid = -3,y W = {£1}
en cualquler otro caso.

Resumiendo tenemos que Ok* = W, W como antes descrito.

Observacién : Con lo visto en el ejemplo 1 ficilmente se tiene que

s=1, t=0 & K=Q 6
§+t-1=0 ¢&
s=0, t=1 & K=QWd) d<0.

En estos casos Ok* = W, es un grupo finito, En cualquier otro caso Ok* es
un grupo infinito.

2.- Sea K = Q(£) un campo ciclotémico (£ rafz p-ésima primitiva de la
unidad, p primo racional impar), en este caso 8 = 0,¢ = 2—.2--1- Ahora, como

las Gnicas ralces de la unidad en K = Q(€) son £€*, s € Z [ver lema 3.2] y
+€° es unldad de Ok = Z[€), concluimos que W = {££*: 0 < s <p-1}el
cual tiene orden 2p, y asf

Ok*2WxzZx o XZ.

=2 veces
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Apéndice

En este apéndice se recordarin algnnas definiciones hasicas, asi como
también se demostrardn algunos resultados elementales que se nsaron en ¢l
transcurso de este trabajo.

A.1 Anillos

La teorfa de anillos es de vital importancia en el desarrollo de este trabajo,
sin embargo no intentaremos hacer un andlisis detallado de esta estructura
algebraica, simplemente haremos mencion de hnportantes teorenas, proposi-
clones, etc, la mayorfa de ellos conocidos, por lo cual s6lo demostraremos
algunos de tales resuitados.

Antes de empezar el recordatorio cabe mencionar que en este trabajo siempre
que hablemos de anillos se supondra que tales anillos son conmutativos con
uno, & menos que se especifique lo contrario.

Proposicién A.1  Si R es un anillo, T un ideal de R tal que 1 € I,
entonces T=R. Mds aiin siz € Z y z es una unidad, entonces T = R,
2

Teorema A.2  Cualquier dominio entero finito es un campo.
(W]

Proposicién A.3  SiR es un anillo, R es un campo si y s6lo si los inicos
ideales de R son los triviales.
O

Recordemos ahora que si ¢ es un homomotfismo entre los anillos Ry y Ry,
La imagen de 1 bajo ¢ no necesariamente es igual a 1. Sin embargo si ¢
es suprayectivo o si R; es un dominio entero (p # 0), entonces si se puede
garantizar lo anterior,

Resultados importantes sobre ideales maximales e ideales primos se dan
enseguida,

Teorema A4  Si R es un anillo, T ideal de R, entonces :

a) 7 es un ideal mdzimal de R si y sdlo si R/T es un campo.
b) Z es un ideal primo de R si y sdlo si R/Z es un dominio entero.
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Notemos que todo ideal maximal M de un anillo R ¢s un ideal primo. En
efecto, pues al ser M miximal por el teorema A4 a), R/M es un campo,
y como tado campo es un dominio entero, entonces R/M lo es. Finalmente
por teorema A.4 b), M ¢s un ideal primo.

Alga sobre operaciones con ideales de un anillo se dd en las siguientes dos
propusiciones con las cuales se cierra la seccidn.

Proposicién A.5  S§i A, By, By, ..., B, sonideales de un anillo R, entonces

(A+BYA+By) - (A+B,)CA+BBy---B, ;¥YneN.
a]

Proposicién A.6  SiR es un anillo y sia,b € R, entonces

a) (ab) = (a) () . Fsto es que el producto de dos ideales principales es
principal {Usando induceidn este resultado se puede generalizar a cualquier
nimero de factores ideales principales).

by (e,b) = (u) + ().

A.2 Divisibilidad en anillos

Las definiclones bdsicas de divisibilidad en anillos son bastantemente cono-
eidns, por lo cual no las daremos, simplemente nos enfocarcmos a definir lo
que son elementos irreducibles y elementos primos en un anillo arbitrario R.
En el capitulo 2 se ve la diferencia que hay entre estos.

Definicidn A.7 Sia € R ya no es una unidad, diremos que a es irre-
ducible si éste no tiene factores propios. Equivalenteménte, a es irreducible
8i siempre que a = be, entonces b 6 ¢ es una unidad.

Definicién A.8 Si R es un anillo y p € R, p # 0 no unidad, diremos que
p es primo si sitempre que plab,a,b € R, entonces pla & p|b.

Es bien sabido que en Z se dd la factorizacién Gnica en primos. También
en Z los elementos irreducibles coinciden con los elementos primos. En el
capftulo 2 se demuestra que si R es un anillo en donde los elementos irre-
ducibles coinciden con los primos, entonces en R se d4 la factorizacidn Gnica
en irreducibles o primos.

Proposicién A.9 Si R es un anillo y 0 # p € R no unidad, entonces p

es primo si y solo si (p) es un ideal primo.
nj
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A.3 Polinomios y su factorizacion

La notacién que utilizaremos para los anillos de polinomios es la estdndar.
Esto es que R{x] nos representa el anillo de polinomios en una indeterminada
con coeficientes en el anillo Ry R{x1,X3,..., Xy} nos representa el anillo de
polinomios en n indeterminadas con cocficientes en R,

Recordemos que en 2 decidir si un mimero m € 7 es o no primo (o
irreducible) no es ficil. Es de esperarse que cvando trabajemos en el anillo
de polinomios K({x] (K un campo) sea también bastante complicado decidiv
si un polinomio f(z) € K[x] ¢s o no irreducible.

Tres teoremas muy inportantes por su poder de aleance son los siguientes.

Teorema A.10  (Lema de Gauss). Sew p(z) € 2[x], y supongamos que
p(z) = g{z)h(z), donde g(z), h(z) € Q[x]. Entonces existe A € Q, A # 0, tal

que Ag(z), A\"'h(z) € Z[x].
0

Obaservacién:  El Lema de Gauss nos afirma que si p(z) € Z[x] es re-
ducible en Q[x], entonces p(z) también es reducible en Z(x|. Equivalente-
mente el Lema de Gauss nos afirma que si p(x) € Z{x] es irreducible en 2{x],
entonces p(z) también es irreducible en Q[x]. Mds adn, como Z[x] C Q[x] y
como claramente si p(z) € Z(x] es irreducible en Q[x], también lo es en Z{x|,
entonces Gauss nos dice que 3i p(z) € Z(x], p(z) es irreducible en 2[x] si y
sdlo si lo es en Z{x)|.

Decidir cudndo un polinomio f(x) € Z[x] es irreducible no es facil. El
siguiente criterlo es muy importante y se puede usar en algunos casos.

Teorema A.11  (Criterio de irreducibilidad de Fisenstein). Sea f(z) €
z[x] un polinomio, f(z) = ap + 6,2 + -+ + anz". Supdnguse que cziste un
primo p € Z tal que

a) plas
b) pla; ; 0<ig<n-1,
¢) pHfao .

Entonces f(z) es irreducible en Z[x].(Por el Lemas de Gauss f(z) es irre-
ducible en Q[x]). *
0

Otro criterio importante es el siguiente
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Teorema A.12  Sea f(x) = ap+a1x...+ay2" € Z[x] y seaq € Z un entero
tal que qfa,. Entonces si f(z) = dy+da +- -+ dua” € 2,[x] es irreducible
en Zy[x|, también lo es f(x) en Z[x|. (Las barras significan reduccidn mddulo

q).
0

Ejemplo: Sip € Z ¢s un primo impar. Entonces los siguientes polinomios
son irreducibles en Z[x]
a)  f(2) T+2+2" 4+ + 2P € 2x|
b)  f(z) 1+ 2P +2% + 00+ 2lP-10P € Z[x]
Para probar esto, notemos que en general, dado f(z) € Z[x], se ticne que

f(z+1) € 2] y ademds: f(z) es irredueible en z[x] si y sélo si f(z +1) es
irreducible en Z[x]. Probemos pues entonces que f(z + 1) es irreducible,

]

a) Como
2P -1

r -1

flz) =

!

ontonces

\ _(-'v+1)”—1__(x+1)"-1',
f(x+1)_(x+1)_l_ - .

Desarrollando esto tiltimo segiin el teoreina del binomio de Newton se tiene
que '

p-2 ,
fla+1)=2""' + (¥ a7 !) +p,
j=t

en donde
i
Q= 37"
= -
Finalmente f(z+1) es irreducible segiin Eisenstein. En efecto, pues el propio

primo p satisface las hipdtesis del teorema A11 . La prucba del inciso b) es
similar a la de a).

A.4 Raices 6 ceros de polinomios

La factorizacién de un polinomio estd bastantemente ligado con el tema de
las rafees o ceros del mismo.

Un teorenta importante que nos perntite detectar rafces repetidas de un
polinomio con coeficientes en un campo de caracterfstica cero es el siguiente,
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Teorema A.12  Sea f(z) = ap+ayx...+a,2" € Z[x] y sea g € Z un entero
tal que qfa,. Entonces si f(z) = @y + @1z + -+ dux™ € Z,[x] es irreducible
en Zg[x], también lo es f(x) en@[x]. (Las barras significan reduccidn mddulo

q)-

0

Ejemplo: Sip € Z es un primo impar. Entonces los siguientes polinomios
son irreducibles en 2[x|

2)  [(z) l+a+a?+. . +2r e z[x]
b) f(z) = l+a2P+a% 4.+~ ¢ zfx]
Parn probar esto, notemos que en general, dado f(z) € Z[x], se tiene que

[(z+1) € z[x] y ademds: f(x) es irreducible en Z[x] si y sélosi f(z +1) es
irreducible en Z[x]. Probemos pues entonces que f(z + 1) es Irreducible.

a) Como
P’ -1

z—1"

[(z) =

entonces

ey =1 (1) -1 l,
f($+1)_(3:+1)——1— z '

Desarrollando esto 1iltimo segtin el teorema del binomio de Newton se tiene
que '

p-? )

Jle+1) =o'+ (Y aa? ™) +p,

j=1
en donde

p!

Q4 = T
T -4

Finalmente f(z+1) es irreducible segiin Eisenstein. En efecto, pues el propio
primo p satisface las hipdtesis del teorema A.11 . La prueba del inciso b) es

simnilar a la de a).
A.4 Raices 6 ceros de polinomios

La factorizacién de un polinomio estd bastantemente ligado con el tema de
las rafces o ceros del mismo,

Un teorema importante que nos permite deteclar rafces repetidas de un
polinomio con coeficientes en un campo de caracteristica cero es el siguiente.
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Teorema A.13  Sea 0 # f(2) € K[x], K un campo de caracteristica cero.
Entonces f(x) es divisible por el cuadrado de un polinomio de grado > 1 si
y s6lo si f y Df (Df representa la derivada formal del polinomio f) tienen
un faclor comain de grado > 1,

Demostracién : =) Supongamos que f = g*h , donde O(g) 2 1.
Derivando se tiene que

Df = ¢’Dh + h(29)Dg = g(9Dh + 2hDg)

Por lo tanto f y Df tienen a g como un factor conuin.

4) Supongamos que f noes divisible por o} cuadrado de ningin polinomio
de grado 2 1. Como en K|[x] se d4 la factorizacion en irreducibles, entonces
para cualquier factor irveducible g de f se tendrla que f = gh, donde g y h
son primos relativos (ya que si g y h tuvieran algin factor no constante en
comin, entonces f serfa divisible por el cuadrado de tal factor). Ahora como
[ y Df tienen un factor comiin de grado > 1, tal factor g lo podemos tomar
jrreducible. Entonces tenemos que

f=gh y Df=gl

donde g,h,! € K[x] , g es irreducible y ademds g y h son primos relativos.
Derivando tenemos que ’

Df = gDh+hDy

y como también Df = gl, entonces gl = gDh 4 hDyg, de donde se concluye
que g|hDg. Pero como g y h son primos relativos, entonces g|Dg. Ahora,
por definicién Dg es de grado menor que g. Entonces lo anterior sélo puede
ocurrir si Dg = 0. Finalmente como K es un campo de caracterfsrica cero,
facilmente se checa que Dg = 0 implica que g es una constante, lo cual es
absurdo ya que por hipétesis d(g) > 1.

0

Un resultado muy conocido que se desprende del teorema nnterior y cuya
demostracién no daremos es el siguiente,

Corolarlo A.14 . Un polinomio irreducible sobre un subcampo K de C, no

tiene raices repetidas en C.
O
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A.5 Extensiones de campos

Recordemos que si K y L son campos todo homomorfismo no nulo
p: K= L

es inyectivo, ya que kery es un ideal de K y al ser K un campo, por la
proposicién A.3 , los rinicos ideales de K son {0} y K. Pero como ¢ ¢s no
milo, entonces kery = {0}.

Con lo anterior tenemos que: ¢ : K = ¢(K) es un isomorfismo de campos
y ¢(K) C L. Tisto es que en L existe una eopia de K.

En las anteriores circunstancias diremos que L es una extensidn de K.

De ahora en adelante, stempre que tengamos dos campos K, L, en donde L
extiende a K, simplemente escribiremos L : K.

Fdcilmente se puede checar que si L : K es una extensién de campos,
entonces L tiene estructura de espacio vectorial sobre K , donde la suma de
vectores es la suma en L y la multiplicacién de escalares A G K por vectores
v € L es justamente v € L.

La dimensién del espacio vectorial L sobre K es llamado el grado de la ex-
tension o el grado de L sobre K, y lo denotaremos como [L:K]. En el
capitulo 1 se estudian bastantes ejemplos de extensiones de grado finito. Por
otro lado, también existen extensiones de grado infinito, ya que por ejem-
plo fécilmente se puede probar que si R es el campo de los nimeros reales
entonces (R : Q] es infinito.

Una tmportante propiedad multiplicativa de los grados de las extensiones
se dd en el signiente:

Teorema A.16  Si H,K,L son campos, y H C K C L, entonces

(L:H]=[L:K]K:H]

0
A continuacién daremos una forma de construir extensiones de campos.

Construcclén : Si K es un eampo y 81 = {F, } ¢s unn familia de snbcam-
pos de K, entonces F = NF, es un subcampo de K y tenemos que Fo: F ,
K:F, y K:F son extensiones de campos V a.
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Consideremos ahora la extensién L : K, y sea Y C L cualquier subcon-
junto. Sea S la familiade subcanpos de L que contiecnen a K y a Y. Notemos
que S # 0 pues L € S. Definamos K(Y) = Npeq F,entonces

a)  K(Y) € L cs un subeainpo
b) K, Y CK(Y),
¢) K(Y) es el subcampo mds chico de F que contiene a Ky Y.

Decimos que K(Y) es el subcampo de F obtenido al adjunter Y a K.

SiY={ao0,...,0n}, 8l campo K(Y) = K({ay,...,a,}) lo denotare-
mos como K(ay,...,a,). En particular si Y = {a} ,K(Y) = K(a), y so
dira que la extensién K(a): K ¢s simple.

Definicidén A.16 SiL: K es una extension de campos, @ € L se dice que
es algebraico sobre K si v es raiz de algin polinomio no nulo p(x) € K(x].
Si & no es raiz de ningtin polinomio en K|x| diremos que a es trascendente
sobre K. También si L : K es una extension de campos y si todo o € L es
algebraico sobre K divemos que la extensivn L : K ey algebraica,

En lo que resta de este trabajo estaremos sélo interesados en elementos
algebraicos.

Si o € L es algebralco sobre K, por el principio del buen-orden en N,
existe un polinomio ménico p(z) de grado minimo, tal que p(a) = 0. Este
polinomio de grado minimo llamado el polinomio minimo de o es inico como
facilmente se pucde demostrar.

El siguiente Lema, asi como también los restantes Teoremas do esta
seccidn , son muy conocidos y sus demostraciones pueden verse en muchos
libros como por gjemplo en (2]. .

Lema A.17 SiL:K es una extension y a € L es algebraico sobre K,
entonces :

a)  El polinomio minimo m(z) de o sobre K es irreducible en K[x].
b) m(z) divide a cualquier otro polinomio p(z) € K{x] tal que p(a) = 0.
. 0

Teorema A.18 Si L :K es una extensién de campos y si a € L, entonces
a es algebraico sobre K si y sdlo i K(ov) es una extensiin finita de K. En
este caso [K(a): K] = d(p), donde p es el polinomio minimo de o sobre K,
y K(a) = K|a).

0

113



3

Solo una importante observacién acerca del teorema A.18: Si p(z) € K[x] es
el polinomio minimo de a sobre K, y si d(p) = n, entonces 1, @, @2, ...,a""!
es una base de K(a) sobre K.

Con la observacién de antemano heeha, se desprenden los dos siguientes
Coralarios,

Corolario A.19  SiL: K es una calensiin y si o € L c¢s algebraico sobre
K, entonces todos los elementos de K(a) son algebraicos sobre K. Eslo es
que K(a): K es una exlensiin algebraica.

)

Corolario A.20 SiL: K es finilu, entonces es algebraica,
0

I3l reciproco del corolario A.20 no necesariamente es cierto, por ejemplo
A : Q (A el campo de todos los niimeros algebraicos sobre Q) es algebraica
pero no finita como se puede ver en el capitulo 1. Sin embargo el reciproco
es vdlido en las circunstancias dadas en el:

Teorema A.21 Una extensidn L : K es finita si y sdlo si es algebraica y
L =K(ay,...,0,) (Anitamente generada), «y,...,a, € L.
a

A.6 Polinomios simétricos

Definicidén A.22 SiResunanilloy f € Rlxy,..., Xy €9 un polinomio en
n indeterminadas, se dice que f es simétrico si f es invariante bajo cualguier
permutacidn de las indeterminadas,

Ejemplo : Si R es un anillo.

a) En R[x1,x3]; f(z1,22) = 21 + 22 es simétrico, sin embargo g(z,23) =
7,23 no lo es.

b) EnR[x1,...,Xn] ,

31(T1ye oy Tn) = TiHTod Ty
$2(Z1)0 .0y Tn) = TuTy 21Tz + DTy + TaTz + 00+ Tne1Tn

suma de todos los posibles distintos
productos de r distintos zjs

sr(zl)' --vzn)

3n(zh---’xn) = T Ty
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son simétricos, y se les llaman los polinomios simétricos elementales,

Enseguida veremos algunos resultados sobre polinomios simétricos que serdn
de mucha importancia en el transcurso de vste trabajo,

Sea K un campo y f(z) € K(x] un polinomio de grado n, y sea L : K una
extensién de camnpos, en donde

fley =apc 4+ - +aiz+ay , a,#0. (A1)
[ se puede descomponer en factores lineales sobre L como
f@)=a@@-a)...¢-a) ; o...ap€L.
Desarrollando estos productos tenemos que
f(@) = an(zn — 812" oo+ (=1)sy) (A.2)

donde $y,...,8, son los polinomios stiuétricos elementales en # indetermi-
nadas con coeficientes en K evaluados en ay,...q,. Esto es que s, =
sy, ay); (1€7r<n). '

Observacién: Notemos que de las expresiones A1y A.2 se tiene que

an-1 = —aysi(ay,...,0n) .

G = ("u"‘hsn(ah [y ,an) ’
y como 0 # a, € K, entonces s.(ay,...,ay) € K, (1<r <)

Claramente un polinomio simétrico en ay,. .., s, puede ser reescrito como
un pollnomio simétrico en z,,...,z,. El reciproco también es clerto como se
enuncia en el sigulente teorema cuya demostracion se puede ver en (8], pag.
25

Teorema A.23 SiR es un anillo. Entonces cualquier polinomio simétrico
enR[xy,...,X,] es expresable como un polinomio en los polinomios simétricos

elementales sy,...,3, con coeficientes en R.
O

Un corolario al teorema anterior que por su poder de alcance tiene el
derecho a ser llamado teorema es:

Teorema A.24 Sea L : K una extension de campos y f € K[x],d(f) = n,
Y Supongamos que ay, ..., &y, son todas las rafces de f y que éstas estdn en L.
Sih(z,...,2,) € K[x1,...,%y,] es simétrico, entonces h(a,..., ) € K.
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Demostracién : Por el teorema A.23, h(zy, ..., x,) se puede expresar como
un polinomio con coeficientes en K en los polinomios simétricos elementales
S1y+ ..y 8. Esto os que

hizy, .. ozn) = fs1,.,80); JEK[x1, ..., %),

entonces A, ..., aq) = f(s1{cery ... an)y ..., Su(0y ... a)). Pero por la
observacion hecha antes del teorema A.23, sp(ou...,) €K, (1 <7< n)

y porlo tanto h{ay,..., @) € K.
0

A.7 Grupos abelianos libres

Existe gran relacidn entre los grupas abelianos y los mddulos. De hecho,
facilmente se puede cheenr que un grupo M es un grupo abeliano si y sdlo s
M es un Z-modulo,

In lo que resta de esta seccion, por comodidad trabajaremos con grupos
abelianos aditivos. Sin embargo, todo lo que se haga serd extensible a grupos
abelianos multiplicativos. L

Las definiciones de grupo abeliano finitamente generadb, dependencia e
independencia lineal y bases sobre Z serdn omitidas y solo recordaremos lo
que es un grupo abellano libre

Definicicn A.25 Un grupo abeliano con una 2Z-base de n elementos es
llamado un grupo abeliano libre de rango n.

Mediante un cdiculo muy sencillo se puede probar que si {21,...,2n} ¥
{y1,-+.,yn} son dos bases distintas de un grupo abeliano libre de rango n,
en donde:

n n
w=Yagey , wi=Y by 5 b€ (1<4,j<n),
§=l =]

¥
entonces las matrices A = (a;;) y B = (b;) son unimodulares, es decir que
su determinante es *1.

Lema A.26 Sea G un grupo abeliano libre de rangon con base {z1,...,2,}.
Supingase que A = (a;;) es una matriz de n x n con entradas enteras. En-
tonees los elesnentos y; = L7, aijn; forman una base de G si y sdlo si A
¢s unimodular.

Demostracién : =) Tisto es inmedinto por los parrafos previos al lema.
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&) St A es unimodular entonces detA # 0, y se sigue que los y; son
linealmente independientes, Por otro lado como detd # 0, A1 existe y es
igual a:
1 . .
A= ——d =4
det

donde A es la matriz adjunta, la cual ticne entradas enterns. Finalmente
haciendo B = 4=' = (by;), se obticne

n
2= 3 bigys -
i=

Demostréndose asi que los y; generan a G,
0

Un resultado que serd de gran utilidad y cuyos detalles de su demostracion
se pueden ver en {1}, pag. 185, es el siguiente:

Teorema A.27  Sea G un grupo abelinno libve, distinlo e cevo, de rango
n, y sea H un subgrupo distinto de cero de G. Entonces H es abeliano libre,
de rango s < n. Mds ain eziste una base {x),...,2,} para G y enteros
positivos dy, ..., d,, donde d; divide a dyy, pare i =1,...,8~ 1, tales que
{dyzy,...,d,z,} es una base de H.

0

Un resultado que serd de vital importancia en ¢l desarrollo de este trabajo
es el siguiente

Teorema A28 Sea G un grupo abeliano libre de rango n y H un subgrupo
de G. Entonces G/H es finito si y sdlo si los rangos de G y H son iguales.
Si este es el cas0, y 9i G y H tienen Z-bases {z1,....Za} ¥ {y1,. . s}
respectivamente, con y; = }:;;, 62 , entonces

| G/H |=| det(ay) | -

Demostracidn : Si H tiene rango s, por el teorema A.27 podemos clegir Z-
bases {4,...,u,} de Gy {vy,...,v,} de Heconv; =dju;, d; €2t (1<
i < 8), Claramenite G/H es finitamente generado. En efecto, pues u; +
H,..., u, + H generan a G/H.

Definamos ahora

p:2" -+ G/H,
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como
@lay,. .. ) = ay(uy +H) + -0 4 ay(u, + H).

Ficilmente se puede chiecar que ¢ es un homomorfismo suprayectivo y
ademas

kero = {{diby,...,dyby,0,...,0) : biez;i=1,....5}
Entonces
@ herp 2 G/H. (A.3)
Por atro lado, claramente:

kL’T(pg(iIZX"'X(l,ZX{O}X N x{0}.
7 — 8 veees
Por lo tanto volviendo a la expresién dada cn A.3 se tiene que
G/Ha‘zd,x--'xzd,XZX < XZ‘.
n — g veces

Entonces | G/H | es finito si y s6lo si n — s = 0, esto es ciue n = g; con lo
cual queda probada la primera parte del teorema. Notemos también que en
este caso

|G/H|=d;-d,.

Por otro lado como las z; y u; son bases de G y las y; y v; son bases de H,
entonces sc tiene que

4 = 3jo) bijz; matricialmente U = BX
v = 3% Cijuy; matricialmente V =CU
¥ = Lj=i dijuy natricialmente Y = DV,

y de aquf deducimos que
Y = DCBX , (A4)

en donde las matrices B = (b;) y D = (d;;) son unimodulares. Ahora como
vy = diy; para (1 £ i < 8 =n), entonces

d 0 - 0
0 dy +++ 0

C=leg)=] , , . .
00 d,
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como
wlay, .., ap) =a (g +H) + -+ a(u, + H) .

Fdcilmente se puede checar que ¢ es un homomorfismo suprayectivo y
ademds

kerg = {(dby,...,dyby,0,...,0) : biez;i=1,....5}
Entonces
@' kerp 2 G/H (A.3)
Por otro lado, claramente:
kero 2 diZx -+ x d7 x {0} x & x{o}.
n— 8 veces
Por lo tanto volviendo a la expresién dada en A.3 se tiene que

G/HZy X+ X 2g, XL X o Xz

n — 8 veces

Entonces | G/H | es finito si y s6lo si n ~ s = 0, esto es que n = &; con lo
cual queda probada la primera parte del teorema. Notemos también que en
este caso

| G/H |=dy - d, .

Por otro lado como las z; y u; son bases de G y las y; y v; son bases de H,
entonces se tiene que

4 = 3o bijz; matricialmente U = BX
vi= L= Cijty matricialmente V =CU
i = XY= dijv; 1natricialmente Y =DV,

y de aquf deducimos que
Y = DCBX, (A.4)

en donde las matrices B = (b;) y D = (d;s) son unimodulares. Ahora como
v = div; para (1 < i< s = n), entonces

d 0 . 0

0 dy v 0
C-"—(C,'j): : .
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Finalmente si A = (a;;), como Y = AX se Liene, por la igualdad Ad y
por el hecho de que {z),...,2,} es base de G, que A = DCB y de aqui que
detd = (detD)(detC)(detB) y por lo tanto

| detd |=| £1 || detC || £1 |=| dy+ - dy |=| G/H |

o]

Teorema A.20 Si G es un grupo conmutative finito, entonces existe un
2 € G cuyo orden es el minimo coman milliplo de los ordenes de los ele-
mentos de G.

Demostracién : Como G es un grupo conmutativo finito, entonces
G-Q—Zd, Xeeo X2y, ,

en donde dy|dy|...|d, (ver [1], lema 9.3 pag. 91), Si y es el uno del anillo
Z4, y ponemos « = (0,...,0,3), el orden de z es claramente d,. Ahora si
2= (21,...,2n) € G, se tiene que dyz = 0, ya que d; divide a d, para toda 4.
Por lo tanto d, es un miltiplo del orden de z y z es el elemento buscado.

0

Teorema A.30 Si K es un subcampo de C, entonces cualquier subgrupo
finito G del grupo multiplicativo K*, consiste de rafees de la unidad y es
ctclico.

Demostracidn : Por el teorema A,29 , existe z € G cuyo orden n es tal que
y" = 1 para cualyuier y € G. Como un polinomio de grado n sobre un campo
tiene a lomds n rafces en el campo, el niimero de elementos en G es a lo méds n.
Ahora como 2 tiene orden n, G contiene los n elementos z, 22,...,2" = 1, los
cuales son todos distintos. Por lo tanto G estd compuesto de estos elementos

y €s ciclico.
0
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