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INTRODUCCION

El presente trabajo esta estructurado de tal manera que cualquier estudiante
con los conocimientos basicos de Estadistica pueda comprender el problema que se
plantea y las soluciones que se han dado para resolverlo.

El propésito del presente trabajo es presentar modelos que permiten que la
varianza condicional de una serie sea no constante, lo cual es util ya que al usar los
modelos tradicionales —como son los modelos de regresion o los modelos ARMA
(autorregresivos y de promedios moviles) por ejemplo— para modelar series
heterosceddsticas (con varianza no constante), el supuesto de homoscedasticidad
impuesto por estos modelos impide extraer informacion aun contenida en los datos.

Primeramente se presenta un resumen de modelos lineales de regresion y de
los modelos lineales enfocados a series de tiempo, es decir, modelos ARMA para
series de tiempo univariadas y la metodologia de Box-Jenkins para construirlos; y
ademas, se explica en qué consiste el problema de varianza condicional no
constante en modelos lineales.

Posteriormente se presentan los principales modelos que permiten
heteroscedasticidad, de acuerdo al modelo para el valor medio de la serie. En el
segundo capitulo se exponen algunos de los primeros intentos para resolver el
problema de varianza condicional no constante, lo cual conduce a hablar de los
modelos ARCH (introducidos por Engle (1982)), los modelos GARCH, modelos.
ARCH generalizados (Bollerslev (1986)), y los modelos ARCH-M, o sea, modelos
ARCH en media (Engle, Lilien y Robins (1987)). En el tercer capitulo se presentan
los modelos de series de tiempo con heteroscedasticidad condicional, estos son,
modelos ARMA-ARCH, ARMA-GARCH, ARMA-GARCH en media, y ARMA- -
EGARCH en media.

En el cuarto capitulo se hacen algunas aplicaciones practicas con el fin de
ilustrar la metodologia de construccion de los modelos GARCH. Las estimaciones
se efectuaron mediante el uso del paquete estadistico RATS (Regression Analysis of
Time Series) version 4.0, el cual se eligio por ser uno de los més completos y
porque, de los paquetes disponibles, es el {inico que permite estimar explicitamente
los modelos a los que se refiere este trabajo. Finalmente, en el quinto capltulo se
concluye y se sugieren trabajos futuros de investigacion. :




CAPITULO 1

ANTECEDENTES Y MODELOS TRADICIONALES

La Econometria no sélo se encarga de la elaboracion de estadisticas
descriptivas, sino que utiliza los datos para estimar relaciones entre variables y para
hacer inferencia estadistica. Originalmente, surgid como una rama de la Economia
cuyo objetivo era la estimacion practica de las relaciones econdmicas.
Posteriormente se difundio la aplicacion de estas técnicas en otras areas como son la
Psicologia, la Sociologia, la Demografia, etc.

El aspecto esencial en la Econometria es la construccion de modelos que
representen apropiadamente el fendmeno en estudio. Esto se lleva a cabo a través
del uso de técnicas estadisticas, con el fin de realizar un analisis estructural o un
prondstico. Por un modelo se entiende una representacion simplificada del
fenomeno en estudio, la cual se utiliza para explicar o predecir tal fenémeno.

Una caracteristica importante en los modelos econométricos es que estan
formados por una parte determinista y por otra estocdstica, las cuales son
ponderadas a través del uso de parametros desconocidos, usualmente ﬁJOS que se
incluyen en el modelo.

La parte determinista esta formada por variables que pueden ser end()genas 0

exogenas. Los valores de las variables endégenas estan determinados dentro del
mismo modelo, por lo que se dice que los modelos son explicativos, y los valores de

las variables exdgenas son obtenidos fuera del modelo, pero influyen en él, éstos

pueden ser datos historicos o valores determinados por algin otro mecamsmo ajeno B

al modelo.
La parte estocastica estd constituida por variables aleatorias (errores) que

cominmente se suponen aditivas y que se incluyen para terminar de exphcar alas.
variables endogenas. La informacion que conllevan los términos de error representa; e
la no explicada por el modelo, pero que afecta el comportamiento de las varlables e

endogenas.

Los parametros del modelo son coeficientes desconocidos, generalmente R
constantes, que multiplican a las variables del modelo con el fin de ponde,rarlas,“_‘, JRE




para asi obtener la representacion buscada del fenomeno en estudio
(estadisticamente hablando).

Para determinar el modelo que represente apropiadamente a la variable en
estudio es necesario primeramente elegir la forma del modelo mediante un analisis
preliminar de los datos. A esto se le llama identificacion. Posteriormente se procede
a aplicar las técnicas econométricas correspondientes, lo cual significa, en forma
muy general, combinar la informacion de las variables endogenas con la de las
variables exdgenas (y/o enddgenas retrasadas), para obtener la estimacion de los
parametros del modelo.

Los modelos econométricos pueden ser lineales o no lineales, donde la
linealidad es sobre los parametros del modelo. Comiinmente se trabaja con modelos
lineales, puesto que esta suposicion permite aplicar una gran variedad de resultados
estadisticos ya establecidos, los cuales proveen la herramienta necesaria para la
construccion, elaboracién y aplicacion de tales modelos en la vida real. Por otra
parte, se ha observado que muchas relaciones econémicas son por su misma
naturaleza lineales y una ultima razon, es que en muchos casos en que la relacion no
es lineal, se puede transformar en lineal aplicando alguna transformacion
linealizante, como por ejemplo la transformacion logaritmica.

El modelo econométrico lineal con una variable endogena y m variables
exogenas, comunmente conocido como modelo de regresion lineal multiple, se
presenta en la Seccion 1.1. |

Por otra parte, un modelo econométrico pueden ser estatico o dindmico. En
un modelo estatico, el papel de las variables involucradas no cambia a lo largo del

tiempo, lo cual no sucede en un modelo dindmico. En este caso, el ser dindmico no -
implica necesariamente que los parametros del modelo cambien a lo largo del -

tiempo, més bien se refiere al papel dindmico de las variables endégenas como por

ejemplo, si el modelo incluye variables endogenas retrasadas como ,vanabl‘es'
explicativas (véase Intriligator (1978)). Esto conduce a hablar de las series de

tiempo. En la Seccion 1.2 se ven los conceptos basicos sobre las series de tyie‘mpo;
los modelos ARMA y su metodologia de construccion,

Finalmente, en la Seccién 1.3 se menciona el problema de vananza

condicional no constante, el cual constituye el fundamento del presente trabajo.
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1.1.  MODELOS DE REGRESION.

Una de las principales aplicaciones de la estadistica inferencial es el hecho de
estimar la relacion existente entre dos variables, por ejemplo, el costo de
mantenimiento (y) de un automovil por aiio esta relacionado con su antigiiedad (x),
el peso de un individuo (y) estd relacionado con su edad (x), etc.; en otras palabras,
es de gran utilidad poder estimar de qué manera el comportamiento de una variable
x afecta el comportamiento de la variable y, puesto que basados en esa estimacion
se pueden realizar prondsticos de la variable y.

La herramienta estadistica que se utiliza comiinmente para realizar este tipo
de inferencias es el modelo de regresion, el cual permite estimar la relacion entre
una variable y y una variable x, que cambia independientemente, dada una muestra
de 7’ valores de y con sus valores asociados de x. Tedricamente, 1a relacion entre y y
x puede ser cualquier funcion, aunque aqui solo se hablara de la relacion lineal.

Al decir que existe una relacion entre la variable aleatoria y y la variable x, se
esta suponiendo que cualquier valor de la variable independiente x, tiene asociado
una variable aleatoria y, con una funcion de densidad de probabilidad f{y}x). En el
modelo de regresion se supone que el valor esperado de la variable y, dado x, esta
dado por la relacion

Elix] = by + byx.

Las constantes b, y b, son desconocidas y se deben estimar a partir de una muestra
de valores de y, asi como de sus valores asociados x.
En general, la forma de un modelo econométrico lineal con m variables

exogenas x;, Xy, ... , X,,, cominmente conocido como regresion lineal multlple esla

siguiente

n

bxll+ + Xt +€l Z i 1l+gl

donde b, son los coeficientes de las variables exdgenas, con i =1, .., m,t=1,.., T : .
(T es el tamaito de la muestra) y & es un error aleatorio. Usando la sngunente; a

notacion matricial;

y'l'xl ::(yl ""7y’[‘),




mxl (bl 3 m)

-

xll xml
\/ _ xl2 xm2
ATxm —

__xl'l' xm'['_J

Erv =(&y0s6p)

el modelo queda expresado como
y=Xb+e (1.1

Ademas deben cumplirse los siguientes supuestos:
E(SI) = Os v la
} 0%, sit =t
E(s,6,)= T
0, sit;#t,
La matriz X es de rango completo.

Viyt,

Para estimar estos pardmetros puede utilizarse el método de minimos
cuadrados, el cual dice que el valor estimado de los pardmetros es aquél que
minimiza la suma de cuadrados de los residuales, es decir, sea £= y - Xb el vector

de residuales, con b el vector de pardmetros estimados, entonces la suma de‘
cuadrados de los resuduales esta dada por

ng =Z(yl - xib)? =|

t=1 =1 .
=y'y—-25'X’y+bA’X’X5=S ; .

= Zi =-2x y+2X'Xb 0. (1.“1_:2) |

2

con x, = (xur"axmt)’ |

Por otra parte, ; ‘; 2X'X, la cual es una matriz definida positiva, por lo que i

b satisface (1.1.2) sera un minimo. Ahora, dado el supuesto de rango completo de Ia 0 A
matriz X, se tiene que la inversa de X'X existe por lo que se tiene. explicuameme i

expresion del estimador por minimos cuadrados
b=(X'X)"'X'y.




Por otra parte, bajo los supuestos de que los errores & se distribuyen
independientemente como una Normal con media cero y varianza constante o?, la
estimacion por maxima verosimilitud significa maximizar la funcion de verosimilitud
conjunta L, la cual, por la independencia de los errores, esta dada por el producto de
las verosimilitudes individuales.

-1
L=02n)% o7 exp[~ - XbY(y - XB)}

que es equivalente a maximizar el logaritmo de la misma

m

In(L,) = —~;—ln(2n) ~TIn(o) - 2;, (9= XB)(y- Xb)

y esto es equivalente a minimizar A )
(y—Xby(y-Xb)
que es la suma de residuales al cuadrado.
Por lo tanto la estimacion por minimos cuadrados es equivalente a la
estimacion por maxima verosimilitud bajo la suposicion de distribucion Normal con
media cero, varianza constante ¢ independencia de errores.

1.2. MODELOS ARMA Y METODOLOGIA DE BOX-JENKINS.

En esta seccion se mencionan los conceptos basicos para el andlisis de las
series de tiempo y se describe brevemente la metodologia de Box-Jenkins para
construir modelos ARMA.

A las observaciones numéricas efectuadas a intervalos de tiempo fijos, de
ciertas caracteristicas o variables, s a lo que se le llama una serie de tiempo.

Para el estudio de las series de tiempo se hace uso de la teoria de procesos

estocasticos. Lo que se hace en la practica es suponer que los datos son generados
por algin proceso estocdstico y, a partir de los datos observados, se procede‘

entonces a construir un modelo para tal proceso.

Un proceso estocastico es una familia de variables aleatonas asocnadas aun
conjunto indice de nimeros reales, de tal manera que a cada elemento del conjunto
le corresponde una y sélo una variable aleatoria ({y(i), i€S}, S = conjunto m"dice Yoo

»(i) la variable aleatoria correspondiente a ). Con base en esto se define a una serie
de tiempo como una sucesion de observaciones generadas por un proceso’d SR




estocdstico, cuyo conjunto indice se toma en relacion al tiempo (solo se consideran
series de tiempo discretas).

Otra diferencia existente entre el enfoque de regresion y el enfoque de series
de tiempo, es que en el primero generalmente se supone que no existe
autocorrelacion entre las observaciones de la variable, mientras que en el segundo
se supone que si existe autocorrelacion y eso es lo que se pretende modelar.

Un concepto esencial para el estudio de series de tiempo es el concepto de
estacionariedad. Se dice que una serie de tiempo es estrictamente estacionaria si la
funcion de densidad para cualquier conjunto de variables de las serie es invariante
respecto a desplazamientos en el tiempo.

Para fines prdcticos, no se trabaja con estacionariedad estricta, sino con
estacionariedad de primero o segundo orden.

Se dice que una serie es estacionaria de primer orden si su valor esperado no
depende del tiempo, es decir, si

Ey)=EW,.,) = u, paratodatym.
Y se dice que una serie tiene estacionariedad de segundo orden si sus
momentos primero y segundo no dependen del tiempo, es decir, si:

1) E(yt) = E(yl-'- m) = H, para tOdatym'
2) Var(y,) “"E[(yt',“)z] =E[(yt+m',“)2] =Var(y,m) =N < ®

paratoda ¢y m.
3) Cov(y, y.i) =L [0’1 Wi ,U)] E [(Vt im0V s - ,“)] ;
=¥ paratodatmel

A 7, se le conoce como la autocovarianza de orden i de la serie {y,}. Nétese -

que la condicion 2 indica que la varianza de la serie es invariante en el tiempo. -

Cabe hacer notar que si la densidad conjunta es Normal, la estacionariedad de .

segundo orden implica la estacionariedad estricta, dado que la dlstnbuclon Normal

esta plenamente caracterizada por sus primeros dos momentos (Box-Jenkms, :

(1976)).

En los siguientes parrafos se definen los modelos ARMA para senes de (R
tiempo univariadas, Es importante definir primero al operador de retraso B como

By, =Y.

mientras que el operador diferencia esta dado por




Vyl =W Vi

Por otra parte, se define el polinomio de retraso, el cual tiene la forma general
aB)=1-aB" -aB* -..-aB = [- Z({,B’
i=1

donde a,, ... , a,, son constantes reales ¢ / denota al operador identidad definido por

ly=y.
Asimismo, se define a un polinomio racional ¢(B) como aquél que satisface la
relacion ¢(B)b(B) = a(B), escribiéndose

_a(B)
O=58)
con
aB)~1-YaB y  b@-1-YbB
i=] i=|

polinomios finitos. ;

Los modelos para series de tiempo univariadas surgen de la suposicion de que
toda serie de tiempo puede generarse a partir de choques aleatorios {¢}
independientes e idénticamente distribuidos (i.i.d), considerados como

realizaciones de una variable aleatoria, usualmente con distribucion Normal y con

media cero, y cuya varianza es o,>. A esta sucesion de choques aleatorios se le
llama ruido blanco.

En otras palabras, se esta pensando en un filtro lineal que transforma a {&} en

la serie {y,}. Con base en esto y en los conceptos anteriores, se definen los modelos
autorregresivos (AR) y los modelos de promedios moviles (MA) de la siguiente
forma.

Un proceso AR(K), autorregresivo de orden k, estd representado por la

ecuacion B

(=Y 4BYy-w=¢ EER(VAVE
i=1

donde ¢, ... , ¢, son ponderaciones (parametros autorregresivos) y u es el nivel

medio de la serie. El modelo puede escribirse equivalentemente como




ABYJ,) =&, (1.2.2)
k
con ¢(B)=[~Z¢,B’ y y,=y,—u. Tal modelo se denomina autorregresivo

i=1

porque al desarrollar (1.2.2) se obtiene
Y= (1- ¢l_"'—¢k e+ ¢IYI~1+"'+¢kYt-k + & (123)

la cual es una ecuacion de regresion lineal, en donde el valor de y, depende de
valores pasados de la misma serie. La condicion de estacionariedad de segundo
orden para un proceso AR(k) estd dada a través de la ecuacion caracteristica
asociada al proceso, denotada por

#x)=0 (1.2.4)

que explicitamente tiene la forma

g =1-gx-..- gxt=0 (1.25)

El proceso AR(k) serd estacionario de segundo orden si y sélo si las raices de la
ecuacion (1.2.5) se encuentran fuera del circulo unitario.
Un proceso MA(/), de promedios moviles de orden /, esta representado por la

ecuacion
5 =(I-6,B-..-6,8")s,= A B)e, (126)

donde 6, ..., 6, son ponderaciones (parametros de promedios méviles). Con estos
modelos se pretende representar un proceso estocdstico {y,} como una suma finita
ponderada de choques aleatorios independientes {&}. Asi, todo proceso MA resulta

ser estacionario de segundo orden. Si se tiene un proceso {y,} expresado en

términos de la innovacion actual y de las pasadas, o sea
V=ptETpE gt .,

una condicion suficiente para que sea estacionario de segundo orden es que Z:{IV"J

sea finita. En los procesos MA, esta expresion viene a ser 3. |-/, la cual es una

constante finita.




Un concepto analogo al de estacionariedad es el de invertibilidad que dice que
cuando un proceso puede expresarse a través de un modelo AR con ponderaciones
que sean absolutamente sumables, dicho proceso es invertible.

Con base en lo expuesto anteriormente, todo proceso MA es estacionario y
todo proceso AR es invertible. La condicion de invertibilidad es analoga a la de
estacionariedad, en tanto que un modelo MA(/) es invertible si las raices de la
ecuacion caracteristica

Bx)=1-0x-0x2-..-6x=0 (1.2.7)

se encuentran fuera del circulo unitario.

Es importante hacer notar la dualidad existente entre modelos MA y modelos
AR, esto es, un proceso AR(k) es equivalente a un MA(w) si las raices de su
ecuacion caracteristica estan fuera del circulo unitario, y un proceso MA(/) es
equivalente a un AR() si las raices de su ecuacion caracteristica estan fuera del
circulo unitario (Fuller (1976)).

En la practica existen series que tienen un comportamiento mixto tanto
autorregresivo como de promedios méviles. Asi, al combinar estos modelos se
obtienen los modelos ARMA(k, /), autorregresivos y de promedios moviles,

denotados por
#B)j, = AB)e, (1.2.8)

Una generalizacion de estos modelos son los modelos ARIMA(k, d, /) los

cuales surgen al observar que en ocasiones la no-estacionariedad de una °erne se
puede eliminar aplicando el operador

V=[-8

un numero apropiado de veces a la serie original. Entonces, se tnene que un modelov;
ARIMAC(k, d, /) esta dado por

KB)V'5, = AB)s, | (1.2‘.9‘)_/ |

Hasta este momento se ha presentado la forma general de los modelos pero lof; S
importante es como construirlos. Por este motivo se presenta a contmuacnén la e




metodologia de construccion de modelos para series de tiempo univariadas
desarrollada por Box-Jenkins (1970) (véase Guerrero (1991) para mayores detalles).

La metodologia de Box-Jenkins es un proceso iterativo para construir
modelos ARIMA(k, d, /) que consta de tres etapas: identificacion, estimacion y
verificacion de supuestos. Sus principales herramientas son las estimaciones de la
funcion de autocorrelacion (FAC) y de la funcién de autocorrelacion parcial (FACP)
(ver apéndices | y 2).

La identificacion consiste en hallar los 6rdenes adecuados de &, d y /, para lo
cual los pasos a seguir son;

1. Hacer estacionaria la serie {y,}, lo cual implica;

A) Estabilizacion de la varianza.- En caso de que la serie {y,} tenga

varianza no constante,

Var(y) = 1,

hallar una transformacion de {y,}, que se denotara por

{A)}

tal que su varianza sea constante, es decir,

VarfA(y)] = %, para todo ¢.

Por lo general, la transformacion que se usa es una transformacién potencia (ver

Apéndice 3).
varianza constante, se debe verificar que tal serie tenga valor esperado también
constante, es decir, que

E[A(¥)] = u, para todo ¢.

En caso contrario, esto es, si se tiene que

EIAY)] = w4,

B) Estabilizacion del nivel- Una vez que ya se obtuvo una serie con




hallar una nueva serie tal que su valor esperado sea constante. Esto se puede lograr
aplicando a la serie {A(y,)}, un numero { de diferencias adecuado, es decir,

encontrando d tal que
EIVAp)) = .

La base para hallar el nimero de diferencias [ es la FAC, ya que las

autocorrelaciones de un proceso no estacionario serdn grandes aun en rezagos
legjanos. Sin embargo, también deben tomarse en cuenta otros criterios para
determinar J; como son la naturaleza de la serie en estudio y las recientemente

desarrolladas pruebas de raices unitarias (véase por ejemplo Mills (1993)), ya que al
basarse solo en la FAC se corre el riesgo de sobrediferenciar la serie. Finalmente,
hay que hacer notar que en caso de que no se necesite aplicar alguna transformacion
potencia a {y,}, la estabilizacion del nivel se cumple para A(y) = y,.

2. Determinar el orden de k y /, es decir, el orden de los polinomios
autorregresivo y de promedios méviles por incluir en el modelo ARIMA(K, d, /).

Para ello se hace uso de la FAC y la FACP. Hay que hacer hincapié en que al elegir
k'y I/ no se debe olvidar el principio de parsimonia, que indica incluir el menor
nimero de parametros posible.

Esto es en general el proceso a seguir para identificar un modelo
ARIMA(k, d, /). Una vez identificado el modelo, es necesario estimar los
parametros que lo forman para que quede completamente especificado. Esto puede
hacerse por el método de méxima verosimilitud o por minimos cuadrados no
lineales. |

El siguiente paso es la verificacion de supuestos. En caso de que el modelo
estimado cumpla con todos los supuestos, ya puede ser utilizado en los fines para

los cuales haya sido construido; en caso de que no satisfaga los supuestos es

necesario regresar al primer paso e identificar otro modelo. Este proceso se repite
hasta hallar el modelo que satisfaga mejor los supuestos, es decir, el modelo que
represente mejor el comportamiento de la serie.

Los supuestos que se verifican son en particular los supuestos hechos sobre

los errores aleatorios {&}, cuya verificacion se hace sobre los residuales {2}, con

=[aB)] 48w,




donde ?)(B) y Zé(i}) son las estimaciones de los polinomios MA y AR

respectivamente, y
w,= VA,

Tales residuales miden la diferencia entre los verdaderos valores de la serie y los
valores estimados por el modelo.

Los supuestos sobre {¢g} que se verifican con el andlists de residuales son los
siguientes:

I. {g} tiene media cero.

{&} tiene varianza constante.

Los & son mutuamente independientes.
~ Normal V ¢.

No existen observaciones aberrantes.

Ademas existen otros supuestos que no se verifican a través del andlisis de
residuales, sino con base en las condiciones dadas para estabilidad y
estacionariedad de los modelos ARMA(%, /):

6. El modelo es parsimonioso (es decir, no se puede reducir el niimero de
parametros).

7. El modelo es admisible (condiciones para la estacionariedad y/o la
invertibilidad).

8. El modelo es estable en los pardmetros (no hay redundancia en los
parametros).

PR

En caso de no cumplirse alguno de estos supuestos es necesano proponer un
nuevo modelo efectuando nuevamente las tres etapas del proceso. o

1.3. FORMULACION DEL PROBLEMA DE |
VARIANZA CONDICIONAL NO CONSTANTE.

Es muy comin que cuando se ha obtenido un modelo para representar; :
apropiadamente a una serie {y}, dicho modelo sea utlhzado para pronosncar“ L
valores futuros de la seric. En tal caso, se consideran la media y la varianza e
condicionales de la serie (e. g. Guerrero (1991)). Més explicitamente, supbngase e




que se tiene la serie {y,} de la cual se conocen los valores y,, y,, ... , ¥,., y se desea
pronosticar el valor y, Este pronostico estara dado por

Ly |H, ) (1.3.1)

es decir, el pronostico depende de la informacion hasta el tiempo ¢ - 1, denotada por
H, .\

Es claro que este pronostico tendrd un cierto error, cuya varianza esta dada
por

a; = Var(y|H,.,) (13.2)

Ahora bien, dado que la media condicional de la serie da un mejor prondstico
que la media incondicional, entonces, podria esperarse una mejor estimacion de la
varianza del error de prondstico si se utiliza la varianza condicional (pudiendo ésta
ser afectada por informacion adicional del pasado) en vez de la varianza
incondicional.

Sin embargo, en los modelos tradicionales la informacion pasada no afecta a
la varianza condicional, y esto, junto con el supuesto de que el término estocastico
de error tiene varianza constante para todo ¢, ocasiona que la expresion (1.3.2) sea

constante para todo ¢. Esto resulta ser una limitacion fuerte si la serie en estudio es
de naturaleza heteroscedastica al impedir extraer informacion ain contenida en los
datos. En muchos casos, el supuesto de independencia de los errores en los modelos
tradicionales se da por hecho al no encontrar autocorrelaciones regulares o parcialeS’ '
significativamente diferentes de cero, lo cual no ocurre con las autocorrelacnones de
los residuales al cuadrado, que cominmente no se revisan. De este modo, se trabaja’ -
con modelos con varianza constante a través del tiempo que estaran subestimando la
verdadera varianza en periodos volatiles y sobreestlméndola en periodos de\ |

estabilidad.

Por otra parte (ver Engle (1982)), la teoria econdmica frecuentemente suglere Lo o
que los agentes econdmicos responden no s6lo a la media, sino también a mayores

momentos de las variables aleatorias econémicas. Por ejemplo, en teoria ﬁnanmera S ORI

tanto la media como la varianza de las tasas de rendimiento son detemunantes para
la toma de decisiones que conciernen a la conformacion de portafohos Tamblén se




sabe que altos niveles de inflacion estdn generalmente asociados con gran
variabilidad de la inflacion.

Asimismo, una ventaja que se ha encontrado en la practica es que en la
mayoria de las aplicaciones de los modelos que se presentan en este trabajo, los
errores estandar de los parametros de la ecuacion para la variable principal se
reducen al considerar alguna ecuacion de la clase ARCH apropiada (véase por
gjemplo Weiss (1984)).

Por los motivos anteriormente expuestos, medir la varianza sobre el tiempo de
cualquier serie que muestre heteroscedasticidad, puede ser de gran utilidad.




CAPITULO 2

MODELOS DE REGRESION CON
HETEROSCEDASTICIDAD CONDICIONAL

A continuacion se hablard de los primeros modelos que permitieron varianza
condicional no constante, éstos son los modelos ARCH, los modelos GARCH y los
modelos ARCH-M.

21. MODELOS DE REGRESION CON ERRORES ARCH,

Supongase que una variable aleatoria y, se comporta de acuerdo con la
funcion de densidad f{y/H, _ ). En este caso, el prondstico de su valor basado en la
informacion pasada esta dado por la esperanza condicional

E(yl‘Hl- 1)1

la cual depende de los valores de la historia H, _ . La varianza condicional es

Var(ylH,.,)= E[{.Vt - E(.thHt-i )}2|Ht~ l]"

En esta expresion puede apreciarse que la varianza condicional depende de la
informacién pasada. Sin embargo, en los modelos tradncnonales esta varianza
condicional no depende de la historia H,.,. Asi, los modelos ARCH (con |
heteroscedasticidad condicional autorregresiva) surgen al pensar en una cierta clase S s
de modelos que permitan que la varianza condicional de una serne dependa delfr

pasado de la misma.




El modelo lineal ARCH(y), ARCH de orden ¢, dado a conocer por Engle
(1982), esta dado por las siguientes expresiones:

Ylez-l ~ MO, G$)=
2.1.1)
0‘3 =0yt alyt2—| +t a![yl2—(1

con ay, @, ... , a, parametros constantes y desconocidos, y donde ademés se
supone que los choques aleatorios 7, = y/a; son i.i.d. con £(n) =0y Var(y) = 1. Si
definimos a ¢, = y7 - o7, la ecuacion de la varianza en (2.1.1) puede reescribirse
como

2 _ 2 2
Ve =@ty .. vy, te (2.1.2)
Aunque en la literatura no se menciona explicitamente por qué se les llama

autorregresivos a estos modelos, la expresion (2.1.2) puede justificarlo.

Con las caracteristicas antes mencionadas, estos modelos tienen las siguientes
propiedades:

Momentos incondicionales.

o B(y)=0.
o Var(y)=E(y})=E(o)).

« El proceso sera estacionario en covarianzas bajo ciertas condiciones que se
enuncian en el Apéndice 4.

Momentos condicionales.
o E(y/H,.)=0.
o Var(ylH,.\)=E(YAH,.\) = o

o Todas las autocovarianzas son cero.

Por simetria, se tiene que los momentos impares, en caso de existir, son cero,
Los momentos pares, asi como las condiciones para su existencia, estan dddas por el i
siguiente teorema para los procesos lineales ARCH(1),




TEOREMA | (Engle(1982)).- Sea r un ntumero natural. Entonces, el 2r-ésimo
momento de un proceso ARCH de primer orden con «, > 0y a; 2 0 existe si y sélo
si

o []i-n<l.
i=]
Véase la demostracion en el Apéndice 5.

De aqui se tiene que st ¢ < 1, la varianza incondicional sera finita, mientras
que para que ¢l cuarto momento sea finito se requiere que 3a; < 1. Si se cumplen
estas condiciones, utilizando la ecuacion (A.4) pueden calcularse estos momentos,
los cuales son:

Var(yf) = lft()a ]
1

, 1-a?
B(y;‘>=3Var(y,)2[l_30;2]-
1

Como puede apreciarse, el cuarto momento es 3 veces la varianza al cuadrado por
un factor que es estrictamente mayor que uno si a; # 0. Esto quiere decir que el
proceso ARCH(1) lineal tiene una densidad con colas mds gruesas que las de una
Normal. A las densidades para las que el cuarto momento dividido por la varianza al
cuadrado es mayor que 3, se les llama leptocirticas (el adjetivo griego Aemtéc
significa delgado, refiriéndose en este caso a la parte central de la densidad que es

relativamente mas alta y aguda). Esta caracteristica también la presentan los -

procesos de orden superior ARCH(q) (véase Bollerslev (1986)).

Modelos de regresion con errores ARCH. Con una pequefia variacion en los:
modelos ARCH se obtienen los modelos de regresion con errores ARCH (Engle

(1982)), al suponer que la media de y, estd dada por una combinacion lmeal de
retrasos de la variable endogena y/o variables exdgenas, esto es '

YiH, .~ N(x/b, o7)
donde

o =t g 2t tag } | (213)

con
. !
&=Y,-%/b,

donde x, puede contener retrasos de la variable dependiente asi como vatia‘b‘l‘esf_,; S
exdgenas, y los choques aleatorios #,= &/0; son i.i.d. con E(n) =0y Var(n)=1. b




Lo anterior puede interpretarse como un modelo de regresion lineal para el
cual los errores no son un proceso estocastico de ruido blanco, como se supone
cominmente, sino un proceso ARCH(q).

Claramente los modelos ARCH(q) son un caso particular de los modelos de
regresion con errores ARCH, ya que al substituir x,'b por cero, se obtiene la misma
expresion que en (2.1.1).

Haciendo hincapié en la diferencia existente entre los modelos econométricos
convencionales y los modelos ARCH, a continuacion se analiza un modelo
autorregresivo de orden 1 (AR(1)) sin errores ARCH y un modelo AR(1) con
errores ARCH(1).

Considérese primeramente un modelo autorregresivo de orden 1

(U-4B)y=¢ (2.14)

donde {g} es ruido blanco con varianza Var(g) = o2 En este caso la media
incondicional de y, es cero, puesto que, suponiendo que el modelo es estacionario,
(2.1.4) es equivalente a
w=W-8"¢
=&+ G&. T AT

y por lo tanto

It

0

E(y))=E@&) + i(&.\) + 4°E(.2) * .. =0, (2.15)

mientras que la media condicional es

E(ylH,.\)= E(¢| Yot %'Hl- l)
= ¢L(y,. [H,.\) + E(g)H,. )
=0V

Por ofra parte, la varianza incondicional del modelo es

Var (y,)=Var(e)) + $2Var(e,., }+ *Var(,.2) + ...
= 0-52 + ¢12052 + ¢l4052 to

=(1+ g2+ g +.. )02




=Y gat=at (-4 Q.1.7)

i=()

y su varianza condicional esta dacla por

Var (yiH,..) = Var(g,., + /H, )
Var(y,. |H,.) * Var(glH, )= o2 (2.18)

i

Noétese que la varianza condicional del prondstico no depende de la
informacion pasada, por lo cual todas las varianzas de prondstico son constantes a
través del tiempo, al igual que las varianzas incondicionales. Por tal motivo, para
este tipo de modelos es imposible medir los cambios de las varianzas de pronostico.

Ahora considérese un modelo AR(1) con errores ARCH(1), para el cual se
observa que, al igual que para un modelo AR(1)

E(y) =0,
ECy[H . )=d Y1,
Var(y,)=o%1(1-¢);

que son los mismos valores de las expresiones (2.1.5) a (2.1.7). La diferencia es que
la varianza condicional ya no es constante, es decir

Var (yjH,.\) =Var(dy,.\|H,.)) + Var(glH, )
=Var(g|H, .,)
= 0] =0 + o &,
con
=y-E(ylH,. )=y~ ¢|y1 I

Aqui se puede observar como la varianza condicional del prondstico depende

de la informacion pasada, por lo que pueden obtenerse mejores estimaciones de las
varianzas de pronostico para cada tiempo .

Hasta el momento se ha visto la forma general de los procesos ARCH y para SR
qué sirven, pero no se tiene un criterio para decidir si es apropiado 0 no aplicarun
proceso ARCH a la serie en estudio. Este criterio lo proporcionan las pruebas para ST

heteroscedasticidad, las cuales se presentan a continuacion.




SO

Como es sabido (Engle (1982)), en un modelo de regresion lineal, con o sin
rezagos de la variable dependiente, el método apropiado para estimacion de
parametros es el método de minimos cuadrados, siempre y cuando la serie de los
errores no presente heteroscedasticidad condicional. Dado que la estimacion de
modelos ARCH requiere de procesos iterativos, vale la pena probar, antes de
estimar, si es apropiado o no este tipo de modelos.

Por otra parte, cuando existe heteroscedasticidad, hay una pérdida en la
eficiencia de los estimadores que se obtienen a través del método de minimos
cuadrados, y peor aun, pueden hacerse inferencias estadisticas erroneas (ver
Breusch y Pagan (1979)). Engle (1982), propone la prueba para heteroscedasticidad
de la siguiente manera.

La hipotesis nula es

H,: No existe heteroscedasticidad condicional.

Si H, es cierta, &, = o, = ... = &, = 0. La prueba se basa en la primera derivada de
la log-verosimilitud y la matriz de informacion cuando H;, es cierta. Considérese el
modelo ARCH con ¢ = h(v,'a), donde h es alguna funcion diferenciable (lo cual

abarca los casos lmeal y exponencial ademds de muchos otros),
=(L,&,, ..., ,q)’, siendo {&,) los residuales obtenidos por el método de
minimos cuadrados, y & = (a, @, ..., @,)". Entonces, bajo la hipdtesis nula, o es
una constante (denotada por hy), y si se escribe
ot .
—L=ho,
0 &a .
con h la derivada de h, se obtiene que la primera derivada de la log-verosimilitud

(ver Apéndice 6) y la matriz de informacion cuando H es cierta son

g E )y,
é’a(, = 2h,
£ =1 ZE(Y'Y)
2\ hy
con Y={(v, .., vp'y fy= ;ii—l iT—- . Entonces, el‘esta‘disticq’ de
) o

multiplicadores de Lagrange puede ser consistentemente estimado a través de




& =LY V)TYS2

(ver Engle (1982, p. 1000)), el cual es asintoticamente equivalente a
&=1H"NY' Y L =TR?

(donde R? es el cuadrado de la correlacion miltiple entre £, ¢ Y) puesto que bajo el
supuesto de normalidad

plim f, /1= 2

(para la definicion de plim véase el Apéndice 7). El estadistico & se distribuye
asintoticamente como una y %(¢) bajo la hipétesis nula.

En conclusién, lo que Engle sugiere para probar heteroscedasticidad es
estimar la regresion de los residuales al cuadrado contra los siguientes g rezagos de
ellos mismos y una constante, y probar 7'R? como una y%(q).

2.2. MODELOS DE REGRESION CON ERRORES GARCH,

Bollerslev (1986) propone los modelos GARCH(p, q) (generalized ARCH)
siguiendo la idea de generalizar modelos AR 0 MA a modelos ARMA. Es decir, en
los modelos ARCH se supone que la varianza condicional o” depende de los

errores de pronostico. Pues bien, para los modelos GARCH se supondra que tal
serie depende ademas de las varianzas condicionales rezagadas, es decir
YiH, .~ N(Q, 0}2)
con
0% =q + a ),. 12 +t..t aqyt-q2+ ﬂlof—l tot ﬁpO%-p
= ay+ a(B)y; + KB)d], 2.2.1)

donde p, 420, 0,> 0, ,20,i=1,..,4,y 20,j=1,..,p. .
Claramente, si p = 0 se obtlene un modelo ARCH(q), ysip=q=0 {y,} es

ruido blanco. Como puede verse, en un modelo ARCH la varianza condl,clonal es

funcion de retrasos de y’ solamente, mientras que en un modelo GARCH la :

2 L




varianza condicional es funcion también de retrasos de la misma varianza
condicional.

Las condiciones para la estacionaricdad de segundo orden se dan en el
siguiente teorema.

TEOREMA 2 (Bollerslev (1986)).- El proceso GARCH(p, ¢) es estacionario
en covarianzas con li(y) = 0, Var(y) = (1 - (1) - K1))' y Cow(y,, y,) = 0 para
t#s,siysélosiafl)+ A1) <1

Bollerslev proporciona también condiciones para la existencia de los
momentos pares del proceso GARCH(1, 1), lo cual es una generalizacion del
Teorema 1 de la Seccion 2.1. Asimismo, hace notar que este proceso es
leptocurtico. Esta propiedad la tiene también el proceso general GARCH(p, ¢)
(véase Bollerslev, Chou y Kroner (1992)) al igual que los procesos ARCH(g).

Como se indica en Bollerslev (1986), definiendo a e, = y? ~ o7, puede

reescribirse a (2.2.1) alternativamente como

Vi=ag+ iayl—l +Zﬂiyl i Zﬂ‘l i +e. (22.2)

i=1
Esta expresion permite ver al proceso GARCH(p, ) como un proceso ARMA en
Vi
mix{p,q} P

yi=c+ Z¢1Y12—1 _Zeiel—i +é,

i=1 i=1
de donde se derivan las siguientes relaciones:
a, =,

o =¢-6 parai=1,..,q, Yy - (223)

b =0 parai=l,‘...,p;
donde 6. =0 parai>p.
Analogamente a como se obtuvieron los modelos de regresion: con errores

ARCH(g), se obtienen los modelos de regresnén con errores GARCH(p, q) Es i

decir, se tiene el modelo
)’let- 1~ N(x,’b, Of)
donde

q P
0'12 =a +Zai€f—-x‘ +Zﬂjaf—j
i=1 =1




con
&=Yy-X/'b

y en el cual x; es un vector de variables explicativas y b un vector de pardmetros.

23 MODELOS ARCH-M.

La precision con que los agentes economicos pueden predecir el futuro puede
variar significativamente a través del tiempo. En periodos relativamente estables,
pueden realizarse prondsticos suficientemente confiables sin incurrir en mucho
riesgo. En cambio, en periodos con mucha volatilidad, las predicciones se vuelven
menos seguras. Por ejemplo, en el ambito financiero, un prondstico alejado del
verdadero valor de una tasa de rendimiento, puede disminuir drasticamente las
utilidades obtenidas. Esto induce la demanda de un rendimiento adicional (premio)
que compense la inseguridad que implica la inversién en un activo riesgoso. Asi, al
modificarse la incertidumbre sobre los rendimientos de los activos a través del
tiempo, las compensaciones demandadas por los agentes financieros también varian.

Los modelos ARCH-M aparecen publicados por primera vez en el articulo de
Engle, Lilien y Robins (1987) para modelar primas de riesgo cambiantes en el
tiempo, asociadas a diversas tasas de interés (una versién anterior de este articulo es
Engle, Lilien y Robins (1982)). Un modelo ARCH-M es una extension del modelo
de regresion con errores ARCH, que permite que la varianza condicional influya en

la media. De este modo, el valor esperado de la serie cambia conforme el riesgo

varia, cuando éste es medido por la varianza condicional. La forma general de estos
modelos que proponen los autores es la siguiente

ytlanr ~ N(x,’b+da,,of),
(23.1)
a=aWv,+1'6, |

donde x, y 2, son vectores m x 1y r x 1 de variables débilmente exdgenas (ver el
Apéndice 8) y variables dependientes rezagadas, el vector z, incluye -
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una constante, cuyo coeficiente representa el componente constante de
la varianza o7;

v, = (.sf_l ,...,fiq )", siendo ¢, los residuales dados por y, —x,'b-do,;

W es una matriz j x ¢ de constantes que puede usarse para imponer
restricciones sobre la forma en que la vartanza condicional responde a
los cuadrados de los residuales rezagados, en el caso menos
restringido J¥ seria la matriz identidad,

a 'y 0, los vectores de parametros de la varianza, son por lo tanto j x 1y
rx | respectivamente; mientras que

by d, los vectores de pardmetros de lamediasonm x 1y | x 1.

En su aplicacion empirica se consideran otras alternativas de la influencia de la
varianza sobre la media (como son o, exp(c,), In(a,)), por lo que el modelo
(2.3.1) podria generalizarse, incluyendo a f(g;) en lugar de o, en la ecuacion de la
media, donde f( o,) es una funcion de la desviacion estandar,

Algunos detalles sobre la estimacion y la verificacion de supuestos de estos
modelos se encuentran en el Apéndice 9.




CAPITULO 3

MODELOS ARMA CON HETEROSCEDASTICIDAD CONDICIONAL

En el capitulo anterior se vieron modelos que se caracterizan por tener errores
no autocorrelacionados. En este capitulo se consideran los modelos ARMA para la
variable principal, junto con diversas variantes de modelos de varianza condicional.
Esto pennite considerar una cierta estructura de autocorrelacion para la variable en
estudio.

3.1. MODELOS ARMA-ARCH.

Los modelos ARMA con errores ARCH (ARMA-ARCH) son considerados
someramente en Engle y Kraft (1983). Sin embargo, Weiss (1984) presenta mas
detalles sobre ellos. El modelo que sigue la variable principal es entonces

HBYy, - 1) = &B)s, G.11)
mientras que la ecuacion para la varianza condicional que propone Weiss es

Var(gl‘Hl—l):' E("ﬂHt-l) =0

q ¥
=ay+ 6,9, - u) +Y a + Y 8y ) .12
=] i=1

donde j, = E[y|H,. ] = ¥, - & Las condiciones de regularidad basicas para estos

modelos se dan en el Apendnce 10.
Conviene hacer las siguientes observaciones:

q B I
¢ El polinomio ¢, +Za,&f_, es la ecuacion ARCH de acuerdo con el

i=1
contexto de Engle.

o Dentro del modelo para la varianza condicional se encuentra de manera RO

explicita la serie {7}, donde 7, denotaa y, - 4.

tENOn ey




e Los valores ¢ _; son desconocidos, pero se pueden estimar mediante &,_; a
través de la ecuacion ARMA.

e Todos los parametros son constantes y desconocidos.

A continuacion se presenta la técnica de construccion de estos modelos, la
cual es una extension de la metodologia de Box-Jenkins. Esta técnica de
construccion consta de tres facetas: identificacion tanto de la ecuacion ARMA como
de la ecuacion ARCH (lo cual conlleva pruebas para detectar si es factible o no la
heteroscedasticidad), o en otras palabras, determinar los ordenes & /, g y r,
estimacion de parametros y verificacién de supuestos de las ecuaciones ARMA y
ARCH por separado, y luego sobre el modelo completo. Segiin Weiss, los pasos
que deben seguirse para construir los modelos ARMA con errores ARCH son los
siguientes:

Primer paso.

o Identificar la ecuacion ARMA de la manera usuat.

¢ Estimar sus parametros por minimos cuadrados.

e Verificacion de supuestos (los ya mencionados en la Seccion 1.2). En su
articulo, Weiss (1984) muestra la distribucion asintética de los estimadores
de los parametros, de donde se tomarian los errores estandar requeridos en
esta etapa.

Segundo paso.

o Identificar la ecuacion ARCH con herramientas tales como la prueba de

multiplicadores de Lagrange (ML), la FAC de &, la correlacion entre & y

f/f ( f/, es el prondstico de y, usando minimos cuadrados), y la funcion de
correlacion cruzada (FCC) entre £ y rezagos de y? (ver el Apéndice 11).
e Estimar los parametros por minimos cuadrados. |

o Verificar supuestos en un modo similar al utilizado para la ecuacion
ARMA. En este punto, el andlisis de la FAC de los residuales de la

ecuacién ARCH y de las correlaciones entre éstos y y, , ¥ Tezagos de Vi |

puede sugerir errores de especificacion.
Tercer paso.

¢ Estimar conjuntamente las ecuaciones ARMA y ARCH obtemdas de los’

pasos anteriores, por maxima verosimilitud.

e Verificacion de supuestos mediante herramientas analogas a las empleadas SR

anteriormente.




Guegan (1990) comenta que Pantula (1988) realizd comparaciones de las
propiedades de los estimadores por maxima verosimilitud, minimos cuadrados
ordinarios y minimos cuadrados generalizados, para este tipo de modelos. Los
estimadores por maxima verosimilitud parecen ser mas eficientes, mientras que los
estimadores por minimos cuadrados, tanto ordinarios como generalizados, son
asintoticamente normales. Weiss menciona que los estimadores por maxima
verosimilitud son también asintoticamente normales.

3.2 MODELOS ARMA-GARCH.

Para la estimacion de estos modelos puede utilizarse el algoritmo de Berndt,
Hall, Hall y Hausman (1974). Algunos detalles sobre esto se encuentran en
Mills (1993, pp. 105 y 106).

Baillie y Bollerslev (1992) consideran el pronostico de modelos ARMA-
GARCH dados por

k l
Y = c+z¢iyt—i —29‘.8’_‘. +¢ (3'2'1)
i=l i=1

suponiendo que la varianza incondicional de ¢, es constante (posiblemente infinita),
mientras que la varianza condicional depende de la informacion al tiempo ¢- 1,
mediante un modelo GARCH

q [
ol =0+, a6+ B0, (3.22)
i=1 i=1

donde @ > 0, y o y f3; se restringen a modo de que los coeficientes de la

representacion infinita de la varianza condicional, en términos de valores rezagados

de &, sean positivos. No se especifica una distribucion particular para los
residuales &, Baillie y Bollerslev mencionan que este modelo puede generalizarse
facilmente al incluir variables exogenas tanto en la ecuacién de la media como en la

de la varianza, sin embargo sus resultados se basan en la forma dada por (3.2.1)y

(3.2.2). i
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3.3, MODELOS ARMA-GARCH EN MEDIA.

Los modelos GARCH-M son una generalizacion natural de los modelos
ARCH-M en donde, al igual que en la generalizacion de los modelos ARCH a los
modelos GARCH, las varianzas condicionales rezagadas participan como regresores
en la ecuacion de la varianza.

Una vez dados a conocer los modelos ARCH-M, las aplicaciones de modelos
GARCH-M se realizaron de manera casi inmediata. Entre los primeros trabajos se
encuentran los de Bollerslev, Engle y Wooldridge (1985), Engle y Watson (1985)
(citado en Engle y Bollerslev (1986)) y French, Schwert y Stambaugh (1985).

Desafortunadamente, al igual que para los modelos ARCH-M, la teoria
asintotica para estos modelos es alin muy vaga y no se conocen todavia condiciones
suficientes para la consistencia y normalidad asintética de los estimadores (véase
Nelson (1991) a este respecto).

En cuanto a los modelos ARMA-GARCH en media, como es el caso de
varias extensiones de modelos de la clase ARCH, no se mencionan resultados
tedricos especificos, simplemente se reportan aplicaciones. Por ejemplo, French,
Schwert y Stambaugh (1987), en un estudio sobre el mercado accionario de Estados
Unidos, utilizan modelos de la forma

yy=c+dol +¢ -0,
donde p denota una potencia a la que se eleva la desviacion estandar condicional y
¢, sigue un modelo GARCH(1, 2). | -

3.4. MODELOS ARMA-EGARCH EN MEDIA.

Conforme se avanza en la aplicacion de modelos a series reales se van
descubriendo ciertas limitaciones de los modelos convencionales. Asf, en el campo'ﬁ ;

de los modelos para varianzas heterosceddsticas, se han detectado algunasf el

limitaciones de los modelos GARCH:

i) Los modelos GARCH son simétricos en los resnduales de modo que sélo la{ - fﬁ;j?ﬁi e N
magnitud y no el signo de las innovaciones es lo que importa. Entre otros trabajos Sk o
puede mencionarse el de French y Sichel (1993), en donde se encuentra evndencna’, S




de que la varianza condicional del producto nacional bruto real de Estados Unidos
aumenta luego de innovaciones negativas pero no luego de innovaciones positivas,
por lo que las varianzas son asimétricas.

it) Otra limitacion de los modelos GARCH son las restricciones de no
negatividad para asegurar que la varianza condicional sea no negativa para todo .

Recientemente, Nelson (1991) desarrollé los modelos asimétricos
exponenciales GARCH (EGARCH) con los que se evitan los inconvenientes antes
mencionados. Estos modelos para la varianza condicional y sus condiciones de
estacionariedad se presentan en la primera parte de esta seccion. Posteriormente, al
final de la seccion, se vera el modelo completo ARMA-EGARCH en media.

Sea &, = 0,7, el error de algin modelo en el momento ¢, con o7 la varianza
de ¢ dada la informacion al tiempo ¢ y #, i.1.d. con media cero y varianza unitaria.

Para asegurar que la varianza condicional sea no negativa, se expresa al ln(of)

como una combinacion lineal de alguna funcion del tiempo y de los choques 7,
rezagados, de la siguiente manera

ln(d?’)=z,+if§,-g(m.f>, & =1, (34.1)
i=1
= =exp[z,]exx)[§ég(m-;)] y &= exx»[z]ew[ gég(m_;)]m;

donde {z,} y{&}).,, son sucesiones de escalares reales, no estocasticos, Por
i=leo '

{==00,00
otra parte, para captar la asimetria anteriormente mencionada, g(,) debe ser una
funcion tanto de la magnitud como del signo de 7, Nelson eligi6 la siguiente forma

g(n)= 9, +¢[|n)- Eln]

Por construccion, {g( )} es una sucesion de variables aleatorias iid con

{=—w,0

media cero, por lo que el valor esperado de ln(oz) 2, €S Cero, Nétese que no hay:

restricciones de no negatividad en ninguno de los parmetros.
Las condiciones de estacionariedad se establecen en el sngmente teorema
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TEOREMA 3 (Nelson (1991)).- Supdngase que 9 y ¢ no son ambos cero.

»
1

2

Entonces {¢™a;}, {¢ 26} vy {ln(a,z)~z,} son estrictamente estacionarias y

. ’ . o0
{ln( 0,2) ~- z,} es estacionaria en covarianzas < Z’,‘ | &<,

Una representacion mas parsimoniosa que (3.4.1) se obtiene mediante la
parametrizacion ARMA

[+oB+. . +a B
[_ﬂlB—."'_ﬂpo

In{c?)=z, + g0, (3.4.2)

-3
De este modo, por el teorema anterior, {¢™a} y {¢ 2&} son estrictamente

estacionarias <> todas las raices del polinomio [l - Zf_l Bx ] estan fuera del circulo

unitario.
Considérese ahora especificamente la estacionariedad en covarianzas. Por el

2
teorema anterior se tiene que Z§f<oo implica que {¢™0?} y {e 2¢} son

estrictamente estacionarias. Sin embargo, la estacionariedad estricta no implica
estacionariedad en covarianzas. Para algunas distribuciones de {7}, {¢™d’} y

/]
{e ¢} generalmente no tienen momentos incondicionales finitos. La familia de

distribuciones GED (Generalized Error Distribution) contiene algunos casos que
pueden generar momentos incondicionales finitos de cualquier orden. Box y Tiao
(1973) la llaman distribucién potencia exponencial (exponential power distribution).
La densidad de una variable aleatoria GED, normalizada para que tenga media cero
y varianza unitaria, es

1
vexp| ——
f(m= l c0 < <o, 0 <V <o,

T (J—J
Vv

con
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v v

v es un parametro relacionado con el grosor de las colas de la distribucion. Como
casos particulares incluye a la distribucion Normal con v = 2 y, con colas mas
gruesas que las de la Normal, a la exponencial doble con v = 1. El siguiente teorema
determina casos de la familia GED con los que se obtienen momentos
incondicionales finitos de cualquier orden.

TEOREMA 4 (Nelson (1991)).- Sea {n)_.,, una sucesion de variables

aleatorias 1.i.d. GED con media cero, varianza uno, y parametro v > |, y supongase

2

que Z & <. Entonces {¢” L ARR( 2} poseen momentos finitos invariantes

en el tiempo, de orden arbitrario.

Las demostraciones de los teoremas anteriores asi como expresiones para los
motnentos condicionales e incondicionales (incluyendo covarianzas) bajo diversas
distribuciones incluyendo la Normal, GED y ¢ de Student se encuentran en Nelson
(1991). ,

Hasta aqui se ha visto el modelo EGARCH para la varianza condicional.
Ahora se hablara de la forma general a la que se refiere el titulo de esta seccion. En
su aplicacion empirica, Nelson utiliza un modelo AR(1) con la siguiente forma

Yi=ct+ ey +d070 + &, (343)

Comenta que igualmente pudo haberse usado un modelo MA(1), como sugieren
otros autores para la variable en estudio. Asimismo, sobre la influencia de la

varianza condicional en la media dice que no hay justificaciones tcoricas fuertes
para usar la forma en (3.4.3). Usa esa forma porque varios mvesttgadores la han
encontrado estadisticamente significativa.

En general, la forma de un modelo ARMA-EGARCH en medla seria la

siguiente

donde h(o',") denota alguna funcion de la varianza condicional.

#(B)y, =c+dh(a )+ 6(B)e, Gay
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Ahora bien, dada la funcién de densidad de los choques aleatorios f(r;,), por
el teorema de cambio de variable, la funcion de densidad de los residuales sera igual
a f(n) o, Si los choques aleatorios siguen una distribucion GED, entonces la log-

verosimilitud sera
In{ o7
('] + l)ln(Z) - ln[r (lﬂ - —[3—(—*')
v y 2

R

Esta verosimilitud se calcula generando recursivamente las series {1,} y {o‘f} a

partir de los datos {y,} y valores iniciales para las varianzas condicionales. En
(3.4.1) puede apreciarse que, en caso de existir, la esperanza incondicional de
ln(af es z,, de donde se obtienen valores iniciales para las varianzas condicionales.

Las series antes mencionadas se calculan utilizando la ecuacion de la varianza en la
forma (3.4.2) y la expresion que se obtiene al despejar 7, de (3.4.4).

Nelson indica que bajo condiciones de regularidad suficientes, los
estimadores por méaxima verosimilitud son consistentes y siguen asintéticamente una
distribucion Normal, No menciona cudles son esas condiciones, pero dice que la
verificacion de éstas ha sido muy dificil. Todavia hace falta desarrollar una teoria

'71

asintdtica satisfactoria, En la practica se trabaja suponiendo que las propledades de

consistencia y normalidad se cumplen.




CAPITULO 4

APLICACIONES NUMERICAS DE MODELOS GARCH
A CASOS PRACTICOS

El objetivo de este capitulo es llevar a la practica los conceptos y resultados
presentados en este trabajo, asi como ilustrar el empleo del programa RATS para
efectuar los cdlculos y estimaciones necesarios. Esto se hard a través de dos
ejemplos. El primero de ellos consiste en analizar la serie tipo de cambio dolar-libra
esterlina estudiada por Mills (1993) y mostrar que las estimaciones obtenidas
mediante la metodologia aplicada conllevan a los mismos resultados obtenidos por
Mills. El segundo ejemplo consiste en hacer uso de la metodologia antes
mencionada para construir un modelo para los rendimientos de las acciones de
Telmex, serie L. Esta serie fue analizada en Hernandez (1994).

4.1. MODELO GARCH PARA EL
TIPO DE CAMBIO DOLAR-LIBRA ESTERLINA.

En esta seccion se estima un modelo GARCH(1, 1) para el tipo de cambio
délar-libra esterlina con el propésito de reproducir los resultados reportados por

Mills (1993, p. 112). Esto se hace con el fin de asegurarse de que la metodologia

aplicada para la estimacion es confiable. En el Apéndice 12, se observan las 470

observaciones semanales utilizadas por Mills y que corresponden al perfodo de

enero de 1980 a diciembre de 1988. Como puede observarse en la Grifica 1, el

nivel de esta serie no es constante. Ademds, en la grifica de la FAC muestral
(Grifica 2), se observa un decaimiento bastante lento de las autocorrelaciones. Esto
indica que es necesario aplicar el operador diferencia para lograr estabilizar el nivel -~~~
de la serie. Al aplicar el operador diferencia se obtiene la serie DIFFI, lacual
aparece en la Grafica 3. En la Gréfica 4 se observan las FAC y FACP muestrales |

para DIFF1. Como puede apreciarse, hay un decaimiento bastante ,répidd‘ de, la

o3




FAC, por lo cual se supone que la seric DIFF1 es estacionaria. Por lo tanto, al
estudiar ¢l comportamiento de las autocorrelaciones regulares y parciales de la
Grafica 4, se encuentra que un modelo razonable para {DIFF1,} podria ser

DIFFI,=c¢ + ¢,
Sin embargo ¢ resulta no ser significativamente diferente de cero, por lo que se
postula el modelo

DIFFl,= ¢

esto es, la serie {DIFF1,} representa a los errores mismos del modelo.
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Grifica 1. Tipo de cambio délar-libra esterlina.

El siguiente paso fue realizar la prueba de heteroscedasticidad. Como se
menciona en la Seccion 2.1, lo primero que se hace es correr una regresion de los
residuales al cuadrado vs. una constante y g rezagos. Mills realiza la prueba con g =
4, posiblemente para considerar los efectos de las distintas semanas en el mes. Esta

regresion dio como resultado que el valor de la estadistica 7R? fuese 18.7083, el

cual tiene un nivel de significancia marginal de 0.0009 al compararse contra la
distribucién 72(4). Por lo tanto, se rechaza la hipotesis de que, en conjunto, los
parametros ARCH sean todos iguales a cero, es decir, hay evidencia de que la setie.
tiene heteroscedasticidad condicional.
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tipo de cambio dolar-libra esterlina.

fica 2. FAC de la serie
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Grifica 4. FAC y FACP para DIFF1,

Mills decide estimar un modelo GARCH(I, ) para la varianza condicional.
Como en esta seccion solo se quiere reproducir sus resultados, se procede a estimar
dicho modelo. Basandose en la expresion alternativa para los modelos GARCH
(2.2.2), se estima un modelo ARMA(1, 1) para los residuales al cuadrado, con el fin
de obtener valores iniciales de los parametros. Para ello, se utilizan las relaciones
(2.2.3). En el Apéndice 13, p. 63, se encuentran los resultados de esta estimacion.
Hay que tener en cuenta que RATS reporta los parametros de promedios moviles
con el signo contrario respecto a la notacion usual. En el Cuadro 1 se muestran los
resultados obtenidos y los que reporta Mills.

Cuadro 1.
Valores obtenidos en este trabajo | Parametros de
Parametros Valores finales | laestimacion
iniciales Parametros | Ermoresest. | de Mills -
ay 0.000765 0.000087 0.000022 0.000784
a 0.054491 0.096132 0.027793 0.050
)i} 0.903941 0.793767 0.040498 0.871
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Se observa que los parametros que reporta Mills se encuentran dentro de Ios
intervalos de £ 2 desviaciones estindar respecto a los valores finales de los
pardmetros obtenidos en este trabajo, excepto para . Sin embargo, los pardmetros
y desviaciones estandar reportados por Mills no corresponden a la expresion (2.2.1),
sino a la (2.2.2). Nétese que los pardmetros obtenidos en este trabajo a partir de la
estimacion de la expresion (2.2.2) (parametros iniciales) son bastante parecidos a
los de Mills. Esto hace pensar que la estimacion de Mills se basd en la expresion
(2.2.2) y que no utilizé el método de estimacion propuesto por Bollerslev, lo cual
puede explicar las diferencias resultantes.

Las instrucciones que se utilizaron en RATS, asi como sus resultados, se
encuentran en el Apéndice 13.

4.2. UNMODELO ARCH PARA LOS
RENDIMIENTOS DE LAS ACCIONES DE TELMEX, SERIE L.

Herandez (1994) analiza los rendimientos de las acciones con mayor
bursatilidad en la Bolsa Mexicana de Valores. Su objetivo principal es encontrar
carteras con riesgo diversificado, por lo que no reporta los modelos individuales.
Menciona que, para los datos diarios, ajusta modelos AR(1) para los ,rendimientos
de las distintas acciones, y modelos ARCH(1) para las varianzas condicionales
correspondientes, sin embargo no reporta los valores de los parametros estimados.
En esta seccion mostramos el proceso completo para construir un modelo ARMA
con heteroscedasticidad condicional para los rendimientos de las acciones de

Telmex. Esta serie se encuentra dentro de las analizadas por Herndndez. Se

eligieron estas acciones por su importancia, medida a través de su volumen de

operacion, |
En el Apéndice 14 se muestran los precios diarios de las acciones de Telmex,

serie L, en el periodo del 31 de mayo de 1991 al 30 de marzo de 1994, de donde se

obtuvieron los rendimientos correspondientes. Se realizo el procedimiento de .

coeficiente de variacion minimo para determinar la transformacion potencia que =~ -
estabilice la varianza encontrandose un valor de A =-1.5 (véase Guerrero (1993)).
Sin embargo, al observar la grafica de los rendlmlentos (Graﬁca 5), no se encuentraf St
un patrén definido de heteroscedasticidad que pudiera corregirse medlante una; g




transformacion potencia. Por esto, y por la dificultad en la interpretacion del
parametro A estimado, se decidio trabajar con la serie sin transformaciones. Al
analizar las FAC muestrales de los rendimientos (Gréfica 6), se concluye que no es
necesario aplicar el operador diferencia para volver estacionaria la serie. Por otra
parte, solo la primera autocorrelacion regular y la primera autocorrelacion parcial de
los rendimientos resultaron significativas, por lo que se decidid considerar los
modelos AR(1), MA(l) y ARMAC(I, 1). Los parametros del modelo ARMA(I, 1) no
fueron significativamente distintos de cero al nivel del 5%, mientras que los modelos
AR(l) y MA(1) resultaron muy similares en su significancia, por lo que podria
usarse cualquiera de los dos. Finalmente se decidio trabajar con un modelo AR(I),
por ser éste el utilizado por Herndndez. El parimetro autorregresivo resultd
significativo al 5%. Por otra parte, el analisis de los residuales no indica la
necesidad de incluir una tendencia determinista y el estadistico Q de Ljung-Box
para probar la significancia conjunta de las autocorrelaciones muestra un nivel de
significancia marginal de 76%. Asimismo, Hemnandez indica que el estadistico Q*
(de Box-Pierce) que obtiene es satisfactorio. Con esto se considera satisfactorio el
modelo para la media.
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Grifica 5. Rendimientos de las acciones Telmex-L.
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Grifica 6. FAC para rendimientos de Telmex-L.,

Trabajando con los residuales al cuadrado con el fin de identificar un modelo
para la varianza condicional, se encontrd que las autocorrelaciones regulares y las
parciales fueron significativas al nivel del 5% para los rezagos 2, 3 y 5 (ver Gréfica
7). Esto sugiere considerar diversas combinaciones de errores al cuadrado y de
varianzas condicionales en los rezagos indicados. De acuerdo a esto, se estimé la
expresion (2.2.2) para diversas especificaciones GARCH, pero generaban algunos
valores iniciales negativos. Finalmente se encontré que un modelo autorregresivo en
los rezagos 2, 3 y 5 proporcionaba valores iniciales apropiados. Esta especificacion
corresponde a un modelo ARCH en donde la ecuacién para la varianza condicional
es

O] = U+ yp g + Ak g+ st s,
Por otra parte, la prueba de hipétesis correspondiente
Hya=a3=0a;=0
Vs,
H,: al menos uno de los parametros a,, ; 6 as es distinto de cero
mostré que si existen efectos ARCH al obtenerse un valor de la estadistica TR? de
25.4584, que comparado con una distribucion »2(3), tiene un nivel de significancia
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marginal de 0.012%. Por su parte Hernandez realiza pruebas considerando modelos
ARCH(1) y ARCH(4), las cuales resultan significativas.
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Grifica 7. FAC y FACP para los residuales al cuadrado del modelo para el
nivel medio de los rendimientos de Telmex-L.

La estimacion conjunta proporciond parametros significativos al 5%, y los
parametros de la ecuacion de la varianza resultaron no negativos. Ademds se
realizaron las siguientes pruebas para la verificacion del modelo: Con el fin de
verificar el supuesto de independencia de los choques aleatorios 77, se calcularon las
FAC y FACP de éstos y de sus cuadrados 1. Dichas autocorrelaciones no
resultaron ser significativamente diferentes de cero al no exceder 2/ V703, que es la
desviacion estandar calculada en el supuesto de ruido blanco. En cuanto a su media,
ésta no muestra ser significativamente diferente de cero. Como una prueba
adicional, aunque informal, se checaron los "residuales” de la ecuacion de la
varianza & - &7. Si el modelo esta bien especificado, £ (E'f - &le,_l) =0, Su media

fue -5.1 x 106, la cual no excede dos veces su desviacion estandar, o sea 4.2 x 10,
Asimismo, sus autocorrelaciones parciales no exceden el valor 2/ V703, por lo cual

no son significativamente distintas de cero. Por lo tanto, se considera que el modelo

41




estimado es apropiado para describir la heteroscedasticidad que exhiben los
rendimientos de las acciones Telmex-L. Se estimé también el modelo que aplica
Hernandez (AR(1)-ARCH(1)), sin embargo, aunque los parametros resultaron
significativos, el analisis de residuales sugeria incluir los rezagos 2, 3 y 5. Es
posible que haya utilizado un modelo simple, para simplificar el nimero de
estimaciones que debia realizar.

En las graficas 8 y 9 se muestran los rendimientos de las acciones Telmex-L
junto con los intervalos de confianza al 95% para los errores de pronostico de los
modelos AR(1) y AR(1) con errores ARCH, respectivamente. En ellas se puede
apreciar la ventaja de estimar un modelo ARCH, el cual proporciona varianzas
condicionales que van cambiando a través del tiempo de acuerdo a periodos de gran
volatilidad o de estabilidad. Obsérvese por ejemplo el periodo comprendido entre
las observaciones 250 y 275 en el que se presenta una gran variabilidad de los
rendimientos. Este es un perfodo relativamente corto en el que aumenta la
incertidumbre al ampliarse el rango de posibles valores de los rendimientos. En la
Grifica 8 se distinguen varias observaciones que exceden en mucho la varianza
condicional del modelo AR(1). Por otra parte, en la Gréifica 9 puede apreciarse la
propiedad de los modelos ARCH de proporcionar varianzas que cambian en el
tiempo. En particular, para este periodo, los intervalos de confianza se ampl(an y
aunque las mismas observaciones antes mencionadas siguen excedlendo estos

intervalos, lo hacen solo marginalmente. Asimismo, pueden apreciarse perlodos;
estables en los que el modelo AR(l)-ARCH genera mtervalos de conﬁanza'

ligeramente menores a los del AR(1) tradicional. -

Las instrucciones y resultados del programa en RATS que se utlllzaron para -

realizar los calculos y generar las graﬁcas se encuentran en el Apendlce 15 SR
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CAPITULO 5

CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS PARA TRABAJOS FUTUROS DE
INVESTIGACION

En este capitulo se mencionan algunos trabajos que se han desarrollado en
relacion con el tema de heteroscedasticidad y que no fueron abordados en los
capitulos anteriores. Asimismo, se formulan conclusiones y se sugieren diversas
lineas de aplicacion y desarrollo de modelos heteroscedasticos.

5.1. OTROS TEMAS RELACIONADOS CON LA
HETEROSCEDASTICIDAD.

|. Densidades condicionales no normales.- La distribuciéon asociada con
series de tiempo que siguen un modelo GARCH, tiene colas mas gruesas que las de

una Normal (véase la seccion 2.1). Sin embargo, para algunos datos, esta -
distribucion atn no los describe apropiadamente. Una variante que ha

proporcionado resultados satisfactorios consiste en suponer que los errores siguen
condicionalmente una distribucion ¢ de Student (véase por ejemplo Bollerslev

(1987)). Otras distribuciones que se han empleado se mencionan en Bollerslev,
Chou y Kroner (1992, p. 11). En esta ultima referencia (p, 12) se dan también cita,'su ;
de trabajos en los que se aproxima la funcion de densidad de los datos en estudio o
mediante el uso de densidades semiparamétricas. Con esto se consngue mayor; R

flexibilidad en la especificacion.

2. Modelos IGARCH. Para algunas series estudladas a traves de modelos . o
GARCH, se han obtenido pardmetros estimados que implican que el polmomlo;  7,; _-';~\;~ ]

caracteristico

- S -3 ek
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tenga raices cercanas a la unidad. Esto ocasiora que la informacién actual tenga un
efecto importante aiin en horizontes lejanos. Lo anterior llevd a Engle y Bollerslev
(1986) a proponer los modelos IGARCH (integrated GARCH), que se caracterizan
porque el polinomio (5.1.1) tiene al menos una raiz unitaria. A la propiedad de estos
modelos, de que la informacion actual mantiene su influencia en las varianzas de
pronostico para todos los horizontes, se le llama persistencia en la varianza.

3. Modelos CHARMA. Dentro de las investigaciones efectuadas para
permitir heteroscedasticidad condicional, se han estudiado los modelos RCA
(autorregresivos con coeficientes aleatorios), los cuales tienen la caracteristica de
permitir que la varianza condicional esté en funcion de las observaciones pasadas de
la variable principal. Por otro lado, la varianza condicional en los modelos ARCH
depende solo de las innovaciones previas. Asi, los modelos CHARMA propuestos
por Tsay (1987), surgen pensando en una clase de modelos que permitan que la
varianza condicional dependa, tanto de las innovaciones previas, como de rezagos
de la variable principal, con el fin de obtener una representacion mas parsimoniosa.
En estos modelos se supone un modelo ARMA con coeficientes fijos para la
variable principal y que los errores se comportan de acuerdo a una ecuacion con
coeficientes aleatorios, la cual incorpora la influencia de errores rezagados, del
prondstico de la variable principal y rezagos de ésta, mas un término de error de la
ecuacion, que se supone se comporta como ruido blanco. El uso de estos modelos
no se ha generalizado, posiblemente porque la idea de parsimonia que persiguen se
ha conseguido con éxito mediante el uso de modelos GARCH, cuyo tratamiento es
muy semejante al de los modelos ARCH.

4. Modelos multivariados. Se han realizado diversos estudios en donde se
aplican modelos con heteroscedasticidad condicional multwanados. Uno de los

primeros de tales trabajos publicados, es el de Kraft y Engler(1983)~.(citado‘ en
Bollerslev, Chou y Kroner (1992)). En estos modelos pueden considerarse, ademas |
de las varianzas condicionales, las covarianzas condicionales entre los distintos
errores involucrados, que cambian en el tiempo. En la practica, se utilizan dlversos: o
tipos de supuestos para manejar un nimero relatlvamente moderado de parémetros o
Una de estas simplificaciones consiste en suponer que algunas de las matrices de 2
parametros involucradas son diagonales. Para mayores detalles sobre ésta Y otros e

tipos de simplificaciones empleados véase Bollerslev, Chou'y Kroner (1992)




5.2. CONCLUSIONES.

A partir de la presentacion de los modelos ARCH en 1982, las
investigaciones sobre representaciones de la heteroscedasticidad condicional se han
desarrollado considerablemente generando diversos tipos de modelos. Esto ha
permitido una amplia aplicacion en estudios bursatiles, tipos de cambio, tasas de
interés, etc. En el siguiente cuadro se presentan los frabajos basicos que han
permitido el desarrollo tedrico y practico de modelos para la heteroscedasticidad
condicional en series univariadas.

PRINCIPALES MODELOS DESARROLLADOS PARA MODELAR LA
HETEROSCEDASTICIDAD CONDICIONAL.

Modelo Desarrollado por
Modelos de regresion con errores ARCH. Engle (1982).
Modelos de regresion con errores GARCH. | Bollerslev (1986).

Modelos ARCH-M. Engle, Lilien y Robins (1987).
Modelos ARMA-ARCH. Weiss (1984).
Modelos ARMA-EGARCH en media, Nelson (1991).

En general, hace falta todavia desarrollar una teoria asintética satisfactoria
para este tipo de modelos. De hecho lo que actualmente existe deja qué desear, ya
que, por ejemplo, para los modelos ARCH y EGARCH, se han determinado
condiciones suficientes para la consistencia y normalidad asintética de los
parametros, sin embargo dichas condiciones son muy restrictivas y son pocas las
series que logran satistacerlas. Para los modelos GARCH-M, la teoria asintotica es
mas incierta y ain no se conocen condiciones suficientes para la consistencia y
normalidad asintotica de los parametros. En la practica se trabaja suponiendo ‘que
los estimadores maximo-verosimiles son consistentes y asintoticamente normales sin
que haya el resultado tedrico que garantice esto.
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No obstante lo anterior, la utilidad de estos modelos se hace evidente por la
gran cantidad de aplicaciones practicas a diversas variables financieras y
economicas de diferentes paises. Algunos ejemplos que pueden citarse son la
determinacion de primas de riesgo en tasas de interés y tipo de cambio, la toma de
decisiones relacionadas a la inversion en diversos tipos de activos, los mecanismos
de transmision de informacion, la determinacion de precios de instrumentos
derivados, asi como el estudio de diversas variables economicas como son los
indices de precios, el producto interno bruto, etc. Para mayores detalles sobre éstas
y otras aplicaciones consiltese Bollerslev, Chou y Kroner (1992).

Como se ilustrd en el capitulo 4, la estimacion de los modelos GARCH
mediante el empleo del paquete estadistico RATS, version 4, es relativamente

* sencilla, sin tener que realizar mucha programacion, ya que este paquete tiene una

opcion para llevar a cabo el algoritmo BHHH que se sugiere en la literatura, y
proporciona ejemplos especificos de como emplear instrucciones y variables
auxiliares en la estimacion de los modelos ARCH, GARCH y ARCH-M. Asimismo,
es posible que, mediante modificaciones sencillas a estos procedimientos, pueda
también llevarse a cabo la estimacion de modelos GARCH-M, ARMA-GARCH y
ARMA-EGARCH en media.

Por otra parte, una propiedad interesante de los modelos de la clase ARCH es
que la sucesion de varianzas condicionales de pronodstico pude no ser
mondtonamente creciente, como sucede con los modelos tradicionales. Esto se
explica por el hecho de que, al igual que en los modelos tradicionales' el limite de la
sucesion de varianzas condicionales de pronostico, conforme el horizonte de
pronostico tiende a infinito, es la varianza incondicional de la serie (véase Engle y
Kraft (1983)). Dada esta propiedad, si algin choque aleatorio es suficientemente

grande, la varianza condicional de prondstico puede exceder a la vananza’ff fo

incondicional de la serie. Como esta varianza es el limite de la sucesxén de vananzas' :
condicionales, esta sucesion debe decrecer, : .
Cabe aclarar que el tratamiento de la heteroscedastncndad por medio del uso
de transformaciones estabilizadoras de varianza en la construccion de modelos
ARMA, no implica que la serie transformada no presente efectos ARCH ya que‘

dicchas transformaciones buscan homogeneizar la varianza incondicional, mlentras
que los modelos de la clase ARCH presentan varianza condncnonal no constante,

pero de hecho, su varianza incondicional es constante.




Por Gltimo, hay que enfatizar que la importancia de estos modelos no se
encuentra en el pronostico puntual, ya que los parametros del modelo para la
variable principal no cambian mucho al incluir la ecuacion ARCH. Lo relevante es
que la incertidumbre que se tiene al realizar un pronéstico, medida a través de la
varianza condicional, cambia a través del tiempo. De este modo, el tener una mejor
estimacion de la incertidumbre asociada al pronostico de alguna variable aleatoria
en estudio, permite tomar decisiones mas realistas.
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APENDICES

El nimero de apéndice indica el orden en que aparecen las referencias a ellos

en el texto principal.

[.- FAC - Funcién de autocorrelacion. Ya que cominmente se supone que la

distribucion asociada a las series de tiempo es la Normal, es suficiente conocer
la media y la funcion de autocovarianzas {y} para caracterizar completamente
a una serie estacionaria, sin embargo, es mas conveniente trabajar con la
funcion de autocorrelaciones {p;} la cual esta definida por

_EO-m0L-m]_ 7
l E(y, - )’ Yo
Debido a que sélo se cuenta con una realizacion finita del proceso y a que

7=, en la practica se trabaja con la funcién de autocorrelacion muestral
dada por

i=0,+1,+2,..

T-i
n Z(yt = )Y = )
p=lioe . i=0,12,..
7o Z(yl - i‘)z
=]

con

="‘Zyt’

y tiene la propiedad de proporcionar estimaciones bastante cercanas a las

autocorrelaciones reales (cuando se tienen mas de 50 observaciones).
Algunas propiedades tipicas de la FAC son las siguientes:

o Cuando la FAC muestra una convergencia a cero de manera lenta es
un indicativo de que la serie de tiempo es no estacnonana (s
recomienda aplicar el operador diferencia (V) un niimero aproplado g

de veces para volver estacionaria la serie).




o Cuando sélo las primeras / autocorrelaciones son distintas de cero es
un indicativo de que posiblemente un modelo apropiado para la serie
es un proceso MA de orden /.

o Cuando las primeras / autocorrelaciones tienen un comportamiento
irregular y después muestran convergencia a cero es un indicativo de
que posiblemente un modelo apropiado para la serie es un proceso
ARMA(k, /).

« Una autocorrelacion es significativamente distinta de cero si su valor
absoluto es mayor de dos veces la varianza de la misma
autocorrelacion.

Para mayores detalles véase Guerrero (1991).

2.- FACP - Funcion de autocorrelacion parcial. Esta funcion es atil para determinar
el orden de un proceso AR. Se define como la sucesion de valores {¢;,} dados

por
Lo p
I p Ao lop
P P Pr P P
b =P 9= » P = e
=P =y o’ T 5 o,
p 1 o lop
pr p |
y en general
L o o PP
R Y R B )
b = Pi-t_Pi-a Pz - P Pi‘
O A T
P L o P P2
Pt Pz Pis - A1
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3.-

A la i-ésima autocorrelacion parcial ¢, se le ve como una funcién del rezago .
En la prictica, su estimacion se obtiene substituyendo las autocorrelaciones p;
por sus correspondlientes estimaciones ;.

Algunas propiedades tipicas de la FACP son las siguientes:

o Cuando sélo las primeras k autocorrelaciones parciales son distintas
de cero es un indicativo de que posiblemente un modelo apropiado
para la serie es un proceso AR de orden k.

¢ Cuando se comporta como una sucesion infinita convergente a cero
es necesario analizar la FAC para determinar un posible modelo.

o Una autocorrelacion parcial es significativamente distinta de cero si
su valor absoluto es mayor de dos veces la varianza estimada de la
misma autocorrelacion parcial.

Para mayores detalles véase Guerrero (1991).

Transformaciones potencia, En el proceso de construccion de modelos para
series de tiempo, las transformaciones potencia son usualmente utilizados para
estabilizar la varianza de una serie. Asi, si a cada tiempo ¢, y,, variable aleatoria
positiva, tiene varianza , el objetivo es encontrar una transformacion potencia
del tipo

2 .
siA#0
A(y,)= ' .
In(y,) siA=0
de modo que la nueva serie {A(y,)} tenga varianza constante, Sin embargo, un

inconveniente de esta técnica es que a veces es dificil determinar la-

interpretacion practica de la serie transformada {A(y,)} con respecto a la serie

original {y}. Sobre el procedimiento para elegir el pardmetro A, véase

Guerrero (1993) o Guerrero (1991). ‘

TEOREMA - Estacionariedad de los modelos ARCH (Engle (1982)). Un -
proceso ARCH lineal de orden ¢, con oy>0y @, .., @, 20, es estacionario :
en covarianzas si y solo si todas las raices de la ecuacion caracteristica -
asociada estan fuera del circulo unitario. Ademés, la varianza del proceso estd .

dada por |
B(y?)=—2—




Demostracion. (Nota.- En esta demostracion se supone que el proceso
comienza indefinidamente lejos en el pasado, con varianza finita)) Sean

!

w = (12520 vs) s b=(a0, .. 0)

a‘ a: ' ap

I 0 - 0
A= 0 | 0

0O 0 - 1 0

Entonces
E(w|H,.)=b+ Aw,_,.

Tomando esperanzas sucesivas se tiene que
Ew|H_)=(I+A+ 42+ . + 4 )b+ 4w,

Dado que la serie empieza indefinidamente lejos en el pasado con varianza
finita, el limite de esta expresion existe si y solo si todos los valores propios de

la matriz 4 estan dentro del circulo unitario, y estd dado por
lim E(w|H,_,)=(-4)"b. (A1)
-0

Esta expresion no depende de condiciones iniciales o del tiempo, .. este vector
da la varianza comiin para todo ¢, Como es sabido, la condicion sobre los
valores propios antes mencionada es equivalente a que todas las raices de la
ecuacion caracteristica formada por los a's se encuentren fuera del circulo
unitario (véase Anderson (1958, p. 177)). Finalmente, el limite del pnmer

elemento de (A.1) puede reescribirse como
@

Demostracion del TEOREMA 1. (Nota.- En esta demostracion se supoxie‘que i
el proceso comienza indefinidamente lejos en el pasado, con Ios«primeros 2r

!
2(r- l)

momentos finitos.) Sea w, = (J’: 37 s Vi )

Primeramente, se probara que existen una matriz » x r trlangular supeno s

Ay un vector r x 1 b tales que

Para cualquier variable aleatoria u con distribucion N(0, cﬂ) se tlene que

EwlH,.|)=b+Aw,._,. e (A2){‘

i

§

!

i
A
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{
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Dado que la distribucion condicional de y, es Normal,

E(yilH,) = of"'ﬁ(zi— )

m

= (e, +a)'T]@i-1). (A3)
i=1

Sim £ r, al expandir esta Gltima expresion se observa que el momento es una
combinacion lineal de w, . ,. Ademads, sélo estan involucradas las potencias
pares menores o iguales a 2m, por lo que la matriz A es triangular superior.
Conformando al vector b con los términos constantes de (A.3) para
m=1, .., r, setiene que la relacion (A.2) es vélida.
Asi,

EWH, )= b+ A(b + Aw, ;)
y, en general,

EwiH, )=+ A+ A+ .+ A Db + dw,).
Como la serie empieza indefinidamente lejos en el pasado con 2r momentos
finitos, el limite cuando £ tiende a infinito existe si y solo si todos los valores
propios de la matriz A estdn dentro del circulo unitario. El limite puede

escribirse como
lim E(w|H,_,) = (I - A)™'b,
que no depende ni de variables condicionantes ni del tiempo. ., esta es una
expresion de los momentos estacionarios de 1a distribucion incondicional dey -
E(w)=(I- 4)"b. (A4)
Lo que hace falta ahora es establecer que la condicién del teorema es
necesaria y suficiente para que todos los valores propios se encuentren dentro

del circulo unitario. Como la matriz es triangular superior, sus valores propios

son los elementos de la diagonal. En (A.3) se observa que dlChOS elementos
son simplemente ' -

L

af'"n(Zt )= ]—Ial(Zz )=6,, param=1, ... ,r.

Sinosedala condlclon del teorema = 6, 2 1, esto es, no todos los valores, o
propios se encuentran dentro del circulo unitario, .. la condicion es necesaria.
Para ver la suficiencia, nétese que 6, es un producto de m factores posntwos?,;




que son monotonamente crecientes. Primeramente, el que se cumpla la
condicion garantiza que ¢, < 1. Falta probar que esto implica también que 6, <

"

I para m < r. Si el m-€simo factor es menor que uno, todos los demas factores
en 6, también serdn menores que uno, ... 6, < |. Si el m-ésimo factor es mayor
que uno, los siguientes factores t'tmblen lo serdn, asi como su producto

ﬂa (2i-1).

f=m+l

I<[]e2i-D) = 6,< ,,,]’[al(zl D=6, <l

i=m+1 ism+l

Estimacion_de pardmetros ARCH. Supéngase que cada observacion y, se
distribuye condicionalmente como una Normal con media cero y varianza o7,

yl l I-IIN N(O’ G:),
donde o estd dada por (A.5)

O% =h(yt-l’yl-2’ ,y,-,,,a),

con a un vector de parametros desconocidos. El vector de observaciones

Y=, ..., yp)' tiene una funcidn de densidad conjunta dada por el producto de

las densidades condicionales (véase Engle (1982)), es decir, si la funcion de
densidad de la t-ésima observacion es

100001205 | Nt =2 ) [

entonces, la densudad conjunta €s

2
Hf(y,IO tf)-ﬂexp( 57 /27!0?

y la funcién de verosimilitud correspondiente es

ro .
ety (e -3 2 / [V




= In[L(alp)]=In (———) i In(o*,")+ly_' ’
2 = 207
Si se denota por ¢ al logaritmo de la verosimilitud (log-verosimilitud) y por ¢,

a la log-verosimilitud de la t-ésima observacion, se tiene que, salvo algunas
constantes irrelevantes para la maximizacion,

Entonces, los estimadores del vector de parametros @ pueden obtenerse
maximizando a esta verosimilitud. La primera derivada es

a, 1 do? la(y,J

da 20 da 20a

1o, ! 502/
20 da

| do} v do
- +
20° da  20) da

1 50'2 y, -1
202 al\? )
y el hessiano esta dado por

o, _ 1 do 3y || [rn_, a_ 1 do]
da'da 20 da da'\ o of da'\20} Ja

v 9o, do, (i 1 do}
e L
20% da da' \ o \26% da

_ _Lfi‘f_.ﬁiﬁ%ﬁ”l}*( 1 aoiJ . (A'G)‘-,~ s

20! da da' o7 \of 202 Ja

Por otra parte, la matriz de informacion, definida como menos el promedlo de‘_‘ e
las esperanzas de las esperanzas condicionales de los hessianos (véase Engle‘,,i;

(1982)), tiene la forma




2
puesto que bajo el supuesto (A.5), /2 zi, H,_, |=1, y la esperanza condicional
t

del segundo término de (A.6) es cero. Esta matriz de informacion, puede
estimarse consistentemente a través de

é‘o’ é‘o’
“Z o"a o"a

Un caso particular es aquél en el que la funcion 4 es una funcion lineal
de orden ¢, de modo que la varianza condicional puede escribirse como

_ 2 2
0',2—00'1'(11)/,4 o +aqyl—q’
o equivalentemente como

o] = v,
con
0= (L, Yo s Vi)'
y

a= (aO’ A aq)’

En este caso, el gradiente y la matriz de informacion adquieren una forma
particular dada por las siguientes ecuaciones:
a,_1 (¥

30 !

do;
puesto que . = v,, y andlogamente

i
L o )

275




7.-

Limite_en probabilidad. Se dice que la variable aleatoria y es el limite en
probabilidad de la sucesion de variables aleatorias {y,}, y se denota

plimy, =y,
siVe>0, lim P{ly,, > g} =0 (Fuller (1976)).

Ny

Exogeneidad. Esencialmente, una variable aleatoria z, en un modelo es
débilmente exdgena para estimar un conjunto de pardmetros de interés, si la
especificacion precisa de la densidad de z, es irrelevante para el analisis. Si
ademas z, no es causada en el sentido de Granger por ninguna de las variables
endogenas, se dice que es fuertemente exogena (para mayores detalles véase
Engle, Hendry y Richard (1983)).

Estimacion _de_modelos ARCH-M. Estos modelos se estiman por maxima
verosimilitud. A continuacién se muestra la expresion analitica de la primera
derivada de la verosimilitud.

Dendtese por ¢ = (', &', b', d)' = (@}, @3, ..., G+ »+ m+1)" 3l vector de

pardmetros del modelo (2.3.1). Omitiendo algunas constantes irrelevantes, la

funcion de log-verosimilitud estd dada por

ie)= Tt (o) e,<¢>=-§ln(a%)——§j—2—;

Se presenta primeramente la expresién de la derivada de f; para utlhzarla o

posteriormente en la obtencion de la derivada dela log-veros1m1htud.

_ééi__ _@L;Zgl(—ég_'_x’_(d 50', ﬁd)}

dp ' Op Ap 20" % 2
[ab' d oo ad]
=-2E X, +——+
dp"' 20, 0p 'Op
__g”_[_aj_)z afaﬁ 525“2]
dp\ o dp ' dp

=1-207, —a—bi—'x,-%a,éfi— -—(o,a,d-&ef)égz—‘— 074;~
! dp dp d |




i g

donde S es la matrizde 7x (f + r+ m + 1) cuya t,i-ésima entrada es —é—-’-,

dp 20 dp 2dp

= —-%[(o’? - 0,6 - .sf) do, _ 20’,28,(%9-.\‘, +0, ——[ZE{HG,'4,

(7(;’,__ | (9(}‘,2 | 7 fi
o,

ap ap ap

9 a (70" L ﬁb' (?d
= g-o+osd o+ +0,— | A7
Z ( { t O- () [7(/) l (ﬁ¢ l O-l [7(/)] ( )

Esta ultlma expresion presenta errores y omisiones tipograficos en el articulo
de Engle, Lilien y Robins (1987).

La complicacion principal que se presenta en la estimacion de este tipo
de modelos es la evaluacion de do° / dp, ya que esta derivada depende de las
derivadas de innovaciones previas, y éstas a su vez dependen de las derivadas
de o si d es distinto de cero. Es por esto que el cdlculo de las derivadas en
cuestion debe realizarse de manera recursiva suponiendo que los valores
iniciales no dependen de los parametros.

En los primeros analisis reportados en Engle, Lilien y Robins (1982) se
calcularon recursivamente derivadas analiticas para evaluar (A.7). Sin
embargo, al emplear derivadas numéricas se obtuvieron resultados similares,
los calculos fueron mas faciles y se consiguié mayor flexibilidad para cambios
en la especificacion de! modelo. En consecuencia, los autores consideran que
esta Gltima puede ser la mejor manera de estimar los modelos ARCH-M.

Para maximizar la funcion de verosimilitud se sugiere utilizar el

algoritmo iterativo de Berndt, Hall, Hall y Hausman (1974) (en lo sucesivo

BHHH). Bajo condiciones de regularidad suficientes, se tiene que

(5'9)"(p. - @,) . N(O, I),

B
. es el estimador obtenido por medio del método BHHH, y -~
¢, es el verdadero valor de los parametros

(cf. Engle, Lilien y Robins (1987)).

A diferencia de los modelos de regresion con errores ARCH, la matnz de'; o i
informacion de los modelos ARCH-M no es diagonal por bloques entre los: A
pardmetros de la media y los de la varianza, por lo que la estlmaclén}'ﬂy ??,;:;:,~;,‘ -
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consistente de este tipo de modelos requiere que el modelo completo esté
correctamente especificado (Bollerslev, Chou y Kroner (1992)).

Engle, Lilien y Robins indican que la teoria sobre la distribucién
asintotica para estos modelos queda por investigarse.

Condiciones de regularidad para los modelos ARMA-ARCH. Para que el

proceso esté bien definido se requiere que ; y & 2 0. También se tiene que la
., . . S 92 . o .

ecuacion en diferencias en Is(oj que se obtiene al substituir expresiones para

(9, - /1)2 y (., —/1)2 de (3.1.1) en (3.1.2) es estable si

q

Y. a +i5,(-yﬁr~(—y—’~)-)-5o <l

i=1 i=0 Va"(gl )

(ver Weiss (1984)).

ECC - Funcion de correlacion cruzada. Sea {x,, y,} un proceso estocastico
discreto bivariado estacionario. Entonces x, y y, tienen medias u, y 4, y
varianzas o y o‘i constantes. Asimismo, las cantidades E[(x, - 2,)(¢,+ ;- )] ¥

E{(y, - ) + i = #4,)] son invariantes en el tiempo y se denotardn por (i) y
¥,(i), las autocovarianzas de x y de y, respectivamente. En el anélisis del
proceso bivariado {x, y,}, hace falta considerar también las covarianzas
cruzadas ‘

E[(xl - /‘x)(yl +i° luy)]a i=0,%1,42, .. ‘
las cuales no dependen de 1, y se les denotaré por ,(i). En la misma forma,
puede definirse y,,(/), sin embargo notese que y,,(i) = y,.(~). Las correlaciones
cruzadas estan dadas por
Vo ()
O, ay

Py, ()= ,i=0,41,42, ..

A p,(i) vista como funcion del desfase i se le conoce como la funcion de
correlacion cruzada del proceso bivariado {x, y}. Cabe hacer notar que,
engeneral, p,(i) # py(-), por lo que, a diferencia de la funcion de ‘, B
autocorrelacion, la funcion de correlacién cruzada no es simétrica respectoa 1
i=0. La FCC sirve para detectar causalidades entre lospropeso"s {x} y';.{y,};A ‘,j}”‘f
su direccién y su distancia (). Para mayores detalles véase Box y Jenkins =~

(1976).
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12.- Tipo de cambio nominal délar-libra esterlina

(datos semanales de enero de 1980 a diciembre de 1988).

1: 51t 101 151: 201: 251 300 351. J01: 451
224 234 104 163 149 N Tl 148 165 .70
2.20 2.34 1.89 1.60 1.49 122 1.41 1.44 1.65 1.69
2.29 238 .88 164 TAT 126 43 144 1.6 .68
226 240 189 L6l 146 126 142 143 164 1,70
227 239 1ol 161 146 125 T4 143 162 .68
2.30 2.41 1.92 1.61 1.44 1.22 1.42 1.41 1.65 1.67
2.30 2.37 1.87 1.62 1.41 1.20 142 1.41 1.66 1.69
2.8 234 187 161 143 1.20 B 143 .68 1,70
227 2.28 .88 158 145 .1 149 143 72 1.76
223 231 .86 1,57 14l L8 148 142 178 1,76
221 2.20 .84 154 141 .16 144 143 177 177
218 2.9 1.85 .52 140 HE T2 143 .80 177
2.17 202 1.82 1.54 140 112 L 143 L8l 182
2.14 221 184 154 43 Li2 1M 1.43 .80 .82
2.20 223 1.80 1.53 Tl LIl 145 146 .84 .84
22 221 180 151 145 112 144 149 184 1.86
2.18 218 179 .50 147 LIl 139 148 1.83 1.85
226 215 1.79 149 148 .10 T4l 1.52 1.88 181
227 217 176 T46 146 1.08 140 152 T81 1.80
228 2.14 1.76 148 145 107 142 151 1.78 181
233 212 177 1.50 1.4 1.07 145 1.51 1.78
235 2.07 179 1.5 144 1,08 145 1,52 177 :
2.33 2.07 1.83 1.55 143 117 145 153 176 :
2.34 207 183 1.56 143 124 146 1.55 174 |
234 1.93 180 1.58 142 120 151 1.59 1,75 i
235 1.96 179 157 140 126 148 .58 .77 ;
2.36 107 1.80 1,56 T4l 129 145 1,60 1.77 g
2.38 195 177 1.60 1.38 122 148 1,60 1.85 ;
237 1.89 175 1.57 1,39 121 152 161 182 N
2.39 1.89 172 157 1.38 123 154 163 1.84_ ;
2.33 1.86 1.73 1.52 1.40 1.26 1.52 163 1.88 3
237 .84 171 1,53 1.39 1.26 154 1,66 1.88 g
2.38 .84 172 1.53 1.38 129 1,53 167 | 189 1
237 179 176 154 136 127 1,50 157 1.88 |
240 181 1.74 1.52 1.36 1.28 147 1.67 1.88 _
241 1.88 171 1.52 132 129 1,50 170 1.86 1¢
241 1.85 1.70 1,52 132 131 1.52 1.64 1.89 A
2.39 1.84 174 1.49 132 133 1.50 1.63 1.86
2.39 178 174 .48 131 1.39 1.53 165 1.6
2.39 1.84 173 152 133 1.40 1,54 62 | 119 3
240 1.79 171 1,50 131 141 50| 1.6 1.82 ’
242 1.82 1.74 1,50 1.32 1.37 1.50 161 1.78
240 191 L7l 149 131 1.36 148 161 175
244 1.83 1.70 1.50 131 140 149 6l | 170
242 182 171 1.50 127 T.40 147 1.60 170 3
240 1.84 170 1.50 1.27 139 149 159 | 166 .
2.36 1.88 1,70 151 1.25 133 1.49 1.57 1.74 .
2.36 191 .68 1.50 1.24 134 149 1,59 171 |
234 1.90 1.66 .50 1.24 137 1.50 163 | 16
2.32 1.96 1,65 1.50 123 141 1.48 163 | 172

Fuente: Apéndice de datos en Mills (1993).
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13.- Programa en RATS para el ejemplo de Mills.

* Envia resultados al archivo SALIDA-M.
OPEN OUTPUT SALIDA-M

CAL (IRR)

ALL 470

OPEN DATA EXCH.WKS

DATA (ORG=0BS, FOR=WKS) / Y

GRAPH

# Y

* METODO DE IDENTIFICACION BOX-JENKINS.

* Calcula la FAC y FACP de la serie original y de su primera diferencia.
SOURCE (NOECHO) BJIDENT,SRC

@BJIDENT(DIFFS=1) Y

DIFFERENCE (DIFFS=1) Y / DIFF1

GRAPH

# DIFF1

COR (NUM=12, PAR=FACP) DIFF1

* Prueba de multiplicadores de Lagrange para detectar efectos ARCH.
SET RES2 = DIFF1%*2

LINREG RES2

# CONSTANT RES2{1 TO 4}

COMPUTE CHISTAT=%NOBS*%RSQUARED

CDF CHISQR CHISTAT 4

* ESTIMACION.

* Calculo de valores iniciales para la ecuacién GARCH,
BOXJENK (CONSTANT, AR=1,MA=1) RES2

* Estimacién del modelo completo,

SET U = 0,0

SET V = 0.0

NONLIN A0 Al Bl

FRML REGRESID = DIFF1

FRML GARCHVAR = A0 + AL*U{1}**2 + B1*V{1}

FRML GARCHLOGL = V(T)=GARCHVAR(T), U(T)=REGRESID(T), $§
~-.5 * (LOG(V) + U**2 / V) .

COMPUTE A0=%BETA(1), Al=%BETA(2)+¥BETA(3), Bl=-%BETA(3)

MAXIMIZE (ITE=30, METHOD=BHHH, RECURSIVE) GARCHLOGL 2 *

Resultados del programa del ejemplo de Mills.

CAL (IRR)

ALL 470

OPEN DATA EXCH.WKS

DATA (ORG=0BS, FOR=WKS) / Y
GRAPH

#Y
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* METODO DE IDENTIFICACION ROX-

JENKINS.,

* Calcula la FAC y FACP de la serie original y de su primera diferencia.

SOURCE (NOECHO) BJIDENT.SRC
@BJIDENT (DIFFS=1) Y
DIFFERENCE (DIFFS=1) Y / DIFF1
GRAPH
# DIFF1
COR (NUM=12, PAR=FACP) DIFF1
Correlations of Series DIFF1
Autocorrelations
1: -0.0641614 0.,0085976
7: 0.0806070 -0.0125529

Partial Autocorrelations
1: -0.0641614 0.0044995
7: 0.0718197 -0.0027130

* Prueba de multiplicadores de
SET RES2 = DIFF1**2

LINREG RES2

# CONSTANT RES2{1 TO 4}

0.0790585 0.0565657 -0,0228446 0.0035278
0.0086327 0.0437975 -0.0668933 0.0178771

0.0802283 0,0674198 -0,0162606 -0,0070412
0.0084323 0,0331574 -0,0711562 0.0105843

Lagrange para detectar efectos ARCH,

Dependent Variable RES2 - Estimation by Least Squares

Usable Observations 465
Centered R**2 0.040233
Uncentered R**2 0.228733
Mean of Dependent Variable

Std Error of Dependent Variable

Standard Error of Estimate
Sum of Squared Residuals
Regression F(4,460)
Significance Level of F
Durbin-Watson Statistic
Q(36)

Significance Level of Q

R A R R I L I I I I T G I T I 11T I 122

.0005107047 0.0000941104 5.426655 © 0,00000009 -

Variable
1. Constant 0
2. RES2{1}) 0.
3. RES2{2}
4. RES2(3} 0.
5. RES2({4)

COMPUTE CHISTAT=%NOBS*%RSQUARED

CDF CHISQR CHISTAT 4

Chi-Squared (4) = 18.708321 with Significance Level 0,00089672

0.

0.

Degrees of Freedom 460 ;

R Bar **2 0.031887 ]

T x R¥*2 106.361 i
0.0007608602
0.0015407032
0.0015159399
0.0010571140
4,8207
0.00081099
1.995000
82.752569
0.00001524

Coeff Std Error T-Stat signif

0469668296 0.0463415519  1.013493 0.31135760 - . . .
0336193681 0.0459537990  0.731591 0.46479099 -
1380688979 0.0459721692  3.003315 0.00281614 ~
1098854546 0.0463736935  2,369564 0.01822088




* ESTIMACION.

* Cdlculo de valores iniciales para la ecuacién GARCH.
BOXJENK (CONSTANT, AR=1,MA=1) RES2

Dependent Variable RES2 - Estimation by Box-Jenkins

Iterations Taken 20
Usable Observations 468 Degrees of Freedom 465
Centered R**2 0.034223 R Bar **2 0.030070
Uncentered R**2 0.224491 T x R**2 105.062
Mean of Dependent Variable 0.0007600427
Std Error of Dependent Variable 0.0015360778
Standard Error of Estimate 0.0015128069
Sum of Squared Residuals 0.0010641919
Durbin-Watson Statistic 2,026152
Q(36) 91.970898
Significance Level of Q 0.00000031
Variable Coeff std Error T-Stat Signif
(X222 X 222 R R RS R RS SS R E R RRS R SSsESs s R a iR R R
1., CONSTANT 0.000764585 0.000164431 4.649885 0,00000433
2. AR{1} 0.958432043 0.032065077 29.890215 0,00000000
3. MA{1} -0,903941329 0,048085045 -18.798804 0.00000000
* Egtimacién del modelo completo.
SET U = 0.0
SET V = 0.0

NONLIN A0 Al Bl

FRML REGRESID = DIFF1

FRML GARCHVAR = A0 + AL*U{1}**2 + B1*v{1}

FRML GARCHLOGL = V/(T)=GARCHVAR(T), U(T)=REGRESID(T), $
-.5 * (LOG(V) + U**2 / V)

COMPUTE A0=%BETA(1), Al=%BETA(2)+3BETA(3), B1=-%BETA(3)

MAXIMIZE (ITE=30, METHOD=BHHH, RECURSIVE) GARCHLOGL 2 *

Estimation by BHHH

Usable Observations 469 Degrees of Freedom 466
Function Value 1461,54664898

Variable Coeff Std Error T-Stat Signif
t******************t**************************t*********t*********************
1, A0 0.0000866862 0,0000217622 3.983334 0.00006796
2, Al 0.0961320865 0,0277932834 3.458824 0.00054254

3. B1 0,7937673931 0.0404984378 19.599951 0.00000000




14.- Precios de las acciones de Telmex serie L

(datos diarios del 31 de mayo de 1991 al 30 de marzo de 1994).

I: 5l 101: 151: 201: 251: 301: 351:
4.090 4.620 6.630 7325 8.400 8.775 7.300 7.675
4.150 4.610 6.550 7.550 8.450 8.700 7.275 7.650
4.160 4.720 6.500 7.650 8.600 8.700 7.300 7.625
4.190 4.830 6.480 7.600 9.000 8,625 7.300 7.550
4.190 4870 6.450 7.600 8.800 8.550 7275 7.575
4.160 4870 6©.330 7.750 9.100 8.500 7.250 7.800
4.150 4,630 6.500 7.750 9,100 8.150 7.150 8.000
4.110 4.740 6.530 7.900 8.950 8.175 6.950 7.875
4.060 4.940 6.580 7.850 8.750 8.100 6.925 7.800
4.020 4.980 6.600 7.800 8.800 7.800 6.725 7.950
4.150 5.080 6.600 7.650 8,775 7.625 6.725 8.125
4,140 5.350 6.600 7.650 8.650 7175 6.975 8.250
4.090 5.600 6.530 7.750 8.650 7.400 7.000 8.250
3.990 5.730 6.680 7.750 8.575 7,525 7.000 8.275
3.970 5.650 6.680 7.675 8.400 7.050 6.950 8.175
3.880 5,600 6.850 7.675 8.400 6.950 6.950 8.100
3.760 5.700 6.950 7.600 8.425 6.650 6.950 8.025
3.820 5.750 6.980 7.600 8.650 6.900 7.000 8.150
3.830 5.680 6.830 7.550 8.650 6.800 7.000 $.250
3.930 5.600 6.600 7.550 8.825 6.850 6.975 8.250
3.900 5.580 6.350 7.525 8.975 6.825 6.850 4.550
3.960) 5.650 6.550 7.800 8.800 7.250 6.650 8.550
3.980 5.580 6.530 7.850 $.900 7.250 6.525 8.525
4.000 5.730 6.480 8.050 9.075 7.300 6,700 8.550
4,200 5.850 6.450 8.250 9.000 7.225 6.975 8.625
4.130 5.830 6.550 8.375 8.900 6.975 6.825 8.575
4,120 5.680 6.550 8.250 8.850 6.875 6.750 8.475
4,250 5.650 6.600 8.275 8.675 6.900 6.750 8.500
4.370 5.730 6.580 8,300 8.750 7.100 6.725 8.575
4.390 5.750 6.600 8,325 8,575 7250 6.650 8.575
4,550 5.630 6.680 8.325 8.500 7.350 6.650 8.600
4,760 5.700 6.600 8.375 8.800 7.475 6.525 8.725
4,680 5.650 6.630 8.325 8.625 7.750 6.525 8.650
4.690 5.700 6.550 8.400 8.675 7.625 6.600 8,625 -
4,760 5.700 6.330 8.375 $.650 7.550 6.775 8.600
4.800 5.680 6.130 8.850 8.675 7.600 6.875 -8.600
4.810 5.630 6.380 8.800 8.675 7.400 6.900 8.550
4.770 5.680 6.550 8.825 8.650 7.225 6.950 8550
4,770 5.780 6.530 8.900 8.600 6.875 7.150 -~ 8.600
4,760 5.750 6.480 8.925 8.575 6.700 7.075 8.650
4,740 5.880 6.450 8.600 8.700 7175 7.075 8.675
4.790 6.200 6.500 8.600 8,700 7.275 6.975 8.900
4,780 6.200 6.650 8.400 8.675 7.325 6,925 8.850
4,790 6.180 6.780 8.425 8.600 7.400 6.950 8,875
4,780 6.330 6.900 $.500 8,625 7375 7.025 8.800
4,780 6.480 7.000 8.350 $.600 7225 7,125 " 8.825
4,720 6.500 7.150 8.200 8.600 7.275 7,400 8,775
4,650 6.530 7.225 $.200 8,700 7.400 7.475 8.875
4,580 6.580 7.350 8.125 8.820 7.475 7.675 9,100
4,590 6.730 7275 8.400 8.875 7.400 7.625

9.175. -

64
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Precios de las acciones de Telmex serie L (continuacion).

401: 451: S0 51 601: 651: 701:
9.100 8.250 7.450 8.000 8.560 10.650 10.140
8.850 8.125 7.225 7.775 8.500 10.700 10.180
8.750 8.150 7.150 8.100 8.680 10.500 10.080
8.625 8.250 7.050 8.060 8.520 9.940 10.580
8.575 8.450 7.250 8.120 8.360 10.300 10.760
8.550 8.400 7.350 8.140 8.580 10.350 10.560)
8.550 8.550 7.200 8.160 8.420 10.300 10.200
8.575 8.575 7.150 $.300 8.460 10.100 10.280
8.675 8.575 7.200 8.360 8.160 10.250 10.000
8.675 8.450 7.400 8.400 7.960 10.350

8.725 8.375 7.350 8.340 8.120 10.500

8.775 8.400 7.450 8.440 8.380 10.700

8.800 8425 7.500 8.440 8.500 10.900

8.700 8.550 7.525 8.240 8.760 10.850

8.500 8.625 7.350 8.240 8.720 10.700

8.200 8.550 1.375 8.260 8.920 10.700

8.075 8.550 7.250 8.300 8.880 11.050

8.225 8.450 7.350 8.280 8.920 11.200

8.100 8475 7.500 8.240 8.820 11.400

8.075 8.375 7.550 8.340 8.700 11.500

8.300 8425 7400 8.320 8.600 11.500

8.200 8.300 7.375 8.240 8.600 11.650

8.075 8.350 7.325 8.180 8.760 11.450

8.075 8.200 7325 8.080 8.860 11.500

8.200 8.025 7.200 8.000 8.760 11,750

8.100 7.950 7275 7.940 8.600 11.700

8.075 7450 7.400 7.780 8.640 11,500

7.900 7.425 7.450 7.660 8.820 11.550

1.725 7473 7.450 7.620 9.000 11,520

7.600 7.325 7.550 7.760 9.260 11.440

7.700 7450 7.525 7.860 9.220 11.520

7.625 7.650 71.500 7.920 9.440 11.480

7.400 7.650 7475 7.900 9.440 11.220

7275 7.575 7.528 7.960 9.480 11.100

7.300 7.500 7.350 7.980 9.560 10.920

7.675 1375 7.300 7.900 9.400 10.820

7.750 7.400 7.200 7.840 9.440 10.760

7.900 7.425 7.650 7.900 9.580 10.800

8.050 7.600 7.800 7.900 9.780 10.780

8.025 7.625 7.825 7.900 9.880 10.500

8.150 7.650 7.675 7.820 9.800 10.780

8.273 7.650 7.825 7.860 9.900 10.840

8,325 7573 7.825 8.040 10,100 10.860

8.400 7.600 7.975 8.240 10.150 11.080

8375 7.625 7.900 8.320 10.250 10,960

8.275 7.550 7.975 8.380 10.200 10.740

8275 7.500 7.975 8.560 10,350 10.620

8.400 7.550 7.930 8.420 10.450 10,720

8.325 7.550 7.925 8.500 10.100 10.460

8.300 7.525 7.850 8.500 10.250 10.100

Fuente: Bolsa Mexicana de Valores.

T
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15.- Programa en RATS para rendimientos de Telmex-L

* Bnvia resultados al archivo SALIDA-H.
OPEN OUTPUT SALIDA-H

CAL({IRR)

ALLOCATE 708

OPEN DATA REND-T_L,WKS

DATA (FORMAT=WKS, ORG=0BS) / Y

GRAPH

# Y

* METODO DE IDENTIFICACION BOX-JENKINS.

* Calcula la FAC y FACP de la serie original.
SOURCE (NOECHO) BJIDENT.SRC

@BJIDENT Y

COR(NUM=12, PAR=FACP) Y

BOXJENK (AR=1) Y / RESAR

* En FI se guarda el pardmetro autorregresivo estimado para usarlo como
* valor iniclal en la estimacién del modelo completo,

COMPUTE FI=%BETA(1)

TABLE / RESAR

SET PRONAR = FI*Y{1}

SET LI = PRONAR - 2*SQRT(%SEESQ)

SET LS = PRONAR + 2*SQRT(%SEESQ)

* Prueba de multiplicadores de Lagrange para detectar efectos ARCH.
SET RESAR2 = RESAR**2

@BJIDENT RESAR2

COR(NUM=12, PAR=FACP) RESAR2

DIS %NOBS 2/SQRT (%¥NOBS)

LINREG RESAR2

# CONSTANT RESARZ{Z TO 3} RESARZ{S}

COMPUTE CHISTAT=%NOBS*%RSQUARED

CDF CHISQR CHISTAT 3

* ESTIMACION,

* Cdlculo de valores iniciales para la ecuacién ARCH,
BOXJENK (CON, AR=||2,3,5||) RESAR2

* Egtimacién del modelo completo.
SET U = 0.0
SET V = 0.0
NONLIN FI A0 A2 A3 A5
FRML REGRESID = Y - FI*Y{1}
FRML ARCHVAR = A0 + A2+U{2}**2 + A3*U{3}**2 + AS*U(5}**2
FRML ARCHLOGL = V{T)=ARCHVAR(T), U(T)=REGRESID(T), $

-.5 * (LOG(V) + U**2 / V)
* Los valores para A0, A2, A3 y A5 son los estimados en el
* modelo auxiliar para la varianza.
COMPUTE 'A0=%BETA(1), A2=%BETA(2), A3= %BETA(B), A5=%BETA(4)
MAXIMIZE (METHOD=BHHH, RECURSIVE) ARCHLOGL 6 * ‘




* Matriz de correlaciones,

DEC SYM MCOR(5,5)

EWI MCOR(I, J) = %XX(I, J) / SQRT(%XX(I, I)*%XX(J, J))
WRI(NOSKIP) MCOR

* Yerificacién de la ecuacidn GARCH,
SET ETA = U/SQRT (V)

SET ETA2 = ETA**2

COR(NUM=12, PAR=FACP) ETA
COR(NUM=12, PAR=FACP) ETA2

DIS %NOBS 2/SQRT(%NOBS)

SET RESECVAR 6 * = U**2 - V

TABLE / ETA RESECVAR

COR (NUM=12) RESECVAR

GRAPH 3

# Y 200 400 1

# LI 200 400 2

# LS 200 400 2

SET LI 6 * = FI*Y{1l) - 2*SQRT(V)
SET LS 6 * = FI*Y{1) + 2*SQRT(V)
GRAPH 3

# Y 200 400 1

# LI 200 400 2

# LS 200 400 2

Resultados del programa para los rendimientos de Telmex-L.

CAL (IRR)

ALLOCATE 708

OPEN DATA REND-T L.WKS

DATA (FORMAT=WKS,ORG=0BS) / Y
GRAPH

#Y

* METODO DE IDENTIFICACION BOX-JENKINS.

* Calcula la FAC y FACP de la serie original.

SOURCE (NOECHO) BJIDENT,SRC

@BJIDENT Y

COR (NUM=12, PAR=FACP) Y

Correlationg of Series Y

Autocorrelat ions e
1: 0.1380684 -0,0054944 -0.0208685 0.0443311 -0.0284728'-0,0343787
7: -0.0193344 0.0255400 -0.0020540 0.0025202 0,0413326 0,0371087

Partial Autocorrelations ~ o
1: 0.1380684 -0.0250345 -0,0169683 0,0505021 -0.0432918 -0,.0240947
7: -0.0098475 0.0254046 -0.0078912 0.0057232 0.0420127 0.0212826




B L i BB A  a—————

BOXJENK(AR=1) Y / RESAR

Dependent Variable Y - Estimation by Box-Jenkins

Iterations Taken 2
Usable Observations 707 Degrees of Freedom 706
Centered R**2 0.014425 R Bar *=*2 0.014425
Uncentered R**2 0.020742 T x R**2 14.664
Mean of Dependent Variable 0.0013951209
Std Error of Dependent Variable 0.0173829973
Standard Error of Estimate 0.0172571667
Sum of Squared Residuals 0.2102537212
Durbin-Watson Statistic 1.990307
Q(36) 28.915327
Significance Level of Q 0.75592967
Variable Coeff Std Error T-Stat Signif
I 222223322222 28228222222 RS20 A Rat it R Rt sl s b a2 2R 8l
1. AR{1} 0.1442691660 0.0373076496 3.867013 0.00012035
* En FI se guarda el pardmetro autorregresivo estimado para usarlo como
* valor inicial en la estimacién del modelo completo.

COMPUTE FI=%BETA(1)
TABLE / RESAR

Series Obs Mean Std Error Minimum Maximum
RESAR 707 0.0011882836 0.0172161490 -0.0655599027 0.0745678284

SET PRONAR = FI*Y({1}
SET LI = PRONAR - 2*SQRT (%¥SEESQ)
SET LS = PRONAR + 2*SQRT(%SEESQ)

* Prueba de multiplicadores de Lagrange para detectar efectos ARCH.

SET RESAR2 = RESAR**2

@BJIDENT RESAR2

COR{(NUM=12, PAR=FACP) RESAR2

Correlations of Series RESAR2

Autocorrelations ' ‘
1: 0.0657484 0.1046943 0.1360417 0.0742156 (.1185535 -0.,0140113"
7: 0.0510111 0.0090009 -0.0296613 -0.0082419 ~0.0089837 -0.0108751

Partial Autocorrelations , : SR
1: 0.0657484 0.1008072 0,1250298 0.0514217 0.0902277 -0.0526225 R
7: 0.0207787 -0.0187377 -0,0408497 -0.0206160 0.0023991 -0.0072771 o

DIS %NOBS 2/SQRT(%NOBS)

707 0.07522

LINREG RESAR2

# CONSTANT RESAR2{2 TO 3} RESAR2(5}

Dependent Variable RESAR2 - Estimation by Least Squares

Usable Observations 702 Degrees of Freedom - 698
Centered R**2 0.036265 R Bar **2  0,032123
Uncentered R**2  0.246273 T X R**2 172,884

Mean of Dependent Variable 0,0002993541
Std Error of Dependent Variable 0.0005675245
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Standard Error of Estimate 0,0005583347 ﬁb?
Sum of Squared Residuals 0.0002175929 i 0 Proas
Regression F(3,698) 8.7553 0%; N
Significance Level of F 0.00001049 ‘/é7££H
Durbin-Watson Statistic 1.922151
Q{36) 32.972378
Significance Level of Q 0.61336525

Variable Coeff Std Error T-Stat Signif
KKK RKRRRRKKKR IR kKRR RRKERK IR AR KRR RRIARRRA AR IRKRRARRR IR AR RR kR T **
*
1. Constant 0.0002107023 0.0000273495 7.704066 0.00000000
2. RESAR2{2) 0.0830036616 0,0375687946 2,209378 0.02747232
3. RESAR2{3) 0.1205395709 0,0374557603 3.218185 0.00134971
4. RESAR2{5) 0,0951320333 0.,0377173958 2,522232 0.01188256

COMPUTE CHISTAT=%NOBS*%RSQUARED

CDF CHISQR CHISTAT 3

Chi-~8Squared(3)= 25.458369 with Significance Level 0,00001238
* ESTIMACION,

* C&lculo de valores iniciales para la ecuacién ARCH,
BOXJENK(CON, AR=||2,3,5||) RESAR2

Dependent Variable RESAR2 - Estimation by Box-Jenkins

Iterations Taken 4
Usable Observations 702 Degrees of Freedom 698
Centered R¥*2 0.036265 R Bar **2  (,032123
Uncentered R**2 0.246273 T X R**2 172,884
Mean of Dependent Variable 0.0002993541
Std Error of Dependent Variable 0,0005675245
Standard Error of Estimate 0.0005583347
Sum of Squared Residuals 0.0002175929
Durbin-Watson Statistic 1.922151
Q(36) 32,972378
Significance Level of @ 0.46860294
Variable Coeff 58td Error T-Stat Signlf
ﬁ***********************************************************************ﬁ*ﬁ***
* : : :
1. CONSTANT 0.0003004347 0.0000300490 9.998165  0,00000000
2, AR(2) 0.0830036615 0,0375687946 2.209378 '0,02747232‘
3. BAR{3} 0.1205395709 0.0374557603 3.218185 0.00134971
4. BAR{S5} 0.0951320333 0.0377173958 2.522232 0.01188256 R
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* Estimacién del modelo completo.
SET U = 0.0
SET V= 0.0
NONLIN FI AQ A2 A3 A5
FRML REGRESID = Y - FI*Y{1)
FRML ARCHVAR = AQ + A2*U{2}%%2 + A3*U(3}**2 + AS*U{5}**2
FRML ARCHLOGL = V(T)=ARCHVAR(T), U(T)=REGRESID(T), $
-.5 * (LOG(V) + U**2 / V)
* Los valoreg para AQ, A2, A3 y A5 son log estimados en el
* modelo auxiliar para la varianza,
COMPUTE A0=%BETA(1l), A2=%BETA(2), A3=%BETA(3), A5=%BETA(4)
MAX IMIZE (METHOD=BHHH, RECURSIVE) ARCHLOGL 6 *

Estimation by BHHH

Usable Observations 703 Degrees of Freedom 698
Function Value 2520.73782807

Variable Coeff Std Error T-Stat Signif
dkkkdkhkkdkhhhkkdkkkddhd bk xrkhkRhrhrdkdkhrkh Kkt wkkdkdkddk KoK d ki kkkdddkkdkdikiikkiirikk
X ,
1. FI 0.1493210572 0.0330160114 4,522686 0,00000611
2. A0 0.0001897473 0.0000155869 12,173512 0.,00000000
3. A2 0.1286567479 0,0397066339 3,240183 0.00119453
4, A3 0.1817980330 0.0508395039 3.575921 0,00034900
5. A5 0.0750558587 0.0349659276 2.146543 0,03182970

* Matriz de correlaciones,

DEC SYM MCOR(5,5)

EWI MCOR(I, J) = %XX(I, J) / SQRT(%XX(I, I)*%XX(J, J})
WRI (NOSKIP) MCOR

1.00000

-0.08495 1.00000

0.21865 -0.31832 1.00000

0.06279 -0,47971 -0.04526 1.00000

-0,12227 -0.27138 -0.10690 -0,12508 1.00000

* Verificacién de la ecuacidédn GARCH,

SET ETA = U/SQRT (V)

SET ETA2 = ETA**2

COR (NUM=12, PAR=FACP) ETA

Correlations of Series ETA

Autocorrelations o v
1: -0,0002284 -0.0181186 -0.0288360 0.0375376 -0,0326639 -0,0400310 R
7: -0.0029226 0.0197603 -0.0074351 0.0002319 :0.0266594"° 0.0494132(f("

Partial Autocorrelations

1: -0,0002284 -0.0181186 -0.0288538 0.0372240 -0.0337788 -0.0396151 = ‘

7: -0,0018960 0,0151029 -0.0074726 ~0.0025322 0,0251398 0.0462696

COR(NUM=12, PAR=FACP) ETA2

Correlations of Series ETA2

Autocorrelations ' . ST
1: 0.0434657 -0,0118001 -0.0152332 0.0500988 © 0.0075429 -0;0296150ff
7: -0.0110864 -0.0226785 -0.0374222 -0.0342622 -0.0174341'-0.0337504y’ 3




Partial Autocorrelations
1: 0.0434657 -0.0137153 -0,0141465 0.0513444 0.0027076 -0.,0292366
7: -0.0067879 -0,0250584 -0.,0372659 -0.0290853 -0.0152318 -0.0330321

DIS %NOBS 2/SQRT (%¥NOBS)
703 0.07543

SET RESECVAR 6 * = U**2 - V
TABLE / ETA RESECVAR

Series Obs Mean Std Error Minimum Maximum
ETA 703 0.0677143969 0,9984176604 -3.4497088837 3.9356165161
RESECVAR 703 -0.0000051024 0.0005588705 -0,0012720634 0.0050546951

COR (NUM=12) RESECVAR

Correlations of Series RESECVAR

Autocorrelations
1: 0.0368514 -0.0569320 -0,0540799 0.0524380 0.0119224 -0.0425412
7: 0.0269887 -0.0114645 -0.0416403 -0,0268082 -0.0045265 -0.0265003

GRAPH 3
#Y 200 400 1

# LI 200 400 2

# LS 200 400 2

SET LI 6 * = FI*Y{1} - 2*SQRT(V)
SET LS 6 * = FI*Y({1) + 2*SQRT(V)
GRAPH 3 S
# Y 200 400 1 : {
# LI 200 400 2 ; t
# LS 200 400 2
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