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1. INTRODUCCION 

§1.1 Sistemas hamiltonianos 

Comencemos presentando un ejemplo sencillo de un sistema hamiltoniano 
y, mediante él, la problemática de nuestro interés. Tomemos // : R4  —› R 

H(x) := al(xl xl) a2(xl x24 ) a1,  a2  > O. 

El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales se conoce corno sistema hamil- 
toniano 

ii(t) (x(t)) = 
os v+i 

(SU) 
OH 

ii+N(t) = -(x(1)) 

con i = 1,2, N = 2. A la función H se le llama hamiltoniano o energía. Un 
problema de interés es encontrar soluciones periódicas del sistema hamilto-
niano 

Escribamos el sistema (su) de manera más concisa 

i(t) = (i1(1),i2(1),i3(1),i4(i)) 

	

OH 	011 	OH 	
OH (x(t))) = 	(x(t)),--. Mi)), Mi))) 

	

ux3 	ux 	°ni 	ux2  

= 	JV H(x(1)) donde J (x 1, 	, x4) = (—x3, —x 4, x1,  x 2). 

	

Observemos que J (x 1, 	, x4) • (x l , . , x4) = O. 
Como primer hecho relacionado con nuestro problema observemos que las 

soluciones de (SII) se encuentran en algún nivel de energía i.e si x(t) es una 
solución de (SII) (periódica o no ) entonces 

11(x(t)) 	etc 	para todo t, 

ya que 

dt 
— i1(x(t)) = V H (x(1)) • i(t) = 	(x(t)) • JV H (x(1)) = O. 



Ahora resolvamos el sistema hamiltoniano particular que hemos planteado. 
Pongamos explícitamente el sistema de ecuaciones (SH) 

xi = —2a,x;÷N(1) 

i=1,2 N= 2 
ii+N (t) = 2a;x;(1). 

Este sistema es equivalente a las dos ecuaciones diferenciales de segundo 
orden 

1;(t) = —44x;(t) ( x;+N (t) := --
1
i;(t)) i = 1,2. 

2a;  
Reescribiendo éstas tenemos 

4alx;(t) = O i = 1, 2. 

Las cuales son ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden homogéneas 
y normales en R. Como sabemos las soluciones de cada una de estas ecua-
ciones forman un espacio vectorial de dimensión 2, y dos generadores lineal-
mente independientes de los espacios respectivos son cos(2a;t) y sin(2a;t) 
para i = 1, 2. 

Así, si las funciones componentes de x(1) son de la forMa 

si(t) = Á;  cos(2a;t) pi  sin(2a;t) 

i = 1,2 N = 2 	 (1) 
x;+N(t) = A;  sin(2a;t) — cos(2a;t), 

entonces x(1) es una solución de (S11). E inversamente toda solución de (S11) 
tiene sus funciones componentes de esa forma. 

Notemos que la existencia de soluciones de (S11) no representa probleMa 
pues la garantizan los resultados de ecuaciones diferenciales, ya que los nive-
les de energía, 11-1(a) con a E R, están acotados. Pero la existencia de 
soluciones periódicas si resulta un problema de interés. 

Sea x(t) una solución de (SH), de la expresión (1) tenemos que el período 
de 1; 1 (0,a:3W es T = ir/a l  y que el período de x 2(t),x4(t) es T = r/a2. 
Por lo que los períodos de las componentes x;(1), x2+;(1) son kr/a;  con 
k E {1,2,...}, i =1,2. 

Notemos que a partir de una solución x(1) de (S11) podemos obtener 
otras soluciones de (S11), x(1+10) con cte= to  E R. Así, cuando busquemos 
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diferentes soluciones de (0) éstas deben ser geométricamente independientes 
no se deben obtener una de la otra de la manera anterior. 
Debido a que las soluciones de (S11) se encuentran en algún nivel de 

energía, limitemos nuestra búsqueda a soluciones de (SIT) que estén en algún 
nivel de energía preestablecido "a" con "a" valor regular de H. Y tomemos 
a = 1. 

Caso 1 Supongamos que 1 = al  = a2. Así estamos buscando soluciones 
cerradas contenidas en la esfera unitaria S3. 

Notemos que si x(t) es una solución de (SI-1) entonces sus compo-
nentes xi(t), x3(t) tienen período 7r = riai , y que sus componentes 
x 2(1), x 4(1) tiene período ir = ir/a2. Por tanto toda solución de (Sil) 
es una solución cerrada. Más aun por cada punto w E Sa pasa una 
solución cerrada x(t) dada por 

	

xi(t) = 	cos(2t) — wi+N  sin(21) 

i = 1,2 N = 2 

	

xi+N(t) = 	sin(2t) wi+N  cos(2t), 

Por tanto existe una infinidad de soluciones periódicas de (SH) geomé-
tricamente independientes. 

	

Caso 2 l'Ornemos al 	Q, a2 	= 1 . Supongamos que existe una solución 
periódica de (SH), x(t), contenida en el elipsoide H-1(1) tal que ninguna 
de sus funciones componentes es idénticamente cero. Como sabemos 
sus componentes xi (t),x3(t) tienen período ir/a l  y sus componentes 
x2(1), x4(t) tienen período ir/a2. De donde se desprende que 

ir 
72 —

a1  

7r 
= m-- 

a2  
para algún n,rn E (1,2,.,.} 

al  
ar = — E Q 

a2  

Lo cual es una contradicción a nuestra elección de a l . Por tanto al-
guna de las • funciones componentes debe ser idénticamente cero. Y 
así (S1-1) tiene exactamente dos soluciones periódicas geométricamente 
independientes. 
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Así el número de soluciones periódicas de (Sil) geométricamente inde-
pendientes puede variar drásticamente si movemos un poco la geometría de 
11-1(1), en un caso la esfera con un número infinito de soluciones periódicas 
geométricamente independientes en otro caso un elipsoide (objeto horneo-
modo a la esfera, más aun difeomorfo a S3) tan "cercano" a la esfera como 
queramos, haciendo I 1 — a l  I pequeño, con sólo dos soluciones periódicas 
geométricamente independientes. 

Notemos que si nuestro hamiltoniano es 11(x) = ai(xl 	a2(x 
con ah  a2  > O y al /a2 ' Q, entonces sobre el elipsoide IP-1 M no puede 
haber dos soluciones periódicas de (S11) geométricamente diferentes y con 
el mismo período. Darse cuenta de ésto es sencillo, ya que procediendo de 
manera análoga a lo hecho en el caso (2), se ve que las soluciones periódicas 
de (Sil) están contenidas en el plano PI , x2  = x4  = O, o en el plano 'P2, 
x i  = x3  = O, y que sobre cada plano Pi las soluciónes periódicas no son 
geométricamente independientes y tienen período ir/a;. 	Como además 
los números ir/al  y ir/a2  no tienen un múltiplo entero común (dado que 

ada2 	Q) entonas las soluciones no pueden tener el mismo período. 

Ahora veamos que relación guardan el hamiltoniano y sus soluciones. 
En nuestra anterior argumentación vimos que para el hamiltoniano 11(x) = 

+ x3+41 + xi la ecuación (Si!) tiene una infinidad de soluciones periódicas 
geométricamente independientes en S3  = /1-'(1). Resulta natural pregun- 
tarnos que pasa si cambiamos el hamiltoniano, más precisamente, tomemos 
otro hamiltoniano 11 : R4  —› R de clase C°3  tal que 

S3 	para algún a E 11 con a valor regular de Ñ 	(2) 

i.e. Vil(x) # O para todo x E S3. 

¿ Tendrán el sistema (Sil) y el sistema (Sil) el mismo número de solu-
ciones periódicas geométricamente independientes sobre la esfera? 

La respuesta es Sí. Ejemplifiquémoslo usando un hamiltoniano 11 par- 
ticular. Sea 

Ú(x) = all(x) con a a-  cte > O. 

Tomemos una solución x(t) de (SR), 4t) = ,IVII(x(t)), sobre la esfera 
unitaria. 
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Basta con reparametrizar adecuadamente la solución x(i) para que ésta. 
sea solución de (SI!). Tomemos y(t) = x(iit) 

y(t) = a./571/(x(iit)) = ./57/7/(y(1)) 

Por tanto y(l) es solución de (Sil). Además esta correspondencia lleva 
la solución x(t 	to) en la solución y(l 	1) con lo  E R i.e. soluciones 
que no son geométricamente independientes van en soluciones que no son 
geométricamente independientes. Inversamente dada una solución periódica 
y(l) de (Sil) contenida en S', al reparametrizarla como x(t) := 
tenemos que 

41) = 

= ./V//(x(t)). 

Así x(t) es una solución periódica de (Sil) contenida en S'. Y y(t -I- lo) va 
en x(t ato). Como además estas correspondencias entre las soluciones de 
(SII) y las soluciones de (Sil) son inversa una de la otra, tenemos que hay 
una correspondencia biunívoca entre las soluciones periódicas de (Sil) que se 
encuentran sobre S3  y las soluciones periódicas de (Sil) que están sobre 53, 
y esta correspondencia preserva el que dos soluciones sean geométricamente 
independientes. 

Para el caso general en que II es un hamiltoniano de clase Cw que 
satisface (2), la idea de la demostración es la misma: dar correspondencias 
usando para ello reparametrizaciones adecuadas de las soluciones, para una 
demostración se puede ver la sección 4.1. 

Por tanto para resolver problemas de existencia o multiplicidad de solu-
ciones periódicas de (SH) geométricamente independientes sobre la esfera, 
podemos usar cualquier hamiltoniano if que satisfaga (2). 

A la traza {x(t) 1 E R} de una solución periódica x(1) de (SH) la 
denominaremos órbita. Notemos que dos soluciones de (SH) son geométri,  
camente independientes si y sólo si sus órbitas son diferentes. Así lo que 
buscamos son órbitas contenidas en S, y lo que hemos probado es que ellas 
permanecen invariantes si usamos hamiltonianos II que satisfagan (2). 

Podemos ir un poco más alla y describir en términos puramente geomé-
tricos a las órbitas que se encuentran en un nivel de energía, suprimiendo 
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la referencia a un hamiltoniano que satisfaga (2). R4  tiene una geometría 
euclideana inducida por la forma bilineal simétrica y no degenerada que cono-
cemos como producto punto 

4 
X.y=Exiyi. 

i=1 

Ahora, usando la forma bilineal antisimétrica y no degenerada 

w(x, y) := J x • y 

inducimos en R4  otro tipo de geometría, la geometría simpléctica. 
Podemos utilizar ésta para caracterizar a las órbitas sobre S. Veamos, 

tornemos una órbita C sobre S3  y un hamiltoniano II corno en (2). Sea y(t) 
la parametrización regular de la órbita que la hace solución de (Sri), así 

ú(t) = JV (y(t)). 

Notemos que 

Gy 	:= {J(p, q) = (-4,p) E R2  x R2  = R4  : (p, q) E Ny} donde .M, 

es la recta perpendicular a TyS3  

= 	{v E ii,S3  : w(v, u) = O para todo u E Ty  Sal , 

es un subespacio vectorial de dimensión 1, y que ú(t) E £y(t). Esto último 
se desprende de que para u E Ty(t)S3  

w(ú(t), u) := Ji(t) • u 
= —V (y(1)) • u 

= 0. 

Por tanto 

ev(t) = Tv(t)C. 
Así las órbitas las podemos ver como subvariedades , C, de clase Cc° de 
dimensión 1 difeomorfas a S' con la propiedad de que 

Gy  = TyC para todo y E C. 

A las órbitas vistas de esta manera se les denomina características cerradas. 
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Por último notemos que a S3  la liemos estado tomando como S3  
11-'(a) con a valor regular de 11, función de clase C. De ésto se deduce 
que S3  es una subvariedad de R4  de la misma clase que el hamiltoniano, en 
este caso de clase C", y que tiene codimensión 1, i.e. dimRi — dimS3  = 1, 

Así al tomar el sistema hamiltoniano general en R2N , el concepto que 
generaliza a S3  es 

DEFINICION 1.1.1( Hipersuperficie) S c R2N  es una hipersuperficie .  
si es una subvariedad de R2N  de codimensión 1. 

Y la problemática general dentro de la cual se circunscribe nuestro trabajo 
es: 

Qué condiciones geométricas debe tener una hipersuperficie compacta 
para garantizar que existan órbitas o para que haya niáltiples órbitas ? 

Ahora ciemos notación y algunas clases geométricas especiales de hiper-
superficies a las cuales se hará referencia en las siguientes secciones de este 
capítulo. 

DEFINICION 1.1.2( conjunto convexo y estrictamente convexo) C C 
R2N es convexo (estrictamente convexo) si 

Au + (1— )t)t, C, 

para todo u, iiEC y para todo E [0, 1] (y además satisface que si x, y E ac 
entonces el segmento que une a x con y no intersecta a ac en puntos 
diferentes de x, y). Además pediremos que O E C. 

DEFINICION 1.1.3( Hipersuperficie convexa y estrictamente convexa ) 
Una hipersuperficie S C R2N  es convexa (estrictamente convexa) si S = ac 
con C conjunto convexo (estrictamente convexo). 

DEFINICION 1.1.4( Hipersuperficies en forma de estrella) Una hiper- 
superficie S C R2N  tiene forma de estrella si S : S --> sztv-i ,  (( x) 

es un C3 -difeomorfisino. 

DEFINICION 1.1.5( Dilatación sirnpléctica ) Un campo vectorial de 
clase C°° x : U ---> R2N , con U c R2N  abierto, es una dilatación simpléctica 
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si 

,IDgi(x)(u). Dnt (x)(u) = et Ju. y 	para todo u, v E R2N, 

para todo x E U para todo t, 

donde Dtp(x) es la diferencial de 	: U 	R2N en el punto x y rit(x) = 
y(t, x) es el flujo inducido por x. 

DEFINICION 1.1.6( Hipersuperficies de tipo contacto ) Una hiper-
superficie S c R2N  compacta y conexa es de tipo contacto si existe x : U 
R2N, con U vecindad abierta de S, dilatación simpléctica transversal a S 
i.e. x(x) 	TxS para todo x E S. 

Ejemplos: 

1) Toda hipersuperficie en forma de estrella es de tipo contacto. 

2) Otras hipersuperficies que no son como en 1) se dan en 4.2.5. 

DEFINICION 1.1.7( Hipersuperficies de tipo contacto rest,i,..,../o ) 
Una hipersuperficie S C R2N  compacta y conexa es de tipo contacto res- 
tringido si existe x R2N 	R2N dilatación simpléctica transversal a S. 

Sea H : R2N  R un hamiltoniano. Denotaremos 

V H (x) = (Hp(x), Hq(x)) E FIN  x RN = R2N.  

Y cuando se haga referencia a una familia de hipersuperficies St  —1 < e < 1, 
éstas se habrán obtenido como 11-1(e) con e valor regular de II, para un 
hamiltoniano II adecuado, y So  = S. 
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§1.2 Un poco de historia 

El primer trabajo que se conoce en la dirección de nuestra problemática 
general, y de caracter global, es el de Seifert [Se] quien buscó soluciones de 
(Sil) considerando hamiltonianos 	, escritos en la forma clásica "energía 
cinética más energía potencial" 

11(p,q) = 
2 

Egii(q)pip; 1/(q) 

donde gii(q) es una matriz positiva definida para cada q. Seifert mostró que 
si cero es un valor regular de V y V-1(—oo, 01 es C2-difeomorfo al disco 
entonces existe al menos una órbita en H-1(0), siempre que se garantice que 
V,gii  E C2  (RN  , R) i.e. son de clase C2. (aquí Seifert, usa otras condiciones 
técnicas). Para la prueba usó ideas de geometría diferencial. Rudamente 
hablando él encuentra soluciones de (S11) como geodésicas de una métrica 
riemanniana, llamada la métrica de Jacobi, asociada con el término de la 
energía cinética en el hamiltoniano. Posteriormente en 1978 Weinstein [Wel] 
usando el método de Seifert, remplazando la geometría riemanniana por la 
geometría de Finsler, probó que si S es una hipersuperficie compacta, con-
vexa e imagen inversa de un valor regular de II entonces tiene una solución 
periódica de (S11). En este mismo trabajo Weinstein plantea la siguiente 
pregunta 

¿Si S es difeomorfa a S2N-1  tendrá S alguna órbita? 
Ha sido hasta recientemente que se ha dado una respuesta' esta pregunta. 

Michel Herman, a finales de 1994 en un seminario en Paris, exhibió una 
hipersuperficie difeomorfa a una esfera que no tiene órbitas  (comunicación 
verbal del Dr. Lopez de Medrano). 

Tainbién en 1978 apareció un artículo de Rabinowitz [Ral] que aborda 
el problema desde una perspectiva diferente y que abriría un gran caudal de 
trabajos posteriores que emplearían métodos de cálculo de variaciones. En 
[Rail Rabinowitz aborda los problemas de: 

* Encontrar soluciones de (SH) que tienen una energía prescrita. 
** Encontrar soluciones de,(SH) con período prescrito. 
En cuanto al primero mostró que si S = 11-1(b) tiene forma de estrella 

(con b valor regular) entonces (SH) tiene al menos una solución periódica en 
S. Rabinowitz obtiene sus resultados usando métodos de cálculo de varia-
ciones . Así las soluciones de (SH) corresponden a puntos críticos de una 
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funcional, definida en un espacio E de curvas y que toma valores en los 
reales, sujeta a una restricción (el promedio del hamiltoniano a lo largo de 
la curva) i.e. se buscan puntos críticos de la funcional elegida restringida a 
una subvariedad M de E. Weinstein en [We21 observa que existen elementos 
geométricos comunes en situaciones previamente estudiadas, en la abordada 
en [Wel) (para hipersuperficies compactas.y convexas) y en aquellas en que se 
demuestra la existencia de órbitas por medio de métodos variacionales [Rail 
(para hipersuperficies en forma de estrella) y [Ra2] (para algunas hipersuper-
ficies que son transversales a x(p,q) = (cp, (1 — c)q)), las hipersuperficies en 
cuestión son hipersuperficies de tipo contacto. Y plantea su conjetura (que 
enunciamos en el caso particular en que el espacio simpléctico es (Rm, w)). 

Conjetura (Weinstein, 1979): Si S es una hipersuperficie de tipo contacto 
con 111(8; R) = O entonces S tiene una característica cerrada. 

• Esta conjetura sería resuelta por Viterbo [Vil sin necesidad de pedir que 
111(S; R) = O. 

En 1987 en un trabajo novedoso Hofer y Zehnder [HZ1J mostraron que 
tan cerca como se quiera de S existe una hipersuperficie S, que lleva una 
órbita a:. Y además clan una estimación de la acción en x, O < A(s) < d(H), 
donde 

-1(x) 51 A(x)1<. cl(x) donde 1(x) := 	140 I dt 	(©) 

para toda solución periódica en S„ —1 < e < 1 (para la estimación no es 
necesario probar existencia), entonces S tiene al menos una órbita. 

Así Hofer y Zeluider también dan una respuesta a la conjetura de Benci-
Rabinowitz quienes en EBR11 habían conjeturado que si tenían cotas a priori 
del estilo (©) para toda solución periódica en S entonces debía de existir al 
menos una órbita en S. En IBR1) se prueba que una hipersuperficie S = 
II"' (a), con a valor regular, que satisface que 

a 
(p, —

Op
11(x)) > O si p O 

10 

1 jr , 
A(x) := 	o 	XV) x(t)dt x(0) = x(7'). 

A partir de este resultado prueban, con considerable sencillez, aquel obtenido 
por Viterbo [Vi]. Exhiben también que si se tienen estimaciones a priori de 
la forma 



donde x = (p, q) E RN  x RN  , tiene cotas a priori del estilo (@). Este tipo 

de hipersuperficies S engloba gran parte de las tratadas hasta ese momento. 
Posteriormente Benci, Hofer y Rabinowitz PHIRI mejoraron la condición 
para obtener cotas a priori de la forma @. El resultado que probaron es el 
siguiente: supongamos que existen K E CI  (II, R) con U vecindad compacta 
de 8, y constantes a, b> O con a + b > O tales que 

ap' 14(z) + bq. 11q(z) + K(z) 	II(z) > O 

para todo z E U. Entonces existen cotas a priori de la forma @. 

El trabajo de Hofer y Zeluider [11Z1] ha tenido varias generalizaciones. 

Rabinowitz en [Ra3) extendió los resultados de [HZ1] mostrando que existe 
una estructura más rica de soluciones periódicas de (Sil) cerca de S. Mostró 
que existe tina sucesión de hipersuperficies Se,,, , con e,,, 	O, que contienen un 
número no numerable de órbitas distintas o existe un número no numerable 
de hipersuperficies S, con e cercano a cero y tal que contienen cada una al 

menos una órbita. 
En esta dirección Struwe [St1] probó que una de las situaciones que prevé 

Rabinowitz siempre se da y de manera más general. Struwe encontró que 

dado un valor regular t o  del hamiltoniano fi existe al menos una órbita en 

II-1(t) casi para toda t cercano a to, siempre y cuando 11-1(10 ) = S sea 

compacta y conexa. 

La cuestión de multiplicidad de órbitas en una hipersuperficie de energía 

S es difícil y hay pocos resultados de carácter global. Dentro de los resultados 
existentes fue en [EL] donde Ekeland y Lasry dieron la pauta. En este trabajo 
de 1980, Ekeland y Lasry muestran que si S C R2N  es una hipersuperficie 

de energía de clase C', convexa y tiene la propiedad geométrica 

13„ C 13(S) c Ro 

para a, fi > O constantes adecuadas (p E (a, lia)) entonces S tiene al 

menos N órbitas, donde 13(S) denota la parte acotada de R2iv  \ S y 13,. := 
{x E R2N  :1 x l< r}. Para la demostración ellos usan técnicas de análisis 
convexo. Ambrosetti y Mancini en [AM) dan otra prueba del resultado de 
[EL), para hipersuperficies estrictamente convexas, permitiendo que el inter-

valo (a, lía) sea de la forma (a, va), 2 < k < N, y garantizando que 

existen al menos [111/(k — 1)] órbitas distintas. 
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Posteriormente en 1985 Berestyski et al. en [BLMR) generalizan los resul-
tados de Ekeland-Lasry y el de [AM), mostrando que para una hipersuperficie 
S en forma de estrella y de clase C2  que satisface la condición geométrica 

N 2 2 

B(oi¿) c B(S) c B(131) con 	{x  e  R2N 	
, 	

Af 

	  = 1}, (CG) 

si fi 2  / a2  < 1 + bi, entonces S tiene al menos i órbitas, 1 < i < N, donde 
6i(r1 , 	, ri, p/ a) y p := maxrEs  d(s TxS, O). 

Hasta aquí se ha hecho referencia a algunos resultados de caracter global, 
cabe señalar que existen resultados previos de caracter local. Para referencias 
a éstos o si se desea ampliar la perspectiva histórica existen dos versiones 
panorámicas de Rabinowitz una de 1982 [Ra41 y otra de 1993 [Ra5j, también 
se puede consultar [15/1W). Ahora se puede consultar CHZ21 si se desea abordar 
la problemática desde un punto de vista más geométrico. 

§1.3 Contenido 

Hasta 1993 existían pocos resultados sobre multiplicidad de órbitas en 
hipersuperficies compactas. Lo último que se había logrado era para hiper-
superficies en forma de estrella en [BLMR]. El teorema principal de este tra-
bajo es un resultado de multiplicidad de órbitas para una clase más general 
de hipersuperficies que la clase de las hipersuperficies que son Cc° y tienen 
forma de estrella. Más precisamente tomemos S C ION  una hipersuperfi-
cie de tipo contacto restringido, ver 1.1.7, que tiene la siguiente propiedad 
geométrica 

B(cve) C I3(S) C B([3) 	 (3) 

donde es un elipsoide de la forma 	{x E R2N 	
0+

ri0  
" - 1} , con 

O < r1, . . ,rN, a, fl > O, y a(S) denota la parte acotada de ir \ S. 
Además impongamos a S la siguiente hipótesis técnica 

(1) Existe una dilatación simpléctica x transversal a 5. con fiujo global tes, 
i.e. ns  tiene dominio R x R2N. 
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Definamos 

p := min{ longitud de la proyección de x(x) en la dirección ortogonal 
xEs 
a T,,,S) > O. 

TEOREMA PRINCIPAL Sea S una hipersuperficie de tipo contacto restrin-
gido que tiene la propiedad geométrica (3) y satisface la hipótesis (i). Si o, fi 
cumplen que 02/a2  < 1 +8 entonces existen al menos N órbitas contenidas 
en S, donde S = 8(ri , 	, rN , a) es una constante (vease 4.3.4). 

Tomemos una clase particular de hipersuperficies de tipo contacto res-
tringido que satisfacen (i), la clase de hipersuperficies que son C' y tienen 
forma de estrella, ver 1.1.4 ( aquí la dilatación simpléctica que satisface (i) es 
x(x) = 	). Para hipersuperficies de clase Cc° que tienen forma de estrella 
el teorema principal es precisamente el obtenido en 1985 por Berestyski et 
al. en (UNIR). 

Notemos que hay hipersuperficies de tipo contacto restringido que satis-
facen la hipótesis (i) y no tienen forma de estrella, por ejemplo las hiper-
superficies para las cuales la dilatación simpléctica x(p,q) = ((1 — e)p,eq), 
e > 0, e 	1, es transversal, ver figura 1. 

Figura 1. 

En el capítulo IV adeánís de probar el teorema principal obtenemos los 
corolarios de [BLIVIRj, uno es el resultado de Ekeland-Lasry [EL) de 1980 
que fue el que dio la pauta a seguir en este tipo de problemas y el otro es 
el resultado de Ambrosetti-Mancini [AMI de 1982. El teorema principal lo 
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obtenemos de otro teorema, 4.3.1, que es del estilo del de Hofer Zelinder 
HIZ j y cuya demostración abarca gran parte del capítulo IV. 

Dado que usamos métodos variacionales para resolver un problema de 
ecuaciones diferenciales, vertiente que abrió en 1978 Rabinowitz en [Rab en el 
capítulo III planteamos el problema variacional adecuado para nuestro caso, 
este problema variacional traduce soluciones periódicas de (SIL) contenidas 
en hipersuperficies S, cercanas a S en puntos críticos de cierta funcional 0, 
para hipersuperficies S c 112N  compactas y de clase C2. En este capítulo 
también probamos que esta funcional 	satisface las condiciones para que 
nuestra teoría de puntos críticos se pueda aplicar. Cabe hacer notar que el 
resultado más importante del capítulo III tiene como corolarios el resultado 
de Hofer-Zelinder [HZ1], en una versión un poco más general, y el corolario 
de éste, el teorema de Viterbo [Vi], en una versión en donde bajamos la clase 
de la hipersuperficie, de clase C' a clase C2. 

En el segundo capítulo desarrollamos una teoría de puntos críticos la cual 
garantiza la existencia de múltiples puntos críticos para ciertas funcionales 
invariantes bajo la acción de un grupo de Lie compacto G, donde G está 
sujeto a una hipótesis de no trivialidad, hipótesis que sólo probamos que 
se satisface para G = S', pero de hecho la misma prueba nos sirve para 
G = Zq , q primo. Además sugerimos como probarla para G = (Zq )k, G = 
(S1 )k , q primo, k = 1, 2, .... En este capítulo introducimos un índice y un 
pseudoíndice en el sentido de [Be]. 

La idea de cómo abordar el resultado de multiplicidad se originó de la 
lectura de los trabajos de Ekeland y Hofer, [EH1] y [E112] de 1989 y 1990 
respectivamente, sobre capacidades siinplécticas. De hecho estos trabajos 
hacen pensar que el resultado de l3erestyski et al puede ser generalizado al 
menos para hipersuperficies de tipo contacto restringido. 
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2. TEORÍA DE PUNTOS CRÍTICOS PARA FUNCIONALES 
CON SIMETRÍAS 

En este capítulo definiremos un índice, 7G , y a partir de él un pseudoíndice, 
, en el sentido de Benci [Be] y probaremos un lema de deformación y un 

teorema de enlace, los cuales son los resultados más importantes del capítulo, 
que nos permiten garantizar la existencia de múltiples valores críticos, dife-
rentes y positivos para ciertas funcionales invariantes bajo la acción de un 
grupo de Lie compacto G. Una de las partes relevantes de nuestra teoría de 
puntos críticos es el lema de /1  -deformación en cuya formulación se usaron 
sugerencias del Dr. Jorge Ize, otra parte relevante es la propiedad de no 
trivialidad del pseudoíndice, ..y5' con G = S', en cuya demostración se usan 
ideas de [E1-12] y se sigue un guión de M. Clapp. 

Es posible emplear otros "índices" en vez del que introducimos en la 
siguiente sección 2.1. Dado que nuestras aplicaciones sólo son para G = 
S' podríamos emplear, para definir el pseudoíndice, el índice de Fadell-
Rabinowitz [FRI en vez de -ys,. Desde nuestro punto de vista -ysi tiene la 
ventaja de que a la topología algebraica sólo se remite uno cuando hay que 
hacer el cálculo específico para algún Z de -u. (Z), lo cual por lo general se 
logra aplicando una versión adecuada de Borsuk-Ulam. En cambio el índice 
de Fadell-Rabinowitz usa la topología algebraica desde la definición misma. 
Ekeland y Hofer en [E112] definen un pseudoíndice usando el índice de Fadell-
Rabinowitz. El pseudoíndice es usado para tener un teorema de mínimax, el 
cual requiere, para ser probado, de un lema de deformación adecuado. Cabe 
señalar que en [E112] el lema de deformación que presentan tiene un error, ya 
que la deformación obtenida por el flujo no puede ser vista como un elemento 
del grupo de homeomorfismos equivariantes 	, grupo que se emplea en la 
definición del pseudoíndice, como ellos afirman. Por ésto nuestro grupo 1' no 
es el que ellos manejan. Sobre ésto abundaremos en la sección 3.4, en donde 
probamos que el lema de deformación de [E112] es incorrecto. 

Con el nivel de generalidad que se usa en este capítulo ,G un grupo de 
Lie compacto, en lugar del pseudoíndice ry¿,' se puede emplear la A-categoría, 
A — cal(A,B) [Bei. Si se usa la A-categoría el problema a resolver es 
tener un teorema de minimax (o teorema de enlace) que nos garantice que 
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la relación entre funcionales 

	

01(x) 5 462(s) 
	

para todo x 

la podernos traducir a una relación entre los valores de la forma in f sup 
obtenidos por el principio de minimax 

	

ci,95, 	ei,02 

sin que dejen de ser éstos, valores críticos de las correspondientes funcionales. 

§2.1 El índice 

En esta sección, para la clase de los G-espacios metrizables, definiremos 
un índice tic  el cual tiene las propiedades básicas de monotonía, continuidad 
y subaditividad. Este índice , IG(2), es de hecho igual a A -cat(Z 	pt) 
donde pt es el espació que consta de un solo punto y A es la familia de G-
espacios homogéneos, G I 11.  donde II es un subgrupo cerrado de G y II # G 
[CP]. Además si ip  es el Zp-índice de Michalek-Tarantello, [MT], tenemos 
que 

74(Y) < ip(Y), 

la igualdad se da si p es primo. Esta desigualdad entre los índices se debe 
a que nosotros en nuestra definición de -yG  estarnos tomando la familia de 
Zp-espacios homogéneos Zp /H , con // subgrupo propio de Zp  , y Michalek-
Tarantello sólo permiten que II = {0}. 

Las demostraciones de las propiedades de índice son las usuales, pero se 
dan aquí por completen. 

Sea G un grupo de Lie compacto. 
Definiciones: 

G-espacio. A un espacio topológico X provisto de una función continua 
G x X --+ X , 	gx que satisface gi (g2s) = (g02 )x para todo 
gi,g2 E G y para todo x E X, y que ex = x para todo x E X (donde 
e es la identidad del grupo G) se le llama un G-espacio.  
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• Subconjunto G-invarian te, G-órbita. Un subconjunto Y de un G-espacio 
X se dice G-invariante si gy E Y para todo y E Y y para todo g E G. 
Dado x E X, Cx := {gx, : y E G} es un subconjunto G-invariante al 
que se le denomina, la G-órbita de x  , 

• Función G-equivariante o G-función y función G-invarian te. Sean X, Y 
G-espacios. A una función continua 99 X —►  Y se le denomina 
G-equivariante o G-función si so(gx) = gw(x) para todo g E G y 
para todo x E X. En el caso de que Y = R y en R el grupo G actúa 
trivialmente i.e. gy = y para todo gEO y para todo y E R entonces 
a una función yo : X —►  R G-equivariante ( w(gx) = g8,o(x) = so(x) ) 
se le denomina función G-invariante . 

Una clase adecuada de O-espacios en donde definir el índice ya  es la clase 
consistente de los O-espacios metrizables. Usaremos el hecho de que los 
O-espacios homogéneos G/11 son G-ANR's (G-retractos absolutos de vecin .-
dad), es decir, son G-espacios metrizables que tienen la propiedad de que: 

• Si Yes un G-espacio metrizable y A C Y es un G-subconjunto cerrado 
de Y, entonces para cada función G-equivariante 8,o:A--+X existe 
una extensión G-equivariante q':  U —►  X a una G-vecindad U de A en 
Y 

Para una demostración ver [Pa] página 27. 
Notemos que la O-órbita Gx es G-homeomorfa a G/H donde líes el 

subgrupo de isotropía de x E X , II = {g E G : ya; = x}. 
En lo que resta de la sección Gserá un grupo de Lie compacto y X un 

G-espacio metrizable, a menos que se especifique lo contrario. 

DEFINICION 2.1.1( El índice ye  ) Definiremos el índice de X , de-
notado por .yG(X ), como el menor número entero k para el cuál existe una 
cubierta de X 

X =1.11  U U2 U • " U Uk 

de subconjuntos U1, 	, Uk  G-invariantes y abiertos en X , que satisfacen que 
existen funciones G-equivariantes (,o;  : 	—►  G/11;  donde /f i  es un subgrupo 
cerrado de G y Hi  # G, 1 < i < k. Si no existe una tal cubierta, definimos 
-yG(X):= oo. Y yG(0) := O. 
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2.1.2 Ejemplos 
Un G-espacio de Banach E sobre K = R o C es un espacio de Banach 

sobre K que es a la vez un G-espacio con la topología inducida por la norma 
y que además satisface que 

g(x, + x2) = gxi  gx2  
la acción es lineal 	gAxi  = Agxd 	para todo g E G, A E K, 

xi ,x2  E E 

Y 
preserva la norma 	ligxli = 	para todo g E G y para todo x E E. 

(a) Si G = Z2, X = E es un G-espacio de Banach sobre K (A' = R 
o C) entonces -ya  es el género de Krasnoselskii, [St2), i.e. para Y 
subconjunto no vacío, cerrado y G-invariante de E 

min{n : existe F función continua, F : Y --> R"\ (O} 
ya(Y) = 	impar} 

oo si no existe tal n. 

(b) Si G = Zp con p primo y X = E es un G-espacio de Barrad sobre C 
entonces -ya  es el Zp-índice de Michalek-Tarantello [MT]. Para definir 
ip, el Zp-índice, tomaremos en Cn acciones de Zp  de la forma 

1tit 
Cn) = (eiki  3 •P inch 	, e Oen  2

P e„) [m] E Zp, 	(4) 

donde 	, kit  son enteros primos relativos a p. 

Si Y # O es un subconjunto cerrado y G-invariantc de E 

min {n : existe ¢ : Y 	C" \ {O} función 
Zp-equivariante, donde la acción tomada 

ip(Y) := 	en C"es corno en (4)} 
oo 	si no existe tal n, 

ip(0) := O. 

Probaremos que 

YG(Y) = ip(Y) 

junto con el siguiente ejemplo. 
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(c) Tomemos en C" una acción de la forma 

	

0(ei , 	,c„) = (a?ci , 	,a5„) 	para todo O E S' 

donde para 1 < j < n, al E S' es una función de O no constante. 

Si G = 	, X es un G-espacio metrizable y Y es un subconjunto de 
X no vacío y G-invariante entonces 

rG
(Y) = min {n : existe : Y ---> C" \ {O} S'-equivariante 

para alguna acción en C" de la forma (7)} 
oo 	si no existe tal n. 

 

(8) 
La prueba de este hecho la daremos posteriormente. 

(d) Si G = S', X es un G-espacio metrizable y Y es un subconjunto de X 
no vacío y G-invariante entonces 

min OimcW : existe : Y --+ W \ {O}S1-equivarian-
te, para alguna representación ortogonal Wde Si  

7G(Y)= 	sin puntos fijos} 

	

oo 	si no existe tal n 

Aclaremos el concepto de representación. Sea N/ un S'-espacio. Pode-
mos visualizar de otra manera la acción de S1  definiendo 

T : 51  --+ Cl  (W, IN) T9(x) := gs. 

T resulta ser continua y satisface que To  o T5, = T99,  para todo g, g' E 
51  y que Te  = lw donde e es la identidad del grupo. Si W tiene 
además estructura de espacio vectorial sobre C podemos pedirle a la 
acción que "respete" la estructura lineal i.e. que la acción sea lineal  

g(xi + x2) = gxi gx2  g E SI , xi, s2 E W, 

g(4) = \gx gES1,,\EC yxEW, 

lo cual en términos de la T significa que Th, es lineal. A una tal T se 
le denomina representación. 

(7 ) 
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Si además la topología de W proviene de un producto interior ( , ) y 
pedimos que la acción respete el producto 

(gx,, gs2) = (x 1,52) 	para todo g E SI , x 1f z2 E W, 

entonces T9  es una isometría para todo g E G, y a la 7' se le denomina 
representación ortogonal. 

Por ejemplo en (C", ( , )) (donde ( , ) es el producto usual en C") una 
acción del tipo (7) induce una representación ortogonal 

To(ei)...len) = 
	

(9) 

Además notemos que si To(c) ,... , c„) = (ch 	, c„) para todo O E SI  
entonces para (c1 , , . , c„) 	O tenemos que al° 	1 para todo O y 
para algún 1 < jo  < n. Como pedimos que alo 	cte tenemos que 

cn) = O. Por tanto O es el único punto de C" tal que To(c) = e 
para todo O E S1  i.e. la representación (o la acción) no tiene puntos 
fijos diferentes de O. 

Las demostraciones de (b), (c) y (d) se posponen hasta el final de la 
sección. 

Ahora probemos algunas propiedades del índice -ya  . 

PROPOSICION 2.1.3 'ya  satisface las siguientes propiedades 

( Monotonía ) Sean Yo, Y1  G-espacios , Si existe una G-función f : Yo  --+ 
entonces "YG(Yo) YG(111). 

( Continuidad) Si Y C X es un subconjunto G-invariante y cerrado en 
X entonces existe una vecindad U de Y en X , G-invariante tal que 

'ya(U) = -YG(Y) 

( Subaditividad ) Sean Yo, Yl  C X subconjuntos G-invariantes y cerrados en 
X entonces 

'IG( Yo U Yi) -YG( a(Yo) + 'Ya ( Yi ). 
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(*) Sea XG = {x E X : gx = x para todo g E G}. Si K es compacto y 
K n X G  = 0 entonces 

IG(K) < 00. 

Además si ye,(K) = ni entonces K tiene al menos 711, G-órbitas dife-
rentes. 

(**) Sean G = S1  y K un subconjunto G-invariante tal que K n Xc = 0. 
Si IG(K) > 2 entonces K tienen un número infinito de G-órbitas. 

Demostración  
( Monotonía ) Es inmediata de la definición 2.1.1. 
( Continuidad ) Si .yG(Y) = oo no hay nada que probar. Supongamos 

que -yG(Y) = k. Tomemos una cubierta de Y como en 2.1.1 

Y = Ui  U U2  U —.0 Uk, 

(pi:U; 	G/H;  funciones G-equivariantes 1 < i < k. 
U; = Y n V,•' con VI, abierto en X. Como Viles metrizable (debido a 

que X lo es), fij es un G-subconjunto cerrado en Vi' y G/ II; es un G-ANR 
entonces yo;  se extiende, a una vecindad Vi  de U; en V/, a una G- función 
cp1 : 

Por tanto para la vecindad U = V1  U • • • U Vk  de Y 

1G(U) S 7c(Y)• 

Además por la monotonía 

'YG(Y) S '1'c(U)• 

( Subaditividad ) Sean Yo, Vi como en el enunciado. Si ryc(Yo) = oo o 
7G(Y1) = oo no hay nada que probar. Así supongamos que ^ya(Y0) = k y 
yG(YI ) = 1. Por la propiedad de continuidad existen U, G-vecindad de Yo, 

y V, G-vecindad de Y1, tal que 

7G(Yo)= 7c(U) Y 7a(Yi) = "ra(V). 

De la definición de -ya se sigue inmediatamente que 

'YG(U U  V) 5 7c(U) +1'GO/, 
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y usando la monotonía se tiene que 

"YG(Yo U Yi) "YG(Yo) + l'a(Y1). 

* ) Escribamos 

K =UxEKGx• 

Tornemos para x E K el G-homeomorfismo 

: Gx ---> G I Ifr  , lfix(gx) = [g], 	= {g G : gx = x}. 

Notemos que lis  # G para todo x E K ya que K fl xG = O. Como G/Hx  
es un G-ANR y Gx es un G-subconjunto cerrado de K entonces existe una 
extensión ,,ox  : 1/ --> G/Hz, de rPr, a una G-vecindad Ux  de Gx en K . Así 
por ser K compacto 

K =UVI IU„ 

cubierta que satisface 2.1.1. Por tanto 'yG(K) < m < oo. 

	

Supongamos que ^yG(K)= nr. Así existen yi , 	, y,n  E K tales que 

y; E U; , yi 	Ujoi Ui. 

Usando que los Ui  son G-invariantes tenemos que 

Gyi E 	, Gyi 	1..40,u;  
Por tanto las m G-órbitas Gyi , 	,Gyn, son diferentes, 

(**) Supongamos que K consta de un número finito de G-órbitas Gzi, , 
Gz,„. Probemos que ryG(K)= 1. 

Como sabemos la G-órbita Gzi  es G-homeomorfa a G/Hi donde H1  es 
el subgrupo de isotropía de z1, 111 = {g E G : gzi = zi }. Corno K fl XG  = O 
entonces Hi  # G. Como además G = S' y 	es cerrado entonces Hi  = Zij  
p.a. 1i natural. Denotemos este G-homeomorfismo por 

cpi: G-► G/Zil . 

Tomemos 1= 1112 ... 1,„ y definanos 

	

1/›.i : G/Z E, 	G/Zi. 

[Olcizi  -4 [01G/z, 

22 



Como {e(°}1,)  : 1 < k < li } C {e(°+uP) : I < k < 1} entonces tPi  está 
bien definida y es una G-función. Así tenemos 

tPi  o (pi : Gzi  ---> GIZ I, 	1 < j < m. 

Como K = Gz1  U • • • UGz„, es una cubierta abierta en K con abiertos ajenos 
podemos pegar las G-funciones rPi  o (pi  en una G-función : K --+ G/Z„, 

	

yo(x) = 	o wi(x) si s E Gzi. 

Por tanto ryG(K) = 1 

Ahora demostremos (b), (c) y (d) de 2.1.2. Para la prueba de (6) y (8) 
requerimos del siguiente 

LEMA 2.1.4 Sean G = S' o Zp  con p primo y I/ # G un subgrupo 
cerrado de G. Entonces existe /3 : G/II 	C \ {O} función G-equivaria,nte 
donde en C el grupo G actúa de la forma (4) si G = Zp, o G actúa de la 
forma (7) si G = S'. 

Demostración de (6) y de (8)  
Sea G = S' o Z,, con p primo. 
(> ) Sea Y un subconjunto de X, G-invariante y no vacío. Si .70(Y) = 00 

no hay nada que probar. Supongamos que ryG(Y) = n. Sean 

Y= U1  U — U Un  

Y 
cpi : U, --) G/ Hi  1 < j < n, 

como en 2.1.1. 
Tomemos, para 1 < j < n, 

13i : G/ Ili --> C \ {O} 

como en 2.1.4. Y en C" tomemos la acción de G dada por 

g(ei ,...,c„) := (gel ,— . , gen ) 

donde en la coordenada j-ésima estarnos tomando la acción de O que hace 
a fi  una función G-equiVariante i.e. 

o 

	

aici 	g = O E SI  si G = Si  
gei  :={ eik j al mei g=  [ni] E Zp  si G = Z p, 
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con ki  entero fijo y primo relativo a p. Definamos 

0,) 	13)99.7 

	

Y tomemos {iri  j = 1, 	, a} una partición de la unidad subordinada a 
(Uj)7=1. Entonces 

: Y --> Cn , 0(x) = (r1(x)(k1(x),...,7r„(x)0„(x)) 

satisface: 
(i) (/) es G-equivariante . Esto es debido a que 

q(gx) = (7r1(x)01(gx), • • .1 1rn(x)(1)11(gx)) 7ri  es G-invariante 1 < j < 71 

	

= (g71(x)01(x),... 997rn(x)16n(x)) 
	

es G-equivariante 1 < j < a. 

(ii) 0(x) # O para todo x E Y. Esto es debido a que por ser {/r;}7,4  una 
partición de la unidad subordinada a una cubierta de Y, para cada x E Y 
existe 1 < jo  < n tal que irio (x) # O. Y además 4,(x) E C {O). Por tanto 
(/)(x) O para todo x E Y. 

( 5 ) 

	

Sea (/) : Y 	C" \ {0} una función G-equivariante como en (5) o (8). 
Usando la acción particular que estamos tomando de G en C" obtengamos 
una cubierta de C8  \ {0} de subconjuntos G-invariantes y abiertos 

C" 	{0} = 	• • • U 1/,, 

	

y funciones 2Pi 	--> G/Iii, para 1 < j < n, que satisfagan 2.1.1. 
Notemos que a partir de esta cubierta de C"\ {O} obtenemos la cubierta 

deseada de Y 

Y = Ui  U • • • U U„ con 

Uj = 95-1(Vi) 
y 	(pi : Ui --4 	, i,oi := ;bid) para 1 < j < n. 

Y así habríamos concluido. Exhibamos una tal cubierta de C" \ {O}. 
(i) Caso G = S1.  Tomemos 	C"  -4 C, Iri(C) = e1, y definamos para 

1 < j < n, 

	

Vi = 	\ r71(0), Ai  Vi  -4 
	

/3(c1, • • • en) = cj 
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donde 1 e 1 es el valor absoluto usual y 	= S' . Recordemos que en 

C" tenernos una acción de S' del tipo (7), por lo que las funciones (11 son 
homomorfismos de grupo, continuos para 1 < j < n. Fijemos j. Hagamos 
actuar a S' en SI de la siguiente forma 

Oz := 	z z E S.1. 	 (10) 

Que ésta es una acción se sigue de que (Y : S1 	.5‘; ai  (0) = 
es continua y un homomorfismo de grupos. Con esta acción de S' en Si, 
fij  resulta ser equivariante. Por otra parte por ser aj  una función cerrada 
(debido a que es continua, S' compacto y 	Hausdorff) y suprayectiva, de 
la propiedad de la topología cociente tenemos que existe yj función continua 
con inversa continua tal que el siguiente diagrama conmuta 

S1  "4 Si 

\ti si/Hi  

donde 6i  es la proyección canónica y porque (0) # cte G # II := 
(ai)-1(1). Tomando en SI  la acción usual sobre si mismo, en SI /Ni  la 
acción usual de S' pasada al cociente y en 	la acción de S' descrita ante- 

riormente, tenemos que di y cri son SI-equivariantes y por tanto 	también 
lo es. 

Por tanto la cubierta 

C" \ {0} = U • • • U V,„ 

con las funciones rbi : Vj -4 SI /Hi, tbi = 771[3.1, satisfacen 2.1.1. 
(ii) Caso G = Z p.  Tomemos ri : C" -, C, ri(c) = c, y definamos para 

1 < j < n 

Vi = C" \ ir71 (0) 	: V. 1 	j fl(ci ) 	>T1 c ) = 
c
i 1 ci 

Fijemos 1 < j < n. Si hacemos actuar a Zp  en S' mediante 

[m]z = etkJalP mz 
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resulta ser Zp-equivariante. Ahora tomemos en S' la relación de equiva-
lencia dada por 

O 	 (ni -1-  1)  
O' si y solo si — < 0,0' < 	para algún in E Z. 

La proyección canónica 	: S' -4 S'/ N y ryj  : S'/ ,---> Zp, -1,;(1e$11) = 
PL'I son funciones Zp-equivariantes, donde la acción de Zp  en S' es (11), la 
acción de Zr  en S'/ N  es la acción anterior pasada al cociente y la acción 
de Z,, en Zp  es g[m1 ] = [kint 	g = [m] E Zp. 

Por tanto la cubierta 

Cfl \ {O} = VI  U • • • U V„ 

con las funciones 1fii  : Vi  •—> Zp, 7Pi  = 	para 1 5_ j < n satisfacen 
2.11 

Demostración de 2,1.4 
(i) Sea G = Zp  con p primo. Entonces el único subgrupo propio de Zp  

es /I = {O). Ahora tomemos en C la acción de Zp  dada por 

[mjz = e P z 

: Z p 	C \ {O, /3(1m1) = ei2'n 

La cual es la función Zp-equivariante que requerimos. 

(ii) Sea G = S1 . Sea H # G un subgrupo cerrado de G. Como H es un 
subgrupo cerrado de S1  entonces H es un Z,. Definamos a S1  —› 	C 
C 	cy(e2ffi0) = e2" la cual es continua, sobre y abierta. Por la propiedad de 
la topología cociente existe fi homeomorfismo tal que el siguiente diagratna 
conmuta 

Oz = c 21ri 10 z 
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y definamos 

S' ► SI  C C \ {0} 

con 5 la proyección canónica. Si tomamos en S' la acción sobre si mismo 
dada por 



fi se convierte en un S1-bomeoinorfismo, ya que si [z] E 	z = ,unir, y 
e2riO E  G S' tenemos que 

Nebro [zi ) 	flueuioehriri ) 

= 	C27ril(04-7-) 	por definición de fl 
O #([z]). 

Así # es la función S1-equivariante que requeríamos. • 

En lo siguiente se da una prueba usando algebra lineal de algo que es 
material estandar de teoría de representaciones ver por ejemplo MI)] §2.8. 
Demostración de (d)  

(> ) Sea Y C X no vacío, G-invariante con -yG(Y) = n < oo. Por (8) 
existe 

: Y --) C" \ {O} 	S'-equivariante , 

en donde en C" la acción de S1  es de la forma (7). Por (9) esta acción se 
traduce en una representación ortogonal sin puntos fijos. 

(5 ) Sea (W, ( , )), {To }oEsi una representación ortogonal de S1  , sin 
puntos fijos diferentes de O, para la cual existe 	: Y -› W \ {O} función 
S'-equivariante , ditricW = n < oo. A partir de esta representación W 
produzcamos una en C", que sea de la forma (9), para la cual exista 

)) 	(Cni(,)) 

función S'-equivariante , con (-1(0) = {0}. Notemos que de aquí se sigue 
que la función 

es S1-equivariante , donde en C" tomamos la acción inducida por la repre-
sentación, acción que resulta ser de la forma (7). Y así por (8) tendríamos 
la desigualdad deseada. 

Produzcamos la representación ortogonal en C" . Esto se puede hacer 
como lo hacen Mawhin y Willen (MW) usando ecuaciones diferenciales. No-
sotros lo hacemos de otra forma usando la herramienta "dual", algebra lineal. 

Como la dirncW = 'n entonces podemos tomar (' : W -+ C" iso-
morfismo ( transformación lineal biyectiva ), e inducir en C" un producto 
interior complejo ( o producto hermitiano ) 

((c,d)) := (C' (c), (-1(d)) c,d E C" 
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respecto al cual S se convierte en una transformación lineal que preserva 
el producto interior. A partir de C inducirnos en C" una representación 
ortogonal {/?,0}oes, tal que 

710  = no( 	para todo O E S'. 	 (12) 

Notemos que (12) nos dice que ¿. es $1-equivariante . Como ./-10  preserva el 
producto interior (( , )) en C", ya que por (12) es composición de funciones 
que preservan el producto interior, entonces 

((Ro(c),d)) = ((c, R-0(d))) 	para todo c, d E C". 

De donde se sigue que ín = i?-.0  y por lo tanto iloill = Ro Ro para todo 
O donde * denota el adjunto. Así Ro es unitario y por tanto puede ser 
diagonalizado ([1111 página 313). Pero además porque ihilo, = i?0,fi0  para 
todo 0, 0' E S1 , podemos diagonalizar simultaneamente a {/~1,0 }0Es, ([11K] 
página 206), i.e, podemos encontrar una base {14};`_1  de C" tal que 

fio(ei, • • • , en) = A."' 

a° 

il ( 
0 

0 
¡ 

a/ 

) 
A 

c1  
1 

( 	) 

c„ 
 para todo O E Si  

donde A es la matriz de cambio de base, de la base canónica a la base 
{vi}r_ i , y el exponente en ae es un supraíndice. 

Así mediante el cambio de base S : C" --> C", ((x) = (c1 , . ,c„) si x = 
eiv, ,cuya matriz es A, inducimos una representación ortogonal {Ro}OEsi 

en (C", < , >) como se hizo anteriormente 

Ro := 

Ro(cr, •• len) = (iller, • • • , <len) 	< e, d »:= (Z-1(c), .1 ((1)). 

Por la forma en que se definió el producto interior < , >> , 	preserva pro- 
ductos, en particular es continua, y además satisface que (Ro = RoC, así 
es S'-equivariante . 

Así la función S'-cquivariante que requerimos es 

= Id¿"Z 
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donde Id : 	s-->) -4 (C", » es la identidad y en ambos lados 
tenemos la acción inducida por {14 iu„ES  ! en C" 

(aOich • 	ig  

§2.2 Pseudoindice 

En esta sección usando el índice ryG  definimos una teoría de pseudoíndice 
en el sentido de Benci [Bel. 

Comencemos definiendo el concepto de un G-espacio de Hilbert. E es 
un G-espacio de Hilbert si (E, (, )) es un espacio de Hilbert sobre C que es 
además un G-espacio en donde la acción satisface: 

( es lineal ) g(x +y) = gx gy , gax = Agx para todo g E G para todo 
x, yEE y para todo >t E C. 

( preserva el producto interior) (gx,gy) = (x, y) para todo g E G y para 
todo x, y E E. 

A esta estructura la podemos reinterpretar de forma equivalente de la si-
guiente manera, a la cual nos referiremos como una representación ortogonal 
T del espacio de Hilbert E, 

T 	G -4 L(E, E) := {L : E E : Les lineal y continua), 

en donde T es un homomorfismo de grupos, continuo y tal que T(g) preserva 
el producto interior para todo g E G. En L(E, E) se toma como operación 
la composición. 

Dado el G-espacio de Hilbert la representación ortogonal asociada es 
T(g)(x) = gx. 

Tornemos un Despacio de Hilbert E tal que E es separable, y el conjunto 
de puntos fijos EG  := {x.E E : gx = x para todo g E G} , tiene dimensión 
finita. Fijemos una descomposición de E como suma directa de subespacios 
vectoriales, G-invariantes y ortogonales 

E = 	031 Eu  E4- 
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donde E° = G. Y sean P-(x) = x-, P°(x) = x° y P+(x) = x+ las 
proyecciones ortogonales correspondientes. 

Y fijemos un subespacio vectorial F de E+ G-invariante y de dimensión 
finita. 

DEFINICION 2.2.1( El grupo F = 1'(F)) Una G-función h : E -4 
E continua con inversa continua está en 1' si es de la forma 

h(x+ + + x-) = (i)x+ + x°  + Mar + K(x) 

y 0, ti' y K tienen las siguientes propiedades 

(i) 3)-  : E --> R son continuas, G-invariantes y mandan conjuntos 
acotados en conjuntos acotados. Además t+(x) = 	(x) = 0 para 
todo x E E°. 

(ii) K : E 	E es una función continua, compacta (i.e. manda conjuntos 
acotados en conjuntos con cerradura compacta) y G-equivariante con 
K(0) = O para todo x° E E°. 

(iii) Existe p > O tal que 

ir(x) = ti) (x) = O 	y 	K(x) = O si x E E— (1)Ec)(1)F y 114 p. 
(13) 

LEMA 2.2.2 1' es un grupo. 

Demostración 
(a) La identidad está en r Si tomarnos tr(x) = 	= O y K(x) = O 

para todo :r E E entonces t,b+,i,b-  y K satisfacen (i),(ii) e (iii). Así 

x = e‘1)+(r) x+ 	c'Pls)x-  + K(x) 

. (b) Probemos que 1' es cerrado bajo la composición de funciones. Sean 
hi , h2  E F, 

hi(x)  = etPt(r)x+ x° elb7(1)x—  Ki(x) 

Y 

h2(x) = s'b:(r)x+ + 	+ 	+ K2(x). 
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Entonces 

h2  o hi (x) = h2(e‘bt (x)x+ + 	+ 	+ Ki (x)) 

eo:(hi(s))(eot(x)x+ + P+ Ki (x))+ 	+ 13° K1(x)+ 
¿Ji-(hitr»(e07(1) x-  + 13-  Ki (x))+ K2(hi(s)) 

= 	eti'Plu (r))+W- Mx+ + x0  + e°7 01(x))447(x) 2:-  + (e'l'hh1(r)) P+ Ki (x) 

+P°Ki (x)+ etbi l'i (z))1)-Ki (x))+ K2(h1(x)). 	 (14) 

Tomando 

0+(x) ii4(ht(x)) Oi(x), 

0(x) = fii- (hi(x)) 07(x), 

K(x) = (e'll(1"(')) P÷ Ki (x) + MK I (x)+ e°79"(x)) P-  Ki(x)) + K2(h j (x)). 

tenemos que h2  o h i  tiene la expresión que se requiere para que pertenesca a 
r . Restaría checar que ir, ti)-  y K satisfacen (i),(ii) e (iii). 

Que tii+ y 1/,-  satisfacen (i) es claro. 
Veamos que K satisface (ii). Porque en la definición de K intervienen 

sólo funciones continuas y G-equivariantes entonces I( es continua y G-
equivariante . Veamos que K es compacto. Observemos que debido a las 
propiedad de los elementos h E 1', ver 2.2.1 (i) e (ii), h manda acota- 

	

dos en acotados. Ahora notemos que si P1, P2 : E 	E son compactos, 
Q : E -+ E es continuo y : E -4 R lleva acotados en acotados entonces 

	

Pi  o Q, Q o Pt 	son compactos, 

	

Pi  + P2 	es compacto, 

	

(e'1131)(x) 	es compacto. 

Así K es compacto. 

Ahora tomando p = max{pi , p2 ) donde pi  > O es el real que satisface 
(iii) para h l  y p2  > O es el real que satisface (iii) para h2  tenemos que p 
satisface (iii) para h2  o 

(c) Veamos que existen inversos. Sea hi  E 1'. 

(x) = 	+ xo  + e4ii-(r)x-  + 	(x) 
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Definamos 	
h2(s) = c.'14  (')x+ 	e°7(r) x-  K2(x), 

co" 

1/4(x) := —tirt(hi 1 (x)) 

07(x) := 
Y K

2(x) := —(e-0(h71( x))1)+  Kihri  (x) Pu Ki hri  (x) 	(r))P-Ki hi-1(x)). 

De (19) es claro que 	
/12  o hl  = Id = 	0 /12. u  

Ahora definamos el pseudoíndice 

DEFINICION 2.2.3( El pseudoíndice 	) Sea Z un subconjunto 

G-invariante de E . Definimos el pseudoíndice de Z 

,y1Z ) = inf 1G(h(Z) n S+) 
hEr 

donde S+ = {x E E :114 = 

PROPOSICION 2.2.4 ( Propiedades de .75 ) Sean Z, Z,, y Z2 

subconjuntos de E cerrados y G-invariantes . 

(r -Monotonía) Si existe ho  E r con ho(Zi) C Z2 entonces 

-15(ho(Zi) ) = ^rIZI ) _5 115(Z2 ) 

( Subaditividad mixta ) 

15(Z, U Z2 ) 	) ^Ic(Z2) 

(15(Z ) es independiente del radio de la esfera en E+.) Tomemos po > O 

y St = (x E E+ : 114 = po). Sea Z un subconjunto G-invariante 

entonces 	
-1(Z ) = inf ryG(h(Z) n 

hEr 
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( Comparación ) Para todo po  > O 

-y5(Z ) -yG(Z n s;4,-0 ) 5ryG(Z) 

Demostración  (1' -Monotonía) 

	

ryb*(Z1 ) = inf -yG(hho(Z I )n s+) 	porque /1  es un grupo 
hEr 

< 
hEr 
inf -yG(h(Z2) n Sil por la monotonía de -yG  

= Py5(Z2  ). 

(Subaditividad mixta) Sean Z1  y Z2 como en el enunciado. Calculemos 

1,
, ( Z 1 

U 
Z2) = h f'

in yG(h(Zi  U Z2)  n s+) 
E 

< inf {-yG(h(Zi )n s4- ) + 1G(h(Z2) n s+)} por la suhaditi- 
hEr 

vidad de .7G  y porque h es G-homeomorfismo 

< inf {-yG(h(Zi )n s+) + ,yG(h(z2))} monotonía de -yG  
hEr 

▪ inf {-ya(h(Zi )n s+)+ rG(Z2)}- 	por la monotonía de -yG  
hEr 

y porque h es G-hozneomorfismo 

< yb'(zi  ) + yG(z2). • 
(ryGr(Z ) es independiente del radio de la esfera en E+.) 	Definamos 

ho  : E ---> E por 

ho(x) = ell'+(s)x+ 	eiblz)x-  K(x), 

con 

tr(x) = O para todo x E E, 

1,1)+(x) = hipo  para todo x E E, 

K(x).  = O para todo x E E. 

Es claro que hEr y satisface que 

ho(S+) = 	 (15) 
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por tanto 

inf ya 	
P°

(h(Z) n S+) = inf ...yG(Z n ii-i(SZ)) por la monotonía de -yG  
/LE r 	hEr 

= 	id ^yG(Z n h-lho'(Sit)) porque r es un grupo 
hEr 

= 
hEr

Si), 
 

estó último por (15) y nuevamente por la monotonía de -yG  . 
(Comparación) La primera desigualdad es debida a la propiedad anterior y 

a que la identidad está en I' (porque /I es un grupo), y la segunda desigualdad 
es debida a la monotonía de 7G  . 

La siguiente proposición será empleada en la prueba de la no trivialidad 
de .-yt , para G = S', teorema 2.2.8. 

Sea 

	

EICEj- C..•C4C...0 E- 	 (16) 

una sucesión de subespacios G-invariantes de E-  de dimensión finita cuya 
union es densa en E. 

Sean F c F un subespacio vectorial G-invariante , 

:= 	(1) E°  W 

y Qk : E -+ Ek la proyección ortogonal. 
Notemos que la proyección ortogonal Qk : E -' Ek satisface que 

Qk(x) --> x 	para todo x E E 	 (17) 

ésto es debido a que los subespacios tomados en las sucesión correspondiente 
a E-  son cerrados en E y tienen union densa en E-. 

Una consecuencia de (17) es que si xk  -› x„,,, entonces 

Qk(h(xk )) 	h(xe.„) 	para todo h E r, 	(18) 

demostración  Sea e > O , entonces existen K1, K2  tales que 

liQkh(x.) h(43)11 < e/2 	si k > 

ilh(x0,) 	h(xk )11 < e/2 	si k > E2. 
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Por tanto 

11h(s.) — Qk(h(xk))II 5 iih(x00) - Qk(h(xcx))II 	 h(xk)II 
< c/2 c/2 = c para k > max{Ki , K2}, 

la última desigualdad se debe a que 11Qkil = 1 por ser Qk una proyección 
ortogonal. Por tanto 

Qk(h(xk )) -+ h(x,) 	para todo h E F. la  

Sea h E 1' y, para cada k E N, sea 

hk  : Ek I) E°  G --> EU I) E' ®E+ 	 (19) 

hk (x) = Qk h(x). 

PROPOSICION 2,2.5 Para cada h E /1  y para k suficientemente 
grande 

7G(hí," 1  (S1) -yG(h(E-  (f) 	® F) n s+). 

Demostración, 
Por la propiedad de continuidad de 7G podemos encontrar una G-vecindad 

abierta, U, de h(E-19E0ei)ns+ tal que ryG(h(E-  EDE°G3innS+) = -yo(U). 
Si probamos que 

h7,1(S+) C U para k » 0 	 (20) 

entonces por la propiedad de monotonía de 7G  tenemos que 

7G(h-k-1(S+)) < A/G(h(E" E°  (i) 	n S4") 	para k» O 

Y habríamos concluido la demostración. 
Para probar (20) procedamos por reducción al absurdo, supongamos que 

existe h E 1' tal que 

hk-1(S+) (/ U para una infinidad de k's 
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Entonces existe una sucesión (sk)kli  tal que 

si, E Ek-  E°  

hk(Xk) E 8+ 
	

(21) 

hk(xk) 	U. 
	 (22) 

Notemos que de (21), de la forma particular de h y de que xk" = QkPlsk) 
P-C2k (xk ) y x° = QkP°(xk) = P°Qk(xk) tenemos que 

Itelis+(")4.  P+Qk K(sk )11= 1, 

PQkK(xk) = O 

y 
P'Qk K(xk) = O 

De donde se sigue, usando 2.2.1 (iii), que (xk )r_i  está acotada. Y así usando 
las propiedades de tp+, Ir y K tenemos que (04 (4))ckli, (0(xk))ki Y 
(K(xk ))111  tienen una subsucesión convergente, digamos ellas mismas. Por 
tanto (4)1°_, está acotada, xh- 	x" en E-  y x°k 	x° en E°. Como 
además dimCF < oo entonces xk -4 X+  en F. Por tanto existe xc„, E 

(DE° E13F tal que xh  —› xco. 
'Fernando el límite en (21) y (22) tenemos 

h(x.„) E S+ 	por (18) 

h(x00 ) 	U 	por (18) , 

lo cual es una contradicción al hecho de que U es una vecindad de h(E-
F) n S+. Por tanto 

ilk' (S+)CU para k >> 0. g 

Hasta aquí hemos considerado que G es un grupo de Lie compacto. Lo 
que resta es probar la no trivialidad de yli," la cual con esta generalidad sería 
consecuencia de un teorema de Borsuk-Ulam [BC], pero nos restringiremos 
a el caso en que G = Si y usaremos el siguiente teorema de Borsuk-Ulam, 
para Si, que no demostraremos aquí. Para la versión clásica del teorema 
de Borsuk-Ulam (G = Z2) se puede consultar [Sil y para la misma versión 
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del teorema (VG = O = WG) pero con G = (7.41)k o G 	(S1)k, q primo, 
k = 1,2, ..., se puede consultar [Ba). Para la versión que usaremos nosotros 
se puede ver [BC). 

TEOREMA 2.2.6 ( Teorema de Borsuk-Ulam) Sean V y W representa-
ciones de SI  , 0 C V una vecindad acotada del origen y f : 00 -4 W\O una 

función S'-equivariante tal que f 0 51  : aos' 	sois' es la identidad. 
Entonces dim W > dim V. 

TEOREMA 2.2.7 ys.(11-k-1(S1) > dirncF para todo k E N. 

Demostración  
Sea hk  como en (19). Sea O := {x E Ej7 (1) E° F : jihk(41 < 1). 0 

es una vecindad abierta del origen en Ek (1) E° (1) F. Además es acotada, por 
2.2.1 (iii). 

Sea 1/1  vecindad de hk' (S+) tal que -ys.(hk-1(.5 1- )) = -ys1(U1 ) = n y que 
tenga la propiedad adicional de que Ui  n SE°  = 0 (ésto se logra intersectando 
U1  con N6(hj7 1(S÷)) := {x E El; CD E°  (I) F : d(x, hk-1(.51) < 5} donde 
5 = ld(1111(S+), S E°) > O ). 

Por 2.1.2 (c) existe una función S1`-equivariante 	---> Cn \ {O} 
para alguna acción de S1  en C" sin puntos fijos. Sea U2 = 80 \ hk' (S+). 
Notemos que 

x E 90 = 01Q1({x E 	(l) 	F : iihk(x)11 < U) 

hk(x) E S(Er, (1) 	® F) debido a que hk  es abierto. 

De ésto se desprende que hk(U2) esta contenido en el complemento de E+ y 
así podemos proyectarlo sobre E k-  (El E°  obteniendo una función 92  : U2 
(Ek- 	E°) \ {O} que es la identidad en los puntos fijos (ya que hk  lo es). 
Pegando 91  y 92  mediante una partición de la unidad S'-invariante subor-
dinada a (U1, 1/2 1 obtenemos una función 

00 -4 (E,-; 19 E°  ei) c")\ {O} 

S1-equivariante que es la identidad en los puntos fijos. El teorema de Borsuk-
Ulam implica que n > dimcF. • 

Como corolario de 2.2.5 y 2.2.7 tenemos el siguiente importante 
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TEOREMA 2.2.8 ( No trivialidad de -1, ) Si F C F es un subespacio 
vectorial G-in variante entonces 

71;,(E-  el) 	F) = dimcF, 

donde F es un subespacio de E+ de dimensión finita y G-invariante , en 
base al cual se define 	ver 2.2.1 (iii). 

Demostración  
Debido a 2.2.5 y 2.2.7 sólo es necesario probar que 

(E" (D E°  ED F) < dimc F. 

Ahora por la propiedad de comparación de -1, 

^y1;, (E-  ® 	F) < .ys, (S F) 

donde S F = {x E F hl! = 1) es la esfera unitaria en F. De 2.1.2 (d) se 
sigue que rys,(SF) < dimc,F 

Observaciones: 

Nos restringimos al grupo G = Si  debido a que para nuestras aplicaciones 
sólo usamos funcionales invariantes bajo una acción de S1. Pero notemos que 
el material desarrollado hasta aquí, nos permite probar que .71" satisface la 
propiedad de no trivialidad, para q primo. La demostración pie 2.2.8 sería 
tal cual, ya que 2.2.5 se probó en general para un grupo de Lie compacto y 
2.2.7 sólo requiere de la versión para Zq  del teorema de Borsuk-Ulam que 
usamos para SI , para lo cual se puede usar el anteriormente citado teorema 
de [Be]. Y 2.1.2 (d) se obtiene de manera análoga para Zq . 

Para otros grupos como toros (SI )k o (Zq )k con q primo, k = 1, 2, 	la 
no trivialidad puede ser probada de manera análoga usando 2.2.5 y la versión 
general de Borsuk-Ulam de [13C), y en el resto del argumento usar resultados 
de teoría de representaciones, ver [BD] 2.8. 
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§2.3 Teoría de puntos críticos. 

Sea E un O-espacio de Hilbert y tornemos la descomposición de E corno 
suma directa de subespacios vectoriales, G-invariantes y ortogonales 

E°  E+ 

Y como se hizo en la sección anterior fijemos F un subespacio vectorial de 
E+, G-invariante y de dimensión finita, en base al cual se define  

Sea 	: E 	R G-invariante y diferenciable. 

DEFINICION 2.3.1( F-D) satisface la propiedad de -deformación 
para c E R si 

(a) /1', es compacto, donde Kc  = {x E E :570(x) = O y 0(x) = c}. 

(b) Para toda vecindad G-invariante Ude &existen c>0 y h E T tales 
que 

h(05-`+` \ U) c 

donde O' := {x E E : 0(x) c}. 

Ahora veamos que imponiendo a la funcional q5 : E --> R ciertas condi- 
ciones, ésta tiene la propiedad de 	-deformación . 

(PS)c  Se dice que 	satisface la condición de (PS),, para e E R si toda 
sucesión (x„)11  para la cual /b(a,„) --f c y 570(x„) --+ O tiene una 
subsucesión convergente. 

Si bien sólo usaremos (PS),, es importante mencionar que otra condición de 
compacidad que se usa es 

(PS) Se dice que lb satisface la condición de Palais-Smale si toda sucesión 
acotada (x„)%1  para la cual (q5(x,i ))°11  está acotada y VO(sn ) --> O 
tiene una subsucesión convergente. 

Notemos que (PS) es más fuerte que la condición (PS), para todo c E R, 
ver [MW] página 81. 

39 



Para la demostración de la siguiente proposición se tomaron ideas de 
flia6) y [E111], y se incluye una demostración, del Doctor Jorge Ize, en la 
parte referente a que la deformación y(r, x) tiene la forma requerida. 

PROPOSICION 2.3.2 ( lema de !'-deformación) Sea E C"(E, R) 
una funcional G-invariante . 

(1) Si 4) satisface (PS), para algún c > O entonces 

[1.a) K, es compacto, donde & = {x E E : O0(x) = O y (/)(x) = c}. 

[1.b) Para toda vecindad G-invariante U de & existen e > O y 
ro > O tales que 

y(ro, 05'+' \ U) C 

donde O' := {x E E : 0(x) < e} y rj es el flujo inducido por un 
campo de la forma v(x)570(x), v(x) > O. 

(2) Si además 0(x) = 	x) 90(x) con Lx = xi - x-, p(x) 5 O y Vso 
compacto entonces 

v(r, x) = ctl'+ ( r'l )x 4" 	 K (2; , r) 	para toda r, 

donde 0+, 	y K son corno en 2.2.1. 

(3) Si aunado a lo anterior existe p > O tal que 0(x) < O para todo x E 
E-  (1) E°  F, lixil > p entonces Ir E F(F). 

Por tanto q  tiene la propiedad de 1' -deformación para e. 

Demostración (1) Supongamos que 4  satisface la propiedad de (PS)c 
para algún e > O. 

(1.a) Se sigue de manera inmediata de la condición (PS),. 
(1.b) Porque K, es compacto y 9U es cerrado entonces b - 11-2̀-2111  > O 

Y 
N6(K,) := {x E E : d(x,K,) < 	c U. 	 (23) 

Notemos que basta probar el lema para N6(&). Por lo que tomemos U = 
N5(Kc). 

Traduzcamos la condición (PS), a una propiedad del campo gradiente 
Porque satisface (PS), , existe ¿ > O y 1 > b = b(l) > O tal que 

170(x)), > b para todo x E Oc+1  (0c-1 U A15/4(Kc)). 	(24) 
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Ya que en caso contrario existirían 	—› 	, bi  —) 	y (x j)711   tal que 

xi E 05c-1-1) 	 Nb/4(Kc)) 

Y 

iiV0(xi)ii < ki 

	

Porque 	satisface (PS)c  y por (25) y (26) la sucesión (x1)7.1  satisface las 
hipótesis de (PS), entonces (xj)711  tiene una subsucesión convergente a un 
punto crítico x. Por tanto x E K, lo que contradice el hecho de que por (25) 
x 	",(Ke). Por tanto existen y b como se afirmaba en (24). Además 
pidamos que O < c — E. 

Ahora hagamos las modificaciones necesarias al campo gradiente. 

	

Sea 	
= min{min{b, 	

bá 
}. 
	 (27) 

Tomemos 

B = 0-1([c — a, c + 	, D = E \ 0 1 ((c — ¿,c + a)), 

v1, v2  : E—, [0, 1) 

vi (x) := 
d(x, D) 	 1 	si 1157 0(x)11 5_ 1 

, 112(x) := 
d(x, D) + d(x, B) 	115 7 0(x)11 1  si 	0(x)11 	1 

y 	x(x) = v(x)5 7 0(x) con v(x) = vi (x)v2(x). 

Observemos que 0-1(—oo,0] C D debido a que pedimos que O < c 
Notemos que debido a que el campo x(x) es localmente Lipschitz (ya 

que en su definición sólo intervienen funciones que son localmente Lipschitz) 
entonces tiene flujo local (para propiedades del flujo inducido por un campo 
x localmente Lipschitz en un espacio de 13anach ver [AMR]). 

Debido a 112(x) el campo x(x) está acotado, ilX(x)ii < 1, por lo que existe 
el flujo global n. 

La condición de (PS),, más precisamente (24), implicará la existencia de 
ro  > O y c > O tal que 

	

n(T0,050- \ U) c Oc-c. 	 (28) 

(25)  

(26)  
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Probémoslo. Como 

i(1)(71( 1,$)) = 	4(11(t, x)),x(n(t, x))) 

= 	-v(i(t, x))115791(70, x))112, 	(29) 

Entonces 
4(11(1, x)) es decreciente en la variable t. 	 (30) 

Tomemos 
= ¿/2. 	 (31) 

Y sea 
x E 0'+` \ U. 	 (32) 

Caso (1) Si x E 0 -̀` entonces 

(/)(71(1/1),x)) < 4(11(0, x)) = 0(x) 	c — e por (30) 

71(1 /6,x) E Oc-c. 

Caso (2) Si x 	Ø.  Entonces 

11(0, x) = x E 45c+e  \ (U U 0'). 	 (33) 

Ahora veamos que pasa al movernos a lo largo de la curva integral y(t, x) 
para t E [0,1/61. Supongamos que 

y(t, x) E 955'+` \ (N6/2(K,) U 0 -̀`) para todo t E [0,1/b). 	(34) 

Entonces 71(t, x) E B y (24) es válido. Por lo que 

4(71(1117,x))— 0(71(0,x)) _ d 
—dt 0(11(i,x)) li 1/6 
f -b2 si IIVO(y(í,x))11 51 

—b 	si IIV4(y(í,x))11 ?_ 1 
< —62 	porque se eligió b < 1. 

0(77(1/17,x)) 5 (0(x) — c) +(c— 

< e + c — ¿ por (33) y la elección de ¿ (ver (27)) 
= c — c 	elección de e, ver (31) 
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Lo cual es una contradicción a nuestra suposición (34). 
Tomemos 1 tal que y(10, x) E 05c4.' (Ná/2(Kc) U 05') para todo lo  E 

[0,1) y y(t, x) E/ 05c+' \ (/5/5/2(K,) U Oc-c). Por la continuidad de y y 
la elección de x tenemos que 1 > 0 y por la negación de (34) se tiene que 
1 < 1/b. Calculemos 

blIt/(1, s) — x11 =bli h — v(7/(8, s))V91(7/(8, x))ds11 

< 610  v(y(s,x)11\70(y(s, x)Ilds 

• v(y(s, x))111  OW8, x)Vds por (24) 

Jo 	
= 	:is-0 o y(.9, x)ds 

= 95(x) — 95(7)(1,$)) 
< 2c = É  

xll < t /b 5. 6/4 por la elección de ¿, ver (27) 

d(y(1,x),Kc) >
4 
 > 8/2  por (32) 

7)(1,x) 	N6/2(1<c) 

y(1, x) E 05-`—`. 

En particular ti(l/b,x) E Ø.  Por tanto 

r)(1/6,05'+` \ U) C 05' 

Así existen ro  = 1/6 y e como se afirmaba en (28). 
(2) Ahora veamos que nr  : E --) E, y,(x) = y(r, x) tiene la forma 

requerida, para todo r. 
Notemos que 

x(x) = —0)(x)Lx v(x)991(x)) 

con L(x) operador lineal autoadjunto, —v(x)951(x) continuo y x induciendo 
un flujo global. Por los resultados de Hofer, [1101, veremos que y, : E --> E 
puede ser expresado como 

	

y,(x) = eib+  (=.') x 4- 	&k ir 	K (x,r) 
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donde 

04-(s,T)=ip+(o, T X) 
	

(x, r) = TI" (0,r ,x) , 

1.11.11.5 	X) r= 
	

f 
v(y(t, x))dt, 

r, x) = jr3  —v(y(t ,x))dt, 

K (x ,r) 	
i0 

 
[el+ (3.T.r)  P+ + 130  -I- 	(''''') -1v(y(s , x))V (p(y(s, x))ds 

y para r fijo, 0-,ir y K satisfacen 2.2.1. Probémoslo. 
Probemos primero que 

71,.(x) = eil'+  (") x+ 	eir 	K (x , r) =: g(x, r), 
yo(x) = x = g(x,0). 

Para x fijo i(r, x) es CI en r, de donde se sigue que Ti" ir son diferencia-
bles en r, así como K. 

= 	—v(y(r, x))e11'+(r'r)  x+ 	v(y(r,  , 	-(r)x- 

-(13  P°  Plv(y(r,x))57so(y(r,x)) 

— v(y(r,x))(e1+(''r'x)  P+) v(71(r,x))ell''"r) 	)v(y(s, x))Vyo(y(s,x))ds 

= 	--v(y(r, x))(el'+ ("I x+ — 	.11 	— v(y(r,x))Zp(y(r, x)) — 

v(y(r,x)) 	(el+ ( a.rtr) P+ — 	 x))19 so(y(s, x))ds 

= 	—v(71(r, x))[(9+  (x ) 1') — 	(x, r)) + VS0(//(T) x))K (x,r) — 

Y K (x,r)) 	
o 
 (eib+ (3.r.r)  P+ — 	P)v(y(s , x))57 cp(y(s , x))ds 

Como P+P°  = O, 13+ = O, (1312  = 13+ entonces 
. 

P+ K (x, r) = o [e'l'+(s'T'')Plv(t7(3,x))57;o(y(s,x))jds, 

13-  K (x , r) = 
J 

o j is 	Plv(y(s, x))C hp(y(s,x)))ds. 

Por tanto 
dg 

= —v(y(r,x))(g+ (x , r) — 9 (x, r) 5 7 so(y(r,  , x)), g(x ,0) = x 
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Pero la solución a esta ecuación lineal es única y es 1](T, x). Por tanto 

= g. 

Ahora fijemos r y probemos que tir , 	y K satisfacen 2.2.1. 

(1) Probemos que las funcionales 0+,0-  : E -4 R son continuas, G-
invariantes , mandan conjuntos acotados en conjuntos acotados y 
04-  (x, ) 	= O para todo x E E°. 

La continuidad de estas funciones es inmediata de la continuidad de 
lb+, la cual probaremos en (ii). 

Que son funciones G-invariantes es inmediato de que v(ri(t, x)) es G-
invariante , En efecto, dado que ¢ es G-invariante los conjuntos 13 y 
D son G-invariantes . Además d(gx , B) = d(x, B) ya que la acción 
preserva distancias. Por lo tanto vi(s) es G-invariante . También Vd) 
es G-equivariante , i.e. VO(gx) = gV0(x), y otra vez por que la acción 
preserva la norma, v2(5) es G-invariante . 

Chequemos que mandan conjuntos acotados en conjuntos acotados. 
Debido a que 1 v(s) 15 1 tenemos que 1 tr(s,r) j, I tir(xr) 	r 
para todo x E E. 

Por último, debido a que v(x) = O para todo x E E°  tenemos que 
x) = x para todo tER y para todo x E E° . En efecto (I)(x) = 

(Lx,x) 9(x) = -1-cp(x) si x E E°. Por lo que 0(x) 5. O si x E E°. Así 
E° C cr i (—co,0) C D. 

Por tanto v(zi(t,$) = O para todo t y para todo x E E° y así t+(x) = 
Ir(x) = O para todo x E E°. 

(ii) Probemos que K : E --> E, K(x) = K(x, r) es una función continua 
compacta y G-equivariante con KM = O para todo x E E°. 

• Probemos la continuidad de K. Para ello probemos primero el sigui- 
ente resultado: si 	[O, rixE--PE es continua entonces 

o 
: E 	E ((x)= 	((s,x)ds 	es continua. 	(35) 
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La demostración de este resultado es como sigue. Como ( es continua 
entonces 

¿.(x) := 	((s, x)ds 

está bien definida. Además debido a que es continua, [O, r] compacto 
y Hausdorff entonces 

: E -4 C([0, 7], E) , 	(x)(s) := ((s, x) 

es continua tomando la topología compacto abierta en C ([0,7-], E) 
([Mu] página 287). Porque E es métrico y [O, 7] es compacto entonces 
la topología compacto abierta coincide con la topología inducida por la 
métrica uniforme ([Mu] página 283, 286). 

Ahora como 

II Lo  $I(s) — 1(3)(1811 <fliA1(8) #2(s)Ilds 

entonces f : C([0, r], E) —1 E es continua usando la métrica uniforme 
en C([0, Ti, E). Por tanto 

= 	oC es continua. 

Tomemos ((t, x) = v(q(I, x)). Debido a que 

1155+(s) 7) X ) —115, 7)4) 5-1 	r 1 1111(71(.1 X)) — ii(n(')1))11 + 1 	̀8.  

para todo 3,3 E [0,7] y a la continuidad de tenemos que ti)+(.9, r, x) 

es continua. 

Ahora tomemos 

	

((s, x) = 	 x)V w(ri(s, x))) P5(q(s, x))V9(ri(s, x)). 

es continua porque en su definición sólo intervienen funciones con-
tinuas. Así por (35) tenemos que (x) = K (x) es continuo. 

• Ahora veamos que K es compacta. Notemos que, en K, O > 

	

r, x) 	—r y O 5 ibis, r, x) G r. Sea 13r  = {x E E : fixli 5 r}. 
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Sea Y = {(1)0  c`kl)z = (01)"1' 	+ e-a 13-  )z : a E [O, —rj, z E 
V1799(y([0, x Br))}. Observemos que debido a que 

PO+ s)il = ilx 	X(77(i, x))dtII 	+ r 	para todo s E [0,11 y 

para todo x E Br, 

y a que vIS7(p es compacto entonces v57i,o(y([0, Ti x Br )) es compacto. 
Por lo que Y es compacto. Ahora como K(x) E convY para todo x E 
By. (donde convY es la envolvente convexa de Y) y  como la envolvente 
convexa de compactos es compacto entonces K(Br ) es compacto. Por 
tanto K es una función compacta. 

• K es G-equivariante debido a que las funciones sobre las cuales se 
está integrando son funciones G-invariantes y funciones G-equivariantes 
. Por último tenemos que K(x) = O para todo x E E° debido a que 
v(x) = O para todo x E E° y a que y(s, x) = x para todo s E R y 
para todo x E E°. 

(3) Para ver que y(r, x) E F(F) solo resta probar 2.2.1 (iii). Por la forma en 
que definimos a v se sigue que v(x) = O si x E E-  (D 	® F, iixii > p, y de 
ello que y, el flujo inducido por x(x) = v(x)V1o(x), satisface que y(s, x) = x 
para todo s y para todo x E E-  ® E°  e) F. Así v(y(s,x))= O y por tanto 

50' (x, r) = (x, r) = O y K(x, r) = O 

si x E E-  (I) E°  (1) F Y 04 P. 
Por último tomando r = ro  tenemos el resultado deseado. 

En lo que resta de la sección supondremos que G es un grupo de Lie 
compacto que satisface la propiedad de no trivialidad de lb' , 2.2.8, para 
subespacios G-invariantes de F , donde F es el subespacio vectorial de E+ 
G-invariante y de dimensión finita en base al cual se definió el pseudoíndice. 

Definimos 
c•• = inf sup q5(x) 

ZEr j rEz 

donde 1', := {Z C E : Z es G-invariante , cerrado y -15(Z ) > j} 

TEOREMA 2.3.3 ( Teorema de Enlace ) Supongamos que existen 
O < 	< c`c y F c F subespacio G-invariante , tales que 
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(1'-D) ¢ satisface la propiedad de r -deformación para cada e > O, 

(L1) 0(x) 5 ex' para todo x E E' €1) E°  F, 

(L2) 0(x) > c° para todo x E S;,1; = {x E E+ : 	po ), para algún 
po  > O. 

Entonces 

(a) < ei  < cO0  , j = 	dimcF. 

(b) e;  es valor crítico de 0, para 1 < j < k. 

(c) Si ei  = 	= ci+p  entonces yG(K„) > p 1. 

Pernostracióii  Probemos (a). Para 1 < j < k si Z E Fi entonces 

1 5 -yG(Z fl sp+o ) 	por 2.2.4 (comparación). 

De donde se sigue que Z fl Seo  # O. Así por (L2) 

e°  < sup 0(x) 
xEZ 

para todo Z E ri. 

Por tanto c°  < c.;  para 1 < j < k. 
Ahora como estamos suponiendo que el grupo de Lie G satisface la 

propiedad de no trivialidad de y5 entonces tenemos que 

•15(E-  (1) E°  (1) F ) = dirric F = k. 

Por lo que E' ® E°  ® F E I', para 1 < j < k. Así tenemos que 

e3 	inf sup 0(x) < 	sup 	0(x) 
ZEri xEZ 	 xEg--(DEocDP 

	

< c°3 	por (L1), 1 < j < k. 

Por tanto c° < c1  < cc° para todo 1 < j < k. 

	

Probemos (c). i.e, que si c = = 	= 	= ci+p  entonces .yG(K„) > 
p 	1. Supongamos lo contrario i.e. -yG(K,) < p. Por la propiedad de 
continuidad de ya existe U vecindad abierta G-invariante de Ke  tal que 

	

yG(Kc) = rG(U). 
	 (36) 
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t., 

Sea c > O y ho  como en 2.3,1 para U. Por definición de ci÷p  podemos 
encontrar Z E ri+7, tal que Z C 05`+` donde 05c+` 	{x E E : 0(x) < 
e+ c} . Debido a la propiedad de r -monotonía tenemos que 

j 	I) 5 1.5(z ) < 11,:(05c+` ). 

Ahora probemos que j < 15(05c+` \ U ), 

j 	p < ^15(05c+` ) < -1((.05c+` \ U) U ti ) r -monotonía del pseudoíndice 

< -15(05'+` \ U ) -yG(ü) por la subaditividad mixta 

= -y1,:(05 +̀` \ U ) -yG(K,) 

+P — 7G(K.) < .71(965c+` )— 7G(Ke) < -1(05-`+` \ U ) 
ya que por (r -D) y 2.1.3 -yG(K ) < co 

j=j+p—p5 -1(05c.i.' \U ) ya que supusimos que yG(K,)5. P 

Por tanto 
j < 15(055+` \ U ). 

Por como elegimos ho  E 11  tenemos que 

h0(05`+` \ U) C 915C—e • 

Ahora usando la r -monotonía de 1,5 tenemos que 

-1' (hs(915c+` \ U)) = -1(05 +̀` \ U ) 

Por tanto ho(054` \ U) E r;  y sup (it(h0(05c+e \ U)) < c — e < c. 
Lo cual es una contradicción a la elección de cc = c. 
Probemos (b). Tomando p = O en (c) tenemos que -yG(.1(,) > 1. Por 

tanto Ke  09 

COROLARIO 2.3.9 El principio de tninimax, 2.3.3, es valido para el 
grupo G = 51. 

Demostración  Se probó en 2.2.8 que para G = 51  se satisface la 
propiedad de no trivialidad de -yls'„ que fue la hipótesis que impusimos a 
G. 
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Como hicimos ver en las observaciones a 2.2.8, -1,19  satisface la propiedad 
de no trivialidad para q primo, por lo que tenemos un análogo a 2.3.4 para 

Comentarios al teorema 2,3.3: 

(1) Tomemos G Z2, E+ = = R, E° = 	= {O} y yt,  : E --> 11 una 
función de la forma 

Esta función satisface (L1) y (L2) pero no tiene ningún valor crítico 
en le°, el. Ésto es debido a que 0(x) no satisface (PSa ) para c = 
tomemos por ejemplo la sucesión (nr„_1 . 

(2) Ahora veamos quy relevancia tiene el que los homeomorfismos de I' sean 
de la forma 2.2.1. 

Notemos primero que la forma particular de los elementos de T nos 
permite pasar de una situación infinita a una situación finita, cuando 
calcularnos 

yG(h(E-  ED E°  F) n 	h E , 

ver 2.2.5. 

En caso que ditnE-  < o entonces no es necesario usar 2.2.5, y el 
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teorema 2.3.3 sería válido si en lugar de /1  usamos otro grupo de G-
homeomorfismos que satisfagan: 

(1) h(x) = x si 11111 > p, x E E7 (i) E°  (1) F, i.e. 2.2.1 (iii). 

(2) (b) de la propiedad de r-deformación, 2.3.1, para cada c > O. 

Por otra parte si 	satisface (PS), , siempre disponemos de horneo-
morfismos que cumplen (b) de la propiedad de f-deformación para 
c, ya que la condición (PS), permite que el G-homeornorfismo dado 
por el flujo h(x) = y(r,x) inducido por un campo gradiente de la 
forma v(x)Vq(x), v(x) > O, sea uno de tales homeornorfismos, para 
r adecuada. Además si a VO se le imponen ciertas condiciones, 2.3.2 
inciso (2), entonces el G-homeomorfismo dado por el flujo puede ser 
expresado como en 2.2.1, satisfaciendo sólo (i) e (ii). 

Respecto a 2.2.1 (iii), el subespacio que se está usando, E7 E° (1) F, 
lo hemos ajustado a ser el máximo subespacio donde la funcional 
esté acotada, condición (L1), ya que de no ser así nuestro lema de 
I'-deformación sería incorrecto, ver 3.4.5. 
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3. EL PROBLEMA VARIACIONAL 

En este capítulo planteamos el problema variacional de encontrar solu-
ciones periódicas a la ecuación hamiltoniana (SH) Como puntos críticos de 
cierta funcional On(x) = A(x) — (pn(x), definida en un espacio de curvas 
adecuado. El problema se plantea en general, corno fue sugerido por el Dr. 
Jorge Ize, para un hamiltoniano 1/ para el cual el gralliente tiene cierta forma 
de crecimiento, VH(u) < b a u 	y además son es de clase C''1  y su 
diferencial puede ser escrita de cierta manera. 

También definimos una familia de hamiltonianos, de clase C2 , 'Hs que nos 
resulta adecuada, tal construcción se hace como en [Hl, y se prueba que 
para hamiltonianos I/ E lts  se puede hacer la traducción de puntos críticos 
de 011  a soluciones de (Sil) e inversamente. Posteriormente vemos que es 
posible aplicar nuestro teorema de existencia de múltiples puntos críticos 
para funcionales, desarrollado en 2.3, a la funcional OH, II E 1ís . Para 
probar esta parte sólo usamos que 11 es de clase C', 11(U) E O, U vecindad 
de 0, 11(u) es cuadrática si u 1» 0, que (pll  es C1  y que su diferencial 
puede ser escrita de cierta forma. En varias partes del capítulo fueron usadas 
ideas del Dr. Jorge Ize que contribuyeron principalmente a bajar la suavidad 
de los hamiltonianos que usabamos originalmente, de hamiltonianos de clase 
Ce° a clase C2. 

§ 3.1 Una clase adecuada de funciones hamiltonianas. 

En esta sección construiremos una familia especial de funciones hamilto-
Manas para una hipersuperficie S compacta y de clase C2. Tal construcción 
se hace como la presentan Hofer y Zehnder en [HM), para hipersuperficies 
compactas y de clase 

De aquí en adelante S será una hipersuperficie compacta, conexa y de 
clase C2  contenida en 112N  . 

DEFINICION 3.1.1( Familia parametrizada de hipersuperficies inode- 
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Ligas por S ) Una familia parametrizada de hipersuperficies modeladas por 
S es un difeomorfismo, de clase C2, y : (—g, 	x S ---> R2N  , t9 > t9 > o, 
cuya imagen es una vecindad abierta y acotada de S y tal que q(0, x) = x 
para todo x E S. 

Ejemplo 3.1.2. Sea x : U -4 R2N , con U C R2N  vecindad abierta 
de S, un campo vectorial de clase C2  transversal a 5'(i.e. x(x) 	7.1,9 
para todo x E S). Debido a que x es en particular localmente Lipschitz, 
existe el flujo local para cada x E S y por ser S compacta existen á > g > 
tal que se puede definir el flujo y : (—g, 	x S 	R2N  con las siguientes 
propiedades: 

(a) «O, x) = x para todo x E S. 

(b) ?les un difeomorfismo de clase C2  sobre su imagen y S, 	y({e}, S) , 	< 
c < t9, es una hipersuperficie difeornorfa a S . 

(c) y tiene como imagen una vecindad de S abierta y acotada, 

(a) y (b) son propiedades bien conocidas del flujo, ver por ejemplo [AM111, y 
respecto a (c) notemos que mediante el teorema de invariancia del dominio 
para variedades se muestra que liny es abierta. 

A lo largo de este trabajo usaremos la siguiente 

Notación: 
Ahora sea y como en 3.1.1 y sean µ, a, reales tales que O < µ < a < 

< tv. R2N  v((—µ, a) x S) tiene dos componentes. 

• S, 	y({e}, S), 

• B(y((—p,otlx S).) la componente acotada de R2N  \ 	al x S) que 
supondremos contiene al origen y a S, para —19 < c < 

• dt(q([—il,a] x S)) la componente no acotada de R2N  \ y([—µ, a) x S) 
y supondremos que r/(1,5,') E A(S,) para 1 > c:XE S, 

• S := diam(y((-19, 	x S)). 
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DEFINICION 3.1.3( La familia 1s ) Dadas S C reiv  una hipersuperfi-
de de clase C2 , compacta y conexa, una familia parametrizada de hipersu-, 
perficies modeladas por S y jo  > O un número natural, definirnos la familia 
1-í s  = Us(S, y, jo) de funciones hamiltonianas 	: R2N 	R construidas 
de la sigUiente manera: se eligen números b, R > O y ko  E {jo,j0 + 1, ., .} 
tales que 

1 
a = (ko 	5)/r, 	2a Ei 27rZ), 

R > 

b > aR2. 

Tornamos una función de clase C°3  f : (—a, b) 	R tal que 

l'(1» 	)3 e (0,0z) 

Gráfica de f 

f(s) = O si s < ti, 

f(s) = b si s > a donde it ,a son reales tales que O < µ < 	< a < 

y t(s) > O para µ< s< a. 

Y definimos 

II(x) = {:¡)(e)  

x 

si x E 13(11((—µ,a] x S)) 
si x = 	1E S,—µ < c < a 
si x E A(71([—p,,a( x S)) 	y 1x 15, R 

si 1 x 1> R 

(39) 
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Gráfica de 11 
donde la función g se elige de tal forma que g es r3  y 

9( 8 ) = b 	s < I? 

9( 8 ) 
	

as2 	s > I? 

9( 8 ) 
	

as2 	
S > > O 

O < gi(s) 
	

2as 	s > I?. 

b 

,....., 

..,/.' / aZ 
1  

/ 

'ft 

Gráfica de g 
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En el siguiente lema se reescribe una demostración de la existencia de y , 
que hizó el Dr. Jorge Ize. 

LEMA 3.1.4 Existe una función y como la requerida en la definición 
de H. 

Demostración  
Sea t E Cw(R, 11) tal que O < 0(s) 5 1, i,G(.$) = O si s 1/2 y vi(s) = 1 

si .s 	1. 
A 

va.  
Gráfica de ti) 

Notemos que M := fo tP(s)ds < 1/2. 
Sea 7 > 1. 

1 

9(s) := it 	1 	
= 2aR2(7 — 1) f -I-  (1 + (-y — 1)r)0(r)dr 

Notemos que 

E C«(R,R), 

j(s) = O si s < R, 

O < h'(s) = 2asib(11-1) < 2as 
— 1 
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Figura 2 
Ahora hay que hacer una elección adecuada de y, ver figura 2. Conside- 

remos 
h(-y)= A-y2  + Bry + C, 

con 

A = aR2(2.1( — 1), B = (M K)2aR2, C = (K — 111)2a1?2  + b, 

donde K = fo stP(s)ds. Notemos que usando integración por partes y que 
M < 1/2 tenemos 

3 

K = 
f 

1 	

o 
tb(s)ds — 	111(s)ds < 1/2 donde 41(s) = f tk(r)dr, 

por lo que O < K < 1/2 y así —aR2  < A < O. 
Como h(1) > —42 + b> O entonces existe un único yo  > 1 con h(») = 

O. Tomemos y = -yo. Definamos 

g(s) = b+ b(s) 

Notemos que 

W7) = 2aR2(y —1)  I 	(1 + — 1)r)t,b(r)dr 

= 	2a R2(7 — 1)(11/ + — 1)KJ. 
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Por tanto 

a/7212  — g(117) = —[aR2(2K — 1)1,2  (M — K)2aR21 (K — M)2aR2 I 
= b. 

La última igualdad es debida a la elección de y. Por tanto para s > ryR 

g(s) = bJ(7R) 13  2aut,b(-1---  
11?

)du  

= as2
. 

Finalmente 
3 	_ 

g(s)— ase  = b — aR2 	2av[tP(B----) 1)&1 
-y — 1 

= b — aR2  k(s) con k'(s) 5 O ya que ti)(s) 5 1, Vs 

g(s) — as2 	es decreciente y vale O si s > yR. 

Por tanto 
g(s)> ase 	si s > R. 

Observemos que H tiene las siguientes propiedades 

(11 1) 	H E C2(R2N, R) 	 (40) 
(H2) 11 ¡us 0 , 0 E U vecindad abierta de 0 , 11(x) = a I x 

si 1 x i>> 0, a = (k0 	i.e. corno en (37) 	(41) 

(H3) —1) + a x 1 25 H(x) < b -1- a 1 x 1 2  para todo x E R28  (42) 
(H4) Sea x E n(( ii, a) x S) entonces 	 (43) 

O H(x) ' X(1) = t(t)i 

donde x = 7/(e, £),IESYX(s)= de
71(e, I). Y 11 es 

regular sobre S, para µ < e < a. 

(111) se sigue de que sólo intervienen funciones al menos de clase C2  bien 
"pegadas". (112) y (113) son inmediatas de la definición de II. Probemos 
(114) 
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Demostración H4  

I/ o q(c, ±) = f(c) para todo .± E S y ji < c < a. 

Sea x := q(c, si). Entonces 

= V H(x) • d-re q(c,i) = V H(x) • x(x). 

Ahora dado que por definición de f, fi(c) > O para pr < e < a tenemos que 

Vf/(x) O para todo x E S, y para todo µ < e < a. 

Notemos que S no es la imagen inversa de un valor regular de H ya que 
en la vecindad, ri((-19,p) x S), 11 O. Pero por (43) las hipersuperficies S, 
si son imágenes inversas de un valor regular de If paraµ < c < a. 

§3.2 El problema variacional 

Identifiquemos a Rm  con CN  

E  RN RN = R2N x = (sp, x9) 	 4-4 Xp 	= X. 

Así una curva periódica x : R --> FON,  x(t) = (x p(t), x g(t)) de periodo 1, la 
podemos ver como x : 	•--)CN  

x(t) = x p(t)-1-ix,i (t), 

con S' = R/Z, e inversamente. 

Consideremos el espacio de Hilbert (L2(S', CN ), (, )L2), donde 

(x, y)i,2 =
o 
 x(t)g(t)dt, 	= yp(t) — ¡hm 

y su base de Hilbert 

donde Clirikt  = (0,...,0, C 2'ikt  , 0,...,0). C = {erkli<j<N,kEZ 
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Dado que e es una base de Hilbert, X E L2(S1
, eN) puede ser expresado de 

manera tínica en términos de su serie de Fourier 

N 
~~ ,2nikt EC i...J i...Jak,;ci ,ak,j . (44) 
kEZi=! 

El espacio de Sobolev //11'l(S1, eN) puede ser descrito de varias maneras, 
para nosotros será 

N 

{x E /}(S 1,CN): E E 1 k 11 a~c,; 1
2 + E 1 ao,; 1

2< oo}, 
keZj=l l~j~N 

donde los términos ak,j corresponden a los términos de la expresión de x de 
su serie de Fourier, provisto del producto interior 

N 

(x, y) = Re(27r E E 1 k 1 a~c,;bk,j + E ao,;bo,;), 
k'/O i=l tSiSN 

N 
x _ ~ ~a ·c2nikt 

- i...J i...J k,J i , 
kEZj=l 

llxll = (x,x) 112
, 

N 

Y _~ ~b ·c211ikt 
- i...J i...J k,J j , 

kEZi=l 

que lo hace un espacio de Hilbert. A (/f112(S 1,CN),{, )) lo denotaremos 
por E. 

Ahora E tiene una acción natural de S1 que consiste en reparametrizar 
la curva x E E componiéndola con una rotación 

Ox(t) := x(t +0) c211io E st. 

E se puede expresar como la suma directa de los siguientes subespacios 
vectoriales cerrados, ortogonales y 5 1-invariantes 

x = x- + x0 + x+ E E- ffi E0 ffi E+ = E 

N 
p-(x) = x- =E Ea~c,;cJ"ikt, P0(x) = x0 = (ao,¡, ... ,ao,N), 

k<Oj=l 

N 
p+(x) = x+ =E Eak,;eJ"ikt. 

k> O j=! 
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Notemos que E° es el espacio de puntos fijos bajo la acción de SI  y su 
dimensión es N. 

Otro espacio de Sobolev que nos es de utilidad es II' (S1, C N ) , el cual 
puede ser descrito de varias formas dentro (le las cuales elegimos la siguiente 
para caracterizarlo. /11(S1 , CN) es el espacio de Hilbert que consta de las 
curvas cerradas x 	S' -) CN  tales que x es absolutamente continua y 

E L2(51,C8), en donde el producto interior está definido como 

N 
< u,t) »:= E DI+ J k 

kEZ i=1 

EZ E7- 1 donde se están usando los coeficientes de courier de u, y, u = Ek 	ukjerikt, 
k-N 	

2likt v 	EkEz 1—j=l nkie j 	' 

Sea II : R2N 	R una función de clase C' tal que 

1 V/I(u) 	b alur 	para todo u E R2N , con a,b> 0, ys>2 

Definamos goll  : E R por 

(01(x) := 	Ii(x p(t),;(0)di, x = 	ixq  E E 

Supongamos que (pli satisface las siguientes propiedades: 

* 	soy 	es de clase C1. 	 (45) 

** 	Apii(x)(1) = 
Jol 

VII(x p(t), xq(t)) • (e (t), ¿q(t))dt, 	(46) 

=11,1- ieg  E E. 

En la siguiente sección demostraremos que los hamiltonianos definidos en 
3.1.3 satisfacen todas estas propiedades. 

Definamos A : E ---> R por 

1 	1 

2 
A(x) := 

2
-(Lx,x) = -n21112  _. 11s-11 2), Lx = x+ x- 

Observemos que si expresarnos a A(s) = (, ) o F(x) , donde F : E->ExE 
está definida por F(x) = (Lx,x), entonces resulta claro que A(x) es una 
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función C1  ya que es composición de funciones C' , F lineal continua y ( , ) 

bilineal continua. 

Por tanto 

(x) := 72 (Lx, x) — 	11(x p(1),x9(1))dt, a: = xp + ixq  

es una función de clase C1  y 

	

DO11(x)(1) = (Lx, ¿) — Jol V' II(x p(i),xq(t)). (e r,(1),eq(t))dt, 	(47) 

donde = 	E E. De ésto se sigue, usando el teorema de representación 

de Riesz, que 

	

V411(x) = Lx — Vyoll(x). 	 (48) 

Ahora veamos que las soluciones de período 1 de 

O 
—I 

i(t) = 	H(x(t)) donde J ( O 
1 O \ Pi= 	 (Sil) 

O • 	1 tvxN 

son precisamente los puntos críticos de la funcional OH  : E 	R, 

h(x) = 
2 
— (Lx,x) — 	H(x p(t),xq(t))dt , Lx = x+ — x-  ,x = x p  ixq  

o 

PROPOSICION 3.2.1 Sea H leN  —› R una función de clase C1  
tal que 	

1 VH(u) 15. b+ a 1 u 1° 	para todo u E R2N , 

con s > 	que además satisface (45) y (46). Entonces x(t) es solución de 

período 1 de 

41) = JV 11(x(t)), x(t) = (x p(1),sq(t)) 

si y sólo si x es punto crítico de 

ckii(x) = 
2 

(Lx, x) — 	II(x (t),xer (t))dt, x = x p -1- ixq. 

Para la demostración de 3.2.1 necesitamos las siguienteS proposiciones 

62 



PROPOSICION 3.2.2 Sea z = zp + izq E /11 (S I ,CN ) entonces 

(Lz, 	= — l' J (Z p(1) , ,(t)) (4(0 , ¿q(t))dt , 	=¿p +i~q E E 

PROPOSICION 3.2.3 Sea H : 	R una función de clase C' 
tal que 

1 VII (u) 15_ + a u js 	para todo u E R2N , 

con s > 1, que además satisface (45). Sea x = x p + ixq un punto crítico de 
On entonces existe un único i = ip i'Xq E Hi (S1 , CN ) • tal que 

(4(0,40) = ./V1/(x p(t),x9(t)) c.d.q. 

y 
x (0) = i(0) 

Demostración de la proposición 3.2.1  
*) Sea x(t) 	(x p(t),xq(t)) solución de 

i(t) = ./V/I(x(1)). 	 (49) 

Tomemos x = xp ixq y e =¿p + E E. Por (47) tenemos que 

DOn(x)(1) 
	

(Lx 	
1 

— 	V H. (x p(t), x q (t)) • (4(1), eq(1))dt 

— lo J p(t), 19(1)) • (4(t), lq (1))(11 

	

lo 	(x p(1), x q(1)) • (ep(i), lq (1))dt 	por 3.2.2 

1 

o 
	(— J (X p(1), ig(1)) — H (x p(t), x q (1))) • (4( 0 , eq (t))dt 

= O 	por (49). 

Así DO/i(x)(1) = O para todo e E E. Por tanto x = x p + ixq es un punto 
crítico de On. 

Sea x un punto crítico de OH . Entonces por (48) 

O = VOii(x) = Lx — V 911(x) Lx = V son(x). 	(50) 
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Por 3.2.3 existe un único ;1 = 	-1- i4 E /11 (S I ,CN ) tal que 

	

(5; p(t),:i9(t)) = JVII(s p(i),xq (1)) c.d.q. 	(51) 

Y 
x(0) = 40). 

Probaremos ahora que 5: = x. Sea e = 	ieq  E C°°(S I ,CN ) 	y calculemos 

f 5 7 11(xp( 1),xq(1)) ' (4(1),19(1))dt = 
„   

= 	(1.,,.ip—ep±,)dt o 
= 	Re( i,1)1,2 	donde 

por (51) 

= -7  

en la penúltima igualdad se usó que las funciones son periódicas y se aplicó 
integración por partes (válido porque 4, iq son absolutamente continuas). 

Por otra parte 

J ' vwx,( i ),s,(0) . (1,,(0 ,19(1))dt = (vson (x), e) 
= (Lx,1) por (50) 

= (L1, x) L es autoadjunto 

= 	— 	J(4(1), eg(i)) • (xp)/q)dt 

= Re(x,1)L2 , 	= — iSP 

la penúltima igualdad se debe a 3.2.2. Por tanto 

Re(1, 1)L9 = Re(x,0 L2 para todo E 	:1 E C'(51,CN )}. 

Como la anterior igualdad es en particular válida para las funciones 
{erikli<i<N,kEzvo) entonces los coeficientes de sus respectivas series de 

Fourier, x = EkEz Er1 ak,ierikg  = EkEzE17-1akderikt , son iguales para 
k#0 i.e. 

= tiká 
	l< j < N, kEZ\(0), 

y como 

	

(E a,,,, , E ak,N) = x(0) = 1(0) = 	, E ak,N), 
kEZ 	kEZ 	 keZ 	kEZ 
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tenemos que 

ao,;  = ito j  1 < j < N. 

De lo que se sigue 
x 	e.d.q., 	 (52) 

y que á: y x tienen la misma expresión en series de Fourier, por lo que x E 
Hl (S CN ). Por tanto x(I) = (x p(t), 00) es continua y de (52) se sigue 
que á'; = x. Como :r(t) = (4(0, (t)) es solución de (SH) y VII es continuo 
entonces x(t) = (x p(1),;(1)) tiene derivada continua. 

Demostración de la proposición 3.2.2  
Sea z E IP (SI , CN ) y E E. Expresémoslos en términos de su serie de 

Fourier 

	

N 	 N 

	

Z = E E 	ak jer kt 	= E E 	bkier". 

	

kEz i=1 	 kEz i=i 

Calculemos 

(i, crikt)m i.(1)e7 2itikidi  

27r I z(t)ike72'ikt clt 

= 27rikak,i. 

integración por partes 

Por tanto 

Por lo que 

— J 1  Jcip(t),¡,(1)). (1,(1),1,,(1))dt = Re(4( 1 ) — i4(t),1(1))13 

= Re((—ii(t),1(1))1,2) 
N 

= 	2r Re E E kak,ibk,i. 
kEZ ;=1 

Por otro lado, de la definición de L y de ( , ) tenemos 

N 
= 27rRe( E E kakábk,i). 

kEz ;=1 

($5 

N 
= 27r E E ikak • eiyrikt 

j 	• 
kEZ i=1  



Por tanto 

(Lz, e) 	lo J(4(t), q(1))* (ep(1),1q(I))di• • 

Para la demostración de la proposición 3.2.3 necesitaremos el siguiente 

LEMA 3,2.4 Sea x E L2(S I ,CN ) tal que [x] = O, [x] := fe x(t)dt. 
Entonces existe X' E ill (S I ,CN ) tal que x=1,yX está determinado en 
forma única si su valor inicial X(0) es especificado. 

Demostración  Probemos el caso en que N = 1, el caso general es en-
teramente igual. Sea x E L2(St ,CN ). Por 1-161der 

o 
x(1)dt < (lo  t  I x(t) 12dt)112  = IlxliL2  < oo. 

Por tanto x E L'(S',C), Definamos 

i(t) = e + 
e 
 x(s)ds. 

o 
(53) 

Entonces X es absolutamente continua, 

i(0) = c = c + jol  x(s)ds = 41), [xj= O 

y 

V(1) = x(t) c.d.q. [Ruj página 176. 

Como X es absolutamente continua, i(0) = 41) y V(t) E L2(S',C) en-
tonces i E HI(SI,C). Supongamos que z E 1/1 (SI ,C) es tal que .1 = x y 
que z(0) = i(0) entonces 

z(t) = z(0) 	i(s)ds [Co] página 188 

= z(0) i(t) — c por (53) 

= x(t), z(0) = 5:(0) = 

Por tanto z = 

En la siguiente demostración se usan ideas del Dr. .1 orge Ize. 
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Demostración de la proposición 3.2.3  
Sea x un punto crítico de 011. Probemos que Vil(x(1)) satisface las 

hipótesis de 3.2.4. Sea ej  = (O, 	,0,1,0,... , 0) E E. Como x es un punto 
crítico de OH  entonces Lx 	por (48). De ésto se sigue que 

° = (V49/1(x),M 

O = 	5711(x(l)). 0)dt 	1< j< N 
o 

IVII(x(t))dt. 
O 

Por tanto el valor medio, Jul  ./V1/(x(t))dt , es cero. 
Ahora de nuetra hipótesis 

1 VII(u)15 b+ a 	r 	para todo u E leN , s > 721 , 

se sigue que JVH(x(1)) E L2(.51, CN ). Probémoslo. 
Como x E E entonces x E /1/(S I,C N ) para todo 1 < q < oo, ver Adams 

teorema 7.58 página 218, de donde se sigue 

	

I VII (x(t)) j 2dt < 21 (a2 	b2  x(t) 12s)dt 
o 

= 2a2  2b2fixe, 

< 2a2  20211x1123. 

Por tanto JVI/(x(0) satisface las hipótesis de 3.2.4, de donde se sigue que 
existe 'X E /1-1(S1,CN ) tal que 

= JVH(x(t)) 	c.d.q., 

y es único si :i(0) = x(0). 

Una referencia más extensa para este problema variacional es [B112). 
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§3.3 Nuestro problema variacional 

Recordemos que identificamos a Rm  con CN  

x = (x p, x9 ) E RN RN = R2N 4.4  = x 	, c/V ,  p 1 aq 

En la sección anterior vimos que si II : R2N 
-4 R es tal que 1 Vil(u) 1<b 

para todo u E R2N  con a, b > O, s > 2 y 

911(x) := 	H(x(1))dt 	(SH) 

satisface (*), enumerado con (45), y (**), enumerado con (46), entonces las 
soluciones de período 1 de la ecuación hamiltoniana 

41) = JVII(x(1)), 

son puntos críticos de 

1 
Off (x) = 

2 
—(Lx,x) — 	H(x(t))dt o 

donde Lx = — 

e inversamente. 
Notemos que si E 'Hs entonces 

1 VH(u)15. b 4- á I u I' 	para todo u E R2N , 

donde a y b son como en (37) y (38), y s = 2, esta afirmación se sigue de 
(42). 

En esta sección probaremos que si II E ns , familia definida en 3.1.2, 
entonces OH  satisface (*) y (**). Por lo cual buscar soluciones de (Sil) de 
período 1 es equivalente a buscar puntos críticos de h 

Notemos que no podemos determinar de antemano en que hipersuperficie 
de energía se encuentran las soluciones de (Sil) que han sido obtenidas como 
puntos críticos de OH. 

Pero 3.3.3 nos garantizará que si nos restringimos a puntos críticos, x, 
de OH  con valor crítico positivo, tfill(x) > O, entonces x estará contenido en 
alguna hipersuperficie difeomorfa a S y "cercana" a S. 

Probemos que si II E ns entonces 011  satisface (45) y (46). 
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PROPOSICION 3.3.1 ( 44/  satisface ( 4) y (") ) Sea /I E 7-ts 
entonces 

soll(x) := 	11(x(t))dt 

es una función de clase C"(E,11.) y 

II,oll (x)(1) = lo  V H(x(t)). ¿(1)dt. 

Además 995/  es compacto, donde Dson(x)(4) = (9o'5/(x),1) para todo E E. 

Demostración  Comencemos probando que D2  11 (x) II está acotada para 
todo x E R2N  

Por definición de 11, 11(x) = a 1  x 12  si 1 x 1>> O, digamos si 1 x 
Así 

2a 
(  0211 (x)) 
koxiaxi 	

o 

O 

2a 

si I x I> fi. 

De donde se sigue que 

IID2 /1(x)II := ihiirplki 	/1 1 D2 (XXiii, h2) 15 2a h1 	 13 h2  I= 2a 	si I x I> . 

Como DT es continua 

11D2 //(x)11 < M1 	si I x 

Por tanto 

iiD211(x)II < M = M1  + 2a para todo x E R2N. 	(54) 

Ahora por Taylor 

1 
1 11(x + h) H(x) — V 11(x)(h) 1 	72- 1 D211(c)(h, h) I 	c = tx + 

(1 —1)(x + h) p.a. t E [0,1] 
1 

< 	
2
-11D2  il(c)111 h 1 2  

< 	1  y2 M 	por (54). 
2 
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De donde se sigue que 

Soii(x h) —  (Pu (x) 

—
o 
 V 11(x(1)) • h(l)dt 1 < 	+ h) — (x) 	11(x(I)) • h(t)Idt 

• -1-11112 

< 2 ilhii 2  • 

Por tanto coi es diferenciable y 

1411 (x)(1) = lo  II(x(1)) 1(t)dt. 

Ahora veamos que //pu es localmente Lipschitz. Utilizando el teorema 
del valor medio y que liD2 H(x)11 < M para todo x E R2N  se prueba que 

l 	11(x -I- h) — V II(x) l< Mo  h1 V x, h E R2N , Mo  cte, 

de donde tenemos 

liD4011(x + h) — 1)4011(x)11E. := 	sup 1 	(VH(x(/) h(t)) — H(x(1))) • ; 
11451  

• sup Mo  I h(1) z(t) Idt 

	

11.1151 	° 
• sup Mo ll I h l  IlL2I1  I  z  I  Il L 2 

11=1151 

< 
< — Mollhli• 

Por tanto 1411  es localmente Lipschitz. 
Por último probemos que 91)5/  es compacto. Sea (x1)711  una sucesión aco-

tada de E. Porque E está compactar-tiente encajado en L2(S I ,CN), entonces 
hay una subsucesión de (x1)711  que converge en L2(.51 ,CN ). Supongamos 

que xi --f x en 1,2(51,CN). De ésto y de (55) se sigue que 

	

IlD9911(xi) — Dson(x)118. 	— xilt? —) o. 

Por tanto Dcpy es compacto, y del teorema de Riesz se sigue lo deseado. 
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Así de 3.2.1 y 3.2.2 tenemos 

COROLARIO 3.3.2 Sea H E lis entonces los puntos críticos de 

011 (x) = A(x) — f 11(x(1))dt, 

donde A(x) = 	,k(t). x(t)dt, son exactamente las soluciones de período 
1 de la ecuación 

i(t) = trVIAS(1)). 

Así nuestra búsqueda será ahora de puntos críticos x de la funcional din 
pero además debido al siguiente lema sólo nos interesarán aquellos puntos 
para los cuales 01/(x) > O. 

Observemos que si x(t) es una curva cerrada y C1  entonces 

(Lx,x) = 	J41). x(t)dt, 	 (56) 

ésto se sigue de 3.2.2 y de que x E H 1 (.51 ,Clv). 

LEMA 3.33 Sea I/ E lis • Y sea x(t) una solución de período 1 de 

41). JV H(x(t)), 	(S H) 

o equivalentemente x un punto crítico de On,  (por 3.2.1 y 3.3.1), la cual 
satisface 011(x) > O. Entonces x(t) E S, para todo 1 y para algún p < e < a. 

Demostración  Sea x(t) solución de período 1 de (S11). 
Supongamos que 1 x(0) )> R. Por ser x solución de (Sil) 

O = i(t) • 5711(x(0)= 11(x(1)) 	para todo t. 

Por tanto H(x(t)) = cte para todo t. Como cte = H(x(1)) = g() x(t) 1) y 
g(s) es estrictamente creciente si 1 s ¡> 11 entonces 

1 x(t) ¡=1 x(0)1 	para todo 1. 	 (57) 

2x(1)  
— Ji(l) = V H(x(t)) = g'(( x(1)1)2 x(t) 1. 	(58) 
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Calculemos 

1 
011(x ) = —

2 
 /v, x) — I H(x(1))dt 

o 

= fo  J41) • x(t)dt — 11(x(t))dt 	por (56) 

1 
= 72.01 x(0)1)1 x(0) 1 —g(1 x(0)1) por (58) y (57) 

< —
2

91(1 x(0) 1)1 x(0) 1 —a 1 x(0)12  ,g(s) > ase  

5 	a 1 x(0) 12  —a 1 x(0) 12 	, O < gl(s) 5,2as 
= O. 

En caso de que 1 x(0) 1< R entonces x(t) E S, para toda 1 y para algún 
e<a o x(t) E- cte. Pero para x(t) cte 

011(x) = — H(x(1))dt 5 O ya que 11(u) > O para todo u E RIN .  

Por tanto 

x(1) E 	para todo t y para algún µ < e < a. a  

§3.4 Nuestro problema variacional satisface las hipótesis del teo-
rema de enlace 

Recordemos que en la sección 3.1 construimos una familia de hamiltoni-
anos 'Hs  para S una hipersuperficie compacta y conexa. En esta sección 
demostraremos que para H E 7ls , la funcional OH  satisface las hipótesis del 
teorema de enlace, 2.3.3. Para ello primero probaremos que para cada c > O 
rfill  satisface las hipótesis del lema de r -deformación, 2.3.2, ya que el lema 
nos garantiza que si OH  satisface sus hipótesis entonces tiene la propiedad 
de r -deformación. De estas hipótesis sólo nos resta probar que OH  satisface 
(PS), para cada c > O. Después probaremos que se satisface la condición 
(L2) del teorema de enlace, para c°  > O adecuado. La condición (L1) se 
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probará en general para 11 E 'Hs  con cw y F adecuados. Notemos que los 
puntos críticos ci, de la funcional OH , obtenidos por el principio de minimax 
están en [e°, el. Para el caso en que la hipersuperficie es un elipsoide de 
cierto tipo, S = ¿, requerimos optimizar nuestro intervalo [c°, c°°), lo cual 
logramos refinando la elección del número c`x) que se obtuvo para el caso ge-
neral en que S es una hipersuperficie compacta y conexa. Así probarnos una 
versión adecuada de (L1) para hamiltoniarios muy específicos 11(  E A{ C "He . 
Esta aplicación más específica del teorema de enlace para los hamiltonianos 
/4 E A¿  se usará en el capítulo IV. En esencia ambas demostraciones de 
(L1) son iguales. 

Recordemos que identificamos a R2N  con CN  

= (sp, x 9 ) E RN x  RN = R2N (-4 x = Xp iXq E CN  

Comencemos probando (L1) para 11 E Hs  

LEMA 3.4.1 ( 0y satisface (L1) para F y c°° = b ) Sea H E lis 
{erkt}i <j<N ,1<k<ko y sea G = G(ko ) el subespacio vectorial generado por 

donde ellriki 	, O, 	, O, 	, O). Entonces 

Oti(x) < b 
	

para todo x E E-  U) E°  El) G, 

donde ko(H) = ko  > jo es como en (37) y b es como en (38). En particular 

O ff (x) < b para todo x E E-  ® E°  (1) F 

donde F = F(jo) es el subespacio vectorial generado por {er"}1<j<N ,1<k<jo 

Demostración 
Scaz=x- -1-z°+x+ E E" ED (DG. 

OH(0 ) = 1(0012  11x-11 2) -101  H(x(1))dt 

1 
< 2-(11012  - 0212) (-6+ al101112) 	por (42) 

1 	 1 
= -(1110112  + 	II 21,2) -allx°IIi2+(2110+11 2- allx+111.2)+ 6  .2) + 

N 

(irko  - «1°112 + b, 	2 = 2>r  E E k 1 aki 1 25 27rkollz+11,2) 
j=1 i<k<ko  

5 1). 1  
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Sean O < r1 < 	< rN números reales tales que si r?/r1 E Q entonces 
i = j. Definamos el elipsoide 

N 2 L 2 

:= {x E R2N : E x' 	 1}, 	 (59) 

	

i=1 	ri 

y ordenemos el conjunto P = {krr? : k E {1, 2, ...}, 1 < i < N} en una 
sucesión estrictamente creciente (de.). Notemos que d = k.irj para ki, ni J 	nj 
únicos. 

Cuando Ses el elipsoide y He E 1-Íz tiene la propiedad de que 

He(x) 	Afia 	para todo x E R2N 	(60) 

para algún jo E {1, 2, ...}, donde if(x) = 	
2+,2 

"*", Mio = cte, entonces 
podernos refinar la elección de e'. 

LEMA 3.4.2 ( ene satisface (1,1) para F y ec° = Mi, ) Sea H E 'He 
tal que tiene la propiedad (60) entonces 

A110 > 	sup 	OH4(z) 
rEE-rsverP 

donde F es el subespacio generado por {e2,:li t }j}1.1 donde 4= kirrl, 1 < 
jo. 

Demostración, Sea z = 0-4-0°4-z+ E E-EDE°G)F 	= rir„,ekni 2nit+ 
• kio brit 

• • • + r10 rnjo et2)0 	• 

1 	. 
Ibli<(0) = 0°11

2 
11°12) /01 IM X(1))(11 

2r 
--1-(ki4r,2,1 	 - 

Jor 
[dio il(x(t)) - Mioidt por (60). 

Como 

	

KÑ(x(i)) Mijdt = aio J r 	x1(1) 4. 241-N(1)di Mio 

	

i=r 	r • 

lik 112 2 

	

= (40 E 	 M10 ,~i(t) = (0, 	, xi(i), 
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01 ...Isi+N(1)1. ..°) 
111; 	111,  T 111 1112 	¡vi  

	

= 	jo 	 io • ? j=1 	 r  

Por tanto 
N 

014(X) < 	2  ki r/. r, 	10 0k • /11.210.10 — .10 E 
111 
	"2 	• 2 

, 

1112 

j=1 	' ' j 

	

,,2 	 12 
- 111- )1. 	(<1 —1 

	

1 30 	 2/, )rio  Mlio 7.1,  

< Alio  porque ((11).711  está ordenada en forma creciente. 

Así 
sup 	(x) < Mig. 

E-IDE0oF 
En lo que resta de la sección fijaremos If E lis . Ahora probemos que 

(bu satisface (L2). Esto se podría hacer como en [11Z) usando el teorema de 
Taylor, para lo cual necesitamos que On sea de clase C2, para probar que en 
efecto es de clase C2  se podría proceder como lo hace Struwe en el apéndice 
C de [St2]. En la siguiente demostración, que se debe al Dr. Jorge Ize, sólo 
se usa que 11 es continua, cero en una vecindad del cero y cuadrática fuera 
de una bola. 

LEMA 3.4.3 ( fin satisface (L2) ) Existen é y po  > O tales que 

(//ii(x) > c°  si z E Sit = {a E E+ 114 Po } 

Demostración  Dado que 11(x) 0 en una vecindad U de O y 11(x) = 
a 1 x 1 2  para 1 x 1> 21? (por ejemplo) entonces si p > 2 existe K, dependiendo 
de p, tal que 

11(x) 5 K 1 x IP , 

ésto es obvio dada la continuidad de 11. De donde se desprende que 

9611( Z ) = 11°112  11°112 	ll ( r ( I ))di  

.? 11°112  — lk-112  K 

ilx+ Ii 2 	K cP(P)iixii P  
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ya que por el teorema de encaje de E en LP  tenemos que 112'11LP < c(P)112111 
para todo 1 < p < oo. 

Así si al E E 
0/1(0) 11 011 2(1  Kizr). 

Tomando po  tal que po  = (2KcP)-F1-7i tenemos que 

ti2  
On(x) -22  para todo x E S. 

(PS), Se dice que OH  satisface la condición (PS), para e E R, si toda 
sucesión (x„)°°„_ i  para la cual OH  (Z„) -4  e y V4w(x„) -, O tiene 
una subsucesión convergente. 

En la siguiente demostración se sigue la idea que usan RIZIJ y desarrolla [St2), 
página 127, y se incluye una prueba hecha por el Dr. Jorge Ize, relativa a que 
la curva y es una solución trivial de la ecuación diferencial V(t) = 2aJv(t). 

LEMA 3.4.4 (di,, satisface (PS), ) Sea 11 E lis . Entonces OH satisface 
(PS), para cada e > O. 

Demostración  Sea (z„)111  una sucesión en E que satisface las hipótesis 
de la condición (PS),. 

Veamos primero que si (w„),°°,1  está acotada entonces tiene una sub- 
sucesión convergente. 

Como so'll  es compacta ( por 3.3.1 ) ((pill(x„))r,_ i  tiene una subsucesión 
convergente, digamos ella misma, win(z„)--, y. 

Así 
zrt - /71 = la(zn) = 5716ti(zri) +49it(ln) -+ y. 

Porque E°  tiene dimensión finita (0„)°3_i  tiene una subsucesión convergente, 
digamos ella misma. Por lo que 

Ahora probemos que (zn r„_1  está acotada. Supongamos lo contrario i.e. 
11z„11 	oo si 	--> 

1 (Soln(zn)/110n111")) 1 = 1 I: vli(x.(t)) • w(t)dt 1 /liza 

< Hvil(xn )Hwitwil L2  

liznil 
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Demos una cota adecuada para 11v inx„)1,:„. 

1 
(lo  j vii(sn(o) 12 d1) 1/2 

Por tanto 

< ( 	 1 V II (a; „(t)) 	dt.)112  
It:lin(t)1.5.R} 

1 V' I I (x „(1)) 	dt)112  
(1{blx.(01>n) 

(x n (I)) 2  di)'/ 2  -1- 2aliz„11L2 ( 
1(t:irri(t)191) 

< d(1 	„111,2) , d = max {2a, max 1 711(x) U. 
bi5R 

IIVH(x„)11L2 < d(1 

Así regresando a nuestro cálculo tenemos que 

	

17 /1(x„ )11.911wIlL2  < d( I 	+ II 21-111 2 )11tvilw 
liznil 	IIxnII 

< di 	 etc ya que ¡lz„11 

Por tanto 

1 W/1(0+1)/1101111, w) 15. (4111°11P 
	5_-- cte. 	 (61) 

De las hipótesis tenemos que 

	

11 0,111 
10 /(z„) -4 0. 	 (62) 

Tomando en (61) w soli(z„)/lizn il tenemos que 

Won)/110,11111 está acotado. 

Usando el teorema de Alaoglu y que Les un espacio de Ifilbert ( y por 
tanto reflexivo ), se sigue que los acotados en E son relativamente débilmente 
compactos (ver PI página 132 ). Así podemos suponer que 

	

:= 40111(xn)Iliztill 	y débilmente en E, 	 (63) 

entonces 
y n  —› y en L2  . 
	 (64) 
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Ahora veamos que y„ y en E. Probemos que 

	

11Thi — Y112  =(y,1,y„ — y) — (y, „ — y) --+ O 
	

(65) 

Usando (61) con w = y„—y y despues aplicando (64) tenemos que (y„, y„ —

y) 

 
I-< di 	— y1l L2 —› O, por tanto el primer sumando en (65)tiende a cero. 

Usando (63) tenemos que (y, y„ — y) —4 (y, y — y) = 0. Por tanto hemos 
probado (65). 

Así de (62) y de que y„ —4 y en E tenemos que, para y, = ' 

v;!. 	0; = 	n) = 
II 

1

n11
011(1 oi) + 'Y „ 	11. 

De este hecho aunado a que E°  tiene dimensión finita se sigue que 

—+ v en E. 

Además (v„)°,°1  converge casi donde quiera a v. 
Como 14, y en E y como L es continua entonces 

(LY„,v„) 	(Lv , v). 

Como por (62) 

(¢iii(x„),Hong ) —4 O para todo w E E , 

1  V H (lioniivri(1)) ' w(1)  dt (0111(z„),
II 	

)= (Lovn, 
w) 
 lo 	tird 

(Lv,  , 	
1 
 2av(t) • w(t)dt (L(v — v), w) 

— 	( V II allvn(t))  2av,,(t)) • w(t)dt 

jo  2a(v,,(t) — v(t)) w(t)dt, 

—› v en E y en L2  entonces sólo es necesario probar que 

/01  ( VII(Iliziliv„(0)  

	

2avn(t)) • w(t)dt 	0. 	(66) 
I 
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Ya que si suponemos ésto probado tenemos que (Lv, w) = Jj2av • wdt. Por 
la proposición 3.2.1 aplicada a il(x) = a I  x 12, y es punto crítico de la 
funcional asociada y por lo tanto solución de la ecuación diferencial') = 2a,/v. 
Reparametrizando y(t), b(t) 	v(t/2a), tenemos que 	es una solución de 
tO) = 	de período 2a. Como vimos en 1.1, tomando a l  = 1 = a2, 
las soluciones de esta última ecuación tiene período m7r, m E Z. Pero por 
nuestra elección de a (ver (37) ) tenemos que 2a E./ 27rZ. Por tanto la 
solución es trivial, y = O, lo que contradice el hecho de que 	= 1, Por 
tanto (11xn ir_ i  está acotada. 

Probemos (66). Sea .1„ = {t :1 xn(t) I> 2R} C {x E R2N  : VH(x) = 
2ax}. Entonces 

V 11(ilx„liv„(1))
2ay„ 	

V H(x„(1)) —2ax„(t) 
 1

2
dt 

h 	01,111 	
- 	(t))12d1 = 

./11, I 	11/n11 

11/n11 
Ahora veamos que el lema de deformación que presentan Ekeland y Hofer 

en [E112] (lemal página 559) es incorrecto. 

LEMA 3.4.5 ( Lema de deformación de Ekeland-Hofer ) Si II E 7-1.5  y 
U es una vecindad S' -invariante del conjunto de plintos críticos de OH  con 
valor e > O, entonces existe c > O tal que para algún h E r 

h(Ocir \ U) C (W` 	 (67) 

demostremos que el lema es falso 
En la definición que manejan ellos de I" se pide que si h E I" entonces 

existe p > O tal que h(x) = x si mEEy IIxII > p. Esta es la propiedad que 
no se satisface en 3.4.5, y demostrarlo es sencillo. Probémoslo. Supongamos 
que el lema 3.4.5 es válido con U una vecindad acotada, lizil < Al para 
todo x E U. Sea h como en (67) y tal que h(x) = z si wEE y 114 > P . 
Notemos primero que 

1 	 1. 
O1,(/) 1 = 2(111+11 2 — 111-11 2) — 1 "(s(1))(11 o 
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5 O 	si x. E E-  (I) 

y que para x = 	 2.7noro+rt , O, 	, (1), con l p I> (1(b+c-(-c))112  
y ko  como en (37) 

On(w) 	1(lix+11 2 — 11 0112 ) 	b 
	

por (42) 

= (ir(ko  1) — a)µ2  — b con a como en (37) a = (ko 	)ir 
2 

> e+ e. 

Ahora sean po  = max{M, p, (;4(b- c+ c))1/2 } , x = poelni(""i  y y E E-BE°  
tal que y # O. Y tornemos la curva z(r) = po(rx + (1 —r)y)/firz 	r)yil. 
Esta curva, satisface que liz(r)II = po  para todo r, OH(z(0)) < O y On(z(1)) > 

Por tanto existe ro  E [0, 1) tal que z(ro) E (kr \ 017`. Como h satisface 
(67) h(z(ro)) z(ro) lo cual es una contradicción a que h(z(ro)) = z(ro) ya 
que liz(r0)11 > po. 

Ahora probemos que la funcional OH  satisface las hipótesis de nuestra 
versión del lema de deformación. Antes de dar la prueba es importante 
hacer notar que para definir el grupo F, como en 2.2.1, es necesario fijar 
un subespacio vectorial de E+, S' -invariante y de dimensión finita.. En 
nuestro caso encontramos conveniente tomar el subespacio F generado por 

,C)), 	(O, ... ,O, e'riki)}1 <k< 

LEMA 3.4.6 ( Se satisfacen las hipótesis del lema de F-deformación 
) Sea II E lis . Para cada c > O, OH satisface las hipótesis del lema de 
Ir-deformación, 2.3.2. 

Demostración  Tomamos 011(z) := l(Lx, z) (-99/i(w))  con Lx 
x+ —x-. Que OH es CI.1(E,R) y cp'll  es compacto fueron probados en 3.3.1. 
Que (p H(z) > O es por construcción de II E 'Hs y que se satisface (PS) 
para c > O fue probado en 3.4.4. Soló falta probar que si x E E-  (DE' (.1) 
y IIxlI > p entonces rkii(z) < 0, de hecho ésto es válido si en lugar de F 
tomamos el subespacio vectorial G generado por {erini<i<N,1<k<ko  y ko  es 
como en (37). Probémoslo. Tomemos p = (2k0b)1/2. Y sea x E E-  «) E° (DG 
tal que 114 > p, z+  = Ei<k<ko  EN 1 akjerikt . Calculemos 

46ii(z) 5 2(I10112 — 11x-11 2 ) — jo1  H(x(t))dt 
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1 	 1 
< ( 2Hill2  — allx+1112) b — (211x

-N 2 
 + 4412 + 41112) por (42) 

N k 

< (E ¿_,‘12‘ r(k — (ko + 2)) i aká 12) b — 211 x-  +x°112  
i=1 k=i 

< IIIX+112L2 + b—  211x +x°11 2. 
1 	 1 

• ...17)11x+11.
9  
	 z0112 b  

1 
< —R0.1142  +I 

Por tanto 

01/ (x) 5 O si x E E' a) 	F y 114 ?_ p. ig 

Por tanto OH  satisface la propiedad de r -deformación para cada c > O, 
así como las demás hipótesis del principio de minimax, 2.3.3, (LI) fue probada 
en 3.4.1 para cc° = b y el subespacio F generado por {(c2likl, 0, 	, 0), 	, 
(0, , , 0, é21Till} 	diincE = Njo, y (L2) fue probado en 3.4.3. Además 
en el caso de que la hipersuperficie S es un elipsoide del tipo (59) y /4 E Al  
satisface (60) entonces (L1) se cumple para cw = M 0  y para el subespa-
cio F generado por {e2,,r,ik''}31:11, 1. < ni  < N, dimcF = jo. Por último 
antes de enunciar el corolario del teorema de enlace para G = S1, 2.3.4, 
observemos que hemos fijado el subespacio F para definir el grupo I" y así 
el pseudoíndice rys,. Recordemos que 

r;  := {Z C E : Z es S'-invariante , cerrado y 'yl,(Z) > j}. 

COROLARIO 3.4.7 Si II E 'Hs entonces 

:= inf sup (/)//(x) , 1 < j < jo, 
ZEr, xEZ 

satisfacen 

(a) O < < qui < < oo 

(b) cj  jj es valor crítico de OH  
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(c) Si i # j y ei,n  = ry y = c entonces 011  tiene un número infinito de 
S'-órbitas críticas diferentes, con valor crítico c. En el caso de que S 
sea un elipsoide y que HI  E 'H{ satisfaga (60) entonces Mi°  puede 
ser tomado como c" 

Es decir, dadas una hipersuperficie S c R2N  (de clase C", conexa y com- 
pacta), una familia (S, : 	< e < j) de hipersuperficies modeladas por S y 
O < ó < cY existen Njo  soluciones de período 1 de 

i,(t) = JVH(x(t)) 

en S„ „ . . , 	con 0 < eh • • eNjo  < b. 

Una hipersuperficie S compacta, conexa y de clase C' es de tipo contacto 
si existe un campo vectorial x de clase C", transversal a S (x(x) 	7;S 
para todo s E S) definido en una vecindad de S tal que el flujo yi (x):= y(1, x) 
inducido por x satisface 

	

.1Dqi (x)(v) • Drit (x)(w) = e'Jv • w 	para todo u, w  E R2N .  

A tal campo vectorial se le denomina dilatación shnpléctica, ver 1.1.5. 
Si S es de tipo contacto podemos como en Hofer-Zelinder [Hl] jalar estas 

soluciones a nuestra hipersuperficie S usando la dilatación simpléctica. Sin 
embargo nada nos garantiza que estas soluciones no sean todas sino múltiplos 
de una sóla. 

En el siguiente capítulo daremos una condición geométrica que garantiza 
el que todas estas soluciones sean geométricamente distintas. 

Antes es importante hacer notar que el corolario 3.4.6 implica un resultado 
un poco más general que el obtenido por Hofer-Zehnder [1111] (la suavidad 
de la hipersuperficie baja de C" a C2 ) y por consiguiente el corolario de 
éste, el teorema de Viterbo [Vi], en una versión más general: 

TEOREMA 3.4,8 ( 'Teorema de Hofer-Zehnder para hipersupercifies de 
clase C2  ) Sea S C R2N  una hipersuperficie compacta y de clase C2  y sea 
y una familia parametrizada de hipersuperficies modeladas por S. Entonces 
existe una constante d = d(i) > O tal que para cada O < 6 < 1 existe 1 e l< 6 
para la cual la hipersuperficie S, tiene una órbita periódica x que satisface 
la estimación 

O < A(x) < d 
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donde A(x) 	fa J.k(t) • x(1)dt,x(0) = x(1). 

Cabe hacer notar que dada S C R2N  una hipersuperficie compacta y 
de clase C2  existe f : U —►  R, con U vecindad abierta de S, función de 
clase C2  tal que f'► (0) = S y V f(x) 	O para todo x E 	Así el 
flujo inducido por el campo gradiente produce una familia parametrizada de 
hipersuperficies modeladas por S, como se observó en 3.1.2. 

Del teorema 3.4.8 y de 4.2.3 tenemos 

TEOREMA 3.4.9 ( Teorema de Viterbo [Vil para hipersuperficies de 
clase C2  ) Sea S C R2N  una hipersuperficie compacta, conexa y de clase C2, 
para la cual existe un campo vectorial x : U —4 R2N , U vecindad de S, con 
las siguientes propiedades: 

• x(x) 	713„9 para todo xES(x es transversal a S). 

• JDyt(x)(u). Drt ► (x)(v) = et.lu • v para todo u, y E R2N , para todo x E U 
para todo 1, 

donde Drl► (x) es la diferencial de 	: U —►  R2N  en el punto x y ye (x) = 
y(1, x) es el flujo inducido por x. Entonces S tiene una órbita periódica. e  
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4. MULTIPLICIDAD DE ÓRBITAS 

§4.1 El problema y su independencia del hamiltoniano 

Sean S una hipersuperficie compacta de clase al menos Ci 'l  y U C R2N  
una vecindad abierta de S. Tomemos una función H : U --f 11 tal que 
11-1(a0). S para algún 00  E R. Además pidamos que II satisfaga 

(i) /1 E CI NU,11) i.e. H es de clase C' y Vil : U --> R2N  es localmente 
Lipschitz, 

(ii) a0  es valor regular de H, 

para la existencia de una tal H vease por ejemplo [Lii. 

Deseamos saber si la ecuación diferencial 

1 	O 
(t) = JVII(x(t)) donde J = 

1 O ' 
(O -1 ) 

1 NxN 

la cual se conoce como la ecuación Hamiltoniana, tiene sobre S varias solu-
ciones periódicas geométricamente distintas , i.e. x(t) E S para todo t, y 
las soluciones no son reparatnetrizaciones de la forma x(t t0) con 10  una 
constante (en el trabajo se dará una respuesta sólo para familias de hiper-
superficies de tipo contacto restringido, noción que se definirá en la sección 
4.2.1.) 

Observemos que la búsqueda de soluciones, x(t), sobre S de la ecuación 
(SH) se puede realizar con cualquier función H que satisfaga (i) e (ii), con 
H-1(a0) = S para algún a0  E R. Veamos, sean 

• 111, H2  : U 	R 

tales que satisfacen (i) e (ii). Tomemos 

A(x) = IIVH2(x)11/1157111 (x)11, 
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definida en una vecindad de S en la que Vlli (x) O y 0112(x) # O para 
todo x. Y supongamos que V /11(x) y V/I2(x) tienen el mismo sentido para 
todo x E S. Así 

VII2(x) = A(x)V111 (x). 

Sea x(1) una solución, contenida en S, de 

i(t) = JVH1(x(t)). 	(ni ) 

Como )1(x) es localmente Lipschitz existe r(t) tal que 

dr 
(7t- .Aoso r(t), r(0)=0. 

Como l'(1) > O entonces r es estrictamente creciente y sobre R. Por tanto 
proponemos para la reparametrización a r(t) y como solución de (8112) a 
y(t) = x(r(t)). Veamos 

J(t) = 5i r(t)47.(i)) 
= ) o x o r(t)J57 /11(x(r(t))) 

= )1(y(0)JVilt(Y(/)) 
= 	.1V 112(y(t)). 

Notemos que si x(t) es de período T, entonces y(t) es de período T, donde 
= r(r). Por tanto y(t) es solución de (.9112). La inversa se hace en forma 

análoga. 
Así la existencia de soluciones periódicas sobre S de la ecuación hamil-

toniana (Sil) no depende de la función hamiltoniana, 11, que se use. Esta 
función sólo matiza la solución vía la parametrización. A la traza {x(I): t E 

R} de una solución periódica x(t) de (Sil) se le denominará órbita. Así lo 
que buscamos son órbitas contenidas en S, y lo que hemos visto es que ellas 
son las mismas si en (SIII sustituimos II por algún otro harniltoniano 11 que 
satisfaga (i) e (ii) con 11'1 (ao) = 8 para algún izo  E R. 

Ahora podemos ir un poco más allá y prescindir. de la función hamil-
toniana planteando nuestro problema en términos puramente geométricos. 
Denotemos por gx  la recta perpendicular a 71,9 y £2;  := {J(p, q) = (—q, p) E 

RN  x RN  feN  : (p, q) E Ar, }. Entonces buscamos subvariedades, C, de 
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S de dimensión 1 difeomorfas a Sr , donde el difeomorfismo es de la misma 
clase que la variedad, tales que 

T,C = ,Cs  para todo x E C. 	 (68) 

Tales subvariedades son llamadas características cerradas. Veamos que una 
órbita da lugar a una característica cerrada. Sea x una órbita contenida 
en S. Tomemos 11 : U --> R un hamiltoniano de la misma clase que la 
hipersuperficie, tal que 011(x) 	O para todo x E S y 1/-1(a) = S para 
algún a E R, con U vecindad abierta de S, ver por ejemplo [Lij. Entonces 
podernos parametrizar a x de tal forma que 

d:(t) = .1V H(x(1)) x(0) = x(T). 

Así la traza de x(t) es una variedad difeomorfa a Sr , en donde el difeomor-
fismo x(1) es de la misma clase que S. La otra condición es clara ya que 
i(t) E £x. 

Chequemos la inversa. Sea C una característica cerrada contenida en S, 
entonces existe y : Sr  --> C difeomorfismo, Así Y(1) O para todo t E Si . 
Tomemos un hamiltoniano 11 que satisface (i) e (ii). Supongamos que Y(1) 
y JVH(y(t)) tienen el mismo sentido para todo 1. Definamos 

A(1) — 	 

Como .\ es localmente Lipschitz existe r(t) tal que 

di 
(-Lr(1) A(r(1)). 

Dándole a C la parametrización x(1) = 7(r(1)) satisface la ecuación 

i(1) = JV H(x(I)). 

Por lo que C es una órbita. 
Resumiendo, usaremos. la siguiente notación para el resto del capítulo: 

Órbita contenida en S: es {x(t) : 1 E R} donde x(1) es una solución 
periódica de (Sil) contenida en S, con II corno al principio de la 
sección. 
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Órbita periódica contenida en S: es una órbita contenida en S provista 
de una parametrización regular x(1), 1 E R. 

Característica cerrada contenida en S: es una órbita contenida en S 
vista como una curva geométrica difeomorfa a S r , o equivalentemente 
es una subvariedad de S difeomorfa a S1, que satisface (68), donde el 
difeomorfismo es de la misma clase que la variedad. 

Dado que la respuesta que ofrecemos en este trabajo es para hipersuper-
ficies de tipo contacto restringido, definición 1.1.7, cabe la pregunta 

Cuál es la ventaja de trabajar con hipersuperficies de tipo contacto 
restringido (T. C. R.)? 

Y la respuesta que yo daría es que para hipersuperficies de T.C.R. es 
posible relacionar la geometría de la hipersuperficie con la geometría del 
espacio produciendo un hamiltoniano distinguido H para el cual podemos 
tener estimaciones de los periodos de sus soluciones (vease 4.2). 

§4.2 La familia. Hipersuperficies de tipo contacto restringido 

DEFINICION 4.2.1( Dilatación simpléctica ) Un campo vectorial 
x R2N  -4 R2N  de clase Cc° es una dilatación simpléctica si 

./Drp(x)(u). Drii(x)(v) = etiu. v 	para todo u, v E R2N, 	(69) 

para todo x E R2N  para todo t, 

donde Drit (s) es la diferencial de lit R2N 	R2N en el punto x, yi(x) 
y(t,:r) es el flujo inducido por x, J(p, q) = (—q, p) con (p, q) E RN  x RN  = 
R2N  y 'Y denota el producto escalar usual de R2N  

Observemos que si escribimos el producto escalar de R2N  en forma ma-
tricial 

1r U = ILV
T 
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y tomamos A = Diit(s), = O I  O
—I ) ,T= \ 	. 

1 N xN 

1 

O 

entonces 

	

(J AuT 	= 	uT)T vT 

ItAT  J T  AvT  = etuJTvT  para todo u, v E R2N  

AT  JA = et,1 ya que JT  = 

4.1.2 Ejemplos 

(a) x(x) = 1x es una dilatación simpléctica: El flujo inducido por x es 

71(1,x) = el t x, 

así 

JDilt (x)(u) • 141 (x)(v) = J(cl'u) • (e2 

= et./u • u. 

(b) x(p,q) = ((1 — c)p,cq), e > O número real fijo, es una dilatación 
simpléctica: El flujo inducido por x es 

9(t, x) = (e(1-1)tp, ectei), 

así 

Jllgt(x)(u). Dyi(s)(v) = j(e(1—c)tup, ect vg) (e(1e)tvr, ett 

c(1-`)t1L p) • (e(1 	eau,t ) 

et.lu 

	

(e) Sean x R2N 	R2N una dilatación simpléctica cualquiera y rl el flujo 
i t  

inducido por x. Sean Y(x) = 	v(I, x) = e2 x el flujo inducido por 
Y y to  un número real fijo. 

Entonces el campo vectorial 

X(x) := ei0/2 x(e-lx) 
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es una dilatación sirnpléctica, que induce el flujo 

!o. _!o. ((t, x) = v(t0 , q(t, v( -t0, x))) =e 2 r¡(t, e 2 x). 

Demostración Veamos primero que ((O, x) = x. 

((O,x) = v(to,q(O,v(-t0,x))) 
= 1'(t0, v(-to, x)) 
= X. 

Ahora calculemos 

el 
dt ((t, x) 

d 
= dt''(to,r¡(t,y)) y=v(-to,x) 

Por tanto 

d = Dv10 (r¡(t,y))(dtr¡(t,y)) 

= Dv,0 (q(t, y))(X(V-t0 11t0 (r¡(t, y)))) 
= e'o/2X(V-toVto(77(t,y)))) 
= X(v(to,q(t, 11(-to, x)))) 
= X(((t,x)). 

d 
dt((t,x) = X(((t,x)). 

Por último veamos que X es una dilatación simpléctica. Calculemos 

JD(1(x)(u) · D(1(x)(v) 

= JDIJ10 (17t''-t0 (x)) o Dr¡,(V-t0 (x)) o D1'-t0 (x)(u) · J Dv,0 (r¡,v-10 (x)) 
oDq1(1'10 (:1:)) o ]),,_,0 (x)(u) 

= c10 e1e- 10 Ju · 11 aquí usamos 4.2.1. • 

(d) Si en el inciso (e) en lugar de tomar el campo Y(x) = ~x tomamos 
como Y(x) a una dilatación simpléctica cualquiera, entonces el campo 
vectorial 
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es una dilatación simpléctica que induce el flujo 

((t, x) = v(to, g(t,v(-10, 

La demostración es analoga a la de (e). 

Dada una hipersuperficie S podemos deformarla usando el flujo gt  inducido 
por un campo vectorial definido en una vecindad de la hipersuperficie. Una 
situación interesante se da cuando la deformación preserva características 
cerradas. En el siguiente resultado probamos que los campos vectoriales que 
satisfacen (69), en particular las dilataciones simplécticas, tienen la impor-
tante propiedad de que la deformación de S obtenida por rit  lleva carac-
terísticas cerradas contenidas en S en características cerradas contenidas en 
qi (S). Es importante observar que esta propiedad la tienen otros campos 
que no son dilataciones simplécticas, por ejemplo: x(x) = ex, O < c, c 
para una discusión más general sobre ésto ver [HZ21 página 122. Notemos 
que esta propiedad en particular nos dice que para una hipersuperficie S de 
tipo contacto, definición 1.1.6, si la hipersuperficie Si  = yi (S) tiene al menos 
una órbita periódica entonces también S tiene al menos una órbita periódica. 
Dado que esta propiedad más el teorema de liofer-Zehnder dan el teorema 
de Viterbo me parece adecuado dar dos pruebas de ella, la segunda se debe 
al doctor Jorge Ize. 

- 	LEMA 4.2.3 Sea S C R2N  una hipersuperficie compacta y de clase C1. 
Sean x : U -4 R2N ,. U vecindad de S, un campo vectorial de clase C1  con 
la propiedad (69) y 71 el flujo inducido por X. Entonces, para cada t 

C th(C) 

es una correspondencia biyectiva entre las características cerradas contenidas 
en S y las características cerradas contenidas en la hipersuperficie compacta 

:= yi (S). 
Demostración 1  
Fijemos t, tomemos una característica cerrada C contenida en S y defi- 

namos la correpondencia 

C H qt (C). 

Veamos que th(C) es una característica cerrada en Si. Por definición de 
característica cerrada, C satisface: 
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(1) C es una subvariedad de S difeomorfa a S' , digamos que ry : S' ---> C 
es un difeomorfismo, 

(2) 7'„C = r, para todo x E C, donde £s  := (J(p, q) = q, p) E RN  x 
RN = RIN : (p, q) E Arr  } y Ar denota la recta perpendicular a 11,S. 

Probemos que yi(C) satisface el análogo a (1). Observemos que 7h : RIN  --> 
R2N  es un difeomorlismo. Así th(C) es una subvariedad y qi  o ry S1  
ni (C) es un difeomorfismo. 

Ahora probemos que ni(C) satisface el análogo a (2), i.e. que '.1',1,(x)ni (C) = 
Gn,(r). Para probarlo notemos que, dado que 71,,,(x)iii(C) y £,,(s)  son sub-
espacios de dimensión 1, basta probar que 71,,wri1(C) C Cns(r). Tomemos 
ti E T„,(,)qt (C) = Dqt (x)(7',C) y fi E 71„,(r)1)g(S) = Dqt(x)(11,S), digamos 
que ü = Dqi(x)(u) y que v = Dqi (x)(u). Así 

w(ü, 	= w(Dqi (x)(u),Dqt(x)(y)) 
= 	et w (u, y) 

= O 	para todo i) E Tn,( x)1ii(S), 

donde w es como en 1.1, i.e. w(ii, = Jú • 0. Corno 

:= 	{J(p,q) = - , p) : (p, q) E .Arm(r) } 
= 	E Tm(x)rii (S) : 	= O para todo v E Timvi(S)) 

entonces ü E £,n (r). 
Así Th(C) es una característica cerrada contenida en Si. 
Como además qi  o 	= C = 	o qi(C) entonces 

C 

es una biyección. 

p mostración 2 Si x E S = 11-1(a) entonces ni(x) E qt(S) y no nece- 
sariamente 11(qt (S))= cte. 

Si x(r) es una solución de 

dx 
-d-r- = JVH(x(r)) x(0) = x(T) E S 	(SH) 
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entonces x(r) E S para todo r. Y así lit (x(r)) es una curva, de período T, 
en rit (S) que satisface 

o x(r) = Dui(x(r))(—
dx

) = [A.45 7 11(x(r)))T i T  , 
dr' 

con AT J A = etJ (lo cual es equivalente a ATJ AJ = —eti AJ = e:U (AT)-1). 
Si definimos un nuevo hamiltoniano 

— elAJCV (ni(x(r)))AnT  

= 	e-t [c9 (AT )' AT  1-1(ni(x(r))))T 1T  

= 	[AS 71? (tit(x(r) rir  

O equivalentemente expresando el término derecho en notación no matricial 

drii(x(r))  _ jv flOit(x(r))). 
dr 

Por tanto rh(x(r)) es una solución de la ecuación diferencial (SH), en donde 
la 11 es remplazada por if y S es remplazada por rIt (S), i.e. una curva 
característica sobre nt(S). • 

DEFINICION 4.2.4( Hipersuperficic de tipo contacto restringido ) 
Una hipersuperficie S C R2N  compacta, conexa y de clase C°° es de tipo con- 
tacto restringido si existe x R2N 	Rrn  dilatación simpléctica transversal 
a S i.e. x(x) e/ TrS para todo x E S. Nos referiremos al flujo inducido 
por esta dilatación simpléctica como flujo simpléctico. 

4.2.5 Ejemplos 

(a) Las hipersuperficies suaves i.e. que son de clase C°°, que tienen forma 
de estrella son de tipo contacto restringido: Sea S C R2N tina hiper-
superficie en forma de estrella i.e. tal que ir : S --> S2N-' , ir(x) := 

[1(x) := H(n_t(x)) 

entonces fi i„,(5). aei. Además 57(1? o rit )(x) = e"17 H(x) = V 1-1(nt (x))A, 
por la regla de la cadena. Por lo que 

dril  o x(r)  
dr 
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x/ I x I es un difeomorfismo de clase Cl. 7r se puede extender a 
: /12N  \ {O) --) 	ir(x) 	x/ I x I. 

Porque 7r Is= IT y r es un difeomorfismo entonces 

D7r(x) I7i9 TrS 	T,(r)S2N-1  

es un isomorfismo lineal. Tomemos u = x/ I x I, corno D7r(x)(u) = O 
entonces u I 1,S. Por tanto x(x) = lx es transversal a S y por 4.2.2 
(a), x es una dilatación simpléctica. 

Figura 3 

(b) Sea ir : 112N 	RN , r(p,q) = p donde (p, q) E RN  X RN  = R2N. 
Tomemos S C R28  una hipersuperficie suave, compacta y conexa que 
tiene las siguientes propiedades (ver figura 3): 

(i) r(S) es una variedad con frontera difeomorfa al N-disco DN := 
{x E RN  :{ x 	1), 

(ii) para cada p en el interior de r(S), la intersección ir - 1  (p) n s tiene 
forma de estrella en 7r-1(p), 

(iii) para cada p en la frontera de r(S), r-1(p)ns consiste de un solo 
punto (p,0). 
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En [We2] se prueba que el campo x(p, q) = ((l—c)p,eq), para O < e < 1 
adecuada, es transversal a S. Así por 4.2.2 (b) S es una hipersuperficie 
de tipo contacto restringido. 

(c) Sea S una hipersuperficie de tipo contacto restringido. Así por definición 
existe x /12" ---) R2" dilatación sirnpléctica transversal a S. Sea q 
el flujo inducido por x . Entonces S, := q,(S) es una hipersuperficie de 
tipo contacto restringido, 

Demostraciétt  POI. 4.2.2 (d) el campo vectorial 

X(x) = Dii,(y_,(x))(x(v_,(x))) 

es una dilatación simpléctica. Veamos que además es transversal a Se . 
Sea x E Sc. Entonces ri.„(x) E S 

X(77—e(x)) 	ln--,(s)S 
	

porque x es transversal a S. 

Porque y, es un difeomorfismo entonces Dqc (y_e (x)) 	Tn_,(r)  
TrS, es un isomorfismo lineal. Por tanto 

X(x) = D7k(n,(x))(x(71,(x))) El TxS,. 

Una observación a la demostración: en el caso de que x sea lineal 
entonces X(x) = x(x). 

En nuestro trabajo posterior es de mucha importancia el conjunto que con-
siste de los múltiplos enteros positivos de la acción calculada en las carac-
terísticas cerradas contenidas en S. 

DEFINICION 4.2.6( La acción a(C) ) Sea C una característica ce-
rrada contenida en una hipersuperficie S. Definimos la acción 

a(C) := 	E piclqi  
c ii 	• 

suma de las áreas encerradas por las proyecciones (pi, qi). 

Observemos que la acción está relacionada con la función A(x) definida en 
la sección 3.2 como sigue: Si x(t) es una parametrización regular de periodo 
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1 de la característica cerrada C cuyo periodo mínimo es To 	h E N, y 
x(I) le da exactamente k vueltas a la curva C, entonces 

	

A(x) := 	
2 	

• x(1)1 
o 

k 	. 

	

= 	— 2— o  .1x(t). x(t)dt 

= ka(C). 

Esto, a la luz de 4.2.10, motiva nuestro interés por el conjunto Es, de los 
múltiplos de las acciones de las características cerradas contenidas en S, 

ES  := {ka(C) > 0 : C es una característica cerrada contenida en S, k E Z). 

Es importante notar que A(x) es independiente de la parametrización de 
x(t). Sólo depende del número de vueltas k y de la acción a(C). 

Tomemos en R2N  el sistema de coordenadas (pi,...,pN,qi,...,qN), Y 
consideremos la estructura lineal simpléctica canónica de R2N  definida por 
la forma bilineal antisimétrica no degenerada 

w(x,y) = Jx•y 
N 

mg; - qii5i, 
i=1 

donde x = 	. , pN, 	. ,qN) y = (ni,. • • ,fitst,41, • • • , iiN), Y " 	denota 
el producto usual en R2N. 

Ahora tomemos la 2-forma diferencial en R2N  

N 
W := E dpi  A dqi. 

i=1 

Notemos que para cada x E R2N, w define en el espacio tangente MON  = 

R2N  una forma bilineal antisirnétrica, no degenerada que coincide con w. 

LEMA 4.2.7 Sea S una hipersuperficie de tipo contacto restringido, x 
la dilatación simpléctica y ri el flujo respectivos. Para cada 
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es una biyección entre las características cerradas de S y las de 8, tal que 

a(ri,(C)) = e' a(C). 

En particular Es, = &Es. Y si "±(1) es una parametrización regular de 
C de periódo 1 entonces A(x) = ¿A(,) donde x(t) := ihMt)) es una 
parametrización regular de th(C) de periodo 1. 

Demostración  Que la correspondencia es una biyección se probó en 
4.2.3. Probemos que 

a(n,(C)) = a(C). 

Sea C una característica cerrada contenida en S. Por 4.2.3 *6' := rh(C) es 
una característica cerrada contenida en 71,(S). Tomemos el pulí back de w y 

Th, 

( 71:w)x(vb y2) := wri,m(D21,(x)(vi ), Dlic(x)(Y2)) 

= w(Dr7c(x)(vi), Dilf(x)(v2)) 
= e`u (v v2 ) 

= 	e`wx (vi , v2 ). 

Por tanto 
= ecw. 

Ahora calculemos 

N 

:= fig(C)IPidgi 

= 	(.4.1 	ON = C. Por el teorema Stokes 
,),(N) 

= £7,:w Por el teorema de cambio de variable 

ver. por ejemplo IAMRI página 466 

= 	eeth? 
N 

e'  I Epid, por el teorema de Stokes 
c 

= 	e' a(C). 
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Por tanto 
a(71,(C)) = e' a(C). 

El resto del enunciado del lema se sigue de lo anterior y de la observación a 
4.2.6. 

La estructura de contacto x de S nos permite definir un hamiltoniano 
distinguido: 

H(x) 	c 	si 71(c, 	= x con 	E S, 

donde y : (-19,á) x S —, R2N  es el flujo inducido por x, con y(0, x) = x 

(ver ejemplo 3.1.2) yxEU := 7/((—b,ij) x S). 
Este hamiltoniano tiene la propiedad de que si parainetrizamos una órbita 

contenida en S mediante x(1), de modo tal que 

;i:(t) = ,IVH(x(t)), 	 (SH) 

entonces su periodo está, dado en términos de la función A definida en la 
sección 3.2 (ver proposición 4.2.9), y el conjunto Es  es justamente el con-
junto de todos los periodos de las soluciones de (SH) (proposición 4.2.10). 

Definamos la familia 'Hs de funciones hamiltonianas como en 3.1.3 a par-
tir de la familia parametrizada de hipersuperficies dada por el flujo simpléctico 
q(t, x), ver 3.1.2. Tenemos entonces el siguiente resultado. 

LEMA 4.2.8 Sean H E 'Hs y x un punto crítico de OH. Si OH M > O 
(o más generalmente si x(t) E S, para todo t y para algún II < e < a) 

	

entonces A(x) = f'(e) donde A(x) = 	Ji(t) • x(t)dt y H(x(0)) = e i.e. 

x(1) E S, para todo t. 

Demostración Comencemos calculando la derivada de Lie de w en la 
dirección de x, la cual es una 2-forma diferencial de Hm, 

L„w(x)(th, o2) := 
dt ii=0 w(71i(x))(Drit(s)(vi), Dili(x)(v2)) 

7/7 it=0 w(Dl)t(x)(v 1 ), Drig (x)(v2)) 

dt 
l i.0  etw(vi , v2 ) 	por x es una dilatación simpléctica 

( w(,x),vi , v2) vi, u2 E  Triz2N =
RIN 
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Por tanto 
Lxw 

Tornemos la 1-forma, A El ixw, obtenida corno el producto interior o con- 
tracción de x y w 

A(x)(e) := w(x)(x(x), v). 

Y usando la fórmula de homotopía o fórmula de Cartan, [Ar] página 198, 
obtengamos la derivada exterior de A 

d1\ = dixw = Lxw — ixdw fórmula de Cartan 
N 

= Lxw — ixd(d(Epi  A dqi)) 

= l xw 

= w. 

Por tanto 
dA = w. 

Sea x E S„ ji < e < a. Calculemos 

A(x)(Jvii(x)) = ixw(x)(JvH(x)) 
w(x)(x(s), JvH(x)) 

= w(x(x),P911(x)) 
—w(JV H(x), X(s)) 

V H (x) X(x) 

t (e) 	por (43) en 3.1. 

Por tanto 
A(x)(JV (x)) = (e). 

Ahora sea x un punto crítico de 	tal que OH M > O. Por el lema 3.3.3 
x(t) E S, para todo t y para algúnµ < e < a. 

Calculemos el valor de A(x) 

A(x) := —2  11  J 41) x(t)dt 
o 

=
2 	.(i). x(t)dt T = min{T x(T) = x(0)} , kT = 1. 

o 
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N 

= 	
f 

Eindq¿ C curva cerrada simple parametrizada por x(t). 

= 	
k f

w (9N = C, por el teorema de Stokes 
N 

= k di\ 
N 

k I A por el teorema de Stokes 

= 	.r(c) 

= f(1). 

PROPOSICION 4.2.9 Si x es una solución de i(t) = JVH(x(t)) con 
x(0) = x(T) E S entonces T = A(y) donde A(y) := 	fo Jú(t) • y(t)dt y 
y(t) := x(Tt). En particular, si T es el periodo mínimo entonces T = a(C) 
donde C es la característica cerrada parametrizada por x y a es la acción. 

Demostración  Sea y : (—t9, t9) x S —› R2N, 	t9 > O, la familia 
parametrizada de hipersuperficies modeladas por S, dada por el flujo simpléctico, 

:= y(t, x). Tomemos co E (0,t9) tal que —co E (-1909). Sea S = 
n_e.{,(S) y tomemos la familia parametrizada de hipersuperficies modeladas 
por S, yi _<0 . Definamos el hamiltoniano 

H(y) =e  si th(y) =y, y ES.  

Notemos que H(y) = H(y) + eo. Sea x(t) solución de 

i(t) = JVH(x(t)) 

con x(0) = x(T) E S entonces x es una solución de 

4t) = JVH(x(1)) x(0) = x(T) E S = 9„ 
Si repararnetrizamos y(t) = x(Tt) tenemos que 

y(t) = T•1711(Y(t)). 

Tomemos f tal que f'(co) = T como en la definición 313, y a partir de 
ella definamos un hamiltoniano H E 'H.§ , como en 3.1.3, usando la familia 
parametrizada de hipersuperficies modeladas por S, nt _to . Así 

ü(1) = f'(co)JVH(y(t)) = J711(11)). 
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Corno las soluciones de período 1 de (Sil) corresponden a los puntos críticos 
de tfill, 3,3.2, entonces y es un punto crítico de OH  que además satisface que 
y(t) E S = S„ para todo t. Así por 4.2.8 

A(y) = t(co) = 

'PROPOSICION 4.2.10 Es = {T T es un período de alguna solución 
x(t) en S de ,i(t) = JVH(x(1))). 

Demostración  Sea b E Es. Por definición de Es, b = k fc 	pidqi, 
donde C es una característica cerrada contenida en S. Tomemos una para-
metrización regular x(t) de la característica C tal que 

k(t) = JVH(x(t)), 

y digamos que el período mínimo de x es To. Por 4.2.9 sabemos que 

A(y) = 710  con y(t) = x(Tot). 

Pero 

	

A(y) := 
	¡1  JP(t) • y(t)tit 

N 

	

= 	
c 	

pidqi  porque 1 es el período mínimo de y 

b/k. 

Por tanto 
b = kTo. 

La inversa es clara. a  
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§4.3 Un resultado de multiplicidad 

Sean 	C .11.2N  hipersuperficios compactas y conexas. Se denota 

< 

cuando 13 	C B(.;') donde 13 (M) es la componente acotada de R2N  \ 
M , M E {S'', }. Y 	9 cuando (4') C 13(S). 

Para esta sección fijemos S C R2N  una hipersuperficie de tipo contacto 
restringido y x : R2N  -4 R2N  una dilatación simpléctica transversal a S. 
Sea ys el flujo inducido por x. Tornemos números reales fijos á > 19 > O 
tales que qs({e} x S) está definido para todo —19 < e < á. A lo largo del 
capítulo denotaremos Se  = ris({e} x S) para —19 < e < 

Tornemos el hamiltoniano distingido H : U —) R definido en U = 
qs((-19,19) x S), vecindad de S 

H(x) = e 	si ys(c,£;) = x con k-  E S. 

Además pidamos que S tenga la siguiente propiedad geométrica 

cre < S < 	 (70) 

donde es un elipsoide de la formal := {x E R2N  EN1 ri 	- 1} con 

0< ri,...,rN  y a,fi > O. 

Tomemos wi  = 	y reindexemos {w1,w2, 	, wN} = {w1,1, Lora, • • • ,wi,11, 
w2,1,... ,w„„/„,}, con /I 	I„, = N y donde los 	satisfacen que 

E Q si y sólo si il  = i2, 1 5 ii,i2  < m. 
Para 1 < i < m tomemos como (.4,` al mayor número real que satisface 

que 
= 	trid  E N, 1 < j < ti, 	 (71) 

i.e. al máximo común divisor de wi,1, 	,wi,/ ,. 

Para enunciar el siguiente teorema impongamos a S la siguiente hipótesis 
técnica: 

(i) El flujo ys inducido por x es global i.e. tiene dominio R x R2N  
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Esta hipótesis la necesitamos para que los hamiltonianos que pertenecen a 
As , familia definida en 4.5, tengan las propiedades que se requieren. 

Enunciemos el teorema que nos permitirá probar el resultado de multi-
plicidad de órbitas (teorema principal del trabajo). 

TEOREMA 4,3,1 Sea S una hipersuperficie de tipo contacto restringi-
do que tiene la propiedad geométrica (70) y satisface la hipótesis (i) entonces 
existe un número infinito de órbitas contenidas en S o para cada O < h < 1 
podemos encontrar (5 > e > O para la cual existen 11 + 	+ 1„, = N hipersu- 
perficies S~I,y , Scm lm , O 5 chi, c1,2, 	, , cl „ e2.1, 
e,„J„, < c, que contienen al menos una órbita periódica xe,i(t), de periodo 1 
(xi, j(t) E Seo para todo 1) la cual satisface la estimación 

a2r 	 (321r • — e < A(xe,i) < Lo' + e, 1 < < 4, 1 < < m donde coi 
col   
es COMO en (71) 

e 	si 	j) 	(i2, .i2) entonces e-<'1 ,): A(xe,,j,) 	e''2.12A(se,,j2 ). 

donde A(xi,j) es como antes, A(xe,i) = 	Jie,i(t) • xe,i(t)di. 

La demostración de este teorema requiere del material desarrollado en 
las secciones 4.4, 4.5 y 4.6 y se da en la sección 4.7. Si se quiere ver la 
demostración se puede ir sin más preámbulo a la sección 4.7. Lo único que 
se requiere en la demostración son las propiedades que ahí se enumeran, y 
que se prueban en la secciones 4.5 y 4.6, así como el lema 4.7.1 que se debe 
al Dr, Jorge lw. 

Un comentario sobre el teorema, notemos que 3.4.7 nos garantiza que para 
cualquier hipersuperficie compacta existen al menos N órbitas periódicas, no 
necesariamente geométricamente distintas, en hipersuperficies S„,... ,SeN 
con O < 	< e, 1 < i < N . Así la estructura de tipo contacto restrigido 
sólo la usamos para obtener la estimación que damos de la acción. 

Lo que haremos en lo que resta de la sección es demostrar, haciendo uso 
del teorema 4.3.1, un resultado de multiplicidad que es una generalización 
del resultado obtenido por Beretyski et. al,. en [BLM111. 

Ahora haciendo uso del teorema 4.3.1 probemos el siguiente 
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COROLARIO 4.3.2 Sean S como en el enunciado de 4.3.1 y H corno al 
inicio de la sección. Entonces existe un número infinito de órbitas contenidas 
en S o existen al menos 11 	1„, = N curvas parametrizadas y cerradas 
de período 1, x i , i(t), 	, xik  (1), 	,x,„J„,(t), contenidas en 
S (no necesariamente geométricamente distintas) que son soluciones de la 
ecuación 

i(1) = A(x)JVH(r(t)), A(s) =
2 o  
11  Mí). x(t)dt, 

y satisfacen 

Oí r 	por 
•

w' 	
< A(xi

'  j
) < 

ws 
, 1 < j < 1 < i < m, donde wi  es como 
— — 

en (71), 

ops 	si (ii , ji) # (i1, j2 ) entonces 	) # A(xi2,3.2 ). 

Demostración  Si S tiene un número infinito de órbitas entonces no 
hay nada que probar. Supongamos que S tiene un número finito de órbitas. 
Corno aplicaremos 4.3.1, fijemos el subíndice (i, j). Por el teorema 4.3.1, para 
cada n E N existen 0 < c„ < 1/n y una órbita periódica x„(t) de periodo 1 
tal que x„(t) E S,„ para todo t y 

2 

w 
CV 7 	 (42,7r 

— 1/n < A(s„) < 	+ 1/n. 	 (72) 

Sea :i;„(1) := ys(—c„,x„(1)). Esta es una órbita periódica de periodo 1 en 
S. Como S tiene sólo un número finito de órbitas, una infinidad de -±„ 
(digamos que todas, para simplificar notación) son parametrizaciones de la 
misma órbita C de S: Ahora 

e'n A(s„) = A(j;„) = kna(C) para algún k„ E N, 

debido a 4.2.7, la observación a 4.2.6 y porque una órbita es precisamente 
una característica cerrada. 

Como (A(x„))'"'„_ i  está acotada tiene una subsucesión convergente, diga-
mos ella misma. De modo que para n suficientemente grande, k := k„ = 

kn+i = • • • y 
Cc^ il(x„) = ka(C). 	 (73) 
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Tornando límites en (72) cuando n 	oo obtenemos que 

a2r azir  

wi 
< ka(C) < 

w' 

Sea i(t) una parametrización de C de periodo k7' y periodo mínimo 7' := 
a(C) que satisface 	

1(t) = JVH(41)), 

esto es posible debido a 4.2.9. Entonces su reparametrización de periodo 1 
x(t):= 5:(k71 1) satisface 

i(t) = kTJVH(x(1)) = A(x).1VH(x(1)), 

ya que 

.  
A(x) = — 

2 o 	 2 

T 
J X(1) • i(1)dt = —

k 	
J 41) :1(1)dt = ka(C). 	(74) 

o 

Así para cada (i,j), obtenemos una órbita periódica xi,i(t) de periodo 1 
contenida en S que satisface 

4i(t) 	= 	A(3: i, j )JVH(3: id ( )) 

02 7r 	 q2,.

tos 
< 	A(x i,i) 	—.-. 

coi 

Además para (ii , ji ) # (i2,j2) tenemos por (74) que 

) = kittit 	) 

= A(x 

El siguiente resultado nos da una cota inferior para el período  de las solu-
ciones periódicas de la ecuación hamiltoniana 

d(1) = JVH(x(t)) 	(SH) 

Definatnos 

, 	H(x) • x(x) 1  
p := min 	 (75) 

xES 	VH(X) 1 

= 	min 
s 
 ( proyección de x(x) en la dirección ortogonal a 7",,S), (76) 

xE 
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donde x es la dilatación simpléctica transversal a .5. Como S es compacta, 
p > O. 

LEMA 4.3.3 ( ) Sea x(t) solución de (SH) de período T contenida en 
. Entonces 

T > 117rp2  donde p es como en (75). 

Demostración Sea x(r) una solución de (SH) de período T y repara-
metrizemosla mediante 1 = Tr para hacerla solución de-período 1 de 

i(t) = TJVH(x(t)). 	 (77) 

Expresemos 
x = á, + 	con x E E°, = E akeuikt.  

ko  

Así ./4t) • x(t) = 	• x Jr1 •'X J1 • 1 y 

P(1) 5,(I)dt = Re(ti , 41;2 = O. 

Por tanto 

A(s) = — 1  11  14t) • x(t)dt 
o 

= —
I o
1  11  .11(t) • 'X' 	(1)dt 

1 
< 111HL2 11/11L2  

= 	—
47.

11111v IMI L2 por la desigualdad de Wirtinger, EMW) página 9 

(2irlizilL2 < Thilv z E 	([0 , TI, R2N  ), LT  z(t)dt = O) 

1 	, 
= 

1 	I 
= 	

ir 
I  
o 

— 	1 T JVH(x(1)) 1 2d1 por (77) 
d 
7,2 

47-7p2  ya que p I VH(x) 151 VH(x) • x(x) I= 1 Vx E S por(75) 

= A(x)2/4 irp2 , 
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la penúltima afirmación se debe a que H(//,(x)) = c para todo x E S implica 
1 = 	1,=0  11(71,(x)) 	VH(x) • 2 it=a. VH(x) • x(x). 

Por tanto 
47:7)2  < A(x) = T. is  

Tomemos 

p = nun 
1 VH(x) • x(x)1  

xES 	1 VH(s) 1 

mili{ proyección de x(x) en la dirección ortogonal a TrS} > 0, 
rEs 

1, kwi  > ñtvi }, 

(78) 

Ahora probemos el siguiente resultado de multiplicidad, el cual es el teo-
rema principal del trabajo. En él se usan ideas de [BLMR]. 

TEOREMA 9.3.4 Sea S una hipersuperficie de tipo contacto restrin-
gido que tiene la propiedad geométrica (70) y satisface la hipótesis (1) , al 
principio de esta sección. Si a, 	satisfacen )32 /a2  < 1 + á entonces existen 
al menos N características cerradas contenidas en S. 

Demostración La primera observación es que sin pérdida de generalidad 
podemos tomar a = 1, ya que la situación geométrica 

a < S < fie 

es la, misma que la situación geométrica 

<S< pt  

donde .( es el elipsoide 	{x E li2v 1= 1 	"(aN)2" = 1} y S = 
Si

+  
existe un número infinito de órbitas en 8 entonces no hay nada que 

probar. Supongamos lo contrario. Por 4.3.2 existen al menos li + • • • + 
47, = N curvas parametrizadas y cerradas de período 1, x i,i (t), 51,2(1), • 

:= 

:= 

= 

{-
4p2 wi 

<1 + —
1

, 1 
bi  

< < nt, i 

min 	2—}, i=I 	in 	a 
ktui 

1 < k, inin{ z-- —1 : 
nwi  

min{81,82}. 
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x 1 ,1,(t), x 2,1(1), 	, x,,,,1,,, (I), contenidas en S (no necesariamente geométrica- 
mente distintas) que son soluciones de la ecuación 

k(1) = A(x)JVH(x(t)) A(x) = 
—12 1.1 

y satisfacen 
ir 	 ir 

• 7  5 A(xi,i) 5 fi-
, 
 7  para 1 < j < 

se 	si (ii  , j1 ) 	(i2, j2) entonces 

x(t)dt (79)  

1 < i < m (80)  

) 	A(xi,,j2 ). (81)  

Fijemos el subíndice (i, j). Sea xi,i(t) una de las anteriores curvas para- 
metrizadas de periodo 1, y digamos que su periodo mínimo es 	Denotemos 
por C;,, la característica cerrada parametrizada xi,i(t). 

Probemos que hid  < 1 + *. Por (79) una reparametrización de xi,1  es 
solución de la ecuación 

(t) = JVH(x(t)) 	(SH) 

con periodo mínimo A(x 	Iti,i  = a(Ci, j ), la última igualdad se debe a 4.2,9. 
Como sabemos, por 4.3.3, el período mínimo de toda solución de (SH) es 
mayor igual que 47rp2, así 

4irpzhr.i< A(xi,j). 

Por la elección de 61  

1 —
1 
61 

2 (1 + 61 ) 
ya que #2  < 1 + 61. 

< 
 4w1p2 

[32  — < 4p 
wi 61  

Como A(xi,j) 5 fi Pa', por (80), entonces 

fi27(1  +61)  
W; u  

4irp2hi,j < A(xi,i) < 	< 47rp2 	rt 	• 

Por tanto para cada (i, j) 

< 1 	. 
1  

Ahora probemos que Cij  = Cu implica que (i,j) = (1, k). Supongamos 

	

lo contrario i.e. que hay subíndices (i, j) # (1, k) tales que 	= Cl,k• 
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Caso 1. Cuando i = 1. Como sabernos 

A(si,i ) = hi,ia(Ci,i) 	y 	A(xi,k ) = hi,ka(Ct,k), 

con heá  # hu, podemos suponer que ki  < Itl k  — 1, la no igualdad se 
debe a (81). Así usando (80) tenernos 

, 	, 	, 
< 	i) = 	.akui i ) = 	, = 

• 02 

hl,k
/0) < 

Itl 

hi 
2 1   wl 

hj.k < 02 

h it/ 

1 	 hik 	hi,k < 02 1 4- < 1 + - 
hi,k  — 1 	hl,k  — 1 	hi,1  

Lo que contradice la elección de p. 

	

Caso 2, Cuando i # 1. Como coi, wi  satisfacen que wi 'cut 	Q para i 
tenemos que kiwi  kk wg. Supongamos que hi,iwi > kkwl. Entonces 

km` 
— 1 +1> 62 + 1 por la elección de (52  

kkwl 

> )32  por hipótesis 
wi W 2 

> h  f3 
hik 

Pero por (80) tenemos que 

71.02 

h 	
< a(CI k) = (n ) < „ 

i,kwl   

(Vi < #2.  

contradicción. La otra posibilidad hiáwi  < kkwi  lleva de la misma 
forma (solo intercambiando i con 1, j con k) a una contradicción. 

Así en ambos casos llegamos a una contradicción y por tanto las N carac- 
terísticas cerradas 	,C„,,‘„, son todas diferentes. • 
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Es importante observar que el teorema 4.3.4 tiene corno corolario la, 
versión para hipersuperficies suaves, i.e. de clase C"°, del resultado de 
Berestyski et al. de 1985, [MAR), así como los corolarios de éste, el teorema 
de Ekeland-Lasry de 1980 y el de Ambrosetti-Mancini de 1982. 

Sea S C Hm  una hipersuperficie en forma de estrella, ver 1.1, entonces 
x(x) = 1-x es una dilatación simpléctica transversal a S con flujo global 

ys(t, x) = ata: ver 4.2.5. Por tanto una hipersuperficie S suave y con forma 
de estrella es de tipo contacto restringuido, con flujo global ys. 

La 6 en [1312v1111 está definida en términos de p, donde 

O < p := in¿Isr d(x 11,5,0) = min \-711(x) s  
res I VH(x) 

2 min 
VH(x). x(x) 

=  rES 	I VH(x) 
= 2p. 

Es sencillo ver que coincide con la dada aquí. 

COROLARIO 4.3.5 ( Teorema de Berestyski et al. para hipersuperfi- 
cies suaves) Sea S una hipersuperficie suave con forma de estrella que tiene 
la propiedad geométrica (70). Si a, fi satisfacen que frie/2  < 1 + 6 entonces 
existen al menos N órbitas contenidad en S. 

1)e los pocos resultados que hay respecto a multiplicidad de órbitas, fue el 
de Ekeland-Lasry el que dio la pauta en este tipo de problemática. Tomemos 

superficies convexas, ver 1.1, y denotemos por S2N-1= {x  E R2N x 	1).  
una clase particular de hipersuperficies en forma de estrella, la clase de hiper-

COROLARIO 4.3.6 ( Teorema de Ekeland-Lasry para hipersuperficies 
suaves ) Sea S una hipersuperficie suave y convexa que tiene la propiedad 
geométrica 	

as2N-1 < < psyst-r . 	 (82) 

Si a < # < v'a entonces S tiene al menos N órbitas. 

Demostración  De acuerdo a las definiciones en (78) y usando que S 
tiene forma de estrella tenemos que 6 = ót  = p2 /a2. Como fi < 112a 
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entonces 

-fi 2 	 2
' < 2 < 1 + —

a 
= 1 + 6, a   

ya que por definición de fi y por ser S convexa, a < p. 

Al igual que en IBLMR] podemos definir Sp, 1 < p < N, con 

= 6N < 6N-1 < • < = 00, 

tales que al tomar una hipersuperficie S como en el enunciado de 4.3.4, si 
se satisface que /a2 < 1 4. Ocp  entonces existen al menos p características 
cerradas contenidas en S. Esto se logra considerando en la definición de 61, 
62  sólo p-seiniejes (en lugar de N). Berestyski et al. afirman, en [13LMIt], 
que con está se recupera el resultado de Ambrosetti-Mancini, pero no es el 
caso ya que cuando es una esfera entonces 5 = 61 , la cual no cambia si 
tomamos un semieje o si tomamos N semiejes (ya que todos son iguales) y 
por consiguiente tampoco cambia la condición /32/a2  < 1 + d. 

COROLARIO 4.3.7 ( Teorema de Ambrosetti-Mancini para hipersu-
perficies suaves ) Sea S una hipersuperficie suave y estrictamente convexa 
que tiene la propiedad geométrica 

as2N-1 < < 3s2iv-1.  

Si fi E (a, /a) entonces S tiene al menos 0--i] órbitas, 2 < k < N + 1. 

Demostración  Si existe un número infinito de órbitas en S entonces no 
hay nada que probar. Supongamos lo contrario. Por 4.3.2 existen al menos N 
curvas parametrizadas y cerradas de período 1, si  (t),x2(t),... , x N(t), con-
tenidas en S (no necesariamente geométricamente distintas) que son solu-
ciones de la ecuación 

i(t) = A(x)JVH(x(t)), 	A(x) = 2  10'  Ji(t) • x(t)(1t, 

y satisfacen 

• 7ra2  < A(x¡) < 702  para 1 < i < N. 

SO Si i # j entonces A(xi) A(x j). 

110 



Reparametrizando yi(t) := 4(771 1), 	= A(;), 1 < i < N, obtenemos N 
soluciones cerradas de la ecuación 

x(t) = JVH(x(1)). 	(SH) 

Además los periodos de estas soluciones MI) satisfacen que 

wa2  < < 02, 1 < i < N, 

siendo todos ellos diferentes entre si. Por ser S convexa tenemos que ji > 
De lo anterior y de que fi' E (a, ja) tenemos que 

< irp2  < kra2  < krr p2.  

Notemos que debido a 4.3.3 y a que S tiene forma de estrella, las soluciones 
de (SH) tienen período mayor igual que ir(52, por tanto irpi < 	< krii2 . De 
donde se sigue que cada solución puede repertirse a lo más k — 1 veces. Así 
hay 	soluciones.. 

§4.4 Comparación del hamiltoniano asociado a hipersuperficies 

Sea S C R2N  una hipersuperficie compacta. y conexa de clase 	. 
Comencemos recordando la definición de 'Hs lis E Iís si lis : R2N 	R 
es una función de clase Cc<> de la forma 

o 
fs(c) 1.1,9(s) = 	b  

9s(i x i) 

si x E 13 (715([—ils,cvs) x S)) 
si x = 	, E S , 	< c < as 
si x E A(Ys(E—µs, as] x S)) y 1 x 15 Rs 
si 1 x 1> Rs 

(83) 

donde Z3 (71s(L — µs,asi X S)) denota la parte acotada de /12N \r/s([—ps, as]x 
S) que estamos suponiendo contiene al origen, A(ris([— ps, sj x S)) denota 

111 



la parte no acotada de Ryv  \ 	as] x 8), fs(s) es una función real 
con gráfica de la forma 

Gráfica de f 

y lis  es una familia parametrizada de hipersuperficies modeladas por S. 
Recordemos que una familia parametrizada de hipersuperficies, ys, mo- 

deladas por S tiene las siguientes propiedades 

• ys(0,x) = x para todo x E S 	 (84) 

• es un difeomorfismo 

• ns  tiene imagen abierta y acotada 	 (85) 

• So  -1 So  si t1  < t2, i.e. 13 (S11 ) C 13 (S1). 	(86) 

Para mayor detalle sobre ijs  y lis  ver definiciones 3.1.2 y 3.1.3 respectiva- 
mente. 

Veamos que la condición geométrica 

S < 

la podemos traducir en una desigualdad entre funciones hamiltonianas aso-
ciadas a S, S. 

LEMA 9.4.1 Sean S,:5' C R2iv  hipersuperficies compactas y conexas 
de clase Cc° tales que 

S < . 
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Sea lig una familia parametrizada de hipersuperficies modeladas por S, Y 
sea 71Ñ. la familia de hamiltonianos que definimos a partir de yg, como en 
3.1.3. 

Entonces dada 11,1  E lig, para cada lis  (—O, x S —+ lre N  , O < < 19, 
familia parametrizada de hipersupeyficie modeladas por S existe lis  E ns 

• tal 'que 
s(x) > 11,1(x) para todo x E R2N. 	 (87) 

De hecho si lis E 	satisface que 

• fs(as) es suficientemente grande, fs(os) > max lig(x), (88) 
ixi<ns  

para algún lis < as < as con S„ 	 (89) 

• R s .?„ Rs• y gs(s) > gg(s) para todo ,s, 	 (90) 

entonces lis satisface la desigualdad (87). 

Demostración  Sea //g E 1í.1 , /4(x) como en (83). Tomemos tis 
(-19, x S 	R2N  , o < 19 < á una familia parametrizada de hipersuperficies 
modeladas por S. 

Como S < S entonces por definición tenemos 

13(S) C13(.1). 

Por (84) ,10  = .1 y como 0 < µs tenemos que S (9) C L3 ( 91, , por (86). Así 

S C S U13 (S) = 13(S) C 13 (,11,1). 

Como por (85) la Im ris es una vecindad abierta de S entonces 13 (A,,) n 
Im lis es un abierto que contiene a S. Así lis-1(13 (51s ) film lis) es un abierto 
que contiene a {0} x S. Por tanto existe as > O tal-  que 

ris(i —ers,as1 x S) C L3 	 (91) 
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ver figura 

Figura 4 
Se eligen ps y ás tales que 

0 < ps. < as 

5s <t. 

Y se tornan as  y Rs tales que 

ás  < as < 

y Rs 

Y se construye fs como se requiere para definir lis corno en (83). 

fs(s) = O si s < ps  

fs(s) > O si s E (Its, as) 

fs(s) 
	

b:= fs(as) sis > 
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'\'o!T\11!1\0S 

si :rE t3(t¡s{\-¡ts,os) )1. S)) 
si :r:::: t¡s(t.x), x E S, -¡ts-:; t ~os 
si x E .A(t!sÜ-I'S•fls\ )1. S)) Y \ J: \~ Hs 

y clclininlos 

si \ :r \> Rs 

Comparemos lis y Ils· Sea x E R
1

N. (;) Se.a< < u l S,.,). e""'" u l S,.,\ " u (o,U _,, ,, ,. '\ xS))Uo¡;\1 _,,,.~.')X 
S) entonces " ! o ,; ' E U (o,\1-1''"''\ x S)) e 13 ( o¡;\1 _,,,,o,\ x S)) 

\ Js\l) s'1 x:::t¡:;(,,:t),xES,-¡tsSt5.1's 
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ya que en el segundo caso si r = 71,1(e, X. ) entonces e < lis y por definición 
de f.g, Me) = O. Por tanto 

/4(x) _< /18(x). 

(ii) Sea x 	B(9,21) y x 15 Rs, 
Por (91) R2N \ 13 (S'',1) C ys([os, as) x S)U„,4(71s([-12s, as) x S)). Ahora 

por definición de /18(x) tenemos 

lis(s) = 	¿s(e) si 	r 
si x E .4(71s((—µs, asj x S)) 

c 
 y 1 x 15 Rs 

	

fs(as) 	porque f es creciente 

Por otra parte 

/4(x) < max 14(x) 
iri<Rs 

< fs(as) por (94) 

Por tanto 

14(x) 5 lls(x) si x 	(901) y 1 x 15 11s. 

(iii) Sea 1 x 1> Rs 

) = 

 1.1 x(
sx ( xx  ). 

Por último probemos la segunda parte del lema. Observemos que para la 
construcción de Hs E 'Hs sólo utilizamos, además de corno deben estar 
definidos los elementos de hs, lo siguiente: 

• Que ris([—os,os] x S) C g (,11,1) lo cual es equivalente a que 13 (S.5) C 
13(5'01) 	s  

• La única condición, no general, que se impuso a la f fue que 

fs(as) > max 11g(x). 

por (93) y por definición de 11,1  

por (95) 
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• Que Rs  > Rs  y que gs(s) > 11(s) Vs. 

Por tanto si H E 7-ts  es cualquier elemento que satisface (89), (88) y (90) 
entonces 

fis(x)? 11,1(x) 
	

para todo x E R2N' 

§4.5 Un hamiltoniano adecuado para cuando Es  es discreto 

Como en la sección 4.3, fijemos S una hipersuperficie de tipo contacto res-
tringido y x una dilatación simpléctica transversal a S. Además sujetemos 
a S a las siguientes hipótesis : 

(i) Ll flujo res  inducido por x es global i.e. tiene dominio ft x telv. 

Recordemos que 

Es := {ka(C) > O : C es una característica cerrada contenida en S, k E Z}, 

donde a(C) = 	v J4 1) . x(1)(11 con x(t) una parametrización regular de 
C de período mínimo T. 

(ii) Es es discreto y cerrado. Así por ser Es discreto y cerrado lo podemos 
ordenar en una sucesión estrictamente creciente (d:15)711. 

(iii) Existe c > O tal que (Es n (s — ¿,s c)} {s} = O para una infinidad 
de elementos s en ES . 

Ahora a partir del flujo ys podemos definir una familia parametrizada 
de hipersuperficies modeladas por S corno en 3.1.2, y a partir de ésta definir 
como en 3.1.3 la familia de hamiltonianos lis • 

En esta sección dados jo  un número natural y ti > O un número real cons-
truiremos una familia As que se empleará en la sección 4,7 para demostrar el 
teorema 4.3.1. El objetivo de la presente sección es exhibir que As  tiene las 
siguientes propiedades: 
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(Al) As  c 'Hs  

(A2) Sea lis E As. La función fs  que interviene en la definición de lis  (ver 
(83) ) es de la forma 

fs(s) = ep o e', yo : (O, oo) —› [O, oo) de clase C°3  con yo(0, 1] E O. 

Recordemos las definiciones de 

</Sus = A(x) — 
Jon 

Hs(s(i))dt, 

y de los valores críticos de OH, de la forma 

	

c. ns 
	z  
.= in 

r  
f s 

r 
 tip Ons.(x) 

E Ez  

obtenidos en 3.4.7. Cabe observar que el número jo  determinará el número 
máximo de valores críticos de esta forma, Njo  valores, al determinar el sub-
espacio F y su dimensión, dhncF = Njo, ver comentarios anteriores a 
3.4.7. 

(A3) Si lis E As entonces, para 1 < j < jo , los valores ciji, son valores 
críticos de OH,. Además existe v(Hs) = v > O tal que si O < cos  < 
40 (1 v) entonces podemos encontrar x1(t) punto crítico de OH, tal 
que 

= Oils(x.i)1 

xj(1) E Sc, para todo t, 

	

O < ej < v 	y O < Hs(xi) a-  de < v, 

donde ko(Hs) = ko  > jo  es un natural que tiene la propiedad de que 
dka > 

Además para i # j si e-̀" A(x;) = 	A(x.) entonces S tiene un 
número infinito de órbitas, 1 < i, j < jo. 

Antes de enunciar la siguiente proposición que nos caracterizará los valores 
críticos positivos de O H, para lis E As, recordemos la definición del hamil-
toniano H 

H(x) = c 	si a: = 71,s(c, II :Y; E S. 
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PROPOSICION 4.5.1 Sea Hs  E 1-1,9 Y supongamos que la función 
fs  que interviene en la definición de lis  (ver (83)) es de la forma 

fs(s) = (p o e3, con so : (O, oo) —) [O, oo) de clase 

Entonces los valores críticos positivos de (¢iis  son exactamente los valores 
críticos positivos de las funciones 

dss — cp(s) j = 1,2, ... 

Más precisamente si c = 011,(x) > O es un valor crítico de Ons  entonces 
chis(x) = d r — cp(r) es un valor crítico de d:s — yo(s) para algún j E 
{1,2,...}, con r = e', x(t) E S, para todo t. Además A(x) = cpi(egcc. 

Y si r es un punto crítico, con valor crítico positivo, de cqs — yo(s) para 
algún j E {1,2, ...} entonces existe x punto crítico de OH, tal que 

d7r — sa(r)= Ong(x) 

Y 
s(I) E 5'1,17. 	para todo t. 

Demostración  Sea x un punto crítico positivo de chi, con valor crítico 
c > O. Por el lema 3.3.3 x(t) E S, para todo I y para algún It < c < a. 
Como x(t) E S, para todo t entonces //s(x(t)) = 99(d) para todo I, por 
definición de lis. Ahora 

c = 	s(x) = A(x) — 
J 

r  Hs(x(t))dt 

= (,o/(e`)e` — so(e') por 4.2.8. 

Corno A(x) E Es, y por 4.2.7 Es<  = c'Es, entonces 

5.11(d) = 
	

(96) 

para algún j E {1,2, 	Así 

c = 	e' — (,o(e`) 

Por tanto c es un valor crítico de hi(s) = d73 	i,o(s), ya que hii(é) = 
— sd(ee) = O por (96). 
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Ahora probemos la inversa. Sea c > O valor crítico de 

(Ps 	w(s) 	con j E {1,2,...}. 

Primero veamos que los puntos críticos de qs — 99(s) se encuentran en 
(e", ea). Como f(s) E ele si s > a entonces so(s) E c,o(e") si .s > 	Por 
tanto los puntos críticos de 	(,o(s) son menores que e". Analogamente 
porque f(s) = ele si s < p tenemos que los puntos críticos de s — so(s) 
son mayores que e". 

Por tanto si r es un punto crítico de d7s — 9(s) con valor crítico e, 
entonces r = é con p < e < a, 

e = 	dl  e` so(et) 

y 	= sd(e(). 	 (97) 

Ahora exhibamos x E E punto crítico de 01/s  tal que x(1) E S, para 
todo t y A(x) = 4ec. Notemos que de ésto se sigue que 

e = 	— 99(d) = A(x) — 	Ils(x(t))dt = Olis(x), 

es valor crítico de 011s, por lo que habríamos terminado. 
Como d7 e` E c'E's = Es„ por definición de Ese  existe C característica 

cerrada contenida en S, tal que 

koa(C) = dl e`. 

Como C es una característica cerrada le podemos dar una parametrización 
z(t) tal que 

i(t)= JVH(z(1)), 

con periodo mínimo T = a(C), esto último es debido a 4.2.9. Y reparame•. 
trizando x(t) := z(d:le't) tenernos una solución de período 1 de 

X(t) = dle`JVH(x(t)) 
= c,d(et)e`JVH(x(t)) 	por (97) 

JY'lls(x(t)) 	porque x(t) E S, Vt y porqueµ < e < a. 

Debido a que las soluciones de (Suls) de período 1 son precisamente los 
puntos críticos de On, (ver 3.3.2) tenemos que x E E, es punto crítico de 
Ons, además x(t) E S, para todo t y A(x) = Me') = 0'(ege` = 	• 
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Ahora veamos que existen funciones w : (0, oo) —› [0, oo) tales que al 
tomar f 5(s) = yo o c' la función lis E ns , como se supuso en 4.5.1 y • 
se afirmaba en (A2). Debido a la proposición 4.5.1 nos resultará relevante 
el conjunto {d'ir — yo(r) > O : r es un punto crítico de dis — so(s) para 
algún j E (1, 2, ...} }. Las funciones 'p que construiremos tendrán además 
la propiedad de que si ordenarnos de manera creciente este conjunto los 
"primeros" elementos son 

:= 	max 	s — so(s),. . . , Mn  := max doss — (p(s). 
8E0.1+4 	 3E(1,i+5) 

Dados jo  > O un número natural y > O un número real, denotemos por 
Fs(jo,K) Fs  a la familia de todas las funciones cp : (0,00) -4 [O, 00) de 
clase C°°  construidas como sigue: 

Se elige un natural !ro  > jo  tal que 

d > K 

	

(a) Elijamos 	b > 0. Sea c como en (iii). Tomemos & > 1 + b tal que 

• c& > 40 (1 + 1), 	 (98) 

	

(b) Se elige 	R > O tal que 

• 13(S1115 ) C BR(0) = {x E R28  :I x 	R} . 	(99) 

	

(c) Se elige 	l tal que 
1 • bs  := 	> ale donde 2a := 2(ko 1)7r I 2w/j00) 

• 4.s— 40 (1 + > O si s > 1. 

• 4 1 h > va, donde u, es un real dado 	(101) 

	

Construyamos 	;o sujeta a las siguientes condiciones: 

• 4s — so(s) > 40 (1 -1- I) si s E (1, á) 	(102) 

• sd(s) > 0 , st,"(s) < 0 si s E (1 	.1,&) 	(103) 

	

por (a) se 	puede escoger so < & tal que satisfaga 
• (pi (s) > 	1 s E (1 + 6, so), con (p(,s0) = 	1 so (104) 

• so(s) > ds is, s E (so,&) 	 (105) 

• (p(s) = bs (17 	> ale si s E [á, oo). 	(106) 
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Se elige fi E (0, 	tal que 

• 'p((0,1 +¡i)) = 0 	 (107) 

• cp (1+4 = ego  (1+1) 	 (108) 

• soi(s) > , cp'1(s) > 0 si s E (1 	fi, 1 -I- 1). 	(109) 

Observaciones a la construcción dé w 

(I) Notemos que si tomamos otra 11 E (0, 	en particular una más pequeña 
que la elegida, podemos mantener los otros mímeros elegidos en (a), 
(b) y (c). 

(II) La propiedad (iii) que se le pidió a Es, de que exista e > O tal que 
(Esn(s—c,s+c))\{s} = N para una infinidad de elementos s en Es, 
se usó en la elección de & ver (98). Y como no tenemos control sobre la 
magnitud de & nuestra construcción requiere que el flujo qs  sea global, 
más precisamente que la variable "tiempo" pueda correr sobre todos los 
reales positivos. 

(III) La condición (101) sólo se usará en la prueba-de A4 . 

(IV) El objetivo de construir so de esta manera es él de garantizar que los 

	

puntos r tales que so'(r) = 	p.a. j E (1,2,...) y que tienen valor 
crítico (17 r —so(r) E (0, M), M = M(yo) estén "cerca" de 1 y no "cerca" 
(le &. 
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Gráfica de ip 

A partir de 	definimos 115(x) por 

O 	si x E 1.3(qs((-111(1 	j1), In erl x S)) 

o e' 	si 	= ys(t, 	con ±E S, —111(1 + 11) < e < lo 

Hs(x) 	bs  si x E A(//s(t — In(1 -I- fi), ln 	x S)) y i x l< I? 

x i) si l  x i> 
(110) 

donde 

g(s) = bs  sis< Ii  
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ase  para todo s , a = (k0  — )7r 
2 

as2  SI >> O 

O < 	(s) < 2as si s > R. 

Para checar que lis  está bien definida sólo hay que checar que las funciones 
que se "pegan" están bien definidas y que se han "pegado" bien. La función 
g está bien definida por (100) y está bien "pegada" por (99). 

A los liamiltonianos construidos de esta forma los agruparemos en la 
familia As . 

Observaciones: 

(a) Por la forma en que se definió 1/s  (ver (110)) lis E 1-ls y satisface la 
propiedad (Al). 

(b) fls satisface (A2) por la forma en que se definió. 

Ahora veamos algunas propiedades del conjunto P. 

LEMA 4.5.2 Sea P {(1.17---99(r) > O : r es un punto crítico de d7s—
so(s) para algún j E 11,2,...)}, yo E Fs, y sea c E p tal que 

O < c < 40(1 + 4 

entonces c = 	— (p(r) con r punto crítico de dls — so(s), j 	— 1 y 
r E (1 	p,1 + (S). 

	

Además si ordenamos de manera creciente el conjunto P n o, 	+ a», 
digamos que tiene q elementos, éstos son 

M1 := max dl s — cp(s) 	, /1//, := max dss — so(s), 
sE(o,a) 	 sE(0,6) 

y los máximos se alcanzan en (1 +fi, 1 +4. Y éstos tienen la propiedad, para 
1 < j < q, de que si 

Mi  = d7r — so(r) 

con r punto crítico (le dl's so(s) entonces i= j y r es el punto donde 
alcanza el máximo d7s — so(s). 
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Demostración Observemos primero que los elementos de P son los val-
ores positivos de 4.5 — cp(s) en puntos T tales que (p'(r) -= (1)  para algún 
j E {1,2, ...}. Porque cp(s) es constante si s < 1 + [z y si s > d entonces 
estos puntos T están en (1 + fi, 6/). 

Ahora sea e E P tal que 

O < e < 40 (1 -I- ¿). 

Entonces e = T - 99(r) para algún j1  E {1,2, ...}, 
11 

("(7) = (15  

y r.€ (1 
Probemos que ji  < i— 1. Tomemos j > l entonces 

— cp(s) ?_ dj s — 9(s) 	porque (4)711  es creciente 

> 40 (1 í) 	para todo s E (1 + &) por (102) 

> e 	por (111). 

Por tanto 
(1:7s — w(s) > c para todo s E (1 + 11,4). 

De donde se sigue que j1  < — 1. 
Ahora probemos que T E (1411,1-1-6). Por (104), (112) y porque ji  < 1-1 

tenemos que r o (1 + 6, so). Por (105) tenemos que 

	

O > 	4 is — so(s) para todo s E (so, á) 

	

> 	— cp(s) 	para todo s E (sola). 

Por tanto T E (1 -I- fi, 1 -1-45). 
Ahora usando (107) y (109) tenemos que el valor c es máximo 

c = 	max d s — tp(s) 
8E0,1+4 -- 

max dS s — cp(s), 
800,á) 

la última igualdad es debida a que tp(s) > d 1s si s E (so,(1), por (105), y 

a que tp' (s) > (17 1  para s E (1 +41, so), por (104). 
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Ahora veamos que los primeros q elementos de 'P son como se afirmaba 
en el enunciado. 

Por lo probado anteriormente todo elemento de P en (O, d1(1 6)) es el 
máximo de n 	(,,(s), en (O, 	para algún j1 , y se alcanza en (1 -1- fi, 1 + 
Como además 

di s (,o(s) <di s — w(s) 	para todo s y para todo j, 

entonces 

Ml  = max c/7.s — so(s) << M y  := max d,,s  s — so(s). 
3004) 	 • 	8E(o,a) 

Por último notemos que para 1 < j < q si M1  = d;ST — so(r) con r punto 
crítico de d s — w(s) entonces 47- — so(r) es el máximo en (O, iir) debido a 
que O < dsr — w(r) < 40 (1 + i). Así por ser los dos máximos i = j. 

LEMA 4,5.3 Si lis E As entonces lis satisface (A3). 

Demostración  Por (Al) 1/s  E lis . Como lis E 1-ts entonces por 
3.4.7, 0 < el115  < 	_< (Jos  < 	< cio jts  < oo son jo  valores crítico 
positivos de (hlls  = A(x) — fó 11,s(x(1))dt. 

Escojamos jo  puntos críticos, xi(1), tales que 

• OH, (si  ) = cli ys . 	 (113) 
• para i # j si e := 011s(xi) = Ons(xi) entonces hay un número 	(114) 

infinito de puntos críticos yk(t) con valor crítico e, k = 1, 2, ... , tales 
que ninguna curva yk(1) es una reparametrización de otra de ellas 
usando para la reparametrización a r(0) = O + 00,00  E [0,1] 

(en otros términos que sus S'-órbitas son diferentes), 

esta última parte es consecuencia de 3.4.7 (c). 
Ahora por 4.5.1, para 1 < j < jo, se tiene que 

• Ons(xi) = (11 — so(ri) con ri punto crítico de 	(115) 

s — so(s) para algún 3 E {1,2, ...). 

• X j(i) E S,, para todo t y A(xi) = 911(eg)eti con fi = Inri. (116) 
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De aquí en adelante sólo consideraremos puntos críticos xi  con valor crítico 
Ons(xj) = cos  < dlo (1 +á). 

Por 4.5.2 0 < ln ri = ej < In(1. + á). Y nuevamente por 4.5.2 0 < 
ils(xj(t)) = f(In ri) = yo(r j ) 5 	— fi) < dT 1 (1 — . Tomemos 

= max {ln(1 + i5),c/7_ 1(i — rt)}. 	 (117) 

Por tanto de (113), (116) y de la definición de y tenemos que 

cifis = Offs(xi), 
x j(t) E S, para todo 1, 

O < 	< y 	y O < Hs(x j) 	< y. 

Por último probemos que 

• para i # j si e"" A(xi) = 	A(x j) entonces S 

tiene un número infinito de órbitas 1 < t, j < jo. 

Sean i # j tales que e-(¡A(xi) = c-'1A(si). Como sabemos por (116) 

sos(c") = c `' A(x+) = e`1 A(xj) = Ad'). 

Como además e", c`i E (1 + j1,1 	y aquí la función so' es estrictamente 
creciente entonces 

:= t¡ = Ei. 

De donde se sigue que 

(filis (xi) = A(x,.) yo(c`') = A(xi) — so(cl = Olis(xj), 

digamos c = chlis(xi ) = 014.(xj). Por tanto hay un número infinito de puntos 
críticos yk(1) con valor crítico c como al principio de la demostración. Debido 
a que cada punto crítico yk  está contenido en una hipersuperficie 	y 
sólo hay un número finito de tales ek  (ya que soi(ek) = 	para algún j E 
{1, 2, ...}, ver 4.5.1) entonces existe e tal que yk(t) E S, para todo t y para 
una infinidad de k's, para simplificar digamos para toda k. 

Como yk(t) es un punto crítico de OH, entonces yk(t) es solución de 

yk(t) = JV ils(yk(t)) yk(0)= yk(1) 	por 3.3.2 

= e`9'(et )JVH(yk(t)) por definición de Es 

= A(yk)JVH(yk(1)) por (116). 
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Reparatnetrizando 1(0 = yk(7'-lt), 7' = A(yk ), tenemos 

;¡k(t) = JVH(f/k(1)) 1(0) = lik(n• 	(SH) 

Por tanto tenernos un número infinito de soluciones de (SH) de período 
T. Como ellas no se obtienen una de la otra con una reparametrización 
r(0) = O + 00 , para algún 00  E [0, 11, ya que en ese caso lo mismo pasaría 
con los yk  lo que contradiría (114), entonces tenernos un número infinito de 
órbitas contenidas en S. 

§4.6 El caso en que S es un elipsoide 

Sea 
N 2 2 

= x e  R2N E  xi Xi+N  
2 • - 	con 	(118) 
i 

O < r i  < • • • < rN tales que si r? 	Q para todos i # j. Considere- 
mos la familia paratnetrizada de hipersuperficies modeladas por dada por 
el flujo 	inducido por la dilatación simpléctica transversal a 1, Y(x) 
ver 3.1.2. Recordemos que a partir del flujo III  definimos un hamiltoniano 

	

H(x) = c si x = yac, ±), 	E 1. 

Notemos que w(e,i;) = e(1 /2)`1. Así si H(x) = e con x = th(c,It), 
entonces 

H(x) := 	:4N  — 
N i

'
? 

'  1+" — 2 
i=r 	ri 

Por tanto 
1/(x) = (e o H)(x). 

Notemos que debido a 4.2.10 los elementos de 	son los periodos de las solu- 
ciones contenidas en de (SH). Estas soluciones x(t) satisfacen H(x(1)) = O 
para todo t por lo que VH(x(1)) = VH(x(t)) para todo 1, y así son también 
soluciones de (Si). Ahora en 1.1 vimos que los periodos de las soluciones de 
(Si) son múltiplos enteros de rrl, por tanto Ee = {kirrld < i < N, k E 
{1,2, ...}}. Denotemos por dj a el j-ésimo elemento del conjunto El  al ser 
ordenado de manera estrictamente creciente. 
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En esta sección definiremos la familia Al  que se empleará en la sección 
4.7 para la demostración del teorema 4.3.1. 	es una variante de A4  . 

Tomemos la familia 1-te definida como en 3.1.3, usando para definirla a la 
familia parametrizada de hipersuperlicies modeladas por S dada por el flujo 
7/4 . 

Ahora, exhibiremos que Al  tiene las siguientes propiedades, empleadas 
en la prueba de 4.3.1. Fijemos un natural jo  > O. 

1. 	C /"({ . 

2 Sea Hl  E 	. La función f4 que interviene en la definición de 114  
(ver (83) ) es de la forma 

fe(s) = tfi o es, tii : (O, oo) —) [O, oo) de clase C°°, con 0(0,1] = 0. 

A3 Si I/4 E A( entonces para 1 < j < jo , los valores el  il  son valores 
críticos de One  Y 

• 9.14 = Mi 

el cual es un máximo absoluto 

111; := sup des — tk(s), 
s>o 

que se alcanza en (1,1 + ve), ve(lie)> O. Además dados He E 
y n E N podemos encontrar fie E Al  de tal forma que 

la ve correspondiente satisfaga que O < 	< 1/n y que He(x) > 
He(x) d x E R2N. 

Consideremos la siguiente situación geométrica 

< S < T 

con C, T elipsoides de la forma (118). 

A4 Dado lls E As es posible encontrar 1/4  E A( tal que 

114(x) > lls(x) para todo x E R2N. 

• Un resultado similar puede ser establecido para las familias As y A T 
de la siguiente manera: 
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dado n natural es posible encontrar hamiltonianos HT  E AT y Ils  E 
As tales que 

Hs(x) > HT (x) para todo x E R2^ , 

y satisfacen que vi. < vs  < 1/n, donde vT  es como en A3 y vs  es 
corno en A3. 

Tomemos Hz E HE  . Para probar el siguiente lema supongamos que /4 es 
tal que la función fz  que interviene en la definición de Hz  ver (83) es de la 
forma 

fe(s) 	o e', con IP : (0, oo) 	oo) de clase C°°. 

Y supongamos además que II{ satisface: 

(i) Al ordenar de manera creciente P := {4r — tP(r) > O : r es un punto 
crítico de ttlis — 1P(s) para algún j E {1,2,...} } sus primeros jo  ele-
mentos son 

:= stip des — tP(s), 1 5. j 	jo. 

Además si r es un punto crítico de dls — tP(s) y dIr — lb(r) E 1' es tal 
que dIr tP(r) = M1  para algún 1 < j < jo  entonces i = j y r es el 
máximo absoluto. 

(11) /fax) > 4/i(x)—Mio  para todo x E R2N , con oo > M 0  = supo°  dos— 
r,b(s) y t/(x) := 	— ec si x = 	E e. 

Como consecuencia de estas propiedades estableceremos la propiedad A3 . 
Para ello probemos el siguiente 

LEMA 9.6.1 Para 1 < j < jo  los valores de la forma qui(  son valores 
críticos de OH(  y 

que  = 	= sup des — 
8>o 

Demostración  Consideremos P := {dIr — /PM > O : r es un punto 
crítico de 4s — tP(s) para algún j E {1,2,...} }. Por (i) al ordenar P los 
primeros jo  elementos son 

O < 	< M2 <•• • < 	. 
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Porque 1I E III  y fc(s) = tb o es podemos aplicar 4.5.1, de donde se 

desprende que Mi, 	, Alio  son valores críticos de 011e  Por otra parte como 

//1  E 7-4 y satisface (ii) entonces 3.4.7 nos garantiza que OH(  tiene jo  valores 

críticos en (O, Aii.0 ) 

O < ciji(  .5 • • • 5 ci0 j4 	. 

Nuevamente por 4.5.1 basta probar que col  # cm/  si i # j de lo cual se 

Sigue que 

e1,14= Mi 9 ' ' ) (I fi( 

Procedamos por reducción al absurdo. Supongamos que Cu(  = C1+1,14. 
Entonces por 3.4.7 (e) existe un número infinito de S1-órbitas críticas dife-

rentes: SI  x1i  S1 x2, ..., tales que 

O < cuie  = 14(x;) i = 1, 2, .... 

Como cada punto crítico x, está contenido en una hipersuperficie S,, (por 

3.3.3) y el número de tales ci es finito (ya que Med = dl para algun j E 
(1,2,...), ver 4.5.1) entonces hay una hipersuperficie S, que contiene una 

infinidad de xi's. Digamos que x1  i  x2  están contenidas en S,. 
Como sabemos, por 3.3.2, los puntos críticos x de OH(  corresponden a 

soluciones de 

i(t) = ./57/11(x(t)) x(0) = x(1). 	(S/11) 

Por tanto xi, x2  son dos soluciones geométricamente diferentes de (S/4) 

contenidas en 

Como /4(xi(1)) = 0(ce) y H(xi(t))= c para todo t entonces 57/11(x i (t)) = 

r//(ege(VH(xi(t)), i = 1,2. Así !Mi) := xi(71'1), i = 1,2, son soluciones 

geométricamente diferentes de 

y(t) = JVH(y(t)) y(0) = y(T), 

de periodo 71 =0'We'. Notemos que 

N  U? U? 
11(11 ):=  E 	' 	'+N ° /1(u)), 

i=1  (e2tr i )2  

131 



y para u E 1„ W/(u) = c-ic<VH(u) = VH(u). Así las soluciones yi (t), 
y2(1) de (SH) son soluciones de (Sil). Pero vimos en 1.1 que no puede haber, 
sobre elipsoides como 1„ dos soluciones geométricamente diferentes de (SH) 
con el mismo período. a  

Ahora exhibamos funciones IP : (0, oo) --> [0, oo) tales que al definir /1(  
como en (83), la fe(s) 	o e,  y 114  E 1-l( , corno se supuso en 4.6.1 y se 
afirmaba en 

Se elige ko  > jo  tal que 

1 	r 2  
k 	- > k • -1- donde d. 	• 

	

.70 = k)0rr 2  11,0 . 	(119) 
" 

	

(a) Elijamos 	i5 > 0. Sea c como en (iii). Tomemos a > 1 +1 tal que 

• cá > 40 (1 -I- i5). 

	

(b) Se elige 	R > O tal que 

• 13 (6,5 ) C B R (0) = {x E R2N  :1 x 	R} . 

	

(c) Se elige 	¡ tal que 

• 64  := 	> a R2  donde 2a := 2(ko 2)>r I 27rZ 

• 4s - 40 (1 + 1) > O si s > 1 

o Bn(0) C 13 (11„ 6,) para algún á E 	si) donde 	(120) 

si  es el único punto que satisface díosi  = 4.4  á. 
(d) Se toma 	á > á tal que á satisfaga (120) y se elige á > si . Así 

o koá > d j_1á.  

	

Construyamos 	tp sujeta a las siguientes condiciones: 

• 4-s - ti(s) > 440 (1 -I- 	si s E (1, &) 

• 01 (s) > 0, ifi"(s) < 0 si s E (1 4- á) 

	

por (a) se 	puede escoger so  < á tal que satisfaga 

• VI(s) > 4_ 1  s E (1 i,so), con Ib(so) = dLso 

• V(s) > 4_1s, s E (so, "ci) 

o tb(s) = bf = 	> dlo s si s E Ea, (X] posible por 

la elección de él 

132 



• 1)1 > ale 

o 0(s) > dkos si s E (á,00) 

o /P(s) = 40 8 si s E (d, oo) 

o ipt(s),011 (s) > O si s E (á, 

Se elige rt E (O, i5) tal que 

x((0, 1• 	-I- 11)) = O 

• 0(1 -I- (1) = dko (1 + i) 

• Os) > O , ins) > O si s E (1 	1 + ¿). 

Observaciones: 

(I) Notemos que en nuestra construcción de u/, la elección de b > O no 
tiene restricciones, por lo que puede ser tomada tan pequeña como sea 
necesario. 

(II) Una vez elegido ;S > O, el número natural ko  (que sólo tiene la condición 
de que ko  > jo) puede ser elegido tan grande como se necesite para que 
0(1 + És) := ed, (1 + É) sea tan grande como se quiera. 

(III) Dado que ko  lo podemos tomar tan grande como sea necesario entonces 
podemos tomar a = (ko  1)ir tan grande como queramos. Notemos 
además que podemos tomar un real R, mayor que él elegido en (b) sin 
que se alteren los otros números elegidos con anterioridad en (a). 
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i/ tiene una gráfica de la forma 

Las condiciones para 0, antecedidas por "• " son las mismas a las que se 

sujetó a so en la sección anterior y haciendo uso de estas se probó 4.5.2. Las 

restantes condiciones, las cuales estan antecedidas por "o ",se añaden para 

que /4 satisfaga (ii). 
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A partir de ti) definimos los elementos 114  de A(  como en (83) 

O 	sí x E 13 (7/1([— In(i + fi), In á] x I)) 

i; ° ce 	
si x = tie(c,:ré) 	con j: El, — In(1 + ii) < e < In á 

il(x) := 	bl   
si x E ANG—In(1 +11), In á) x e)) y 1 x 15 R 

g(1 x 1) si 1 x 1> R 
(121) 

Ahora veamos que los elementos de Ae  satisfacen las propiedades (i) e 
(ii), a las que se sujetó a 114  para probar 4.6.1. 

LEMA 4.8.2 ( ) Si He  E ite entonces He  tiene la propiedad (i). 

Demostración 
Sea He E A( , Dentro de las condiciones a las que se sujetó a t/) se 

encuentran aquellas antecedidas por • que son bajo las cuales se probó 4.5.2. 
De donde se sigue que lie  tiene la propiedad (i), excepto porque los máximos 
no son absolutos. Pero notemos que para 1 < j < jo  

> O, 

Y 
— 11)(s) < O 	sí s E [ír' ,o0). 

Por tanto 
= sup 	O(s) para 1 j < jo, • 

LEMA 4.6.3 ( ) Si He  E A/  entonces tiene la propiedad (ii). 

Demostración Comencemos definiendo la función auxiliar tfr por 

11)(8) si < á 

119 (3) = 	(á) si < s < # 
d o s si s > 

con á < < 

• ti7 '(s) > O si s > #. 

Ahora probemos que 

Ile(x) > lb o /1(x) > O Vx E R2N 	 (122) 
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donde 1 1(x) := e' = 	 x 	ik(c, -X) X E /. 

• Si x l< R entonces 11( (x) = 4i 0 11(x). 

• Si I x I> 1? y 1/(x) < á entonces 

1 4(x) = 9((i x ?_ 6E = 4, o //(x) 

• Si 11(x) > á entonces x 	R por (120). Así 

/1z(x) = gal 1) > a x12  

> /go  —TI  I x12 	por (119) 
rl  

> 44-N  
10 L,r 	2 

i=1 

= d10 11(x) 

> 4, o /1(x). 

Por tanto hemos probado (122). De donde se sigue que 

sup 
xeR2N 

(41/(x)— 14(x)) 5 stip (411(x)— IP o 11(x)) 
xEres  

sup (411(x) — 11) o 11(x)) 
sER2N  

Haz) _>_ 411(x) — sup (411(x) — tb o 11(x)) 
sER2s  

= 411(x)— 	, Mi, := sup dio s — 0(s). • 
8>0 

LEMA 4.6.4 ( Se satisfacen M. , A2 y A3 ) Si 111  E A(  entonces 
11 satisface Ai , A2 y A3 . 

Demostración  Notemos que por la forma en que se definieron los ele-
mentos Al  es claro que satisfacen A3. y A2 . Ahora por 4.6.2 y 4.6.3 si 
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/1/  E A/ entonces tiene las propiedades (i) e (ii). Así de 4.6.1 se sigue que 
para 1 < j < jo  los valores cif it  son valores críticos de On(  y 

ej,n4  = Alj , 

el cual es un máximo absoluto 

:= sup 	11)(S) 

Y de 4.5.2, el cual se puede aplicar pues las condiciones antecedidas por "e" 
a las que se sujetó la tb son bajo las cuales se probó 4.5.2, tenemos que el 
máximo se alcanza en 

(1 + 	1 	i) C (1,1 1-1//)vf = b.  

Como además la el puede ser elegida tan pequeña como se quiera, ver obser-
vación (1) a la construcción de 0, podemos contruir t/) tal que /i(s) > 0(s) 
para todo s y que la v correspondiente a ti) sea menor que 1/n. 

4 

Y usando t'  definimos como en (83) k(s) el cual satisface que 

174(x) k 14(x) para todo x E R2N  g 

Por último probemos que se satisface A4 . 
Consideremos la siguiente situación geométrica 

< S < T 
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con (, 	elipsoides de la forma (118) 

LEMA 4.6.5 ( Se satisface A4 ) Dado lis E As  es posible encontrar 

11<  E A< tal que 

/4(x) > Ils(x) para todo x E R IN . 

Un resultado similar puede ser establecido para las familias As  y AT de la 

siguiente manera: 
dado n natural es posible encontrar hamiltonianos HT E AT y 11s  E As  

tales que 

//s(x) > // T(x) para todo x E R2N, 

y satisfacen que vT  < vs < 1/n, donde vT  es como en A3 y vs  es como en 

A3. 

Demostración  
Sean lis E As Entonces por 4.4.1 existe 14 E 1-‘(  tal que 

	

/1((x) > lls(x) 	para todo x E R2N. 	 (123) 

De hecho si /I(  E 1-l(  satisface que 

(a) f((a() es suficientemente grande, f((o) > maxisi <R(  lis(x), para algún 

p.(  < 	< crc  con (,( 	Stis  

(b) k > Rs  y g((s) > gs(s) para todo s, 

entonces 11S  satisface la desigualdad (123). Usemos ésto para ver que 14 

Puede ser tomado en A(. Para ello notemos que basta probar que (a) y 

(b) son compatibles con la manera en que construimos los elementos de A(. 

Para diferenciar los números fi y d en las construcciones de O-  y 99, pongamos 

la. superficie como subíndice y tomemos ó( = 1110 	lis E 111(1 + jis), 
5,5 17: 111(1 + 

Dado que 

< 	Sos, 

y en nuestra construcción de lp podemos elegir io  y así k = in° + id, tan 

pequeño como sea necesario, digamos tal que 

(.5( 
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y que además el valor tb(1 +S( ) puede ser tomado tan grande como se quiera, 
ver (11), entonces podemos tomar ak = 5(  y hacer que nuestra construcción 
de o cumpla que la función fa.$) = TP(es) satisface (a). 

Con respecto a (b), notemos que Ti(  puede ser elegido tan grande como 
se quiera, ver (III). Y de nuevo por (III), eligiendo a suficientemente grande 
podemos tomar g((x) > gs(x). 

Ahora probemos la segunda parte del lema. Sea n natural. Por A3 
podemos encontrar /1T  E Ar tal que vT  < 1/2n. Corno hicimos para el caso 
anterior, tomando ls < vT, existe lis  E As tal que 

	

1/s(x) 	 R2N.  1/T (x) 	para todo x E 	 (124) 

Porque en la construcción de 9 pedirnos que (17 l bs > v., donde 14 > O es 
un real dado, digamos v. = vT , podemos encontrar ri > O tal que 

1 — 

	

vT 	> dr
s 
 1(65 - > uT. 

2n - 

Por la observación (1) a la construcción de 9, podemos tomar cualquier 
número en (0,4) en lugar de bis  sin que cambien los otros números elegidos 
para la construcción de 9, y por tanto el valor de 9(1 + is). Así pode-
mos tomar fis = µ. La función lis obtenida con estas elecciones en la 
construcción de o  satisface (124) y 

vs = max{ln(1 is), 411(4 - ris)} como en A3 ver (117) 

= 	max {5s, 	- fis)} 

< vT 2
n 

< 
1 

 

Por tanto 
< < < 1 
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9.7 Demostración del teorema 43.1. 

Sea .9 c R2N  una hipersuperficie de tipo contacto restringido, como en 
el enunciado del teorema 9.3.1 i.e. S tiene la propiedad geométrica 

at < S < 	 (125) 

donde es un elipsoide de la forma e := {x E R2N  : 	7,214" N  — 1} con 

O < 	r N  y e,,,# > O. 
Tomemos coi  = 75., y reindexemos {coi , ro2 , 	,wN }= {(4)1,1, (01,2, • , w1,11, 

w2,1  , 	, 	}, donde 11 -1-• 	= N, y los Luid  satisfacen que wihk, /ari2,k2  E 
Q si y sólo si i1  = i2  , para 1 < i1 , r2  < m. 

Para 1 < i < m tomemos como uri  al mayor número real que satisface 
que 

wi,i = ni,iwi, nij E N, 1 < j < /i, 

i.e. al máximo común divisor de 	, 	, coi  

Además la hipersuperficie S está sujeta a la siguiente hipótesis : Fijarnos 
x 	R2N 	R2N una dilatación simpléctica transversal a S cuyo flujo in- 
ducido es res  

(i) El flujo res inducido por x es global i.e. tiene dominio R x R2N. 

Recordemos que a partir del flujo lis  definimos el hamiltoniano 

H(x) = t 	si ris(t, X- ) =x,.±ES, 

y que Es = {kT :T es un período de alguna solución x(1), contenida en S, 
de la ecuación i(t) = JVH(x(t)), k E {1,2,...}}, ver 4.2.10. 

Para la demostración del teorema 4.3.1 usaremos el siguiente lema que se 
debe al Doctor Jorge Ize. 

LEMA 4.7.1 S tiene un número infinito de órbitas o Es  es discreto, 
cerrado y tiene la siguiente propiedad 

(*) existe c > O tal que Es  n (s — c,s c) = {s} para una infinidad de 
elementos s en Es. 
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Demostración Si S tiene un número infinito de órbitas entonces no hay 
nada cine probar. Supongamos lo contrario. Entonces existe sólo un número 
finito de soluciones periódicas geométricamente independientes, contenidas 
en S, de 

= JVH(x(t)) 	(SH) 

ver 4.1. Así hay un número finito de periodos mínimos Ti , 	, T„ correspon- 
dientes a soluciones periódicas de (SH). 

Que Es  es discreto es claro. En efecto si suponemos lo contrario existiría 
{si} sucesión en Es  tal que si # si41, si ---> s E Es. Por lo que existen 
T período mínimo y una subsucesión {di} tales que s'j 	s, 	= kiT. Por 
tanto 	cte si j » O, lo que contradice la elección de {si). 

De lo anterior tambien queda claro que Es  es cerrado. 
Para probar (*. ) procedamos por inducción sobre n. Para n = 1 es obvio. 

Supongamoslo valido para n y probémoslo para 71, + 1. Reordenando si es 
necesario tomemos Ti  = mini<i<„ Ti. Como es cierto para n existen (0  
y si , 32, ... tales que E(T2, 	,T,i) n ((si — ca, s; 	co) {.5,}) = 0,donde 
E(T2, 	,T„) := {kTi : 2 < i < n, k E {1,2,...)}. Como 	• son 
múltiplos de 	T„ podemos tomar una subsucesión si  = pa', con el 
mismo T. llamemos n a este T, así si = 

Si el resultado es falso para n +1 entonces para todo e > O, e < (0, existe 
N(c) tal que (011— c,pin + e) contiene a kali., para i > N(c) (ki  > pi) y 

Podemos suponer que para todo k', k con 1 < k < n, k' E {1, 2, ...} se 

tiene que kT1  # kin. En efecto si kTi  = k'T4 entonces tomando e < 
tenemos que 

1 	— 	1 kik' — pi k 15 e 

1 	— pi le 15 -f
ek

i 
51 

k• = P', 	y 	— k  	— t 2 — s • k  

lo cual es una contradicción a la elección de kiTI . 
Reindexemos {T2, ... ,n} de tal forma que 72 = TI. Ahora hay dos 

casos: 

CASO 1 Si kTi 	k'T, para j = 3, ... , n, 1 < k < n, k' E {1,2, ...}. 
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Sea c < min 	co, mili{' kT, — 	1 para todo k', k, j > 2 con 1 < 
k < u, k' E {1,2,...}}}. 

Para i > N(c), consideremos kiTi ,(ki  1)T1 , 	, ( ki  + n)Ti  con 1 kil; — 
Pin 15 c 

Ahora si para algún 1,2 < j < n, O < r < n, se tiene que 1 (ki r)l; 
l< e entonces 1 (ki  + (i)Ti  — 	I> e para, todo r < q < n, p > 1. En 

efecto si no fuera el caso entonces 

1 (q — 7 )T; 	(p  —1)1:  I 5 1 (ki r)Ti  — 17;  1 + I (ki q)Ti  — pTi 
< 2e, 

lo cual contradice la construcción de c. 
En particular no hay múltiplos de 	en las e-vecindades de (ki  r)Th  

r = 1,...,n. Si en estas vecindades sólo hay un número finito de múltiplos 
de { n,...,n }  entonces la sucesión (ki 	1)711  es la que prueba el resul- 
tado. Ahora si hay un número infinito de múltiplos de {T3, 	T„} en las 
e-vecindades de (ki  -1-1)Ti  entonces llegamos a la siguiente situación: para 
i > N' existe /i  con 1 / in (ki 	1)7'i  l< c. De lo cual se sigue que 110 hay 
múltiplos de 7,1 en los c-intervalos alrededor de (ki  + 2)7'h  : (ki n)T1 . 

Tomando la sucesión {(ki  2)} o sólo hay un número finito de múltiplos 
de {T,, 	,T„} con lo cual {4+2} es la sucesión requerida o (tomando una 
subsucesión) existe rf,¡ con múltiplos de r, en las e-vecindades de (ki  2)Th  
Por la construcción r n,  n. Se toma entonces la sucesión {(ki  3)Ti } , 
la cual es la requerida o existe 7,1  

Queda claro que antes de llegar a (k i  +n)Ti  hay una sucesión (ki  + s)l; 
sin múltiplos de Ti, j = 2,... ,n. 

CASO 2  Si kT, = 	para algún j E {3,...,n}, 1 < k' < k < n 
(recordemos que TI  < 

Sea c < 	 min{1 ka; — 	1: para todo k,, 	> 2 con 
1 < 	< k, < n quitando los pares (k,, k¡) que son múltiplos de (k, kg 
para i = j, y todos los j's con esa propiedad }}. 

Ahora si en la construcción anterior se toma 

—
Ti 

1 (lo;  r)k' — lik 1=1 (ki  r)T1  — 1 iT 15. 

I (ki  + r)k' — lik l< 
ke. 

  5_ 
 1 k7; 	1 
- -77 

Ti  2 2 

142 



Por tanto (ki  -I- r)k' = 	y (ki  r)'.1; = 	es decir que quitando (ki +r)Ti  
del e-intervalo con centro en (ki  + 2)Ti  tenemos que no aparece 

Por otra parte, no hay otros múltiplos de Ti  en los e-intervalos alrededor 
de (ki  + (1)7; con 2 < q < u, ya que si este fuera el caso entonces 

(q — r)T1 — (p —ii)Ti 151 (4+07; —1(4 1 + (ki+g)Ti —pTi  1=1 (4-1-0111 —pTi  

De donde se sigue, por la construcción de e que (k1 , kg no es un múltiplo de 
(k, k') y esto contradice la construcción de e, o (ki , kl) es múltiplo de (k, k') 
y en ese caso el lado izquierdo es O y pTi  = (ki  + q)T j  es decir no afecta la 
construcción (ya que se quita el centro del intervalo). • 

Tomemos como di al j-ésimo elemento de 4.{kirr.! :1< i<N,k E 
{1,2, ...}} al ser ordenado de manera creciente, repitiendo sus elementos de 
acuerdo a su multiplicidad i.e, un elemento se incluye en la sucesión tantas 
veces como puede ser obtenido en la forma kr,  ,1<i<N,kE {1,2,...}. 
Por ejemplo 

• Si 1.1 = 	= rN = 1 i.e. 	= 	entonces (11, = 	= 
4.1 	. . . 	d2  N 	27r, .... 

• Si r1 , 	, r N  tienen la propiedad de que rnq 	Q para i # j. Entonces 
para cada j E {1, 2, ...} existen ki  E {1,2,...} y 1 < tti  < N únicos 
tales que 	= kirrl y di = di, donde (di) es la sucesión estrictamente 
creciente obtenida ai ordenar los elementos de 4. 

Observemos que la situación geométrica (125) puede ser reescrita como 

C<S<T. 

2 

	

: = {x E .1

n

2N 	+ 34.4.N  

i2-1=1 (firi)2 	= 1) 

2 

	

: = {X E R2N 	
sii.N 

(ev

+ 
 ri)2 	1). 

Y notemos que: 	
di =. a2di y tí: 	 (126) 
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Para la demostración del teorema 4.3.1 usaremos las familias de funciones 
hamiltonianas A5  y AM  , M E {C, T}, las cuales fueron definidas en 4.5 
y 4.6 respectivamente ( donde 	tendrá la propiedad de que sus semiejes 
satisfacen que r1  < 	< rN, y que rl/r'j E/ Q para i j, y S tendrá la 
propiedad de que Es  es discreto y cerrado, por lo que puede ser ordenado en 
una sucesión estrictamente creciente (d1)711). Además se exhibió que estas 
familias de hamiltonianos tienen las siguientes propiedades (para un natural 
jo  > O y un real K > O dados ): 

(a) (A2 ) Sea HM  E AM . La función fM  que interviene en la definición 
de HM  (ver (83) ) es de la forma 

fm (s) = rfi o e', t/ : (O, oo) —+ [O, oo) de clase (;°3  con 0(0,1] = 0. 

(b) (A3 ) Si HM  E AM entonces los valores Com  son valores críticos de 

hm  para 1 < j < jo.. Además 

= 

el cual es un máximo absoluto 

:= sup 44 s — tP(S) 

que se alcanza en (1, 1 + PM), vm(Hm) 	> 0, 

(c) (A3) Si Ils E A5  entonces, para 1 < j < jo , los valores cij¡s  son 

Valores críticos de Ons  . Además existe vs(Hs) = vs > O tal que si 

O < ei 	< (IZ(1 vs) entonces podemos encontrar Mi) punto crítico 
de OH, tal que 

9,iis = Ons(xj), 
xi(t) E S, para todo t, 

O < ci  < lis 	y O < 11,5(xi) E cte < vs para 1 j < jo, 

donde k0(115 ) = ko  > jo  es un número natural que tiene la propiedad 
de que dlo  > K. 

Además para i 4  j si e-(1 /1(:1:;) = c `'A(x; ) entonces S tiene un 
número infinito de órbitas, 1 < i, j < jo. 
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(d) (A4 ) Dado n natural es posible encontrar hamiltonianos IIr  E kr  y 
lis E As  tales que vr < vs < lin, donde vr  es como en (b) y vs es 
como en (c), y 

Hs(x) > HT (x) para todo x E R2N . 

Un resultado similar puede ser establecido para las familias As y A(  
de la siguiente manera: 

dado lis  E As es posible encontrar 14 E A(  tal que 

Ht(x) > Hs(x) para todo x E ION. 

Es importante recordar la definición de los valores de minimax, cm/N, .Ar E 
{S,(, 7), a que se hace referencia en (A3 ) y (A3). 

cm/N  = inf sup (/)//x (x), 
zEr, xEZ 

donde ri  := {Z c E : Z es S'-invariante , cerrado y ^y,r,(Z) > j}. Así F 
depende del pseudoíndice -yis'„ el cual se definió en 2.2,1 usando el grupo 1' 
, el cual a su ,vez depende de un subespacio vectorial F , subespacio que en 
nuestro caso está determina& por el número jo, para mayor detalle ver 3.4.7. 

Demostración del teorema 4.3.1  Sea Scomo en el enunciado. Así 
S tiene la propiedad geométrica 

< S < T 

N ,2 

: = {2; E R2N  ' E -i  -.4-N
= (firi)2   

N ,2 

= PC E R2N  :   - 1). 

Si S tiene un número infinito de órbitas entonces no hay nada que pro-
bar. Supongamos lo contrario. En este caso 4.7.1 nos garantiza que Es  es 
discreto, cerrado y tiene la propiedad 

145 

donde 

T 



(e ) existe t > O tal que Es  n (s — t, s 	= {s} para una infinidad de 
elementos ti en Es. 

Notemos que éstas fueron las hipótesis sobre Es bajo las cuales se construyó 
la familia As. 

CASO 1  
Supongamos que los semiejes de e satisfacen 

• 71/7j E/ Q para i # j, con 1 < i,j < N. En este caso coi = 1/71, 
1 < i < N, donde toi es como al inicio de la sección. 

Por lo que podemos usar las familias A(  y AT. 
Sin perdida de generalidad supongamos que r1  < 	< rN. Tomamos 

como jo  al único natural que satisface que 4 = Irr2N  y K = /324. 

Sea O < b < 1. Debido a la propiedad (d) podemos encontrar hamilto-
nianos /11- E AT y lis  E As  tales que 

ti  6 
vr < 	< mili{ (-7, 4—} 

JO 

Y 

	

s(x) > IIT (x) 
	

para todo x E R2N. 	(127) 

Debido a la propiedad (b) tenemos que para 1 < j < jo  los valores críticos 

e• ilT  = sup{dist , ij,(8)} 
3>0 

	

< j(1 ver) 	Por (a) Y (b) 

< dT 
' 	' 

Por tanto 

c' llT < d7 + 
1

. 

Además 

«ijiro  (1 + lir) porque j < jo Y (dn731 es creciente 

= 	/12d o (1 + "T ) por (126) 

< 40 (1 + ¡id ) 	por la elección de ko( ver (c)), s y 11s. 
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Por tanto 
< 40 (1 vs ). 

Observemos que de (127) se sigue que 

Otis(x) := A(s)— 	1-1,5(x(1))dl 5 A(s) — 
J 

1  11T (s(1))711 

011.„(x) para toda curva x E E. 

De donde tenemos qUe para 1 < j < jo  

:= inf sup rints(x) 	inf sup OHT  (x) 
ZEr) xEZ 	 ZEr)  2,EZ 

Cj¡iT • 

Por tanto 

cm!, 5 coi. y cos  < disco  (1 + vs ) 1 < j < jo, 

Así por la propiedad (c) tenemos que para los valores críticos ci ji s  existe si  
punto crítico de (bn, tal que 

= Oris(s3), 
Mi) E Sil  para todo 1, 

O < e j  < lis y O < Hs(xj) de < vs para 1 < j < jo. 

Nuevamente debido a la propiedad (d), usando las familias A(  y As , 
podemos encontrar un hamiltoniano /4 E A(  tal que 

/1( (x) > its(x) para todo x RE  2N .  

Por la propiedad (a) y la propiedad (b) tenemos que para 1 < j < jo  los 
valores críticos 

< cif ie  

Ahora como t/dx). > t/s(x) > HT (x) para todo x E R2N  tenernos que 

< c1  ji<  < cos 	dT + —
6 

3 	4  

d()  < C j HS  = 46iis(z,) := 	A(xJ) 
	

s 
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Por tanto 

(11 < A(x j) < 	+ 	1 5 j jo. 	 (128) 

Por tanto sólo nos resta tomar c = 8/2 y los subíndices j edecuados. 
Tomemos los subíndices 	, j N  que satisfacen que 	= Tu?, 	= 
irrl. Así reindexando y tomando como el índice el subíndice de la j tenemos 
que existen 	, xN  órbitas periódicas, de periodo 1, que satisfacen 

a2r 	 , 

w' 

 r 

w' 
— 	< A(xo < 	4- c 

Y 
x,.(1) E S„ 	O < ci  <c. 

CASO 2 
Supongamos que es un elipsoide (le la forma 

N 2 
:= (x E R2N  E  + xi+N  - ' } ;=,  

(129) 

con 0 < r1 , ...,rN  
Como al inicio (le la sección tornemos coi = 	y reindexeinos {0)1 , w2, 	, 

donde /1-1-• • 41, = N , Wihki iwi2,k2  E wiv }={wm, w1,2, 	w2,1, 	torn,t,„ 
Q siysólosiil =i2i para1 < 	i2  < ni. 

Para 1 < i < m tornemos como wi al mayor número real que satisface 

wij = ni,iwi, ni ,i E N, 1 < j < 

i.e, al máximo común divisor de wo, 
Nos será de utilidad reindexar también los 71, it 5 	y preservar la 

correspondencia que se establece entre el doble índice y el índice original, a 
la cual nos referiremos por f(i, j). 

Ahora sea O < r < 1 y tomemos números reales O < 	con 1 < i < 
m, 1 < j < 	+ • • • + 1,„ = N, tales que satisfacen 

* Para 1 < j < 	< i < ni se tiene que O < 	— 	< r y 
O < 	 < T. 

** Si i;ib.it Pi2..i2 E Q o 	„it 	E Q entonces i1  = i2, J1 = j2, para 
1 < j1 ,< li„ 1 < j2  < 	1 < 11 ,12  < in. 
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que 



*** 	= kpa'irdp  , 	= ki„(327ril donde k p  y 	satisfacen que di, = 

kpirrl,,, 1 < p < jo, 

y
¡ 
 donde los elipsoides y T se definen como en (129) usando los números 

07'1*.i}1<io,,i<i<m Y 1 37 i.,ili<i<i.,1<i<m 
dexar. 

Elijamos los N subíndices p de dl adecuados para este caso. Sean 
,pu„p2,1,...,p„,j„, tales que 

< 	1 < j < 4,1 < i < 

= 

, vi ,i, 	= ni  

v21 = 

2 
Prn.l. = n'a ,  

Sea jo = max {pi  , p1,2, • , pi  ,i„ p2,1,  . . , p„,,‘„,}, y tomemos en (*) r = 8/2. 
Por lo probado en el caso 1, usando los elipsoides ( y T (posible por (**)), 
de (128) al tomar los índices adecuados 	para este caso tenemos que 
existe 5. = < 6 para la cual hay 	 = N órbitas periódicas, de 

periodo 1, xhi, 	xij„ x2,1, . • .,x„,,i„„ tales que xi,j(t) E Sew  para toda t, 

O < cid  < e, y satisfacen 

tic -- A(si  .) < dT + — 

	

Po 2 	 Po  2 

Entonces 

2 

	

ni,ja2 -2 — 2-  5. A(xi,i) 	ni,ifi2 . 
+ 2 por (***) y la elección de pi 

=> 	 - r) - 	
2 2 

-
e 

< A(xi,j) < (ni,j#27rrld r)-1- —
c 

por (*) 

cr2 r 	e 	 /5327r 

(- - r) — —
2 

< A.(xi
j
) < (-

wi 
 r) + -

2 
por definición de coi. 

wi   

Como r = e/2 tenemos 

A z ir  a2 ir 
w: - c < A(zri,j) < 

wi 	
c, 1 < j < /i, 1 < i < in. 
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y la correspondencia f para rein- 



Por último notemos que: en el primer caso 

• si i # j entonces e-M(4 # C`i A(x j), 

y para el segundo caso 

• si 	j1 ) 	(i2, j2 ) entonces e-`'i.)1A(ali,,i, ) 	e-ti242 A(si2.i2),  

se sigue de lo que se afirmaba en (c) y que estamos considerando que S tiene 

un número finito de órbitas.. 
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