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1. INTRODUCCION

81.1 Sistemas hamiltonianos

Comencemos presentando un ejemplo sencillo de un sistema hamiltoniano
y, mediante él, la problemitica de nuestro interés, Tomemos H : R' SR

H(z) := ay(z® + 23) + ap(z? + 22)  ay, a; > 0.

El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales se conoce coimo sistema hamil-
toniano

D p—

0T N4

(SH)
Boanll) = %j—f(m(m

coni=1,2, N=2, Alafuncién H se lellama hamiltoniano o energia. Un
problema de interés es encontrar soluciones periddicas del sisterna hamilto-
niano (SH).

Escribamos el sistema (SH) de manera mds concisa

0 = (ll) 0ol 40 ;
(=22 a(0), - Gor(a(0), G- a(0), (o)

JVII( (1) donde J(z1y. .., 24) = (—23, —Z4, 21, T2).

Obscrvemos que J(z1,...,24) " (21,000, 24) = 0.

Como primer hecho relacionado con nuestro problema observemos que las
soluciones de (SH) se encuentran en algin nivel de energia i.e si £(t) es una
solucién de (SH) (periddica o no ) entonces

I(z(t)) =cle para todb t,

It

ya que
—-u( 2(t)) = VH(z(t) - #(t) = VH(z(t)) - JVH(z(1)) = 0.
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Ahora resolvamos el sistema hamiltoniano particular que hemos planteado,
Pongainos explicitamente cl sistema de ecuaciones (SH)

—2(1¢.’L‘¢+N(t)
i=1,2N=2
Tin(t) = 202i(t).

Iste sistema es cquivalente a las dos ecuaciones diferenciales de segundo
orden

i

&i(l) = ~4adz;(t)  (zipn(t) = -i;i.»(t)) i=1,2

Reescribiendo éstas tenemos
Zi+dalzi(t) =0 i=1,2

Las cuales son ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden homogéneas
y normales en R. Como sabemos las soluciones de cada una de estas ecua-
ciones forman un espacio vectorial de dimension 2, y dos generadores lincal-
mente independientes de los espacios respectivos son cos(2a;t) y sin(2a;t)
parat =1,2.

Asf, si las funciones componentes de z(t) son de la forma

zi(t) = Aicos(2a;t) + pisin(2a;t)
i=1,2 N=2 (1)
zipen(t) = Aisin(2e;t) — p; cos(2a;t),

entonces z(t) es una solucion de (SH). E inversamente toda solucién de (SH)
ticne sus funciones componentes de esa forma,

Notemos que la existencia de soluciones de (SH) no representa problema
pues la garantizan los resultados de ecuaciones diferenciales, ya que los nive-
les de energia, H™'(a) con a € R, estin acotados. Pero la existencia de
soluciones periddicas si resulta un problema de interés,

Sea z(t) una solucién de (SH), de la expresidn (1) tenemos que el perfodo
de x)(t),23(t) es T = w/a; y que el periodo de z9(t),24(t) es T' = m/ay
Por lo que los periodos de las componentes zi(t), zy4i(t) son kwxfa; con
ke{1,2,.. .},i=12

Notemos que a partir de una solucién z(t) de (SH) podemos obtener
otras soluciones de (SH), z(t +#o) con cte=to € R. Asf, cuando busquemos
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diferentes soluciones de (SH) éstas deben ser geométricamente independientes
i.e. no se deben obtener una de la otra de la manera anterior.

Debido a que las soluciones de (SH) se encuentran en algin nivel de
energfa, limitemos nuestra bisqueda a soluciones de (SH) que estén en algin
nivel de energia preestablecido "a” con "a” valor regular de H. Y tomemos

a=1

Caso 1 Supongamos que 1 = a; = a;. Asi estamos buscando soluciones
cerradas contenidas en la esfera unitaria S®,

Notemos que si z(t) es una solucion de (SH) entonces sus conipo-
nentes x,(t),23(t) tienen perfodo = = 7/a;, y que sus componentes
(1), z4(L) tiene periodo 7 = /ay. Por tanto toda solucién de (SH)
es una solucidn cerrada. Mds aun por cada punto w € $3 pasa una
solucidn cerrada 2(t) dada por

zi(t) = wycos(2t) — wiyn sin(2t)
i=1,2 N=2
(L’H..N(l) = W Sin(zi) + WigN COS(2i),

Por tanto existe una infinidad de soluciones periddicas de (SH) geomé-
tricamente independientes.

Caso 2 Tomemos a; § Q,a; = 1. Supongamos que existe una solucidn
periddica de (SH), z(t), contenida en el elipsoide H~!(1) tal que ninguna
de sus funciones componentes es idénticamente cero. Como sabemos
sus componentes y(t),z3(t) tienen perfodo 7/a; y sus componentes
za(t), z4() tienen periodo m/ay. De donde se desprende que

T

” ’
n— = m— paraalginn,m € {1,2,...}
a az

a
= a = ‘—lEQ
a3

Lo cual es una eontradiccion a nuestra cleccidn de a;. Por tanto al-
guna de las-funciones componentes debe ser idénticamente cero, Y
asi (SH) tiene exactamente dos soluciones periédicas geomnétricamente
independientes.



Asi el mimero de soluciones periddicas de (SH) geométricamente inde-
pendientes puede variar drdsticamente si movemos un poco la geometria de
H=*(1), en un caso la esfera con un nimero infinito de soluciones periédicas
geométricamente independientes en otro caso un elipsoide (objeto homeo-
morfo a la esfera, mds aun difeomorfo a $3) tan "cercano” a la esfera como
queramos, haciendo | 1 — a; | pequeiio, con sélo dos soluciones periddicas
geomdtricamente independientes.

Notemos que si nuestro hamiltoniano es H{x) = a)(x? + z2) + ag(x? + z3),
con aj,a3 >0 y qyfa; § Q, entonces sobre el elipsoide H1(1) no puede
haber dos soluciones periddicas de (SH) geométricamente diferentes y con
el mismo periodo. Darse cuenta de ésto es sencillo, ya que procediendo de
manera andloga a lo hecho en el caso (2), se ve que las soluciones periddicas
de (SH) estdn contenidas en el plano Py, xg = 24 = 0, o en el plano Py,
z; = 23 = 0, y que sobre cada plano P; las solucidnes periédicas no son
geométricamente independientes y tienen periodo 7/a;. Como ademiis
los nimeros /ay y w/a; no tienen un miltiplo entero comin (dado que
a/a, § Q) entonces las soluciones no pueden tener el mismo perfodo.

Ahora veamos que relacidn guardan el hamiltoniano y sus soluciones.

Iin nuestra anterior argumentacion vimos que para el hamiltoniano H(z) =
z2+ 242} +z? laccuacion (SH) tiene una infinidad de soluciones periddicas
geométricamente independientes en §* = H~'(1). Resulta natural pregun-
tarnos que pasa si cambiamos el hamiltoniano, mds precisamente, tomemos
otro hamiltoniano / : R' -+ R de clase C* tal que

17"'(&) =8§% paraalgin@a € R con @ valor regularde H  (2)
ie. VII(z) #0 para todo z € 2.

; Tendran el sistema (SH) y el sistema (SH) el mismo munero de solu-
ciones periddicas geométricamente independientes sobre la esfera?

La respuesta es i, Ejemplifiquémoslo usando un hamiltoniano A par-
ticular. Sea i
H(z)=all(z) cona= cte>0.
Tomemos una solucién z(t) de (SH), &(t) = JVH(z(l)), sobre la csfera
unitaria,



Basta con reparametrizar adecnadamente la solucion x(t) para que ésta
sea solucion de (SH). Tomemos y(1) = z(at)

§(t) = aJ VI (z(at)) = JVIH (y(t))

Por tanto y(t) es solucién de (SH). Ademds esta correspondencia lleva
la solucion z(L + o) en la solncidn y(l + &) con ty € R i.e. soluciones
que no son geométricamente independientes van en soluciones que no son
geométricamente independientes. Inversamente dada una solucién periddica
y(t) de (SH) contenida en S°, al reparametrizarla como z(1) := y(a~'t)
tenenos que

a~ IV (y(@E't))
JVH(z(1)).

3(1)

]

Il

Ast 2(1) es una solucién periddica de (SH) contenida en S, Y y(i + tp) va
en z(t + alg). Como ademds estas correspondencias entre las soluciones de
(S1) y las soluciones de (SH) son inversa una de la otra, tenemos que hay
una correspondencia biunivoca entre las soluciones periddicas de (SH) que se
encuentran sobre S3 y las soluciones periédicas de (SH) que estdn sobre S3,
y esta correspondencia preserva el que dos soluciones sean geométricamente
independientes.

Para el caso general en que f es un hamiltoniano de clase C® que
satisface (2), la idea de la demostracién es la misma: dar correspondencias
usando para ello reparametrizaciones adecuadas de las soluciones, para una
demostracion se puede ver la seccion 4.1,

Por tanto para resolver problemas de existencia o multiplicidad de solu-
ciones periddicas de (SH) geométricamente independientes sobre la esfera,
podemos usar cualquier hamiltoniano H que satisfaga (2).

A la traza {z(!) : t € R} de una solucidn periédica z(t) de (SH) la
denominaremos drbita, Notemos que dos soluciones de (SH) son geométri-
camente independientes si y sélo si sus érbitas son diferentes, Asi lo que
buscamos son drbitas contenidas en S, y lo que hemos probado es que ellas
permanccen invariantes si usamos hamiltonianos H que satisfagan (2).

Podemos ir un poco mds alla y describir en términos puramente geomé-
tricos a las orbitas que se encuentran en un nivel de energia, suprimiendo



la referencia a un hamiltoniano que satisfaga (2). R' ticue una geometrfa
euclideana inducida por la forma bilineal simétrica y no degenerada que cono-
cemos como producto punto

4
Ty =) Ty
=1
Ahora, usando la forma bilineal antisimétrica y no degenerada
w(z,y):=Jz y

inducimos en B! otro tipo de geometrfa, la geometria simpléctica,

Podemos utilizar ésta para caraclerizar a las érbitas sobre S*. Veamos,
tomemos una drbita C sobre S° y un hamiltoniano H como en (2). Sea y(t)
la paramnetrizacién regular de la orbita que la hace solucién de (SH), asi

(1) = IV ().
Notemos que
L, = {Jpg)=(-q,p) e R*xR* = R": (p,q) € N,} donde N,

es la recta perpendicular a T),5°
= {veT,5°: w(v,u)=0 paratodou e T,5%,

es un subespacio vectorial de dimensién 1, y que g(t) € £,(). Esto tltimo
se desprende de que para u € Ty S®

w(g(t),u) = Jy(t)-u

~VAy(1) u
= 0

Por tanto
Ly = TyyC.

Asi las drbitas las podemos ver como subvariedades , C, de clase C*® de
dimensién 1 difeomorfas a S' con la propiedad de que

L,=T,C paratodoyeC

A las drbitas vistas de esta manera se les denomina caracteristicas cerradas,



Por dltimo notemos que 2 S* la hemos estado tomando como S* =

H~(a) con a valor regular de H, funcién de clase C*°, De ésto se deduce
]

5% es bvariedad de R* de la misma c} | hamiltoni
que §° es una subvariedad de e la misma clase que el hamiltoniano, en
este caso de clase C®, y que tiene codimensién 1, i.e. dimR'~ dimS® = 1,

Asi al tomar el sistema hamiltoniano general en R*M, el concepto que
generaliza a §% es

DEFINICION 1.1.1( Hipersuperficie ) $ C R* es una hipersuperficie
si es una subvariedad de R*" de codimension 1.

Y la problematica general dentro de la cual se circunscribe nuestro trabajo
es:

; Qué condiciones geométricas debe tener una hipersuperficie compacta
para garantizar que cxistan drbitas o para que haya nniltiples drbitas ?

Ahora demos notacion y algunas clases geométricas especiales de hiper-
superficies a las cuales se hard referencia en las siguientes secciones de este
capitulo.

DEFINICION 1.1.2( conjunto convexo y estrictamente convexo ) C C
R™ e convexo (estrictamente convexo) si

M+(1=M\veC,

para todo u,v € C y para todo A € [0,1] (y ademds satisface que si z,y € C
entonces el seginento que une a z con y no intersecta a 3C en puntos
diferentes de z, y). Ademds pediremos que 0 € C.

DEFINICION 1.1.3( Hi pers&per!icie convexa y estrictamente convexa )
Una hipersuperficie S € R*M es convexa (estriclamente convexa) si § = 8C
con C conjunto convexo (estrictamente convexo).

DEFINICION 1.1.4( Hipersuperficies en forma de estrella ) Una hiper-
superficie § C RN tiene forma de estrellasi ¢ : § — §*N-!, ((z) = z/||z||
es un C'-difeomorfisino.

DEFINICION 1.1.5( Dilatacidn simpléctica ) Un campo vectorial de
clase C® y : U = R*™, con U C R*" abierto, es una dilatacién simpléctica
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si

JDyy(z)(w) - Dyy(z)(v) = e'Ju-v  para todo u,v € R?Y,
para todo z € U para todo ¢,

donde Dyy(z) es la diferencial de g : U — R* en el punto z y n,(z) =
n(t,z) es el flujo inducido por x.

DEFINICION 1.1.6( Hipersuperficies de tipo contacto ) Una hiper-
superficie S C R* compacta y conexa es de tipo contacto si existe y : U —
R*Y, con U vecindad abierta de S, dilatacién simpléctica transversal a §
e x(z)g T.S paratodoz € S.

Ejemplos:

1) Toda hipersuperficie en forma de estrella es de tipo contacto.

2) Otras hipersuperficies que no son como en 1) se dan en 4.2.5,
DEFINICION 1.1.7( Hipersuperficies de tipo contacto resuiiiy.Jo )

Una hipersuperficie S ¢ R*" compacta y conexa es de tipo contacto res-
tringido si existe x : R*M — R*" dilatacién simpléctica transversal a S.

Sea H : R* — R un hamiltoniano. Denotaremos
VH(z) = (H,(z), H,(z)) € R x R¥ = R*".

Y cuando se haga referencia a una familia de hipersuperficies S, —1 < e <1,
éstas se habran obtenido como H~'(€) con ¢ valor regular de H, para un
hamiltoniano H adecuado, y Sy = S.



§1.2 Un poco de historia

Bl primer trabajo que se conoce en la direccién de nuestra problemdtica
general, y de caracter global, es el de Seifert [Se] quien buscd soluciones de
(SH) considerando hamiltonianos ,H , escritos en la forma cldsica "energia
cinética inds energfa potencial”

H(p.q) = % Zyu(qv)pem +V(q)

donde g;;(g) es una matriz positiva definida para cada q. Seifert mostré que
si cero es un valor regular de V' y V=!(~00,0] es C*difeomorfo al disco
entonces existe al menos una drbita en H~1(0), siempre que se garantice que
Vigij € C*R", R) i.c. son de clase C%. (aqui Seifert usa otras condiciones
técnicas). Para la prueba usé ideas de geometria diferencial. Rudamente
hablando ¢l encuentra soluciones de (SH) como geodésicas de una métrica
riemanniana, llamada la métrica de Jacobi, asociada con el término de la
energia cinética en ¢l hamiltoniano. Posteriormente en 1978 Weinstein [Wel]
usando el método de Seifert, remplazando la geometria riemanniana por la
geometria de Finsler, probd que si § es una hipersuperficie compacta, con-
vexa e imagen inversa de un valor regular de H entonces tiene una solucién
periddica de (SH). En este mismo trabajo Weinstein plantea la siguiente
pregunta

;Si S es difcomorfa a §*N-! tendrd S alguna drbita?

Ha sido hasta recientemente que se ha dado una respuesta a esta pregunta.
Michel Herman, a finales de 1994 en un seminario en Paris, exhibié una
hipersuperficie difeomorfa a una esfera que no tiene érbitas (comunicacion
verbal del Dr. Lopez de Medrano). '

También en 1978 aparecié un articulo de Rabinowitz [Ral] que aborda
el problema desde una perspectiva diferente y que abriria un gran caudal de
trabajos posteriores que emplearian métodos de célculo de variaciones. En
[Ral] Rabinowitz aborda los problemas de:

* Encontrar soluciones de (SH) que tienen una energia prescrita.

** Encontrar soluciones de (SH) con perfodo prescrito.

En cuanto al primero mostré que si § = H='(h) tieue forma de estrella
(con b valor regular) entonces (SH) tiene al menos una solucidn periddica en
5. Rabinowits obtiene sus resultados usando métodos de caleulo de varia-
* ciones . Asf las soluciones de (SH) corresponden a puntos criticos de una




funcional, definida en un espacio I de curvas y que toma valores en los
reales, sujeta a una restriccion (el promedio del hamiltoniano a lo largo de
la curva) i.e. se buscan puntos criticos de la funcional elegida restringida a
una subvariedad M de £. Weinstein en [We2) observa que existen clementos
geomnétricos comunes en situaciones previamente estudiadas, en la abordada
en (Wel] (para hipersuperficies compactas y convexas) y en aquellas en que se
demuestra la existencia de érbitas por medio de métodos variacionales [Ral]
(para hipersuperficies en forma de estrella) y [Ra2) (para algunas hipersuper-
ficies que son transversales a x(p,q) = (ep, (1 — ¢)q)), las hipersuperficies en
cuestion son hipersuperficies de tipo eontacto. Y plantea su conjetura (que
enunciamos en el caso particular en que el espacio simpléctico es (R*N,w)).

Conjetura (Weinstein, 1979): Si S es una hipersuperficie de tipo contacto
con H'(S; R) = 0 entonces S tiene una caracteristica cerrada.

Esta conjetura serfa resuelta por Viterbo [Vi] sin necesidad de pedir que
H'(S;R) = 0. ‘

En 1987 cn un trabajo novedoso Hofer y Zehnder [HZ1] mostraron que
tan cerca como se quicra de S existe una hipersuperficie S, que lleva una
rbita x. Y ademads dan una estimacién de la aceidn en z, 0 < A(z) < d(H),
donde

Az) = —% /OTJi(t) ca()dt 2(0) = o(T).

A partir de este resultado prueban, con considerable sencillez, aquel obtenido
por Viterbo [Vi]. Exhiben también que si se tienen estimaciones a priori de
la forma

1 T
~I(2) | Ale) IS cl(e)  dondeI(s) := /0 let)|dt (@)

para toda solucidn periddica en S,, —1 < € £ 1 (para la estimacion no es
necesario probar existencia), entonces S tienc al menos una érbita.

Asi Hofer y Zehnder también dan una respuesta a la conjetura de Benci-
Rabinowitz quienes en [BR1] habian conjeturado que si tenfan cotas a priori
del estilo (@) para toda solucién periddica en S entonces debia de existir al
menos una orbita en S. En [BR1] se prueba que una hipersuperficic S =
H~!(a), con a valor regular, que satisface que

] ,
(p, 5—pH(m)) >0 sip#0
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donde = = (p,q) € RN x RV, tiene cotas a priori del estilo (@). Este tipo
de hipersuperficies S engloba gran parte de las tratadas hasta ese monento.
Posteriormente Benci, Holer y Rabinowitz [BHR] mejoraron la condicién
para obtener cotas a priori de la forma @. El resultado que probaron es el
siguiente: supongamos que existen K € C'(U/, R) con U vecindad compacta
de S, y constantes a,b> 0 con a+ b > 0 tales que

ap- Hy(2) + bg- Hy(2) + VK(z) - JVH(z) > 0
para todo z € U. Entonces existen cotas a priori de la forma @,

El trabajo de Holer y Zehnder [HZ1] ha tenido varias generalizaciones.
Rabinowitz en [Ra3] extendié los resultados de [HZ!) mostrando que existe
una estructura més rica de soluciones periddicas de (SH) cerca de S. Mostréd
que existe una sucesién de hipersuperficies S,,, , con ¢,, — 0, que contienen un
nimero no numerable de 6rbitas distintas o existe un nimero no numerable
de hipersuperficies S, con ¢ cercano a cero y tal que contienen cada una al
menos una orbita.

En esta direccion Struwe [St1) probé que una de las situaciones que prevé
Rabinowitz siempre se da y de manera mds general. Struwe encontro que
dado un valor regular ¢y del hamiltoniano H existe al menos una orbita en
H-'(t) casi para toda t cercano a tg, siempre y cuando H~(t) = S sea
compacta y conexa,

La cuestion de multiplicidad de érbitas en una hipersuperficie de energfa
S es dificil y hay pocos resultados de cardcter global. Dentro de los resultados
existentes fue en [EL) donde Ekeland y Lasry dieron la pauta, En este trabajo
de 1980, Ekeland y Lasry muestran que si S C R*™M es una hipersuperficie
de energia de clase C', convexa y tiene la propiedad geométrica

para @, i > 0 constantes adecuadas (f € (q, \,/fa)) entonces S tiene al
menos N érbitas, donde B(S) denota la parte acolada de RN\ S y B, :=
{zr € RN | 2 |< r}. Para la demostracién ellos usan técnicas de andlisis
convexo. Ambrosetti y Mancini en [AM] dan otra prueba del resultado de
[EL}, para hipersuperficies estrictamente convexas, permitiendo que el inter-
valo (a,v/2a) sea de la forma (o, vka), 2 < k < N, y garantizando que
existen al menos [N/(k — 1)) 4rbitas distintas.
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Posteriormente en 1985 Berestyski et al. en [BLMR) generalizan los resul-
tados de Ekeland-Lasry y el de [AM], mostrando que para una hipersuperficie
S en forma de estrella y de clase C? que satisface la condicién geométrica

B(af) c B(S) c B(B¢) coné={ze RN : gjfﬁ—f—?ﬂi =1}, (CG)

i=1 1

si f?/a® < 1+ &, entonces S tiene al menos ¢ orbitas, 1 < ¢ < N, donde
6i(ryy. .oy iy pla) ¥ pi= maxgesd(z + T35, 0).

Hasta aqui se ha hecho referencia a algunos resultados de caracter global,
cabe sefalar que existen resultados previos de caracter local. Para referencias
a dstos o si se desea ampliar la perspectiva historica existen dos versiones
panordmicas de Rabinowitz una de 1982 [Rad] y otra de 1993 [Ra5], también
se puede consultar [MW)]. Ahora se puede consultar [HZ2] si se desea abordar
la problemdtica desde un punto de vista mds geométrico.

§1.3 Contenido

Hasta 1993 existian pocos resultados sobre multiplicidad de drbitas en
hipersuperficies compactas. Lo ltimo que se habia logrado era para hiper-
superficies en forma de estrella en [BLMR]. El teorema principal de este tra-
bajo es un resultado de multiplicidad de érbitas para una clase mds general
de hipersuperficies que la clase de las hipersuperficies que son C*® y tienen
forma de estrella. Mds precisamente tomemos S C R*™ una hipersuperfi-
cie de tipo contacto restringido, ver 1.1.7, que tiene la siguiente propiedad
geométrica

B(ag) C B(S) C B(pE) ©)

donde ¢ es un elipsoide de la forma ¢ := {zr € R*N : TN, x—?i;?a-*ﬂ =1}, con

0<ryy...,rhy @, >0,y B(S) denota la parte acotada de R*M \ S,
Ademds impongamos a S la siguiente hipotesis técnica

(i) Existe una dilatacién simpléctica x transversal a § con flujo global g,
i.c. ng tiene dominio R x R*",

12



Definamos
p o= mcig‘]{ longitud de la proyeccién de x(z) en la direccion ortogonal
Ie N
a 1,5} >0.

TEOREMA PRINCIPAL Sea S una hipersuperficie de lipo contaclo restrin-
gido que tiene la propiedad geométrica (3) y satisface la hipotesis (i). Sia, g
cumplen que f?/a? <1 +§ entonces existen al menos N drbitas contenidas
en S, donde § = é(ry,...,rn,p/a) es una constante (vease 4.3.4).

Tomemos una clase particular de hipersuperficies de tipo contacto res-
tringido que satisfacen (i), la clase de hipersuperficics que son C* y tienen
forma de estrella, ver 1.1.4 ( aqui la dilatacion simpléctica que satisface (i) es
x(x) = 1z ). Para hipersuperficies de clase C* que tienen forma de estrella
el teorema principal es precisamente el obtenido en 1985 por Berestyski et
al. en [BLMR].

Notemos que hay hipersuperficies de tipo contacto restringido que satis-
facen la hipdtesis (i) y no tienen forma de estrella, por ejemplo las hiper-
superficies para las cuales la dilatacidn simpléctica x(p,q) = ((1 — €)p, ¢q),
€>0,¢# -,1;, es transversal, ver figura 1.

Figura 1,

En el capitulo IV ademds de probar el teorema principal obtenemos los
corolarios de [BLMR], uno es el resultado de Ekeland-Lasry [EL] de 1980
que fue el que dio la pauta a seguir en este tipo de problemas y el otro es
el resultado de Ambrosetti-Mancini [AM) de 1982, El teorema principal lo
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obtenemos de otro teorema, 4.3.1, que es del estilo del de Hofer Zehnder
[HZ1) y cuya demostracion abarca gran parte del capitulo IV,

Dado que usamos métodos variacionales para resolver un problema de
ecuaciones diferenciales, vertiente que abrid en 1978 Rabinowitz en [Ra), en el
capitulo III planteamos el problema variacional adecuado para nuestro caso,
este problema variacional traduce soluciones periddicas de (SH) contenidas
en hipersuperficies S, cercanas a S en puntos criticos de cierta funcional ¢,
para hipersuperficies S € R*™ compactas y de clase C?. En este capitulo
también probamos que esta funcional ¢ satisface las condiciones para que
nuestra teorfa de puntos criticos se pueda aplicar. Cabe hacer notar que el
resultado mds himportante del capitulo 1 tiene como corolarios el resultado
de Hofer-Zelinder [HZ1), en una versién un poco mds general, y el corolario
de éste, cl teorema de Viterbo [V, en una versién en donde bajamos la clase
de la hipersuperficie, de clase C® a clase C2.

En el segundo capitulo desarrollamos una teoria de puntos criticos la cual
garantiza la existencia de miltiples puntos criticos para ciertas funcionales
invariantes bajo la accién de un grupo de Lie compacto G, donde G estd
sujeto a una hipdtesis de no trivialidad, hipotesis que sélo probamos que
s¢ satisface para G = S', pero de hecho la misma prueha nos sirve para
G = 2, q primo. Ademds sugerimos como probarla para G = (Z,)}, G =
(8")¥, q primo, k = 1,2,.... En este capftulo introducimos un indice y un
pseudoindice en el sentido de [Be).

La idea de cdmo abordar el resultado de multiplicidad se origing de la
lectura de los trabajos de Ekeland y Hofer, [EH1) y [EH2] de 1989 y 1990
respectivamente, sobre capacidades simplécticas, De hecho estos trabajos
hacen pensar que el resultado de Berestyski et al puede ser generalizado al
menos para hipersuperficies de tipo contacto restringido,
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‘2. TEORIA DE PUNTOS cm"rxcos PARA FUNCIONALES
CON SIMETRIAS

En este capitulo definiremos un indice, v¢ , y a partir de él un psecudoindice,
~L , en el sentido de Benci [Be] y probaremos un lema de deformacién y un
Leorema de enlace, los cuales son los resultados mds importantes del capitulo,
que nos permiten garantizar la existencia de multiples valores criticos, dife-
rentes y posilivos para certas funcionales invariantes bajo la accién de un
grupo de Lie compacto G. Una de las partes rclevantes de nuestra teoria de
puntos criticos es el lema de I' -deformacién en cuya formulacién se usaron
sugerencias del Dr. Jorge lze, otra parte relevante es la propiedad de no
trivialidad del pscudoindice, v con G = S*, en cuya demostracién se usan
ideas de [EH2] y se sigue un guion de M. Clapp. i

s posible emplear otros "indices” en vez del que introducimos en la
siguiente seccion 2.1. Dado que nuestras aplicaciones sélo son para G =
S' podriamos emplear, para definir el pseudoindice, el indice de Fadell-
Rabinowitz [FR) en vez de ~s:. Desde nuestro punto de vista vs: tiene la
ventaja de que a la topologia algebraica sdlo se remite uno cuando hay que
hacer el cdlculo especifico para algiin Z de v5.(2), lo cual por lo general sc
logra aplicando una version adecuada de Borsuk-Ulam. En cambio el indice
de Fadell-Rabinowitz usa la topologia algebraica desde la definicion misma.
Ekeland y Hofer en [EH2) definen un pseudoindice usando el indice de Fadell-
Rabinowitz El pseudoindice es usado para tener un teorema de minimax, cl
cual requiere, para ser probado, de un lema de deformacion adecuado. Cabe
senalar que en [EH2] ¢l lema de dcformacidn que presentan tiene un error, ya
que la deformacidn obtenida por el flujo no puede ser vista como un elemento
del grupo de homeomorfismos equivariantes I' , grupo que se emplea en la
definicién del pseudoindice, como ellos afirtnan. Por ésto nuestro grupo I' no
es el que ellos manejan, Sobre ésto abundaremos en la seceidén 3.4, en donde
probamos que cl lema de dcformacién de [EH2] es incorrecto.

Con el nivel de generalidad que se usa en este capitulo ,G' un grupo de
Lie compacto, en lugar del pseudoindice 4, sc puede emplear la A-categoria,
A — cat%(A,B) [BC]. Si se usa la A-categoria ¢l problema a resolver es
tener un teorema de minimax (o teorema de enlace) que nos garantice que
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la relacidn entre funcionales
$i(z) S do(z)  paratodo x

la podemos traducir a una relacion- entre los valores de la forma inf sup
obtenidos por el principio de minimax

c.i.¢1 S ci.¢2

sin que dejen de ser éstos, valores criticos de las correspondientes funcionales.

§2.1 El indice

En esta seccidn, para la clase de los G-espacios metrizables, definiremos
un indice g ¢l cual tiene las propiedades bdsicas de monotonfa, continuidad
y subaditividad. Este indice , ¥g(Z), es de hecho igual a A -cat(Z — pt)
donde pt es ¢l espacio que consta de un solo punto y A es la familia de G-
espacios homogéneos, G/H donde H es un subgrupo cerrado de Gy H # G
[CP]. Ademés si 7, es el Z,-indice de Michalek-Tarantello, [MT)], tenemos

que .
V7,(Y) < i(Y),

la ignaldad se da si p es primo. Esta desigualdad entre los indices se debe
a que nosotros en nuestra definicion de 4 estamos tomando la familia de
Z,,-espacios homogéneos Z,/H , con H subgrupo propio de Z,, y Michalek-
Tarantello sélo permiten que H = {0}. ‘
Las demostraciones de las propiedades de indice son las usuales, pero se
dan aqui por completez.
Sea G'un grupo de Lie compacto.
Definiciones:

o G-espacio. A un espacio topoldgico X provisto de una funcién continua
Gx X — X, (g9,2) — gz que satisface gi(g2z) = (q192)z para todo
g1,y € G y para todo x € X, y que ez =z para todo z € X (donde
¢ s la identidad del grupo G') se le llama un G-espacio,
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o Subconjunto (i-invariante, G-érbita. Un subconjunto Y de un G-espacio
X se dice G-invariante si gy € Y paratodo y € Y y para todo g € G.
Dado z € X, Gz := {ga : g € G} es un subconjunto G-invariante al

que se le denomina la G-6rbita de a .

e Iuncion G-eguivariante o G-funcién y funcion G-invariante. Scan X,Y
G-espacios. A una funcién continua ¢ : X — ¥ se le denomina
G-equivariante o G-funcién si p(gz) = gp(z) para todo g € G y
para todoz € X. Enelcasodeque Y = R y en R el grupo G actiia
trivialmente i.e. gy =y paratodo g € G y para todo y € R entonces
a una funcion ¢ : X — R G-cquivariante ( p(gz) = gp(a) = ¢(z) )
se le denomina funcién G-invariante .

Una clase adecuada de G-espacios en donde definir el indice g es la clase
consistente de los G-cspacios metrizables, Usaremos el hecho de que los
G-espacios homogéneos G/H son G-ANR's (G-retractos absolutos de vecin-
dad), cs decir, son G-espacios metrizables que tienen la propiedad de que:

¢ Si Y es un G-espacio metrizabley A CY es un G-subconjunto cerrado
de Y, cntonces para cada funcion G-equivariante ¢ : A — X existe
una extension G-equivariante ¢ : U — X a una G-vecindad U de A en

Y.

Para una demostracién ver [Pa) pdgina 27,
Notemos que la G-6rbita Gz es G-homeomorfa a G/H donde H es el
subgrupo de isotropia de s € X, H={g € G : gz = z}. '
En lo que resta de la seccidn G'serd un grupo de Lie compacto y X un
G-espacio metrizable, a menos que se especifique lo contrario.

DEFINICION 2.1.1( El indice 46 ) Definiremos el indice de X, de-
notado por 4g(X ), como el menor niimero entero k para el cudl existe una
cubierta de X

X=U1UU2U"'UUk

de subconjuntos Uy, ..., Uy G-invariantes y abicrtos en X, que satisfacen que
existen funciones G-equivariantes ¢; : U; — G/H; donde H; es un subgrupo
cerrado de Gy Hi # G, 1 <1 < k. Si no existe una tal cubierta, definimos
Yo(X) i=00. Y vg(#) := 0.
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2.1.2 Ejemplos

Un G-espacio de Banach E sobre X = R o C es un espacio de Banach
sobre I{ que es a la vez un G-espacio con la topologia inducida por la norma
y que ademds satisface que

9(zy + z3) = gay + g2,

la accidn cs lineal gAz; = Agay para todo g € G, X € K,
T1,L2 € )
Y
preserva la norma  ||gz|| = ||z}l para todo g € G y para todo z € E.

(a) Si G = Z;, X = E es un G-espacio de Banach sobre K (K = R
o C) enlonces yg es el género de Krasnoselskii, [St2], i.e. para Y
subconjunto no vacio, cerrado y G-invariante de I

min{n : existe F' funcién continua, I : Y — R*\ {0}
16(Y) = impar)
oo si no existe tal n,

(b) Si G=12, conp primoy X = I es un G-espacio de Banach sobre C
entonces 4g es el Z,-indice de Michalek-Tarantello [MT]. Para definir
ip, €l Zp-indice, tomaremos cn C" acciones de Z, de la forma

L, 2T » a2 n
e ) = (@57, B ) mleZ,, (1)

donde ky,...,k, son enteros primos relativos a p.
Si Y # @ es un subconjunto cerrado y G-invariante de E
min {n: existe ¢ : Y = C"\ {0} funcién
. Z,-equivariante, donde la accién tomada
Ww(Y) =

- en C" es como en (4)} (5)
oo si no existe tal n,

ip(#) = 0.

Probaremos que
Y6(Y) = ip(Y) (6)

junto con el siguiente ejemplo.
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(c) Tomentos en C" una accién de la forma
0(cry. .. cn) = (@¥ey,...,ale,)  para todo 0 € S! (M

donde para 1 €j < n, af € S! es una funcién de 0 no constante,

Si G = 8', X es un G-espacio metrizable y Y es un subconjunto de
X no vacio y G-invariante entonces

min {n: existe ¢ : Y — C"\ {0} S'-equivariante
16(Y) = para alguna accién en C"de la forma (7)}
oo s no existe tal n.

(8)

La prueba de este hecho la daremos posteriormente.

(d) SiG =S', X es un G-espacio metrizable y Y es un subconjunto de X
no vacio y G-invariante entonces

min {dimaW : existe ¢ : ¥ — W\ {0}§"-equivarian-
te, para alguna representacién ortogonal Wde S’
sin puntos fijos}

oo si noexiste tal n

%6(Y) =

Aclaremos el concepto de representacién, Sea W un S'-espacio. Pode-
mos visualizar de otra manera la accién de S' definiendo

T: 8 = C(W,W) Tyz):=ga.

T resulta ser continua y satisface que Ty 0 Ty = Ty para todo g,¢' €
S' y que T, = 1y donde e es la identidad del grupo. Si W tiene
ademds estructura de espacio vectorial sobre C podemos pedirle a la
accion que "respete” la estructura lineal i.e. que la accidn_sea lineal

gz,+gzg gesl’ zl’mQEWa
Mz ge S\ eCyzeW,

i

9(z) + 2,)
g(Az)

lo cual en términos de la T' significa que T}, es lineal. A una tal T' se
le denomina representacion,

1l
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Si ademds la topologia de W proviene de un producto interior (, ) y
pedimos que la accion respete el producto

(gz1,923) = (21,2,) para todo g € S', ), 2, € W,

entouces Ty es una isometria para lodo g € G, yalaT se le denomina
representacion ortogonal.

Por ejeinploen (C", (, )) (donde (, ) es el producto usual en C") una
accion del tipo (7) induce una representacién ortogonal

To(er, .., ) = (aley,. .. aley). (9)

Ademds notemos que si Ty(cy,...,¢) = (¢, ..., ¢,) para todo 0 € S*
entonces para (c1,...,¢,) # 0 tenemos que a} =1 para todo 0 y
para algin 1 < jo < n. Como pedimos que o} # cle lenemos que
(ery...ycn) = 0. Por tanto 0 es el dnico punto de C" tal que Ty(c) = ¢
para todo 0 € 8! i.e. la representacién (o la accién) no tiene puntos
fijos diferentes de 0.

Las demostraciones de (b), (¢) y (d) se posponen hasta el final de la

seceion.

Abora probemnos algunas propiedades del indice vg .

PROPOSICION 2.1.3 ~g satisface las siguientes propiedades

( Monotonfa ) Sean Yy,Y; G-espacios . Si existe una G-funcién f: ¥y = Y}

entonces ¥g(Yo) £ 76(V1).

( Continuidad ) Si Y C X es un subconjunto G-invariante y cerrado en

X entonces existe una vecindad U de Y en X, G-invariante tal que

Ya(U) = 7a(Y)

( Subaditividad ) Sean Yp,Y) C X subconjuntos G-invariantes y cerrados en

X entonces
T6(YoU Y1) £ v6(Yo) +v6(V1).
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(*) Sea X¢ ={z € X :gx =z paratodog € G}. Si K es compacto y
KN X% =) entonces
va(K) < 0.
Ademds si v5(K) = m entonces K tienc al menos m G-drbitas dife-
rentes,

(**) Sean G = §' y K un subconjunto G-invariante tal que K N X% = {).
Si yg(K) > 2 entonces K tienen un mimero infinito de G-drbitas.

D l *9

( Monoton/ia ) Es inmediata de la definicién 2.1.1.

( Continuidad ) Si 46(Y) = 0o no hay nada que probar. Supongamos
que vg(Y) = k. Tomemos una cubierta de Y como en 2.1.1

Y=Uul,u. Ul

i : U; = G/ H; funciones G-equivariantes 1 <1 < k.

Ui = YNV conV/, abierto en X. Como V/es metrizable (debido a
que X lo es), U;es un G-subconjunto cerrado en V/'y G/H; es un G-ANR
entonces ; se extiende, a una vecindad V;de U;en V/, a una G- funcidn
i+ Vi~ G/, |

Por tanto para la vecindad U = U+ U Vi de Y

16(U) £ 76(Y).
Ademds por la monotonia
16(Y) £ ¥6(U).

( Subaditividad ) Sean Y5, Y; como en el enunciado. Si 46(Yo) = 00 o
v6(Y1) = 0o no hay nada que probar. Asi supongamos que v(Yo) = k y
(Y1) = I. Por la propiedad de continuidad existen U, G-vecindad de Yo,
y V, G-vecindad de ¥, tal que

Ye(Yo) =v6(U) v ) =a(V).
De la definicién de ~g se sigue inmediatamente que

16U U V) £ v6(U) +6(V),
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y usando la monotonia se tiene que

16(Yo U 1) £ v6(Ya) + v6(11).

( * ) Escribamos
1( = Ureka.

Tomemos para ¢ € K el G-homeomorfismo
Y. Gz = GIH:, P.(gz) =g}, H: = {9 €G: gz =z}.

Notemos que H, # G para todo z € K ya que i N X% = 0. Como G/H,
es un G-ANR y Gz es un G-subconjunto cerrado de K entonces existe una
extension o, : U, = G/H,, de 1), a una G-vecindad U, de Gz en K. Asi
por ser K’ compacto _

K =Ug, U,

cubierta que satisface 2.1.1. Por tanto vg(K) < m < oo.
Supongamos que vg(K) = m. Asi existen y;,...,yn € K tales que

uel, wd Uil
Usando que los U; son G-invariantes tenemos que
GuielU;, Gyig UjzUj
Por tanto las m G-drbitas Gy,,..., Gy, son diferentes,

(**) Supongamos que K consta de un mimero finito de G-érbitas Gz, .. .,
Gzy. Probemos que yg(K) = 1.

Como sabemos la G-orbita Gz; es G-homeomorfa a G/H; donde Hj es
el subgrupo de isotropfa de z;, H; = {g € G : g2; = z;}. Como KN X% =
entonces H; # G. Como ademds G = §' y H; es cerrado entonces H; = 7,
p.a. {; natural. Denotemos este G-homeomorfismo por

"2 G- G/Z,,.
Tomemos | = l}ly+ -+ 1, y definanos

‘l,b_,' . G/Z,,. - G/Z,.
[O]G/zt, = [0la/z,
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0+ kami L} ,
Como {c( Y <k < L} C {11 <k <1} entonces ¥ estd
bien definida y es una G-funcién. Asi tenemos

pjow;+ Gz; = GlLy, 1<j<m.

Como K = Gz U- UGz, esuna cubierta abierta en K con abiertos ajenos
poderos pegar las G-funciones ; 0 ¢; en una G-funcion ¢ : K — G/Z,,

e(z) =1jop;(z) siz e Gz

Por tanto yg(K) = 1. 4

Ahora demostremos (b), (c) y (d) de 2.1.2. Para la prueba de (6) y (8)
requerimos del siguiente

LEMA 2.1.4 Scan G = S' 02, con p primo y H # G un subgrupo
cerrado de G. Entonces existe § : G/H — C \ {0} funcién G-equivariante
donde en C el grupo G actiia de la forma (4) si G = Z,, o G actia de la
forma (7)si G = §'.

Demostracién de (6) y de (8)

Sea G = S' 0 Z, con p primo.

(> ) Sea Y un subconjunto de X, G-invariante y no vacio, Si 4g(Y) = oo
no hay nada que probar. Supongamos que 4g(Y’) = n. Sean

Y=Uu.--UU,

p; U= G/H; 1<j<n,

como en 2.1.1.
Tomemos, para 1 £ j < n,

B : G/H; - C\ {0}
como en 2.1.4. Y en C" tomemos la accion de G dada por
g(ch ey Cn) = (gcl) v ,gcn)

donde en la coordenada j-ésima estamos tomando la accion de G que hace
a f; una funcién G-equivariante i.e.
ale; g=0e8'siG=S
gc; 1= ik, 4 .
J MM g=[m|€Z, si G=17,,
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con k; entero fijo y primo relativo a p. Definamos
95 = B
Y tomemos {r; : j = 1,...,n} una particién de la unidad subordinada a
(Us)3z,+ Entonces
¢:Y = C", d(z) = (m(z)di(z),..., Ta(x)du(x))

satisface:
(i) ¢ es G-equivariante . Listo es debido a que

¢(gx) (m(x)di(gz), ..., mu(z)du(gz)) 7 es G-invariante 1 <j <n

(gm(z)di(z),...,9mn(z)du(z)) ¢; s G-equivariante 1 <j < n.

(i1) ¢(z) # 0 para todo z € Y. Esto cs debido a que por ser {r;}}.; una
particién de la unidad subordinada a una cubierta de Y, para cadaz € Y
existe 1 < jo € n tal que 7j5(z) # 0. Y ademds ¢j(z) € C\ {0}. Por tanto
¢(z) # 0 paratodoz €Y.

(<)

Sea ¢ : Y — C"\ {0} una funcién G-equivariante como en (5) o (8).
Usando la accién particular que estamos tomando de G en C™ obtengamos
una cubierta de C"\ {0} de subconjuntos G-invariantes y abiertos

C"\ {0} = Vu--.UY,

y funciones ¢; : V; = G/H;, para 1 < j < n, que satisfagan 2.1.1.
Notemmos que a partir de esta cubierta de C"\ {0} obtenemos la cubicrta
deseada de Y

1

Y Uyu.-.UU, con
Ui = ¢7(V)
y ‘PJ:UJ_""G/HJ N (p,:::i/),tﬁ pamlSjS_n.

]

Y ast habriamos concluido. Exhibamos una tal cubierta de C" \ {0}.
(i) Caso G = S'. Tomemos 7; : C" = C, 7j(c) = ¢;, y definamos para
1<j<n
- C;
Vi =C™\ 7 H(0), m:waﬂ,mquw=ﬂﬁ
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donde | ¢ | es el valor absoluto usual y S} = §'. Recordemos que en
C" tenemos una accion de ' del tipo (7), por lo que las funciones ag son
liomomorfisinos de grupo, continuos para | < j < n. Fijemos j. Hagamos
actuar a §' en S} de la siguiente forma

0z:=alz z€S] (10)

Que ésta es una accidn se sigue de que a; : §' = S}, 0;(0) = o
es continua y un homomorfismo de grupos. Con esta accién de §' en S},
B; resulta ser equivariante. Por otra parte por ser a; una funcidn cerrada
(debido a que es continua, S! compacto y S} Hausdorff) y suprayectiva, de
la propiedad de la topologia cociente tenemos que existe 4; funcion continua

con inversa continua tal que el siguiente diagrama conmuta

g2 g

J
N
S'/H;

donde é; es la proyeccin candnica y porque a;(f) # cle G # H; :=
(a;)"'(1). Tomando en S' la accién usual sobre si mismo, en S'/H; la
accién usual de S' pasada al cociente y en S;- la accién de S descrita ante-
riormente, tenemos que §; y @; son S'-equivariantes y por tanto ; también
lo es.

Por tanto la cubjerta

c"\ {0} =W u.- UV,

con las funciones 1; : V; — S H;, ;= 'y;'ﬂ,-, satisfacen 2.1.1.
(ii) Caso G = Z,. Tomemos 7; : C" — C, mj(c) = ¢; y definamos para
1<j<n

Cc
Vi=C" \”;1(0)’ B; : Vi — Sla ﬂj(ch'” 1Cn) = TC_J—I
j
Fijemos | < j < n. Si hacemos actuar a Z, en §! mediante
[m]z = gk em, (11)
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f; resulta ser Z,-cquivariante. Ahora tomemos en S' la relacién de equiva-
lencia dada por

. . , M ,
0~ siy solosi ;l- <0,0 < para algin m € Z,

(m+1)
P
La proyeccién canénica §; : S' = 8"/ ~ y5; : 8'/ ~—> Z,, ’Yj([fiiz”!m]) =
[%] son funciones Z,-equivariantes, donde la accién de Z, en S' s (1), la

accidn de Z, en §'/ ~ es la accién anterior pasada al cociente y la accidn
de Z, en Z, es glmy] = [kym +my), g =[m] € Z,.
Por tanto la cubicrta

Cc"\{0} =V,U---UV,

con las funciones ¢; : V; = &y, 1; = ;6;8;, para 1 < j < n satisfacen
2.1.1.
.

D tracién de 2.1.4 _
(i) Sea G = Z, con p primo. Entonces el dnico subgrupo propio de Z,,
es H = {0}. Ahora tomemos en Cla accion de Z, dada por

[m]z = eiz’;'!mé

y definainos e
§:2,2C\ {0}, Allml)=e¥m

La cual es la funcion Z,-equivariante que requerimos,

(ii) Sea G = §'. Sea H # G un subgrupo cerrado de G. Como H es un
subgrupo cerrado de S entonces H es un Z). Definamos a : §' = §' C
C  ae*™?) = "0 a cual es continua, sobre y abierta, Por la propiedad de
la topologia cociente existe 4 homeomorfismo tal que el siguiente diagrama

conm}lta st = Sicce)\{n

™ S\ H

con & la proyeccion canénica. Si tomamos en §' la accién sobre si mismo
- dada por



B se convierte en un §*-homeomorfismo, ya que si [2] € §'/Z, z = *™7, y
e’ e G =S§' tenemos que

ﬂ(ehio[z]) = ﬂ([ehioe!nirl)
= 0+ por definicidn de A
=t 0p([2]).

Asi B es la funcién S*-equivariante que requerfamos. .

En lo siguiente se da una prueba usando algebra lineal de algo que es
material estandar de teorfa de representaciones ver por ejemplo [BD] §2.8,
Demostracién de (d)

(2) SeaY C X no vacio, G-invariante con 4g(Y') = n < oo. Por (8)
existe

¢:Y —=C"\{0} S'ecquivariante,
en donde en C" la accion de S' es de la forma (7). Por (9) esta accion se
traduce en una representacion ortogonal sin puntos fijos.

(£) Sea (W,{(,)), {T"}oeS' una representacion ortogonal de §' | sin
puntos fijos diferentes de 0, para la cual existe ¢ : Y — W\ {0} funcidn
S'-equivariante , dimgW = n < co. A partir de esta representacién W
produzcamos una en C™ , que sea de la forma (9), para la cual exista

¢:(W,(,))=(Cc"(,))

funcién S'-equivariante , con ¢'(0) = {0}. Notemos que de aqui se sigue

que la funcidn
Ch:Y - C\ {0)

es S'-equivariante , donde en C" tomamos la accién inducida por la repre-
sentacidn, accion que resulta ser de la forma (7). Y asi por (8) tendriamos
la desigualdad deseada. '

Produzcamos la representacién ortogonal en C". Esto se puede hacer
como lo hacen Mawhin y Willen [MW] usando ecuaciones diferenciales. No-
sotros lo hacemos de otra forma usando la herramienta "dual”, algebra lineal.

Como la dimgW ='n enlonces podemos tomar {: W = C"iso
morfismo ( transformacién lineal biyectiva ), ¢ inducir en C" un producto
interior complejo ( o producto hermitiano )

((e,d) = ((7(e).(7M(d)) ¢, deC™
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respecto al cual ¢ se convierte en una transformacion lincal que preserva
el producto interior, A partir de ¢ inducimos en C"una representacién
ortogonal {fy}) ses' tal que

(Ty = Re( paratodol €S’ (12)

Notemos que (12) nos dice que { es §'-equivariante . Como Ry preserva el
producto interior ((, )) en C", ya que por (12) es composicién de funciones
que preservan el producto interior, entonces

((Ro(c),d)) = ((c, R-g(d))) para todo c, d € C".

De donde se sigue que R = R_g y por lo tanto Ry} = RjRy para todo
0 donde * denota el adjunto. Asi R es unitario y por tanto puede ser
diagonalizado ([HK] pagina 313). Pero ademds porque RyRy = Ryl para
todo 0,0' € ', podemos diagonalizar simultaneamente a {1_20}0651 ([HK]
pagina 206), i.e. podemos encontrar una base {v;}j-; de C"tal que

d 0 c
Roleryovyen) =AY ¢ 0 v AL para todo 0 € S!
0 - o Cn

donde A es la matriz de cambio de base, de la base candnica a la base
{v;},, y ¢l exponente en of es un supraindice.

Asi mediante el cambio de base { : C" — C", {(z) = (¢1,...,6,) si T =
Y, civ; ,cuya matriz es A, inducimos una representacién ortogonal { Ry} %eS"
en (C",<, ) como se hizo anteriormente

Ry = fﬁof'l,
Ro(cry..oycn) = (afcl,...,aﬁc") y Lod = (5"(6),5"(‘1))»

Por la forma en que se definié el producto interior <, >, _f preserva pro-
ductos, en particular es continua, y ademds satisface que (Ry = Ry(, asi ¢
es §'-equivariante .

Asi la funcién S'-equivariante que requerimos es

¢ =1d{¢
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donde Id : (C",«,») — (C"(,)) es la identidad y en ambos lados
tenemos la accidn inducida por {Ro} g1 en C”

Oc := Ry(c) = (afcy,...,a%).

§2.2 Pseudofndice

En esta seccién usando el indice 4 definimos una teoria de pseudoindice
en ¢l sentido de Benci [Be].

Comencemos definiendo el concepto de un G-espacio de Hilbert, E es
un G-espacio de Hilbert si (E,(, }) es un espacio de Hilbert sobre C que es
ademds un G-espacio en donde la accién satisface:

(eslineal ) g(z+y)=gz+gy , gl = Iz paratodo g € G para todo
z,y € E y para todo A€ C.

( preserva el producto interior ) (gz,gy) = (z,y) para todo g € G y para
todo z,y € E.

A esta estructura la podemos reinterpretar de forma equivalente de la si-
guiente manera, a la cual nos referiremos como una representacién ortogonal
T del espacio de Hilbert B,

T:G—-LEE):={L: E—E : Leslineal y continua},

en donde T' es un homomorfismo de grupos, continuo y tal que T'(g) preserva
el producto interior para todo g € G. En L(E, E) se toma como operacién
la composicion.

Dado el G-espacio de Hilbert la representacion ortogonal asociada es

T(g)(z) = ga.

Tomemos un G-espacio de Hilbert Etal que 5 es separable, y el conjunto
de puntos fijos E¢ := {z-€ E : gz = z para todo g € G} , tiene dimension
finita. Fijemos una descomposicién de E como suma directa de subespacios
vectoriales, G-invariantes y ortogonales

E=E L @®FE
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donde £® = EC. Y sean P~(z) = x~, Px) = 2° y P*(z) = z* las
proyecciones ortogonales correspondientes.

Y fijemos un subespacio vectorial F de E* G-invariante y de dimension
finita.

DEFINICION 2.2.1( El grupo I' = I'(F) ) Una G-funcién b : E —
E continua con inversa continua esta en I' si es de la forma

h(z* +2° +27) = ¥ Ozt +2° 4 ¥ @a 4 K(2)
y ¥, y K tienen las siguientes propiedades

(i) ¥*,¢~ : E — R son continuas, G-invariantes y mandan conjuntos
acolados en conjuntos acotados. Ademds t(z) = $~(z) = 0 para
todo z € E°.

(ii) K : E — E es una funcién continua, compacta (i.e. manda conjuntos
acotados en conjuntos con cerradura compacta ) y G-equivariante con
K(z%) =0 para todo z° € E°

(iii) Existe p > 0 tal que
pHe)=9(2)=0 y K(z)=0 si zeE QE°®Fy|z||>p.
(13)

LEMA 2.2.2 T ¢s un grupo.

D I .
(a) La identidad estd en I'. Si tomamos y+(z) =4~ (z) = 0 y K(z) = 0
para todo z € E entonces $*,9~ y K satisfacen (i),(ii) e (iii). Asi
z =@t 4 40 4 V@ 4 K(x)

. (b) Probemos que I es cerrado bajo la composicién de funciones. Sean

h,hy €T,

hy(z) eV Elgt 4 g0 4 W) 4 K(x)
y

hg(fl))

eV @)t 4 40 4 Vi ) 4 Ky(z).
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Entonces
hoohy(x) = hq(e“’;'(‘”)afr 410 4 e Bl 4 K (2))
= Cw;("](x))(e“)f(x)fﬂ+ 4+ P+1\’1(.‘L')) + .'IJO + POKI(:L') +
Vi N (¥ 8= 4 P K (2) + Ko(hy(2))
_ cw;(/u(r))+‘li;'(r)m+ 4+ 204 Y7 ()97 () - + (C\I';*(/u(w))p+1(l(m)

+POIK (z) 4 e¥7 MO P K (2)) 4 Kp(hy (). (14)

Tomando

) = 4f ((z)) + o (),
¥ (2) = 7 () + 97 (=),
) = (e WENPI (2) + PO () + e BEN P K () + K (hy ().

tenemos que hy 0k tiene la expresidn que se requiere para que pertenesca a
I . Restaria checar que ¥, ¥~ y K satisfacen (i),(ii) e (iii).

Que ¢t y ¥~ satisfacen (i) es claro.

Veamos que K satisface (i), Porque en la definicion de K intervienen
s6lo funciones continuas y G-equivariantes entonces K es continua y G-
equivariante , Veamos que K cs compacto. Observemos que debido a las
propiedad de los clementos k € I, ver 2.2.1 (i) e (i), & manda acota-
dos en acotados. Ahora notemos que si P, P, : £ — E son compactos,
Q : E~ FE escontinuoy ¢ : E — R lleva acotados en acotados entonces

PioQ, QoP,  son compactos,
P+ P, es compacto,
(e?P))(z)  es compacto.

Asi K es compacto,

Ahora tomando p = max{p;, pz} donde p; > 0 es el real que satisface
(iii) para hy y p2 > 0 es el real que satisface (iii) para hy tenemos que p
satisface (iii) para hyo by

(c) Veamos que cxisten inversos. Sea hy € I,

hy(z) = W gt 420 4 T 4 K ()
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Definamos \ )
ho(z) = ¢¥2 @t 4 20 4 Y1 @™ 4 Ky(x),

con

¥i(@) = =9 (h' (@)

P (@) = =y (k7' (2))

y

Kyw) 1= (0T PR @) + PGB (@) + 7% ' @) p= K b (2)).

De (14) es claro que
hyohy=ld=hoh g

Ahora definamos el pseudoindice ~§

DEFINICION 2.2.3( El pseudoindice 4L ) Sea Zun subconjunto
G-invariante de E . Definimos el pseudoindice de Z

yE(Z ) = inf va(h(Z)N SY)
hel’

donde St = {x € E*: {jz] =1},

PROPOSICION 2.2.4 ( Propiedades de 45 ) Sean Z, 721, y 2
subconjuntos de E cerrados y G-invariantes .

(r :Monotonfa) Si existe ho € I' con ho(Z,) C Zp entonces
1E(ho(Z1) ) = 7521 ) £ 76(Za)
( Subaditividad mixta )

AE(ZU 2y ) S 1520 ) + v6(22)

(v5(% ) es independiente del radio de la esfera en Et.) Tomemos pg > 0
y St ={z€k": |zl = po}. Sea Z un subconjunto G-invariante

entonces
Y Z2)=i { YG MZ)nS .‘
G( ) h‘gf‘ ( L( ) po)
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( Comparacidén ) Para todo po >0

16(2 ) £ 16(Z N S},) < va(2)

Demostracién (I' -Monotonia)
(%) = inlf"y(;(hho(Zl) NS*)  porque I' es un grupo
he

IN

higlf‘ Y(h(Z2;) N S*)  por la monotonfa de vg

16(%2 ).

(Subaditividad mixta) Sean Z; y Z; como en el enunciado. Calculemos
AV hiéllf,‘YG(h(Zx UZ;)n st

hiéllf‘{'ya(h(Zl) N S*) 4+ va(h(Z2) N S*)} por la subaditi-

IA

vidad de vg y porque h es G-homeomorfismo
in}‘{'yg(h(Zl) N S*) +v¢(h(Z;))} monotonfa de g
he

IN

= in}"{'ya(h(Z,) NS*) +~6(Z;)} por la monotonia de vg
he

y porque h es G-homeomorfismo

IA

V6(Z1 ) +16(Z1). o

(v5(Z ) es independiente del radio de la esfera en E*.)  Definamos
ho : E — E por .

ho(z) = ezt 4 20 4 ez 4 K(z),

con
Y7 (z) = 0 paratodoze F,
Yt(z) = Inpy paratodoz€ E,
K(z) = 0 paratodoze€ E.

Es claro que h € I' y satisface que
ho(S*) = St (15)
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por tanto

inf ya(h(Z) N St inf ¥(Z N h™'(ST)) por la monotonfa de g
vel’ hel

in}'1 Y6(Z N h7thg'(St)) porque I es un grupo
he

inf ya(h(Z)N SH),
nel

estd iltimo por (15) y nuevamente por la monotonia de g .

(Comparacién) La primera desigualdad es debida a la propiedad anterior y
a que laidentidad estd en I' (porque I es un grupo), y la segunda desigualdad
es debida a la momotonia de v . g

La siguiente proposicion serd empleada en la prueba de la no trivialidad
de 4% , para G = S', teorema 2.2.8.
Sea
ErcEkyc.-cE;C--CE” (16)

una sucesion de subespacios G-invariantes de £~ de dimension finita cuya
untion ¢s densaen E-.
Sean I' C F un subespacio vectorial G-invariante ,

By =E; 0B @ EY

y Qi : E — E, la proyeccién ortogonal.
Notemos que la proyeccién ortogonal @ : E — Ej satisface que

Qi(z)—»z  paratodoz€ E (17)

ésto es debido a que los subespacios tomados en las sucesion correspondiente
a I2~ son cerrados en E y tienen union densa en £,
Una consecuencia de (17) es que si zx — £o, entonces

Qr(h(zx)) = h(2s) paratodohe T, (18)
demostracion Seca ¢ > 0, entonces existen I, K, tales que

|Qkh(z) = Mzao)|| < €/2  sik 2 K,
M(zoo) = h(zik)ll < €/2 sik2 K,
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Por tanto

= [h(zeo) = Qu(h))ll < Ih(zee) = Qulhlzo))ll + |QulllIA(zo0) = h(wi)|

<
< ¢/24€/2=c¢ para k2 max{K,, K,},

la dltima desigualdad se debe a que ||Q4]| = 1 por ser @4 una proyeccién
ortogonal. Por tanto

Qi(h(zy)) = h(z) paratodohe I g

Sea he I' y, para cada k € N, sea
he: B @E°®F - E; @ E°® B (19)

hi(z) = Qih(z).

PROPOSICION 2.2,5 Paracada h € I' y para k suficientemente
grande

Ya(hz'(S*)) < va((E~ @ E°® F) N §*).

D I L4

Por la propiedad de continuidad de 4 podemos encontrar una G-vecindad
abierta, U, de h(E-@E@F)NS* tal queyg(h(E-®E°®F)NS*) = v4(U).

Si probamos que

he'(S*yc U  para k>>0 (20)
entonces por la propiedad de monotonia de -5 tenemos que
167 (8) < Ye(h(E- @ E°® F)N S*)  para k>>0

Y habriamos concluido la demostracion.
Para probar (20) procedamos por reduccién al absurdo, supongamos que
existe h € I' tal que

hi'(8*) @ U para una infinidad de &'s .



Entonces existe una sucesion ()52, tal que

g, € EfOE'@F
hk(;l.‘k) e St (21)
hk(:l,‘k) q U. (22)

Notemos que de (21), de la forma particular de b y de que g = QP (z1) =
P=Qx(ax) y 2° = QxPOxx) = POQi(zx) tenemos que

e @t + PYQuK ()l = 1,
e Ngr 4 PTQuK () =

:1:(,: + POQkK(:L‘k) =0

De donde se sigue, usando 2.2.1 (iii), que ()72, estd acotada. Y asi usando
las propiedades de 9%, = y K tenemos que (¥ (zi))pey, (¥ (2x))52; Y
(K(zx))f2, tienen una subsucesion convergente, dxgamos ellas mismas. Por
tanto (a f) 2, estd acotada, zy — z~ en E- y 2} — 2% en E°, Como
ademds dim ' < oo entonces zf — z* en F Por tanto existe z,, €
E-®E@® F tal que 24 = Teo.

Tomando el limite en (21) y (22) tenemos

hze) € St por (18)
h(z) § U por (18),

lo cual es una contradiccién al hecho de que U es una vecindad de h(E~ @
E'® F)nSt, Por tanto

kY (SY)c U parak>>0,

Hasta aqui hemos considerado que Ges un grupo de Lie compacto. Lo
que resta es probar la no trivialidad de 45 la cual con esta generalidad seria
consecuencia de un teorema de Borsuk-Ulam [BC], pero nos restringiremos
a el caso en que G = §' y usaremos el siguiente teorema de Borsuk-Ulam,
para S', que no demostraremos aqui. Para la version cldsica del teorema
de Borsuk-Ulam (G = Z,) se puede consultar {Sp] y para la misma version
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del teorema (V€ = 0 = WY) pero con G = (Z,)* o G = (§")*, ¢ primo,
k=1,2,..., se puede consultar [Ba). Para la version que usaremos nosotros
se puede ver [BC).

TEOREMA 2.2.6 ( Teorema de Borsuk-Ulam ) Sean V'y W representa-
ciones de ' , @ C V una vecindad acotada delorigen y f : 00 — W\0 una
b 1 b
funcién S'-equivariante tal que f | 05 . 805 - SWS es fa identidad.
Entonces dim W > dim V.,

TEOREMA 2.2.7 vs:(h;'(S*)) 2 dimg F para todo k € N.

Sea hy como en (19). Sea O == {z € by @ L°® F : ||i(2)]| < 1}. O
es una vecindad abierta del origen en E; & E°@ F. Ademds es acotada, por
2.2.1 (iii).

Sea U vecindad de hi'(S*) tal que vs: (k' (S*)) = v5:(U1) = n y que
tenga la propiedad adicional de que U;NSE® = §§ (ésto se logra intersectando
Uy con Ns(hi'(S*)) = {z € Ef @ E°® F : d(z,h;'(S)) < 6} donde
6= 1d(hy'(5%),SE%) >0 ).

Por 2.1.2 (c) existe una funcién S'-equivariante ¢, : Uy — C™ \ {0}
para alguna accion de ' en C™ sin puntos fijos. Sea Uy = 80 \ h;'(S*).
Notemos que

t€00 =0hi'({z € Ef @ E° @ F: [h(z)]| < 1})
=  h(z)e S(E; ®E°®F) debido a que hy es abierto.

De ésto se desprende que hi(U;) esta contenido en el complemento de E* y
asi podemos proyectarlo sobre Ef @ E° obteniendo una funcién @, : Uy —
(E; @ E°)\ {0} que es la identidad en los puntos fijos (ya que hy lo es).
Pegando , y p; mediante una particién de la unidad S'-invariante subor-
dinada a {U,, U} obtenemos una funcién

00 - (E; & E°@ C™) \ {0}

S'-cequivariante que cs la identidad en los puntos fijos, El teorema de Borsuk-
Ulam implica que n 2 dimF. o

Como corolario de 2.2.5 y 2.2.7 tenemos el siguiente importante
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TEOREMA 2.2.8 ( No trivialidad de v}, ) Si F C F cs un subespacio
vectorial G-invariante entonces

V(E- @ E°@ F) = dimg F,

donde F' es un subespacio de Bt de dimension finita y G-invariante , en
base al cual se define 4%, ver 2.2.1 (iii).

Demostracién
Debido a 2.2.5 y 2.2.7 sdlo es necesario probar que

VB~ @ E° & F) < dimg F.
Alora por la propiedad de comparacién de 1,
VE(E-®E°® F) < 75:(SF)

donde SF = {z € F:||z| =1} es la esfera unitaria en F. De 2.1.2 (d) se
sigue que 5:(SF) < dimg F .

Observaciones:

Nos restringimos al grupo G = §' debido a que para nuestras aplicaciones
sélo usamos funcionales invariantes bajo una accién de §'. Pero notemos que
el material desarrollado hasta aqui, nos permite probar que -yg satisface la
propiedad de no trivialidad, para ¢ primo. La demostracion de 2.2.8 serfa
tal cual, ya que 2.2.5 se probé en general para un grupo de Lie compacto y
2.2.7 sélo requiere de la version para Z, del teorema de Borsuk-Ulam que
usamos para S', para lo cual se puede usar el anteriormente citado teorema
de (BC]. Y 2.1.2 (d) se obtiene de manera aniloga para Z,.

Para otros grupos como toros (8')* o (Z,)* con q primo, k=1,2,...,,a
no trivialidad puede ser probada de manera anédloga usando 2.2.5 y la version
gencral de Borsuk-Ulam de [BC], y en el resto del argumento usar resultados
de teoria de representaciones, ver [BD] 2.8.
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§2.3 Teorfa de puntos criticos.

Sea £ un G-espacio de Hilbert y tomemos la descomposicion de £ como
suma directa de subespacios vectoriales, G-invariantes y ortogonales

E-oE @ E*

Y como se hizo en la seccion anterior fijemos F un subespacio vectorial de
Ft, G-invariante y de dimensién finita, en base al cual se define I" .
Sea ¢ : &/ - R G-invariante y diferenciable.

DEFINICION 2.3.1( I'-D ) ¢ satisface la propicdad de I' -deformacién
para c € R si

(a) K.es compacto, donde K. = {z € E: V¢(z) =0 y ¢(z) = c}.

(b) Para toda vecindad G-invariante U de K existen e > 0 y h € I’ tales
que
h(¢5H \U) € ¢5°,
donde ¢5¢ := {z € E : §(z) <c}.

Ahora veamos que imponiendo a la funcional ¢ : E — R ciertas condi-
ciones, ésta tiene la propiedad de I' -deformacion .

(PS). Se dice que ¢ satisface la condicién de (PS)., para ¢ € R si toda
sucesién (z,)°%, para la cual ¢(z,) = ¢ y Vé(z,) — 0 tiene una
subsucesion convergente.

Si bien sélo usaremos (PS)., es importante mencionar que otra condicion de
compacidad que se usa es

(PS) Se dice que ¢ satisface la condicién de Palais-Smale si toda sucesién
acotada (z,)%%, para la cual (¢(z,))2, estd acotada y Vé(z,) — 0
tiene una subsucesion convergente.

Notemos que (PS) es mds fuerte que la condicion (PS), para todo ¢ € R,
ver [MW] pégina 81.
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Para la demostracion de la signiente proposicion se tomaron ideas de
[Ra6] y [BH1], y se incluye una demostracién, del Doctor Jorge Ize, en la
parte referente a que la deformacidn 5(r,2) tiene la forma requerida.

PROPOSICION 2.3.2 ( lema de I'-deformacidn ) Sea ¢ € C"'(E, R)
una funcional G-invariante .
(1) Si ¢ satisface (PS). para algin ¢ > 0 entonces
[1.a] K, es compacto, donde K, = {z € E: Vé(z) =0 y ¢(z) = c}.
[L.b] Para toda vecindad G-invariante Ude Kcexisten € > 0 y
70 > 0 tales que

(70,95 \ U) C 57,
donde ¢5¢ := {z € E : ¢(z) < c} yn es el flyjo inducido por un
campo de la forma v(2)Vé(z), v(z) 2 0.
(2) Si ademds ¢(z) = }{La,2) + (z) con Lz =2 — 27, p(z) <0 y Vo

compacto entonces
n(rz) = e Bzt 4 04 V"N g 4 K(z,7)  para toda T,
donde 9*,9~ y K son como en 2.2.1,

(8) Si aunado a lo anterior existe p > 0 tal que ¢(z) < 0 para todo z €
E-®E°®F, |z| 2 p entonces h € I'(F).

Por tanto ¢ tiene la propiedad de I' -deformacion para c.

Demostracién (1) Supongamos que ¢ satisface la propiedad de (PS),
para algiin ¢ > 0.
(1.a) Sc sigue de manera inmediata de la condicién (PS)..

(1.b) Porque K, es compacto y U es cerrado entonces § = ﬂ’%“?—m >0
y

Ns(K.) i={z ek : dz,K) <6} CU (23)
Notemos que basta probar cl lema para Ns(K.). Por lo que tomemos U =

Ns(l\'c).
"raduzcamos la condicién (PS). a una propiedad del campo gradiente
Vé . Porque ¢ satisface (PS)., existeé > 0 y 1 > b= b(€) > 0 tal que

[Ve(z)]| > b paratodo z € $SH\ (37T U Ngyy(Ke)).  (24)
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y na M Tef it pd . ., YOO 5
Ya que en caso contrario existirian €; = 000, bj = 000 ¥ (7;)32, tal que

zj € 50\ (¢ U Nyga(K-)) (25)

IV ()l < b (26)

Porque ¢ satisface (PS). y por (25) y (26) la sucesidn (x;)%, satisface las
hipétesis de (PS). entonces (z;)32, tiene una subsucesion convergente a un
punto critico z. Por tanto = € K, lo que contradice el hecho de que por (25)
g Nga(K.). Por tanto existen € y b como se afirmaba en (24). Ademis
pidamos que 0 < ¢ — &,

Ahora hagamos las modificaciones necesarias al campo gradiente.

S
ca )

¢ = min{min{b, g}, —

) (27)

Tomemos
B=g¢Vc-éc+é) , D=E\¢ ' ((c-Ee+d),

vy B = [0,1]

. 4z D) e si |V(a)] < 1
m(.’c) e d(;l:,D) 4 d(:c,B) ) ll2( ) i { ||V¢(:c)||"' s ||V¢(:c)|| > 1

y  x(z)=-v(z)Vé(z) con v(z)=w(z)r(z).

Observemos que ¢~'(—00,0] C D debido a que pedimos que 0 < ¢ — &

Notemos que debido a que el campo x(z) es localmente Lipschitz (ya
que en su definicidn sélo intervienen funciones que son localmente Lipschitz)
entonces tiene flujo local (para propiedades del flujo inducido por un campo
x localmente Lipschitz en un espacio de Banach ver [AMR]).

Debido a 1,(z) el campo x(z) esta acotado, ||x(z)|| < 1, por lo que existe
el flujo global 7.

La condicién de (PS)., mds precisamente (24), implicard la existencia de
>0y ¢>0 tal que

n(m, ¢+ \ U) C $5°~, ' (28)

41



Probémoslo, Como

Lol = (V90alt ) xin(t,2))
)

= —u(n(t, 2))IVe(n(t, )" (29)
Entonces
$(n(t,)) es decreciente en la variable ¢. (30)
Tomemos
€= éf2. (31)
Y sea ‘
z € g\ UL (32)

Caso (1) Si z € ¢==* entonces
$(n(1/b,2)) < $(n(0,2)) = ¢(z) <c—e por (30)
= p(l/bz) € ¢
Caso (2) Siz ¢ ¢, Entonces
n(0,2) = € $=°*\ (U U ¢5°7°). (33)

Ahora veamos que pasa al movernos a lo largo de la curva integral 5(t, z)
para t € [0,1/b). Supongamos que

n(tya) € ¢5°F\ (Noja(K) U ¢%°7¢) para todo t €[0,1/6].  (34)
Entonces n(t,z) € B y (24) es vélido. Por lo que

ﬁb(ﬂ(l/bax)l)/b $(n(0,2)) _ %Qs(’l(tﬂ)) le
{ =5 i |Vé(n(i, o))l <1
~b si [Ven(t, =)l 2 1
—b  porque se eligié b < 1.
(¢(z) —c) + (c—b)
€+ c — épor (33) y la eleccién de € (ver (27))
c—¢  eleccién de ¢, ver (31)

IN

= ¢(n(l/b,z))

LI VAN VAN VAN
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Lo cnal es una contradiccién a nuestra suposicion (34).

Tomemos ¢ tal que p(to,z) € ¢St \ (No/2(K:) U ¢5°7¢) para todo Iy €
0,8) y n(t,z) € ¢35\ (Ngja(Kc) U ¢5°¢). Por la continuidad de 5 y
la eleccidn de z tenemos que { > 0 y por la negacién de (34) se tiene que
t < 1/b. Calculemos

il

B [ ~vin(s,2))Vta(o,2))ds]
b/o‘u(n(s,m)“Vcﬁ(r)(s,m)”ds
[ v, 2V 8065, )ds por (24)

blint, 2) - =

IN A

- Ot ;;«ﬁ on(s, z)ds
$(z) - $(n(t,z))

2e=¢

IA

= |In(t,z) - 2|l <&/b<6/4 por la eleccién de ¢, ver (27)
= dn(2),K.) > g-a >6/2 por (32)
=

n(t,z) § Neja(Ke)
= pt,z) € ¢5°",

En particular n(1/6, z) € ¢=¢~*. Por tanto
n(1/b, g5+ \ U) C ¢,

Asi existen 7 = 1/b y € como se afirmaba en (28).
(2) Ahora veamos que n, : E — E, n.(z) = n(r,z) tiene la forma
requerida, para todo 7.
Notemos que
' x(z) = ~(v(z)Lz + v(z)p'(2))

con L(z) operador lineal autoadjunto, ~v(z)p'(z) continuoy x induciendo
un flujo global. Por los resultados de Hofer, [Ho}, veremos que , : £ — E
puede ser expresado como

ne(z) = ¥ ENgt 4 50 4 VNG 4 K (2, 7)
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donde

PpHa,r) =gt 0,m2)  ,  P(z,7) =9 (0,m,2),
ma) = [vlnlte)d,

Feme) = [ vl

0 . .
K(z,7) = / [¥tCma) pt g pO 4 V(e Py (n(s, 2))Vep(n(s, ) )ds

y para 7 fijo, =, y K satisfacen 2.2.1. Probémoslo.
Probemos primero que

m(z) = e @t 400 4 6N 4 K(2,7) =i gz, T),
m(z) = z =g(z,0).

Para z fijo §(r,z) es C' en 7, de donde se sigue que *, ¢~ son diferencia-
bles en 7, asi como K.

B o —slatr, ) et 4 o)t e
=(P™ 4 P+ PYYu(n(r,2))Vepla(r,2)) +
[ =nln 2 P 4 u(a(r,2)) P Yo (s, 2) Vi, ))ds
= —u(n(na))(e¥' et — ¥ ENa) — u(n(r,2))Vepln(r, 2)) -
w{ar2)) [ (5 em Pt = e 0m) P)u(y(5,2))Vpla(s, 2))ds
= —v{y(r,z)l(g*(e,7) - 97 (2,7)) + Vep(n(r,2)) — (P*K(z,7) —
PR(z )+ [ (505 Pt~ 6 P-)y(5(5,2))Pi(als, )
Como P*P° =0, P*P~ =0, (P*)? = P* entonces
PHR(e,r) = [ [ 2P Hu{n(,2)) Vila(s, 2))lds,

P K(a,r) = [ 0Py, 2))Volals, ).

.
Por tanto

B a7 = g (w7 4 Tl )) o(a0) =
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Pero la solucidn a esta ecuacion lincal es tnica y es 5(7, ). Por tanto

N =49

Ahora fijemos 7 y probemos que ¢~, )t y K satisfacen 2.2.1.

i) Probemos que las funcionales *, ¢y~ : E — R son continuas, G-
]

invariantes , mandan conjuntos acotados en conjuntos acotados y

¢t (z,7) =¥~ (z,7) =0 para todo z € E°,

La continuidad de estas funciones es inmediata de la eontinuidad de
P, la cual probarenios en (ii).

Que son funciones G-invariantes es inmedialo de que v(y(t,z)) es G-
invariante . En efecto, dado que ¢ es G-invariante los conjuntos B y
D son G-invariantes . Ademds d(gz,B) = d(z,B) ya que la accion
preserva distancias. Por lo tanto v (z) es G-invariante . Tambien V¢
es G-equivariante , i.e. Vé(gz) = gV(2), y otra vez por que la accidn
preserva la norma, v;(z) es G-invariante .

Chequemos que mandan conjuntos acotados en conjuntos acotados.
Debido a que | v(z) |< | tenemos que | ¢t(z,7) |, | ¥~ (x,7) |<] 7 |
para todoz € E.

Por dltimo, debido a que v(z) = 0 para todo z € E° tenemos que
n(t,z) = = para todo t € R y para todo z € E°. En efecto ¢(z) =
(Lz,z) + ¢(z) = +p(z) si z € E% Por lo que ¢(z) < 0 siz € E° Asi
E° C ¢~}(~00,0] C D.

Por tanto v(n(t,z) = 0 para todo ¢ y para tedo z € E° y asi y*(z) =
¥~ (z) = 0 para todo z € E°.

(ii) Probemos que K : E — E, K(z) = K(z,7) es una funcion continua

compacta y G-equivariante con K(z) =0 para todo z € E°.

e Probemos la continuidad de K. Para ello probemos primero el sigui-
ente resultado: si ¢ : [0,7) x E = E es continua entonces

(:E-E (@)= /0 ((s,z)ds es continua. (35)
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La demostracion de este resultadoe es como sigue. Como ¢ es continua
enlonces

((z):= ‘/;0 (s z)ds

estd bien definida. Ademds debido a que ¢ es continua, [0, 7] compacto
y Hausdorff entonces

(B c(o,r,E) , C(m)(s) i=((s,7)

es continua tomando la topologia compacto abierta en C([0,7], )
([Mu] pdgina 287). Porque Ees métricoy [0,7] es compacto entonces
la topologia compacto abierta coincide con la topologia inducida por la
métrica uniforme ([Mu] pagina 283, 286).

Ahora como

I i) - Bts)ist < [ 1) - lods

entonces [ : C([0,7],E) = E es continua usando la métrica uniforme
en C([0,7], E). Por tanto

(= / of es continua.
Tomemos ((t,z) = v(n(L, z)). Debido a que

||¢+(3a7am)"'¢~+(§s 7, &) <l s—7 | w(n(-, )~ v(n() &)t | s3],

para todo s, € [0,7) y a la continuidad de ¢ tenemos que (s, 7, z)
es continua,

Ahora tomemos

((s,2) = e* O W(y (s, 2)Vip(n(s, o)) + Pv(n(s, ) Vip(n(s, ).

¢ es continua porque en su definicién sélo intervienen funciones con-
tinuas. Asi por (35) tenemos que {(z) = K(z) es continuo.

e Ahora veamos que K es compacta. Notemos que, en K, 0 2
s, ma) 2 -1 y0< Y (s,7,z) <7 Sea B, = {x € E: 2| <1},
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Sea Y = {{(PO4c*l)z = (P + POt e P )2t a € [0,~7),2 €
vVe(n([0,7] x B;))}. Observemos que debido a que

“nsm”-”m—k/ n(t,z)) dt“<7+r para todo s € [0, 7] ¥y
para todo z € B,,

y a que vV es compacto entonces #Vip(n([0, 7] X B;)) es compacto.
Por loque Y es compacto. Ahora como K(z) € convY para todo = €
B, (donde convY es la envolvente convexa de Y) y como la envolvente
convexa de compactos es compacto entonces K(B,) es compacto. Por
tanto K es una funcién compacta.

o K es G-equivariante debido a que las funciones sobre las cuales se
estd integrando son funciones G-invariantes y funciones G-equivariantes
. Por iiltimo tenemos que K(z) = 0 para todo z € E® debido a que
v(z) = 0 para todo z € E® y a que 5(s,z) =z paratodos € R y
para todo z € E°.

(8) Para ver quen(r, z) € I'(F') solo resta probar 2.2.1 (iii). Por la forma en
que definimos a v se sigue que v(z) =0 siz€ E-DE°@F, ||z]| 2 p, y de
ello que 7, el flujo inducido por x(z) = v(z)Vi(z), satisface que (s, z) = =
para todo s y para todo z € E~ @ E°@ F. Asi v(n(s,z)) =0 y por tanto

t/)+(T,T) = '/’-(zaf) =0 vy K(.’B,T) =0

sizeE"@QE°@F ylz|| 2 p
Por tltimo tomando 7 = 75 tenemos el resultado deseado. .

En lo que resta de la seccion supondremos que G es un grupo de Lie
compacto que satisface la propiedad de no trivialidad de 4 , 2.2.8, para
subespacios G-invariantes de F' , donde F es el subespacio vectorial de E*
G-invariante y de dimensidn finita en base al cual se definié el pseudoindice.

Definimos
= Jaf ap )
dondeI'; :={ZCE : Z es G-invariante , cerrado y ¥5(Z ) 2 j}

TEOREMA 2.3.3 ( Teorema de Enlace ) Supongamos que existen
0 <’ <c¢® y F C F subespacio G-invariante , tales que
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(I-D) ¢ satisface la propiedad de I' -deformacion para cada ¢ > 0,
(L1) ¢(2) <c™ para todo z € B~y EY @ F,

(L2) ¢(z) 2 ® paratodo e € St = {x € E* ¢ ||z = po}, para algin
Po > 0.

Entonces
(@) < <e™, j=1,...,k=dimgF.
(b) ¢; es valor critico de ¢, para 1 < j < k.

(c) Sie¢; =...=cjyp entonces yg(K,;) 2 p+1.

Demostracién Probemos (a). Paral <j <k si Z €T, entonces
1<9(ZN8f)  por 2.2.4 (comparacion).
De donde se sigue que Z N St # (. Asi por (1.2)

& <supd(z) paratodo Z €T,
€7

Por tanto ¢ < ¢; paral < j <&,
Ahora como estamos suponiendo que el grupo de Lie G satisface la
propiedad de no trivialidad de 45 entonces tenemos que

VE(E-QE' @ F )=dmgF =k
Porloque B- @ E°@® F € T; para 1 <j < k. Asi tencmos que
¢; = inf supf(z) < su T
7T zery zelz)' #e) < zEE‘@E‘“mF )
< ¢® por(l1),1L]Lk

Por tanto ¢ < ¢; < ¢® paratodol <j <k

Probemos (c). i.e. quesic=c; = cjy) =+ = cjyp entonces ¥(K,) >
p+ 1. Supongamos lo contrario i.e. 4g(K:) < p. Por la propiedad de
continuidad de g existe U vecindad abierta G-invariante de K. tal que

Y6(Ke) = v6(U). ' - (36)
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Sea ¢ > 0 y ho como en 2.3.1 para U. Por definicién de ¢jy, podemos
encontrar Z € D'y, tal que Z C ¢St donde ¢=°* = {z € E : §(z) <
¢+ ¢}. Debido a la propiedad de I' -monotonia tenemos que

i+ SAEZ) S AGEST).
Ahora probemos que j < y5(¢St\ U ).

j+p < AEs)

IN

7L ((¢5°**\U)U U ) I' -monotonia del pseudoindice
~E(@5F\U )+ 76(U) por la subaditividad mixta
V(3 \U ) + 16 (Ke)

IA

= i +p-v6(Ke) SAE(EEH ) - 16 (K) < 165\ U )

ya que por (I' -D) y 2.1.3 yg(K,) < o0
=  j=j+p-p<AG(¢3H\U) yaque supusimos que vg(Kc) < p
Por tanto |

i SN ).

Por como elegimos hy € I' tenemos que
ho(¢Se+ \ U) € ¢,
Ahora usando la I' -monotonia de 4 tenemos que
5 (ho(g+\ U) ) = (¢ \ U ) 2 J.

Por tanto ho(¢Sctt \U) € T; y sup d(ho(¢5°**\ U)) S c~e<c.
Lo cual es una contradiccion a la eleccién de ¢; = c.
Probemos (b). Tomando p =0 en (c) tenemos que 4(K:) 2 1. Por

tanto K. # 0.

COROLARIO 2.3.4 El principio de minimax, 2.3.3, es valido para el
grupo G = S'.

Demostracién Sc probé en 2.2.8 que para G = S' se satisface la
propiedad de no trivialidad de 4%, que fue la hipétesis que impusimos a
G.

.
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Como hicimos ver en las observaciones a 2.2.8, 'rév satisface la propiedad
de no trivialidad para ¢ primo, por lo que tenemos un andlogo a 2.3.4 para
Z

q'

Comentarios al teorema 2.3.3:

(1) Tomemos G =Zy, E¥Y = F=R, E°=E"={0} y¢: £~ R una
funcion de la forma

A

00

C

——-—-——~r--'/‘>

( |
|
\  ¢? )
' !
i 1‘
- fo

Esta funcidn satisface (L1) y (L2) pero no tiene ningin valor critico
en [, ¢®]. Esto es debido a que ¢(z) no satisface (PS,) para ¢ = ¢®,
tomemos por ejeniplo la sucesion (n)32,.

(2) Ahora veamos que relevancia tiene el que los homeomorfismos de I' sean

de la forma 2.2.1.

Notemos primero que la forma particular de los elementos de I' nos
permite pasar de una situacidn infinita a una situacion finita, cuando

calculamos
Yo(hM(E~ & E°® F)nS*) hel,

ver 2.2.5.
En caso que dim~ < oo entonces no es necesario usar 2,2.5, y el
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teorema 2.3.3 seria vdlido si en lugar de I' usamos otro grupo de G-
homeomorfismos que satisfagan:

(1) hiz)=zsi|z]|>p e E-@E @ F,ic 2.2.1 (iii).
(2)  (b) de la propiedad de I'-deformacidn, 2.3.1, para cada ¢ > 0.

Por otra parte si ¢ satisface (PS). , siempre disponemos de homeo-
morfismos que cumplen (b) de la propiedad de I'-deformacion para
¢, ya que la condicién (PS), permite que el G-homeomorfisimo dado
por el flujo h(z) = n(r,z) inducido por un campo gradiente de la
forma v(z)Ve(z), v(z) > 0, sca uno de tales homeomorfismos, para
7 adecuada. Ademds si a V¢ se le imponen ciertas condiciones, 2.3.2
inciso (2), entonces el G-homeomorfismo dado por el flujo puede ser
expresado como en 2.2.1, satisfaciendo sdlo (i) e (ii).

Respecto a 2.2.1 (iii), el subespacio que se estd usando, £~ @ E° @ F,
lo hemos ajustado a ser el mdximo subespacio donde la funcional ¢
esté acotada, condicion (L1), ya que de no ser asi nuestro lema de
I'-deformacion seria incorrecto, ver 3.4.5.
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3. EL PROBLEMA VARIACIONAL

in este capftulo planteamos el problema variacional de encontrar solu-
ciones periédicas a la ecuacidn hamiltoniana (SH) como puntos criticos de
cierta funcional ¢y(z) = A(z) — ¢p(z), definida en un espacio de curvas
adecuado. El problema se plantea en general, como fue sugerido por el Dr.
Jorge lze, para un hamiltoniano H para el cual el gradiente tiene cierta forma
de crecimiento, VH(u) < b+a | u |*, y ademds gy es de clase CM' y su
diferencial puede ser escrita de cierta manera.

Tambien definimos una familia de hamiltonianos, de clase C?, Hs que nos
resulta adecuada, tal construccion se hace como en [HZ1], y se prueba que
para hamiltonianos H € Hs  se puede hacer la traduccién de puntos criticos
de ¢y a soluciones de (SH) e inversamente. Posteriormente vemos que es
posible aplicar nuestro teorema de existencia de miltiples puntos criticos
para funcionales, desarrollado en 2.3, a la funcional ¢y, H € Hg . Para
probar esta parte sélo usamos que H es de clase C', H(U) = 0, U vecindad
de 0, H(u) es cuadrdticasi | u [>> 0, que gy es C' y que su diferendial
puede ser escrita de cierta forma. En varias partes del capitulo fueron usadas
ideas del Dr. Jorge Ize que contribuyeron principalmente a bajar la suavidad
de los hamiltonianos que usabamos originalmente, de hamiltonianos de clase
C® a clase C%

§ 3.1 Una clase adecuada de funciones hamiltonianas.

En esta seccién construiremos una familia especial de funciones hamilto-
nianas para una hipersuperficie S compacta y de clase C2. Tal construccidn
se hace como la presentan Hofer y Zehnder en [HZ1], para hipersuperficies
compaclas y de clase C*.

De aqui en adelante Sserd una hipersuperficie compacta, conexa y de
clase C? contenida en R*N |

DEFINICION 3.1.1( Familia parametrizada de hipersuperficies iode-



ladas por § ) Una familia parametrizada de hipersuperficies modeladas por
Ses un difeomorfismo, de clase C?, y : (-—19,19) xS — RN, §>d> 0,
cuya imagen cs una vecindad abierta y acotada de Sy tal que 5(0,z) = 2
para todo x € S,

Ejemplo 3.1.2. Sea x : U = R™, con U ¢ R vecindad abierta
de S, un campo vectorial de clase C? transversal a S(i.e. x(z) ¢ T8
para todo z € §). Debido a que x es en particular localmente Lipschitz,
existe el flujo local para cada x € S y por ser §compacta existend > 4 > 0
tal que se puede definir el flujo 5 : (=9,9) x § — R*M con las siguientes
propiedades:

(a) 3(0,z) = x para todo z € S.

(b) nes un difeomorfismo de clase C* sobre su imagen y S, := y({c},5), -9 <
€ < ¥, es una hipersuperficie difeornorfa a S .

(c) ntiene como imagen una vecindad de S abierta y acotada,

(a) y (b) son propiedades bien conocidas del flujo, ver por ejemplo [AMR], y
respecto a {c) notemos que mediante el teorema de invariancia del dominio
para variedades se muestra que Imn es abicrta.

A lo largo de este trabajo usaremos la siguicnte

Notacidn:
. Ahora sea 77 como en 3.1.1 y sean p, a, reales tales que 0 < g < @ <
9, u<d. RN\ y({~p,a] x S) tiene dos componentes.

o5 = 7]({6}’3)1

o B(y([~p,a] x 5)) la componente acotada de R*N \ y([~p,a] x §) que
supondremos conticne al origen y a S, para —d < € < —,

o A(y([~p,a] x §)) la componente no acotada de RN\ 7([—=n, a] x )
y supondremos que 5(,%) € A(S,) parat>e¢, € S,

° = diam(y((~9,9) x 5)).
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DEFINICION 3.1.3( La familiaHg ) Dadas § C R*N una hipersuperfi-
cie de clase C?, compacla y conexa, yuna familia parametrizada de hipersu-.
perficies modeladas por Sy jo > 0 un niimero natural, definimos la familia
Hs = Hs(S,n,jo) de funciones hamiltonianas If : R*™ & R construidas
de la siguiente manera: sc eligen ntmeros b,R > 0 y ko € {jo,jo+1,...}
tales que

a = (ku+%)1r, (22%d 2r2), (37)
R > s,
b > ol (38)

Tomamos una funcién de clase C [ : (=1, 7) — R tal que

A
f)>0 ol nepna)
-0 p # o
Gréfica de f
f(s) = 0sis<y,
f(s) = bsis>a donde p,ason reales tales que0 <p<d,p<a< d,
y f(s) > Oparap<s<a.
Y definimos
0 sizeB(-nalxS)
) Je) siz=1(¢,%), €S, —pLeLa
Hiz)=1} siz € A@([~ma] xS)) y |z|SR (39)

olz]) s |z|>R
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A

Gralica de #
donde la funcién g se elige de tal forma que g es C y

gs) = b sSR

g(s) 2 as¥ s> R

g(s) = as¥ s>>0
v 0<g'(s) € 2as  s>I

Grifica de g
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En el siguiente lema se reescribe una demostracion de la existencia de g,
que hizo el Dr. Jorge lze.

LEMA 3.1.4 Fxiste una funcion g como la requerida en la definicion
de 1.

Demostracién
Seayp € C¥(R, R) talque0 S Y(s) £ 1, P(s) =0sis < 1/2 y Y(s) =
sig>1,

A

Y
Gréfica de ¢
Notemos que M := fj y(s)ds < 1/2.
Sea y> 1.

/ 2am/J du =2k’ -1) /0 (14 (y = )7)p(r)dr

Notemos que

§€C*(R,R),
g(s)=0 sis<R,
0<g'(s) = 2as¢(§————11) < 2as



A
fl

LR I
bz aR vy -§(Ry) -—5(05—- '

llH\HULL_:___.—: :

A RY

Figura 2
Ahora hay que hacer una eleccién adecuada de 4, ver figura 2. Conside-
remos

h(7) = Ay’ + By + C,
con

A=aR?(2K ~1), B=(M-K)2R?, C=(I—M)2aR*+b,

donde K = [} sy(s)ds. Notemos que usando integracion por partes y que
M < 1/2 tenemos

K= [ ' o(s)ds - | 'W(s)ds <1/2 donde W(s) = [ sryar,

porloque0 < K <1/2 yasi —aR? < A<O.

Como k(1) > ~aR? +b > 0 entonces existe un tinico 7 > 1 con h(y) =
0. Tomenios v = 7o. Definamos

9(s) = b +§(s)
Notemos que

2R} (7~ 1) /0 (14 (r = 1)r)(r)dr

%Ry~ 1)[M + (7 - )K].

§(fy)

57



Por tanto

aly - §(Ry) = —[aR}2K - 1)y* + (M = K)20Ry + (K — M)2aR?)

= b

]

La ltima igualdad es debida a la eleccién de . Por tanto para s > /R

LY

b+ §(1R) + L ] 2aup( L2 du

g(s) po—

n

= (182.

Finalmente
b—aR® +k(s) con K(s)<0 yaquet(s)< 1, Vs
es decreciente y vale 0 si s > YR,

s x_ 1
- as? —aR? £ Y.
g(s)—as b—aR +/;t2av[¢(7 1) 1]du

= g(s) —as*

Por tanto
g(s) 2as® sis>R

Observemos que H tiene las siguientes propiedades

(Hl) HeCYR™,R) (40)
(H2) Hly=0,0¢€ U vecindad abierta de 0 , H(z) =a |z |?

i |z|>>0, a=(k+ —;—)w i.e. como en (37) (41)
(H3) —b+al|z|’<H(z)<b+al|z| paratodoze RN  (42)
(H4) Seaz € n((p,a) x S) entonces (43)

VH(z) - x(z) = f'(¢),
donde z = 5(¢,z), Z € S y x(z) = ;En(c,ﬁ). Y H es

regular sobre S, para g <e<a.

(H1) se sigue de que sélo intervienen funciones al menos de clase C? bien
"pegadas”. (H2) y (H3) son inmediatas de la definicion de . Probemos
(H4)
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Demostracidén H4
Hon( )= f(e)paratodoZ € Sy p<e<a.
Sea x := y(¢, ). Entonces

d -
['(e) =VH(z)" % (6,&) = VH(z) - x(z).
Ahora dado que por definicion de f, f'(¢) > 0 para jt < € < a tenemos que
VH(z) #0 paratodoz €S, yparatodo p<e<a. g

Notemos que S no es la imagen inversa de un valor regular de H ya que
en la vecindad, n((=9,p) x S), H = 0. Pero por (43) las hipersuperficies S,
si son imagenes inversas de un valor regular de H para t < e < a.

§3.2 El problema variacional

ldentifiquemos a R*N con CV
z = (2p,2,) € RV x R¥.= R s g, + iz, = 2.

Asf una curva periédica z : R — RV, o(t) = (z,(t), 74(t)) de periodo 1, la
podemos ver como z ¢ S' - CV

o) = 2,(t) + i (t),
con §' = R/Z, e inversamente.

Consideremos e} espacio de Hilbert (L*(S',CN),(, )12), donde

1
(e = [ (50, 70 = 5(0) = ()
y su base de Hilbert

C= {C?"m}lgsN.kez donde e?”"" =(0,...,0,e2"*,0,...,0).
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Dado que € es una base de Hilbert, 2 € L¥(S',C") puede ser expresado de
manera tinica en términos de su serie de Fourier

N n
Y Zak_jc?’"“ yax; € C. (44)
ke j=1

El espacio de Sobolev H'/*(S", CN) puede ser descrito de varias maneras,
para nosotros serd

N
{ze LX(S"C"): T I kllas P+ Y |ao;[*< 00},
ket it 1<7EN

donde los términos ay; corresponden a los términos de la expresién de z de
su serie de Fourier, provisto del producto interior

N . -
(z,9) =Re(2r Y 3" | k| apibej+ Y aojbo)y

k0 j=1 1<j<N
- 2mikt _ 2mikt
T = ZZ“A.J € y= Zzbkd ¢
ke j=1 keZ j=1

llzll = {2,2)'/%,

que lo hace un espacio de Hilbert. A (H'*(S*,C"),(,)) lo denotaremos
por E.

Ahora E tiene una accién natural de §' que consiste en reparametrizar
la curva x € E componiéndola con una rotacién

0z(t) ;= z(t+0) ¢ S

E'se puede expresar como la suma directa de los siguientes subespacios
vectoriales cerrados, ortogonales y §'-invariantes

t=2"+2+z* e E-OE'QEt=F

= Z Zu kij fmkt' (.'l:) =2"= (ao.h e 1“0.N)a

k(OJ—

1)+ — Z Z“kd ?mkt.

k>0 j=1
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Notemos que E° es el espacio de puntos fijos bajo la accién de S' y su
dimension es N,

Otro espacio de Sobolev que nos es de utilidad es #'(S',C"), el cual
puede ser descrito de varias formas dentro de las cuales elegimos la siguiente
para caracterizarlo, H'(S',C")es el espacio de Hilbert que consta de las
curvas cerradas z ¢ §' — CV tales que z es absolutamente continua y
¢ € L¥S',C"), en donde el producto interior estd definido como

N
L uyv =30 Y (L4 |k [PJug ok,
keZ j=1

donde se estdn usando los coeficientes de Fourier de U, U= Y ey E ARETITLLLIN

)
V=) keZ E;—x Vg€ f’"“-

Sea H : R*M — R una funcién de clase C! tal que

| VH(u) |<b+4a|ul|* paratodou€ R*™, cona,b>0, ys> é
Definamos ¢y + £ — R por
1
on(@)i= [ Haplt) o), o=, +iz, €
Supongamos que g satisface las siguientes propiedades:
* y esde clase C, (45)

o Dou(a)€) = [ VH(e0) (1) GO GO (10
E=¢+ik ek

En la siguiente seccion demostraremos que los hamiltonianos definidos en
3.1.3 satisfacen todas estas propiedades.
Definamos A : E — R por
1 Lo +
Az):= 2(Lx T) == ||m i =ll="1*), Lz=at-

Ohservemos que si expresamos @ A(z) = (, o F(z) ,donde F : E - Ex E
estd definida por F(z) = (Lz,z), entonces resulta claro que A(z) es una
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funcidn C! ya que es composicion de funciones C', I lineal continua y (, )
bilineal continua.
Por tanto

] 1 .
b () = 5(La,2) - /0 H(zy(t), 2(t))dl, @ = 2, + iz,
es una funcion de clase C' y

Dén(a)(®) = {£2,6) - [ VH(z(0,2,0)- G060, (47

donde € = €, +i¢, € E. Deéstosesigue, usando el teorema de representacion
de Riesz, que

Vén(z) = Lz - Vou(a). (48)
Ahora veamos que las soluciones de periodo 1 de
0 —I b d
&(t) = JVH(z(t)) dondeJ= ( I ) I=1{: " (SH)
0 -+ 1

NxN

son precisamente los puntos criticos de la funcional ¢y : £ — R,

ou(z) = Z(Lx z) — / H(zy(t), 2 (t))dt | Lz =zt — 27,z =z, + iz,

PROPOSICION 3.2.1 Sea H : R* — R una funcién de clase C!

tal que
| VH(u) |<b+a|ul® paratodo u € RN,

con 8 2> 1, que ademds satisface (45) y (46). Entonces z(t) es solucién de
periodo 1 de
3(t) = JVH((l)), o(t) = (z,(t), z4(L))
si y s6lo si zes punto critico de
1 ,
¢n(z) = —-(Lx ) — / H(zp(t),zy(t))dl, @ =zp+ iz,
Para la demostracion de 3.2.1 necesitamos las siguientes proposiciones
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PROPOSICION 3.2.2 Sea z = 2, +iz, € H'(S',C") entonces

(Lzaf) = - /0l J(ép(t))éq(t)) ' (fp(t)afq(t))dt) f = fp + if') ekl

PROPOSICION 3.2.3 Sea H : R* — R una funcién de clase C'
tal que
| VH(u) |<b4+a|u|* paratodo ue RV,

con s > %, que ademds satisface (45). Sea ¢ = z, 4 iz, un punto critico de

¢ entonces existe un dnico & = £, + iz, € H'(S',CV) tal que

(Bal1)3o(t) = JVH(z(0),5,(1)  cday
)7
z(0) = #(0)

Demostracion de la proposicién 3.2.1
=>) Sea z(t) = (z,(t), z4(t)) solucién de

() = JVH(z(1). (49)

Tomemos = =z, + izg y € = £, + i€, € E. Por (47) tenemos que

Dou(@)(€) = (L)~ [ VH(z,{t) 7)) (6,0). (1)
= = [ Tanlt) 30 (60 e
_ /0 PV H((0), 7(0) - (E(0), & ()dL por 3.2.2

[ (001, 4(0) = P Hz ), 0)) - (0, &)
= 0 por (49).

Asi Déy(z)(€) =0 para todo £ € E. Por tanto z = z, + iz, es un punto
critico de ¢y .
4=) Sea z un punto critico de ¢y . Entonces por (48)

0 =V¢y(z) = Lz~ Vpy(z) = Lz = Vpy(z). (50)

63



Por 3.2.3 existe un tdnico & = &, + i, € H'(S",C") tal que

(Ep(t) 8g(1) = JVH(zp(1),24(1) c.duq (51)

2(0) = (0).

Probaremos aliora que & = 2. Sea £ = ¢, + i€, € C*(S', M) y calculemos

[ 910200 (&0 (O

]

1 R R
/0 (=& &y +E,4)dL por (51)
| B .
= /0 (6 &y~ fpiq)dt
= Re(#,£)12 donde ¢ = é,, - zf',,,

en la peniltima igualdad se usé que las funciones son periddicas y se aplico
integracion por partes (vilido porque &,, &, son absolutamente continuas).
Por otra parte

[ H 0, 5, (0) - (04O = (Ton(a)d
= (Lz,£) por (50)
= (L¢,z) L es autoadjunto
roL
= = [[JE(0,60) - (o)
= RC(IE,E)[E ) £~= éq - 15';!
la peniltima igualdad se debe a 3.2.2. Por tanto
Re(#, )12 = Re(z,€)» para todo € € {—i€ : ¢ € C=(S',CM)).

Como la anterior igualdad es en particular vdlida para las funciones

{e""" hejenkez\ (0} entonces los coeficientes de sus respectivas series de

Fourier, z = ax e”""‘, &= ax je2™kt gon iguales para
) keZ ]-—-l W keZ J—-l Wi p

k#0 ic
a;=dr; 1S5 SN, keZ\{0},

y como
(X aky oo X akn) = (0 = () dkayeeey ) GrN),
keZ keZ keZ keZ
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tenemos que
aU,j=&0,j ISJSN'
De lo que se sigue
t=z cdq, (52)
y que & y ztienen la misma expresion en series de Fourier, por lo que z €
H'(S',CN). Por tanto z(t) = (,(t), £,(t)) cs continua y de (52) se sigue
que & = 2. Como &(1) = (&p(t), 4(t)) es solucién de (SH) y VH es continuo

entonces z(t) = (z,(t), 24(t)) tiene derivada continua. g

Demostracién de la proposicién 3.2.2
Sea z € H'(S',CY) y ¢ € E. Expresémoslos en términos de su serie de

Fourier N N
2= Z Z ak.je?rikt , € = Z Z bk’jc‘?nikl_

keZ j=1 keZ j=1

Calculemos
r Akt _ l' ~2nikt
(4,¢;™ )2 = #(t)ey ™ dt
0

1 :
= 27r/ z(t)ikc}'”'“dt integracion por partes
0

= 2mikay,.
Por tanto N
F=02m Y Y ikay et
keZ j=1
Por lo que

Il

= [ (020 (60, GO = Relilt) = (0, ECON

Re((-2(1),£(t))12)

N
2rRe Z Z kak.jbk.j'
keZ j=1

Por otro lado, de la definicién de L y de {, } tenemos

N
(Lz,€) = 2rRe(Y. Y kayjbi;).

keZ j=1
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Por tanto .
(L€ = = [ (0, 2(0)- @0, 6 (0N

Para la demostracién de la proposicion 3.2.3 necesitaremos el siguiente
LEMA 3.2.4 Seaz € LXS',C") tal que [2] = 0, [2] := f§ «(t)dL.

Entonces existe # € II'(S',CY) tal que z = &, y & estd determinado en
forma tnica si su valor inicial £(0) es especificado.

Demostracién Probemos el caso en que N = 1, el caso general es en-
teramente igual, Sea ¢ € L*(S',C"). Por Holder

/ 1)dt < / | (1) Pdt)"? = fJofjz2 < oo.

Por tanto z € L'(S*,C). Definamos
i(t)=c+ -[ z(s)ds. (53)
Entonces & es absolutamente continua,
#0) = c=c+ /O’m(s)ds = 5(1), [o =

#() = z(t) cdg [Ru) pigina 176.

Como # es absolutamente continua, #(0) = (1) y #(t) € L*(S',C) en-
tonces & € H'(S',C). Supongamos que z € H'(S',C) estal que 3=z y
que 2(0) = £(0) entonces
2(t) = z(0) +/ s)ds [Co] pagina 188
= 2(0)+il(t)-c por (53)
= B0, #(0)=i0)=c

Por tanto z = &, .

En la siguiente demostracion se usan ideas del Dr. Jorge lze.
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Demostracién de la proposicién 3.2.3

Sea xun punto critico de ¢y, Probemos que VH(z(t)) satisface las
hipétesis de 3.2.4. Sea € = (0,...,0,1,0,...,0) € E. Como zes un punto
critico de ¢y entonces L = V() por (48). De ésto se signe que

0 = (Veu(),§)

50 = /olV]'l(m(t))-f,-(t)dt 1<j<N
50 = /0' JVH(0)d.

Por tanto el valor medio, fj JVH (x(t))dl , es cero.
Ahora de nuetra hipdtesis

| —

| VH(u)|<b+a|ul* paratodoue RN, s> -,

(3]

se sigue que JVH(z(t)) € L¥(S",C"). Probémoslo.
Como z € I entonces 2 € L9(8',C") paratodo 1 € ¢ < 00, ver Adams
teorema 7.58 pagina 218, de donde se sigue

IA

1
2 2400 z(t) *)dt
[ @+ 8 20) 1
2a® + 26 z|f%3,
2a* + 2K b?||z|1*.

/0l | VH(x(t)) Pdt

IN N

Por tanto JVI(x(t)) satisface las hipdtesis de 3.2.4, de donde se sigue que
existe & € H'(S?,CV) tal que

JVH(z(t)) c.d.q,

&
y es Gnico si 2(0) = z(0). g

Una referencia mds extensa para este problema variacional es [BR2).
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£§3.3 Nuestro problema variacional

Recordemos que identificamos a R*™ con CV
o= (zp,2,) ERY x RY = RN w2 ¢ = 3, 44z, € CV,

En la seccién anterior vimos que si /T : R*™ — R es tal que | VH(u) |<h+
a|ul* paratodo u € R*N cona,b>0,s> 1y

1
me%=Llﬂﬂmﬂ (SH)

satisface (*), enumerado con (45), y (**), enumerado con (46), entonces las
soluciones de periodo 1 de la ecuacién hamiltoniana

i(t) = JVH(z(t),

son puntos criticos de
1 1
du(z) = E(Lz,z) —A H(z(t))dt donde Lz = 2* —a~

e inversamente.
Notemos que si f € Hg entonces

| VH(u)|<b+a|u|* paratodoue R,

donde a y b son como en (37) y (38), y s = 2, esta afirmacién se sigue de
(42).

En esta seccion probaremos que si H € Hg , familia definida en 3.1.2,
entonces ¢y satisface (*) y (**). Por lo cual buscar soluciones de (SH) de
perfodo 1 es equivalente a buscar puntos criticos de ¢y .

Notemos que 1o podemos determinar de antemano en que hipersuperficie
de energia se encuentran las soluciones de (SH) que han sido obtenidas como
puntos criticos de ¢y;.

Pero 3.3.3 nos garantizard que si nos restringimos a puntos criticos, &,
de ¢y con valor critico positivo, gy (®) > 0, entonces x estard contenido en
alguna hipersuperficie difeoinorfa a Sy "cercana” a S

Probemaos que si I € Hg entonces ¢y satisface (45) y (46).
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PROPOSICION 3.3.1 ( ¢ satisface (*) y (**) ) Sea H € Hs

entonces |
onle) = /0 H(a())dt

es una funcién de clase C'(E, R) y

Don(z / VH(z
Ademds ¢, es compacto, donde Dpp(®)(€) = (¥} (), §) para todo € € E.

Demostracion Comencemos probando que ||[D*H(z)|| estd acotada para
todo z € R*V,

Por definicion de H, H(z) =a | z |* si | ¢ |[>> 0, digamos si | z [> f.
Asi

((’)2]1 (T))" : i ' si |z[>p

ax,-az.- - 0 2'11 ’

De donde se sigue que

|D*H(z)|| := sup | D*H(z)(hyyha) |S 2a| by || b2 |=2a si |2 [>p.

Ih}=lhal=1
Como D*H es continua
ID*H (z) < My si |z |<p.
Por tanto
|D*H(z)| € M = My 42 para todo z € RV, (54)

Ahora por Taylor

| H(z + ) - H(z) - VH(z)(R) |

IN

‘% | D*H(c)(h,h) | c=tz+
(L —=t)(z+h) pa. te[0,])
-|| DEH ()| | b |?

IN

IN

—2- [h|*  por (54).
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De donde se sigue que

[ on(x + h) ‘PH( z)
/ VI ((t)) - h(t)d! |

IN

|
/0 | H(z+h)~ H(z) ~ VH(z(t)) - h(t) |dt
M . .
< Skl
M
< —||k)?
< Yy
Por tanto ¢y es diferenciable y

Dey(x /vu (1)) €(t)d.

Ahora veamos que Dy es localmente Lipschitz. Utilizando el teorema
del valor medio y que ||[D*H(z)|| < M para todo « € RN se prueba que

| VH(z 4 h) = VH(z) | Mg | k| VY, he RN, My = cte,
de donde tenemos

[Don(e +8) = Donte)ls = sup | [ (VH(z(e) 4 h(t) = PH (1)

s

3sw|MJ|hi| )ldt |
llist

< sup Mol| [R ] [[zall | 2 | [|ze
et

< Mo|lhz

< Mok

Por tanto Dy es localmente Lipsch'ltz

Por dltimo probemos que ¢}; es compacto. Sea (2;)%2, una sucesién aco-
tada de . Porque E estd compactamente encajado en L2(S',CV), entonces
hay una subsucesion de (2;)32, que converge en I}(S",C"). Supongamos
que &; — & en L3(S',CN). Deésto y de (55) se sigue que

Do (z;) = Don(z)||er < Mollz; — 2|12 — 0.

Por tanto Dy es compacto, y del teorema de Riesz se sigue lo deseado. o

70



Asi de 3.2.1 y 3.2.2 tenemos

COROLARIO 3.3.2 Sea H € Hs entonces los puntos criticos de
1
bn(z) = Alz) - /0 H(2(1))dt,

donde A(z) = ~1 [ Ji(t) - 2(t)dt, son exactamente las soluciones de periodo
1 de la ecuacidn

#(t) = IVH ().

Asf nuestra bisqueda sera ahora de puntos criticos  de la funcional ¢y ;
pero ademés debido al siguiente lema sélo nos interesardn aquellos puntos
para los cuales ¢y () > 0.

Observemos que si 2(1) es una curva cerrada y C'! entonces

|
(La,2) = [ Ji(t) a(i), (56)
0
ésto se sigue de 3.2.2 y de que € H'(S',CV).

LEMA 3.3.3 Sea H € Hs . Y sea z(t) una solucién de periodo 1 de
z(t) = JVH(2(l)), (SH)

o equivalentemente & un punto critico de ¢y (por 3.2.1 y 3.3.1), la cual
satisface gpy(@) > 0. Entonces z(t) € S, paratodo ! y para algin p < € < e

Demostracién Sea z(t) solucién de periodo 1 de (SH).
Supongamos que | z(0) |> R. Por ser zsolucién de (SH)

0=2z(t)- VH(2(t)) = %H(m(t)) para todo t.

Por tanto H(z(t)) = cte para todo t. Como cte = H(z(t)) = g(} z(¢) ]) ¥y
g(8) es estrictamente creciente si | s |> R enlonces

|2(t) |=| 2(0)] para todo ¢. (87)
Ademis z(t) satisface

2z(t)

= Ji(t) = VH(a(t)) = g'(1 =(1) [); oIk
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Calculemos

du(z) = %(Lm,:c)—/ul H(z(t))dt
= = [ 70 e~ [ HG@)L por (56)

2Jo 0

= 5020 )12(0) [ ~(l (0} ) por (58) y (57
< 2000 D 10) | -2l F g(s)2 as’
z(0) |* —a|z(0) | ,0<g'(s) <2as

IA
)

En caso de que | z(0) |< R entonces z(!) € S, para toda ¢ y para algin
i< e<aoz(l)=cle Pero para z(t) = cte

dn(x A H(z(t))dt <0 yaque H(u) >0 para todo v € R*M,

Por tanto

z(t) € S, para todo ¢ y para algln p <e<a. g

$3.4 Nuestro problema variacional satisface las hipétesis del teo-
rema de enlace

Recordemos que en la seccion 3.1 construimos una familia de hamiltoni-
anos Hg para S una hipersuperficie compacta y conexa. En esta seccién
demostraremos que para H € Hg , la funcional ¢y satisface las hipétesis del
teorema de enlace, 2.3.3. Para ello primero probaremos que para cadac > 0
du satisface las hipotesis del lema de I' -deformacidn, 2.3.2, ya que el lema
nos garantiza que si ¢y satisface sus hipétesis entonces tiene la propiedad
de I' -deformacidn. De estas hipdtesis solo nos resta probar que ¢y satisface
(PS), para cada ¢ > 0. Después probaremos que se satisface la condicidn
(L2) del teorema de enlace, para ¢ > 0 adecnado. La condicidn (L1) se
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probaré en general para I/ € Hg con ¢®y F adecuados. Notemos que los
puntos criticos ¢j, de la funcional ¢y, obtenidos por el principio de minimax
estdn en [, c®]. Para el caso en que la hipersuperficic es un clipsoide £ de
cierto tipo, S = €, requerimos optimizar nuestro intervalo [, ¢®], lo cual
logramos refinando la eleccién del nimero ¢® que se obtuvo para el caso ge-
neral en que S es una hipersuperficic compacta y conexa. Asf probamos una
version adecuada de (1) para hamiltonianos muy especificos He € Ay C H.
Esta aplicacion mas especifica del teorema de enlace para los hamiltonianos
He € Ag se usard en el capitulo IV. En esencia ambas demostraciones de
(L1) son iguales.

Recordemos que identificamos a R*N con CV
2= (2pe) ERV X RV =R™ g =z, +iz, e CV
Comencernos probando (L1) para H € Hg

LEMA 3.4.1 ( ¢y satisface (L1) para Fy c¢® =1 ) Sea H € Hs
y sea G = G(ko) el subespacio vectorial generado por {e”"A h<ish 1<hko
donde e"k =(0;...,0,¢,0,...,0). Entonces

_ du(e) <b para todo 2 € E- 9 E° 9 G,
donde ko(H) = ko 2 jo es como en (37) y b es como en (38). En particular
. ¢p(z)<b paratodoze E-®E'@F

donde F = F(jo) cs cl subespacio vectorial generado por {€3™*},; ey 1<k<io

D I . p
Seaz=2"+2+2tc E-DE @G.

1 1
tul@) = (=1~ =17 - [ Ha)at
< S(le*IP = le ) - (~b+allell)  por (42)

L, _ - L
= ~(5ll="I +alle”lz) - all2®lfa + (G| - all2*|Es) + b

IN

j=1 1<kgk

b.

IA
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Sean 0 < ry < ... < ry mimeros reales tales que si r?/r? € Q entonces
¢ = j. Definamos el elipsoide

N
£:={mER2N:E-x—*-—‘x-'+—N—I}, | (59)

y ordenemos el conjunto P = {krr? : k € {1,2,...},1 <i < N} en una
sucesion estrictamente creciente (df) Notemos que ds = kjmri para kj, n;
tinicos.

Cuando Ses el chpsoxde € y H; € Mg tiene la propiedad de que

He(z) > & H(z) = M;,  para todo z € R*N (60)

. 2452
para algin jo € {1,2,...}, donde H(z) = °N, ﬁsﬁl, M;, = cte, entonces
podemos refinar la eleccion de ¢*. '

LEMA 3.4.2 ( ¢y, satisface (L1) para F y ¢® = M;, ) Sea He € H;
tal que tiene la propiedad (60) entonces

Mjo ->- Sup ¢”€(m)
zeE-QE®F
donde F es el subespacio generado por {en; "'}, donde d$ = k; o ls
j <o
Demostracién Sea z = 2™ +2%+2* € E-@E°0F ,z* = nin, e+

- _kyp2mit
0t TigTny, @nj

buf@) = St~ e ) ~ [ (et
< 22 (harded, oot kit ) = [ 16, B(a(0) = Mt por (60).

Como

AL CORIATIEY:

lim: +$J+N( )dt—-MJ
0

j= J

2
lis a0 = 0,200 2500),

l
o\.

.

a

J'
1

]
Mz

Jo

.
i
-
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Oa"'amj-lq\'(")i iR '0)

gl I U
j i
Por tanto
¢ o e 1
duy(e) < klm,u'r,-{- +k_,07r1n1 m—dj“,z—:l 2 + M;,
r? ‘
= (& - dio,—%m o (dy — =2+ M

m n,o

IA

M;, porque (d‘) estd ordenada en forma creciente,

sup ¢H((m) < MJ
E-QE‘QF

En lo que resta de la seccidn fijaremos H € Hg . Ahora probemos que
¢y satisface (L2). Esto se podria hacer como en [HZ) usando el teorema de
Taylor, para lo cual necesitamos que ¢y sea de clase C?, para probar que en
efecto s de clase C? se podria proceder como lo hace Struwe en el apéndice
C de [St2). En la siguiente demostracién, que se debe al Dr. Jorge lze, sdlo
se usa que H es continua, cero en una vecindad del cero y cuadritica fuera
de una bola.

LEMA 3.4.3 ( ¢y satisface (L2) ) Existen ¢® y pg > 0 tales que
du(z)>c® size S;; ={zeE"; lell = po}

Demostracién Dado que H(z) =0 en una vecindad U de 0 y H(z) =
a|z|?para|z |> 2R (porejemplo) entonces si p > 2 existe K, dependiendo
de p, tal que

Hiz)< K|z,

¢ésto es ob\;io dada la continuidad de H. De donde se desprende que
1
dul@) = ot - oIt~ [ H(alt)i
ll&*)* = =" -

l2*)* = e~ II* = K (p) ],

JAVANS AV
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ya que por el teorema de encaje de £ en LP tenemos que [faf| pp < o(p)|le|
para todo 1 < p < o0,
Asisiz € Bt
dn(z) 2 fel*(1 - Ke'll=]"?).

Tomando py tal que py = (21\'c")':71'i teneinos que

2
on(z) > -/;—0 para todo & € Sf.
(PS). Se dice que ¢y satisface la condicién (PS), para ¢ € R, si toda
sucesion (,)%%, para la cnal ¢p(e,) — ¢ y Véy(e,) — 0 tiene

una subsucesion convergente,
- En la siguiente demostracion se sigue la idea que usan {HZ1] y desarrolla [St2],
pdgina 127, y se incluye una prueba hecha por el Dr. Jorge lze, relativa a que

la curva v es una solucidn trivial de la ecuacidn diferencial 9(t) = 2aJv(t).

LEMA 3.4.4 ( ¢y satisface (PS). ) Sea H € Hg . Entonces ¢y satisface
(PS). para cadac> 0.

Demostracién Sea (2,)32, una sucesion en E que satisface las hipotesis
de la condicidn (PS),.

Veamos primero que si (2,)%, estd acotada entonces tienc una sub-
sucesion convergente,

Como ¢}y es compacta ( por 3.3.1 ) (¢(2,))%%; tiene una subsucesion
convergente, digamos ella misma, pj(2,) — y.

Asi

x: ~-z, = L(z,) =Vp(z,) + V'H(mn) -y

Porque E° tiene dimension finita (®5)3%, tiene una subsucesion convergente,
digamos ella misma. Por lo que

- 0
z, =z} +e; +ad e

Ahora probemos que (2,)32, estd acotada. Supongamos lo contrario i.e,
|Za]] = 00 sin — o0

| (e (@n)/ll@nll, ) |

| [ HG0) w0
RZUCA e
X

IN
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Demos una cota adecnada para ||V H(2,)|f 2.

(/01 | VH(z,(1)) [?dt)'? < | VH(z, () |* dt)'? +

(/(hlrn(')lSR)

VH(z, (1) |? dt)'/?
(u:m(c)»ml (za(t)) |° dt)

Ty t 2 dt l/2 . "
(/{t:lxn(msn} |Vl (aa(t)) [* dt)'7* + 2afla .z
d(1 4 lleuflp2) , d = max {2“’;"5}‘3‘: | VH(z) |}.

N

IA

Por tanto
IVH(zn)ll2 < d(1 4 |2 12).

Asi regresando a nuestro cdlculo tenemos que

IV H ()| 12 l|w)l1.2 zn
< d(— +| flz2)f|wl].e
X g e
< dijjwlliz  d) = cle ya que [|le,|| — oo
Por tanto
I (So'll(mn)/"wn“aw) IS dl“w“m dy = cle. (6])

De las hipdtesis tenemos que
” " "(13" =0, (62)
ﬂ

Tomando en (61) w = g} (@,)/||a] tenemos que

(@ (@n)/ll2a]l)52, esta acotado.

Usando el teorema de Alaoglu y que Ees un espacio de Hilbert ( y por
tanto reflexivo ), se sigue que los acotados en E son relativamente débilmente
compactos (ver [Cn] pdgina 132 ). Asi podeinos suponer que

v, = @y(ea) /2]l — v débilmenteen E, (63)
entonces

v, — yen L. (64)
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Ahora veamos que y,, — ¥ en E. Probemos que

Iy — 9l = W ¥ — ¥) — (9,9, —¥) = 0 (65)

Usando (61) con w = y,,—y y despues aplicando (64) tenemos que | (y,,, y,—
v) 1< dilly, — yll2 — 0, por tanto cl primer sumando en (65)tiende a cero.

Usando (63) tenemos que (y,y, — %) — (#,¥ — 9) = 0. Por tanto hemos

probado (65).
Asi de (62) y de que y, = ¥ en E tenemos que, para v, = W%:Ti’

- 1
”.T - vn = L(‘U") = mqs’ll(m“) + yn - Y.

De este hecho aunado a que E° tiene dimensidn finita se sigue que
v, —v enlk,

Ademds (v,)3, converge casi donde quicra a v.
Como v, = v en 'y como L es continua entonces

(L‘U,”‘U") — (L'U,‘U).
Como por (62)
((zn)y "_;_u_ﬂ) — 0 para todo w € E,

1 w — _ P VH({|2n]lva(t)) - w(t)
R R B e P

(Lo, w) - [ " 2au(t) - wt)dt + {L(v, - v), w)

1 VH("mn"vn(t))
_/0 (W — Zava(t)) - wt)dt -

[ 2a(unlt) = o) it

yv, — v en £ yen L? enlonces sdlo es necesario probar que

/0' (Yﬂ_(.l.lliﬂl_hv_"im ~ 2av, (1)) - w(t)dt — 0. (66)
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Ya que si suponemos ésto probado tenemos que (Lv, w) = fj 2av - wdl. Por
la proposicién 3.2.1 aplicada a H(z) = a | 2 |3, v es punto critico de la
funcional asociada y por lo tantao solucion de la ecuacién diferencial & = 2a.Jv.
Reparametrizando (1), #(1) := v(l/2a), tenemos que # es una solucién de
(t) = Jo(l) de periodo 2a. Como vimos en 1.1, tomando ¢; = 1 = ay,
las soluciones de esta dltima ecuacion tiene perfodo mm, m € Z. Pero por
nuestra cleccién de @ (ver (37) ) tenemos que 2a¢ € 2rZ. Por tanto la
solucion es trivial, v = 0, lo que contradice el hecho de que ||v]| = 1. Por
tanto (||a, )52, estd acotada.

Probemos (66). Sea I, = {t:| z,(t) |> 2R} C {z € R*N : VH(z) =

2az}. Lintonces

/ | VH( |:|::n|:|v" — Sava(t)) Pl = / | VH(z,( " |2am"(t) o

/ M—d { donde
0

fl1?
M = max | VH(z) |
|z|]<2R

(M +4aR)? -0
fla ]l .

Aliora veamos que el lema de deforimacion que presentan Fkeland y Hofer
en [EH2] (lemal pdgina 559) cs incorrecto.

LEMA 3.4.5 ( Lema de deformacidn de Ekeland-Hofer ) Si H e Hs y
U ¢s una vecindad §' -invariante del conjunto de puntos criticos de ¢y con
valor ¢ > 0, entonces existe ¢ > 0 tal que para algin h € I"*

oS\ U) C 655, (67)

demostremos que el lema es falso

En la definicién que manejan ellos de I’ se pide que si h € I'" entonces
existe p > 0 tal que h(z) =a siz € E y ||@|| 2 p. Esta cs la propiedad que
no se satisface en 3.4.5, y demostrarlo es sencillo, Probémoslo. Supongamos
que el lema 3.4.5 es vdlido con U una vecindad acotada, ||@f < M para
todo@ € U. Sea h como en (67) y tal que h(a) = siz € E y || 2p.
Notemos primero que

outw) = 3t - le ) - [ )
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<0 sizek oL

yqueparax = /lezm(kO“—l)‘ (ﬂCZ"i(kH'l)‘) 0) vy 0)| con ' I |> (%(b"'(“{‘é))lﬂ
y ko comoen (37)
! ; -
bu@) 2 (et - 1)~ b-alielfs  por (12

i

(n(ko 4+ 1) —a)u® —b  con a como en (37) a = (ko + %)w
> c+te

Ahora sean py = max{M, p,(2(b+c+¢))'/?}, z = po ez'"“““)' yye E"aE°
tal que y # 0. Y tomemos lacuryaz( ) = p(re+(1-7)y)/|lre+(1-7)y||.
Esta curva satisface que ||z(7)|| = po paratodo, (,bH( (0 )) <0 ydu(z(l)) 2
¢+¢. Por tanto existe 7 € [0, 1] tal que 2(7o) € ¢57\¢57*. Como h satisface
(67) h(z(m0)) # 2(7s) lo cual es una contradiccion a que h( (10)) = (7o) ya
que ()l 2 o g

Ahora probemos que la funcional ¢;; satisface las hipdtesis de nuestra
version del lema de deformacion. Antes de dar la prueba es importante
hacer notar que para definir el grupo I', como en 2.2.1, es necesario fijar
un subespacio vectorial de E+, 8! -invariante y de dimensién finita. En
nuestro caso encontramos conveniente tomar el subespacio F' generado por
{(ehiktlo, ey 0), .. ,(0, oy 0, e‘lﬂikt)}‘sksju.

LEMA 3.4.68 ( Se satisfacen las hipdtesis del lema de I'-deformacidn
) Sea H € Hg . Para cada ¢ > 0, ¢y satisface las hipdtesis del lema de
I'-deformacidn, 2.3.2.

Demostracién Tomamos ¢y (x ) YLe,z) + (~pn(x)) con Lo =
a2t -z~ Quedy esCY(E,R) y ¢}y es compacto fueron probados en 3.3.1.
Que pp(x) 2 0 es por construccion de H € Hg y que se satisface (PS)
para ¢ > 0 fuc probado en 3.4.4. Sold falta probar quesiz € E- @ E°® F
y |2l 2 p entonces ¢y(x) < 0, de hecho ésto es vilido si en lugar de F
tomamos el subespacio vectorial G generado por {€2™**}, ¢;<n,1<ksk, ¥ ko e
como en (37). Probémoslo. Tomemos p = (2kyb)'/%. Y scaz € E-OE°®G
tal que ||z| > p, &% = Tichcr, Tiy ki€ *. Calculemos

oule) < 5lle* I~ la ) - [ Hise)i
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- L,
(Gl * - all2*[2) + b - (5lle™|* + afl2

IA

ia +alle”[72) por (42)

IA
Mz

0
Zj ko+ D laxs ) +b——nw a0

IN
—_

|th+b~ﬂh +a°|*

A

e et li2 - 2 - 0112
2k0“m I 2“‘” + 2| +b
1 .
< ——a&|? +¢.
< -grllel+
Por tanto
#u(@) <0 siw€E QL OF ylsl2p,

Por tanto ¢y satisface la propiedad de I' -deformacidn para cada ¢ > 0,
asi como las demds hipdtesis del principio de minimax, 2.3.3, (L1) fue probada
en 3.4.1 para c® = b y el subespacio F generado por {(¢*"*,0,...,0),...,
(0,...,0,e2*)} icjoy dimoF = Njg, y (L2) fue probado en 3.4.3. Ademds
en cl caso de que la hipersuperficie S es un elipsoide ¢ del tipo (59) y He € A¢
satisface (60) entonces (L1) se cumple para ¢® = M;, y para el subespa-
cio I generado por {eﬁf’k"}j:“:l, 1 < n; £ N, dimgF = jo. Por iltimo
antes de enunciar el corolario del teorema de enlace para G = S*, 2.3.4,
observemos que hemos fijado el subespacio F' para definir el grupo I', y asi
el pseudoindice 4f,. Recordemos que

I :={ZCE: Zes S" -invariante, cerrado y v.(Z) 2 j}.

COROLARIO 3.4.7 S5t H ¢ Hs entonces

CiH = Hlf sup du(z) ,1<7<joy

Ty zez
satisfacen
(a) 0< < Le® <

(b) ¢ es valor critico de ¢y

81



(c) Sii# jyen =cy =c entonces ¢y tiene un mimero infinito de
S'-6rbitas criticas difercntes, con valor critico ¢. En el caso de que S
sca un elipsoide ¢ y que H € M satisfaga (60) entonces M;, puede

ser tomado como ¢® .

Es decir, dadas una hipersuperficie S C R (de clase C*, conexa y com-
pacta), una familia (S, : -4 < ¢ <) de hipersuperficies modeladas por Sy
0 < 6 < existen Njp soluciones de periodo 1 de

i(t) = JVH(x(1))

en SgpeeeySey,, con 0< e,y enjy <6

Una hipersuperficie S compacta, conexa y de clase C* es de tipo contacto
si existe un campo vectorial x de clase €, transversal a § (x(z) § T.S
para todo x € S) definido en una vecindad de § tal que el flujo n,() := p(t, z)
inducido por x satisface

JDny(z)(v) » Dyy(z)(w) = e'Jv-w  para todo v,w € R*N,

A tal campo vectorial se le denomina dilatacion simpléctica, ver 1.1.4.

Si S es de tipo contacto podemos como en Hofer-Zehnder [HZ1] jalar estas
soluciones a nuestra hipersuperficie S usando la dilatacién simpléctica, Sin
embargo nada nos garantiza que estas soluciones no sean todas sino miltiplos
de una sdla.

En el siguiente capitulo daremos una condicién geométrica que garantiza
el que todas estas soluciones sean geométricamente distintas.

Antes es importante hacer notar que el corolario 3.4.6 implica un resultado
un poco mas general que el obtenido por Hofer-Zehnder [HZ1] (la suavidad
de la hipersuperficie baja de C*® a C?) y por consiguiente el corolario de
éste, el teorema de Viterbo [Vi], en una versién mds general:

TEOREMA 3.4.8 ( Teorema de Hofer-Zehnder para hipersupercifies de
clase C? ) Sea § C R*™™ una hipersuperficie compacta y de clase C? y sea
n una familia parametrizada de hipersuperficies modeladas por §. Entonces
existe una constante d = d(n) > 0 tal que para cada 0 < § < 1 existe| ¢ |< &
para la cual la hipersuperficie S, tiene una érbita periddica z que satisface
la estimacion

0<Alz)<d
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donde A(z) = -1 Jo JE() - 2(t)dt, z(0) = z(1). .

Cabe hacer notar que dada § ¢ R*™ wna hipersuperficie compacta y
de clase C? existe f : U — R, con U vecindad abierta de S, funcién de
clase C? tal que f~'(0) = S y Vf(z) # 0 para todo z € S [Li]. Asiel
flujo inducido por el campo gradiente produce una familia parametrizada de
hipersuperficies modeladas por S, como se observé en 3.1.2,

Del teorema 3.4.8 y de 4.2.3 tenemos

TEOREMA 3.4.9 ( Teorema de Viterbo [Vi] para hipersuperficies de
clase C* ) Sea S C R*™ una hipersuperficie compacta, conexa y de clase C?,
para la cual existe un campo vectorial x : U — R™, U vecindad de S, con
las siguicntes propiedades:

o x(z)g 7.5 paratodo z €S ( x estransversal a §).

o JDy(z)(u)- Dyy(z)(v) = eJu-v paratodo u,v € R*M, paratodo z € U
para todo ¢,

donde Dy (z) es la diferencial de iy : U — R*N en el punto z y mi(z) =
n(t,z) es el flujo inducido por . Entonces S tiene una érbita periddica. g
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4. MULTIPLICIDAD DE ORBITAS

§4.1 El problema y su independencia del hamiltoniano

Sean Suna hipersuperficie compacta de clase al menos C™' y U ¢ R*Y
una vecindad abierta de S. Tomemos una funcion H : U — R tal que
H~Yag) = S para algin ay € R. Ademds pidamos que H satisfaga

(i) H e C*'(U,R) i.e. H esdeclase C' y VH : U — R* es localmente
Lipschitz, '

(ii) aq es valor regular de H,

para la existencia de una tal H vease por cjemplo [Li].

Descamos saber si la ecuacion diferencial
1 .+ 0

i(t) = JYH(z(t) dondeJ:(? ‘0’ ),1: 0 - 1 (SH)

NxN

la cual se conoce como la ecuacién Hamiltoniana, tiene sobre S varias solu-
ciones periddicas gecométricamente distintas , i.e. z(t) € S para todo ¢, y
las soluciones no son reparametrizaciones de la forma z(t + ¢,) con ¢y una
constante (en el trabajo se dard una respuesta sdlo para familias de hiper-
superficies de tipo contacto restringido, nocion que se definira en la seccion
4.2.1.)

Observemos que la bisqueda de soluciones, z(t), sobre .S de la ecuacidn
(SH) se puede realizar con cualquier funcién H que satisfaga (i) e (ii), con
H"Y(av) = S para algin ag € R. Veamos, sean

HyHy :U—-R
tales que satisfacen (i) e (ii). Tomemos

M) = |V Hy(@)I/ IV Hi(e)l,
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definida en una vecindad de S en la que VH(z) #£ 0 y VHy(z) # 0 para
todo z. Y supongamos que VI, (z) y VHy(z) tienen el mismo sentido para
todo z € 5. Asi

VHy(z) = Mz)VH(z).

Sea z(1) una solucidn, contenida en S, de
£(t) = JV Hy(2(t)). (SH,)
" Como A(z) es localmente Lipschitz existe r(t) tal que

dr

e Aozor(t), r(0)=0
Como #(t) > 0 entonces r cs estrictamente creciente y sobre R, Por tanto
proponemos para la reparametrizacién a r(t) y como solucién de (SH;) a
y(t) = z(r(t)). Veamos

i(t) = %r(t)i("(t))
= Xozor(t)JVH (z(r(L)
= MWL)
= JVHyy()).

Notemos que si 2(t) es de periodo T, entonces y(t) es de periodo 7, donde
T = r(r). Por tanto y(t) es solucién de (SH;). La inversa se hace en forma
andloga.

Asf la existencia de soluciones periddicas sobre Sde la ecuacidn hamil-
toniana (SH) no depende de la funcién hamiltoniana, H, que se use. Esta
funcidn sélo matiza la solucidn via la parametrizacion. A la traza {z(t): €
R} de una solucién periodica z(t) de (SH) se le denominara drbita. Asi lo
que buscamos son Grbitas contenidas en S, y lo que hemos visto es que ellas
son las mismas si en (SH) sustituimos I por algiin otro hamiltoniano H que
satisfaga (i) e (ii) con H™'(ap) = 5 para algin ap € R.

Ahora podemos ir un poco més alld y prescindir de la funcioén hamil-
toniana planteando nuestro problema en términos puramente geométricos.
Denotemos por N, larecta perpendiculara 70,5 y £, := {J(p,q) = (—q,p) €
R" x R" = R* : (p,q) € N, }. Entonces buscamos subvariedades, C, de
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§ de dimension 1 difeomorfas a S*, donde el difeomorfismo ¢s de la misma
clase que la variedad, tales que

T.C =L, paratodoz€C. (68)

Tales subvariedades son llamadas caracteristicas cerradas, Veamos que una
orbita da lugar a una caracteristica cerrada. Sea z una drbita contenida
en S, Tomemos H : U — R un hamiltoniano de la misma clase que la
hipersuperficie, tal que VH(z) # 0 para todo z € S y H™!(a) = § para
algiin a € R, con U vecindad abierta de S, ver por ejemplo [Li]. Entonces
podemos parametrizar a ¢ de tal forma que

i(t) = JVH(z(t) 2(0) = «(T).

Asi la traza de z(t) es una variedad difeomorfa a §', en donde el difeomor-
fismo z(t) es de la misma clase que S. La otra condicidn es clara ya que
&(t) € Ls. '

Chequemos la inversa. Sea C' una caracteristica cerrada contenida en S,
entonces existe ¥ : §' — C difeomorfismo, Asi 4(t) # 0 para todo t € §'.
Tomemos un hamiltoniano H que satisface (i) e (ii). Supongamos que 4(t)
y JVH((t)) tienen el mismo sentido para todo t. Definamos

S /00

14l

Como A s localmente Lipschitz existe r(t) tal que

d
d—tr(t) = A(r(t)).

Déndole a C la parametrizacion z(t) = y(r(t)) satisface la ecuacién
&(t) = JVH(z(t)).

Por lo que C' es una drbita.
Resumiendo, usaremos- la siguiente notaciéon para el resto del capitulo:

Orbita coutenida en $: es {z(t) : t € R} doude z(t) es una solucién
periddica de (SH) contenida en S, con H como al principio de la
seccion,
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Orbita periddica contenida en S: es una dérbita contenida en S provista
de una parametrizacion regular z(t), ¢t € R.

Caracteristica cerrada contenida en S: es una 6rbita contenida en $
vista como una curva geométrica difeomorfa a §', o equivalentemente
es una subvariedad de $§ difeornorfa a S', que satisface (68), donde el
difeomorfismo es de la misima clase que la variedad.

Dado que la respuesta que ofrecemos en este trabajo es para hipersuper-
ficies de tipo contacto restringido, definicion 1.1.7, cabe la pregunta

; Cudl es la ventaja de trabajar con hipersuperficies de tipo contacto
restringido (T.C.R.)?

Y la respuesta que yo daria es que para hipersuperficies de T.C.R. es
posible relacionar la geometria de la hipersuperficie con la geometria del
espacio produciendo un hamiltoniano distinguido H para el cual podemos
tener estimaciones de los periodos de sus soluciones (vease 4.2).

§4.2 La familia. Hipersuperficies de tipo contacto restringido

DEFINICION 4.2.1( Dilatacién simpléctica ) Un campo vectorial
x : RN — R* de clase C*™ cs una dilatacién simpléctica si

JDny(z)(w) - Dp(z)(v) = ' Ju-v  para todo u,v € RV, (69)
' para todo z € R*N para todo t,

donde Dry(z) es la diferencial de 5, : R*M — R*N en ¢l punto z, n(z)
9(t, @) es el flujo inducido por x, J(p,q) = (—q,p) con (p,q) € R" x RV

R*™ y"." denota el producto escalar usual de R*V,

Observemos que si escribimos el producto escalar de R* en forma ma-
tricial

wev=uv’,
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y tomamos A = Dyy(z), J = ( 9 -1 ) gy =11 entonces
0 -+ 1

(JAT)T(AWT) = c'(JuT)Tv'f
= uATJTAVT = ewdToT  para todo u,v € RN
= ATJA = ) yaqueJ'=-J

4.2.2 Ejemplos

(a) x(z) =iz es una dilatacién simpléctica: Bl flujo inducido por x es

n(t,z) = e%'a:,

J(citu) - (es'v)

= eJu-v.

JDn(e)(u) - Dny()(v)

(b) x(pyq) = ((1 = €)p,eq), € > 0 nimero real fijo, es una dilatacion
simpléctica: El flujo inducido por x es

n(t,z) = (4 Vp,eq),

JDy(z)(u) - Dyfa)(v) = J(e(l_')'“m“d“q) ' (e(l—c)t”med”q)
(—c"uq, e(l-()tup) . (c(l—t)!vp, e"v,,)

= ¢tJu- v

(c) Sean x : R*™ — R*" una dilatacion simpléctica cualquiera y 5 el flujo .
inducido por x. Sean Y (z) = Lz, v(t,z) = ei'z el flujo inducido por
Y y ty un nimero real fijo,

Entonces el campo vectorial
X(z):= e"’/'),\/(c'%}w)
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es una dilatacién simpléctica, que induce el flujo

<(t, $) = v(ty, U(t, V('—to, :B))) = e%ln(t‘ e-%lx)'

Demostracién Veamos primero que ¢(0,z) = z.

((0,:8) = V(toaU(U;V(—‘o,w)))
v(to, v(~to, 7))

= z
Ahora calculemos
d d
"'l‘t'((tvx) = a‘t'”(t()a”(tsy)) !/—V(—tmﬂf)
d

= Dy (n(t,y)X
= Duy (n(t, y))(
= '°/2x(u 10Vt
= X(v(lo,n(t,v
= X(((ta z)).

/—\xg_

n(t,y))

71(Ly)
(vt (0t 9))))
)
—to, 2 )))

r—\

)

Por tanto

L t(he) = X(((t)

Por 1ltimo veamos que X es una dilatacidn simpléctica. Calculemos

JDG(z)(w) - Déi(z)(v)
= JD"lo(m" lo( )) o D”l(”-lo (:B)) o D"-'n(x)(u) ' ‘]Dulo("lu-lo(m))
oDy (v (x)) 0 Dv_gy ()(v)

= e%e'e™™Ju v aqui usamos 4.2.1. 5

(d) Si en el inciso (c) en lugar de tomar el campo Y (z) = %z tomamos
como Y (z) a una dilatacion simpléctica cualquiera, entonces el campo
vectorial

X(2) := Dugg(v-1o())(X(v-1o()))
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es una dilatacion simpléctica que induce el flujo

((f,.'l)) = V(th 77(11”("107 'T)))
La demostracion es analoga a la de (c).

Dada una hipersuperficic S podemos deformarla usando el flujo 7, inducido
por un campo vectorial definido en una vecindad de la hipersuperficie. Una
situacion interesante se da cuando la deformacidn preserva caracteristicas
cerradas. En el siguiente resultado probamos que los campos vectoriales que
satisfacen (69), en particular las dilataciones simplécticas, tienen la impor-
tante propiedad de que la deformacion de S obtenida por 7, lleva carac-
teristicas cerradas contenidas en S en caracteristicas cerradas contenidas en
7(S). Es importante observar que csta propiedad la tienen otros campos
que no son dilataciones simplécticas, por ejemplo: x(z) = ez, 0 < ¢, c # %,
para una discusion mds general sobre ésto ver [HZ2] pigina 122. Noteinos
que esta propiedad en particular nos dice que para una hipersuperficie S de
tipo contacto, definicién 1.1.6, si la hipersuperficie Sy = 1,(5) tiene al menos
una drbita periédica entonces también S tiene al menos una drhita periddica.
Dado que esta propiedad mds ¢l teorema de Hofer-Zehnder dan el tecorema
de Viterbo me parece adecuado dar dos pruebas de ella, la segunda se debe
al doctor Jorge Ize.

LEMA 4.2.3 Sca § ¢ R* una hipersuperficie compacta y de clase C*.
Sean x : U = R*N, U vecindad de §, un campo vectorial de clase C! con
la propiedad (69) y 5 el flujo inducido por x. Entonces, para cada ¢

c i n(C)

es una correspondencia hiyectiva entre las caracteristicas cerradas contenidas
en § y las caracteristicas cerradas contenidas en la hipersuperficie compacta
Se=m(S).

Fijemos ¢, tomemos una caracteristica cerrada C contenida en S y defi-
natnos la correpondencia ’

C ~ n,(C).

Veanios que 7,(C) es una caracteristica cerrada en S;. Por definicién de
caracteristica cerrada, C satisface:
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(1) C es una subvariedad de S difeomorfa a S', digamos que vy : S' = C
¢s un difcomorfismo,

(2) 7,C = L, para todo z € C, donde £, := {J(p,q) = (-q,p) € RN x
RN = R™ : (p,q) € Ni.} y N, denota la recta perpendicular a T.S.

Probemos que 5,(C) satisface el analogo a (1). Observemos que 3, : R &
R* s un difeomorfismo. Asf 1,(C) es una subvariedad y g0 : S —
7:(C) es un difeomorfismo.

Ahora probemos que ,(C) satisface el andlogo a (2), i.e. que Ty, z)n(C) =
Ly (z). Para probarlo notemos que, dado que Ty, o)m(C) y Ly, (z) son sub-
espacios de dimensidn 1, basta probar que Ty,m(C) C Ly(z). Tomemos
@ € Ty(a(C) = Du()(1;C) ¥ 5 € Tom(S) = Dr(a)(T,S), digamos
que i = Dy(z)(u) y que & = Diy(z)(v). Asi

w(ivd) = w(Dn()), Dada)(v)
= cw(u,v)
= 0 paratodo & € Ty,ym(S),

donde w es como en 1.1, i.e. w(il, 9) = Ji - 8. Como

Loy = {J(0,9) =(-0,p) : (1,9) € Nye) }
= {i € Thm(S) : w(@, ) = 0 para todo & € To=m(S)}

entonces i € Ly, (z).
Asi 1,(C) es una caracteristica cerrada contenida en S,.
Como ademds 1 0 1-(C) = C = n-y01(C) entonces

] ‘2
es una biyeccidn. g

Demostracién 2 Si z € § = H~'(a) entonces n,(z) € ,(S) y no nece-
sariamente H(n,(S)) = cte.
Si z(7) es una solucién de
dz

= JVH@(r) s0)=sl)eS  (SH)
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entonces 2(r) € S para todo 7. Y asi g(2(7)) es una curva, de periodo 7,
en q(S) que satisface

4 os(r) = Dnelr)(2

con ATJA = ¢'J (lo cual es equivalente a ATJAJ = —etl = AJ = et J(AT))).
Si definimos un nuevo hamiltoniano

) = [AJ(VH ()],

H(z) = ¢ H(p_((z))

entonces f lus)= ae'. Ademds V(H o n,)(z) = 'VH(z) = VA (n(z))A,
por la regla de la cadena. Por lo que

dny 0 z(7)

T = ANV A AT

e e (A7) AT (VA ()"
(VA ()T

O equivalentemente expresando el término derecho en notacién no matricial

i

Por tanto g(z(7)) es una solucién de la ecuacion diferencial (SH), en donde
la H es remplazada por H y S es remplazada por 5,(S5), i.e. una curva

caracteristica sobre 7,(5). g

DEFINICION 4.2.4( Hipersuperficie de tipo contacto restringido )
Una hipersuperficie S ¢ R*M compacta, conexa y de clase C® es de lipo con-
tacto restringido si existe y : R*™ — R? dilatacién simpléctica transversal
aSie x(z)g T.S paratodo z € S, Nos referiremos al flujo inducido
por esta dilatacién simpléctica como flujo simpléctico,

4.2.5 Ejemplos

(a) Las hipersuperficies suaves i.e. que son de clase C*, que tienen forma
de cstrella son de tipo contacto restringido: Sea § ¢ R*M una hiper-
superficie en forma de estrella ie. tal que 7 : § = S 7(z) :=
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af | x| es un difeomorfismo de clase C'. = se puede extender a
m o R\ {0} = 8% w(a) =2/ | 2.

Porque 7 |s= 7 y # es un difeomorfismo entonces
Dn(z) |5t ToS — TSN

es un isomorfisino lineal. Tomemos u = z/ | x |, como Dx(z)(u) =0
entonces u § 135, Por tanto x(z) = 1z estransversal a Sy por4.2.2
(a), x es una dilatacidn simpléctica,

94

v
V

Figura 3

ik 4

(b) Sea w : R* - R n(p,q) = p donde (p,q) € R¥ x R = R*".
"Tomemos § C R*M una hipersuperficie suave, compacta y conexa que
tiene las siguientes propiedades (ver figura 3):

(i) 7(8S) es una variedad con frontera difeomorfa al N-disco DV :=
{zeR:|z|<1},

(i) para cada p en el interior de x(S), lainterseccién 77} (p) NS tiene
forma de estrella en ©~1(p), ‘

(ii1) para cada p en la fronterade n(S), 7=} (p)NS consiste de un solo
punto (p,0).
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En [We2] se prueba que el campo x(p, q) = ((1—€)p, €q), para0 < e < |
adecuada, es transversal a S. Asi por 4.2.2 (b) S es una hipersuperficie
de tipo coutacto restringido.

(c) Sea S una hipersuperficie de tipo contacto restringido. Asi por definicién
existe y : R*N — R dilatacidn simpléctica transversal a S. Sea 5
el flujo inducido por x. Entonces S, :=7,(5) es una hipersuperficie de
tipo contacto restringido.

Demostracién Por 4.2.2 (d) el campo vectorial
X (z) = Dn(n-2))(x(n-(2)))

es una dilatacion simpléctica. Veamos que ademas es transversal a S,.
Sea z € S,. Entonces y_(z) € S

= X(1-(z)) § Ty.y=)S porque x es transversal a S.

Porque 7, es un difeomorfismo entonces Dy (y-.()) |1 T o) =

1.5, es un isomorfismo lineal. Por tanto

X(z) = Dye(n-(z))(x(n-{2))) § T:S.. g

Una observacidn a la demostracién: en el caso de que x sea lineal
entonces X(z) = x(z).

"l-((’) '

En nuestro trabajo posterior es de mucha importancia el conjunto que con-
siste de los miltiplos enteros positivos de la accidn calculada en las carac-
teristicas cerradas contenidas en S.

DEFINICION 4.2.6( La accidn a(C) ) Sea C una caracteristica ce-

rrada contenida en una hipersuperficie S. Definimos la accién

N
a(C) = _/(;Zpid(li
i=) :
= suma de las drcas encerradas por las proyecciones (p;, ¢:).

Observemos que la accidn estd relacionada con la funcién A(z) definida en
la seccidn 3.2 como sigue: Si z(t) es una parametrizacion regular de periodo
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I de la caracterfstica cerrada C cuyo periodo minimo es Ty = §, h€ N, y
(1) le da exactamente & vueltas a la curva C, entonces

Ae) = —-%/ol.lm'(t)-m(t)dt

-g /0 " 1a() - a(t)de

ka(C).

It

Esto, a la luz de 4.2.10, motiva nuestro interés por el conjunto Xs, de los
miltiplos de las acciones de las caracteristicas cerradas contenidas en S,

Ys = {ka(C) > 0 : C es una caracteristica cerrada contenida en S,k € Z}.

Es importante notar que A(z) es independiente de la parametrizacion de
z(t). Solo depende del nimero de vueltas k y de la accion o(C).

Tomemos en R*N el sistema de coordenadas (py, ..., pn, q1s. -2 qN), ¥
consideremos la estructura lineal simpléctica canénica de R*™ definida por
la forma bilineal antisimétrica no degenerada

wiz,y) = Ju-y

AI
Y vidi — qifi,
=

it

donde z = (ph o PN Gy - ,‘IN) y= (ﬁh' oy PN Gry e an)a Y "+ denota
el producto usual en R*",

" Ahora tomemos la 2-forma diferencial en R*
N
w:= Y dp; A dg;.
1=l

Notemos que para cada z € R*M, w define en el espacio tangente TR =
R* una forma bilineal antisimétrica no degenerada que coincide con w.

LEMA 4.2.7 Sea S una hipersuperficie de tipo contacto restringido, x
la dilatacién simpléctica y 5 el flujo respectivos, Para cada e

C - 1,(C),
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es una biyeccidn entre las caracteristicas cerradas de §' y las de S, tal que

a(n.(C)) = e‘a(C).

En particular X5, = ¢'Xs.- Y si Z(l) es una parametrizacién regular de
C de periédo 1 entonces A(z) = e*A(Z) donde z(t) := 5(Z(t)) es una
parametrizacion regular de 5,(C) de periodo 1.

Demostracién Que la correspondencia es una biyeccién se probd en
4.2.3. Probemos que
a(n(C)) = e‘a(C).
Sea C una caracteristica cerrada contenida en S. Por 4.2.3 C := 3,(C) es
una caracteristica cerrada contenida en 7(S). Tomemos el pull back dew y
s Mes

(new)e(viyv2) = wy,@)(Dne(w)(v1), Dne()(v2))
= w(Dn(z)(v), Dn(z)(v2))
= e'w(n,v)
= ewe(vy, ).

Por tanto
nw = e‘w,

Ahora calculemos

a(C)

N
idg;
fn,w) .-g,p b

= / w ON =C, Por el teorema Stokes
7e(N)

= / mw Por el teorema de cambio de variable
N

foe
N

N
e ./c Y _pidg;  por el teorema de Stokes
=l

ver. por ejemplo [AMR) pégina 466

i

e“a(C).
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Por tanto

a(n,(C)) = e‘a(C).

Il resto del enunciado del lema se sigue de lo anterior y de la observacién a
4.2.6. :
.

La estructura de contacto ¥ de S nos permite definir un hamiltoniano
distinguido:
H(z):=¢ sig(gE)=z con T€S,
donde 5 : (—19,19) xS — RN esel flujo inducido por x, con 7(0,z) = x
(ver ejemplo 3.1.2) y ¢ € U := »((-17,9) x ).
Este hamiltoniano tiene la propiedad de que si paramnetrizamos una érbita
contenida en S mediante z(t), de modo tal que

#(t) = JVH(z(t)), (SH)

entonces su periodo estd dado en términos de la funcién A definida en la
seccidn 3.2 (ver proposicidn 4.2.9), y el conjunto Xy es justamente el con-
junto de todos los periodos de las soluciones de (SH) (proposicidn 4.2.10).

Definamos la familia Hs de funciones hamiltopianas como en 3.1.3 a par-
tir de la familia parametrizada de hipersuperficies dada por el flujo simpléctico
n(t,z), ver 3.1.2. Tenemos entonces el siguiente resultado.

LEMA 4.2.8 Sean H € Hs y z un punto critico de ¢y. Si ¢y(z) >0
(o mds generalmente si z(t) € S, para todo ¢ y para algin g < € < a)
entonces A(z) = f'(c) donde A(z) = —1 [ Ji(t)- z(t)dt y H(z(0)) = ¢ i.e.
z(t) € S para todo .

Demostracién Comencernos calculando la derivada de Lie de w en la |
direccién de y, la cual es una 2-forma diferencial de R*",

d
Lyw(@)(vi,va) 1= 7 li=o w(ne(x))(Dm(z)(v1), Dme(2)(v2))
d
= 5 li= w(Dni(z)(v1), Du(z)(v2))
= 3 t=0 €'w(vy1,v3)  por x es una dilatacién simpléctica

= LU((L')(‘U“ UQ) V), Vg € T,;RQN = RIN.
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Por tanto
wa = W,

Tomemos la 1-forma, A = i,w, obtenida como el producto interior o con-
traccién de y y w

Na)(0) 1= w(z)(x(2),v)
Y usando Ja férmula de homotopia o formula de Cartan, [Ar] pigina 198,
obtengainos la derivada exterior de A

dd=diyjw = Lyw—iydw formula de Cartan

i

N

Lyw — iy d(d(}_ p; A dgy))
=1

= Lyw

w.

Por tanto
d\ = w,

Sea z € S, )t < € < a. Calculemos

Ma)(JVH(z))

i,w(z)(JVH(z))

= w(z)(x(z),JVH(z))
w(x(2), IV H(3)
= —~w(JVH(z),x(x))

= VH(z) x(z)

= () por (43) en 3.1.

Por tanto

N@)IVH()) = [(e).
Ahora sea x un punto critico de ¢y tal que ¢y (z) > 0. Por el lema 3.3.3

z(t) € S, para todo ¢ y para algin g < ¢ < a.
Calculemos el valor de A(z)

Alz) = —-%/OIJ:I':(t)-m(t)dt
k(T
= —EAJﬂn s()dt T =min{T: o(T) = 2(0)}, kT = 1.
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N
= k /c Zp.dq,- C curva cerrada simple parametrizada por z(t).

=1

= k /N w ON =C, por el teorema de Stokes

= k[ d\

k /N (

= k / XA por el teorema de Stokes
c

= [ 19
1

<) a
PROPOSICION 4.2.9 Si z es una solucién de z(t) = JVH(z(t)) con
2(0) = z(T) € S entonces T = A(y) donde A(y) := -1 [ Jy()- y(t)dt y
y(t) := z(T't). En particular, si T' es el periodo minimo entonces T' = a(C)
donde C es la caracteristica cerrada parametrizada por £ y a es la accidn.

Demostracién Sea n : (—9,9) x S = RN, § > 9 > 0, la familia
parametrizada de hipersuperficies modeladas por §, dada por el flujo simpléctico,
m(z) = n(,z). Tomemos ¢ € (0,9) tal que —¢g € (—9,¥). Sea § =
7-6(8) y tomemos la familia parametrizada de hipersuperficies modeladas
por §, fi—,- Definamos ¢l hamiltoniano

H(y)=c¢ s n(f)=y, 7€
Notemos que H(y) = H(y) + €. Sea z(t) solucién de
#(t) = JVH(x(t))
con z(0) = z(T') € S entonces z es una solucion de
#(t) = JVH(z(t) z(0)=2(T)eS=25,
Si reparametrizamos y(t) = z(T't) tenemos que
i(t) = TIVH(y(0).

Tomemos f tal que f'(€g) = T como en la definicion 3.1.3, y a partir de
ella definamos un hamiltoniano H € Mgz, como en 3.1.3, usando la familia
parametrizada de hipersuperficies modeladas por S, 9. Asi

§(t) = f'(eo) IVH(y()) = JVH(y(1)).
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Como las soluciones de periodo 1 de (SH) corresponden a los puntos criticos
de ¢y, 3.3.2, entonces y es un punto critico de ¢ que ademds satisface que
y(t) € S =S, paratodol. Asipor4.2.8

AG) = @) =T 4
PROPOSICION 4.2.10 Y5 = {I': T es un periodo de alguna solucién
z(t) en § de z(t) = JVH(2(t))}.
Demostracién Sea b € Xs. Por definicién de Xg, b = kfo E?;, pidg;,

donde C es una caracteristica cerrada contenida en S. Tomemos una para-
metrizacién regular z(t) de la caracteristica C tal que

(t) = JVH((2)),
y digamos que el periodo minimo de z es Ty Por 4.2.9 sabemos que

Aly) =Ty cony(t) = z(Tot).

Pero ~
AW = = [ Jitt) o)
= /0 ,2:,; pidgi  porque 1 es el periodo minimo de y
= bfk
Por tanto

b= kT,

La inversa es clara. .
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§4.3 Un resultado de multiplicidad

Sean 8,5 ¢ R*™ hipersuperficies compactas y conexas. Se denota

§5<§

cuando B(8) ¢ B(S) donde B(M) es la componente acotada de R*N \

M, Me{$,8).YS$<S cuando B(S) c B(S).

Para esta seccién fijemos S C R*M una hipersuperficie de tipo contacto
restringido y x : R*™ — R*M una dilatacidn simpléctica transversal a S
Sea s el flujo inducido por x. Tomemos mimeros reales fijos ¥ > J > 0
tales que ys({c} x §) estd definido para todo —9 < € < 9. A lo largo del
capitulo denotaremos S, = ns({€} % §) para -d < e< 9.

Tomeimos el hamiltoniano distingido H : U — R definido en U =
1s((—9,9) x S), vecindad de §

H(z)=¢ si gs(c,&) =z coni€S.

Ademis pidamos que S tenga la siguiente propiedad geomeétrica
af < § < f¢ (70)

. N N zitaly
donde £ es un elipsoide de la forma £ := {z € R*" : i, == = |} con
0<ry, 'y ya,f>0

Tomemos w; = %, y reindexemos {wy,wy, ..., wy}= {wi Wiz, .. Wiy,

Wty e oy Windm | con i+ 41, = N y donde los w;; satisfacen que
Wiy by [Wig b, € Q 81y s6lo 51 i) =i, 1 <ij,ip S,
Para 1 €i £ m tomemos como w' al mayor nimero real que satisface
que
wij = n.-,,-w", nj € N, 1£5¢€ l (71)

i.e. al maxima comin divisor de w;, ... ,wiy,.

Para enunciar el siguiente teorema impougamos a S la siguiente hipotesis
técnica:

(1) El flujo gs inducido por x es global i.c. tiene dominio R x R,
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Esta hipdtesis la necesitamos para que los hamiltonianos que pertenecen a
Ag, familia definida en 4.5, tengan las propiedades que sc requicren,

Enuncienos el teorema que nos permitird probar el resultado de multi-
plicidad de drbitas (teorema principal del trabajo).

TEOREMA 4.,3.1 Sea Suna hipersuperficie de tipo contacto restringi-
do que tiene la propiedad geométrica (70) y satisface la hipotesis (i) entonces
existe un nimero infinito de érbitas contenidas en S o para cada 0 < § < 1
podemos encontrar § > ¢ > 0 para la cual existen [y +...+1,, = N hipersu-
perficies Szg,l ) Scm Yot Sq,,, ) '(m 10y Sc,,‘,‘m '
€ml < € que contienen al menos una érbita periddica z;;(t), de periodo 1
(z:j(t) € S, paratodo!) la cual satisface la estimacién

0 < LI El2re s oy €Ly EQ Ty 00 ny

2 2
o %,,E—cSA(m,-,,-)S%;-ﬁ-c, 1<j<l,1<i<m donde o’
es coma en (71)

oo i (i1, 7)) # (inJ2) entonces e™vn Az, 5, ) # €22 A(zy,.5,)-
donde A(z;;) es como antes, A(z,;) = =5 [y Jai;(t) - z;(t)dt.

Lia demostracion de este teorema requiere del material desarrollado en
las secciones 4.4, 4.5 y 4.6 y se da en la seccion 4.7. Si se quiere ver la
demostracion se puede ir sin méds preimbulo a la seccion 4.7. Lo dnico que
se requiere en la demostracion son las propiedades que ahi se enumeran, y
que se pruchan en la secciones 4.5 y 4.6, asi como el lema 4.7.1 que se debe
al Dr, Jorge lze.

Un comentario sobre el teorema, notemos que 3.4.7 nos garantiza que para
cualquier hipersuperficie compacta existen al menos N drbitas periddicas, no
necesariamente geométricamente distintas, en hipersuperficies S,,..., Sy
conll <¢ <e | <i<N. Asilaestructura de tipo contacto restrigido
s6lo la usamos para obtener la estimacidn que damos de la accién.

Lo que haremos en lo que resta de la seccion es demostrar, haciendo uso
del teorema 4.3.1, un resultado de multiplicidad que es una generalizacion
del resultado obtenido por Beretyski et. al, en [BLMR].

Ahora haciendo uso del teorema 4.3.1 probemos el siguiente
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COROLARIO 4.3.2 Sean Scomo en el enunciado de 4.3.1 y H como al
inicio de la seccion. Entonces existe un nimero infinito de drbitas contenidas
en S oexisten al menos ly +-++ + I, = N curvas parametrizadas y cerradas
de periodo 1, x,1(t), x12(t)y oy 21, (L), Taa(l)y oy T (L), contenidas en
S (no necesariamente geométricamente distintas) que son soluciones de la
ccuacidn

3(1) = A(R)JVH((), Alz)= _% [ L Ji) - o()ds

y satisfacen

2 2
o X1 < A(z;, ) £ -’ql, 1<j<,1<i<m, dondew' es como
w! W w'
en (71),

o0 si (ihjl) # (i% .72) entonces A(;E"lujl) # A(mfz.iz)'

Demostracién Si S tiene un nimero infinito de dorbitas entonces no
hay nada que probar. Supongamos que S tiene un nimero finito de drbitas.
Como aplicaremos 4.3.1, fijemos el subindice (i,7). Por el teorema 4.3.1, para
cadan € N existen 0 < ¢, < 1/n y una drbita periddica z,(t) de periodo 1
tal que z,(t) € S, para todot y

a*r p?

-L—U-‘,——l/nSA(mn)S—;‘rﬂ*'l/n‘ (72)

tn

Sea T,(t) = ys(—¢€nyZ,(t)). Esta es una orbita periddica de periodo 1 en
S. Como S ticne sdlo un nimero finito de drbitas, una infinidad de Z,
(digamos que todas, para simplificar notacion) son parametrizaciones de la
misma drbita C de S. Ahora

e~ "A(z,) = A(E,) = k,a(C) para algin k, € N,

debido a 4.2.7, la observacidn a 4.2,6 y porque una érbita es precisamente
una caracteristica cerrada.

Como (A(z,))%, estd acotada tiene una subsucesion convergente, diga-
mos clla misma. De modo que para n suficientemente grande, k := k, =
kn-{-l =Ly

&= A(z,) = ka(C). (73)
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Tomando limites en (72) cuando n — oo obtenemos que

2 2
O < hac) < BT
w! w'

Sca &(t) una parametrizacién de C' de periodo kT y periodo minimo 1" =
a(C) que satisface )
i(t) = JVH(2(1)),

esto es posible debido a 4.2.9. Entonces su reparametrizacién de periodo 1
z(t) = £(kTt) satisface
&(t) = KTJVH(z(t)) = A(z)JVH(a(t)),

ya que
Alz) =~ /o“‘Jé(t) &(t)dt = -g /OT JH(1) - d(0)dt = ka(C). (1)

Asi para cada (i,7), obtenemos una 6rbita periddica z;;(t) de periodo 1
contenida en S que satisface

ig(t) = Alei;)dVH(2i ()

a’m g
o S AMe) ST

Ademiés para (i), j;) # ({2,52) tenemos por (74) que

Alzigy) = kijya(Ciyy)
# kiz.jza(cl'z|j2) por (73) y43.1 (”)
= ATirg): "

El siguiente resultado nos da una cota inferior para el periodo de las solu-
ciones periddicas de la ecnacién hamiltoniana

i(t) = JVH(z(t)) (SH)
Definamos .
Sk e "

= melgl{ proyeccion de x(z) en la direccién ortogonal a 1,5}, (76)
T
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donde y es la dilatacidén simpléctica transversal a §. Como S es compacta,
p>0.

LEMA 4.3.3 ( ) Sea (1) solucién de (SH) de periodo T contenida en
S. Entonces
T > 4np* donde p es como en (75).

Demostracidn Sea z(r) una solucion de (SH) de perfodo T' y repara-
. metrizemosla mediante = Tt para hacerla solucién de periodo 1 de

#(t) = TIVH(z(t)). (77)
FExpresemos _
r=&+% con t€EE=Y ae™¥,
k0
Asi Ji(t) o) = JE 2+ Ji b+ JE- 5y
| S '
/0 Ji(t) - #(1)dt = Re(it, )50 = 0.

Por tanto

Az) = =3 [ Ja(0) (o)

= —-/ JE(t) - #(t
< §||$||L*||$||m
= 4—17r-||i||m||i||1,a por la desigualdad de Wirtinger, [MW] pagina 9
, T
@nllzl| < Tl\#l 2 € H'((0, T}, R*M), /0 2(t)dt = 0)
1
= ——Ilwllfa

= — / | TJVH(z(1) [*dt  por (77)

r\2
< 4—;? yo que o | VH(z) |<| VH(z) - x(z) |= 1Yz € § por(75)
= AP,



la pentltima afirmacion se debe a que H(y,(z)) = ¢ para todo » € S implica
I = % o H(n(#)) = VH(2) - { |.=o= VH(z) - x(2).
Por tanto
= drp? < A@z)=T.

.
Tomemos
. | VH(2) x(«) |
T TTVAG)|

= ngél{ proyeccion de x(z) en la direccién ortogonal a 1.5} > 0,
x

. Aot
b= min =)
. kw . 1 , , .
& = mm{'ﬁ'u-);—'l 0l Sk,n_<_1+6—,1_<_z,1§m, 11 kw' > fw'},
1
§ = min{é, b} (78)

Ahora probeinos el siguiente resultado de multiplicidad, el cual es el teo-
rema principal del trabajo. En él se usan ideas de [BLMR).

TEOREMA 4.3.4 Sea Suna hipersuperficie de tipo contacto restrin-
gido que tiene la propiedad geométrica (70) y satisface la hipdtesis (i) , al
principio de esta seccidn, Si a, § satisfacen §2/a* < 1 + 6 entonces existen
al menos N caracteristicas cerradas contenidas en S,

Demostracidn La primera observacién es que sin pérdida de generalidad
podemos tomar a = 1, ya que la situacién geométrica

af < § < pt
es la misma que la situacién geométrica
£<S<pé
donde £ es el elipsoide € = {z € R?V : oy, -x}(%f%*,ﬂ =1} y B = B/e.
Si existe un ndmero infinito de drbitas en S entonces no hay nada que

probar. Supongamos lo contrario. Por 4.3.2 existen al menos I; + -+ +
., = N curvas parametrizadas y cerradas de periodo 1, zy1,1(t), z12(),.. .,
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ey, (21 (l)y oy &, (1), contenidas en S (no necesariamente geométrica-
mente distintas) que son soluciones de la ecuacion

1
i) = A(z)IVH(() A@»:-%L.maymmu (19)

y satisfacen
. ul:; < A(zi;) £ ﬂ’% paral <j <, 1 <i<m (80)

oo si (i, 1) # (inyJa) entonces A(z;, ;) # Alziy,z,). (81)

Fijemos el subindice (i,7). Sca z;;(t) una de las anturiores curvas para-
metrizadas de periodo 1, y digainos que su periodo minimo es 3+~ h . Denotemos
por C;; la caracteristica cerrada parametrizada z; ;(t).

Probemos que h;; <1+ ;"- Por (79) una reparametrizacion de z;; s
solucion de la ecuacion

i(1) = JVH(z(t)) (SH)

con periodo minimo A(z;;)/hi; = a(Ci;), la dltima igualdad se debe a 4.2.9.
Como sabemos, por 4.3.3, el periodo minimo de toda solucidn de (SH) es
mayor igual que 4mp?, asi

41rp2h,",~ S_ A(.’L‘,',j).

Por la eleccidn de 6,

= ya que f? < 1 4 §;.

Como A(z;;) < f*r/w', por (80), entonces
2
mpthiy < Alaig) < 8 <anppLED)
w' 6

Por tanto para cada (i, )

1
L& _—
hij <145

Ahora probemos que C;; = Ciy implica que (4,j) = (I, k). Supongamos
lo contrario i.e. que hay subindices (¢,7) # (I, k) tales que C;; = Cj4.
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Caso 1. Cuando ¢ = I. Como sabemos
Alzi;) = hija(Cij) Yy A(mix) = higa(Cry),

con k;; # iy, podemos suponer que h;; < by — 1, la no igualdad se
debe a (81). Asf usando (80) tenetnos

T ki ; hi; wp?
= S Aleig) = hija(Cig) = hija(Gia) = E‘—:A(xllk) < Ei;r
by x 9
Mk o
7 hij = f
o 146 <l b—m— = L <ﬂ55ﬂ’.

h;‘k -1 hl.k -1 = hl'.j
Lo que contradice la eleccion de J.

Caso 2. Cuando i #I. Como ', w' satisfacen que w'/w! § Q parai#1
tenemos que h;w' # higw'. Supongamos que b jw' > hyxw'. Entonces

h.-,,-w"

h,,kw’
> % por hipdtesis
W oW

5 —>—p
hig = hij

— 141> 6§+ 1 por la eleccién de 6,

Pero por (80) tenemos que

T T3
—_ - AT .
hl.kwl S a(Cl,k) a(C.,;) - h,-',-w‘

W g
hl.k - h,'_,' )

contradiccién. La otra posibilidad h; jw' < hiyw' lleva de la misma
forma (solo intercambiando ¢ con I, j con k) a una contradiccion.

Asf en ambos casos llegamos a una contradiccion y por tanto las N carac-
teristicas cerradas Cy1,...Cm,,, son todas diferentes. g
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Es importante observar que el teorema 4.3.4 tiene como corolario la.
version para hipersuperficics suaves, i.e. de clase C%, del resultado de
Berestyski ot al. de 1985, [BLMR], asi como los corolarios de éste, el teorema
de Ekeland-Lasry de 1980 y el de Ambrosetti-Mancini de 1982,

Sea S ¢ R* una hipersuperficie en forma de estrella, ver 1.1, entonces

x(z) = }z es una dilatacion simpléctica transversal a S con flujo global

ns(ty2) = edte ver 4.2.5. Por tanto una hipersuperficie S suave y con forma
de estrella es de tipo contacto restringuido, con flujo global g,

La & en [BLMR] estd definida en términos de j, donde

e _ o | VH(z) 2
0</).—l;1€lgld(1+lzs,0) = iy TVH(3)|
_ oo [ VH() x(2) |
" M TN
= 2

Es sencillo ver que coincide con la dada aqui.

COROLARIO 4.3.5 ( Teorema de Berestyski et al. para hipersuperfi-
cies suaves ) Sea S una hipersuperficie suave con forma de estrella que tiene
la propiedad geométrica (70). Si a, B satisfacen que %/a® < 1 +§& entonces
existen al menos N drbitas contenidad en S.

Delos pocos resultados que hay respecto a multiplicidad de orbitas, fue el
de Fkeland-Lasry el que dio la pauta en este tipo de problematica. Tomermos
una clase particular de hipersuperficies en forma de estrella, la clase de hiper-
superficies convexas, ver 1,1, y denotemos por $*V-! = {z € RN iz |=1}.

COROLARIO 4.3.6 ( Teorema de Ekeland-Lasry para hipersuperficies
suaves } Sea S una hipersuperficie suave y convexa que tiene la propiedad
geométrica

aS?N < § < gS7N, (82)

Si a < 8 < V20 entonces S tiene al menos N drbitas,

Demostracion De acuerdo a las definiciones en (78) y usando que S
tiene forma de cstrella tenemos que § = § = ji*/a?, Como f < V2a
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entonces )

: p
L2+ E=g
o a
ya que por definicion de p y por ser S convexa, a < p. g
Al igual que en [BLMR] podemos definir §,,1 < p < N, con
b=6y <y ... L8, =00,

tales que al tomar una hipersuperficic S como en el enunciado de 4.3.4, si
se satisface que 3%/a? < 1 + 6, entonces existen al menos p caracteristicas
cerradas contenidas en S. Esto se logra considerando en la definicion de §,
&, solo p-semiejes (en lugar de N). Berestyski et al. afirman, en [BLMR),
que con estd se recupera el resultado de Ambrosetti-Mancini, pero no es el
caso ya que cuando £ es una esfera entonces § = §;, la cnal no cambia si
tomamos un semieje o si tomamos N semiejes (ya que todos son iguales) y
por consiguiente tampoco cambia la condicidn */a? < 1+ 6.

COROLARIO 4.3.7 { Teorema de Ambrosetti-Mancini para hipersu-
perficies suaves ) Sea S una hipersuperficie suave y estrictamente convexa
que tiene la propiedad geométrica

a8 < § < p§H,
Si B € (o, Vka) entonces S tiene al menos [25] drbitas, 2 <k < N +1.

Demostracidn Si existe un nimero infinito de drbitas en S entonces no

hay nada que probar. Supongamos lo contrario. Por 4.3.2 existen al menos N

curvas parametrizadas y cerradas de perfodo 1, zy(t), za(t),. .., zn(t), con-

“tenidas en S (no necesariamente geométricamente distintas) que son solu-
ciones de la ecuacidn :

i) = Al)JVH(z(t), Alz) = _% | L Ji(0) - s()dt,
y satisfacen

o ma’< A(z;) <nf? paral <i< N
oo sii# j entonces A(z;) # A(z;).
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Reparametrizando y;(t) 1= x(T7M), T = A(zi), | <i < N, obtenemos N
soluciones cerradas de la ecuacién

z(t) = JVH(z(1)). (SH)
Ademds los periodos de estas soluciones yi(t) satisfacen que
o’ STi<nf? 1<i<N,

siendo todos cllos diferentes entre si. Por ser S convexa tenemos que j > a.

~ De lo anterior y de que f € (a, vka) tenemos que

T, < 7rﬂ2 < kra® < k7r/72.

Notemos que debido 2 4.3.3 y a que S tiene forma de estrella, las soluciones
de (SH) ticnen perfodo mayor igual que 7@, por tanto 7p* < T; < knp?. De
donde se sigue que cada solucién puede repertirse a lo mds k — 1 veces. Asi

hay [I-'E'T] soluciones. g

§4.4 Comparacién del hamiltoniano asociado a hipersuperficies

Sea S ¢ R* una hipersuperficie compacta y conexa de clase C®.
Comencemos recordando la definicidn de Mg . Hs € Hs siHs : RN -+ R
es una funcidn de clase C® de la forma

0 si z € B(ys([~ns,as] x S))
Hs(s) = Js(¢) siz=1g(e,3),2€ S5, —ps<eLag
T b si z € A(s((-ps,as] xS)) y | o |< R
gs(lz]) si|z|>Rs

(83)

donde B (ys([—fts, as] x S)) denota la parte acotada de R* \ ns([~ s, as) %
S) que cstamos suponicndo contiene al origen, A(ns([—ps,as] X S)) denota
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la parte no acotada de R*™ \ ys([~ps, as] x §), fs(s) cs una funcién real
con grifica de la forma

C fla)ro & [elpa)

Y

- » e
Gréfica de f

y ns es una familia parametrizada de hipersuperficies modeladas por S
Recordemos que una familia parametrizada de hipersuperficies, 35, mo-
deladas por Stiene las siguientes propiedades

o 35(0,z) =z para todo z€ S (84)
e 1s es un difeomorfismo

o 15 tiene imagen abierta y acotada (85)
o 8, <8, sit <ty ie B(S,)CB(S,) (86)

Para mayor detalle sobre 9s y Hs ver definiciones 3.1.2 y 3.1.3 respectiva-
mente.
Veamos que la condicién geométrica

§<8§

la podemos traducir en una desigualdad entre funciones hamiltonianas aso-
ciadas a S, S.

LEMA 4.4.1 Sean 5,5 c R* hipersuperficies compactas y conexas
de clase C* tales que

§<8S.



Sea 55 una familia parametrizada de hipersuperficies modeladas por S, Y
sea Mz la familia de hamiltonianos que definimos a partir de 33, como en
3.1.3.
Entonces dada Hg € Hg, para cada g5 : (-9, 19) xS R™ 0<d<d,
familia parametrizada de hipersuperficie modeladas por S existe Hg € Hy
- tal que
Hg(z) > Hs(z) paratodo z € R*V, (87)

De hecho si Hg € Hs satisface que
o [s(os) es suficientemente grande, fs(os) > X Hg(z), (88)
para algin pg < 05 < ag con Syg < 5',,5 (89)
o Rs2>R; ygs(s)2gs(s) para todo s, (90)
entonces Hg satisface la desigualdad (87).

Demostracidn Sea H; € Hz , Hs(z) como en (83). Tomemos s :
(=9,9)x S — R*™,0 < ¥ < 9 una familia parametrizada de hipersuperficics
modeladas por S.

Como S < § entonces por definicién tenemos

B(S) c B(S).

Por (84) 5o = § y como 0 < pg tenemos que B(S) C B(S',,S), por (86). Asi

Sc SUB(S) = B(S) c B(S,,)

Como por (85) la Im ns es una vecindad abierta de S entonces B (5',,5) n
Im 95 es un abierto que contienea S. Asinz'(B(S,;)NIm 7s) es un abierto
que contiene a {0} x S. Por tanto existe o5 > 0 tal que

ns((~os,0s] x 8) C B(S,,). (91)
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ver figura 4.

’Ib(s,\;\

.){5 (L-65,d5}x5 )

Figura 4

Se eligen s y 85 tales que

0< pg <os (92)
bs <!§.
Y se toman ag y Rs tales que
fs< as <1
y fs 2 R (93)

Y se construye fs como se requiere para definir Hs como en (83).
Js(s) = 0 sis<ps
fe(s) > 0 sisé€ (s, a8)
)Y
[s(s) = b:=fs(as) sis2ag
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de que
4(0) (o)

hl condician a\d'\c.'mm\\
fslas) > max s
) ji4its

Con I

Tomaihos
ysis) 2 gsls) pud toda 8

I‘Sla‘i\ * ))

y definimos
S y IS S ¢ ‘5 a

siTe B (1]5(\

o el
‘n z€ Alnstl- us.ﬂ\\ %8)) ¥ {els fis

{zi> Rs

”5(3‘.) =93

]
-~
A‘glt,x.) , boud

plxnunsi-s: 15)%

Comparcmos Hs I5 Y H 5 Sea®
{i)Seaz € 13(5,). Cowe B(.S““) = ﬂ(”q(“"l"‘y
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ya que en el segundo caso si # = ng(¢, ) entonces ¢ < pg y por definicion
de f3, fs(c) = 0. Por tanto

(i) Sea = @ B(S‘,,i) ylz|< Rs.

Por (91) RN\ B(S5,.,) C ns(|os, as] x S)UA(ys(|~ps, as] x S)). Ahora
por definicion de Hg(2) tenemos
)

Hs(e) = fs(e) siz=nys(e,2),T€S5,05%cLas
SHE 1 si 2 € A(ns([~ps,as]x S)) y |z[<Rs

2 [s(os) porque [ es creciente

Por otra parte

< fs(og) por (94)

Hg(z) < |?|]5aI)i(s Hg(x)

Por tanto
Hy(c) < Hs(s) sizd B(S,) vy |z|<RBs.
(i) Sea | z |> Rs

Hg(z) gs(Jz ) por (93) y por definicion de H
gs([e 1) por (95)

Hg(z).
Por iltimo probemos la segunda parte del lema. Observemos que para la

construccion de Hs € Hs sélo utilizamos, ademds de como deben estar
definidos los elementos de Hg, lo siguiente:

WIA K

o Que ns([-0s,05] X §) C B(S‘,‘E) lo cual es equivalente a que B(S,,) C
B(S‘,,s) — 8, < 5,

OX

o La tinica condicidn, no general, que se impuso a la f fue que

Jslas) > nax Hg(z).
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o Que Rg> Rz y que gs(s) > gg(s) Vs.

Por tanto si Hs € Hs es cualquier elemento que satisface (89), (88) y (90)
entotces
Hs(z) > Hz(x) paratodo z € RV, .

§4.5 Un hamiltoniano adecuado para cuando s es discreto

Como en la seccidén 4.3, fijemos S nna hipersuperficie de tipo contacto res-
tringido y x una dilatacion simpléctica transversal a S. Ademds sujetemos
a Sa las siguientes hipdtesis :

. . ' ' . . e y
(i) Bl flujo ns inducido por x es global i.e. tiene dominio R x R*,
Recordemos que

¥s 1= {ka(C) > 0 : C cs una caracteristica cerrada contenida en S,k € 2},

donde a(C) = —%f(;r Jz(t) - z(t)dt con z(t) una parametrizacién regular de
C de periodo minimo 7',

(ii) Xs s discreto y cerrado. Asi por ser ¥ discreto y cerrado lo podemos
ordenar en una sucesién estrictamente creciente (df)%2,;.

(iii) Existe ¢ > 0 tal que (¥sN (s —¢,5 +¢))\ {s} = @ para una infinidad
de elementos s en g,

Ahora a partir del flujo g podemos definir una familia parametrizada
de hipersuperficies modeladas por § como en 3.1.2, y a partir de ésta definir
como cn 3.1.3 la familia de hamiltonianos Hs .

In esta seccidn dados jp un ndmero natural y & > 0 un nimero real cons-
truiremos una familia Agque se empleard en la seccién 4.7 para demostrar el
teorema 4.3.1. El objetivo de la presente seccidn es exhibir que Ag tiene las
siguientes propiedades:
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(A1) AsC Hs .

(A2) Sea Hg € Ag. La funcion fg que interviene en la definicion de Hg (ver
(83) ) es de la forma

fs(s)=poe’, ¢ (0,00) = [0,00) declase C™ con ¢(0,1] =0.
Recordemos las definiciones de
1
bns = Ale) - [ Hs(e()dt,
y de los valores criticos de ¢y, de la forma
idls 1= Jul sup duy(c)

obtenidos en 3.4.7. Cabe observar que el nimero jg determinard el nirnero
méximo de valores criticos de esta forma, Nj, valores, al determinar el sub-
espacio F' y su dimensién, dimF = Njo, ver comenlarios anteriores a
3.4.7.

(A3) Si Hs € Mg entonces, para 1 < j < jo, los valores ¢;,y, son valores
criticos de ¢p . Ademds existe v(Hs) = v > 0 tal quesi 0 < ¢jn, <

df (1 + v) entonces podemos encontrar z;(t) punto critico de ¢y, tal
que

s = us(zj),
zj(t) € S, paratodot,
0<e<v y 0<Hs(z;)=cle<v,

donde ko(Hs) = kg 2 jo es un natural que tiene la propiedad de que
di, > k.

Ademds para i # j si e"9A(z;) = e A(z;) entonces S tiene un
nimero infinito de drbitas, 1 <1, < jo.

Antes de enunciar la siguienle proposicion que nos caraclerizard los valores
criticos positivos de ¢yg para Hs € As, recordemos la definicion del hamil-
toniano H

H(z)=¢ si z2=1g(,2), Z€S.
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PROPOSICION 4.5.1 Sea Hg € Hg . Y supongamos que la funcién
Js que interviene en la definicién de Hg (ver (83)) es de la forma

Js(8) =poc’, cong: (0,00) = [0,00) de clase C*,

Entonces los valores criticos positivos de ¢y, son exactamente los valores
criticos positivos de las funciones

dfs —(s) 7=12,..

Mas precisamente si ¢ = ¢y(z) > 0 es un valor critico de ¢y, entonces
$ns(x) = d¥r — @(7) es un valor critico de ds — ¢(s) para algin j €
{1,2,...}, con 7 = ¢, 2(t) € S, para todo t. Ademis A(z) = ¢'(e‘)e".

Y si 7 es un punto crilico, con valor critico pasitivo, de df's — p(s) para
algin j € {1,2,...} entonces existe z punto critico de ¢y, tal que

di = (1) = pug(z)

z(l) € Sy para todo L.

Demostracidn Sea z un punto critico positivo de ¢y  con valor critico
¢ > 0. Por cl lema 3.3.3 z(t) € S, para todo ¢ y para algin p < ¢ < a.
Como z(t) € S, para todo t entonces Hg(z(t)) = ¢(c‘) para todo t, por
definicién de Hg. Ahora

c=du@) = Aw) - [ Hs(eO)
= ¢/(e‘)e — p(c*) por 4.2.8.
Como A(z) € X, y por 4.2.7 X5, = e* X, entonces
) = a8 (96)
para algin j € {1,2,...}. Asi
¢ = djet — ()

Por tanto ¢ es un valor critico de kj(s) = dfs — ¢(s), ya que Kj(c?) =
&} — () =0 por (96).
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Ahora probemos la inversa. Sea ¢ >0 valor critico de
S .
djs —p(s) conje{l,2,...}

Primero veamos que los puntos criticos de df's — (s) se encuentran en
(e*,e?). Como f(s) = cte si s 2 a entonces @(s) = ¢(e®) si s > ¢, Por
tanto los puntos criticos de dfs ~ ¢(s) son menores que e”. Analogamente
porque f(s) = cle si s < pt tenemos que los puntos criticos de dis ~ ¢(s)
son mayores que ¢,

Por tanto si 7 es un punto critico de dfs ~ (s) con valor crftico ¢,
entonces 7 = e* con g < e < q

¢ = det—p(e)
& = ) (o)

Ahora exhibamos z € E punto critico de ¢y, tal que z(t) € S, para
todot y A(z) = det. Notemos que de ésto se sigue que

e=diet —p(et) = A(z) - /0' Hg(z(t))dt = dp(x),

es valor critico de ¢y, por lo que habriamos terminado.
Como dfet € ¢ Xs = Xs,, por definicion de X5, existe C' caracteristica
cerrada contenida en S, tal que

koa(C) = djc".

Como C es una caracteristica cerrada le podemos dar una parametrizacion
z(t) tal que
(1) = JVH(a(D),

con periodo minimo T' = a(C), esto 1iltimo es debido a 4.2.9. Y reparame-
trizando z(t) := 2(d?¢*t) tenemos una solucién de perfodo 1 de
z(t) d¥e' JVH(z (1))
©'(e*)e JVH(z(t)) por (97)
JVHgs(z(t))  porque z(t) € S, Vi yporque g <e<a.

Debido a que las soluciones de (SHg) de periodo 1 son precisamente los
puntos criticos de @y, (ver 3.3.2) tenemos que z € F, es punto critico de
iy ademds z(t) € S, paratodot y A(z) = fi(e) = ¢'(e*)et = die.
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Ahora veamos que existen funciones v : (0,00) — [0,00) tales que al
tomar fs(s) = ¢ o¢® la funcion s € Hs , como se supuso en 4.5.1 y
se afirmaba en (A2). Debido a la proposicién 4.5.1 nos resultard relevante
el conjunto {dir — p(r) > 0 : 7 cs un punto critico de d§'s — p(s) para
algin j € {1,2,...}}. Las funciones ¢ que construiremos tendrdn ademds
la propiedad de que si ordenamos de manera creciente este conjunto los
"primeros” elementos son

M= max_dis—o(s),...,M,:= max_ dfs - p(s).
s€(1,1+8) 5€(1,148)

Dados jo > 0 un nimero natural y £ > 0 un nimero real, denotemos por
Fs(jo,k) = Fs ala familia de todas las funciones v @ (0,00) — [0,00) de
clase C* construidas como sigue:

Se elige un natural ky > 7y tal que

dfo >k
(a) Elijamos 8> 0. Sea ¢ como en (iii). Tomemos & > 1 +  tal que
A o > df(l+9) ' (98)
(b) Se clige R > 0 tal que
o B(Sus)C Br(0) = {z € R :|z |< R}. (99)

(c) Se elige [ tal que
o bs:=di &> alt? donde 2a:= 2k + %)w ¢ 27Z}00)
o dis—di(1+68)>0sis>1

x df,6 > v,, donde v, es un real dado (101)
Construyamos v sujeta a las siguientes condiciones:
o dis—(s)>dy(14+6) sise(l,a) (102)
o P(5)>0,¢"s)<0sise(l+6,a) (103)
por {a) se puede escoger sy < & tal que satisfaga
o ¢(s)>di, s€(146,5), conp(se)=d},s0 (104)
o p(s)>di s, s € (s0,6) (105)
e p(s)=bs=dfa>al? sis € [a o). (106)
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Seelige i € (0,8) tal que

o (O L+a) =0 (107)
o o(l+6)=d(1+36) | (108)
o P8)>0,¢"(s)>0sise(l+fl+6) (109)

Observaciones a la construccion de ¢

(I} Notemos que si tomamos otra i € (0, 8), en particular una mds pequefia
que la elegida, podemos mantener los otros nimeros elegidos en (a),

(b) y (c).

(II) La propiedad (iii) que se le pidi6 a Xs, de que exista ¢ > 0 tal que
(ZsnN(s—¢,s+€))\{s} =0 para una infinidad de elementos s en X,
se uso en laeleccion de @ ver (98). Y como no tenemos control sobre la
magnitud de & nuestra construccién requiere que ¢l flujo 55 sea global,
mds precisamente que la variable "tiempo” pueda correr sobre todos los
reales positivos,

(IIT) La condicidn (101) sélo se usard en la prueba de A4 .

(IV) El objetivo de construir ¢ de esta mancra es él de garantizar que los
puntos  tales que (1) = df p.a. j € {1,2,...} y que tienen valor
critico dr —p(r) € (0, M), M = M(yp) estén "cerca” de 1 y no "cerca”
de a.
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QId) by 9

Graficade p
A partir de ¢ definimos Hgs(z) por
0 si 2 € B(ns((~In(1 + ), Ind] x ) '

Hs(a) = poe s z=ng(¢,E) con €S, ~In{l1+p)Le<ha
T bs si z € A(ns((~In(1+ ), mé] x $)) y [z ]S R
glzl) silz|>R
(110)

donde

g(s) = bgsissht
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. 1
> as® paratodo s, a = (ko + 5)7r

=

=
w

=
Vv

a(s) = as*sis>>0

0 < ¢'(8)<2as sis> R,

Para checar que Hg esta bien definida sdlo hay que checar que las funciones
que se "pegan” estdn bien definidas y que se han "pegado” bien. La funcién
g estd bien definida por (100) y estd bien "pegada” por (99).

A los hamiltonianos construidos de esta forma los agruparemos en la
familia Ag.

Observaciones:

(a) Por la forma en que se definié Hg (ver (110)) Hs € Hs y satisface la
propiedad (A1).

(b) Hg satisface (A2) por la forma en que se definid.
Ahora veamos algunas propiedades del conjunto P.

LEMA 4.5.2 Sea P = {d§7—¢p(r) > 0 : 7 es un punto critico de djs—
@(s) para algin j € {1,2,...}},p € Fs, yseac€ P tal que

0<e<di(l+6)

entonces ¢ = dir — ¢(7) con 7 punto critico de dis —p(s), j S I-1y
e (4,1 46). _ X

Ademis si ordenamos de manera creciente el conjunto P N (0, di (1 +6)),
digamos que tiene g clementos, éstos son

- S o s .
M, = slelz(«')l:) dis—p(s),..., M, := ’rex}g}:) di's — p(s),
y los mdximos se alcanzan en (14, 1 +5). Y éstos tienen la propiedad, para
1 < j<ygq,dequesi
M; = dir — ¢(7)

con 7 punto critico de d¥s — ¢(s) entonces i = j y 7 es el punto donde
alcanza el miximo ds — ¢(s).
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Demostracign Observemos primero que los elementos de P son los val-
ores positivos de dfs — p(s) en puntos 7 f,alcs que ¢'(1) = d} para algin
j € {1,2,...}. Porque ¢(s) es constante si s <14 ji ysi s > & entonces
estos puntos 7 estdn en (1 + fi, @).

Ahora sea c € P tal que

0<c<di(l+3d). (111)
Entonces ¢ = df 1 — o(r) para algin j, € {1,2,...},
Pr) = dS, (12)

y 7€ (1 +j,a) - -
Probemos que j; <1 — 1. Tomemos j > | entonces

dJS-.s -p(s) 2 drs— w(s) porque (df);?‘;, es creciente

> ( 6) para todo s € (1 + fi,&) por (102)
> ¢ v (111).

Por tanto
djs —¢(s)>c paratodo s € (1 + i, &).
De donde se sigue que j; <[~ 1. )
Ahora probemos que T € (1+4, 148). Por (104), (112) y porque j; < T-1
tenemos que 7 @ (1 + 8, s). Por (105) tenemos que

0 > df,s—(s) paratodo s € (so,@)
2 dﬁs —~p(s) para todo s € (sg, &).

Por tanto 7 € (1 + 1,1 + ).
Ahora usando (107) y (109) tenemnos que el valor ¢ es mmdximo

c = aer(lgzﬁ&)dn.s—cp(s)
= max djs - o(s),

la tltima igualdad es debida a que p(s) > df s si s € (so,), por (105), y
a que ¢'(s) > df | para s € (1 +8,50), por (104).
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Ahora veamos que los primeros ¢ elementos de P son como se afirmaba
en el enunciado,

Por lo probado anteriormente todo elemento de P en (0,d§ (1 +6)) es el
maximo de d, s —¢(s), en (0,&) para algtn 7y, y se alcanza en (14 ji, 1 +8).
Como ademis

dfs - (s) < des —(s) para todos y para todo j,
entonces

= S - 54— o(s).
M, = Jnax, dis—p(s)<...<M,: srer}gg)dqs o(s)
Por iiltimo notemos que para 1 < j < ¢ si M; = d¥7 — (r) con 7 punto
critico de df's — (s) entonces d¥r — ¢(r) es el méximo en (0,&) debido a
que 0 < df — ¢(7) < d (1 + 6). Asf por ser los dos mdximos i = j. .

LEMA 4.5.3 5i Hs € As entonces Hg satisface (A3).
Demostracién Por (Al) Hs € Hs . Como Hs € Hs entonces por

347, 0 <eyps 0o S < oo S g < 00 son jo valores criticos
positivos de @y, = A(x) — [§ Hs(z(2))dt,

Escojamos jo puntos criticos, z;(t), tales que

o us(z;) = cjse (113)
o parai#jsici= dpug(z;) = dug(ei) entonces hay un nimero  (114)
infinito de puntos criticos yx(t) con valor criticoe, k =1,2,..., tales
que ninguna curva y(t) es una reparametrizacién de otra de ellas
usando para la reparametrizacion a r(0) = 6 + g, 0, € [0, 1]
(en otros ténninos que sus S'-drbitas son diferentes),

esta dltima parte es consecuencia de 3.4.7 (c).
Ahora por 4.5.], para 1 £ j < jo, se tiene que

o dug(z;) = d}g'rj ~(7j) con 7; punto critico de (115)
dfs — p(s) para algin j € {1,2,...}.
o z;(t) €S, paratodot y A(x;) = ¢'(e)e” con¢; =In7; (116)
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De aquf en adelante sélo consideraremos puntos criticos ; con valor critico

bs(2;) = cins < di,(1+9). .
Por 452 0 < Intj = ¢; < In(1 +6). Y nucvamente por 4.5.2 0 <
Hs(z;(t)) = f(InT;) = (,9(7')) < d9(6 ji) < d8 (6 — ji). Tomemos

v = max {In(l +8),df_ (5 — i)}. (117)
Por tanto de (113), (116) y de la definicion de v tenemos que

s = us(z;)
z;(t) € S, para todo t,
0<e¢<v y 0<ls(z;)=cle <

Por dltimo probemos que

o parai#jsi e “A(z) = e A(z;) entonces S
tiene un nimero infinito de érbitas 1 <14,j < jo.

Scan i # j tales que e"%A(z;) = e A(z;). Como sabemos por (116)
(o) = e A(m) = €7 Als) = ¢(e9).

Como ademds e%,e% € (1 + fi,1 +6) y aqui la funcidn ¢' es estrictamente
creciente entonces

€= 6 = g,
De donde se sigue que
s (@) = Alzg) — p(e%) = Az;) = p(e") = dns (),

digamos ¢ = ¢yr(ixi) = dus(z;). Por tanto hay un nimero infinito de puntos
criticos yx(t) con valor critico ¢ como al principio de la demostracion. Debido
a que cada punto critico yx estd contenido en una hipersuperficie S,, y
sélo hay un nimero finito de tales ¢; (ya que ¢'(¢;) = df para algin j €
{1,2,...}, ver 4.5.1) entonces existe ¢ tal que yi(t) € S, para todo ¢t y para
una infinidad de k's, para simplificar digamos para loda k.

Como yx(t) es un punto critico de ¢y, entonces yx(t) es solucidn de

ik(t) = JVHs(y(t)) w(0) =wk(1) por3.3.2
e’ (e')JVH(yi(t)) por definicién de Hs
Ay )JVH(yi(t))  por (116).

1
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Reparametrizando (1) = y(1710), T' = A(yx), tenemos
yi(t) = JVH(G (1) 5x(0) = §i(T). (SH)

Por tanto tenemos un nimero infinito de soluciones de (SH) de periodo
T. Como ellas no se obtienen una de la otra con una reparametrizacion
r(0) = 04 0y, para algin 8y € [0,1], ya que cn cse caso lo mismo pasaria
con las yx lo que contradiria (114), entonces tenemos un mimero infinito de
orbitas contenidas en S.

4.6 El caso en que S es un elipsoide

Sea

N 2?4 2}
¢ ={ze RN Z—'fz'ﬂlzl} con (118)
1=} i
0<r <« <ry tales quesi rf/r? ¢ Q para todos i # j. Considere-
mos la familia parametrizada de hipersuperficies modeladas por € dada por
el flujo 1, inducido por la dilatacién simpléctica transversal a €, Y(z) = 1z,
ver 3.1.2, Recordemos que a partir del flujo 3¢ definimos un hamiltoniano

H(z)=¢ siz=1(Z), TECL

Notemos que n¢(c,#) = ¢l/z, Asisi H(z) = ¢ con z = n¢(e, ), & € €
entonces

et 4zt I} + 3ty
O
= 1 i=

Por tanto

H(z) = (e o H)(z).

Notemos que debido a 4.2.10 los elementos de X son los periodos de las solu-
ciones contenidas en ¢ de (SH). Estas soluciones z(t) satisfacen H(z(t)) = 0
para todo t por lo que VH(z(l)) = VH(z(t)) para todo t,y asi son también
soluciones de (SH). Ahora en 1.1 vimos que los periodos de las soluciones de
(SH) son miltiplos enteros de mr?, por tanto X = {krr¥:l <i < Nk €
{1,2,...}}. Denotemos por d§ a el j-ésimo clemento del conjunto X al ser
ordenado de mancra estrictamente creciente.
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In esta seccion definiremos Ja familia A;  que se empleard en la seccion
4.7 para la demostracion del teorema 4.3.1. A¢ es una variante de A; .

Tomemos la familia He definida como en 3.1.3, usando para definirlaala
familia parametrizada de hipersuperficies modeladas por § dada por el flujo
U

Ahora, exhibiremos que A; tiene las siguientes propiedades, empleadas
en la prueba de 4.3.1. Fijemos un natural jy > 0.

A Ae C'Hg.

Az Sea Hg € A¢ . La funcién f; que interviene en la definicion de #g
(ver (83) ) es de la forma

fe(s)=1oe’, P : (0,00) = [0,00) de clase C*, con $(0,1] = 0.

A3 Si Hg € A¢ entonces para 1 < j < jo, los valores cjp, son valores
criticos de ¢y, y
¢, = Mj,

el cual es un maximo absoluto
M; :=sup dﬁs - 1(s),
>0
que se alcanza en (1,1 + ), ve(H¢) = ve > 0. Ademds dados H; €

A; yn € N podemos encontrar H; € A de tal forma que

la v Lorrespondlente satisfaga que 0 < v < l/n y que He(z) >
Hi(z) Yze R™,

Consideremos la siguiente situacion geométrica
(<S<T
con ¢, T elipsoides de la forma (118).
A4 Dado Hg € Ag es posible encontrar He € A, tal que
H((i) > Hg(z) paratodo z € RV,

© Un resultado similar pnede ser establecido para las familias Ag y Ay
de la siguiente manera:
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dado n natural es posible encoutrar hamiltonianos Iy € Ay y Hg €
Ag tales que

Hg(x) > Hy(z) para todo 2 € RV,

y satisfacen que vy < vg < 1/n, donde vy es comoen A3 y vs es
como en A3,
Tomemos ¢ € H. Para probar el siguiente lema supongamos que ff; es
tal que la funcién f; que interviene en la definicién de fl; ver (83) es de la
forma

fe(s) =oe’, con 1 : (0,00) = [0,00) de clase C®.
Y supongamos ademds que He satisface:

(i) Al ordenar de manera creciente P := {d§r —%(r) >0 : 7 es un punto
critico de dﬁs — 1(s) para algin j € {1,2,...}} sus primeros j, cle-
mentos son

M; :=sup dﬁs -9(s), 1<j<j.
0

Ademds si 7 es un punto critico de ds — (s) y &7 — (1) € P es tal
que dit — 9(7) = M; para algin 1 <j < jyentonces i =j yr esel
maximo absoluto. '

(ii) He(z) 2 dﬁoll(m)—M,-o paratodoz € R, conoo > M;, = SUp,5q dfos——
P(s) y H(z):=%N LTI nelc, %), T € €.

l’=l r'.

Como consecuencia de estas propiedades estableceremos la propiedad Ag .
Para ello probemos el siguiente

LEMA 4.6.1 Para | <j < jy los valores de la forma c;H, son valores
criticos de ¢y, y
' et = M; = sup dis — i(s).
>0

Demostracién Conslderemos P = {dﬁr ~(r) >0 : 7 es un punto
critico de d§s ~ 1(s) para algin j € {1,2,...}}. Por (i) al ordenar P los
primeros jy elementos son

0<M <M< < M,
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Porque Il; € He y fe(s) = thoe* podemos aplicar 4.5.1, de donde se
desprende que My, ..., Mj, son valores criticos de ¢y, Por otra parte como
Hy € H y satisface (ii) entonces 3.4.7 nos garantiza que @y, tiene jo valores
criticos en (0, M)

0< e <o S ey < My

Nuevamente por 4.5.1 basta probar que ¢y, # ¢jn, sit # j de lo cual se
sigie que
e =My eione = My,

Procedamos por reduccidn al absurdo. Supongamos que ¢y, = Giy1,,-
Entonces por 3.4.7 (c) existe un nimero infinito de §'-6rbitas criticas dife-
rentes: S'zy,8'z,,. .., tales que

0<en =dmlz) i=12...

Como cada punto critico 2; estd contenido en una hipersuperficie S,, (por
3.3.3) y el mimero de tales ¢; es finito (ya que ¥'(¢;) = ds para algun j €
{1,2,...}, ver 4.5.1) entonces hay una hipersuperficie S, que contiene una
infinidad de 2;'s, Digainos que z;,z; cstan contenidas en S,.

Como sabemos, por 3.3.2, los puntos criticos @ de ¢y, corresponden a
soluciones de

i(t) = JVH(z(t) 2(0) = (1). (SHe)

Por tanto zy, 2z, son dos soluciones geométricamente diferentes de (SH;)
contenidas en . .

Como He(2:(t)) = ¥(e®) y H(zi(t)) = € para todo ¢ entonces VHe(z(t)) =
(e )e' VH(z,(t)), i = 1,2, Asi g(t) := 2;(T"t), i = 1,2, son soluciones
geométricamente diferentes de

y(t) = JVH(y(t)) ¥(0) = y(T),
de periodo T' = i'(€)e’. Notemos que
N

24 2
H(u) = 3 S48 oe(o 0 H(w),
= (6'1'7‘,')2
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y para u € &, VIH(u) = ¢~¢*"VH(u) = VH(u). Asi las soluciones y(t),
y2(t) de (SH) son soluciones de (SH). Pero vimos en 1.1 que no puede haber,
sobre elipsoides como ¢, dos soluciones geométricamente diferentes de (SH)
con el mismo periodo.

Ahora exhibamos funciones 1 : (0,00) —+ [0,00) tales que al definir I,
como en (83), la fe(s) = poe’ y Hy € He, como se supuso en 4.6.1 y se
afirmaba en A2 .

Se elige kg > jo tal que

1 r?
ko + 5> kjo‘;‘l,;!' donde d§° = kjo”"?;,o- (119)
(a) Elijamos > 0. Sca € como en (iii). Tomemos & > 1 + 6 tal que

o >d(1+9)
(b) Se elige R > 0 tal que
o B(fua) C Bp(0) = {z € R*" ;| 2 |< R}.
(c) Se elige I tal que
o b= dﬁ-‘x& > al? donde 2a :=2(ko + -;—)n g 2r2

o dis—df(1+8)>0sis>1

o Bp(0) C B(&ns) para algin & € (& ;) donde  (120)
sy es el Gnico punto que satisface dﬁo s =df_

(d) Se toma & > @ tal que & satisfaga (120) y se elige @ > s;. Asi
0 dfm& >dp_,a
Construyamos 1) sujeta a las siguientes condiciones:
o dis—y(s) > di,(1+8) sise(l,d)
o P(s)>0,9"(s) <0sise(l+6a)
por (a) se puede escoger sy < @ tal que satisfaga

o 1(s)> df_l s € (1 4 8,50), econ th(sg) = df_lso

o P(s)> df_ls, 3 € (s0, @)

o YP(s)=1lbe= ‘Il{,,& > dios si s € [@, 4] posible por
la eleccion de &
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o be>al?
o y(s) 2 di s sis €[ o00)
¥(s) = df,s si s € [@ 00)

0

o (s),d"(s) >0 si s € (&,a)
Seelige i € (0,8) tal que

o Y((0,147]) =0

o Y148 =df(1+9)

o P(s)>0,9"(s)>0sise(l4f148).

Observaciones:

(I) Notemos que en nuestra construccion de ¥, la eleccion de & > 0 no
tiene restricciones, por lo que puede ser tomada tan pequefia como sea
necesario,

(II) Una vez elegido & > 0, el nlimero natural ky (que sélo tiene la condicién
de que ky > jo) puede ser elegido tan grande como se necesite para que
¥(1 + 8s) := d§ (1 + ) sca tan grande como se quiera.

(III) Dado que ko lo podemos tomar tan grande como sea necesario entonces
podemos tomar a = (ky 4 §) tan grande como queramos. Notemos
ademds que podemos tomar un real R, mayor que é| elegido en (b) sin
que se alteren los otros mimeros elegidos con anterioridad en (a).
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¥ ticne una grifica de la forma

Las condiciones para 1, antecedidas por "e " son las mismas a las que se
sujetd a ¢ en la seccién anterior y haciendo uso de estas se probé 4.5.2. Las
restantes condiciones, las cuales estan antecedidas por "o " se afiaden para
que H; satisfaga (ii).

’\
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A partir de b definimos los elementos H de A como en (83)

0 si z € Bne([—In(1 + 1), Ind] x £))

Yoe' sl z=ge,E) con TEL -l +4)Le<ha

He(z) = be si ez € AQe([=n(1 + 1), Ind] x€) y |z |< R
g(lz]) si |z[>R

(121)

Ahora veamos que los elementos de A, satisfacen las propiedades (i) e

(ii), a las que se sujetd a Hy para probar 4.6.1.

LEMA 4.6.2( ) Si Hc € A¢ entonces H, tiene la propiedad (i

D ‘o

Sea H; € A . Dentro de las condiciones a las que se sujeld a

)

¥ se

encuentran aquellas antecedidas por e que son bajo las cuales se probé 4.5.2,
De donde se sigue que Hy tiene la propiedad (i), excepto porque los méximos

1o son absolutos. Pero notemos que para 1 < j <jp
M; > 0,
dfs ~9(s) < 0 sis€lao00)
Por tanto
M;= supds —1(s) para 1 <j <o .
LEMA 4.6.3 ( ) Si H € A, entonces tiene la propiedad (ii).

Demostracién Comencemos definiendo la funcién auxiliar ¥ por

P(s) sis<a
-p(s)={w(a) ia<s<p
dg-os sis>f

con d < f < 8,
e Y'(s)>0si8>8
Ahora probemos que

H(z)>%¢ oH(z) >0 VzeRW
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donde H(z) := ¢t = Y1, —ta-w v = ne(e.3) FEC

o Si|x|< R entonces Hy(z) = o H(z).

o Sijz|> Ry H(z) < a enlonces o
He(z) = ge(l 2 1) 2 b = 9 o lH(z)

o Si H(z) > & entonces | z |> R por (120). Asi

He(z) = g¢(| 2 )

v

ajzl
i 2
kjo;-{w jzf*  por (119)

Vv

v

1

N 24 .2
d( in +J'|']N
Jo o 1.2

i=

ds H(z)
¥ o H(x)

v i

Por tanto hemos probado (122). De donde se sigue que
sup (&5, H(z) - Hy(z)) < sup (& H(z) - o H(q))
IERZN SERZN ]

sup (d,H(z) - %o H(z))
.‘EERQN

= H{(m)

v

& H(z) - sup (d 1(z) — 9o l(z))
IER?N
df-,,l‘l(:z:) - M;, , M, :=sup dfos - (). o
0

LEMA 4.6.4 ( Se satisfacen A1, A2 y A3 ) Si H¢ € A; entonces
H, satisface A1, A2 y A3 .

Demostracién Notemos que por la forma en que se definieron los ele-
mentos A; es claro que satisfacen A1 y A2 . Ahova por 4.6.2 y 4.6.3 si
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H¢ € A¢  entonces tiene las propiedades (i) e (ii). Asi de 4.6.1 se sigue que
para | <7 < jo los valores ¢y, son valores criticos de ¢y, y

CJ“”( = IWJ'.
¢l cual es un maximo absoluto

M; = sup dfs - 1(s).
>0

Y de 4.5.2, el cual se puede aplicar pues las condiciones antecedidas por ”e”
a las que se sujeto la ¥ son bajo las cuales se probd 4.5.2, tenemos que el
miiximo se alcanza en

(]+/’2,1+5)C(1,]+u¢) U{:S.

Como ademds la & puede ser elegida tan pequeiia como se quiera, ver obser-
vacién (I) a la construccidn de 1, podemos contruir 1 tal que 9(s) > ¥(s)
para todo s y que la v correspondiente a i sca menor que 1/n.

d

p—

S X4

i
Y usando ¢ definimos como en (83) He(z) el cual satisface que
fe(z) 2 He(z) paratodoz € R™, .

Por iiltimo probemos que se satisface A4 .
Consideremos la signiente situacion geométrica

(<S<T
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con ¢, T elipsoides de la forma (118)

LEMA 4.6.5 ( Se satisface A4 ) Dado Hg € Ag es posible encontrar
He € A¢ tal que

He(z) 2 Hg(z) para todo z € R*M,

Un resultado similar puede ser establecido para las familias Ag y Ay de la
siguiente manera:

dado n natural es posible encontrar hamiltonianos Hy € Ay y Hs € Ag
tales que

Hg(e) 2 Tlx(z)  paratodo z € R*N,
y satisfacen que vy < vs < 1/n, donde vy ¢s como en A3 y vg es como en

A3.

Demostracién
Sean Hg € Ag. Entonces por 4.4.1 existe H¢ € H, tal que

He(z) > Hs(z) paratodo z € R*M, (123)
De hecho si He € H satisface que

(a) fe(o¢) es suficientemente grande, f¢(o¢) > maxycn, Hs(z), para algin
pe < 0¢ < ag con (oo < Sy

(b) R; > Rs y g¢(s) 2 gs(s) para todo s,

entonces H, satisface la desigualdad (123). Usemos ésto para ver que Hy
pucde ser tomado en A¢. Para ello notemos que basta probar que (a) y
(b) son compatibles con la manera en que construimos los clementos de A¢.
Para diferenciar los ndimeros ji y 6 en las construcciones de 1 y v, pongamos
la superficic como subfndice y tomemos & = In(1 + &), s = In(l + jig),
63 = lll(l + 65).
Dado que
(<8< S,

y en nuestra construccion de i podemos elegir &, y asi & = In(1 + é¢), tan
pequefio como sea necesario, digamos tal que

Cb( = "SH.‘-"
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y que ademds el valor (1 +8) puede ser tomado tan grande como se quicra,
ver (I1), entonces podemos tomar g¢ = 8¢ y hacer que nuestra construccion
de 1 cumpla que la funcién fe(s) = (e*) satisface (a).

Con respecto a (b), notemos que R, puede ser elegido tan grande como
se quicra, ver (H1). Y de nuevo por (111), eligiendo a suficientemente grande
podemos tomar ge(x) 2 gs().

Ahora probemos la segunda parte del lema. Sea n natural. Por Ag
podemos encontrar Hy € Ay tal que vy < 1/2n. Como hicimos para el caso
anterior, tomando és < v, existe Hg € Ag tal que

Hs(z) > Hy(z) paratodo z € R*, (124)

Porque en la construccion de ¢ pedimos que df_lss > v, donde v, > 0 cs
un real dado, digamos v, = vy, podemos encontrar iz > 0 tal que

ur+—1—>df_,(55—p) > vr.
2n
Por la observacion (I) a la construccidn de ¢, podemos tomar cualquier
nimero en (0,8s) en lugar de fis sin que cambien los otros nimeros elegidos
para la construccién de @, y por tanto el valor de ¢(1 + bs). Asf pode-
mos tomar jis = p. La funcidn Hg obtenida con estas elecciones en la
construccién de ¢ satisface (124) y

max{In(1 + 55),(1;"_‘(55 — jis)} comoen Aj ver (117)

max{8s, i, (8 — fis)}
| 1
—_<
vt + 2n " n

Vg

IN

Por tanto |
‘ 0<V’r<l/s<—..
n

1



84,7 Demostracién del teorema 4.3.1.

Sea S € R*M una hipersuperficie de tipo contacto restringido, como en
el enunciado del teorema 4.3.1 i.e. Stiene la propiedad geométrica

af < S < f¢ (125)

[

donde ¢ ¢s un elipsoide de la forma ¢ := {z € R*N : ¥, LJ“:;*-E =1} con
0<r,...tn ya,0>0. ‘

Tomemos w; = ;'-';, y reindexemos {wy,wq, ..., wn}= {wi,Wiz. Wiy,
Waly -« 1 Windy |y donde ly++ 41, = N, ylos w;; satisfacen quew;, x, [wiy i, €
Q siysdlosi i) =1y, para 1 <1ty,1, <m.

Para 1 €4 < m tomemos como ' al mayor nimero real que satisface
que

wij=mnw', nij€N, 1<j<l,

i.e. al maximo comin divisor de w;,... Wiy,

Ademis la hipersuperficie S esta sujeta a la siguiente hipdtesis : Fijamos
x : B*N — R una dilatacién simpléctica transversal a Scuyo flujo in-
ducido es 3

(1) El flujo ng inducido por x es global i.e. tiene dominio R X .
Recordemos que a partir del flujo s definimos el hamiltoniano
H(z)=t sins(l,z)=2,Z€05,

y que X5 = {kT : T es un periodo de alguna solucién z(t), contenida en S,
de la ecuacion z(t) = JVH(z(t)), k € {1,2,...}}, ver 4.2.10.

Para la demostracion del teorema 4.3.1 usaremos el siguiente lema que sc
debe al Doctor Jorge lze.

LEMA 4.7.1 S tiene un nimero infinito de drbitas o X5 es discreto,
cerrado y tiene la siguiente propiedad

(*) existe ¢ > 0 tal que Zs N (s —¢,5+€) = {s} para una infinidad de
clementos s en Xg.
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Demostracidn Si S tiene un mimero infinito de drbitas entonces no hay
nada que probar., Supongamos lo contrario. Entonces existe solo un nimero
finito de soluciones periddicas geométricamente independientes, contenidas
en S, de

i(t) = JVH(x(t)) (SH)
ver 4.1, Asi hay un numero finito de periodos minimos 7i,..., T, correspon-
dientes a soluciones periddicas de (SH).

Que X5 es discreto es claro. Fn efecto si suponemos lo contrario existiria
{s;} sucesion en Xg tal que s; # sjy1, 8; — s € Xg. Por lo que existen
T periodo minimo y una subsucesion {s}} tales que s} — s, s} = k;T. Por
tanto s} = ctesi j >> 0, lo que contradice la eleccion de {s;}.

De lo anterior tambien queda claro que X5 es cerrado.

Para probar (*) procedamos por induccion sobre n. Paran =1 es obvio.
Supongamoslo valido para n y probémoslo para n + 1. Reordenando si es
necesario tomemos Ty = minigicn T, Como es cierto para n existen e
Yy S1,82,... tales que X(Ty,...,Ts) N ((si — €0, 8 + €0) \ {si}) = @,donde
2T,...,T,) = {kT; : 2 < i < n, k € {1,2,...}}. Como sy,sy,... son
miiltiplos de T3,...,T,, podemos tomar una subsucesion s; = p;T, con el
mismo T. LLamemos T} a este T, asi s; = p;13.

Si el resultado es falso para n+1 entonces para todo € > 0, € < ¢y, existe
N(e) tal que (T — €,p; Ty + €) contiene a kiTy, para i 2> N(c) (ki 2 pi) y
’C.‘T[ # p.‘Té.

Podemos suponer que para todo k',k con 1 <k < n, k' € {1,2,...} se
ticne que kT; # k'T;. En efecto si kTy = KT} entonces tomando ¢ < -gé
tenemos que

m
l k.'Tl - p.'Tgl |= '1—’;2 | ’Cgk’ —p.-k |S €

k1

k! — <f_<_.

= 'L.k p|k|___T2’__2
5 k=B g kn=pny=s,

lo cual es una contradiccion a la eleccién de k7).
Reindexemos {T5,...,T,,} de tal forma que T3 = Tj. Ahora hay dos

Casos;
CASO 1 Si kTy # k'T; paraj=3,...,n, 1<k <n, k€ {1,2,...}.
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Sea ¢ < min{%,c(,,%min{l kT, — K'T; | para todo A, k,j 22 con | £
k<n kefl,2.. }}}.

Para i > N(¢), consideremos &1y, (ki + DT, (ki +n)Ty con | KTy -
pl) <L e

Ahora si para algin [,2 < j < n, 0 <r < a,se tiene que | (k + )7, -
IT; |< ¢ entonces | (k + q)Ty — pTj [> ¢ paratodor < g <nyp > 1 En
efecto si no fuera e} caso enlonces

[=r)Tv = (=015 | < [(ki+r)To =115 [+ | (ki + ) T2 = pT; |
< 2

lo ¢nal contradice 1a construccién de «.

En particular no hay miltiplos de T en las e-vecindades de (k; 4 )T,
r=1,...,n. Sien estas vecindades sdlo hay un nimero finito de multiplos
de {13,...,1.} entonces la sucesién (k; + 1)T) es la que prucha el resul-
tado. Ahora si hay un nimero infinito de miltiplos de {73,...,7,} en las
e-vecindades de (k; + 1)1} entonces llegamos a la siguiente situacidn: para
i 2 N' existe ; con | [T — (ki + 1)1} |< c. De lo cual se sigue que no hay
mitltiplos de T} en los e-intervalos alrededor de (k; +2)T1,. .. (ki + )11

Tomando la sucesion {(k; +2)} o sélo hay un niimero finito de mitiplos
de {T4,..., 1.} conlocual {ki+2} esla sucesién requerida o (tomando una
siibsucesion) existe 13 con miltiplos de T} en las e-vecindades de (k; +2)7).
Por la construccion 13 # 13, T3. Se toma entonces la sucesion {(k; +3)14},
la cual es la xequerxd.m 0 exnste i # 1,1, 1.

Queda claro que antes de llegar a (ki + n)l. hay una sucesion (k; —I s)Ty
sin miltiplos de T}, j = 2,... ,n.

CASQ 2 Si kT, = K'T; pam algin j € {3,...,n}, 1 £} < Ic <n
(recordemos que Ty < T} )

Sea ¢ < min{L, {', min{| k1) - k7T; |: para todo &y, k},7 > 2 con
1 €k <k £ n quitando los pares (ky, k}) que son miltiplos de (k, k')
para 7 = §, y todos los j's con esa propiedad }}.

Alora si en la construccién anterior se toma

DRy ’—1'k|=| (ke + )T = LT 1< €

k

lkT, 1
kg X < =

= | (ki+ )k =Lk T_2 1,_2
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Por tanto (k; 4+ r)k" = Lk y (ki 7)) = LT} es decir que quitando (k)T
del c-intervalo con centro en (k; +2)7T) tenemos que no aparece 715,

Por otra parte, no hay otros multiplos de 7 en los e-intervalos alrededor
de (ki + )T\ con 2 < q < n, ya que si este fuera ¢l caso entonces

| (g=r)Ti= (=0T 1S (ki) Ti= b5 | | (kb)) |=) (k) T35 |

De donde se sigue, por la construccién de ¢ que (ki, k}) no es un miltiplo de
(k, k') y esto contradice la construccion de ¢, o (ky, k1) cs miltiplo de (k, k')
y en ese caso cl lado izquicrdo es 0 y pT; = (ki -+ )7y es decir no afecta la
construccidn (ya que se quita el centro del intervalo). o

Tomemos como d? al j-ésimo elemento de Ze={km?: 1 < i< Nk €
{1,2,...}} al ser ordenado de manera creciente, repitiendo sus elementos de
acuerdo a su multiplicidad i.e. un elemento se incluyc en la sucesion tantas
veces coino puede ser obtenido en la forma kmr?, 1 <i < N, ke {1,2,...}.
Por cjemplo
e Sin=..=ry=1ie &= 8"" centonces df = ... = dfy = =,

d;v_’_l':... 2N——27r,...

e Siry,...,ry tienen la propiedad de que r?/r? d Q para i # j. Entonces
para cada j € {1, 2 ..} existen k; € {1,2,...} y I < n; <N tinicos
tales que d‘ kjmrl yde = d‘, donde (df) es la sucesion estrictamente
creciente obtemda al ordenar los elementos de Y.

Observemos que la situacién geométrica (125) puede ser reescrita como

(<S<T.

donde

N 324 g2
T : ={a:ER2N:E——-———~—~a"+a"+N=1}

.‘..1 (Bri)?
L S feeRW Y S gy
¢+ o= & (any }
Y notemos que:
& =c’d} y df =p4d. (126)
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Para la demostracién del teorema 4.3.1 usaremos las familias de funciones
hamiltonianas Asy Apm , M € {(,T}, las cuales fucron definidas en 4.5
y 4.6 respectivamente ( donde ¢ tendra la propiedad de que sus semicjes
satisfacen que 1y < ... <ry,y quer?/ri g Q parai#j,y S tendrd la
propiedad de que Xy es discreto y cerrado, por lo que puede ser ordenado en
una sucesidn estrictamente creciente (d5)%2;). Ademds se exhibié que estas
familias de hamiltonianos tienen las siguientes propiedades (para un natural
Jo>0 yunreal £ >0 dados ):

4 (a) (A2 ) Sea Hy € Apm . Lafuncién fp que interviene en la definicion
de Hap (ver (83) ) es de la forma

Im(s)=1oe’, i (0,00) = [0,00) de clase C* con $(0,1] = 0.

(b) (A3) SiHpm € Apm  entonces los valores cjy,, son valores criticos de
¢u,, para 1 < j < jo. Ademas

Citip = M;
¢l cual es un miximo absohrto

M; := sup dMs — y(s)
50

que sc alcanza en (1,1 + vm), ym(Hm) =vm > 0.

(c) (A3) Si Hs € Ag entonces, para 1 < j < jg, los valores ¢y son
valores criticos de ¢y, . Ademds existe vs(Hs) = vs > 0 tal que si
0 < ¢;u1s < df (1+vs) entonces podemos encontrar z;(t) punto critico

de ¢y, tal que

Cidls Pns(z;),
z;(t) € S, para todo ¢,
0<e<vs y 0<Hs(z;)=cle<vs paral <j < jo,

donde ko(Hs) = ko 2 jo s un nimero natural que tiene la propiedad
de que dif > k.

Ademds para i # 7 si e”9A(z;) = e”9A(x;) entonces S tiene un
ntmero infinito de drbitas, 1 <4, < .
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(d) (A4 ) Dado n natural es posible encontrar hamiltonianos Hy € Ay y
Hs € Ag tales que vy < ws < 1/n, donde vy es como en (b) y vg cs
como en (c), y

Hs(z) > Hr(z) para todo = € R*,

Un resultado similar puede ser establecido para las familias As y A,
de la signiente manera:

dado Hg € Ag es posible encontrar II; € A tal que

Hi(z) > Hg(z) paratodo z € ™™,

I%s importante recordar la definicion de los valores de minimax, ¢;,, N €
{S,¢, T}, a que se hace referencia en (A3 ) y (A3).

Cipne = inf sup T
ik zer, zE[Z iy (2),

donde I'; 1= {Z C E : Z es S'-invariante , cerrado y 45, (2) > j}. Asi I
depende del pseudoindice L, el cual se definié en 2.2.1 usando el grupo I’
, ¢l cual a su vez depende de un subespacio vectorial F |, subespacio que en
nuestro caso estd determinado por el niimero jy, para mayor detalle ver 3.4.7.

Demostracién del teorema 4.3.1 Sca Scomo en el enunciado, Asi

S tiene la propiedad geométrica
(<S<TY

donde
T : ={zeR":

z +‘7| N _
(a =1}

:l: + $,+N - 1}
rl

¢ : ={wER2N

Si S tiene un nimero infinito de orbitas entonces no hay nada que pro-
bar. Supongamos lo contrario. En este caso 4.7.1 nos garantiza que Ys e
discreto, cerrado y tiene la propiedad
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(o) existe ¢ > 0 tal que 5N (s = ¢,;5 +¢) = {s} para una infinidad de
elementos s en Xy.

Notemos que ¢stas fueron las hipdtesis sobre X's bajo las cuales se construyé
la familia Ag. ’

2l 4
]

Supongamos que los semiejes de € satisfacen

o r}/r} €/ Quparai#j,conl <ij <N Eneste caso ' = 1/r},
| i< N, donde w' es como al inicio de la seccidn,

Por lo que podemos usar las familias A¢ y Ar.

Sin perdida de generalidad supongamos que ry < ... < ry. Tommamos
como jg al inico natural que satisface que d?o =7mrd yk = ﬂ’dﬁo.

Sea 0 < 8 < 1. Debido a la propiedad (d) podemos encontrar hamilto-
nianos Hy € Ay y Hs € As tales que

6 6
vy Swg < min{m, :1-}
Jo

Hs(z) > Hy(z) para todoz € RV, (127)

Debido a la propiedad (b) tenemos que para 1 < j < jo los valores criticos

Cidly = sup{d}si_. ¥(s))
ol
)
T
< d; + 1

Por tanto 5
Cf-"T S dT + -,

1
Ademis
sty < d};(l +vy) porquej <oy (df)?;, es creciente
= Ad(1 +vr) por (126)
< dfo(l +vg)  por la eleccion de kg( ver (c)), & y vs.
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Por tanto
€ Hy < d‘;:o(l 4- lls).

Observemos que de (127) se sigue que

durs(a) = / Hs(z(U)dl < / e ((0))dt

=t ¢"T(.’L') para toda curva 2 € IS,
De donde tenemos que para 1 €7 < jo

Cile = mf u < inf sup
s = guf supdng(e) < inf sup gy (z)

= c]»”T
Por tanto
Gats S Y Cins Sdp(L+vs) 1<) <o

Asi por la propiedad (c) tenemos que para los valores criticos ¢; . existe z;
p prop q ills i
punto critico de ¢y, tal que

Gas = dns(e;),
z;(t) € S, paratodo t,
0<e¢<wvs yO0 < Hg(zj)=cle<vs paral £j < jo.

Nuevamente debido a la propiedad (d), usando las familias A; y Ag,
podemos encontrar un hamiltoniano Hy € A, tal que

He(x) > Hs(z) para todo z € R*M,
Por la propiedad (a) y la propiedad (b) tencinos que para 1 < j < jy los

valores criticos
(
dj < Gl

Ahom como He(z) 2 Ils( :) > Hy(x) para todo € R*M tenemos que

)
& <cin < Gy Sy Sdf + i

¢ ! r 6
= dj <CHg = ¢Ils(""'j) = A(.L'J) - /0 [IS(.‘lf]'(l))(” < (1]« + :1-

147



Por tanto 5
&< Az;) <df +5, 1<j <o (128)

Por tanto sdélo nos resta tomar ¢ = §/2 y los submdlces i edccua(los
Tomemos los subindices jy,...,jnx que satisfacen que dJ ari,.. ,d
ark. Asi reindexando y tomando como el indice el subindice de la j tonunm
que existen xy,...,zy drbitas periddicas, de periodo 1, que satisfacen

2 2
T s M) <Ela

y
() € 5, 0<¢g<e
£AS0 2
Supongamos que € es un clipsoide de la forma
¢:={ecR": Zf-ifﬁ'—’l 1) (129)
=1 |

con 0 < ry,y.. TN

Como al inicio de la seccion tomemos w; = —7, y reindexemos {wy,wy, ...,
WN} {wx h‘blm---;wl lnwlla"')wm 1.,,} donde L4+, =N, w.,,k,/w«;.k; €
Q sty sdlosi iy =1y, para 1 < iy,13 < m,

Para 1 < i < m tomemos como w' al mayor nimero real que satisface
que _

wij =nigw, n; €N, 1<j<,
i.e. al miximo comin divisor de wy, ... ,w;y.

Nos serd de utilidad reindexar también los r?, 1} i = 1/wij, y preservar la
correspondencia que se establece entre el doble indice y ¢l indice original, a
la cual nos referiremos por f(i, ;).

Ahorasea 0 < 7 < | y tomemos nimeros reales 0 < 7,7, con 1 <i <
m, ) <j<l 4+, = N, tales que satisfacen

*Para 1< j <, 1 1< m setiene que 0 < n,-'ja’w(r?‘j -fl)<ry
0 < nijfn(fl, —rl) <.
* Si 75 [Fog € Q 0 fiyj/fig, € Q entonces &) = iy, ji = jp, para
! Sjlvs. L 1 S j') S iiﬂ ] S il)iZ ..<.. m.

e
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ok ok d‘: = kya*ri? " dY ,,ﬂ'znf',?lp donde k, y @, satisfacen que df, =
k i 1< p < Joy

n?

y donde los elipsoides ¢ y T se definen como en (129) usando los mimeros
{oFi ;hcictagion ¥ {Pfiiheichagiem ¥ la correspondencia f para rein-
dexar.

Elijamos los N subindices p de df, adecuados para este case. Scan
PLL 2 P P -y Pyt b2les que

pii < pign 18i<ly1<ism,
3 — .2
dp“ = 111'17”"],
¢ — .2
o (G LAWY
— 2
df,, , = Ny,
3 —_ 2
Pt Nin s T mdm*

Sea jo = mMax{P11s P12y oy Prin Pads e+ s P }» Y tOmemos en (*) 7 = 6/2,
Por lo probado en el caso 1, usando los elipsoides { y T (posible por (¥*)),
de (128) al tomar los indices adecuados ,p;j, para este caso tenemos que

existe § = - < 6 para la cual hay |, +... + I, = N drbitas periédicas, de
perxodo 1, z, Iyer oy T2y - Emd tales que z;5(8) € S, para toda ¢,
0 < €, < ¢, y satisfacen

€
df,” - 5 A(.’tw) (1:” + -

Entonces

n.,n%rr,l —% < A(z;;) € nijfPrit, + 5 por (***) y la eleccidn de p;
= (ngalml 1) - % < Alziz) € (nigBimd; +7) + % por (*)

a’n € fr ¢ . p

(—u—’.—— -7)- 5 < Alzig) £ (:'— +7)+ 5 por definicién de w'.
Como 7 = €¢/2 tencmos

2
%)_7:_£<A(J”)<-——4 (, 1<j<,1<is<m



Por iiltimo notemos que: cn el primer caso
o sii#j entonces e A(z) # e™ A(z;),
y para el segundo caso
o si(i,5)) # (i2,J2) entonces e™1n Az, j,) # 7921 AZiy,5 )5

se sigue de lo que se afirmaba en (c) y que estamos considerando que S tiene
un ntmero finito de drbitas. g
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