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ABSTRACT 

Many prime and public organizations have to inade decisions about how 
locate warehouses, schools, banks branches, etc. For such problem, of great practical 
importance, there has been severa( approaches in order to solve it. Initially, the 
intents were through the use of heuristics procedures. On the other hand, to obtain 
an optimal solution the branch and bound technique can been used. However, the 
effort to get such solution has gone up as the size of the problem increases making 
the solution of real problems impractical. The mathematical programining approach 
leaned upon with decomposition techniques has analyzed the problem using two 
subproblems: The subproblem of facility location at minimun cost and the 
subproblem of detnand distribution toward the facilities at minimun cost. This 
structure has allowed to use very efficient solution methods. 

The mathematical tnodel that has been of great benefit for obtaining efficient 
algorithms, is the well-known "Fix Charge Problem" and its associated models. The 
most promising strategy until now has been the use of the so-called Decomposition 
Principie in their primal or dual implementation. In such approach the "bottle-neck" 
is the repeated calculation of the master problem, due to its combinatoria) structure 

The purpose of this work is to propose and implement a simple algorithm to 
solve the locational problem that avoids to use the master problem and outline an 
optimal solution. 

The main contribution of this research is an algorithm that fulfills the purpose 
previously described. This algorithm incorporate the Benders decomposition 
technique and the separable Lagrangean relaxation in a same scheme, that results in 
the succesive solution of two transpon type subproblems solved using a ping-pong 
process. This allows to get a tnethod that results simple and efficient compared with 
those reponed in the literature. 



RESUMEN 

El problema de localización se presenta en muchas organizaciones grandes y 
pequeñas, públicas y privadas; que tienen la necesidad de ubicar geográficamente 
algún tipo de servicio, como por ejemplo: escuelas, almacenes, estaciones de 
gasolina, clínicas de salud, sucursales bancarias, etc. Para este problema de gran 
importancia práctica, se han propuestos varios puntos de vista para resolverlo. 
Inicialmente, los intentos fueron a través del uso de procedimientos heurísticos. Con 
el propósito de optimizar al problema, se ha usado un proceso de ramificación y 
acotamiento, en donde consideraciones de cálculo han ido en contra para la solución 
de problemas relativamente grandes, generalmente de uso práctico. La programación 
matemática apoyada fuertemente con las técnicas de descomposición, a través de las 
cuales, el problema puede ser analizado como dos subproblemas interrelacionados: 
la localización de costo mínimo para los servicios y la distribución a costo mínimo 
de la demanda. Estructura que permite el uso de técnicas y métodos de solución muy 
eficientes. 

La formulación matemática que ha sido de gran beneficio para la obtención 
de algoritmos de solución eficientes, es el denominado "Problema de Cargo Fijo". Y 
la estrategia de solución más prometedora hasta la fecha, es el uso del "principio de 
descomposición" en su forma primal o dual, con el consabido "cuello de botella" que 
representa el cálculo repetido del denominado "problema maestro", el cual es de una 
compleja estructura combinatoria. 

El propósito de este trabajo es el de diseñar e implementar un algoritmo que 
resuelva en forma óptima el problema de localización de servicios, que evite utilizar 
al problema maestro en su esquema de solución y que además, sea simple en su 
manipulación. 

La principal contribución de esta investigación es la obtención de un 
algoritmo que cumple con el propósito anteriormente planteado. La estrategia de 
solución se basa en la incorporación de la descomposición de Benders y la relajación 
Lagranjeana Separable en un mismo esquema cruzado, unificación que resulta en la 
solución sucesiva de dos subproblemas del tipo transpone en un proceso de ping-
pong. Hecho que permite obtener un método de solución sencillo y eficiente, 
comparado con los reportados en la literatura. 
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INTRODUCCIÓN 

Muchas organizaciones grandes y pequeñas, públicas y privadas, se enfrentan 
a decisiones de localizar: estaciones de bomberos, clínicas de salud, almacenes, 
sucursales bancarias, escuelas, cajeros automáticos, etc. En tales problemas la meta u 
objetivo es encontrar la ubicación geográfica que minimice costos en algún sentido, 
los cuales pueden ser considerados como: pesos, número de usuarios perdidos, 
promedio o peor tiempo de respuesta, desigualdad social (algunas veces cuantificada), 
o alguna otra medida. La demanda que requiere acceso a los servicios está esparcida 
sobre toda el área de estudio y el costo es una función de la distancia o tiempo de 
viaje, entre cada punto de demanda y el servicio que la atenderá. Normalmente 
mayores distancias significan mayores costos, pero si se desea localizar un servicio 
no deseable, tal como un depósito de basura o una planta de energía, el objetivo 
inverso puede ser necesario. 

La localización de servicios con frecuencia toma lugar en el contexto de un 
sistema de comunicaciones, transporte o transmisión, los cuales pueden ser 
representados para propósitos analíticos como redes, donde los nodos pueden 
representar poblaciones, terminales, etc. y los arcos carreteras, tubería, calles, 
cableado, etc.. Algunos modelos (continuos) permiten localizar a los servicios en 
cualquier parte del plano y otros más (modelos discretos) restringen la posible 
localización a un conjunto finito de sitios previamente considerados. 
Los modelos de localización planares (continuos), generalmente tienen soluciones 
que son simples, comprensibles y reveladoras de la estructura del problema, pero los 
supuestos que se hacen en general no son muy realiltas. En particular, estos modelos 
no se adaptan bien a muchos problemas que tienen una estructura reticular y pueden 
ser muy difíciles de resolver, cuando la localización de los servicios está limitada a 
cierta región del plano. Los modelos de localización discretos en redes tienen la 
ventaja de que su estructura se puede adaptar a un gran número de aplicaciones y son 
fácilmente conceptualizados, además de que la medida de distancia utilizada es la 
denominada ruta más corta, la cual le viene bien a un gran número de aplicaciones. 
Sin embargo las grandes debilidades en estos modelos, han sido la poca variedad de 
funciones de costo para las cuales se ha analizado y la existencia de problemas en los 
que el grado de complejidad aumenta al analizarlos como una red. Los modelos 

discretos han atraído fuertemente el interés porque en ellos generalmente se tiene un 



Introducción 

trabajable balance entre simplicidad y verosimilitud, son extremadamente flexibles 
porque permiten elegir cualquier medida de distancia y cualquier conjunto finito de 
sitios, como localizaciones factibles. Sin embargo una debilidad en estos modelos es 
que su solución puede ser un asunto dificil y complejo, que con frecuencia revela 
poco acerca del problema. 

El principal propósito de esta investigación es el tratar de eliminar esta 
debilidad. Por lo cual nos proponemos desarrollar una metodología para resolver 
los problemas de localización discretos, que facilite y simplifique la solución de los 
mismos. Específicamente, deseamos diseñar e implementar un algoritmo que 
resuelva en forma óptima el problema de localización de servicios, que evite utilizar 
al problema maestro en su esquema de solución y que además, pueda contener 
restricciones de demanda y adicionales, sin que esto incremente mucho su 
complejidad. 

Este trabajo se desarrolla como sigue: En el primer capítulo, se presenta el 
análisis clásico del problema de Localización de Servicios que es el de ubicar 
geográficamente algún tipo de servicio, de tal forma que se minimicen los costos de 
traslado de las unidades de servicio a los centros de demanda. Y se presenta un 
enfoque alternativo; es decir corno dos subproblemas interrelacionados, el de 
localización de los servicios y el de distribución de la demanda, estructura que facilita 
su análisis y permite introducir ciertas variantes que lo hacen más interesante. 
Además, se presenta las tres principales formulaciones matemáticas con las que se 
cubre una amplia gama de problemas de aplicación. Como son, los problemas de 
localización sin restricciones de capacidad, los problemas de localización con 
restricciones de capacidad y los problema de localización con restricciones de 
capacidad y adicionales. Quedando sin tomar en cuenta variantes como: Localización 
de Servicios en Multiperiódo, con Multiservicio, con Economías de Escala, etc.; que 
pudieran ser interesantes en la práctica, pero que no son consideradas en nuestro 
trabajo. 

En el segundo capítulo, se presenta una revisión de los trabajos más 
significativos, que han contribuido de manera sustantiva al presente estado del 
conocimiento. El enfoque se hace con base en las formulaciones del primer capítulo 
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y no se les intenta dar alguna prioridad. Es decir, se presenta una forma de evolución 
taxonómica, para mostrar como la investigación de operaciones ha impactado en la 
planeación y diseño de sistemas de localización. Así como ciertas áreas potenciales 
de mejoramiento, mismas que han servido como punto de partida del trabajo de 
investigación que se ha desarrollado. 

En el tercer capítulo, se presentan las bases teóricas a partir de las cuales se 
desarrolla la presente investigación. Se presentan los fundamentos teóricos del 
algoritmo de Descomposición Cruzada, que es el más significativo, ya que propone 
una nueva estrategia para la solución del problema, basada en la unificación de la 
descomposición de Benders y la relajación Lagrangeana en un mismo esquema, 
explotando simultáneamente la estructura primal y dual del problema. Estrategia que 
permite resolver dos subproblemas más pequeños, incorporando un proceso iterativo 
de "ping-pong" entre ellos. Además también se presenta, un nuevo esquema de 
relajación denominado "Relajación Lagrangeana Separable", por medio del cual no se 
pierde alguno de los conjuntos de restricciones originales especialmente 
estructurados, esto permite poder identificar estructuras ocultas especiales, además de 
tener una modelación flexible. 

En el cuarto capítulo, se presenta la aplicación de los conceptos teóricos del 
capítulo anterior al problema de Localización de Servicios, estableciendo la relación 
que existe entre los subproblemas primal y dual, los cuales pueden verse como 
problemas maestros relajados uno del otro. Además como la relajación Lagrangeana 
Separable produce mejoi'es cotas, el proceso de análisis con esta estrategia se 
establece bajo el siguiente esquema: Inducir la separación del problema en 
subproblemas independientes, capturar las diferentes características estructurales del 
problema, obtener cotas más fuertes, identificar las partes del problema que pueden 
ser separadas, reemplazar las variables por copias en cada parte o sustituir nuevas 
expresiones, dualizar la copia de las variables o la expresión de sustitución. Estrategia 
que al aplicarla al problema de Localización permitió obtener un algoritmo mucho 
más sencillo y práctico para resolver el problema propuesto. Obteniéndose una serie 
de conclusiones que consideramos contribuyen de gran forma al estado actual del 
conocimiento. Por último, se presentan ejemplos donde se aplica el algoritmo 
obtenido para demostrar la superioridad del mismo. 

3 



I. El Problema de Localización de Servicios 

El problema de localización es muy antiguo, de la literatura matemática se 
tiene que: Cavalier (1647), consideró el problema de determinar un punto cuya suma 
de sus distancias a tres puntos dados, sea mínima. Tedenat (1810), resolvió el 
problema pero considerando n puntos. Steiner (1837), estableció las condiciones 
necesarias y suficientes para un mínimo. La aplicación se presenta con los trabajos de 
A. Weber (1929) y W. Isard (1956), para la localización industrial. Sin embargo, solo 
hasta los trabajos de Kuhn (1963), se pudo considerar al problema completamente 
tratado y resuelto. En la actualidad, al problema se la ha vinculado fuertemente con 
las técnicas de optimización a través del denominado "Problema de Localización de 
Servicios", el cual ha ofrecido y ofrece un gran potencial para modelar problemas 
donde se tenga que ubicar geográficamente uno a más servicios, para atender a un 
conjunto de usuarios. Entendiendose por servicio: un hospital, un distrito político, 
una escuela, una fábrica, una estación de policía o de bomberos, una sucursal 
bancaria, etc. El problema general de localización de servicios, se puede establecer 
como: "Dada la localización de cada usuario, su demanda y los costos ( tiempo, 
distancia, etc. ) de transporte en la región de interés. Determinar el número de 
servicios, la ubicación geográfica y la capacidad de cada uno de ellos, de tal 
forma que se optimicen costos de transporte, costos de funcionamiento, costos 
fijos de instalación, etc." 

Este tipo de problemas de gran importancia práctica, puede ser analizado desde 
otro punto de vista, es decir, como dos subproblemas interrelaclonados: El 
subproblema de encontrar la localización de miniMo costo para los servicios, y el 
subproblema de distribuir a costo mínimo, la demanda a los servicios . Estructura 
que permite el uso de técnicas y métodos de solución muy eficientes, además de 
poder introducir ciertas variantes que lo hacen más interesante. La naturaleza de los 
dos subproblemas será discutida brevemente. 

Subproblema de Localización. 
Si los centros de demanda son agrupados según el número de Unidades de 

Servicio que se desean instalar, entonces sólo se tendrá un conjunto de M 
subproblemas de localización de un solo servicio, 
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El problema de localización de servicios 

Subproblema de Distribución. 
Dada la localización fija para cada una de las M unidades de servicio, el 

subproblema de distribución es encontrar la asignación de la demanda a las 
unidades de servicio. 

Como las unidades de servicio para el subproblema de distribución son 
establecidas, es posible considerar las siguientes variantes para la función de costo de 
las unidades de servicio. 

• CARGO FIJO SIMPLE.- Si se tiene un costo fijo f, asociado con la unidad de 
servicio i y no se tienen restricciones de capacidad, entonces el costo total de 
la unidad de servicio es establecido como E, fi  y la distribución óptima no 

tiene mucho problema, puesto que solamente se asigna a cada sitio de demanda 
el servicio más cercano. 

• CARGO SIMPLE CON REST'RIC'CIONES - Si existe un costo fijo f, y un 
tamaño máximo a, asociado al servicio i , entonces el problema se transforma 
en uno de transporte. Es decir se tiene una capacidad de suministro a, en cada 
servicio para atender la demanda de los destinos. 

• LINEAL CON Y SIN COSTO FIJO.- Si la función de costo de la unidad de 
servicio, es de la forma: 
Pi(x,) = f, + c, x, 
donde x, representa la capacidad de generar flujo del servicio 1, c, es su costo 
de distribución y f, el costo de establecer el servicio i .El subproblema de 
distribución puede establecerse como el de cargo fijo simple, formando una 
nueva función de costo de la siguiente manera: 
c;, = 

donde c',1  esta formado por el costo de distribución más el costo fijo de signar un 

centro de demanda j a la unidad de servicio i más cercana . 

• CONVEXA LINEAL POR TRAMOS.- Si la función de costo del servicio es 
convexa lineal por tramos, entonces el subproblema de distribución tiene la 
estructura del problema de transbordo, el cual puede ser resuelto con técnicas del 
modelo de redes. 



El problema de localización de servicios 

FUNCIÓN ESCALÓN.- La figura (1) es un ejemplo de una función de costos 
para la unidad de servicio, la cual se incrementa en escalones (pasos) finitos. 
Esta función puede ser utilizada cuando se tiene libertad de elegir diferentes 
tamaños de servicios, de una relación disponible de modelos, lo cual sucede con 
mucha frecuencia en la vida real. Para esta función el subproblema puede ser 
modelado como uno de programación entera 0-1. 

 

C3 

C2 

C1 	 

      

       

Costo de 
le U. 

de Servicio 

      

      

       

        

dmammumm .memiormalo gl 

S1 	S2 	S 

Temerlo de le U. de Servicio 

Fig. 1 Función de costos escalón 

Una pregunta que puede surgir en este momento, es la debida al hecho del 
porqué limitamos nuestra atención a modelos en los cuales cada punto de demanda es 
atendido por el servicio más cercano. Una razón es debido a nuestro interés por los 
modelos prescriptivos de la investigación de operaciones, más que en los modelos 
descriptivos característicos de la geografía y de las ciencias regionales. En estas 
ciencias generalmente se quiere explicar o predecir la interacción entre las unidades 
de servicios y los centros de demanda, mientras que nosotros queremos de una forma 
óptima, localizar los servicios y asignar a ellos los usuarios. 

Cuando lo principal es optimizar el costo, la forma más natural de asignación 
es aquella que establece atender la demanda por el servicio más cercano. De esta 
forma en nuestro estudio no se utilizará la forma descriptiva que frecuentemente usan 
los geógrafos y analistas regionales, la cual fue emprendida en un esfuerzo para 
dirigirse a un problema de fundamental interés para ellos, como es el de tratar con 
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El problema de localización de servicios 

ciertos problemas de localización del sector público en los cuales los objetivos son 
muchos y complejos, en donde las funciones que miden el costo social de manera 
comprensible son generalmente más complejas y por lo tanto requieren otro método 
de solución y sería muy ambicioso tratar de resolverlos en este trabajo. Sin embargo, 
este tipo de problemas más complejos tienden a ser asociados con situaciones en las 
cuales, las decisiones son tomadas desde oficinas gubernamentales y los modelos de 
la investigación de operaciones pueden ser una guía para sus planes y programas, 
además de introducir racionalidad dentro del sector público. 

1.1 Formulación 

En un problema de decisiones de localización, lo más importante desde el 
punto de vista práctico, es elegir la ubicación geográfica donde se deben establecer 
los servicios, de tal forma que se minimice el costo de satisfacer la demanda. Por lo 
general se tiene un costo fijo asociado por abrir o implementar el servicio y los costos 
de transporte generados por el traslado entre clientes (demanda) y servicio. 

La formulación matemática del problema como uno de programación entera, 
ha sido provechosa para la obtención de métodos de solución y la clase de problema 
entero-mixto que en particular ha sido de gran beneficio, es el denominado Problema 
de Cargo Fijo, el cual puede ser expresado como: 

Min. CX + fY 
s. a. 

X 	 , 

-IX + MY k O , 

A 2Y 	1 -b 2  , 

X10, Y=1,0 , 

donde los vectores C, f b y las matrices M, A l, A 2  son conocidos (as) y 
conformables. Los vectores X , Y son los que se deben determinar. 

Formulación general que ha sido de gran significando práctica, ya que puede 
ser usada en numerosas aplicaciones, tanto en el sector público como en el privado. 
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El problema de localización de servicios 

Una utilidad que se le ha dado es para formular el Problema de Localización de 
Servicios o Problema de Selección de Sitios, el cual tiene aplicaciones tan diversas 
como las mencionadas inicialmente, y que pueden ser modelados a partir de alguna de 
las formulaciones, que serán discutidas a continuación: 

• Localización de Servicios sin Restricciones (LSS). 
• Localización de Servicios con Restricciones de Capacidad (LSC). 
• Localización de Servicios con Restricciones Adicionales (LSCA). 

Para formalizar, considere el problema en el cual un número finito de m sitios 
están disponibles y en los cuales es posible establecer unidades de servicio para 
atender a una cierta población de usuarios, concentrada en n puntos discretos, cada 
uno con demanda Lit  Cuando una localización en particular es seleccionada, un 
costo fijo fi  es incurrido por el establecimiento del servicio y un costo variable C1  x11  
es realizado por atender la fracción de la demanda , del punto j 

1.2 Problema de Localización de Servicios Simple (LSS) 

Suponiendo que la capacidad de cada unidad de servicio es ilimitada y uno o 
más de los servicios pueden ser requeridos para satisfacer la demanda total. Entonces 
el problema consiste en decidir cual de las posibles unidades de servicio será usada y 
que patrón de asignaciones deberá ser hecho; tal que, el costo total de establecer las 
unidades de servicio (amortización de costos fijos, construcción, equipamiento, etc.) 
y el costo total de atender la demanda (transporte), sea minimizado en un horizonte 
finito de planeación. La capacidad de las unidades instaladas es obtenida como un 
segundo producto de la solución. Entonces el problema puede ser formulado como: 

e 
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tll 

Min. E Ec„ x,, + E fi  y, 
1=1 PI 	1=1 

s. a. 

E 	1, j = 

xii  1 y, , I =i,...,m 	=1,...,n (1.2), 

XI/  /O, y1 =1,0 , I=1,..,,m ,J=1,...,n. 

Donde: 
C,1  , costo de distribución del centro de servicio i al sitio de demanda j 
x,i  , fracción de demanda total atendida del lugar j, por la unidad de servicio t . 
y, = 1,0 , indica si el servicio i es abierto o cerrado, respectivamente. 

La restricción (1.1), garantiza que la demanda de cada cliente sea satisfecha, 
mientras que (1.2) garantiza que los clientes son atendidos solamente desde centros 
servicios establecidos. Note que el costo fijo j; de establecer una unidad de servicio, 
es independiente de su capacidad, lo cual es una deficiencia de la formulación. Sin 
embargo éste modelo puede funcionar bien, si un conjunto de unidades de servicio ya 
existen y el problema se define solo para considerar cual de ellas debe ser expandida 
en su capacidad. 

1.3 Localización de Servicios con Restricciones de Capacidad 
(LSC) 

Si la capacidad de cada centro de servicio fuera limitada (predeterminada), 
entonces el problema puede ser formulado como: 
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m n 

Min. E E c,, x,, +E fi Y, 

=1,„,,n 

=1,...,m , 	j 

(1.3) , 

(1.4), 

I =1,„,,m, (1.$), 

s. a. 
m 
E x,, 	= 1, 
1.1 

Xii 	S 	, 

Edi  Xii 	5 a, y i  , 
1°1 

Xij  10, y, =1,0 , t =1,,,,,n: ,j =1,..,n • 

Donde: 
C,1, x,1 , f„ y„ representan lo mismo que en el problema anterior (LSS). 
a,, representa la capacidad del servicio i y d1  representa la demanda del sitio j . 

Versión del problema que hasta ahora ha recibido la mayor atención en 
investigaciones y estudios anteriores. 

Como en la mayoría de los modelos de optimización, las formulaciones 
anteriores son una simplificación de la situación real. Generalmente existen otras 
consideraciones administrativas, las cuales pueden ser ignoradas solamente a riesgo 
de obtener una solución no óptima y por lo tanto incurrir en una pérdida monetaria. 
Sin embargo, estas consideraciones son expresables en términos de la programación 
matemática como restricciones y su introducción en la formulación es en ocasiones 
complicada y puede limitar el uso de ciertos algoritmos disponibles. Por 
consecuencia, frecuentemente son omitidas sin preocuparse del costo; sin embargo, 
cuando se toman en cuenta son formalmente etiquetadas en el modelo bajo el nombre 
de: Restricciones Adicionales. 

La inclusión de este tipo de restricciones serán de interés en nuestra 
investigación, donde algunos ejemplos pueden ser: Limitaciones de presupuesto: El 
costo fijo total de establecer la unidad de servicio, no debe exceder los fondos 
disponibles para los periodos de inversión. Recursos Limitados. (Diferente a 
presupuesto): El número total de unidades de recurso escaso tal como: equipo de 

10 
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propósito especial o personal altamente calificado, no debe exceder la cantidad 
disponible. Configuración del Sistema: El número de unidades de servicio 
establecidas en el área de interés, no debe exceder al límite impuesto por la 
disponibilidad de tierra, capacidad de construcción, leyes, geografía, riesgo, acceso o 
políticas de administración, etc., o a la existencia de localizaciones mutuamente 

excluyentes o dependientes. 

1.4 Problema de Localización de Servicios con Restricciones 
Adicionales (LSCA) 

Consideraciones de los tres tipos de restricciones adicionales anteriores en el 
problema de localización, conducen a la siguiente formulación general: 

911 

Min. E E c,, r,, +E f 
1.1 

s. a. 

E x,, 	= 1, j =1,...,n, 	 (1.6) 
i.1 

XI/ 	5 y, , 	j= 1,...,n, (1,7) 

E d x,1 	5  a, y, , i =1,...,m, 	(1.8) 
i=1 

E si,,,,x„+ 	k g  yi  5 rq  , Vj ,9EQ , 	(1.9) 

xii k O, y, =1,Ó, r=i,...,m, j=1,...,n. 

Donde: 
xii , f„ y„ a,,, representan lo mismo que en los problemas anteriores (LSS) y 

(LSC). 
so(q),b,q,r„ representan constantes correspondientes al conjunto de restricciones 

adicionales. 

Las restricciones del tipo (1.6), aseguran que la demanda de cada usuario sea 

satisfecha; la restricción (1.7), garantiza que los clientes serán atendidos solamente 
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desde servicios abiertos; la restricción (1.8), evita violar las cotas superiores de 
suministro (capacidad) de las unidades de servicio abiertas y las restricciones (1.9), 
consideran la posibilidad de imponer limitantes (restricciones lineales) sobre las 
variables x,i ,y, . En la mayoría de las aplicaciones es común no abrir o instalar un 

servicio, a menos que se tenga algún nivel mínimo de demanda. Tal cota puede ser 
establecida al introducirla en la restricción (1.9) como límite inferior. 

El uso de restricciones adicionales también es muy común en la práctica; es 
decir, como el primer término involucra a las variables continuas, puede ser útil 
controlar el flujo en la distribución. Y al considerar el segundo término, es posible 
acomodar prioridades, reglas de exclusión e inclusión, etc., en la selección de sitios 
para la ubicación de los servicios. 

El problema de localización de servicios simples (LSS), tienen el hecho 
deseable de permitir la variación en el tamaño de la unidad de servicio, para satisfacer 
exáctamente la demanda y para poder realizar algún análisis de sensibilidad. 
Recíprocamente, el problema (LSS) o (LSC) proporcionan una estimación exacta de 
los costos fijos, pero impiden obtener un costo total menor al mejorar el diseño o 
patrón de asignación (distribución), el cual puede obtenerse si la capacidad de las 
unidades de servicio puede ser aumentada o disminuida, como una función de los 
costos de transporte. Economías de escala en costos de construcción, etc., pueden ser 
muy significativas en estos problemas y deben ser consideradas si esto es posible. Un 
planteamiento en el cual se permite que la capacidad del servicio sea una de un 
conjunto mutuamente exclusivo de tamaños (cada uno con su propio costo fijo), es 
denominado: El Problema de Localización de Servicios con Diferentes Capacidades 
(LSDC). Omitiendo algunas restricciones adicionales, el problema puede ser 
formulado como: 

12 
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Min.. ZE 	+E fi Yi 
x,y 	I j 

s, a. 

E x, /  = 1, =1,...,n, 

5 	nt,i  y, ,1=1,...,m, j =1,...,n, 

Ea, y, z Ed , j =1,...,n,  

E di II/ 

x,11 0, y, =1,0 ,I=1,.,.,m, j=1,.,,n, 

Donde m, j  es la capacidad de la ruta de distribución (i,j), a, es la capacidad disponible 
en el servicio i y d1  la demanda del sitio j. El incremento señalado en el número de 

variables enteras es notable y una formulación tal, puede requerir un esfuerzo 
computacional muy grande para obtener una solución óptima, usando algunos 
algoritmos existente, De ésta forma el problema (LSDC) es una selección interesante, 
para realizar el análisis que se pretende, y establecer la eficiencia computacional del 
algoritmo resultante de nuestra investigación. 

También existen otras variantes para el problema, las cuales pueden ser de 
significancia práctica, sin embargo ellas no son de interés en nuestra investigación. 
Esas variaciones pueden ser: i).- Localización de Servicios en Multiperlódo, 
Localización de Servicios con Multiproducto, 	Localización de Servicios con 
Economías de Escala, es decir, completa no linearidad donde la aproximación lineal 
por tramos puede ser usada, 

1.5 Aspectos Computacionales 

Considerando que el problema de Localización Simple LSS es el más sencillo 
y pequeño de esta familia, a través de él pretendemos establecer los principales 
conceptos usados para caracterizar los algoritmos, para contabilizar sus propiedades y 
establecer desde el punto de vista computacional, que tan dificil es resolver 
óptimamente los problemas de localización de servicios. 
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1.5.1 Enumeración 

Cuando se pretende resolver un problema por completa enumeración, el 
esfuerzo total que se invierte en su solución consiste de dos cantidades: una fija y otra 
que es variable proporcional al número de soluciones factibles a ser evaluadas. La 
cantidad fija generalmente representa la idea de lo que se está haciendo. Si se olvida 
por un momento a la cantidad fija, la dificultad para resolver óptimamente el 

problema puede ser reformulada de la siguiente forma: Para un problema de 
optimización, llamado OPT y su familia con todos los ejemplos considerados de un 
tamaño bien definido, medidos en términos de m y n; es decir, el número de servicios 
a localizar y los sitios de demanda, respectivamente. ¿Cuál es el número de 
soluciones factibles?. 

Sea F1(OPT) el número de soluciones factibles buscadas y considere el 
problema de localización simple con p servicos abiertos, p-LSS. Entonces para un 

valor dado de p, existen 
n 

 diferentes formas de locálización, para abrir y cerrar ( 
P 

servicios, Puesto que no todos los servicios abiertos se consideran activos, es decir 
atienden demanda, es posible asignar a cada uno de los in clientes hacia algún 

servicio abierto. Entonces Fl(LSS) = 
n

pm . Cuando en el problema LSS el valor de ( 
P 

p no se especifica, se tiene que: 17  l(LSS) = Ir . Si se considera al problema p-LSS 
como activo, es decir que todos los servicios abiertos atienden demanda, para cada 

una de las n  diferentes formas de abrir y cerrar servicios, T(p,nt) denotará el ( 
P 

número de asignaciones factibles, por lo cual los p servicios abiertos pueden ser 
asignados hacia los n clientes p..n, tal que cada servicio abierto sea activo. 

Entonces Fl(p-Activo)=(
171

)7(p,n), donde 
P 

T(P) 11)= ±( -1)1"(P)i" 

Note que en un problema del tipo p-LSS no activo, para determinar una de las forma 

de abrir y cerrar servicios de entre las 
m 

 diferentes maneras que existen de hacerlo, ( 
P 

considerando además a todas las pn  diferentes asignaciones de clientes a 
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servicios abiertos, se hace necesario evaluarlas explicitamente, puesto que cada 
cliente es asignado al servicio abierto más cercano. De esta forma aún para valores 
moderados de m, n, p, los números obtenidos son muy grandes. Por ejemplo para 

m=/0, n=/0 y p=5, se tiene que (1°  510  = 295,312;500,000 PI 2 x 	, que aún en 
5 

las computadoras más rapidas una aproximación basada en una enumeración 

explícita, puede requerir cantidades de tiempo muy grandes, del orden de años. 

De esta forma se puede ver que existen problemas de localización no triviales, 
para los cuales encontrar la solución óptima no es tan simple y lo que se desea es 

tener algoritmos hábiles que puedan identificar una solución óptima en segundos. 

1.5.2 Complejidad Computacional 

Como la teoría de complejidad computacional no está totalmente desarrollada 
para dar respuestas contundentes; sin embargo, es posible establecer una serie de 
indicios y una cierta base conceptual en terminos de complejidad computacional, para 
analizar el problema de Localización Simple (LSS). 

Para este propósito, considerar a un algoritmo como un procedimiento que se 

realiza etapa por etapa, para resolver problemas en un tiempo finito de cálculo. Es 
práctica y además comunmente aceptado, caracterizar algoritmos por una medida 

relacionada a su función de complejidad de tiempo. Esto es, para un problema dado 

del tipo OPT, una familia de ejemplos prueba de tamaño q, con una duración de 
entrada y un algoritmo específico 11, se puede denotar a la función de complejidad de 
tiempo del algoritmo como fcl(q), donde esta función expresa el tiempo requerido 

para resolver el problema, para algún ejemplo arbitrario de ese tamaño. 

Obviamente fn(q) depende del equipo de computación usado y del esquema 

de codificación utilizado por el algoritmo, pero ninguno de los dos tiene algún efecto 
significativo sobre los cálculos del algoritmo. Aproximadamente fri(q) expresa el 

número máximo de operaciones elementales tales como: sumas, multiplicaciones y 

comparaciones, ejecutadas por el algoritmo para resolver algún problema de tamaño 

q. 
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Para caracterizar el orden de la función de complejidad de tiempo fli(q), se 

dice que es 0(g(q)), siempre que exista alguna constante a , tal que, Ifn(q)i 5 alg(q)I 
para toda q, y entonces nos referimos al algoritmo S2 como uno de órden O(g(q)) para 

el problema de optimización OPT Además, un algoritmo S2 con función de 
complejidad de tiempo fn(q) es llamado polinomio! ( tiempo acotado) o bueno, o 

rápido, o eficiente; si fcl(q) es de orden 0(g(q)), q=1,2,... , y si g(q) es algún 

polinomio de tamaño q. Ahora si Mg) no puede ser acotado, el algoritmo n es 

llamado exponencial. Puesto que esta definición involucra a todos los problemas, es 

posible establecer que un algoritmo es polinomial o exponencial en el peor de los 
casos. Y un problema para el cual existe un algoritmo polinomial, es referido como 

bien resuelto. 

Para ejemplificar considere algún problema OPT, un algortimo fl y para 
q=1,2,... suponnga que frl(q) = 7q 5  +3q2  +log q. Así g(q) = qs  y ifcl(q)i 5 10g(q), 

entonces, S2 es de orden 0(q5) y por lo tanto un algoritmo polinomial para el 

problema de optimización OPT. 

En contraste a los problemas de optiinización, ahora nos referiremos a los 
"problemas de decisión ir" como los que tienen dos posibles resultados: si/no. La 

teoría fonnal de los problemas NP-Completos, se basa en el concepto de máquina de 

Turing detenninística y no detenninística, diseñada para proporcionar respuestas de 

tipo si/no a problemas de decisión puestos en "lenguaje de reconocimiento". Entonces 

para un "alfabeto" y un "lenguaje" dados, una entrada consiste de una "cadena" finita 

de símbolos del alfabeto y es aceptada por la máquina, es decir resuelve el problema 

de decisión, si y solo si, pertenece al lenguaje. 

Si se considera como cadena a los datos del ejemplo y como lenguaje a un tipo 

de problema o al conjunto de todos sus posibles ejemplos. Entonces un problema de 

decisión verifica la factibilidad de los datos del ejemplo para un tipo de problema 

dado y se dice que pertenece a la clase P, si la factibilidad o no factibilidad del 

mismo puede ser determinada, por algún algoritmo en tiempo polinomial. Así 
iZ(LSS) E P si, para algún valor dado m, n, C, f k, es posible en tiempo polinomial 

confirmar o rechazar su membresía al conjunto de ejemplos factibles. Actualmente no 
se conoce si n(LSS) pertenece o no a P. Sin embargo, es posible considerar que 

pertenece a la clase NP, la cual puede ser caracterizada de la siguiente forma; Para un 
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problema de decisión y la factibilidad implica la existencia de una estructura 
apropiada S, asociada con y. Si la longitud de S esta acotada por algún polinomio de 
longitud y , y si para valores de (y,8) dados, se puede afirmar la factibilidad de S en 
tiempo polinomial, entonces para este problema de decisión, es posible establecer que 
pertenece a la clase NP. 

Para ver lo anterior considere el siguiente ejemplo, sea el problema y definido 
por nt, n, C, f k; entonces y puede ser considerado factible si es posible asignarle 
valores 0 o 1 a todas las variables y„ x,1  en la formulación del problema entero de 

LSS; tal que, todas las restricciones sean satisfechas y el valor de la función objetivo 
no exceda de un cierto valor k. Aquí la estructura S asociada al problema de decisión 
y, es un vector 0-1 con n+nin elementos, que representan los valores de las n+mn 
variables y, , x,i . Entonces, una conversión binaria de S es de longitud n+mn, la cual 

tiene el mismo orden que la longitud de y. Para afirmar la factibilidad de 8, o sea para 
verificar que S satisface las restricciones y que la función objetivo no excede al valor 
k, se requieren cálculos del órden n+-mm. Y como ambas condiciones satisfacen a sus 
miembros, se confirma que n(LSS) E NP . 

Si para un problema de decisiones n', es posible construir en tiempo polinomial 
un problema de decisiones n, tal que el ejemplo n' sea factible, si y solo si, el ejemplo 
n es factible, entonces se dice que n' es transformable a 7C en tiempo polinomial, 
Usando la notación n'ocn para indicar este proceso, es posible implicar que n' puede 
ser visto como un caso especial de 7C y en consecuencia, ser al menos tan dificil de 
rsolver como n'. Si n'ocn para todo n'ENP entonces algún problema perteneciente a la 
clase NP puede ser visto como un caso especial de 7r y llamarlo NP-Duro. Finalmente 
n es llamado NP-Completo, si 7C es NP-Duro y ne/VP. Además, si algún n'ocn , 

pertenece a la clase NP y n' es NP-Completo, entonces n es también NP-CoMpleto. 

Teorema I. El problema de localización simple (LSS), es NP-Duro. 

Prueba. Para realizar la prueba, considerar el siguiente problema de Cobertura de 
Nodos. Para lo cual, considere una red G=(N,A) donde N representa al conjunto de 
nodos y A al conjunto de arcos. Sea el problema (LSS) con el conjunto de sitios 
potenciales J=N y el conjunto de puntos de demanda (clientes) 1=A. Sea Cid= 2, si vi 
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e V es un punto final del arco al e A y sea Cu = O otra cosa. También sea, fi = 1 
para toda vi = V. Esta transformación es polinomial para el tamaño de la red. 

Un ejemplo del problema de localización simple (LSS) definido de ésta forma, 
consiste en cubrir todos los arcos de la red G, con el mínimo número de nodos. De 
ésta forma la solución óptima del problema (LSS), dá la respuesta al problema de 
cobertura de nodos. Esto prueba que el problema (LSS) es NP-Duro. En el ejemplo 

= x2  = x, =1 , xi  = O otra cosa, es una solución óptima del ejercicio de (LSS). Es 

decir, tres nodos son necesarios para cubrir todos los arcos de G. 

Fig. 2 Transformación de un problema de cobertura de 
nodos, a un problema tipo (LSS). 

Una transformación que reduce un problema conocido NP-Duro a un problema 
Q, muestra que Q es también NP-Duro. Un corolario inmediato del teorema anteior 
es: 
Corolario. El problema de localización de p-servicios es NP-Duro, puesto que al 
resolverlo para cada p=1,...,n, proporciona una solución para el problema (LSS). 
Así que el problema (LSS) es NP-Duro. 
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II. Revisión de Algoritmos Existentes, Resultados Teóricos y 
Aplicaciones 

El propósito de este capitulo es establecer una revisión de los trabajos más 
significativos, que a través del tiempo han contribuido de manera sustantiva, al 
presente estado del conocimiento. El enfoque se hará basándose en las formulaciones 
que se presentaron en la sección anterior, especificando el uso de los métodos de 
solución presentados. El orden de presentación en su análisis es abierta y no se 
intenta dar prioridad a los modelos de los que se habla. Es decir, el objetivo es 
presentar una forma de evolución taxonómica, para mostrar como la investigación de 
operaciones ha impactado en la planeación y diseño de sistemas de localización, 
Finalizando con número interesante de áreas de aplicación, para las cuales el análisis 
que aquí se presenta, es adaptable para resolver ese tipo de problemas de localización. 

Los modelos de localización, pueden ser clasificados desde diferentes puntos 
de vista, como por ejemplo: 

9.- SI la red bajo consideración (arcos y/o nodos) es con restricciones de capacidad 
o sin restricciones de capacidad 
ii).- El número de unidades de servicio o niveles (simple o múltiple). 
iii).- Los tipos de servicio, (simple o múltiple). 
iv).- La estructura de costos en la red, para los arcos y/o nodos, (lineal o no 
lineal). 
v).- El horizonte de planeación, (estático o dinámico). 
vi).- Los patrones de demanda, (determinística o éstocástica, con influencia en la 
localización, etc). 
vil).- La posibilidad de acomodar restricciones adicionales, (selección simple, elegir 
uno de un conjunto de candidatos, etc.). 

A continuación se presenta la figura (3), en la cual se resume y clasifican los 
algoritmos que han sido desarrollados, y proporciona una visión de aquellas áreas en 
donde la investigación ha sido mínima. 
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CON 	MULTI MULTI 	COSTO 	RESTECC. 	DINÁMICO CAPACIDAD 

CAPACIDAD ESCALÓN ATRIBUTOS NO LINEAD ADICIONALES 	 DEOPTIM17.4CIÓN 

Oulgnerd and Opeewonekem (1990) 	X 

Quigllsrd and tallielbees (1979) 	X 	 X 

Geofftion and Mc Beide (1977) 	X 	 X 	 X 

Cluiperd (1981) 	 X 

Comuejol, Sridhonn end Thiel (1991) 	X 	 X 

Ven Roy Ti. (1914) 	 X 	 X 

Elltoyeon and Rey (1966) 	 X 

5Plelbolll (1969) 	 X 

»muelo (1972) 	 X 

Etleenkottet (1978) 	 X 

Cobol end Eroopic (1954) 	 X 

Cimba and Semoulidie (1980) 	 X 

l'eh& and Lee (1914) 	 X 	 X 

Khurnawala end Whyberk (1976) 	 X 	X 

Wenzaweici (1973) 	 X 	 X 

Karkaeis and Boffey (1911) 	 X 	 X 

Khumiwele end Nube (1981) 	 X 	 X 

Van Roy *Ad F.rlenkotter (1982) 	 X 	X 

Name (19789 	 X 	 X 

Geoffrion end MecOride (1975) 	X 	 X 	 X 

Belachandran and J'in (1976) 	X 	 X 	X 

Guaico end Oreveo (1974) 	X 	 X 	 X 	 X 

Geoffrion, Grava and Lee (1975) 	X 	 X 	 X 	 X 

Loundy (1983) 	 X 	 X 

Lowell (1976) 	 X 	 X 	 X 

Fig. 3 Algoritmos desarrollados 
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2.1 Problema de Localización Simple (LSS) 

Estos modelos, donde se tiene capacidad ilimitada y costos lineales, han sido 
los más tratados y como consecuencia, se tiene una gama de procedimientos de 
solución. De esta forma el software asociado al problema, puede ser una buena 
herramienta de decisión en aplicaciones donde los supuestos del problema son 
posibles. Por ejemplo, puede ser útil para planear la localización de unidades de gran 
capacidad de almacenamiento, en las cuales un análisis producto por producto, puede 
ayudar para la consolidación del mismo y la decisión en la capacidad del servicio. 

Numerosos puntos de vista han sido propuestos para resolver el problema. Los 
intentos iniciales fueron a través del uso de procedimientos heurísticos. El algoritmo 
desarrollado por Kuehn y Hamburger [19631, a pesar del tiempo aún proporciona una 
forma genérica estándar, contra el cual los algoritmos diseñados posteriormente 
compiten por eficiencia computacional. Este algoritmo fue probado con una batería 
de doce problemas, utilizando las siguientes estrategias heurísticas: a).- El mejor sitio 
candidato para la localización, deberá estar cerca de la concentración de la demanda, 
b).- Soluciones aproximadas a las óptimas se pueden lograr, al abrir aquellos 
servicios; uno a la vez, que proporcionen el mayor ahorro en costo para todo el 
sistema. c).- Solamente un pequeño subconjunto de los sitios candidatos para la 
localización, necesitan ser investigados, para determinar la siguiente unidad de 
servicio a ser abierta. 

Un intento por optimizar al problema (LSS) fue hecho ,por Efroymson y Ray 
[1966], con un procedimiento brand' and bound. Al •reformular el problema, fueron 
capaces de expresarlo como uno de programación lineal, acotándolo de tal forma que 
puede ser resuelto por inspección. La ventaja obvia de ésta formulación, es la rapidez 
con la cual los problema acotados de esta forma pueden ser resueltos. 

Spielberg 11969], también aplicó un procedimiento de enumeración implícita 
al problema, pero desde diferente perspectiva. En este esquema, todos los servicios 
son inicialtnente abiertos o cerrados. En cada nodo, dos soluciones factibles pueden 
ser generadas, una de ellas se obtiene al quitar los costos fijos de algún servicio no 
usado en la solución del subproblema (con flujo cero), la otra se obtiene al resolver el 
problema de programación lineal, con todas las variables libres abiertas y las 
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restricciones enteras sobre las variables Y relajadas, entonces se redondean 
superiormente todos los valores fracciónales de la Y's. Si el mínimo de estas dos 
soluciones es menor que un cierto valor V* (valor de beneficio), entonces se hace 
V* igual al valor mínimo. 

Khumawala [1972], hizo una notable contribución a la eficiencia en la 
solución del problema (LSS), principalmente al desarrollar reglas eficientes para 
ramificación y acotamiento. Propuso cuatro criterios para la selección de la 
ramificación, lo que permitió tener una mejor eficienciencia computacional. 

Erlenkoner [1978], reportó datos imprecisos utilizando un método de ajuste 
multiplicativo y en lugar de resolver el problema (LSS), resuelve un dual condensado 
mediante el cual reduce de tal forma al problema, que solo contiene a los 
correspondientes multiplicadores de las restricciones. El procedimiento de ascenso 
dual comienza con alguna solución inicial dual, y ajusta los multiplicadores 
incrementándolos de tal' forma que, complementariamente la violación de las 
variables de holgura es reducida. El algoritmo termina cuando no existen futuros 
ajustes; es decir, algún incremento en las variables duales violaría una o a más de las 
restricciones del problema dual. 

Cabos y Erengue [1984], han contribuido con la implementación de 
penalidades positivas y negativas, para definir cotas inferiores y además con un 
procedimiento para "observar hacia adelante" y eliminar nodos, sin la necesidad de 
enumerar a todos explícitamente. 

Gizelis y Samoulidis [1980], ofrecen una variante interesante para el algoritmo 
de Efroyinson y Ray; en el cual se permite la variación del costo fijo. Kuhmawala y 
Whybark [1976], usan ramificación y acotamiento para resolver la versión dinámica 
del problema (LSS). 

Guignard [1988]; En este trabajo se propone reforzar la relajación 
Lagrangeana Separable para el problema de localización de Planta, por usar 
desigualdades de Benders, generadas durante un procedimiento de acenso dual 
Lagrangeano. Estas desigualdades son expresadas en términos de variables 0.1 
solamente y pueden ser usadas como restricciones en el problema tipo mochila. Se 
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muestra como acoplar esta técnica con un buen algoritmo primal heurístico, que 
puede reducir sustancialmente las brechas de integralidad, 

2.2 Problema de Localización con Restricciones de Capacidad 
(LSC) 

La utilización de límites en la capacidad, transforma el problema en uno con 
restricciones. 	Este tipo de modelo es de gran utilidad para el análisis de 
problemas para localización un solo tipo de servicio, donde la capacidad es una 
consideración importante, esto es, donde la administración desea colocar una 
limitante a la salida máxima para algún tipo de servicio. Hasta ahora, todas las 
formulaciones han tratado a las variables en forma continua, como medida de la 
proporción de la demanda total satisfecha por la unidad de servicio en consideración. 
Una forma alternativa de tratar a esta variable, es considerarla en unidades de flujo 
para su análisis, 

En la mayoría de las aplicaciones, no se desea abrir una unidad de servicio a 
menos que su salida de flujo proyectada (atención a la demanda), tuviera algún nivel 
mínimo. Tal cota inferior puede ser introducida al modelo a través de variables 
acotadas superiormente, límite entre los que se encuentran los suministros superior e 
inferior que proporciona la unidad de servicio, De esta forma, un simple cambio en la 
formulación permite tener cotas inferiores para el suministro (atención). 

La técnica de ramiticaciá y acotamiento, ha sido ampliamente aplicada a la 
solución de estos problemas con bastante éxito. Sin embargo, consideraciones de 
cálculo han ido en contra para la solución de problemas grandes, generalmente de uso 
práctico, de tal forma, que los esfuerzos se han enfocado para mejorar el orden de 
magnitud de los árboles de búsqueda. Esfuerzo que se ha enfocado en tres vertientes: 

• Mejorar las colas inferiores. 
• Mejorar la selección del nodo de ramificación o las reglas de retroceso. 

• Mejorar las colas superiores para generar beneficio de calidad, 
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Akinc y Khuntanwala 119771, han generalizado las reglas de acotamiento para 
el caso con restricciones de capacidad y además, adicionaron otra regla para la 
selección de nodos, la cual hace uso de dos parámetros. Específicamente, cuando un 
nodo es sondeado, el siguiente nodo a evaluar es elegido como el de menor cota 
inferior. Este procedimiento eventualmente resultará con un gran número de nodos no 
terminales en el árbol de enumeración, puesto que en esta elección se prefiere la 
terminación de niveles inferiores de nodos, antes de retroceder a los niveles 
superiores. El procedimiehto implementa un esquema de menores cotas inferiores y 
continúa hasta que el número de nodos no terminales se encuentra en un nivel dado, 
por uno de los parámetros y entonces elimina algunos de los nodos no terminales. Y 
cuando el número de nodos no terminales se encuentra en un cierto nivel, el 
procedimiento se revierte. 

Dearing y Newrich 119791, han reportado el uso de un esquema de 
enumeración implícita, para resolver una versión "cuello de botella" del problema 
(LSC), en la cual se desea minimizar el 	̀lino costo de transporte, sujeto a una cota 
superior en costo fijo. En esta variante, especificaciones de variables binarias generan 
subproblemas que son de transporte, para los cuales existen procedimientos de 
solución eficientes. 

Nauss 119781, ha propuesto un algoritmo de ramificación y acotamiento, el 
cual es muy semejante al propuesto por Akinc y Khumawala. Nauss utiliza reglas de 
fijación, las cuales reducen el número de operaciones de ramificación 
significativamente, al permitir cotas inferiores muy justas y penalizaciones derivadas 
de la relajación Langrajeana, por mantener a ciertos servicios abiertos o cerrados en 
forma fija, La relajación de un problema entero mixto, es resuelta eficientemente por 
métodos de descomposición, especialmente para una configuración fija, resolviendo 
un problema continuo de la "mochila" para cada unidad de servicio y dando un vector 
de flujos óptimo. Entonces usando los valores de la solución se resuelve un problema 
0-1 de la mochila, lo que proporciona una configuración óptima (para x fija) y una 
solución para el problema relajado. 

Kuffman, cede y Hausen [1977J, proponen un algoritmo el cual resuelve el 
problema como un sistema de distribución de dos niveles, usando la técnica de 
ramificación y acotamiento. Este procedimiento localiza simultáneamente unidades 
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de servicio de diferente tamaño y es considerado como una generalización del 
propuesto por Efroymson y Ray [1966]. El procedimiento calcula la reducción de 
costos que se puede tener 'para una cierta configuración en particular, si cada servicio 
libre fuera abierto. Puesto que, los servicios con costos reducidos positivos no pueden 
conducir a una solución mejorada, pueden ser cerrados para algún nivel inferior 
siguiente. La habilidad para realizar los cambios netos de costo que ocurren en todas 
las acciones finales, conducen hacia una cota superior de terminación (esto es , el 
resultado más optimista de abrir una unidad de servicio libre, es dado como el costo 
de la configuración corriente, menos el ahorro máximo que puede resultar de alguna 
terminación). Si el limite inferior excede al beneficio el nodo puede ser analizado. 
Los autores diseñan un problema ficticio para probar el algoritmo. 

Tcha y Lee [1984], extienden el trabajo hecho por Kaufman et.al. para el caso 
de multi-etapas (múltiple tamaño), y usan una formulación de cadenas de nodos. 
Aplican el procedimiento,  Dual-ascendente de Bilde y Karup [1977] y Erlenkoiter 
[1978], con ligeras modificaciones. Y con otros dos dispositivos, una simplificación 
de nodos y un procedimiento dual ascendente, les son útiles para acelerar la 
convergencia. El algoritmo fue probado en catorce problemas similares a los usados 
por Kaufman et.al, y fue mejor en términos de tiempo de ejecución y en número de 
nodos evaluados, 

Van Roy [1986], presenta una implementación de la técnica de 
Descomposición Cruzada de él mismo [1983], para resolver este problema. El 
método unifica la descomposición de Benders y la relajación Lagranjeana en un solo 
esquema, el cual resulta en una solución sucesiva para un problema de transporte y un 
problema del tipo (LSS). Con esta técnica logra resolver un conjunto de problemas 
prueba en un tiempo diez veces más rápido, que varias de las técnicas anteriores. 

Cornuejols, Sridharan y Thizi [1991]. Se comparan desarrollos propuestos en 
la literatura sobre el problema de Localización de Planta con Restriciones. de 
Capacidad. Esta comparación se realiza con base en resultados teóricos y 
computacionales. Y el principal énfasis es sobre los diferentes tipos de relajación. En 
particular, se identifican relaciones de dominio entre los diferentes tipos de relajación 
encontrados en la literatura. Se comparan éstos y se establece que varias de esas 
relajaciones, pueden ser usadas para generar soluciones factibles heurísticas, que 
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resultan ser mejores que las clásicas heurísticas, en términos de tiempo de 
computación y de calidad de la solución, 

2.3 Problema de Localización con Restricciones Adicionales 
(LSCA) 

Geoffrion y Mc Bride [1978], han aplicado la relajación Lagrangeana para una 
versión generalizada del problema. La generalización consiste en permitir cotas 
inferiores y superiores, en las restricciones de volumen para cada servicio. Tales 
restricciones adicionales son muy frecuentes en la práctica. Otro tipo de restricciones 
adicionales en que se pueden requerir son por ejemplo: De una lista de sitios 
candidatos para la localización, pueden ser incluidos varios lugares en la misma 
ciudad. Si la solución óptima favorece uno de esos sitios, puede ser no deseable abrir 
"uno o más" del conjunto, o al "menos uno" del conjunto, etc. Otro uso importante de 
las restricciones adicionales, es el caso donde la ubicación de los servicios contribuye 
a la demanda. Un análisis de mercado puede revelar que la participación está 
fuertemente correlacionada de alguna manera, con la localización de las unidades de 
servicio, de tal forma que, las metas de ventas pueden ser trasladadas a las 
restricciones adicionales. Por ejemplo, la estrategia de ventas puede requerir que la 
unidad de servicio sea localizada a una cierta distancia de los usuarios, para una cierta 
región de estudio. 

Guignarad y Spielberg [1979]. En este trabajo se presenta un método de 
solución directo dual, que consiste de varias fases (cada una de ellas es esencial para 
algunos datos), para resolver una forma relajada fuerte del problema, con 
restricciones adicionales sobre las variables enteras. Se establece también, que la 
solución primal que es derivada de las condiciones de ortogonalidad y un algoritmo 
heurístico simple, son generalmente mucho mejor que aquellas obtenidas de un 
problema relajado en forma estándar, en el sentido de Lagrange. 

Geoffrion y Mac Bride [1977]. La relajación Lagrangeana es estudiada en el 
contexto de este tipo de problemas. Se realiza un desarrollo geométrico y algebraico 
completo, de cómo y poi:qué la relajación Lagrangeana trabaja. Y se encuentra la 
aplicación para mejorar los procedimientos de cálculo para este tipo de problemas. 
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De esta forma, el resumen de los diferentes problemas considerados y sus 
autores, que se presenta en la figura (2), no proporcion'a un resumen de resultados 
computacionales, debido a la imposibilidad de realizar comparaciones entre 
problemas diferentes. 

2.4 Áreas de Aplicación 

Existen un gran número de situaciones en donde las organizaciones grandes y 
pequeñas, públicas y privadas, se enfrentan ante decisiones como: ¿donde localizar 
servicios?, ¿cuantos se deben localizar?, ¿qué capacidad deben tener cada uno de 
ello?, etc,, situaciones que son posibles de analizar y resolver con los resultados 
teóricos y el algoritmo de solución, que se ha desarrollado en el presente trabajo de 
investigación. Algunas áreas típicas de aplicación donde se presentan este tipo de 
problemas son: 

Servicios de Emergencia. Los servicios como estaciones de bomberos, policía, 
urgencias médicas, rescate de accidentes, Tienen el problema de localizar las 
unidades de respuesta, puesto que el tiempo de traslado es el componente más 
importante del criterio de costo, 

Comunicación. Localizar centros de operación en una red de comunicaciones para 
optimizar los costos de transmisión, Localizar servicios de computación o de software 
en una red de computadoras, para minimizar los costos de transmisión y de 
almacenamiento anual, son el tipo de problemas que han sido resueltos, 

Servicios Públicos. Localizar servicios públicos para maximizar el beneficio o 
minimizar el costo de usuario, también pueden ser formulado, Por ejemplo minimizar 
el costo de transporte de los habitantes de una región o colonia, mediante la ubicación 
de un centro comercial, un mercado, una oficina de pagos, etc. 

Paradas de Autobuses y Buzones de Correos. El problema de localizar paradas de 
autobuses y buzones de correos, consiste en ubicar geográficamente a un conjunto de 
ellos, de tal forma, que la distancia máxima que el usuario debe recorrer, sea 
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minimizada. O localizar el número mínimo de estos servicios, tal que, la distancia 
máxima que un usuario deba recorrer, sea menor a un determinado valor. 

Servicios Educativos. El problema de localizar nuevas escuelas o de ampliar las ya 
existentes, en los diferentes niveles educativos, es sustancial y puede ser resuelto con 
esta técnica. Lo mismo que el problema de construir un edificio de salones en el 
campus de un colegio. 
Aplicaciones Militares. Muchos problemas de logística militar consideran la 
localización de sitios de abastecimiento de municiones y armas. Y como el problema 
de traslado es un elemento importante en estos problemas, es fundamental la 
ubicación geográfica de los mismos. 
En Interiores. Para el interior de edificios, casas, fabricas, almacenes, etc., también 
se tiene la necesidad de realizar algún tipo de localización como por ejemplo: Sitios 
para fuentes de agua y máquinas copiadoras en los edificios para las oficinas, un 
nuevo aparato para la cocina de una casa, un nuevo tomo en un proceso de 
manufactura, un nuevo componente en un panel de control, un andén de carga en un 
almacén, etc. 

2.5 Comparación 

Como se ha establecido los problemas de localización son muy comunes en la 
práctica, además de que a través de ellos es posible considerar afirmaciones 
razonables del medio ambiente físico y de las decisiones asociadas con tales 
problemas, por lo que es posible estudiar combinación de situaciones como: 
economías de escala, varios periodos, multiservicio, tamaño variable de las unidades 
de servicio, etc., casos en donde estas disposiciones son la regla y no la excepción. 
Sin embargo, la sola inspección de la figura (3), muestra que estos casos han sido 
muy poco considerados y mucho menos combinación de ellos. 

Históricamente en alguna clase de problemas, los modelos matemáticos 
iniciales son generalmente simplificación de situaciones del mundo real, por lo cual 
se hace necesario continuar la investigación, hasta que la adecuación del modelo 
quede demostrada, al comparar la solución matemática con los datos observados. 
Consideraciones sobre un modelo con restricciones adicionales como las indicadas 
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anteriormente, parecen ser una siguiente etapa lógica y deben ser objeto de 
subsecuentes investigaciones. 

El factor común en cada uno de esos casos más complicados, es el gran 
incremento de: El número de variables enteras y el número de restricciones lineales, 
enteras-mixtas y solo enteras. De esta forma, la cantidad de tiempo requerido para 
resolver un problema depende de ambas. Hasta ahora la más prometedora 
aproximación para resolver el problema de Localización de Servicios, parece ser: 
• El uso de una estrategia de solución a través de la cual, se reduzca al problema 

original, en una secuencia relacionada de subproblemas: 
1).- Todo entero 
ti).- Lineal 	• 

• Al uso de una técnica de enumeración implícita, como procedimiento básico 
para resolver el problema maestro. 

Estrategia de descomposición utilizada por casi todos los algoritmos 
anteriormente mencionados. 

2.6 Áreas Potenciales de Mejoramiento 

Dado el problema básico a ser considerado y la estrategia a seguir, el asunto 
critico es identificar las áreas en las cuales existe potencial para desarrollar mejoras 
en los algoritmos que resuelven el problema de localización de servicios. 

Como el mayor cuello de botella al aplicar la técnica descomposición de 
Benders, es debido a que el problema maestro debe ser resuelto repetidamente. Aún 
cuando el problema maestro sea uno de programación lineal, como sucede en la 
aplicación de la técnica de descomposición de Dantzig-Wolfe, en donde el algoritmo 
no se ejecuta bien, debido a las pobres propiedades de convergencia. Sin embargo, 
por investigaciones previas, existen varias formas para mejorar la ejecución de los 
algoritmos, las cuales pueden ser: 

• Hacer una buena selección de cortes iniciales. 
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• Modificar el problema maestro, para explotar la información disponible de 
soluciones del mismo. 

• Reducir el número de problemas maestros a ser resueltos, por usar mecanismos 
alternativos para generar cortes. 

• Formular el problema propiamente. 
• Elegir buenos cortes, si existe selección, adicionarlo al problema maestro en 

cada iteración. 
A continuación se discutirán brevemente este tipo de mejoras. 

Cortes Iniciales.- Estudios computacionales previos han demostrado que la selección 
inicial de cortes, tiene un gran efecto sobre la ejecución del algoritmo de Benders, 
aplicado al problema de localización de servicios y a otros problemas de optimización 
discreta. Los cortes iniciales, pueden ser generados de cierto conocimiento previo del 
problema que se está estudiando, o de métodos heurísticos que proporcionen 
"buenas" elecciones de variables enteras fijas. Desafortunadamente, existe muy poca 
teoría disponible para guiar algún tipo de análisis en la elección de cortes iniciales. 

Modificar el Problema Maestro.- En el contexto de la descomposición de Danfzig-
Wolfe, en investigaciones anteriores se han hecho avances para implementar el 
método de relajación, en forma más eficientemente al alterar el problema maestro. En 
otros intentos se ha restringido la solución del problema maestro en cada etapa, a 
estar centrada a soluciones previas, este procedimiento presenta a la solución, 
oscilando ampliamente entre iteraciones. Cuando existe una selección, se elige 
cuidadosamente entre múltiples óptimos del problema maestro, lo que puede resultar 
en una mejor convergencia. 

Se puede modificar ,  la descomposición de Benders, para explotar el anidado de 
restricciones inherentes a la secuencia de problemas maestros y así evitar resolver un 
problema entero completo en cada iteración. Esto al usar la técnica denominada 
Método s-Óptimo, para resolver el problema maestro de Benders. La implementación 
de esta técnica, ha sido muy efectiva en la solución de problemas de localización con 
cierta clase de restricciones adicionales. 

Evitar el Problema Maestro (Descomposición Cruzada). Una alternativa para 
modificar el problema maestro, es reducir el número de éstos que deben ser resueltos. 
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Este método está diseñado para explotar simultáneamente la estructura primal y dual 
del problema, lo cual se realiza al usar dos diferentes tipos de restricciones, dando los 
subproblemas dual y primal. La descomposición cruzada iterativamente resuelve un 
subproblema Lagrangeano y un subproblema de Benders, y periódicamente el método 
resuelve un problema maestro lineal, que corresponde al dual Lagrangeano para 
garantizar la convergencia de la solución. 
Mejorando la Formulación del Modelo.- En trabajos anteriores sobre programación 
entera, se ha enfatizado la importancia de la formulación del problema para mejorar 
la ejecución de las técnicas de descomposición y de otros algoritmos. Dos 
formulaciones diferentes del mismo problema, pueden tener idénticas soluciones 
factibles con diferentes características de cálculo. Por ejemplo, se pueden tener 
diferente problemas al aplicar la relajación Lagrangeana. Y preferir a uno más que al 
otro cuando se usen conjuntamente, con algoritmos como ramificación y acotamiento 
o descomposición de Benders. Puesto que el resultado visto puede ser esencial para 
asegurar el éxito en el cálculo, 

Elegir Cortes Apropiados.- En muchos ejemplos la selección de cortes apropiados en 
cada iteración, puede mejorar significativamente el desempeño del algoritmo. Para los 
modelos de localización de servicios, el subproblema de Benders frecuentemente 
tiene múltiples soluciones óptimas, puesto que resulta ser uno de transporte lineal, el 
cual es reformulado por su degeneración. De previas investigaciones, se han obtenido 
algunos métodos y algoritmos para generar y elegir un corte, que en algún sentido sea 
"el mejor". 

Como se mencionó al principio de ésta sección, el mayor "cuello de botella" al 
usar las técnicas de descomposición para resolver el problema de localización de 
servicios, es el cálculo repetido del problema maestro. Una estrategia de solución que 
evita el resolverlo continuamente, es la denominada Descomposición Cruzada, La 
cual permite utilizarlo periódicamente, con el fin de garantizar la convergencia del 
algoritmo. Esto permitió a Van Roy (1984] desarrollar un algoritmo diez veces más 
rápido que los existentes. 

Con el propósito de establecer un punto de partida para el trabajo de 
investigación que se pretende realizar, se utilizará el algoritmo más significativo que 
se ha desarrollado para resolver el problema de Localización con Restricciones de 
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Capacidad, debido a Van Roy [1984], el cual propone una nueva estrategia para la 
solución del problema, basada en la unificación de la descomposición de Benders y la 
relajación Lagrangeana, en un mismo esquema. Estrategia que cuando se aplica al 
problema de localización, resulta en la solución sucesiva de dos subproblemas 
incorporando un proceso de ping-pong entre ellos. Además, con este enfoque se 
explota simultáneamente la estructura primal y dual del problema, lo que trae como 
consecuencia la reducción del número de problemas maestros que se deben resolver, 
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III. ESTRATEGIA DE DESCOMPOSICIÓN CRUZADA 

Los problema discretos de Localización de Servicios presentan muchos retos 
para su optimización, tan solo por el tamaño, pueden ser muy difíciles de resolver ya 
que las aplicaciones del modelo con frecuencia requieren decenas de variables y de 
restricciones. Además, los modelos por si solos son complicados, puesto que la sola 
decisión básica de instalar o no instalar un servicio en los sitios candidatos, 
proporciona a los problemas de localización una compleja estructura combinatoria. 
Ya que si se tiene un problema con a lo más 30 sitios candidatos, pueden existir más 
de un millón de combinaciones potenciales para la localización de los servicios. De 
tal forma que, cuando se trata con problemas de gran tamaño esas complicaciones 
aumentan, por lo cual la programación matemática como la mayoría de las 
disciplinas, se ha apoyado fuertemente en varios conceptos claves como son: técnicas 
de acotamiento, teoría de dualidad y técnicas de descomposición. Fundamentos 
teóricos considerados el eje principal para muchos avances en programación 
matemática. Por lo cual, los problemas de optimización encontrados en la 
localización de servicios no han sido la excepción y se han constituido en un área 
muy fértil para las diversas ideas de la programación matemática que han servido 
como un estímulo más para los desarrollos generales en optimización. 

En particular, los problemas de localización discretos contienen dos tipos de 
decisiones inherentes, como son: donde localizar los servicios y cómo distribuir 
mejor la demanda hacia los servicios, característica que los hace un atractivo campo 
para el uso de las técnicas de descomposición, ya que si la decisión discreta de 
localizar al servicio se ha realizado, el problema continuo de distribución 
generalmente es más fácil de resolver. Sin embargo, si no es posible explotar este 
hecho en el diseño de algoritmos de solución, el utilizar la descomposición aún puede 
ser muy atractivo, ya que si el problema de localización no estuviera complicado por 
la decisión discreta de la selección del sitio y fuera fonnulado como un problema de 
programación lineal (al relajar las restricciones de integralidad de las variables del 
problema), aún puede ser muy grande y dificil de resolver. Afortunadamente el 
problema de localización tiene un estructura especial que puede ser explotada por las 
técnicas de descomposición. 
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Cuando se utilizan técnicas de descomposición como Benders o Dantzig-
Wolfe en la solución de problemas enteros-mixtos, el mayor "cuello de botella" es el 
debido al cálculo repetido del problema maestro, el cual es de una compleja 
estructura combinatoria. Una estrategia que permite resolver en forma parcial esta 
dificultad , es la denominada Descomposición Cruzada, la cual se utiliza como punto 
de partida en el presente trabajo de investigación. 

El principio de Descomposición en su forma primal o dual, ha servido para 
elaborar algoritmos muy eficientes para problemas de programación entera-mixta. La 
técnica permite tomar ventaja de la estructura especial del problema al resolver una 
secuencia de subproblemas más simples y de ésta forma se explota la subestructura 
primal o dual del problema. En la siguiente figura se presenta el mapa general de 
transformaciones de la técnica de descomposición. 

( P 

(mp)  Problema maestro 
Primal o Benders 

Problema Maestro 
Dual o Lagrange (MD) 

(SDy) 

  

Subproblema 

	

) 	
Primal o de 

	

(SP  " 	Benders 

Subproblema 
Dual o de 
Lagrange 

Descomposición Primal 	 Descomposición Dual 
o de Benders 	 Relajación Lagrangeana 

Fig. 4 Mapa de las Transformaciones de la Descomposición 

En la programación matemática existen muchos problemas que tienen 
subproblemas primal y dual fáciles de resolver, un ejemplo es el denominado 
"Problema Simple de Localización de Servicios" (LSS), el cual se puede reducir, al 
fijar las variables de decisión binarias, a un problema de transporte y de la otra forma, 
el subproblema dual de éste se reduce al relajar las restricciones de requerimiento de 
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los usuarios, a un número de problemas del tipo "mochila" continuos [Geoffrion, 
1974]. 

En este capítulo se presentan los fundamentos teóricos de la estrategia de 
Descomposición Cruzada. Así como la base teórica que establece la relación que 
existe entre los principios de descomposición primal (Benders) y dual (relajación 
Lagrangeana), que son su base fundamental. Además se presentan y comparan los 
diferentes esquemas de relajación Lagrangeana, estableciendo la superioridad de la 
relajación Lagrangeana Separable, al obtener las mejores cotas. Por último, se 
establece una conceptualización económica del principio de descomposición. 

3.1 Principio de Descomposición de Benders 

Considerar el problema de programación entero-mixto siguiente: 

Min C x 
x e S 

(P) 	s. a. 

A x 	z b, 

x z O, 

donde x en un vector n-dimensional de valores reales, A es una matriz de orden mxn, 
C y b son vectores con dimensiones conformables. Sea S un subconjunto de R" 
restringiendo algunos elementos de x a ser enteros. Cuando la matriz A es 
particionada con n=n,+n, y tn=m1 + m2 , el problema puede ser escrito como: 

Mili C x, + C2  x2  
XES 

(P) 	s. a. 

¡O, 	+ /112  x 2  

A2I  x, + Al X2  

Xi 20,x2  10. 

b1 , 
b2  , 
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Donde 

A 	A2 	L 
= rA, A21  = [A; 2  41 

L 	 A2/1 

con: 
A, matriz de orden mi xn , A2  matriz de orden m2 xn , A' matriz de orden mxn, y 

A2  matriz de orden mxn2 , Al, matriz de orden m I xni , con I = 1,2 y j =1,2. 

Considerar la partición de A de tal forma que x2  y A2x lb, sean las variables 

y restricciones denominadas "complicadas" de (P). Entonces, la formulación del 
problema al fijar x2  , o la relajación del mismo al eliminar a A2x 162  , son 

subproblemas más fáciles de resolver. Considere el conjunto S definido como: 

S = {x=(x„x2 )1x1 10,x2 10,x2  €2}, 

donde Z es el conjunto de números enteros. Además suponga que el conjunto 
{x I x ES, A, x Z bi }, es no vacío y acotado. 

Entonces de acuerdo con el mapa de las transformaciones de la 
descomposición, al fijar x2  E Z se tiene: 

Min 
X2 E 

1 Min. CI  Xi + C
2 

X2  y x1 10 
s.a. 

O . 

x, ?_bi — A; x 2  
A2I  X1  b2  	A22  X2  

Obteniendo el dual del problema interior, se tiene: 

Max. u, (b, - A¡ x2 ) + 112  (b2  - 41 x2) + c2  x2 

S. a. 
Min „Ez u, A; 4.  U2 A2I 

	
c', 

u, 1 O , 142  1 O • 
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violado en cada iteración. De esta forma, se generan los cortes necesarios y el 
algoritmo se detiene en un número finito de etapas, después de generar, en el peor de 
los casos todos los cortes. Con lo cual, la solución óptima exacta se encuentra. 

3.1.1 Algoritmo de Descomposición de Benders 

Considere el problema de programación entro mixto P formulado inicialmente. 

Etapa 1. ( Inicio ); Seleccionar un valor entero no negativo para x2  , y hacer 
= 	, (x0  = -co). E ir a la etapa 2. 

Etapa 2. ( Fase de programación lineal ). Resolver el siguiente problema de 
programación lineal, considerando a la variable x3  fija. 

Max, ZM  = u,(1), - x2 ) +u2(b2  - Alx2 ) + x2  
s. a. 

u, 	+ 142  A I2  
141 	O 143 k O 

El problema anterior tiene solución óptima x;, si y solo si, u(b - A2.4)10 para 
todo u i O, para el cual (uA' 10) sucede. Con lo que se obtienen los valores de ul ,u2  
que son puntos extremos de 7,14  y Z„ = 	E ir a la etapa 3. 

Etapa 3. ( Fase de programación entera ). Con lós valores de µ,u3  obtenidos de la 
etapa anterior, resolver el problema maestro primal entero (MP), 

Min. 	X0 la Mío 

S• Q. 

(b,-A¡ )C1 ) + 	(b2  -- A: x2 ) + c2  x2 — )(0 5 o 	t e Tm 

Una condición necesaria( y suficiente para que (X0  ,x2 ) sea solución óptima del 

problema anterior y entonces del problema (P) original, es que satisfaga todas las 
restricciones del mismo. Para esto, es suficiente con resolver el problema lineal de la 
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etapa 2. Es decir, sea x; , solución óptima finita del problema dual de la etapa 2, 
entonces u(b — A2x;) g O para toda u / O para la cual (uA' g O), entonces es posible 

establecer que: C2x2  + u(b — A2X2 ) — Xo  g O es decir se ha obtenido un vértice u del 

politope restringido U = tul uA' g C, , u / O} del problema lineal de la etapa 2. Por lo 

cual es posible escribir, C2x2  + u,(b — A2x2 ) — Xo  s O para r = 1,...,q el conjunto de 
vértices de U. Entonces (X, ,x2) es la solución óptima para el problema maestro, con 

lo que se obtiene otro valor para x2  = ,10,  el mínimo de Xo  = X' . E ir a la etapa 4. 

Etapa 4 . (Terminación ). Si Xo < n regresar a la etapa 2. De otra forma n = z: y 
x; es óptima, en este caso resolver el subproblema lineal de Benders (SP,r ) y obtener 
el valor óptimo de xi  . Con lo que (x; ,x1 ) y Xo  = Zs, resuelven el problema entero 

mixto, 

3.1.2 Convergencia del Algoritmo de Benders 

Teorema 3.1. ( Convergencia finita ). El procedimiento iterativo anterior termina en 
un número finito de iteraciones, con la información de que (P) es no factible o no 
acotado o con la solución óptima para (P). 

Prueba. Si Xo = entonces x; es solución óptima del problema (P). 

De otra forma, el algoritmo termina en un número finito de interacciones. Para 
ver esto, considere por simplificación que el poliedro convexo U es acotado, entonces 
tendrá un número finito de puntos extremos y será suficiente con establecer que cada 
vez que el algoritmo pase por la etapa 2, se produce un nuevo vértice u, E U hasta 
obtener la solución óptima. Entonces considere que n # y que la ü, obtenida de la 
solución del problema lineal de la etapa 2, produce para la solución comente (5Z0  ,x2) 

que: C2Y2  + ii,(b A2X2 ) — Xo  > 0 lo que ¡nuestra que la solución actual (R0  ,X2 ) del 

problema maestro no satisface la restricción C2x2  + 	42x2 ) — Xo  g O y por lo 

tanto la restricción C2x2  +r4,(b— A2x2) s Xo  , se debe aumentar al problema maestro. 

De esta forma a menos que la solución óptima sea encontrada, es decir 
C2. V2  44-48(b A2X2 ) — 510  s O un nuevo punto extremo es generado cada vez que el 

problema de la etapa 2 es resuelto. Por lo tanto, en el peor de los casos todos los 

puntos extremos son enumerados y el problema es resuelto, con lo cual se puede 
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establecer que el algoritmo converge. Sin embargo es conocido que en el óptimo, el 
número de restricciones consideradas, nunca excederá a m+1 , donde m es el número 
de variables x2  . 

3.2 Principio de Descomposición Dual Lagrangeana (Dantzig-Wolfe) 

Considerar nuevamente el problema (P) originalmente planteado como: 

Min 
"5 

CI  x, + C2  x2  

(P) 	s. a. 

A: x, + 	x2 	b, , 

A2 x, + Al x2 	b2 

x, 2O,x2  /O. 

Donde 

A = 
A,

= [A' , 	= [ A:  

con: 

A2 Ai 111 

A, matriz de orden mi xn , A2  matriz de orden m2 xn , A' matriz de orden mxn, y 

A2  matriz de orden inxn2 , A; matriz de orden t ni xni , con i = 1,2 y) = 1,2. 

Entonces paralelamente a la aproximación de Benders, es posible obtener el 
proceso de descomposición dual por el método de Lagrange. De esta forma, el 
problema dual Lagrangeano de (P) con respecto a la restricción Al2  x , + Al x2  z b2  

puede ser establecido como: 

  

Ci  XI + C2X2 +142 (b2 «""' Al XI ..-. Al X2), 

 

Min. 
:ES 

   

Max. 14 2 2 0  

s. a. 

x, + A? x 2 	b, 
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El que simplificado puede quedar como: 

Max. 
42k 

MM. 	C X + (b2  — A2  x) 
x ES 

S. a. 

A, X 1 b, 

el cual puede ser escrito como: 

Max.. !v.{ c 2  xi  u2(b,- A2  XI) :1 E To }. 
« 2 " 

donde 1 para t E n, son los puntos extremos del contorno convexo del subproblema 

dual. Entonces el problema dual de (P) se puede establecer como: 

Max .. u0  
Id: k0.140 

s. a. 
Cx, + u2 (b2  — A2  XI) Z u0 , t E Ti)  , 

que resulta ser el problema maestro dual Lagrangeano, (MD). Y el correspondiente 
subproblema dual queda como: 

Min.. Cx + 142(b2 	A2 X) 
xeS 

(SD„,) 	S. a. 

x z b,. 

El subproblema dual (SD.2 ) es comúnmente llamado el problema Lagrangeano, las 

restricciones del problema maestro dual (MD) son los cortes duales. 

41 



Estrategia de descomposición cruzada 

Teorema 3.21 Everett 1963 J. Considere al problema original (P) escrito como: 

Min . Cx 
s . a. 

A, .x, / b, , 	 (P) 
A2  X2  z b2  , 
XI  z O, x2 zO y entera . 

Sea A un vector no negativo y conformable denominado "multiplicador de 
Lagrange", entonces el problema puede ser escrito como: 

Min. C x - i - ,t(b2 - A2  x 2 ) 
s ..a . 

A1  x 1  1 1)1  , 	( L1? a  ) 

x 1 	0 , 210. 

Por conveniencia, suponer que (P) es factible y que el conjunto 
S' = (xl IA, x, z box, 1 o] de soluciones factibles es finito y acotado. Entonces si existe 
un A O, tal que, la solución óptima con (x; ,x;) hace que b = A2  X; , el problema (P) 
ha sido resuelto. 

Prueba. Sean (x*, ,x;) la solución mínima para el problema (LRA ), entonces se tiene 

que: 	
ex*  + ,t(b — A2  x.2) 5 Cx + i(b — A2  x2) 

Por lo tanto, para toda x, z O, x2  k O y entera , se cumple que: 

Cr* 5. Cx .4- A(A, x.2  — A2  x2 ). 

Entonces para todas las soluciones no negativas se tiene que, A2; 5 A2  X2  y la 
desigualdad anterior se cumple. Pero para estas soluciones A2 ; — A2  x2  g O , con lo 
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que se tiene que, ex' Cx puesto que / O . Entonces, (4 ,x;) resuelven al 

problema (P). 

El teorema indica que si los multiplicadores A / O son seleccionados de tal 
forma que b = Az  x; , es posible solucionar el problema (P) sin la restricción de 
desigualdad, con lo que el problema resulta más fácil de resolver. Sin embargo, la 
dificultad con la relajación Lagrangeana, consiste en encontrar los multiplicadores 

/ O tales que, A2  X; = b. 

3.2.1 Relación con el principio de Descomposición de Dantzig-
Wolfe 

Por otra parte, un aspecto muy interesante es el hecho de que el dual del 
problema (MD) tiene la forma familiar del problema de Dantzig-Wolfe, Para 
establecer esto, considerar las siguientes definiciones y teorema, 

Definición. "Interior relativo" de un conjunto convexo X en R" , es el interior que 
resulta cuando X es considerado como subconjunto de su contorno afín, 

Definición. "Fase" de un conjunto convexo X , en un subconjunto convexo X' de X, 
tal que, cada segmento lineal (cerrado) con un punto en el interior relativo de X ' tiene 
ambos puntos finales en X'. 

Teorema 3.3 [ Rockafellar, 19701. Sea X un conjunto convexo y compacto en E". 
Sea E(X) el conjunto de puntos extremos y C[E( X)] el contorno convexo de E( X). 
Entonces c[E(x)]= x . 

Prueba. El teorema es trivial si la dimensión de X 5. ( en cuyo caso X = 0 o es un 
solo punto). Por inducción suponer que el teorema es verdadero para todos los 
conjuntos convexos cerrados y acotados de dimensión más pequeña que m > 1, puesto 
que X es m-dimensional. Entonces: 

• Por definición se tiene que X CIE(X)i, ya que los puntos extremos E(X) 

pertenecen a Xy porque X es contorno convexo de su frontera relativa. 
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• Ahora sea X g ClE(X)1, entonces cada punto del interior relativo de X pertenece 
al contorno convexo C[E(X)]. Es decir, un punto x del interior relativo está 

contenido en el interior relativo de alguna "fase" X', diferente de X. Esta X' es 
cerrada y acotada por suposición ( puesto que X es cerrado y acotado) y tiene 
dimensión más pequeña que X Entonces, el teorema es válido para X' por el 
supuesto de inducción. Así que x E 4E01, donde E[X'] es el conjunto de 

puntos extremos de X'. Y como X' c X se tiene que x e C1E(X)]. 

Ahora para establecer la relación que existe con el principio de 
descomposición de Dantzig-Wolfe, considere el problema maestro dual (MD) escrito 
como: 

Max • 	u 0 
u, /0,u o  

s. a. 

C xt 4- U 2  (b2  "" A2  XI) 
	

u 0 

1 E TD  

el dual de (MD) se puede establecer como: 

Min 
	C x 

x e S 

s. a 

A 2  X 	z 	b 2  

sean x = EA;  x;  , Al  = 1, A, 	entonces se tiene que: 

Min.• cE 2 , x, 
1 

S. a. 

 

 

2E 	b2 

E 	= 1  
1 

A z 0 , 
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definiendo a: 
pi  = A2 r, 	y 	fi  = Cxi  , 

entonces se tiene la forma familiar del problema maestro de Dantzig-Wolfe 

Min . E f 

s . a. 

E piiti = b 

E A , = 1  
1 
A t  = O , V j. 

Ambos problemas, el maestro dual Lagrangeano y el maestro de Dantzig-
Wolfe han sido importantes para la formulación y construcción de algoritmos para 
resolver el problema dual, siendo los desarrollos los más populares: (t) método de 
subgradiente, (2) implementaciones del método simplex usando técnicas de 
generación de columnas, (3) métodos de ajuste de multiplicadores. 

3.3.- Principio de Descomposición Cruzada 

Es conocida la relación que existe entre el principio de descomposición de 
Benders y de Dantzig-Wolfe, estrategias que son consideradas duales una de otra. 
Más aún, es posible establecer que el subproblema dual Lagrangeano es un problema 
maestro relajado en la descomposición de Benders. De igual forma, el subproblema 
de Benders puede ser considerado como un problema maestro relajado para la 
descomposición dual. De esta forma, la idea básica de la descomposición cruzada es 
usar ambos subproblemas primal y dual, en un solo esquema de descomposición. El 
procedimiento general puede ser representado por el siguiente diagrama. 
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INICIO 

SUBPROBLEMA 
DUAL 

PROB. MAESTRO 

PRIMAL O DUAL 

SUBPROBLEMA 

PRIMAL 

PCP: Prueba de convergencia primal 
PCD: Prueba de convergencia dual 

Fig. 5 Proceso General de Descomposición Cruzada 

Para mostrar lo anterior, es necesario establecer el siguiente concepto de 
equivalencia. 

Definición 3.1. Un problema Q es equivalente al problema Q' con respecto a un 
subconjunto Z (primal o dual) de variables, si la solución óptima de Q para Z , es 
óptima en Q' y viceversa. 

Ejemplos del concepto de equivalencia anterior pueden ser, el problema (P) y 
el problema maestro (MP) en la descomposición primal, con respecto a la variable x2  

(por construcción), Similarmente (D) y (MD) son equivalentes con respecto a la 
variable u2  . Además como la definición anterior involucra variables primales y 

duales, es posible considerar en forma más general este concepto de equivalencia; es 
decir, un problema primal y su dual son equivalentes con respecto a algún 
Proposición 3.1. El problema maestro primal (MP,,) es equivalente al problema 

(SD„,) con respecto a x2  y los valores de las funciones objetivo son iguales 

v(MP„,) = v(SD„, ). 
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Mit' . 
XI EZ 

MM . (C' - u2  AD x, + u2  b2  + (C2  - u2  4) x2  I 

S. a. 

X, 5 bi  - Al2  x2  
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Prueba. El problema (MP„,) se puede escribir como: 

rO, 

XI E 2,X0  

s. a, 

u' h + (c2 -u' 4 2 ); 5 xa , I ET, , 

O como: 

hlln . Sup . {u' b + (C2  - A2 ) x2  , I E T 

o también, 

Max. ur b + (C2  - u A2 ) x2  , 
stO 

Min .1s. a. 
x2 EZ 

u, A: 5 C' —u2  Al 

puesto que la solución óptima del problema de maximización interior, es una solución 
básica que corresponde a un punto extremo del poliedro y además se tienen fijas a x2  

y u2  el dual del problema interior queda como: 

que resulta ser (SD112)  con x2  fija, 

Min 	+ u 2 (b — A 2x) 

s . a . 

A, x, 5 b, - A¡x 2  , 
x 	O . 
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Paralelamente a la proposición anterior, se tiene el uso del subproblema de 
Benders (SP ) como un problema maestro para la descomposición dual. Para lo cual 

considere la siguiente proposición: 

Proposición 3.2. El problema maestro dual (MDsi ) es equivalente al subproblema 

primal (SP,, ) con respecto a u2  y los valores de las funciones objetivo son iguales 

t(/fD, ) thP, 

Prueba. El problema (MD„,) puede ser escrito de la siguiente forma, 

Max.. u0  

s , a. 

C x' + u, (b2  — A2  x') z u0  , t e T , 

o corno, 

Max. Inf {C + u2(b2  — 112  , tenj, 

o también, 

 

1

Min C x + u2  (b2  — A2  X) , 
xi  10 

s . a. 

A: xi  z bi  — A? x 2  , 

 

Max. 

  

puesto que la solución óptima del problema de minimización interior, es un punto 
.extremo de la región factible obteniendo de la solución del dual del problema interior 
con u2  y x, fijos, es posible escribir a (MD„,) como: 

Max „ . C2  X2  + U2  b2  - Az X2  + U, (bi 	X2 ) 
u20 

s . a. 

5 	- U2  AZ , 
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o también como, 

Max.. 
uzo 

C2  x 2 	ub — u A2  x2  

s a. 

uA' s , 

el cual es el problema dual de: 

Min. • e x2 + .,›0 
s . a. 

b—A2 x2  

que resulta ser (SP ). 

3.3.1 Algoritmo de Descomposición Cruzada 

El algoritmo de descomposición cruzada puede ser formalizado con las siguientes 
etapas. 

Etapa 1: ( Inicio) Seleccionar id z 0. Y hacer 	(+co) y Zd  = (—oo). 

Etapa 2: ( Subproblema dual ) Resolver el problema Lagrangeano (SD4  ); sea x' 

una solución óptima, adaptar ZD  si ZD  <solución (SD ,). Terminar, o ir a la etapa 4b, 

o hacer xl" = xx e ir a la etapa 3. 

Etapa 3: ( Subproblema primal) Resolver el subprobleina de Benders (SP 2„); sea U k  

una solución dual óptima; adaptar 	si Zi, > solución (SI' A ). Terminar, o ir a la 

etapa 4a, o hacer ul” = ul e ir a la etapa 2. 

Etapa 4: ( Problema Maestro ). ( a ).- Resolver (MD); sea u k2+' una solución óptima. 

Ir a la etapa 2. 0 
(b).- Resolver (MP); sea x1+1  una solución óptima. Ira la etapa 3. 
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3.3.2- Convergencia del Algoritmo de Descomposición Cruzada 

En la sección anterior se ha presentado la relación que existe entre la 

descomposición primal (Benders) y la dual (vía relajación Lagrangeana), resultados 

que son la base para la estrategia de Descomposición Cruzada. También se estableció, 
que los subproblemas (SP,, ) y (SDIII)  pueden ser considerados problemas maestros 

uno del otro. Y lo que queda por considerar, son las condiciones bajo las cuales el 

problema (P) puede ser resuelto, por solamente iterar entre ambos subproblemas. 

Lema 3.1. 
L Sea u° solución dual óptima de (SPx3 ) y x' una solución óptima de (SD,, i ). 

Entonces x2+ # x; a menos de que sus valores objetivo sean iguales v(SPx; ) = v(P). 

U. Sea x° solución óptima de (SD,,,) y u' solución dual óptima de (SP*.,). Entonces 

u2+ # u; a menos que sus valores objetivo sean iguales v(SDN .,  ). v(P). 

Prueba. 

L Suponer que lo opuesto sucede, v(,S'Pr; ) > v(P) y que x; =x;. Entonces como u° es 

solución dual óptima de (.1p,.,), u; será óptima en MDx. por la proposición (3.2) y 

elkdiodeque,Cx++02 -42 xlv(SPi= v(A1Diti ). 
Dual de SI'. .2  

Lo cual contradice que x+ sea solución óptima de (SD ; ), puesto que, 

Cx+ + (1)2  -- A2  X+  ) = V(Spii;  ) 5 v(P) 5 V(SP.,;,) 

Suponer que lo contrario sucede, 4/).;  < v(P) y que uí = u'it. Entonces como x° 

es una solución óptima de (.57.)„,  ) y por la proposición (3.1) también será óptima 

en  ( MD ) así que, u+ b + x°2(C 2  - u+ A 2 ) 5 V(SD ) = V(MP, ) x, 
Dual Ar 

Lo cual contradice que u' sea una solución óptima de (s x,),  entonces, 

u+ b + 	- A') = v(SP.) z v(P) z v(SDu  .) . Y la prueba termina. 

so 
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Ahora bien, considerar que se está iterando entre los subproblemas es decir, se 
están resolviendo consecutivamente los subproblemas primal y dual: 
(Se ,),(SDx , ,.,),(SP ,.,),(SD ,,,),(SP 	con lo que se puede establecer que no x, 	 , 	 x, 

puede haber duplicidad dentro de una serie de cuatro iteraciones, ya que por 
construcción del problema y por el Lema 3.1, se tiene que: 

k+2 k+1 k 

	

x 2 	=x 2  *X2 

De esta forma, solo puede ser posible que )1'2' = x2 y entonces el subproblema 

(SP444 ) con xl", será igual a (SP., „,) con 4+3  y podrá duplicar a (SP„, ), y lo mismo 

sucede para las variables duales. 

El siguiente Lema dá las condiciones necesarias para mejorar los valores de la 
solución corriente, donde TD ,Tp  son los conjuntos de cortes duales y primales, 
respectivamente y v(*) indica la solución del problema, además de que Pm  indica la 

solución corriente. 

Lema 3.2. 
i. 	Si u2  /O satisface v(SD„,)> VD  entonces, 

Cx' 	u2  (b,42 x') 	Ta  

il. 	Si x2  E Z satisface (SPJ < vp , entonces; 

u' b + x2(e - u' /12 ) < 	t En. 

Prueba. 
¿ Como x' es factible en (SD,,,) para algún u2  seleccionado, se tiene que: 

Cx' + u.; (b2  - A2  X' ) z VGSD 	e TD  

y como v(SD„,)> v0 , la prueba termina, 	= valor de la solución dual corrienie). 

1L Como u' es factible en el dual de (SP ), para algún x2  seleccionado, se tiene que: 

u' b + x2(C2  -u' 42 ) 5 1(SP.,, ), I E TD  

y como v(SP,,)< por suposición, entonces la prueba termina, 

(vp  = valor de la solución primal corriente). 
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El Lema 3,2 garantiza que la estrategia de Descomposición Cruzada no se 
ciclará en la etapa de solución de los subproblemas. Y el hecho de que el 
procedimiento de Descomposición Cruzada es finito, se puede establecer con la 
siguiente proposición. 

Proposición 3.1 El algoritmo generado de la estrategia de Descomposición cruzada, 
es finito y resuelve a (P). 

Prueba. La prueba se establece usando los lemas (3.1), (3.2) y el hecho de que, los 
algoritmos de descomposición en su forma "pura", son finitos. 

3.4.-Consideraciones Generales sobre la Relajación-Lagranjeana 

Dado un problema de programación entero-mixto con dos o más conjuntos de 
restricciones, tal que los problemas relajados con alguno de esos conjuntos de 
restricciones son relativamente más fáciles de resolver. Es posible definir una 
relajación Lagrangeana que lo descomponga en dos o más subproblemas, cada uno 
sobre un conjunto de restricciones. La técnica usada consiste en introducir una o más 

copias del vector de variables de decisión, usar una de esas copias en cada conjunto 
de restricciones y dualizar la condición de identidad. 

Este nuevo esquema es interesante ya que los subproblemas Lagrangeanos 
contienen a todas las restricciones originales, mientras que la relajación convencional 

inevitablemente pierde al menos, a uno de• los conjuntos de restricciones 

especialmente estructurados. 

Antes de establecer la superioridad de la relajación Lagrangeana Separable, es 
importante considerar los siguientes conceptos fundamentales: 
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3.4.1. Relajación para Problemas de Optimización 

Sean los problemas: 	
(P) 	Mar {f(x)lx E X} 	y 

(RP) Max . {g(x)lx E y} , 

se dice que (RP) es una relajación del problema (P) si cumple: 

V xeX, g(x) Z  f(x) , 

por lo tanto, v(RP) z v(p). 

Gráficamente el concepto de relajación se puede representar como en la 
siguiente figura. 

Fig. 6 El concepto de relajación 

X 
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3.4.2.-Relajación Lagrangeana para Problemas de Optimización 

Sea el problema 

(P) 	Max. {J.  xlAx gb ,Cx sd , xEX}. 

Si se conoce como resolver al siguiente problema, 

Max. {f Crsd, x€X} 

es posible construir una Relajación Lagrangeana de (P) , tal que: 

(L'U 	Max .{f A.(b — Ax)1Cx 	EX} , 

donde (LRA ) es una relajación de (P) si cumple con: 

i) 	FS(LRA ) 2 FS(P), 

V 	x eFS(P), f x + 2(1)— Ax) z fx , 

por lo tanto, 	
v(1.,1?,4 )1v(P), para V AzO. 

Donde (LR) es llamado el dual Lagrangeano, tal que: 

v(LR) = Az0 V(LRA ) 

3.4.3.-Interpretación Geométrica 

Una clara interpretación desde el punto de vista geométrico, de la equivalencia 
entre la optimización de la descomposición dual Lagrangeana y la función objetivo 
primal, sobre la intersección de los contornos convexos de sus conjuntos de 
restricciones [Guignard, 19941, puede ser ilustrada como sigue. 
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Sea el problema con relajación primal definido como: 

(PR) 	Max.. {fx1Ax..5.b, x 	{x EXICx5d}} 

entonces, v(LR) = v(RP) 

f 

V(PR) 

(b) 
	

(c) 
	

(d) 

Fig. 7 Interpretación geométrica de la relajación 

Donde: 
(a),--{xiCx 5 d} , 

Co{x E XICX Id}, 

(c).-{xlAx .514 nCo{x E XI CX 5.d}, 

(d).- txlAx 

Si Co{x E XI CX Id} = {xI CX 5 d}, entonces v(P) = v(RP). v(LR) = v(LP) 

Se dice que si (LR) tiene la Propiedad de Integralidad [Geoffrion, 1974/ entonces 

la cota generada por la relajación Lagrangeana es igual, a la cota generada por (LP). 
Ahora si Co{x E XI CX d} c {XI Cx 5d} entonces v(P) 5 v(RP) v(LR) 5. «LP) y la 

cota Lagrangeana puede ser estrictamente mejor que la cota de (LP) . 
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3.5.- Casos Especiales 

3.5.1.- Descomposición Lagrangeana Separable 

Considerar el siguiente problema de programación: 

Max 	f x 

a, 

Ax S b, 

C x s d , 

x e X , 

el cual también puede ser expresado como: 

Max.{f xlAx5.b,Cxscl, x EX} = Max 	Cx5d, x eX , uAx Sub}, 

para algún u O Y para algún Y X , el problema (P) es equivalente a: 

Max. {fxfrix1b,uAxSub,Crsd, x eX, y=x, y EY} 

sMax. {fx-i-My-x)1Cd,tiAx sub, xeX ,Ay sb,y EY} 

= Max 	-,1)xlCx5d ,tiAx sb,x e X} + Max,{AylAy 5b ,y EY} 

Sean P(x) , P(y) los problemas en x , y respectivamente, y sean también v(.) el 
valor óptimo del problema (.) , FSO su conjunto factible y OSO su conjunto 

óptimo. Entonces, 

V(P) v(b) = typil  . {v(P.,4- ) V(Py  )} = 11/ .(LP, ), 

donde (b) es el dual Lagrangeano Separable. 
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3.5.2.-Comparación con la Relajación Dual Lagrangeana 
Convencional 

Sea (LR„) el problema con la relajación Lagrangeana convencional: 

(LR y) 	Mar .{fic + v(b — kt)i Cx1d, xeX} 

= 	vb Max .{(f - vA)xlCx 	, x E X} , 

y sea (D) su corréspondiente dual, 

(D) 	Mill V(LRJ . 
vio 

Para u=0, v E0S(D) = vA y YpX , 

v(I),)+ v(Py ) = Max .{(f A)xlCx 	, x E X} + Max .{ayi Ay lb, y EX} 

= Max .{(f — vA)xiCx 	, x E X} + Max .(vAyi Ay 51 ) , y EX} 

= Max .{(f - vA)xlCx ,x E X} + Mar .{vAy + vb - vbi Ay gb , y EX} 

= Mar .{(f vA)xlCx d , x X} + vb + Max {(Ay - b)vi Ay 5.1) , y EX} 

= (1,1?„) + Max .{(Ay - b)vi Ay sb , y EX} 

Entonces v(D) s v(D) 

3.5.3.-Comparación con el Problema Dual Subrogado 

Para u z O , la relajación subrogada de (P) está dada como: 

(SR„) 	Max .{fxtuAx tib , CX 5d,rEX}, 

y el problema dual subrogado es definido como: 

(SD) 	Agit» v(SR.), 
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para A = 0 , v(Py ) = O y v(1 x) v(SR„), entonces se tiene que: 

V(b) 5 v(SD). 

3.5.4.-Comparación con el Problema Dual Compuesto 

Para algún w z O, sea A = wA , entonces 
v(Pr ) = Max .{(f - wA)xiuAx 5 ub „Cx5d , x E X} 

v(Py ) = Max .{wAyi Ay Sb , y€Y} 

= Max .{wAy + wb wb1 Ay sb , y€Y} 

= Mar .{(Ay b)wi Ay sb , y EY} + wb 

= wb , 

donde, 

v(P,,)+ v(Py ) = 	+ Max .{(f - wA)xl uilx sub, Cx Id, xe X} , 

y si se denota al dual compuesto por (CD), entonces; v(b) s v(CD) . 

Con lo que se ha mostrado en las secciones anteriores, es posible establecer 
que la relajación Lagrangeana Separable es única, de entre todas las estrategias de 
relajación que existen hasta ahora; lo cual es importante para muchos problemas en 
los cuales no existen las llamadas restricciones "complicadas". Y como ninguna de 
las restricciones originales desaparece, con este esquema, no es necesario elegir de 
entre la calidad de la cota que se obtiene y el grado de dificultad del problema que 
queda. 

Por otro lado, también es posible reforzar a los subproblemas que se obtienen 
con este tipo de descomposición, al adicionar restricciones válidas, tanto al 
subproblema en x como al subprobleina en y , bajo el principio de que una simple 
restricción no necesariamente complica más al problema. 
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Computacionalmente, el hecho de que se obtenga con la relajación 
Lagrangeana Separable un multiplicador por variable, puede ser visto como una 
ventaja para los métodos de Ascenso Dual. Ya que en la solución de los problemas 
Lagrangeanos, la no factibilidad (para un mismo i ) solo puede venir de diferentes 
valores para algún x, y y, . Y para aproximarse a la factibilidad uno debe modificar 
u, porque éste aparece como coeficiente de x, y y, , por lo cual solamente estas 
variables son afectadas por los cambios en u, y por lo tanto es mucho más fácil 
seguir las implicaciones que se tienen con la modificación de los multiplicadores. 
Contrario a lo que sucede cuando uno modifica el multiplicador correspondiente a 
una restricción verdadera, como pasa con la relajación Lagrangeana Convencional. 
Otra de las ventajas de utilizar la estrategia de descomposición Lagrangeana 
Separable, es la poder identificar estructuras ocultas especiales, debido a la 
modelación flexible que tiene, la cual permite obtener una forma block angular en la 
matriz de restricciones. Situación que no es posible con la relajación Lagrangeana 
Convencional, [Guignard y Kim, 1987]. 

Para ver en fonna más clara la comparación entre los diferentes tipos de 
relajación y comprobar la superioridad de la relajación Lagrangeana Separable, se 
presenta el siguiente ejemplo. 

3.6.- Ejemplo de Aplicación 

Considere el siguiente problema generalizado del tipo mochila, con variables 0-1. 

Max. 2x, + 3x2  + 4x3  
s. a. 

12x, +19; +30; 5 46, 	(3.1) 

(P) 	49x, +40x2  +31; 5 76, 	(3.2) 

x„x2  ,x3  €{0,1} , 

donde el valor óptimo del problema es: v(P) = 4 y el vector de solución es: (0,0,1), 
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v(IA)= 	 M24(2 — 49,1.)x, + (3 — 40A)x2  + (4 —31,1.);} 
}

12x, +19; +30x, 5 46, 

x3  E{0,1} 
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Relajación Tradicional. 

Si se dualiza la restricción (3.1), se obtiene el siguiente problema: 

La siguiente figura representa la relajación Lagrangeana en términos de X Y el valor 
mínimo del problema es obtenido en 	% = 2/ 49 , y el óptimo del problema 
v(DI ) = 286/49 = 5.84 

6-4X 
4 4-45X 

2 /49 

Fig. 8 Solución relajación tradicional 

Ahora si se dualiza la restricción (3.2) , se tiene este otro problema: 

v(D2 ) = Min.{46p+{(2-12p)x, +(3-19p)x2 +(4 - 30p)x, 
020 

} 49x1  +40; +31; 576,1 

xi ,x2 ,x3  e{0,1}  

Y el mínimo del problema que se obtiene para p= 4/30 , es de v(D2 ) = 198/30 , lo 

cual se representa en la siguiente figura: 
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7 

7-31 

3 
	 3+27µ 

4/30 

Fig. 9 Valor mínimo relajación tradicional 

Relajación Subrogada. 

Para este problema en particular, la relajación subrogada que tiene sentido 
combinando ambas restricciones en una sola y que el problema resultante se conserva 

como uno del tipo mochila, se puede establecer como: 

Max. 2x, +3x2  +4x3  

s, a. 
(12p, +49p2 )x, +(19p, +401/2); 

+(30p, +311/2 )x, 5 46p, +76112  

x,, X2 , X3  E (0, 1} 

  

Problema en el cual, dependiendo del valor que tome p , serán los cambios del 

conjunto factible del problema subrogado, así como de su valor óptimo. 

La siguiente tabla representa la variación que se tiene en términos de p, vs p2 , 

con pi  +p2  =1  . Donde el valor óptimo de OS). 6 
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P1= 1 , P2 =0 Fun. 
Obj. 

PI  = 0,42 =1 Fun. 
Obj. 

Conjunto 
Factible del 
Problema 
Subrogado 

(0,0,1) 4 (0,0,1) 4 
(0,1,0) 3 (0,1,0) 3 
(1,0,0) 2 (1,0,0) 2 
(1,0,0) 6 (0,1,1) 7 
( 1 , 1 , O ) 5 

Máximo 6 7 
Minimizar( Max.) 6 

Tabla 1 Solución para relajación subrogada 

Relajación Separable. 

Con esta estrategia el problema P queda planteado como: 

Max. f x + 	x) 

s, a. 

12x, +19x2  +3x, 5 46 , 

49y, +40y2 +31y, 76 , 

x,y E (O, . 

Separando en dos subproblemas se tiene: 

(RS x ) Max.(2- 1 )x, +(3-- 2 )x2  +(4-A.3 ); 

s. a. 

12x1 +19 x 2 4 -3x 3 	46 , 

x, e{0,I} ,vi, 
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(41-15). ) = Max. it l y1 +4y2 +2 3 y3  

S. a. 
49y, +40y2 +31y3  5 76, 

y, €{0,1} , Vi 

Donde: 

Max. (RS) = Max. (RSA, ) + Max. (RSr ). 

Resolviendo los subproblemas para valores de 2 3  = 3/2 , 2, 5 2 y 2, —2 2 =3/2 , el 

problema tiene dos soluciones alternativas: (1,0,0) y (0,1,1). El valor de la función 

objetivo está dado por: 

v(RSx ) 	v(RS? ) = 	= 4. . 

La siguiente figura representa los valores obtenidos para el mismo problema, 

por las diferentes estrategias de relajación. 

V(P) 	 V(DS) 
1 	4,5 	1 	5.8 	_1 	6.6 

4 1  5 1  6 1  7 
'V(RS) V(D1) V(D2) 

Fig. 10 Comparación de los diferentes tipos de relajación 

3.7 Interpretación Económica del Principio de Descomposición 

El principio de descomposición de Dantzig-Wolfe tiene una interesante 

interpretación económica, basada en examinar a los multiplicadores simplex , como 

precios. Para establecer esto es necesario considerar lo siguiente: Sea B una base dada 
y su x ft  solución factible básica asociada, está dada por: 

x11 7--B-t b. 
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Si se realizan cambios diferenciales db en la disponibilidad de los recursos, la nueva 
solución quedaría como: 

xa  = 13' (b + db), 

la cual debe ser no negativa para un arbitrario db. Esto es posible si suponemos que 
x j, tiene todas las componentes positivas; es decir, es no degenerado. Entonces por 

definición, 
Ir= CD  

Z = CR  b= CR(B-1  =(CB  B-1 )b. 

Así que, 

Z = Irb =E n,b,. 

Bajo la suposición de no degeneración lr no se modifica, si se realizan cambios 
pequeños db, puesto que B necesariamente no cambia. Entonces diferenciando a la 

expresión de Z, se tiene: 

c3Z 
ab, 

Si Z tiene unidades en pesos, entonces tr, tiene unidades en pesos por unidad de 

recurso b1 . El multiplicador u; es llamado precio sombra para el recurso i, puesto que 

representa la cantidad que puede ganar (gastar) la función objetivo, al realizar un 
pequeño incremento en la disponibilidad del recurso b„ suponiendo que todos los 

recursos son transformados de acuerdo con los niveles de actividad asociados a la 
solución. El adjetivo sombra es utilizado puesto que 7r, no es necesariamente el 

precio del recurso en el mercado. Además notase que B no es necesariamente una 
base óptima y que n, puede ser positivo o negativo. 

Regresando al principio de descomposición, considerar la acción del i-ésimo 
subsistema y la manera de como puede afectar a la función objetivo, vista como un 
costo total a ser minimizado. Si el subsistema i elige un vector de actividades x„ 
incurre en un costo directo C, x, y en un consumo A, ; de recursos disponibles, 

quitándolos de otros subsistemas con lo que posiblemente se incrementan sus costos. 

Y el subsistema i debe tomar en cuenta esta contribución indirecta al costo total. La 
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forma más simple de hacer esto, es declarar un conjunto de precios sombra ir , para 
los recursos compartidos y forzar al subsistema a pagar por cualquier cantidad de 
recursos que utilice. Si a un recurso en particular se le asigna un precio alto, entonces 
esto debe desalentar al subsistema de usar cantidades excesivas de él. Es fácil ver que 
el principio de descomposición coordina las acciones de los subsistemas de esta 
forma. 

Entonces, la función objetivo del subproblema i está dada por: 

Z, = C, — 	x, 

donde, 
C's  x, : es la contribución directa sobre el costo total Z , 

: es el nivel de operación, 

n• A, x, es el producto del vector de precios unitarios ir del recurso compartido, 

por la cantidad del recurso utilizado, (es el costo cargado al subsistema por 
usar recursos compartidos). 

De esta forma, Z, la función objetivo del subsistema es una medida del costo 
total (directos e indirectos), y el signo negativo del producto Ir A, x, se justifica puesto 
que al usar una cantidad positiva del recurso k 	4,10), es equivalente a 

disminuir su disponibilidad. Si el recurso k es muy apreciado (escaso, costoso, etc.), 
una reducción en su disponibilidad debe incrementar el costo, por lo tanto irk  <O. 
Entonces —irk  es positivo, como el término —Irk (A,xjk  , el cual incrementa el costo 

del subsistema como debe ser. 

Una interpretación similar puede ser utilizada para el criterio de optimalidad, 
el cual está dado como: 

Mill 	= Zt°  los z o, 

o también como: 
'ro, I 	1  = 11...IP, 

donde 	es el valor óptimo de la función objetivo del subproblema i y ;ti°  es el 

multiplicador simplex que corresponde a la i-ésima restricción convexa: 

E/10= 1 . 
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Puesto que ir° es el cambio en Z provocado por un pequeño cambio en el lado 
derecho de la expresión anterior. Incrementando esta cantidad desde su valor unitario 
actual, implica que los pesos Ai  asignados a las diferentes propuestas presentadas por 

el subsistema i pueden a lo más sumar uno; es decir, la propuesta puede jugar un rol 
mayor en el plan completo. Como se dijo anteriormente, Z, es una medida del costo 
total (directo e indirecto) de una nueva propuesta xi . De esta forma la prueba de 
optimalidad zj  1/rol  , 1=1,—,p establece que, si se introduce la "mejor" nueva 

propuesta para todos los subsistemas, se incrementarán más los costos, que si se 
usaran las propuestas actuales, las cuales pesadas apropiadamente pueden ser 
óptimas. Si el criterio de optimalidad no ocurre, entonces la nueva propuesta 
remplaza a una de las más anteriores. 

Relacionado con esta interpretación de precios, se puede establecer que el 
esquema de toma de decisiones presentado no es totalmente descentralizado, puesto 
que la administración central es la que finalmente asigna los pesos a las propuestas de 
los subsistemas, y la razón para no realizarlo de esta forma, es que el problema puede 
no quedar totalmente lineal. 
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IV. APLICACIÓN AL PROBLEMA DE LOCALIZACIÓN DE 

SERVICIOS 

De acuerdo con investigaciones previas, cuando se aplica la estrategia de 
Descomposición Cruzada al problema de localización de Servicios, resulta en la 
solución sucesiva de dos subproblemas, incorporando un proceso de ping-pong entre 
ellos. Procedimiento mediante el cual se explota simultáneamente la estructura primal 
y dual del problema, reduciendo el número de problemas maestros a resolver. Sin 
embargo por resultados de nuestra investigación, al incorporar la estrategia de 
relajación Lagrangeana Separable a éste proceso cruzado, se llega a establecer que no 
es necesario utilizar el problema maestro, en la solución. 

En este capitulo se presentan la aplicación de los supuestos teóricos de la 
Descomposición Cruzada y de la relajación Lagrangeana Separable, al problema de 
Localización de Servicios, el algoritmo de solución resultante de nuestra 
investigación, en el cual el proceso de ping-pong, se realiza entre dos subproblemas 
del tipo transporte, sin necesidad de resolver el problema maestro primal o dual, para 
obtener la solución del problema de localización, También se establecen las 
propiedades que garantizan la convergencia del algoritmo y se presentan un ejemplo 
de aplicación. 

4.1.-Problema de Localización de Servicios 

Como una aplicación al uso de la técnica de Descomposición Cruzada 
utilizando relajación Lagrangeana Separable, considerar el problema de Localización 
de Servicios con Restricciones de Demanda y Adicionales, el cual puede ser 
formulado de la siguiente manera: 
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Aplicación al problema de localización de servicios 

Mina Er c,, x► , +E fi Y►  
¡ 	 ►  

S . a. 
Exii  = 1, 	Vj (4.1), 

	

5 mi)  , 	Vi,j (4.2), (P) 

	

Ea, y, k Z  d, , 	Vj 	(0), 
1 

	

Edi  x,, s a, y, , 	Vi 	(4.4), 

O,

1  

	

y, =1,0 , 	Vi,j .  

Donde (4.1) asegura la atención total de la demanda, (4.2) establece el envío solo de 
servicios abiertos, (4.3) considera la apertura de suficientes plantas para atender la 
demanda y (4.4) considera solamente enviar la capacidad del servicio. 

4.2 El Problema Primal o de Benders 

Si se aplica el proceso de descomposición de Benders, el subproblema que se 
obtiene al fijar en P las variables primates y, a ser O ó / , es uno de transporte 
con variables acotadas, para el cual existen métodos de solución muy eficientes. 

Entonces el subproblema .SP queda como: 

Min. E c,, xi , + E f 

E x,, 	= 1, 	 (sp) 
►  
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Con lo que el dual de SP se puede plantear como: 

Max, E v, +E f, —a,u, —E w, j  y, 

s, a. 

u, +wi  —v1  SC,i  , 	Vi, j, 	(DSP).  

u,10,v1 10,w,1 10 Vi,j, 

En consecuencia, el problema maestro de Benders o primal puede ser expresado: 

s,a, 	 (A113 ) 

E 1,/, + E f,  - a, ut, -Em1, wt,, y, 

1 E 7;„ 

donde T,, es el conjunto de indices de todas las soluciones duales factibles básicas 
del conjunto de restricciones del problema DSP, es decir, t E Te  son los llamados 
cortes primates o de Benders. 

4.3 El Problema Dual Lagrangeano 

Como se estableció en el capitulo antérior, la relajación Lagrangeana 
Separable produce mejores cotas que cualquiera otra de las estrategias de relajación, 
debido fundamentalmente a que con éste esquema ninguna de las restricciones 
originales desaparece. Adicionalmente y debido a su modelación flexible, se pueden 
identificar estructuras especiales ocultas, con lo cual es posible obtener problemas 
más simples de resolver. Además de que computacionalmente el hecho de tener un 
multiplicador por variable en lugar de por restricción, puede ser una ventaja al utilizar 
los métodos de ascenso dual, ya que es más fácil detectar el efecto de alguna 
modificación en los multiplicadores. Por lo cual este tipo de relajación será utilizada 
en el presente trabajo. 
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De esta forma y tomando en consideración las ventajas enunciadas 
anterionnente, el proceso de análisis con la estrategia de relajación Lagrangeana 
Separable para el problema P inicialmente planteado, se puede establecer de la 
siguiente forma: 

Propósito: 
i. ,Inducir la separación del problema en subproblemas independientes. 
ii. Capturar las diferentes características estructurales del problema. 
iii. Obtener cotas más fuertes que con los otros esquemas de relajación. 

Cómo: 
iv. Identificar las partes del problema que pueden ser separadas. 
v. Remplazar las variables en cada parte por copias o sustituir nuevas 

expresiones. 
vi. Dualizar la copia de las variables o la expresión de sustitución. 

Observación: 
No es necesario que cada subproblema resultante sea de algún tipo especial. Aún así, 
debe ser mucho menos complejo o mucho más pequeño que el problema completo, 
de tal forma que pueda ser resuelto por el software existente o comercial. 

Por investigaciones previas [Chen y Guignard, 1992], se ha establecido que 
uno de los mejores esquemas de relajación Lagrangeana para el problema P , se 
puede establecer con el siguiente proceso: 

• Copiar Eid, x,1  = 	x,, y y, = y; en la restricción (4.4). 

* Duplicar la restricción (4.3). 
* Dualizar las restricciones de igualdad. 
* Separar al problema de tal forma que se obtengan dos subproblemas, cada uno con 

los siguientes conjuntos de restricciones: ((4.1), (4.2), (4.3)) y {(4.2), (4.3), 
(4.4)). 
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De esta forma el problema P sin restricción en flujos, se puede formular como: 

Min. EE c„ +E f, y, 
I 

s, a. 
Erg, = 1, vi, 	(4.1), 

x,/ 	1 	Y,  , Vi, j , 	(4.2), 

Ea, y, 	Edi , Vi, 	(4.3), 	(P1) 

Edi x;;  5 a, y;, 	Vi, 	(4.4), 

Edi x,1= Ed, 	, vi 	(4.5), 

= 	y; , 	vi , 	(4.6), 

x,i 10, y, =1,0 	Vid . 

Relajando las restricciones (4.5) y (4.6), el problema queda como: 

Min. E Ec,, ri, + E f, y, + 2,(Ed, x,, -

s. a. 

r;J)+Pr(Yr -.Y;) 

 

= 	1, 	Vj , 

xii 	Vi,j , 

Ea, y, z Ed, , Vi, 	(ns) 

Edi x;i 1 a, y; , 	Vi , 

y,=1 ,0 	Vi,j , 
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o también como: 

EE(c„-d,,t,)x,i +E(f,-ii,)y,+EA,Edi r;,+Ep,y; 
I 	 r 

s.a . 

= 1,  

	

XII 	, 	Vi,j , 

	

Eal 	Ed , 	Vj, 
1 

	

Ed x; f la, y; , 	Vi, 

x,110,

/  

	

y,=1,0 	Vi,j . 

(as) 

Separando a cada uno de los subproblemas se obtiene: 

Subproblema 1: 

Min. 	E(C,1 -d1  2, +E(fi - Phi 

s. a. 
xii 	= 1, 	Vj , 	(4.1), 

xii 	, Vi,i, (4.2), 	(LS1) 

	

Ea, y, 1 Edi  , Vj, 	(4.3), 
1 

x,1 10 ; y, = 1,0 ; A, , p, no resirigidas,Vi, j , 
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Subproblema 2: 

Min. E Á, E d, x; E my; 

s. a. 
XII 	 Vi,) , 	(4.2), 

Ea, y, z Edi  , Vj , 	(4.3), 	(LS2) 

Edi  Xii  Sal  y, , 	Vi , 	(4.4), 
1 

XII  10;y, =1,0;2, ,p, no restringidas ,Vi,j . 

Donde la solución al problema RLS, se obtiene como: 

v(RLS) = t'USO 	v(I.S2). 

4.3.1.-SimplifIcackm de los Subproblemas LS1 y LS2 

Considerar al subproblema LS2 e ignorar temporalmente a la restricción (4.3). 
Entonces por el principio de linearización entero (ver apéndice A), el problema se 
puede separar para cada servicio i , considerando a cada (y, =1 }, para i=/,...,m, y 
valores conocidos de A, , con i=1,...,nt en: 

(y, = 1} , y, = Min. 2, E di  x,1  

s. a. 
Edi  x,/  5 a, , 

O S XII  1 1, di,j, 

2, no restringida , V i , 
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que también puede ser expresado como: 

 

A, no resirigida , } Edix, /  5 a, , 05 xii  51, 
I 

v,= Min. l Edi  

 

que resulta ser un problema del tipo mochila continuo, para cada i . Y que por su 
estructura, la solución óptima para cada y, , i=1,...,m, está dada por: 

v 
O 	si A, k0 

donde E di xo  =a„Vi y el parámetro E i di  = D, puede ser útil en problemas con 

capacidad ilimitada. 

De esta forma la contribución total estará dada como: 

Min. Ey, y,' +E vi Yr 

s. a. 

Ea, y, k Edi  

y, =1,0 ,p, no restringida, 

que en forma equivalente se puede plantear como: 

Min.{E(p, + v,)y, } Ea, y', z D, y; = 1,0, p, irrestricto ,V i 
I 

Problema que resulta ser del tipo mochila en variables 0-1. 

En otras palabras, se requiere resolver un problema y, , i---,/,...,m, para cada 

servicio y después minimizar la contribución total que produce cada uno de ellos, en 

el problema tipo mochila 0-1. 
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Aplicación al problema de localización de servidos 

Ahora examinar al problema LS1 y considerar el mínimo del segundo 
sumando y la restricción (4,3), con lo cual es posible formular separadamente al 
siguiente subproblema: 

Min. Di; — Pi)Yi 
Y 

s.a. 
Eat y,I D, Vj, 
• 

y, =0,1, p, no restringida ,V 

El cual resulta con el mismo conjunto de restricciones, que el subproblema 
tipo mochila 0-1 que se obtuvo de LS2 , solo que con diferente función objetivo, Y 
como ambos subproblemas son función de p, se hacen equivalentes en su función 
objetivo para un valor de p, = (f, — vi )/ 2, 

Entonces, sustituyendo el valor de p, en cada una de ellas, se tiene: 

s.a. 
Ea, y, z D , Vf 	Eai  y, 	D , Vj 

y, = 0,1 ,di , 	 y, = 0,1 ,V 1 . 

En donde al efectuar operaciones y reagrupar términos, el problema queda como: 

Min. E(fi+v,)y. 

s.a. 
Eco, 	D, Vf, 

y, = 0,1, V i 

que es también en un problema del tipo mochila 0-1, independiente del valor de p„ 

con i=1,...m Es decir, resulta innecesario hacer la duplicación de las variables 
y„Vi y duallzar (relajar) su correspondiente igualdad Resultado que permite 
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mejorar y simplificar el esquema de relajación propuesto por (aten y Guignard, 
1992j. 

En consecuencia, el problema dual Lagrangeano RLS se puede formular como 

la suma de los siguientes subproblemas: 

Q= Min. E(z+ VI)YI 
Y 

s.a. 
Ea,y, D, V j, 

y, = 0,1, di . 

S= Min. EE(c„-d,,t,)xi, 

= 1, V , 

0 1 x11  s 	V i,j, 

A, no restrigida , y, = 0,1, V 1. 

Y su solución estará dada como: u(RLS). u(Q)+ u(S). Donde Q es un problema 

sencillo del tipo mochila y S es un problema del tipo selección múltiple, que por su 
estructura se puede establecer como uno con ru  = 0,1, V i, j , Entonces el 

subproblema dual Lagrangeano RLS queda formulado como: 
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x,, +E f, +E(v, y, - A,Edi  r o) 

s.a. 
EX,/ 	Vi, 

x,,5 y,, Vi,j, 

Eal y,k D, Vj, 
• 

sil  k 0,y. = 0,1, As  no reskingida,V i,j 

Que es independiente de p, para 1=1,...,m. 

Por otro lado, puesto que y, = a, A, el problema RLS anterior se puede 

formular de la siguiente forma: 

Min.EEC I x,1 +E f, y, +EA. , (a, y, --Edir,,) 
I 

s.a. 

	

EXii = 1 
	

V , 

xii 5  Y, , V 13, 

Ea,y,Z D, Vi, 

xii  Z O,y, =0,1, A, no restringida,V i,j 

Que resulta ser equivalente al problema original P, con la restricción (4.4) relajada. 

Para ver esto, considere al problema P como se formuló originalmente, esto 

es: 
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(P)=Min. EECii  xii +Efi  

s, a. 
Exii  = 1, Vi, 

yl 

E
Ea. y. k Ed, , 	, 
" 
d, r 	a, y; , vi, 
" 

xii  20, y, =1,0 	vi,i . 

En el cual, relajando la restricción (4,4) se tiene: 

(P)1(LD)= Alin,EEC,1  x,i  +E f, y, +EA,(a, y, -Edi r, j ) 

s,a, 

Er11  = 1 , vi, 

rol s y,, 

Eaoo,Z Edj  , V J.  

x,/  2 o, y, = 0,1,A, no restringida, V i, j . 

Suceso que permite concluir, que realizar la relajación simple (tradicional) sobre el 
conjunto de restricciones (4.4), es otra forma más sencilla y rápida de llegar al 
mismo resultado. Y en consecuencia, no es necesario partir del esquema de 
relajación que se propone en (Chen y Guignard, 1992/. 

Ahora bien, si se considera una solución factible, que además cumpla con la 
restricción (4.4), se tiene que el producto: 
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( A, a, y, -Edi  xii  S O , para y, =1 y A, <O, con i=1,.,,,m. 
1 

De esta forma, aún se cumple que P z LD1 , con y, =1 y 2, <0 , para i = 	Es 

decir: 

(p)k(L,m)=min. EEc,,x,,+E Yi  +Edt i (a, --Ec" x.,) 
I 	 I  

s, a. 

Ex,/  = 1, 	Vj, 

s 	Y ,  , 	Vi,j , 

Ea, y, Z  Edi  , Vj 
o 

Edi xu  5 a, y, , di, 

x,i z0, y, =1,0 Vi,j . 

Entonces, es posible incorporar al problema S la restricción (4.4) para 
reforzarlo, con lo cual ahoY a es formulado como: 

S= Min. 
I 

S.a. 

Exii = 1 , Vi, 

a, , V i, 

xii 	,Vi,j, 2, no restringido , V 1 

que resulta ser un probleina del tipo transporte. Suceso bastante interesante puesto 

que existen algoritmos muy eficientes para resolverlo. 
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Por otro lado, puesto que los problemas Q y S son función de A, , para 

i=/,...,m . El problema Q con y, =a, Al  , puede ser formulado como: 

Q= 	+Ai a,) y, 

s.a. 

E ai y, ID, V j, 

y, = 0,1 , A, no restringido, V i . 

En el cual, si A, = —1,1a, para i=1,...,m, se tiene que: 

Q = min. E f,  - fa, y, 

s.a. 

E culD, V j, 

y1 =0,1, Vi. 

cuya solución es Q = O Por lo que es posible establecer, que csialquler valor de 
y, * 0,i 	cumple para obtener el mínimo del problema dual Lagrangeano 

RLS. 

Ahora bien, considere la solución del subproblema Q que se obtuvo al aplicar 
el principio de linearización entero, al inicio de esta sección. Es decir: 

v, = A, Min.{a, ,1)} si A, < O, 

donde E d j x, =a„Vi. 

Entonces, el término que se encuentra en la función objetivo del problema Q , para 
i=/,...,m , se puede formular de manera más general como: 
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Q= Min. E ( + AlEdixii), 

con lo cual también es posible establecer que para algún pi  k O, y un valor de Lamda: 

= - —*f  , se tiene que Q= O. 
Edi  r,i  

1 

En consecuencia, el problema Q puede quedar formulado de manera más general 
con :t'u  = x,1  /di  , como: 

Q=Awn.+ 	) Ex
'' 
 ly, 

I  

s.a. 

Ea,y,1D, V j, 

kO,y1 =0,1, Vi,). 

Que tiene como resultado Q=0 , lo que permite establecer que los orígenes 
y, 	o, para 1=1,...,m, que satisfacen la demanda, obtenidos a partir de la solución 
del problema de transporte S, también podrán minimizar al subproblema dual 
Lagrangeano RLS. 

Como se sabe, el algoritmo para resolver el problema de transporte minimiza 
costos al saturar las rutas de distribución que resultan ser más económicas, esto 

implica que para un determinado origen 1 que contenga a los costos de transporte 
más baratos, se tendrá en sucesivas iteraciones que: 

Extk-il 5  ExikiErik+il, con Aki-i Akt  
1 

y en consecuencia para los costos de distribución se tendrá que: 

(cil  +Al )
k-I 

k(Cii +it i )
k 

k(C ti +,11 )
k4I 

si 



Aplicación al problema de localización de servicios 

Es decir, las rutas más baratas se harán aún más económicas. De esta forma, Ei  

para las I con los costos más bajos, tenderán a incrementarse hasta alcanzar su 
límite, el cual está definido por su demanda y/o su capacidad a,, En consecuencia: 

E 	5  Exkii  E  x tk;1 5,...,5  as  

1 	1 	1 

Por el contrario, para las rutas r con los costos más altos, la 	tenderá 

a disminuir hasta alcanzar su limite que es cero, de esta forma: 

Exh,;1 Ex,k, /E xl,;1 	, con 	Ak, Ak;,+'
1 	1 	1 

y en consecuencia se tendrá que: 

	

U-1 I 	U 	Ual 
(c,./  + A, 3 IkC,I +2,) SkC 

I
,J +A,) S... 

Es decir, las rutas más caras se harán aún más costosas, después de cada iteración. 

De esta forma, a los valores de AR, para i=1,...,m , se les puede interpretar 

como la memoria del algoritmo, puesto que contienen información de la iteración 
anterior (solución), indicando cuales fueron los caminos más baratos de distribución y 
los servicios con el costo fijo más bajo. Esto es, para las trayectorias más económicas 
se tiene que: 

 

j I ífi JI  
•S", Lxi X k 

II 	
" 11+1 LXII 

 

 

Además, el problema de transporte requiere para que exista solución factible que: 
Ea, Z Ed, y en la solución óptima, que las restricciones de demanda se cumplan 

con estricta igualdad, esto es E x,, 	1 , entonces los orígenes i a partir de los 

cuales se satisface la demanda, serán los valores para los que y, =1 , con i=/,...,m, 
que resultan ser los servicios abiertos para el problema dual Lagrangeano RLS. Para 
ver esto, considerar lo siguiente. 
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En la solución óptima del problema de transporte, se tiene que: 

-ul -vi  =O si xii  es básica, 
C,i -u1 -1,1 10 si r,f  es no básica, 

donde: C,I  , es la matriz de costos originales del problema de transporte, u, vf  son 

las variables duales que corresponden a los orígenes y destinos, respectivamente. 

Ahora sea r'1  con i=/,...,m , j=1,...,n la solución óptima del problema de 

transporte y u„vi  las correspondientes variables duales para las restricciones de 

capacidad y demanda, respectivamente. Entonces para la solución se tendrá que 
C,I 	u, + 	y Cli =u1 +vi , Es decir, 

si IX:i 910 ''' él/ ''''Cli = O 

rif = O 	 Oil ..Ciii 101  

por lo cual, es posible establecer que: u, = C,/  - vi, para las variables básicas y 
u, 1C,1  - vf  = á, , para las variables no básicas y en consecuencia se tiene que: 

(f, +u,a,)1(f, 	para 1=1,...,m. 

Por lo cual, se puede establecer que los orígenes i que se obtienen de la solución del 
problema de transporte S , para los cuales El 	= di  , i=1,...,m , serán las y; = 1, 

i=/,...,m de la solución óptima del problema tipo, mochila Q. Es decir, los orígenes 
que satisfacen la demanda del problema de transporte, serón los servicios abiertos 
en el subproblema dual Lagrangeano MI  y como consecuencia en el problema de 

localización P. 

Entonces, a partir de estos resultados se pueden establecer las siguientes 
proposiciones: 

Proposición 4.1. En la solución óptima del problema de transporte S, los orígenes i 
que satisfacen la demanda, son los y: 1, i=/,...,m , de la solución óptima del 

problema de la mochila Q. Y en consecuencia, los servicios que deben ser abiertos en 
la solución óptima del subproblema dual Lagrangeano SDA  
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4.4.-Algoritmo para Resolver el Problema de Localización 

De acuerdo con la estrategia de Descomposición Cruzada, es posible usar a 
los subproblemas primal SPy  y dual SDA  , en una sola estructura de descomposición y 

considerarlos como problemas maestros relajados, uno del otro. Además, el problema 
de interés P ó D, es relativamente más fácil de resolver cuando las variables primates 
y, o las variables duales A, se fijan. Observación que motiva el siguiente proceso de 

ping-pong entre estos subproblemas. En consecuencia iniciando con alguna 
suposición para las variables, es posible pasar de una a otra de las siguientes etapas: 

-1- Fijar y, en su valor actual y resolver el subproblema de Benders SPy  , que es un 
problema de transporte, para producir un nuevo valor para la cota superior de 
P. 

-fi- Fijar A, en su valor actual y resolver el subproblema Lagrangeano SDA  , para 
producir un nuevo valor para la cota inferior de P. 

Estas etapas, producen sucesivamente cotas superior e inferior para el valor 
óptimo de la solución. La principal motivación para el uso de la Descomposición 
Cruzada, es debido al hecho conocido de que la descomposición de Benders y la 
obtenida por la relajación Lagrangeana, son de alguna forma pares duales. Es decir, 
SPy  y SDA  llegan a ser problemas maestros relajados uno del otro, [Van Roy, 1984]. 

Condición que aunada a los resultados obtenidos en las secciones anteriores, permiten 
establecer el siguiente algoritmo de Descomposición Cruzada: 
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Etapas del algoritmo 

1.-Iniciar. vp(-00) 	vp(+1)) ; 
=1; para i=/,...,m, 

= -L , para i=/,...,m 

2.-Resolver. Subproblema dual SDÁ. ( problema de transporte S ), para obtener 

y: = , E, x,1  y u(SDA,) 

2.1.-Calcular. 	, para i=1.... 9 M. 

1 

3.-Probar. Si Ak-1  = A; para y; =1 , entonces terminar. Otra cosa, identificar 

cuales y; = l para i=/,...,m, 

4.-Resolver. Subproblema primal SP,,I  ( problema de transporte por Benders , 

para obtener v(SP›,,) 

5.-Probar. Si u(sP ,)=V(SD i) ,  entonces terminar. Otra cosa, regresar al paso 2 

pero ahora con Agt, . 
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La siguiente figura muestra el algoritmo de Descomposición Cruzada en 
forma gráfica. 

Fig. 12 Diagrama General del Algoritmo 
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4.5. Convergencia del Algoritmo 

El procedimiento anterior termina en un número finito de iteraciones, al 
considerar los siguientes hechos y que los algoritmos de Benders, Lagrangeano y 
Descomposición Cruzada, son finitos en su forma pura. 

Como se vio en la sección anterior, en sucesivas iteraciones las rutas más 
baratas se hacen cada vez más baratas y en consecuencia, se les asigna cada vez más 
hasta que se saturen, ya sea agotando la capacidad del origen o satisfaciendo la 
demanda, es decir: 

Ex,» sE x;, 5 E rk,;1  <_,...,5 a, con 2,k-►  12,k, z 2k'►  
a 

De esta forma, se pueden utilizar los orígenes que satisfacen la demanda 
obtenidos de la solución del subproblema dual Lagrangeano SDA  como servicios 
abiertos; es decir los y, = 1, con 	, que se fijarán en el subproblema primal 
SP,, . 

Además, también considere el principio fundamental de la Descomposición 
Cruzada, mediante el cual se establece que los subproblemas primal SPy  y dual SD a, 

son problemas maestros relajados uno del otro [Van Roy, 19841 Lo cual permite 
utilizar ambos subproblema en un mismo esquema de descomposición, y buscar la 
solución del problema de Localización de Servicios al interactuar entre las siguientes 
etapas: 

i. Fijar A en su valor actual y resolver el subproblema dual Lagrangeano SDA  

(Transporte) para producir un nuevo valor de y , además de un valor para la 

cola inferior del problema P. 

ii. Fijar y en su valor actual y resolver el subproblema primal SPy  (Transporte) 

con lo que se obtiene un valor para la cota superior del problema P. 

Etapas que producen sucesivamente valores para las cotas inferior y superior, 
respectivamente, hasta obtener en un número finito de iteraciones, la solución al 
problema de Localización de Servicios. 
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Para que el algoritmo se desarrolle bien dentro de este esquema de solución, 
se hace necesario tener como valor inicial para la primera iteración: 

_J°  

y para las subsecuentes iteraciones como: 

= 

Esto debido a que A„ 	, es la memoria del algoritmo puesto que tiene 
información de la iteración anterior, a través de E 	y de la propia 	, i=1,...,m 

De la proposición (4.1) y del algoritmo anterior se puede establecer la siguiente 
proposición. 

Proposición 4.2. Los servicios que resulten abiertos en la solución óptima 
del subproblema dual Lagrangeano S131  , corresponden a los servicios que deben ser 
abiertos en la solución óptima del subproblema primal SPy  , y en consecuencia del 

problema de Localización P . 

4.6.-Experic ncia Computacional 

4.6.1 -Ejemplo de Aplicación 
El siguiente ejercicio fue tomado de [Van Roy, 1984]. 

in = 4 

n = 3 

Costo por unidad 

(j) 
Capaci- 

dad al 

Costo 

Fijo fi 

1 1 0 3 25 40 

2 1 3 0 25 40 

3 3 0 1 25 40 , 

4 3 3 ..,. 3 25 0 

Dcman- 

da di 

15 15 15 

Tabla 2 Problema Ejemplo 
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En la solución óptima el valor de la función objetivo es 95, con los servicios 
1 y 2 abiertos. La solución por Benders realiza 4 iteraciones ( 4 cortes ), es decir se 
deben resolver cuatro problemas maestros. Por el algoritmo propuesto de 
Descomposición Cruzada, se realizaron 2 iteraciones sin resolver el problema 
maestro y se llega al mismo resultado. 

Iteración No.l. 

1.- Iniciar con todos los servicios abiertos y calcular los valores de A°, para 

f=/,...,m. Entonces: 

1 
1 -1.6 
2 -1.6 
3 -1.6 
4 

2.- Resolver el subproblema dual SDA. , que es un problema tipo transporte con el 

incremento de X', . 

Cr,/ — A.  al 
2.6 1.6 4.6 25 
2.6 4.6 1.6 25 
4.6 1.6 2.6 25 
3 3 3 25 

d1 15 15 15 

Cuya solución está dada por: 

u(SD) = 87 
xn =10, x12 =15, x21 =5, 
x23  =15 . 
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1 -1.6 
2 -2.0 
3 -1.6 
4 

Aplicación al problema de localización de servicios 

2.1.- Los nuevos valores para ,% , donde i=/,...,m son: 

3.- Probar si , = Al„ para los y, =1, donde 	, generados por la solución del 

problema de transporte anterior: 

i 21 Ali 

1 -1.6 -1.6 
2 -1.6 -2.0 
3 -1.6 -1.6 
4 0.0 0.0 

Los cuales no todos son iguales. 

4.- Resolver el subproblema primal SP h  para yi  =1 , con 	. Es decir para 
Ys 

y, =1,y, =1, los servicios abiertos. 

Ci , j  a, 

1.0 0.0 3.0 25 
1.0 3.0 0.0 25 
3.0 0.0 1.0 0 
3.0 3.0 3.0 0 

d 15 15 15 
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Cuya solución está dada por: 

u(SP) = 95 

x11 = 10  , x12 = 15 
	x2, = 5 , 

x23  =15. 

5.- Probar si u(SP)= u(SD) para los valores de las funciones objetivo: 

u(SP)= 95 86 = u(SD) 

Como son diferentes, regresar al paso 2, pero ahora con Aki  , donde 	Y 

continuar de esta forma, hasta que los criterios de paro se cumplan. 

Iterneión No.2 

2.- Resolver el subproblema dual SD A;  , que es un problema tipo transporte con el 

incremento de A, . 

Cr., — AIi a i 

2.6 1.6 4.0 25 

3.0 6.0 2.0 25 
4.6 1.6 2.6 25 

3.0 3.0 3.0 25 

di 15 15 15 

Cuya solución está dada por: 

u(SD) = 95 
x„ =10 , )(12 = 15 	x21 = 5  
X23  = 15 . 
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1 -1,6 
2 -2,0 
3 -1.6 
4 

Aplicación al problema de localización de servicios 

2.1.- Los nuevos valores para A; , donde i=/,...,m son: 

3.- Probar si Ali  = 	, para los y, =1, donde i=1,...,m , generados por la solución del 

problema de transporte anterior: 

i r  lis 21 

1 -1.6 -1.6 
2 -2.0 -2.0 
3 -1.6 -1.6 
4 0.0 0.0 

Los cuales son todos iguales. Se cumple el primer criterio de paro. 

4.- Resolver el subproblema primal SP , para y, =1 , con i=1,...,m , Es decir para 
Yo 

y, = 1 , y, =1, los servicios abiertos. 

C.,, a. 
1.0 0.0 3.0 25 
1.0 3,0 0.0 25 
3.0 0.0 1.0 0 
3.0 3.0 3.0 0 

di 	. 15 15 15 
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Cuya solución está dada por: 

u(SD) = 95 

xi, =10 , x,2  =15 , x21 = 5 , 

x23= 15 , Y1= 1 , Y2= 1 , Y3= 0 , Y4= 0  

5.- Probar si u(SP). u(SD), para los valores de las funciones 

objetivo: 

u(SP)= 95 =95= u(SD) 

Como son iguales, el proceso termina y la solución óptima es 95 para el valor de la 
función objetivo, con y, =1, y2  =1 como servicios abiertos. 

En la siguiente tabla se presenta.) lus resultados obtenidos, después de 2 
iteraciones para obtener la solución óptima del problema. Se da una iteración más 
para verificar la misma. 

LLD) 
No dc 

Iteración 

v(D) u(SP) 2, A2 2  2 4  Ei X ii  E1 X 2/  Elx»  E1 x 4, 

1 86 95 1.6 1.6 1.6 0.0 	' 25 20 0 0 

2 95 95 1.6 2.0 1.6 0.0 25 20 0 0 

3 95 95 1.6 2.0 1.6 0.0 25 20 0 0 

Tabla 3 Resultados problema ejemplo 
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4.7 -Resultados Computacionales 

En las siguientes tablas se resumen los resultados computacionales obtenidos 

para los problemas prueba, los cuales se obtuvieron de Guignard y Spielberg [1979] y 

de Guignard y Kim [1983], respectivamente. 

Es importante destacar que el algoritmo de solución desarrollado es mucho 

más eficiente al compararlo con el original de Descomposición Cruzada, puesto que 

se obtiene una mejor brecha de dualidad y el tiempo de cálculo es sustancialmente 

mucho menor. Es interesante también establecer que, si bien con el algoritmo de 

solución propuesto no se anula por completo la brecha de dualidad en todos los 

problemas, sin embargo la solución se alcanza a través del subproblema primal, lo 

cual indica que los servicios que deben ser abiertos para resolver al problema de 

localización, se obtienen. 

Adicionalmente, en las tablas N 7 y 8 se presenta por separado a los 

problemas No. 1 y 6 , con el fin de establecer un mejor análisis y desempeño del 

algoritmo propuesto, para estos problemas. 

Problema 1 2 3 4 5 6 7 
Tamaño 5x4 5x6 5x8 10x10 10x10 10x15 20x35 

% (DCO) 3,5 0,4 4.3 10.9 5.8 0.9 21 
Brecha de 
Dualidad (Dcs) 1.6 0.0 0.18 0.0 1.3 10.6 0.17 

CPU (D50) 0.63 1.21 1.58 	. 5.42 3.09 11.34 54.23 
seg. (DCS) 0.05 0.06 0.06 0.27 0,06 0.38 3.3 

Z*  412 2622 47710 3108 3550 6127 40438 
Zp  412 2622 47710 3108 3550 6777 40438 
Zd 419 2622 47800 3108 3600 7519 40508 

Num. de DCO) 7 11 9 16 15 21 23 
Iteraciones (Dcs) 5 5 3 6 6 6 11 

DCO: Descomposición Cruzada Original 
DCS: Descomposición Cruzada Separable 

Tabla 4 Resultados Computacionales 
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Num. de 
Corrida 

In bi f¡ Zp  Zd Z' % 
Brecha 

CPU 
seg. 

Num. 
Iter, 

1 13 12 (1) 412 419 412 1.6 0,05 5 
2 13 12 (2) 223 223 223 0.0 0,00 2 
3 15 10 (2) 178 178 178 0.0 0.00 2 
4 15 10 1000 3160 3160 3160 0.0 0,04 4 
5 50 10 (1) 310 310 310 0.0 0.00 3 

(1): 4 = (60, 60, 70, 30, 50) 
(2):4= (6, 6, 7, 3, 5) 

Tabla 5 Problema 1(4 

Num. de 
Corrida 

a¡ bi f¡ Zp Zd ZP  % 
Brecha 

CPU 
sea, 

Num, 
Iter. 

1 100 31 (1) 6777 7519 6127 10.6 0.38 6 
2 100 31 (2) 1656 1656  1656 0.0 0,06 2 
3 100 65 (1) 14215 14230 14215 0.1 0.16 3 
4 100 65 (2) 3919 3919 3919 0.0 0.17 2 
5 123 26 (1) 10179 10249 - 10179 0.6 0.27 4 
6 _ 	123 26 	_ (2) 1401 _ 	1401 1401 0.0 0.05 5 

(1): fi = (1600, 1300, 1200, 400, 1400, 1100, 900, 700, 300, 1500) 
(2)11= (16, 13, 12, 4, 14, 11, 9, 7, 3, 15) 

Tabla 6 Problema 10x15 
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V . CONCLUSIONES Y EXTENSIONES 

éth .— En [Guignard, 1994] se establece que los tres mejores esquemas de relajación 
Lagranjeana, para resolver el problema de Localización de Servicios con 
Restricciones de Capacidad: 

Min.. EE 	41 Yi 

S. a. 

= 1,  

mii 

Ea, y, 1 Ed 
1 	1 

Ea, xi, 5 a, y„ 

rij k O, yi  =1,0, 

vi 	(5.1), 

vi,i (5.2), (p) 

vi 	(5.3), 

vi 	(5.4), 

vi,i. 

son los siguientes: 

(LR) [Geoffrion y McBride, 1978; Guignard y Ryu, 1992]. 
Dualizar (5.1) y usar la propiedad de linearización entera. Entonces resolver por 
servicio, un subproblema del tipo mochila continuo y un subproblema del tipo 
mochila 0-1, sobre todos los servicios. Con lo que se obtienen cotas fuertes y el 
costo de cálculo es pequeño. 

(LD) [Guignard y Kim, 1987]. 
Con esta estrategia se debe copiar xo  = xii  y y, = y', en la restricción (5,4). 

Duplicar la restricción (5.3) Separar en subproblemas de la siguiente forma: 
((4.1), (4.2), (4.3)) 	APLP 17hizy, 1993 ; Ryu, 1993] 
((4.2), (4.3), (4.4)) = como (1_,R). 
Obteniéndose cotas fuelles, pero el costo de cálculo es muy alto. 

(LS) [Chen y Guignard, 1992]. 
En esta otra estrategia se establece copiar Ejd, x,1  = E/ti, x,.;  y y, = y,' en la 

restricción (5.5). Hacer la misma separación que en (LD), con lo que se obtiene la 
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misma cota y se trabaja con mucho menos multiplicadores de Lagrange y en 
consecuencia el costo de cálculo es menor. 
Sin embargo, en nuestro trabajo hemos llegado a la conclusión de que no es 
necesario hacer la duplicación de y, 	, puesto que el multiplicador de 
Lagrange para su relajación, no afecta el resultado final al que se llega. Esto es, 
sea: 

R = Min.Ef, y, +EDI d, x,1 	d i  Xii  
x,y 	1 	 1 j 

s.a. 

Ea, y, Z D ,Vj, 	 Ex,, 

y, =0,1,Vi, 	 Ea, xii  5 ai  y, ,VI, 

Osx,1  1 y, ,Vi,j 

donde D = Ed , para 1=1,...,n 
1 

     

R1Q = Myin. 

EZ 

Ea,y, Z D 

y, = 0,1 ,Vi. 

Min. 
x 

 

= 1,Vj, 	Ed x la ,Vi, I U 	1 

     

     

RQ S = Min,Efi  y, +MittEE(Cii -i-Al di )xli +EMin.—A,Edi iii  
y I 	

x i  i 	
I x 	1 

Ea, y, D 	Ex,1=1,vi, 	E ciiiii  lai ,Vi, 
1 	 1 	 I 

Y1 =0,1,V i. 	E di  x.  i  5 al  Vi, 	01x;1 51,Vij 

E-As ny, 

01x,1  1 , Vi, j. 

Donde la solución con y,=1,   para i=1,...,nt , del siguiente subproblema, 
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Min. — 21 E( I I  x'ij  
►  

s,a. 

Ed x',/  5 a,Vi ,  

05 XIII  51,Vi, , 

está dada por: 

Min.{a,,D} si > O , 

= O si 21 50, 

En consecuencia si tiene: 

 

min E ( — vi )yi -i• E min E (Cu  4- it,c 1)x,1  
Y I 	i 

D 	 1 1 
y, =0,1 	Osx,I S1 

A, k O 

R=91, 

  

E di  r, s a, y, 
►  

Son los mismos subprobletnas S y Q que se obtuvieron con el desarrollo completo. 

Otra forma de llegar al mismo resultado, es realizando el siguiente esquema de 
relajación simple: 

Min,E fi  + MinEE 
I J 

Ea, y, k D 	E d xii  5a, y, 

y, 	0, 1 	E x11 =1  

05 xii  

Sea 	Min (a„D} , la contribución de cada servicio abierto, entonces la 
formulación del problema queda como: 
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R = Ifin.E f,
'  

y. + IfinEEC,i x,i  +E A,(Ed, x,„ - v, y, 
y 	, 	., I 1 	 1 	1 

	

Ea, y, D E x,, = 1 	Ed,x,,- v, 50 
, 	, 	, 

y,=0,1 	05x,1 51 

Cumpliendo también que: 

R1Q1S = 	 + EMin,E(Cli + Al di )x,i  
I 	 I x  

Optimo 	Eal y f kD 	 Exii  = 1 

/O 	 y, =0,1 	 Okxii  zl 

Ed, x,1 5 Vi  y, 
1 

vi y,)= O 

Que es otro forma de llegar al resultado obtenido. 

41 	Otro resultado muy interesante, es la posibilidad de no eliminar a la restricción 
relajada y utilizarla para reforzar al subproblema, resultando con la siguiente 
formulación: 

(LD)IT = Min.E(f, — , vi )y, + E.Min.Eki+ 
Y 1 

Ea, y, D 	Exii k di , Vj 

y, = 0,1, VI 	x,1  5 a„ Vi 

1 

ru kO,2l k0 ,Vi, j 

Que resulta en un problema del tipo mochila (Q) y uno del tipo transporte (S), ambos 
función de 2 , para i=1,...,m . Formulación que al utilizar 2*,=— fi la,  como valor 

inicial y 	— filEi xii  , para los subsecuentes valores, hace que: Q=0 , entonces 

los valores de y, # 0, para i=/,...,m, generados por la solución del problema de 
transporte, minimizan al subproblema dual Lagrangeano completo. 
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Otro aspecto importante que se ha obtenido a partir de este trabajo, es la 
posibilidad de resolver el problema de Localización de Servicios con solo darle 
solución a una serie de problemas del tipo transporte, con la siguiente estructura: 

Min. E E(Cli  

I 	I 

Exii  a , 	V 
• 
E 	a, , 	V!, 
1 

A, <O, Vi, j, 

Con valores para A , con 1=1,...,m de: 

= 	, Vi, 	como valor inicial 

= 	J; lEi x I  ,Vi, para lodos* valores 

Resultado que ha permitido desarrollar un algoritmo de solución mis sencillo, que 
cualquiera de los obtenidos hasta ahora. 

• Como se mencionó al inicio del estudio, el mayor "cuello de botella" al usar 
las técnicas de descomposición para resolver el problema de Localización de 
Servicios, es el cálculo repetido del problema maestro, situación que se disminuyó al 
usar la técnica de Descomposición Cruzada, y lo que finalmente se evita en forma 
total al utilizar nuestro algoritmo. 

• Otro aspecto interesante con los resultados obtenidos, es la posibilidad de 
obtener un costo total menor al mejorar el diseño o patrón de distribución, ya que es 
posible aumentar o disminuir la capacidad de los servicios, al incorporarla por medio 
de A, , con i=/,...,m , como una función de los costos de transporte. 
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* 	Puesto que ahora es posible resolver el problema de Localización de Servicios 
empleando una serie de problemas del tipo transporte, es interesante hacer notar la 
viabilidad de usar cualquier tipo de software comercial para tal efecto. 

* 	Otro aspecto interesante es la posibilidad de utilizar el mismo algoritmo pero 
ahora, para resolver el problema de Localización de Servicios sin Restricciones de 
Capacidad, con solo realizar ciertas modificaciones: 

• Para la solución con y1 =1, para i=/,...,in , del siguiente subproblema, 

Min • 	 IESX 

A 

s.a. 

	

E 	x;1  1 a, Vi , 

OS 	11, Vi, j , 

dada por: 

v = 

	

O 	si 	10. 

Se tendrá que utilizar Ed1 =D, Vi, como solución al problema anterior, Dado que a, 

es la capacidad de cada, servicio y en este problema se le considera infinita. 

• Además en lugar de resolver una serie de problemas del tipo transporte, 
se debe resolver una serie de problemas del tipo Selección Múltiple, con la siguiente 
estructura: 

Min. E E(c,,-,t,)x,, 

s.a. 

Ex ii  Z 1, 	V j, 

A,<0 , Vi, j. 

Con valores para #1.„ con i=/,...,m de: 

{Mito.{a„D} 	si A, > O , 
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= — f,/a, ,Vi, 	como valor inicial .  

At, = — filEi x, /  ,Vi, para los demás valores 

Resultado que permite utilizar el mismo algoritmo de solución para el problema sin 
restricciones de capacidad 

EXTENSIONES 

Implementar el algoritmo de solución para resolver problemas dinámicos, en 
diferentes periodos de tiempo. 

4 	Utilizar la estrategia de solución para analizar otros problemas que tienen 
similar estructura. 

4 	Usar la misma estrategia para resolver el problema de localización de servicios 
con costos de transporte no lineales. 

IA 	Robustecer el algoritmo que se propone, esto con el fin de cerrar la brecha de 
dualidad que aún resulta en la solución de algunos problemas. 
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VI. APÉNDICE 

A Principio de Linearización Entero 

Considerar el siguiente problema de programación mixto: 

Max. fx + gy 
s.a. 

Ad; 5  PIM 
	

Vi, 

By 5 b , 
xeX,y,=0,1,Vi, 

donde X, puede ser considerado como el conjunto de enteros y x, puede ser un 

vector. 

Un método para resolver este tipo de problemas utilizando este principio, es 

como sigue: 

i. Ignorar temporalmente las restricciones sobre las variables 0-1. 

ii. Separar el problema resultante en uno para cada , i , de tal forma que se tenga: 

Max. f,x, + gl y, 
1 

(LRI ) 	s. a. 
il,x, 5pl y, ,Vi , 
x, EX , yi = 0,1, 

donde y, es un parámetro 0-1. Para y, = O, x, = O y »1 + gy, = O . 

Para y, =1 , resolver (1,1111y, =1) ; es decir: 
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vi  = Max, fly, + 
s,a, 

111 xi 5  Pf 
x,ZO , 

donde v, es la contribución de y, =1 en la función objetivo. 

111. Remplazar v(LR,t ) por v(PL,I ) donde: 

max. E vi 

(PLA ) 	s, a. 

By, 5b, 
yi =0,1,Vi. 

Entonces: 

v(LR) = Min,t  v(PL,t ) = Minx  v(LRA)< v(LP) . 

      

v(LR) 

     

    

      

     

1 

     

y, < 1 

   

y = 0,1 
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Ejemplo. Considere el problema de p-medios con restricciones de capacidad. 

Min. EEcii rti  +E/, y, 
x,y 1 

s. a. 
Ex ii  = 1, Vj , 

Edi  x,1  s ar yr , Vi , 

ro 5  
EYI 5  
x, 	y1 =0,1, Vi,j. 

Relajando la restricción E, xii  1 	, con multiplicadores pi  k O , e 

ignorando temporalmente a la restricción E, y, a p , es posible obtener una cota 

fuerte, tal que: 

v(LR) = Max.1,410 = Mar y, v(110 ) , 

donde 

v(PL = Min. E v, y, 
P 	 y 	i  

el cual es un problema trivial de la mochila en variables y . 

Donde: 

vi  =v(LRilyi=1)= 	 fEd ixii Sai ,x0 	, 

el cual es un problema del tipo mochila continuo, en las variables x . 
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