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ABSTRACT

Many private and public organizations have to made decisions about how
locate warehouses, schools, banks branches, etc. For such problem, of great practical
importance, there has been several approaches in order to solve it. Initially, the
intents were through the use of heuristics procedures. On the other hand, to obtain
an optimal solution the branch and bound technique can been used. However, the
effort to get such solution has gone up as the size of the problem increases making
the solution of real problems impractical. The mathematical programming approach
leaned upon with decomposition techniques has analyzed the problem using two
subproblems: The subproblem of facility location at minimun cost and the
subproblemn of demand distribution toward the facilities at minimun cost. This
structure has allowed to use very efficient solution methods.

The mathematical model that has been of great benefit for obtaining efficient
algorithms, is the well-known “Fix Charge Problem” and its associated models. The
most promising strategy until now has been the use of the so-called Decomposition
Principle in their primal or dual implementation. In such approach the “bottle-neck”
is the repeated calculation of the master problem, due to its combinatorial structure

The purpose of this work is to propose and implement a simple algorithm to
solve the locational problem that avoids to use the master problem and outline an
optimal solution.

The main contribution of this research is an algorithm that fulfills the purpose
previously described. This algorithm incorporate the Benders decomposition
technique and the separable Lagrangean relaxation in a same scheme, that results in
the succesive solution of two transport type subproblems solved using a ping-pong
process. This allows to get a method that results simple and efficient compared with
those reported in the literature,



RESUMEN

El problema de localizacién se presenta en muchas organizaciones grandes y
pequefias, publicas y privadas; que tienen la necesidad de ubicar geograficamente
algin tipo de servicio, como por ejemplo: escuelas, almacenes, estaciones de
gasolina, clinicas de salud, sucursales bancarias, etc. Para este problema de gran
importancia préctica, se han propuestos varios puntos de vista para resolverlo.
Inicialmente, los intentos fueron a través del uso de procedimientos heuristicos. Con
el propésito de optimizar al problema, se ha usado un proceso de ramificacién y
acotamiento, en donde consideraciones de calculo han ido en contra para la solucion
de problemas relativamente grandes, generalmente de uso préctico. La programacion
matematica apoyada fuertemente con las técnicas de descomposicidn, a través de las
cuales, el problema puede ser analizado como dos subproblemas interrelacionados:
la localizacion de costo minimo para los servicios y la distribucién a costo minimo
de la demanda. Estructura que permite el uso de técnicas y métodos de solucién muy
eficientes.

La formulacién matematica que ha sido de gran beneficio para la obtencion
de algoritmos de solucion eficientes, es el denominado "Problema de Cargo Fijo". Y
la estrategia de solucion mas prometedora hasta la fecha, es el uso del "principio de
descomposicion” en su forma primal o dual, con el consabido "cuello de botella" que
representa el célculo repetido del denominado "problema maestro", el cual es de una
compleja estructura combinatoria,

El propésito de este trabajo es el de disefiar e implementar un algoritmo que
resuelva en forma dptima el problema de localizacion de servicios, que evite utilizar
al problema maestro en su esquema de solucion y que ademds, sea simple en su
manipulacion.

La principal contribucion de esta investigacién es la obtencién de un
algoritmo que cumple con el proposito anteriormente planteado. La estrategia de
solucion se basa en la incorporacion de la descomposicién de Benders y la relajacion
Lagranjeana Separable en un mismo esquema cruzado, unificacién que resulta en la
solucién sucesiva de dos subproblemas del tipo transporte en un proceso de ping-
pong. Hecho que permite obtencr un método de solucién sencillo y eficiente,
comparado con los reportados en la literatura,
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INTRODUCCION

Muchas organizaciones grandes y pequeiias, publicas y privadas, se enfrentan
a decisiones de localizar: estaciones de bomberos, clinicas de salud, almacenes,
sucursales bancarias, escuelas, cajeros automaticos, etc. En tales problemas la meta u
objetivo es encontrar la ubicacién geografica que minimice costos en algin sentido,
los cuales pueden ser considerados como: pesos, nimero de usuarios perdidos,
promedio o peor tiempo de respuesta, desigualdad social (algunas veces cuantificada),
o alguna otra medida. La demanda que requiere acceso a los servicios esta esparcida
sobre toda el area de estudio y el costo es una funcion de la distancia o tiempo de
viaje, entre cada punto de demanda y el servicio que la atenderd. Normalmente
mayores distancias significan mayores costos, pero si se desea localizar un servicio
no deseable, tal como un deposito de basura o una planta de energfa, el objetivo
inverso puede ser necesario,

La localizacion de servicios con frecuencia toma lugar en el contexto de un
sistema de comunicaciones, transporte o transmision, los cuales pueden ser
representados para propésitos analiticos como redes, donde los nodos pueden
representar poblaciones, terminales, etc. y los arcos cameteras, tuberia, calles,
cableado, etc.. Algunos modelos (continuos) permiten localizar a los servicios en
cualquier parte del plano y otros mas (modelos discretos) restringen la posible
localizacién a un conjunto finito de sitios previamente considerados.

Los modelos de localizacion planares (continuos), generalmente tienen soluciones
que son simples, comprensibles y reveladoras de la estructura del problema, pero los
supuestos que se hacen en general no son muy realistas. En particular, estos modelos
no se adaptan bien a muchos problemas que tienen una estructura reticular y pueden
ser muy dificiles de resolver, cuando la localizacion de los servicios esta limitada a
cierta region del plano. Los modelos de localizacion discretos en redes tienen la
ventaja de que su estructura se puede adaptar a un gran nimero de aplicaciones y son
facilmente conceptualizados, ademas de que la medida de distancia utilizada es la
denominada ruta mds corta, la cual le viene bien a un gran nimero de aplicaciones,
Sin embargo las grandes debilidades en estos modelos, han sido la poca variedad de
funciones de costo para las cuales se ha analizado y la existencia de problemas en los
que ¢l grado de complejidad aumenta al analizarlos como una red, Los modelos
discretos han atraido fuertemente el interés porque en ellos generalmente se tiene un
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trabajable balance entre simplicidad y verosimilitud, son extremadamente flexibles
porque permiten elegir cualquier medida de distancia y cualquier conjunto finito de
sitios, como localizaciones factibles. Sin embargo una debilidad en estos modelos es
que su solucién puede ser un asunto dificil y complejo, que con frecuencia revela
poco acerca del problema, ’

El principal propdsito de esta investigacion es el tratar de eliminar esta
debilidad. Por lo cual nos proponemos desarrollar una metodologia para resolver
los problemas de localizacion discretos, que facilite y simplifique la solucidn de los
mismos. Especificamente, deseamos disefiar e implementar un algoritmo que
resuelva en forma dptima el problema de localizacion de servicios, que evite utilizar
al problema maestro en su esquema de solucién y que ademds, pueda contener
restricciones de demanda y adicionales, sin que esto incremente mucho su
complejidad,

Este trabajo se desarrolla como sigue: En el primer capitulo, se presenta el
andlisis clésico del probfema de Localizacion de Servicios que es el de ubicar
geograficamente algun tipo de servicio, de tal forma que se minimicen los costos de
traslado de las unidades de servicio a los centros de demanda, Y se presenta un
enfoque alternativo; es decir como dos subproblemas interrelacionados, el de
localizacion de los servicios y el de distribucién de la demanda, estructura que facilita
su andlisis y permite introducir ciertas variantes que lo hacen més interesante.
Ademés, se presenta las tres principales formulaciones matematicas con las que se
cubre una amplia gama de problemas de aplicacion. Como son, los problemas de
localizacién sin restricciones de capacidad, los problemas de localizacién con
restricciones de capacidad y los problema de localizacion con restricciones de
capacidad y adicionales. Quedando sin tomar en cuenta variantes como: Localizacién
de Servicios en Multiperiédo, con Multiservicio, con Economias de Escala, etc.; que
pudieran ser interesantes en la préctica, pero que no son consideradas en nuestro
trabajo.

En el segundo capitulo, se presemta una revision de los trabajos mas
significativos, que han contribuido de manera sustantiva al presente estado del
conocimiento, El enfoque se hace con base en las formulaciones del primer capitulo
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y no se les intenta dar alguna prioridad. Es decir, se presenta una forma de evolucién

taxonémica, para mostrar como la investigacién de operaciones ha impactado en la

planeacién y disefio de sistemas de localizacion. Asi como ciertas areas potenciales

de mejoramiento, mismas que han servido como punto de partida del trabajo de
investigacion que se ha desarrollado,

En el tercer capitulo, se presentan las bases tedricas a partir de las cuales se
desarrolla la presente investigacion. Se presentan los fundamentos teéricos del
algoritmo de Descomposicion Cruzada, que es el mas significativo, ya que propone
una nueva estrategia para la solucion del problema, basada en la unificacién de la
descomposicion de Benders y la relajacion Lagrangeana en un mismo esquema,
explotando simultaneamente la estructura primal y dual del problema. Estrategia que
permite resolver dos subproblemas més pequefios, incorporando un proceso iterativo
de "ping-pong" entre ellos. Ademéds también se presenta, un nuevo esquema de
relajacion denominado "Relajacion Lagrangeana Separable", por medio del cual no se
pierde alguno de los conjuntos de restricciones originales especialmente
estructurados, esto permite poder identificar estructuras ocultas especiales, ademés de
tener una modelacion flexible.

En el cuarto capitulo, se presenta la aplicacién de los conceptos tedricos del
capitulo anterior al problema de Localizacién de Servicios, estableciendo la relacién
que existe entre los subproblemas primal y dual, los cuales pueden verse como
problemas maestros relajados uno del otro. Ademés como la relajacién Lagrangeana
Separable produce mejofés cotas, el proceso de andlisis con esta estrategia se
establece bajo el siguiente csquema: Inducir la- separacion del problema en
subproblemas independientes, capturar las diferentes caracteristicas estructurales del
problema, obtener cotas mas fuertes, identificar las partes del problema que pueden
ser separadas, reemplazar las variables por copias en cada parte o sustituir nuevas
expresiones, dualizar la copia de las variables o la expresion de sustitucion, Estrategia
que al aplicarla al problema de Localizacién permitié obtener un algoritmo mucho
mas sencillo y practico para resolver el problema propuesto. Obteniéndose una serie
de conclusiones que consideramos contribuyen de gran forma al estado actual del
conocimiento. Por ultimo, se presentan ejemplos donde se aplica el algoritmo
obtenido para demostrar la superioridad del mismo,



l. El Problema de Localizacién de Servicios

El problema de localizacién es muy antiguo, de la literatura matemdtica se
tiene que: Cavalier (1647), considerd el problema de determinar un punto cuya suma
de sus distancias a tres puntos dados, sea minima. Tedenat (1810), resolvié el
problema pero considerando n puntos. Steiner (1837), establecié las condiciones
necesarias y suficientes para un minimo, La aplicacién se presenta con los trabajos de
A. Weber (1929) y W. Isard (1956), para la localizacién industrial, Sin embargo, solo
hasta los trabajos de Kuhn (1963), se pudo considerar al problema completamente
tratado y resuelto. En la actualidad, al problema se la ha vinculado fuertemente con
las técnicas de optimizacion a través del denominado "Problema de Localizacién de
Servicios", el cual ha ofrecido y ofrece un gran potencial para modelar problemas
donde se tenga que ubicar geograficamente uno a mas servicios, para atender a un
conjunto de usuarios. Entendiendose por servicio: un hospital, un distrito politico,
una escuela, una fébrica, una estacion de policfa o de bomberos, una sucursal
bancaria, etc. El problema general de localizacion de servicios, se puede establecer
como: "Dada la localizacién de cada usuario, su demanda y los costos ( tiempo,
distancia, etc. ) de transporte en la region de interés. Determinar el nimero de
servicios, la ubicacién geogrifica y la capacidad de cada uno de ellos, de tal

forma que se optimicen costos de transporte, costos de funcionamiento, costos
~ fijos de instalacién, etc."

Este tipo de problemas de gran importancia préctica, puede ser analizado desde
otro punto de vista, es decir, como dos subproblemas interrelacionados: El
subproblema de encontrar la localizacién de minimo costo para los servicios, y el
subproblema de distribuir a costo minimo, la demanda a los servicios . Estructura
que permite el uso de técnicas y métodos de solucion muy eficientes, ademas de
poder introducir ciertas variantes que lo hacen més interesante. La naturaleza de los
dos subproblemas sera discutida brevemente.

Subproblema de Localizacién.

Si los centros de demanda son agrupados segin el nimero de Unidades de
Servicio que se desean instalar, entonces solo se tendrd un conjunto de M
subproblemas de localizacion de un solo servicio.
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Subproblema de Distribucién,

Dada la localizacion fija para cada una de las M unidades de servicio, el
subproblema de distribucion es encontrar la asignacidn de la demanda a las
unidades de servicio.

Como las unidades de servicio para el subproblema de distribucién son
establecidas, es posible considerar las siguientes variantes para la funcién de costo de
las unidades de servicio.

o CARGO FIJO SIMPLE.- Si se tiene un costo fijo £, asociado con la unidad de
servicio i y no se tienen restricciones de capacidad, entonces el costo total de
la unidad de servicio es establecido como Z:"l f, 'y ladistribucién éptima no

tiene mucho problema, puesto que solamente se asigna a cada sitio de demanda
el servicio més cercano.

» CARGO SIMPLE CON RESTRICCIONES.- Si existe un costo fijo. f, y un
tamafio maximo a, , asociado al servicio i, entonces el problema se transforma
en uno de transporte, Es decir se tiene una capacidad de suministro a, en cada
servicio para atender la demanda de los destinos.

o LINEAL CON Y SIN COSTO FIJO.- Si la funcién de costo de Ia unidad de
servicio, es de la forma:
B(x)=f +cx,
donde x, representa la capacidad de generar flujo del servicio i , ¢, es su costo
de distribucién y f, el costo de establecer el servicio i .El subproblema de
distribucidén puede establecerse como el de cargo fijo simple, formando una
nueva funcién de costo de la siguiente manera:
c;/ =¢,+f,
donde c;, esta formado por el costo de distribucién mas el costo fijo de signar un

centro de demanda j a launidad de servicio i mas cercana .

o CONVEXA LINEAL POR TRAMOS.- Si la funcién de costo del servicio es
convexa lineal por tramos, entonces el subproblema de distribucion tiene la
estructura del problema de transbordo, el cual puede ser resuelto con técnicas del
modelo de redes.
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. FUNCION ESCALON.- La figura (1) es un ejemplo de una funcién de costos
para la unidad de servicio, la cual se incrementa en escalones (pasos) finitos.
Esta funcion puede ser utilizada cuando se tiene libertad de elegir diferentes
tamafios de servicios, de una relacion disponible de modelos, lo cual sucede con
mucha frecuencia en la vida real. Para esta funcién el subproblema puede ser
modelado como uno de programacion entera 0-1.

C3 - — -P-—q
Costo de |

la U, C2 ......——-.f———-‘

de Servicio

b — —— e ——— —

I
I
I
S

1 S2 S

Tamario de la U. de Servicio

Fig. 1 Funcidn de costos escalén

Una pregunta que puede surgir en este momento, es la debida al hecho del
porqué limitamos nuestra atencién a modelos en los cuales cada punto de demanda es
atendido por el servicio mas cercano, Una razén es debido a nuestro interés por los
modelos prescriptivos de la investigacion de operaciones, ms que en los modelos
descriptivos caracteristicos de la geografia y de las ciencias regionales. En estas
ciencias generalmente se quiere explicar o predecir la interaccién entre las unidades
de servicios y los centros de demanda, mientras que nosotros queremos de una forma
Optima, localizar los servicios y asignar a ellos los usuarios.

Cuando lo principal es optimizar el costo, la forma mas natural de asignacién
es aquella que establece atender la demanda por el servicio mas cercano. De esta
forma en nuestro estudio no se utilizard la forma descriptiva que frecuentemente usan
los gedgrafos y analistas regionales, la cual fue emprendida en un esfuerzo para
dirigirse a un problema de fundamental interés para ellos, como es el de tratar con
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ciertos problemas de localizacién del sector piblico en los cuales los objetivos son
muchos y complejos, en donde las funciones que miden el costo social de manera
comprensible son generalmente mas complejas y por lo tanto requieren otro método
de solucién y seria muy ambicioso tratar de resolverlos en este trabajo. Sin embargo,
este tipo de problemas méas complejos tienden a ser asociados con situaciones en las
cuales, las decisiones son tomadas desde oficinas gubernamentales y los modelos de
la investigacion de operaciones pueden ser una guia para sus planes y programas,
ademés de introducir racionalidad dentro del sector publico.

1.1 Formulacién

En un problema de decisiones de localizacién, lo més importante desde el
punto de vista préctico, es elegir la ubicacion geogrifica donde se deben establecer
los servicios, de tal forma que se minimice el costo de satisfacer la demanda. Por lo
general se tiene un costo fijo asociado por abrir o implementar el servicio y los costos
de transporte generados por el traslado entre clientes (demanda) y servicio.

La formulacion matemética del problema como uno de programacion enters,
ha sido provechosa para la obtencion de métodos de solucion y la clase de problema
entero-mixto que en particular ha sido de gran beneficio, es el denominado Problema
de Cargo Fijo, el cual puede ser expresado como:

Min. CX + fY

S. a.
A X 2 by,
SIX + MY 2 0,
- AY 2 -b,,
X20,Y=1,0,

donde los vectores C, f b y las matrices M, A4, A4, son conocidos (as) y
conformables. Los vectores X,V son los que se deben determinar.

Formulacién general que ha sido de gran significancia practica, ya que puede
ser usada en numerosas aplicaciones, tanto en el sector piblico como en el privado.
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Una utilidad que se le ha dado es para formular el Problema de Localizacion de
Servicios o El Problema de Seleccién de Sitios, el cual tiene aplicaciones tan diversas
como las mencionadas inicialmente, y que pueden ser modelados a partir de alguna de
las formulaciones, que seran discutidas a continuacion:

o Localizacion de Servicios sin Restricciones (LS'S).
o Localizacidn de Servicios con Restricciones de Capacidad (LSC).
o Localizacidn de Servicios con Restricciones Adicionales (LSCA).

Para formalizar, considere el problema en el cual un nimero finito de m sitios
estan disponibles y en los cuales es posible cstablecer unidades de servicio para

atender a una cierta poblacion de usuarios, concentrada en n puntos discretos, cada
uno con demanda b;. Cuando una localizacion  en particular es seleccionada, un

costo fijo f, es incurrido por el establecimiento del servicio y un costo variable C, x,,
es realizado por atender la fraccion de la demanda x), , del punto j .

1.2 Problema de Localizacién de Servicios Simple (LSS)

Suponiendo que la capacidad de cada unidad de servicio es ilimitada y uno o
mas de los servicios pueden ser requeridos para satisfacer la demanda total. Entonces
el problema consiste en decidir cual de las posibles unidades de servicio serd usada y
que patrén de asignaciones debera ser hecho; tal que, el costo total de establecer las
unidades de servicio (amortizacion de costos fijos, construccion, equipamiento, etc.)
y el costo total de atender la demanda (transporte), sea minimizado en un horizonte
finito de planeacion. La capacidad de las unidades instaladas es obtenida como un
segundo producto de la solucion, Entonces el problema puede ser formulado como:
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m n

Min. 3 3C x,+ £,

=) j=l i=1
S.a.

Yx,= 1, j=lu,n (1),
X; S Yyf=hoam j=l.n (1.2),
X, 20, =10, i=l..,m, j=)..,n.

Donde:
C,, » costo de distribucion del centro de servicio i al sitio de demandaj .
x,, , fraccion de demanda total atendida del lugar j, por la unidad de servicio /.

y, =1,0, indica si el servicio i es abierto o cerrado, respectivamente,

La restriccion (1.1), garantiza que la demanda de cada cliente sea satisfecha,
mientras que (/.2) garantiza que los clientes son atendidos solamente desde centros
servicios establecidos. Note que el costo fijo £, de establecer una unidad de servicio,
es independiente de su capacidad, lo cual es una deficiencia de la formulacion, Sin
embargo éste modelo puede funcionar bien, si un conjunto de unidades de servicio ya
existen y el problema se define solo para considerar cual de ellas debe ser expandida
en su capacidad.

1.3 Localizacién de Servicios con Restricciones de Capacidad
(LSC)

Si la capacidad de cada centro de servicio fuera limitada (predeterminada),
entonces el problema puede ser formulado como:
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Min. Y Y C, X+ SV

i=l jel i=l

s.a.
Y x, = 1, J=l.,n (1.3),
i=l
X, S Y d=haam, j=loon (1.4),
Yd x;, S ay, i=l.,m, (15),

/=
X,20,y=0L0, i=l.,m j=L..n.

Donde:
C,j» X,;, f;» ., representan lo mismo que en el problema anterior (LSS).

a , representa la capacidad del servicio / y d, representa la demanda del sitio .

Versién del problema que hasta ahora ha recibido la mayor atencién en
investigaciones y estudios anteriores.

Como en la mayoria de los modelos de optimizacion, las formulaciones
anteriores son una simplificacion de la situacion real. Generalmente existen otras
consideraciones administrativas, las cuales pueden ser ignoradas solamente a riesgo
de obtener una solucién no dptima y por lo tanto incurrir en una pérdida monetaria.
Sin embargo, estas consideraciones son expresables en términos de la programacion
matemética como restricciones y su introduccién en la formulacién es en ocasiones
complicada y puede limitar el uso de ciertos algoritmos disponibles. Por
consecuencia, frecuentemente son omitidas sin preocuparse del costo; sin embargo,
cuando se toman en cuenta son formalmente etiquetadas en el modelo bajo el nombre
de: Restricciones Adicionales.

La inclusion de este tipo de restricciones seran de interés en nuestra
investigacion, donde algunos ejemplos pueden ser: Limitaciones de presupuesto: El
costo fijo total de establecer la unidad de servicio, no debe exceder los fondos
disponibles para los periodos de inversion. Recursos Limitados. (Diferente a
presupuesto): El niimero total de unidades de recurso escaso tal como: equipo de

10
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propésito especial o personal altamente calificado, no debe exceder la cantidad
disponible. Configuracién del Sistema: El nimero de unidades de servicio
establecidas en el 4rea de interés, no debe exceder al limite impuesto por la
disponibilidad de tierra, capacidad de construccion, leyes, geografia, riesgo, acceso 0
politicas de administracién, etc., o a la existencia de localizaciones mutuamente
excluyentes o dependientes.

1.4 Problema de Localizacién de Servicios con Restricciones
Adicionales (LSCA)

Consideraciones de los tres tipos de restricciones adicionales anteriores en el
problema de localizacidn, conducen a la siguiente formulacion general:

Min. 3% Cx, + [y
1= J= =l
s.a.
Yx, =1, f=bon, (16)
i=}
X, S Y, d=houm, j=houn, (1.7)
Z":d,. X, < 4y, i=h.m (18)

i=!
m

Z Sijte) x‘l+2| bu'qy: s e Vj,qeQ, (1.9)
=} f= R

x,;20,) =10, i=ho,m, j=h..n0.

Donde:
C, %,/ %, a,, representan lo mismo que en los problemas anteriores (LSS) y

(LSC).
Sitq)» Bigs 7y » Tepresentan constantes correspondientes al conjunto de restricciones

adicionales.

Las restricciones del tipo (1.6), aseguran que la demanda de cada usuario sea
satisfecha; la restriccion (1.7), garantiza que los clientes serdn atendidos solamente

11
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desde servicios abiertos; la restriccion (7.8), evita violar las cotas superiores de
suministro (capacidad) de las unidades de servicio abiertas y las restricciones (1.9),
consideran la posibilidad de imponer limitantes (restricciones lineales) sobre las
variables x,,,y, . En la mayoria de las aplicaciones es comin no abrir o instalar un
servicio, a menos que se tenga algin nivel minimo de demanda. Tal cota puede ser
establecida al introducirla en la restriccion (7.9) como limite inferior.

El uso de restricciones adicionales también es muy comun en la practica; es
decir, como el primer término involucra a las variables continuas, puede ser util
controlar el flujo en la distribucion. Y al considerar ¢l segundo término, es posible
acomodar prioridades, reglas de exclusion e inclusion, etc., en la seleccion de sitios
para la ubicacion de los servicios.

El problema de localizacién de servicios simples (LSS), tienen el hecho
descable de permitir la variacion en el tamafio de la unidad de servicio, para satisfacer
exdctamente la demanda y para poder realizar alglin andlisis de sensibilidad.
Reciprocamente, el problema (LSS) o (LSC) proporcionan una estimacion exacta de
los costos fijos, pero impiden obtener un costo total menor al mejorar el disefio o
patrén de asignacion (distribucion), el cual puede obtenerse si la capacidad de las
unidades de servicio puede ser aumentada o disminuida, como una funcién de los
costos de transporte, Economias de escala en costos de bonstruccién, etc., pueden ser
muy significativas en estos problemas y deben ser consideradas si esto es posible. Un
planteamiento en el cual se permite que la capacidad del servicio sea una de un
conjunto mutuamente exclusivo de tamafios (cada uno con su propio costo fijo), es
denominado: El Problema de Localizacion de Servicios con Diferentes Capacidades
(LSDC). Omitiendo algunas restricciones adicionales, el problema puede ser
formulado como;

12
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Min. Z; Cu"uJ“Zf:}':
Xy i i
5. a.

qu = 1, j=l..m

i
Xy S omyy,i=hoam,j=1..n

Zal Y 2 zdj yJ=haan,
i S

Zdl Xy S ay i=ho,m,

/

x;20, y=10,i=L..mj=1.,n

Donde m,, es la capacidad de la ruta de distribucién (i,j), g, es la capacidad disponible
en el servicio i y d, la demanda del sitio j. El incremento sefialado en el nimero de

variables enteras es notable y una formulacién tal, puede requerir un esfuerzo
computacional muy grande para obtencr una solucion Optima, usando algunos
algoritmos existente. De ésta forma el problema (LSDC) es una seleccion interesante,
para realizar el andlisis que se pretende, y establecer la cficiencia computacional del
algoritmo resultante de nuestra investigacion.

También existen ctras variantes para el problema, las cuales pueden ser de
significancia practica, sin embargo ellas no son de interés en nuestra investigacion,
Esas variaciones pueden ser: i).- Localizacidn de Servicios en Multiperiddo, ii).-
Localizacion de Servicios con Multiproducto, iii).- Localizacién de Servicios con
Economias de Escala, es decir, completa no linearidad donde la aproximacién lineal
por tramos puede ser usada,

1.5 Aspectos Computacionales

Considerando que el problema de Localizacion Simple LSS es el mas sencillo
y pequefio de esta familia, a través de ¢l pretendemos establecer los principales
conceptos usados para caracterizar los algoritmos, para contabilizar sus propiedades y
establecer desde el punto de vista computacional, que tan dificil es resolver
Optimamente los problemas de localizacién de servicios.

13
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1.5.1 Enumeracién

Cuando se pretende resolver un problema por completa enumeracion, el
esfuerzo total que se invierte en su solucion consiste de dos cantidades: una fija y otra
que es variable proporcional al nimero de soluciones factibles a ser evaluadas. La
cantidad fija generalmente representa la idea de lo que se esta haciendo. Si se olvida
por un momento a la cantidad fija, la dificultad para resolver Optimamente el
problema puede ser reformulada de la siguiente forma: Para un problema de
optimizacion, llamado OPT y su familia con todos los ejemplos considerados de un
tamaiio bien definido, medidos en términos de m y n; es decir, el nimero de servicios
a localizar y los sitios de demanda, respectivamente. ;Cual es el nimero de
soluciones factibles?.

Sea F1(OPT) el nimero de soluciones factibles buscadas y considere el
problema de localizacién simple con p servicos abiertos, p-LSS. Entonces para un

valor dado de p, existen (:) diferentes formas de localizacion, para abrir y cerrar

servicios. Puesto que no todos los servicios abiertos se consideran activos, es decir
atienden demanda, es posible asignar a cada uno de los m clientes hacia algin

servicio abierto. Entonces F1(LSS) = (;) p™. Cuando en el problema LSS el valor de
p no se especifica, se tiene que: FI(LSS) = »" . Si se considera al problema p-LSS
como activo, es decir que todos los servicios abiertos atienden demanda, para cada

una de las (Z) diferentes formas de abrir y cerrar servicios, T{p,m) denotard el

numero de asignaciones factibles, por lo cual los p servicios abiertos pueden ser
asignados hacia los n clientes p <n, tal que cada servicio abierto sea activo,

Entonces Fl(p-Activo) = ('p") T(p,n), donde
)=S0 ()

j=l j
Note que en un problema del tipo p-LSS no activo, para determinar una de las forma

n

J

, - my .. ,
de abrir y cerrar servicios de entre las (p diferentes maneras que existen de hacerlo,

considerando ademas a todas las p'' diferentes asignaciones de clientes a

4



El problema de localizacién de servicios

servicios abiertos, se hace necesario evaluarlas explicitamente, puesto que cada
cliente es asignado al servicio abierto mis cercano, De esta forma aun para valores
moderados de m, n, p; los nimeros obtenidos son muy grandes. Por ejemplo para

0 .
m=10, n=10y p=3, se tiene que (15)510 = 295,312,500,000 ~ 2 x 0", que ain en

las computadoras més rapidas una aproximacién basada en una enumeracion
explicita, puede requerir cantidades de tiempo muy grandes, del orden de afios.

De esta forma se puede ver que existen problemas de localizacion no triviales,
para los cuales encontrar la solucidn dptima no es tan simple y lo que se desea es
tener algoritmos hdbiles que puedan identificar una solucién dptima en segundos.

1.5.2 Complejidad Computacional

Como la teoria de complejidad computacional no esta totalmente desarrollada
para dar respuestas contundentes; sin embargo, es posible establecer una serie de
indicios y una cierta base conceptual en terminos de complejidad computacional, para
analizar el problema de Lccalizacion Simple (LSS).

Para este proposito, considerar a un algoritmo como un procedimiento que se
realiza efapa por etapa, para resolver problemas en un tiempo finito de calculo. Es
practica y ademds comunmente aceptado, caracterizar algoritmos por una medida
relacionada a su fimcion de complejidad de tiempo. Esto es, para un problema dado
del tipo OPT, una familia de ejemplos prueba de famafio g, con una duraciéon de
entrada y un algoritmo especifico Q, se puede denotar a la funcion de complejidad de
tiempo del algoritmo como f(q), donde esta funcién expresa el tiempo requerido

para resolver el problema, para algin ejemplo arbitrario de ese tamafio.

Obviamente fn(‘l) depende del equipo de computacion usado y del esquema

de codificacidn utilizado por el algoritmo, pero ninguno de los dos tiene algin efecto
significativo sobre los clculos del algoritmo. Aproximadamente f(g) expresa el

nimero maximo de operaciones elementales tales como: sumas, multiplicaciones y
comparaciones, ejecutadas por el algoritmo para resolver algin problema de tamafio
]

q.

15
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Para caracterizar el orden de la funcion de complejidad de tiempo f(q), se
dice que es O(g(q)), siempre que exista alguna constante « , tal que, |fo(g)| < als(q)|
para toda g, y entonces nos referimos al algoritmo Q como uno de érden O(g(g)) para
el problema de optimizacion OPT ., Ademas, un algoritmo Q con funcion de
complejidad de tiempo fn(q) es llamado polinomial ( tiempo acotado ) o bueno, o
rapido, o eficiente; si f,(g) es de orden O(glg)), g=12... , y si glg) es algin
polinomio de tamafio g. Ahora si f,(g) no puede ser acotado, el algoritmo Q es

llamado exponencial. Puesto que esta definicion involucra a todos los problemas, es
posible establecer que un algoritmo es polinomial o exponencial en el peor de los
casos. Y un problema para el cual existe un algoritmo polinomial, es referido como
bien resuelto.

Para ejemplificar considere algun problema OPT, un algortimo Q y para
g=1,2,... suponnga que fo(g) = 7¢*+3¢* +log 9. Asi glg) = ¢’ v |falg)] s10g(g),
entonces, Q es de orden O(q’) y por lo tanto un algoritmo polinomial para el

problema de optimizacion OPT,

En contraste a los problemas de optimizacion, ahora nos referiremos a los
"problemas de decisidn n" como los que tienen dos posibles resultados: si/no. La
teoria forinal de los problemas NP-Completos, se basa en el concepto de méquina de
Turing deterministica y no deterministica, disefiada para proporcionar respuestas de
tipo si/no a problemas de decisién puestos en "Jenguaje de reconocimiento". Entonces
para un "alfabeto" y un "lenguaje” dados, una entrada consiste de una "cadena” finita
de simbolos del alfabeto y es aceptada por la maquina, es decir resuelve el problema
de decision, si y solo si, pertenece al lenguaje. '

Si se considera como cadena a los datos del ejemplo y como lenguaje a un tipo
de problema o al conjunto de todos sus posibles ejemplos. Entonces un problema de
decision verifica la factibilidad de los datos del ejemplo para un tipo de problema
dado y se dice que pertenece a la clase P, si la factibilidad o no factibilidad del
mismo puede ser determinada, por algin algoritmo en tiempo polinomial. Asi
a(LSS)eP si, para algin valor dado m, n, C, f k, es posible en tiempo polinomial
confirmar o rechazar su membresia al conjunto de ejemplos factibles. Actualimente no
se conoce si (LSS) pertenece o no a P, Sin embargo, es posible considerar que

pertenece a la clase NP, la cual puede ser caracterizada de la siguiente forma: Para un
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problema de decision y la factibilidad implica la existencia de una estructura
apropiada 8, asociada con y. Si la longitud de 8 esta acotada por algin polinomio de
longitud v, y si para valores de (y,8) dados, se puede afirmar la factibilidad de & en
tiempo polinomial, entonces para este problema de decision, es posible establecer que
pertenece a la clase NP,

Para ver lo anterior considere el siguiente ejemplo, sea el problema y definido
por m, n, C, f k; entonces y puede ser considerado factible si es posible asignarle
valores 0 o 1 a todas las variables y,,x,, en la formulacién del problema entero de
LSS; tal que, todas las restricciones sean satisfechas y el valor de la funcién objetivo
no exceda de un cierto valor k. Aqui la estructura § asociada al problema de decision
¥, €s un vector 0-1 con n+mn elementos, que representan los valores de las n+mn
variables y,, x,,. Entonces, una conversion binaria de 8 es de longitud n+mn, la cual
tiene el mismo orden que la longitud de y. Para afirmar la factibilidad de 8, o sea para
verificar que § satisface las restricciones y que la funcién objetivo no excede al valor

k, se requieren célculos del 6rden n+mn. Y como ambas condiciones satisfacen a sus
miembros, se confirma que #(LSS) e NP.

Si para un problema de decisiones =, es posible construir en tiempo polinomial
un problema de decisiones , tal que el ejemplo =’ sea factible, si y solo si, el ejemplo
n es factible, entonces se dice que n' es transformable a n en tiempo polinomial,
Usando la notacion m'ocrt para indicar este proceso, es posible implicar que n' puede
ser visto como un caso especial de © y en consecuencia, ser al menos tan dificil de
rsolver como ', Si w'ent para todo n'e NP entonces algin problema perteneciente a la
clase NP puede ser visto como un caso especial de  y llamarlo NP-Duro. Finalmente

n es llamado NP-Completo, si n es NP-Duro y me NP. Ademés, si algin w'ecn | 7
pertenece a la clase NPy ' es NP-Completo, entonces = es también NP-Completo.

Teorema l. El problema de localizacion simple (LSS), es NP-Duro.
Prueba. Para realizar la prueba, considerar el siguiente problema de Cobertura de
Nodos. Para lo cual, considere una red G=(N,4) donde N representa al conjunto de

nodos y A al conjunto de arcos. Sea el problema (LSS) con el conjunto de sitios
potenciales J=N'y el conjunto de puntos de demanda (clientes) /=A. Sea Cjj= 2, si Vi
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€ V es un punto final del arco a; € Ay sea Cjj = 0 otra cosa. Tambicn sea, fj =
para toda v; = V. Esta transformacién es polinomial para el tamaio de la red.

Un gjemplo del problema de localizacién simple (LSS) definido de ésta forma,
consiste en cubrir todos los arcos de la red G, con el minimo nimero de nodos, De
¢sta forma la solucién Optima del problema (LSS), d4 la respuesta al problema de
cobertura de nodos. Esto prueba que el problema (LSS) es NP-Duro. En el ejemplo
X =Xx,=% =1, x,=0 otra cosa, es una solucién éptima del ejercicio de (LSS). Es
decir, tres nodos son necesarios para cubrir todos los arcos de G.

Vi
1 t=(11111)

v 2 22000
8 20020

e 20002
02200
v v 00220
00022

Fig. 2 Transformacién de un problema de cobertura de
nodos, a un problema tipo (LSS).

Una transformacién que reduce un problema conocido NP-Duro a un problema
0, muestra que Q es también NP-Duro. Un corolario inmediato del teorema anteior
es: .
Corolario. LI problema de localizacion de p-servicios es NP-Duro, puesto que al
resolverlo para cada p=1,...,n, proporciona una solucion para el problema (LSS).
Ast que el problema (LSS) es NP-Duro.



Il. Revisién de Algoritmos Existentes, Resultados Teéricos y
Aplicaciones

El propésito de este capitulo es establecer una revisién de los trabajos mas
significativos, que a través del tiempo han contribuido de manera sustantiva, al
presente estado del conocimiento. El enfoque se hara basdndose en las formulaciones
que se presentaron en la seccidn anterior, especificando el uso de los métodos de
solucién presentados. El orden de presentacion en su andlisis es abierta y no se
intenta dar prioridad a los modelos de los que se habla. Es decir, el objetivo es
presentar una forma de evolucion taxondmica, para mostrar como la investigacion de
operaciones ha impactado en la planeacién y disefio de sistemas de localizacion,
Finalizando con niimero interesante de 4reas de aplicacion, para las cuales el anélisis
que aqui se presenta, es adaptable para resolver ese tipo de problemas de localizacién,

Los modelos de localizacion, pueden ser clasificados desde diferentes puntos
de vista, como por ejemplo:

i).- Si la red bajo consideracion (arcos y/o nodos) es con restricciones de capacidad
0 sin restricciones de capacidad.

ii).- El nimero de unidades de servicio o niveles (simple o miltiple).

iii).- Los tipos de servicio, (simple o miltiple).

iv).- La estructura de costos en la red, para los arcos y/o nodos, (lineal o no
lineal).

v).- El horizonte de planeacion, (estético o dindmico).

vi).- Los patrones de demanda, (deterministica o estocdstica, con influencia en la
localizacion, etc).

vii).- La posibilidad de acomodar restricciones adicionales, (seleccion simple, elegir
tno de un conjunto de candidatos, efc.).

A continuacidn se presenta la figura (3), en la cual se resume y clasifican los

algoritmos que han sido desarrollados, y proporciona una vision de aquellas areas en
donde la investigacién ha sido minima.
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CON

CAPACIDAD ESCALON ATRIBUTOS NOLINEAY ADICIONALES

Gulgnard and Opaswongkam (1990) X

Gulgnard and Spielberg (1979)
Geoffiion and Me Bride (1977) X
Guignard (1988)

Comuejol, Sridharan and Thizi (1991) X

VanRoy T.J. (1984) X

Efroyson and Ray (1966)
Spielberg (1969)

Khumawala (1972)

Erlemkotter (1978)

Cabot and Erenguc (1984)
Gizells and Samoulidis (1980)
Tcha and Lee (1984)
Khumawala and Whyhuk (1976)
Wannzawki (1973)

Kurkaris and Bofley (1981)
Khumawals and Neebe (1981)
Van Roy and Erlenkotter (1982)
Nauss (19789

Geoffrion and MacBride (1978)

Balachandran and Jain (1976)

® X XK X

Geoffrion and Graves (1974)
Geoffrion, Graves and Lee (1978)

Laundy (1985)
Lowell (1976) X

"

Fig. 3 Algoritmos desarrollados
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2.1 Problema de Localizacién Simple (LSS)

Estos modelos, donde se tiene capacidad ilimitada y costos lineales, han sido
los més tratados y como consecuencia, se tiene una gama de procedimientos de
solucién, De esta forma el software asociado al problema, puede ser una buena
herramienta de decisién en aplicaciones donde los supuestos del problema son
posibles. Por ejemplo, puede ser util para planear la localizacion de unidades de gran
capacidad de almacenamiento, en las cuales un andlisis producto por producto, puede
ayudar para la consolidacién del mismo y la decisién en la capacidad del servicio.

Numerosos puntos de vista han sido propuestos para resolver el problema, Los
intentos iniciales fueron a través del uso de procedimientos heuristicos, El algoritmo
desarrollado por Kuehn y Hamburger [1963], a pesar del tiempo aun proporciona una
forma genérica estandar, contra el cual los algoritmos disefiados posteriormente
compiten por eficiencia computacional. Este algoritmo fue probado con una bateria
de doce problemas, utilizando las siguientcs estrategias heuristicas: a).- El mejor sitio
candidato para la localizacién, debera estar cerca de la concentracién de la demanda,
b).- Soluciones aproximadas a las Optimas se pueden lograr, al abrir aquellos
servicios; uno a la vez, que proporcionen el mayor ahorro en costo para todo el
sistema. c).- Solamente un pequefio subconjunto de los sitios candidatos para la
localizacion, necesitan ser investigados, para determinar la siguiente unidad de
servicio a ser abierta,

Un intento por optimizar al problema (LSS) fue hecho por Eftoymson y Ray
[1966], con un procedimiento branch and bound. Al reformular el problema, fueron
capaces de expresarlo como uno de programacién lineal, acotdndolo de tal forma que
puede ser resuelto por inspeccion. La ventaja obvia de ésta formulacion, es la rapidez
con la cual los problema acotados de esta forma pueden ser resueltos.

Spielberg [1969], también aplicé un procedimiento de enumeracion implicita
al problema, pero desde diferente perspectiva. En este esquema, todos los servicios
son inicialmente abiertos o cerrados. En cada nodo, dos soluciones factibles pueden
ser generadas, una de ellas se obticne al quitar los costos fijos de algin servicio no
usado en la solucién del subproblema (con flujo cero), la otra se obtiene al resolver el
problema de programacién lineal, con todas las variables libres abiertas y las
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restricciones enteras sobre las variables Y relajadas, entonces se redondean
superiormente todos los valores fraccidnales de la Y's. Si el minimo de estas dos
soluciones es menor que un cierto valor ¥* (valor de beneficio), entonces se hace
V* igual al valor minimo.

Khumawala [1972], hizo una notable contribucion a la eficiencia en la
solucién del problema (LSS), principalmente al desarrollar reglas eficientes para
ramificacion y acotamiento. Propuso cuatro criterios para la seleccién de la
ramificacion, lo que permiti6 tener una mejor eficienciencia computacional,

E(Ienkorfer [1978], reportd datos imprecisos utilizando un método de ajuste
multiplicativo y en lugar de resolver el problema (LSS), resuelve un dual condensado
mediante el cual reduce de tal forma al problema, que solo contiene a los
correspondientes multiplicadores de las restricciones. El procedimiento de ascenso
dual comienza con alguna solucidn inicial dual, y ajusta los multiplicadores
incrementandolos de tal' forma que, complementariamente la violacién de las
variables de holgura es reducida. El algoritmo termina cuando no existen futuros
ajustes; es decir, algin incremento en las variables duales violaria una o a mas de las
restricciones del problema dual.

Cabot y Erengue [1984], han contribuido con la implementacién de
penalidades positivas y negativas, para definir cotas inferiores y ademas con un
procedimiento para “observar hacia adelante" y eliminar nodos, sin la necesidad de
enumerar a todos explicitamente,

Gizelis y Samoulidis [1980], ofrecen una variante interesante para el algoritmo
de Efroymson y Ray; en el cual se permite la variacion del costo fijo. Kuhmawala y
Whybark [1976], usan ramificacion y acotamiento para resolver la version dinamica
del problema (LSS).

Guignard [1988]; En este trabajo se propone reforzar la relajacion
Lagrangeana Separable para el problema de localizacion de Planta, por usar
desigualdades de Benders, generadas durante un procedimiento de acenso dual
Lagrangeano. Estas desigualdades son expresadas en términos de variables 0-1
solamente y pueden ser usadas como restricciones en el problema tipo mochila. Se
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muestra como acoplar esta técnica con un buen algoritmo primal heuristico, que
puede reducir sustancialmente las brechas de integralidad.

2.2 Problema de Localizaciéon con Restricciones de Capacidad
(LSC)

La utilizacion de limites en la capacidad, transforma el problema en uno con
restricciones. Este tipo de modelo es de gran utilidad para el analisis de
problemas para localizacion un solo tipo de servicio, donde la capacidad es una
consideracion impoitante, esto es, donde la administracion desea colocar una
limitante a la salida maxima para algin tipo de servicio. Hasta ahora, todas las
formulaciones han tratado a las variables en forma continua, como medida de la
proporcién de la demanda total satisfecha por la unidad de servicio en consideracion,
Una forma alternativa de tratar a esta variable, es considerarla en unidades de flujo
para su analisis. |

En la mayoria de las aplicaciones, no se desea abrir una unidad de servicio a
menos que su salida de flujo proyectada (atencion a la demanda), tuviera algiin nivel
minimo. Tal cota inferior puede ser introducida al modelo a través de variables
acotadas superiormente, limite entre los que se encuentran los suministros superior e
inferior que proporciona la unidad de servicio. De esta forma, un simple cambio en la
formulacién permite tener cotas inferiores para el suministro (atencion).

La técnica de ramificacion y acotamiento, ha sido ampliamente apliéada ala
solucion de estos problemas con bastante éxito. Sin embargo, consideraciones de
calculo han ido en contra para la solucién de problemas grandes, generalmente de uso
prictico, de tal forma, que los esfuerzos se han enfocado para mejorar el orden de
magnitud de los arboles de busqueda. Esfuerzo que se ha enfocado en tres vertientes:

» Mejorar las cotas inferiores.

e Mejorar la seleccion del nodo de ramificacion o las reglas de retroceso.
o Mejorar las cotas superiores para generar beneficio de calidad,
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Akinc y Khumanwala [1977], han generalizado las reglas de acotamiento para
el caso con restricciones de capacidad y ademds, adicionaron otra regla para la
seleccion de nodos, la cual hace uso de dos parametros. Especificamente, cuando un
nodo es sondeado, el siguiente nodo a evaluar es elegido como el de menor cota
inferior. Este procedimiento eventualmente resultard con un gran niimero de nodos no
terminales en el arbol de enumeracién, puesto que en esta eleccidn se prefiere la
terminacion de niveles inferiores de nodos, antes de retroceder a los niveles
superiores. El procedimiento implementa un esquema de menores cotas inferiores y
contintia hasta que el nimero de nodos no terminales se encuentra en un nivel dado,
por uno de los parametros y entonces climina algunos de los nodos no terminales. Y
cuando el nimero de nodos no terminales se encuentra en un cierto nivel, el
procedimiento se revierte,

Dearing y Newrich [1979], han reportado el uso de un esquema de
enumeracion implicita, para resolver una version "cuello de botella" del problema
(LSC), en la cual se desea minimizar el méximo costo de transporte, sujeto a una cota
superior en costo fijo. En esta variante, especificaciones de variables binarias generan
subproblemas que son de transporte, para los cuales existen procedimientos de
solucidn eficientes.

Nauss [1978], ha propuesto un algoritmo de ramificacion y acotamiento, el
cual es muy semejante al propuesto por Akinc y Khumawala. Nauss utiliza reglas de
fijacion, las cuales reducen el nimero de operaciones de ramificacion
significativamente, al permitir cotas inferiores muy justas y penalizaciones derivadas
de la relajacion Langrajeana, por mantener a ciertos servicios abiertos o cerrados en
forma fija. La relajacion de un problema entero mixto, es resuelta eficientemente por
métodos de descomposicion, especialmente para una configuracion fija, resolviendo
un problema continuo de la "mochila" para cada unidad de servicio y dando un vector
de flujos dptimo. Entonces usando los valores de la solucién se resuelve un problema
0-1 de la mochila, lo que proporciona una configuracidén dptima (para x fija) y una
solucion para el problema relajado.

Kuffman, Eede y Hausen [1977], proponen un algoritmo el cual resuclve el

problema como un sistema de distribucion de dos niveles, usando la técnica de
ramificacion y acotamiento, Este procedimiento localiza simultaneamente unidades
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de servicio de diferente tamafio y es considerado como una generalizacion del
propuesto por Efroymson y Ray [1966]. El procedimiento calcula la reduccion de
costos que se puede tener para una cierta configuracion en particular, si cada servicio
libre fuera abierto. Puesto que, los servicios con costos reducidos positivos no pueden
conducir a una solucion mejorada, pueden ser cerrados para algin nivel inferior
siguiente. La habilidad para realizar los cambios netos de costo que ocuiren en todas
las acciones finales, conducen hacia una cota superior de terminacion (esto es , el
resultado més optimista de abrir una unidad de servicio libre, es dado como el costo
de la configuracion corriente, menos el ahorro méximo que puede resultar de alguna
terminacion). Si el limite inferior excede al beneficio el nodo puede ser analizado.
Los autores disefian un problema ficticio para probar el algoritmo.

Tcha y Lee [1984], extienden el trabajo hecho por Kaufman et.al. para el caso
de multi-etapas (multiple tamafio), y usan una formulacién de cadenas de nodos.
Aplican el procedimiento. Dual-ascendente de Bilde y Karup [1977] y Erlenkotter
[1978], con ligeras modificaciones. Y con otros dos dispositivos, una simplificacion
de nodos y un procedimiento dual ascendente, les son utiles para acelerar la
convergencia, El algoritmo fue probado en catorce problemas similares a los usados
por Kaufiman et.al. y fue mejor en términos de tiempo de ejecucion y en niimero de
nodos evaluados.

Van Roy . [1986], presenta una implementacion de la técnica de
Descomposicion Cruzada de él mismo [1983], para resolver este problema. El
método unifica la descomposicién de Benders y la relajacién Lagranjeana en un solo
esquema, €l cual resulta en una solucidn sucesiva para un problema de transporte y un
problema del tipo (LSS). Con esta técnica logra resolver un conjunto de problemas
prueba en un tiempo diez veces més rapido, que varias de las técnicas anteriores,

Cornuejols, Sridharan y Thizi [1991]. Se comparan desarrollos propuestos en
la literatura sobre el problema de Localizacion de Planta con Restriciones. de
Capacidad. Esta comparacién se realiza con base en resultados tedricos y
computacionales. Y el principal énfasis es sobre los diferentes tipos de relajacion. En
particular, se identifican relaciones de dominio entre los diferentes tipos de relajacién
encontrados en la literatura. Se comparan éstos y se establece que varias de esas
relajaciones, pueden ser usadas para generar soluciones factibles heuristicas, que
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resultan ser mejores que las clasicas heuristicas, en términos de tiempo de
computacion y de calidad de la solucion.

2.3 Problema de Localizacién con Restricciones Adicionales
(LSCA)

Geaffrion y Mec Bride [1978], han aplicado la relajacion Lagrangeana para una
version generalizada del problema, La generalizacion consiste en permitir cotas
inferiores y superiores, en las restricciones de volumen para cada servicio. Tales
restricciones adicionales son muy frecuentes en la practica. Otro tipo de restricciones
adicionales en que se pueden requerir son por ejemplo: De una lista de sitios
candidatos para la localizacién, pueden ser incluidos varios lugares en la misma
ciudad. Si la solucion optima favorece uno de esos sitios, puede ser no deseable abrir
"uno o més" del conjunto, o al "menos uno" del conjunto, etc. Otro uso importante de
las restricciones adicionales, es el caso donde la ubicacién de los servicios contribuye
a la demanda, Un anilisis de mercado puede revelar que la participacion esta
fuertemente correlacionada de alguna manera, con la localizacion de las unidades de
servicio, de tal forma que, las metas de ventas pueden ser trasladadas a las
restricciones adicionales. Por ejemplo, la estrategia de ventas puede requerir que la
unidad de servicio sea localizada a una cierta distancia de los usuarios, para una cierta
region de estudio.

Guignarad y Spielberg [1979]. En este trabajo se presenta un método de
solucién directo dual, que consiste de varias fases (cada una de ellas es esencial para
algunos datos), para resolver una forma relajada fuerte del problema, con
restricciones adicionales sobre las variables enteras, Se establece también, que la
solucion primal que es derivada de las condiciones de ortogonalidad y un algoritmo
heuristico simple, son generalmente mucho mejor que aquellas obtenidas de un
problema relajado en forma estandar, en el sentido de Lagrange.

Geqffrion y Mac Bride [1977]. La relajacion Lagrangeana es estudiada en el
contexto de este tipo de problemas. Se realiza un desarrollo geométrico y algebraico
completo, de como y porqué la relajacion Lagrangeana trabaja. Y se encuentra la
aplicacion para mejorar los procedimientos de célculo para este tipo de problemas.
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De esta forma, el resumen de los diferentes problemas considerados y sus
autores, que se presenta en la figura (2), no proporciona un resumen de resultados
computacionales, debido a la imposibilidad de realizar comparaciones entre
problemas difcrentes.

2.4 Areas de Aplicacion

Existen un gran nimero de situaciones en donde las organizaciones grandes y
pequefias, publicas y privadas, se enfrentan ante decisiones como: jdonde localizar
servicios?, ¢cuantos se deben localizar?, jqué capacidad deben tener cada uno de
ello?, etc.,, situaciones que son posibles de analizar y resolver con los resultados
tedricos y el algoritmo de solucidn, que se ha desarrollado en el presente trabajo de
investigacion. Algunas areas tipicas de aplicacion donde se presentan este tipo de
problemas son:

~ Servicios de Emergencia, Los servicios como estaciones de bomberos, policia,
urgencias médicas, rescate de accidentes, Tienen el problema de localizar las
unidades de respuesta, puesto que el tiempo de traslado es el componente mas
importante del criterio de costo.

Comunicacién, Localizar centros de operacion en una red de comunicaciones para
optimizar los costos de transmision, Localizar servicios de computacion o de software
en una red de computadoras, para minimizar los costos de transmisiéon y de
almacenamiento anual, son el tipo de problemas que han sido resueltos.

Servicios Publicos. Localizar servicios publicos para maximizar el beneficio o
minimizar el costo de usuario, también pueden ser formulado. Por ejemplo minimizar
el costo de transporte de los habitantes de una regidn o colonia, mediante la ubicacion
de un centro comercial, un mercado, una oficina de pagos, etc.

Paradas de Autobuses y Buzones de Correos, El problema de localizar paradas de

autobuses y buzones de correos, consiste en ubicar geogréficamente a un conjunto de
ellos, de tal forma, que la distancia méaxima que el usuario debe recorrer, sea
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minimizada, O localizar el nimero minimo de estos servicios, tal que, la distancia
maxima que un usuario deba recorrer, sea menor a un determinado valor.

Servicios Educativos. El problema de localizar nuevas escuelas o de ampliar las ya
existentes, en los diferentes niveles educativos, es sustancial y puede ser resuelto con
esta técnica. Lo mismo que el problema de construir un edificio de salones en el
campus de un colegio. ’
Aplicaciones Militares. Muchos problemas de logistica militar consideran la
localizacion de sitios de abastecimiento de municiones y armas. Y como el problema
de traslado es un elemento importante en estos problemas, es fundamental la
ubicacion geografica de los mismos.

En Interiores. Para el interior de edificios, casas, fabricas, almacenes, etc., también
se tiene la necesidad de realizar algin tipo de localizacion como por ejemplo: Sitios
para fuentes de agua y maquinas copiadoras en los edificios para las oficinas, un
nuevo aparato para la cocina de una casa, un nuevo torno en un proceso de
manufactura, un nuevo componente en un panel de control, un andén de carga en un
almacén, etc.

2.5 Comparacion

Como se ha establecido los problemas de localizacion son muy comunes en la
prictica, ademas de que a través de ellos es posible considerar afirmaciones
razonables del medio ambiente fisico y de las decisiones asociadas con tales
problemas, por lo que es posible estudiar combinacion de situaciones como:
economias de escala, varios periodos, multiservicio, tamaiio variable de las unidades
de servicio, etc., casos en donde estas disposiciones son la regla y no la excepcion.
Sin embargo, la sola inspeccion de la figura (3), muestra que estos casos han sido
muy poco considerados y mucho menos combinacion de ellos.

Histéricamente en alguna clase de problemas, los modelos matematicos
iniciales son generalmente simplificacién de situaciones del mundo real, por lo cual
se hace necesario continuar la investigacion, hasta que la adecuacion del modelo
quede demostrada, al comparar la solucion matematica con los datos observados.
Consideraciones sobre un modelo con restricciones adicionales como las indicadas
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anteriormente, parecen ser una siguiente etapa logica y deben ser objeto de
subsecuentes investigaciones.

El factor comun en cada uno de esos casos mas complicados, es el gran
incremento de: El nimero de variables enteras y el nimero de restricciones lineales,
enteras-mixtas y solo enteras. De esta forma, la cantidad de tiempo requerido para
resolver un problema depende de ambas. Hasta ahora la mas prometedora
aproximacion para resolver el problema de Localizacién de Servicios, parece ser:

o Eluso de una estrategia de solucion a través de la cual, se reduzca al problema
original, en una secuencia relacionada de subproblemas:
i).- Todo entero
ii).- Lineal

o Al uso de una técnica de enumeracidn implicita, como procedimiento bdsico
para resolver el problema maestro.

Estrategia de descomposicion utilizada por casi todos los algoritmos
anteriormente mencionados.

2.6 Areas Potenciales de Mejoramiento

Dado el problema basico a ser considerado y la estrategia a seguir, el asunto
critico es identificar las 4reas en las cuales existe potencial para desarrollar mejoras
en los algoritmos que resuelven el problema de localizacion de servicios.

Como el mayor cucllo de botella al aplicar la técnica descomposicion de
Benders, es debido a que el problema maestro debe ser resuelto repetidamente. Auin
cuando el problema maestro sea uno de programacién lincal, como sucede en la
aplicacion de la técnica de descomposicion de Dantzig-Wolfe, en donde el algoritmo
no se ejecuta bien, debido a las pobres propiedades de convergencia. Sin embargo,
por investigaciones previas, existen varias formas para mejorar la ejecucion de los
algoritmos, las cuales pueden ser;

o Hacer una buena seleccion de cortes iniciales.
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o Modificar el problema maesiro, para explotar la informacién disponible de
soluciones del mismo.

o Reducir el mimero de problemas maesiros a ser resueltos, por usar mecanismos
alternativos para generar cortes.

o  Formular el problema propiamente.

o Elegir buenos cortes, si existe seleccion, adicionarlo al problema maestro en
cada iteracion.

A continuacion se discutirin brevemente este tipo de mejoras.

Cortes Iniciales.- Estudios computacionales previos han demostrado que la seleccion
inicial de cortes, tiene un gran efecto sobre la ejecucion del algoritmo de Benders,
aplicado al problema de localizacion de servicios y a otros problemas de optimizacién
discreta, Los cortes iniciales, pueden ser generados de cierto conocimiento previo del
problema que se estd estudiando, o de métodos heuristicos que proporcionen
"buenas" elecciones de variables enteras fijas. Desafortunadamente, existe muy poca
teorfa disponible para guiar algin tipo de analisis en la eleccidn de cortes iniciales.

Modificar el Problema Maestro.- En el contexto de la descomposicién de Dantzig-
Wolfe, en investigaciones anteriores se han hecho avances para implementar el
método de relajacién, en forma mas eficientemente al alterar el problema maestro. En
otros intentos se ha restringido la solucion del problema maestro en cada etapa, a
estar centrada a soluciones previas, este procedimiento presenta a la solucion,
oscilando ampliamente entre iteraciones. Cuando existe una seleccion, se elige
cuidadosamente entre multiples optimos del problema maestro, lo que puede resultar
en una mejor convergencia,

Se puede modificar la descomposicion de Benders, para explotar el anidado de
restricciones inherentes a la secuencia de problemas maestros y asi evitar resolver un
problema entero completo en cada iteracion. Esto al usar la técnica denominada
Método e-Optimo, para resolver el problema maestro de Benders. La implementacion
de esta técnica, ha sido muy efectiva en la solucion de problemas de localizacién con
cierta clase de restricciones adicionales.

Evitar el Problema Maestro (Descomposicion Cruzada). Una alternativa para
modificar el problema maestro, es reducir el nimero de éstos que deben ser resueltos,
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Este método esta disefiado para explotar simultineamente la estructura primal y dual
del problema, lo cual se realiza al usar dos diferentes tipos de restricciones, dando los
subproblemas dual y primal, La descomposicion cruzada iterativamente resuelve un
subproblema Lagrangeano y un subproblema de Benders, y periédicamente el método
resuelve un problema maestro lineal, que corresponde al dual Lagrangeano para
garantizar la convergencia de la solucion,

Mejorando la Formulacion del Modelo.- En trabajos anteriores sobre programacion
entera, se ha enfatizado la importancia de la formulacion del problema para mejorar
la ejecucion de las técnicas de descomposicion y de otros algoritmos. Dos
formulaciones diferentes del mismo problema, pueden tener idénticas soluciones
factibles con diferentes caracteristicas de célculo. Por ejemplo, se. pueden tener
diferente problemas al aplicar la relajacion Lagrangeana. Y preferir a uno més que al
otro cuando se usen conjuntamente, con algoritmos como ramificacion y acotamiento
o descomposicion de Benders. Puesto que el resultado visto puede ser esencial para
asegurar el éxito en el calculo,

Elegir Cortes Apropiados.- En muchos ejemplos la seleccion de cortes apropiados en
cada iteracion, puede mejorar significativamente el desempeiio del algoritmo. Para los
modelos de localizacion de servicios, el subproblema de Benders frecuentemente
tiene miltiples soluciones optimas, puesto que resulta ser uno de transporte lineal, el
cual es reformulado por su degeneracion. De previas investigaciones, se han obtenido
algunos métodos y algoritmos para generar y elegir un corte, que en algin sentido sea
"el mejor".

Como se mencion al principio de ésta seccion, el mayor "cuello de botella" al
usar las técnicas de descomposicion para resolver el problema de localizacién de
servicios, es el calculo repetido del problema maestro, Una estrategia de solucion que
evita el resolverlo continuamente, es la denominada Descomposicidn Cruzada, La
cual permite utilizarlo periddicamente, con el fin de garantizar la convergencia del
algoritmo. Esto permitié a Van Roy [1984] desarrollar un algoritmo diez veces més
rapido que los existentes.

Con el propésito de establecer un punto de partida para el trabajo de

investigacion que se pretende realizar, se utilizara el algoritmo mds significativo que
se ha desarrollado para resolver ¢l problema de Localizacion con Restricciones de
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Capacidad, debido a Van Roy [1984], el cual propone una nueva estrategia para la
solucidn del problema, basada en la unificacion de la descomposicién de Benders y la
relajacion Lagrangeana, en un mismo esquema, Estrategia que cuando se aplica al
problema de localizacién, resulta en la solucién sucesiva de dos subproblemas
incorporando un proceso de ping-pong entre ellos. Ademas, con este enfoque se
explota simultineamente la estructura primal y dual del problema, lo que trae como
consecuencia la reduccion del nimero de problemas maestros que se deben resolver,
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lll. ESTRATEGIA DE DESCOMPOSICION CRUZADA

-Los problema discretos de Localizacién de Servicios presentan muchos retos
para su optimizacion, tan solo por el tamafio, pueden ser muy dificiles de resolver ya
que las aplicaciones del modelo con frecuencia requieren decenas de variables y de
restricciones. Ademés, los modelos por si solos son complicados, puesto que la sola
decision basica de instalar o no instalar un servicio en los sitios candidatos,
proporciona a los problemas de localizacion una compleja estructura combinatoria.
Ya que si se tiene un problema con a lo mas 30 sitios candidatos, pueden existir mds
de un millén de combinaciones potenciales para la localizacién de los servicios. De
tal forma que, cuando se trata con problemas de gran tamaiio esas complicaciones
aumentan, por lo cual la programacion matematica como la mayoria de las
disciplinas, se ha apoyado fuertemente en varios conceptos claves como son: técnicas
de acotamiento, teoria de dualidad y técnicas de descomposicion. Fundamentos
tedricos considerados el eje principal para muchos avances en programacion
matematica. Por lo cual, los problemas de optimizacién encontrados en la
localizacién de servicios no han sido la excepcién y se han constituido en un area
muy fértil para las diversas ideas de la programacién matematica que han servido
como un estimulo mas para los desarrollos generales en optimizacion,

En particular, los problemas de localizacién discretos contienen dos tipos de
decisiones inherentes, como son: donde localizar los servicios y como distribuir
mejor la demanda hacia los servicios, caracteristica que los hace un atractivo campo
para el uso de las técnicas de descomposicion, ya que si la decision discreta de
localizar al servicio se ha realizado, el problema continuo de distribucién
generalmente es més facil de resolver. Sin embargo, si no es posible explotar este
hecho en el disefio de algoritmos de solucién, el utilizar la descomposicién ain puede
ser muy atractivo, ya que si el problema de localizacion no estuviera complicado por
la decision discreta de la seleccion del sitio y fuera formulado como un problema de
programacion lineal (al relajar las restricciones de integralidad de las variables del
problema), ain puede ser muy grande y dificil de resolver. Afortunadamente el
problema de localizacion tiene un estructura especial que puede ser explotada por las
técnicas de descomposicion.
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Cuando se utilizan técnicas de descomposicién como Benders o Dantzig-
Wolfe en la solucion de problemas enteros-mixtos, el mayor "cuello de botella" es el
debido al calculo repetido del problema maestro, el cual es de una compleja
estructura combinatoria. Una estrategia que permite resolver en forma parcial esta
dificultad , es la denominada Descomposicion Cruzada, la cual se utiliza como punto
de partida en el presente trabajo de investigacion,

El principio de Descomposicion en su forma primal o dual, ha servido para
elaborar algoritmos muy eficientes para problemas de programacion entera-mixta. La
técnica permite tomar ventaja de la estructura especial del problema al resolver una
secuencia de subproblemas més simples y de ésta forma se explota la subestructura
primal o dual del problema. En la siguiente figura se presenta el mapa general de
transformaciones de la técnica de descomposicion.

(P
Problema maestro Problema Maestro

(MP) Primal o0 Benders Dusl o Lagrange (MD)

Subprobiema Subproblema

Primal o de Dusl o de
(SPy) Benders Lagrange (SDy)
Descomposicidn Primal Descomposicién Dual
o de Benders Relajacion Lagrangeana

Fig. 4 Mapa de las Transformaciones de la Descomposicién

En la programacién matemnatica existen muchos problemas que tienen
subproblemas primal y dual faciles de resolver, un ejemplo es el denominado
"Problema Simple de Localizacion de Servicios" (LSS), el cual se puede reducir, al
fijar las variables de decision binarias, a un problema de transporte y de la otra forma,
el subproblema dual de éste se reduce al relajar las restricciones de requerimiento de
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los usuarios, a un nimero de problemas del tipo "mochila" continuos [Geoffrion,
1974].

En este capitulo se presentan los fundamentos tedricos de la estrategia de
Descomposicion Cruzada. Asi como la base tedrica que establece la relacion que
existe entre los principios de descomposicion primal (Benders) y dual (relajacién
Lagrangeana), que son su base fundamental. Ademés se presentan y comparan los
diferentes esquemas de relajacion Lagrangeana, estableciendo la superioridad de la

relajacion Lagrangeana Separable, al obtener las mejores cotas. Por ultimo, se

establece una conceptualizacion econémica del principio de descomposicion.

3.1 Principio de Descomposicién de Benders

Considerar el problema de programacion entero-mixto siguiente:

Min Cx

X€S

(P) s.a.
Ax 2 b,
x20,

donde x en un vector n-dimensional de valores reales, A es una matriz de orden mxn,
C y b son vectores con dimensiones conformables. Sea S un subconjunto de R"
restringiendo algunos elementos de x a ser enteros. Cuando la matriz 4 es
particionada con n=nm +n, y m=m, +m,, el problema puede ser escrito como:

Min Cx + Cly,
x68
(P) s.a.
Alx, + Alx, 2 b,
Ayx, + Ax, 2 b,
x20,x,20.
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] St A Al
4= [A] = [44] = [A;A:}
con:

A, matriz de orden mxn , A, matriz de orden myxn , A' matriz de orden mxn, y
A* matriz de orden mxn,, A] matrizde orden m xn,,coni=12y j=12,
Considerar la particion de 4 de tal forma que x, y 4,x 2 b, sean las variables

y restricciones denominadas "complicadas" de (P). Entonces, la formulacion del
problema al fijar x, , o la relajacion del mismo al eliminar a A,x2b, , son

subproblemas maés faciles de resolver. Considere el conjunto S definido como:

Donde

§ = {J|r=(xI ,x,)|x, 20,x,20,x, eZ},

donde Z es el conjunto de numeros enteros. Ademas suponga que el conjunto
{xl xeS, 4 x zb,}, es no vacio y acotado,

Entonces de acuerdo con el mapa de las transformaciones de la
descomposicion, al fijar x, € Z se tiene:

Min. ¢ x +c*x,, |
x|20

s.a.
Ml’z’l ) All X, 2b - Alz X3
X, €

Ay x, 2 by~ Al x,,
x,20.

v

Obteniendo el dual del problema interior, se tiene;

( Max. u (b -A4%x) +u,(b,-A42x,) + Cx,)
5.a.

€z WA + u A < C,
w20, 20,
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violado en cada iteracién, De esta forma, se generan los cortes necesarios y el
algoritmo se detiene en un nimero finito de etapas, después de generar, en el peor de
los casos todos los cortes. Con lo cual, la solucién dptima exacta se encuentra,

3.1.1 Algoritmo de Descomposicién de Benders

Considere el problema de programacién entro mixto P formulado inicialmente.

Etapa 1, ( Iniclo ): Seleccionar un valor entero no negativo para x, , y hacer
Z,=,(X,=-) Eiralaetapa 2,

‘Etapa 2, ( Fase de programacién lineal ). Resolver el siguiente problema de
programacién lineal, considerando a la variable x, fije.

Max. 2, =“|(b| ~A'x,) ‘“‘:(bz - 4n)+Cx,
5.a, ‘
WAl + 4 s C,
20, u,20.
El problema anterio‘r tiene solucién dptima x}, i y solo si, u(b - 4%;) <O para
todo u 20, para el cual (u4’ <0) sucede. Con lo que se obtienen los valores de u,,u,
que son puntos extremos de 7,y Z, =2, . Eiralaetapa 3.

Etapa 3. ( Fase de programacién entera ). Con los valores de u,,u, obtenidos de la
etapa anterior, resolver el problema maestro primal entero (MP).

Min. X,

Ry .'l'.
§.a.

“u(bl""l’xz) + “za(ba"‘:xz) +C'x, -X, 50, teT,

Una condicién necesariay suficiente para que (X,,x,) sea solucién 6ptima del

problema anterior y entonces del problema (P) original, es que satisfaga todas las
restricciones del mismo. Para esto, es suficiente con resolver el problema lineal de la

et e b a sk A i
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etapa 2. Es decir, sea x, solucion Optima finita del problema dual de la etapa 2,
entonces u(b - A%x;) <0 para toda u >0 para la cual (us' <0), entonces es posible
establecer que: C?x, +u(b-4%x,)-X, <0 es decir se ha obtenido un vértice u del
politope restringido U = {ul ud' <G, u2 0} del problema lineal de la etapa 2. Por lo
cual es posible escribir, Cx, +u(b-A4%x,)- X, <0 para t=1,.., ¢l conjunto de
vértices de U. Entonces (X, ,x,) es la solucién éptima para el problema maestro, con
lo que se obtiene otro valor para x, = x} y el minimo de X, = X! . E ir a la etapa 4.

Etapa 4 , (Terminacién ). Si X; <Z. regresar a la etapa 2. De otra forma X; = Z, y
x, es dptima, en este caso resolver el subproblema lineal de Benders (SP,) y obtener
el valor 6ptimo de x, . Con lo que (x},x,) y X, = 2, resuelven el problema entero
mixto.

3.1.2 Convergencia del Algoritmo de Benders

Teorema 3.1. ( Convergencia finita ), El procedimiento iterativo anterior termina en
un nimero finito de iteraciones, con la informacién de que (P) es no factible o no
acotado o con la solucién éptima para (P). '

Prueba. Si X} = Z! entonces x, es solucion optima del problema (P).

De otra forma, el algoritno termina en un nimero finito de interacciones. Para
ver esto, considere por simplificacion que el poliedro convexo U es acotado, entonces
tendré un nimero finito de puntos extremos y ser4 suficiente con establecer que cada
vez que el algoritmo pase por la etapa 2, se produce un nuevo vértice u, U hasta
obtener la solucidn éptima. Entonces considere que X, # Z, y que la if, obtenida de la
solucién del problema lineal de la etapa 2, produce para la solucién corriente (X, ,%,)
que: C*%, +ii,(b - A°%,) - X, >0 lo que muestra que la solucién actual (X, ,%,) del
problema maestro no satisface la restriccion Cx, +,(b - 4%x,) - X, <0 y por lo
tanto la restriccién Cx, +1,(b - A%,) < X,, se debe aumentar al problema maestro.
De esta forma a menos que la solucién 6ptima sea encontrada, es decir
C%, +H(b - 4%%,)- X, <0 un nuevo punto extremo es generado cada vez que el
problema de la etapa 2 es resuelto, Por lo tanto, en ¢l peor de los casos todos los
puntos extremos son enumerados y el problema es resuelto, con lo cual se puede
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establecer que el algoritmo converge. Sin embargo es conocido que en el 6ptimo, el

nimero de restricciones consideradas, nunca excedera a m+1 , donde m es el nimero
de variables x, .

3.2 Principio de Descomposicién Dual Lagrangeana (Dantzig-Wolfe)

Considerar nuevamente el problema (P) originalmente planteado como:

Min Cx, + Cx
x6S
(P) s.a.
Ax + A'x, 2 b,
Ax + Ax, 2 b,
x20,x,20,

o [4)-wn- [44]

A, matriz de orden m,xn , A, matriz de orden myxn , A' matriz de orden mxn, y

Donde

con:

A* matriz de orden mxn,, A| matriz de orden mxn;,coni=12y j=12.

Entonces paralelamente a la aproximacién de Benders, es posible obtener el
proceso de descomposicién dual por el método de Lagrange. De esta forma, el
problema dual Lagrangeano de (P) con respecto a la restriccion 47 x, + 4, x, 2 b,
puede ser establecido como:

Min. C'x, + Cx, +uy(b, - A4 x, - 42 x;),

Max. s a )
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El que simplificado puede quedar como:

Max. S. a4 ’
"220 Ax 2 b

el cual puede ser escrito como:

Max.. f.{C*x +ulb,-4,x) :teT)}.

u220

donde ¢ para 7 €7}, son los puntos extremos del contorno convexo del subproblema
dual. Entonces el problema dual de (P) se puede establecer como:

Ma-x o uo

Ha 20,8
S, a.
CX, + uz(bz - 142 x') 2 u0| ‘61;) N

que resulta ser el problema maestro dual Lagrangeano, (MD). Y el correspondiente
subproblema dual queda como:

Ax 2 b.

El subproblema dual (D, ) es cominmente llamado el problema Lagrangeano, las
restricciones del problema maestro dual (MD) son los cortes duales.
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Teorema 3.2 [ Everett 1963 ]. Considere al problema original (P) escrito como:

Min. Cux

s.a.
Ax 2 b, (P)
Ay x, 2 b, ,
x,20,x,20 y entera .

Sea A un vector no negativo y conformable denominado "multiplicador de
Lagrange", entonces el problema puede ser escrito como:

Min., Cx+Ai(b,-A4,x,)
s.a. |
Ajx 2 b, (LR,)
x20, 120,

Por conveniencia, suponer que (P) es factible y que el conjunto
§= {x,|A,x, > b,,x, 20} de soluciones factibles es finito y acotado. Entonces si existe

un A #0, tal que, la solucién optima con (x; ,x;) hace que b= 4, x] , el problema (P)
ha sido resuelto.

Prueba. Sean (x; ,x;) la solucién minima para el problema (LR,), entonces se tiene
que; |
Cx' +Ab-4,x;) s Cx+A(b-4,x,)
Por lo tanto, para toda x, 20,x, 20 y entera , se cumple que:

Cx' < Cx +A(A,x, -4, x,).

Entonces para todas las soluciones no negativas se tiene que, 4,x,<4,x, y la
desigualdad anterior se cumple. Pero para estas soluciones 4, x, - 4,x, <0 , con lo

42

e i i i



Estrategia de descomposicién cruzada

que se tiene que, Cx’ < Cx puesto que A20 . Entonces, (x,x]) resuelven al
problema (P),

El teorema indica que si los multiplicadores 420 son seleccionados de tal
forma que b=4,x, , es posible solucionar el problema (P) sin la restriccion de
desigualdad, con lo que el problema resulta mas facil de resolver. Sin embargo, la
dificultad con la relajacion Lagrangeana, consiste en encontrar los multiplicadores
A 20 tales que, 4,x, =b.

3.21 Relacidh con el principio de Descomposicion de Dantzig-
Wolfe

Por otra parte, un aspecto muy interesante es el hecho de que el dual del
problema (MD) tienec la forma familiar del problema de Dantzig-Wolfe. Para
establecer esto, considerar las siguientes definiciones y teorema,

Definicidn. "Interior relativo" de un conjunto convexo X en R*, es el interior que
resulta cuando X es considerado como subconjunto de su contorno afin,

Definicion. "Fase" de un conjunto convexo X, en un subconjunto convexo X' de X,
tal que, cada segmento lineal (cerrado) con un punto en el interior relativo de X' tiene
ambos puntos finales en X',

Teorema 3.3 [ Rockafellar, 1970 ]. Sea X un conjunto convexo y compacto en E”.
Sea E(X) el conjunto de puntos extremos y C[E(X)] el contomo convexo de E(X). -

Entonces ({E(X)]= X.

Prueba. El teorema es trivial si la dimension de X< (' en cuyo caso X=@ o esun
solo punto). Por induccion suponer que el teorema es verdadero para todos los
conjuntos convexos cerrados y acotados de dimensidn mds pequefia que m > 1, puesto
que X es m-dimensional. Entonces:

o Por definicion se tiene que X 2C{E(X)], ya que los puntos extremos E(X)
pertenecen a X'y porque X es contorno convexo de su frontera relativa.,
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+ Ahora sea X ¢ ({E(X))], entonces cada punto del interior relativo de X pertenece
al contorno convexo C[E(X )] Es decir, un punto x del interior relativo estd
contenido en el interior relativo de alguna "fase" X', diferente de X. Esta X' es
cerr@da y acotada por suposicion ( puesto que X es cerrado y acotado) y tiene
dimensién més pequefia que X . Entonces, el teorema es vélido para X' por el
supuesto de induccién, Asi que xeC[E(X')], donde E[X'] es el conjunto de
puntos extremos de X'. Y como X’ c X se tiene que x e C{E(X)).

Ahora para establecer la relacion que existe con el principio de

descomposicion de Dantzig-Wolfe, considere el problema maestro dual (MD) escrito
como:

Max - U,
Wa20,u,
5. a.
Cx‘+u2(b2'-A2xl) 2 uo,

teT,

el dual de (MD) se puede establecer como:

Min - C x

xeds

sean x = 3 A4,x,, Y A, =1, 4,620, entonces se tiene que:
7 j

Min.' CZ A/x/ '
J
5. a,
AY Ax, 2 b,
J

L4 =1,
J

A, 20,
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definiendo a:
p, = 4 y [, = Cx,

entonces se tienc la forma familiar del problema maestro de Dantzig-Wolfe

Min . Y f 4,
]

s, a.

Z/:P/’ll =b

Z)"/""l’
]

Ambos problemas, el maestro dual Lagrangeano y el maestro de Dantzig-
Wolfe han sido importantes para la formulacion y construccién de algoritmos para
resolver el problema dual, siendo los desarrollos los mas populares: (i) método de
subgradiente, (2) implementaciones del método simplex usando técnicas de
generacién de columnas, (3) métodos de ajuste de multiplicadores,

3.3.- Principio de Descomposicién Cruzada

Es conocida la relacion que existe entre el principio de descomposicion de
Benders y de Dantzig-Wolfe, estrategias que son consideradas duales una de otra,
Mas atin, es posible establecer que el subproblema dual Lagrangeano es un problema
maestro relajado en la descomposicion de Benders. De igual forma, el subproblema
de Benders puede ser considerado como un problema maestro relajado para la
descomposicion dual. De esta forma, la idea basica de la descomposicién cruzada es
usar ambos subproblemas primal y dual, en un solo esquema de descomposicién. El
procedimiento general puede ser representado por el siguiente diagrama.
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INICIO

SUBPROBLEMA
! DUAL

PROB. MAESTRO
@ PRIMAL O DUAL @

Al

SUBPROBLEMA
PRIMAL

PCP; Prusba de convergencla primal
PCD: Prusba de convergencia duai

Fig. 6 Proceso General de Descomposicién Cruzada

Para mostrar lo anterior, es necesario establecer el siguiente concepto de
equivalencia,

Definicién 3.1. Un problema Q es equivalente al problema Q' con respecto a un
subconjunto Z (primal o dual) de variables, si la solucién optima de Q para Z , es
Optima en Q' y viceversa,

Ejemplos del concepto de equivalencia anteiior pueden ser, el problema (P) y
el problema maestro (MP) en la descomposicidn primal, con respecto a la variable x,

(por construccion). Similarmente (D) y (MD) son equivalentes con respecto a la
. variable u, . Ademés como la definicion anterior involucra variables primales y

duales, es posible considerar en forma mas general este concepto de equivalencia; es

decir, un problema primal y su dual son equivalentes con respecto a algin
Proposicidn 3.1. El problema maestro primal (MP,, es equivalente al problema

(SD,,,) con respecto a x, y los valores de las funciones objetivo son iguales
v(mp,)=v(sD, ).
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Prueba. El problema (MI’,,) se puede escribir como:

Mino xo,
xy €2,
5. a.
wh + (C-u A)x, < %, tel,,
0 como:
Min. Sw. {u‘b+(C’—u' A)x,, teT,’,,},
xy €2
o también,

Max. u b+(C*-ud?)x,,
w20

Min A5 4. ’

L owA s Ceug

puesto que la solucion dptima del problema de maximizacion interior, es una solucién
~ basica que corresponde a un punto extremo del poliedro y ademas se tienen fijas a x,
y u, , ¢l dual del problema interior queda como:

Min . (Cl‘“z Azl)xl + b, + (Cz"“z"zz)xz

nat

Min is. a.

4
e All Xl < bl - Alz xz

que resulta ser (SD,,,) con x, fija,

Min. Cx +u,(b- A,x)
5.a.
Alx, < b - Alx,,
X, 20.
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Paralelamente a la proposicion anterior, se tiene el uso del subproblema de
Benders (SP,,I) como un problema maestro para la descomposicion dual. Para lo cual

considere la siguiente proposicion:

Proposicidn 3.2. El problema maestro dual (MD,I) es equivalente al subproblema
primal (SP,,) con respecto a u, y los valores de las funciones objetivo son iguales

mp,,)= s, ).

Prueba. El problema (MD,‘) puede ser escrito de la siguiente forma,

Max..

uy20,u,

s.a.
Cx' +uz(b,—A,x‘) 2 u, , tel,

Xy )

0 como,

Max. ificy + (b, - 4, x), teTH},

420
o también,

Min Cx + w(b, -4, 1),

Max. is.a.
4y 2‘0 ) 2
Al x, 2 bl - Al x2 )

puesto que la solucién 6pﬁma del problema de minimizacion interior, es un punto
‘extremo de la region factible obteniendo de la solucidn del dual del problema interior
con u, y x, fijos, es posible escribir a (MD,“) como:

Max.. Cx, +ub, - Ajx, + “n(bl - Allxz)

u20

§. a.
lll All S Cl - uz A;,
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o también como,

Max. Cx, + ub - udx,

w20
s, a.

ud' < ¢,

el cual es el problema dual de:

que resulta ser (SP,, )

3.3.1 Algoritmo de Descomposicion Cruzada

El algoritmo de descomposicion cruzada puede ser formalizado con las siguientes
etapas.

Etapa 1: (Inicio ) Seleccionar u} 2 0. Y hacer Z, = (+w) y Z, =(~).

Etapa 2: ( Subproblema dual ) Resolver el problema Lagrangeano (SD“,.); sea x*
una solucion optima, adaptar Z, si Z, < solucién (SD“:). Terminar, o ir a la etapa 4b,

o hacer x;" = x; eiralaetapa3,

Etapa 3: ( Subproblema primal ) Resolver el subproblema de Benders (Slz:); sea u*
una solucién dual dptima; adaptar Z, , si Z, > solucién (SP‘;). Terminar, o ir a la

ctapa 4a, o hacer 1}"'=u} ¢ irala ctapa 2.
Etapa 4: ( Problema Maestro ). ( a ).- Resolver (MD); sea u%*' una solucion optima.

Iralaetapa2. O ‘
(b).- Resolver (MP); sea x;"' una solucién dptima, Ir a la etapa 3.
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3.3.2- Convergencia del Algoritmo de Descomposicién Cruzada

En la seccidén anterior se ha presentado la relacion que existe entre la
descomposicion primal (Benders) y la dual (via relajacion Lagrangeana), resultados

que son la base para la estrategia de Descomposicién Cruzada. También se establecid,
que los subproblemas (SP,I) y (SD,,I) pueden ser considerados problemas maestros

uno del otro. Y lo que queda por considerar, son las condiciones bajo las cuales el
problema (P) puede ser resuelto, por solamente iterar entre ambos subproblemas,

Lema 3.1.
i, Sea u° solucién dual dptima de'(SP,,) y x* una solucion optima de (SD,,).

Entonces x; # x; a menos de que sus valores objetivo sean iguales v(Sl’x; ) =v(P).

ii. Sea x* solucion dptima de (SD,, ) y u* solucién dual optima de ( ) Entonces

u; # u; amenos que sus valores objetivo sean iguales v(SDu., ) =v(P).

Prueba.
i. Suponer que lo opuesto sucede, v(SPx., ) >WP) y que x; =x;. Entonces como 1" es

solucion dual optima de (SP ) 1; serd optima en MD,. por la proposicién (3.2) y
el hecho de que, Cx* +u} (b, - 4, x*) \(SP ) = ‘(MD‘:).
s..__._.v___.._a d

Dual de SI’,
Lo cual contradice que x* sea solucion optima de (SD“;), puesto que,

Cxt +u(b, - 4,x) = {sD,) < WP) s Wsp),

ii. Suponer que lo contrario sucede, v(SDu; ) <v(P) y que u; =u;, Entonces como x'
es una solucién éptima de (SD ) y por la proposicion (3.1) también sera dptima

en (MD )asique ub + x(C-u A7) v(SD ) v(Mi:;)
AN

Dual de SD ,
ﬁ

Lo cual contradice que #* sea una solucion optima de (Sl’,,), entonces,
Wb+ x(C-ut A = v(SQ;) 2 UP) 2 v(SDu;) .Y la prueba termina.
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Ahora bien, considerar que se esté iterando entre los subproblemas es decir, se
estin resolviendo consecutivamente los subproblemas primal y dual:
(SPx:),(SDug..),(Sng.,),(SDu:.,),(SPx;..),... con lo que se puede establecer que no

puede haber duplicidad dentro de una serie de cuatro iteraciones, ya que por
construccion del problemay por el Lema 3.1, se tiene que:

LI

De esta forma, solo puede ser posible que x*** = x* y entonces el subproblema
(SP ...) con x!*, seré igual a (SP‘ ;.,) con x!*' y podra duplicar a (SPx: ), y lo mismo

sucede para las variables duales.

El siguiente Lema dé las condiciones necesarias para mejorar los valores de la
solucién corriente, donde 7,7, son los conjuntos de cortes duales y primales,
respectivamente y W) indica la solucion del problema, ademés de que ¥,,, indica la

solucion corriente.

Lema 3.2,
i. Siu, 20 satisface v(SD,,,)>v‘,J entonces,

Cx +u (b, -A4,x') 2 5,, teT,
ii. Si x,eZ satisface (SPx )<V,, , entonces,
u‘b+x2(C2—u'A2)<Vl,, IGE"

Prueba. :
i. Como x'es factible en (SD ) para algun #, seleccionado, se tiene que:

cx' +u,b - A x v(SD), tel,,
y como v(.S'D,,) >, la prueba termina, (v, = valor de la solucion dual corriente).

il Como u' es factible en el dual de (SPX, ), para algun x, seleccionado, se tiene que:
Wb+ x(Ct-u A7) V(SP), teT,

y como v(SP,,)<v‘,, por suposicién, entonces la prueba termina,
(v, = valor de la solucion primal corriente).
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El Lema 3.2 garantiza que la estrategia de Descomposicion Cruzada no se
ciclard en la etapa de solucion de los subproblemas. Y el hecho de que el
procedimiento de Descomposicién Cruzada es finito, se puede establecer con la
siguiente proposicion,

Proposicién 3.3, El algoritmo generado de la estrategia de Descomposicion cruzada,
es finito y resuelve a (P).

Prueba. La prueba se establece usando los lemas (3.1), (3.2) y el hecho de que, los
algoritmos de descomposicion en su forma "pura”, son finitos.

3.4.-Consideraciones Generales sobre la Relajacién-Lagranjeana

Dado un problema de programacion entero-mixto con dos o mas conjuntos de
restricciones, tal que los problemas relajados con alguno de esos conjuntos de
restricciones son relativamente mas faciles de resolver. Es posible definir una
relajacion Lagrangeana que lo descomponga en dos o méas subproblemas, cada uno
sobre un conjunto de restricciones, La técnica usada consiste en introducir una o mas
copias del vector de variables de decision, usar una de esas copias en cada conjunto
de restricciones y dualizar la condicion de identidad.

Este nuevo esquema es intcresante ya que los subproblemas Lagrangeanos
contienen a todas las restricciones originales, mientras que la relajacién convencional
inevitablemente pierde al menos, a uno de- los conjuntos de restricciones
especialmente estructurados,

Antes de establecer la superioridad de la relajacion Lagrangeana Separable, es
importante considerar los siguientes conceptos fundamentales:
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3.4.1. Relajacién para Problemas de Optimizacién

Sean los problemas:
(P)  Max. {f(x)xex}
(RP) Max. {g(x)xer},

se dice que (RP) es una relajacion del problema (P) si cumple:

i) Yox,
i) VxeX, gx)27(x),

por lo tanto, v(RP) 2 v(p).

Graficamente el concepto de relajacion se puede representar como en la
siguiente figura.

x\/

Fig. 6 El concepto de relajacion
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3.4.2.-Relajacién Lagrangeana para Problemas de Optimizacién
Sea el problema

(P) Max . {rx|Axsb,Cxsd, xex}.

Si se conoce como resolver al siguiente problema,

Max . {fx|cxsd, xex}
es posible construir una Relajacién Lagrangeana de (P), tal que:

(LR)  Max {fx+4(b-dx)|Cesd, xeX},
donde (LR,) es una relajacion de (P) si cumple con:

i) FS(LR,) 2 FS(P),
) V xeFS(P), fx+A(b-Ax) 2 £,

por lo tanto,
v(I,RA)Zv(P), paraV A20.

Donde (LR) es llamado el dual Lagrangeano, tal que:

WLR) = Min. v(ug)

3.4.3.-Interpretacién Geométrica

Una clara interpretacion desde el punto de vista geométrico, de la equivalencia
entre la optimizacion de la descomposicion dual Lagrangeana y la funcién objetivo
primal, sobre la interseccion de los contomos convexos de sus conjuntos de
restricciones [Guignard, 1994/, puede ser ilustrada como sigue.
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Sea el problema con relajacion primal definido como:

(PR)  Max.. {fx|Axsb,xe§'o{xeX|std}}
entonces, WLR) = ARP)

\L Relajadas
| N f

— —— — e, 74

\— — — —| VI(PR)

No Relaiadaﬁl

(a)
(b) (c) (d)

Fig. 7 Interpretacion geométrica de la relajacién

Donde:

(a).—{xle <d},

().~ Co{x e x|Cx<d],

(c).-{x| Ax <b} ~Cofx e X|Cx <d},
(d).- {x] Ax <b}.

Si Co{x e X| Cx <d) ={x|st d}, entonces W P) = WRP) = LR) = LP) .

Se dice que si (LR) tiene la Propiedad de Integralidad /[Geoffrion, 1974], entonces

la cota generada por la relajacion Lagrangeana es igual, a la cota generada por (LP).
Ahora si Co{x eX|Crg d}c: {xl Cx Sd} entonces W P) < (RP) WLR)<WLP) y la

cota Lagrangeana puede ser estrictamente mejor que la cota de (LP) .
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3.5.- Casos Especiales

3.5.1.- Descomposicion Lagrangeana Separable

Considerar el siguiente problema de programacion:

Max . f x
(P) s. a.
Ax £ b,
Cx £ d,
‘xeX,

el cual también puede ser expresado como:

Max.{fx]Axsb, Cx<d, xeX} = Max.{fx|Axsb, Cxgd, xeX,udx Sub},
para algin 4 20 .Y para algin ¥ 2 X , el problema (P) es equivalente a:

Max . {fxlesb, uAx<ub, Cx<d, xeX, y=x,er}
< Max, {fx+/'l(y-—x)|std,qusub,xeX,Aysb,er}
= Max {(f -2)¥|Cx<d,udx <b,xe X} + Max. {2y|dysb, yeY}

Sean P(x),P(y) los problemas en x ‘, y respectivamente, y sean también () el
valor éptimo del problema () , FS() su conjunto factible y 0S() su conjunto
optimo. Entonces, '

W(P)sWB) = Min {W(P,)+w(,)} = Min.(LP,),

u20,4 ’ v20,4

donde (5) es el dual Lagrangeano Separable.
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3.5.2.-Comparacién con la Relajacién Dual Lagrangeana
Convencional

Sea (LR,) el problema con la relajacion Lagrangeana convencional:

(LR,)  Max {fe +v(b- Ax)|Cx<d, x e X}
= vb+ Max.{(f -vA)x|Cx<d, xeX},

y sea (D) su coréspondiente dual,

(D) Min. LR,).

veo

Para u=0, veOS(D), A=vd y Yo X,

W(P,)+ ( ) Max {(f -A)x|Cxsd, xeXx} + Max.{ap|4y <b, y e X}

= Max.{(f -vA)x|Cx<d,xe X} + Max.{vAy| Ay sb, yex}
= Max. {(f -vA)x|Cx<d ,xe X} + Max.{vdy +vb-vb| Ay <b, yex}
= Max.{(f -va)x|Cx<d ,xe X} + vb + Max. {(4y -b)v| 4y <b, y ex}
= (LR,) + Max {(dy -b)v| 4y <b,y e X}.

Entonces o ) < (D).

3.5.3.-Comparacién con el Problema Dual Subrogado

Para v20, la relajacion subrogada de (P) esta dada como:
(SR,)  Max {fe|udx <ub,Cx<d, xeX},

y el problema dual subrogado es definido como:

(SD) Min. v(SR,),
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para A=0, v(Py) =0 y v(P.)=v(SR,), entonces sc ticne que:

v(ﬁ) < W(SD).

3.5.4.-Comparacién con el Problema Dual Compuesto

Para algiin w 20, sea A =wA, entonces
WP,) = Max {(f - wA)x|udx sub,,Cx<d, xeX}
WP ) Max . {wAy| Ay <b, y et}
= Max .{wAy +wb-wb| Ay <b, yer}
= Max .{(Ay - b)w| Ay <b, y et} + wb
= wh,
donde,

WP+ v(Py) =wb + Max {(f ~wA)x|udx sub, Cxsd, x eX},
y si se denota al dual compuesto por (CD), entonces; v(ﬁ) < v(CD) .

Con lo que se ha mostrado en las secciones anteriores, es posible establecer
que la relajacion Lagrangeana Separable es iunica, de entre todas las estrategias de
relajacion que existen hasta ahora; lo cual es importante para muchos problemas en
los cuales no existen las llamadas restricciones "complicadas”. Y como ninguna de
las restricciones originales desaparece, con este esquema, no es necesario elegir de
entre la calidad de la cota que se obtiene y el grado de dificultad del problema que
queda,

Por otro lado, también es posible reforzar a los subproblemas que se obtienen
con este tipo de descomposicion, al adicionar restricciones validas, tanto al
subproblema en x como al subproblema en y , bajo el principio de que una simple
restriccion no necesariamente complica mas al problema.
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Computacionalmente, el hecho de que se obtenga con la relajacion
Lagrangeana Separable un multiplicador por variable, puede ser visto como una
ventaja para los métodos de Ascenso Dual. Ya que en la solucion de los problemas
Lagrangeanos, la no factibilidad (para un mismo i ) solo puede venir de diferentes
valores para algin x, y y,. Y para aproximarse a la factibilidad uno debe modificar
u, , porque éste aparece como coeficiente de x, y y,, por lo cual solamente estas
variables son afectadas por los cambios en 4y por lo tanto es mucho mas facil
seguir las implicaciones que se tienen con la modificacion de los multiplicadores.
Contrario a lo que sucede cuando uno modifica el multiplicador correspondiente a
una restriccion verdadera, como pasa con la relajacién Lagrangeana Convencional.
Otra de las ventajas de utilizar la estrategia de descomposicion Lagrangeana
Separable, es la poder identificar estructuras ocultas especiales, debido a la
modelacion flexible que tiene, la cual permite obtener una forma block angular en la
matriz de restricciones. Situacién que no es posible con la relajacion Lagrangeana
Convencional, [Guignard y Kim, 1987].

Para ver en forma mas clara la comparacion entre los diferentes tipos de
relajacion y comprobar la superioridad de la relajacion Lagrangeana Separable, se
presenta el siguiente ejemplo,

3.6.- Ejemplo de Aplicacion

Considere el siguiente problema generalizado del tipo mochila, con variables 0-1.

Max, 2x, +3x, +4x,
s.a.
12x, +19x, +30x, < 46, (3.1)

(P) 49x, +40x, +31x, < 76, (3.2)

X, X% X €{01},

donde el valor éptimo del problema es: v(P) =4 y el vector de solucién es: (0,0,1).
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Relajacion Tradicional,

Si se dualiza la restriccidn (3.1), se obtiene el siguiente problema:

12x, +19x, +30x, < 46,
v(Dl)=A{Q.{7sz+ fo.{(2—49l)x|+(3-—40/1)x,+(4-—31/1)x,} AN }

xl'xhx) E{O,l}

La siguiente figura representa la relajacion Lagrangeana en términos de A . Y el valor
minimo del problema es obtenido en A=2/49, y el Optimo del problema
v(D,) = 286/49 = 5.84

A
6-\/
/// \\\1'47\
447 g
\
I I 4
2/49 M

Fig. 8 Solucién relajacién tradicional
Ahora si se dualiza la restriccion (3.2), se tiene este otro problema:

D,) =M | 49x, +40x, +31x, <76,
v(D,)= z’;{’-{‘%}H{(Z—12;4))6l +(3-19p)x, +(4-30u)x, i 2 ’ }}
m

xhxhxl E{O)l}

Y el minimo del problema que se obtiene para u=4/30, es de v(D,)=198/30 , lo
cual se representa en la siguiente figura:
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N\

7
T

- ——

_
s | -7 32

A 4

1
4130 M

Fig. 9 Valor minimo relajacién tradicional

Relajacion Subrogada.

Para este problema en particular, la relajacion subrogada que tiene sentido
combinando ambas restricciones en una sola y que el problema resultante se conserva
como uno del tipo mochila, se puede establecer como:

ng. 2x, +3x, +4x,

s.a.

A/[om’ { (12, +49,)x, +(19, + 40, )x,

w

(DS) +(30u, +31u,)x, < 46, +764,,
xlvxzvxle{orl}' .

"

Problema en el cual, dependiendo del valor que tome u , serdn los cambios del
conjunto factible del problema subrogado, asi como de su valor dptimo.

La siguiente tabla representa la variacion que se tiene en términos de u, vs u,,
con g, +4, =1 . Donde el valor éptimo de v(DS)=6 .
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M, =1, 4, =0 Fun, |4, =0,u, =1} Fun.
Ob;. Ob.
Conjunto (0,0,1) { 4 [(0,0,1) | 4
Factible del (0,1,0) | 3 ((0,1,0)! 3
Problema (1,0,0) | 2 {(1,0,0) | 2
Subrogado (1,0,0) | 6 J(0,1,1) | 7
(1,1,0) | §
Méximo 6 7
Minimizar( Max.) 6

Tabla 1 Solucién para relajacién subrogada

Relajacién Separable,

Con esta estrategia el problema P queda planteado como:

Max. fx+Ay-x)
s.a.
12x,+19x, +3x, <46,

49y, +40p,+31y, <76,
x,ye{01}. .

Separando en dos subproblemas se tiene:

(RS,\.)=Max.(2—zl,)x,+(3—/12)xz+(4—/1,)x,
sa.
12x, +19x,+3x, < 46

X, e{O,l] Vi,
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(RSy) = Max. Ay, +4,y,+4,,
$.4a.
49y, +40y,+31y, < 76,
y (o}, vi.
Donde;

Max.(RS) = Max.(RS,) + Max.(RS,).

Resolviendo los subproblemas para valores de 4,=3/2,4,s2 y 4,-4,=3/2 ¢l
problema tiene dos soluciones alternativas: (1,0,0) y (0,1,1). El valor de la funcién
objetivo esta dado por:

La siguiente figura representa los valores obtenidos para el mismo problema,
por las diferentes estrategias de relajacion.

V(P) V(DS)
45 | 6.8 J 6.8 |
a ' 5 1 6 I 4
V(RS) V(DY) V(D2)

A 4

Fig. 10 Comparacidn de los diferentes tipos de relajaclén

3.7 Interpretacién Econdmica del Principio de Descomposicion
El principio de descomposicion de Dantzig-Wolfe tiene una interesante

interpretacion econdmica, basada en examinar a los multiplicadores simplex 7 , como

precios. Para establecer esto es necesario considerar lo siguiente: Sea B una base dada
y su x, solucion factible basica asociada, esta dada por:

X, =B"b.
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Si se realizan cambios diferenciales db en la disponibilidad de los recursos, la nueva

solucion quedaria como:
x, =B (b+db),

la cual debe ser no negativa para un arbitrario db. Esto es posible si suponemos que
x, tiene todas las componentes positivas; es decir, es no degenerado. Entonces por

definicion,
n=C, B
Z=C,x,=Cy(Bb)=(C, B")b.

Asi que,

Z=nb=Y mb,
i

Bajo la suposicion de no degeneracion # no se modifica, si se realizan cambios
pequefios db, puesto que B necesariamente no cambia. Entonces diferenciando a la
expresion de Z, se tiene:

-55-=ﬂ', , i=l,...,m.
i

Si Z tiene unidades en pesos, entonces = tiene unidades en pesos por unidad de
recurso b,. El multiplicador # es llamado precio sombra para el recurso i, puesto que
representa la cantidad que puede ganar (gastar) la funcién objetivo, al realizar un
pequefio incremento en la disponibilidad del recurso b, suponiendo que todos los
recursos son transformados de acuerdo con los niveles de actividad asociados a la
solucidn. El adjetivo sombra es utilizado puesto que z, no es necesariamente el
precio del recurso en el mercado. Ademés notase que B no es necesariamente una
base dptima y que 7, puede ser positivo o negativo.

Regresando al principio de descomposicion, considerar la accién del i-ésimo
subsistema y la manera de como puede afectar a la funcion objetivo, vista como un
costo total a ser minimizado. Si el subsistema i elige un vector de actividades x,
incurre en un costo directo C,x, y en un consumo 4 x, de recursos disponibles,
quitandolos de otros subsistemas con lo que posiblemente se incrementan sus costos.
Y el subsistema i debe tomar en cuenta esta contribucion indirecta al costo total, La
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forma maés simple de hacer esto, es declarar un conjunto de precios sombra x , para
los recursos compartidos y forzar al subsistema a pagar por cualquier cantidad de
recursos que utilice. Si a un recurso en particular se le asigna un precio alto, entonces
esto debe desalentar al subsistema de usar cantidades excesivas de él. Es facil ver que
el principio de descomposicién coordina las acciones de los subsistemas de esta
forma.

Entonces, la funcién objetivo del subproblema i estd dada por:

Z,=Cx—n4x
donde,
C, x, : es la contribucion directa sobre el costo total Z,
x, . es el nivel de operacion,
n 4, x, . es el producto del vector de precios unitarios n del recurso compartido,
por la cantidad del recurso utilizado, (es el costo cargado al subsistema por
usar recursos compartidos).

De esta forma, Z, la funcién objetivo del subsistema es una medida del costo
total (directos e indirectos), y el signo negativo del producto 74, x, se justifica puesto
que al usar una cantidad positiva del recurso k ({4 x}, 20), es equivalente a

disminuir su disponibilidad. Si el recurso k es muy apreciado (escaso, costoso, etc.),
una reduccion en su disponibilidad debe incrementar el costo, por lo tanto =, <0,
Entonces -7, es positivo, como el término -7,(4 x,), , el cual incrementa el costo

del subsistema como debe ser.

Una interpretacion similar puede ser utilizada para el criterio de optimalidad,
el cual esté dado como:

Mil?.f—:f =2 -m, 20,
J
o también como:;

Zi2my, i=1..,p,

donde Z' es el valor dptino de la funcion objetivo del subproblema iy 7 es el
multiplicador simplex que corresponde a la i-ésima restriccién convexa:

YA, =1,
)

(1]
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Puesto que # es el cambio en Z provocado por un pequefio cambio en el lado
derecho de la expresion anterior. Incrementando esta cantidad desde su valor unitario
actual, implica que los pesos 4, asignados a las diferentes propuestas presentadas por
el subsistema i pueden a lo mas sumar uno; es decir, la propuesta puede jugar un rol
mayor en el plan completo. Como se dijo anteriormente, Z, es una medida del costo
total (directo e indirecto) de una nueva propuesta x;. De esta forma la prueba de
optimalidad 7 27y, i=1,.,p establece que, si se introduce la "mejor" nueva

propuesta para todos los subsistemas, se incrementarin mds los costos, que si se
usaran las propuestas actuales, las cuales pesadas apropiadamente pueden ser
Optimas. Si el criterio de optimalidad no ocurre, entonces la nueva propuesta.
remplaza a una de las mas anteriores.

Relacionado con esta interpretacion de precios, se puede establecer que el
esquema de toma de decisiones presentado no es totalmente descentralizado, puesto
que la administracion central es la que finalmente asigna los pesos a las propuestas de
los subsistemas, y la razén para no realizarlo de esta forma, es que el problema puede
no quedar totalmente lincal.
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IV. APLICACION AL PROBLEMA DE LOCALIZACION DE
SERVICIOS

De acuerdo con investigaciones previas, cuando se aplica la estrategia de
Descomposicién Cruzada al problema de localizacién de Servicios, resulta en la
solucion sucesiva de dos subproblemas, incorporando un proceso de ping-pong entre
ellos. Procedimiento mediante el cual se explota simultaneamente la estructura primal
y dual del problema, reduciendo el nimero de problemas maestros a resolver. Sin
embargo por resultados de nuestra investigacion, al incorporar la estrategia de
relajacion Lagrangeana Separable a éste proceso cruzado, se llega a establecer que no
es necesario utilizar el problema maestro, en la solucion.

En este capitulo se presentan la aplicacion de los supuestos tedricos de la
Descomposicion Cruzada y de la relajacién Lagrangeana Separable, al problema de
Localizacion de Servicios, el algoritmo de solucién resultante de nuestra
investigacion, en el cual el proceso de ping-pong, se realiza entre dos subproblemas
del tipo transporte, sin necesidad de resolver el problema maestro primal o dual, para
obtener la solucién del problema de localizacién. También se establecen las
propiedades que garantizan la convergencia del algoritmo y se presentan un ejemplo
de aplicacion,

4.1.-Problema de Localizacién de Servicios

Como una aplicacion al uso de la técnica de Descomposicion Cruzada
utilizando relajacion Lagrangeana Separable, considerar el problema de Localizacion
de Servicios con Restricciones de Demanda y Adicionales, el cual puede ser
formulado de la siguiente manera;
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Ml;n.- 2‘; G, X, "‘2 A
X, i

S a.
qu = 1, vj (4.1),
]
X s myy, vi,j (4.2), (P)
2

Zal Yi Zd/ ) vj (4.3),
i J

Ydx, s ay, Vi (4.4),
J

x,20, =10, Vij.

Donde (+.1) asegura la atencion total de la demanda, (4.2) establece el envio solo de
servicios abiertos, (4.3) considera la apertura de suficientes plantas para atender la
demanda y (4.4) considera solamente enviar la capacidad del servicio.

4.2 El Problema Primal o de Benders

Si se aplica el proceso de descomposicion de Benders, el subproblema que se
obtiene al fijar en P las variables primales y, a ser 0 6 1, es uno de transporte
con variables acotadas, para el cual existen métodos de solucion muy eficientes.

Entonces el subproblema -SP queda como:

Min. 3G, x,+3 £y
if i
s. al
x, =1, vj, (SP)
i

;d/xu S ay, Vi,

0<x;sm;y, Vi, j.
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Con lo que el dual de SP se puede plantear como:

Max. Y, +Z(j, —au=y.m, w,.l.)y,
j i i
s.a. :
u+w, -v, <G, Vi,j, (DSP)
u,20,v,20,w,20 Vi,j.

En consecuencia, ¢l problema maestro de Benders o primal puede ser expresado:

Mh P
s.a. (MP)
Zv; +Z(‘fi -a, _Zmu w:j)}’: $p,
J f J
tel,,

donde 7, es el conjunto de indices de todas las soluciones duales factibles basicas
del conjunto de restricciones del problema DSP, es decir, r €7, son los llamados
cortes primales o de Benders,

4.3 El Problema Dual Lagrangeano

Como se establecié en el capitulo anterior, la relajacion Lagrangeana
Separable produce mejores cotas que cualquiera otra de las estrategias de relajacion,
debido fundamentalmente a que con éste esquema ninguna de las restricciones
originales desaparece. Adicionalmente y debido a su modelacion flexible, se pueden
identificar estructuras especiales ocultas, con lo cual es posible obtener problemas
més simples de resolver. Ademas de que computacionalmente el hecho de tener un
multiplicador por variable en lugar de por restriccion, puede ser una ventaja al utilizar
los métodos de ascenso dual, ya que es mas facil detectar el efecto de alguna
modificacion en los multiplicadores. Por lo cual este tipo de relajacion seré utilizada
en el presente trabajo.
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De esta forma y tomando en consideracion las ventajas enunciadas
anteriormente, el proceso de analisis con la estrategia de relajacion Lagrangeana

Separable para el problema P inicialmente planteado, se puede establecer de la
siguiente forma:

Propdsito:
i, Inducir la separacion del problema en subproblemas independientes.
ii. Capturar las diferentes caracteristicas estructurales del problema.
iii. Obtener cotas mds fuertes que con los otros esquemas de relajacion.

Como:
iv. Identificar las partes del problema que pueden ser separadas.
v. Remplazar las variables en cada parte por copias o sustituir nuevas
expresiones. ,
vi. Dualizar la copia de las variables o la expresion de sustitucion. 1

Observacion:

No es necesario que cada subproblema resultante sea de algiin tipo especial. Aun asf,
debe ser mucho menos complejo 0 mucho més pequefio que el problema completo,
de tal forma que pueda ser resuelto por el software existente o comercial.

Por investigaciones previas [Chen y Guignard, 1992], se ha establecido que
uno de los mejores esquemas de relajacion Lagrangeana para el problema 7, se
puede establecer con el siguiente proceso:

. C0piaf 2,“'/ x,.,=zld, X, 'y y =y, enlarestriccion (4.4).

s Duplicar la restriccion (4.3).

» Dualizar las restricciones de igualdad.

» Separar al problema de tal forma que se obtengan dos subproblemas, cada uno con
los siguientes conjuntos de restricciones: {(4.1), (4.2), 4.3)} y {(4.2), (4.3),
(4.4)}.
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De esta forma el problema P sin restriccion en flujos, se puede formular como:

Min. ZZC,,.x,,Jer,y,
[ | [}
s.a.
yx, =1, Y 4.1),
]
xlj s yn Vitj» (42)»
Yay 234, vj, @3, (P)
i J
zdj x;j S al y; ] Vi ’ (44)»
J
Yd x,=Ydx Vi, (45),
J J
Y=y, Vi, (4.6),

x,20, y,=10 Vij.

Relajando las restricciones (4.5) y (4.6), el problema queda como:

Min. };ZC,, X+ f, y,+,1,(2d,. x,,—Zd,. x',,]w,(y,—y,')
s.a. ; | I I
;x,, =1, Vv,
X, S ¥, Vij,
;a, y, 2 ;d .Y, (RLS)
;d, x,say, Vi,

x;20, y=10 Vij,

n
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o también como:

Min. 3 3(C,=d )5, + X (f-m)y + S 4 T d, %, + Sy,
i i i / ‘
s.a.
Zx” = 1, vy,
i
x‘f S .V; ] Viij'
Za‘ Vi 2 de ’ an (RLS)
[ J

Yd x, say, Vi
7

x,20, =10 Vij,
Separando a cada uno de los subproblemas se obtiene:

Subproblema 1:

Min. ZZ(qf—df&)xu‘fZ(f,-M)y.
sa iy i

Z

;S y Vij, 42, (L8)
Zay zTd, ¥, @3,

/

LY, @,

X

x,20,y,=10,4,, 4, noresrigidas,vi,j .

n
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Subproblema 2:
Z:,&Zdjxi, + ;l‘:)’;
J
s.a.
X, < oy, Vij, (4.2,
ay 2xd, Y, @), (LS2)
i J

Ydx,say, Vi, (4.4),
]

x; 205y, =1054,, 4 norestringidas \Vi,j .

Donde la solucion al problema RLS, se obtiene como;

v(RLS) = w(LS) + v(LS2).

4.3.1.-Simplificacién de los Subproblemas LS1y LS2

Considerar al subproblema L.S2 e ignorar temporalmente a la restriccion (4.3).
Entonces por el principio de lincarizacion entero (ver apéndice A), el problema se
puede separar para cada servicio i , considerando a cada {y, =1}, para i=l..,my
valores conocidos de A, ,con i=/,...m en:

=1}, v = Min. 2,3 dx,
I
s.a.
Ydx, < a,
/
0s x,s1, Vij,

A, no restringida, Vi,

3




Aplicacion al problema de localizacion de servicios

que también puede ser expresado como:

V= A{in. {/’L,Zd, X, 2dx, sa,0sx,<1,24, noreslrigida},
] !

que resulta ser un problema del tipo mochila continuo, para cada i . Y que por su
estructura, la solucién éptima para cada v, , i=1,...,m, esta dada por:

Y

_[AMin{a,D} si 4,<0
1 o si A, 20

donde Y d,x, =a,,Vi y el parametro ) ,d,=D, puede ser util en problemas con
]

capacidad ilimitada.

De esta forma la contribucidn total estara dada como:

A’{in- Zl‘t )'; +Z (B
i i
S.a.
xay 2 Xd,
f J

y,=1,0, 4, no restringida ,

que en forma equivalente se puede plantear como:

M,in-{Z(M -
i

Zan y, 2D, y,=1,0,p4, irreslricto,Vi}.
{

Problema que resulta ser del tipo mochila en variables 0-1.
En ofras palabras, se requiere resolver un problema v, , i=1,...,m, para cada

servicio y después minimizar la contribucion total que produce cada uno de ellos, en
el problema tipo mochila 0-1.
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Ahora examinar al problema LS/ y considerar el minimo del segundo
sumando y la restriccion (4.3), con lo cual es posible formular separadamente al
siguiente subproblema: ‘

A’{"”- Z(ff"l‘f))ﬁ
i
s8.d.
Zafyf 2 Dv Vj)
i

Y, =01, y, norestringida,V'i.

El cual resulta con el mismo conjunto de restricciones, que el subproblema
tipo mochila 0-1 que se obtuvo de LS2, solo que con diferente funcidn objetivo, Y

como ambos subproblemas son funcién de 4, , se hacen equivalentes en su funcion
objetivo para un valorde g, =(f - v,)/2.

Entonces, sustituyendo el valor de 4, en cada una de ellas, se tiene:

Min, Z[ﬁ-(—f‘—;—ﬁ)] +  Min, Z[V,Jr(fl:z—‘i)]

[ i
5.4,

Yay 2 D, Vj Yay 2 D, Vj
i )

yo= 0l Vi, y, =01, Vi,
En donde al efcctuar operaciones y reagrupar términos, el problema queda como:

Min, 3 (fi+v)y,
5.4, |
;alyl 2 D, VJ,
y, =01, Vi

que es también en un problema del tipo mochila 0-1, independiente del valor de 4,,
con i=l...m . Es decir, resulta innecesario hacer la duplicacién de las variables
y,,Vi y dualizar (relajar) su correspondiente igualdad, Resultado que permite
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mejorar y simplificar el esquema de relajacidn propuesto por [Chen y Guignard,
1992),

En consecuencia, el problema dual Lagrangeano RLS se puede formular como
la suma de los siguientes subproblemas:

0=Min. 3/, +v)y
s$.a.
Yay 2D, Vj,
' y =01, Vi.

§ = Min, ;;(c,,-d,ﬂ.,)x,,
s.a.
z’:x,l =1, Vj,
0<x, Sy, Yij,
A, norestrigida , y,=0,1, Vi,

Y su solucidn estard dada como: W(RLS)=u(Q)+w(§). Donde Q es un problema

sencillo del tipo mochila y S es un problema del tipo seleccién miltiple, que por su
estructura se puede establecer como uno con x,=0,1,V/j. Entonces el

subproblema dual Lagrangeano RLS queda formulado como:
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Mm.;ZC,, X, +§‘:f, Y +Z':(V.y‘ -A.fl:d, xu)
7

sa.
Z"u = ‘l v YV,

x!/s ylo Vlj,
Za!ylz D» Vjv
]
x,20,) =0,1,4, norestringida,V i,J .

Que es independiente de 4, , para i=1,...,m.
Por otro lado, puesto que v, =a,4, el problema RLS anterior s puede

formular de la siguiente forma:

Mm.Z‘;C” Xy +;f| Vi +;14 (al Y= ;dl xll)

| sa.

Yx, =1, V),
[}

xljs yl ’ Vi,j,
‘ ‘ Zalylz b, vj,
x,,zo y,=01,4, norestringida Vi Jj.

Que resulta ser equivalente al problema original P, con la restriccion (4.4) relajada.

Para ver esto, considere al problema P como se formulé originalmente, esto

s
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(P)=Min. 2‘:;6,, x,,+Zf, Y,
s.4a, _

Yx, =1, Vj 4.0),

'x,, Sy, Vij, (42),

Zq, y 2 ;d,, vj, (4.3),

Ydx say, Vi, (4.4),
]

x,20, y=10 Vij.

En el cual, relajando la restriccion (4.4) se tiene:

(P)Z(LD)=Mm.;;C,,x,,+$f,y,+2':).,[a,y,—Zj:d,x,,)
sa.
2;::,, =1 , V),
x, Sy , Vij,
;a,y,z Yd,, Vj,
x, 20,y =/0,l,)., no restringida N i, j .

Suceso que permite concluir, que realizar la relajacidn simple (tradiclonal) sobre el
conjunto de restricciones (4.4), es otra forma mds sencilla y rdpida de llegar al
mismo resultado. Y en consecuencia, no es necesario partir del esquema de

relajacidn que se propone en [Chen y Guignard, 1992).

Ahora bien, si se considera una solucién factible, que ademis cumpla con la

restriccién (4.4), se tiene que el producto:



ESTA VESES W DiE:
Aplicacién al problema de localizacidn de servicios W&ﬁ” kGh

A,(a, y,—}:d,x,,) <0 ,para y,=1y 4,<0, coni=l,.,m.
]

De esta forma, aun se cumple que P2 LDl,cony =1yA, <0, parai=1,.,m. Es
decir:

(P)2(LD1)= Min. z":z:,(],, x,,+z":f, ¥, +}T:2.,(a, Y -z:'d, x,,)

s.a.
;x,, =1, Vj,
X, S y,‘,. vi,j,
;a,y, Z;d,, v,
;d,x,,Sa,y,, Vi,

x,20, y=10 Vij.

Entonces, es posible incorporar al problema S la restriccién (4.4) para
reforzarlo, con lo cual ahora es formulado como: :

§ = Min, }‘:zlj(c,,-d,/t,)x,,
s.a
;x,, = 1, VYJ,
;d,x,, <a,Vi,

x,;20,Vi,j, A, no restringido, Vi

que resulta ser un problema del tipo transporte. Suceso bastante interesante puesto
que existen algoritmos muy eficientes para resolverlo.
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Por otro lado, puesto que los problemas Q y S son funcién de 4, , para
i=l,..,m. El problema Q con v, =a, 4, , puede ser formulado como:

Q=Mi"'Z(fl +4 al) Y

[
s.a.

Yay 2D, Vj,
i

Y, =0,1,4, no restringido, ¥ i.

Enelcual,si 4,=~f/a, para i=l,..,m, setienc que:

Q=an.z[f,—[ﬁ)a,]y.

1 q
LN/ R
ZalyIZD) vij,
7
=01, Vi,

cuya solucién es Q=0 . Por lo que es posible establecer, que cdalqui‘er valor de
y,#0,i=1,.,m, cumple para obtener el minimo del problema dual Lagrangeano
RLS.

Ahora bien, considere la solucion del subproblema () que se obtuvo al aplicar
el principio de linearizacidn entero, al inicio de esta seccion, Es decir:

v=A4 Minfa ,D} si A, <0,

donde Y d x; =a, Vi,
]

Entonces, el término que se encuentra en la funcion objetivo del problema Q , para
i=l,...,m , se puede formular de manera més general como:
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Q = Min. Z(f,u,Zd,x,,),
con lo cual también es posible establecer que para algin 4, 20, y un valor de Lamda:

A =-—-!L-—- , se tiene que 0=0.

2d;x,
/

En consecuencla, el problema Q puede quedar formulado de manera més general
con x,, =x, /d; , como;

= Min. - '——L x'
Q l"; f: Zx,, ; M Y
s.a.
zalyl ZD» Vj»
i
X, 20,y,=0,1, Vi,j.

Que tiene como resultado Q=0 , lo que permite establecer que los origenes
y, #0, para i=l,...,m, que satisfacen la demanda, obtenidos a partir de la solucidn

del problema de transporte S, también podrdn minimizar al subproblema dual
Lagrangeano RLS.

Como se sabe, el algoritmo para resolver el problema de transporte minimiza
costos al saturar las rutas de distribucién que resultan ser més econdmicas, esto

implica que para un determinado origen ! que contenga a los costos de transporte
maés baratos, se tendra en sucesivas iteraciones que:

Yxi <yt <Y xnt, con A7 2 A 2AY,
J J IE

y en consecuencia para los costos de distribucidn se tendra que:

(c,+4) " 2(c,+a) 2(c, +a,)"2..
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Es decir, las rutas més baratas s¢ harén ain més econémicas. De esta forma, 3’ x;;

para las ¢ con los costos mds bajos, tenderén a incrementarse hasta alcanzar su
limite, el cual est definido por su demanda y/o su capacidad a,. En consecuencia:

zj:xf;' < zl:xf, < ;xf;' <,.0584, .

Por el contrario, para las rutas r con los costos més altos, la Y Ixf, tenderd
a disminuir hasta alcanzar su limite que es cero, de esta forma;

Yx 2y 2y 2,20, con A7 <AL <A,
/ J J

y en consecuencia se tendré que:
(c, +4,) " s(c, +4.) s(c,, +4,)" s..

Es decir, las rutas més caras se haran ain més costosas, después de cada iteracion.

De esta forma, a los valores de A para i=/,...,m, se les puede interpretar
como la memoria del algoritmo, puesto que contienen informacién de la iteracién
anterior (soluci6n), indicando cuales fueron los caminos més baratos de distribucion y

los servicios con el costo fijo més bajo. Esto es, para las trayectorias mds econdmicas
se tiene que;

k k+) . k+2

NN
;xf," ;xf, Zl:xf;'

2.

Ademés, el problema de transporte requiere para que exista solucién factible que:

>a,2Y.d, y enla solucién dptima, que las restricciones de demanda se cumplan
i 7

con estricta igualdad, esto es Zx, ;=d; , entonces los origenes i a partir de los
i

cuales se satisface la demanda, serén los valores para los que y, =1, con i=/,...,m,

que resultan ser los servicios abiertos para el problema dual Lagrangeano RLS. Para
ver esto, considerar lo siguiente.
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En la solucidn ptima del problema de transporte, se tiene que:

C,-u-v,=0si x, es bdsica,
Cy-4-v, 20 si x, es no bdsica,

donde: C,, , es la matriz de costos originales del problema de transporte, u, , v, son
las variables duales que corresponden a los origenes y destinos, respectivamente.

Ahora sea x], con i=l,...,m,j=1,.,n la solucién dptima del problema de
transporte y u,,v, las correspondientes variables duales para las restricciones de

capacidad y demanda, respectivamente. Entonces para la solucién se tendrd que
C,2u,+v;=C,y C, =u+v,, Es decir,

por lo cual, es posible establecer que: 4, =C,-v,, para las variables bésicas y
u,<C, -v, =i, , para las variables no bésicas y en consecuencia se tiene que:

(-’;+"Ial)s(ft+ﬁlal)t para i=l,..,m

Por lo cual, se puede establecer que los origenes i que se obtienen de la solucién del
problema de transporte §, para los cuales ) ,Xiy=d;, i=l,..,m, serin las ) =1,
i=l,..,m de la solucién éptima del problema tipo mochila Q. Es decir, los origenes i

que satisfacen la demanda del problema de transporte, serdn los servicios abiertos
en el subproblema dual Lagrangeano SD, y como consecuencia en el problema de

localizacién P.

Entonces, a partir de estos resultados se pueden establecer las siguientes
proposiciones:

Proposicion 4.1. En la solucién éptima del problema de transporte S , los origenes i
que satisfacen la demanda, son los y; =1, i=l,..,m , de la solucién dptima del

problema de la mochila Q. Y en consecuencia, los servicios que deben ser abiertos en
la solucion dptima del subproblema dual Lagrangeano SD, .
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4.4.-Algoritmo para Resolver el Problema de Localizacién

De acuerdo con la estrategia de Descomposicion Cruzada, es posible usar a
los subproblemas primal SP, y dual SD, , en una sola estructura de descomposicion y

considerarlos como problemas maestros relajados, uno del otro. Ademas, el problema

de interés P 6 D, es relativamente mds facil de resolver cuando las variables primales
¥, o las variables duales 4, se fijan. Observacion que motiva el siguiente proceso de

ping-pong entre estos subproblemas. En consecuencia iniciando con alguna
suposicion para las variables, es posible pasar de una a otra de las siguientes etapas:

-i- Fijar y, en suvalor actual y resolver el subproblema de Benders SP, , que es un

problema de transporte, para producir un nuevo valor para la cota superior de
P.

-ii- Fijar A, en su valor actual y resolver el subproblema Lagrangeano SD, , para
producir un nuevo valor para la cota inferior de P.

Estas etapas, producen sucesivamente cotas superior e inferior para el valor
optimo de la solucion. La principal motivacion para el uso de la Descomposicién
Cruzada, es debido al hecho conocido de que la descomposicion de Benders y la
obtenida por la relajacion Lagrangeana, son de alguna forma pares duales. Es decir,
SP, y SD, llegan a ser problemas maestros relajados uno del otro, [Van Roy, 1984].
Condicion que aunada a los resultados obtenidos en las secciones anteriores, permiten
establecer el siguiente algoritmo de Descomposicién Cruzada:
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Etapas del algoritmo

1.-Iniciar. v,(-), v,(+®);
¥’ =1, para i=l,...m,

A= -—f— ,para i=l,..m.

[

2.-Resolver. Subproblema dual SD,. ( problema de transporte S ), para obtener
V=, ij,, y v(SDA.).

2.1.-Calcular. A=-J—, para i=l,...,m.

3.-Probar. Si A*'=2 paa y' =1, entonces terminar, Otra cosa, identificar
cuales yf =1 para i=l,..,m.

4.-Resolver. Subproblema primal SP, ( problema de transporte por Benders ),
para obtener v(SPy.) :

5.-Probar. Si u(SPy.)= u(SDA.) , entonces terminar. Otra cosa, regresar al paso 2
pero ahoracon 4} .
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La siguiente figura muestra el algoritmo de Descomposicion Cruzada en
forma gréfica,

‘A, d()), C(J), 1)

A=

i V{SP) = v(SD)

Subproblema ALTO Subproblema
Dual (SD) Primal (SP)

(Transporte) * (Transporte)

S

[ﬂ(k)mf(l} /}:x(l,/)] . ’ ,l Y =1 ]

Fig. 12 Diagrama General del Algoritmo
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4.5. Convergencia del Algoritmo

El procedimiento anterior termina en un numero finito de iteraciones, al
considerar los siguientes hechos y que los algoritmos de Benders, Lagrangeano y
Descomposicion Cruzada,.son finitos en su forma pura.

Como se vio en la seccién anterior, en sucesivas iteraciones las rutas mas
baratas se hacen cada vez mas baratas y en consecuencia, se les asigna cada vez mas
hasta que se saturen, ya sea agotando la capacidad del origen o satisfaciendo la
demanda, es decir:

Y ST st sa, con A 2ataata 2l
J J J

!

De esta forma, se pueden utilizar los origenes que satisfacen la demanda
obtenidos de la solucién del subproblema dual Lagrangeano SD, como servicios

abiertos; es decir los y, =1, con i=/,..,m , que se fijaran en el subproblema primal
sP, .

Ademas, también considere el principio fundamental de la Descomposicion
Cruzada, mediante el cual se establece que los subproblemas primal SP, y dual SD,,
son problemas maestros relajados uno del otro [Van Roy, 1984]. Lo cual permite
utilizar ambos subproblema en un mismo esquema de descomposicion, y buscar la
solucion del problema de Localizacion de Servicios al interactuar entre las siguientes
etapas:

i. Fijar 2 en su valor actual y resolver el subproblema dual Lagrangeano SD,
(Transporte) para producir un nuevo valor de y , ademds de un valor para la
cota inferior del problema P.

ii. Fijar y en su valor actual y resolver el subproblema primal SP, (Transporte)

con lo que se obtiene un valor para la cota superior del problema P.
Etapas que producen sucesivamente valores para las cotas inferior y superior,

respectivamente, hasta obtener en un namero finito de iteraciones, la solucion al
problema de Localizacion de Servicios.
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Para que el algoritmo se desarrolle bien dentro de este esquema de solucion,

se hace necesario tener como valor inicial para la primera iteracion:

/a'a, =f/- ’
a‘

y para las subsecuentes iteraciones como:

ko,
/1‘ = /Z) x‘l')-l ’

Esto dcbido a que 4, , i=/,...m , es la memoria del algoritmo puesto que tiene
informacion de la iteracion anterior, a través de > x{;' y de la propia 4}, i=1l,..,m.
J

De la proposicion (4.1) y del algoritmo anterior se puede establecer la siguiente
proposicion.

Proposicion 4.2. Los servicios v resulten abiertos en la solucion dptima
del subproblema dual Lagrangeano SD, , corresponden a los servicios que deben ser
abiertos en la solucién dptima del subproblema primal SP, , y en consecuencia del

problema de Localizacion P .

4.6.-Experiencia Computacional
4.6.1 -Ejemplo de Aplicacion

El siguiente ejercicio fue tomado de [Van Ray, 1984].

Tabla 2 Problema Ejemplo

m=4 Costo por unidad Capaci- | Coslo
n=3 (j) dad a; | Fijo £
1 1 0 3 25 40
2 1 3 0 25 40
3 3 0 1 25 40
4 3 3 3 25 0
Deman- | 15 15 15
da d;



Aplicacion al problema de localizacién de servicios

En la solucion dptima el valor de la funcion objetivo es 95, con los servicios
I'y 2 abiertos. La solucion por Benders realiza 4 iteraciones ( 4 cortes ), es decir se
deben resolver cuatro problemas maestros. Por el algoritmo propuesto de
Descomposicion Cruzada, se realizaron 2 iteraciones sin resolver el problema
maestro y se llega al mismo resultado.

Iteracién No.1.

1.- Iniciar con todos los servicios abiertos y calcular los valores de A para
i=1,...,m. Entonces: |

A°
-1.6
-1.6
-1.6

0

o (e DD (o=

2.- Resolver el subproblema dual SD,. , que es un problema tipo transporte con el
]

incremento de 45 .

G, a;

2.6 1.6 4.6 25
2.6 4.6 1.6 25
4.6 1.6 2.6 25
3 3 3 25
d; 15 15 15

Cuya solucion esta dada por:

u(SD) =87
x, =10, x,=15, x, =35,
Xy =15,
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2.1.- Los nuevos valores para A%, donde i=/,...,m son:

i | A
1 |-1.6
2 |-2.0
3 |-1.6
4| 0

3.- Probar si A5 =2) ,paralos y, =1, donde i=/,...,m, generados por la solucidn del
problema de transporte anterior:

i | A Al
1 {-1.6 |-1.6
2 |-16 |-2.0
3 [-1.6 |[-1.6
41 00 | 00

Los cuales no todos son iguales.

4.- Resolver el subproblema primal SP, para y,=1,coni=l,...m .Es decir para

» =1,y, =1, los servicios abiertos.

1./ i
1.0 0.0 3.0 25
1.0 3.0 0.0 25
3.0 0.0 1.0 0
3.0 3.0 3.0 0
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Cuya solucién esta dada por:
UASP) =95
X, =10, x,=15, x,=5,
Xy =15,
5.~ Probar si u(SP)= u{SD) para los valores de las funciones objetivo:

- U{(SP)=95%86=uSD)

Como son diferentes, regresar al paso 2, pero ahora con A* , donde i=1,...m. Y
continuar de esta forma, hasta que los criterios de paro se cumplan.

Iteracion No.2

2.~ Resolver el subproblema dual SD,. , que es un problema tipo transporte con el
incremento de 4! .

G, - A a,
2.6 1.6 4.0 25
3.0 6.0 2.0 25
4.6 1.6 2.6 25
3.0 3.0 3.0 25

d; | 15 15 15

Cuya solucion esta dada por:

SD) =95
X, =10, x,=15, x, =5,
Xy =15.
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2.1.- Los nuevos valores para A%, donde i=1,...,m son:

i | Al
1 |-16
2 [-20
3 |-16
4 0

3.- Probarsi A\ = A%, paralos y =1, dondei=l,...,m, generados por la solucion del
problema de transporte anterior:

il A | A

1| -16 | -1.6
2 | 20 | 20
3 | -16 | -1.6
4| 00 | 00

Los cuales son todos iguales. Se cumple el primer criterio de paro.

4.- Resolver ¢l subproblema primal SP, para y,=1,coni=l,..,m.Es decir para

» =1,y, =1, los servicios abiertos.

hJ i
1.0 | 00 | 30 | 25
1.0 | 30 | 00 | 25
30 { 00 | 1.0 | o
30 [ 30 | 30 | 0
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Cuya solucién esta dada por:

u(SD) = 95
X, =10, x,=15, x,=5,
Xy=15, y=1, y=1, y=0, y=0

5.- Probar si u(SP) = u(SD), para los valores de las funciones
objetivo:

USP) =95=95={SD)

Como son iguales, el proceso termina y la solucion dptima es 95 para el valor de la
funcion objetivo, con y,=1,y, =1 como servicios abiertos.

En la siguiente tabla sc presenta.: lus resultados obtenidos, después de 2
iteraciones para obtener la solucidn dptima del problema. Se da una iteracidn mas
para verificar la misma.

WLD)
No de oLD) |usP)|A, |4, |4, |4, Z,xu Z,xu Z,*u Z,"u
Iteracion
I 8 | 95 | 16 {16 | 16 [ 00| 25 | 20 [ 0o | o
2 95 95 1.6 2.0 1.6 0.0 25 20 0
3 93 95 1.6 2.0 1.6 0.0 28 20 0 0

Tabla 3 Resultados problema ejemplo
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4.7 -Resultados Computacionales

En las siguientes tablas se resumen los resultados computacionales obtenidos
para los problemas prueba, los cuales se obtuvieron de Guignard y Spielberg [1979] y
de Guignard y Kim [1983], respectivamente,

Es importante destacar que el algoritmo de solucion desarrollado es mucho
mas eficiente al compararlo con el original de Descomposicion Cruzada, puesto que
se obtiene una mejor brecha de dualidad y el tiempo de calculo es sustancialmente
mucho menor, Es interesante también establecer que, si bien con el algoritmo de
solucidn propuesto no se anula por completo la brecha de dualidad en todos los
problemas, sin embargo la solucién se alcanza a través del subproblema primal, lo
cual indica que los servicios que deben ser abiertos para resolver al problema de
localizacion, se obtienen.

Adicionalmente, en las tablas N~ 7 y 8 se presenta por separado a los
problemas No. 1 y 6, con el fin de establecer un mejor analisis y desempefio del
algoritmo propuesto, para estos problemas.

Problema I 2 3 4 5 6 7
Tamaifio 5x4 5x6 5x8 10x10 10x10 | 10x15 | 20x3§
% (DCO) 3.5 04 43 10.9 5.8 0.9 21
?)‘ue;'i‘:age ocsy | 16 00 | 018 | 00 13 | 106 | 017
CPU (DCO) |  0.63 121 | 158 | 542 3.09 11.34 | 54.23
seg. (Cs) | 0.05 0.06 0.06 0.27 0.06 0.38 3.3
Z 412 2622 47710 3108 3550 6127 | 40438
Zp 412 2622 47710 3108 3550 6777 | 40438
Z4 419 2622 47800 3108 3600 7519 40508
Num, de |DCO) 7 I 9 16 15 21 23
Iteraciones |(DCS) 5 5 3 6 6 6 11

DCO: Descomposicion Cruzada Original
DCS: Descomposicion Cruzada Separable

Tabla 4 Resultados Computacionales
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Numde | & | b | & | Zp | Z4 | Z2' | % | CPU | Num

Corrida Brecha| seg. | Iter.
1 13 12 () | 412 | 419 | 412 | 16 | 0.05 5
2 13 12 (2) | 223 ] 223 | 223 | 00 | 000 | 2
3 15 10 (2) 178 178 178 0.0 | 0.00 2
4 15 10 1000 | 3160 | 3160 | 3160 | 0.0 | 0.04 4
5 50 10 () | 310 | 310 | 310 | 00 | 0.00 3

(1): § = {60, 60, 70, 30, 50}

(2):f=(6,6,7,3,5)

Tabla 5 Problema 5x4

Num.de | 8 bj fi Zp Z4 A % | CPU | Num,

Corrida Brechaj seg. | Iter.
1 | 100 [ 31 | (1) | 67777519 6127 106 | 038 | 6
2 100 31 (2) 1656 | 1656 [ 1656 | 0.0 [ 0.06 2
3 100 | 65 (1) [ 1421514230 | 14215] 0.1 | 0.16 3
4 100 | 65 (2) 13919 13919 13919 | 00 | 0.17 2
5 123 | 26 (1) {10179 110249 { 10179 0.6 | 0.27 4
6 123 | 26 (2) | 1401 | 1401 | 1401 | 0.0 | 005 5

(1): f; = {1600, 1300, 1200, 400, 1400, 1100, 900, 700, 300, 1500}
(2):f,=(16, 13, 12,4, 14,11,9,7, 3, 15}

Tabla 6 Problema 10x15
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V. CONCLUSIONES Y EXTENSIONES

A .- En [Guignard, 1994] se establece que los tres mejores esquemas de relajacion

Lagranjeana, para resolver el problema de Localizacién de Servicios con
Restricciones de Capacidad:

Min. XX Cix i+ 4y

xy [ [

s a.
Yx, =1, vi o (s1),
i

X, S myy, Vij (5.2), (P)
Says Yd, v (s3),
] i

Sd,x,< ay, Vi (54),
J

x;20, y=10, Vij

son los siguientes:

(LR) [Geoffriony McBride, 1978; Guignardy Ryw, 1992].
Dualizar (5.1) y usar la propiedad de linearizacién entera. Entonces resolver por
servicio, un subproblema del tipo mochila continuo y un subproblema del tipo
mochila 0-1, sobre todos los servicios. Con lo que se obtienen cotas fuertes y el
costo de calculo es pequefio.

(LD) [Guignardy Kim, 1987].
Con esta estrategia s¢ debe copiar x,,=x,, y y =y, en la restriccion (5.4).
Duplicar la restriccién (5.3) . Separar en subproblemas de la siguiente forma:
{(4.1), (4.2), (4.3)) = APLP [Thizy, 1993 ; Ryu, 1993]
{(4.2), (4.3), (4.4)} = como (LR).
Obteniéndose cotas fuertes, pero el costo de célculo es muy alto.

(LS) [Cheny Guignard, 1992].

En esta otra estrategia se establece copiar ). i %y =Z,d1 X; y y=y enla
restriccion (5.5). Hacer la misma separacion que en (LD), con lo que se obtiene la
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misma cota y se trabaja con mucho menos multiplicadores de Lagrange y en
consecuencia el costo de calculo es menor.

Sin embargo, en nuestro trabajo hemos llegado a la conclusion de que no es
necesario hacer la duplicacién de y =y, , puesto que el multiplicador de
Lagrange para su relajacion, no afecta el resultado final al que se llega. Esto es,
sea:

R =z\£n.2;f,y,+z‘:2;1,d,x,,—;};,1,d,x,j+;2}:C,,x,,

s.a. .

>a,y,2D,Vj, Zx,, 2 1,V),

‘y, =0,1,Vi, . Yd x say Vi,
O‘Sx,, sy,Vi,j,

donde D=Yd, , para j=I,...,n.
]

PNAY :;(C”+A,d,)x,l.+z;—l,d1xu w
i

R2Q = Min. Yay 2D p+Mnd Yx, =1V, Ydx, sa Vi,
i ¥ i ]

v

y=0,1,Vi. 02x, 21Vi,j

\ J

R2Q28=Min Y f,y,+ Min S Y (C, +1,d,)x, + 3 Min.-2,5d, ¥,
i N i ¥ ]

Sayz2D >x, =19, Yd;x, <a,Vi,

f f /

¥,=0,1,Vi. Y.d,x, sa Vi, 0<x, <1,Vi,j
i e s

Z"‘l W

0<x, <1, Vi, /.

Donde la solucién con y, =1, para i=/,...,m, del siguiente subproblema,
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Min. -4, 2d,x,
sa. j
Ydx, <aVi,
!OSx',,sl,W,j,
esta dada por:

Y

Min.{a,,D} i A,>0,
0 si 4,50,

En consecuencia si tiene:

'A'ﬁin}:(f, -4, v,)y,+2h{inZ(C,j+ﬂ,d,)x,ﬂ
[ J i
R=gp| 24%2D 2x =t
y,=0,1 0<x, <1
{ 4,20 J
Ydx, say,.
7

Son los mismos subproblemas S'y O que se obtuvieron con el desarrollo completo.

Otra forma de llegar al mismo resultado, es realizando el siguiente esquema de
relajacion simple:

R= A{in.Zf,yﬁMnZZC,,x,,
f ¥
Yay2D Zdj X sa),
i i
y,=0,1 yx, =1
i

O<sx,; sy

Sea v,=Min{a,,D} , la contribucion de cada servicio abierto, entonces la
formulacién del problema queda como:
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R= Iv{m.Zf,y, +M'in22C,,x,, +Zl,(2d, X - v,y,)
i i ! J

YayzD Yx, =1 Y.d x, -vs0
i i i

%=01 0sx,sl
Cumpliendo también que:

R202S = A{in.Z(/,—l,w)y, + ZA{m.z(c,,u,d,)x,,
f J [

Optimo Ya,y2D o Yx, =1
i [
2,20 y=0,1 02x, 21
Zd/xus Vi)
7

A{de"u - Vlyl) =0
J

Que es otro forma de llegar al resultado obtenido.

A Otro resultado muy interesante, es la posibilidad de no eliminar a la restriccién

relajada y utilizarla para reforzar al subproblema, resultando con la siguiente
formulacion:

(LD)2T = A'{,i"‘Z(fi—Al Vn)}’i + Z'W"'Z(Clj+a'ldj)xfj
i ] i

Yay2D Yx,2d, v

[ I

y =01, Vi Yx, <a, Vi
]

A, 20 x,20,4,20,Vi,j

Que resulta en un problema del tipo mochila () y uno del tipo transporte (iS), ambos
funcion de A, , para i=l,...,m . Formulacién que al utilizar A} =-j/a, como valor

inicialy A} =-/, /Z Xy > para los subsecuentes valores, hace que: 0=0 , entonces

los valores de y, #0, para i=1,...,m, generados por la solucién del problema de
transporte, minimizan al subproblema dual Lagrangeano completo. '
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A Otro aspecto importante que se ha obtenido a partir de este trabajo, es la
posibilidad de resolver el problema de Localizacién de Servicios con solo darle
solucién a una serie de problemas del tipo transporte, con la siguiente estructura:

Min, ; ;(C,,-—l,)x,,
sa.
;x,, 2d, VY
Yx,<a, Vi
;,,z.o, ,<0, Vi j.

Con valores para 4, , con i=l,..,m de:

Ay ==1/a Vi, como valor inicial
Ay ==f[X, %, VI, paralosdemds valores

Resultado que ha permitido desarrollar un algoritmo de solucién més sencillo, que
cualquiera de los obtenidos hasta ahora,

A  Como se menciono al inicio de! estudio, el mayor "cuello de botella” al usar
las técnicas de descomposicién para resolver el problema de Localizacién de
Servicios, es el célculo repetido del problema maestro, situacién que se disminuyé al
usar la técnica de Descomposicién Cruzada, y lo que finalmente se evita en forma
total al utilizar nuestro algoritmo.

®  Otro aspecto interesante con los resultados obtenidos, es 1a posibilidad de
obtener un costo total menor al mejorar el disefio 0 patron de distribucion, ya que es
posible aumentar o disminuir la capacidad de los servicios, al incorporarla por medio
de 4, , con i=l,...,m, como una funcién de los costos de transporte.



Conclusiones y extensiones

A Puesto que ahora es posible resolver el problema de Localizacién de Servicios
empleando una serie de problemas del tipo transporte, es interesante hacer notar la
viabilidad de usar cualquier tipo de software comercial para tal efecto.

®  Owo aspecto interesante es la posibilidad de utilizar ¢l mismo algoritmo pero
ahora, para resolver el problema de Localizacion de Servicios sin Restricciones de
- Capacidad, con solo realizar ciertas modificaciones:

o Paralasoluciéncon y, =1, para i=1,..,m, del siguiente subproblema,

Mjn. -2,3d,x),
]

sa.
Ydx, saVi,
]

0<x, $1,Vi,j,

dada por:

Y

Min{a ,D} si 4,50,
0 si A,s0.

Se tendré que utilizar 3¢, = D, Vi, como solucién al problema anterior. Dado que g,
J
es la capacidad de cadz servicio y en este problema se le considera infinita,

. Ademés en lugar de resolver una serie de problemas del tipo transporte,
se debe resolver una serie de problemas del tipo Seleccion Multiple, con la siguiente
estructura:

A’{”" Z ;(Cll"ll)xu
s.a.

¥, 21, VY

i

x,20, 4,<0, Vij.

Con valores para 4, , con i=1l,..,m de:
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A =-f/a Vi, como valor inicial
A= ’f:/z,"u ,Vi, paralosdemdsvalores

Resultado que permite utilizar el mismo algoritmo de solucion para el problema sin
restricciones de capacidad

EXTENSIONES

A Implementar el algoritmo de solucién para resolver problemas dinémicos, en
diferentes periodos de tiempo.

M  Utilizar la estrategia de solucién para analizar otros problemas que tienen
similar estructura.

M  Usar la misma estrategia para resolver el problema de localizacion de servicios
con costos de transporte no lineales.

A Robustecer el algoritmo que se propone, esto con el fin de cerrar la brecha de
dualidad que alin resulta en la solucion de algunos problemas,

!
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Vi. APENDICE

A Principio de Linearizacién Entero

Considerar el siguiente problema de programacién mixto:

Max. fx + 8

s.a.
Axspy, » Vi,
Bysbd ,
xeX,y=01,Vvi,

donde X , puede ser considerado como el conjunto de enteros y x, puede ser un
vector.

Un método para resolver este tipo de problemas utilizando este principio, es
como sigue: |

i. Ignorar temporalmente las restricciones sobre las variables 0-1.

ii. Separar el problema resultante en uno para cada i, detal forma que se tenga:

\ Max. [, + 8
(LR,) sa

AvxlSPlyHW’
X, eX,y =01,

donde y, es un pardmetro 0-1. Para y,=0,%=0y fy+8y=0.

Para y, =1, resolver (LR)y, =1) ; es decir:
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v, = Max. fy +§
5. 4.

Alxl s pl’
x, 20,

donde v, es lacontribucién de y, =1 en la funcién objetivo.

iii. Remplazar v(LR,) por v(PL,) donde:

Max:. Z LB (]
(PL,) sa.
By, <b,
y,=01,Vi.
Entonces:
v(LR) = Min, v(PL,) = Min, v(LR,) <v(LP) .
N A
VILR) =deemmmrimiininnienes VILR)  fremrmeeedinneinenens
N 5
0 , 0 7
0Ky« y=0,1
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Ejemplo. Considere el problema de p-medios con restricciones de capacidad.

Aﬁ"' ;Z,CU Xyt th D

s.a.
Yx, =1, Vj,
1
Yd %, say, Vi,
)
xtj s yts Vi,j,
zyl s p:
i

¥, 20, y=01, Vi, j.

Relajando la restriccion Z‘ x, =1,j,con multiplicadores u,20,¢e
ignorando temporalmente a la restriccion Y, y,2p , €s posible obtener una cota
fuerte, tal que:

WLR) = Max,,|LR,) = Max, orL,),
donde

WPL,) = Min. 3 v,y
s.a. ‘
Yy sp,
n=ol,

el cual es un problema trivial de la mochila en variables y .

Donde:

y = v(LR“y, = l) = ]\/{in{;(c,j +,u,)x,, +f,

Zd,x,ISa,,x,jsl}—Zp,,
J i

el cual es un problema del tipo mochila continuo, en las variables x .
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