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t-1.,  Divertimento in G

Eu el principio fue el Verbo, y &ste preguntd: “jDe qué estin hechas las eosas?”

Talentosa su voz respoudid: “Todas las cosas estin hechas de agna.”
o1 ese motento se cred la filosoffa,

.mirando su creacion, el Verbo se pregantd: ¥;Cndl es la figura mas perfecta y cual la
mas sencilla?” “La esfera ha de ser la perfeceion misia” | contestd y cred tres esferas: nna
de agua, otta de luz y la tercera de noche, Pouiendo a givar las esferas nnas alrededor de
otras, s¢ detuvo a observar su creacion. Vio saliv vida del agua y aire de la vida, entonces
separd unas aghas de otras con una linea recta y le Hamd Firmamento. En ese momento,
comenzd un eclipse, Con la noche todavia a mitad del camino entre la luz y la vida, el Verbo
alirné: “La sombra de una esfera serd Hamada Cirenlo y a la linea recta que pase por el
centro de dste se le Hamard Didmetro, y partira a la figura exactamente en dos mitades.”

Finalinente queria saber cudl seria la piedra angular de lo demds. Buscaba la figura
clemental, mientras contemplaba sus esferas en movimiento. Fue trazando lineas en su imag-
inacion hasta crearse la idea fundamental: “La figura mas sencilla ha de ser el Triangulo.
Ademds, si éste se inseribe en un Cireulo con un lado sobre el Didmetro y Ia suma interna

de sus angulos es m |, entonces contiene un dngulo recto.”
De esta wanera se cred un dia, la Geometria,

Al dia siguiente, quiso ir a ver la vida, as{ que secé parte de las aguas y se posé ahi,
Jugando con su ereacién, hizo una pirdmide. Pasmado por su belleza, quiso compartirla

eon alguien y cred un tridngulo al cual dio vida.

Dijo el Verbo:

~Te he creado para que, admirando esta figura, el Tetrahedrén, escribas toda la Geo-

metrfa, Pero cuidate de no perder la orientacién de tus actos: sexia fat(dlco. Por ultlmo,

tu nombre serd Dama porque naciste del Amo.

El Verbo enmudecid y se retird.

La Dama corrié para comenzar su misién pero no sabfa como, asi que se puso a dlbuJar -
No podia trazar mds que garabatos, le hacfan falta herramientas, Se pzocuro una escuadra, S

para trazar lineas y. dngulos rectos y construyé un compds, que le permitirfa delmear cxr(.uloa o

de cualquier didmetro y en torno a eualquier punto.

Dedicd el resto del dia a jugar con su nueva creacién. Aprendid a dibujarse a sf mi%ma."f -
y a enamorarse de su belleza; excitada por su propia imagen, copuld eon Sl&O lmsma y parxo e

al mismisimo Proyectivo.
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I\ ese momento S“'lm,-(“(', la orientabilidad pava sieinpre.
51 Verbo, al percatarse de o acontecido, dijo:
i Higase la uz!
Comenzd un nuevo dia.
Te he dicho que cnidaras de Ja orientacion de tus actos, y mira lo que has hecho,

D.  Perdonad mis actos, no lo he pensado, tan solo me he dejado Hevar por el mo-
¥ )

mento; después de todo no soy mas que un simple tridugulo.

El Proyectivo al ver a sn Dama agredida, saltd en su defensa, y repuso:

P, Senor, si hay alguna trasgresidn a tu medida, no es sino culpa mia,

S.- i Calla ahora y para siempre!

En su ira le extrajo un vértice y lo convirtié en una retorcida banda Maebiana. A ella
le hizo perder un disco para transformarla en la imagen de un Cilindro.

M. Cémo te atreves? Yo me encargaré de estropear tu creacién, los no-orientables

seretnos mas en ntmero y dominareinos el Universo Entero.
C.- No hagas caso Sefior, tan sélo esta ofuscado,

S.-- Al oir tus stiplicas no puedo hacer otra cosa que perdonaros. Lo que antes sucedid
serd olvidado y hoy serd el dfa cero. En cuanto a ti, diabélico ser, de pegarte a otro de tu
tipo, no hards sino perder tu capacidad de ser triangulable, al igual que ahora tu creadora.

Para lo cual, | Que sea el Toro la tinica triangulacién con siete vértices!

En ese momento se cred una Relledona... sin relleno,
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50, Introduccién

] problema central de esta tesis fué encontrar la minima n para la enal la grdfica com-
pleta K, triangula a la misma superficie de dos maneras combinatoriamente no isomorfas,
Se demuestra que esta n es 9. Ademds, se ineluyen otros resultados originales relacionados

con ¢l problema,

En la parte I se definen los conceptos bdsicos, y se hace un bosquejo de la historia de
este problema.

La parte IT se divide en dos capitulos. En el primero se estudian las n pequenas (n < 7)
demostrandose que admiten inmersiones finicas. Aunque estos resultados son del “folcklor”,
no conocemos una referencia en la literatura donde aparescan explicitamente, El segundo

capitulo consta de material original,

Finalmeute, quisiera agradecer a Victor Neumanu-Lara por transmitirme ese inmenso -

lacer por el trabajo en la teorfa de las graficas. También agradezco a Luis Montejano y a
j g ;

Jorge L. Arochia su amistad y apoyo constante. A mi compaiiero Luis Blackaller (el Skin)

le debo las imdgenes de ‘La Mosca’ y ‘La Manta', sin las cuales la presente no serfa lo que .
¢s. A mi hermana Liz le debo la paciente lectura que hizo a la presente para corregir mi
espaitol, A mi padre le debo agradecer toda la vida el placer por el conocimiento y su apoyo

incondicional, Por tltimo, mil gracias a Javier Bracho (Roli-san) sin el cual la presente serfa -

un suetio.

R.Straiisiz' S
‘el Dino‘f,‘ S

Marzo 1996,
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(19 3 1996)

PARTE 1

El problema

La Biblia, aunque fue al principio un obstdculo para la aceptacidn del sistemna copernicano,
pronto se descubrié que admite interpretaciones que permiten a hombres de piedad ejemplar,
como el mismo Newton, aceptar la inspiracidn verbal de las Escrituras y también las ensefianzas
de la astronomfa

BertrandRussell

En lugar algunoe mejor que en el andlisis combinatorio puede verse la falacia contenida en
la bien conocida sentencia de Kronecker: “Dios creé los mimeros naturales; lo demds es‘obm
nuestra”. Una descripcién mds ncertada serfa: “Dios creé el infinito, y el hombre, incapa‘z‘ de
comprenclerlo, tuvo que inventar los conjuntos finitos”, RS
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41, Coloracion de Mapas

Desde su creacién, existe una estrecha relacién entre la Teorfa de las Gréficas y la

Topologia (cf. E[1]). De hecho, dada una grifica G = (V, A) se le puede asignar de manera

natural un espacio topoldgico. Por ejemplo, por cada vértice v € V escdjase un punto

P, € R? de tal forma que cada cuatro de ellos no sean coplanares. Dendtese por (P, P,)
el segmento de recta abierto que se encuentra entre los puntos P, y P,, entonces se puede

identificar a la grifica G con el espacio (cf. B[1])

T(G) = | Py U{(Py, Pu)lou € A}
veV

Con este enfoque, se puede decir que G es encajable en una superficic ¥ si y solo si

T(G) es homeomorfo a un subespacio de X, En particular se dird que G es plana si y solo

si G es encajable en R2,

La primera caracterizacion de las gréficas planas fue hecha por Kuratowski (K[1]) al

final de los atios 20 cuando demostrd el




Teorema 1.1. Una grifica os plana si y solo si no contiene snbgrificas homeomorfas a

K; o0 1\':;,;5.

Inspirado eu este resultado, Erdés conjeturd (cf. H(1] p.117) que debia existir una
familia finita de graficas prohibidas como subgrificas de la grificas “Toroidales”, Hoy dia

se sabe que dsto es cierto (cf. B[1] p.245).

Ademds de la estructura topoldgica arriba wmencionada, liay especial interés en cierta
H 0

informacion de {ndole totalmente combinatorio; a saber, el mimero cromdtico,

Definase una n-coloracion de la grafica G = (V, A) como una funcién f: V' — {1,...,n}
de V sobre un conjunto de n ‘colores’ (o indices) de tal forma que bicolorea todas las aristas
(e, uwv € A = f(u) # f(v)). El nimero cromdtico de G, x(G), es el minimo n para el
que existe una n-coloracién de ¢. Se dird ademas que la grafica es critica si y solo si toda
subgréfica propia de G tiene ndmero cromdtico menor, s claro que toda grafica contiene

una subgrafica critica con el mismo nimero cromatico. Menos evidente es el signiente

Teorema 1.2, Si ' es critica con x = x(C), entonces cada vértice de G tiene valencia al
menos x — 1, (ie, Yv € Vi Val(v) > x ~1).

Demostracidn . Supdngase que existe vy € V tal que Val(vg) = n < x—1. Seanvyy... vy,

los vértices adyacentes a vy en G. Considérese ahora la grifica G\ vy que por ser una

subgréfica propia de G debe tener niimero cromético menor (i.e., x(G \ v) < x(G)) ¥y
se puede colorear usando no més de x — 1 colores. En tal coloracién no se usan mds de

n < x — 2 para colorear los vértices vy, ..., v, , lo que deja un color libre que se puede usar

para colorear al vértice vy extendiendo la coloracién a una (x — 1)-coloracién de G. Esto

contradice el hecho de que x era el niumero cromético de G. T o’

De aqui en adelante cuando se diga que G(ap, ;) es una gréfica se quiere decir que.

tiene ey vértices y «y aristas, Asf




Teorema 1.3, Si G, o) es erftica y v = y((7), entonees

(\ - l,)(l’“ S 2[Y|

Demostracion . Al sumar la valencia de todos los vértices de ¢ se cuentan todas las

aristas de G dos veces, Usando ol teoreina anterior se sigue el resultado. o

Auttes de continuar con la teorta, es de menctonar uno de esos fnosos resultados en
Matewdticas, smnamente fciles de ennneiar y endemoniadamente dificiles de probar, que

es inspiracion del trabajo que contimia,
Teorema 1.4. Toda grifica plana es 4-colorcable,

La demostracion de esto es demasiado extensa y enredada para los propisitos de la
presente tesis. (véase AH[1] y AHK[1] )

Este teorema (antes conocido como la Conjetura de los Cuatro Colores) ha sido suma-
mente prolifico cu cuanto a la teorfa que se ha desarrollado para tratar de demostrarlo,
Eun uu intento por lograrlo, Heawood demostrd un resultado ‘inds general’ que, para su
desgracia, no contenia la C.C.C. como caso particular (H[2]).

Para comprender lo que hizo, se necesitan algunos conceptos de topologia de dimensién
baja: Una superficie ¥ es un espacio topoldgico que localmente es homeomorfo al plano
euclideo.

Ejemplos de superficies son la Esfera, el Toro, el plano Proyectivo, la Botella de Klein, la
banda de Mdbius, un Disco, ete., que se denotardn por S, T, P, K, My D, respectivamente.

Una herramienta (til en el estudio de la superficies es una operacién llamada Suma
Conexa, que lo que hace es “pegar” dos superficies para generar otra que, en general, es
algo més ‘complicada’. En concreto, si se tienen dos supetficies £y ¥/, se extraen de cada
una de ellas un disco abierto (se puede demostrar que no importa cudl) y se identifican las

fronteras de éstos,

T#K




Otra herramienta noy atil en el estudio de estos espacios es la amada Caracteristica
de Buler (ver E[2]). Considérese un encaje ¢ % en una superdicie. El complemento del
encaje, ¥\ G, es una coleccion de «y componentes conexas abiertas disjuntas. Si sou discos

(que se Hamardan caras) se dice que el encaje es Celular. El minero
E(E)y = E(G,%) =09 — ) + n

¢s un invariante de vital importancia que se puede demostrar que sdlo depende de la super-

ficic y se le conoce como su Caracteristica de Euler.

No es la intencién de esta tesis el imostrar una caracterizacion completa de las superfi-
cies, sin einbargo se mencionard sin demostracién cémo se logra ésta (para un tratamiento

detallado véase R[1] cap.3 6 E[3] cap.15).

La esfera es un elemento neutro de la suma conexa. A una superficie se le pueden
sumar bdsicamente dos cosas: un Toro, que disminuye su caracteristica de Euler en dos

(ie., E(S4T) = E(Z) - 2), o un Proyectivo, que disminuye la caracterfstica en uno y

ademds transforma la superficie en no-orientable (unilateral). Finalménte a toda suberﬁcie"
se le puede extraer un disco, transformdndola en una superficie con fronte’ra.“’l‘)e aquf en" s
adelante cuando se diga.superficie, se entendera una superficie con o sintfrontéra. Es (’:”laro |
que cada vez que se extrae un disco se aumenta en uno el nimero de'c‘omp(‘njem’;es gﬁ’ila i
frontera y se reduce la caracteristica en uno. Asi, se obtiene el s{iguieu‘te diagfﬁma, "ent e,l‘.('

cnal se representa con una flecha punteada la operacién de extraer un disco, con una rayada

la de sumar un Proyectivo y finalmente con una continua la de sumar un Toro:

o
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En el diagrama anterior (y de aquf en adelante) se denoté por T, a la suma conexa

de 4 toros, o, en otros términos, al toro de género v,. Andlogamente se hizo con Py para

denotar a la superficie no orientable (en particular K = P,) de género 4. De lo anterior

se deduce que para conocer completamente una superficie es necesario y suficiente conocer

tres valores: La caracteristica de Euler, el niinero de componentes en la frontera y si es o

no orientable la superficie.

Esto inspird la creacidn de la siguiente tabla en la que el eje de las absisas representa
el niimero de componentes en la frontera y las ordenadas son la caracteristica de Euler, El

signo diferencia la orientabilidad (+ : orientable, — : no-orientable), Nétese que E(S)=2,

E(T,) =2-2yy E(P3)=2-7%.
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TABLA APERIODICA DE LAS SUPERFICIES
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: a a a
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i = | &
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K\D

p\D
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Sea ¥ una superticie cerrada, es deeir, sin frontera. s clavo que, dado un encaje celular
Glevg, o) <> 8 con ay caras, cada cara tiene al menos 3 aristas en su frontera y que cada

arista estd e 2 caras, entonees oo < 20, lo que inplica el signiente
Teorema 1.5, Sea G(wg, o) nna grilica encajable en la superficie cerrada ¥, entonces

oy < 3 — E(X))

Corolario 1.1, Si existe un encaje triangunlar de la grifica G en la superficie ¥, entonces

ay = 3o = B(X))

Definicién 1.1. El Nimero Cromitico x(X) de una superficie cerrada ¥ es el mdximo
mimero cromdtico de las grificas encajables en X. i.c.,
x(¥) = max x(G)

Gl

En 1890 Heawood encontrd una cota superior al nitmero cromdtico de cada superficie,

cuando demostré el signiente
Teorema 1.6, Si ¥ e¢s una superficie cerrada con caracteristica de Euler E = E(X),

T+ V49 - 24E‘J

2

entonces

X% < l

Demostracién . Sea G{ay, @) una grafica eritica encajable en alguna superficie & con el
0y (X} g g . R

nismo ntimero cromdtico (i.e., x(G) = x(2)), entonces por los Teoremas 1.3 y 1.5 tenemos

que
(x(G) = Vap <2 y oy <3(ap ~ E(E)),
(x = Dap < 6cg — 65
(¥ (x-1)<6-2,
. &7}




Considérese por separado los casos: <0, I = 1 y finalnente £ =2,
Supdngase E < 0. Como «g 2 y, cutonees
6F
X

x—1<6-
YP-Tx 460 <.

+ VIO = 2E ~ V0= 24E
(x—” 2 L)(X_T 12 zx)su.

Luego, como £ <0, V49 — 24E > 7. Ademds x > 1, entonces el segundo factor es siempre

Por o tauto

positivo y el primero negativo.
Supéugase ahora que B = 1 (i.e.,, ¥ es el Plano Proyectivo). De (*) se deduce que

; . 6
Y—1<6-— <6
471}

Como x debe ser un mimero entero se sigue que

coo THS T+ V2B
X=SP==— = 2

El tercer caso, E = 2, es el caso de la celebrada C.C.C. o

Desde entonces se conoce como la Conjetura de Heawood que la desigualdad anterior es

i o

realmente una igualdad, para lo cual hay que exhibir un encaje G < % de una gréfica que
iguale su nimero cromatico a la cota de anterior. Este problema dio lugm al monmnental~

trabajo de Ringel-Youngs (R[1]) en el que se aborda la siguente pwguuta
Dada la superficie &, jcudl es la méxima n para la cual existe un encaje de K, en ©.?
- 0 de manera equivalente:

Dado n ;jqué superficies ¥ tienen la propiedad de que K, puede ser encajable en 2?

Definicién 1.2, El género (orientable) y(G) de una grifica G es el minimo vy pam cl cual
G Ty, esdecir, y=9(G) & G=T, y ~(G=T01). ‘

De lo anterior se deduce que si y = v(G)

oy < 3ag — 6 4 6y




i
)
t

) vy —doy+06
> ———
(@) 2 [ G ]

Asi, se puede definiv el problema (conocido en la literatura Inglesa como “Thread
Problem™) de encoutrar el género de una gridfica completa, Si G = K, ap =ny ) = ('_f),
cutonces '

Y(K,) > [(—”—l"—)ﬂ-ﬂ] n>3.
12

Es en R{l} que se demuestra que la férmula anterior es realmente una ignaldad exhi-
biendo encajes de I, en Ty y de manera andloga se demuestra que el género no-orientable
F(K,) es
[g-)-(———-)-”_3 = ] , SiT#n>3;

G
3, sin=7.

10
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§2.  Triangulaciones Tensas

El problema central de esta tesis es el problema del isomorfismo:

Dos encajes ¢ : K, = Ly j: K, <= ¥ son cquivalentes si y solo si existe un homeo-
morfismo b : L — U de tal forma que A(i(K,)) = j(K,). En estos términos se puede

plantear la pregunta:

1 Cudl es el minimo n para el cnal existen dos encajes “triangulares” de I, en la misma

superficie & que no seau equivalentes?

Riugel en su trabajo R[1] no deja huella de haberse formulado ésta. Mds aiin, exhibe

dos encajes orientables no isomorfos de K5 en la misma superficie y no lo menciona.

Se abordard este problema traduciéndolo a un lenguaje puramente combinatorio, Para

ésto, se comienza por definir una clase de hipergraficas (cf. ABN[1],W[1)):

Definicién 2.1. Una 3-grdfica H = (V, A) consta de un conjunto (finito) V de vértices y
una familia A de subconjutos de V' todos de cardinalidad tres, los que se llamarén triingulos.
Es decir, ,

ACV® .= (X cV|4X =3}

Con esta terminologia, nna 2-grifica serfa lo que se conoce simplemente como gréfica,

De heclio, dada una 3-gréfica H = (V, A) existe una 2-grifica asociada S(H) = (V, A)dondc S
A = {zy € V)| existe zyz € A} que se conoce como ¢l 1-csqueleto de H. Otra grafica que .

se asocia a las 3-grdficas es, dada H = (V,A) y un vérticev €V

11




Definicion 2.2, Ty (v) = (V\ v, A) es la traza de v en H, donde

A= {uw € VO [ uwow € A}

T(v)

La figura anterior representa una 3-grafica en gris y la traza del vértice blanco en negro,

Ademds, las 3-grificas vienen acompaifiadas naturalmente de una nocién de
isomorfismo, a saber, una biyeccién de los vértices que preserve a la familia de tridngulos.
f:V = V' es un isomorfismo entre H'y H' si f es una biyeccion y

€A f(5) e A

Definicién 2.3. El conjunto de todos los isomorfismos de una 3-grdfica H sobre s{ misma

operando con la composicién de funciones define un grupo, llamado el grupo de automor-

fismos de la hipergréfica, Aut(H).

Se dird que el grupo de automorfisinos actifa transitivainente si dacos dos vértices
cualesquiera, existe un elemento del grupo que tomando como argumento a uno, tiene como

imagen al otro, i.c., si existe un automorfismo que manda uno en ¢l otro.

Es claro que si dos hipergraficas son isomorfas en el sentido anterior, entonces sus -
b g

respectivos grupos de automorfisimos lo son en el sentido usual de la teoria de grupos.

Agraciada o desgraciadamente ¢l regreso no es cierto, por lo que la condicién de tener el . .
mismo grupo de automorfismos es una herramienta que sirve para distinguir cuando dos

3-grificas no son isomorfas (tienen distinto grupo de automorfismos) pero no sirve para

certificar que sf lo sean.




Aliora se enfocard la atencion win poco s, para dedicarla a estudiar una subclase de

la clase de todas las 3-grificas, misma que se describe en la signiente

Definicion 2.4, Una 3-grafica H = (V,A) es un 3-ciclo, o nna 3-cadena, si para cada

vértice v € V, la traza de v en H es un ciclo, o respectivamente una cadena (paseo).

3-Ciclo 3-Cadena

Ejeinplos de estas estructuras son: un tetracdro y un tridngulo respectivamente.

Notacién: cuando se haga referencia a la traza de un vértice v en una 3-cadena (3-ciclo)

se hard diciendo simplemente 7(v) o exhibiendo una permutacién (ciclica) de los vértices

restantes:

VU Uy . Uy

Nétese que los 3-ciclos corresponden presisamente a encajes triangulares de grificas
completas en superficies cervadas, debido a que la vecindad de cada vértice es esencialmente
un disco en el que estén todos los demds vértices. Ademds, dado el orden n (cardinal de

V), el tamaifio (cardinal de A) del 3-ciclo estd determinado por 351’—;—'—12 Esto es porque si

se cuentan los tridngulos alrededor de cada vértice, son n — 1y si se hace esto en todos los -

vértices, s¢ cuenta cada tridngulo exactamente tres veces.
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Por lo tanto la caracteristica de Buler estd ya determinada:

oy (-1 (7~ n)
E(H)=n ()) +4 =T

~

’ < s R . . . {n—1 .
Nétese también que lo anterior tiene sentido solo cuando '—'—L"E—J es entero, e,

n =0, 1 mod 4.

Estos objetos son una subclase de los objetos con los que se enfrenté Ringel en R{1] y

por ¢l se sabe que existen siempre que la relacion anterior se cumpla.

Las 3-cadenas, sin embargo, son objetos nuevos de estudio. Corresponden a encajes de
grificas completas en superficies con frontera que en el problema de coloracién de mapas
no cran de importancia. La frontera de una 3-cadena H = (V, A) es la grifica 9H := (V, A)
donde uv € A si y solo.si v es un vértice terminal de la cadena Ty (u) (si y solo si u es
vértice terminal de Ty(v)), es decir, la frontera consta de las aristas del l-esqueleto que
s6lo estau contenidas en un tridngulo, De ésto se desprende que la frontera es una grafica
regular de valencia 2 y por tanto es la unién digjunta de ciclos,

Andlogamente, dado el orden n de una 3-cadena, su tamaiio es 1&&1%:%1 y su caracterfstica

n(do-n

estd dada por =,

Con los términos anteriores se puede plantear el problema de csta tesis como sigue,

PROBLEMA:. ; Cudl cs la minima n para la cual existen dos 3-ciclos (3-cadenas) de

orden n que triangulen la misma superficie y no sean isomorfos?

Antes de continuar, quisiera hacer una breve resefia de como surgié la inquietud de

saber cudl es el orden mds pequefio de dos encajes no isomorfos de una grafica completa en
la misma superficie.
Como se dijo antes, el interés por este tipo de encajes surge, quiza por primera vez, en

el estudio de coloraciones de mapas en superficies. Sin embargo, Ringel aparentemente no

se preguntd el problema del isomorfismo. Més ain, los teoremas que giran alrededor de las

inmersiones de graficas hablan, casi todos, de existencia y no de unicidad. -

Por otro lado, inds recientemente ha habido tedricos en combinatoria que han puesto

especial atencién en “contar” triangulaciones en general, problema que hasta donde yo sé
permanece abierto (cf. FG[1]). ' i

A pesar de lo anterior, el presente problema surge de mancra independiente, en el estu- ~ ~

dio de un concepto que generaliza de alguna manera la nocién de conexidad para graficas:
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una grafica se dice que es conexa si y solo si no existe una biparticion del conjunto de
vértices sin aristas trausversales; esto es, que para toda 2-coloracion de los vértices, existe

una arista que usa los dos colores, Andlogamente,

Definicidn 2.5, Una 3-grifica es Tensa si y solo si para toda 3-coloracién de sus vértices,

existe un tridangulo heterocromdtico, i.e. que usa los tres colores.

tensa no-tensa tensa

A su vez, el concepto de tensidn estd basado en el de Nimero Heterocromético de
Hipergrificas introducido en ABN[1], mismo que se inspira en la Desconexién Libre-de-

Tridngulos de Digraficas N[1].

Con estos conceptos se puede extender también la nocién de arbol: un 4rbol es una
grafica minimal en aristas que es counexa, un 3-arbol es una 3-grafica minimal en tridangulos
que cs tensa, Estudiando estos objetos, surgid una familia infinita de 3-drboles, que se

define a continuacion.

De ahora en adelante p = 2n -+ 1 denotard un nimero primoy Z, = {0,1,...,p - 1} el

campo de p elementos. Ademds, sea Z), = Z, \ {0} el grupo multiplicativo de Z,. Dendtese

por V,, :=Z3/{~1,1} al conjunto de n vértices y a sus elementos por [z] € V) cuando se

quiera hacer énfasis en que son clases de equivalencia, 2] = {z, -z}, o simplemente por

z €V,

Definicion 2.6. Sea
L, = (Vo Ap)

la 3-gréfica cuyos tridngulos son las 3-avistas {[z], [v), (2]} tales que z +y = =.

Lema 2.1. L, es una 3-cadena.

Demostracién . Basta demostrar que para todo vértice v de Ly, Tz, (v) es una cadena,
El pasco 2,3,...,n = Q%ll es la traza del 1 pues, 24+1=3,3+1=4,...,n-14+1=n
y el 1 no aparece en ninguna otra igualdad z +y = 2z con tres elementos distintos.

De la definicidn se desprende inmediatamente que el grupo Z;, actia transitivamente en los - -




vértices, pues para todo vértice v de £, hay un antomorfismo que mapea el I a v, a saber,
la multiplicacion por v. Tal automorfismo debe ser un isomorfisimo entre T(1) y T () y,

por tauto, T(v) es un paseo. o

Ejemplos de ésta familia son: Ly y £

J.L. Arocha, J. Bracho y V. Neumanu-Lara en su siguiente articulo (ABN[2]) aportan
una operacién combinatoria que “copula” la informacién de dos 3-cadenas para construir
un 3-ciclo. A partir de ésta y de la familia antes descrita, se construye de manera natural

una fawilia infinita de 3-ciclos. La construccion es como sigue:

Definicién 2.7, Sean Hy = (Vo,Mo) y Hy = (W1, A}) dos 3-cadenas con fronteras OHy =
(Vo, Ao) y OHy = (Vi, Ay) respectivamente, Sea ademés ¢: Vi = Vy un isomorfismo entre
sus fronteras, Fijese alguna orientacién para cada ciclo de 8H, (denotando 51_{-; = (Vl, 1-\—; )
la digréfica inducida por ésta), y asignese a Hy la orientacién que hereda atraves de .
Entonces se define o

H = HyH,

la Cépula de Hy y Hy como H := (V,A), donde V es la unién disjubtu de Vo y V1,
Vi=VWuw,

ysi zyz € Ay = 1yz € A,
zyz € Ay = p(z)yz € A,

__)
zy €A > ayp(y) €Ay w(x)p(y)y € A

En ABN[2] se demuestra que HyQ,H, es efectivamente un 3-ciclo,

16




Natese que con esta construecion a la mano, por cada 3-cadena se pueden construir
varios d-ciclos; a saber, la copula con sigo misma y diferentes ¢. Y por cada 3-ciclo de
orden n se pueden coustrair, en principio, n 3-cadenas de orden n — 1 que, ademas, tienen
frontera conexa; basta extracrle un vértice (juto con los tridangulos en los que incide) para
convencerse de dsto,

También, asf como podemos extraer a un 3-ciclo un vértice para crear ina 3-cadena

con frontera conexa,

Definicién 2.8, Dada una 3-cadena H = (V, A) con frontera conexa OH = (V,A), HY =
(W, A%) es un 3-ciclo donde W=V U {z} y AY := AU {ayzlyz € A}

Un ejercicio interesante os demostrar £30Ls = L£5™, que es la triangulacion del Plano
Proyectivo.

En la siguiente parte se demostrard que la solucién al problema del isomorfismo para
3-cadenas es n = 8, donde existen cinco 3-cadenas diferentes, tres de las cuales “viven” en

la miisma supetficie. Ademads se demostrard que existen dog 3-ciclos de orden n =9,
I

El capitulo 8 demostrard, en orden ereciente de n, que los casos donde n < 7 son tnicos.
En el eapitulo 4, se acercard la cota superior en orden decreciente, tal como acontecié
histéricamente, para dar lugar a un teorema general que involucra a las construcciones ¢

y * y a una conjetura sobre los niimeros primos.




(19 3 -1996)

PARTE II

La solucién

Tenemos una intuicién sobre cudles son los casos adecuados, intuicién que, si bien es ex-
tremadamente falible, basta para descartar una cantidad de tipos falaces de induccién ql‘le‘ los
Iégicos pueden inventar, pero que ninguna persona cuerda aceptaria. N uéshjo prop‘és’ito‘debo
ser sustituir esta intuicién por algo que, aunque no vaya contra ella, sea al mismo tiempo ‘m‘és‘
explicito y més confiable. ‘ " ‘ :

' | o Bé'ft1~andRus.9ell

La matemdtica pura consiste enteramente en aﬁrumcmues tales como la’ de que i tal 0"
cual proposicién es verdadera para cualquier cosa, entonces tal otra proposnmon es vcrdadem
para dicha cosa, Lo esencial es no discutir si la primera proposicién es realmente verdadera- ¥
no mencionar cudl es esa cosa cualquiera para la que se supone serlo (...). Si nuestra hlpotesm
se refiere a una cosa cualquiera, y no a algunas o varlas cosas pnrtrculales, entonces huestra
deduccién forma parte de la matematica. Y asf puede definirse lzx matematlca, como aquel campo i
en el que no sabemos nunca de qué estamos hablando ni si lo que demmos s verdad

BertrandRu sell
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§3.  Los Casos Unicos (1< 7)

En lo que sigue, se dewostrard que tanto la Esfera como el plano Proyectivo y el Toro
sélo aceptan una triangulacion completa, Se exponen también resultados andlogos para
estag superficies menos un Disco. Se desprenderd de esto que la Botella de Klein no es

triangulable con una gréfica completa.

Lema 3.1, Para que exista una tinica 3-Cadena H de orden n con frontera conexa es nece-

sario y suficiente que exista un tinico 3-Ciclo H* de orden n+1 cuyo grupo de automorfismos

actie transitivamente en sus vértices,

Demostracién . Necesidad, Sea H la dnica 3-cadena de orden n con frontera conexa.
Sean H* y G dos 3-ciclos de orden n + 1. Pero G\ v = H & G\ ¢/, para cualesquicra v
y v vértices de G, entonces existen isomorfismos h: G\ v = H y W' : H = G\ v, que se

pueden extender a isomorfistnos de G sobre H*, Ademds su composicién ho i/ se extiende

de manera natural a un automorfismo de G que manda v en v’

Suficiencia. Sea H™T el tinico 3-ciclo de orden n + 1 cuyo grupd,de aﬁtoxn’orﬁsi‘iyxosf‘f
actita transitivamente. Sean H y G 3-cadenas con frontera conexa de orden n, entonces e
H*t = G+, Por la accién transitiva del grupo, tanto en una triangulacién como en otra, -~
existe un isomorfismo que manda el vértice extra de una en el vértice extra de la‘otr'a y por. o
tanto H = G. : o
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Aunque trivial, se tiene el siguiente

Lema 3.2. £y os la inica 3-Cadena de orden 3

Corolario 3.1, Existe una tinica triangulacion completa de la Esfera, a saber el Tetrahedro.
Menos trivial, es el siguente
Lema 3.3. £; es lainica 3-Cadena de orden 5

Demostracién . Sea H una 3-Cadena de orden 5. Sin perdida de generalidad se puede

suponer que el triangulo 123 es una 3-arista de H.

Al menos dos de las aristas del 1-esqueleto del tridngulo 123 son internas (i.e. no
estan en la frontera) pues de lo contrario la traza del vértice entre las dos aristas frontera
se desconectaria, sean éstas la 13 y la 23. Lsto induce dos tridngulos mds que se puede

suponer son 134 y 235.

Asi, se completa la traza del vértice 3. Sélo faltan las aristas 24, 15 y 45, y un par de -

tridugulos. Suponer que esos dos tridngulos no son 145 y 245 llevaria a una contradiccién,

De aqui que H & Lj. S o

Corolario 3.2, Existe una iinica triangulacién completa del plano Proyectivo, a saber

LE = LyoLs.

Demostracién . Z}, actia transitivamente en los vértices de Ly B oo
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Lema 3.4, Existe un tnico 3-ciclo de orden 7.

Demostracion . Sea H wn 3-Ciclo de orden 7. Se verd que la estructura de H estd forzada.

Comicneese por reconstruir ésta alrededor de un tridngulo, por ejemnplo el 123,

Todas las aristas del l-esqueleto de éste tridngulo son internas lo que induce tres

tridngulos distintos mnds, sean éstos 012, 134 y 235.

Para Completar la traza del vértice 1 faltan las aristas 15 y 16, Se puede suponer que
los tridangulos 145 y 160 son 3-aristas de H (Suponer las 3-aristas 146 y 150 es totalmente

andlogo y simétrico al caso que se estd analizando). Se tiene entonces,

'
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Para completar fa fraza del 2 faltan los vértices 4y 6. Suponcr que el triangulo 026 os
una 3-arista de [ ccerrarfa’ la traza de O, por lo que tiene que estar ol 024 Y entonees la
traza del 2 tieue que ser

22135640

Y andlogamente la traza del 3 es
30214060,

6 0 4

Solo falta un tridugulo. Obsérvese que la traza del 6 ya es un ciclo y que las trazas del
0,4 y 5 son trayectorias que forzan la inclucién del tridngulo 045 para completar las catorce

3-arigtas que tiene H. Lo que demuestra que H estaba determinado. a

Corolario 3.3. La Botella de Klein no es triangulable con una gréfica completa.

Demostracion . De serlo, los ntimeros de Euler nos dicen que serfa Ky la gréfica que
lo harfa, pero ¢l dnico 3-ciclo de orden 7 corresponde a una triangulacién del Toro. Para

convencerse de ésto basta observar el diagramna anterior y hacer las identificaciones corres-

pondientes, o
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Corolario 3.4. L cs linica S-cadena de orden 6

Demostracion . Basta extracr el vértice 0 de la configuracion anterior y el isomortismo

esta dado. 0
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64, Y de Ahi en Adelante (8 < n)

Este es el dltimo capitulo de la presente y en el se exponen varios resultados originales

relacionados con encajes de graficas completas en superficies. Los primeros dos forman parte
de un articulo (inspiracidn de la presente) y no se demuestran, propiamente dicho, aqui. -
Los siguientes junto con la conjetura son resultado del trabajo conjunto (Sampai-Kohai)

del director de esta tesis y del autor.
Teorema 4.1. Existen al menos dos 3-Cliclos de orden 30.

Demostracién . Estos son: Ly ((Cg(}ﬁg) \v O (LsOLs) \v) El primero es fenso y

el segundo no (Cf. ABN[2]). a.

Teorema 4.2. Existen al menos tres 3-Ciclos de orden 16,

Demostracién . Estos son: los dos 3-ciclos no-tensos minimales (cf. ABN[2]) uno de los

cuales es LgOLy y el otro es la cépula con sigo misma de la otra 3-cadena de orden 8 con
frontera disconexa (ver Corolario 4.1); el tercero es el encaje de Ringel que resulta siser

tenso. o m
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Teorema 4.3, Lxisten al menos dos 3-Cliclos de orden 10,

Demostracion . Para esto, basta demostrar que £y 2 £;0L;. En cfecto, comiéneese
por construir dos copias de L50 scan sus vértices Vo= {1,..., 5}, V" = {q,... ¢}, sea
p: V" = V' la biyeccidn olwia, y sea V = V' U V", La copula estd definida en tres pasos;
por el primero, estan los tridngulos 123, 134, 145,235 y 245 (notese qne este 1iltimo estd
porque 2+ 4 =6y 6 = -5 mod 11). Por cada uno de estos fridngulos zyz en la segunda
copia, aparccen tres mas de la forma p(2)yz,

e led tde 2ce 2de

a2¢ a3d ade b3c e

abd  acd  add beb o bdb
y finalmente, por cada arista 2 — y en la frontera dirigida -~ « - b = d = ¢ = ¢
aparecen otros dos de la forma zyp(y) y o(x)o(y)y,

ab2  bdd  de3 ceb eal

126 24d 43¢ 35¢ 5la

Esta informacién da el signiente diagrama de L50L5, que le impuso el sobrenombre do

“La Mosca”.

La Mosca

Ahora constriyase una copia de Ly sean sus vértices W' = {1,...,9}. Por definicién
estan todos los tridngulos 2yz de la forma z + y = 42 mod 19. Su frontera estd generada

multiplicativamente por 2 en Z3,/{-1,1}

[3x2] [3x]
/ A




Y el {2) actiia transitivamente ahi, entonees la frontera es conexa y es el ciclo (124836759) )
Prosigase finalmente agregando ni vértice W= W/ U {0} y los tridngulos
012 024 048
083 036 067
075 0569 091

La Mantaraya

En las construcciones anteriores se definen los dos objetos que se quieren comparar y
su informacién combinatoria queda resumida en sus matrices de trazas:

0.124836759 1.2345aedch
1.02345678Y 2.1354decab
2.013579864 3.4125ebadc
3.069741258 4,2513caebd
4.026951378 5.3241adbce
5.072386149 a.1edc2b3d5
Lyt L50L;5
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Supdngase ahora que existe wn wsomorfismo g W = Voentre estos objetos, entonces
L traza del 0 en Lot debe v a dar bajo ¢ a alguna traza de L30L5. Como 23, actiia
transitivanente en los vértices de £5, actila tauubien en la edpula induciendo dos orbitas en

)
los vértices (una por cada copia de £3), entonees se puede suponer que ¢(0) € {1,a}.
) { )

Caso 1 (4(0) = 1) Como Z]y actia transitivamente eu los vértices de Ly, sin pérdida de
generalidad se puede suponer que ¢(1) = 2. Y dado que la traza de nn vértice representa un

ciclo que puede tener una de dos orientaciones, bajo los supuestos anteriores, $(2) € {3,b}.

9 1 2 b 2 3

5 4 o 4

7 8 d 5
6 3 e a |
Tons L5QLs |
i 9(2) = 8% () = 4, 4(8) =5, 4(0) = b= (129 = Ba f £50L5 ()] |
Andlogamente, si ¢(2) = b = $(123) = 2be g L50Ls (Y) '
Por lo tanto suponer que ¢(0) = 1 es un absurdo. :

Caso 2 ($(0) = ) Como en el caso anterior, se puede suponer que ¢(1) = 1 y por lo tanto
$(2) € {e,5}.
Sip(2) =e= §(123) = 12 € L30Ls (V)

Y]
Sip(2) =5=> ¢(123) = 15b & L OLy (V)
Por lo tauto suponer que ¢(0) = a es otro absurdo. , o

El teorema anterior (que las mantarayas no son moscas) se puede generalizar. Sin

embargo sigue siendo un caso de andlisis en la demostracion general.

* el stubolo (Y) denota que se lia encontrado una contradiccién
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Teorema 4.4, L, 0L, 2 LF = n=23

2n-1

Demostracién . En efecto, scan p =2n+ 1y ¢ = 2m + 1 primos tales que 2n = m + 1
) I yq 1
y (2) = Z;/{-1,1}. De esto iiltimo se deduce que £, tiene frontera conexa y por tanto

existe G := L, que ademds debe ser del misno orden que Il = L,$L,,. Scan sus vértices

HO =v,uv, ={1,2,...,0,1,2,...,n}

GO = {0,1,2,...,m}

Alora, con la definicién de copula, constriyase £, 0L, Comiéneese por observar la
. traza del 1.(cf, ABN[2])

2 3 4 n
| ;
2 3 3 n

2

Esta debe tener la forma;

>

1. 2 34 v n 1 d 43 9

y andlogamente, la traza del 2 es:

)

2.4 6 .+ 31 213 ... 8

(toclos los vértices en V,, tienen trazas similares).

Obsérvese ahora cdmo deben ser las trazas de los vértices en Vi:
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Asi, la traza del 1 debe ser

y andlogamente las demds trazas de los vértices en Vi
Por el otro lado, constriyase la matriz de trazas de £,,* como sigue,

0.1 2 4 8 -«
. 0 2 3 4 «+ n

Una vez descrita la estructura combinatoria de estos objetos en esta forma, procédase a
suponer que son isomorfas, i.e., supéngase que ¢: G© - H) es una biyeccién que preserva
tridngulos. Es claro que la imagen del 0 cae en uno de las dos partes V;, o V;.
Caso 1. (¢(0) € V,,) Como Zj3,,,, actiia transitivamente en los vértices de Ly, actda en
los vértices de H induciendo las dos érbitas obvias, entonces sin perdida de generalidad se
puede suponer que ¢(0) = 1. Es claro que ¢=1(2) € GO\ {0}, es decir, es un vértice de
Loy ¥ L3, 41 actiia ahf transitivamente por lo que se puede suponer también que ¢(1) = 2. 1 ‘

De aqui, debido a que se puede orientar en una de dos formas un ciclo, $(2) € {3,2}.

St ¢(2) = 3, entonces H(4) =4, $(8) = 5 y en general
o~Hz)=2""% 2<a<n
Euntonces, ¢~1({2,4,6}) = {1, 4,16}, lo que implica que

I6=+3modgq oque 16==5 mod q.

16=3=q|13=> L, = Lg (Z)( pues 7n es impar)

—16=3=> q19 = Ly, = Lo (Z)(teo. 4,3)

6=6=qll=L,=L; (n=3)

—16=5=q2l =L, =L3(=>n=2) (Z)
St (2) = 2, entonces ¢(4) = 3 y en general, abusando de la notaci6n 5

pYE) =221 2<E <

[3Ts)



Butouces, p1({2,4,6}) = {1,8,32}, lo que implica que

t32=8~1luodg oque £32=8+1mody.

R=8-1=3¢(25=3 L, =L, (Y)
—B2=8 -1 == L, =L (‘Z)
2=8+1=¢[28= L, =Ly

=328+ 1= gl = L, = Ly (Z)

Caso 2.(4(0) € V) Como en el caso anterior, se puede suponer, sin pérdida de generalidad,
que ¢(0) = L, ¢p(1) = 2y que ¢(2) € {3,2}. De manera andloga a los anteriores, sélo son
factibles:

Si (2) = 3, entonces ¢~L(z) = 2°2, que a su vez implica que ﬁ
¢~1({2,4,6}) = {1,4,16} = 16 =5 mod ¢ = L,, = L5
Si $(2) = 2, entonces ¢~ 1(2) = 28! que implica

671({2,4,6)) = {1,8,32} = 32 =9 mod ¢ = L,, = Ly,

Con las cosas asf, bastarfa demostrar que LeOLg 2 L1t que en efecto se demnestra

de manera andloga al teorema 4.3, o

Con este teorema demostrado surge de manera natural la pregunta: ;Cudntas parejas

Ly y L existen con la propiedad anterior? Obsérvese que de las condiciones del teorema 44 -~ |

se infiere que p =2n+1,m=2n-1,¢g=4n -2, ¢ = 2p — 3, y con esto, surge la siguiente
Conjetura . Existe una infinidad de parejas de nitmeros primos de la forma

q=2p-3




Teorema 4.5. Iixisten exactamente dos 3-Ciclos de orden 9.

Demostracién . Para demostrar este teorema se hizo uso de una computadora con la
cual se buseo exaustivamente con un algoritmo de busqueda en profundidad de todas las

triangulaciones de nueve puntos. El algoritino aparece en el apendice A.

La inmersion de Ringel

La nueva inmersion
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Corolario 4.1. Existen exactanente cinco 3-Cuadenas de orden 8.

Demostracion . De las configuraciones del teorvema 4.5 se desprenden tres: La immersion
de Ringel es trausitiva en vértices, lo que tnduee una d-cadena con frontera conexa; La nieva
immnersion no es transitiva - en la accidn de sn grupo de antomorfismos (Zg) se parten los

vértices en dos érbitas - lo que induee dos 3-cadenas inds.

Las otras dos sou (ef. ABN[2]):

3 5

La 3-cadena con frontera C3 U Cj
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Algoritmo

AVolar[ k. |:=
Block[ (())
Tiempolnicio = TimeUsed(];

n=k;p=3;
ji=1;
iRl =2;

B =3;
Triang = (()) ;
Buenas = (()) ;
Isom = (()) ;
menores = 0 ; /* para checar en MeteNodo */
ExOf = (( Table[u+1, (( i, (u-1)(u-3) )) 1)) ;
ExOficio = (( 0)) 3
Do{ Podados(i] = 0, ((in))];
Do| Do Val[i,jj = 0
(( jhiutl )) ]
(in+1)) ]
Do[ Tmm [i] = Complement[ Table[ ((j)), ((in))],
(N, |

(im)) 1
If[ n ¢ 3, AcabeQ = False , AcabeQ = True ] ;

Wile[ Not| Acab(,Q] ,
Iff ChecaTriang , Actualiza | ;
PaLante
I
Length[ Buenas |
I
ChecaTriang :=
ChidaTraza[l] &&
ChidaTraza[2] &&
ChidaTraza(3)
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Actualiza :=
Block[ (()) ,
Triang = Append[ Triamg , Table[ J[i] , ((1,3))]];
Do[ Traza[ J[i] ] = N'T[i] ;
Dol Val[ J{i] , J[j] ]++
AC3i8) ]
(3 ]
]
ChidaTraza[ i- ] :=
Block[ (( T = Trazal J[i] ],
arista = Complement| Table[ J{j} , ((j,3)) ]
(I,
il
i2,j2)),
((il,jl)) = Position[ T , arista[[l]
((i2,j2)) = Position[ T , arista[[2]
Iff il ==i2
J Tength[ T ] == 1
,T = Flatten[ T |
JReturn[ False ]
]
Vg1, jl=-1];
M j2,1,j2=-1];
T = Pegalos[ T , i1, j1,12,j2]
I
NT[i] =T
True |
Pegalos| Tr_, x1_, y1_,x2_, y2_]:=
Block| (( Tloc = Complement{ Tr , (( Te[[x1] , Tr[[x2]])) |,
T1 = Tt T2 = 2] )
Which[ yl == 1 && y2 == 1,

B
I

Append|[ Tloc , Join[ Reverse[ T2 ], T1]],

yl==-1&& y2 ==
. Append| Tloc , Join[ T1, T2} ],
== 1&& y2 === 1

Append| Tloc Jom[ T2,T1]],
yl==-18&& y2 == -1,
Append{ Tloc Jom[ T1, Reverse[ T2 ] |

1




PaLante :=
H] Val[ J[L), J[2] ] == 2
, Mueve[2]
, Mueve[3)

Mueve[l]:=
If[ Drop[ Triang, n-1] == ExOficio
, ExOf = Rest[ ExOf );

\ ExOficio = Partition] DesEnCera[ First[ ExOf ] ] 3 ;
z Podados| J[1] ] = Podados[ J[1] ]+1;
3 PaTras

! , I J[1] j= p, NuevoNodo J;

JA) = I+

While[ Val[ J[1],J[1] ] == n-1
J1) = J1]+1

J

I J[1] § n

i , Completa;

PaTras ‘

, J[2] = J[1);

Mueve[2] :

|

‘ i
| Mueve[2]:= | : S g | .

If| Val[ J[1],J(1] ] ==n-1
, Mueve([l]
) '][2] = ‘][2]+1;
While[ Val[ J[1],J[2] | == 2
| (2] = J[2)+1
J
J[8] = J[2};
Mueve[3]

i
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Mueve[3]:=
Block{ (()),
I3 = I8+
While] Val[ J[1),J[3} ] == 2 Val[ J[2],J[8] | == 2
J[3] = JB]+1
i
[ J[3]) ¢ u, PaTras |

DesEnCeralY _]i=
Block{ (( Z=Y)),
While[ 0 == Z{[-1]
, Z = Drop{ Z,-1

PaTras:=
Block[ (( ultimo = Triang([-1]} )),
If] ultimo == (( 1,n-1,n)) , ;
, AcabeQ = True ’ - ;
, (CIN,J[2),3[3] )) = ultimo;
Triang = Drop| Triang,-1 ; .
Do[ RompeTrazali]; .
Do[ Val{ 3[i),3(j] ] = Val{ 3(i),J[j} -1 .
1 (( Jniy3 )) ]
, ((13) s

PaLante
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NuevoNodo;=
(] ==
L = Traza[l]:
j2 = Position] T1,2 J{[1,1]};
If] j2 == (Position[ T'1,3 ][[1,1]]-1)
, TL = RotateLeft] T1j2-1 |
, Tt = RotateLeft[ Reverse[ T1 J,n-j2-1 ]
]
, Do HazFuu[ tes{ J[1] ][[i]] ];
Y =:Ordena[ g[ Triang | |;
If] MenorQ[ Triang,Y ]
, X = EnCera[ Flatten] Drop[ Y,u-1]]];
MeteNodo
, Iff Not[ Triang == Y ], menores = menores-+1 |
]
, ((§,Length[ tes[ I ] ] ) ]

MeteNodo:=
Block{ ()

ExOf = Union[ ExOf, ((X)) |;

j = Position] ExOf, X] [[1,1]};

Iffj; 1 && SubNodoQ[ ExOf[[j-1]] , X ] ~ >
, ExOf = Drop[ ExOf, ((j)) ] ~ o
, While[ Length[ ExOf |;j && SubNodoQ[ X, ExOf[[j+1]] ], '

_ ExOf = Drop[ ExOf, ((j+1))]];

If] j==1, ExOficio=Partition| DesEnCera[X], 3] |

f ~

SubNodoQ[ (()) , M- ]:= True;
SubNodoQ[ L., (()) |:= False;

SubNodoQ|L- , M. ]:=
First{L] == 0 ||
(First[L] == First[M]
&& SubNodoQ[ Rest{L], Rest[M] | )
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