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Divertimento in G 

En el principio fue el Verbo, y éste preguntó: "¿De qué? están hechas las cosas?" 

Talentosa su voz respondió: "Ialas las cosas están hechas de agua." 

En ese momento se creó la filosofía, 

...mirando su creación, el Verbo se preguntó: "¿Cuál es la figura más perfecta y cuál la 

más sencilla?" "La esfera ha (le ser la perfección misma", contestó y creó tres esferas: una 

de agua, otra (le luz y la tercera (le noche. Poniendo a girar las esferas unas alrededor de 

otras, se detuvo a observar su creación. Vio salir vida del agua y aire (le la vida, entonces 

separó unas aguas de otras con una línea recta y le llamó Firmamento. En ese momento, 

comenzó un eclipse. Con la noche todavía a mitad del camino entre la luz y la vida, el Verbo 

afirmó: "La sombra de una esfera será llamada Círculo y a la línea recta que pase por el 

centro (le éste se le llamará Diámetro, y partirá a la figura exactamente en dos mitades." 

Finalmente quería saber cuál sería la piedra angular de lo demás. Buscaba la figura 

elemental, mientras contemplaba sus esferas en movimiento. Fue trazando líneas en su imag-

inación hasta crearse la idea fundamental: "La figura más sencilla ha de ser el Triángulo. 

Además, si éste se inscribe en un Círculo con un lado sobre el Diámetro y la suma interna 

de sus ángulos es ir , entonces contiene un ángulo recto." 

De esta manera se creó un día, la Geometría. 

Al día siguiente, quiso ir a ver la vida, así que secó parte de las aguas y se posó ahí. 

Jugando con su creación, hizo una pirámide. Pasmado por su belleza, quiso compartirla 

con alguien y creó un triángulo al cual dio vida. 

Dijo el Verbo: 

Te he creado para que, admirando esta figura, el Tetrithedrón, escribas tóda, la Ceo- 

metría. Pero cuídate de no perder la orientación de tus actos: sería, fatídico. Por áltimói:, 

tu nombre será Dama porque naciste del Amo. 

El Verbo enmudeció y se retiró. 

La Dama corrió para comenzar su misión pero no sabía cómo, así que se puso a dibujar,.i 

No podía trazar más que garabatos, le hacían falta herramientas. Se procuró una escuadra,. 

para trazar líneas y,ángulos rectos y construyó un compás, que le permitiría delinear, círculos 

de cualquier diámetro y en torno a cualquier punto. 

Dedicó el resto del día a jugar con su nueva creación. Aprendió a dibujarse a sí misma 

y a enamorarse de su belleza; excitada por su propia imagen, copuló con sigo misma y parió , 

al mismísimo Proyectivo. 



En ese momento se perdió la orientabilidad para siempre. 

El Verbo, al percatarse de lo acontecido, (lijo: 

¡ Hágase la luz! 

Comenzó un nuevo día. 

Te he dicho que cuidaras de la orientación de tus actos, y mira lo que has hecho. 

D. 	Perdonad mis actos, no lo he pensado, tan sólo me he dejado llevar por el mo-

mento; después de todo no soy más que un simple triángulo. 

El Proyectivo al ver a su Dama agredida, saltó en su defensa, y repuso: 

P. 	Señor, si hay alguna trasgresión a tu medida, no es sino culpa mía. 

S. - ¡ Calla ahora y para siempre! 

En su ira le extrajo un vértice y lo convirtió en una retorcida banda Miiebiana. A ella 

le hizo perder un disco para transformarla en la imagen de un Cilindro. 

M,-- ¿, Cómo te atreves? Yo me encargaré de estropear tu creación, los no-orientables 

seremos más en número y dominaremos el Universo Entero. 

C,-- No hagas caso Señor, tan sólo está ofuscado, 

Al oir tus súplicas no puedo hacer otra cosa que perdonaros. Lo que antes sucedió 

será olvidado y hoy será el día cero. En cuanto a tí, diabólico ser, de pegarte a otro de tu 

tipo, no harás sitio perder tu capacidad de ser triangulable, al igual que ahora tu creadora. 

Para lo cual, ¡ Que sea el Toro la única triangulación con siete vértices! 

En ese momento se creó una Relledona... sin relleno. 

ii 



§0. 	Introducción 

El problema central de esta tesis fué encontrar la mínima 'u para la cual la gráfica com-

pleta K triangula a la misma superficie de dos maneras conibinatoriamente no isomorfas. 

Se demuestra que esta n es 9. Además, se incluyen otros resultados originales relacionados 

con el problema. 

En la parte I se definen los conceptos básicos, y se hace un bosquejo de la historia de 

este problema. 

La parte II se divide en dos capítulos. En el primero se estudian las n pequeñas (n < 7) 

demostrándose que admiten inmersiones únicas. Aunque estos resultados son del "folcklor", 

no conocemos una referencia en la literatura donde aparescan explícitamente, El segundo 

capítulo consta de material original. 

Finalmente, quisiera agradecer a Victor Neumann-Lara por transmitirme ese inmenso 

placer por el trabajo en la teoría de las gráficas. También agradezco a Luis Montejano y a 

Jorge L. Arocha su amistad y apoyo constante. A mi conipañero Luis BlaCkaller (el Skin) 

le debo las imágenes de 'La Mosca' y 'La Manta', sin las cuales la preSenté no sería lo que :: 

es. A mi hermana Liz le debo la paciente lectura que hizo a la presente paracOrregir ini 

español. A mi padre le debo agradecer toda la vida el placer por el conoeimiento'y su :apoyo 

incondicional. Por último, mil gracias a Javier Bracho (Roli-san) sin el cual la présehte .sería: 

un sueño. 

Marzo 1996. 
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(19 3 1996) 

PARTE I 

El problema 

La Biblia, aunque fue al principio un obstáculo para la aceptación del sistema copernicano, 
pronto se descubrió que admite interpretaciones cine permiten a hombres de piedad ejemplar, 
como el mismo Newton, aceptar la inspiración verbal de las Escrituras y también las ensefianzaS 
de la astronomía 

Bertrav.dRi ssell 

En lugar alguno mejor que en el análisis combinatorio puede verse la falacia contenida en 
la bien conocida sentencia de Kronecker: "Dios creó los números naturales; lo demás es obra 
nuestra". Una descripción más acertada sería: "Dios creó el infinito, y el hombre, incapaz de 
comprenderlo, tuvo que inventar los conjuntos finitos". 



Coloración de Mapas 

Desde su creación, existe una estrecha relación entre la Teoría de las Gráficas y la 

Topología (cf. E[1]). De hecho, dada una gráfica G = (V, A) se le puede asignar de manera 

natural un espacio topológico. Por ejemplo, por cada vértice y E V escójase un punto 

Po  E R3  de tal forma que cada cuatro de ellos no sean coplanares. Denótese por (P,;, Po ) 
el segmento de recta abierto que se encuentra entre los puntos P„ y P„, entonces se puede 

identificar a la gráfica G con el espacio (cf. B[1]) 

T(G) :=U Pu  U ((Pu , Po)ivu E A} 
v€1/ 

Con este enfoque, se puede decir que G es encajable en una superficie E si y solo si 

T(G) es homeomorfo a un subespacio de E. En particular se dirá que G es plana Si y solo 

si G es encajable en R2. 

La primera caracterización de las gráficas planas fue hecha por Kuratowski (K[1}) al 

final de los años 20 cuando demostró el 

2 



Teorema 1.1. Una mpifica es plana si y solo si ny contienv sobra- Fálicas Immcomorfas 

K5 K1,3. 

Inspirado en este resultado, Erdós conjeturó (cf. H[11 p.117) que debía existir una 

familia finita de gráficas prohibidas como subgráficas de la gráficas "Toroidales". Hoy día 

se sabe que ésto es cierto (cf. B[1} p.245). 

Además de la estructura topológica arriba mencionada, hay especial interés en cierta 

información de índole tdtalmente combinatorio; a saber, el número cromático. 

Defínase una n-coloración de la gráfica G = (V, A) como una función f:V —› {1, „ .,n} 

(le V sobre un conjunto de n 'colores' (o índices) de tal forma que bicolorea todas las aristas 

(i.e., 'no E A 	f (a) 	f (o)). El número cromático de G, x(G), es el mínimo u para el 

que existe una u-coloración de G. Se dirá además que la gráfica es crítica si y solo si toda 

subgráfica propia de G tiene número cromático menor, Es claro que toda gráfica contiene 

una subgráfica crítica con el mismo número cromático. Menos evidente es el siguiente' 

Teorema 1.2. Si G es crítica con x = x(G), entonces cada vértice de G tiene valencia al 

menos x — 1, (Le., Vv E V: Val(v) > x 

Demostración . Supóngase que existe vo  E V tal que Val(vo) = n < x-1. Sean vi, , v„ 

los vértices adyacentes a vo  en G. Considérese ahora la gráfica G vo  que por ser una 

subgráfica propia de G debe tener número cromático menor (i.e., x(G ye) < x(G)) y 

se puede colorear usando no más de x — 1 colores. En tal coloración no se usan más de 

a < x — 2 para colorear los vértices vi , 	, v„ , lo que deja un color libre que se puede usar 

para colorear al vértice vo  extendiendo la coloración a una (x — 1)-coloración de G. Ésto 

contradice el hecho de que x era el número cromático de G. 

De aquí en adelante cuando se diga que G(ao, al) es una gráfiéa se quiere decir que 

tiene ao  vértices y a l  aristas. Así 



Teorema 1.3. Si G tvo , (v i  ) os erít lea y \ 	\ (G), entonces 

1)% < 

Demostración . Al sumar la valencia <le todos los vértices de G, se cuentan todas las 

aristas de C7 dos veces. Usando el teorema anterior se sigue el resultado. 	 o 

Antes de continuar ('Oil la teoría, Os de mencionar uno (le esos famosos resultados en 

Matemáticas, sumamente fáciles de enunciar' y endemoniatlamente difíciles (le probar, que 

es inspiración del trabajo que continúa. 

Teorema 1,4. Toda, gráfica plana es 4-eolorenble. 

La demostración (le esto C8 demasiado extensa y enredada para los propósitos (le la 

presente tesis. (véase AH[1] y AIIK[1] ) 

Este teorema (antes conocido reino la Conjetura de los Cuatro Colores) ha sido ~la-

mente prolífico en cuanto a la teoría que se ha desarrollado para tratar de demostrarlo. 

En un intento por lograrlo, Heawood demostró un resultado `más general' que, para su 

desgracia, no contenía la C.C.C. como caso particular (H[2]). 

Para comprender lo que hizo, se necesitan algunos conceptos de topología de dimensión 

baja: Una superficie E es 1111 espacio topológico que localmente es homeomorfo al plano 

euclídeo. 

Ejemplos de superficies son la Esfera, el Toro, el plano Proyectivo, la Botella de Klein, la 

banda de. Meibius, un Disco, etc., que se denotarán por S, T, P, K, My D, respectivamente. 

Una herramienta títil en el estudio de la superficies es una operación llamada Suma 

Conexa, que lo que hace es "pegar" dos superficies para generar otra que, en general, es 

algo más `complicada'. En concreto, si se tienen dos superficies E y Ei, se extraen de cada 

una (le ellas un disco abierto (se puede demostrar que no importa cuál) y se identifican.las 

fronteras de éstos. 



La esfera es un elemento neutro de la suma conexa. A una superficie se le pueden 

sumar básicamente dos cosas: un Toro, que disminuye su característica de Euler en dos 

(Le., E(EllT) = E(E) — 2), o un Proyectivo, que disminuye la característica en uno y 

además transforma la superficie en no-orientable (unilateral). Finalmente a toda superficie 

se le puede extraer un disco, transformándola en una superficie con frontera. De aquí en 

adelante cuando se diga.superficie, se entendera una superficie con o sin frontera, 

que cada vez que se extrae un disco se aumenta en uno el número de Componentes en la 

frontera y se reduce la característica en uno. Así, se obtiene el siguiente diagraina„en, el 

cual se representa con una flecha punteada la operación de extraer un disco, con una rayada 

la de sumar un Proyectivo y finalmente con una continua la de sumar un Toro: 

5 

Otra herramienta muy útil en el estudio de estos espacios es la llamada Característica 

	

de Euler (ver E[2]). Considérese un encaje C: 	E en una superficie. El complemento del 

encaje, E \ 6', es una colección de (v2  componentes conexas abiertas disjuntas. Si son discos 

(que se llamarán caras) se dice que el encaje es Celular. El número 

	

E(E) = E(G, E) 	(vo  — (v i  (v2  

es un invariante (le vital importancia que se puede demostrar que sólo depende (le la super-

fleje y se le conoce como su Característica de Euler. 

No es la intención de esta tesis el mostrar una caracterización completa de las superfi-

cies, sin embargo se mencionará sin demostración cómo se logra ésta (para un tratamiento 

detallado véase R(11 cap.3 ó E[3] cap.15). 
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En el diagrama anterior (y de aquí en adelante) se denotó por Ty  a la suma conexa 

de y toros, o, en otros términos, al toro de género y,. Análogamente se hizo con Pry ,para 

denotar a la superficie no orientable (en particular K = P2) de género 5. De lo anterior 

se deduce que para conocer completamente una superficie es necesario y suficiente conocer 

tres valores: La característica de Euler, el número de componentes en la frontera y si es o 

no orientable la superficie. 

Ésto inspiró la creación de la siguiente tabla en la que el eje de las absisas representa 

el número de componentes en la frontera y las ordenadas son la caracteríStica de Euler. El 

signo diferencia la orientabilidad 	: orientable, : no-orientable). Nótese que E(S) = 2, 

E(71.),) = 2 — 2y y E(P5) = 2 — 

6 

I 

41-2\D 
V • 



TABLA APERIÓDICA DE LAS SUPERFICIES 
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x(E) = max x(G) 

En 1890 Heawood encontró una cota, superior al número cromático de cada superficie, 

cuando demostró el siguiente 

Teorema 1.6, Si E es una superficie cerrada con característica de Euler E = 

entonces 

X(E) S [
7 + V49 — 24E j 

Demostración . Sea G(a0, a l ) una gráfica crítica encajable en alguna superficie E conel 

mismo número cromático (i.e., x(G) = x(E)), entonces por los Teoremas 1.3 y 1,5 tenemos 

que 

(X(G) — 1)no < 2a1  y al  < 3(ao  — E(E)), 

(X — 1)ao < &Ye — 6E 

GE 
(X 	1) < 6 — 

(Yo 

8 

(*) 

Sea E una superficie cerrada, es decir, sin frontera. Es claro que, dado un encaje celular 

G((to, (t i ) (—) E con (i2  caras, cada cara tiene al menos 3 aristas en su frontera y que cada 

arista está en 2 caras, entonces 30 2  < 2(v1 , lo que implica el siguiente 

Teorema 1.5. Sea G(do,(1,1 ) una gráfica encaja/)le en la superficie cerrada E , entonces 

(0,1  < 3((k0  — E(E)) 

Corolario 1.1. Si existe un encaje triangular de la gráfica G en la superficie E, entonces 

(t l  = 3((Yu  — E(E)) 

Definición 1.1. El Número Cromático x(E) de una superficie cerrada E es el máximo 

número cromático (le las gráficas encaja es en E. i.e., 



Considérese por separado los casos: E < O, E = 1 y linalment E = 2. 

Supóngase E < O. Como (yo  > x , entonces 

x - 1 < 6 - —
6 E 

- 7x + 6E <O. 

Por lo tanto 

   

    

( 
X 	

7 -I- V49 - 24E)  (
X 
 7 -  V49 - 24E) 

<o. 
2  

Luego, como E < O , V49 - 24E > 7. Además x > 1 , entonces el segundo factor es siempre 

positivo y el primero negativo. 

Supóngase ahora que E = 1 (i.e., E es el Plano Proyectivo). De (4) se deduce que 

x - < 6 - 
6

< 6 
rae  

Como x debe ser un número entero se sigue que 

7 + 5 7 + s/49 - 24E 
X < 6  = 	= 2 	2 

El tercer caso, E = 2, es el caso de la celebrada C.C.C. 

Desde entonces se conoce como la Conjetura de Heawood que la desigualdad anterior es 

realmente una igualdad, para lo cual hay que exhibir un encaje G e-4 E de una gráfica que 

iguale su número cromático a la cota, de anterior. Este problema dio lugar al monumental 

trabajo de Ringel-Youngs (R[1]) en el que se aborda la siguente pregunta: 

Dada la superficie E , ¿cuál es la máxima n para la cual existe un encaje de K„ en E? 

o de manera equivalente: 

Dado n ¿qué superficies E tienen la propiedad de que K„ puede ser encajable en E? 

Definición 1.2. El género (orientable) -y(G) de una gráfica G es el mínimo "/ para el cual 

G y TI, es decir, y = y(G) a G Ty  y --i(G y T y  - 1) 

De lo anterior se deduce que si y = ry(G) 

< 3ao - 6 + 61/ 

9 



[

•-y(G) > "1  — 3(Yo + 6 

Así, se puede definir el problema (conocido en la literatura inglesa como "Threa(1 

Problem") de encontrar el género de una gráfica completa. Si (7 = K„, (yo  = n y (v i  = (1,;), 

entonces 

12 
 

Es ('11 R[lj que se demuestra que la fórmula anterior es realmente una igualdad exhi-

biendo encajes (le K„ ell T y de manera análoga se demuestra que el género no-orientable 

5(K„) es 

= 
{ pr(-31n-4)1 , si 7 o n  > 3;  

5/(Krt)  
3, 	si 11, = 7. 

10 



3 • 
	Triangulaciones rfensas 

El problema central de esta tesis es el problema del isomorfismo: 

Dos encajes 	K„ y E y j : K,, y E son equivalentes si y solo si existe un horneo- 

modismo h : E ---> E de tal forma que h(i(K„)) = j(K„). En estos términos se puede 

plantear la pregunta: 

¿Cuál es el mínimo n para el cual existen dos encajes "triangulares" de K„ en la misma 

superficie E que flO sean equivalentes? 

Ringel en su trabajo 11[1] no deja huella de haberse formulado ésta. Más aún, exhibe 

dos encajes orientables no isomorfos de K12 en la misma superficie y no lo Menciona. 

Se abordará este problema traduciéndolo a un lenguaje puramente combinatorió,',Vara 

ésto, se comienza por definir una clase de hipergráficas (cf. ABN[11,W[1]): 

Definición 2.1. Una 3-gráfica H = (V, A) consta de un conjunto (finito) V de vértices y 

una familia A de su bconju tos de V todos de carclinalidad tres, los que se llamarán triángulos. 

Es decir, 

á c v(3) {x c v tix = 3}. 

Con esta terminología, una 2-gráfica sería lo que se conoce simplemente como gráfica. 

De hecho, dada una 3-gráfica H = (V, A) existe una 2-gráfica asociada S(H) = (V, A) donde 

A = {xy E V(2)1 existe xyz E A} que se conoce corno el 1-esqueleto de H. Otra gráfica que 

se asocia a las 3-gráficas es, dada II = (V, A) y un vértice y E V 

11 



Definición 2.2. 7-11 (e):. (V \ e, A) es In traza de s,  on II, donde 

A := (lo/ E V(2)  ara, E A} 

T(v) 

La figura anterior representa una 3-gráfica en gris y la traza del vértice blanco en negro. 

Además, las 3-gráficas vienen acompañadas naturalmente (le una noción de 

isomorfismo, a saber, una biyección (le los vértices que preserve a la familia de triángulos. 

f: V ---> V' es un isomorfismo entre H y H' si f es una biyeccion y 

S E A 	 f (á) E 

Definición 2.3. El conjunto de todos los isomorfismos de una 3-gráfica H sobre sí misma 

operando con la composición de funciones define un grupo, llamado el grupo de antornor7, 

lismos de la hipergráfica, Aut(H). 

Se dirá que el grupo de a,utomerfismos actúa transitivamente si dados dos vértices 

cualesquiera, existe un demento del grupo que tornando corno argumento a uno, tiene como 

imagen al otro, i.e., si existe un automorfismo que manda uno en el otro. 

Es claro que si dos hipergráficas son isomorfas en el sentido anterior, entonces sus 

respectivos grupos de automorfismos lo son en el sentido usual (le la teoría de grupOs. 

Agraciada o desgraciadamente el regreso no es cierto, por lo, que la condición de tener el' 

mismo grupo de automorfismos es una herramienta que sirve para distinguir cuando dos 

3-gráficas no son isomorfas (tienen distinto grupo (le automorfismos) pero no sirve para 

certificar que sí lo sean. 
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Altura se enfociirá la atención un puco toas, para dedicarla a estudiar 11101 subclase de 

la clase (le todas las 3-grillicas, misma que se describe en la siguiente 

Definición 2.4. Una 3-graliva 1f = (V, LS) es in) 3-ciclo, o mut 3-carlenn, si para, caria 

vértice 1) E V, lia traza (le V en 11 es Oil ciclo, (1 respectivamente nna cadena (paseo). 

3-Ciclo 3-Cadena 

Ejemplos de estas estructuras son: un tetraedro y un triángulo respectivamente. 

Notación: cuando se haga referencia a la traza de un vértice 'u en una 3-cadena (3-ciclo) 

se hará diciendo simplemente 'TM o exhibiendo una permutación (cíclica) de los vértices 

restantes: 

11.v1112 . . 

Nótese que los 3-ciclos corresponden presísamente a encajes triangulares de gráfieas 

completas en superficies cerradas, debido a que la vecindad de cada vértice es esencialinente 

un disco en el que están todos los demás vértices. Además, dado el orden u (cardinal de 

V), el tamaño (cardinal de á) del 3-ciclo está determinado por "(71) ; Ésto es porque si 

se cuentan los triángulos alrededor de cada vértice, son n — 1 y si se hace esto en todos los 

vértices, se cuenta cada triángulo exactamente tres veces. 
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Por lo tanto la cotracterística de Euler está ya determinada: 

n 	n(ot — 1) 	n(7 — 
E(11)= a— (

2 
-I 	 

3 	6 

Nótese también que lo anterior tiene sentido sólo) cuando a("3-1)  es entero, i.e., 

n 	O, 1 mod 3. 

Estos objetos son una subclase (le los objetos con los que se enfrentó Rimel en R[1] y 

por él se sabe que existen siempre que la relación anterior se cumpla. 

Las 3-cadenas, sin embargo, son objetos nuevos de estudio. Corresponden a encajes de 

gráficas completas en superficies con frontera que en el problema de coloración de mapas 

no eran de importancia. La frontera de una 3-cadena H = (V, A) es la gráfica 	:= (V, A) 

donde uv E A si y solo. si v es un vértice terminal (le la cadena TH(u) (si y solo si u es 

vértice terminal de TH (v)), es decir, la frontera consta (le las aristas del 1-esqueleto que 

sólo están contenidas en un triángulo. De ésto se desprende que la frontera es una gráfica 

regular (le valencia 2 y por tanto es la unión disjunta de ciclos. 

Análogamente, dado el orden n de una 3-cadena, su tamaño es n(72)  y su característica 

está dada por 1̀(5—") . 

Con los términos anteriores se puede plantear el problema (le esta tesis como sigue, 

PROBLEMA:. ¿ Cuál es la mínima n para la cual existen dos 3-ciclos (3-cadenas) de 

orden n que triangulen la misma superficie y no sean isomorfos? 

Antes de continuar, quisiera hacer una breve reseña de cómo surgió la inquietud de 

saber cuál es el orden más pequeño de dos encajes no isomorfos de una gráfica completa en 

la misma superficie. 

Como se dijo antes, el interés por este tipo de encajes surge, quizá por primera vez, en 

el estudio de coloraciones de mapas en superficies. Sin embargo, Ringel aparentemente no 

se preguntó el problema del isomorfismo. Más aún, los teoremas que giran alrededor de hIS 

inmersiones de gráficas hablan, casi tOdos, de existencia y no de unicidad. 

Por otro lado, más recientemente ha habido teóricos en combinatoria que han puesto 

especial atención en "contar" triangulaciones en general, problema, que hasta donde yo sé 

permanece abierto (cf. FG[1]). 

A pesar de lo anterior, el presente problema surge de manera independiente en el estu-

dio de un concepto que generaliza de alguna manera la noción de conexidad para gráficas 
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Ulla gráfica se dice que es conexa si y solo si no existe una hipartición del conjunto de 

vértices sin aristas transversales; esto es, que para toda 2-coloración de los vértices, existe 

una arista que usa los dos colores. Análogamente, 

Definición 2.5. Una 3-gráfica es Tensa si y solo si para toda 3-coloración de sus vértices, 

existe un triángulo lieterocromático, i.e. que usa los tres colores. 

• 

	

e 	 • 

	

tensa 	no-tensa 	tensa 

A su vez, el concepto de tensión está basado en el de Número Heterocromático de 

Hipergráficas introducido en ABN[1], mismo que se inspira en la Desconexión Libre-de-

Triángulos de Digráficas N[1]. 

Con estos conceptos se puede extender también la noción de árbol: un árbol es una 

gráfica minium' en aristas que es conexa, un 3-árbol es una 3-gráfica rniuimal en triángulos 

que es tensa. Estudiando estos objetos, surgió una familia infinita de 3-árboles, que se 

define a continuación. 

De ahora en adelante p = 2n + 1 denotará un número primo y Z1, = {O, 1, , p 1} el 

campo de p elementos. Además, sea Zi*, = Zp  \ {O} el grupo multiplicativo de Zp. DenóteSe 

por V„ := Z;,/{ —1, 1} al conjunto de n vértices y a sus elementos por [x] E y, cuando se 

	

quiera hacer énfasis en que son 	clases de equivalencia, [x] 	{x, —x}, o siniplemente por 

x E V. 

Definición 2.6. Sea 

(yro bi) 

la 3-gráfica cuyos triángulos son las 3-aristas {[x], [y], [z]} tales que x 	z. 

Lema 2.1. ,C„ es una 3-cadena. 

Demostración . Basta demostrar que para todo vértice y de ,C„, n„(v) es una cadena. 

El paseo 2, 3, 	, n =i'21  es es la traza, del 1 pues, 2 -I- 1 = 3, 3 -I- 1 = 4,..: /1 — 1 -I- 1 = n 

y el 1 no aparece en ninguna otra igualdad x + y = z con tres elementos distintos, 

De la definición se desprende inmediatamente que el grupo Zi; actúa transitivamente en los 
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vértices, pues para todo vértice v de L,„ l u 1111 automorlismo que inapea el I a 1), a saber, 

la multiplicación por v. Tal automorlisino debe ser 1111 isomorfismo entre 'T(1) y T(e) y, 

por tanto, '1-(1)) es un paseo. 	 ❑ 

Ejemplos de ésta familia son: £3  y £5  

J.L. Arocha, J. Bracho y V. Netunann-Lara en su siguiente artículo (ABN[2]) aportan 

una operación combinatoria que "copula" la información de dos 3-cadenas para construir 

un 3-ciclo. A partir de ésta y de la familia antes descrita, se construye de manera natural 

una familia infinita de 3-ciclos. La construcción es como sigue: 

Definición 2.7. Sean 1/0  = (V0, LX0) y1/1  = (V-1, A l ) dos 3-cadenas con fronteras OH0  = 

(yo, A0) y OH1  = (1/1, A1) respectivamente. Sea además y Vi, ---> Vo  tul isomorfismo entre 

sus fronteras. Fíjese alguna orientación para cada ciclo de OH1  (denotando OH1  = (171, A1) 

la digráfica inducida por ésta), y asígnese a 0110  la orientación que hereda atraves de tp: 

Entonces se define 

H = HoO.pHi 

la Cópula- de 1/0  y H1  como H := (V, á), donde V es la unión disjimtá de 1/0  y V1, 

V := Vo L.1 

y si xyz E áo xyz E á, 

xyz E ál 	(p(x)yz E á, 

---> 
sy E Al = xl/(P(1)) E A Y 40(s)40(1/)1/ E á. 

En ABN[2] se demuestra que I/00,p1/1  es efeCtivamente un 3-ciclo. 
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Nótese que con esta construcción a la mano, por cada 3-cadena se pueden construir 

varios 3-ciclos; a super', la cópula (Oil sigo misma y diferentes (,.o. Y por cada 3-Ciclo (le 

orden n se pueden construir, 	principio, 'ft 3-cadenas de orden lb — 1 gibe, adV11111,8, tienen 

frontera conexa; basta extraerle un vértice (junto con los triángulos en los que incide) para 

convencerse de ésto. 

También, así como podemos extraer a un 3-ciclo un vértice para crear una 3-cadena 

(..:(311 frontera conexa, 

Definición 2,8. Dada una 3-cadena TI = (V, A) con frontera conexa 	= (V, A), I/ := 

(W, Al es mi 3-ciclo donde W := V U {x} y A := A U fryzlyz E A} 

Un ejercicio interesante es demostrar £3<>£3  24.< 	que es la triangulación del Plano 

Proyectivo. 

En la siguiente parte se demostrará que la solución al problema del isomorfismo para 

3-cadenas es n = 8, donde existen cinco 3-cadenas diferentes, tres de las cuales "viven" en 

la misma superficie. Además se demostrará que existen dos 3-ciclos de orden n = 9. 

El capítulo 3 demostrará, en orden creciente de n, que los casos donde n < 7 son únicos. 

En el capítulo 4, se acercará la cota superior en orden decreciente, tal corno aconteció 

históricamente, para dar lugar a un teorema general que involucra a las construcciones <> 

y + y a una conjetura sobre los números primos. 



(19 3 1996) 

PARTE II 

Lt sois:ció:1 

Tenernos una intuición sobre cuáles son los casos adecuados, intuición que, si bien es ex,  
tremadamente falible, basta para descartar una cantidad de tipos falaces de inducción que los 
lógicos pueden inventar, pero que ninguna persona cuerda aceptaría. Nuestro propósito debe- 
ser sustituir esta intuición por algo que, aunque no vaya contra ella, sea al mismo tiempo más 
explícito y más confiable. 

La matemática pura consiste enteramente en afirmaciones tales como la 'dé que si 
cual proposición es verdadera para cualquier cosa, entonces tal otra proposición es. verdadera 
para dicha cosa. Lo esencial es no discutir si la primera proposición es realMente verdaderay 
no mencionar cuál es esa cosa cualquiera para la que se supone serio (...). Si nuestra hipótesis 
se se refiere a una cosa cualquiera, y no a algunas o varias cosas Particulares, entonces nues 
deducción forma parte de la matemática. Y así puede definirse la matemática como aquel campo 
en el que no sabemos nunca de qué estamos hablando ni si lo que decimos es verdad. 

BeiTr'andRússél 
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§3. 	Los Casos Únicos (u < 7) 

En lo que sigue, se demostrará que tanto la Esfera como el plano Proyectivo y el Toro 

sólo aceptan una triangulación completa. Se exponen también resultados análogos para 

estas superficies menos un Disco. Se desprenderá de esto que la Botella de Klein no es 

triangulable con una gráfica completa. 

Lema 3.1. Para que exista una única 3-Cadena H de orden n con frontera conexa es nece-
sario y suficiente que exista un único 3-Ciclo H+ de orden n+1 cuyo grupo de automorfismos 
actúe transitivamente en sus vértices. 

Demostración . Necesidad. Sea H la única 3-cadena de orden rt con frontera conexa. 

Sean H+ y G dos 3-ciclos de orden n + 1, Pero G \ 	 v', para cualesquiera 

y v1  vértices de G, entonces existen isomorfismos h : G \ v ---> H y hi  : I/ ---> G \ , que se 

pueden extender a isomorfismos de G sobre H+. Además su composición h o h' se extiende 

de manera natural a un automorfismo de G que manda y en y. 

Suficiencia. Sea H+ el único 3-ciclo de orden n 1 cuyo grupo de autOmorfisnios 

actúa transitivamente. Sean 1/ y G 3-cadenas con frontera conexa de Orden n, entonces 

H+ 	G+. Por la acción transitiva del grupo, tanto en una triangulación como en otra, 

existe un isomorfismo que manda el vértice extra de una en el vértice extra de la otra y PO 

tanto H 9' G. 
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3 

1 	2 

Aunque trivial, se tiene el siguiente 

Lema 3.2. £3 es la única 3-Cadena de orden 3 

Corolario 3.1. Existe unid única triangulación completa de la Esfera, a saber el Tetraliedro. 

Menos trivial, es el siguente 

Lema 3.3. £5  es la única 3-Cadena de orden 5 

Demostración . Sea H una 3-Cadena de orden 5. Sin perdida de generalidad se puede 

suponer que el triángulo 123 es una 3-arista de H. 

Al menos dos de las aristas del 1-esqueleto del triángulo 123 son internas (i.e. no 

están en la frontera) pues de lo contrario la traza del vértice entre las dos aristas frontera 

se desconectaría, sean éstas la 13 y la 23. Ésto induce dos triángulos más que se puede 

suponer son 134 y 235. 

Así, se completa la traza del vértice 3. Sólo faltan las aristas 24, 15 y 45, y un parde, 

triángulos. Suponer que esos dos triángulos no son 145 y 245 llevaría a una contradicción.': 

De aquí que H = 1:5  

Corolario 3.2. EXiste una única triangulación completa del planO Proyectivo, 

4 .C3<>£ 3. 

Demostración . rn  actúa transitivamente en los vértices de £5  
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Lema 3.4. Existe un Cínico 3-cielo de orden 7. 

Demostración . Sea II un 3-Ciclo de orden 7. Se verá que la estructura de II está forzada. 

Comiéncese por reconstruir ésta alrededor de un triángulo, por ejemplo el 123. 

3 

Todas las aristas del 1-esqueleto de éste triángulo son internas lo que induce tres 

triángulos distintos más, sean éstos 012, 134 y 235. 

3 

Para Completar la traza del vértice 1 faltan las aristas 15 y 16. Se puede suponer que 

los triángulos 145 y 160 son 3-aristas de II (Suponer las 3-aristas 146 y 150 es totalmente 

análogo y simétrico al caso que se está analizando). Se tiene entonces, 
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Para completar la traza del 2 faltan los vertices •1 y 0. Suponer que el triángulo 026 es 

una 3-arista de II 'cerraría' la traza (le 0, por lo que tiene que estar el 024. Y entonces la 

traza del 2 tiene que ser 

2. 1 3 5 6 40. 

Y aná.logamente la traza del 3 es 

3. 5 2 1 4 6 0. 

o 

Sólo falta un triángulo. Obsérvese que la traza del 6 ya es un ciclo y que las trazas del 

0,4 y 5 son trayectorias que (orzan la inclución del triángulo 045 para completar las catorce 

3-aristas que tiene H. Lo que demuestra que H estaba determinado. 	 ❑ 

Corolario 3.3. La Botella de Klein no es triangulable con una gráfica completa, 

Demostración De serlo, los números (le Euler nos dicen que sería K7 la gráfica que 

lo liaría, pero el único 3-ciclo de orden 7 corresponde a una triangulación del Toro. Para 

convencerse de ésto basta observar el diagrama anterior y hacer las identificaciones corres- 

pondientes. 	 a 
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Corolario 3A. E.,;  es 1;1 línica :1-carleiiii 	1,14(qi 

Demostración , ISitstu extraer el vértice O (le la configuración ¿ulterior y el isomorfismo 

estA (bulo. 

£6  
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§4. 	Y de Ahí en Adelante (8 < n) 

Éste es el último capítulo de la presente y en el se exponen varios resultados originales 

relacionados con encajes de gráficas completas en superficies. Los primeros dos forman parte 

de un artículo (inspiración de la presente) y no se demuestran, propiamente dicho, aqui. 

Los siguientes junto con la conjetura son resultado del trabajo conjunto (Sampai-Kohai) 

del director de esta tesis y del autor. 

Teorema 9.1. Existen al menos dos 3-Ciclos (le orden 30. 

Demostración . Éstos son: £1 y ((£so£8) v 0 (£socs) \ 'u). El Primero es 

el segundo no (Cf. ABN[2]). 

Teorema 4.2. Existen al menos tres 3-Ciclos de orden 16. 

Demostración . Éstos son: los dos 3-ciclos no-tensos minimales (cLABN[2]) uno de los 

cuales es £8,04 y el otro es la cópula con sigo misma de la otra 3-cadena de orden 8 con 

frontera disconexa (ver Corolario 4.1); el tercero es el encaje de Ringel que resulta si ser 

tenso. 
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La Mosca 

Ahora constrúyase una copia de £9: sean sus vértices W' = 	Por definición 

están todos los triángulos xyz de la forma x ± y ±z mocl 19. Su frontera está generada 

multiplicativamente por 2 en Zis/{-1,1} 

[3x/21 

[x/21 	 [x] 

Teorema 4,3. Existen al menos dos 3-Ciclos de orden .10, 

Demostración . Para esto, basta demostrar que £,4". 	£5 0.£5. En efecto, comiéncese 
por construir dos copias de L. : tiesa sus Vértices 	= 	.. • , 51, V" = {a, 	c}, sea 
yo: V" 	V' la biyección obvia, y sea V = V' U V". La cópula está definida en tres pasos; 

[mi. el primero, están los triángulos 123, 134,145, 235 y 245 (nótese que este último está 

porque 2 --E 4 = 6 y 6 = --5 mod 11). Por cada uno de estos triángulos ;ryz en la segunda 
copia, aparecen tres más de la forma (p(x)llz, 

lbc 	1de 'lee 2de 
a2e (13(1 ale b3e ble 
(1b3 ac4 (1(15 be5 bd5 

y finalmente, por cada arista x -4 y en la frontera dirigida - a 	b 	(/ ) e -4 e--- 

aparecen otros dos de la forma xycp(y) y (p(x)w(y)y, 

ab2 bd4 dc3 ce5 eal 
12b 24d 43e 35e 51a 

Esta información da el siguiente diagrama de £50£5, que le impuso el sobrenombre de 

"La Mosca" 



La Mantaraya 

En las construcciones anteriores se definen los dos objetos que se quieren comparar y 
su información combinatoria queda resumida en sus matrices (le trazas: 

0.124836759 

1.023456789 

2.013579864 

3.069741258 

4.026951378 

5.072386149 

1.2345acdcb 

2.1354decab 

3.4125ebadc 

4.2513caebd 

5.3241adbce 

a.1c4c2b3d5 

26 

Y el (2) actúa trausitivau►ente ahí, entonces la frontera es conexa y es el ciclo (124836759).1 
Prosígase final► uente agregando un vértice 1V = 1V' U {O} y los triángulos 

012 024 048 
083 036 067 
075 059 091 



Supóngase alma que existe un isomorfismo <p: V17  —› V entre estos objetos, entonces 

la traza del tl en r,4-  debe ir a dar bajo 0 a alguna traza de £ 5<>1.: 5. Como Z11  actúa 

	

tranSitiVattlente en los vértices de 	actúa tambien en la cópula induciendo dos órbitas en 

los vértices (una por cada copia de £5), entonces se puede suponer que 0(0) E { 1 a}, 

Caso 1 ((/1(0) = 1) Como Z1, actúa transitivamente en los vértices de rg, sin pérdida <le 

generalidad se puede suponer que 0(1) = 2, Y dado que la traza de un vértice representa un 

ciclo que puede, tener una de dos orientaciones, bajo los supuestos anteriores, 0(2) E {3, 

1 
9 
	

2 
	

b 
	

3 

1 

6 	3 	 e 	a 

£501j5 

Si (/)(2) = 3 	0(4) = 4,0(8) = 	, 0(9) = b 	0(123) = 23a 250.45 

Análogamente, si 0(2) = b 0(123) = 2be £50£5 	(Y,) 

Por lo tanto suponer que 0(0) = 1 es un absurdo. 

Caso 2 ((a(0) = a) Como en el caso anterior, se puede suponer que 0(1) = 1 y por lo tanto 

0(2) E {e,5}. 

Si 0(2) = e 0(123) = 1e2 £50£5  

Si 0(2) = 5 = 0(123) = 151)1 £50U5 	(7) 

Por lo tanto suponer que 0(0) = a es otro absurdo. 

El teorema anterior (que las mantarayas no son moscas) se puede generalizar, 

embargo sigue siendo un caso de análisis en la demostración general. 

* el símbolo (1170 ) denota que se ha encontrado una contradicción 
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Teorema 4.4. £,„0/.:„. 	 n = 3 

Demostración . En efecto, sean p = 2n. 1 y q = 2m + 1 primos tales que 2n = ni. + 1 

y (2) = Z*/{-1, 1}, De esto Ultimo se deduce que 	tiene frontera conexa y por tanto 

existe G := 	que además debe ser del mismo orden que 11 := f..„0.1.',„. Sean sus vértices 

1/ (0) := 'vi., u v„ = { 	1,2, ...,n} 

Y 
G(()) := {0,1,2,• • • 'HL} 

Ahora, con la definición de cópula, constrúyase £„<>/:,„: Comiéncese por observar la 

, traza del 1.(cf. ABN[2]) 

2 3 4 

Ésta debe debe tener la forma: 

1. 2 3 4 	 71, • • • 	S 72 

y análogamente, la traza del 2 es: 

2. 4 6 	• • • 	3 	1 	21.5•••131 

(todos los vértices en 177, tienen trazas similares). 

Obsérvese ahora cómo deben ser las trazas de los vértices en VA: 

n 

1 

n 2 3 4 

28 



Así, la traza del 1 debe ser 

r. 	2 3 4 	• • • 	(n 1 	• • 4 	2 

y análogamente las demás trazas de los vértices en Vi-, 

Por el otro lado, constrúyase la matriz (le trazas de ,C,„ 4-  como sigue, 

0. 1 2 4 8 	• • • .trí 
1. O 2 3 4 	• • • in 
2. O 4 6 8 	• • • 1 

Unít vez descrita la estructura combinatoria de estos objetos en esta forma, procédase a 

suponer que son isomorfas, i.e., supóngase que 0: GM ---> HM es una biyección que preserva 

triángulos. Es claro que la imagen del O cae en uno de las dos partes 1/,, o 'VA. 

Caso 1. (0(0) E Vn ) Como 	actúa transitivamente en los vértices de C„, actúa en 

los vértices de I/ induciendo las dos órbitas obvias, entonces sin i.erdida de generalidad se 

puede suponer que 0(0) = 1. Es claro que 0-1(2) E GM \ {O}, es decir, es un vértiee de 

C„„ y Z2*7„14  actúa, ahí transitivamente por lo que se puede suponer también que -0(1) = 2. 

De aquí, debido a que se puede orientar en una de dos formas un ciclo, i,b(2) E {3, 2}. 

Si 0(2) = 3, entonces 0(4) = 4, 0(8) = 5 y en general 

0-1(s) = 2x-2 	< < n 

Entonces, 0-1({2, 4, 6}) = {1, 4,16}, lo que implica que 

16 E---7 ±3 mod q o que 16 E. ±5 mod q. 

16 E_ 3 	q113 	= ( pues Trt es impar) 
o 

-16 E. 3 	q119 	= 	(teo. 4.3) 
o 

16_5 (IP 	= 	n = 3) 

-16 	5 q121 £,„ _£3(  n = 2) 	(V) 
o 

Si q5(2) = 2, entonces 0(4) = 3 y en general, abusando de la notación 

0-1(1b) = 2:1-1 	2< < 
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o 
(y) 

o 
(y) 

Entonces, 0- I  ( {2, 21, lin •= { 1, 8, 32}, lo que itttplictt rtue 

±32 = 8 — 1 mod q o que + 32 E 8 + 1 mod q. 

32 E 8 — 1 (425 	= 

—32 E 8 — 1. 	 = £6  

32 E S + 1 = q123 	£1/1 -= £11 

—32 E 8 + 1 => q141 	= £20 	(y) 
o 

Caso 1(0(0) E Vii ) Como en el caso anterior, se puede suponer, sin pérdida de generalidad, 

que 0(0) = 1, 0(1) = 2 y que 0(2) E {3, 2}. De manera análoga a los anteriores, Sólo son 

factibles: 

Si 0(2) = 3, entonces 0-1(x) = 2'2, que a su vez implica que 

0-1({2,4,6}) = {1,4,16} 	16 =5 mod q 	£,„ = .C5, 

Si 0(2) = 2, entonces 0-1(:i;) = 2'1-1  que implica 

15-1({2,1,13}) = {1,8,32} 	32 	9 mod q 	1311= VII  

Con las cosas así, bastaría demostrar que CG Gro  £11  , que en efecto se demuestra 

de manera análoga al teorema 4.3. 

Con este teorema demostrado surge de manera natural la pregunta: ¿Cuántas parejas 

.C„ y £,„ existen con la propiedad anterior? Obsérvese que de las condiciones del teorema 4.4 

se infiere que p = 2n -}-1, m = 2n - 1, q = 4n - 2, q = 	- 3, y con esto, surge la siguiente 

Conjetura . Existe una infinidad de parejas de números primos de la forma 

q =2p- 3 
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La nueva inmersión 

31 

Teorema 4.5. Existen exactamente dos 3-("?iclos (le orden 9. 

Demostración . Para demostrar este teorema se hizo uso de una computadora con la 

cual se busco exaustivamente con 1111 algoritmo de busqueda en profundidad de todas las 

triangulaciones de nueve puntos. El algoritmo aparece en el n'analice A. 

 

7 
• 

8 
• 

7 

• 
6 

 

5 
• 

   

4. 

   

es 

• 9 

   

  

• • 
1 2 
3 
e 

• é 
9 	6 

 

7 

 

6 	9 • e 

 

9
. 

í 5 
• 

• 
7 

4 
• 

8 

 

5 1/14 

La inmersión de Ringel 



5 

£8  

3 

La 3-cadena con frontera C3  U C5  
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)'; 

Corolario 4.1. Existen exnetninentr, cinco 3-Giutetis (In orden S. 

Demostración . De las configuraciones del teorema ,1.5 se desprenden tres: La inmersión 

de Ringel Os transitiva en vértices, lo que induce una 3-cadena con frontera conexa; La nueva 

inmersión no es transitiva en la acción de su grupo de automorfismos (Z6 ) se parten los 

vértices en dos órbitas lo que induce dos 3-cadenas m(1s. 

Las otras dos son (cf. A131\1[2]); 

3 
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Algoritmo 

AVolar[ k_ ]:= 

Block( (0) , 
TiempoInicio = TiineUsed[1; 

u= k ; p 3; 

j[1] = 1 ; 

i[2] = 2  ; 
j[3] = 	; 

Triang = (0) ; 

Buenas = (Q) ; 

Isom = (0) 

menores = O ; /* para checar en MeteNodo */ 

ExOf = (( Table[ii+1, (( i, (n-1)(n-3) )) 1 )) ; 

ExOficio = (( O )) ; 

Do[ Podados[i] = O , (( i,n )) 1 ; 

Do[ Do[ Val[i,j] = O 

, (( j,i,n+1 )) 

5 (( 	)) 	; 
Do[ Traza [1] = Complement[ Table[ (( j )) , (( j,n )) , 

(( ► )) I , 

(( i,n )) 1 ; 
If[ n 3 , AcabeQ = False , AcabeQ = True 

Wile[ Not[ AcabeQ ] , 
If[ ChecaTriang , Actualiza ; 

PaLante 

; 
Length[ Buenas 

; 

ChecaTriang := 

ChidaTraza[1] 

CliidaTraza[2] && 

ChidaTraza[3] 
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Actualiza := 
Block[ (0) , 

Triang = Append[ 'friang , Table[ .I[i1 , (( i,3 )) I ; 
Do[ Traza[ J[i] = NTN ; 

	

Do[ Val[ .I[i] , 	1-1-+ 

)) 
n ; 

ChidaTraza[ 	:= 

	

Block[ (( 	= 'Traza[ J[il 1, 
arista = Complement[ 'rabie{ .I[j] , (( j,3 )) 

	

(( 	)) ],  
il,jl, 

i2  j2  )) ; 

	

(( 	, ji )) = Position[ T , arista([111 1[[111 
(( i2 , j2 )) = Position[ T arista[[2]1 ][[111 ; 
If[ il == i2 

,If[ Length[ T 1 == 1 
,T = Flatten[ T 1 
,Rotura[ False 

1 
, If[ j1 ¿ 1 , ji = -1] ; 
If[ j2 ¿ 1 , j2 = -1] ; 
T = Pegalos[ T , i1 , jl , i2 , j2 1 

1 ; 
NT[i] = T ; 
Trae 1 

Pegalos[ Tr_ , xl_ , yl_ , x2_ , y2_ := 
Block[ (( Tloc = Cotnpleinent[ Tr , (( Tr1c111 , D[[x]] )) , 

T1 = TrUx111 , T2 = TrUx211 )) , 
Which[ yl == 1 && y2 == 1 , 

Append[ Tloc , Join[ Reverse[ T2 1  , T1 ] , 
y1 == -1 .18z y2 == 1, 

Append[ Tloc , Join[ T1 , T2 ] , 
yl == 1 && y2 == -1 , 

Append[ Tloc , Join[ T2 , TI 1 , 
yl == -1 gaz y2 == -1, 

Append[ Tloc , Join[ T1 , Reverse[ T2 11  ] 

1 ; 
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PaLante := 

Val[ .1[1], .1[2] ] == 2 

, NIneve[2] 

, NItteve[3] 

1; 

Mueve[1]:= 

• If[ Drop[ Triang, n-1] == ExOficio 

, ExOf = liest[ ExOf ]; 

ExOficio = Partition[ DesEnCera[ First[ ExOf ] ,3 ]; 

Podados[ .1[1] ] = Podados[ J[1] ]-1-1; 

PaTras 

, 	J[1] i= p, NuevoNodo ]; 

.1[1] = .1[1]+1; 

While[ Val[ .1[1],.1[1] == n-1 

.1[1] = .1[1]+1 

1; 
If[ J[1] ¿, n 

, Completa; 

PaTras 

1[21= J[1]; 

IVlueve[2] 

1; 

Mueve[2]:= 

If[ Val[ .1[1],J[1] == n-1 

, Mueve[1] 

J[2] = J[2]+1; 

While[ Val[ J[1],J[2] == 2 

, .1[2] = J[2]+1 

1; 
J[3] = J[2]; 

Mueve[3] 

1; 



Mueve[3]:= 

Block( (0), 

.1[3] = .1[3]+1; 
While[ Val[ J[1],..1[3] == 2 	Val[ .1[2],.1[3] == 2 

J[3] = .1[3]+1 

:1[3] 2, n , PaTras 1 

l; 

DesEnCera[Y_]:= 

I3lock[ (( Z=Y )), 
While[ O == Z[[-1]1 

, Z = Drop[ Z,-1 ] 

1; 
z 

1; 

PaTras:= 
Block( (( ultimo = Triang[[-1]1 )), 

If[ ultimo == (( 1,n-1,n )) 
, AcabeQ = True 

, (( J[1],J[2],J[3] )) = ultimo; 

Triang = Drop[ Triang,-1 ]; 

Do[ RompeTraza[i]; 

Do[ Van .I[i],J[j] = Val[ 	]-1 

(( j'O )) 

(( i)3  )) ]; 
PaLante 

1; 
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NuevoNodo:= 

111 .1[1] == 
, 	= Traza[I]; 

= Position[ T1,2 ]([1,1]1; 
If[ .12 == (Position[ T1 3 ][[1,1]1-1) 

	

, TI = ItotateLeft[ 	,I2-1 ] 
, 'Cl = RotateLeft[ Reverse[ rt ],u-i2-t 

, Do[ lIazFun[ trs[ .1[1] ][[i]]  1; 
Y =•Ordena[ g[ Triang ] ]; 

If[ MenorQ[ Triang,Y 
, X = EnCera[ Flatten[ Drop[ Y,n-1 ] 1; 

MeteNodo 

, 	Not[ Triang == Y ] , menores = tnenores+1 

, (( i,Lengtlx[ trs[ 	] 	)) 1 

1; 

MeteNodo:= 
Block[ ((j)), 

ExOf = Union[ Ex0f, ((X)) ]; 

j = Position[ ExOf, X] [[1,1]]; 
If[j,1 && SubNodoQ[ ExOf[[j-1]] , X ] 

, ExOf = Drop[ ExOf, ((j)) ] 
, While[ Length[ ExOf ]Li && SubNodoQ[ X, Ex0f[U-1-11] ], 

ExOf = Drop[ ExOf, ((j+l)) ] ]; 
If[ j==1, Ex0ficio=Partition[ DesEnCera[X], 3 1 

1; 

1; 

SubNodoQ[ (0) , M_ ]:= True; 

SubNodoQ[ L_ , (0) ]:= False; 

SubNodoQ[L_ , M_ ]:= 
First[L] == O II 
(First[L] == First[M] 

SubNotloQ[ Rést[L], Rest[M] ) 
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