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INTRODUCCION

El fenémeno de la difusién de pariculas en el regimen hidrodindimico clisico, puede
moddlarse a partir de dos ccusciones: () conservacidn de Ia masa y. (i) Léy de’Fick. De
ifusion. clisics, que es una ccuacién

estas| dos ecuaciones se deriva la ccuacidn de. difus
diferencial de tipo parabdlico.

Si|se considera la difusion en uma red periddica unidimensional, la ecuacién de
difusién hidrodindmica puede deducirse también a partic de un modelo cinético, usando un

difusidn, se ha sugerido que, para soslayar cste inconveniente, se utilice
tlica, que es precisamente Ia Ecuacion del Teegrafisa, de tal manera

scripeidn son: (7) conservacion
de la masa y " 1a ecacitn de MaswellCoaoeo. En el e de tiempos grandes
(comparados con el lmnpo de rdnwcu?n), Ia ecuacion de Maxwell-Cattanco se reduce a la
Ley de Fick y por tanto, Ia ccuacidn del telegrafista a Ia ecuacidn de difusidn cldsica.

Sin) cmbargo, para tiempos pequerios, Ia ccuacion correcta debe ser la del telegrafista y
Ia escala de tiempos donde ésta es aplicable define al regimen mesoscdpico cldsico en el
fenémeno de Ia difusién. La pregunta que surge en este puno es: Goudl serd el proceso
estocistico asociado a la difusion mesoscépica?. La respuesa se puede encontrar
uilizando un proceso cuintico dependiente del tiempo, llamado camino aleatorio cudntico,
desarrollado por S. Godoy [3].

En este modelo de camino aleatorio cudntico, en adelante QRW, se considera a las
particulas representadas por paguetes de ondas que satisfacen la ecuacion de Schrodinger.
De esta manera, se calcula 1a amplitud de probbilidad de enconirar a un paquete de ondas
en cierta celda, distinguiendo entre las amplitudes de pmb:hxll’laﬂ de moverse hacia la
derecha o hacia Ia izquierda. Como cs general en Me se interpreta a
probabilidad como el cuadrado hermitiano de Ia amplitud de pmbzhﬂulnd En este modelo,
la probabilidad de cocontrar a la partcula en la posicién x al tiempo ¢ es igual a la
magnitd al cusdrado de Ia suma de las amplitudes de probabilidad que describen a los
paguetes de ondas moviéndose hacia Ia derecha y hacia Ia izquierda. De csta manera sc




oo uh o, iésieno g o, psisc.en 4 camino aleborio:lisico Inerenca
cudten ;

En cste. trabajo de fesis, se toma como punto de partida el modelo de QRW. con el fin de
exenderlo, a_otos problemas de invesigacén en'cl tama. d¢1a difsén cudnica de
paiculas n|edes Las contibucions de Ivesigicion hchas te pusden resumin en s

= :

1) Extender el modelo de QRW para incluir condiciones a la frontera

Con' Ia’finalidad de considerar evennalmente un gas ideal cuiniico de Lorentz [4], se
resuelve ¢l problema de condiciones de frontera perisdicas.

2) Se incoduce, por ra en la lieraura, el problema de la indistinguibilidad
de las panicss en caminos alcaorios. Para resalver esie problema de difusién
plica Ia est corres Fermiones y Bosones [5].

3 Finamne, 5 dicten o concesencis s aue s dervan e s modelo, En
particular, se muestra que el modelo de QRW se puede wilizar para describir el fendmeno.
esoscpico clisico.

La distribucion del trabajo esté consttuida de Ia siguiente manera: en el capiwlo uno

revisa, como antecedente, el modelo de QRW y su aplcsion en f probiens dela
difusi6n cudntica de particulas en una red unidimensional infini

En ol capiulo dos, iniia propiamene <l wabdjo de esa esis al inwoducic
condiciones a la frontera. Utlizando ¢l modelo de QRW se resuelve el problema de la
difusion cuintica de paniculas en una red unidimensional finita con condiciones de.
frontera.periddicas. Aqui se analizan dos tipos de condiciones  niciales: homogéneas e
inkomogéneas. A N eonticones e e 1o s homogéneas si al tiempo inicial
= 0), todas las celdas de la red tienen la misma p tad de esar ocupadas.

A lis condiciones iniciles s les llama mhww.éms Si al tiempo inicial la funcion
de distribucin es diferente de cero sélo en una celda (disiribucion delta de Dirac).

Al resolver las ecusciones con las dos condiciones iniciales propuesias y con
condiciones de fromera periddicas, se cncuenira que 3l transcurrir el tiempo, ka
densidad de probabilidad alcanza um distrbucidn homogénea, independienicmente de las
condiciones iniciales.  Sin embargo, no se alcanza el equilibrio en €l sentido estricto,
pues al caleular las corrientes de probabilidad a derecha e izqui

s fluctdan en ambos casos y, solamente cuando el tamado e I mucstea es grande, las
fuctuaciones cudnticas de las comricnies tienden a cero, entendiéndose por equilibrio la

H




situacion donde 1a disribucion adquiere un valor_consianic ¢ igual para todos los punios
el espacio fas (egual @ priori probabilies).

de 1a_difusien ‘cuintica’de-un sistema de
partculas indisiguibles, en uma red_unidimensional " infinita, Inroduciendo abora la
estadisica comespondiente. e resuelve primero en forma- explicia, el problema de dos
particulas difundiéndose en 1a red, considerando que' ésta son fermiones o bosones y s¢
calcula Ia probabilidad de enconirar simultineamente a las dos particulas en dos celdas
cuslesquicra 2 un tiempo arbirario. Al grafcar esuas soluciones se mucstra la tendencia
de os formiones a scpararse (repulsion cstadistica) y de los bosones a concentrarse
(arccidn cesadisica). A contimacion se muestra €l tramiento a seguir en ¢l caso de
N partiulas idéaticas.

En el capitlo cuatro, se discule I fisica involucrada en estos procesas y se aplican
los resutados al problema de Ia difusion en materiales mesoscdpicos clisicas (6],
encontrindose la ccuacion de difusion genenlizada para 12 funcién de disiibucion en
este regimen. A coninuacion se pasa al limie coninuo, donde se satisfacen dos
ecusciones cinticas simultineas para la densidad y ka corrcnte: (i) conservacién local
dela mass y () la ccucion de MaxwellCatanco (7). Separando s variables se
encuenira que cada furcin individual, densidad y corient, satsfacen a ecuacion del
elegrafisa.

Fimameni sc bace ver que el orgen de la segunda decivads en el tempo. en I
ccuscion de difusion mesoscépica proviene del caricter no Markoviano de la densidad.

Francisco Espinosa Magafa
Enero de 1996



CAPITULO I

DIFUSION DE PARTICULAS EN UNA RED UNIDIMENSIONAL INFINITA

En este capitlo sc revisard ¢l modelo de Camino Aleaorio Cudntico, en adelanie QRW
(Quantum Random Walk), desarrollado por . Godoy (3] parn estudiar Ia difusion cuiniica
de parculas en una red unidimensional infinta. EI modelo describe, para cada celda de
a red. la evolucion temporal de las amplinides modulanes de dos paquetes de ondas,
moviéndose en senidos opuesios ¢ incidiendo sobre las bareras de polencial de la red.

En particular sc mucstra que Ia ley de Fick (8] y el coeficientc de difusién de Landauer
21 s olrn de 1w coniiin coerne 6 1a rd ¢ comine cuinis
aparece un térmi se puede asochr a u contribucién coherente de estos
procesos de o

1.1. DISPERSION DE ONDAS PLANAS POR UN POTENCIAL

Consideremos un potoncial de forma arbitraria localizado en una regidn finita del cie
X, sobre el cual incide uma partcula libre representada por una onda plana. como se
muestra en Ia siguiente figura.

ber x| geikx
x| | ceflx

La solucién general de la ecuacién de Schrédinger para este potencial es de la forma

e p ™ o
wx) = ay
My g™ xs e




que describe 3 dos ondas planas incidiendo sobre fa-barrera de_polencial con amplitudes
de_probabilidad (a.d) y dos ondas planas salienies cuyas amplitudes de probabifidad son
(b.0). Podemos relacionar. estas amplitudes de probabilidad a través de la Hlamada matriz
de dispersion (9], definida de h siguiente manera:

b a%S;d 2

c=Saks,d (&)

que se puede escribic en forma matricial

gkl e

A'S s le llama la marrc de dispersidn y depende de . forma del potepcial pariular
que se esté wilizando. Sin embargo, podemos deducir para esta mairiz algunas propiedades
que no dependen del modelo particular. Debe ser uritaia, o cual se demuesiza s pedimos
comservacion de la_ probabilidad. Es bien sbido [9) que para un estado esicionario
unidimeasional  densidad de corrente de probabildad

Jmgn e .My [

debe ser idependient de x. A calula j con las funciones de onda dads en a ec.(1.1)
que su valor sea el mismo a Ia derecha y a Ja izquierda del potencial se obticne

i+ el = a4 gdr? s

Usando notacién matricial, la ecuacion anterior se puede escribir como

poreanfeea o




anto s*s = 3. lo que

donde.5* denota 4 In transpucsta comng:ﬂl de ta maie 5. Por lo
iz cntos de matriz de S

an

adems,

SaSa" =0 Iy

1S+ 1S = 1Y 885"

Por oo lado, como el potecil e ccuncien de Schrddinger debe ser

sanfles e i it

L X
a9

L X de

wmbién s una solucion, fo cual a su vez implica que podemos escribic la siguientc

relacien entre las amplitudes:
[Su Su]
- «1.10)
0*)  (Sn S [c*)

Combinando las ecs. (1.10) y (1.3) obienemos

S5 i

¥ esta condicion, junto con la condicién de uniariedad implica que la matriz S debe ser
simétrica:

S = Sy .12)



‘Avora impongamos. por el momento, una condicion adicional sabre ol poeacia: que sca
una funién par de 1a posicitn x. Ds ésa form s obine ot souckén de a eciacin
de Schrodinger al sustituir x + -x en la cc. (l

(85

19

que se puede escribir como

3 e

Comparando mucvamente con 1a ec. (1.3) vemos que se deben satsacer las siguientes
relaciones

Su=Sa ¥ Sa=Sy @16

En resumen, con las tres condiciones impuestas sobre la matriz S: unitariedad, simetria
3 paridad, ésta debe tener la forma

[Sn  Sul
s ain
Sz S

Ahora cxpresaremos esia matriz en términos de los coeficientes de reflexion y
transmision R y T. Volviendo a las ecs. (123) y (L2b), sc pueden despejar los

4



cocficientes ay b en términos de ¢y d, cs decir, expresar los.coeficientes de las ondas
planas a Ia-izqierda’ del-potencial en. términos. de-los: coeficicntes de’las ondas planas a
Ia derecha, en‘cuyo caso podemos escrbir: - 2

s

AW se le lluma la Marric de Transicin.y.os. cosficlntes de transmisidn y'relexin se
eitos’ de esta’ mairiz, pues si‘se conside una

My (L9

=My L ey

I am

(1.200)

w3l

r los clementos de la mauiz de dispersidn en términos de estos

cocficientes, encontraremos la relacién que cxiste entre los clementos de lss matrices S
¥ W. Para ello, recordemos que

besS,ats,d (.21

c=S,a48,d i)

jiendo el sistema de ecuaciones para a y b, encontramos:

s




penily
S

Por tanto, podemos escribi.en forma

R

'y comparando las dos expresiones anieriores, vemos que

My, My,]
7 M g

Su
v Mymg

por lo tano
T=ispit oy R=asyR

de donde podemos despejr a S, y Si

220

.2

a2

.24

.2

.26



.27

@.2m)

pero Ia ec. (1.8) nos mucstra que las fases « y 4 no son independienies y la relacidn que

existe enreellas st

amBAa2 s

¥ Ins-ecs. (1.27a) y (1:27b) e pueden resscribir. de 18 sigulente forma

i (1.29)
g a2
Sustituyendo estas i la matr i icamente en términos
46 1a fase p: i s .
A R i
sk0) = ® .30
it R

En esta dltima expresion se ha escrito, en forma explciia, la dependencia de la matriz
de dispersion con la energia a través de k (E = KKi2m) y el segundo argumento en 5
indica que ésta se calculd para x = 0 y, por lo tanto, este resuliado es vilido s6lo para
un potencial simétrico, por ejemplo, un potencial rectangular o un potencial delta de
Dirac centrados en el origen. Si la barrera de potencial se encuentra centrada en otra
posicién x = 0, entonces Ia ec. (1.30) ya no se cumple, pues en general Sy, = Sy

Para aplicar estos resuliados en el problema de la difusion de partculss en uma red
peribdica, en algin momento necesitwremos la expresion genersl de la mairiz de
dispersi6n, cuando el potencial no sc encuenire en el origen. Supongamos entonces que ¢l
potencial se encuentra desplazado a la posicién x=x, y definamos un nuevo cje coordenado
X', de wl manera que el potencial esté centrado en x'= 0, es decir, hacemos una




rasacion de tal manera que x’ = X - X, En este mevo e Ia sohicidn general de ln

ecuacitn de Schredinger serd:

[ e e

Wy = 2 ! &)
é'=“"‘ +de SR

s e, duperyn, G e mievo e conrdennds, s define’ de_ scuerdo a la

.[3] (]

oy y

xlwltnl: relacion:

n realidad, o tnico que hicimos fue cambiae de base: (™%, 5 (€X'
si recscribimos 1a ez, (1.31) en’ téminos de Ia base original tendremos

are ROy g kORD)

Y =

e M) 4 g hOX) |y g

weXe o 4 pretkikio
e R L L R

@)

Comparando Ias ecs. (1.1) y (1.33) vemos que los coeficientes n lns dos bases estin
relacionados de um manera muy simple:

0w are™o, b = el ee®o g m a0 .34

Atora, en Ia base (¢™*,e®¥), 1a matriz de dispersion en x=x, esté definida por medio

de la ecuaci




o]

¥ si expresamos estos cosficientes en' érminos de a’, b, "y d cc. (1.34), obtenemos:

36

3

pero, por otro lado.

e

con
stxr=0) = <0 N @
T 1R
¥ 1a ec. (1.37) queda:
ixxy R . % far
e o | o R il {.] I 0 [ ] o
vl TR o ol




de donde podemos despejar a S(x=x,):

L o L [R o
o e E w0 e
i,
o [RE
strmy = B0 s
AT R 2%

donde seve claramente que la matriz de dispersin depende de la posicion de la barrera
de potencial:
Nétese que la transformacion mostrada en la ec. (1.41) 70 es unitaria, 2 menos que se
reambien los dos renglones en las matrices de dispersion. La ec.. (1.41) puede
escribirse en la forma equivalente:

.8

[Sut Sutxo)] R0 o |54 S0)[cH% o
Sut0 Su00] | o en|[Su@ $:0)| o o

que si es una ransformacion unitaria.

1.2. DISPERSION DE PAQUETES DE ONDAS POR UN POTENCIAL

En la seccion amerior se utilizron ondas plamas para calcular la mariz de
dispersicn, pero para describir un fenémeno de transporte de masa s requiere de cierta
localizacion en el espacio y una onda plana es por definicion, infinita en extension. A
continuacién s supondrd que las particulas estdn descritas por paguetes de ondas ms o
menos localizados, los cuales serin dispersados s6lo en lss fromeras de cada ccida. De
esta manera se (endrd un modelo microscépico para describir la difusion cudntica de

10



paniculas en ua :rcd._unidimensional,partendo de. a - ecuacidn de  Schridinger y
sponindo-que, I dfion e logar ot oot e ey diperson
sobre las barreras de potencial.

Primero, consideremos dos ondss planas monneriics o iéndoe én sentidos apistos
« incidiendo ambis-sobre un porencial dispersor‘en el ‘ocigen; Las ondas incderes. por 1a

izquierda ¥ Ia derecha se escribirin como, 2

TSR e

wee=

o () = b e @.1v)

¥ las ondas dispesadas, en iéminos de os ¢

e “Ja matriz de.dispérsion, estarin
dadas por las siguientes expresh St e

o) - [- Su) + b S.,m]e'_“"‘ @22
927 = [a 500 + b Su@]e" X ) @2

Aora construyamos los paquetes de ondas incidentes como una superposicidn lincal de
ondas planas:

+i)  x<o
uu-—f«m"’*""[“ ]a. ‘:u @y

En csu coucidn (k) = NKV2m, y f(K) e uma funcion arbitraria con un miximo

¥ ancho ak. Ademis, Vo=shkg/m

y tienen uma energia ¢, = hulky). Las expresiones para los paquetes incidentes, que son

vilidas s6l0 para tiempos negativos (suponemos que la interaccidn del paquete de ondas
con el potencial ocurre a 1 = 0), se pueden escribir de Ia siguiente manera

o ¥ e
o = [ } i frag etetn |* @ a9
o itk x>0

n



o en notacién més compacta

aetMiGixy  x <0

: ; o)
vkl aeng o X 210
donde 56 ba definido I funcidn complea G(x,) como
Gl ® ke fdk 10 et Ok )

¥ depende de Ia forma paricuar de 6.

Aora supongamos que al tiempo inical { s lenen dos paqueies de ondas en las
posiciones x, = 302 (I se idenificri mis sdelame con I consiame de la red) y
moviéndose con veocidades <hky/m, de al manera que el tiempo ical o podemos
escribir como § = -Im/2sk, y las posciones inciales de los dos cenroides esin dadas
por x; = shkm (con ¢ < 0). Justamente ah, 3 Ia mitad de las celdas, s funciones de
onda e fos paguees incdentes se pueden cxcribi como:

. Aty < 0,9 "R Gk, x <0 it
Wy = i
Bl > 0,9 e Gexg, x>0

donde
A < 0.9] [a

H s
Bes > 0.1 | b

De igual forma, los dos paquetcs de ondss salientes se pueden escribir de a siguiente
manera



@9

) " k) x <o
s ' uion| 18 S + b S00)
¥ =L ok 0 € o]
i dali~ { © [r- 540 + bS] e x5 0

Esta integral, vilida s6lo para tiempos positivos, 10 se puede resolver analiticamente.
a menos que se tenga un modelo particular para la matriz 5 (0 la barrera de poer
Intentando llevar el andlisis lo més lejos posible sin tener que. recurrir a un-pote
partiular, podemos desarrollar la matriz S(K) en serie de Taylor alrededor de Ky

= LT
500 = 50k + 2069+ - @10

Ademis, supondremos que 5(K) = (kg 1o cual serd clerto si
151 » 14"SIARGH axl : @m

Es claro que la ec. (2.11) no es vilida para valores arbitrarios de kg; sin embargo,
viendo um gréfica del coeficiente de transmision 15,317 vs. energfa en cualquier modelo
particular [9), es ficil convencerse de que siempre se pueden encontrar puntos donde la
ec. (211) s vilida. Escogiendo valores de K, coespondientes a energias altas o punios
entre dos energias de resonancia consecutivas donde el coeficiente de ransmision s casi
plano, Ia condicién anterior se satsface.

Bajo estas condiciones, s funciones de las ondas salientes (2.9) se pueden escribir
como

8 Su00) + b Sl ™
W =
(8 5,k + b Sytkgle X

H x<0
1 0t GFilkekgx
e [ et ¢ a @
i l x>0



En términos de la funcidn G(LY¢
6 S0 + b St M Gexn - x <0

o = 2 @
8 5.0k + b Sikol e 5% Gx) - x>0

Para los paquetes de ondas salientes, ambos. cenroides. llegardn. a I mitad de las
celdas, cuyas posiciones son x, = =I12, al Tismo tiempo 1, ‘= + In/2hk, = - 1, (nétese que
se desprecid el tiempo de.retardo). Por lo.ianio, 1as unciones e Iss ondss saliemes e
pueden escribir como i

b < 0, /e G x <0
) = St @
i 0 .,,p!k«x Gisx x>0

De laseck (1.13) ¥ (.14) s V¢ g mactn enire as amplndes modlanes de

tas ondas salientes ¢ incidentes és'

rm <ot = w)] [s,.ow Su ] [Am <o u]
JRDY
A > 0, 1 = 1), 1) Sutko)| |Bx, > 0, 1)
donde e ba definido 3 < = ik, como cl “iempo de saho”. Notese que en csa
aproximacion, en cada celda los paquetes de ondas salenies tenen diferentes amplitdes
 direcciones de moviniento que 1os paquetes de ondas icidentes. Sin embargo, de acuerdo
a la ec. (2.14) los paquetes de ondas salientes tienen la misma forma y posicion del
cenroide (1 1a mitad de In celda) que los incidentes; 3 su vez, estos paquetes de ondss
salientes serin paguetes de ondas. incidenes para el sigiente proceso de dispersion en
las barreras adyacenies y ¢l proceso completo se repite nuevamenie. De esia manera s
genera un proseso recursivo de difusion. Las ecs. (.15) son las ccuaciones e
diferencias finits sobre las cuales sc construye ¢ modelo de QRW.




1.3. DIFUSION EN UNA RED PERIODICA INFINITA

En esa seccitn se splicarin los resulados ameriorss 3 na red unidimensional
inita (modelo de Kronig-Penney), en la cual las particulas libres descritas.
por paquetes de ondas se mueven en los valles entre dos potenciakes y de un valle  otro
por tunelaje cuintico o dispersion sobre el potencial. Para desarrollar ¢l modelo de QRW.
para difusién en una celda arbitrara, se denoward por m al valle de la celda m-ésima
Timitada por dos barreras de potencial centradas en ml y (m+ 1), (m = 0, 3
También, se cscribird ¢ = nv, de tal manera que para miliplos cnieros del “tiempo de
salto” (0 = 0, 1, 2, ...) los centroides se localicen en el punto medio de los valles. En
este modelo de QRW para difusién cuintica, se generalizan los resultados de la. seccion
anterior de tal manera quc en cada valle m s tengan dos paquetes de onda moviéndose a
derecha e izquierda, cuya funcion de onda a un tiempo fijo { = e estd dada por

Outxa) = [Amlae 5 4 B(mtnoe oY) G ()
= w0 + 9xxn0) : 6y

‘Aqui as coordenadas (ml,v) denoan Ia dependencia de las amplitudes modulantes A y B
en la posicién de I celda (m) y el tiempo (nr) para paquetes movidadose a derecha €
izquicrds, respectivamente. En este modelo se supone también y cs tal vez 1 aproximucion
mis fuerte, que los paquetes de ondas esidn limitados por una sola celda a cualguier
tiempo y la funcidn Gy(x.n) se encuentra centrada en la mitad del valle m. En otras
palabras, suponemos qch_(xn) = 0stiosiml < x < (mé). Esto signifia que los
paquetes o tienen_ ningin traslape con las celdas vecinas. Esta suposicion nos da la
solucin correcta 8o para tiempos pequcios y 1o nos servira par calcular Ia solucion
estacionaria para tlempos grandes

Finalmente, a requerir que la funcién de onda esté normalizada oblenemos una condiién
Sobre Gy(x,0, que ms adelante serd de gran utlidad:

[ eiGuwmrt =1y [ axiGani =0 6.2)



1.4, SOLUCION ANALITICA EN UNA RED INFINITA

Las amplitdes A y B sasfcen, para celdes aebitariss m . m 1, s mismas cuaciones
esurivas dadas en las ces. (119, S por simpliciad hacemos | = = 1, enonces para
ispersion en T barrera de potecia en x = . se enen las esusclones: ©

Alm) = S, () A1) + Sy(m) Bl @19
Bm-Ln) = S,(m) A1) + Sy(m) Bm.a-1) @)
que son s ccuaciones bisias que constitvyen csie modelo. Aqui A(m.n) y B(m.n)

representan las amplitudes modulantes del paquete de ondas en la celda m-ésima y las
representan los elementos de la matriz

“

$ulka) = SCkox=md) et i
PR 2|
donde sc ba omitido el factor ¢ pues se cancela al calcular probabilidades, como s
verk s adelate.
Para esolver el sistema infinto de ecuaciones en diferencias parciles, s, (4.18) ¥
(4.10), se uilzard el método de Transformadas de Fourier para Ia variable espacial, m.
Resscribendo 1 ccs. (4.12) y (4.16) con los valores de S, de la ez. (4.2) se tien

A = i T Am-Len) + & 2% gy @32

Bm-1,0)

= R %™ A0y + i T Bma-)) @.3b)

o, en forma matricial

] o

B-tm)  [RSS™ i T | (Ame
Ama) iF Rk (B



Definiendo entonces I Transformada_de Fourier (10] de lns. ampliudes A y B de la
siguiente forma:

[Rem)

i s
B,
“Transformando Ias . (4 38
L AGD) (.68)
Blom) €8 = TR A 2ko -1+ 4 I Bs.n1) (@60
¥ In ccuncién (4.66) se pude escribir como

Bls2kym) = R Ant) ¥ 4+ 1 T 600 pakny) @

Las ecuaciones (4.60) y (4.7) pueden expresarse en forma matrical de la siguiente

Asim) A1)
Bs2k) 552k
que representa un sistema de ccusciones recursivas en el tiempo n. Por lo tano, podemos

expresar a las amplitudes transformadas, al tempo n, en términos de las correspondientes
amplitudes al tempo inicial n = 0:

Asn)
Bs-2,0)

donde se ha definido a la matiz ® como

manera:

FE R
(R 2o I lte2k0)

A0
B(s25,,0)

= o




(T ®
Plskg) = = @.9)
R 2o 1T et 2)

Para resolver este sistema analitcamente y poder mosirar Ios resultados en forma
grifica, se cscogerd por ¢l momento, las condiciones iniciales de Gl forma que la
particula se encuentre al tiempo inicial 0 = 0. en la.celda m-ésima y moviéndose 2 la
derecha:

A@O = sm0) @10
B0 =0 .10
entonces,
AG0) = [ ™ AmO) = [ ™ amo) = 1 @i
860 = [ M B0 = [ M =0 @i
por o tnto,
1) [P Paln i) (@
o = - wn
o "l eaf 1o e
es decir
A = @ @130
B2k = @130




Usando métodos de dlgebra lineal, se'puede demosirar. que [11]:

Susttuyendo de. Ia”ec. (4.9)
enemes o

= i T e costeky + €™ [17 T cortyy
=t {ﬁc"‘v cos(skg ) 7 i o [T rm.rc.m] @an

que se pucde escribir como.

g = i o TR ()

T coslsk)
I costsekg)

o= tant @19




Ntese que los eigenvalores son unitarios, como debe ser, pucs la matiz es unitaria

En este caso, como A, 3, = - 2%, podemos escribir

A
pr e

aon
i e
L ) R0 e
Y
= L k() sentno)
seno
Por fo anto

@ = B Py + e R

= k) sen(o0) | [ s 4 il oik(n-2) senl(n-Do]
o se

®y = §em Py

Sustituyendo estos valores en 1 ec. (4.8), se obiiene

Aoy = T Roarh s senta0) | 42 k(o) sen(a-tol
seno seno

pel 1) senoo) 2%
sem

@20

@21

@22)

@23)

(429)



Bls-2k,m) 1 [R k(1) senino) @29
sen0
o bien,
A = (1T & s + 2% sty @2
) @260)

Si ahora aplicamos I transformada inversa & las ecs. (4.263) y (4.26b) obleriemos
A = i IT gim-10) + 2% gty @am)
By = {R 2R+ gy @21)

Aqui el problema es calcular

sma) = L [ ey o @)
donde.

P -1 (o) sentos)

em = "¢ alee 29

y © esti definido en la ec. (4.19).
Para expresar en forma amalftica a la funcién g(m,n), notemos que §(s.n) es
proporions a polinomio de Chebyshey ds scgunds clase:
U@ = lltixost 2) o
(2 wen(cos! 2) (4.30)

pues () se puede escribir como



e Teown)|

S = o D
(7 ns)]

u[ o

manera [12]:

[~

U@ = c1y ot 5 et

@) ; E o( W gy @2 [w2] = mayor emero .2 @32
3. por el teorema el binomio
= [zﬁ costsk) ]"
(@[ o]
= ity 300 Dot
s - K - 20)

@3

as que



PR B (e Z -2 k-3

LT

entonces, a ec: (4.32) se puede .-m} i Gomo.

T2 2t iskg)0252)

G@= Lo o
=

por fo.anto

2j

Susitayendo esa expresion en la ec. (4.28), se obtiene
™)

g(.mnhj cmp gy

-y dton 2
“ZD S G2 "

pero

1 Tim G- k- 21 - 20
% )

oA L J:-i;m 0 -2 2D g

23

o RG22

@39

@39

@.36)

@37



¥ llevando . cabo la integral se,tiene, finalmente

@39
- 2 "ot K@ + 2
n vy (Y el sn-m 2+
=" L e by T @39

La delta de Kronecker indica que g(m,n+1) = 0 s6lo si n - m = 2G+1), Io que implica
que nm es un ndmero entero posiivo par. Ademis,

1= 50 wos Z<n-m @.40)
¥ entonces ¢l valor de j esti restringido a

@an

Finalmente, podemos escribir



ERICE (_,,v’["?,]ﬂl e
ey [p%g], [rmz.»z ],

R - sl bl g
(B(m-1,m)] (Am-1,0-1))
fon-=las]
«con condiciones iniciales A(m,0) = &(m,0), B(m,0) = 0, y esta solucién.
Almny = i IT gm-1,0) + ¢2% g(m,n-1)

B = R K@D g

con g(m,n) expresada en la ec. (4.42).

@an

@)

es de 1a forma

@.a4n)

@41

En el traumiento anterior, las condiciones iniciales se eligieron de tal manera que la

particula s encontraba. inicialmente en m = 0 y moviéndose hacia fa
generalizacion @ condiciones iniciales  arbitrarias es  direct.  Si
encuentra inicialmente en m = %, y moviéndose 2 Ia derecha, enionces

AmO) = slmx)
Bn0) = 0

3 la solucién es

derecha, pero 1a
 paicula se

(@.453)

@450



A = 3T gimoxge 1 + €% gneroin-) (8462),
Blmn) = R KD g ny (8.46b)

ialmente en m = X, pero. moviéndose

Por oo lado, si la particula se encuentra i
acia la izquierds, tendremos

A, £ = 0) =0 @am)
B(m, t = 0) = 8(m.x,) 4.476).
y la solucién de las ecs. (4.46a) y (4.46b) serd
Atm) = (R WD gy ) (@.48)
Blman) = i 4T gmexg# 1.0 + %0 gmexgn-1) (@.486)
s esta solucién analitica la que permitid graficar la funcién de distribucion de
probabilidad, como se verd més adelante.
1.5, CALCULO DE LA PROBABILIDAD
En esta sccidn se caleulrd I probabilidod condicional de encontrar a In pardeula en
3l tempo n, dado que se enconiraba en x al tiempo n = 0. Como

los paquetes de ondas no se taslapan, sc puede integrar 1a densidad de probabilidad en
cada celda, cc. (3.1):

Ponny = [ ] dx = flencm + e dx 5.1

¥ en términos de a amplitudes A(m,n) y B(m,n) se puede escribir como




Pma) = |Am|’ + |Bmo)® + lj amexm’® dx + c.c) .2

La integral que aparece en el dltimo término de la ec. (5.2) es una contribucion de
interferencia producida por la superposicidn toul en la misma celda m, de dos paqueres
de ondas moviéndoss en direcciones opucstas. Esta integral puede escribirse como

[ szmaim® ax = AB* [ ax 25X (o(xm

= AB" exp@inidum) [ ok f00) 'k + 2k HMKUM 63

La itima integral tiene dos funciones f(k), una centrada en ky y la ot en Ky, Y
que, por hipdtesis, se tiene una distribucion con un miximo pronunciado en Kk, de tal
forma que Bk « k. la integral s despreciable. EI resultado final es que la probabilidad
tol en cada celda de la red es producida por la superposicion de dos paqueres
moviéndose en direcciones opuestas

Pamn) = A1’ + [B@m.n)l = P(m.n) + P(m.n) (5.4

Aunque ésto se parcce a un resultado cldsico, ntese que de acuerdo a las ecs. (4.18)
(@.1b) las amplinudes A(m,n) y B(m.n) se forman a su vez por a superposicién coherentc
de dos amplitudes viajando en la misma direccion, pero evaluadas en un tiempo anterior y
ésto produciri interferencia cuintica como se muestza a conlinuacion.

i sustituimos las cs. (4.38) y (4.36) en la ce. (5.4) tendremos

Pum) = (AP = T Py(mdod) + R mat)
+ IR (Am-La-DB*m.o-e 2 4 cc) 5.5

P(m0) = |Bmn)|* = RP,mal) + T Pmélal) +
+ FIR (A%, a-)Bm+1.o-0e 20l@+D 4 c.cy .55
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En este pumo conviens hacer ‘un  paréniesis . anslizar “To que  sucederfa i
desprecidramos, - arbitrariamente, los términos  de’ interferencia en - las ecuaciones.
antriores, En este caso, las €. (5/58) y (5 sn) s nduclmn al siguiente sistema de
ecusciones:

Py(mn) = T-P.(m1n-D) + R P(m,nl) (5.60)
P(ma) = RP,mnD) + T P(m+1nD) (5.60)
que definen un proceso aleatorioirteversible, conocido en . literatura como. Camino

Aleatorio Persistente (PRW) [13]. Es imporiante recalcar que éstc es un proceso clisico,
En el capitulo cuatro

Por el moment las ecuaciones  cuinticas (con los términos de
ml:r(mm:la) Con el fin de mostrar grificamente ¢l comportamiento de la probabilidad.

emos como caso particular Ia difusién cuintica de una paricula que al tiempo inicial
se encuentra n el origen, X, = 0, y moviéndose a la derecha. La solucidh en este caso
esté dada por las ecs. (4.443) y (4.44b), de donde obienemos

1AM = TigmeLr® + 1gonani? + AT 2% gntmygeqm.nt)
- HT &% gm.n-g#(m-1.0) 70
1Bmn)* = Rigm,m* .70

por o tanto, al sustiwir las ecs. (5.72) y (5.7b) en la ec. (5.4) oblenemos para la
probabilidad

P(mn) = Tigm-1,m1* + lgm,n-)I* + Rigmn)®

+ T 2% gt yge(m,nt) - T 2% gl a-Dgo(et.) 8

donde la funcidn g(m.n) esd dada por fa cc. (4.42):



n-lmi

2
sy = P RO Ly (Mo 9
o ,1 [ l«vm] [ -m]
Para simplificar s cilulos, s puede definle una s fncidn ral 5
sty =10 zl“v"‘ m S(mnt1) .10)
vim
02l
wiains z o ] s

Finslmente, se puede escribir Ia ec. (5.8) en téminos de 13 funcién 9:
P(mn) = T 'm-1n) + g¥mn-1) + R *mn) - 2 {T s(m-Ljsimon1)  (5.12)

En las Figs. L1 a 14 se muestan s grificas de P(mn) Vs m, para valores
constantes de n, junto con la grifica de Ia probabilidad clisica, obtenida al climinar
rminos de interferencia, ecs. (5.6). Bn las Figs. 1.5 a 1.8 se muesiran grificas de
P(mm) Vs. n, tomando ahora valores constanies de m. En todas hs grificas las
condiciones iniciales son: A(m,0)=8(m,0) y Bn,0)
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Al amlizar estas grificas s observa que la diferencia cntre las distribuciones
cldsicas y cuinticas radica en que las ltimas posecn las siguientes caracteristicas:

4) A cuslquier tiempo abitrario la probabilidsd cudntica presenta punios de
interferencia constructiva y destructiva bien definidos.

b) La probabilidad cudnica presenta picos muy bien localizados. Ya que la probabilidad
se comserva, casi toda I probabilidad perdida por efectos de interferencia destuctiva
se concentra alrededor de un punto donde la probabilidad tiene un méximo.

©) La posicion del pico (méximo) rebasa con mucho al valor promedio cldsico. Esto
significa que los efectos de interferencia cuinticos hacen que las pariiculas se difundan
mis ripidamente.

@ Paa tiempos fijos, la probabilidad cuimica fluctia fueriemente entre puntos
sucesivos y para puntos fijos, Ia probabilidad fluetia para tiempos sucesivos.

1.6. CORRECCION CUANTICA A LA CORRIENTE DE DIFUSION
En esta seccion se calculard el coeficiente de difusion obtenido con ¢l modelo de QRW y

se comparard con el coeficienie de Landauer. Para ésto, notese que la densidad de
corriente de probabilidad j(m,n) en cada celda m se puede calcular do Ia siguiente forma

i 25 m}ﬂx w

uilizando la e. (3.1) de la siguiene forma

»
(m.n) 7"“ {uum.nn’ ~ 1B, ) VolP(m.0) - P.(m,m)] ©2)

Como era de esperarse, la corrente e probabilidad ¢n cada celda es justamene la
densidad de corriente moviéndose 2 1a derecha menos Ia densidad de corriente moviéndose 3
la izquierda. i ahora sustitimos has expresiones para P, y P. de lis ecs. (5.50) y
(5.5), 1 cc. (6.2) queda como



Jmmivy = {T [Pym-1-) - Pm+1a-] + R [Pemned) - Py (maDI)

+ TR (AL 0-DB(m -0 2R - As(ma- B 1,aehe 2D cc) (613

Para interpretar fisicamente los éminos de la ccucion anierior, conviene expresar
I corriente total j(m,n) como Ia suma de dos componcnies: juu(m.5) ¥ ju(m.n). que
Hamaremos Ias corrientes colerene  incoherene respectivamente

. = o) + fa(ma) 9
donde
Jlm) = ¥y {T [Py(meto-D) - Pm+Lo-D] + R PmacD) - P} (6.5
Jon(mun) = i v {TR {A@m-1,0-DB*(m,n1) e* 2K _
- A%maDBm+ L) 2RIED oy (6.55)

e e cn i camne cobne, o 0 1 . (650 i Gnicanns

rminos que provienen de la  interfers dntica en la probabilidad. En otras
pl!lbms, ol temino Jw o s e de las Muctuaciones cuinticss. Por otro
Tado, ) I adicitn de probabilidades sin
i 4 e, 1a s Breas 10 pudo haber derivado de una teoria
csica y el resultado seria el mismo,

Con el fin de caleular ¢l coeficiente de difusion, s tomard el limite cercano al
equilibrio piners, s s e o parimt e o €0 08 my pequto, de al
manera que sc pucda hacer un desarollo en scric de Taylor alrededor de m, de las
focions R+, A1 y Bm+Ln). Segundo, se supondré wn limite de tiempos
largos, que es ¢l regimen de tiempos donde e cosficiente de difusion estd definido. Aqui
se supone que se ha alcanzado un estado cuasi esacionario, esto ¢s, que P(m.n) = P(m.n-
) P(m) y que por comodidad escribimas indepentiente del tiempo. Con estas suposiciones
Ia cc. (6.50) queda, después de desarmollar en seric de Taylor, a primer orden e la
posicion x:

S = (T - RIP(m) - )] - 11 (P (m) + )



Jae(m)ive = (T - R) Jem)ivg - IT. ﬁnmr ©6
¥ la ec. (6.5b) como

Jeon(m)¥G 5 - TR i ¢ *2Kom (A%l &

+ i R 2 (%M A@BYm) - cic.) ©7)

Sustituyendo estos dos. resultados en la ec. (6.3)'y. después de un poco de dlgebra ‘se

B(m) +

sy n - vo T By - 3¢ [T (¢20m Aoy 4

4 2K paen) % Am) - ec) + v ]:1 {eP2M AmBYm) - e} (6.8)

Con esto s puede ideniificar los coeficientes de difusin, pues s ve claramente que
existe ura contribucion incobererte:

o) = vt e L) ©9)

Como era de esperarse, esta corviente difusiva 1o es mis que Ia ley de Fick. El modelo
de QRW muestra que el coeficiente de difusidn esti dado por el resultado microscdpico de.
Landauer [2):

T a1
pewik-dls ©10)

Es importante recalcar que la c. (6.9) se obuwvo wiilizando Gnicamente la_ corriente
| incoherente, ec. (6.6). De hecho, si en lugar de wilizar las ecuaciones de QRW,
ecs(5.5), se toman lss ecuaciones de PRW, cos. (5.6), se tendria el mismo resultado.
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Esto sugiere que la ley de Fick es un resultado clisico (incoherent). Tal parece que o
s nocesita um teoria culmtica para obtener ol resulado de Landaver. Una teorfa
incoberente adecuada como la ecuacion de Boltzmann o la de Fokker-Planck daria el mismo
resultado con menos esfuerzo [14].

El oro término que se identifico como una corriente coherente, es decir, ¢l segundo
término en la cc. (6.8):

iealm) = - vt [T (257 A LB + M ey LA - ce) 61
s um comrente difiiva y es de origen puramente culniico. Esta depende del gradiene
de anplitudes compleas y 1o hay forma de obtener esie resultado de una teoria cliscs.

Al cocficiente asociado que depende de las propiedades microscépicas de la red se e
Namark coeficente de difusion coherente C:

conff wn

Como se muestra mis adelante, esic coefiiente tiende 2 cero conforme ¢l tamafo de la

muestra se increment.
Finslmente, se tiene oura contribucidn coherente, que corresponde al @limo término de.
e (67):

iy = v Er (¥ A@B*m) - c.c) ©1)

¥ ya que esia NO es uma coriente difsiva, se puede prescidiv e ela ca el presenic
contexto de tansporte de masa. Este término corresponde al lamado Transporte Balistico
¥ describe a Ias particulas que lograron moverse libremente sin colisiones.



1.7, EL LIMITE MACROSCOPICO

El modelo de QRW representa ura coria de ifusion microscdpica. Sin embargo, a razgn
RIT. conacida en a lierauna como Resisiencia de Londauer (6] no €5 ura canidsd
fisicamentc accesile. A coninuacion se mosirari como los coeficienes microscdpicos T y
R s relacionados 3 los correspondienies coefcienies medibles 3 y X de una muesira de
longitd L = NI compuesta de N celdas idénticas sucesivas.

Si se supone que llega un paguete de ondas de ampliud de probabilidad uno 3 uma
mucstra de longid L = NI y sc suma cn forma incoherenic la e
reflexiones y wansmisiones parcales de Ias. probabilidades salenes, se. obtiene mm
de un poco de dlgebra (ver apéndice):

- - NR__
TTTEeCR T TENCDR an.

Ahora, si s toma el cociente de los coeficientes macroscfpicos en la ce. (7.1) se tiene

TonZ
Feni a2

¥ susiuyendo la . (7.2) en los coefcicnies de difusién D y C dados por las ccs.
(610)y (6.12) s excvenira

D = N % Vol % a3

cmw r;_!.v,NILFF-V.LJL_NE o

En el limite macroscopico, donde [ = 1y N = 1, de tal forma que NI = L - constanie, s¢

ve que el caeicene e difusion de Landaver (icolerente) D en 1a ec. (73) pe

sin canbio. Sin embargo, ¢ cocficent de coberente C en In ec. (7.4) tiende 3
como (V)"

Esto muesira que en el fendmeno de la difusion cuinica en manoestructuras las
fuctuaciones cudniicas tienden 2 cero conforme ¢ amaio del crisal (¥ por 1o tanto de
os tiempos de difusidn) aumenta.
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CAPITULO I

DIFUSION CUANTICA CON CONDICIONES A LA FRONTERA PERIODICAS

En el capitulo anterior se reviso, con ¢l modelo de QRW, el problema de Ia difusion
cuntica de particulas en ura red unidimensional infirta. La primera extension natural
de condiciones de frontera. En cste capitulo
se abandonari la idea de una red infinita y en su lugar sc considerari una situacin en
la cual el tamafio del material pueda tener alguna relevancia. Con Ia idea de considerar
un sistema de partculas confinadas y evenualmente un gas cudntico de Lorentz (4], se
tratari el problema de la difusion cuintica de parculas en una red unidimensional

finita,
Considérese entonces una red crisalina formada por N celdas unitarias e igualmente
espaciadas y separadss por barreras de potencial de forma arbitraa pero finitas en
extension, de tal manera que Ia longitud de la red sea L = NI. Una posibilidad de abordar
ncia de fronteras reflectoras en los extremos de la

n se vuclve cnomemente complicada desde el punto de vista
matemitico. Para eviur esta dificultad, se ignorard la presencia de estas fronteras, o
cual implica suponer que la red unidimensional de longiud L, con las barreras de
potencial en las posiciones m = 0, & 20,..., (L-1)l, forma parte de un corjunto infinito
fénicas a la red de longitud L. Es importante achrar que la frase réplicas
nifica que lo que ocume en una celda arbitraria de la red principal se
repite en todas las demis réplicas. Entonces, cuando una partcula que se encuentra en la
celda L1 de Ia red principal experimenta un salto hacia la derecha, la particula sale de
Ia red, pero simultineamente otra particula entra a la celda m = 0, proveniente de la
mpim que se encuenira a la izquierda. De esta manera se simula un sistema con

3
H
A
4
2

nes a Ia frontera pericdicas.




2.1. DIFUSION EN UNA RED CON CONDICIONES DE FRONTERA PERIODICAS

Si, como en el capitulo anterior, se supone que cada punto de 1a red esth representado

Por un potencial cenirado en esc punto, cnionces las ampliudes deben satisfacer las
telaciones (suporiendo (= =1):

A = i T At + IR e2%o0 pm.nt) aia)

BnLn) = R 20 Am1,0-1) + i T Bmat) (D)

o, en notacion matricial

n(m.n)] [Su sn] (A@-1.0- »]
- a2

o N e

donde S, son los elementos de 1a matiz de transicion.
Por oo lado, las condiciones de frontera peribdicas implican que las amplitudes
A(m,n) y B(m,n) satisfacen Ia cor

Am.n) = Am+La) y Bmn) = Bm+L.a) a3

Para resolver el sistema de ecuaciones, ess. (1.13) y (1.1b), se
el método de las Transformadas de Fourier [10):

Asm = [ Atma) 5T (1.4a)
Bom = [ B &7 [

¥ sus correspondientes transformadas inversas



A = L [ Ao "™ as s

B = L [ B €5 as s
Aplicando esta transformacién a las ecs. (1.1a) y (1.1b) obtenemos

A = T T AmLoneS 4+ R f 2% pannpels™

=T L A@Lan D 4 /7O g n

= i 4T A + IR Bs2koa)) as
Bs.n) = 1R 2% Ats42kp0-1) + T €™ Bes.net) an

© escrito en forma matricial

Aem
[Bts-26.0)

R & ifF 1626 |Bs-2tpm1

s R H Asal) )]

donde se ha definido



Fé R
IR 2 17 i)

Plsko) =

Siguiendo un procedimiento anlogo al del capitulo anterior, sc puede escribir

nAt-a
'

oo ,
v i v
donde s obiiene de Ia ccuscion

A - A trazn®) + dei®) = 0

cuyas soluciones son

ITcos(s - k) 7 7 lvTW(;vkq)]Jh

i oo o)

N2

con

T cos’(s - ky)

T cos(s - ko)

une =

Al susituir (1.12) en (1.10), se obtiene

= jem P + B ¥R

a9

@10

a.ay

12

.13

14y



¥ §(s.n) definido de la siguiente forma

B = H

que se puede escribir, con ayuda de la ec. (1.12) como.
e g
R

o D snten) s

Por 1o tanto, los elementos de la matriz  son

= B 2y, + o 2K L s
@ = s ey 165
169

)y = B By
@ = §s0) oy + Gp 2R (1169

Sustitayendo estas expresiones en la cc. (1.8) queda

.00, 6.0 EL

[Bs-2k.0) ) P2y snr+is.0eDe?

[ Asm)

En este momento'es necesario imponer condiciones iniciales y es en este punto donde el
procedimiento se separa del seguido en el capitulo uno. A comtinuacién se resolverdn las.
ecuaciones anteriores para dos casos: condiciones iniciales inhomogéneas y homogéneas.




2.2. CONDICIONES INICIALES INHOMOGENEAS

Primero se resolverd el problema con las condicioncs iniciales cmpleadas en el capitulo
uno, esto s, supone que la particula se encuentra en la celda m = 0 al tiempo t = 0y
moviéndose a la derecha. Pero si A(m.n) y B(m.n) deben de satisfacer las condiciones de
periodicidad, ecs. (1.3), también deben hacerlo A(m.0) y Bm,0). i, como s dijo en la
introduccién de este capitulo, se supone que Ia red se encuenira iamersa en un conjunto
ito formado por réplicas idénticas a la red original, entonces se debe suponcr que
inicialmente se encuentra una particula en Ia primera celda de cada una de las réplicas y
todas las particulas moviéndose 2 la derecha. Si la red original se encuentra entre X = 0
¥ X = L, entonces las L celdas que componen esta red sc encuentran en las posiciones x =
0,..., (L, las siguicntes celdas de la réplica que se encuentra a la derccha, en las
posiciones x = Li...,@L), las celdas de la réplica a la izquiecda, en x = -,
L, ete. Por lo tanto las condiciones iniciales se deben escribir de la siguiente forma:

AmO) = SmANLO) ¥ BmO) N=o s, @n
Aplicando 1 ransformada de Fourier 2 las ecuciones anieriores, s tlene:
A0 = [ M AmO) = [ M aminLe) = [ SNE @2
v
B(s.0) =0 (2.2v)
que al ser sustuidas en f e, (18) da
©n [N
At N xw
s =6k | 5 = @y
s 20 °
o @ T N
e

¥ con ayuda de las ecs. (1.163) a (1.164) la ec. (23) queda como.

“



A = g i Tef* [ BNy gan 2o | INL

Nem Nea

BlsZkyn) = ) [ 2o [ SNL

Aplicando Ia transformada inversa a las ecs. (2.43) y (2.4b) se obtiéne

5 e T

20k, T . ey
R
y después de un poco de dlgebra, Ia ce. (2.5) se reduce a la siguiente expresion

Amn = i IT § gm-1+NLw + %o [ gm+NLaD)

Por otro lado, usando la ec.Q24b).

Heme™ ] N g

L] et et g = SRR |

que se puede escribir como

B = RROD gL

Ahora, nétese que las ecs. (2.6) y (2.8) pueden expresarse de Ia siguiente forma:

@4

@s

@6)

@n




A@) = ] A meNL) @9
P

Bmn) = ] B(m+NLn) @.9b)

donde A“(ma) y B(mm) son las amplitdes modulanies para una paricula en una red
unidimensional infinita y son precisimente s funciones caleuladas en ¢l capialo
anterior, ecs. (4.448) y (4.4).

Las ccs. 26) y (2.8) represenan la solucidn formal del problema y sélo resta
caleular Ia forcion g(m.n). Tomando la Transformada inversa de Ia funcidn & (s.):

s = L fiem ™ e @10
donde §(s,n) estd dada por la ec. (1.15)
o = Sl = 1 D sentun) @
¥ 0 definido mediante Ia expresion:

)

R | o

= cost [ T costek) ] @

Notes, una vez mds, que 1a funcién (5, e proporcionl al poinomio de Chibyshev de

segunda cl

. senf(n+Dcos' 2] 13
Uy = sl @)



que se pucde escribir como [12):

2] xa
@t "% (-2
R ..Z., e Gl o

el - k-2 -2 @4

a5 que e 2.11) queda de la siguente forma

iea+h F@-2 -1

»zrf' ooy 6RO

Sustitayendo esta expresidn en la ec. (2.10), s¢ tiene.

O G
K- 2 -2

o
S L L RPN
ey

@242
DI

b "
n i 02 T (g
mede (@™ LSS
i~

B TSR
L]e o am



. por oo ado. Ia dlia d Dirc e piede cipresar como

Lfeim e o m:.xm...“,“.)

que al sustinir en It ec: 2.16)

sty = V[,(V-‘d{ﬁ]‘.";“

,’E,M+zl}‘gnr oo 2 20
) W@y

i
) et - m)

=L (Y i o2 m)
A R

@

@18

Por otro lado, Ia delta de Kronecker es diferente de cero s6lo si n - m es un entero

posiivo par, 1o que a su ves
misma delta se desprende que

meonty+A=0

de donde se puede despejar a I:

pero de la ce. (2.14) s ve que 1 = 0, 1o que impone una cota superior para I

8

que m y n deben tener la misma paridad. Pero de la

@19



Finalmente, la cc. (2.18) se reduce
nimi

2
smat) = A RO 7y [ﬁ’n-z; RECSR ()| EXE O

Pl e

iad de encontrar 2 1a particula en x = m al tiempo ¢ = m e, recordando del
capitulo uno que 105 téminos de interferencia se pueden despreciar,

@20

¥ 1a proba

P(mn) = [Amn)I* + 1B

e
Con ayuda de las ecs. (2.6) y (2.8) obtiene
L. . .
ot = 1| [ gm1eNLo| + | [ smenLn
+dT e | gmi+NLn) | gimeNLaD
e =
-T2 gn+NLa-DgHm +NLa) e
1Bma)® = R | [ gmNLD) o)

'y al sustiuir estas expresiones en la ec. (2.21) queda

4



wney < 7|  smientaf + | T smenon

Lt

ST A% T gmiNLaD [ gomd+NL) @24
v i

pero g(m.n) ya-se caleuld en la ec. (2.20) y la se puede escribir como.

smatn) = i o™ g nir) @25
donde s b defiido
nimt
el
B e 1 e @26
=) i [L} [QL

Finalmente, al sustiir 1a ec. (2.25) en la cc. (2.24) se tiene

P =T [ $mi+NLo) + | SmeNLad) +

+R [ SNl 20§ smiNLo) §os@eNLan  220)

Expresada la probabilidad de esta forma, se puede graficar como funcion de la posicién
para un tiempo fjo, lo que nos da una idea mds clara de su comportamiento. En Iss Figs.
2.1 3 2.8 se muestra una secuencia de gréficas de P(m,n) Vs. m para algunos valores del
tiempo n.

50
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Figura 2.1
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02
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01
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Figura 2.2
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Figura 2.4
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024 P(m,n)
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01
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Figura 2.5
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Figura 2.6
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P(m,n)
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En ese caso se ve que debido al amalo fnto de la red y a las condiciones de
frontera periedicas, aparcce mis de un miximo; mis atn, las pasiciones de esos miximos
recorren todas las celdas uma y otra vez, como era de esperarse, pues cuando la particula
se encuentra en la posicion m=L-1, por cjemplo, el siguiente salto puede ocurri a la
celda m=0.

2.3. CONDICIONES INICIALES HOMOGENEAS

Owra posible cleccién de condiciones iniciales que pucde ser mancjable en forma

cuslquiera de s N celdas y todas las celdas tienen la misma probabilidad de estar
ocupadas.

Supongase que, al tiempo n=0, las amplitudes de probabilidad de enconurar a la
particula moviéndose a derecha e izquierda son, respectivamente:

Amn=0) = AT y Bm=0) = Belo™ @

Nétese que aunque las probabilidades iniciales 1AM.0)I® = 1Aql® y IBmO)I* = IByl®
son independientes de la celda m, las amplitudes de probabilidad difieren en Ia fase, o
cual s consccuencia de muestra cleccidn del origen de coordenadas y de que cstamos
usando una base fija en ese origen,

La condicién de normalizacién impone una resiriccion sobre A, y By, pues la

probabilidad de encontra a I particul en cualquie celda m al tiempo n = 0 es
w w
P [PmO) = [UA@OP + BmOP = A +BL=1 (2
- -

por o tano




Obviamente, ¢l punio de partda sigue siendo el sisiema de_ecuaciones (1.4.3), 3 las
que reiteradamente se ha hecho referencia como las ecuaciones bisicas que describen el
modelo. Esas son

A@o) = i 7T A1) + R %™ Bm.n-t) Oda)
Bty = 1R %™ At ael) + 1 3T Bmnet) Gb)

En este caso, debido a la forma de las condiciones iniciales conviene utilizar, para
resolver el sistema de ecuaciones anteriores, la Transformada de Fourier Finita (10]
definida de la siguiente forma:

u )
Agm) = [ Ama) 2L a0
=
B = [ Bma) 2L @.50)

¥ sus correspondientes transformadas inversas

w
A =1 [ Aga e 2L 6

L 2L
B = L [ Beme )
Al aplicar Ja transformada a las ccs. (3.42) y (3.46) sc obtien.

Aoy = 17§ AL Aty + TR [ 2o L g )
-




u
Ay = [T 2lL Y. it nu.“m L r-; kUL
o =

|
=:ﬁ§2‘1‘“’-x(s 1) + {R BlskyLin, mect). 61

Gt foa
Bum = R o p st dmy 1 o

£= =

L > o
= R 2o § Fmime ULy T 2L Qe UL g

TR0 Aottty 4 1 57 ’1""'-‘5(1 1) (e

Que se pucde escribir en forma matrcial:

Ay | [T e ® Ao
Boxlmn| | ek 7 c2ussun Bs kL

_ AG.0)
ek [ﬁ(s-k:ummj eyl
con
fifF c2nisiL ®
ook = @10
R 2ntsilnyn|

¥ 1a €c. (3.9) se puede escribir como




At
[Bes-koLi,o)

A0
[Bls-koli.0)

sk

A = )y AG.0) + ) Bls-kol/mn)
Blskols, 1) = © AGO) + ¢ BlekUn0)
Una vez més, se define ura funcién §(s,n) través de la relacion
7 = §on 2+ o) 2%y

donde

= Y ) o)

A susttuir estas expresiones en las ecs. (3.128) y (3.120) se obiene

A = ifF 2L

+ IR §s.0) Bls-kol/m.0)

Bem K6.0) + 2% g0l A0

@y

[ENED)

G120

613

ERTY

@.15)

.16

BlskeLimn) = IR 2™ gsn) As.0) + T e2%0 2L 5o n Bis-kolin,0) +

+ &% s.n1) Bls-kolim0)

ean



Aplicando Ia ranslormada de Fourier.a las condiciones iniciales, ecs. (3,1), se iene

w R

RGO = Ay [ ML ek o L gLz .18
= R i
i (g

B0 = B, [ XML Ko o gL a5+ kgli2e) @185
o

¥ sustituyendo esta expresiones en las ecs, (3.16) y (3.17) se obiiene
A = L UAGT 2L o) sskolLizm) + Ag?®o s,n1) alo-kLi2e)
+ B TR 6 86 - kl/20] 619
Bleklimm = L (AGR 20 s, a(skLi2m) + BT e2ko o205/
) 8(sekoLi2e) + By €0 1) a(s-kolim] 320

Si ahora se toma Ja transformada inversa de las ecs. (3.19) y (3.20):

LT Ao €20 o T L ey
Pl

+ L Ao Bsnen) oo 2L (st 120y

w
+ 1B R s, 2L st 12y @21,
de donde se obtiene .



Al = iAg IT o@D 5601 120,)
+ A %D ety + B IR O gclzem 62
¥ para la ec. (3.20)

L DBk, e 2 7 R A2 o 2L aegt )

+ [T By 2k 2L 2L 5 ) g(c Lo +

w
180 2 s 2L s m) om
de donde
& 2KeM gy = Ag R ™2 geLr2mm)
+ B, T ™D faoen + By ™D o Lzenel) @2

Ahora, Ia ec. (3.14) se puede escribir como.

B = 1 D 5y G629
donde se definid
St = 50000 626

¥ de la defiicion de 0, ec. (3.15), s¢ ve que par 5 = kgl/2w:

sno=ITT y coso=iT e
©



es decir, & no depende de k.

‘Ademds, como las funciones § no dependen de m, no es necesario calcular fa transformada
invers, pues sdlo aparece E(L/2a,m) y su vaor estd dado por las ecs. (3.25) y (.26).
Se caleula entonces Ia probabilidad de enconuar a fa partculs en Ia celda m-ésima 3l
tiempo n en términos de las amplitudes A(m,n) y B(m,n), recordando que el término de
interteres despreciar

Pm) = 1AM + IBma’ ©.28)
donde 1A(m,mI” y 1B(m.)1® representan las probabilidades de encontrar a la particula en
1 celda m al tiempo n y moviéndose a derecha ¢ zquierda, respectivamente, De las ecs.
(3.22) y (3.24), se tiene

A = (AT + B R + 1 ABy IRT & - i A, TRT ) #(n)
+ R F@D + (281 T - iag, I8 e + i AB, IR ™) 6 80)  (3.29)

1B (* = (AR + BT - i Ay ST o) #0) + B} Finet)

+ 1Ay TR o B 1T - ias, o - 8] 1T ) 50 60-1) @.30)

Desputs de un poco de digebra se obtenc
P(mo) = (A} T + By R + A} R + BY ) @) + (A} + B) #(n-1)
- @A AT + 28] ) B 5(ne1)
= (A} + BY B + (A + B) Pat) - 20T (A} + B) 6m Bae) (.31

Finalmente

P = L E + Fon -2 T 50 5ot 332

6




donde se illizaron s igualdades
aeni=l oy et [EE)

Sin embargo, Ia cc. (3.32) se puede simplificar adn mds uilizando la definicién de
B(a), cc. (3.26), obteniéndose
1

P = 0]

Vemos puss s 1 provbiias NO depnde 6 1 de 0 Y 650 sais e st s
condiciones iniciales son homogéness, la distribucion seri homogénea para cuslquier
empo poncrion, sin s s prabaes e e 3 it o G o can
celda si dependen del iempo 1o hacen de tal forma, que la suma de éstas da siempre wa
consante. Eto s analizari con mis deall en la siguient seccion.

Evidentemente, Ia densidad de probabilidad sigue normalizada pues 1 probabilidad de
encontrar a Ia particula en cuslquier posicién m y  cualquicr tiempo o, seré

e
8

P= L['wm E{

2.4. CALCULO DE LA CORRIENTE DE PROBABILIDAD

De particular interés resulta el cilculo de la corricate de probabilidad, debido al
comentario hecho en el Gltimo pimafo de la seccion (2.3). Partiendo de a ec. (162),
que expresa I densidad de corriente en términos de las probabilidades de moverse a
derecha ¢ izquierda, se puede escribir

ima) =2 @ - o)



donde se uilzaron las igualdades
s pial
Alrsi=l oy ReTon )

Sin embargo, Ia ec. (3.32) s puede simplificar atn mis uilizando la definicidn de
@), ec. (3.26), obteniéndose

r = L 030

Vemos pues que la probabilidad NO depende de m ni de n y éo significa que si las
condiciones iniciales son homogéneas, la distribucion seré homogénea para cualquier
empo posterior, atin cuando 1as probabildades de moverse 3 izquierda o derecha en cada
celda sf dependen del tiempo y Io hacen de tal forma, que la suma de éstas da sicmpre una
constante. Esto se analizari con mis detalle en Ia siguiente seccidn.

Evidentemente, la densidad de probabilidad sigue normalizada pues la probabilidad de
encontrar a la partcula en cualquier posicion m y a cualquier tiempo , scri

u u
P=frw= [l=1 39

2.4. CALCULO DE LA CORRIENTE DE PROBABILIDAD

De particular interés resula el cilculo de la corriente de probabilidad, debido al
comentario hecho en el liimo pimafo de la seccion (2.3). Pantiendo de Ia ec. (162,
que expresa la densidad de corriente en términos de las probabilidades de moverse a
derecha e izquierda, se puede escribir

iimd = %2 ) - Pma)



i =2 { iAo - 18’ |

M. B) (T-R) - 4 AB, IRT senkc) #0) + (A} - B) Fa-1)

+ (20T A - B + 4 ARy IR senk) 5o 5] @n
e conde se ve que 1a comiente de probabiiad no depende de Ia celda m aunque i del
e 5

momerto. podems considerss un caso parieuar con €l fin de fustrar s
=vol|-:x5n en el tiempo de la corriente de probabilidad. Supéngase que

A=y B=0

Esta siticion represenia a uma particuld moviéndose inicialmente hacia la dececha
siendo su posicidn independiente de m, e decir, (odss las celdss son igualmente
probables. En este caso, de 1a ec. (4.1) se tiene

Jmay = 22 A (- B) F@) + T - 2 ) Sa-))

2 gy se0) | serien - 0) 2 0T senom) sentoo
sen’ 0 sen’ 0 se

w

= 2% 43 (os'o0) - sen’(ae)) 2
Finalmente
Jmay = 22 A3 cos (200) = B2 costzoe) «y



De donde se ve claramente que Ia corriente no depende de la posicion, pero oscila en el
tiempo. Si se toma el promedio temporal de la ec. (4.3):

<imy>, = lim 1 { i) dn
%gmﬂmmm

=

senen) _
a2en) - o )

Es decir, la comriente promedia a cero en el tiempo, asi que la tendencia original de
moverse hacia Ia derecha desaparece debido a las colisiones con la red.

Atin cuando la corriente promedic a cero, ésto no significa que s aleance un equilibrio
termodinimico, pues si se calculan los promedios temporales de P,(m) y P(m.n), sc
obtendrd

@5

B

<>, = tim L [ Ao e = Lo+ B

<Pmm>, =

o L] B an = Lo+ 5 - L w

Esto significa que el promedio temporal de la corriente de panlnulu moviéndose hacia
Ia derecha o hacia la izquierda nunca se hacen cero y vistas en forma individual nunca
dejan de flucuar. En todo caso podria hablarse de un equilibrio e, pero no
termodinidinimico.




CAPITULO HI

DIFUSION CUANTICA DE PARTICULAS INDISTINGUIBLES

En el capitulo uno se describi6 el modelo de QRW y su aplicacién en el estudio de Ia
difusion cuiniica de pariculas €a una red unidimensional infinta y en €l capitulo dos
se extendid este modelo 2 una red finita con condiciones de froniera periddicas. En ambos
casos se calcul6 Ia probabilidad condicional y la corriente de probabilidad como funcién
e la posicion y el tempo. Sia embargo, ¢l término corriente de probabilidad se asocia
i con un o s, P e 508 s 0 preses iots
dificulad si se rata de particuss disinguibies, pero si ésas forman un sistema
particulas _indisinguibles, €5 necesari inclir I esudisica apropiada. Bn este
capitulo seconsiderari el problema de la difusion cuiniica de. paiculas idénticas ¢
indistinguibles difundiéndose en wna red unidimensional infinita y calcularemos fa
densidad de probabilidad condicional como funcién de 1a posicion y el tiempo.

3.1 QRW PARA UN SISTEMA DE DOS PARTICULAS INDISTINGUIBLES

Se Considerd primero ¢l caso més simple, que seria un sistema de dos particulas
idénticas _ inditinguibles (fermiones o bosones). Con el fin de mantener el grado de
dificultad matemitica €n un nivel mancjable se supordi que no existe interaccidn enire
las particulas. Bl objeivo en ese caso s calcular la funcidn de distribucion de
probabilidad de encontrar  ua de las pariculas en la celda m , simultineamente, a la
otra en Ia celda 1 al tiempo . Si Se expresa como ¥ (x,, %y, ) & la foncidn de onda que
describe a la panicula *1° en la posicién %, y simultineamente 2 la particula "2 en la
posicion x; al tiempo 1, entonces la probabilidad de encontrar a las parcculas en las
celdas m y n serd:

P = [ [ 19, G 5 0F disy an




donde 3, denoa 1a furncion de onds siméirica que describe a las panculas de spin entero
(osones) y 9, una funcion de onda anisimétrica para panfculas de spin semientero
(fermiones).

Para calcular esa_proby

ilidad, s expresar primero Ia funcidn de onda %, (x,, %,

en téminos de las funciones de ondas individuales de las particulas “1° y *2°. Para la

particula 1" ésta se puede escribir de Ia siguiente manera:

00 = T (Am0e ot & Bm0e ko 60,0 a2

donde G(x‘,-) e la funcién definida en la ec. (12.6). La suma sobre todas las celdas
(m = e -+ +=) es necesaria pues el paquete de ondas que describe a cada particula tiene
una probabidnd i do contrs e cade una de estas celés. Como en los caplos
anteiores, A(m.) y Bm.0) represenan las amplitades de probabilidad de enconiar  la
particula e Ia celda m moviéndose hacia mente.

Para esta funci
cada celda m, por ln direccion: +Ikyl.
ya sea consructiva 0 desrciiva ocurird, en la misma ceida, cuando las dos pariculas
ismo momento. [k, asi que s supondrd que las particulas tenen la misma

e que las amplitudes modulanies AGm,1) y B(m,0) dependen fuertemente
de las cwdmunes mvc\lles Am0) y B(m.0). Entonces si la particula "2° (que tiene la

la *1") tiene condiciones iniciales diferentes, esard descrita por
amplinides ot diferentes, que denotaremos por C(m,9 y D(m,0. Por lo tnto, la
funcién de onda para Ia particula 2" se pucde cscribir de a siguiente forma

Pl = T 1o + Do 6600 ay

Por otro lado, en el caso de dos particulas Ind!xlmgmbm difundiéndose en la misma
red, se tiene que inroducir 1y simetra correcta baj nes (9], st que para
osone  ermones s frciones e and e tne 1 forma
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0870 = #5067 0x,.01 a4

e 530 = (40

':(n- 2 0 2IO’(
que represena . funcion de onda de dos patculas descrias, una por Ia funcéh de o0da

St 7y s s or 45,

3.2. CALCULO DE LA PROBABILIDAD

Usando 1a furcidn de onda de la cc. (1.4) sc pocde obiener In densidad de probablidad

condicional P(mn,t1¢(0),6”(0)), de encontrar a la pariicula "1* en la cclda m y @
1a partcula *2" simalinesmente en la celda n, dadas cieras condicones iniiaes

Ponts0.6%0) = [ x| an om0l @n

 Donte 40 3 4°(0) tenoan s s e s que desien b paricus
17y 2" al iempo inica t = 0. Ademis, Ja normalzacon de Ia probabiltad requiere

Qe
I I Pnt1¢0.6%0) = 1 @
B

Ya que la propiedad de simerrts y sntimeuta de s partculas se comserva n el
empo (9], por comodidad, en adelante sc I lera ¢ en la expresin pare la

nsidad de probabilidad, sobreentendiéndose que ésta depende del tiempo. Entonces. se
puede escribir

04 w1 (Tax1sOr® st
Pmale®e® = 1 (fax1em1? e +

+ fore% 1 fas 61" «

6



£ (o PcHP0e) foxs Ppg iy e ) )

¥ recordando que, de acuerdo a nuestro modelo los paguctes de ondas centrados n celdas
diferentes no se traslapan, se tendrd

Pmalg® 6™ = L (A + 1B (C@I + 1D

2

+ 01Cm)1? + 1D (A®I + 1B

+ (IA@CHm) + BD*m)] (A% + DB + cc.) as

La probabilidad se puede escribir en forma mis compacta si definimos los vectores
renglén formados por las amplindes, para cada celda m:

440 = [Am.o, Bm.y] @sa)
420 = [cm.y, Do) @sh)
con 1o que se obtiene finalmente, en forma condensada

a2 = 1 (1o 40

= (6" x o + el ) @6
ot 417 e f ot v o
Coms n. dempl, e do s énis. d il e, e con
iones_iniciales a.rmm 0 y ¢¥(0) y supéngase el caso en que, en algin
Gempo patro 3. ca In i ceds (mer, so snnmn . dos pardnss o
iferentes amplinades pero moviéndose n 1a misma dirccidn a In derecha, por cjemplo:
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o= [AKm). o). o= [eam. o] @n

Sustityendo (27 ch (26) s e

o bien

Plmmig® ¢ = @9

2AAmIPICm)I?  Bose
0 Fermi,

“Tal como se esperaba, el clemplo muestea que no importa cudles sean los valors de Iss
ampliudes AGm) y Bm), mientras sean diferencs e cro, dos paguetes de ondas bostnicos
Gon 1a misma posicion y momento tendrin una interfrencia consiuctiva mixima. Bsta es I
bien conocida tendencia de los bosones a condensarse. Por otro lado, dos paquetes
fermiénicos con 1a misma.posicion y momento tendrin una inerferencia destructiva mixima
(repulsion estads adelante - mostaremos unas grificas que ilustan ese
comportamiento.

Ahora se calculard I probabilidad condicional P(m.nl¢,6™) para el caso general.
Primero recuérdese que s amplitades A, B, C y D estin asociadas a partculas
individusles. Por tanto, de scverdo al capinlo wno, estas amplitudes deben satisacer
1as relaciones de recurrencia, ccs. (1.4.3):

Ay = i T AmLen) + IR e2%m gy @109

Bam = {R Ko A1y 4 T Bm+1,01) @.100)

para la particula "1 y un par de ecuaciones similares para I paricula
amplitudes modulanies diferentes:

pero con




Cm = i 4T cu-1en) + IR 25 pa,ee1) @100
Dmy = R 2R+ Do 1) + i T Dim+ 1,01 @100

La solucidn de estas ecuaciones depende fuertemente de las condiciones iniiales, pero
no e necesario repeti toda ¢l Algebra involucrada en la Solucién de éstas, ya que el
proceso_de dispersén de los piquetcs de ondas en cada potecil e descrito por 1a
misma_ matriz de dispersion, sin imporiar que se trate de la particua "I* o
matiz de dispersion. relaciona los coeficientes asociados a las dos partculas en forma
independicnic: (A.B) y (C.D).

La solucin del sistema de ecuaciones, ecs. (2.10) es, de los resulados del captulo
uno, ecs. (1.4.46):

T gmxgrt.0 + €40 glmxg 1) @t

B = R XD gy, @11

Ao

si se supone que la paicula *I' se encuentra inicialmente en la posicin M=y y
ndose a la derecha, es decir, se estin cligiendo las siguientes condiciones
iniciales:

Ama=0) = s(m.xy) @128
Bm=0) = 0 @.120)

Si la particula *1° se encuenira inicialmente en m=xq, y moviéndose hacia la izquierda,
a solucion para A(m,0 y Bm,) s

Ao = R HmHD g @139
Bmy = i 7T almxg+1,0 + 2 glmexy, 1) @.13v)

que corresponde  las condiclones iniclales



Ama=0) = 0 @142

Bm.t=0) = &(m.x) @140

Pana la panticula "2°, cuyo proceso de dispersidn esté descrito por las amplitudes

modulantes C(m.) y D(m.0, la solucién de las ecs. (2.10) son, de acuerdo a las ecs.
(L4.46):

Cmp = i 7T gmrg1.0 + 2% gmrg.t) @153

Dmy = R HROHD gnx @150)

si se mueve inicialmente hacia Ia derecha y partiendo de la posicion m=xg, lo que

cquivale a elegir las condiciones iniciales:
Cma=0) = am.xe) @16
Dim=0) = 0 @16v)

pero si se encuentra inicialmente en m=x,; y moviéndose hacia Ia izquierda, entonces de
1as ccs. (14.48) Ia solucién es

Cmp = R ERm+D g o @173
D@0 = i T g 1.0 + 2% gt @17
que coresponde 2 s condicions iniiaes
Cma=0) = 0 @139
D(m,t=0) = &(m,xg;) (2.180)

En cuslquier caso, Ia funcién g(m,J) estd dada por a ec. (144

n



1
7
smesh) = i M
o

W (@) ]"Jé‘_-n__ 30
Esa ditima expresi6n se puede eseibir como
et = R0 peeeeny @20

donde se ha definido 1a funcitn 5(x.), como

tlm
2

e = [ ) (1) [
o

S
! [“.2'2]' [‘"2" ]y
Utilizando estas expresiones en la ec. (2.4) se ‘puede ahora calcular la probabilidad
condicional, P(m,n,0):
Pmag =1 (A + 1B (1CE + DO +

HICEI® + 1D x (1AM + 1B@)1*]
+ (tAGmCHm) + BID*m) « [COA%® + DBH@] + c.c.)) en
y esta densidad de probabilidad condicional NO depende del factor ¢*2™. Para verlo,

supbngase que las dos patiulas se mucven inicialmente hacia la_derecha, pero con
posiciones niciales Xy, Y %z. Despus de un poco de dlgebra se obiene

2P = (1 Pt + T -2 1T stmor




x BmFte1) + RE @R 0) (T P xarrli) + F0xgpte)
-2 1T B0k L,) B0 %t + R Fxgid) + (T Pt
+ g t) - 2 T Bmagp L) o Bt + R T )
* [T P @xr10 + Txgt) - 2 3T k1,0 B
+ REGxg0) # (T Bt 08(mrgpr10) - T (mxr-1)
% B(meXgq )T B(m-Rgae DT (X t-1) + Ty )T (meXep, 1),
R D5 500) (TS L0k L)+ )
Bt - IF St 0¥ty 1) - I (e 10
B 1) + R S 05mxg0) + e o em

donde se ve que el factor €20 se ha eliminado. Esto no significa que la probabilidad no
dependa de la energla, pues Pm.no) es funcién de los coeficientes de transmisin y
reflexion T y R, los que a su vez ﬂepemn de Ky y del modelo particular que se esté
usando al representar a las barreras de potct
Esa ilina expresion, ec. (223), junto con la ec. (.21) nos pemite graicr a la
probabilidad como funcién de m,n. En las Figs. 3.1 a 3.8 se muestran algunas grificas
imensionales de P(m,n.t) como funcién de m y n para diferentcs tiempos. Para todas
as figuras, las condiciones iniciales son: A(m0) = s(m.0), B(m.0) = 0, C(m0) = 0y
D(m.0) = 5(m.0).
En ésuas grificss se aprecia claramente la repulsion y atraccion cstadisticas de
fermiones y bosones respectivamente, pues si m

0 para fermiones, mieniras
que para bosones siempre enconizamos picos en la_ probabilidad, al menos para slgunos
valores de .




P(m,n)

Fermiones t=6

Figura 3.2



Figura 3.3

P(mn) Bosones t=8.

Figura 3.4



P(m,n) Fermiones t=10

10 10

Figora 3.5

P(mn) Bosones t=10

Figura 3.6



P(m,n} Fermiones t=12

Figura 3.7

Pimn) Bosones t=12

Figura 3.8



3.3. QRW PARA UN SISTEMA DE N PARTICULAS IDENTICAS

Si ahora se comsidera el caso de N pariculas idénticas de la misma energia, que 00
inerctian ente ol y difundiéndose en a misma €8, I generalzcion es dirct. Se
tienen ahora N condiciones iniciales y por 1o nto N funciones individuales ¢ G = 1,

funcidn de onda de estas N parulss, en térmisos de las funciones

2 N
individuses s 91

o) on

W) = % TEn'P 670,060
P

donde P es ¢l operador de permutaciones de los estados . @.9. Si ahora se
define, para la funcidn de onda de la particula J, el vector renglén ¢ en la celda

0 = [m, 3%mo] o2

entonces, 1a densidad de probabilidad condicional de encontrar 2 la particula

celda s,. la partcula *2° en la celda s, etc, esti

Popspeintl) = z PP pp gD o

o g 63

¥ 1a condicién de nommalizacion s, obviamenie:

DRR S

1 64

Como en el caso de dos pariculss, la funcién de demsidad de probabilidad
Plsy53,-Spotl) Se puede escribic en érminos de las amplitudes modulanes de cada
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ESTA TESS @8 BT
SAUR B LA BRLMTECA
Paqute de ondas y se oblndria uns expreson semefaic 3 [a <. 2.4). Las amplides de
la panicula "I, A0 y Bls,0. de la paneuls 2", Cl50) y Disyt). e, s
obtendrian nucvamente de las ccs. (1.4.46) y (14.48).

En resumen, e pucde en princi en forma amalca, Ia distribucitn de un
sistema de N particulas indistinguibles difundiéndose n a red, si conocemos la posicién
¥ ¢l momento iniciales de cads particula ya que, bajo Ia suposicién de que éstas no
inleractian entre si, la disiibucion se puede escribic en funcién de las amplitudes
individuales.




CAPITULO 1V

DIFUSION MESOSCOPICA CLASICA

E1 propésito de este capitulo es el de discutir los resultados flsicos obienidos en los
capitulos anteriores y mostrar que ¢l modelo de QRW, que se desarrollé originalmente para
describir el proceso de la difusion de particulas a nivel microscépico (cuniico) puede
extenderse, tomando el promedio temporal, para describir los procesos de difusion en un
espectro mucho mds amplio, que comprende a los regimenes mesoscopico clisico ¢
hidrodindmico (macroscdpico).

4.1. DIFUSION MACROSCOPICA|
Un enfoque ilizado con mucha frecuencia en fa descripeion del proceso de difusién

clésica de particulas en redes s el proceso estocéstico llamado camino aleatorio (ndom
walk). En este modelo tradicioml, se defne un proceso Markoviano en el espacio de

posicidn x (x=0, =/, #2I, ...) para una partcula que se difunde en 1a red al tiempo ¢ (¢
=0, % 2., siendo ¢ el “tiempo de salto” y [ la constante periddica de I red,
entonces 1a probabilidad satisface la ecuacion de recurrencia (1)

Px+7) = 3 POoL) + b PGxeHL) an

donde 3y b definen las probabiidades de_ransicion hacia adeante y hacia aiis,

probat
puramente difusivo. Por otro 1ado, si a = b se tended un proceso difusivo con sesgo, que
fisicamente se interpreta como un proceso de difusion en presencia de un potencial
externo (1)

El proceso de camino aleatorio discreio ec. (L.1), relaciona probabilidades a dos
tiempos consecutivos, lo que significa que éstc es un proceso Markoviano, y tres
posiciones consccutivas (saltos a vecinos cercanos). La version continua de fa ec. (L.1),
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conocida cn la licranura como la ecuacidn de difusidn, es un caso particular de la
ecuacion de Fokker-Planck [15] y se obtiene al tomar el limite cuando [ » 0 y < » 0, de
tal manera que al desarollar en serie de Taylor los érminos de esta ecuacién alrededor
de (x.9 se obiene:

B 1Y )

a

Si ademés a=b=112, es decir, probabilidades de salto isotrdpicas, entonces la ecuacion
anterior se reduce 2

Lot as

u|_

que es la ccuacion de difusidn cldsica, donde D, = F/2r = vi/2 es el coeficiente de
difusion, y v = U/ e 1a velocidad media de las paricu :

Notese que la ec. (1.3) tiene sentido sdlo si el cocficiente de difusion e finito, ast
que la velocidad media debe ser infinita ya que se puede escribir como v = 2D/l y al
pasar al limite continuo s supuso que [ » 0. Es esia velocidad infinta la responsable
de que en el fendmeno de difusidn clsica Ia pertrbacion se propague instanténeamene.
Puede uno convencerse ficilmente de ésto si tomamos como cjemplo una sitiacion donde
inicilmente la_comentracién de particulas ¢ diferente de cero s6lo en un punto
(distribucién delta de Dirac), entonces la solucion de la ecuacion de difusion es una
gaussiana (16]. Esto implica que Ia probabilidad de encontrar particulas a distancias muy
grandes y tiempos pequeios es diferente de cero, o cual sugiere que efectivamente la
propagacidn es instatinea.

En el proceso anterior Ia probabilidad solo depende de la posicion x y del tiempo 1, €5
decir, no exisle memoria de I direccién que tiene Ja particula en cada celda. Esto
significa que la protabilidad no depende del momento p de la particula. Si se describe
este proceso en el espacio fase, uilizando la Teoria Cinética por ciemplo, la ausencia
del momento en Ia funcién de distribcidn significa que los momentos ya alcanzaron una

@
caracteriza ¢l Nlamado regimen hidrodindmico en los fenémenos de difusion es aplicable a
£



materisles macroscdpicos y en una escala de tiempos grande, de modo que la funcién de
distribucion de una particula, f(x.p.0), debe ser escria como

TP = 4400 P(x.) = explp'2mkgT] Plx.) [

donde m es la masa de la particula, ky la constante de Bolzmann, T la temperanra y
(P es 1a disteibucin de Maxwell-Bolzmann.

Si la escala de tiempos ssociada cn Ia difusion macroscépica debe ser grande, s claro
que ¢l material debe tener ambién dimensiones macroscOpicas. pero si ¢l sistema s
encuentra agn muy iejos el equilibrio no podemos utilzar Ia ecuacion de difusién, pucs
ésta s aplicable o cuando sc ha aleanzado, localmente, un cquilibrio térmico.

En la siguiente seccion se deducird la ecuacion de difusion mesoscépica, aplicable a un
regimen muy Ijos del equilibrio. Recuérdese que ¢f modelo de QRW describe precisamente
€l fenomeno de difusion 3 un nivel microscdpico y ¢ Ia ccuscion de Schridinger a que
gobiema estos procesos. En f otro extremo, ¢s decir, en los procesos macrosedpicos, se
encuentra Ia ecuacion de difusion clésica, ec. (1.3). Pero en la regin intemcdia, esto
e, pan los materiles que no se puede considerar estricamente maroscdpicos ni
microscépicos, llamados il mesoeiicn o roesmen (616,17 0 qcta
claro cuil debe ser la ecuscién que gobiema al proceso de difusidn. Este es un aspecto
muy importante, pues 1a Fisica Mesoscdpica ha adquirido gran relevancia en los ultimos
afos debido al esfuerzo constante encaminado hacia la miniaturizacidn de los componenies
electrénicos y su utilzacion en el desarrollo de las computadoras [1].

En lo que sigue, se mostrard que fa descripein del fendmeno de difusidn en estos
materiles puede darse a parii del modelo de QRW y en particular sc deducird la ecuacin
de difusion generalizada, apicable a 10s materiales mesoscSpicos clisicos.

4.2. DIFUSION MESOSCOPICA CLASICA

Primero se definird con precision qué se entiende por material mesoscdpico. Como ya se
mostrd en el capitulo uno, conforme se incrementa ¢l tamaio de cualquier muesira
microscépica, las fluctuaciones relativas debidss a interforencia cudntica desaparecea
gradualmente. Si s comicnza con un material microscpico y s¢ incrementa su amafio hasia
un punto en ¢l que se puedan despreciar las fluctuaciones cudticas, entonces se tendr
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un sisema incoherente que por definicién serd un sistema cldsico, pues se han
despreciado los términos de inerferencia cudntica. Sin embargo, supongase que el
material e todavia 1o suficientemente pequefo como para considerar que la funcion de
distribucién de los momentos no ha alcanzado todavia una independencia cstadistca de Ia
posicién y mucho menos ha alcarzado un estado de equilibrio (érmico. A estos materiales
se les llamard mesoscdpicos y se mosirard en esia seccion que bajo estas condiciones se
Obiene un regimen difusivo cldsico e irreversible que se encuentra todavia muy Iejos del
equilibrio

La difusion en matcriales mesoscdpicos clisicos se puede describir con cualquier teoria
cinétca incoherente lejos del equilibrio. La dnica condicion s que la funcién de
ibucion de una paricula debe ser una funcidn de distribucién conjunia f(x,p) de
la posicién y e momemo. Ambas variables (xp) dependen del tiempo y estin
correlacionadas estadisticamente.
Para cncontrar la ecuacidn de difusion generalizada que describe los procesos de
ifusion en el regimen mesoscdpico cldsico, se debe promediar. En este caso se utlizard
el llamado Promedio de Grano Grueso, definido de Ia siguientc manera

¢
Powd =} [Rux) @1

.
&0 =1 [P&a) @b
o

Aqui P, y P, son las probabilidades calculadas con el modelo de QRW y mostradas en el
capitulo 1, ecs. (15.52) y (15.5b), que se pucden escribir como

Pud) = TRL(elel) + R BGED) + Payy @2
PO = RP(D) + TRGHLLD + Py @m

donde P,y ¥ Py 500 los términos de interferencia. Si se define



Pk = Pk + P(x) @3
Pl 8 Pyig(t) + PinX0) @3

y se grafican para ciertas condiciones iniciales especificas, por ejemplo, A(m,0)=3(m,0)
¥ Bm0)=0, se obiene 1a figura 4.1:

Plx,n)

TVt ”

P xn)
Figur 4.1

Bstas grificas muestran que aunque P(x.n) es siempre positiva, la comribucion de los
(&m’nns de intecferencia a b probabilidad toul oscila enire valores positivos ¥
ivos. y sc espera que al tomar el promedio de grano grueso éstos se vuelvan
ﬂmprecublu Efectivamente ocurre asi, pucs al graficar los promedios de Py y P, s
obtienc la Fig. 4.2:




<Pint>

donde se ve claramente que al (omar el promedio de grano grueso, los términos de
interferencia no contribuyen spreciablemente y los términos que sobreviven son

P = T2,LeD) + R 20D @4

250

RP, (D) + TP LD @.4v)

Las ccuaciones aniriores describen un sistema_incoherente, pues ya se eliminaron los
terminos de interferencia. Notese que estas ecuaciones depeaden del momento p, aungue 1o
sea obvio a primera vista, pues represenian un proceso que guarda memoria de la direceion
a través de P, y P que son las probabilidades e enconirar 2 la particua en alguna
celda, pero distinguiendo enre movimionto hacia la derecha (+) y hacia ln izquierda ().
Por otro lado, i se supone que tod articulas tlenen 1a misma velocidad media
V=l y que el efecto de las clisiones clisticas en 1a 1ed e simplemenic cambiar sus
direcciones de movimiento en nal ¢l momento tendri sélo dos
o STl Tanbien 50 defwid PuGe) = (s ) 3 P o M tmb,
respectivamente, donde P, y P. desciiben Ia probabilidad conjuta deencontrar a la
parula en la posicion x al tempo ¢ con velocidades posiiva y negativa. Las
constantes T y R denotan respectivamente las probabilidades de dispersion hacia adelante
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¥ hacia atrds y generalmente T > R, lo cusl expresa la inercia de las particulas bajo el
proceso de dispersidn, y la condicion T + R = 1 garantiza la conservacion de particulas
en cada colision.

I proceso descrito por las ecs. (2.43) y (2.4), conocido en Ia literawra como Camino
Aleatorio Persistene (Persistent-Random-Walk) [13,19] o Camino Aleatorio Correlacionado
(Correlated-Random-Walk) [20], que en adelante se denotaré como PRW, describe un proceso
de camino aleatorio sin sesgo. Cada probabilidad individual P., y P. en estas ecuaclones
representa un proceso de Markov de segundo orden, pues s6lo se relacionan dos (iempos
consecutivos.

Es imporuante notar que el modelo de QRW define un proceso completamente reversible
porque la matriz de dispersion S se construyd unitaria y. siméurica, lo cual hace a cada
proceso de dispersion invarianie ante inversiones en el tiempo. Esto se demuestra

ficilmente si observamos que a ec. (1.4.4) se puede escribir de Ia siguiente forma:
[ Bec) ] Al ]
=3 @s
G+ [Bex+1,0-1)
¥ Ia relacién inversa como
Bxt) Al
- @
A+1of  [Bock L)

Si ahora se invierte el tiempo, que en Mecinica Cudniica significa reemplazar al tiempo
€ por -ty tomar el complejo conjugado 9,211, se obtiene

ATx1) L [ B
- en
(1D [Bec+1.0]

Udlizando la propicdad de unitaredad de la matrz 5, vemos que (5')* = (s1)* = 57,
e (LL12), y se puede

escribir ()" = S. Pero ahora las direcciones de movimiento se han invertido y los

cocficientes (A"B") s¢ pucden ntereambiar por (B,A) y la ec. (2.7) queda como,
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[ B(xtD) ] [ A }
=5 @8
[AGe+1,0) [Bax+1

(2.8) describe un proceso cuya evolucion temporal va de ¢ a (-1 y s, por otr0
It e 10 5. (9. ol demes of ricer bl e s e

vnxmmo atas ecs. (2.40) y (2.4b) vemos que éstas se obtienen al eliminar, mediante
¢ promedio de grano grueso, los téminos de interferencia que aparecen en la
pmhablhdm calculada cuinticamente. Al hacer esto, se destuy6 la propiedad de
unit del operador de evolucién temporal, de manera que el proceso esultante (PRW)
s :nnvun:, entonees, en un proceso ireversible.

P encontar I ccuacién de d generalizada, e definiri una
ansiica probabilidad (oral o reducida Py(x.), como
Prx0 5 [ xp0) = Poxt) + PXY @9
»

1= encontraré la ecuacion de recurrencia que satisface esta probabilidad. Para esto, se
inardn las probabilidades P, y . en lss ecs, (2.42) y (2.4) en favor de Py, Primero
se despeja a 7. de a eo. (240):

2,000 - T P, GeleD) @10

RmeD)
¥ se sstiye este resulado en In e, (2.4b) pars obtener una ccuscon cn 1a probablidad
70

L) - T 2,000 = RP,l) + T2t L0 - TP, xe1) @
aue se puede resscribir como

Put+]) - T 2,00 = T2,(+L0 + RDP (a1 @1



Si ahora se despeja a P (x,t-1) de la ec. (2.4b):
RP,0D) = 2000 - T 2+ 1e1) @13

¥ se susitoge en Ia ec. (2.48) se obilene una ecuacién para 7.
PO - TPEHLY = T 20000 - TPEED) + Rl @9

que al simplificar se reduce a I ecuacién:
PO - TPEHLO = T 2L + RDPXD) @i

Sumando las ecs. (2.12) y (2.15) se tendrd, aplicando la definicion de P, ec. (2.9):

PiHD) = T L)+ Prct1 0] + RDP0D) )

que es la ecuacitn buscada. Aqui se ve claramente que si TR 1/2 (dispersion isotrdpica)
se recupera el camino aleatorio simple (Markoviano), descrito por Ia ec. (1.1). Pero si T
# R, entonces Py(x,) define un proceso 1o Markoviano, pues en a ec. (2.14) aparecen
res tiempos consecutivos. Esto no es sorprendente pues esta ecuacion por dos ecuaciones
en diferencias simultineas de primer orden en el tiempo o cual dio lugar a una ecuacion
de segundo orden.

Por lo tanto, al pasar al caso continuo, se debe usar hasta una segunda derivada con
respecto al tiempo en el desarrollo en serie de Taylor de la ec. (2.16):

) 2000
prty + P 4 LEHED g gy - D

1 8Px,0 x| 1 P
AT by g ¢ TN 4 107N
X IRy
- @RI - LD ¢ LITHD ) @
a

que se simplifica, sando la relacién T + R = 1, a la siguicnte expresién



Ia cual se puede escribir firalmente, en forma compacta, como:

187 18 087
?,T{*BT ra 2,
donde se ha definido
i £
pefly ief em

Una vez mis se puede afirmar, como se hizo en relacién a la ec. (1.3), que si se exige
que el cocficiene de difusion sea fiito, esto parece implicar que v, sea infinia, en
cuyo caso la ec. (2.19) se reduciria nuevamente a la ec. (1.3), es decir, se obtendria Ia
ccuscion de difusion clisica. Sin cmbargo, en cste caso existe una segunda interpretacion
posible para la cc. (2.19), pues si R « | entonces v, 1o tiene que ser infinita para que
la expresion anierior tenga sentido. En estc caso la D es el coeficiente de difusidn de
Landauer derivado de Ia ley de Fick y esté asociado a la parte incoherente del proceso de
QRW. El término v, representa Ia velocidad media de las particulas y 1o 1a velocidad del
sonido como se sugiere en el libro de Morse y Feshbach [22].

La suposicion de que R « 1 es la correcta, 3l menos para materiales mesoscépicos, pucs
sise anmalizan las ccuaciones (2.12) y (2.1b) individualmente y s pass al limite
continuo, s obtiene, para la primera de estas ecuaciones

P . PO x
2o + TR w = TR0 - 5 A+ R260 @2y

que se reduce a a ecuacidn



¥ 1a segunda ccuscién, también en el caso continuo, tomarfa la forma

20+ ZED ¢ rp ) T (20 + ZED @
que se reduce a a ccuscién
Pl R,
ZerlZiRe, a2

Es claro que en ef limite cuando [ 0y  » O las css. 222) y (224 tendrin senido
sélo si & = consnte Por Io tato, podemos escrivi:

R s T @2)

7

' esta nueva constante v, debe tener unidades de tiempo. Ademis, T = 1-R'= 1.~

el limite x50, 150, se tiene

13 Il

To1 fav @29

1
g

Estas considerscions hacen pensar que pars valores arbitrarios de los coeficientes de
tnsmision y relexion (T.R) el limile del coniowo no existe y 6o cuando se
satisacen las reaciones anterioes, 1a . (2.19) tene significado fsico.

Podemos llevar cste andlisis todavia mis los y mostrar que s ccusciones
involucradas en Ia difusion clsica, en panicular 1a ecuacion de conservacion de masa y
la geneaalizacion de 1a ley de Fick sc obiicnen, bajo cieras consideraciones, 2 parti



de nuestro modelo. Con Ia definici
pueden escribir de la siguiente forma:

n de la constanie <, las ccs. (2.22) y (224) se

o2,
e e
. o

R X ) @m)

Ahora se encontrarin a paric de. estas. relaciones, las ccuaciones de recurrencia que
deben saisfacer 1a suma 7., + 7. = Pr y la difeencia (P, - 7) = J, que fscamen sc
interpretan como la concentracion y la densidod de corriente (23], respectivamente. Para
esto, se suman primero las ecs. 2.273) y Q.270):

e m) = n e @28

que con las definiciones anteriores se puede escribir como.

@29)
Esa es Ia ey de conservacion (local) de masa.
ahora se restan las ecs. (2.27a) y (2.27b), se obtiene
2 . 1
;(”.-7) 5(7,¢7)71—';(' -7) @30
o bien
Loy oy, DLy,
- o o g Y0 @3



Despejando en la ecuacién anterior a J se obiiene:.

en

donde se defini6 D = v} %o = v} l =, que es precisamente el coeficiente de difusion de

hmhuer. asociado a la parte ml:oh:mmc del proceso de QRW.
ecuacion, sin el limo término, seria la ley de Fick y la presencia de la

s parcial de J(x) con respecto al tiempo indica que el material es

Fickiano®. La cc. (2.32) s conocida cn la litcratura como la ecuacion de Maxvell-

Catanneo (7).

Combinando les ecs. (2.29) y (2.32) se obtiene.

5
L)
b

2
atax

@

@3

Que s 1a ccuacion del elegrafista (24) para 1a concentacitn.

Para cnender mejor ¢l orgen de la scgunda derivada con respecto al tiempo €n la
ecuacion anterior, ntese que 1a funcion de distribucion de I concentracion Pr(x,) esd
descrita por un proceso no Markoviano y la ccuscion que satsfoce para. valores
arbitrarios de Ty R es Ia ec. Q.16):



+ RTPHxD) @35

0 + Prxtl

[;,u.wn =T [2alx

Esta ccuscion muesir, como ya se menciond, que si T=R=1/2 5 recupera cl proceso de
camino aleatorio simple. (Markoviano) descrito por 1a ec. (1.1). Pero si T = R enonces el
proceso tiene. memoria debido a Ja incrcia en ¢l proceso de. dispersion: por lo o
e e s . scuscio o Moo, En e e b prod e
un proceso que relacions probabilidades 4 res tiempos consecutivos y sl pasar al limie
continuo debemos permitir hasta una segunda derivada en el desarrolo en serie de Taylor,
e MaxwellCaaneo y Ia segunda derivada con respeto al iempo
comsecuencia de 1a propiedad no Markoviana de la

Claramene. 1a ecu
en la ccuacion del telegrafista son una
funcién de distribucion. Mas adn, para valores abitrarios de T y R, la version discreta,
cc. (2.30) es la nica ecuacion de difusion generalizada. vélida

También cn esia scccion se mucstran alguns grificas que exhiben e compormiento de
1a densidad de probabilidad. En las Figs. 4.3 2 4.6 se tienen umas grificas de Py(x.) Vs
X pa diferentes valores del coeficiente de tansmision T. cuando las condiciones

inicials 00 2, (10) = 205.0) = } st

Prix.1)

T=05

Figura 4.3
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‘ Figura 44
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T=08
0.02-
{ 20 -10 0l 10 20
| Figura 4.5




Figura 4.6

En esus grificas s observa que cusndo T = 12, se recupera el camino aleatorio
clésico y conforme aumenta ¢l coeficiente de transmisién (y por 1o o Ia inercia) has
fluctuaciones se vuelven mds intensas.

Las Figs. 4.7 a 4.10 muesiran grificas de la probabilidsd (ol a diferentes tiempos y
con Ias condiciones iniciales anteriores:
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Figura 4.7
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Figura 4.10



Finalmente, las Figs. 4.11 a 4.14 muestran el comportamiento de-la probabilidad total
paradiferentes valores del coeficentc de.transisién, pero.con_ condiciones. iniciaes:
2,(0) = 5(1.0) y 2.(x.0) = 0.

e
T=05

El] 0 b T E x
Figm 4.1
pey

JJJJ T\\\:Os

E) N

Figura 4.12
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Figura .13
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\'
-20 -10 0b 10
Figura 4.14




CONCLUSIONES

Los objetivos propuesios en el desarrollo de este trabajo fueron los siguientes:
1. Extender el modelo de QRW para incluir condiciones a la frontera pericdicas.
Introducir la_esdistica. cortespondiente en el fendmeno de la difusion de particulas

R

guibles.
3. Deducir la ccuacion de difusién mesoscdpica clisica

se cumplieron
probabilidad y I corenie de probabilidad para una partcula como funcion de la
posicién y e tiempo, dadas ciertas condiciones iniciales, para una red unidimensional
con condiciones de fronera periddicas. Esto s importante pues permite estudiar el
pmhlml de la difusién cudniica en sistemas finitos, como un anillo, por cjemplo.

0 el capitulo 2 s inrodujo, por primera vez en la lieram, ¢l aspecto de I
mdml uibilidad de s parieulas en ¢l camino atorio ¥ se calulé, en forma
explicita, Ia probabilidad cuintica de encontrar a dos particulas idénicas .como funcion
de la posicién y el tiempo en una red infinta.

En el capitulo 3 se abordo el problema de la difusién mesoscpica cldsica. AN se
plancea el vmblerm de deducir la ecuacién de difusion mesoscdpica, vilida para tiempos
muy pequefos. y que en

pariendo del modelo de QRW y s¢ moszd que al omar el promedio de grano grueso de s
probabilidades cudnticas, e sistema de ecuaciones recursivas se reduce a las ecusciones
del camino aleatorio persistente las cuales dan lugar, en el limite del continuo y bajo
cieras restricciones, a la ecuacion de conservacion de Ia masa y I ecuacion de Maxwell-
Caaneo, que son las ecuaciones constiutivas de donde se obtiene la ecuacién del
telegrafista. De lss grificas obtenidas en el capitulo 4 se ve que el régimen de tiempos
que define al proceso de Ja difusion mesoscapica cldsica es del orden de 10t donde < es
el tiempo de salto definido en el modelo de QRW. Finalmente, se sugiere que la segunda
derivada con respecto al tiempo en la ccuacién del telegrafisia proviene del cardcter no
Markoviano del proceso de difusion, que fue heredado de las propiedades no Markovianas de
los coeficienes de reflexion y transmision y que son consccuencia de Ia inercia de las




plrllcul-s ya que la condicién para que las ccuaciones de camino aleatorio persistente
a1a ecuacién del telegrafisia es que R « 1y T ~ 1.

Amme en el presente wrabajo se wrat6 | problema de la difusién de particulas
Gnicamente e redes unidimensionales, no debe perderse de visia que estos modelos
:n:»lhs tienen la finalidad de dar una idea del camino a seguir en situaciones fisicas

mis realistas y por lo 1anio mucho mis complicadas, en las cuales el aparato matemitico
ascurece con macha recuencia los resulados isios.

Como el cuantos afos, problemas que
pueden tratarse con este método, algunos probablemente mds interesantes que los resueltos
290, pero e aspecto matamic es ambién mucho mis laborad. Durane e desaeolo de

con los métodos descritos en los capitulos anieriores y que, por razones obvias 1o sc
llevaron a cabo, pero que s pretende desarrollar en un futuro préximo. Algunos de los
proyectos a desarrollar en ¢l fuwro son: () extender ¢l modelo de QRW a tres
dimensiones, (i) estudiar Ia conductividad eléctrica como un proceso de difusion de
particulas cargadas en presencia de un campo clécirico en una, dos y tres dimensiones y
(i) aplicar el modelo al proceso de la difusion cuiniica de particulas indistinguibles.

en tres dimensiones.

Firalmene, vale la pena mencionar que scrualmente no existen trabajos experimenales
con los cusles cotejar estos resuliados, pero debido al interis creciente que existe en
¢l csmdio de los materiales mesoscdpicos, creemos que las aportaciones hechas aquf
pucden ser de wilidad para trabsjos futuros.
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APENDICE

CALCULO DE LOS COEFICIENTES MACROSCOPICOS DE
TRANSMISION ¥ REFLEXION

En este apéndice se deduciin las cxp«!wnei para los cosficientes de transmisidn y
reflexion de una red periddica, formada por N barreras de potencial, en términos de los
respetivos coeficencs micoscdpcos “oaon 3 cads . do 1 e i

La clave para deducir esias expresiones se encuentra en el cflculo de os cocficientes
para una red formada por dos bareras (N = 2). Supdngase que inicialmente se tiene un
paquete de ondas incidiendo por Ia izquierda, con amplitud de probabilidad uno. Ademis,
se supondri también, por el momento, que los coeficientes microscpicos asociados con las
dos barreras son diferentes: (T R)) ¥ (T,Ry). A coniinuacién se mucstra uma secuencia
ol aupmmu sufridas por ¢l paquete de ondas en las dos barteras de. potencial,

para eros tiempos
1

t=0

=1

RTy| | TT,
(=2
TRT,| |RRT,
t=3
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RRT[ ] RRTT;

RIRITIT,

En las figuras anteriores se muestran las probabilidades de *escape” del paguete por la
izquierda y la derecha Gnicamente al tiempo mostrado y no las probabilidades respectivas
a tiempos anteriores.

El coeficiente de transmisidn toal o macroscépico se puede caluular sumando
incoherentemente t0os los términos que van apareciendo sucesivamente del lado derecho de.
la red. Que el resultado sea una suma incoherente se justifica porque los (érminos
individuales representan 1a fraccion del paquete transmitido a fiempos diferentes y de
acuerdo a nuestro modelo, Ia probabilidad total no contiene wérminos de interferencia.

Al Nlevar a cabo la suma de estos trminos encontramos, para el coeficiente de

wansmisign
IV =TT, + RRTT 4 RN 404 RRY + -

ST U+ RE, + ®RRY + @n

pero la suma que estd dentro de los paréntesis coadrados no es otra cosa que la serie
geométrica. Por 1o tnto

T
T-RE,

= A2
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Si los coeficientes de transmisién y reflexion de las dos barreras son iguales, T, = Ty
=TyR, =R, = R, entonces

2

- T
FRCaTE) @3

50

Aungue el coeficiente de reflexion se puede oblener al sumar incoberentemente todas las
probabilidades parciales asociadss con la salida del paquete por ln izquicrda a tiempos
sucesivos, es més directo si se utliza la condicion de nomalizacién de la probabilidad
@ +R=1)

_,«Z'u,._.i [

= I+R  1+R

EI procedimiento para calular los cocfiienes totales pars N > 3 es direco. Par
verlo, suptngase que N = 3. Ahora puede pensase a esia fed formada por tres barrras de
potencial como si esuviera compuesta de dos panes; una que contiene a las dos barreras
de la imuierds, cuyos coeficientes de. trnsmisén y reiexién seran ("7%%) y I

ne que contiene a la barrera de la derecha con coeficientes (T,R). Utilizando el
resultado para dos barreras, ec. (A.2) se obtiene

o
LR “s3
LR
¥ al sustioir las expresiones para 7%y %%, ecs. (A3) y (A4), queda
*6

T . T
TeR2R | OR(F2R)  T+2R




Un anilisis de los resultados para 9% y 3 sugiere que en el caso general de una
red con N barreras de potencial, todss ellas con coeficientes de transmision y reflexion
microscépicos T y R, el resultado seria

- an
y
M o 19w o IHOVDRT __NR
® 1- 1+(N-DR T+(N-DR wy

Sin embargo, s puede hacer una demostracidn mds formal si s uiliza el Principio de
Induccion Matemitica:
i) Para N = 1, obviamente sc cumple la ec. (A.7): 3% = T
i) Suponiendo que la ec. (A7) es vilida para N, se debe cumplir para N+1.
Para calcular 9" penscmos, una vez mis, que 1a red esti compuesta por dos partes;
ahora um de cllas comsiste en las N primens bameras, cuyos coeficientes son
@™,2™), dados por has ecs. (A7) y (A.8) y la oa pare serfa la Gltima bamera
(N+1), con coeficientes (T,R). Entonces, de Ia cc. (A2) se obtiene

gvn “9

! 1+(N-DR

con lo cual queda demostrada nuestra afirmacion.
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