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RESUMEN DE LA TESIS: {F•vor de escribir .C resumen de a.u tosl• a m'qulna on 25 renglones a un eapaclo como rnixlmo, 91n MJlr del 
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El objetivo principal de este trabajo consiste en desarrollar un modelo para la 
difusión de partículas en redes cristalinas uniriimensionales en un intervalo muy 
amplio que comprende los regímenes microscópico, mesoscópico y macroscópico, par­
tiendo de un modelo desarrollado por s. Godoy llamado camino aleatorio cuántico. 

'•.'" 

En este modelo se considera a las partículas representadas por paquetes de ondas 
que satisfacen la ecuación de Schrodinger. De esta manera se calcula la amplitud de 
probabilidad de encontrar a un paquete de ondas en cierta celda, distinguiendo entre 
las amplitudes de probabilidad de moverse hacia la derecha o hacia .la izquierda. Así 
la probabilidad de encontrar a la partícula en la posición x al tiempo t es igual a 
la magnitud al cuadrado de la suma de las amplitudes de probabilidad que describen 
a los paquetes de ondas moviéndose hacia la derecha y hacia la izquierda. De esta 
manera se introduce un nuevo elemento que no aparece en el camino aleatorio clásico: 
interferencia cuántica. 

Las ·contribuciones de investigación hechas se pueden resumir en los siguientes 
puntos: 

1) Extender el modelo de camino aleatorio cuántico para incluir condiciones a la 
frontera. Con la finalidad de considerar eventualmente un gas ideal cuántico de Lo­
rentz, se resuelve el problema de condiciones de frontera periódicas. 

2) Se introduce, por primera vez en la literatura, el problema de la indistingui­
bilidad de las partículas en caminos aleatorios. Para resolver este problema de difu 
sión, se aplica la estadística correspondiente para Fermiones y Bosones. 

3) Se discuten las consecuencias físicas que se derivan del modelo en el límite 
mesoscópico clásico. En particular, se muestra que este modelo se puede utilizar 
para describir el fenómeno de difusión en todos los regímenes, desde el microscópico 
hast a el macroscópico. 

LOS DA TOS ASENTADOS EN ESJ'E' OOCUAIENTO CONCUERDAN REUIENTE CON LOS REALES Y OUEDO ENTERADO QUE EN CASO DE CUALQUIER 
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THESIS ABSTRACT 

The purpose of this work is to develop a model to study the diffusion of particles in a 
one-dimensional pcriodic lattice in a wide range, covering the microscopic, mesoscopic 
and macroscopic regimes, with a theory created by S. Godoy and named Quantum Random Walk. 

In this model the particles. are trcatcd as wave packets, satisfying the Schrodinger 
equation. In this way we compute the probability amplitude for finding the wave packet in 
a given cell in tenns of the probability amplitudes for moving forward and backwards. So 
the probability for finding a panicle in position x at time t is computed as ·the squared 
modulus of the sum of probabilities describing the right and left moving wave packets. In 
this way, it is introduced a new element not appearing in classical random walks: quantum 
interfercnce. 

The rnain research contributions made in this work are: 
1) To extend the quanturn random walk model to include boundary conditions. To the end · 

of eventually consider an ideal Lorentz quantum gas, we salve the problem of periodic 
boundary conditions. 

2) We introduce, for the first time in the literature, the problem of indistinguible 
particles in random walks. To salve the diffusion problem, we apply the corresponding 
statistics for Ferrnions and Bosons. 

3) We discuss the physical consequencies derived from this model in the classical 
mesoscopic limit. It is shown that this rnodel can be used to describe diffusion in ali 
regimes, from microscopic to mesoscopic . 

.. 
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With the help o quantum-scatterlng·theory method~·and the approximation of the stationary phase, 
we propase a one· imcnsional quantum-random-walk CQRW) model, which describes fer both ttinneling 
and scattering ab ve the potential, the coherent diffusion of independent particles described by wavc 
packets in a perio?ic one·dimensional lattice. The QRW model describes for.each lattice cell the time 
evolution of mod~lating amplitudes of two opposite·moving wave packets 11s they are scattered by 
periodic potcntial barriers. Since tbe QR W model. is a cohercnt process, intcrference contributions in 
the probabilities b~ng about strong departurcs from classical results. Far many identical free particli:s 
we obtain the the9;etica\ and graphical Bese and Fermi two-body QR W probability distrlbution. The 
result is generalizea to N iden ti cal free particles and we obtain the N-body Bese and Fennl QR W proba· 
bility distribution. 

PACS number(s): 5.40.+j 

I. INTRO UCTION. 

Tunneling diifusion for m sosco¡}¡C mat.;:¡aiS has beé~­
studied extensh-ely [!]. The iffusion ceefficient in a sys­
tem ef noninteracting electr~s, which was first found by 
Landauer [2], hos been indi ectly studied by severa! au· 
thers. In panicular, since d ifusien and conductivity are 
connected by the Einstein re ·ation, the Landauer conduc­
tivity has been a fertile gro nd to quantum theoretical 

calculations [3-5]. ~ 
lt is well knewn that e assical (incoherent) random 

walks have been used as si ple mathematical models to 
study the microscepic theor of diifusion [6,7]. An e:<am· 
ple of quantum-random-wal · theory fer a single particle 
is knewn in the literature 8]. However, as far as we 

· know, nobody has found a e herent random-walk process 
in position space for a syst m of identical free particles. 
The main purpose in this pa er is to propose a quantum­
random-walk CQRW) model or diifusien ofBese and Fer­
mi free particles in a one·d mensional (! Dl periodic lat­
tice. The medel is based in he following set of Markovi­
an equations far the amplit des of meving wave packets, 
whicb...are scattered in a pe odie lattic7: 

[ 
B[Ml,N-r] l [ Re

12
k.1tl iVT l 

A[CM+lll,NT] = ¡~I T ../Re-m.111 

[ 
A[M/,(N-!lT] l 

X B[CM+l)/,(N-1)-r] · (!.!) 

Here ACMl,NT) and B! fl,N-r) are the position- and 
time-dependen! modulatin amplitudes of two wave 
packets meving freely in e ch valley, moving toward the 
light and left, respectively With M an integer number 
<O,::: 1, ~2, . .. ). ~\[/ denote·--+fl.e-discrete coordina tes of 
any midpoint of a valley in the lattice (lattice constant n, 

1063-65 IX/95/521.\)/338.\í.9!/ 06.00 

and with N a positive integer number, N.,- denotes the 
discrete times at which the centreid of any packet arrives 
ar ihe coordiñaies of ·a midva!ley. The parameter .,., 
called the jump time, is a fixed time associated with the 
scattering process. Be aware that, in this medel, Eq (1.1) 
describes the amplitudes only at speciñc discrete coerdi­
nates and discreto times. In Eq. (!.!), R and Tare the 
refiection and transmission coefficients of the microscopic 
potential barriers ( T + R = 1 ). Depending en the energy 
ef the particle, walk (!. !) describes both a tunneling or 
scattering above the potential diñusion precess in a 1 D 
lattice. 

This is a coherent model, with the one-body QR W 
probability density P at any midvalley, with ceordinates 
x =MI and time t =N.,- given, respectively, by (fer si~­
plicity we will use 1=1 and .,-= 1) 

P(M,Nl=\A(M,Nl\ 2 +\BCM,N)\2 • (1.2) 

Since A and B are give~ ·by the addition of complex num­
bers, we expect in (1.2) to have interference terms which 
will produce a strong departure frem classical results. 

In Secs. II-IV, using the quantum theory of scatterlng 
and the approximation of the stationary phase, a heuris­
tic derivation of the above equatiens will be given. In 
Sec. Y, for sorne specific initial cenditions, we obtain the 
exact analytic solution fer the amplitude cquatiens 
A (M,N) and B (M,N). In Sec·.-YI we find tbat fer a sys­
tem of identical free particles the two-body Bose and Fer­
mi QR W probability distribution is obtained. The rcsult 
is generalizcd to the N free-body QR W Bese and Fermi 
probability distributien. 

II. MICROSCOPIC OIFFUSION OF A.'IPLITUDES 

Lct us considi:r t\\!O arbitrary, opposite·moving, plain 
waves incoming upan a syrnmetric potential barrier at 

3381 © 1995 Thc American Physic:il SocictiO 
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the origin. This ~tential ba~riOr iTiay be th~us!l~fas tll~ ·· 
boundary betwcen·two adjácent cells óf laÚice cónstant;/ •. 
In the stationary state for k ~O; the.irícómini(wave funcc: 

· .. 

tions are given by ' ·~:\vh~re:ic.i.:Íand R (k) are the transmission and reÍlection 
· : ·'.::··· ·•···. > ·coefficients,··respectively. They satisfy T+R ==1. The 

(2.3) -~ 
·!; 

1 {ªe+.1"'-, x <0 · - :· · · · . ·, .-. - - · ··commón. phase a(k) may be neglected later on .in the 
t/l:i,_°(.x)~ be-11<.r·, :;;·;;,.O:,> . ,.,_ ': (2~l): ;probability, as we will see in Sec. IV. ~ 

¡ : : . . .: :··'.<::::· ·. ::: .. ·::: Thé above plane waves (2.J) and (2.2) leave the posi- . ;j 
' · ·· ·,' · /.- ·· " · · · · tions of tbe particles entirely unspecified. In order to de- ·-
' where ª and b are' arbitrary amplitudes;: Froni eleménta~. scribe a mass transport phenomenon, we need sorne local- !, 
1 ry ID quantum-scaiterfog theory·'·th.esta.tionaryoü.tgoing ¡ ¡ .. · · ,. ·· - ·· ization in position. So, instead ofplar¡e waves, we cboose · 
1 solutions are given by · · . '. · . · .: ·· .. :.:.:;:.: · .. :> \ .:.• .. : : • ·.· to describe our dilfusion rnodel by Jocalized wave packets · '' 
1 . .. which by assuniption are scattered only at tbe cell's 

{

[S
11

(k)a +S1i(k)bje ::.""'-,: x :<O boundaries in a ID lattice. 
·'·º"'( l - · · . In tbe general case, the incoming wave packets are 
'1''1' X= [S2ilkla+s;2Ck)bJ~+ikX, x>O. 12•2> givenby . 

. qiin•cxt)=-1-Jm g(k)e-lol.kir[ae+'.kzjdk x<O 
~ .± · ' v'2-rr - co , _ , be -ikx ' X > O . 

1 
1 Here S11 Ck) are tbe niatrix elements oftbe 2X2scáÚerl~g 

1 
matrixSoftbebarrierattheorlgiii. .. :. '"-·< .. <·'::· .. · (2.4) 

Assuming tbe symnie1ries arid invariance pro¡ierÜes or , . , .. ·. . 
2 ¡ (J) conservation of probability,, (2) time·reversa.Hrfriui-. · '.Here :ruCk}Siik /2m, and g(k) is an arbitral')' peaked 

j .ance, and · (3) invariance of the potenii:ú:.ba~iier;íinder:•' ·.runi::tion with spreiiding t.k, and with the maximum at 
/ m!iror reflections (~ymmetric about th~·orig_fri¡;·¡~¿ .S';ÍÚª,:. ;: .. : !¡ ";k0 (the a\•eragé) which is associated with the particle 
¡.-tnx. has .to be u.nuacy aod,_sy!Ilmetl'.1.c;;;,,~·1t~.'~Y".'.~e.\~':),ii·'·velgi::i1ies u0.,;,,±iik0 /m and energy e0 =iiru(k0 ). The in-

1 

S 11 =S", andS12 ==Sz1. S.can then·~e:parjlm,et,:i~.~d:1!1 · ·;e:oinirig.páckets (2.4), wbicb are valid only for ne¡;ath·e 

tl1e &"'nr;r3} .form (9)· . _ ·, ,. . ~/_<~~~:'.;;·:·}~~Ji~?;·-:·:~,:~/· /> ·/ ti~:e~, ~a~_be rewritten as 

! ':::.· ,. ~·:' .: .)\~::./~~::~:;.'_y<;)~,~:':: :~'."_~,/ .". 

1 

i 

! 

1 or, in sbort notation, 

. ···': 

X >O • 
12.5) 

two incoming waves in Eq. (2.5), we bave the two incom­
ing centroids moving according to the relation 
x 1 =±w'Ck0 )r=±ñk0 t /m (witb t <0). If we choose both 
incoming centroids to be located exactly at tbe middle of 
their respective lattice valleys X¡= + //2, we bave tbe 
same initial time 11 = -lm /2iik0 • Just tbere, at tbe mid­
dle of tbeir valleys, the wave functions of tbe incoming 
packets are given exactly by 

1 

l 
l 

1 

. {ªe +tko'G<+x,t), X <0 
q,~°{X,t <0)= -ik X 

- be 0 GC-x,t), x>O, 
(2.6) 

wbere we ha ve defined tbe complex G functio~ as 

G(x,r):= !__ ¡= dkg(k)e-1.,ckl•e +llk-k,lx. 
V'2;r -= . 

(2.7) 

The modulating G (x,t) function depends on the partic· 
ular form of g(k). It is well'known, for example, that if 
jg(k)j2 is a Gaussian, tben G(x,t) is a spreading moving 
Gaussian [10]. G(x,t) has the property that, if in k 
space, lg1kll2 is normalized to 1, then jG(x,rll 2 in x 
space is also normalized to 1 [Bessel-Parseval relation]. 
Under time reversa! and space retlection G satisfies 
G(-x,-r)=G(x,t)". 

lt is well known in quantum mcchanics [10] that for a 

1 
pcaked funclion g ( k ), the position of the maximum oi 

· tbe packet [centroid of G(x,rl] is well approximated by 
: the requircrr.cnt of the stationary phase [1 lJ evaluaJed at 

. k =k0 • L·,;:;g .this method of stationary phase fer tlií:<: 

1 

+ik0x 
. A(x1 <0,r1)e G(+x,t1 ), 

\}J~C(X,f¡)= -ik0:r 
B(x1 >0,r1 )e G(-x,t1), 

x<O 

x>O, 

(2.8) 

where 

¡A (X¡ <0,11) ¡ = [ª l 
B(x1 >0,t1) b · 12.9) 

Simil3rly, both outgoing wave packets are given by 
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"'~'(x,r>=-1 -Jm akiCÍ~>~;_1~~i·[(as,,fki.fM~2c<~.>Jee'.~]· ;·"'. i0rL/ :> · 
Vi;. -,m · ... ,·.· . . •... [aS21(kl+bS22!k)Je,'.<. •.·· :C ::o·••.':'' < } , .··.··:·. 

T~is i~teg;al, valid onl~ for positive tillies! c~~.rí6~:~;:~~:ef~'.~~-:~~;~~e·x~J~itc~?~~!}ci~t~~'.i ~~trl;(?r thc poten tia! 

(2.10) 

bamer) 1s g1ven. To avo1d th1s, an approx1mahon :·w1ll-.be:done,:·. Sin,c.c ·g (k).,1s;:a.'.sharp'peaked funcllon centcred at 
k =ko, we can proceed to make a Taylor-series ex¡iansioíí of. the matrix S(kl'aróurid'/c0;:we writc · :· ·: 

S(k)=S(k
0

)+ ;~ (k-k
0

)+ • • • • . . . . ' . , ..... \'''..:·: ... , . . . 
(2.11) 

Next we go ene step further in the approximation. Is it possiblc Ío make our approximation to zero arder? That is, 
does S(k)=<S(k0 )7 This will be true only if 

ISCk0 ll » ld"Sldk81 • (2.12) 

Certainly, Eq. (2.12) is not true for arbitrary values of k 0 ; however, jusi looking into any graph of the transmission 
coefficient IS 11 l2 vs energy in any particular model [10] will convince us that we can find such points in which Eq. (2.12) 
holds. lndeed, choosing large values for k 0, or points standing about the middle of resonant energies where the 
transmission coefficient IS 11 (k0 >J2:=T(k0 ) is almost flat, condition (2.12) is well satisfied. Under this smooth varying 
S-matrix condition, and assuming a peaked function g (k), we can approximate the outgoing wave packet (2.10) as 

[

[aS 11 (k0 l+bS 12<kol]e -lko•¡ -· 
'!'º"'( )- . _l_Jm (k) -IO>{k)I T•lk-k0>xdk X <O 

::;:: x,t - +ikox . ~ g e e ' >O' [aS21 (k0 )+bS22(k 0 )]e v 2tr -m x 
(2.13) 

ar, in terms of the G function, we ha ve 

l
[aSu(k~)+bS 12 (k0 )]e -lko•G(-x,t), x <O 

\{l~t(x,t>O):::: +ik% · 
[aS21(k 0 l+bS22(k 0 )]e 0 G(+x,t), x>O. 

(2.14) 

For the outgoing packets, both centroids will arrive at 
the midvalley positions x 1 ="f./ /2 at the · same time 
t 1 = + lm /2fik0 = - t1 (notice that Wigner's time dela y is 
neglected in this approximation). Therefore the outgoing 
wave functions at midvallcys will be given by 

X <O 

I

B (x¡ <0,t¡)e -lko'G(-x,t¡), 
\ll~t(x,t1 ):::: +ik % 

A(x¡>O,t¡)e 0 G(+x,t¡), x>O. 

(2.15) 

According to (2.14), the relation between the new (outgo­
ing) and cid (incoming) modulating amplitudes becomes 

[
B(x¡ <0,t¡=t1+T) l 
A(x¡>O,t¡=t1 +T) 

= [S 11 (k0 ) S12(k0 >] 
S21<kol S,,(ko) [

A(x1 <0,t1 )] 

B(x1 >0,t1 ) ' 
(2.16) 

where we have defined T, the jump time, as the time for 
the round trip T=2lr1 J=//<>Jó=lm/fik0 • Notice that, in 
this approximation, at each cell the outgoing packets 
have different amplitudes and directions of motion com­
pared with the incoming packets. Howevcr according to 
(2.15), the outgoing packets have the same form and cen· 
troid position (the middle of the valley) as the incoming 

enes. Thus in turn ·these outgoing packets will become 
incoming packets for the next scattering process al the 
two adjacent barriers, and thc whole scattering process 
repeats itself. A recursivo diffusion process will be car­
ried out this way. Equations (2.16) are the basic recursivo 
partial difference equations upon which we will build our 
quantum-random-walk (QRW) model. 

ill. QRW ONE·BODY WA VE FUNCllON 

In this section we apply the results of Sec. JI to a 
periodic crystal lattice (Kronig-Penney model), in which 
free particles described by wave packets move in the po· 
tential valleys, and from each valley to the next by quan­
tum tunneling (ar scattering above the potential). As in 
Sec. U, far. mathematical simplicity, we have the origin at 
a potential barrier. In arder to discuss our QRW 
diffusion model for an arbitrary cell, !et us denote cell M 
as the valley bounded by two potential barriers at 
(M-1)/ and Ml(M::O, ±1, ±2, •.. ). We also shift the 
time to t =Nr, such that for arbitrary multiples (N=:O, 
1, 2, ... ) of the jump time T, the centroids are located at 
midvalley positions. In this proposed..QRW model of 
diffusion, we generalize the results of Sec. II in such a 
way that ar every lattice va/ley M we ha ve both right· and 
left-moving packets, each of whose wave function at a 

·-,fj.~ed discrete time t = N T is given by 
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'11 M(x,NT)=[ A l;Ml,NT)e +lkox 

+B (Ml,NT)e -lkox]G(x,N1',M) (3.1) 

:.·-

(3.2) 

Here the coordinates (Ml,NT) denote the ccll·position 
(MI) and discrete-time (NT) dependence of the modula!· 
ing amplitudes A and B for right- and left-moving pack­
ets, respectively. 

In this QR W model, by assumption, we neglect more 
than one cell spreading of the packets. That is, at all 
times the wave packets are assumed to be bounded to a 
single ce//. The function G(x,NT,M) is centered at the 
midvalley M, and we assume that G(x,N1',M)=FO, only if 
(M -1 )1 <x <MI. Therefore in the QR W model we 
neglect the time dispersion of the packets beyond a single 
cell of size l. Under this assumption every wavc packet 
has no overlápping to neighboring cells. This assumption 
Iimits, for shon times only, the validity of our solution as 
a true Schriidinger wave packet. Clearly this prcvents us 
from finding, for long times, the corree! stationary solu· 
tion <Bloch's wave functions). 

The normalization rcquires 

f dxJG(x,N,Mll2=1 
«llM 

and 

J dxJG(x,N,Mll 2=0. 
ccU'Jl'!IM 

(3.3) 

The amplitudes A and B satisfy, for arbitrary lattice val· 
leys M and M + 1, the same recursive equations (2.16). 
That is, for a scattering at the potential barrier at x =MI, 
we ha ve thc relations (for simplicity I =,.= 1 from now 
on) 

[ 
B[M,N+l] l [ A[M,N] l 

A [.\f+l,N+l] =S(ko,Ml B[M+l,N] · (3.4) 

Here the right-hand side at time N has incoming ampli­
tudes for right-moving A (M,N) and left-moving 
B CM+ l ,N) packets. The left·band sidc has the corre· 
sponding outgoing amplitudes, one jump time later 
N +l. SCk0,M) denotes tbe S matrix associated witb the 
barrier located at x =M. Notice that for tbe single fact 

Óf having the barrier shifted at x = M, the S matrix now 
has the mathematical structure [9] 

S(k0 ,M)=US(k0 ,0)UT 

Therefore the general 
parametrized as 

~~óM]' e . 

S mairix located at 

lalkol [fi e +lkolM iVT ] 
SCk0 ,M)=e .. r.: -= -ik 2.ll • 

1vT vRe 0 

(3.5) 

x=M is 

(3.6) 

Equation (3.4) whicb far amplitudes has tbe same 
matbematical structure of a Markovian random-walk 
process, defines the basic equations of.our QRW model. 

IV. ONE·BODY QRW PROBABILITY 

We want tbe conditional, one-body probability of 
finding a particle at an arbitrary lattice cell M. lt is con· 
ditional because it depends strongly on the initial condi· 

· -tions. 'llince ·tlie pac!Cets do not overlap, we can integrate 
the one·body probability density for a single 'l'M(x,N) 
along a cell M: 

P(M,N)s f J'l' 11 (x,NJJ 2dx 
ccll.\/ ' 

(4.1) 

Substituting from Eq. (3.1), we have 

P(M,N)= 1 A (M,NJl2+ IB<M,N)Jl 

+ [ J M 'l't¡(x,N)'l'.iiCx,N)•dx +e.e. ] (4.2) 

Here tbe integral is an interference contribution pro­
duced by the total superposition, at the same cell ,\f, of 
two packets moving in opposite directions. After sorne 
elementary integrations the explicit value of this integral 
is given by 

f 'llt¡Cx,Nl'll;ii(x,N)•dx=AB• f dxe
12

k 0'JG(x,N,Mll 2 

M M 

2 J.., lfükokt /m =AB•exp(i21ik0t/m) -=dkg(k)g•(k+2k0 )e . (4.3) 

The last integral has two g(k) functions, g(k) centered at k 0 and the other g(k +2k0 ) centered at -k0 • Since by by­
pothesis we have a sharp distribution of momenta around k 0 so that !J.k <<k0 , the two g functions do not overlap in k 
space and the integral is negligible. Two wave packets traveling in opposite directions are orthogonal. The only in· 
terference will come from packets superposing in the same valley and traveling in the same direction. The final result 
for (4.2) is that the total probability at each lattice cell is an incoherent superposition of two wave packets moving in op-
posite directions: ·--:-e, 
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P(M,Nl=jA(M,Nll2 +iB(M,Nll 2 

=P+(M;N)+P_(M,N). (4.4) 

So far this looks like a dassical result. However, no­
tice · that according to Eq. (3.4) both A CM,N) and 
B (,'J,N) are made of a coherent superposition of two am­
plitudes, currently traveling in the same direction, but 
evaluated at a previous time. This will produce quantum 
interference, as we show next. Substituting Eq. (3.4) into 
Eq. (4.4), we find 

P +(M,Nl=I A (M,Nll 2 

=TP+(M-l,N-ll+RP.,.(M,N-1) 

+VTR[iA(M-1,N-l)B-CM,N-ll 

Xe +1ko2.11+c.c.], (4.5a) 

P _(M,N>=IB(M,Nll 2 

~RP+(M,N-ll+TP_(M+l,N-1) 

+VTR[iA"(M,N-l)B(M+l,N-ll 

(4.5b) 

The existence of these interference terms makes the 
great difference between classical (incoherent) and quan­
tum (coherent) random processes. N otice that if we arbi­
trarily neglect the interference terms in Eqs. (4.5), we re­
cover the classical (incoherent) correlated walk equations 
of Ref. [7], name!y · 

P+(M,Nl=TP+(M-l,N-ll+RP_(M,N-1), 

(4.6a) 

P_(M,NJ=RP+.(M,N-l)+TP_(M+l,N-1). 

(4.6b) 

From these classical (incoherent) equations, the Lan­
dauer diffusion coefficient D 1 =(v~l)T /2R has been 
readily derived [7]. However, in Ref. [8] it was preved 
that if the full interference contributions are taken into 
account, then we have an additive)uantum correction to 
the diffusion coefficient D2 =(u0 1) T IR. 

V. ONE-BODY QRW A.'IALYTIC SOLUTION 
FOR AN INFINlTE LATIICE 

The set of finite difference Eqs. (3.4) can, in principie; 
be solved for any arbitrary set of initial and boundary 
conditions. For simplicity we take an infinite lattice, and 
choose an initial single wave packet at arbitrary cell m 
moving to the right: . 

A(M,N=O)=BM,m, B(M,N=O)=O. (5.1) 

Given these initial conditions, the solution of Eq. (3.4) 
is obtained as follows: we first define the characteristic 
functions ACs,N) and BCs,N) by a finite Fourier trans­
form 

.i 
(5.2) . ' 

Negl~cting ~ommon pllase~ [a(k)j. and Fo~rler trans­
forming Eq. (3.4), we obtain a·Marko.v ~hain.equation 

[ 
A(s,N) ] [iVre" . v'R l 

B(s-2k,N) = Vlfellk iVre-/ll-2kl 

· [ A(s,N-ll l 
X B(s-2k,N-l) ' (5.3) 

where for simplicity we have dropped the subindex from 
k0 • From now on, every equation which depends on the 
central momentum of the packet will be denoted just by k 

Equation (5.3) is a first-order difference equation in 
variable N, and has the formal solution 

[ 
A(s,N) ]- H [ A(s,O) l 

B(s -2k,N> -P(s,k) B(s -2k,0) ' (5.4) 

where we have defined the P(s,k) matrix as 

[
;Vfe" VJf l 

P(s,kl= Vlfellk iVre-Hs-lkl • (5.5) 

Using the standard methods of linear algeb~a, we Obt~n - -· 

P(s,k)H=g(s,NlP(s,ki·+g(s,N-lle 12kI. (5.6) 

Here the scalar function g (s, Nl is the Green's function of 
the problem, and is given by 

J..•'1.-J..'!. . 
g(s,Nl= J..+-J...:. ; (5.7) 

where A+ and "-- are the )laitary eigenvalues of the P 
matrix, given by 

V!-Tcos2(s-kl 
with tane= Vrcos(s -k) (5.8) 

Substituting Eqs. (5.6), (5.7), and (5.ll into Eq. (5.4), we 
obtain 

[ 
A(s,N) l ¡iVfeislm +ti] 

B(s-2k,N) =g(s,N) Vlfell2k+sml 

¡elllk ·>si] 
+g(s,N-ll o 

Next, taking the inverse Fourier series 

g(M,Nl=_!_f" .-1sMg(s,Nlds, 
211' _,, --.-, 

(5.9) 

(5.10) 
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welinallyarriveat- . : .. · . . ".'· '.. : . B(M,N>c=v'Re"~<.~+llg¡M-miN>. (5.llb) 

A (M N)=ifi !l(M'-m·:~ 1 Ni+e 21k!l(M:C..:in ºN ~o· . . . . . . . . . . . . 
' · . · : ·. : ' •· •·.· · '· . ' In AppendÍx •A yJe explicitly calculáte.the Green's func-

".. '.. (5.1 láÍ · tion;!l(M,N), arid the result is given by 

. . 

· '· !iN-M)n) . ¡·· '· iN-2/ 
0

(

0

N º)) 
!l(M,N+ll=iNellN-M>k ~ (-!}' fi -

. . l' :. 1-0 ji [ N-~-2¡ H N+~-2j ]1 
(5.12) 

Tbis Grcen's function is differeni from zero only if the coordinate M has the same parity as N. 
Finally the one-body QRS probability distribution (4.4) then becomes 

P(M,N)=Tl!l¡M~1:,N»l 2+RlgcM,N;l'+l!lCM,N-1)1 2+ [ivre-llkg•cM,N-ll!l<M.-1.Nl+c.c.] 

In Fig. 1 we show a.ii example of the one-body QRW 
probability distribution as a function of cell position M, 
and compare it with the classical probability distribution 
obtained with Eqs. (4.6) in Ref. [7]. From Fig. 1 we no· 
tice that the most importan! distinction .between QR W 
and classical distributions is that the QRW shows the fol­
Jowing: 

(a) At any arbitrary time, there are well defined des· 
tructive and constructive inteñerence points. 

(b) There is an unexpected localization of the probabili­
ty. The probability is conserved, so almost a11 probability 
lost in destructive inteñerence points appears to be con­
centrated in the neighborhood of a single point where the 
probability has a big spike. This spik~ is a consequence 
of initially having the particle moving toward the right; 
see Eq. (5.1). 

(c) The position of this localization overshoots by far 

·• ·2 - 1 o 4 

(S.13) 

the classical average value. Inteñerence makes quantum 
particles diffuse raster. 

(d) At fixed times, the QR W probability fluctuates very 
strongly between neighboring_points, and also for fixed 
points the probabiiity iluctuatesveri~strongiy betwe~ñ 
successive times. The cause of these fluctuations is noth· 
ing but inteñerence. 

(e) Notice also that, in clear distinction with classical 
diffusion theory, in the QR W diffusion process the values 
of the first few moments lose any physical meaning. 

VI. N·BODY QRW PROBABILITY 
FOR FERMIONS AND BOSONS 

From Sec. III we have obtained, neglecting the spin 
wave function, far discrete times t =N(N = !, 2, •.. ), a 
one-particle QR W wave function cf¡111Cx 1, t ). Tbe super- · 
index is to denote the initial condition (!) of that particle: 

+co ik 
cf¡m(x¡,1)= ~ [A(M,l)e 0' 1 

.\!•-ca 

(6.1) 

For our QRW function (6.1) with bounded packets, the 
state of the single free particle is determined at every cell 
M by the specification of the two central values :tk0 
(times 2s + 1 for spin s). In the same cell M, two fermfons 
with the same spin can only occupy two states of düferent 
central momentum ±k0 • Full constructive (destructive) 
statistical inteñerence for bosons (fermions) will come, at 
the same ce11, only by having the same central momen­
tum k 0 • We choose the case of maximum statistical in· 
teference to present in this section. 

FIG. l. Quantum and classica[ one·body probabitity distribu· As previously preved in (5.4), the modulating ampli· 
tion PIJf,1 =S). Initial conditions: A(M,Ol=o,,.o and tudes [A CM,t),B(M,1)] depend strongly on the specific 
B(M,0)=0. Tbe continuous line is a coherent QRW theory; initial conditions [A(M,0),B(M,O)]. Having a second 
the dashed Iine is incoherent. ~9articie with the same energy, if different initial coodi· 

.J 
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tions are given, QRW equations (3.4) generate different · ·twó:bodyQiW: prí:Íbabfoty'de~;it; P(ín,ll;t1{i0~·finding 
amplitudes, say [C(M,t),D(M,t)]; and. 'therefore •· pal"!iclel oncell m and particlé 2 simultaneously on cell 
different one·particle QR W wave function .pm(x2,t): · n: · · · · 

+D(M,t)e -ikºx']G(xz,M,t). 

(6.2) 

In the case of two identical free particles diffusing in 
the same Jattice, we ha ve to introduce the correct symme­
try under perrnutation operators (10]. For bosons and 
ferrnions we ha ve the two-body QR W wave function, 
having one particle described by .pCI 1 and the other by 
.pm, 

'l'(x 1,x2 ,t J=:f[.plll(x 1 ,t lql2(x2,t) 

±ql111(x2,t)ql2(x 1,tl]. 

The + sign is for bosons, the - for fennions. 

(6.3) 

Using this wave function we can obtain the conditiona/ 

P(m,n, i ¡.pmcoi'..pi2>(0)) 

(6.4): 

Since we have a particle permutation symmetry (an.'. 
tisymmetry), we clearly have P(n,m,tl )=P(m,n,tll. 
The quantum probability :P(m,n,tl) of finding one (any) 
particle at cell m and the other one simultaineously at cell 
n:i=m is 

'P(m,n,tll=P(m,n,tll+P(n,m,tl )=2P(m,n,tl). 

Norrnalization demands that 

(6.5) 

(6.6) 

Symmetry and antisymmetry are conserved over time 
(10]. So for simplicity we neglect time notation, and from 
(6.3) and (6.4) we ha ve 

___ ¿>(n¡,¡t[i_ll,.pl2'l.=.-
2
1.1 J dxi!.P111Cx 1ll2f dx 2l,P121Cx 2>!2+ J dx¡l.pmcx,>l'f dx2!,Plll(x2ll 2 r m 11 '" 11 

± [Jm dx 1qllll(x 1)qlm•(x 1)fndx2•/} 21(x2)tf>lll•(x 2 l+c.c.] j. (6.7). 

Since wave packets centered at different cells do not overlap, we bave 

P(m,nl.p111 ,.p121 )=t[ [ 1 A (m >1 2+ IBCm Ji2 JX [!CCn>I'+ !D(nll2J+ [!C!mll2+ ID (mll2JX_(I A CnJl2+ !B(n>i2JJ 

±[ [A (m)C•(ml+B(m)D•(m)]X[C(n)A ª(nl+DCnJB•(nl]+~.c. J • (6.8) 

Defining the row-vector amplitudes .P~ 1 and .p~> for each 
la ttice ce U m, 

.p~ 1Crl=[ A (m,t),B(m,t)], 
(6.9) 

.p~ 1(t)=:[C(m,t),D(m,t)], 

we bave finally a condensed notation far (6.8): 

P(m,n,tl.Pm,q1< 2>¡ 

= H ¡.p~>¡z¡.p~"I'+ ¡q1~1¡2¡q1~u¡2 
· ±[.p~>q1~1txq1~21~~11t +e.e.]] , (6.10) 

wbere .p~ lt defines the adjoint of the vector .P~ 1. . 
As an example, consider two identical particles havmg 

ditferent inicial conditions q,111(0) and ,P121(0). Suppose 
the case in which, at sorne time la ter and at the same cell 
Cm =n), we have the two particles with different ampli­
!Udos but the same (rightl direction of motion: 

.p~ 1 =[A (m),0], .P~'=[C(m),0]. (6.11) 

Substituting (6. 1 J) in to (6. JO), we ha ve 

P(m,m.l.Pº'..P12» 
=.¡.[ 1ACmll 2!CCmll2+1 A lm>!21CCm >12 

±[A (m)C•(m)C(m)A ª(mJ+c.c. ]J 

or 

1 
m 121 _ {21 A Cmll2!CCmll 2 , Base 

P(m,m rp ,.p )- O, Fenni. 

(6.12) 

(6.13) 

As expected, the example shows that no matter what the 
val u es of the amplitudes A ( m) and C ( m ), as long as 
A ( m) or C ( m) are not zero, two bosonic wave packets 
with the same position and momentum will have max­
imum constructive interference. This is_the well known 
tendency for bosons to clump together in position. On 
the other hand, two fe1·mionic packets with tbe same po­
sition and momentum will have, in space, maximum des .. 
tructive interference (statistical repulsion). The 30 plot 
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of Eq. (6.10) is slrown in Fig. 2. 
In tbc case of N identical free particles baving tbc same 

cncrgy and diffusing in thc samc latticc, thc generaliza­
tion is straigbtforward. Wc bavc now N initial condi­
tions, and tbcrcforc N one-body QR W wavc functions 
\6111(j = 1, 2,. • .,N). Thc N-body. wavc function 'l' is 
givcn by 

'l'Cx1,x 2 ; _:: •• ,xN~t) 

= - 1-};(±1 l'P\6111Cx1,t) . VNi p . . .. 

, X\6(2)(x2,t) • • • \6<Nl(xN,t), . (6.14) 

Far symmctry . in (6.16), ali permutations of 
[s 1,s2 , ••• ,sNJ give tbe same probability. Thc quantum 
probability 1'lsps2, ••• ,sN,tl) of finding one (any) parti· 
ele at cell s 1, any otber particle simultaneously at cell s2, 

etc., is given by 

1'(s1,s2, ••• ,sN,tll=N!P(s1,s2, •.. ,sN,tl>. (6.17) 

Norma!ization dcmands tbat 

};~ ···~P(s 1 ,s2 , .•• ,sN,tll=l. (6.18) 
S¡ s 2 IN 
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APPENDIX: ANALYTIC EXPRESSIONS 
FOR GREEN'S FUNCTION 

In this appcndix we derive an exact cxpression for thc 
Green's function !l(x,t) defined in (5.7) and (S.10): 

!l(x,tl=_J_ Jv .-1.ug(s,t)ds 
211' -v 

;.1t,-J...'!. 
witb g(s,tl= A+ -J..._ • (Al) 

We want the exact solution. First we note that the 
function g (s,t) is proportional to a Cbcbyshev polynomi­
al of the second kind, U,_ 1(z). This is so becausc we can 
rewrite the eigenvalues J... as follows: 

A±= ;eike :;:- i~J,k) 

witb tanfl(s,k) 
v'1-Tcos2(s -k) 

Vrcos(s-k) 

Substituting Eq. (A2l into Eq. (Al), we obtain (12] 

(A2l 

wbcrc P is·. the permutation opcrator of the states 
(1 ),(2),. • .;(N). If wc define, far thc ·one-body wavc 
function j, thc_ row vector \6~1(t) at cell m, 

(6.15) 

¡ 
tben thc conditional N-body QRW probability density of 
finding particlc 1 at ccll s1, particle 2 at cell s2, etc., is 
given by · 

(6.16) 

_a.1 

p 

º·' 

p 

• 
FIG. 2. Two-body QR W probability distribution 

P(m,n,l =6). (a) is for fennions, lb) is far bosons. Initial con­
ditions: A(m,0)=.Sm,O• B(m,0)=0, C(n,0)=0, and 
D(n,O)=B,., 1• Notice the region m =n¡ fennions show statisti ... 
cal repulsion, bosons show clumping. -~, 
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(A3) 

(Á4Í 

. c2~i·-:21,;,; ¡rrr-=~{.H.-k>+~-lh-:k'i·'-2' 
=(fi¡1-2/:i,1 ¡i.;.;2¡¡1 

· · •• 0 n!(t-2}-n)I 

Xe'<'-kM1-2/-2n1. (AS) 

: If.' w~ ··~ubstitlÍte Eqs. (A4) and (AS) in to Eq. CAi), and 
make .an elementary integration, we bave an expression 
fer tbe Green 's function as fellows: . 

[•12] [ ¡•-2/•-2/ elk!2/+2nl(t - j)lf,(1-x ·2j +2n) 
!l(x,1+1)=(0'}; (.-¡}' fi ~ .

1 
!( _:

2
._ ); • 

¡-o .-o J t t J n . 
(A6) 

Kronecker's delta implies tbat !l(x, t + !) is different from zero only if t -x =2(} +n ). Sine e j and n are positive in­
tegers, tben t -x must be a positive even integer. Tberefere t and x must bave tbe same parity. Under these conditions 
n =(t-x-2))/2 will be a positive integer only if 2} <t-x. Therefore from (A6) we bave tbe final result fer 
G(x,t+ll: 

· [(t-xl/21 ¡ ¡•-2} (t ')! 
!l(x,t+l)=(i)1e 111 -xlk ~ (-¡}' fi -

¡-o .1¡t-x-2j j ¡~]' (A7) 

J. 2 r 2 • 

Notice that !ICx, t + 1) b;i~~ve; p;rity .. i;the~varlahle~ 
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INTRODUCCION 

. -_. - .. ,. . .: ' : 

El fenómeno de la difusión de partículas en el regimen hidrodinámic~ cÍásico, . puede . 
mod larse a partir de dos ecuaciones: (1) conservación.de la :masa .y:(i1).Ley· de;Fick:.oé - .. . .. ·· 

estas dos ecuaciones se deriva la ecuación de difusión clásica; que es una' ecuación 

difer ·ncial de tipo parabólico. 

Si se considera la difusión en una red periódica unidimensional, la ecuación de 

difus ón hidrodinámica puede deducirse también a partir de un modelo cinético, usando un 

proc so estocástico discreto llamado camino aleatorio (random walk) [l]. En este proceso 

esto]:' stico, se logra el límite continuo cuando la duración de cada salto y la longitud 

del orrespondiente desplazamiento tienden a cero. Es bien sabido que las ecuaciones de 

tipo parabólico implican una velocidad de propagación infinita y en el problema de la 

difusrón, se ha sugerido que, para soslayar este inconveniente, se utilice en su lugar 

una fcuación hiperbólica, que es precisamente la Ecuación del Telegrafista, de tal manera 

que ffas ecuaciones constitutivas que dan lugar a esta descripción son: (i~ conservación 

de 1 masa y (ii') la ecuación de Maltwell-Cattaneo. En el límite de tiempos grandes 

(com{arados con el tiempo de relajación), la ecuación de Maxwell-Cattaneo se reduce a la 

Ley e Fick y por tamo, la ecuación del telegrafista a la ecuación de difusión clásica. 

Si embargo, para tiempos pequeños, la ecuación correcta debe ser la del telegrafista y 

la escala de tiempos donde ésta es aplicable define al regimen mesoscópico clásico en el 

fenó+eno de la difusión. La pregunta que surge en este punto es: ¿cuál será el proceso 

estocrstico asociado a la difusión mesoscópica?. La respuesta se puede encontrar 

utiliz~ndo un proceso cuántico dependiente del tiempo, llamado camino aleatorio cuántico, 

desalrollado por S. Godoy [3]. 
En este modelo de camino aleatorio cuántico, en adelante QRW, se considera a las 

partí u las representadas por paquetes de ondas que satisfacen la ecuación de Schriidinger. 

De e ta manera, se calcula la amplitud de probabilidad de encontrar a un paquete de ondas 

en c erta celda, distinguiendo entre las amplitudes de probabilidad de moverse hacia la 

dere ha o hacia la izquierda. Como es general en Mecánica Cuántica, se interpreta a la 

prob· bilidad como el cuadrado hem1itiano de la amplitud de probabilidad. En este modelo, 

la p obabilidad de encontrar a la partícula en la posición x al tiempo t es igual a la 

mag itud al cuadrado de la suma de las amplitudes de probabilidad que describen a los 

paqu •tes de ondas moviéndose hacia la derecha y hacia la izquierda. De esta manera se 



' . ·., . 
introduc~ un nuev.º. eleniento: que .noap~recé en el ,camino aleatorio:clásico: inteiferencia 
cuámica; . 

.. En este. tdbajó de, i~s-is;~ se '10111~ c~n1~. puntÓ ·de p~rtida el modelo d~ ÓR\V.·¿cm ~Í fin de 

• ti~lit';~~~/, ~:1:l~n•:;,,'.:;,";;'~'.:,¡~:~, 1:;,,'°;,1 •;,:~·~~~~·~ \~.• · .. · 
I)' E~.t~ricte{~¡ ~odelo de QRW para incluir condiciones a Ja frontera. 

' -- Con'·-J~"_fin~Jicl~d de considerar eventualmente un gas ideal cuántico de Lorentz [4], se 

res~~Ív~ el p~oblema de condiciones de frontera periódicas. 

-'2) Se introduce, por vez primera en Ja literatura, el problema de Ja indistinguibilidad 

--de . las partículas en caminos aleatorios. Para resolver este problema de difusión 

-cuántica, se aplica Ja estadística correspondiente para Fermiones y Bosones [5]. 

3) Finalmente, se discuten las consecuencias físicas que se derivan de este modelo. En 

particular, se muestra que el modelo de QRW se puede utilizar para describir el fenómeno 

de difusión en el regimen mesoscópico clásico. 

La distribución del trabajo está constituída de la siguiente manera: en el capítulo uno 

se revisa, como antecedente, el modelo de QRW y su aplicación en el problema de Ja 

difusión cuántica de partículas en una red unidimensional infinita. 

En el capítulo dos, inicia propiamente el trabajo de esta tesis al introducir 

condiciones a Ja frontera. Utilizando el modelo de QRW se resuelve el problema de Ja 

difusión cuántica de partículas en una red unidimensional finita con condiciones de 

frontera periódicas. Aquí se analizan dos tipos de condiciones iniciales: homogéneas e 

inhomogéneas. A las condiciones iniciales se les llama homogéneas si al tiempo inicial (t 

= O), todas las celdas de Ja red tienen la misma probabilidad de estar ocupadas. 

A las condiciones iniciales se les llama inhomogéneas si al tiempo inicial la función 

de distribución es diferente de cero sólo en una celda (distribución delta <le Dirac). 

Al resolver las ecuaciones con las dos condiciones iniciales propuestas y con 

condiciones de frontera periódicas, se encuentra que al transcurrir el tiempo, la 

densidad de probabilidad alcanza una distribución homogénea, independientemente de las 

condiciones iniciales. Sin embargo, no se alcanza el equilibrio en el sentido estricto, 

pues al calcular las corrientes de probabilidad a derecha e izquierda se observa que 

éstas fluctúan en ambos casos y, solamente cuando el tamaño de Ja muestra es grande, las 

fluctuaciones cuánticas de las corrientes tienden a cero, entendiéndose por equilibrio la 

¡¡ 



situación .donde la distribución adquiere un valor. constante e igual para todos los púnt()S, 

del espacio fase· (equa/ a priori probabiliries). 
En el capítulo tres se r~suelve el problema· de la difusión 'cuáhtlca: de· uri· sistema de 

. . . . : "'' ,, "' ._,.,.,., ,, .. ., ... ' .. ,, .. 
partículas · indistinguibles, en una red unidimensional ''infinita, 'irÍtrodiiCie~do. ahora· la 

esradístiéa correspondiente. Se resuelve primero en forma: explí~ita{ el probiemá : de dos 

partículas difundiéndose en la red, considerando que éstas ·sonfermioile~ é/bosones y se 

· calcula la probabilidad de encontrar simultáneamente a las dos partí~ulas en dos celdas 

cualesquiera a un tiempo arbitrario. Al graficar estas soluciones se muestra la tendencia 

de los fermiones a separarse (repulsión estadística) y de los bosones a concentrarse 

(atracción estadística). A continuación se muestra el tratamiento a seguir en el caso de 

N partículas idénticas. 

En el capítulo cuatro, se discute la física involucrada en estos procesos y se aplican 

los resultados al problema de la difusión en materiales mesoscópicos clásicos [6]. 

encontrándose la ecuación de difusión generalizada para la función de distribución en 

este regimen. A continuación se pasa al límite continuo, donde se satisfacen dos 

ecuaciones cinéticas simultáneas para la densidad y la corriente: (i) conservación local 

de la masa y (ii) la ecuación de Maxwell-Cattaneo [7]. Separando las variables se 

encuentra que cada función individual, densidad y corriente, satisfacen la ecuación del 

telegrafista. 

Finalmente se hace ver que el origen de la segunda derivada en el tiempo, en la 

ecuación de difusión mesoscópica proviene del carácter no Markoviano de la densidad. 

¡¡¡ 

Francisco Espinosa Magaña 

Enero de 1996 



CAPITULO 1 

DIFUSION DE PARTICULAS EN 1.J;-.iA RED UNIDIMENSIONAL L'IFINITA 

En este capítulo se revisará el modelo de Camino Aleatorio Cuántico, en adelante QRW 

(Quimtum Random Walk), desarrollado por S. Godoy [3] para estudiar la difusión cuántica 

de partículas en una red unidimensional infinita. El modelo describe, para cada celda de 

la red, la evolución temporal de las amplitudes modulantes de dos paquetes de ondas, 

moviéndose en sentidos opuestos e incidiendo sobre las barreras de potencial de la red. 

En particular se muestra que la ley de Fick [8] y el coeficiente de difusión de Landauer 

[2] se obtienen de la contribución incoherente de la densidad de corriente cuántica y 

aparece un término adicional que se puede asociar a una contribución cahereme de estos 

procesos de interferencia. 

l. l. DISPERSION DE ONDAS PLANAS POR UN POTENCIAL 

Consideremos un potencial de forma arbitraria localizado en una región finita del eje 

x, sobre el cual incide una partícula libre representada por una onda plana. como se 

muestra en la siguiente figura. 

La solución general de la ecuación de Schrodinger para este potencial es de la fonna 

{

a e'lcx + 
ip(x) = 

c e1lcx + 

X -) -co 

(1.1) 
-ikx d e , 



. . . 

que. describe. ·a· dos ondas planas· incidiendo sobre· la. barrera de potencial con amplin1des 

de probabi!Ídad. (a;d) y dos ondas planas salientes ~uy~s amplitudes de probabilidad son 

(b;c). PÓdemií~ .n:lai:ionar estas amplitudes de prcibabilldad a través de ·la llamada mairiz 
de dispersió~1 [9];deflnida de la siguiente manera: ... 

b = S11 a '+.S12 .d 

qui: se:puede escribir en forma mafrlcial 
>· 

(:] s (:] 

(l.ia) 

(1.2b) 

(Í.3) 

A s se le llama la marri:: de dispersión y depende de Ja fonna del pote~cial particular 

que se esté utilizando. Sin embargo, podemos deducir para esta matriz algunas propiedades 

que no dependen del modelo particular. Debe ser unitaria, lo cual se demuestra si pedimos 

conservación de la probabilidad. Es bien sabido [9] que para un estado estacionario 

unidimensional la densidad de corriente de probabilidad 

~ (1/1* 81/l _ Bi/J* i/J) 
21111 ax ax 

(1.4) 

debe ser independiente de x. Al calcular j con las funciones de onda dadas en la ec.(1.1) 

y pedir que su valor sea el mismo a la derecha y a la izquierda del potencial se obtiene 

!bl 2 + lcl 2 
= tal 2 + idi 2 (1.5) 

Usando notación matricial, la ecuación anterior se puede escribir como 

{1.6) 

2 



. . . ' --

dondé .. st. denota a la transpuesta conjuga~a' de la ~iatri~ s.; P~r )o tanto st~ \= D; I~ que 

::~~ ,~:; ,:1,:~:~ .. ~:~~;·7~~~j~~~~~t,~ll\RJ~;:;~;n••:•,, ·m,,nz. :: ,: 

••• " ' ~' ·.-:·.-~ > '. 

, ,. 'r.::;·,~,:." ,' ··:_::>.· ·~:~ -.~-~-(~::;;;.;·~. 
adema's, -·." ·";"1~ .. --.,~r/' "-; . ..,;·\.<'.~_,t· ._.:: ·' .. ·. · -·· · 

• •, • 'v~ • . ·-:~)t~'.~\ :·.''.; ~; <·:: ·~ ' 

1Su1 2 + 1S12l2 = l y~: ; ~1;k¡i*~-+;X·1S22* = o 
;·>:':.:· .. ~·: .;·:,.:/~·}{:.: ,:. 

(1.8) 

Por otro lado, como el potencial .· e~{rcfaJ;·':'l~\,~cúación de Schréidinger debe ser 
···. :-: ··:1.:·:.'.:·:'.\/;·:,,~"º"":~~·'·'.··· :-; 

invariante ante inversiones en el tiempo [~G-~W<'>/~igrFfi~a. que la función 

X~ -a> 

i/J' (X) (1.9) 

también es una solución, lo cual a su vez . implica que podemos escribir la siguiente 
relación entre las amplitudes: 

(l.10) 

Combinando las ecs. (l.10) y (1.3) obtenemos 

s* s (l.11) 

y esta condición, junto con la condición de unitariedad implica que la matriz s debe ser 

simétrica: 

(l.12) 

3 



; . : . -. . .' . ''- ' 

Ahora impongamos, por el momenÍo; u~a i::ondiclÓn' adi~ibnal sob;i: el ~~tendal: que sea 

una función par de la posición x. pe eslll)o;:ina .. ~k:obiÍeri~' &fo1; so¡~ci~~-· Je la ecuación 
de Schrodinger al sustituir x -> ~x ~n l~ e~:[;(ÍJ~}:~:~ :'C?:i~>{::.- . " .... 

·. -1~<. ·: ;-~'.'II:·:·":: "·.~ ·;·.: .. ·:_)~>e . >· 

.P"(x)-l'ªe. :· __ ·;:b;it>:;' ,·: .. _x.~~+:"'·> (1.13) 
ce·1'kx·,t'.d'..e:+1~:,' ;~~: . 

~ : .. ·· ... :.,:·~.(~ .. ~~-"-.,, .·,.' ' ' co ··,,. :::~ ~<~'i> ; ' _:,: ' ~'· •"'' \'- .. ,,,.,' 
de donde obtenemos otra r~)ll~iº~· eriir~:i~s,;~,P:1M~~~·.. > · · 

[:J [:'. '.c~f ¡:]' (l. 14) 

que se puede. escribir como 

(1.15) 

Comparando nuevamente cori la ec. (1.3) vemos que se deben satisfacer las siguientes 
relaciones 

y (1.16) 

En resumen, con las tres condiciones impuestas sobre la matriz s: 1111itariedad, simetría 

y paridad, ésta debe tener la forma 

(1.17) 

Ahora expresaremos esta matriz en ténninos de los coeficientes de reílexión y 
transmisión R y T. Volviendo a las ecs. (1.2a) y (1.2b), se pueden despejar los 
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coeficientes a y b. en)érrninos de, c y .d, cs. dccir,,:_cxpresar lqs.:coeficientcs de _las ondas 

planas a l.a izquierda: del: potenciai en. tém1inos_ de' Íos'. coefici,entes :_de' _las ondas_ planas a 

la derecha; e~·cuyo.;:a~~ p0d~mé¡ló'escri6ir:/:; , - ,' ,..-. •-- ? 

A•" I• ll•m• ¡, Mo<rl<d;~lf,:!~~'''''~~:m1i16riy iona;~, 1: , 
expresan fácilmente en térrnin~~ ·ci~:·l~s~-:~1~h;~~¡Ó~;:¿~~-~~;~; ~~t¡¡:¿ p~~s sl: ~e 'co~sid~ ~na , ··. ¡ 

onda plana incidente sóbre •_ la_ b~ri:~i~\¡¡~ "pil~e~c'i~Vpor la lzqúfordá: y ~se háce·: el'<;,,,'.' O;~ . 

podemos escribir: 
~· .. -:·,. ·é:.: ;'->;·-.·~·.;·:.:.~.::: ... ·--·.,· .. - .. -, : .. - : .... -... ·.~---·~:; .. -:::-·· 

de donde se obtienen los coeficientes _de transmisión y reflexión: 

T 
1M 11 12 

R 

:>···::~1:',') ,; .:~·:: 

,._ .. 
·--·:,·. 

" 
(1,2oa)< 

,. .; .. ,· ' 

(L20b) 

Para expresar los elementos de la matriz de dispersión en términos_ de estos 

coeficientes, encontraremos la relación que existe entre los elementos de las matrices s 

y IM. Para ello, recordemos que 

b = S11 a + S12 d (1.2la) 

(1.2lb) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones para a y b, encontramos: 
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(1 ~22a) 

(1.22b) 

(l.23) 

pero, 

(1.24) 

y comparando las dos expresiones anteriores, vemos que 

y (1.25) ·,· 

por lo tanto 

,· ' 

y .R 1Su1 2 (1.26) 

de donde podemos despejar a S12 y S11 : 
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S. ·=T eia. 
.12 i 1 (1.27a) 

(t.i7b) 

pero la ec. (l. 8) nos mtiesira qu~ las fases a. y /3 no son i~depe~dieníes y la ;eláciill que 

,,¡,re ,n.re ,,.;, ,¡ ~"j~ •'¡_ ,;, 

'.'.i_': ·' •· ·,.,:\_;'.;,· 
·r·'~· :: -

y. las ecs. CL27a) y (l:Úb)".se :~J~<ic!iI>icb~¿f¡Jij¡.%¿.Í~ Úil~i~nt1Úo~~a: · ... 
. · ·. ~{,~«·A:*~tii:f·?":~}:·· .·. 

':-.·~~i~;,B-'.~'.}~~í~~,,·;, '.~;,~.:· ,, ' .. (1.29b). 

Sustituyendo estas · expréstories ,en\l~·::~~tfíi·.~)~óá~~c)f ~¡presarla, únieamente . en térniinos 

de la fase /3: . " ·'<:« · ·· 

S(k,O) (1.30) 

En esta última expresión se ha escrito, en forma explícita, la dependencia de la matriz 

de dispersión con la energía a través de k (E = h
2k2/2m) y el segundo argumento en s 

indica que ésta se calculó para x = O y, por lo tanto, este resultado es válido sólo para 

un potencial simétrico, por ejemplo, un potencial rectangular o un potencial delta de 

Dirac centrados en el origen. Si la barrera de potencial se encuentra centrada en otra 

posición x "' O, entonces la ec. (1.30) ya no se cumple, pues en general S11 "' S22 • 

Para aplicar estos resultados en el problema de la difusión de partículas en una red 

periódica, en algún momento necesitaremos la expresión general de la matriz de 

dispersión, cuando el potencial no se encuentre en el origen. Supongamos entonces que el 

potencial se encuentra desplazado a la posición x=x0 y definamos un nuevo eje coordenado 

x', de tal manera que el potencial esté centrado en x' = O, es decir, hacemos una 
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traslación de tal mai1era que. X' 

ecuación de Schrodinger será:' . 

x :. x0 • En este nuevo eje la solución general de la 

· - , { a'e'loc'. + b;;~-!"M~i. x'. i~ ~"' · 

l/J(X') =·.· • '.,~'IKx¡ +·~:/e~.~\ .. ·,: •.•.•.•... ,·.~;.···<+ (L31) 
. ,e e~_,.~ -··,·:·. _ ~:\·;,, __ .co•·-. .. ·.:. · . 
..... ··. ·. ,:;·~· ... ;:,··_,,. :;.'.. ~:_:¡·::.<-· _·.·.~'./ :· :_\:· ,. ·', ·.· . . >:;' _.:·;· \._. . '" •) '-·~,:' - ' . ... .•. . ' ,; 

La matriz de dispersió~; •¡;~:·~sie .r1üevo ~ ejé cCJ~rde~~-d'.o~·: se dihn~: <le' acuerdo a. lá 

siguiente relación: < ; · 
:,.:_·; "<:·_ -_.~- <. ·: >· ·... . ' ' 

'~lf ~ "''~O) [:: l (1'2\ 

En realidad, lo ~~ico ,que hici~os fue cambiar de base: (e11cx,e-ikX) 

si reescribimos Ía e~. (L31) én términos de la base original tendremos: 

··¡. a'.e'k(x-X¡¡) 
l/l(X) = 

. . . . c' e'k(x-Xo) 

+ b' e-ik(x-X¡¡) , 

+ d' e-ik(x-X¡¡) , 

{ 

a'e1kxe-1Kxo + b'e-1Kxe'Kxo 

= c' e'kxe -IKxo + d' e-1loce'Kxo : 

X--? -oo 

X,_.+., 

X~ ·-co 

X' +m 

..... ·· .. :.-. ·. 
. 1loc''··-ikx' . 

' .(e . . ,e ·) y. 

(L33) 

Comparando las ecs. (1.1) y (1.33) vemos que los coeficientes en las dos bases están 

relacionados de una manera muy simple: 

(1.34) 

Ahora, en la base (e11cx,e-1Kx), la matriz de dispersión en x=X¡¡ está definida por medio 

de la ecuación: 
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[b] ::scx·"' x,;) .. · [ª] ., 
·.e · · ··:.·· .. · d 

(1.35) 

:y d'.; ce. (L34),. obtenemos: 

(! .36) 

(1.37) 

. (l.38) 

con 

(l.39). 

y la ec. (1.37) queda: 
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de donde podemos~~espejar a s(x=x0): 

(1.41) 

.. ·· ·•· . • . . [.JR e2ikXo 
.. S(X=Xo) = e1{3(k) 

¡.JT 
(1.42) ' 

. . . . 
donde. se.· ve claramente que la matriz de dispersión depende de la posición de la ·bárrera · 

de potencial. 

Nótese que la transformación mostrada en la ec. (1.41) no es unitaria, a menos que se 

intercambien los dos renglones en las matrices de dispersión. La ec. · (1.41) púede 

escribirse en la fomia equivalente: 

(1.43) 

que sí es una transformación unitaria. 

1.2. DISPERSION DE PAQUETES DE ONDAS POR UN POTENCIAL 

En la sección anterior se utilizaron ondas planas para calcular la matriz de 

dispersión, pero para describir un fenómeno de transporte de masa se requiere de cierta 

localización en el espacio y una onda plana es por definición, infinita en extensión. A 

continuación se supondrá que las partículas están descritas por paquetes de ondas más o 

menos localizados, los cuales serán dispersados sólo en las fronteras de cada celda. De 

esta manera se tendrá un modelo microscópico para describir la difusión cuántica de 
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·. ·- '.: .' .·:·'·.·, , .. ·,._,.:.·- - ' 

partículas en un~ red. unidimensional, parti~nd() de Ja ecuación. de .. SchrOdinger y 
suponiendo· que. lá clfruslón ti~n~ •:1~gar ·por efecÍos de,· tun~laj~ ;cuántico ·y.dispersión•.• • 

. so~~j~:~cirª:~~~~~~~~~stei:t~nd~~::plaha{iT!~~~~h~fi~i~;a:siB~:\t~ry~¿;~~i;~e~Ji~?~~ ~bü~stos •· · 
e incidiendo ambas sobre· un'pOté'n.c.ial'.'disperso(en:e1fodgen¡•,:I.;:¡sép~d!isiin~iderite(por la 

izquierda .y la. dere~hase escribirán co?1°" · .. '~. •,> .: 1 '.: ··~~:·::: • "> · ... ¡·. i' ;;; . " 

.• i L"c ci> ._~_:'/.·~~--~-~~>~·¿,; : < .. ; .. ' ..• :;.; H ·' :· 
~,;:_ . --· . -. 

~!º~·(x) .·, ~i'.~;:::.:,-,~,::'. :,<, ·;.:; ; , 

y la_s ondas dispersadas, en términos de -!Cld;l~fu~r~~~,i~f/)·;;~ji6~~~i~.'~e.[~ispérsi~n. estarán 
dadas por las siguientes expresiones , . , .... , .:·y•<;•,:J·' -: ~· 

·. - . ~-. :.: _ _ -.: .- .. ~;-;:·. ·:· ' . :;'. -. : . : .. ·: •' 

\b~"'(x) ~ [a S11(k) .+ b s;~(k)1~~.1~': > (2.2a) 

.. ·:· .. ·:_-: ,_:."··.: .. 

[a S21(k) + b S22(k)]e+ikx (2.2b) 

Ahora construyamos los paquetes de ondas incidentes como una superposición lineal de 
ondas planas: 

.¡i~"°(x,t) ., . r +ikxJ = _l_ Jr(k) e-1w(k)t a e dk, 
./2rr' b e -ikx . ., 

X < 0 
(2.3) 

X > 0 . 

En esta ecuación w(k) = hk2/2m, y f(k) es una función arbitraria con un máximo 
pronunciado en k=ko y ancho llk. Además, los paquetes se mueven con velocidades v0 =±hkQ/m 
y tienen una energía c0 = ñw(ko). Las expresiones para los paquetes incidentes, que son 
válidas sólo para tiempos negativos (suponemos que la inreracción del paquete de ondas 

con el potencial ocurre a t = O), se pueden escribir de la siguiente manera 

.¡.~ "°(x,t) = [ª e+ ikox] _!_ j f(k) e-iw(k)t [e+ i(k-kQ)xl dk 

b e -ikQx .f2rr' ·"' e-i(k-k0)x 

X < 0 
(2.4) 

X> Ü. 
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o en notación más .cornp:icta 
' . ··,-.·. 

,' '. ~b~g:t.::0; =-·{ ·~ e :11\oX ~G( :x,t) 
·· ·· ·· ' • '.< ., · b e-IKQ~ G(-x,t) 

donde. se, ha :détinido··1~·~~c·i~h-.~~Jp11Ja·.-.a:ci)1;~b~~º .· •• .. 
. "' ' . ,·' " "·' "-·· .:·· .• · ,.:.:-:··;·:'·· ·:· ;.1,> . • ::·: :."~'\; . • ·:--"'·:: ,; ... 

:'X :< 0 · 

x >o. ... 
(2.5) 

'•:"-'· 

. G(x,t) " l J dk f(k) e-iw(k)t ei(k~k¡¡)x 
. .f2rr' . . (2.6) 

•ID 

y depende de la fonna particular de f(k). 

Ahora supongamos que al tiempo inicial t; se tienen dos paquetes de ondas en las 

posiciones X; = +112 (/ se identificará más adelante con la constante _de la red) y 

moviéndose con velocidades ±hk1/m, de tal manera que el tiempo inicial lo podemos 

escribir como t¡ = -lm/2hk0 y las posiciones iniciales de los dos centroides están dadas 

por X; = +hk¡¡tlm (con t < 0). Justamente ahí, a la mitad de las celdas, las funciones de 

onda de los paquetes incidentes se pueden escribir como: 

ljlk"º(x,t;) 
{

A(x; <O,~) e+ikox G(+x,t¡), x <O 

B(x¡ > O, t¡) e-ik¡¡x G(-X,t¡). x > O 

(2.7) 

donde 

[

A(X¡ < 0, t¡)l 
5 

[ a ] 

B(X¡ > 0, t¡) b 
(2.8) 

De igual fonna, los dos paquetes de ondas salientes se pueden escribir de la siguiente 

manera 
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.¡i~"'(x;t) = _!__ f dk f(k) e-iwck)t[[.a S¡¡(k) .. + b S¡i<k)] e:~] : x < O 
· lli "" .. [a S21 (k) + b S22(k)] e · x > O 

(2.9) 

Esta integral, válida sólo para tiempos positivos, no se puede resolver analíticaiitente ' · 

a menos que se tenga un modelo particular para la matriz s (o la barrera. de potend~l); · 

Intentando llevar el análisis lo más lejos posible sin tener que recurrir a un· poiericia( 

particular, podemos desarrollar la matriz s(k) en serie de Taylor alrededor de J<o: 

S{k) S{ko) + :~ (k - ko) + · · · 

Además, supondremos que s(k) = S(ko), lo cual será cierto si 

l S(J<o) 1 » 1d"S/dkg1 n ;,: 1 (2.11) 

Es claro que la ec. (2.11) no es válida para valores arbitrarios de ko; sin embargo, 

viendo una gráfica del coeficiente de transmisión 1S12 l2 vs. energía en cualquier modelo 

particular [9], es fácil convencerse de que siempre se pueden encontrar puntos donde la 

ec. (2.11) es válida. Escogiendo valores de ko correspondientes a energías altas o puntos 

entre dos energías de resonancia consecutivas donde el coeficiente de transmisión es casi 

plano, la condición anterior se satisface. 

Bajo estas condiciones, las funciones de las ondas salientes (2.9) se pueden escribir 

como 

"' 
x _1_ J f(k) e-iw(k)t e +i(k-ko)x dk 
a; . ., 
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X > 0 
(2.12) 

i, 



En ténninos de la función G(x;t): 

X <·Ü 
(2.13) 

Para los paquetes de ondas salientes; a~bos~ céritr6i~~s' •. Hégarán a la mitad de las 

celdas, cuyas posiciones son Xr = ±/12, al rrÚsm~\i~m~~'~/;;,;·>+ /m/2hk¡, :: -\ (nótese que . 

se despreció el tiempo de retardo). Por lci. iarifo; iá~úfo.¡¿fon~s' ele las ·ondas salientes se 
. :",' .. _;. :: . ;.;.·: .::: ::~.~·:: : . 

··'.(~.:~~'.~ :.;t~·:;·:: 

{:::.: ::su~ifül~1~i, : : : 
pueden escribir como 

(2.14) 

-~ :\" ~-.'":_',',: :··:/.:.·· 

De las ecs. (2.13) y (2.14) se v~,~~¿·/i~:~~)~cfon entre las amplitudes modulantes de 

las ondas salientes e incidenies es; .-: .. r .. 

S¡2(ko)]. [A(x¡ < O, t¡)l 

S22(ko) B(x¡ > O, t¡) 
(2.15) 

donde se ha definido a ' = lmlhk¡., como el "tiempo de salto". Nótese que en esta 
aproximación, en cada celda los paquetes de ondas salientes tienen diferentes amplitudes 

y direcciones de movimiento que los paquetes de ondas incidentes. Sin embargo. de acuerdo 

a la ec. (2.14) los paquetes de ondas salientes tienen la misma forma y posición del 

centroide (a la mitad de la celda) que los incidentes; a su vez, estos paquetes de ondas 

salientes serán paquetes de ondas incidentes para el siguiente proceso de dispersión en 

las barreras adyacentes y el proceso completo se repite nuevamente. De esta manera se 

genera un proceso recursivo de difusión. Las ecs. (2.15) son las ecuaciones en 

diferencias finitas sobre las cuales se construye el modelo de QRW. 
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1.3. DIFúSION EN UNA RED PERIODICA INF~ITA 

E.n esta sección se aplicarán los resultados ameriores a una red unidimensional 

periódica infinita (modelo de Kronig-Penney), en la cual las partículas libres descritas 

por paquetes de ondas se mueven en los valles entre dos potenciales y de un valle a otro 

por tunelaje cuántico o dispersión sobre el potencial. Para desa1Tollar el modelo de QRW 

para difusión en una celda arbitraria, se denotará por m al valle de la celda m-ésima 

limitada por dos barreras de potencial centradas en m/ y (m+l)/, (m = O, ±!, ±2, ... ). 

También, se escribirá t = n-r, de tal manera que para múltiplos enteros del "tiempo de 

salto" (n = O, !, 2, ... ) los centroides se localicen en el punto medio de los valles. En 

este modelo de QRW para difusión cuántica, se generalizan los resultados de la sección 

anterior de tal manera que en cada valle m se tengan dos paquetes de onda moviéndose a 

derecha e izquierda, cuya función de onda a un tiempo fijo t = nT está dada por 

(3.1) 

Aquí las coordenadas (m/,nT) denotan la dependencia de las amplitudes modulantes A y B 

en la posición de la celda (mi) y el tiempo (nT) para paquetes moviéndose a derecha e 

izquierda, respectivamente. En este modelo se supone también y es tal vez la aproximación 

más fuerte, que los paquetes de ondas están /imitados por una sola celda a cualquier 

tiempo y la función G 01(x,n) se encuentra centrada en la mitad del valle m. En otras 

palabras, suponemos que Gm(x,n) " O sólo si mi < x < (m+ 1)/. Esto significa que los 

paquetes no tienen ningún traslape con las celdas i·ecinas. Esta suposición nos da la 

solución correcta sólo para tiempos pequeños y no nos serviría para calcular la solución 

estacionaria para tiempos grandes. 

Finalmente, al requerir que la función de onda esté nonnalizada obtenemos una condición 

sobre G01(x,t), que más adelante será de gran utilidad: 

J dx 1Gm(X,n)1 2 y J dx 1G"'(x,n)1
2 o (3~2) 

celda m celda ~ m 
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1.4. SOLUCION Ai"IALITICA EN UNA RED INFINITA 
. - . 

Las amplitudes A y B satisfacen, para celdas' arbitrarias m i,m+i. la~ ~isinas, ecuaciones 

recursivas dadas en las ecs. (2.15). Si por simplicidad,hácem~sl, ;=,,~ = J.'eriúm~e~ para: 
dispersión en la barrera de potencial en X • = mi S~ Ú~n~~'. ¡~~ :~~ufüo~~S; 

, (4.la) 

B(m-1,n) = S11{m) A(m-1,n-1) + S12(m) B(rn,n-1) (4:lb) 

que son las ecuaciones básicas que constituyen este modelo. Aquí A(m,n) y B(m,ri) 

representan las ampliwdes modulantes del paquete de ondas en la celda m-ésima y .las Su 

representan los elementos de la matriz 

(4.2) 

donde se ha omitido el factor eif3 pues se cancela al calcular probabilidades, como se 

verá más adelante. 

Para resolver el sistema infinito de ecuaciones en diferencias parciales, ecs. (4. la) y 

(4.lb), se utilizará el método de Transformadas de Fourier para la variable espacial, m. 

Reescribiendo las ecs. (4.la) y (4.lb) con los valores de S;J de la ec. (4.2) se tiene: 

A(rn,n) = i .fT A(m-l,n-1) + .fR' e-2ikom B(m,n-1) 

B(m-1,n) = .fR' e2ikom A(m-l,n-1) + i .fT B(m,n-1) 

o, en forma matricial 

[

B(rn-1, n)] 

A(rn,n) 
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[

A(rn-l,n-1)] 

B(m,n~l) 

(4.3a) 

(4.3b) 

(4.4) 



Definiendo entonces la Tran5fom1ada de Four_ier (10] de . las. amplitudes A y B de la 

siguiente forma: 

.(4.5) 

(4.6a) 

i3cs,ll)'~is ::I'R Acs~i~.n~l)cl<5+2k(J> + i .ff' B(s,n-1) (4.6b) 

y la ecua~i~n (4.6~) ~e. puede e~cribir como 

. B(s-2k(J,n) = .JR Á(s,n-1) e2iko + i .ff' e-i(s-2ko> B(s-2ko,n-I) (4.7) 

Las ·ecuaciones (4.6a) y (4.7) pueden expresarse en fom1a matricial de la siguiente 

manera: 

[ 

A(s,n) l [¡ .JT eis 

B(s-2k0 ,n) = .JR e2ik(J 
.JR l [ A(s,n-1) l 

i .ff' e -i(s-2k(J) B(s-2k(J, n-1) 

que representa un sistema de ecuaciones recursivas en el tiempo n. Por lo tanto, podernos 

expresar a las amplitudes transformadas, al tiempo n, en términos de las correspondientes 

amplitudes al tiempo inicial n = O: 

[ 

A(s,n) l 
B(s-2k(J,n) 

= IP"(s,k(J) [ A(s,O) l 
B(s-2k0 ,0) 

donde se ha definido a la matriz IP corno 
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[

¡ ff' eis 
IP(s,ko) = 

.fR e2íko 
.fR ·] 

¡ .ff éCs-2ko) 
(4.9) 

Para resolver este sistema analíticamente y pod~r mcistrar los resultados en fonna 

gráfica, se escogerá por el momento, las coridicicines· iniciales de tal fonna que la 

partícula se encuentre al tiempo inicial n = o.én la .celda m-ésima y moviéndose a la 

derecha: 

A(nt,O) = .s(m;O) (4.lOa) 

B(nt,0) = O (4. lOb) 

entonces, 

"' 
A(s,O) í eisin A(m,O) [ eism .s(m,0) 1 . (4:1la) 

m=..co m=.oo 

"' "' 
B(s,O) í eism B(m,O) [ eism (O) =O (4. llb) 

rn=·Q) m=-eo 

por Jo tanto, 

(4.12) 

es decir 

A(s,n) = (IP") 11 (4.13a) 

B(s-2ko,n) = (1P")21 (4.13b) 
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. ·"' ·, . ' - . _,· .. ·.: ·;·-

Usando· métodos de álgebra lineal, se _pued~ dem~s.trar (¡úe [U]: 
·_'~. {" :'.;_,···.' .·- '_·.~;' :.~··:·· -~-:· . 

. ····~ .• :; _;; ~~:;~~¡":;. :~;~\i.· .... -.· 
,;· r,;·~·- . ' • '!'? ,.._:/:.: :,:-,'. 

donde ;.. 1 y ;..2 s~n Íos.eige~~2i\:~~fr~i~iiit~•t~~)m;~;~1i oWodó•:· 

;>. - ;>. traia(lf'),- jf' det(IP) = O . . · /!~ >> ' 

(4.14) 

(4.15) 
,·~:.;-·:; :. '.:··::.,": ·..,, 

obtenemos 

Sustituyendo de la ec> .~.···.el défonriinante de IP 

.!::• ... ,,<_:<; 

?.1,2 
+ e-is e2'°ko)2 + 4~2iko , 

,2 

i ( .ff e'Ko cos{s-ko ) :¡: i iko J 1 - Tcos2(s-k¡,) ) 

que se puede escribir como 

donde se ha definido: 

j 1 - T cos2(s-ko) 
e" tan-1 .:.....------''-

.fT cos(s-k¡,) 
cos·1 

( IT cos(s-ko) ) 
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(4.'18) • 

'(4,19) 



Nótese que los. eige~~~lore~ so~ u~itarios, como debé ser, pues la matriz es unitaria: 

En este ~aso, c~m~ ·~r>.2 == ~/1'kn, podemos escribir .. 

con 

Por lo tanto 

p e2~'kn <:::~ :r y· .·· .· 
.;'• 

•.'.;'''.' . ' 
-. ..-.:·· ::; .. ·,- :,' ~·--:i·,~-~ . ·' .· .. 

·.<-<)·:';F ···'·· -.. ·.·· 

.. • éf }s·'f:h·.~~;~{~· ~: '.. 

= ¡n-i eiko(n-1) sen(ne) 
sene 

(11'") 11 = g(s,n) IP 11 + g(s,n-1) e2iko 

¡n-1 e1"ko(n-l) sen(ne) ¡ IT is + ¡n-1 iko<n-2) sen[(n-l)e] 
sene sena 

g(s,n) IP21 
¡n-1 e'°kn(n-1) sen(ne) .[R e2iko 

sena 

Sustituyendo estos valores en la ec. (4.8), se obtiene 

Á(s,n) = ¡n .fT e'°kn(n-1) is sen(ne) + p-2 ei°kn(n-2) sen[(n-l)e] 
sene sene 
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(4.20) 

(4.21) 

(4.22) 

(4.23) 

(4.24) 



¡n~l .fR e1"k¡¡(n+ 1) sen(no) · 
· · sene (4.25) 

o bien, 

A{s,n) - i .ff eis g(s,n) + e2iko g(s;n-1). (4;26a) 

B(s~2ko,Íl) = .fR e2iko g(s:n) (4.26b) 

Si ahora apli¿amo.S Ja transformada inve~sa a. las ecs. (4;26a) y '.(4.26b) ~biellem~~ 

A(m,n) = i .ff g(m-1,n) + e21Ko g(ni;n~Ú 

B(m,n) = .fR e2iko(m+ l) g{m,n) 

Aquí el problema es calcular 

g(m,n) 

donde 

g(s,n) ¡ncl é'~(ri~l) sen(ne) 
· sene 

y e está definido en la ec. (4.19). 

' ;, . 

(4.27a) 

(4:27b) 

(4;28) 

(4.29) 

Para expresar en forma analítica a .la función g(m,n), notemos que g(s,n) es 

proporcional al polinomio de Chebyshev de segunda clase: 

Un(z) 

pues g(s,n) se puede escribir como 

sen[(n+ l)cos·t z] 
sen(cos·t z) 

(4.30) 



U
0
(z) 

[ n12J 

r (-1~ (n-j)! .(2z)ºJJ·:. ~)'[~12.'J: 
. l. ' j!(n-j)! • . .·· 
J = o . . 

y, por el teorema del binomio 

así que 

n [ · ]n (2z) = 2.ff cos(s~J\c) . 

n 

r _n_! - ei(s - ko)(n - 1) e -i(s e ko)l 
t.. u (n-1)! · · · 

l=O . 

n 

r _n_!_ ei(s - ko)(n - 21) 
l. l! (n-1) ! 

l=O 

22 
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entonces' la . i~·/4.;3,~~}e;~"~u'~·e·;~~c~i'.bir: co?1º, 

. <t~ ; . .'"<·/·,' ' . 
· [ · · J .,' n·2j · 2. ; .· . · ·· . . . . 

u (z)= r: ·C-IY ~:\' (rr1n- J> (n~2j)! é.i(s-ko)(n-2j-21) 
··. n l . ·j! (n-2j)! Lt J I!. (n-2H)! 

por lo tanto'!/ 

·i."CO<:~ 1-;0 • '. . 

g(s,n+l) 
'

0
•
2i·.·(·. '.)I i(s-ko)(n-2j-21) \' n-J .. e · · . 

l j! 1! (n - 2j - I)! 
l=O 

Sustituyendo esta expresión en la ec. (4.28); se obtiene 

pero 

" g(m,n+I) = 2~ Je-ism ¡n eikon 

[n12J 
[ HI (rrt2

j 
-rr j=O 

n·2j (n - j)! ei(s-ko)(n-2j-21) 
X \' 'I ds 

l J. 1! (n-2j-l)! 
l=O 

1l 

j_ Je -ism /(s - k¡¡)(n - 2j - 21) ds 
2rr 

-rr 

" -iko (n - 2j - 21) 1 J -ism is(n - 2j - 21) d =e - e e s 
lli 

-rr 

23 

(4.34) 

(4.35) 

(4.36) 



y llevando. a cabo la int¡:gral se, tiene, finalmente 
. ':; 

n·· . .' .·. ,:, . . .~-: ·:.'.·' . 

..!.. Je-ism ei(s - kQ)(n - 2j - 21) ds = e-iko(n - 2j - 21) o(n _ m 2J. + 21) 
2 ' ' ' ' ' • 

rr -n , . ,. ~, .. : ,' , ~ , , 

;'·:. •¡······'.\'~ .. : ._.;;></·; .,<' .,:<::·..:; ~~'.:::::: 

que·. sústituído :;;11 ~1ii ec'; ~~-'~?f:·~~;~:·::;.: ' :. ' ' ..... ;~ 
. ·: .. ~ : , _, ; . .:- · .. -~ 

. ~"-:. :'.. ":; . ~·-~::..~..o. :' .. 

(4.38) 

·: .:·:;\:;:'1',·¡·;:: . ·: .. '"[ii/2]' .· ... •; 

... · ·:~;~'t:,zr:~~~~1~f ~~i[~F}t•.· 
· --- ;:¡ko<n-2}21J'<ri"jl!'a(n~'.m'''2f+ 21)' 

. ·~ ,Ee::>·,t?X~\{'t1r~;j!;:1,.•.<ri~(7i.-1>ic·· , 

' ;- ~. 

[ n12J 
\" (-l~ (.rrln-2j n;j(n-j)! e1Ko(2j + 21> o(n - m, 2j + 21) 
L J l j! l! (n - 2j - !)! 

(4.39) 

J=O l=O 

La delta de Kronecker indica que g(m,n+l)"' O sólo sin - m = 20+1), lo. que implica 

que n-m es un número entero positivo par. Además, 

n - m - 2j > 0 
2 

y entonces el valor de j está restringido a 

sólo si 

<~ 
2 

Finalmente, podemos escribir 
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2j < n - m (4.40) 

(4.41) 



g{m,n+ 1) 

(4.42) 

Resumi~~do;. se h~ reSti~Ú.o.·el sÍst~ma de ecuacio~es . 
. !' ' .. . • . ....• · • • ., 

[~(m-l;n)]; =:.' .. [A(m. -1 .•.. n···.-.. 1.)] .. ··· . . sm. ' ·. .. 
A(m,n) B(m,n~l) · · 

(4.43) 

. . . . ·::. .. ·., '. 

con condiciones iniciales A(m,0) = o(m,0),.·B(m,O) .. .;,,·O, y esta solución es de la forma 

A(m,n) = i .ff g(m-1,~) ·~. e2iko g(m,n-1) (4.44a) 

B(m,n) = .fR e2iko(m+l) g(m,n) (4.44b) 

con g(m,n) expresada en la ec. (4.42). 

En el tratamiento anterior, las condiciones iniciales se eligieron de tal manera que la 

partícula se encontraba inicialmente en m = O y moviéndose hacia la derecha, pero la 

generalización a condiciones iniciales arbitrarias es directa. Si la partícula se 

encuentra inicialmente en m = Xo y moviéndose a la derecha, entonces 

A(m,O) = o(m,Xo) (4.4Sa) 

B(m,0) = O (4.4Sb) 

y la solución es 
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= 2iJ.. ... ··. A(m,n) = i ~T g(m-Xo-1,n) +e "O g(m-x0 ,n-l) 
· .. - . 

B{m,n) = .JR e2iko(m+l)g(m-x
0
,n) 

. ' "~: .' : 

Por otro lado, si la partícula se encuentra: irii~ialmente en . m 

hacia la izquierda, tendremos 

A(m, t= O)·=O 

B(m, t = O) = c5{Ín,x0 ) 

y la solución de las ecs. (4.46a) y (4.46b) será 

A{m,n) = .JR e21"ko<rri + l) g(m-Xo,n) 

B(m,n) = i .JT g(m-Xo+ l ,n) + e21Ko g(m-Xo,n-1) 

(4.46a) ·_· 

(4.46b) 
·.1'" 

Xo pero in~viénctti¡¿< 
:·; 

:.-.... ::·:.-::/ 

•. '<4.4.7b)>• 
·. :·:.;::.-. 

(4.48al 

(4.48b) 

Es esta solución analítica la que pem1itirá graficar la función de distribución de 

probabilidad, como se verá más adelante. 

1.5. CALCULO DE LA PROBABILIDAD 

En esta sección se calculará la probabilidad condicional de encontrar a la partícula en 

una celda arbitraria m al tiempo n, dado que se encontraba en x0 al tiempo n = O. Como 

los paquetes de ondas no se traslapan, se puede integrar la densidad de probabilidad en 

cada celda, ec. (3.1): 

P(m,n) " J J >l<m(x,n) J 2 dx Ji>1<~(x,n) + >1<.;,(x,n)i 2 dx (5.1) 

celda m m 

y en términos de la amplitudes A(m,n) y B(m,n) se puede escribir como 
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P(m.n) IA(m,n)l 2 + IB(m,n)l 2 + [f'l'!(x,n)'i'.;,(x,n)'" dx +e.e.] (5.2) 

m 

La integral que aparece en el último término de la. ec; (5.2) es una contribución de 

interferencia producida por la superposición total en :(a'misnia celda m, de dos paquetes 

de ondas moviéndose en direccione~ opuestas. ESta integral ·puede escribirse como 

f 'i'~(x,n)'i'.;,(x,n)* dx ,\B* ·. r~x: eilkoX -¡ G(x, n) 12 
m m 

"' 
AB* exp(2lh~t/m) f dk f(k) f\k + 2k¡,) e2lhkoktlm (5.3) 

La última integral tiene dos funciones f(k}, una centrada en ko y la ot.ra en -k¡,. Ya 

que, por hipótesis, se tiene una distribución con un máximo pronunciado en ko de tal 

fonna que llk « k¡,, la integral es despreciable. El resultado final es que la probabilidad 

total en cada celda de la red es producida por la superposición de dos paquetes 

moviéndose en direcciones opuestas 

P(m,n) = IA(m,n)l 2 + IB(m,n)l 2 = P+(m,n) + P_(m,n) (5.4) 

Aunque ésto se parece a un resultado clásico, nótese que de acuerdo a las ecs. (4. la) y 
(4. lb) las amplitudes A(m,n) y B(m,n) se forman a su vez por la superposición coherente 

de dos amplitudes viajando en la misma dirección, pero evaluadas en un tiempo anterior y 

ésto producirá interferencia cuántica como se muestra a continuación. 

Si sustituímos las ecs. (4.3a) y (4.3b) en la ec. (5.4) tendremos 

P+(m,n) = IA(m,n)l 2 = T P+(m-l,n-1) + R P_(m,n-1) 

+ .fTR [iA(m-1,n-l)B*(m,n-l)e + 2ikom + e.e.] 

P_(m,n) = IB(rn,n)! 2 = R P+(rn,n-1) + T P_(m+l,n-1) + 
+ .fTR [iA*(rn,n-l)B(m+l,n-l)e-21"koCm+l) +e.e.] 
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En este punto conviene hacer 'un paréntesis. Y. ·· án'alizar · lo que sucedería si 

despreciáramos,.·· arbitrariamente, . los .· térrriinós de . interferifocia en· las ecuaciones 

anteriores. En este. Cl!SO, las ets .. (5:;;ái,y :'c5':$ti) Si:i_ré,d,~birían al' siguiente s,istema de 
ecuaciones: . ::.-·;~·.· .. ··~:;~·· .. ·' ~\ .: ; :· ::·, '.·~: .:·, .::.·:·· .. 

P +(m,n) = ~ P~(Ín~l.~-1). + ~ P_(m,n-1) (5.6a) 

P.(m,n) = R P+(m,n-1) + T P.(m+l,n-1) (5.6b) 

que definen un proceso aleatorio irreversible, conocido en la literatura como Camino 

Aleatorio Persisteme (PRW) [13]. Es importante recalcar que éste es un proceso clásico, 

pues se eliminaron los términos de interferencia cuántica. En el capítulo cuatro 

volveremos a hablar de este proceso con más detalle. 

Por el momento, volvamos a las ecuaciones cuánticas (con los términos de 

interferencia). Con el fin de mostrar gráficamente el comportamiento de la probabilidad, 

tomemos como caso particular la difusión cuántica de una partícula que al tiempo inicial 

se encuentra en el origen, Xo = O, y moviéndose a la derecha. La solución en este caso 

está dada por las ecs. (4.44a) y (4.44b), de donde obtenemos 

IA(m,n)l 2 = Tlg(m-l,n)l 2 + Jg(m,n-1)1 2 + iIT e-2iko g(m-l,n)g*(m,n-1) 

- iIT e21Ko g(m,n-l)g*(m-1,n) (5. 7a) 

IB{m,n)l 2 = Rlg(m,n)l 2 (5. 7b) 

por lo tanto, al sustituir las ecs. (5. 7a) y (5. 7b) en la ec. (5.4) obtenemos para la 

probabilidad 

P(m,n) = TJg(m-l,n)l 2 + lg(m,n-1)1 2 + Rlg{m,n)l 2 

+ ¡.[T e-2iko g(m-l,n)g*(m,n-1) - iIT e2iko g{m,n-l)g*(m-1,n) (5.8) 

donde la función g(m,n) está dada por la ec. (4.42): 
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g{m,n+ 1) (5.9) 

·.-<::-, •;,;·. , .. <:<.~·-.·· ,·,..._':/:.~.· .. ..:··:·-

Para simplificar los cálculos, se pue~e:~¿~~flif,J~~'~Ü~y~)~",~Íó~;r~l '¡¡/ . 
. ~;:,:.~.: '-.' '::::.:-~ . . --:' ':··. 

- (5; 10) 

con 

il(ni,n+l).5 (5.11) 

Finalmente, se puede escribir la ec. (5.8) en términos de la función !:i': 

P{m,n) = T !:i'2(m-1,n) + ~{m,n-1) + R !:i'2(m,n) - 2 .fT !:i'(m-1,n)!'.l{m,n-1) (5.12) 

En las Figs. 1.1 a 1.4 se muestran las gráficas de P(m,n) Vs. m, para valores 

constantes de n, junto con la gráfica de la probabilidad clásica, obtenida al eliminar 

los términos de interferencia. ecs. (5.6). En las Figs. 1.5 a 1.8 se muestran gráficas de 

P(m,n) Vs. n, tomando ahora valores constantes de m. En todas las gráficas las 

condiciones iniciales son: A(m.O)=o(m,0) y B(m,0)=0. 

i9 



P(m,n) 

0.4 Cuántica 
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-5 m 
Figura 1.1 

P(m,n) 
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Cuántica 
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-....,,,__ 

-10 m 
Figura 1.2 
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P(m,n) 
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Figura 1.3 
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20 m 

Figura 1.4 
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P(m,n) 

0.5 

o 30 n 

Figura 1.5 

1 P(m,n) 

0.5 m=O 

o 40 n 
Figura 1.6 
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10 30 n 

Figura l. 7 

m=10 

20 n 

Figura 1.8 
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Al analizar estas gráficas se observa que la diferencia entre las distribuciones 

clásicas y cuánticas radica en que las últimas poseen las siguientes características: 

a) A cualquier tiempo arbitrario la probabilidad cuántica presenta puntos de 

interferencia constructiva y destructiva bien definidos. 

b) La probabilidad cuántica presenta picos muy bien localizados. Ya que la probabilidad 

se conserva, casi toda la probabilidad perdida por efectos de interferencia destructiva 

se concentra alrededor de un punto donde la probabilidad tiene un máximo. 

e) La posición del pico (máximo) rebasa con mucho al valor promedio clásico. Esto 

significa que los efectos de interferencia cuánticos hacen que las partículas se difundan 

más rápidamente. 

d) Para tiempos fijos, la probabilidad cuántica fluctúa fuel1emente entre puntos 

sucesivos y para puntos fijos, la probabilidad fluctúa para tiempos sucesivos. 

1.6. CORRECCION CUANTICA A LA CORRIENTE DE DIFUSION 

En esta sección se calculará el coeficiente de difusión obtenido con el modelo de QRW y 

se comparará con el coeficiente de Landauer. Para ésto, nótese que la densidad de 

corriente de probabilidad j(m,n) en cada celda m se puede calcular da la siguiente forma 

j(m,n) = J ~ {11<*(x,n) d~m(x,t) - ~ ( n) dW:,(x,n)} dx 
211!1 m dx m X, dx 

celda m 

(6.1) 

que se puede escribir, utilizando la ec. (3.1) de la siguiente forma 

j(m,n) = ~~ {1A(m,n)i 2 - !B(m,n)1 2} = VofP+(m,n) - P.(m,n)] (6.2) 

Como era de esperarse, la corriente de probabilidad en cada celda es justamente la 

densidad de corriente moviéndose a la derecha menos la densidad de corriente moviéndose a 

la izquierda. Si ahora sustituimos las expresiones para P + y P. de las ecs. (5 .5a) y 

(5.Sb), la ec. (6.2) queda como 
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j(m,n)/v0 = {T [P +<m-1,n~l) - P_(m+l,n-1)] + R [P.(m,n-1) - P +(m,n-1)]} 

+ iITR {A(m-l,n-l)B*(m,n-l)e+2ikom - A*(m,n-l)B(m.+.1,n-l)~:zz"ko(m-i-l).- C::.c.}. (6~3) 

Para interpretar físicamente los términos de la ecuación anterior; convie·~~ ·~xpr~sar; a'~ 
la corriente total j(m,n) como la suma de dos componentes: jcoh(m,n) ; J 1~c(~;i& qúe .··· 
llamaremos las corrientes coherente e incoherente respectivamente · 

donde 

j10c<m,n) "v0 {T[P+(mcl;n-1) e P_(m+l,n-1)] + R [P.(m,n-1) - P+(m,n:l)]} 

jc011(m,n) " i V0 .JTR {A(m-l,n-l)B*(m,n-1) e+2ikom -

- A*(m,n-l)B(m+l,n-1) e-Zik¡¡(m+l) - e.e.} (6.5b) 

Nótese que en la corriente coherente, jcoh• en la ec. (6.5b) aparec~m únicamente 
términos que provienen de la interferencia cuántica en la probabilidad. En otras 

palabras, el término jcoh contiene la fuente de las fluctuaciones cuánticas. Por otro 

lado, la corriente incoherente Jinc contiene sólo la adición de probabilidades sin 
términos de interferencia. La corriente incoherente se pudo haber derivado de una teoría 

clásica y el resultado sería el mismo. 

Con el fin de calcular el coeficiente de difusión, se tomará el límite cercano al 

equilibrio. Primero, se supondrá que el parámetro de la red l es muy pequeño, de tal 

manera que se pueda hacer un desarrollo en serie de Taylor alrededor de m, de las 

funciones P(m+l,n), A(m+l,n) y B(m+l,n). Segundo, se supondrá un límite de tiempos 

largos, que es el regimen de tiempos donde el coeficiente de difusión está definido. Aquí 

se supone que se ha alcanzado un estado cuasi estacionario, esto es, que P(m,n) = P(m,n­

i;) " P(m) y que por comodidad escribimos independiente del tiempo. Con estas suposiciones 

la ec. (6.5a) queda, después de desarrollar en serie de Taylor, a primer orden en la 

posición x: 

j 10,(m)/v0 = (T - R)[P +(m) - P_(m)] - lT d~[P +(m) + P.(m)] 
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- . . . - d 
j¡nc(m)/v0 " (T - R) J(rn)/v0 ~ IT -P(m) 

· . .· '· ,.drn 
(6.6) 

(6.7) 

Sustituyendo estos dos resultados en la ec. (6.j) · ~ ~~~pués de un poco de álgebra se 

tiene: 

. TI d · Vol ~ . { -2ik0m * d J(m) " - v0 - -P(m) - - -1 e A (m) -B(rn) + 
2Rdm 2R dm 

+ e +2ikom B*(m) d~ A(m) - e.e.} + v0 ~ i {e +2ikom A(m)B*(m) - ~.c.} (6.8) 

Con esto se puede identificar los coeficientes de difusión, pues se ve claramente que 

existe una contribución incoherente: 

J·. (rn) = - v01 ..I. ..!!...P(m) 
me 2R dm 

(6.9) 

Como era de esperarse, esta corriente difusiva no es más que la ley de Fick. El modelo 

de QRW muestra que el coeficiente de difusión está dado por el resultado microscópico de 

Landauer [2]: 

D 2 T 
Yo 2R i: 

(6.10) 

Es importante recalcar que la ec. (6.9) se obtuvo utilizando únicamente la corriente 

incoherente, ec. (6.6). De hecho, si en lugar de utilizar las ecuaciones de QRW, 

ecs.(5.5), se toman las ecuaciones de PRW, ces. (5.6), se tendría el mismo resultado. 
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Esto sugiere que la ley de Fick es un resultado clásico (incoherente). Tal parece que no 

se necesita una teoría cuántica para obtener el resultado de Landauer. Una teoría 

incoherente adecuada como la ecuación de Boltzmann o la de Fokker-Planck daría el mismo 

resultado con menos esfuerzo [ 14]. 

El otro término que se identificó como una corriente coherente, es decir, el segundo 

término en la ec. (6.8): 

jcoh(m) = - v01 tI f {e-21°kom A *(m) d~ B(m) + e +2ikom B*(m) d~ A(m) - e.e.} (6.11) 

es una corriente difusiva y es de origen puramente cuántico. Esta depende del gradiente 

de amplitudes complejas y no hay forma de obtener este resultado de una teoría clásica. 

Al coeficiente asociado que depende de las propiedades microscópicas de la red se le 

llamará coeficiente de difusión coherente C: 

(6.12) 

Como se muestra más adelante, este coeficiente tiende a cero conforme el tamaño de la 

muestra se incrementa. 

Finalmente, se tiene otra contribución coherente, que corresponde al último término de 

la ec. (6. 7): 

j(m) = v01 tI i {e +2z"kom A(m)B*{m) - e.e.} (6.13) 

y ya que esta NO es una corriente difusiva, se puede prescindir de ella en el presente 

contexto de transporte de masa. Este término corresponde al llamado Transpone Balístico 
y describe a las partículas que lograron moverse libremente sin colisiones. 
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l. 7. EL LIMITE MACROSCOPICO 

El modelo de QRW representa una teoría de difusión microscópica. Sin embargo, la razón 

R/T, conocida en la literatura como Resistencia de la11da11er [6] no es una cantidad 

físicamente accesible. A continuación se mostrará cómo los coeficientes microscópicos T y 

R están relacionados a los correspondientes coeficientes medibles ':! y 'R de una muestra de 

longitud L = NI compuesta de N celdas idénticas sucesivas. 

Si se supone que llega un paquete de ondas de amplitud de probabilidad uno a una 

muestra de longitud L = NI y se suma en fom1a incoherente la serie infinita de 

reflexiones y transmisiones parciales de las probabilidades salientes, se obtiene después 

de un poco de álgebra (ver apéndice): 

T NR (7 .1) 
1 + (N - l)R ' 1 + (N - l)R 

Ahora, si se toma el cociente de los coeficientes macroscópicos en la ec. (7 .1) se tiene 

T 
R 

N ':! 
'R. 

(7.2) 

y sustituyendo la ec. (7. 2) en los coeficientes de difusión D y C dados por las ecs. 

(6.10) y (6.12) se encuentra 

(7.3) 

e (7.4) 

En el lfmite macroscópico, donde l :s 1 y N "' 1, de tal forma que NI = L ~constante, se 

ve que el coeficiente de difusión de Landauer (incoherente) D en la ce. (7 .3) permanece 

sin cambio. Sin embargo, el coeficiente de difusión coherente C en la ec. (7.4) tiende a 

cero como (N)"112
• 

Esto muestra que en el fenómeno de la difusión cuántica en nanoestructuras las 

jlucruaciones cuánticas tienden a cero conforme el tamaño del cristal (y por lo tanto de 

los tiempos de difusión) aumenta. 

38 



CAPITULO II 

DIFUSION CUANTICA CON CONDICIONES A LA FRONTERA PERIODICAS 

En el capítulo anterior se revisó, con el modelo de QRW, el problema de Ja difusión 

cuántica de partículas en una red unidimensional infinita. La primera extensión natural 

del modelo es la consideración de otro tipo de condiciones de frontera. En este capítulo 

se abandonará la idea de una red infinita y en su lugar se considerará una situación en 

la cual el tamaño del material pueda tener alguna relevancia. Con la idea de considerar 

un sistema de partículas confinadas y eventualmente un gas cuántico de Lorentz [4], se 

tratará el problema de la difusión cuántica de partículas en una red unidimensional 

finita. 

Considérese entonces una red cristalina formada por N celdas unitarias e igualmente 

espaciadas y separadas por barreras de potencial de forma arbitraria pero finitas en 

extensión, de tal manera que la longitud de la red sea L = NI. Una posibilidad de abordar 

el problema sería suponer la existencia de fronteras reflectoras en los extremos de la 

red; sin embargo, esta condición se vuelve enormemente complicada desde el punto de vista 

matemático. Para evitar esta dificultad, se ignorará la presencia de estas fronteras, Jo 

cual implica suponer que la red unidimensional de longitud L, con las barreras de 

potencial en las posiciones m = O, l, 21, ... , (L-1)1, forma parte de un conjunto infinito 

de réplicas idénticas a la red de longitud L. Es importante aclarar que Ja frase réplicas 

idénticas significa que lo que ocurre en una celda arbitraria de la red principal se 

repite en todas las demás réplicas. Entonces, cuando una partícula que se encuentra en la 

celda L-1 de la red principal experimenta un salto hacia la derecha, la partícula sale de 

la red, pero simultáneamente otra partícula entra a la celda m = O, proveniente de la 

réplica que se encuentra a la izquierda. De esta manera se simula un sistema con 

condiciones a Ja frontera periódicas. 
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2.1. DIFUSION EN UNA RED CON CONDICIONES DE FRONTERA PERIODICAS 

Si, como en el capítulo anterior, se supone que cada punto de la red está representado 

por un potencial centrado en ese punto, entonces las amplitudes deben satisfacer las 

relaciones (suponiendo /=-r= 1): 

A(m,n) = i ..ff A(m-l,n-1) + .fR e-21Kom B(m,n-1) (l.la) 

B(m-1,n) = .fR e2ikom A(m-l,n-1) + i ..ff B(m,n-1) (1.lb) 

o, en notación matricial 

donde SiJ son los elementos de la matriz de transición. 
Por otro lado, las condiciones de frontera periódicas implican que las amplitudes 

A(m,n) y B(m,n) satisfacen la condición 

A(m,n) = A(m + L,n) y B(m,n) = B(m + L,n) (1.3) 

Para resolver el sistema de ecuaciones, ecs. (l. la) y (l. lb), se utilizará una vez más 

el método de las Transformadas de Fourier [10]: 

A(s,n) [ A(m,n) eism (l.4a) 

B(s,n) [ B(m,n) eism (1.4b) 

nt=-CO 

y sus correspondientes transformadas inversas 
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" 
A(m,n) = 

2
1" f A(s;n) .e·ism ds· 

-n 

" .:. <','. .... .: 
B(m;n) = 

2
1" J B(s,n)e·i~~·ds 

Aplicando esta transformación a las .ecs. (LÍa)·?(Ll.b) obtenemos 

"' . 
A(s,n) = i .ff [ A(m·l,n~l)~islll f:rii t é-2ikom B(m,n~I)ism 

m=.a:> .m=.o:>. 

"' "' 
= i .ff is l A(m-Ú-l)eis(m-1) + .fR l im(s-2ko) B(m,n-1) 

m=..(O m=..a> 

fi(s,n) = .fR e2iko A(s+2k¡¡,n-1) + iIT é 5 Í3(s,n-1) 

o escrito en forma matricial 

[ 

A(s,n) l 
13(s-2k¡,. n) 

donde se ha definido 

.JR l r Á(s,n-1) l 
¡.fT e-i(s-2ko) lfi(s-2k¡,,n-l) 

= IPº(s,Jco) ( Á(s,O) l 
lB(s-2k¡,,O) 
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[

¡ .fT eis 
IP(s,ko) "' 

./R e2iko 

Siguiendo un procedimiento análogo al del capítulo anterior, se puede escribir 

donde l. se obtiene de la ecuación 

;\ 2 - ;\ traza(IP} + det(IP} = 0 

cuyas soluciones son 

l.1,2 ( .ff cos(s ~ ko ) + i j 1 - T cos2(s - ko>° ) e''ko 

con 

tan e 
J 1 - T cos2(s - ko) 

.fT cos(s - ko) 

Al sustituir (1.12) en (1. 10), se obtiene 

= g(s,n) I? + g(s,n-1) e2iko a 
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(1.12) 
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y g(s;n) definido de la siguiente forma 

:1f- ;-.; 
g(s;n) = ~1.- i'2 

que se puede escribir, con ayuda dela ec. Ú.1d)\:~mo. 
,.;,: .... :. 

·',·. 

'· . ·. : : f :,.'Úirie · /: ín0 
g-(s,n) · .n-1 1"ko(n-l). e . · - e .. · 1 . e · · : .. -10 · • 10 · · · e - e 

.n~l 1"ko(n-l) sen(n0) ,. e sene 

Por lo tanto, los elementos de la matriz IP sen 

(1P") 11 = g(s,n) IP 11 + g(s,n-1) e2¡~ 

g(s,n) IP 12 

(IP0
) 21 = g(s, n) IP 21 

n - - 2i~ (IP }i2 = g(s,n) IP22 + g(s,n-1) e 

Sustituyendo estas expresiones en la ec. (l. 8) queda 

[

- Á(s,n) l = [g(s,n)IP11 +g(s,n-l)e
2

'Ko 

B(s~2~.n) g(s,n) li'21 

g(s,n) 11'12 ] 

- - 2i g(s,n)IP22 +g(s,n-l)e ko 

. (l.15) 

(L16a) 

(1.16b) 

(l.16c) 

. (1.16d) 

[ 

Á(s,0) l 
B(s-2ko,O) 

(1.17) 

En este momento· es necesario imponer condiciones iniciales y es en este punto donde el 

procedimiento se separa del seguido en el capítulo uno. A continuación se resolverán las 

ecuaciones anteriores para dos casos: condiciones iniciales inhomogéneas y homogéneas. 
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2.2. CONDICIONES INICIALES IXHOMOGENEAS 

Primero se resolverá el problema con las condiciones iniciales empicadas en el capítulo 

uno, esto es, supone que la partícula se encuentra en la celda m = O al tiempo t = O y 
moviéndose a la derecha. Pero si A(m,n) y B(m,n) deben de satisfacer las condiciones de 

periodicidad, ecs. (1.3), también deben hacerlo A(m,0) y B(m,O). Si, como se dijo en la 

introducción de este capítulo, se supone que la red se encuentra inmersa en un conjunto 

infinito formado por réplicas idénticas a la red original, entonces se debe suponer que 

inicialmente se encuentra una partícula en la primera celda de cada una de las réplicas y 

todas las partículas moviéndose a la derecha. Si la red original se encuentra entre x = O 

y x = L/, entonces las L celdas que componen esta red se encuentran en las posiciones x = 
O, ... , (L-1)/, las siguientes celdas de la réplica que se encuentra a la derecha, en las 

posiciones x = Ll, ... ,(2L-1)/, las celdas de la réplica a la izquierda, en x = -1, ... ,­

Ll, etc. Por lo tanto las condiciones iniciales se deben escribir de la siguiente forma: 

A(m,0) = ó(m+NL,0) y B(m,0) =O N = O, ±1, ±2, ... (2.1) 

Aplicando la transformada de Fourier a las ecuaciones anteriores, se tiene 

A(s,O) [ eism A(m,0) [ eism ó(m+NL,0) l e-isNL 

m=-CO m=-oo N=-co 

y 

B(s.0) = o (2.2b) 

que al ser sustituídas en la ec. (1.8) da 

(IP")¡ ¡ í e-isNL 

[ A",n) l [ e-isNL 
N=..co 

IP"(s,k¡¡) 
B(s-2k¡¡,n) 

N=-c:o 

o (1P"h1 L e-isNL 

(2.3) 

N=-co 

y con ayuda de las ecs. (l.16a) a (1.16d) la ec. (2.3) queda como 
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·"' 
A(s,n) = g(s,n) i IT eis [ e-isNL+ g(s;n-1) ei1"ko [ e~isNL. 

N=-oo N=_,,, 

"' 
B(s-2k¡¡,n) - g(s,n) .fR e2iko [. 

Aplicando Ja transformada inversa a las ecs. (2.4a)y (2.~bj se ·~bti_ene, 
lt 

21" J A(s,n) e-ims ds 

·ll .Jl Ni:::..a:t 

. 2ik<r" . · . . . "' · 
+ e

2
" J g(s,n~l) e-1ms L ~-isNL ds 

··.-Jl.'· N=.o> 

' . 

y después de. u·n poc~:de:áJgebra, Ja ec. (2.5) se reduce a la siguiente expresión 

"' 
A(m,n) = i IT [ g(m-1 +NL,n) + e21'ko [ g(m+NL,n-1) 

N=-to 

Por otro lado, usando la ec.(2.4b). 

ll 

21n J B(s-2k¡¡,n) e-ims ds 

-ll 

que se puede escribir como 

N=-to 

21'ko ll . "' 

e 2n .fR J g(s,n)e-1ms l e-isNL ds 

-ll N=.oo 

B(m,n) = .fR e21°ko(m+l) [ g(m+NL,n) 

N=-m 

Ahora, nótese que las ecs. (2.6) y (2.8) pueden expresarse de la siguiente forma: 
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(2.4a) 

(2.4b) 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 



"' 
A(m,n) ¿ A'(m+NL,n) (2.9a) 

Na.m .. 

"' 
B(m,n) E B'(m+NL,n) (2.9b) 

N~"'° 

donde A' (m,n) y B' (m,n) son las amplitudes modulantes para una partícula en una red 

unidimensional infinita y son precisamente las funciones calculadas en el capítulo 
anterior, ecs. (4.44a) y (4.44b}. 

Las ecs. (2.6) y (2.8) representan la solución formal del problema y sólo resta 

calcular la función g(m,n). Tomando la Transfonnada inversa de la función g (s,n): 

lt 

g(m,n) = ..!.. fg(s,n) e-ims ds 
2n 

·Tt 

donde g(s,n) está dada por la ec. (1.15) 

g(s,n) .n-1 eiko(n-1) sen(ne) 
1 sen e 

y e definido mediante la expresión: 

e _ 1 Ji -T cos2(s-k¡¡) ( ) 
tan = cos·1 .fT cos(s-ko) 

R cos(s-ko) 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

Nótese, una vez más, que la función g(s,n) es proporcional al polinomio de Chebyshev de 

segunda clase 

u.(z) 
sen[(n+l)cos·l z] 

sen(cos·I z) 
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. . . 
que se puede escribir. como [Ü]: 

' [ni~ r .. .• • ... · .:2r . . n 2j . 

·· u.czf .;,· . \"' <(~1i. <n " j)!. ·• .r (rr1 - . (n - ~j)! 
· · '. L. J! (n - 2J)!l. .J I! (n - 2J - I)! 

·j~ I~ . 

·· · x ei(s - ko}(n -. 2j - 21) (2.14) .. 

. . . 

así que 1a<ec; (2. 11) q~eda de la siguiente fonna 

g(s,n + 1) = ¡n e1l<on 

[ n/Z] . n·2j . · · .• •.· · ·. "·. · ·: • .. . '' . • . ( j n-2J (n ~ J')I. e'(·s ... :-.:. ko. )(n .. ·e 2J. ·.~ 21) < . . .. E c-1~ .JT' ¿ · -: · ·· · ·•···· · . · ·· · ·· · ·.· ·. · 'c2:is> 
.J! l!,(n - 2J -1)!. ·. · ·. 

j=O 1=0 · .. · ' .. 

Sustituyendo esta expresión en la ec. (2.10), se tiene 

Ir 

g(m,n+I) = _!_ ·J e-ism ¡º eikon 
2ir 

[n12J 
E (-11 (rr'J"-2

j 

j=O 

n·2i. ( - ·)1ei(s - ko)(n - 2j - 21) 
x \"' n J · ds 

L. j! I! (n - 2j - I)! 
l=O 

[n12J 
\"' (-l)Í (.rr)n-2j ~ (n-j)! e-1'k¡¡(n-2j-21) 
L. J l j! I! (n - 2j - I)! x 
i~o 1=0 

Ir 

1 f -ism is(n - 2j - 21) d x - e e s 
2ir 

·Ir 
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+ 21) (2.17) 

que al sustitufr 

21) 

(2.18) 

Por otro lado, la delta de Kronecker es diferente de cero sólo si n - m es un entero 

positivo par, lo que a su vez implica que m y n deben tener la misma paridad. Pero de la 

misma delta se desprende que 

m - n + 2j + 21 O 

de donde se puede despejar a 1: 

n - 2j - m 
2 

pero de la ec. (2.14) se ve que 1 ;,:: O, lo que impone una cota superior µara 1: 
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Finalmente, la.ec. (2.18) se:redué:e:á -

n-lml __ 
-2-- --_' - -_-

g(m,n+l) = ¡n e'°ko(n-m) [ (-l~ (.f'f'r-2r __ ~(_n-~j)_! ._---_-~-
j=O j! rri-2j +m~{rn~_-_ij-'.m] ! 

2 -- '2· ' 
. ·' ,• ,· 

(2.20) ' -

y la probabilidad de encontrar a la partícula en x = m al tiempo t = ri" es~· recordarido del 

capítulo uno que los términos de interferencia se pueden despreciar, 

P(m,n) = IA(m,n)l 2 + IB(m,n)l 2 (2.21) 

Con ayuda de las ecs. (2.6) y (2. 8) obtiene 

"' 
IA(m,n)l 2 = Tj [ g(m-l+NL,n)j

2 

+ 

., 
[ g(m+NL,n-1)1

2 

N=..o:> N=-cn 

"' 
+ iIT e-21"ko [ g(m-1 +NL,n) [ g*(m+NL,n-1) 

N=-c:o 

"' 
- iIT e2'Ko [ g(m+NL,n-l)g*(m-l+NL,n) (2.22) 

N=-m 

"' 
IB(m,n)l 2 = R 1 l g(m+NL,n)l

2 
(2.23) 

N=~m 

y al sustituir estas expresiones en la ec. (2.21) queda 
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+R 

- - ' 2 1 "'- : - 2-
- T I g(mcltNL,~)I + __ { -~(mfNL;?~l>I 

N.=:m .'·.<·:·:·.,:~:· > ·;: :~··· N~..c:o :' ··,,~.,~:··· .. 

"' - ·> ,_ - ..,-- " : :> '':,;;' ; ': '' -

l.--. [ ;:~<n1t~i.i~>I;; fjR.~~~,~-;.N) __ ,,...t_: __ ~<~¿r+NL,n) I i_f(n1,~Ni_;;n~1> 
·N='.(O<-,: ·.:· :-<:·::.·:: ._ ,:N=:=..c:O 

'.:,·· .. ,··_t..·:,,·,· 

-"' 
P(m,n) 

" ::,:.·. )'·". 

- - :¡fr ~2_i-kj ;i[ 'g(ni+NL,n~l) [ g*(rn~l +NL,n) 

pero g(m~n) ya se calculó eri la ec. (2.20) y la se puede escribir como 

donde se ha definido' 

g(m,n+ 1) = ¡n e1'ko(n-m) !'l{m,n+ 1) 

n-lml 
~ 

\' (-1' i ( rmT~ n-2j (n-j)! !'l{m, n + 1) " l r lil J ---,---~-,=--=-----,-

i=O j! [n-2~+m]! [n-2tm]! 

Finalmente, al sustituir la ec. (2.25) en la ec. (2.24) se tiene 

"' 
P(m,n) T [ §'2(m-l+NL,n) + [ §'2(m+NL,n-I) + 

N=-co N=-<0 

+ R [ §'\m+NL,n) - 2 .ff L §'(m-l+NL,n) [ §'(m+NL,n-1) 

N=-co N=-oo N=-00 

' (2.24) 

(2.25)' 

(2.26) 

(2.27) 

Expresada la probabilidad de esta forma, se puede graficar como función de la posición 

para un tiempo fijo, lo que nos da una idea más clara de su comportamiento. En las Figs. 

2.1 a 2.8 se muestra una secuencia de gráficas de P(m,n) Vs. m para algunos valores del 

tiempo n. 
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P(m,n) 

0.3 

0.2 
n= 10 

0.1 

o 10 20 m 
Figura 2.1 

P(m,n) 

0.2 

n=20 
0.1 

o m 
Figura 2.2 
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P(m,n) 

0.2 

0.1 

o 

P{m,n) 

0.15 

0.1 

0.05 

n=30 

Figura 2.3 

Figura 2.4 
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0.2 P(m,n) 

n=50 

0.1 

20 m 

Figura 2.5 

0.15 P(m,n) 

n=60 
0.1 

0.05 

10 20 m 

Figura 2.6 
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P(m,n) 

0.2 

n=70 

0.1 

20 m 
Figura 2.7 

P(m,n) 

0.1 n=SO 

o 10 20 m 

Figura 2.8 
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En este caso se ve que debido al tamaño finito de la red y a las condiciones de 

frontera periódicas, aparece más de un máximo; más aún, las posiciones de estos máximos 

recorren todas las celdas una y otra vez, como era de esperarse, pues cuando la partícula 

se encuentra en la posición m=L-1, por ejemplo, el siguiente salto puede ocurrir a la 
celda m=O. 

2.3. CONDICIONES INICIALES HOMOGENEAS 

Otra posible elección de condiciones iniciales que puede ser manejable en forma 

analítica corresponde a las condiciones iniciales homogéneas, que definen una situación 

en la cual la partícula tiene una probabilidad, diferente de cero, de encontrarse en 

cualquiera de las N celdas y todas las celdas tienen la misma probabilidad de estar 

ocupadas. 

Supóngase que, al tiempo n=O, las amplitudes de probabilidad de encontrar a la 

partícula moviéndose a derecha e izquierda son, respectivamente: 

A(m,n=O) = Aoe-i'kom y B(m,n=O) = B0eikom (3.1) 

Nótese que aunque las probabilidades iniciales IA(m,0)1 2 = 1Aol 2 y IB(m,0)1 2 IB0 12 

son independientes de la celda m, las amplitudes de probabilidad difieren en la fase, lo 

cual es consecuencia de nuestra elección del origen de coordenadas y de que estamos 

usando una base fija en ese origen. 

La condición de normalización impone una restricción sobre Ao y B0, pues la 

probabilidad de encontrar a la partícula en cualquier celda m al tiempo n = O es 

L-1 L·I 

p [ P(m,0) [ (IA(m,0)1 2 + IB(m,0)1 2
) (Aii + B~) L (3.2) 

m=O m=O 

por lo tanto 

Aii + B~ 
L 

(3.3) 
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Obviamente, el punto de partida sigue siendo eL ~isteÍJi~ de ecuaciones ú.4.3);, a las 

que reiteradamente se ha hecho referenéia como ·¡35 ~C:IJaC:iones •• básicas . qüe desC:i-iben el 
,c,•c·,··.,, 

· modelo. Estas son 

A(m,n) i ff A(m-1,n-Í) + ·Íif e7~~ ~(m,n-1) 
B(m-1,n) = .fR e2ikom A(m-1,n~Ú + i ff B(m,n-1) ·. (3;4b) 

En este caso, debido a la forma de las condiciones iniciales conviene utilizar, .para 

resolver el sistema de ecuaciones anteriores, Ja Transformada de Fourier Finita jIOJ 
definida de Ja siguiente forma: 

L-1 

A(s,n) [ A(m,n) e2rrism/L ·. (3;5a) 

s=O 

L-1 

B(s,n) [ B(m,n) e2rrism/L (3.5b) 

s=O 

y sus. correspondientes transformadas inversas 

L-1 

A(m,n) = I l A(s,n) e -2rrism/L (3;6a) 

s=O 

L-1 

B(m,n) = 1 [ L 
B(s,n) e -2rrism/L (3.6b) 

s=O 

Al aplicar Ja transformada a las ecs. (3.4a) y (3.4b) se obtiene 

~I W 

A(s,n) ¡ ff l e2rrims/L A(m-l,n-1) + .fR l e-21kom e2rrims/L B(m,n-l) 

m=O 
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·L·I. L-1 

Á(s,n) = i ff e2nislL¿e21fiS(mol~/~~(~-~;ri~I) +--IR I e2rrim(s7k{¡Ltrr)/L B(m,nCI) 
. ·.·· .. ; - _· : .· ... ·' . .. -.. ·. .·." .. -~ ' . -, ' ' ., --

· m =o··?·:· m=O· 
'.•i.• .... ,,, 1 

.. •'~···~i'ft.-~~j/~j-~··~(s;ri;·~j ).~·ÍJl.fi<s-ko··, ~.n-Ú .····· 
- ; -" ' - . ::·: -~.~ :· -: ~,. -.. ' - '" : ' :·· . 

~ Ji: e~'.:.~;;•'""'.~.~~A(ffi,n:Ú +) [f ¡·~i~~~;~i(~~i.~,¡, 
c::·:{· ,·.··,~-· :· '.::;>:\::·-;~'; .• ;r: . 

B(s,n) 

L-1 

= .fR e2iko l e2rrim(s+k¡¡L/rr)/LA(m,n-l) . '' .·· ; ' :, >,•:;\~; ~:i,i:"¡! ;f:-'.;~~.: :.: , ' · .. ,·. 
+ ; ~.~j3~¡~~;:~~~~}\:%nm 1w~.·B<rn·+ 1.n-1) m=O 

· ... -, <~-~: l ;i. ;:-

= -IR e2
iko A(s+koLlrr,n-1) .+ ¡ -IT,'e-2"i~/L ~(s,~~I) 

que se puede escribir en fonna matricial: 

con 

( Á(s,n) J 
lfi(s-koL/rr,n) l

¡.ff e2rris/L 

.fR e2iko 
-IR J ( A(s,n-1) J 

¡.JT e-2rri(s-k¡¡L/rr)/ lB(s-k¡¡L/rr,n-1) 

,, IP"(s,k¡¡) (_ Á(s,O) J 
tB(s-koL!rr,O) 

f 
·.ff e2rris/L 

IP(s,k¡¡) = 

.fR e2ik¡¡ ¡.ff e -2rri(s-koL/rr)/ 

y la ec. (3.9) se puede escribir como 
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( A(s,n) l 
lB(s-k¡¡L/rr,n) 

o bien 

Á(s,n) = (1P"} 11 Á(s,0) + (lP"} 12 B(s-k¡¡L/rr,n) 

. •' ,· ' 

B(s-k¡¡L/rr, n) = (1P")i1 Á(s;O):+ (IP~}n B(s-k,,L/rr,0) 

Una vez más, se define una función g(s,n) .· .iravés de la relación 

donde 

y 

'• -· . - .. ,; 

¡p• = g(~;n) ~."~~~<s.~:i) é~1~ o · 
''·;·.'.'\~>·-~:·_ ·; , .. 

'·-'·.···· - ,,,:.',:._ 
.. :.~:;~· :.,:··_," 

-'. :., ......... , .• }<'._--~~-. ,-· ·' ;::::;:··-

tan e 
J 1 - T cos2(2rrs/L - ko» 

.ff cos(2ns/L - ko) 

Al sustituir estas expresiones en las ecs. (3.12a) y (3.12b) se obtiene 

Á(s,n) = iIT e2rris/L g(s,n) A(s,O) + e2iko g(s,n-1) .Á(s,0) 

+ .JR g(s,n) B(s-koL/rr,0) 

(3.11) 

(3~ 12a) 

(3.12b) 

(3.13) . 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

B(s-JcoL/rr,n) = .JR e2iko g(s,n) .Á(s,O) + iIT e2iko e-2nis/L g(s,n) B(s-k¡¡L/rr,0) + 

+ e2iko g(s,n-1) B(s-k¡¡L/rr,0) (3.17) 
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. . . 

Aplicando la tránsforinada, de fourier. a las ~ondiciones ·iniciales, ~e~: i(3: ú','_se Íiene · 

(3.IBa> 

B(s,O) = B0 (3.18b)' 

m=O 

y sustituyendo estas expresiones en las ecs. (3.16) y (3.17) se obtiene 

A(s,n) = L [iA/r e2rris/L g(s,n) ó(s-koLl2rr) + Aoe2'Ko g(s,n-1) ó(s-koLl2rr) 

+ B0 .ffi g(s,n) o(s - k¡¡L/2rr)] (3.19) 

x g(s,n) cS(s-koLl2rr) + B0 e21Ko g(s,n-1) ó(s-koUrr)] (3.20).'' 

Si ahora se toma Ja transformada inversa de las ecs. (3.19) y (3.20): 

L~ ~I f l A(s,n) e-2rrims/L = l iAoIT g(s,n)e2rris/Le-2rrims/L cS(s-koLl2rr) + 
s=O s=O 

L·I 

+ l Ao g(s,n-1) e21"ko e-2rrims/L cS(s-koLl2rr) 

s=O 

L·l 

+ l Bo .JR g(s,n) e -2rrims/L cS(s-koLl2rr) (3.21) 

s=O 

de donde se obtiene 
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A(m,n) = iA¡¡•ff.e-1'koC1!1~ 1 ) g(~L/2~,n). 

+ A¡¡e-iko(m:2)•¡¡(koL~2~;~-l;· +:•B0 m'e"'~ g0coÚ2n,n) (3.22) 
j '~ ": • ·: •• '. .. ~ ••• : ~ ., .;,· 

' ... ; 
y para la ec. (3.20) 

L·I ·· . , ~ < ':'L;I:' , ... t [B(s-koL/ir,. n)e~2nif11s/L ,;:':[fil A¡¡e2iko g(s,n)e-2nims/L o(s-koLl2rr) 

s=O s=O 

L-1 . . .. . .. 

+ l ¡.JT Bo e21'k¡¡ e-2nis/L e-2nims/L g(s,n) o(s-koLl2n) + 
s=O 

L-1 

l B
0 

e2iko g(s ,n-1) e -2nims/L o(s-koLl2n) (3.23). ·. 

s=O 

de donde 

e-21'kom B(m,n) = Ao .fR e-t'ko(m-2) g(koL/2n,n) 

+ iB
0 

.JTe-iko(m-l) g(koL/2n,n) + B
0 

e-t'ko(m-2) g(koL/2n,n-l) (3.24) .· 

Ahora, la ec. (3.14) se puede escribir como 

g(s,n) = ¡n-l e1'ko(n-1) ri'(s,n) (3.25) 

donde se definió 

ri'(s n) ., sen( ns) 
' sen s (3.26) 

y de la definición de s, ec. (3.15), se ve que para s = koLl2n: 

sen s = ITT y cos 8 = .JT (3.27) 
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es decir, fr no depende de ko· 
Además, como las funciones g no dependen de m, no es necesario calcular la transformada 

inversa, pues sólo aparece g(koU2n,n) y su valor está dado por las ecs. (3.25) y (3.26). 
Se calcula entonces Ja probabilidad de encontrar a la partícula en la celda m-ésima al 
tiempo n en términos de las amplitudes A(m,n) y B(m,n), recordando que el término de 

interferencia se puede despreciar 

P(m,n) = IA(m,n)l 2 + IB(m,n)l 2 (3.28) 

donde 1 A(m,n) ¡2 y 1B(m,n)1 2 representan las probabilidades de encontrar a la partícula en 
la celda m al tiempo n y moviéndose a derecha e izquierda, respectivamente. De las ecs. 
(3.22) y (3.24), se tiene 

1A(m,n)1 2 = [AÜ T + B~ R + i AoB0 00 e1'ko - i AoB0 .fRT e-1'ko] l12(n) 

+ AÜ fr2(n-1) + [-2A~ .JT - iAoB0 ffi e1'ko + i AoB0 ffi e-1'ko1 fr(n) fr(n~l) 

Después de un poco de álgebra se obtiene 

P(m,n) = (AÜ T + B~ R + ~ R + Bii T) Y2(n) + CAÜ + B~) fr2(n-l) 

- (2AÜ .f'f + 2B~ IT) fr(n) fr(n-1) 

Finalmente 

P(m,n) = ~ [fr2(n) + Y2(n-l) - 2 .JT Y(n) Y(n-1)] 
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donde se utilizarÓn I~; ¡gu_atciades . 

y R+T (3.33) 

. Sin embargo, la ec. (3.32) se puede simplificar aún más utilizando la definición de 
~(n), ec. (3.26), obteniéndose 

P(m,n) 1 
L 

(3.34) 

Vemos pues que la probabilidad NO depende de m ni de n y ésto significa que si las 

condiciones iniciales son homogéneas, la distribución será homogénea para cualquier 

tiempo posterior, aún cuando las probabilidades de moverse a izquierda o derecha en cada 

celda sí dependen del tiempo y lo hacen de tal forma, que la suma de éstas da siempre una 

constante. Esto se analizará con más detalle en la siguiente sección. 

Evidentemente, la densidad de probabilidad sigue normalizada pues la probabilidad de 

encontrar a la partícula en cualquier posición m y a cualquier tiempo n, será 

L-1 L-l 

p L P(n) r. t (3.35) 

m=O m=O 

2.4. CALCULO DE LA CORRIENTE DE PROBABILIDAD 

De particular interés resulta el cálculo de la corriente de probabilidad, debido al 

comentario hecho en el último párrafo de la sección (2.3). Partiendo de la ec. (1.6.2), 

que expresa la densidad de corriente en términos de las probabilidades de moverse a 

derecha e izquierda, se puede escribir 

hko 
j(m,n) = m [P +(m,n) - P_(m,n)] 
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donde se utilizaron las igualdades 

y R+T (3.33) 

Sin embargo, la ec. (3.32) se puede simplificar aún más utilizando la definición de 

Ü(n), ec. (3.26), obteniéndose 

P(m,n) 1 
L 

(3.34) 

Vemos pues que la probabilidad NO depende de m ni de n y ésto significa que si las 

condiciones iniciales son homogéneas, la distribución será homogénea para cualquier 

tiempo posterior, aún cuando las probabilidades de moverse a izquierda o derecha en cada 

celda sí dependen del tiempo y lo hacen de tal forma, que la suma de éstas da siempre una 

constante. Esto se analizará con más detalle en la siguiente sección. 

Evidentemente, la densidad de probabilidad sigue normalizada pues la probabilidad de 

encontrar a la partícula en cualquier posición m y a cualquier tiempo n, será 

L-1 

p [ P(n) (3.35) 

m=O m=O 

2.4. CALCULO DE LA CORRIENTE DE PROBABILIDAD 

De particular interés resulta el cálculo de la corriente de probabilidad, debido al 

comentario hecho en el último párrafo de la sección (2.3). Partiendo de la ec. (l.6.2), 

que expresa la densidad de corriente en términos de las probabilidades de moverse a 

derecha e izquierda, se puede escribir 

. hk¡¡ 
J(m,n) = m [P +(m,n) - P_(m,n)] 
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. • . hko {. } 
J(m,n) = m. IA(m,n)l 2 

- IB(m;n)l 2 

: ·. :··· 

= h!° [(~CB~) (T-R) - 4 AJ30 .fRT senko] Y2(n) + (~ - B~) Y2(n-l) 

+ [-2.ff (~ - B~) + 4 AoB0 .fR senko] Y(n) Y{n-1)] (4.1) 

de donde se ve que la corriente de probabilidad no depende de la celda m aunque sí def. 

tiempo·n. 
En este momento podemos considerar un caso particular con el fin de ilustrar la 

evolución en el tiempo de la corriente de probabilidad. Supóngase que 

y B0 =O 

Esta situación representa a una panícula moviéndose inicialmente haéia la derecha 

siendo su posición independiente de m, es decir, todas las celdas son igualniente 

probables. En este caso, de la ec. (4.1) se tiene 

hk¡¡ 2 -2 2 ¡;:;: 
j{m,n) = m A0 [(T- R) §' (n) + Y (n-1) - 2~T Y{n) Y(n-1)] 

= hko ~ [(T _ R) sen2(ne) + sen\ne - a) 2 .ff sen(ne) sen(ne - e) 
111 sen2 e sen2 e sen2 e 

(4.2) 

Finalmente 

hko 2 hko 
j(m,n) = m A0 cos (2ne) = iñI: cos(2ne) (4.3) 
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De donde se ve claramente que Ja corriente no depende de la posición, pero oscila en· el 
tiempo. Si se toma el promedio temporal de Ja ec. (4.3): 

<j(m)> 0 s lim ! Jj(m) dn 
n-+m n 

o 

= hk¡¡ ~ 1 i m ! J
0 

cos(2ne) dn 
m Hm n 

o 

= hko ~ 1 im sen(2en) 
m ~., 2ne 

o (4.4) 

Es decir, Ja corriente promedia a cero en el tiempo, así que la tendencia original de 
moverse hacia la derecha desaparece debido a las colisiones con la red. 

Aún cuando la corriente promedie a cero, ésto no significa que se alcance un equilibrio 

termodinámico, pues si se calculan los promedios temporales de P +(m,n) y P.(m,n), se 
obtendrá 

<P+(m,n)> 0 = lim ~ J IA(m,n)l 2 dn 
HOJ 

o 

n 

.!. (~ + B~) 
2 

(4.5) 

<P.(m,n)> 0 = lim ~ J IB(m,n)l 2 dn = .!. (~ + B~) = J_ (4.6) 
n-+m 2 2L 

o 
Esto significa que el promedio temporal de Ja corriente de partículas moviéndose hacia 

la derecha o hacia la izquierda nunca se hacen cero y vistas en forma individual nunca 

dejan de fluctuar. En todo caso podria hablarse de un equilibrio estadístico, pero no 
terrnodinádinámico. 
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CAPITULO III 

DIFUSION CUANTICA DE PARTICULAS INDISTINGUIBLES 

En el capítulo uno se describió el modelo de QRW y su aplicación en el estudio de la 

difusión cuántica de partículas en una red unidimensional infinita y en el capírulo dos 

se extendió este modelo a una red finita con condiciones de frontera periódicas. En ambos 

casos se calculó la probabilidad condicional y la corriente de probabilidad como función 

de la posición y el tiempo. Sin embargo, el término corrienre de probabilidad se asocia 

inmediatamente con un flujo de partículas. Pensar en estos términos no presenta ninguna 

dificultad si se trata de partículas distinguibles, pero si éstas forman un sistema de 

partículas indistinguibles, es necesario incluir la estadística apropiada. En este 

capítulo se considerará el problema de la difusión cuántica de partículas idénticas e 

indistinguibles difundiéndose en una red unidimensional infinita y calcularemos la 

densidad de probabilidad condicional como función de Ja posición y el tiem~o. 

3.1. QRW PARA UN SISTEMA DE DOS PARTICULAS INDISTINGUIBLES 

Se Considerá primero el caso más simple, que sería un sistema de dos partículas 

idénticas indistinguibles (fermiones o bosones). Con el fin de mantener el grado de 

dificultad matemática en un nivel manejable se supondrá que no existe imeracción enrre 

las panículas. El objetivo en este caso es calcular la función de distribución de 

probabilidad de encontrar a una de las partículas en la celda m y, simultáneamente, a la 

otra en la celda n al tiempo t. Si se expresa como .¡, (x 1, x2 , t) a la función de onda que 

describe a la partícula "1 " en la posición x1 y simultáneamente a la partícula "2" en la 

posición x2 al tiempo t, entonces la probabilidad de encontrar a las partículas en las 

celdas m y n será: 

P(m,n,t) J J 1'1': (X¡, X2, t)j
2 

dx1dx2 (1.1) 

m n 
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donde '1<5 denota la función de onda simétrica que describe a las partículas d.e spin .entero 

(bosones) y .¡.ª una función de onda antisimétrica para partículas de spin semientero 

(fermiones). 

Para calcular esta probabilidad, se expresará primero la función de onda'I<, (x1, x2 , t) 
a 

en términos de las funciones de ondas individuales de las partículas "1" y "2". 

partícula "1" ésta se puede escribir de la siguiente manera: 

+0> 

L [A(m,t)ei~x. + B(m,t)e-ikox1] Gm(x1,t) (1.2) 

donde G(x1,t) es la función definida en ta ec. (1.2.6). La suma sobre todas las celdas 

(m = _., · · · +.,) es necesaria pues el paquete de ondas que describe a cada partícula tiene 

una probabilidad finita de encontrarse en cada una de estas celdas. Como en los capítulos 

anteriores, A(m,t) y B(m,t) representan las amplitudes de probabilidad de encontrar a Ja 

partícula en la celda m moviéndose hacia la derecha e izquierda, respectivamente. 

Para esta función de onda, el estado de una sola partícula libre queda determinado, en 

cada celda m, por la dirección: ± 1~1 . Por otro lado, la máxima interferencia estadística 

ya sea constructiva o destructiva ocurrirá, en la misma celda, cuando las dos partículas 

tengan el mismo momento 1h~1 , así que se supondrá que las partículas tienen la misma 

energía. 

También, recuérdese que las amplitudes modulantes A{m,t) y B(m,t) dependen fuertemente 

de las condiciones iniciales A(m,0) y B(m,0). Entonces si la partícula "2" (que tiene la 

misma energía que la "l ") tiene condiciones iniciales diferentes, estará descrita por 

amplitudes modulantes diferentes, que denotaremos por C(m,t) y D(m,t). Por lo tanto, la 

función de onda para la partícula "2" se puede escribir de la siguiente forma 

+0> 

L [C(m,t)ei~x2 + D(m,t)e-i~x2] Gm(x2,t) (1.3) 

m=-CO 

Por otro lado, en el caso de dos partículas indis1inguibles difundiéndose en la misma 

red, se tiene que introducir la simetría correcta bajo permutaciones [9], así que para 

bosones y fermiones tas funciones de onda deben tener ta forma: 
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(1.4) 

que representa la función de onda de dos partículas descritas, una por la función de ond~ 
individual t1>º1 y la otra por t/>{2). 

3.2. CALCULO DE LA PROBABILIDAD 

Usando la función de onda de la ec. (1.4) se puede obtener la densidad de probabilidad 

condicional P(m,n,tlt/><0 (0),t/><2>(0)), de encontrar a la partícula "l" en la celda m y a 

la partícula "2" simultáneamente en la celda n, dadas ciertas condiciones iniciales 

P(m,n,t l t/>< 0 (0),t/><21(0)) = J dx1 J dx2 l "'(x1 ,x2,t)1 2 (2.1) 

celda m celda n 

Donde t/>< 0 (0) y t/><21(0) denotan a las funciones de ondas que describen a las partículas 

"l" y "2" al tiempo inicial t = O. Además, la normalización de la probabilidad requiere 

que 

l [ P(m,n,tlt1>º1(0),t/><2>(0)) 
mn 

(2.2) 

Ya que la propiedad de simetría y antisimetría de las partículas se conserva en el 

tiempo (9), por comodidad, en adelante se suprimirá la letra t en la expresión para Ja 

densidad de probabilidad, sobreentendiéndose que ésta depende del tiempo. Entonces, se 

puede escribir 

; (Jdx 1 1t/><1>(x 1)1
2 Jdx2 1t/><21(x2)1 2 + 

m 

m 
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± [Jdx1 if>(l)(X1)if>(2)*(X1) fdx2 ip<
2>(x2)if>(l)*(xi)+ C:C.] ) (2.3) 

m 

y recordando que, de acuerdo a nuestro modelo los paquetes de ondas centrados en celdas 

diferentes no se traslapan, se tendrá 

± (fA(m)C*(m) + B(m)D*(m)] [C(n)A*(n) + D(n)B*(n)] + e.e.)) (2.4) 

La probabilidad se puede escribir en forma más compacta si definimos Jos vectores 

renglón formados por las amplitudes, para cada celda m: 

y 

<P~º(t) = [A<m,t), B(m,t)] 

ip~2>(t) = [ccm.t), D(m,t)] 

con lo que se obtiene finalmente, en forma condensada 

donde ip~l)t define el adjunto del vector <P~I)· 

(2.5a) 

(2.5b) 

(2.6) 

Como un ejemplo, considérense dos partículas idénticas, de igual energía, pero con 

condiciones iniciales diferentes ipº\O) y ip<2>(0) y supóngase el caso en que, en algún 

tiempo posterior y en la misma celda (m=n), se encuentren las dos partículas con 

diferentes amplitudes pero moviéndose en la misma dirección; a la derecha, por ejemplo: 
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. (2)·_ 
.if>m -

;~:. ·: 7 - • 

Sustituyendo (2.7) en (2.6) se,ti~né ,.\< ··· ·· · 

o bien 

.. 

:_··,:.(;:~ .: .... ·.,_:.·(:"·<~ >:<;.:·:·' ·,·_,:;..;· -

· ±··.c~(~>~*<~?"h~~>~~<~»~#.~:·~,i) !••.· .. · 
-·_',·:. . -·~:; . ···:·-'-.-~-;:."<~~~::~~,.;:·::': -~:~:~·-! .· ' . 

· ... · ... ·- .·:.= :~ :. . . 

. - . . . 

{ 

21Acm)1 2 ic(m)l 2 

o 

Base 

Fermi. 

(2.7) 

. (2.8) 

(2.9) 

Tal como se esperaba, el ejemplo muestra que no importa cuáles sean los valores de las 

amplitudes A(m) y B(m), mientras sean diferentes de cero, dos paquetes de ondas bosónicos 

con la misma posición y momento tendrán una interferencia constructiva máxima. Esta es la 

bien conocida tendencia de los bosones a condensarse. Por otro lado, dos paquetes 

fermiónicos con la misma posición y momento tendrán una interferencia destructiva máxima 

(repulsión estadística). Más adelante mostraremos unas gráficas que ilustran este 

comportamiento. 

Ahora se calculará la probabilidad condicional P(m,nlif>m,if>c21) para el caso general. 

Primero recuérdese que las amplitudes A, B, C y D están asociadas a partículas 

individuales. Por tanto, de acuerdo al capítulo uno, estas amplitudes deben satisfacer 

las relaciones de recurrencia, ecs. (I.4.3): 

A(m,t) = i IT A(m-l,t-1) + .fR e-2ikom B(m,t-1) (2. lOa) 

B(m,t) = .fR e2iko(m+l) A(m,t-1) + i IT B(m+l,t-1) (2. lOb) 

para la partícula "l" y un par de ecuaciones similares para la partícula "2", pero con 

amplitudes modulantes diferentes: 
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C(m,t) = i IT C(m-l,t-1) + .JR e-21Kom D(m,t-1) (2. !0c) 

D(m,t) = .JR e2iko(m+l)C(m,t-l) + i .ff D(m+l,t-1) (2.lOd) 

La solución de estas ecuaciones depende fuertemente de las condiciones iniciales, pero 

no es necesario repetir toda el álgebra involucrada en la solución de éstas, ya que el 

proceso de dispersión de los paquetes de ondas en cada potencial está descrito por la 

misma matriz de dispersión, sin importar .que se trate de la partícula "1" o "2". La 

matriz de dispersión relaciona los coeficientes asociados a las dos partículas en fonna 

independiente: (A,B) y (C,D). 

La solución del sistema de ecuaciones, ecs. (2.10) es, de los resultados del capítulo 

uno, ecs. (1.4.46): 

A(m,t) = i .ff g(m-Jeo1-l,t) + e2iko g(m-xwt-1) (2. lla) 

B{m,t) = .JR e2ik¡¡(m + 1) g(m-Xo¡.t) (2.llb) 

si se supone que la partícula "1 " se encuentra inicialmente en la pos1c1on m = Xoi y · 

moviéndose a la derecha, es decir, se están eligiendo las siguientes condiciones 

iniciales: 

A(m,t=O) = o(m,Jeo¡) (2.12a) 

B(m,t=O) = O (2.12b) 

Si la partícula "1" se encuentra inicialmente en m=Jeo1 y moviéndose hacia la izquierda, 

Ja solución para A(m,t) y B(m,t) es 

A(m,t) = .JR e2iko(m+l) g(m-JCo
1
,t) (2.13a) 

B(m,t) = i .ff g(m-x01 + l ,t) + e21Ko g(m-x0¡.t-l) (2.13b) 

que corresponde a las condiciones iniciales 
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A(m;t=O) = O (2.14a) 

B(m,t=O) = c5(m,Xo1) (2.14b) 

Para la partícula "2", cuyo proceso de dispersión está descrito por las amplitudes 

modulantes C(m,t) y D(m,t), la solución de las ecs. (2.10) son, de acuerdo a las ecs. 

(1.4.46): 

D(m,t) = .fR e21"ko(m+ l) g(m-JCo
2
,t) 

si se mueve inicialmente hacia la derecha y partiendo de la posición m=JCoi. lo que 

equivale a elegir las condiciones iniciales: 

D(m,t=O) = O 

(2.15a) 

(2.15b) 

(2.16a) 

(2.16b) 

pero si se encuentra inicialmente en m=Xo2 y moviéndose hacia la izquierda, entonces de 

las ecs. (1.4.48) la solución es 

C(m,t) = .fR e21"ko<m+ l) g(m-x02 ,t) (2. l 7a) 

D(m,t) = i .fT g(m-Xo2+ l,t) + e21Ko g(m-x02 ,t-l) (2.17b) 

que corresponde a las condiciones iniciales 

C(m,t=O) = O c2.1sa) 

D(m,t=O) = o(m.Xo2) (2.18b) 

En cualquier caso, la función g(m,t) está dada por la ec. (I.4.42): 
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g(m,t+l) (2.19) 

Esta última expresión se puede escribir como 

g(x,t+ 1) = ¡t ei~(t-x) !l'{x,t+ 1) (2;20) 

donde se ha definido la función !l'(x,t), como 

t-lml 

!l'(x,t+l) 

2 .· .. · .. ' .•· t-2':,· ... ·.· . . · .. 1 

[ (-1Y (.ff) ~ . . . <~ -}). .. , 
= o " ' .... "." r~.-.m-.2 .. J ! r~. m-2 J ! ) l 2, l 2 

(2.21) 

,. . " .. 

Utilizando estas expresiones en la ~e: .(2.4) .se :puede ahora calcular la probabilidad 

condicional, P(m,n,t): 

P(m,n,t) = ~ ([IA(m)l 2 + JB(m)l 2
] [IC(n)l 2 + ID(n)l 2

] + 

+[IC(m)l 2 + ID(m)l 2
] x [IA(n)l 2 + IB(n)l 2

] 

± ([A(m)C*(m) + B(m)D*(m)] x [C(n)A*(n) + D(n)B*(n)] + e.e.)) (2.22) 

y esta densidad de probabilidad condicional NO depende del factor e±21'k¡¡. Para verlo, 

supóngase que las dos partículas se mueven inicialmente hacia la derecha, pero con 

posiciones iniciales Xoi y x02 • Después de un poco de álgebra se obtiene 
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. ' . ' 

.x l"(m~X¡i 1 ,t-l) + Rif(°.1"Xoi·t)) (T ~2(n-Xo2-l;t) + !>'2(ri~Xo2 ,t-l) 

- 2 .ff ~(n~xfil-1,t) l"(?~Xo2;t~l) -i: R ~2(n-;2.1>) + (T iféni:Xiii-1.t) 

.+ 1"2(m-Xo2·t-l) ~ 2 ff l"(m~~;~1;ó x l"(m-~2.t-1);+ R~2(~-Xoi.o) 

x (T 1"2(n-X¡i1-l,t)+ 1"2(n~X¡i 1 ,t-l) - 2 IT l"(n-X¡i1-l,t) Y(n-Xo1,t-l) 
' .. .. . . . 

+ Rl"2(n-~1 ,t)) .± (T l"(m-~1 -l;t)l"(m-Xoi-l,t) - IT l"(m~X¡, 1 -1,t) 
x l"(m-X¡i2,t~l)~ rl(m-Xoi-l,t)l"(m-x01 ,t-l) + l"(m-X¡i1,t-l)l"(mcX¡i2,t-l) ... 

+ R l"(m-X¡i1,t)l"(m-Xoi,t)) ( Tl"(m-X¡i2-l ,t)l"(m-Xo1-l,t) + l"(m-Xo2 .~~l): 

x l"(m~X¡i 1 ,t-l) - IT l"(m-X¡i2-l,t)l"(m-X¡i1,t-l) - IT ~(m-X¡i1 -l,t) 

x l"(m-Xoi,t-1) + R l"(m-x02 ,t)l"(m-xwt) + e.e. (2.23) 

donde se ve que el factor e2'Ko se ha eliminado. Esto no significa que la probabilidad no 

dependa de la energía, pues P(m,n,t) es función de los coeficientes de transmisión y 

reflexión T y R, los que a su vez dependen de ko y del modelo particular que se esté 

usando al representar a las barreras de potencial. 

Esta última expresión, ec. (2.23), junto con la ec. (2.21) nos permite graficar a la 

probabilidad como función de m,n. En las Figs. 3.1 a 3.8 se muestran algunas gráficas 

tridimensionales de P(m,n,t) como función de m y n para diferentes tiempos. Para todas 

las figuras, las condiciones iniciales son: A(m,0) = .s(m,0), B(m,0) = O, C(m,0) = O y 
D{m,O) = cS(m,0). 

En éstas gráficas se aprecia claramente la repulsión y atracción estadísticas de 

fenniones y bosones respectivamente, pues si m = n, P(m,n,t) = O para fenniones, mientras 

que para bosones siempre encontramos picos en la probabilidad, al menos para algunos 

valores de m = n. 
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3.3. QRW PARA UN SISTEMA DE N PARTICULAS IDENTICAS 

Si ahora se considera el caso de N partículas idénticas de la misma energía, que no 

interactúan entre sí y difundiéndose en la misma red, la generalización es directa. Se 

tienen ahora N condiciones iniciales y por lo tanto N funciones individuales q,<il (j = 1, 

2, .. ., N). La función de onda de estas N partículas, en términos de las funciones 
individuales es [9]: 

(3.1) 

donde P es el operador de permutaciones de los estados 111, 121,. .. (NJ. Si ahora se 

define, para la función de onda de la partícula j, el vector renglón <fiin.i1(t) en la celda 

m: 

(3.2) 

entonces, la densidad de probabilidad condicional de encontrar a la partícula "l" en la 

celda s1, la partícula "2" en la celda s2 , etc, está dada por 

(3.3) 

y la condición de normalización es, obviamente: 

[ [ ... L P(s1,52,. . .,sl'1,tl l. (3.4) 

S¡ S2 SN 

Como en el caso de dos partículas, la función de densidad de probabilidad 

P(s1,s2,. • .,sN,tl) se puede escribir en términos de las amplitudes modulantes de cada 
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ESTA 
SAUR 

paquete de ondas y se obtendría una expresión semejante a la ec. (2.4). Las amplitudes de 

Ja partícula "l", A(s1,t) y B(spt), de la partícula "2'', C(s2,t) y D(s2,t), etc., se 

obtendrían nuevamente de las ecs. (1.4.46) y (1.4.48). 

En resumen, se puede en principio obtener en forma analítica, la distribución de un 

sistema de N partículas indistinguibles difundiéndose en la red, si conocemos la posición 

y el momento iniciales de cada partícula ya que, bajo la suposición de que éstas no 

interactúan entre sí, la distribución se puede escribir en función de las amplitudes 

individuales. 
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CAPITULO IV 

DIFUSION MESOSCOPICA CLASICA 

El propósifo de este capítulo es el de discutir los resultados físicos obtenidos en los 

capítulos anteriores y mostrar que el modelo de QRW, que se desarrolló originalmente para 

describir el proceso de la difusión de partículas a nivel microscópico (cuántico) puede 

extenderse, tomando el promedio temporal, para describir los procesos de difusión en un 

espectro mucho más amplio, que comprende a los regímenes mesoscópico clásico e 

hidrodinámico (macroscópico). 

4.1. DIFUSION MACROSCOPICA 

Un enfoque utilizado con mucha frecuencia en la descripción del proceso de difusión 

clásica de partículas en redes es el proceso estocástico llamado camino aleatorio (random 

walk). En este modelo tradicional, se define un proceso Markoviano en el espacio de 

configuración donde si se interpreta a P(x, t) como la distribución de probabilidad de la 

posición x (x=O, ±l, ±21, ... ) para una partícula que se difunde en la red al tiempo t (t 

= O, i:, 2i:, ... ), siendo i: el "tiempo de salto" y l la constante periódica de la red, 

entonces la probabilidad satisface la ecuación de recurrencia [ l] 

P(x,t+i:) = a P(x-/,t) + b P(x+l,t) (1.l) 

donde a y b definen las probabilidades de transición hacia adelante y hacia atrás, 

respectivamente y deben satisfacer la condición a + b = l si se demanda que la 

probabilidad esté normalizada. Además, si a = b = 112 la ec. (l. l) describe un proceso 

puramente difusivo. Por otro lado, si a * b se tendrá un proceso difusivo con sesgo, que 

físicamente se interpreta como un proceso de difusión en presencia de un potencial 

externo [l]. 

El proceso de camino aleatorio discreto ec. (1.1), relaciona probabilidades a dos 

tiempos consecutivos, lo que significa que éste es un proceso Markoviano, y tres 

posiciones consecutivas (saltos a vecinos cercanos). La versión continua de la ec. (1.1), 
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conocida en la literatura como la ecuación de difusión, es un caso particular_ de _la 
ecuación de Fokker-Planck [15] y se obtiene al tornar el límite cuando l ... O y. i: · ..... O, de 

tal manera que al desarrollar en serie de Taylor los términos de esta ecuación alrededor 

de (x,t) se obtiene: 

aP 
at 

i_ a2P + (b - a)l aP 
2-r ax2 < ax 

(1.2)' 

Si además a=b=l/2, es decir, probabilidades de salto isotrópicas, entonces la ecuación 

anterior se reduce a 

aP 
Drw at 

(1.3) 

que es la ecuación de difusión clásica, donde Drw = t2/2i: = vl/2 es el coeficiente de 

difusión, y v = lh es la velocidad media de las partículas. 

Nótese que la ec. (1.3) tiene sentido sólo si el coeficiente de difusión es finito, así 

que la velocidad media debe ser infinita ya que se puede escribir como v = 2Drw// y al 

pasar al límite continuo se supuso que l ... O. Es esta velocidad infinita la responsable 

de que en el fenómeno de difusión clásica la perturbación se propague instantáneamente. 

Puede uno convencerse fácilmente de ésto si tomamos como ejemplo una situación donde 

inicialmente la concentración de partículas es diferente de cero sólo en un punto 

(distribución delta de Dirac), entonces la solución de la ecuación de difusión es una 

gaussiana (16]. Esto implica que la probabilidad de encontrar partículas a distancias muy 

grandes y tiempos pequeños es diferente de cero, lo cual sugiere que efectivamente la 

propagación es instantánea. 

En el proceso anterior la probabilidad sólo depende de la posición x y del tiempo t, es 

decir, no existe memoria de la dirección que tiene la partícula en cada celda. Esto 

significa que la probabilidad no depende del momento p de la partícula. Si se describe 

este proceso en el espacio fase, utilizando la Teoría Cinética por ejemplo, la ausencia 

del momento en la función de distribución significa que los momentos ya alcanzaron una 

distribución de equilibrio y que la partícula se encuentra en equilibrio ténnico, aunque 

la distribución de posiciones se encuentre todavía muy lejos de él. Esta suposición, que 

caracteriza el llamado regimen hidrodinámico en los fenómenos de difusión es aplicable a 
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materiales macroscópicos y en una escala de tiempos grandé, de modo que la función de 
distribución de una partícula, f{x,p,t), debe ser escrita como 

f{x,p,t) = <P.q(p,t) P{x,t) = exp[-p2/2mk811 P(x,t) (1.4) 

donde m es la masa de la partícula, k8 la constante de Boltzmann, T la temperatura y 

.Peq(p,t) es la distribución de Maxwell-Boltzmann. 

Si la escala de tiempos asociada en la difusión macroscópica debe ser grande, es claro 

que el material debe tener también dimensiones macroscópicas, pero si el sistema se 

encuentra aún muy lejos del equilibrio no podemos utilizar la ecuación de difusión, pues 

ésta es aplicable sólo cuando se ha alcanzado, localmente, un equilibrio térmico. 

En la siguiente sección se deducirá la ecuación de difusión mesoscópica, aplicable a un 

rcgimen muy lejos del equilibrio. Recuérdese que el modelo de QRW describe precisamente 

el fenómeno de difusión a un nivel microscópico y es la ecuación de SchrOdinger la que 

gobierna estos procesos. En el otro extremo, es decir, en los procesos macroscópicos, se 

encuentra la ecuación de difusión clásica, ec. (1.3). Pero en la región intennedia, esto 

es, para los materiales que no se puede considerar estrictamente macroscópicos ni 

microscópicos, llamados materiales mesoscópicos o nanoestructuras [6,16,17], no queda 

claro cuál debe ser la ecuación que gobierna al proceso de difusión. Este es un aspecto 

muy importante, pues la Física Mesoscópica ha adquirido gran relevancia en los últimos 

años debido al esfuerzo constante encaminado hacia Ja miniaturización de Jos componentes 

electrónicos y su utilización en el desarrollo de las computadoras [18]. 

En lo que sigue, se mostrará que la descripción del fenómeno de difusión en estos 

materiales puede darse a partir del modelo de QRW y en particular se deducirá la ecuación 

de difusión generalizada, aplicable a los materiales mesoscópicos clásicos. 

4.2. DIFUSION MESOSCOPICA CLASICA 

Primero se definirá con precisión qué se entiende por material mesoscópico. Como ya se 

mostró en el capítulo uno, conforme se incrementa el tamaño de cualquier muestra 

microscópica, las fluctuaciones relativas debidas a interferencia cuántica desaparecen 

gradualmente. Si se comienza con un material microscópico y se incrementa su tamaño hasta 

un punto en el que se puedan despreciar las fluctuaciones cuánticas, entonces se tendrá 

82 



un sistema incoherente que por definición será un sistema clásico, pues se han 

despreciado los términos de interferencia cuántica. Sin embargo, supóngase que el 

material es todavía Jo suficientemente pequeño como para considerar que Ja función de 

distribución de los momentos no ha alcanzado todavía una independencia estadística de Ja 

posición y mucho menos ha alcanzado un estado de equilibrio térmico. A estos materiales 

se les llamará mesoscópicos y se mostrará en esta sección que bajo estas condiciones se 

obtiene un regimen difusivo clásico e irreversible que se encuentra todavía muy lejos del 

equilibrio. 

La difusión en materiales mesoscópicos clásicos se puede describir con cualquier teoría 

cinética incoherente lejos del equilibrio. La única condición es que la función de 

distribución de una partícula debe ser una función de distribución conjunta f(x,p,t) de 

Ja posición y el momento. Ambas variables (x,p) dependen del tiempo y están 

correlacionadas estadísticamente. 

Para encontrar la ecuación de difusión generalizada que describe Jos procesos de 

difusión en el regimen mesoscópico clásico, se debe promediar. En este caso se utilizará 

el llamado Promedio de Grano Grueso, definido de la siguiente manera 

t 

7' +(X,t) s i l p +(X,n) (2.la) 

n=O 

t 

7'.(x,t) "' { [ P_(x,n) (2.lb 

n=O 

Aquí P + y P_ son las probabilidades calculadas con el modelo de QRW y mostradas en el 

capítulo I, ecs. (I.5.5a) y (J.5.5b), que se pueden escribir como 

P +(x,t) = T P +(x-1,t-l) + R P_(x,t-1) + P +im (2.2a) 

P_(x,t) = R P +(x,t-1) + T P.(x+ l,t-1) + P.;n1 (2.2b) 

donde P +im y P.;ni son Jos términos de interferencia. Si se define 
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P(x.t) "' p +(X,t) + P.(x;t) . (2.3a 

(2.3b 
. f.> ' .. 

y se grafícan para ciertas condiciones inicia16s és¡iecircas; por ejemplo, A(m,0)~.5(~.0) 
y B(m,0)=0, se obtiene la figura 4.1: 

30 n 

Figura 4.1 

Estas gráficas muestran que aunque P(x,n) es siempre pos1uva, la contribución de los 

tém1inos de interferencia a la probabilidad total oscila entre valores positivos y 

negativos. y se espera que al tomar el promedio de grano grueso éstos se vuelvan 

despreciables. Efectivamente ocurre así, pues al graficar los promedios de P;m y P, se 
obtiene la Fig. 4.2: 

84. 



<P> 
O. / 
0.4 

< Pint> 
0.2 

t 
o 20 25 30 

donde se ve claramente que al tomar el promedio de grano grueso, los términos de 

interferencia no contribuyen apreciablemente y los términos que sobreviven son 

:P +<x.t) = T !P +<x-1,t-1) + R !P_(x,t-1) (2.4a) 

:P_(x,t) = R !P +(x,t-1) + T !P_(x+l,t-1) (2.4b) 

Las ecuaciones anteriores describen un sistema incoherente, pues ya se eliminaron los 
términos de interferencia. Nótese que estas ecuaciones dependen del momento p, aunque no 
sea obvio a primera vista, pues representan un proceso que guarda memoria de la dirección 

a través de P + y P_, que son las probabilidades de encontrar a la partícula en alguna 
celda, pero distinguiendo entre movimiento hacia la derecha (+) y hacia Ja izquierda (-). 
Por otro lado, si se supone que todas las partículas tienen la misma velocidad media 

v0 =/l-r y que el efecto de las colisiones elásticas en Ja red es simplemente cambiar sus 
direcciones de movimiento entonces, en una red unidimensional el momento tendrá sólo dos 

valores: ±lp0 1. También se definirá P+(x,t) "' f(x,+lp0 1,t) y P_(x,t) = f(x,-lp0 1,t), 
respectivamente, donde P + y P. describen la probabilidad conjunta de encontrar a Ja 

partícula en la posición x al tiempo t con velocidades positiva y negativa. Las 
constantes T y R denotan respectivamente las probabilidades de dispersión hacia adelante 
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y hacia atrás y generalmente T > R, lo cual expresa Ja inercia de las partículas bajo el 

proceso de dispersión, y la condición T + R = 1 garantiza la conservación de partículas 

en cada colisión. 

El proceso descrito por las ecs. (2.4a) y (2.4b), conocido en la literatura como Camino 

Aleatorio Persistente (Persistent-Random-Walk) [13,19] o Camino Aleatorio Correlacionado 

(Correlated-Random-Walk) [20], que en adelante se denotará como PRW, describe un proceso 

de camino aleatorio sin sesgo. Cada probabilidad individual P + y P_ en estas ecuaciones 

representa un proceso de Markov de segundo orden, pues sólo se relacionan dos tiempos 

consecutivos. 

Es importante notar que el modelo de QRW define un proceso completamente reversible 

porque Ja matriz de dispersión s se construyó unitaria y simétrica, lo cual hace a cada 

proceso de dispersión invariante ante inversiones en el tiempo. Esto se demuestra 

fácilmente si observamos que la ec. (I.4.4) se puede escribir de Ja siguiente forma: 

( 

B(x,t) ] 

A(x+l,t) 

y la relación inversa como 

5 
[ A(x,t-1) ] 

B(x+ l,t-1) 

.[ A(x.t-1) ] 

B(x+l,t-1) 

(2.5) 

(2.6) 

Si ahora se invierte el tiempo, que en Mecánica Cuántica significa reemplazar al tiempo 

t por -t y tomar el complejo conjugado [9,21], se obtiene 

[ 

A *(x,t-1) l 
B*(x + l ,t-1) 

(2.7) 

Utilizando Ja propiedad de unitariedad de Ja matriz s, vemos que (s-1)* = (st)* = sT, 

Ja matriz transpuesta de s. Además, s es una matriz simétrica, ec. (I.1.12), y se puede 

escribir (s'1)* = s. Pero ahora las direcciones de movimiento se han invertido y Jos 

coeficientes (A* ,B*) se pueden intercambiar por (B,A) y la ec. (2. 7) queda como 
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( 

· B(x,t-1) .·] ( A(x;t) ·1 
A(x + I ,t-1) = 

5 lacx+ l ,t) (2.8) 

La ec. (2.8) describe un proceso cuya evolución temporal va de t a t-1 y es, por otro 

lado, idéntica a la ec. (2.5), lo cual demuestra el carácter reversible del proceso de 

QRW. 

Volviendo a las ecs. (2.4a) y (2.4b) vemos que éstas se obtienen al eliminar, mediante 

el promedio de grano grueso, los términos de interferencia que aparecen en la 

probabilidad calculada cuánticamente. Al hacer esto, se destruyó la propiedad de 

unitariedad del operador de evolución temporal, de manera que el proceso resultante (PRW) 

se convierte, entonces, en un proceso irreversible. 

Ahora, para encontrar la ecuación de difusión generalizada, se definirá una 

distribución de probabilidad total o reducida 'l'T(x,t), como 

:PT(x,t) " Í: f(x,p,t) = 'P +(x,t) + 'l'.(x,t) 

p 

(2.9) 

y se encontrará la ecuación de rccurrencia que satisface esta probabilidad. Para esto, se 

eliminarán las probabilidades 'P + y 'P_ en las ecs. (2.4a) y (2.4b) en favor de 'l'T. Primero 

se despeja a 'l'_ de la ec. (2.4a): 

R 'l'_(x,t-1) = 'P +<x,t) - T 'P +<x-l,t-1) (2.10) 

y se sustitye este resultado en la ec. (2.4b) para obtener una ecuacion en la probablidad 

'P +(x,t): 

'P +(x,t-1) - T P +(x,t) (2.11) 

que se puede reescribir como 

'l'+(x,t+l) - T 1'+(X-l,t) = T 'l'+(x+l,t) + (R-T)'l'+(X,t-1) (2.12) 
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Si ahora .se despeja a '.? +Cx,t-1) de la ec. (2.4b): .. 

R '.? +Cx.t-1) = :P.(x,t) - T :P_(x+l,t-1) ·• (2.13) 

y se sustituye en la ec. (2.4a) se obtiene una ecuación· para !P.: · .. ·. :- ; . <-. 
· .. , .... '·'.· . · .. >2 / .· 

7'.(x,t+l) - T :P_(x+l,t) = T :P_(x-1,t) - T:P_(x,t-1) .+ R :P.(X:,t~l) · (2;14) 

que al simplificar se reduce a la ecuación: 

'.?_(x,t+l) - .T !P_(x+l,t) = T :P_(x-1,t) + (R-T)'.?_(x,t-1) (2.15) 

Sumando las ecs. (2.12) y (2.15) se tendrá, aplicando la definición de '.?T, ec. (2.9): 

(2.16) 

que es la ecuación buscada. Aquí se ve claramente que si T=R= 112 (dispersión isotrópica) 

se recupera el camino aleatorio simple (Markoviano), descrito por la ec. (l°.1). Pero si T 

* R, entonces :PT(x,t) define un proceso no Markoviano, pues en la ec. (2.14) aparecen 

tres tiempos consecutivos. Esto no es sorprendente pues esta ecuación por dos ecuaciones 

en diferencias simultáneas de primer orden en el tiempo lo cual dio lugar a una ecuación 

de segundo orden. 

Por lo tanto, al pasar al caso continuo, se debe usar hasta una segunda derivada con 

respecto al tiempo en el desarrollo en serie de Taylor de la ec. (2.16): 

a:PT(x,t) ¡ a2:PT(x,t) , 
- (T-R)['.?T(x,t) - --- T + - --- ,-) 

at 2 at2 
(2.17) 

que se simplifica, usando la relación T + R = 1, a la siguiente expresión 
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82'PT 2 . . 8':!' 
T -- T + 2R ___! T 

at2 at 
(2;18) 

la cual se puede escribir finalmente, en forma compacta, como: 

(2.19) 

donde se ha definido 

y (2.20) 

Una vez más se puede afirmar, como se hizo en relación a la ec. (1.3), que si se exige 

que el coeficiente de difusión sea finito, esto parece implicar que v0 sea infinita, en 

cuyo caso la ec. (2.19) se reduciría nuevamente a la ec. (1.3), es decir, se obtendría la 

ecuación de difusión clásica. Sin embargo, en este caso existe una segunda interpretación 

posible para la ec. (2.19), pues si R « 1 entonces v0 no tiene que ser infinita para que 

la expresión anterior tenga sentido. En este caso la D es el coeficiente de difusión de 

Landauer derivado de la ley de Fick y está asociado a la parte incoherente del proceso de 

QRW. El término v0 representa la velocidad media de las partículas y no la velocidad del 

sonido como se sugiere en el libro de Morse y Feshbach [22]. 

La suposición de que R « 1 es la correcta, al menos para materiales mesoscópicos, pues 

si se analizan las ecuaciones (2. la) y (2. lb) individualmente y se pasa al límite 

continuo, se obtiene, para la primera de estas ecuaciones 

B'P +(x,t) 
'P +(X,t) + --

8
-t- T 

que se reduce a la ecuación 

T ['P +(x,t) - B'P +(x,t) /] + R 'P_(x,t) 
ax 
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8'1'+ 

at 
1 8'1'+ R . 

-T:rax-:r(!P+-!P.) 

y la segunda ecuación, también en el caso continuo; tomaría ·ta fonna 

'P (x,t) + B'P.(x,t) , 
· 8t 

que se reduce a la ecuación 

a'l'. 

at 

. . . 

R 'l' +(x,t) +. T L'l'.(x,t) 

1 a'P R · . 
T - __: + - (!P + - 'P.) 

' ax ' 

(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 

Es claro que en el límite cuando /-) O y -r -) O las ecs. (2.22) ((2;24) tendrá.o.sentido 

sólo si g = constante. Por lo tanto, podemos escribir: 
T 

·, 
. (2:25) 

·;·. . ; 

y esta nueva constante 'o debe tener unidades de tiempo. Además, T = 1 - K =. e~··~:~)-en: · . 

el límite .< -) O, I -) O, se tiene 

T -) l, !_ -) v0 
T 

(2,26) 

Estas consideracions hacen pensar que para valores arbitrarios de los coeficientes de 

transmisión y reflexión (T,R) el límite del continuo no existe y sólo cuando se 
satisfacen las relaciones anteriores, la ec. (2.19) tiene significado físico. 

Podemos llevar este análisis todavía más lejos y mostrar que las ecuaciones 

involucradas en la difusión clásica, en particular la ecuación de conservación de masa y 
la generalización de la ley de Fick se obtienen, bajo ciertas consideraciones, a partir 
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de nuestro modelo. Con la definición de la constante -r0 ; las e¿s. (2.22) y (2.24) se 
' . . . . 

pueden escribir de la siguiente forma: 

a'P + 

at 

a'P_ 

at 
(2.27b) 

Ahora se encontrarán a partir de estas relaciones, las ecuaciones de recurrencia que 

deben satisfacer la suma 'P + + 'P_ = 'PT y la diferencia v0{'P + - 'P.) = J, que físicamente se 

interpretan como la concentración y la densidad de corriente (23], respectivamente. Para 

esto, se suman primero las ecs. (2.27a) y (2.27b): 

~('P + + 'P.) 
at 

- Yo ~ ('P + • 'P.) 
ax 

que con las definiciones anteriores se puede escribir como 

_ aJ(x,t) 
ax 

Esta es la ley de conservación (local) de masa. 

Si ahora se restan las ecs. (2.27a) y (2.27b), se obtiene 

• Yo ~ ('P+ + 'P) - _!_ ('P - 'P) 
ax · 2T

0 
+ · 

o bien 

a'PT(X,t) 1 
- Y0 --- - - J(x,t) 

ax Y0-r0 
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Despejando .en la ecuaciÓ~ ·anterio~ a. J se obtiene:.· . 

~ .. ¿ a:Pi(x,tF~ ;
0 

aÚx,t) 
ax. · · at 

(2.32) J 

donde se definió D "' v~ •o = v~ 2~ -r, que es precisamente el coeficiente de difusión de 

Landauer, asociado a la parte incoherente del proceso de QRW. 

Esta ecuación, sin el último término, sería la ley de Fick y la presencia de la 

derivada parcial de J(x,t) con respecto al tiempo indica que el material es "no 

Fickiano". La ec. (2.32) es conocida en la literatura como la ecuación de Maxwe/l­
Catanneo [7]. 

Combinando las ecs. (2.29) y (2.32) se obtiene 

2 

0 a 'l'T + a aJ 
ax2 •o 8t ax 

(2.33) 

Por lo tanto, se puede escribir 

(2.34) 

que es la ecuación del telegrafista [24] para la concentración. 

Para entender mejor el origen de la segunda derivada con respecto al tiempo en la 

ecuación anterior, nótese que la función de distribución de la concentración :PT(x,t) está 

descrita por un proceso no Markoviano y la ecuación que satisface para valores 
arbitrarios de T y R es la ec. (2.16): 
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:PT(x,t+l) = T [:PT(x-1,t} + :PT(x+l,t)] + (R-T}P-¡.(x,t-1) (2.35) 

Esta ecuación muestra, como ya se mencionó, que si T=R= 112 se recupera el proceso de 

camino aleatorio simple (Markoviano) descrito por la ec. (1.1). Pero si T " R entonces el 

proceso tiene memoria debido a la inercia en el proceso de dispersión; por lo tanto 

!PT(x. t) debe satisfacer una ecuación no Markoviana. En este caso la probabilidad define 

un proceso que relaciona probabilidades a tres tiempos consecutivos y al pasar al límite 

continuo debemos permitir hasta una segunda derivada en el desarrollo en serie de Taylor. 

Claramente. la ecuación de Maxwell-Cananeo y la segunda derivada con respecto al tiempo 

en la ecuación del telegrafísca son una consecuencia de la propiedad no Marko1•ia11a de la 

función de distribución. Más aún, para valores arbitrarios de T y R. la versión discreta, 

ec. {2.30) es Ja única ecuación de difusión generalizada válida. 

También en esta sección se muestran algunas gráficas que exhiben el comportamiento de 

la densidad de probabilidad. En las Figs. 4.3 a 4.6 se tienen unas gráficas de !PT(x,t) Vs 

x para diferentes valores del coeficiente de transmisión T. cuando las condiciones 

iniciales son 1' +<x.O) = :P.(x.0) = i o(x,O): 

T=0.5 

-20 20 
X 

Figura 4.3 
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T=0.6 

-20 
. ;', .·· ·' 

Figt.Íra4.4 

T=0.8 

X 
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T=0.9 

Figura 4.6 

En estas gráficas se observa que cuando T = 1/2, se recupera el camino aleatorio 
clásico y conforme aumenta el coeficiente de transmisión ly por lo tanto la inercia) las 

fluctuaciones se vuelven más intensas. 

Las Figs. 4. 7 a 4.10 muestran gráficas de la probabilidad cota! a diferentes tiempos y 

con las condiciones iniciales anteriores: 
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T= 10 
0.1 

Figura 4.7 

.0.05 

n=20 

-20 -10 o 10 20. 
X 

Figura 4.8 
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n=30 

30 X 

-40 -20 20 40 X 

Figura 4.10 
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Finalmente, las Figs. 4.11 a .4.14 muestran el comportamiento de la probabilida¡j total -
para diferentes valores del coefii:ieille de transmisiÓ~; pero ._con -condiciones iriiciales: 
':P ... (x,O) = Ci(x,0) y 'l'.(x,0) = O. 

20 
X 

Figura 4.11 

T=0.6 

-20 o 10 20 X 

Figura 4.12 
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T=0.8 

-10 o 10 
X 

Figura 4.13 

0.05 

T=0.9 

Figura 4.14 
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CONCLUSIONES 

Los objetivos propuestos en el desarrollo de este trabajo fueron Jos siguientes: 

l. Extender el modelo de QRW para incluir condiciones a la frontera periódicas. 

2. Introducir la estadística correspondiente en el fenómeno de Ja difusión de partículas 

indistinguibles. 

3. Deducir la ecuación de difusión mesoscópica clásica. 

En base a los resultados de los capítulos 2,3 y 4, puede afirmarse que dichos objetivos 

se cumplieron satisfactoriamente, pues en el capítulo 1 se calculó la densidad de 

probabilidad y la corriente de probabilidad para una partícula como función de la 

posición y el tiempo, dadas ciertas condiciones iniciales, para una red unidimensional 

con condiciones de frontera periódicas. Esto es importante pues permite estudiar el 

problema de la difusión cuántica en sistemas finitos, como un anillo, por ejemplo. 

En el capítulo 2 se introdujo, por primera vez en la literatura, el aspecto de Ja 

indistinguibilidad de las partículas en el camino aleatorio y se calculó, en forma 

explícita, Ja probabilidad cuántica de encontrar a dos partículas idénticas .como función 

de Ja posición y el tiempo en una red infinita. 

En el capítulo 3 se abordó el problema de la difusión mesoscópica clásica. Ahí se 

plantea el problema de deducir Ja ecuación de difusión mesoscópica, válida para tiempos 

muy pequeños, y que en la literatura se sugiere que debe ser la ecuación del 

telegrafista. El objetivo fundamental en este punto fue el de obtener esta ecuación. 

partiendo del modelo de QRW y se mostró que al tomar el promedio de grano grueso de las 

probabílídades cuánticas, el sistema de ecuaciones recursivas se reduce a las ecuaciones 

del camino aleatorio persistente las cuales dan lugar. en el límite del continuo y bajo 

ciertas restricciones. a la ecuación de conservación de la masa y la ecuación de Maxwell­

Cattaneo, que son las ecuaciones constitutivas de donde se obtiene la ecuación del 

telegrafista. De las gráficas obtenidas en el capítulo 4 se ve que el régimen de tiempos 

que define al proceso de la difusión mesoscópica clásica es del orden de lOi:. donde i: es 

el tiempo de salto definido en el modelo de QRW. Finalmente, se sugiere que Ja segunda 

derivada con respecto al tiempo en la ecuación del telegrafista proviene del carácter no 

Markoviano del proceso de difusión, que fue heredado de las propiedades no Markovianas de 

Jos coeficientes de reflexión y transmisión y que son consecuencia de la inercia de las 
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partículas, ya que la condición para que las ecuaciones de camino aleatorio persistente 

se reduzcan a la ecuación del telegrafista es que R « 1 y T - !. 

Aunque en el presente trabajo se trató el problema de la difusión de partículas 

únicamente en redes unidimensionales, no debe perderse de vista que estos modelos 

sencillos tienen la finalidad de dar una idea del camino a seguir en situaciones físicas 

más realistas y por lo tanto mucho más complicadas, en las cuales el aparato matemático 

oscurece con mucha frecuencia los resultados físicos. 

Como el modelo de QRW se inventó hace unos cuantos años, existen muchos problemas que 

pueden tratarse con este método, algunos probablemente más interesantes que los resueltos 

aquí, pero el aspecto matamático es también mucho más elaborado. Durante el desarrollo de 

este trabajo surgieron muchas ideas y líneas de investigación que pueden ser abordadas 

con los métodos descritos en los capítulos anteriores y que, por razones obvias no se 

llevaron a cabo, pero que se pretende desarrollar en un futuro próximo. Algunos de los 

proyectos a desarrollar en el futuro son: (1) extender el modelo de QRW a tres 

dimensiones, (i1) estudiar la conductividad eléctrica como un proceso de difusión de 

partículas cargadas en presencia de un campo eléctrico en una, dos y tres dimensiones y 

(iil) aplicar el modelo al proceso de la difusión cuántica de partículas . indistinguibles 

en tres dimensiones. 

Finalmente, vale la pena mencionar que actualmente no existen trabajos experimentales 

con los cuales cotejar estos resultados, pero debido al interés creciente que existe en 

el estudio de los materiales mesoscópicos, creemos que las aportaciones hechas aquí 

pueden ser de utilidad para trabajos futuros. 
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APENDICE 

CALCULO DE LOS COEFICIBNTES MACROSCOPICOS DE 

TRANSMISION Y REFLEXION 

En este apéndice se deducirán las expresiones para los coeficientes de transmisión y 
reflexión de una red periódica, formada por N barreras de potencial, en ténninos de los 
respectivos coeficientes microscópicos asociados a cada una de las barreras individuales. 

La clave para deducir estas expresiones se encuentra en el cálculo de Jos coeficientes 
para una red formada por dos barreras (N = 2). Supóngase que inicialmente se tiene un 

paquete de ondas incidiendo por la izquierda, con amplitud de probabilidad uno. Además, 
se supondrá también, por el momento, que los coeficientes microscópicos asociados con las 
dos barreras son diferentes: (T1 ,R1) y (T2,R2). A continuación se muestra una secuencia 
de las dispersiones sufridas por el paquete de ondas en las dos barreras de potencial, 

para Jos primeros tiempos 

t = o 

2 

3 

...... 

. :.:<·;·.:-.-:::··-'~·'. 

· R2T1 T:ZT 1 
E--,~ 
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. . .. 
. · R 1R2T 1 R2R2T1T2 
~ .. ·~· 

t = 4 

5 

<}l~R.~T1 RiR~T1T2 
~ --'-4 

=6 

En las figuras anteriores se muestran las probabilidades de "escape" del paquete por la 
izquierda y la derecha únicamente al tiempo mostrado y no las probabilidades respectivas 

a tiempos anteriores. 
El coeficiente de transmisión total o macroscópico se puede caluular sumando 

incoherentemente todos los términos que van apareciendo sucesivamente del lado derecho de 
la red. Que el resultado sea una suma incoherente se justifica porque los términos 

individuales representan la fracción del paquete transmitido a tiempos diferentes y de 
acuerdo a nuestro modelo, la probabilidad total no contiene términos de interferencia. 

Al llevar a cabo la suma de estos términos encontramos, para el coeficiente de 
transmisión 

(A.1) 

pero la suma que está dentro de los paréntesis cuadrados no es otra cosa que la serie 
geométrica. Por lo tanto 

cA.2) 

103 



Si los coeficientes de transmisión y reflexión de las. dos barreras son iguales, T 1 T2 · 

" T y R1 = R2 s R, entonces 

:1(2) __ T2_·_ = _I_ 
(1-R)(l +R) T(l +R) 

=--
l+R 

T (A.3) 

Aunque el coeficiente de reflexión se puede obtener al sumar incoherentemente todas las 

probabilidades parciales asociadas con la salida del paquete por la izquierda a tiempos 

sucesivos, es más directo si se utiliza la condición de normalización de la probabilidad 

(!1 + 'R = 1): 

'R(2) 1 - :1(2) T 
l+R 

2R 
l+R 

(A.4) 

El procedimiento para calcular los coeficientes totales para N > 3 es directo. Para 

verlo, supóngase que N = 3. Ahora puede pensarse a esta red formada por tres barreras de 

potencial como si estuviera compuesta de dos partes; una que contiene a las dos barreras 

de la izquierda, cuyos coeficientes de transmisión y reflexión serían (:1(2) ,'R'2J) y la 

otra parte que contiene a la barrera de la derecha con coeficientes (T ,R). Utilizando el 

resultado para dos barreras, ec. (A.2) se obtiene 

:1(3) (A.5) 

y al sustituir las expresiones para :r'21 y 'R(2), ecs. (A.3) y (A.4), queda 

T2 
:r<JJ l+R T2 T2 T ---- ---

2R2 1 +R-2R2 (1-R)(l +2R) 1+2R 
1 - ITR 

(A.6) 
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Un análisis de los resultados para :r<2> y ::¡<3
> sugiere _que· en· el. caso general de una 

red con N barreras de potencial, todas ellas con coeficientes i:Ie transmisión y reflexión 

microscópicos T y R, el resultado sería 

!YCN) T 
l+(N-l)R 

(A.7) 

y 

'.R(N) 1 _ ::¡CNl l+(N-l)R-T NR 
1 +(N-l)R 1 +(N-l)R 

(A.8) 

Sin embargo, se puede hacer una demostración más formal si se utiliza el Principio de 

Inducción Matemática: 

i) Para N = 1, obviamente se cumple la ec. (A.7): :r<I> = T 

ii) Suponiendo que la ec. (A. 7) es válida para N, se debe cumplir para N + 1. 
Para calcular ::¡CN+Il pensemos, una vez más, que la red está compuesta por dos partes; 

ahora una de ellas consiste en las N primeras barreras, cuyos coeficientes son 

(:r<N>,'.R<N'), dados por las ecs. (A. 7) y (A. 8) y la otra parte sería la 
0

última barrera 

(N + 1), con coeficientes (T,R). Entonces, de la ec. (A.2) se obtiene 

1 +(N-l)R 

1 - NR2 
1 +(N-l)R 

T 
= 1 + NR 

(A.9) 

con lo cllal queda demostrada nuestra afirmación. 
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