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Resumen 



En este abajo se hizo el análisis da la importancia que tiene la asignatura 
Matemática III, en la fonación dei estudiante de la Licenciatura de Ingeniarla en 
Mento* que w imparte en la Facultad de Estudios Superiores Cuautitlán de la 
Universidad Nacional Autónoma de México, ea plantearon cuatro objetivos particulares, 
donde pera el ciarrolimienki de los mismos, dicho trebejo fue dividido en tres capitula. 

El capfluio 1, pass*a une revisión a los temes del programa de la asignaba, 
la cual se divide en dos temes centrales: Ecuaciones diferenciaies y Cálculo vectorial. 

En el caplitulo 2, se analiza el papel que desempeña Matemáticas III, en la 
estructure del plan de estudias de dicha licenciatura. 

Y finalmente, en al cepitido 3, mediante Menda sencillos y haciendo uso de 
algunos de los temas de la asignatura Maternillose III, para la solución de los mismos, 
ea analiza la imponencia de está, frente al plan de estudios. Posteriormente, es 
establecen posibles alternativas para un mejor aprovechamiento de los conocimientos 
que engloban a dicha asignatura. 



Introducción 



Las Matemáticas son una disciplina fundamental en la formación del estudiante de 
Ingeniería, debido a que proporcionan las herramientas básicas que requiere está, 
para el desempeño de sus actividades a nivel estudiantil y profesional Naturalmente, 
las Matemáticas como ciencia tiene su propio lenguaje, cuya adecuada utilización este 
determinada por las reglas de la lógica; todos los símbolos matemáticos (cifras para los 
números, letras para los números desconocidos, etcétera) ayudan al científico a 
abreviar su pensamiento. es por ello que dicha ciencia sirve como base del desarrollo 
de estudios cientlficos (DERRICK, W. R.; GROSSMAN, S. L.; 3.8). 

Sin embargo, sólo una parte del vocabulario de las Matemáticas ha sido utilizado por 
la ciencia, el resto de los conocimientos, las Matemáticas puras, permanecen en la 
esfera del pensamiento general humano sin aplicación alguna. Pero de manera 
creciente, algunas de las ranas de las Matemáticas que hasta hace poco eran 
consideradas sin utilidad aparente han adquirido importancia vital en diversos campos 
del conocimiento (SPIEGEL, MR; 106 • 109). 

A pesar de lo expuesto anteriormente, no ea extraño encontrar un considerable 
porcentaje de estudiantes a los cuales se les dificultan y desagradan las Matemáticas. 
Tal pareciera incluso que existe una especie de "fobia generalizada" en las 
instituciones educativas donde se Imparten tales asignaturas. En general, el temor o 
falta de interés por las Matemáticas por parte del estudiante se puede atribuir 
principalmente a la abstracción que implican, a la mínima aplicación que él observa 
en tomo a su vida diaria y a la falta de conocimientos básicos; Junto con ello al sistema 
escolar (temarios y seriación de asignaturas); y finalmente, a los profesores que, 
aunque tienen los conocimientos necesarios, no cuentan en ocasiones, con la 
capacidad para transmitir su importancia dentro del contexto o rama en que se 
encuentren. 

El hecho es que, aún a nivel licenciatura, el estudiante no ha asimilado la importancia 
de las Matemáticas, por lo que trata de evitar toda relación con las asignaturas que 
envuelven a estás, dejando en ocasiones de cursarlas, debido a que supone que no 
tienen utilidad alguna, sin comprender que forman parte de un plan de estudios, el cual 
fue estructurado en base a la experiencia de profesionistas, investigadores y técnicos 
que estuvieron conscientes de las necesidades en cuanto a conocimientos se reiteren 
para su mofar desempeño a nivel estudiantil y profesional. 

Dentro del pian de estudios de la Licenciatura de Ingeniada en Alimentos que se 
input* en la Facultad de Estudios Superiores Cuautillán de la Universidad Nacional 
Autónoma de México, se contemplan tres cursos obligatorios de Matemáticas que 
formen pada de las n'edenes básicas de dicho pian. 

fAaterniticas I, asignatura que se imparte en si pirro semestre de la licenciatura de 
Ingeniarla en Alimentos, los conocimientos adquiridos en dicho curso proporcionen al 
estudiante les bases teóricas y técnicas pare al men* e krolemsnlacién de les 
Matemáticas como una herramienta durante sus estudios y desarrollo profesional. 

X II 



En Matemáticas II, cursada también durante el primer semestre se tratan conceptos y 
métodos fundamentales del Cálculo Diferencial e Integral de funciones de una variable 
real, los cuales son una base para el curso posterior, Matemáticas 

Y finalmente Matemáticas III, donde el estudiante aprende los fundamentos del 
Cálculo Diferencial e Integral de funciones reales de un vector y de funciones 
vectoriales de un vector, así como los conocimientos sobre Ecuaciones Diferenciales y 
su aplicación. 

En base a lo anterior, es indudable la importancia con que deben contar las 
Matemáticas en la compresión de algunos temas tratados dentro de la licenciatura de 
Ingeniería de Alimentos. Lo que resulta ilógico es el hecho de que dentro del plan de 
estudios de dicha licenciatura no existe une continuidad en cuanto a seriación se 
refiere con respecto a la asignatura de Matemáticas 

Por tanto, le Importancia de este trabajo radica en que al realizar una revisión en 
torno al temario de programa de la asignatura Matemáticas III, se pueda hacer notar su 
utilidad e importancia dentro del plan de estudios de la licenciatura de Ingenierla en 
Alimentos. 
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Objetivos 



Objetive General 

Evaluar la Importancia que tiene la asignatura Matemáticas III para la formación del 
estudiante de la licenciatura de Ingeniarla en Alimentos. 

Objetivos Particulares 
1. Realizar una revisión al temario del programa de la asignatura Matemáticas III. 

2. Analizar el papel que desempeña la asignatura Matemáticas III, en la estructura del 
plan de estudios de la licenciatura de Ingeniería en Alimentos. 

3. Analizar la relación que existe entre la asignatura Matemáticas III y las demás 
asignaturas que comprenden el plan de estudios. 

4. Proponer posibles alternativas de la asignatura Matemáticas III, para su mejor 
aprovechamiento. 
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Capítulo 1 
Marco referencial de la 

asignatura: Matemáticas III 



01.1JITIVO J LA 1111111.411.911Á (IdATIPJÁTICU Ill) 

Que el alumno aprenda los fundamentos del Cálculo diferencial e integral de 
funciones reales de un vector y de funciones vectoriales de un vector, asf como que 
amplie sus conocimientos sobre Ecuaciones diferenciales y sus aplicaciones, para 
ello, después de establecer formalmente los conceptos del cálculo de varias variables. 
se insistirá en las aplicaciones más usuales del campo (DEPTO. DE CIENCIAS 
BIOLOGICAS, 59-60). 

En base al objetivo anterior, el temario del programa planteado para la asignatura 
fue el siguiente: 

1. Cálculo diferencial vectorial. 
2. Teorema del valor medio para funciones de varias variables, 
3. Cálculo integral. 
4. Ecuaciones diferenciales ordinarias. 
5. Ecuaciones diferenciales lineales. 

Se puede decir que existen dos temas principales dentro del programa, los cuales 
son Cálculo vectorial y Ecuaciones diferenciales; el orden en que aparecen los temas 
marca la pauta para que durante el curso se analice primero el tema de Cálculo 
Vectorial y posteriormente el de Ecuaciones Diferenciales. Para la revisión del temario 
de dicha asignatura en esté trabajo, el orden será invertido, es decir primero se 
orvallará el tema de Ecuaciones diferenciales y luego el de Cálculo vectorial, esto es 
debido a que el estudiante de la licenciatura de Ingeniarla en Alimentos, previamente 
ha cursado la asignatura de Matemáticas II, contando asé con los conocimientos 
básicos pare una mejor comprensión del tema de Ecuaciones diferenciales y a la vez, 
para que esté se cuenta de la importancia de haber cursado la asignatura de 
Matemáticas II. 

1.1. Ecuadores diferenciales 

Dentro de la asignatura de Matemáticas II, se consideró que dada la función y= f(x), 
la derivada 

‘1-  .1"(x) dx 

as también una función de x, la cual se encuentra omitan*, reglas apropiadas. 

Sea rf(x) uno función cuaigulors. La denuede de une función/ con tupido a r, os otro fundan ' 
rifé prbe7, arto vais en cuolquior números solidado por 

fqx). lim  I (x  + tog) -  f(x)  
do-41 

*ignoro y cuando dicho limite oxido (PURCELL E. J.; »MERO, o., K nuotooenno, C. a: OMLEY, C. any. 
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Ejemplo 1. Si y = I" entonces 

=2.tt''" obten dy — = 2x1"' 
dx 	 dx • 

Uno de los problemas que se presentan dentro de la asignatura de Matemáticas III, 
es el que dada una ecuación tal como dy/dr = 2xy, se debe encontrar la función y ....NI 
que satisfaga la ecuación, es decir, se requiere encontrar la solución a dicha ecuación 
diferencial (25.1.. D. G., 2). 

1.1.1. Definición 

Una ecuación diferencial es toda ecuación que involucra una o más derivadas de 
una función desconocida de una o más variables (WYLE, C.R.,1). 

1.1.2. Clasificación 

Las ecuaciones diferenciales se clasifican según su tipo, orden y grado. 

1.1.2.1. Tipo. Ordinaria. Parcial 

Ecuación diferencial ordinaria, se presenta cuando la función desconocida 
depende sólo de una variable. 

Ecuación diferencial parcial, se presenta cuando la función desconocida depende 
de MIS de una variable (SPEGEL 31. R., 1115). 

4~03 2. La ecuación --Y - 2x + Y 
dx 	

(2) 

es una ecuación diferencial ordinaria, en la cual y es la función desconocida, y 
depende de una sola variable x. Donde a x se le conoce como variable 
independiente, y variable dependiente a y, debido a que depende de x. 

Ejemplo 3. La ecuación 	(12-12  - 	- 15x = O 	(3) dr 2 	dr 

se una ecuación diferencial ordinaria, en la cual x ea la función desconocida y 
depende de una sola variable t. 

Ejempb 41. La ecuación 8 2  V ,8 2  V u  

8X2 	d y 2  (4) 

    

" Función aspadla función en la cual la variable dependiente a expreeeda en términos de la variable 
indepoderiet 

'N Función Impida función en la ad ee encuentren involucradas tenlo a lee variables dependieses 
como indipindlente pire eu morad& ~El,  sr a, i• 

3 
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es una ecuación diferencial parcial, en la cual V es una función desconocida y 
depende de dos variables x e y. 

1.1.2.2. Orden 

El orden de una ecuación diferencial lo determina el número mayor de derivadas a 
calcular (ROSS, S. L, 3). 

Ejemplo 5. La mayor derivada a calcular que aparece en la ecuación (2), es 
dy/dx, es decir, la primera derivada de la función. Por lo tanto, es una ecuación 
diferencial ordinaria de primer orden. 

Ejemplo 6. La mayor derivada a calcular que aparece en la ecuación (3), es 
d2x/dr2 , es decir, la segunda derivada. Por lo tanto, es una ecuación diferencial 
ordinaria de segundo orden. 

Ejemplo 7. La mayor derivada a calcular que aparece en ecuación (4), es la 
segunda derivada de la función. Por lo tanto, es una ecuación diferencial parcial 
de segundo orden. 

1.1.2.3. Orado 

Es el exponente de la derivada de mayor orden. 

Ejemplo 8. El exponente de la derivada de mayor orden de la ecuación (2), 
dy/de, es 1, es decir, es une ecuación diferencial ordinaria de primar orden, 
primer grado. 

Ejemplo 9. El omonente de la derivada de mayor orden de la ecuación (3), 
(d'y/del, es 2, es decir, es una ecuación «mandil ordinaria de segundo 
orden, segundo grado. 

Ejemplo 10. El exponente de la derivada de mayor orden de la ecuación (4), 
.31110,,ee 1, es decir, es una ecuación diferencial parcial de segundo orden, 
primer grado. 

Adicionalmente a su orden y grado, es útil clasificar una ecuación diferencial 
ordinaria como una ecuación diferencial «difteria lineal o no lineal de acuerdo al 
siguiente concepto: 

1.1.14. Definición de ecuación diferencial lineal (ordinaria) 

Una ecuación diferencial lineal es una ecuación que cumple con loe siguientes 
requisitos: 

• La variable dependiente y todas sus derivadas están elevadas a la potencia de uno. 
• Los coeficientes y el »mino Independiente deben ser constantes o estar en función 

de la variable independiente. 
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A partir de esta deenición, se concluye que la ecuación diferencial lineal (ordinaria), 
puede Uf' escrita de la forme: 

d" y 	d"-1  y 	d a-2 y 	d y a.(x)—+ 	+a (x)+ 	+a,(x)—+ ao(x)y f(x) dr, 	dir,..1 	e-2 	dx 
(5) 

Una ecuación diferencial que no puede ser escrita de la forme (5) se dice que es una 
ecuación diferencial no lineal (ordinaria) (zra D. G., 3). 

Ejemplo 11. La ecuación (2) es un ejemplo de una ecuación diferencial ordinaria 
de primer orden, primar grado, lineal. 

Ejemplo 12. La ecuación (3) 

Ejemplo 13. La ecuación 
Ei codiciaras 
esti Mac* 
thi mis* 	 ir_ Et aponente ea dilaten*, • I 

&pendida». 	i
1—di 

dy 
+(x 	=o 	 (8) 

ea una ecuación diferencial ordinaria, de primer orden, segundo grado, no lineal. 

lielacIón 

Las expresiones y,, y", y", y(' , , yl" )  se usan trecuenlemints pare repreeefflar 
respectivamente la primera, segunda, tercera, cuarta, ..., enésimo derivada de y con 
respecto a la variable indepersilente en consideración. Per lo tanto y" representa 
d ay/d0 si la variable independiente es x, pero representarla también r/5/40 al la 
variable independiente es p. 

Se daba de tener en cuenta que el paréntesis se use para representar a lo enésima 
derivada, es decir yl"), distinguiendo as' de la enésima potencie, y (Mossof4 ft, 2). 

1.14 Soluciones 

Tal como se mencionó, la rata es resolver ecuaciones diferenciales, es decir, 
encontrar su solución. 

	 El apeaste te 

/ 	
diferiste a 1 

d:T;.)2  2(11.)3  sx o  

es una ecuación diferencial ordinaria de segundo orden, segundo grado, no 
lineal, 
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1.1.3.1 Definición 

Una función f cualquiera, definida en algún intervalo / -", es solución de una 
ecuación diferencial en dicho intervalo, si al sustituir dicha función en la ecuación 
diferencial, esta última se reduce e una identidad aril. o. G., 4), es decir. una solución 
de una ecuación diferencial es cualquier función que satisface la ecuación, esto es. la 
reduce a una identidad (RAINVILIE, G. E., 0). 

Ejemplo 14. La función definida por y = Ci son x + C: x, donde C, y C, son 
constantes arbitrarias, es solución de (AIRES, F. D., 8): 

, 	'
d x 2 	dx •

y (1-xcigx)--x—dy  -x-+ y =0 	 (7 ) 

si se considera que : 
y = Ci senx+ C2 x: 

A 

	

d 2
x2
y 	, 

= Ci cosx + P2. 	
d 
-----• r--  .-C. I senx 

dx  

y al sustituir en la (7), se obtiene: 

(I - x ctgx)(-Ci senx)-x(CI co.,: +C:)+(CI senx + Cu) = O 

[1....  4COS X) I „ 
MI X k^L. t senx)-x(Ci.cosx +0+ (Ct Je II X + C :X) :-- O 

-Ci senx +xCi ("2 )senx- XCI CCUX -xCa+C) senx+C2X = O 
Sell X 

-gsenx+xel coz - xCi x - x.C2+Ci senx +C:x =O 
0=0 

por lo tanto la función y = Ci sea x +C: x es solución de la ecuación (7). 

Ejemplo15, Le función definida por V - l's ton 2y es una solución de: 

d V V 

	

e o  +2772  V 	 (4) 

puesto que: 
(9 V 

=3th  sen2y, 
x 

c3 V 
.2e,  cos2y, 

c, y 

d x 2V 	
sen2y, 

IV 
-4tk sen2y, 

O Y2  

de modo que al sustituir se encuentra que: 

— La amurallen de /dependa del contexto, /podría repeseinee intervalo toles amo: 
a<x<b, alx1b, O < x < oo, 	< x < etcétera. 
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901  sen2y +2(-41k  etn2y)= el  sen2y 

	

911: sen2y 	sen2y = sen2y 

1 33  sen2y 	sen2y 

	

la cual es una identidad. Y por ello, V 	sen 2y es una solución de la ecuación 
diferencial (4). 

1.1.3.2 Origen 

Uno de los problemas que se han mencionado anteriormente es que dada una 
ecuación diferencial se debe de hallar una solución ala misma; pero ahora surge un 
segundo problema, el cual ee basa en que dada una solución, encontrar la ecuación 
diferencial que se satisface con la misma. 

Para resolver dicho problema inverso, es decir, la obtención de la ecuación 
diferencial a partir de la solución, el procedimiento es el siguiente: 

a) derivar te solución, hasta que el número de ecuaciones derivadas sea 
igual el número de constantes arbitrarias que se encuentran en la 
solución. 

b) finalmente, se debe eliminar lee constantes arbitrarias, enviando para 
ello a le solución y a les ecuaciones derivadas (KELLS. L M., 1101 

La ecuación diferencial, obtenida tendrá las siguientes características: 

a) de orden igual al número de constantes arbitradas presentes en la 
solución dude, 

b) consistente con le solución, 

c) libre de constantes arbitrarias M'ANILLE, D. E., 11 

Ejemplo 16. Obtener la ecuación diferencial cuya solución es: 

	

y = Cir21  +C2i1 
	

(da) 

ya que son dos constantes arbitrarias involucradas en la ecuación (lia), este se 
derive dos veces (por lo que se presupone que le ecuación diferencial obtenida 
será de segundo orden) (RAINVOLLE, D. E., 1129: 

y' az —2C11-21  +3C3ek  

	

y"= 4Cr2i  +9C215' 	 (8c) 

la eliminación de C, de las ecuaciones (eb) y (8c) se obtiene al multiplicar a (8b) 
por 2 y sumar a (So) 
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y " +2.1.' = (.1 C, 	+ 9C,11+[2(-2C,04  +3C,i 

=[4C,0"" +9tyk i+[--4Crls  +6C2III  

--11C;( -24  + 9C ,f1̀  4C,C" +6C,1.'' 
.15C,,tu 	 (0d) 

la eliminación de C, de las ecuaciones (8a) y (8b) se obtiene al multiplicara (83) 
por 2 y sumar a (Bb) 

+3c,1k  42(c,t-21 + c,r's 
=pc,t-z$ +3citli+[2,1-1« +2c,ek] 

= -2C11-2* + 3C2P +2C11-2' +2C2lk  
5C ,th 	 (8e) 

la elíminadón de C, de las ecuaciones (8d) y (8e), se obtiene al multiplicar a (8e) 
por -3 y sumar a (8d) 

(y" +2y9+[-3(y' +2y))=[15C2t1+[-3(SCV 

(y" +2y9 + (-3y' -6y) = 15Citu  -15C2th  
y" +2y -3y'-6y =0 

y" - y' -6y = O 	 (8f) 

en donde la ecuación (80 es la ecuación diferencial de segundo orden, cuya 
solución de le misma es la función 	(le). 

Ejempb 17. Obtener la ecuación diferencial cuya solución es la función: 

Y = ex' 	 (911) 

an den» una sala vea la  fundan (911) (ZAZO. G., 13), debido a que hay solamente 
una constará, arbitraria involucrada (por lo que se presupone que la ecuación 
diferencial obtenida será de primer orden): 

y' = 3Cx1 	 (9b) 

pero C = ylx1 , entonces al sustituir en (9b) 

y' 3(
4)x 2  = 3 
x 	x 

es decir, 
xy' -3y = O 	 (9c) 

la cual es una ecuación diferencial de primer orden, cuya solución es la 
función (la). 



Á 

C 

C < O 

4 4 

1.1.3.3. Familia de curvas 

Una función que contiene un parámetro — así como una o ambas coordenadas de 
un punto en el plano, representa una familia de curvas uniparámstricas, en donde 
a cada valor del parámetro le corresponde una curva (miNvILLE, D. E., 22-25), 

Ejemplo 18. Encontrar la ecuación diferencial cuya solución es la función: 

y=Ce 	 (10a) 

dado que la función (10a), contiene un solo parámetro as( como las variables x 
e y, entonces se puede considerar que dicha función representa una familia de 
curvas uniparamétricas (Figura 1.1) (ziu., D. G.,6). 

FIGURA 1.1 FAMILIA DE CURVAS UNIPARAMETRICAS DE LA FUNCIÓN y = ces'. 

Dado que en dicha función se encuentra involucrada solamente una constante 
arbitraria, entonces se obtiene la primera derivada: 

y'= 2xCel  

al considerar a la función (10a), se tiene que C. y/ , entonces al sustituir 
en la ecuación anterior 

y' = 2 x(-1-)lli  

Y' • -21Y 
y' -2xy 
	

(10b) 

en donde la ecuación (10b), es una ecuación diferencial de primer orden, 
la cual tiene como solución a la familia de curvas dada por la función (10a). 

Variable millar en una Roldán de la cual se apresan las coordenadas de loe puntos de una limite. 
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1.1.3.4. Tipos de soluciones 

Una ecuación diferencial tiene un número leen» de soluciones. Por sustitución 
directa en la ecuación (10b), se puede demostrar que cualquier curva o función de la 
familia uniparamétrice y = Cla4(Figura 1.1), es solución de la ecuación. 

Ejemplo  19. Pera cualquier valor de e, la función y w C'e, es solución 
de la ecuación diferencial 

dY -2xy = O 	 (10b) 
dx 

si se tiene que C = 5, entonces: 
y 	; 	10xe 	 (10o) 

10xe - 2 x(Ses  )= O 
0=0 

si se tiene que C = O, entonces: 
y=0, sit 	 (10d) 

sustituyendo en (10b) 	
0 - 2x (0) = 0 

0 = 0 
si se tiene que C = -5 entonces: 

y = -5e ;
dr 

 -10xe 	 (10e) 

sustituyendo en (2) 
-2x(-5e ) O 

0 12  0 

de lo *nimia se puede decir que tenlo y is Sir  , y =0 y y is -5Mion 
soluciones de (10b). En forma general, el sustituir cualquier valor de C en la 
función (10e), es posible generar un número infinito de soluciones, ya que 
dichas soluciones forman parle de la famiiia de curvas uniparernibices de la 
función (10e). 

1.1.1.4.1. Solución trivial 

Es un miembro de le familia uniperamitrica de soluciones, en la cual se considera que 
C=0, por lo tanto y==0, es decir a la función y-0, se la llame solución trivial (ZAL.D.O..5). 

Ejemplo 20. La función (10d), es la solución trivial de la ecuación (100). 

10 
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1.1.3.4.3. gOkleláll particular 

Es aquella solución de la ecuación diferencial que no contiene parámetros arbitrarios, 
Para la obtención de dicha solución se requerirá elegir valores específicos del 
parámetro (o de los parámetros) en una familia de solucionas 	0.0., p. 

Ejemplo 21. Dada y = P 1', la cual es una familia uniparamétrica de solucionas de 
la ecuación diferencial y'-hy = 0. Cuando c 	.5, y O, se obtienen y .5e, 
y= -sea y y = O, las cuales son soluciones particulares, respectivamente. 

1.1.3.4.3. Solución singular 

Solución que no puede obtener» el dar valores específicos a los parámetros en una 
familia uniparamátrice de soluciones (Va o. G., e). 

Ejemplo 22. La función y .(xV4+0 , es una familia uniparemétrica de 
soluciones de 

Y-99" = 0  

donde al sustituir en la función, cuando c • O: 

x'2 X
4 

y s 
16 

la cual resulta ser una solución particular. Mientras que la solución trivial y = O, 
resulta ser una solución singular de la ecuación, ya que no puede obtenerse a 
partir dela familia uniperamátrica de soluciones. 

1.1.3.4.4. %balón general 

Se le denomina solución general de una ecuación diferencial de orden n, a la familia 
de soluciones que contiene n parámetros, los cuales tienen asociados valores 
apropiados y definidos (KELLS, 	p. 

1.1.3.5. Condiciones Iniciales y de frontera 

Frecuentemenle, en algunos problemas se encuentran involucradas dedos ecuaciones 
diferenciales, las cueles están sujetas a condiciones dadas que la función desconocida 
debe satisfacer. Dichos problemas que les involucran son (SPIEGE, MR, 10 12): 

1.1.34.1. Problema de valor Inicial 

Es un problema que busca determinar una solución a una ecuación diferencial, la 
cual esta sujeta a condiciones sobre la función desconocida y sus derivadas 
especificadas en un valor de la variable independiente. Tales condiciones son 
condiciona Iniciales (SPIEGEL. M. R.,8). 
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Ejempdo 23. El moldeeis y" +21•.:-. e, considerando que y(R)*. I. y 	e) as 2, se 
un problema de valor inicial, debido a que las dos condiciones están dadas para 

,a 	MoriSON R., el 

1.1.3.11.2. Problema de valer de frontera 

Es un problema que buera determinar una solución e una ecuación diferencial sujete 
a condiciones sobre la función desconocida especificada, en dos o más valores de le 
variable independiente «Peca M. R., a). Tales condiciones son condklenes de 
frontera 

Ejemplo 21 El problema y"+2y1x e; cuando y(0). I, y y(1).. I es un problema 
de valor de !rentera, porque las dos condiciones están dadas para diferentes 
valones dele variable independiente x .1 O, y x t• I rerxersosi, se, p. 
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1.2 Ecuador»e diferenciales ordinarias de primer orden 

La forma estándar de una ecuación diferencial de primer orden es 

dr 
 = F(x,Y) 	 (1 ) dx 

donde F(x,y) puede ser expresada como un cociente de otras dos funciones 1/(x, y) y 
-N(x,y)'. Por lo que le ecuación (1) puede ser escrita como di /dr = .11( x.y)/-N(x,y) 
que es equivalente a la forma diferencial (BRONSON, R., 11). 

	

M(x,y)dx + N(x,y )dy = 	O 	 (2) 

1.2.1 Ecuaclones de primer orden de variables separables 

Dada una ecuación diferencial en la forma (2), donde .113..9 es una función que 
depende solamente de x y N(x,y) es una función que depende solamente de y, la 
ecuación puede ser reducida a la siguiente forma: 

	

g(x)dx + f (y)dy = o 	 (3) 

entonces la ecuación se dice que es separable, o tiene sus variables separadas, ya 
que x e y se pueden separar de tal modo que x forme parte solamente del coeficiente 
de dr e y 451 dy. 

1.2.1.1. Método de solución 

El método de separación de variables para la solución de dichas ecuaciones 
depende de la posibilidad de escribir la ecuación (2) en la forma (3), donde las 
variables son separadas en dos términos (RANVILLE,D. E., 21141; ZILL, D. G., 3949. 

a) SI la ecuación diferencial es de le forme: 

	

dx = g(x) 	 (4) 

dado que dr esta dividiendo, pasará multiplicando a g(x). De esta manera se 
tendrán esperadas las variables, tal como: dy = g( )dx; cuya solución se 
obtiene al Integrar de la siguiente forma: 

=itax)dr 
una vez integrada la solución será: 

	

y= ig(x)dx+C 
	

(5) 

donde C es una constante arbitraria. 

El signo neplivo se utiliza iiiceinente por conveniaecie. 
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Ejemplo I. Resolver a«, o. a.. 31.*: 

4fr 
el separar variables 	

41.(1+taldr 
una vez integrada, queda como: 

y=x+KP'+C 

b) Si la ecuación diferencial es de lb tonna: 

dY = 8(x) 
dr (O 

al reordenar *mina e integrar: 

I (Y)(1),  =111(x)ir 

f (Y)d)' + 	tdx>ic + 

f (A* = j ghodx +[c,- 

dedo que o y cr son constantes *Wenn, entonces al restarte darán une 
nueve ~denle C. Por lo tanto la solución será: 

(.04 = s(x)* + 	 (7 ) 

Ejemplo  2. Encontrar la solución general de = lett, y determinar la solución 
ét 2-y 

perecuier, el se tiene que y( -3) -4 (OREO& Al. R. 31371. 

Al separar las variables de la ecuación e Integrarse obtiene la solución general: 

(x2  +11it +(y-2)40 =0 

j(xl  1)c + j(y -2 ao )dy 

Xx'+x+Xy'-2”C 

al sustituir en la solución general, la condición de x - -3, y - -4, para obtener 
la solución patticular, se tiene que C = 4, por lo tanto: 

x3 

3 
+x+‘ 

2
--2y 4 

2 

 

la solución será: 
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Ejemplo 3. Resolver (SPIEGELAIR.39.0): 

,n. 
dx • 

Multiplicando por dx a la ecuación anterior y al agrupar términos: 

xdy- ydx • 2x2ydr 
(2x 2y+y)dx-xdy= O 

y(2x' +11)dx - xdy =0 

al dividir por sy, la ecuación se reduce a: 

(212 +1)dx _ti4  

al ser integrada 

dicha solución también puede escribirse de la siguiente forme, empleando 
las leyes de loe logaritmo.: 

x2  +1,1=C; 	
Y

C - xi 
Y  

= ec 	11= crs' 

x 	 y =Cxtla  

1.2.1 Ecuaciones homogéneas de primer orden 

Una ecuación diferencial cuyes variables no es posible separar puede en ocasiones 
ser reducida, mediante una sustibmión algebraica en otra ecuación cuyas variables al 
son separables. Para que tal sustitución se pueda realizar es necesario que dicha 
ecuación asa homogénea. 

SI une ecuación de primer orden en su kan' diferencial 11(x,y)dr+ N(x,y)dy = O, 
tiene la propiedad de que: 

Al(tx./) ,grAf(z,Y) Y N(ti3O')°,1"N(x.Y) 

se dice que tiene coeficientes homogéneos, o que es una ecuación homogénea. 

15 
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1.2.2.1. función IllninélMe 

Se dios que la función 	) es homogénea de grado ri en x e y si, y sólo si, se 
puede ',ornar de la siguiente manera "t. D. G.. 4448): 

nudo 	 (e) 

Ejemplo 4. Detemlner si la función es homogénea 

(x,Y) = x-31f47  +3y 
al evaluar 

(I x.1  = (tx) - 3,fitch) +11) 

tc -3,fir; +Uy 

.1x -34-Try.  +54 

= 11(x,Y) 

en consideración de lo anterior, la función as homogénea de grado uno. 

Ejemplo 5. Deteminer si la función se homogénea 

f(x,Y)= g+.7 
al rabiar 

lGx ,r y)= W+tryr  

=t"rx1 	= t"f(x,y) 

por lo tanto, la función es homogénea de grado X. 

En muchos casos se puede reconocer de manera inmediata, si una función es 
homogénea, al elimine el grado de cada uno de los ~vinos. 

Ejemplo 6. Delsminar si la función es homogéneo' 

Vado Grelo 4 
indo 3 

f(x,y)=6xy +x 2y2  
~2  Grado 4 

La &melón as homogénea de grado 4. 

1.2.2.2. Método de solución 

Dada la ecuación diferencial 

M(x,y)dx + N(x,y)dy (2) 
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donde Al y N tienen el mismo grado, se dice que es una ecuación diferencie' 
homogénea, entonces se puede reducir a una ecuación de variables separables 
usando cualquiera de las sustituciones y = ia o bien x = vy, en donde u y v son nuevas 
variables. 

Si se elige y - ux, entonces dy = udx + xdu. Por lo tanto, la ecuación diferencial (2) 
se transforma en: 

M(x,ux)dx + N(x,ta)[udr + zdu]= 

Ahora bien, al considerar que dicha función es homogénea, entonces es 	posible 
escribir: 

x"M(1,u)dx + x"N(Lu)[udx + Mi] = O 

x"M(1,u)dx+euN(1,0dx+exN(1,1a)du = O 

x"[M(1,u)dr + raN(1,11)* +xN(1,44) = O 

M(1, u)dx + 0(1, u)dx + xN(1,u)du = O 

o bien [M(1,0+ uN(1,u)idx + xN(1,u)du = O , donde las funciones My N ahora son 
dependientes de la nueva variable u. Donde al resonador términos: 

dx 	N(I,u)du 
— + 	 =O , , , 
x 	MOJO +uN(1,u) 

dicha ecuación ahora se puede resolver directamente, debido a que sus variables 
están separadas. La solución de la ecuación original se obtiene al sustituir u = y/x. 

Ejemplo 7. Resolver 	D. G., 46-48): 

(x 2  + )otx +(x 2  + xy)dy =O 

110„19 y N(x,yi son ambas funciones homogéneas de grado 2, entonces la 
ecuación diferencial es homogénea. Al sustituir y= ex y dy = udr, + xdsi, t'ordenar 
e integrar, se obtiene: 

x2 )dx +(3c1  - toc 3 )[udx + xdul = O 

x'dr + u2  x 2dx + ux3dx - u2x 2dx + x'du - uridu = O 
x2(1+ u)dir + 	- u)du = O 

1- u 	dx „ —uu + — = u 
1+ u 	x 

1[-l+ ruldu+j d  71  =O 

-u + 2 inil 	In x + 	0 
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al sustituir • - y x, y aplicando propiedades de loe logaritmos. le solución 
puede ser ~he en la forma: 

x 

	

+ 2/n11 + 	Inixi+ 	= 0; 

rfir +yr =xliP' 

La sustitución • ..vy, aunque puede usarse para toda ecuación diferencial 
homogénea, en le práctica se *iza cuando la función Ilf(x,y) tiene una estructura mes 
simple que N(e,y). A continuación se presenta un ejemplo en el cual se utiliza la 
sustitución x vy. 

Ejemplo& Resolver (ZILL. D. 0., 47-41): 

2x )  ydx +(x4  + yldy O 

M(x,y) y N(x,y) son ambas funciones homogéneas de grado 4, entonces la 
ecuación dilerencial es homogénea. Puesto que la expresión asociada a fr es 
ligeramente más simple que la asociada a dy, ite utilizaré x-yy, por lo que la 
ecuación queda como: 

144  [ydy + ydy1+(y* + yldy = 0 

al desarrollar y teologizar: 

2y4 /dy +2,59y + 0/4/0 +/dy O 
3v4  dy +2vYdv + y4* =O 
[30, + yldy + 2v3  "de * O 

/[30 + lidy+ 2v 3yldv = O 

/13y4  + 	+ 2vs >lb} az O 

[3v' + Ildy + 2vi>dv =O 
la cual es reduce e: 

dy dv + =0 
30 +I 	y 

una mea loteando, se obtiene: 

1  -1100 +II + My! = 110,1 

sustituyendo y por», y aplicando las propiedades de los logaritmo*, la solución 
se reduce a: 

	

3x. 	+ y°  = e 

It 



1.2.3. Ecuaciones diferenciales exactas de primer orden 

1.2.3.1. Condición de exactitud 

Una ecuación diferencial: 

	

M(x.y)dx + N( x,y)dy O 	 (2) 

que tiene la propiedad de 
A(x,Y) _tIN(T•Y)  
dv 	(x 

se dice que es exacta (BRONSON, R., 12). 

Ejemplo 1 Devterrninar si la ecuación y 2dx+23y4,  = O. es exacta. 

Se tiene 
M(x,y) = y 2 ; N(x.y)=2xy; 

d M(x,y) 
 - 2y= 

cW(x,y)  
dy 	 dx 

entonces, la ecuación es exacta (ROSS, S. L,28). 

Ejemplo 10. Determinar si la ecuación » + 2xdy = O es exacta. 

Se tiene 
M(x,y)= y; N(x,y)•-• 2x; 
8 M(x,y) 	ON(x,y)  

dy 	 dx 

por lo tanto no es exacta (ROSS, S. L,29). 

Es necesario que la ecuación este en la forma diferencial .11(x,y)dx + N(x,y)dy= O, 
a fin de poder verificar la condición de exactitud, debido a que si no se encuentra en 
dicha forme, supóngase M(x,y)dx= N(x,y)dy, la verificación seria errónea. 

1.2.3.2. Método de solución 

El método de solución para las ecuaciones diferenciales cuando cumplen la 
condición de exactitud es la siguiente: 

a) Verificar que la ecuación sea exacta. 

b) Encontrar la F(x,y), empleando 

c7 F(x,y)  

	

= AfIr,y) 	(9) 
c9x 

c7F(x,y) 
- N(x,y) 	(10) 

dy 
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el emplear la ecuación (9) y despejar se tiene que: 

M(x,y)Ox 

integrando aritos miembros con respecto e x, y manteniendo constante a 
Y: 

ir(X.Y) = 	Af(X,Y) dx 

F(X,y).2  M(X.Y) 	+ /O» (11)  

donde giy) se considera como una constante. 

Mora, derivando la ecuación (11) con respecto a y: 

dF(x,Y) 	d {I hi(x,y) dx+ g(Y)1 (12)  
dy 	dy 

e igualar la ecuación (12) a la ecuación (10), debido a que la F(xy), debe 
satisfacer a ambas ecuaciones (9) y (10), se tiene que: 

N(x,y)* dy i Af(x,Y) dx+g'(Y )  

deePoliendo iVY) 

97Y)* N(GY)--1:vi M(x ,Y) dx 

el integrar con respecto a y 	

jj 
g(y)= j[N(x,y)-71,-;JAI(x,y)axlgle 

sustituyendo g(y) en la ecuación (11), se tendré que la solución de la 
ecuación (2) es: 

F(x,y)=C 

Ejemplo 11. Resolver la ecuación Nunrviuz a E, 45-41): 

3x(ay 2)dx + (x2  +2y)dy =O 
Considerando que 

6 M _ 3x2 N 
= 	, 

a y 	a x 
por lo que la ecuación es exacta. 

Por lo tanto. su solución es F (x,y) = C, donde 

d F(x,y) 	.3x2y  
d x 

(1) 
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y 
	 F(x,y)  N =x3  +2y 	... (II) 

0 y 

al determinar la Az)) de la ecuación (1). Y despejara la misma se tiene: 

0 F(x,y). (3,6. - 6x) Ox 

al integrar ambos miembros, con respecto a x, y manteniendo constante y; se 
obtiene: 

FI x , y ). f (3x=  y -6x) Ox 

F(x.y)= x )y- 3x2  +g(y), 	( III ) 

Dado que la función F(x,y) de la ecuación (11) debe también satisfacer la 
ecuación (II ). Se deriva la ecuación ( In) con respecto a y, se obtiene: 

d F(x,y) 
- x

3 + g1(y) 
0 y 

Entonces, al igualar la ecuación (IV ), con respecto a la ecuación (u). Y 
despejando g'69, se tiene: 

+g'(y)= +2y 

glY)" 2Y 
	

(V) 

Integrando la ecuación (v), y sustituyendo en (un, se obtiene la solución: 

F(x,y) = xl  y -3222  + =C 

Ejemplo 12. Resolver la ecuación (RAINVILLE O. E., 4850): 

(2x3  - xy - 2y + 3)dx -(xl y+2x)dy...- O 
es decir: 

(2x' -xy2  - 2y + 3)dr +(-x 2  y -2x )dy 
donde: 

d M 
=-2xy -2= 

(9N 
0 	 0 x 

la ecuación es exacta. Por lo que la solución de la misma es F(x,y)=C, donde; 

"(x'Y)  2x3 -xy 2  -2y+3,   (V1) 
d x 

) (x,Y  -  x2 y  _ 2x  y(vil) 
a y 

si se opta ahora por comenzar la determinación de la F(x,y), a partir de la 
ecuación ( vn ). Al despejar e integrar con respecto a y, manteniendo constante a 
x, se obtiene: 

21 



	

F(x,y1= 	x l  -Uy +12(x). 	(VIII) 

donde h(x), es una constante arbitraria. Ahora derivando la ecuación (vio), con 
respecto a x, igualando con respecto a la ecuación (vh, y finalmente desolando 
h'(x), se obtiene: 

F(x,y) 	xy 2 ^ 2y +10(x); 

- xy1  -2y + h'(x). 2x )  - xy 2  -2y+3; 

	

h'(x). 2x )  + 3 	." (IX)  

al integrar la ecuación ( ) y sustituyendo h(x) en la ecuación (vio ), se obtiene 
la solución: 

F(x,y)a--
2  x

2y 2  - 2xy +-I x4 
+ 3x r4C 

2 

1.2.3,3 Factor Integrante 

Una ecuación diferencial de la forme: 

Ad(x,y)dc+ N(x,y)dy = O 
	

(2) 

que no cumplo con la condición de exactitud, puede convertirse en una ecuación 
diferencial docta, al ser multiplicada por una función 11, llamada factor integrante, es 
decir: 

	

0M(x,y)dx + fi aN(x,y). = O 	 (13) 
ahora es exacta, por lo que 

813M 011N 
ay ax 

al ser derivada 
adill m  _ RON Al a fi 

	

ay 	ay Ox - dr 
al agrupar términos 

A V?. 
ay Ox 	ax ay 
	 (14) 

la cual se puede resolver considerando que: 

a) 	solo se función de x, por lo que la ecuación (14), se reduce a: 

-9̀1= O 	y 
ay 
abi d fi _ 	......_ 
ay 	ax 

= N ax 

al separar variables 
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cl.kf - 1'N) r,x 
é y él. 

,V 	11 
y considerando que 

(olti tq N - - 	dx 
é>, 	x 

y como p, solo depende de la variable x, entonces 

7 
fi _ 
-,f(x)ax 

In p. f(x)dx 

¡ J'ir& 

p= 1 	 (18) 

b) ís sea solo función de y, por lo que la emoción (14), queda 

N-T=0 y 
ex 

a  (OM _ ON141 al  
r  ay 	ay 

separando variables 
( int _anr_) 
ay ax 

-M 
y al considerar que 

-M 
dado que p solo depende de y: 

61-1-3fi  =8(Y)dY 

integrando 

Inft= fg(y)dy 

~indo 13 
jihr# 

p= 

23 

(15) 

al integrar 

despejando p , 

(3y 

(aM ON
ay dr 

) ay 
= g(y)dy 

(17)  

(18)  



Una vez obtenido el factor integrante se procede a multiplicar por la ecuación 
diferencial le cual ahora se convertiré en exacta. 

Ejemplo 13. Resolver dv .v+2y=3 
dx 

al reordenar términos (AMES, F. D.. 31-40): 

xl= 3-2y; xdy = (3 -2y)dv; (3 -2y)dr+(-x)dy 

por lo que: 

z. 	d N -2 y —= 
(-1y 	 d x 

M d N 
dy y  dx 

de modo que la ecuación no ea exacta. Para la obtención del factor integrante 
correspondiente (0), se va a considerar que la función sólo depende de x. 
Empleando la ecuación (15), se obtiene la función> 

am 
d y 	dx )

=  b 1*(4; 
(-2-(-é))_ -i 	1 

N -x 	-x 	x 

sustituyendo»), en la ecuación (16) 

fi fivadi = ths x. 

N multiplicar la ecuación original por el factor integrante es x, esté queda como: 

(3r -211y)dv - x 2dy == O 
donde: 

=
2  

por lo que la ecuación es ahora exacta. Dicha ecuación, resolviéndose por el 
método de ecuaciones exactas tiene una solución: 

F(x,Y)= x 2  Y - 322-1=e 

Ejemplo 14. Resolver ($FrCE,, le R., 51•53): 

ydx 4(3 + 3x - y)dy = O 
por lo que: 
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M 	 N 
=I Y  rx=3  y 

c'3! e IV 
tl y ex 

de modo que la ecuación no es exacta. 

Pana la obtención del factor integrante correspondiente (a), Se considera que la 
función sólo depende de y. Empleando la ecuación (17), se obtiene la función 
g(Y): 

°Af_ _ cv 
) 01) 

8( Y )dy 
M 	13 

sustituyendo dicha función en la ecuación (18) 

(1-3) -2 =  2 

p=  1S
2"  
Y = 	= elnr y2 

Multiplicando la ecuación original por el factor integrante obtenido, se tiene que 

yidx+(3y2  +30 2  - y')dy =O. 

M 	2 	3 N 
Ty =3Y =77 

por lo anterior se tiene que la ecuación es exacta. Ahora dicha ecuación se 
puede resolver por el método de ecuaciones exactas, teniendo con» solución: 

, V4 
Rx,Y). xY' .4-  Y" - =C 

1.14 Ecuaciones lineales de primer orden 

Dada ecuación lineal de orden s: 
d »-1„ 

dY 

	

a„(x)—
er

» + „_,(x)--2- 	 4-a,(x)—+ac (x)y = j(x) ely 	A-1 	dicn-2  	ds 

Si se recuerda, linealided significa que todos los coeficientes son solamente 
funciones de la variable independiente x, y que la variable dependiente y, y todas sus 
derivadas están elevadas a la primera potencia. Ahora bien, cuando n = I , se obtiene la 
ecuación lineal de primer orden: 

	

a,(xl+ao (x)y = f ( x) 	 (19) 

Al dividir cada miembro de la ecuación entre ai(x), se obtiene: 
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001 	f(x) — 
dr  at(x)•

v  
at(x) 

Al considerar que un cociente de dos funciones genera una nueva función, se tiene 
que la ecuación se puede expresar como: 

, • 
t 	

P(x)y= R(x) 	 (20) 
li 

la cual se considera como la forma estándar para la ecuación lineal de primer 
orden, que al reorganizarse algebraicamente queda: 

41.+EP(x)y- R(x))dx O 

Al reordenar términos y verificar la condición de exactitud a la ecuación anterior: 

[P(x)y-R(x)idx+dy= O 	 (21) 
dAl  
-_—= P(x) -77=0 

dM dN 
dy dx 

En base a la desigualdad anterior, se puede decir que dicha ecuación no es exacta, a 
menos que P(x) - O, en tal caso, la ecuación (20), pasarla a convenirse en una 
ecuación simple de variables separadas. Sin embargo la ecuación (21), posee un 
factor de integración que depende solamente de x, y que se puede hallar fácilmente. 
Por lo que se procederá a determinado: 

La ecuación (21), se multiplica por p(x), y se obtiene 

	

f8(x)P(x)y-fl(x)R(x)]dv+,8(x)dy= 0 	 (22) 

Por definición, como ya se mencionó anteriormente, 13(x) es un factor integrante de la 
ecuación (22) si y sólo al la ecuación es exacta; ea decir, si y sólo el: 

4/3(x)P(x)y-1(x)R(x)]  d 13(x) 
dy 	dx 

por lo que esta condición se reduce a: 

,1x)1 
#x)P(x) ,, 4c-t— 	 (23) 

En la ecuación (23), P(x) es una función conocida, pero p(x) es una función 
desconocida de x, la cual se trata de determinar. Por lo que dicha ecuación se puede 
escribir como: 
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en donde la variable dependiente es 13 y la variable independiente es x, donde Pu/ es 
una función conocida. Esta ecuación diferencial es separable, 

d ) pool.  

fi 
al integrar se tiene que 

o bien, 

(24) 

Por lo tanto, la ecuación (20), posee un factor de integración de le forma (24). Al 
multiplicar (20) por (24), se tiene: 

f 	

dr 

j 	f 	 ti 
N.O* 

R(x, .21 +1 	P(x)Y - 

lo cual es equivalente a: 

	

di

Y e 
5P-A]=R(x)1 

roht, 	
(25) 

Al utilizar la regla del cálculo para la diferenciación de un produtto, se reduce a: 

d í 	I PO Od, ] 	d  fPlzhir f PONT dy  

ix Y  e 	
=y -ár- 1 	+P 	I  

( = y 1f "al  P(x) + If "fr  --dY  
dr 

= 1 	P(x)y + 1 	-ir: jai» 	jai» 4,, 

De la ecuación (25), se obtiene por Integración la solución 

y 	= R(x) dx+C 
p(Ahb 	 Kodz 

y finalmente despejando y 

dril 
-frw= 

y = 	R(x) II
yo» 	

(28) 
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A la ecuación anterior, se le denomina solución general de una ecuación 
diferencial de primer orden (ROSS, S. L, 17-49; ZILL, D. G., 59-61). 

Ejemplo 15. Resolver (SPIEGEL, M. R., 53-55): 

4y + 5y = 50 
lb 

Dado que la ecuación se encuentra en la forma estándar de una ecuación 
lineal de primer orden, y con base en la ecuación (20), P = 5 y R = 50 
Aplicando la ecuación llamada solución general (28): 

y = 
-
J/ 	f R(x)€$ 	dx+C 

p(.14 	 pishig  

y sustituyendo: 

y.l-  f f 501f dx +C uT 	i* 

y = rs'[505 e:dr +C] 

y = rm  [50(le ) + C.] 

y= r°'(10/1̀ +c) 

y=10+C/41  

Ejemplo 16. Resolver (SPIEGEL Al. R., 55) 

x+2y =3 
dx 

Multiplicando todo por //x para obtener la forma estándar de la ecuación lineal 
de primer orden, se obtiene 

dy 2 3 +—= 
dx x

y 
 x 

Aplicando la ecuación, llamada solución general (28) 

-f P(24  y = 	[I R( X )tfl"  dx +C 

y sustituyendo: 
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1.2.5. Ecuación de Bernoulli 

A una ecuación diferencial 

	

Y-Y— + P(x)y = R(x)y" 	 (27) 
dx 

en donde n es un número real cualquiera, se le denomina ecuación de Ilemoulli 
(XL, D.G., 66). Si n = 0 On= 1 en (27), las variables son separables, es por ello que 
esté método de solución considera que ns0 y ns 1. Al reordenar términos en la 
ecuación (27), esta puede ser expresada en le forma: 

dY P(x)Ydt = li(x)Ydz 
al dividir entre y" 

	

y"dy + P(x)y1""dx = R(x)dr 	 (28) 

dado que la diferencial de y" es (1 - n)y-Rdy, de tal manera que la ecuación (28) 
puede simplificase haciendo: 

= z  

por lo cual: 	 n)Y -VY' dz 

De modo que la ecuación (28) se reduce a: 

fin)
+ P(x)zdx = R(x)dr 

En honor al matemático suizo Jacob Bemoulli (1574-1706). 
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al multiplicar por (I - 	
dz+(1-n)P(x)zdx = (1- n)R(x)dx 

al reordenar: 

(1- n)P(x): =(I -n)It(x) 
	

(29) 

la cual es una ecuación lineal en su forma diferencial (20) RAINVIliE D. E., 80). 

Ejemplo 17, Resolver la ecuación(tuNmE D. E., 80): 

y(6y 2  - x -1)dx + 2xdy = O 
al reagrupar los términos en base a las potencias de y, se tiene que: 

2xdy -(x 1)ydx + 6y9x = O 

2xdy - (x +1)ydx = -6y 3dx 	 (1 ) 

en donde la ecuación (1) es una ecuación de Bemoulli, ya que Involucra términos 
que contienen, respectivamente a 4y, y y y" (en donde n = 3). Por lo tanto al 
dividir cada uno de los términos de la ecuación (1) entre y', se obtiene: 

2xy'dy-(x+ Oy'dr = -6dr 	 ( 

sets ecuación es lineal en y 2 , es) que: 
z 

dz = -2y -3 	 (111) 

de modo que al sustituir ( ) en (II ): 

2x(i)_(x+i).= -6dx 

-xdz -(x +1)zdx -6dx 

z +(x +1)x-3 zdx = 

ds+(l+ xlzdz =6x-Iclx 	(IV) 

la cual es una ecuación lineal en su forma diferencial (20), por lo que al aplicar 
la ecuación de la solución general (28) se tiene que: 

ifi+.4t2 
z = 	

t 
6x-P 	dr +C 

z = 	 + C.] 
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es decir, 

al dividir entre (-x): 



= 
r 

x e

[61.1( sl'xdx +C .1 

z = —1[6jeliv +el 

1 
z- xf' t

61`+C]  

xt'z = 611 + C 

dado que z = y', al sustituir y reordenar la solución de dicha ecuación, se 
reduce a: 

xy-91  =6/' +C 

XY -2  =6+Cri 

[6+Cr  

Ejemplo 18. Resolver + xy = xy 2, se decir (BRONSON, R, 3n: 

d1' xYdc sYdx 	(1) 

en donde le ecuación ( I ) ea una ecuación de eernotóli, ya que involucre 
términos que condenen, respectivamente a dy, y y y" (en donde n - 2). Por lo 
tanto al dividir cede uno de loe ~nos de le ecuación (1) entre y2 , as obtiene: 

y-3(1y+ xy -Irt = xd2 	( fi ) 

dado que la ecuación (I1) se lineal en y', cal que: 

z= y"' 
d z = -V4 	 (In) 

de modo que el sustituir ( ) en ( ): 

-tiz + xzdx = xch 
al dividir entre (-1): 

dz +(-x)zdx = -xdx 	 (IV) 

la cual es una ecuación lineal en su forma diferencial (20), por lo que al aplicar 
la ecuación de la solución general (26) se tiene que: 
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x - 
v -2  

x =(6+Ct"),y 2  

X  

(6+CI -z ) 

(6+Cx  f'`) 



dado que z 	, 
1  

Y = 
1 + Cls

,J  

en donde la ecuación anterior es la solución de ( I ). 

1.2.1. Teorema de existencia y unicidad 
(Infeemetko) 

A menudo Interesa resolver una ecuación diferencial de primer orden 

dY -1(x,y) dc 

sujete a la condición adicional y(41.* yo, donde xo  es un número en un intervalo I y yo  
es un número mal *Mitrado. Al problema 

= f(x ,Y), donde Aro = Yo 	 (30) 

m le llama problema de valor inicial. Y a le condición adicional, se le conoce como 
condición inklel 	a O., 32). 

Ejem& 19. La función y = ce, es una familia uniparamilrice de soluciones de 
la ecuación diferencial y' = y 1111 el intimido 	< x <o. Si se tiene como 
condición Inicial y(0) = 3, entonas al sus** c-0 , y y -3 en le función, queda 
como 3 = 	= C. Por lo consiguiente, como se muestra en la FIGURA 1.2, 
y = 3e ,ee una solución particular de la ecuación diferencial 

Y' 'Y  
Y(0) 3  

Si la condición inicial fuera y(1) =3, se habría obtenido C = 30, por lo tanto 
y = 3r1. La gráfica asociada a esta función también se indica en la FIGURA 1.2. 

Al considerar un problema de valor inicial (30), surgen dos preguntas 
fundamentalmente tales como: si la solución en efecto existe y si dicha solución es 
única (EDWARDS, C. H.; PENNEY, D. E.,20). 
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y = 3/1  

C > O 

X 

C <O 

FIGURA 12 FAMILIA DE CURVAS DE lA FUNCIÓN y = Ce 

Con respecto a la segunda cuestión el siguiente ejemplo muestra que puede existir 
más de una solución, si no se imponen más condiciones a la funciónf(x,y). 

Ejemplo 20. La FIGURA 1.3, muestra que el problema de valor inicial, el cual se 
encuentra asociado a la ecuación diferencial: 

dY 	v2 donde y(0) = O 
tfc 

tiene al menos dos solucionee en el intervalo -00 <x <00. Las funciones 

y::0 y y= _1  

satisfacen a la ecuación diferencial y cumplen con la condición inicial de y(0)=0 
(ZILL, D. G., 33). 

Las cuestiones relativas a existencia y unicidad afectan al estudio de fenómenos 
físicos cuyo comportamiento esta basado en un modelo matemático propuesto, el cual 
involucra a ecuaciones diferenciales con ciertas condiciones iniciales. Debido a que en 
ocasiones sus soluciones no son únicas; esto hace surgir de Inmediato la pregunta de 
si el modelo matemático representa adecuadamente el fenómeno fisico (EDWARDS, C. 
H.; PENNEY, D. E., 20). Es por ello que a menudo se desea saber antes de atacar un 
problema de valor inicial si es que existe una solución, y cuando existe, saber si es la 
única solución del problema. El siguiente teorema, debido a Picard , da condiciones 
suficientes para la existencia de una solución única de (30). 

• Chulee Emile Picard (1855-1941), matemático francés que realizo ~aciones notables en los 
campos de lea ecuaciones diferenciales y de la variable comple¡a. 
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y.0116 

0,0 
y=o 

FIGURA 1.3 REPRESENTACIÓN GRÁFICA OE LAS FUNCIONES ASOCIADAS A LA ECUACIÓN 
DIFERENCIAL dy/dx - xy )í = O 

1.2.1.1. Teorema de Picard 

Sea R una región rectangular en el plano xy definida por loe intervalos 
alx5b, c5y5d que contiene al punto (x„, h) en su interior (FIGURA 1.4). Si 
f(x,y) y af/dy son continuas en R, entonces existe un intervalo / con centro en x, 
y una única función y(x) definida en /que *atisba el problema de valor inicial 
(ZILL, 0. G.,33). 

FIGURA 1.4 TEOREMA DE PICARD 

El anterior teorema se puede resumir en otras palabras como: 

Dada una ecuación diferencial de primer orden, si satisface las siguientes 
condiciones: 

1, F(x,y) es real, finita, simple valorada y continua en todos los puntos de 
una región R del plano *y ( que puede contener todos los puntos). 

2. a flx,yWdy es real, finita, simple valorada y continua en R. 
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Entonces existe una y solo una función) en R. que cumple dicha condición 
inicial (SPIEGEL, M. R.,24). 

Ejemplo 21, En el ejemplo anterior, se observó que la ecuación diferencial 

dx 
- ny" = O donde y(0) = O 

tiene $1 menos dos soluciones cuyas gráficas pasan por (0,0). 
Expresando la ecuación en la forme dy/dx = .ry '2  se puede escribir 

.fix.Y1= xY %2  Y 	
' 2y 2  

9: 	xl  

se hace notar que ambas funciones son continua en el seiniplano superior 
definido por y > O. Considerando el teorema de Picerd, se concluye que pare 
cualquier punto (xo , yo), yo  > O , por ejemplo (0,1), existe un intervalo en torno a re  
en el cual la ecuación diferencial dada tiene una solución única. 

Ejemplo 22. Engoma de existencia y unicidad garantiza que existe un intervalo 
en tomo a x = O en el cual y = 	es la única solución del problema de valor 
inicial del ejemplo 19: 

y'= y  
Y(0)* 3 

Esto se deduce de que f(x,y) * y y ef 	l son continuas en todo el 
plano ay. Además se puede demostrar que este intervalo es <x <z,  
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1.3 Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden superior 

1.3.1 Teoría básica de ecuaciones diferenciales lineales de orden 
superior 

Una ecuación diferencial lineal de orden n tiene la forma siguiente: 

a„(x) 	+ 	i (x) (1.4 • a (x)r F(x) (1 ) dr . 	o-1 	dr 	. 

donde ao(x), a i (x), 	alx), y F(x) dependen sólo de x y no de v. 

Si n=2, entonces (1) se convierte en: 

a,(xY2--Y- +ai (x)--t +a,(x)y= F(x) 	 (2) dx 2 	dx 

la cual es una ecuación diferencial lineal de segundo orden. Si todos los coeficientes 
ato), ai(x), 	a„(x), en (1) Sal constantes, esto es, no dependen de s, le ecuación es 
llamada ecuación diferencie! con coeficientes constantes. Sin ~irgo, si no todos 
los cosecantes son constantes, es decir, que existen algunos coeficientes que 
dependen de s, la ecuación es llamada ecuación diferencial lineal con coeficientes 
variables. 

Ejemplo 1. Las emociones pala S. L. IO2): 

5---3t +2y ei 4 km3x 
dx1  dr 

3y"'+ 2y"- 4y'+ ty r 3t" + 5st  

son ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes de segundo y 
tercer orden respecdvameMs. 

Ejemplo 2. Las sanciones (SPIEGEL.M. R., 11?): 

xy"- 2)0+x  2y O 

x" 
d' 	„ 

+ xy inu 
d y 

son ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables de segundo y 
cuarto orden respectivamente. 

Al segundo miembro F(x) se le denomina *nao Independiente. Si F(x) es 
idénticamente cero, la ecuación (1), se reduce a: 

ai(x)-T "' 
	dr" -2  

- 5-a,(x)d-24...+a". ,(x)ti— 4.a  (x)y.0 	(3) 
dr 	 dr " 

la cual es llamada ecuación diferencial lineal homogénea de orden R. 
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La ecuación (2), para cuando n=2. esta se reduce a la correspondiente ecuación 
lineal homogénea de segundo orden IROSS, S. L . 102). 

a0 (x)!L.:1-+a,(.1.4+14.(x),v=r: 	 (4) 
á • 

Ejemplo 3. Las ecuaciones dadas, dentro del ejemplo 1, son ecuaciones 
diferenciales lineales con coeficientes constantes, no homogéneas de segundo y 
tercer orden respectivamente; debido a que en ambos casos el término 
Independiente es F(x) x O. 

Ejemplo 4. Las ecuaciones dadas, dentro del ejemplo 2, son ecuaciones 
diferenciales lineales con coeficientes variables, homogéneas de segundo y 
cuarto orden respectivamente; debido a que el término nx O. 

1.3.1.1 Definición: combinación lineal 

Dado quefpfz, f. son n funciones, las cuales son n soluciones de la ecuación (3), y 
que Cp C2, C,, son n constantes, entonces la expresión 

+ 	+ „. +cd; 
es también una solución de la ecuación (3), a la cual se le llama combinación lineal 

cli4/2,  ....In. 
Ejemplo 5. Considerando que un x y cos x son soluciones de: 

y y .0 
á 2  

en bese al concepto de combinación lineal, C, srn x + C, cos x, es también une 
solución para cualquiera constantes C1  y e:. Por ejemplo, la combinación lineal 

5 :en x + 6 cos x 
es solución (ROSS, S. L., 100). 

Elemplo 41. Dado que e, e' y /2' son soluciones de 

.11-53  1-2d  dx2Y -dY +2v.0 dt   

en base al concepto de le combinación lineal O' +c e" + c fu, es también una 
solución para cualquiera constantes ci, C2 , y Ci. 	ejemplo, la combinación 
lineal 

2/1  —3ra +ff23  
es solución (DERRICK W. R.; GROSSAVIAt S. 1, Ifo. 

1.3.1.2 Definición: dependencia e Independencia lineal 

Las n funciones Ji(x), fi(x), j(x) se dice que son linealmente dependientes en el 
intervalo a 5 x 5 b, si existen constantes Cp C2, 	en donde no todas tengan que ser 
Cero 

ct  * * • • * c. = O 
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para que se cumpla: 
c„f3x1=0 

en el intervalo a s x 5 h. 

En particular, dos funciones t 	y 	son linealmente dependientes, si existen 
constantes el  y c2 , al menos una diferente de cero, para que 

(.0-c,/,(x). O 
en el intervalo asxsb 

Ejemplo 7. Las funciones x y :1 son linealmente dependientes en el intervalo 
O 5 x 11 . Esto sucede porque existen constantes el  y c2 , no ambas cero, tales 
que 	

e,x+c,(2x)= O 

para toda x, del intervalo Os x s (ROSS,  S.L. 108.100. 
Por ejemplo, c, = 2, c2  -1. 

Ejemplo 8. Las funciones sen x, 3 asir x y - sen x son linealmente dependientes 
en el intervalo -15x52. Esto sucede porque mdaten constantes c,, c2, y c2  , no 
todas cero, tales que 

c, un x + c,(35en x)+ c,(-sen x) O 

para toda x, del intervalo -15x52 .Por ejemplo ci  -I (.2 =1, el -4. 

De la misma manera, se dice que un conjunto de n funciones 	„ se 
linealmente Independientes, en el intervalo a S x só , si para que se cumpla la 
relación 

c,h(x)+c:h(x)+..,+cif„(x)=0 
para toda x, dentro del intervalo asxsb , Implique que: 

ci=... 	O 

En otras palabras, la única combinación lineal de f(x)fm,.../.(x) que ee 
idénticamente cero en el Intervalo a sxsb ee la combinación trivial 

(0)fi +(0).6+ 	(0),f, 

En particular, dos funciones fl  y h, son linealmente independientes en el Intervalo 
s x Sb el la relación: 

c,f,(x)+ c2  f2 (x) zi O 

para toda x, en el intervalo asx5b, implica que c, = c, = 0. 

Ejemplo 9. Las funciones x y x2  son linealmente independientes en el intervalo 
asxsb, puesto que c,x + c,x 2  = 0, implica que ambas c1=0 y c:=0, para que se 
cumpla (ROSS, S. 1_ 106-10.). 
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1,3.1,3 El Wroneldano 

Si prag29„..px) son n soluciones lingliblelft independientes de la ecuación 
diferencial lineal homogénea de n4ohno orden 

	

a„(x)11  + al (x) ,.Y al (x)dal9 	a,,(x)y = O 	(3) 

en alx5b, entonces el conjuntopx),M4,...,A(x) se llama conjunto fundamental de 
soluciones de (3) y la función /, queda definida por: 

/(4 = cift + c2/2(4+— + c•fi,(4 aSx5 b, 

donde (.1, c2, ..., 4 son constantes arbitrarias, ala cuales le llame solución general 
de (3), en agzsó. 

Por tanto, si se pueden hallar n soluciones linealmente independientes de (3), 
podemos de inmediato escribir la solución general de (3) como una combinación 
lineal general de estas n soluciones. 

Pare el caso de la ecuación diferencial lineal homogénea de segundo orden: 

a0(x) 	+41(x)-:+a3(x)y - 0 	 (4) dr' 	dr 

el conjunto fundamental de solución, conste de dos soluciones linealmente 
independientes, es decir, si f,(x) y/(r) forman un conjunto fundamental de la ecuación 
(4), en el intervalo asss b, entonces la solución general quede definida por. 

Y cd,(1)+03Mx) 

donde al  y a2, son constantes arbitradas. 

Ejemplo 10. Dado que un x y cos x son soluciones de: 

i 	

„ 
+yoiv dr 

pare toda x, debido a que dichas dos soluciones son linealmente 
independientes <DERier."W. R; GROSSAIM S. Y, 11p. En consecuencia, 
constituyen un conjunto fundamental de soluciones de le ecuación 
diferencial dada, y su aducida general se puede expresar como la 
combinación lineal 

CISMA* + C2COS X, 

donde c, y c2, son constantes arbitrarias, es decir 

y.. ci ma + cucar, 
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Ejemplo 11. Las soluciones e'. r y 1 2' de: 

d
x3 
'y d 2Y dY -2  -- — + Ay= v 

d 	dx 2  dr 

las cuales son linealmente independientes para toda x. Por consiguiente, 
f rz y 	constituyen un conjunto fundamental de la ecuación diferencial 
dada, y su solución general se puede expresar como la combinación lineal 

ei ez +er +c,P, 

donde el, e:, ye,, son constantes arbitrarias. Ross, S. ion es decir: 

y = 	+c,r +ci es 

Un criterio sencillo para determinar sin soluciones de (3), son o no linealmente 
Independientes, es mediante el Teorema del Wronsklano: 

1.3.1.3.1 Teorema del Wroneklano 

Sean e funciones reales fi , 	f„ cada una de las cueles tiene (n-1)dnosine 
denVede en 1.1111111111110 feeialx5b. El deteménants 

ft 	• f. 
f; 

f21-» 	/tu 

en el que las primas indkan derivadas, se llama Wronsidano de estas n funciones. 
Se observa que liyhf2,.../d, es en si mismo una función mol «Mida NI a5x5b, Su 
valor are  x «di roPromotado Por 	) (x) o bien,  Por OVIA(40),...,.f. (141 

LAO n soluciones J,, h. ..., fi  de la ecuación lineal homogénea de ff-delneo oren 
(3), son linealmente Independientes en asx‘b el y sólo si el Wronsidene de 
J; Jr J. es diferente de cero para alguna x riel intervalo asxsb. 

De esta manera, el encontrarse las n soluciones de (3), se puede aplicar el teorema 
del Wronskiano para determinar si son o no lineeknents independientes. Si son 
linealmente independientes, entonces se puede formiu la solución general como una 
combinación lineal de estas n soluciones linealmente independientes. 

En el caso de la ecuación diferencial homogéneo de segundo orden 

ao(x)1-4411(r )l+ai(x)Y= O 	 (4) 
dr2 	dx 

el Wronskiano de dos funciones 1, yfl  es el determinante de segundo orden 
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fi f: 
W(./p1:)1f, fIr(fill)-(f; 

Con base en el Teorema del Wronskiano, dos soluciones f, y h de (4) son 
linealmente independientes ena5x5b, si y sólo ti su Wronskiano es diferente de cero 
para alguna x de a5x5 b. Por lo tanto, si W[A(x),/,ix =O en a5x5 b, les 
soluciones.); yf"., de (4) se pueden escribir como una combinación lineal 

cjdx) 

donde ci  y c:  son constantes arbitrarias. 

Ejemplo 12. Mediante el teorema del Wronskiano, demostrar que las funciones 
sen x y cos x son linealmente independiente y posibles soluciones de la ecuación 
siguiente: 

d 2 y  
--+Y=1) 
d:c 2  

se encuentra que: 

1V(senx,cosx)= 

  

senx cosx 
cosx -senx 

=[(-sen2 	cos 21= -I* O 

   

para todo real x. En consecuencia, puesto que W(senx,corx)* 0 para todo real 
x, se conduye que sen x y cos x son soluciones linealmente independientes de la 
ecuación dada en todo intervalo real. 

	

Ejemplo 13. Las soluciones 1', 	y 12' de 

	

d 3  y 	, A 
Y  = 

A 
71-x7  dE2  dx " u  

son linealmente independientes. en todo intervalo real, porque 

e ri fl« 
w(ti ri y /2-1= e -e" 2P15  =P11-1".4( 21 )-(1"•21211 

e e" 412' 

- 	[(1' •4121 )-(l' .2121} 

4,{01R e , , 	_1.1} 

= e(-4r -2/1 )-[r(401 -211+[ /11+1)] 

= -612* -2e2' +213' = 6#" *0 

para toda real x (ROSS, S. L-, 109-112). 
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1.3.1.4 Operadores diferenciales 

La simbologia de D, D2, D3, .., se utiliza para representar las operaciones, que se 
deben realizar, es decir, lo anterior simboliza la primera, segunda, tercera__ derivada 
de aquello que le sigue. Así Dy es lo mismo que dy ,dr, D2  es lo mismo que Xy/dx2, 
etcétera. Los símbolos D, D2, 132, .., se llaman operadores debido a que ellos, definen 
una operación a ser desarrollada. En forma similar xD2  es un operador, el cual denota 
la operación de realizar la segunda derivada y luego multiplicarla por x. 

Al introducir dicha simbologla en la ecuación (1) 

an(x)! -'3'+ a (x) 2  ( 	a-11 + (x) (-12:22  +,..+a
" 	

+ a (x)y = F(x) 	(1) dx+1 	2 	n-2 	tir  

anD"y+ a,D"'y+a,D"-2y+,..+an _i Dy +any= F(x) 	 (5a) 

agrupando términos 

(a„D" + ai D"' + a,13" -2 +,..+a„_,D+ a „)y = F(x) 

en la cual se entiende que cada término en los paréntesis está operando sobre y y 
los resultados se suman. Si se escribe por brevedad, 

41(D) • a„D" + O"' +a2 D*-2  +...+a„..1D+ 	 (5c) 

en donde /(D), simboliza un polinomio de derivadas; la ecuación (5b) puede 
escribirse convenientemente como 

0(D)y= F(x) 	 (5d) 

de la misma manera introduciendo dicha eimbologla en la ecuación (3), esta se 
reduce 

/(D)y= o 
	

(5s) 

Ejemplo 14. La ecuación diferencial #(D)y = F(x) donde F(x). x2  +l' Y 
si(D)• D3  +5D2  +6D-8 realmente es una manera abreviada de escribir 

d'  y 	y  2 , ,-+5—+6—dy  -8y=x 2  +1 
dc 2  dx 

Ejemplo 15. La ecuación diferencial /(D)y= F(x), donde F(x)= 4 sen 2x 
é D) Mi xD 2  2D +3x 2  es una manera abreviada de escribir: 

d'y dy 
X -r  - -2+3x

2 
 y=4sen2x 

dx dx 

Al considerar lo que representan los símbolos, deberá ser claro que 

D"(u+v)= D'u+ D"v, 	D*(au). aD"u 	 (50 
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donde u y 1,  son funciones diferenciables, a es cualquier constante, y n es cualquier 
entero positivo. Cualquier operador tal como DI que tiene las propiedades mostradas 
en (51) se llama un operador linee Es fácil mostrar que AD) dado por (5c) es un 
operador lineal, esto es (SPIEGEL, M. R.. 168.170), 

01,D)(u + y) = é D)u 	D)r, 	éD)(au) = alD) 	(5g) 

1.3.2 Ecuaciones lineales homogéneas de orden superior con 
coeficientes constantes 

Dada la ecuación diferencial lineal homogénea de orden superior con coeficientes 
constantes: 

a ,(x).`-1-1--'  a1 (xY-
y 	

1-1-1Y- + a (xr1:114-„,+a„ (x)YY— + a (x)y =0 
d"' 2  dr" i 	dx 

la cual también se puede representar en la forma: 

1.0)y = O 

La solución general de esta ecuación se puede hallar de la siguiente manera: 

Para determinarla, se requiere una función I, la cual tenga la propiedad de que ésta y 
sus subsecuentes derivadas se multiplican cada una por ciertas constantes, las a, 
(constantes), y loe productos resultantes, ajo), al sumarse después, el resultado será 
igual a cero. Para ello se requiere una función tal que sus derivadas sean múltiplos 
constantes de si misma. 

:11-7:jf (91= cf (x) 

Considerando a la función exponencial f tal que j(x)=tes , donde m es una 
constante se tiene 

d i  • 
mi  tiu  

dx i  

Al suponer que y = eu  como una solución para cierta m, entonces tenemos: 

dY =mf"  
dr 
d'y 
dr 2  

d'y 
dr' 

Al sustituir en (3), se obtiene 
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.nivw 	+.... 4. 	a 	.0  

o bien. 
0"" (ts,,m" + a,m" + • + u, t ipo + a„) = O 

Puesto que r" 0, se obtiene la ecuación polinomial en la incógnita nr 

1 (ni) = a„m" + a i m" + • • • + a„_,m + a. = 	 (6) 

la ecuación (6) es llamada ecuación auxiliar. Si y = P" es una solución de la 
ecuación (3) entonces la constante ,n debe satisfacer (6), En consecuencia, para 
resolver (3), se escribe la ecuación auxiliar (6) y se resuelve para m. la cual esta 
igualada a cero, la solución se logra encontrando, las raíces de f(m), las cuales dan 
lugar a tres casos, raíces reales y diferentes, reales y repetidas, o bien, complejas 
(ROSS, S. L, 124-126). 

1.3.2.1 Raíces reales distintas 

Si la solución de (3), tiene en su ecuación auxiliar (6), las n raíces reales diferentes 
m1 , m2, ..., m,, entonces la solución general 

y = 	+ c2e9 	 (7) 

donde cl, ci, 	son constantes arbitrarias. 

Ejemplo 16. Dada la ecuación diferencial 

d 2y ,dy 
¿y =y 

dx dx 
La ecuación auxiliar es 	m2 - 3m + 2 = O 
Por lo tanto, 

(m-1)(m-2) =0 	ini= I, 	m,=2 

Las raíces son reales y diferentes. En consecuencia, e y e", son soluciones, y 
la solución general se puede escribir en la forma 

y=ci e +cy li 

Se puede comprobar que e' y e" son en realidad independientes. Debido a que 
su Wronskiano es 

W(e ,1  = 

	

iJ 
2 	

_ en xo e' 
se tiene que son linealmente independientes ROSS, S. L., 126) 

Ejemplo 17. Dada la ecuación diferencial 

d )  y d 2  y dy — -4—+ —+ 6y = 0 
dx3  dr' dr 
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La ecuación auxiliar es 	m3.4m 2  + m + b = O 
Por división sintética se obtiene que m = -I, por lo tanto, 

(m+/)(m -3m-3m+6)=0 
o bien, 

(m. + 1)(m-2)(m-3)=8 

En consecuencia, las raíces son números reales y diferentes: 

m_-1, m - 2, m = 3 

y la solución general se puede escribir en la forma (RA)NVILLE, D. E., 134): 

y = 	+ 

1,3.2,2 Raticos reales repetidas 

Cuando la ecuación auxiliar (6) tiene la raiz real ni y se repite k veces, entonces la 
parte de la solución general de la ecuación (3), correspondiente a esta raiz repetida k, 
es: 

(C1  4- 1  X + C3 	.• k X 2 +. +C X lit" 
	

(8a) 

y si, además, las raíces restantes de la ecuación auxiliar (6), son números reales 
diferentes my,), in„, entonces la solución general de la ecuación (3) es: 

y = (c, +c2x+c,x 2 +...+4x*-1 )e" +ck„ri•I'+...+c„inz 	(8b) 

SI, sin embargo, cualesquiera de las raíces restantes se repiten también, entonces, 
las partes de la solución general de la ecuación (3) correspondientes a cada una de 
estas otras raíces repetidas son expresiones semejantes a la correspondientes a m, 
como en (8a). 

Ejemplo 18.. Determine la solución general de 

d)Y  -4d2Y  -311 
Y  = 

+18 O 
7-r3 	dr  

La ecuación auxiliar 	m1- 4m? -3m + 18 = o 

tiene las MICOS, 3, 3, -2. La solución general es (ROSS, S.L. 121130): 

y= c,t 33  +c,.reb  +cr 
o bien, 

y = (ci  +C2ll)l31  c,1-23  

Ejemplo 19. Determine la solución general de 

d 4  Y 	Y 	Y  d'dY — - 5 —+6---+,A --oy=0 
dx 4 	dx 2  dx 
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La ecuación auxiliar es m4. Sm2  + 6m + 4m • 8 = 0 

con raíces 2.:. 2..1. La parte de la solución correspondiente a las tres raíces 
repetidas 2, es: 

y = (e, +crx +c3 x:  )/2' 

y la correspondiente a la raiz -1, es simplemente 

y=c4/' 

Por lo tanto, la solución general (FINNEY, R. L.,1059) es la suma de las dos 
anteriores 

y = (c,+ c2 x +c,x 2  )4 2' +ca l"' 

1.3.2.3 Raíces complejas 

Si al resolver la ecuación auxiliar (6), aparecen raíces complejas conjugadas (a + bi) 
y (a - bi), ninguna de ellas repetida, entonces la parte correspondiente de la solución 
general de (3) se puede escribir como (FINNELY, R. L.,104I•1043): 

y =1111.7'0 4. 12  e(a-lb 	 (9a) 

donde r, y r, son constantes arbitrarias. Aplicando leyes de los exponentes, se tiene 

y = ;tu& + ( 21°̀1•x' 
	

(9b) 
al factorizar 

y= 1"(1,11:  +t 2 e 4,1 ) 
	

(9c) 

Aplicando la fórnx.da de Euler, 

= cosbx + I senbx 	
(9d) 

= cosbx —I senbx 

por lo tanto, sustituyendo (9d) en (9c) 

y = lit, (corbx + I senbx)+12 (cosbx I senbx)] 

al factorizar la ecuación anterior 

y = 	R1, + t2 )cos +1(1, —12 )senbx] 
	

(911) 

considerando que 
C, = c, + 

C2 = i(c, — c2  ) 

sustituyendo dicha consideración en la ecuación (9e), finalmente la solución general 
de (3) se escribe como 
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y= '"(C, vos bx +C,senhx) 	 (9f) 

Si (a + bi) y (a • bi) son ralces que se repiten k veces en la ecuación auxiliar (6). 
entonces la parte correspondiente de la solución general de (3) se puede escribir 
como: 

(c, + 	+cix2  +... +ci x")cos ex 
y= (" 

+ c,.,x + ch ,,x 2  -.1...+c„x")senbx 

(9g) 

Ejemplo 20. Determinar la solución general de (FINNEY, R. L., 1041-1043): 

d 2  
dx2 

y +y=0 

La ecuación auxiliar es 	m2 + 1 = O 

tiene las raíces m = ±1 . Estas son los números complejos imaginarios puros 
a t'al , donde a = 0, b = 1. Por lo tanto, la solución general es 

y = 1"(c, cosi. x + semi • x), 
que simplemente es 

y= C, cosx+C, senx. 

Ejemplo 21. Determine la solución general de 

d'Y - 61-+ 25y = 
dx 2  

m2 - 6m + 25= 0. Al resolverla, se encuentra 

m = 6 ± 	- 
6±8i 

= 3 ±4i 
2 	2 

En este caso, las ralces son los números complejos conjugados a tbl, donde 
a=3, b=4. La solución (BOYCE, E. W; OPRIMA, R. C.,138-139) se puede escribir 
como 

y =1"(C, cos4x +C,sen4x). 

Ejemplo 22. Determinar la solución general de 

d'y d5 (1 2y dy 
- 4—, +14—, - 20— +25y =O dy. 	dy, 

La ecuación auxiliar es m4 - 4m3 - 14m2 - wm + 25 = O 

Las raíces son: 1+ 2t, 1- 2i, 1+ 21, 	1- 21. 
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En vista de que cada par de ralees complejas conjugadas se repite, la solución 
general se puede escribir en la forma (RAINVIU.E, a E., 143), 

'[(c; + (?)cos2x +((,+ Cx)sen2x) 
o bien, 	y = 	cos2x +C,xe cos2x +Cie sen2x +C,xe sen2x 

Ejemplo 23, Resolver la ecuación diferencial 

(D+8D+16)y=0 

La ecuación auxiliar es m4  + 8m' + 16 = O, la cual puede escribirse como 
(m2  + 	= O, así, las ralees son m = ±2i; ± 2i. Las raíces 	= V; y ni;  = -2i se 
repiten, e Interpretando a 2icomo 0+21 y dado que ez =1, la solución de la 
ecuación diferencial Be (ROSS, S. L., 132): 

y = (q +qx)cos2x+(q C,x)sen2x 

1.3.3 Ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas de orden superior 
con coeficientes constantes 

Dada una ecuación diferencial no homogénea de orden n: 

a (x) dx. +a,(x)---7-,Y  + a2(x) (y-„,dq-2  +...+a „_,(x)—dY  + a „(x)y = F(x) 	(1) 
dx 

donde los coeficientes ao(x), a dx), az,(x), 	alx), son constantes y el término 
independiente F es función variable de x. 

La solución general de (1) se puede expresar como: 

YT =  Yc÷ Yp 
donde; 

yc  es la solución general de la ecuación diferencial lineal homogénea 
correspondiente (es decir, la ecuación (1), pero asumiendo F(x)=0); 

yi, ea la solución particular, es decir, cualquier solución de (1), que no contenga 
constantes arbitrarias, sino coeficientes específicos. 

Dado que en la sección (1.3.2), se analizó los métodos para encontrar la solución 
general de la ecuación diferencial lineal homogénea (ye), ahora en esta sección se van 
a analizar los métodos para determinar la solución particular (y,), dichos métodos son: 

• Método de coeficientes indeterminados 
• Método de variación de parámetros 

1.3.3.1 Coeficientes Indeterminados 

El método de coeficientes indeterminados, exige para su aplicación que la función 
F(x), tenga alguna de las formas siguientes: 
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e Un polinomio en x 
e Una constante 
. Una expresión de la forma sen hx, cos ?re, 

donde b es una constante 
e Una función exponencial r' 

Alguna combinación lineal de lo anterior 
>dm', x31", rusen bx, l'cos kr 

Sin embargo, si el termino independiente F(x) no tiene alguna de las anteriores 
formas no se puede utilizar el método anterior para la resolución de la ecuación 
diferencial en cuestión. 

1.341,1. Método de solución 

El método consiste en: 

a) Dada la ecuación diferencial no homogénea 

1D)y = F(x) 
	

(5d) 

resolver la ecuación homogénea correspondiente o(D)y = 0; para la 
obtención de yc; 

b) Buscar una ecuación diferencial que anule al termino F(x), dicha 
ecuación es llamada Aniquilador [P(D)J 

c) Posteriormente, multiplicar la ecuación original (5d), por el aniquilador 
P(D), quedando: 	

P(D)950» = P(D)F(x); 

P(D)si(D)y = O 	 (10) 

d) Resolver la ecuación homogénea resultante (10), de la cual se 
obtiene yr; 

e) La solución particular y, se obtiene a partir de: 

Yr=h 4" Yr 
de donde: 

YP =  Yr Yc 

f) La solución particular y, se sustituye en la ecuación original (5d) y se 
obtiene el valor de las constantes; 

g) Finalmente dichas constantes se sustituyen en la ecuación yr  

Ejemplo 24, Resolver 	(1)2  D -2)y .3( 2' 4.5 

a) La ecuación homogénea correspondiente es: 
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(D 2  - D -1)y = 0 

si la ecuación auxiliar es W-m-1-0, se tiene que las raíces son m 2 =-I, m2  = 2; por 
lo que 

= Cr' 

b) Dado que F(x)= 3r'' +5, es decir, F(x). c,r2' +C,, por lo tanto mi  = 1. 
mi = O; m -2) = 0; en sirnbologia de operadores, el aniquilador queda como: 

P(D)=(D1 -2D) 

c) al multiplicar por la ecuación original 

(D2  -2D)(D2  D-2)),  = (D2  -2D)(3(2 ` +5); 

(D2  -2D)(D1 -D-2)y= O; 

D'y- D5-2D 2y-2D3y +2D 2y-4Dy = 0; 

(D4 	3D2  4D)y = O 

d) Dado (D2  -2D)(D2  - D - 2)y = O; es decir, (D4  -3D' -4 /3)y = O, donde la 
ecuación auxiliar es m4 - 3m'+ 4m = O, que tiene como ralces mi  = -1, m2  = 1, 
mi  = 2, m, = O entonces, 

= 	+c,t 2x+c,xes +c, 

e) Dado que y p = yr - ye , sustituyendo 

	

yp  =C,l -' +C21" + 	-[qrs +C2121 

	

yp = 	+C, 

f) Al sustituir yp  en la ecuación original 

(A' - D-2)yp = 312'+5 
pare ello se requiere, 

y,. =Ci xtlz +C, 

D(yp) = Ci x(2111 )+ Cr 

=2Ci xe' +C,12: 
D 2  (y p). 4C,x12' +2C,121  +2C,P 

= 4Cixei +4C,1" 
al hacerlo, se obtiene: 
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4C,x1 2' + -[2(."3 xP + C311- 2[C,x( 21  + Ci l az 3P +5 

4e3 x1 2' + -2C,xl 2: -Cr -2C,x12̀  -2C4  = +5 
3C,('' -2C, =31:1  + 5 

3C,P =3P 	-2C4  =5 
„ 3121  , 
1., 3 =

3e 
 -=1 	C4 =-.1 

g) al sustituir (ZILL, D. G., 154) C3  = I, C4  = -f , en yr  

yr  = 	+C211' + 	- • 

Ejemplo 25. Resolver (D 2  + D)y = senx 

a) La ecuación homogénea correspondiente es: (D' + D)y = O, al resolver, la 
ecuación auxiliar m2  m = O, se tiene que las raíces son mi  = O, m2  = -1, por 
lo que h. =C, 

b) Dado que F(x) = senx, es decir, F(x)=C,senx+C,cosx, por lo tanto 
(m2 +1)=0; en simbologla de operadores, el aniquilador queda como: 

P(D)=(D2 +/) 

c) al multiplicar por la ecuación original 

(D' +1)(D' + Dbf= (D' +I)senx; 

(D' +1)(D 2  + 4=0; 

(D'+1:12 +02 +D)y=0 

d) Dado que (D2  + IXD2  + D)),  =O, es decir, (D4  + + D2  + 14y = O, donde la 
ecuación auxiliar es m4+m'+ m2+ ar=0; cuyas ralas son: on1 =0, m2 = -I, neo.- I , 
m4  = + 1, entonces, 

yr  = C, + 	+Ci senx + 	x 

e) Dado que ye = yr - yc; widittryendo 

	

ye  = +C21" + C4  sen x + C, cos x 	+C211 

y, =Coco: +C,cosx 

f) Al sustituir y, en la ecuación original 

(02  + D)ye  = senx 
para ello se requiere, 
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= C, seis +C, COI X 

D(yr  )= C3 COS X — C, senx 

D'(Yr )= -Cr  senx - C, cris x 

al hacerlo, se obtiene: 

-C, sen x - C3  COS X +[C3 COS X - senx]= senx 

-C, senx - C3  COS X + C3  COS X - C4  senx sen x 

senx(—C, —C,)+ cos x(C, C,) = senx 

sen x(—C,—C,)= senx 

—C, —C, 	=1; —C, =I + C4  ; 	= —I —C, 
senx 

	

C, —C, =O; C, = C, 	sustituyendo 
C3  = -I -C3; 	2C = -I 
C3 =-4,  por lo que C, = - 

g) sustituyendo (DERRICK W.R.; GROSSMAN, S. V., 96.98) C, = -1, C, = -1, 
en Yr 

yr  = + C21-' — Xsenx—Kcosx 

1.3.3.2 Variación de parámetros 

Método que consiste en cambiar las constantes de la solución complementaria u 
homogénea (ye.), por funciones 	D. G., 155487); por ejemplo: 

Sea la ecuación lineal no homogénea de segundo orden: 

	

(a0 112  + a,D+ ai )y = f ( x ) 	 ( 110 

	

;D'y + a,D y+ a2y = f (x) 	 (lb) 

1.3.3.2.1 Método de solución 

a) Mediante manipulación algebraica le derivada de mayor orden, deberá 
tener como coefidenle a la unidad: 

D'y +.9-1- D y+ Lky = f(x) 	 (12s) 
ao, 	ao 	cie  

D2y+PDy+Qy=R(x) 	 (12b) 

b) Resolver la ecuación homogénea correspondiente a (12b), donde yi  y 
y, son posibles soluciones de ella, 

Ye =CIYI+CzY2 
	 (13a) 
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le solución particular (y,), •• obtiene cambiando las constantes ei  y C:  
por las funciones Ni  y u, respectivamente. 

	

Yr * WIYI lirYr 	 (13b) 

d) Dado que la solución particular (y,) debe satisfacer a la ecuación (12b), 
se tiene que: 

YP I =UIY1' 441 i  Y1 + 112Y2 1.4-1‘2 'Y: 

pero por condición del método se tiene que 

	

+u:1Y: = 0 
	

(14a) 

entonces 	 y,'  %Y' +112Y2 

determinando la segunda derivada de yp 

yr" = m'A" +111 h'+u2Y2" 4i42' 

al sustituir en la ecuación (12b) 

[mar" +1‘11.Yil+lirY1 " +u: '.)51+ P(10'1'41029 
+110iY1 +102.Y2 ) = R(x) 

al agrupar términos 
o 	 o 

AY 77:—  IP Y 1 I+QYI)+AZI17+452 .+Qh]+111 1  +021Y2 I+ = R(x) 

se reduce a 	 iii'h'+1121Y2 1 = "x) 
	

(14b) 

las ecuaciones (14e) y (14b), constituyen un sistema lineal de ecuaciones; 
por ello, se utilizan para determinar las derivadas de uf' y Ni'. Por la regla 
de Cramer, la solución de 

+142'Y2 =0 	 (14e) 
Il1'h1+412'r11- R(x) 	 (14b) 

se puede expresar por medio de determinantes: 

1

O Y: 
10) Y21,  -yi le(x)  

ira 
 

YI 	W 
y,' 

,
— 

y,'y  1  Rfra ii  	Y 1  Ro( r )  u,  

Y,' Y2 8  
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e) Por último se integran los resultados anteriores y se sustituyen en y, y 
Yr. 

Ejemplo 26. Resolver 	(D2  - 3D-4)y = xel 

b) La ecuación homogénea correspondiente es (D2  -3D -4)y = O, su ecuación 
auxiliar es mi - 3M - 4 = O, de donde sus ralos ton 	in2  I, por lo que 

Yc a Cr +C31-1  

c) Dado que la solución canicular (y„) se obtiene sustituyendo las constantes C, 
y C2  por funciones ily vi , nos queda 

y, = N' +u31 

d) Sustituyendo en (14a) y (14b), se tiene que 

sir +viits =O 	 (1) 
4iii ie4  -ah.r.. rti  	(II) 

obteniendo vi' y vii, se tiene que 

I O 	1" 
xe -1"I  Xe .1-x 

''''' 14  1" I *  —P —41k .  —sem =I 
403  -1" 

I l'a 	0 I 	

_ 41"  xls 	14° ea' 	xlk  
ag2 1=1 

413  -ra 
14. 	r i 

( 

e) intsgrenle para oblaner r, y II2, 

Si  la - gi X1-3841 isy451-1(-3x-1)+C 

ay al ')11 allá ll .1011/(2X..1)+C 

he :S Y4513  (-3z — 1)—)/20"2x-1) 

x — e xe /' 1 	1 
Ye  r.  - iFii-ir+ro'''-ida +Sil  
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al sustituir u y u:  no es necesario introducir les constantes de integración, 
puesto que dichos constantes se encuentren boliches en las constantes. Por lo 
tanto (DERRICK W.R., OROSSMM, S. I., 10q: 

yr  -C,('' +cirl -y6 xis g6(i 

Ejemplo 27. Resolver 	+1)›. = esexcurx 

b) La ecuación homogénea correspondiente es(D2  + i)y = 0, su ecuación auxiliar 
es ft12  + 1= 0, de donde sus raíces son mi = 1, Al2 = -1, por lo que: 

yr  = C, cosx +C2  senx 

c) Dado que la solución particular (yFi ) se obtiene sustituyendo les constantes 
C, y C2 por funciones III y 01 , nos queda 

y, = r, cour + u, seox 

d) Sustituyendo en (14a) y (14b), se tiene que 

	

'cosx + uaistox =O   (1) 

	

+mricoes = acrcotx   (U) 

obteniendo u,' y 02', se tiene que: 

I0 aux 
xcof x cos x =  -sena(csc xco$ x) -clu 

	

I
caz *sexi 	mo + "ni x 	1 	

cof x 

Ntil X OS XI 

Icasx O 1 
-osos cm xcotjr cosx(cac sexi x cosa x 

1131. 	 a li C013  X 

	

I

ODIX MI 	 1 	1 

—111111t COLI1 

e) integrando pera obtener er, y rri, 

vi  = - jou x dc li - bobo* 4+ C 

u2 = jale x dr = I( c s c I  x-1)dx =-cotx-x+C 

sustituyendo 



y,. = (-In(senAcosx))+((-co. s - x)sessl; 
y, = -cosxMsenx)- sem sol - nos: 

y, 	-conclolssres) -  cosx - x mur 

per lo tanto 
y, .C, cosx +C2  JIMX -COS X b1(31/1 X)- COSX - X SVIX; 

y, = cosx(C, —1)+C, un x cos xln(sen x)— xsenx 

1132.2 GenerilliacIónds indo*, 

Une .cardón dNerencial de orden n tendré como odución particular 

Y mi  litYt+thri +005+•••+Ilon  

en donde las funciones ni, 112, 	 u, 
se obtienen el blagrar :Muden del Opulento 

Ostenta: 	 s'y, +asir: +1•19,+•••+0.1r. =o 

ailiz"+etthu+11$9,"4....+0.'r.",30  

• • • 

yile-4) 4, lo:  • 	-11 4. 	nip-t) 	yi(e.4) 	R(x) 

Ejemplo Reeohor 	y"' +y'. tos 

b) L.. ecuación ~gines coneepondente es 
r4,/,,, 

urge rocuadón auxiliar es + ■ • O,' os Os: + 1> - O. que tiene como raleen e 

▪ O, " • i, 	" • poi qi1011•0111CióN 00111111111.11111015ee: 

ye  •C, +C2  oros% 4. eau 

e) Dado que la aducido pertiodu lb) se obtiene suallbroade Ne oonsdnió 

Co, Ci  y C, por funciones mi, el  y 
y, ee  +e,carx+e,oes 

cuyo sistema de emociones por reerher es: 

111+02'oesx 	O 
O- el'ecex sicou ■ O 

O- mitcosx - s'ecax = taus 

obteniendo ni', al y 1•11, se tiene que: 
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! 	O 

i tenx 

cosx 
-sena 
-cosa 

ICII X 

Cosa 
-senx len X u,'= 

1 cosa 	sen x 
-senx 	cose 
-cosx 	-senx 

san x + coy
. 
 x 

l'II X - len: 
1 

u,'= 

0 	senx 

O O cose 
O 	tan: - sen x 

I 	cos x 

O -senx 
O -cos x 

SCA X 

COC X 

-sena 

-11111X san X 

1 	cos x 	O 
O -sen a O 
O -aux tanx 

cax sena 
O 	-senx cae X 

-Coa - SIC X 

-3111 X tia x = 	son x tan x 

e) Integrando pare obtener up e?  y u3 

= Pool& • ros(Iecx)+C 

u, = -Jour& = aux +C 

u, 	- 	x tan x dx = - 
co.: 

 dx = 	= 	+frosulx] 
MI X 	 COS X 

= -1 n'ex& + f ca xdx = -In(sec x +tan x)+ sem x + C 

susritulrendo 
y = -Incas x +ces' x - x In(sec x + tan x)+ un' x 

y,. 	-Incas x - sen xln(uc x +tanx)+ I 
Por lo tanto 

yr  = C, +C, cae +Cs  un x - Incoen- senx In(sec x + tanx) + I 

yr  =C, +C, cos x +C) senx - Incosx - sen an(sec x + tan x) 

Ejemplo 29. Resolver 	 x 

b) La ecuación homogénea correspondiente en sirnbologia de operadores es: 
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(o' - 	=O 

cuya «OCIO auxiliar es MI • igt = O,' SI (+11=  -1) = O, que tiene corno ralas a mi  
O, m:  —I, mi  /, por lo que la solución complementaria es: 

=C, +Clf" +C',/' 

c) Dado que la solución particular (y,) se obtiene sustituyendo las constantes 
C2 y C, por funciones u,. 142  y mí  

y, =111  +141 e" +11311  

cuyo sistema de ecuaciones por resolver ee 

+141/1  =O 
0-u2'r +vi tt' =0 

	

0+ ar2't" 	=x 

obteniendo Ni; vi' y vi, se tiene que 

o-s e 
O -r' e 
x o-  e 

1 0 e 
O O I' 

x 	1{-xe} 
= be; 

I e e 	-2 	2  
o -e" e' 
O t" t' 

 

1 t' O 
O 	O 
O 	x 

 

xt" 
—2 2 

y 

 

    

5$ 

drse +re} 2x  
= x 

i{—t-'1' —riel -2 



e) integrando pare Menet uf, M, y ao., 

+C 

ffxlidx = 111 (x - I)+ C 

u3  = f xrdx 41" (-x - I) C 
sustituyendo 

1 	I 	1 	1 I yp 	
2 

+--
2 kx-1)+-

2 (-x -1) 

121 

2 	

II 	I 

y? r 	+-2-X 	-1-  
yr  

I 2  -1 
Por lo tanto RIZ D.G., 161-10: 

Yr 	C,+ 	+C;l1  >1111  -1 
yr  = c+c,e-i+c,e-XX2 
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1.4 Cálculo diferencial vectorial 

1.4.1 Teoría básica de vectores 

Una magnitud(TERRAzAs, v. G., 1-3) es toda aquella que puede medirse; existen dos 
tipos de éstas: 

Magnitud escalar. Es aquella que tolo tienen magnitud, pero no dirección; se describe 
en forma matemática mediante un número real referido a una escala de medición, su 
variación con respecto al tiempo o al espacio es descrita mediante una función cuyos 
valores son números reales, ejemplo, la longitud, la masa, el volumen, la 
temperatura, el tiempo, etcétera (BolicE, W. E., DiPRIMA, R. C.,(1)  771781). 

Magnitud vectorial o simplemente vector. Es aquel que requiere de una magnitud y 
dirección para su especificación completa, ejemplo, la velocidad, la fuerza, la 
aceleración, el desplazamiento, cantidad de movimiento, el campo eléctrico, el 
campo magnético, etcétera (TERRAZAS, G., 1-3). 

1.4.1.1 DeAnkionee 

1.4.1.1.1 Vector 

Se le denomina así al segmento de recta dirigido PQ, desde un punto P llamado 
origen hasta un punto Q llamado terminal. Se denota con letras negritas o letras con 
una flecha encima (ARIRRAV, R., SPIEGEL P. 0.,10  131). 

Asi que PQ se denota por A o A(FIOURA 1.5A). 

Q 

A o 7 
P 

8 

FIGURA 1.5A REPRESENTACIÓN OE UN VECTOR 

1.4.1.1.2 Vector de posición 

Al colocar el vector A, dentro de un sistema de coordenadas rectangulares 
(FiounA 1.50, de modo que su punto inicial quede en el origen O, y el punto terminal de 
A coincida con el punto R en el plano xy cuyas coordenadas son , A, )- Dicho vector A 
sirve para identificar al punto R, y se dice que A es el vector de posición de R. 
Recíprocamente, el punto R o sus coordenadas 	, A,) se puede emplear para 
identificar el vector que va del origen O el punto R. Así que, 

Loa vectores fueron desarrollados por Joslah Willerd Gibbe y Oliver Herilikle alrededor de 1880, 
trabalando en forma Independiente en la leode de la electricidad y el magnetismo (80VCE W. E, 
OPRIMA, R. C.," )  779). 
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A= (A, ,A,) 	 (1) 

sirve para representar al vector que va del origen O al punto R. A los números 
4 y 4 de la expresión (1) se les conoce como la componente escalar x y le 
componente escalar y, respectivamente del vector A (aove,/ w. E., DIPRIMA, R. C.,0  

Y 	
R(AI,A2 ) 

42 

	• X 
O 

FIGURA 1.5e VECTOR DE POSIC1ON 

La magnitud del vector A es la longitud de la flecha e indica el número de unidades 
modulares que tiene el vector, es decir, la distancia del origen al punto cuyas 
coordenadas son (4 , Al  ); éste se representa mediante IAI = A, y por consiguiente: 

=741+AT 	 (2) 

La dirección del vector A es la dirección de la flecha con respecto a un sistema de 
referencia, es decir, es la dirección de la recta que contiene al mismo, a dicha resta 
se le llama línea de acción (MURRAY R., OREO& P. Olv  134-134). 

Ejemplo 1. Determinar la longitud y la dirección del vector Aqui va desde 
al origen hasta el punto R 

Al utilizar la ecuación (2) se tiene que 141=(-2-77-1(3Y 	3.60, es decir, la 
longitud del vector es de 3.60 unidades y tiene una dirección 30° al noreste (o 
sea a 30° del ROMO positivo de x) (PURCEL , E. J., V*ReERO, D.,564). 

4 
Y 

R(2,3) 

O x 

1,4.1.1.3 Vector unitario 

Es el vector que tiene como magnitud a la unidad, Para la obtención de un vector 
unitario a que tenga la misma dirección que el vector A, cuya magnitud es A > O, se 
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procede a dividir A entre su propia longitud, A / A, entonces A = Aa. Los vectores 
unitarios se denotan por letras minúsculas (MURRAY, R, SPIEGEL, P. D.," 135). 

1.4.1.1.4 . Vector tridimensional 

El vector A en un sistema de coordenadas tridimensionales se puede representar 
como una flecha en el espacio xyz (FIGURA 1.5c). Al colocar el punto inicial de A en el 
origen del sistema y hacer coincidir el punto terminal del vector con el punto P, cuyas 
coordenadas son Al , A2, A2, se dice que A, es el vector de posición de P, es decir, las 
coordenadas de dicho punto, Al , A2, A, son las componentes escalares de A y se 
escribe (BOYCE, W. E., DiPRIMA, R. C.," )  790792): 

A 	1 , Al, A,). 	 (1a) 

FIGURA 1.5C VECTOR EN UN PLANO TRIOIAENSIONAL 

La magnitud de A se calcula 

IA1= 1/4+ 4:+ 	 (2a) 

1.4.1.1.4.1 Vectores unitarios tridimensionales 

Los vectores unitarios i, j y k son vectores unitarios que tienen la dirección de los ejes 
x, y y z de un sistema de coordenadas tridimensional respectivamente (FIGURA 1.5o) 
(MURRAY, R.; SPIEGEL P. D.,(2)  135). Sus componentes son: 

i=(1,0,0) jz--(0,1,0) k - (0,0,1) 

1.4.1.1.4.2. Componentes vectoriales 

Todo vector A(A,, A2, Ad, en tres dimensiones se puede representar en términos de i, 
j y k (FIGURA 1.5E). Dado que Al, A2, y A2  son las componentes escalares de A. 

(3) 
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(As, A2, A3) 

A,k 

X 	A2j 

FIGURA 1.5E COMPONENTES VECTORIALES DE UN VECTOR 

A = (A,, A2, A3 ) = (A1 ,0,0)+(0, A2,0)+(0,0, A3 ) 
= A,(1,0,0)+ A2(0,1,0)+ A3(0,0,1) 
=Ali+A2j +A3 k 
	

(4) 

Los vectores A,i, A2 j, A3k se llaman componentes vectoriales de A en las direcciones 
x, y y z, respectivamente, para diferenciarlos de las componentes escalares Al, A2, A3 , 

las cuales son arreglos ordenados de números reales (BOYCE,W.E.;DiPRIMA,ROP78/ -793). 

O 	 y 

rx 

FIGURA 1.5D REPRESENTACIÓN DE VECTORES UNITARIOS TRIDIMENSIONALES 

1.4.1.2 Álgebra vectorial 

Las operaciones de adición, sustracción y producto ordinarias se pueden generalizar 
al álgebra vectorial mediante definiciones adecuadas. Las siguientes definiciones son 
fundamentales (80YCE, W. E., OPRIMA, R. C.,19  781.788; MURRAY, R, SPIEGEL, P.D.," 136138; 
PURCELL, E. J., VARBERG, D., 664-565): 
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1. Igualdad. Dos vectores A - 	) y 13 - 	) son iguales si y sólo si 
tienen la misma magnitud y dirección. Asl, que A = fi al y solo si cada 
componente de A es igual a la componente correspondiente de 13 (FIGURA 1.5A). 

A = 13 quiere decir que A,= A y A, = 
2. El vector que tiene dirección opuesta a la del vector A, pero de igual magnitud 
que A, se denota por - A (FIGURA 1.5F). 

A  

FIGURA 1.5F IGUALDAD VECTORIAL 

3. El vector cero, que se representa como O, es el vector cuya longitud es igual a 
cero. Dado que tanto su punto Inicial como su punto terminal están en el origen 
del sistema de coordenadas, entonces 

= (0,0) 	 (5) 
Asl, el vector O es el vector cuyas componentes son cero. La dirección del vector 
cero esta indeterminada. 

4. La suma o resultante de los vectores A y B es un vector C, obtenido al hacer 
coincidir el punto inicial de 13 con el punto terminal de A, donde C es el vector que 
se traza desde el punto inicial de A hasta el punto terminal de B. Analíticamente 
se expresa C = A + 13; éste método, llamado del triángulo, se ilustra en la 
sección izquierda de la FIGURA 1.5G. 
Un método alternativo para encontrar al vector C consiste en hacer coincidir el 
punto inicial de A con el de B, entonces, C es el vector que coincide con la 
diagonal del paralelogramo que tiene como lados A y [3; éste método, llamado 
del paralelogramo, se ilustra en la sección derecha de la FIGURA 1.5G. 

La magnitud del vector C, es la magnitud del segmento que la representa, su 
dirección será la de la recta que la contiene. 

Analíticamente para llevar a cabo la suma de dos o mas vectores se suman sus 
respectivas componentes escalares: 

	

C = A + - (Ai + A,A2 + 	 (6) 

La suma vectorial cumple con las siguientes propiedades: 

A + 13 ■ 13 + A 	 Ley conmutativa 	 (6a) 
A + (13 + C) ■ (A B) + C 	Ley asociativa 	 (6b) 
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A A 

C=A-B 

is 	A + 

FIGURA 1.5G SUMA VECTORIAL 

5. La resta o diferencia de los vectores A= (4,, A2 ) y 13.,(B,, B2 ) se define como 
A 13, el cual al sumarse a B da como resultado el vector A (FIGURA 1,5H). Así, 

A 	p es el vector C, que se obtiene al trazar una línea desde el punto terminal de 
II hasta el punto terminal de A , donde A y B coinciden en su punto Inicial. Para 
determinar las componentes de C=(C,,C, ), en términos de A y [3, se parte de que 
C 	entonces, al escribir lo anterior en términos de componentes: 

C, = A, - B, y C, = A, - 82  
entonces 

C = A - 	( A, - B„ Al  - ) 	 (7) 

FIGURA 1.5H RESTA VECTORIAL 

6. Multiplicación o producto de un vector por un escalar. Sea A un vector dado 
distinto de cero y m un escalar. Si III > O, entonces mA o Am es el vector cuya 
dirección es la misma que la de A y cuya longitud es m veces la longitud de A. Si 
m < O, entonces la dirección de mA es la opuesta a la de A y la longitud de mA es 
Iml veces la longitud de A (FIGURA 1.50. SI m = O, o el A = O , entonces mA = O, 
es el vector cero. La multiplicación de un vector por un escalar se representa 
por: 

mA 	m(A,, A2 )•(mA,,mA2 ) 
	

(8) 

la cual tiene las siguientes propiedades: 
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m<0 

Si A y H son vectores, y ni y n escalares, entonces 

m(n 	(mn) A • n(m A) 	Ley asociativa 	 (8a) 
(m+n)A=mA+nA 	Ley distributiva 	 (8b) 
m (A+ I) : mA + m H 	Ley distributiva 	 (8c) 

Éstas operaciones algebraicas descritas se pueden generalizar a vectores en tres 
dimensiones. 

FIGURA 1.51 MULTIPLICACIÓN DE UN VECTOR POR UN ESCALAR 

Además del producto de un escalar y un vector en el álgebra vectorial hay dos tipos 
de productos entre vectores. El primero es el producto escalar, punto o interior, que se 
indica poniendo un punto entre los dos vectores implicados. 

1.4.1.2.1. Producto escalar 

En mecánica, el trabajo realizado por una fuerza constante F cuando su punto de 

aplicación experimenta un desplazamiento PQ, se define como (FIGURA 1.5,1A): 

Trabajo=(I /cose PQ =IF PQ cose 	 (9) 

En matemáticas, la cantidad 

IF PQ cos O 

   

es el producto escalar de F y PQ. 

O 

IFI,cose 

FIGURA 1.5JA TRABAJO REALIZADO POR E DURANTE UN DESPLAZAMIENTO PQ ES 

FI PQ COSO 
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14.1.2.1,1 Definición 

El producto escalar M13 ("A punto S") de dos vectores A y B es el número: 

Ae 11 	kilDicos -- AB cose 
	

(10) 

donde O mide el menor ángulo determinado A y B cuando coinciden sus puntos 
iniciales(FlounA 1.5.19). 

e» 	 
proyA B 	A 	proyAB 	A 

FIGURA 1.5.1 PROYECCIONES DE VECTORES DE B SOBRE A. 

Es decir, el producto escalar de A y B es la longitud de A por la longitud de H por el 
coseno del ángulo entre ellas. El producto escalar es un escalar; en donde si el 
producto escalar es negativo, entonces el cos O es negativo y el ángulo entre A y B es 
mayor de 90°. 

1.4.1.2.1.2 Propiedades 

Si A,By Caen vectores, y rn es escalar, entonces (MURRAY, R., SPIEGEL, P. D„ 
136438; PURCELI„ E, J., VARSERG, D., 571): 

A. H. He A 	 Ley conmutativa 	(11a) 
A. (11+ C)= A. 13 + As C 	 Ley distributiva 	(11b) 
m(il• 	(mA)GH = Ao(mH)z. (As B)m 	Ley asociativa 	(11c) 
0,  A. O 	 (11d) 
Si A. H = O, entonces al menos uno de los vectores (A,H) 
es cero o bien A y B son perpendiculares. 
El ángulo que forma un vector A consigo mismo es 0.0, y cos O -1. 
Por tanto, 

Ael\ --1411,41(1)=1Al2 , 	o bien 	1.41...r.7 	(11e) 

Dado que i, j y k son vectores unitarios, 

ie 	 iej.jek.key=0 	 (11f) 
La primera expresión confirma que i, j y k tienen longitud unitaria, 
mientras en la segunda expresa el hecho de que i, j y k son 
perpendiculares entre si. 
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1,4.1.2.1.3 Interpretación geomitica 

El vector que se obtiene al proyectar B sobre la recta que contiene a A se llama 
proyección vectorial de B sobre A, la cual se denota como proyAB, es decir, 1/31cos O es la 

proyección del vector B en dirección A. De igual manera bicos() es la proyección del 
vector A en dirección B, por lo que se concluye que el producto escalar de dos vectores 
es igual a la longitud de uno de ellos multiplicada por la proyección del otro sobre él 
(FIGURA 1.5)c). 

IAIcosO 

• !Bicos° 

A 
FIGURA 1.5JC INTERPRETACIOIGEOMETRICA DEL PRODUCTO ESCALAR 

1.4.1.2.1.4 Cálculo 

Para calcular A•B en función de los componentes de A y B, dado que A=(.4,,A2 ) y 
B= (8,,A). Al aplicar la distributividad de la multiplicación escalar sobre la adición, para 
desarrollar y simplificar, se obtiene: 

As B=A,B, + A2 B2 , 	 (12) 

Ael, para hallar el producto escalar de dos vectores dados, se multiplican las 
componentes correspondientes y se suman los resultados (BOYCE,W.E.,DPRIA1A,R.C.P 
711.791). 

Ejemplo 2. Encontrar b tal que U - (8,6) y y. (3,b ) son perpendicularei. 

Dado que: 	 U • F■ (8X3)+(6X6)-24+6b=O 
En consecuencia, b = • 4 (PURCELL, E. J., VARBERG., 571). 

Ejemplo 3. Encuentre el ángulo entre los vectores U - (8,6) y F- (5,12). 

Al utilizar la ecuación (10), 
A•B = Hielcose 

y despejar O, se tiene que: 

O= 	(8)(5)+(6)'12) .1.05.1
(0.862) 0.532 (o 30.5°) 

(10)(13) 

Criterio de perpendicular. Dos vectores Ay Ei son perpendiculares (ortogonales) si y ido si su producto 
escalar A • B es O (PURCEL, E. J., VARBERG, D.,871) 
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B-41,•1) 

y 	í = (5,12) 

U = (8,6) 

	• x  

Ejemplo 4. si A es la fleche que va del punto P(2,- I) a Q(-3,7), escribir el vector A 
en términos de componentes vectoriales (A li+ A 2 j): 

Al trasladar primero la flecha de modo que parta del origen (ver figura), esto se 
puede realizar restando a las componentes del punto terminal las del punto 
inicial. Entonces, el vector algebraico es [-3 - 2,7 - (-1)] = (-5,8). Por lo tanto 

A. -5i+ aj 
Y 

(-5,8), 
e* 7 ) 

 

x 
P(2,-I) 

Ejemplo 5. Encontrar la medida del ángulo ABC, el cual esta formado por be 
puntos A=(4,3), 5m(1,-1) y  C=(6,-4), como se muestra en la figure siguiente: 

ya 

e A=(4,3) 

• C=(6,-4), 
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Si 	U a BAYA (4-1)i+(3+1)j 	3i+ 4j= (3,4) 

II =Kg (6-1)i+(-4+1)j 	Si 3j- (5,-3) 

jul. V(3)2  +(4)2  =s 

'H1=4(5)2  +(-3)2  = %ía' 

U • 11.(3)(5) + (4)(-3)= 3 

al utilizar la ecuación (11) y despejar o, se tiene: 

O= 	
(S)N

3  34) = cos-I(0.1049)* 84.094 

El tercer tipo de producto es el producto vectorial, o cruz, que se indica por una cruz 
entre los dos vectores 

1.4.1.2,2 Producto vectorial , o cruz 

1.4.1,2.2.1 Interpretación geométrica 

Si A y B son dos vectores distintos de cero, entonces por definición Ax B es un vector V 
cuya magnitud ea el producto de la longitud de los vectores A, B y el seno del ángulo 
que forman, 	

lAx 81=1411BI:ene 
	

(13) 

y cuya dirección es perpendicular al plano determinado por A y B, siendo el sentido tal 
que un tornillo derecho que gire de A hacia B describa el menor de tos ángulos entre 
estos vectores (Fiaum 1.5m). 

Ax B 

1Ax B1=1,41181sen0 

FIGURA 1.5KB INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DEL PRODUCTO VECTORIAL 

Como IBlsen O es la proyección de B en la dirección de A, o sea la altura del 
paralelogramo determinado por A y B cuando se trazan desde el mismo punto, se dice 
que la magnitud 1A x Bj, es decir 141(181 sen O) es Igual al área de este paralelogramo. 
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Ax B =1A2  
al B3 

Az  A, 
B, B, 

Alk 
A Ba 

k 	 (15b) 

i+ 

  

  

   

1+ 

1+ 
A, A, 

A B2 

i Al 	A 

FIGURA 1.51<8 INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DEL PRODUCTO VECTORIAL 

1.4.1.2.2.2 Propiedades 

SI A, By C son vectores y ni es escalar, entonces (MURRAY, R, SPIEGEL, P. D., 
136138; PURCELL, E. J., VARBERG, D., 511): 

Ax B-- Bx A 	(El producto vectorial no es conmutativo) (14a) 
Ax(13+C).AxB+AxC 	Ley distributiva 	 (14b) 
m(Ax B)=(ia A)x B = Ax 	8)2( AxB)In 	 (14c) 
Ax B=0 entonces uno de los vectores A, Bes cero, o bien 
A y B son paralelos 
ixi=jxj=kxk=0 	ixj=k jxk=i kxi=j 	 (14d) 

1.4.1.2.2.3 Cálculo 

Para calcular Ax B en función de las componentes de A y B. Dado que (BovcE, E. W, 
DIPRIAIA, R. C.,(1)  802-805): 

A -- Ali + A2 j + Ajk 	13 = B,i +Baj +83k, 

mediante la distributividad de la multiplicación vectorial sobre la adición, se obtiene: 

AxB=(428, - 4,82 )i +(43 /3, -4,B,) j+(4,B, -44231 )k 	(15a) 

que no es más que la forma desarrollada del determinante, donde los coeficientes i, j 
y k de la ecuación (15) se pueden escribir como un determinante de orden dos, y 
entonces: 

El determinante anterior tiene la misma forma que el desarrollo de un determinante 
de orden tres, por ello se puede escribir Ax 13 como: 
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i j k 
2 4 (15) 

Di 82 B, 

Ejemplo e. Si Ar i+2j-2K y 13.2i-j+3k, delerminer Ax P: 

Al sustituir en la expresión (18), se tiene que (BOYCE, W. E., ()PRIMA, R. C., ," 804): 

AxB.,  

-I 

I 	j 

I 	2 
2 	-1 

2 	-2 
-1 	3 

k 
-2 

3 

-J11 -2 
2 	3 

+ k 
21 

2 	-I 
=41-7j-5k 

Ejemplo 7. SI A=3i -2;44  y Ei= 4inj-3k, d'empinar Ax B: 

Sustituyendo en (16), se obtiene (PIJRCEL, E. J.,VARIERG, O., 004): 

I 1 lk 
4x8=3 -2 1 

4 2 -3 

1-22 -131- 1134 131+ k13  - 	4 
-41+131+14t 

1.4.1.3 Productos btolse 

Por medio de productos escalares y vectoriales entre Irse vedares A, B y C, se pueden 
formerproductoe de la tonna As (8xC), Ax (Rxe) y O. 	IMURRAY,R;SPIE0EL.P.0,1P rn: 

Si I<A,,A2, 	B( ,83, 83) y C(CoCa,C3) son vedase arbitrarlos entonces: 

1.4.1.3.1 Producís ertple escalar 

El cual se denota como A*(8x C), ee decir, el producir» escalar de los vectores A y 
(8x C), en donde el resultado es un escalar. De acuerdo con la ecuación (15b), es tiene 
que: 

-221 

Ao(Oxespe ‘4, 82 4 - A211  

y por consiguiente se puede secribir: 

cii31 (17e) 
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A, A2  A, 

Bi 82 B3 
C, 

La ecuación (17a) es el desarrollo del determinante (17b) en cotutores de los 
elementos del primer renglón (BovcE, W. E., DiPR1PM, R. C.,ív 801811). 

1.4.1.3.2 Interpretación geométrica 

Dado un paralelepipedo definido por los vectores A, f3 y C (FIGURA 1.5i.), donde la 
base del mismo es el paralelogramo definido por B y C con una área de IB xg. El 
vector BxC es perpendicular a Bya C, y la altura del paraleleplpedo es lAlcos O, donde 
O es el ángulo entre A y Bx C. Entonces el valor absoluto del producto escalar de A y 
Bx C esta dado por: 

1A • ( B x C)I =IBxCIIAIcosO  

= (área de la base) x (altura ) 
= volumen del paraleleplpedo 

Si 14 •(B x C)I = O, entonces el volumen del paralelepipedo es cero, lo que significa 
que los vectores A, B y C son coplanares. 

As (Bx C)2 (17b) 

BxC 

B 

FIGURA 1.5L VOLUMEN DEL PARALELEPIPEDO I A *03 x 

Ejemplo 8. Determinar si los cuatro puntos P(4,1,0), Q (2,0,3), R( 1,1,-1) y I,-,-3) 
son coplanares y calcular el volumen del paralelepipedo cuyos lados son PQ, PR 
y PS (f3OYCE, W. E., &PRIMA, R. C.,n)  810412). 

Al definir los vectores 	Pea3i-j+3k 

PR N:2i - k 

PS ni -2j-3k 
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Dado que dichos vectores son los lados del paralelepipedo entonces se procede a 
calcular el volumen del mismo, mediante el triple producto escalar: 

PQe(PRx PS")= 

3 —I 3 

2 0 —I 
2 —2 —3 

= —22 

   

Como PQ• PR x 	* 0, los puntos no son coplanares y el volumen del mismo es ( 	PS 

igual a 22. 
JJJ 

Una segunda manera de multiplicar tres vectores produce la expresión Ax (Bx C), que 
siempre es un vector, y se llama triple producto vectorial de A B y C. 

Existen otras combinaciones en las cuales se verifican las propiedades siguientes 
(MURRAY, R., SPIEGEL, M. R.,(1)  17): 

(A. B)C*MB• C) 
Ae(Bx C).Be(Cx A).C*(Ax B)= volumen del paraleleplpedo con aristas A 13 y C 
Ax (8 x C)*(Ax B)xC, 
Ax (Bx C).(A•C)B-(A.B)C 
(Ax 13)x C,,(A,C)B-(B•C)A 

1.4.2 Funciones vectoriales de una variable escalar 

1.4.2.1 Funciones y campos 

1.4.2.1.1 Función escalar 

Función en la que el dominiei y rango son conjuntos de números reales (FIGURA 1.6A) 
(LEITHOLD, L., 758). 

domInio 	 rango 

FIGURA 1.6A FUNCIÓN ESCALAR 

Es decir, si a cada valor de un escalar u (variable independiente), se le asocia un 
único escalar f(u) (variable dependiente), se dice que f(u) es una función escalar de u. 
Al generalizar dicho concepto; si a cada punto (x,y,z), le corresponde un escalar f(x,y,z), 
entonces este último es una función de (x,y,z) (MURRAY, R., SPIEGEL, M. R.,91  138). 
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1.4.2.1.2 Campo escalar 

Una función j(x,y,z) define un campo escalar, debido a que asocia un escalar a cada 
punto de una región R en el espacio (MURRAY, R., SPIEGEL, M. R.,0  3). 

Ejemplo 9 . La temperatura de cualquier objeto (o espacio físico delimitado) se 
define como un campo escalar, al fijar ejes coordenados de referencia con 
respecto al objeto, es decir, a cada punto éste le corresponde un numero que 
es la temperatura de ese punto en un instante. 

Ejemplo 10. La funciónfix,y,z)=x5-z2 , define un campo escalar. 

1.4.2.1.3 Función vectorial 

El dominio de la función es un conjunto de números reales y el rango es un conjunto 
de vectores (FIGURA 1,8B), es decir, si a cada valor de un escalar u (variable 
independiente) se le asocia un vector F (variable dependiente), se dice que F es una 
función de u denotado por F(u) (LEITHOLD, L., 

En un plano tridimensional se puede escribir como: 

F(u)=fi(u)i +fi(v)j +fi(u)k 	 (18) 

donde f,(u), f2(u),Mu) son funciones escalares de variable u y se llaman componentes 
de F(u), 

Al generalizar, si a cada punto (x,y,z) le corresponde un vector 1., el cual es una 
función de (x,y,z), se puede expresar como (MURRAY, R., SPIEGEL, M. R.,(21  138): 

F(x,y,z)=J;(x,y,z)i + fi(x,y,z)j + fdx,y,z)k 	 (18a) 

dominio 	 rango 

FIGURA 1.6B FUNCIÓN VECTORIAL 

1.4.2.1.4 Campo vectorial 

Una función F(x,y,z) define un campo vectorial debido a que asocia un vector a cada 
punto de una región R del espacio (MURRAY, R., SPIEGEL, M. R.,0  3). 

Ejemplo 11. Las velocidades en cada punto (x,y,z) en el interior de un fluido en 
movimiento, en un cierto instante, definen un campo vectorial, 
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Ejemplo 12. V(x,y,z)= xyi-2yzj+xzk, define un campo vectorial. 

1.4.2.2 Cálculo para funciones vectoriales 

Una función vectorial F de una sola variable escalar r, asigna a cada valor de t en 
algún intervalo un único vector Fffi, ejemplo, una función vectorial definida por: 

	

Nr-9,(t), 	Mi)] 
2 /iN i  +/YO j +j,(0 k 	 (18b) 

donde f,(r),f,(t), y h(r) son funciones escalares de t (HSU, H. P., MEHRA, R., 41). 

1.4.2.2.1 Limite y continuidad 

En forma intuitiva, 	 Irm 	 (19a) 
1-.11 

significa que el vector F(t) cuanto t -) a es el vector L, es decir, F(r) se mueve hacia la 
"posición" ocupada por L cuando 1 --> a (FiGuRA 1.7). En el límite, la longitud y dirección 
de 1.  deben coincidir con la longitud y dirección de L 

Al suponen que L y F(r) están situadas de manera que coinciden sus puntos Iniciales; 

	

cuando F(r) tiende a 1, el vector diferencia 	- L debe decrecer hasta cero, lo cual 
equivale a decir que su longitud IF(1)- LI se hace cero cuando r -9 a. Esta longitud es 
una función de valores reales de una sola variable r (PURCELL, E. J., VARBERG, D., 575). 

ro-fioi +JIM +fiOk 

FIGURA 1.7 UMITE DEL VECTOR him(t) = 
1-10 

En base a lo anterior se dice que: 

Sea F(i)= kr) i + jwo j + kr) k una función vectorial de t. El limite de f(r) cuando r 
tiende al número a es el vector L si, y sólo si, el limite IF(r)- LI de cuando r tiende a a 
es cero. Es decir, 

= L 	a 	ilm1F(1)- = 	(19b) 
1-fa 	 1-fa 

Si 1-0 tiende a L como limite, ello significa que las componentes de f.  tienen como 
limite a las componentes correspondientes de L. Al expresar a F(r) y a L como: 
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(t)•fioi +MI» +.tow 	y 	• L: +L:' + L,  
se tiene que: 

Jim, al • 	lim (t) 	J;(1). 4. y len MI). 	(20) 

Dicho equivalencia significa que se puede calcular los Miles de funciones con 
valores vectoriales componente a componente (FINNEY. R NOMAS, G. 8,. 783). 

Ejemplo 13. Hallar el ii»! , a), si la función es la siguiente: 

aja e . + sem + 
 3+/1111+ t) 

Los limites de las componentes de l'o, cuando r -) 0: 
r• +  lime =1, 	limo re— =1, 1-4 	j

nt 	hm 
t-4 3++111(1+r)

-2 
 

Por lo tanto (MC MISTAN, R 8,81): 

1 os' ai 4.2k 

Ejemplo 14. Hallar el lira i (1), ti la función es la siguiente: 

:Ofig _I; [_3r2,1; *fi +r -6 ;  
r -2 

Los limites de les componentes de F(t), cuando r -40 son: 

Ilm— O. t-se 
ii..11.31.2,1. 	 + -6 3.  

-2 

Por lo tecito (NIRCELL. E. J., VARIIERG, D„ 5818: 

ti 	FO= .3! +3k 144) 

La continuidad de una función vectorial se define como: 

Una función vectorial f.«) es continua en a, si F esti definida en a; si existe el //mío 

Y 
lim 	F(a) 	 (21a) 

Ello significa que el vector L de la ecuación (19a) debe ser el mismo que F(a). MI, la 
ecuación (21a) es equivalente a los lindan de las tres ecuaciones escalares, de modo 
que (1) es continua en a si, y sólo si, cada componente de r es continua en a (80YCE 
E. W., OPRIMA, R. C.," 821429; FINNEY, R L, IHOAIAS, G. 8., 781.783). 

z(t)- z(a),z(1)- f2(a), 	li  MI) = r)(a). 
	(21b) 
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Ejemplo 15, La función 

F(:)= 7it  + (sent) j +in(I + 12 ) 

es continua para todo valor de t>0, ya que cada componente es continua para 
t>0. Sin embargo, F es discontinua para t 5 O, ya que, 	la primera 
componente de F, no esta definida para t 5 O (FINNEY, R. L., THOMAS, G. 8.,784). 

1.4.2.2.2. La derivada 

Sea F(t) una función vectorial de la variable escalar r: 

At 	et 
A F- F(t + át)- F(t) 	 (22) 

donde á F es un vector y er es un escalar, de modo que el cociente áFiAt ea un 
vector (FIGURA 1.8A). Al considerar el limite del incremento de t (át), cuando tiende a 
cero (ár -4 O), para obtener la derivada esta se representa mediante E '(1), o dridt. Ad, 

F  ,m.d F  _ ion  F(t +át)- F(t) 	 (23) 

al existe el limite (MURRAY, R., SPIEGEL, M. R..1'1  35). 

F(t+et) 

e F= Fo+Ao 

F(t) 

FIGURA 1.8A DERIVADA DE LA FUNCIÓN F(t) 

1,4.2.2.3 Interpretación geométrica de la derivada 

Si F(t) y frr+ N) son los vectores de posición de los puntos P y Q respectivamente 
(FIGURA 1.88) en la curva definida mediante la función vectorial E entonces el vector 

F(t+ 	-F(t), o sea PQ es el vector secante entre los puntos P y Q de la curva. 
El vector que aparece en el cociente de las diferencias en la ecuación (23) es 

proporcional a PQ, de hecho esta dado por PQM: . Si existe el limite en la misma, esto 

es, si PQ1 át tiene un limite cuando ist --> O, y si el limite no es cero, entonces este 
vector limite F'(:) es tangente a la curva F(t) en el punto P y apunta en dirección positiva 
con respecto a t (FIGURA 1.8c). 
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ESTA TESI 
SAill á LA kilifikk 

La recta tangente a la curva I (t) en el punto P que corresponde a t=a es la recta que 
pasa por P y que es paralela al vector ya). 

x 
FIGURA 1.8a INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LA DERIVADA DE UNA FUNCIÓN VECTORIAL 

Alternativamente, si se considera a 1(t) como la ecuación que describe a la posición 
de una partícula en movimiento en el tiempo t, entonces F'(,) es la razón de cambio de 
la posición de la partícula con respecto al tiempo. En otras palabras, Fyt) es la 
velocidad de la partícula, y es tangente a la trayectoria en que se mueve la partícula 
(BOYCE, E. W, OPRIMA, R. c." 824830). 

FIGURA 1.8c INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LA DERIVADA DE UNA FUNCIÓN VECTORIAL 

De igual manera, se establece que la función F(t) es derivable respecto a r si, y sólo 
si, lo es en cada una de sus componentes: 

Dada una función vectorial (FINNEY, R. L., THOMAS, G. 8., 782-784).: 

ro=fioi +fioi +firok 	 (18a) 

la derivada de dicha función se puede expresar en términos de componentes: 
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F(t+ ád)- F(1)  21.5 	+ 	A(i 4. mai) - f;  j  
.v.0 	At  

lim 	Al)-h(f)  

JiYa)' 	+11Yan 

. 	De esta manera, F yo es el vector cuyas componentes son las derivadas de las 
componentes correspondiente dei 

Ejemplo 16. La derivada de (FINNEY, R L, THOMAS, G. a,784) 

Ao». (se?? t)i + (In t)i +[tan13t)] ti 

es 	 A yo= [2 sen t ros tli + 4. 3  

Ejemplo 17. La derivada de: 

IVO anglan,17 • + 	k 
tsi • 	x 2 

Ayo. 	I,--i 3t-h
' 	

I  	k 
(2x+6)% x+2 ' Nrx-( x 

Las reglas para la derivación de funciones vectoriales son similares a las 
correspondientes para funciones escalares con una excepción. Para diferenciar el 
producto vectorial de funciones vectoriales, debe conservarse el orden de los factores, 
debido a que el producto vectorial no es una operación conmutativa. 

Si kr), 130 y Co son funciones vectoriales de una variable escalar r, f(r) es una 
función escalar y ces un escalar, entonces (HM), H. P., MEHRA, R., 44; PuRCELL. E. 
J., VARDERO, 0., 576): 

A(t) + [3(t) )- A + yo 

114 cilio 1. cAw 

-14 f(0 )- /0 A» • 1f AN 

11 [ A(r) • B(t) 1- A(0 • 8 + AYO • BO 

- (11 [ 	x 	x 14  + A yo x 

A(r) • B(r) x Co - A yo 	x co + A(i) • fi x co+ A(r) • B(t) x C 

lo 

(24) 



x( 	x cro 	1 yo 	x (s) ]+ 	x[ PVt) xtio 

- 	(1) x[ 	x 	) 

(2 +I); - 12  i +sen.t.k 
2 

t • 	ffi r(o= -
2 

+ ros— 2t k. 
2 

d determinar -[ Affishro ] y evaluar dicha expresión cuando 5=1. 

Dado que (I30YCE, E. W, DiPRIMA, R. C,, 832.833): 

A yt)z: 1-21j +5.cos-nk 	 !--r sent• j - 2 k 

	

2 2 	2 2 2 

entonces, 
f[ Aro • B(t) 1- A(t). Byt)+A» • Ffro 

se obtiene: 

:14[ A(t) • B(t) ] - C 2 2 1  -2 
	2 

1 r i 2 sen I  -- 2 sen " -L 	
2 

	

+I  1  -21 Zr 2 	irt] 

	

i 	coscosT- rcos-2- 

	

(ff 2 	 *5( 	ff) 
=1+1 -sem— -I +2)-2ices— 1+ - 

2 2 	2 	2 
Cuando r=i, se tiene que: 

n 
-d-i  [ 	e DO )1 =1+1-(í+2)=- 

Ejemplo 19. Si f(r)= y Attjat'i+C j determinar gdi-[ f(r)A(r) ]: 

Dado que (PURCELL, E. J., VAREE% D., 571): 

./.'(1)= 312 	 AY1)=21i-ts  
entonces, 

se obtiene: 
1[10 IVO f(0 	kt) 

.517 [ RO A(t) I- 1(2ti-1-1  0+ 30 (5 2 i + j) 

=5i 4 4(312  - 

Ejemplo 18. SI 
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1.4.2.3 Longitud de arco 

Sea una función vectorial (BOVCE, E. W., OPRIMA, R. C., 824,835437): 

R.R(:)=0)+ 00+ ri(i) 
	

(18b) 

en la cual 1 esta en el intervalo ast 5 b, entonces, para cada valor de t en el 
intervalo, la ecuación (18b) determina un vector R que se considera como el vector de 
posición de un punto P. El conjunto de puntos obtenidos de esta manera forman un 
arco O Curva (FIGURA 1.9A). 

Si t representa el tiempo, entonces la curva es la trayectoria seguida por la partícula 
que se mueve conforme a la ecuación (18b), en donde la flecha de la FIGURA 1.9A 
indica la dirección del movimiento. Los puntos R-R(a) y R-----R(b) se llaman punto Inicial 
y punto final respectivamente. Al dar una partición del Intervalo [a,b) en n 
subintervalos, de modo que, 

a =to  < t, <12  <.,.<4_,<s„=b 

la norma de partición es la longitud del intervalo más grande. Para un punto t, 
arbitrario de partición, al evaluar en R(r,), se determina el punto P, correspondiente en 
la curva (FIGuRA 1.90. 

t=b 

FIGURA 1.9A ARCO FORMADO POR LA FUNCIÓN R(t) EN EL INTERVALO a 5 r lb 

Posterior a ello, al trazar segmentos de recta de Po  a pi , de P, a P2 , y as( 
sucesivamente.(FiGum 1.9c). Y sumar las longitudes de todos esos segmentos de 
recta, se obtiene la longitud de una poligonal de aproximación a la curva dada. 

La longitud del segmento de recta que une a Pi., con P, es(FIGuM 1.90): 

=1/1(0- 	 (25a) 

Por lo tanto, la longitud de la poligonal de aproximación es: 
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tiR(1)-  RO,_, 	 (25b) 
0.1 

Si la suma de la ecuación (25b) tiende a un limite, cuando la norma de partición tiende 
a cero, entonces este valor se define como la longitud de la curva: 

4,0= lim EIR(d-R(6.,)I 	 (25c) 
,A1'40  

al 

La expresión del lado derecho de la ecuación (25c) se convierte entonces en una 
integral. Al multiplicar y dividir el iésimo termino de la suma por e r, = 	> 0, 

1(a,b) = Ifm Id- R(1,-1) 
r 

e r 	 (25d) 

   

Dado iti(r) que es continua, entonces existe el limite de (25d) y la longitud del arco 
esta dada por la integral: 	

e 
l(a,b) = 	dt 
	

(25e) 
a 

FIGURA 1.9B LONGITUD DE ARCO: PARTICIONES 

x 
FIGURA 1.9c LONGITUD DE ARCO: TRAZADO DE SEGMENTOS 
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Si 	 R 	R2(1)l R,(r)k 

entonces, la ecuación (25e), se puede escribir como: 

J
E[R, ,(,)]' +[,„,(,)]2  +[„,,(,)]'r di 	 (25f ) 

FIGURA 1.9D LONGITUD DE ARCO 

Ejemplo 20. Hacer un dibujo de la gráfica del arco (BOYCE, E.W., &PRIMA, R.C., 
824-825): 

	

-Li 	+ 2 cos /1-1- j +21k 	-11,51 

	

2 	2 

Las ecuaciones paramétricas correspondientes son 

1 

	

x =
2 	

y .2cos— ff z =2i. 
2 

De acuerdo con la primera y tercera ecuación, 4x +z =O para toda t; asl, el 
arco queda en el plano 4x +z =O. En la tabla siguiente se registran las 
coordenadas de los puntos que corresponden a diversos valores de t. 

En base a dicha tabla se puede observar que t varia desde -I hasta I, la 
componente x de R disminuye, y aumenta la componente z; la componente y 
aumenta para -I 5 t 50, y disminuye para O s t 51. 

Además, las componentes x y z son funciones impares de t, mientras que la 
componente y es una función par. Al emplear esta información, se puede trazar 
la gráfica que se muestra en la siguiente figura: 
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Q(0,1,4)01 t F f 

Ejemplo 21. Se tiene la curva representada por 

R(r)sCOS i +un j+Itlk 

Determinar la longitud del arco que une a P0(1,0,0) que corresponde a 1-0, con 
el punto Q(0,1,0) que corresponde a t = el2 (Ver figura). Además, determinar 
la longitud del arco desde 	hasta el punto P que corresponde a un valor 
*Mitrado de r. 

P Mt  

P0(1,0,0) is = O 

Al derivar la ecuación, se obtiene: 

R yo • sem + cos ri+tk 

es 



asi, 	,inol=[(-send +(rarr)2 	= ff.4.7 

Entonces. de acuerdo con la ecuación (25e), la longitud del arco de Po a Q es: 
42 

2
111-1717  dt 
o 

la sustitución r = tan O transforma esa integral en: 
ardan rt2 

1(0,1
= f sea' dO 

2 o 
Al evaluar, el resultado es: 

10,-2/1= l[sec 9tan 0+ loisec eitaji6i]Ir“..2  

o 

=2[2  i+ +In 1+7+7 	2.79 - 	 /12.,  

Representando la longitud de arco de Po  a P mediante r(r) para destacar que depende 
del valor de r, entonces al emplear nuevamente la ecuación (25e), se tiene que: 

r(r) 1(04 = JIR'( r)I dr 
o 

= 	1;72  d r. 
o 

cambiando la variable de integración a r para evitar confusiones con la variable 
independiente t en el limite superior de integración. Evaluando dicha ecuación, el 
resultado es: 

s(r)=-1[Nri+7+M(111+7+r)] 

1.4.3 Funciones vectoriales de más de una variable 

1.4.3.1 Fundonse de dos o más variables 

Función mal de dos variables reales. Función f que asigna a cada par ordenado 
(x,y) de algún conjunto D del plano, un número real único f(x,y). 

Ejemplo 22. Dadas las funciones 
f(x,y)= +3y1 	 g(x,y)=24:1; 
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entonces; 
f (-1,4) = (4+14)2 .49 y g(-1,4)=2(-1)47$ = -4 

Si :=fix,y), se dice que x y y son las variables independientes y z es la variable 
dependiente, lo anterior se puede extender a funciones con tres variables (o aún n 
variables reales) (LEITHOLD, L., 349). 

La gráfica de una función de dos variables x=f(x,y), por lo general es una superficie 
(FIGURA 1.10) en donde a cada par ordenado (x,y) del dominio le corresponde un solo 
VIII« de z (PURCELL, E. J., VARBERG, D., 634). 

Xlorninio 

 	• Y 

x 

FIGURA 1.10 GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN DE DOS VARIABLES z=f(x,y) 

1.4.3.2 Derivadas parciales 

1.4.3.2.1 Derivadas parciales de funciones escalares 

Sea f una función escalar de dos variables x y y, si y se mantiene constante, es decir, 
y = y., entonces f(x, y.) se convierte en una función de una sola variable. La derivada 
para x = x, se llama derivada parcial de f con respecto a x en (x0 , yo) y se denota 
comof,(ro , Yo ). Por lo tanto, 

	

fax y )= firn 	f (ZO 11,Yo)-1.(xo,Y0) 	 (26) 

	

'6240 	 AX 

si el limite existe. En forma similar, la derivada parcial de f con respecto a y en (x, , yo) 
se designa como fy(x. , y,) y esta dada por la expresión (PURCELL, E. J., VARBERG, 0.,640): 

f,( n,yo). 	f (xo, Yo + AY)— f Y.) 	 (27) 

	

Ay-oo 	á y 

Ejemplo 23. Encontrar fr(1,2) y J;(1,2) el f (x,y)= x2  y + 3 313  

Para encontrar f,(x,y) se considera a y como constante y se deriva con 
respecto a x, para obtener 

fjx, = 2.xy + 

87 



entonces. 	 131,2)=2(1)12)= 4  

Análogamente. 	 (r. y1= r2 + Q t.' 

y asi 	 f,(1,2)=(l)2 +9(2)2  =37 

Si z=(x.y) al utilizar las siguientes alternativas de notación, se tiene: 

	

ti( s.3,) t4: 	(7f(x.Y)  z(v,y)= 	= Jf(x,y)  
dx ch 	 ('y ay 

	

xo Yo = 	 ( ro Yo) = 

Ejemplo 24. Si = x2  sen(xy 2 ), encontrar ch/c9x y dz/Jy 
entonces: 

x2 Ó sen(xyl+ senGy2 )-19-fx (x 2 ) 
dx c9x 

= x 2  cos(1y2 )-(10x (xy 2 )+ 2 x sett(xy2 ) 

= x 2  y2  cos(xy2 )+ 2x sen(.92 ) 

= 2x 2  y cos(xy2 ) 

Sifes función de más de dos variables, se amplia el concepto de derivada pardal de 
manera natural. Por ejemplo, si se supone que f es una función de tres variables 
(DOYCE, E W, CIPRIA«, R C.,892). 

w=(x,y,$) 	 (28) 
Entonces 

/.. , ..o  5_ / f(Xo+AX,Yo,Zo) —I(ro,y0,;)  
013.14° Y ' z' 1 1  - Al 	tu 	

(28a) 

siempre que exista el limite, es el valor de la derivada parcial def con respecto a x en 
el punto (xo ,y,,4). Esta cantidad es la razón de cambio del' con respecto e x en este 
punto. Análogamente, las derivadas parciales de / con respecto a y y a z en el punto 
(xo ,y,,,„;) están dadas por 

of ( 	)_ iim  f(xo,Yo+ AY . zo) - f(n.yo,;) 	(27e) oy  xe,Y0.; 4,40 	Ay 
  

af „ 	f (x„, zo  + Az) - f(x„,y„,;) 
Yo -o I = Az 

Y 
(29) 
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siempre y cuando existan los límites. En los tres casos sólo se permite que verle una 
varial4e independiente, mientras 'que las otras dos se mantienen constantes. La 
definición de derivadas parciales para funcionei de más de tres variables es análoga. 

Ejemplo 25. Sí f(x,y,z)= (x2  -2y)(3x + :I ). determinar las derivadas parciales 
def con respecto a x, y, y respectivamente (130YCE, E. W, OrPRIAIA, R. C.,892-41). 

= (x2  -2y)--f-
V'

(3x +:21+(3x +:2 )-19--(x2  - 2y) 
( 

= (x2  - 2y)(3) + (3x + :2 )(2x) 

= 3x2  -6y + 6x2  +2x:2  

= 9x2  - 6y + 2.1a2  
Análogamente, 

-141(x,y,z). (x2  -2y)-LE3x + z21+ (3x + :2 )2-42  -2y) 
e5y 

= (x2  -2y)(0) + (3x + z2 )(-2) = 	-2z2  

1(x, y ,z) (x2  -2y)1[3x + 	(3x + z2 )1(x2  -2y) 

(x2  - 2y)(2z) + (3x +:2 )(0)= 2x2z-4yz. 

Los conceptos de limite y continuidad de funciones de una variable se pueden 
generalizar a las funciones de dos o meis variables. 

1.4.3.2.2 Interpretación geométrica 

Dada una superficie cuya ecuación as z=f(x,y). El plano y = y, intercepta esta 
superficie en la curva plana QPR (FIGURA 1.11A) y el valor de f,(xo ,y0 ) es la pendiente 
de la recta tangente a esta curva en P[x,,,y„,f(xo ,y„)]. 

De la misma manera, el plano x = xo  corta la superficie en la curva plana LPM (FIGURA 
1,11e), y Z(x„,h)es la pendiente de la recta tangente a esta curva en P (PURCELL. E.J., 
VARBERG,(1,641). 

1.4.3.2.3 Derivadas parciales de orden superior 

Una derivada parcial de una función en x y y es, en general, otra función con las 
mismas dos variables, a la cual se puede calcular su derivada parcial, ya sea con 
respecto a x o a y, con lo que resultan cuatro segundas derivadas parciales de f (Me 
QUISTAN, R. 8., 9608): 

(df ,92 f (df) 02 f 
77; r 2  f" 75; 79.7' -07 

19 

Y 

, 



df )_ r)2f 
dx 	ely dx 

f(xo,y0 )= pendiente de t 

FIGURA 1.118 INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LA CERNADA PARCIAL DE LA FUNCIÓN 
z=f(xy) CON RESPECTO Ay. 

Q 

4211. ollf 
oxkon ax dy 

f,(xo , yo )- pendiente de t 

FIGURA 1.11A INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LA DERIVADA PARCIAL DE LA FUNCIÓN z=f(x,y) 
CON RESPECTO A x. 

Ejemplo 26. Encontrar las cuatro segundas derivadas parciales de (Hsu, 
MEHER4, R., IM): 

f(x,y)= xeY - sen(x/ y)+ x52  
entonces: 
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.f,(x,y)= - -i-cos(14-34' 
Y Y 

fax,y) 	+—x  cos(!- 
y

)+2x 2y 
y 2   

I f„(x,y)= --r 	xsen(-)+6xy2  
y' 	y 

f,,.(x.y)= x(' + 	se n(1)-15-co.s.(I + 2x3  
yl  y y' y 

Ly(x,y) = €1 - 1senV-)+ 2-cos( 5-)+6x2  y 
Y )  Y Y' lY 

f„(x,y) =--x-sen(3 -)+ j-cos(I)+ 6x2  y 
Y' Y Y 2  Y 

Las derivadas parciales de órdenes tercero y superior se definen en forma análoga. 
Mi, lútea una función de dos variables x y y, la tercera derivada de jque se obtiene 
mediante la derivación parcial de j, primero con respecto a x y después dos veces con 
respecto a y, se indice mediante: 

d (0'21 
(1; dydx dy2  dx i

f 
" 

1.4.3.2.4. Derivadas parciales de una función vectorial 

Sea A una función vectorial de dos o más variables escalares, por abemolo de x, y, z, 
orto es, A= Ao, y, 4. La derivada parcial de A respecto de x es, por definición, 

,4(x 	+ 	A(x,y,z)  A - 	 (30) 

si existe este limite. Análogamente, 

d A 	hm 
 A(x,y + áy,z)- A(x,y,z) 

dY AY-•0 	 4Y 
21_5  A. um  A(x,Y,2  + )- 4(x,y,z) 

4,40 	 áz 

son las derivadas parciales de A respecto de y y de z, respectivamente, siempre que 
los limites existan (MURRAY, R., SPIEGEL, M R.,(9  36.38). 

De igual manera dicha función vectorial expresada en componentes vectoriales: 

A 	A(x,y,z) = j(x,y,z)i+j,(x,y,z)j+f,(x,y,z)k 

(31)  

(32)  
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Al aplicar la definición de derivada parcial , se encuentra que: 

rf,  
0X 	01C dx 4.  0X 

ef '  
• (9V dy dy 

f, • df, 0 f 1 +  
ds dz dz dz 

Ejemplo 27. Derivar parcialmente con respecto a x, y, y z, la siguiente función 
vectorial: 

A(x,y,z).!.-221i +xyzj 

Al aplicar la definición de derivada parcial, se tiene que: 

1A- 
dx z 

1-2 A= 
dy z 

i+xvi +e-Y" k 
' 

Las derivadas de orden superior se definen de la dame forme que en el caso de 
funciones escalares: 

01 ,., 08 A‘ 
, 

x2 	dx
, 
 dx 

ny 
 

(9 2 	d 
dxdy dx dy A),  

02  A_ 0 0 Al  
dy2 	dy

a, 
 dy 

0 2 	0 0 
dydx 

A-- 
dy dx 

(—A), 

--A=-(
dz A) 

ch2  dz  

2  0 2 
dx0: dx dz 

Las reglas de la derivación parcial de vectores son análogas a las del cálculo 
diferencial ordinario para las funciones escalares. Por lo tanto, slAyBson funciones 
de x,y z, se tiene (BEL4UNZAR4N, G. E., FRONTANA, D. B., ET. ALL., 96): 

dx 	 dx 
(A.11) = A. 19--B +-1-7  A • B 

--O---(Ax13)= Ax 2-13 
dr

x 
dx 	dx  

(2 2 d 	 d (A•13)= 	—(A• B) 1= —[ A• B + --A •B 
dydx 

 

	

y 	dx 	d y 	dx 

=A• '71  B+ -2-AsiB+1A•2-1-5-1- (92  A• B 
dydx dy dx dx dy dydx 
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1.6. pperaciones vectoriales 

1.6.1 Gradiente 

Si f(z,y,z) es una función definida y derivable parcialmente en cada uno de los 
puntos (x.s..7) de una cierta región del espacio (donde f define un campo escalar 
derivable), entonces el gradiente de f(x,y,i) es un campo vectorial. el cual se denota 
por Vf o grad f, y se define como(MURRAY, R.. SPIEGEL M 	136): 

9rad f (s.>.  :I=Vf 	 f (x,y,:) 
ex dy 

f + 0 f f 
dx dy ! '0: "  

donde el símbolo V (delta invadida, se lee como "fiable), es un operador diferencial 
vectorial y se define por: 

	

, 0. 0 d i 	d• 
az 

v 	 I 	 + 

	

dy az 	¿Sr dy 0: 

dicho operador vectorial gota de propiedades análogas a las de los vectores 
ordinarios ~net R, SREGEl. M. R,iu 

Ejemplo 1. Dada la función f (x,y,z)=Inf+-1--71  , obtener el gradiente: 
z +1 

	

vi.=  Fe  d 	 inFc 
z+1 dy z+1 dz z+1 

• 
y  

i(x+yz —1—)i+I3  x+yz 	 1+1(Hi+ 3 x+yz ( 	. - )k  3 	•  

Ejemplo 2. Dada la función f (x,y,z)= f ara  x  - , obtener el gradiente: 
cosxz 

V  i. = (an 
1+  

y 	tanxy: 	tanxy v 	— j+ — 
dr cosía dy cosa dzCAIZZ 

ycosxz sec2 xy+ztanxy senxz 
 I
• 
+ 

x sec2  xy 

j+  XI 

an ay + seoxz  k  

	

COS2  XI 	 COS XI 	COS2  XZ 

1.6.2 Divergencia 

Sea V(x,y,z).,  Vi i+V2 j +i,,k una función vectorial, donde 11,, y2  y y, son funciones 
continuamente derivables con respecto a las coordenadas x, y y z; y V es un campo 
vectorial derivable, entonces la divergencia de V, representada por y •V o div V, se 
define como: 

(1)  

(2)  
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div ; • VeVe(-
dx

-7 
 

dy d: 
• (215.+ 25.+ M 
dx ay d: 
	 (3) 

La div V es un campo escalar (BOURNE, O. E., MORREY, C. B., 107409; PURCEU, E. J., 
VARBERG, a, 733). 

Ejemplo 3. Obtener la divergencia de: 

V = liang tan  i+ 	angssnxz 	j+ xz k 
in(3x+:2) in ( 1?2! 

coYE ) mi( + s) (I + s) 

1. 
Ejemplo 4. Obtener le divergencia de: 

11•1 
X2 _ k 

y+x s+y 

y  ev .2. 	+ 2.  1+y+ 

ds 

 e2,1 
r y+x dy s+y  

2xy+x' 	z-I  
(Y+4 2jr+7: + yP 

1.5.3 Rotacional 

Dada una función vectorial V(x,y,z). El rotacional de V, representado por VxV o rot V. 
se define como: 

V x V ...(-5-;-7:14.2-j +2-k) x(v,i+v,j+V,k) 
dx 49y pz 

I j k 
O d 

Oz 
yiv,y3 
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d 
y 797 
Vi Vi 

 

dx ds 

 

d 
x 	vi. 

    

     

002.5 	)j+( _)k  
dy dz ds dx dx dy 

El rot u un campo vectorial (P(.NCE!, E. J., VAREN« D. 113). 

Ejemplo 5. Obtener si rotecional de: 
vAkai. Y k 

y x 
entonces: 

vxV4111,-21) 	 k 

-1 
s s : y' 

Aiernplo Obtener el relacional de: 

V-Fii4cosnli,bk 
y 

entonces: 

vxV 	+Ion x"} 	
21  

-10  P
) 
 I j. saing--[---t-  k 

Y y 	
21 	Y  Y  2 

IY 

t1Y  + 1Sin X
y
1+ -1EY  

yl  y 	2:1  y y 24 x)N 

1.0.4 identidades del gradiente, divergencia y Mociona, 

Si A y B son funciones vectoriales derivables; f y g funciones escalares derivablee en 
todos los puntos (x,y,z) de une región del espacio, Monees "ORNE, O, E.; KENDALL, 
P.C., 117410; MURRAY, R., SPED& M. R.,111  14): 

V(f + 	Cif + Vg, o bien, grad + 	grad/ + grad g 

57 (fha f V g + gyl; o bien, grad (fg)=fgradg + g grad f 

V *0+0 =V • A + V • B, o bien, div (A+B) = div A + div 8 

vx(A+B)- vxA + V x 8, o bien, rot (48)= rot A + rot 
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v•Ir1-trfle.•+.1(v•A) 

vx(P)-  (Vrtx 4f(v x A) 

Ve( Ax B)- •(V x - A • (Vxli) 

vg( Ax8)-(fl ev)A - B(vo A) - (A*5)11 A (Ve 13) 

v ( :11)F.)=( •V)A+ (A •v)b + x(vx/k) + Ax(vx 8) 

Sil y A tienen segundas derivadas parciales continuas: 

v x (vf ) = 0 	El rotaclonal del gradiente de ja cero. 

(vef ) 	El gradiente de la divergencia de f es un campo vectorial. 

ve(v x A ) = 0 	La divergencia del rotecional de A ea cero. 

v x(17 x A).v(v•A) -IPA 	El rotacional del rotecional de A, ea 
un campo vectorial. 

1.L4.1. Operador Leplaclano 

Formelmente, es el "cuadrado' del operador *nabill, dicha relación se ***ende al 
observar que, 

viv. 
dx

(1++21).(1
dx

+
dy

+1.
011'2+d,

-  02  21-+-1-2  (5) 

por lo tanto, al emplear la notación ve V 

El operador leplaciano puede actuar sobre un campo escalar jo sobra un C111110 
vectorial F. 

f 	d 2  f (22  f f •V •( 	 (5) %7 f)§.-7,Try-+w- + 0:2  

es el Laplaciano de f (divergencia del gradiente f ), el cual es un campo escalar 
(BOURNE, O. F., KENDALL P. C., 113417). 

Ejemplo 7. Dada la función escalar, f = 	1 	(x2  yi z2) 
1 

obtener el Laplaciano. 

Al sustituir dicha función escalar, en la ecuación (6), se tiene que: 

y 1f 	2- [(x2  + = 	
r

7'2 	+z2 ) 
a2  
—
dr'  

[(x)  4-y2  +z2 ) —
y

[(x 2  +y 2  +1.1 d 2  
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11(x2  +y' + :2 ) 1+;iyTmr(x:+y+::)-51 

+1{1{(x2+y+:2)'21 

0.r 	 Oy 

	

+ 	r') )2 }+-5-9-{-y(x' + +r)_12} 
+1_{-.1(x2  + +:2 )-33 } 

3x2(x2  + y' + z2 )-s2  -(x2  + 	+ 3Axi  + +z2 ).-')  

+ 	+432  +314(0 + t2  

-(x2+ + Ora  

3x2  -(x2  + +r9  + 1, -(x" + +:2 ) + 3:2  -(x2  + >F2  +s3) 

(.0 +y' +0)-5 	(xl  +yi +:).32 	(si + + 

- 

	

	- y2  -22  + 3y2  -32  - -14  +31.2  - x2  —ya —o  0  +y2 
 +orli 

Ejemplo 8. Obten« N Leplaciano de le siguiera, función escalar: 

f 9 

el sustituir dicho función en la ecuación (8) , sellen* que: 

V I f =172[119- - 1+ 	- y2 1+ 14119- - 312 ] 

2.11[' 9 -Y3}}+1{1[ 1̀9-x2 -)1}+§i{f[419  -Y21} 

d { 	-2x 	1+  { 	-2x 

	

2--  5; 7717 	2 79 y 

	

. [-(,19- x2  - y2 )- 	x 	(V9- 	y2 )- y( 	Y  
.19 - - 	 j9-x' -y1  

(9 - x' -y') 	 (9-x1 _y2)  
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[49- x' -y')  -  x"1 [-(9 - x' - y' ) - y' 

.  49 - x' -  y' 	79:?----•  y' 
(9 - x' - y') 	

+ 	(9  _ xl _ y2) 

-9 + y'  I [ -9+x2  [ 
79 -  x' - y' 	j9 - x' - y' 

. 
(9  - x2  - Y2) 	(9  - x2  -- y' 

-9+, +  -9+x' 	_.  -18+x' +y'  
-  

(9 - x' - y2 )
,
" (9 - x' - ? y2  (9 - x2  - 4/3  

1.6.6 Derivada direccional 

Para una función f(x,y), las derivadas parciales fax, y) y f,(x,y) dan la razón de 
cambio de f en las direcciones x y y, respectivamente. Sin embargo, en un punto (x,y) 
hay muchas otras direcciones (FiouRA 1.12), la razón de cambio de fen una dirección 
arbitraria se conoce como derivada direccional de f en esa dirección (BOYCE, E. W. 
OPRIMA, R. C.,912-913). 

y 

FIGURA 1.12 DIRECCIONES DEL PUNTO (x,y) 

1.6.6.1 Definición 

Sea f(x,y), una función continuamente diferenciable. Al calcular la velocidad de 
cambio de la función cuando el punto P(x,y) se mueve de xo , yo  en cierta dirección, esta 
puede ser descrita por un vector unitario (FIGURA 1.13): 

UncosOl+se0 	 (7 ) 

Si u es el vector unitario, entonces la derivada direccional de f(x,y) en la dirección de 
u, denotada por D, f, está dada por (BERS, L, KARAL, F., 543): 

Du f (x , y) = lim 
f (x + A cos O, y + Asen - f (x ,y)  

(8) A-*0 	 á 
si el limite existe. 

La derivada direccional, es la razón de cambio de los valores de la función f(x,y) con 
respecto a la distancia en el plano xy, medida en la dirección del vector unitario u. 
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My) 

+ cose 
p.,  y. + MCI I O 

-I> 
X 

FIGURA 1.13 REPRESENTACIÓN DEL. VECTOR U, CON PUNTO INICIAL EN P(x,y), 

1.5.5.2 Interpretación geométrica 

La ecuación de la superficie S (FIGURA 1.14) es z=f(x,y), Po(x0 ,,yo , ti) ) es un punto en la 
superficie y los puntos R(n„y,,,O) y Q(; + ecos a y0  + asen 9,0) están en el plano xy. 

x 

FIGURA 1.14 INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LA DERIVADA DIRECCIONAL 

El plano que pasa por R y Q, paralelo al eje z, forma un ángulo O con la dirección 
positiva del eje x, este plano intercepta la superficie S en la curva C. La derivada 
direccional DI, evaluada en P., es la pendiente de la recta tangente a la curva C sn P. 
en el plano de R, Q y P.. 

Si u =i, entonces cos0= 1 y sen0 O, al sustituir en la ecuación (8), se obtiene: 

D, 	(x,y)= hm  f (x+A, y) — f(x , y)  
A 
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que se la derivada pardal dejcon respecto a s. 

Si u entonare coses O y mes 1, de la Mema manera, se tiene que: 

I (x Y + Á-  f( x ,y)  D f (x , y) = 	 (M) A 
que es la derivada parcial de jcon respecto a y. 

Por lo tanto, f,(x,y) y f,(i,y), son casos particulares de la derivada direccional en 
las direcciones de los vectores unitarios i y j, respectivamente (LEM101.0, L, 025427). 

1.13.3 Interpretación anelitea 

Si f(x,y) es une función diferendable d•xy y, y u=cosei+sen6j, entonces: 

114, f (x ,y) fjx,y)cos6+ fp(x,y)sen 8. 	 (0) 

La derivada direccional se puede escribir como el producto escalar de dos vectores. 
Ya que: 

jax,y)cos0+ A(x.y)sonlM(cosei+sene) ).[L(x,y)i+A(x,y)j I (10) 

entonces, al igueler le ecuación (e) y (10), 

D f(x.r)-(coii+sene) le[li(x,r)i+1,(x,Y)i J 	(11) 

dedo que el grad VAir,y) 
Vf(x.Y)*.fa(x,Y)1 +Mx,Y)j 

entonces le ecuación (11), ee puede escribir como: 

O, f (x ,y) = u *Pf (x ,y) 	 (12) 

Por lo tenlo, ~Nulo' derivada direccional de una Amción se puede obtener 
mediante el producto punto del gradiente de la función y el vedar unitario en la 
dirección deseada POIATIE, O. E., KENDALL D. c.,101104). 

Ejemplo O. Encontrar le derivada direccional de les siguientes funciones en el 
punto P. yen la dirección del vector A correspondiente (PURCEU, E. J., VAROERG, 
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a) Si f(x,y).= + y2, 4(1,0) en le dirección del vector A.i-j. 
El vector unitario o en la dirección de A es: 

I 
(1= 721  71i  

Vf (x, = 2xi+2yi 
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El gradiente de f(x,y) es: 



al evaluar en el punto I (1, se tiene que Vf(x,y)= 2i. Por lo tanto, al sustituir 
en la ecuación (12): 

1 72.  Da  f( x,y).(7ii 	. )*(2i)..7ra 2 

b) Si f(x,y,$) gi In jx 2  + + 	4(3,4,12) en la dirección del vector A-3i+6j-2k. 

El vector unitario o en la dirección de A es: 

0z 3 6 2 
7 7 7 

k 

El gradiente d•f(xy,,Ves: 

• + 

2x

Vf(s,y,z)■
V21y147  [37, r 	z'• [i-r24.17:71k 

,rg2 + y3 +0 xl+y2 +0 040+0 
Y 	 3  k  

.0+y'.4.z2  0+/+.0' x'4•0+0 

al evaluar en el punto 4(3,4,12) N tiene que: 

Vf(x,y,r).. 

Por lo tanto, al sustituir en la ecuaciónii12): 
691+ 

 169 1—  

De  f(x,y,z).(4i4; --20),(119i+1-9 j+1.1() 

= 9 24 24 
1113 1113 1113 

9 = 
1183 

Si a es el ángulo entre los dos vectores u y Vf(x,y,z), entonces: 

	

uevy .lailwicos a 	 (13) 
de la ~ación (12 y (13), se concluye que: 

	

Du f (x,y,z) laliVflcos a 	 (14) 

de la ecuación (14), se dice que Duf será un máximo cuando el cosa *1, o cuando u 
este en la dirección de Vf ; y en este caso Duf =IVA. Por lo tanto, el gradiente de una 
función está en la dirección en la cual la función tiene su máxima razón de cambio. 

1.5.6 Regle de la cadena 

Sea una función compuesta de una variable, f(x(t)), donde tanto f como x son 
funciones diferenciales, entonces: 
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dY _ dy dir (15a) 
dt tic 

Al generalizar, para funciones de varias variables; sq(v,y), donde x-40 y y=y(t) son 
funciones diferenclables en s. Entono**, sIlle(P,y(t)) en diferenciable en t y 

ti: 	dr dx 4ft dy 
dt 	eix dt dy di 

	

Ejemplo 10. Sea 	▪  , donde x = 2, y y =12 . Encontrar ds/dt : 

dt O: á ds dy 
7it 7x7it-  0771 

=(3x5X2)+(x3X2t) 

=6(202(13)+2(2/)'(0 
400 

PJ suponer en seguida, que x-x(3,0 y y=y(t,1) son funciones que tienen primeras 
derivadas parciales en 0,0 y es z-joko difeninciable en x(s,0 y yn,p. Entonces 
slf(4,y,y(40), llene primera derivada parcial, dada por 

• d é Os 
+ ds' 

dz 	dr ds 
d 

Si s se conserva 110, *Monas x0,0 y Xs,t) se °Detienen en funciones de r 
dnicamente (PURCELI, E. J., %MERO, O., MI- .821. 

Ejemplo 11. Si z = 3.0 -y2 , donde x = 2t+ 71 y y = Sst, encontrar OO. 

di 	as d1c as dy 
=• Fx + d 
=(6xX7)+(-2yX5s) 

=42(24+70-100(5s) 
=845+2941-50h 

ifiempio 12. Si w=x2 +,+:2 +xy,dondex=st, y=t-t yz=s+21. 
Encontrar Ow/Or. 

	

(3w 	e7w ax clw dy c7w az 

9t Ox737 ay er chdi 
= (2x+ y)(3)+(2y+ x)(-1)+(24(2) 

= (2s1 +s- t)(s) +(2s 	+ st)(-1)+(2s+ 41)2 

.2s'1+s2  -2:1+2s+10i 
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Si i(r). f,(t)i+ Mí) + f,(t). es una función diferenciable de r. tinsl es una función 
diferenciable de s, entonces la compuesta (g(s)) es una función diferenciable de s y 

d d  dr  
ds dr ds 

La regla de la cadena dada para funciones vectoriales por (16) es una consecuencia 

componentes A, f y A. De acuerdo con esta regla, A, A y f, son funciones 
inmediata de la regla de la cadena para funciones escalares, aplicada a las 

diferenciables de s, y (FINAIEY, R. L., THOMAS, G. 8., 784-785) 

df df 	df 	df  dl - 	- 	--L 
ds 	dr 	ds - 	ds' 	ds di ds .  

Por tanto, 
f. ítif 14( 51.1.1( dr 
	dr ) ds ) ds ) 
• ( 11,if 	4.( 1.  
k dr dr k di ds 	di dr ) 

k 	dt di 1 ds 

_(
'ir )1  
di )71;*  

Ejemplo 13. Expresar dí- /ds en términos de s, si F(t)=i+ sen(r+1)j+rk y 
►= g(s)= .0 -1. 
Por regla de la cadena, se tiene que: 

F= 
	Fd d dt 

cos(t+ 0j+rk )(2s).2scos(?) +2se2 k 
dr dr ds 

Esto se pudo obtener, al sustituir t = g(s) = -1 en la fórmula para r(r) y 
diferenciado después con respecto a 3: 

F (g(s))=i+ sen(sli+ k, 

ds 
—r r  (0))-: 2s cos(s2 )j+2se 

1.5.7 Función definida Implícitamente 

1.6.7.1 Definición 

Si y es una función de x definida por la ecuación 

y=3x'+5x+1 
	

(17) 

entonces y esta definida explícitamente en términos de x. y se puede escribir como: 

(16) 

103 



./ (XI donde 	f(x)=3x 2  + x +1 

Sin embargo. no todas las funciones están definidas explícitamente. Por ejemplo, 

	

xe -2x 3 y's  + ys  - y2  . 	 (18) 

la cual no esta definida explIcitamente para y corno una función de x. Sin embargo, 
pueden existir una o más funciones f tales que si y..J(x), le ecuación (18) se satisface, 
esto es, tal que la ecuación: 

x° - 2x .3tf(x)r +[/(x)r -[f(x)r.  

es cierta para todos los valores de x en el dominio de f. En este caso se puede 
establecer que y está definida imfdlcitemente como una función de x, o que la función/ 
esta definida implicitemente por la ecuación dada (LEITHOLD, L, 172). 

1.53.2 Derivación implícita 

Método, que ee, utiliza para determinar la derivada de una función sin que dicha 
función este en forma explícita, 

1.1.1.2.1 Ecuación con dos variables 

Si fas une función derivabie, tal que y=f(x), intances x y y satisfacen ala ecuación 
de la forme: 

F(x,y) ,.0 	 (19) 

la cual es una función definida implícitamente, donde: 

Rx,y)- 0-2x-3? - ys  +y2  = O. 

Al derivar le función con respecto a x, utilizando la regla de la cadena, se obtiene: 

t3F(x,y) OF d x OF d y 
dx 	c1x dx +  Oy dx =  

0 

d y ...10F Oxidx dx1 
d x 	OFIdy 

d y _ dFjdx  
d x 	dFlay 

debido e que dxldx = t. 

Ejemplo 14. Encontrar dy/dx si P('r, y) = + x5-10.1,4. 

Al utilizar la ecuación (21) 
d y 	•Iqh.  cx 	3x=  4-  2.7  
d 	cÉ"'cly 	x2 - 40y3  

al despejar 4/dx: 

es decir, 

(20)  

(21)  
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mediante un cálculo semejante, al conservar constante a x. y derivar con respecto a y 
(PURCELI, E. J., VARBERG, D., e62-004): 

d z 	DF Dy 	 (23b) 
d - DFdz 

Ejemplo 15. Si F(x,y,z) = xll" - y sen(x z) = 0 define a z irnplIcitamente como 
función de x y y, encontrardz/dx. 
Al utilizar la ecuación (23b): 

d z 	OF dx 3x2e" -  ycos(x  
dx 	dF o'z 	x'r'+ycos(x- z)  

1.5.7,2.2. Ecuación con Pes vadables 

Sea la ecuación FYx,y,:9 =O. donde z es una función definida implicitamente por x y y, 
es decir, F[x ,y f(x,y)]. O, la derivada parcial de la ecuación con respecto a x, al 
mantener constante a y, utilizando le regla de la cadena es: 

	

dF(x.y,z) 	dy DF 
dx 	dx Dr Dy dx D: cx =  

Al despejara azjax, si dx/dx =1 y 0.110x = O, se obtiene: 

	

d z 	DFdx 

	

dx 	DF OZ 

(22) 

(23a) 

1.5.7.2.3. Dos ecuaciones con cuatro variables 

Dadas las sanciones F(x,y,o,v). O y G(x,y,x,v). O, las cuales definen eaytt 
como funciones diferenciables de x y y, es decir, u = (x, y) y y = f(x,y). Por lo que 
se tiene: 

Flx > y, f (x, y),g(x, y)]. O y GEx, y, f (x, y), lx,y)1= 0. 	(24) 

Al derivar parcialmente a ambas funciones con respecto a x, manteniendo constante 
a y, y empleando la regla de la cadena, se tiene que: 

d F[x,y,f(x,y),g(x,y)1  DF(x,y,u,v) d x 	F(x,y,u,v)  ay 
dx 	 dx dx dy az 

d F(x,y,u,v) d ua F(x,y,u,v) a v 

d u 	dx + 	dv 	dx 

= 0 
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yylx,y).g(x.yd .0G(x.y.u.v)dx 4.  OG(x,y.u,v)  d y 
ox dx dy dx 

dG(x,y.u,v) 	da(x,y,u,v)dv  
du dx dv dx 

O 

en donde se sobreentiende que id = f(x.y) y v = f(x,y). Y que, c,x/dx =1 y 
dy/dx = O. Las ecuaciones (25a) y (25b) proporcionan dos ecuaciones algebraicas 
lineal** no homogéneas para duldx y dv/dx, que son: 

dF 	dv OF 
PY dx .  dv dx =  dx 
dG du OG 

dx dv dx dx 

Siempre que dF OG °Fel' 
 dv av dv dr 

O, se puede despejar a dv/dx y dv/dx: 

0F 00 dFaG 	OF OG 8FOG 
dio 	dx 	dv dx 	av 	du dx dx dos  
dx 	OFOG 0FOG ' 	a x =  OP 0G OFOG 

	

dv -  dv Fu 	 aY av dv dv 

Pera evaluar a du/dx y ev/dx en el punto (x y), se debe: 

determine/ loe valores correspondientes de uy y, mediante la solución del sistema 
de 'leudan,' simultáneas P(x,y,v,v)= O y G(x, y,u,v)sit O; 

determinas las derivadas pardales " " "  " ",  y 12-9-, y evaluar a 
dx 	ax du av 

estas en los puntos (x,y,ii,v); y 
a continuación evaluar dii/dx y dv/dx empleando las ecuaciones (26). 

Se procede de igual forma para deducir les ecuaciones de du/ay y O vldy: 

dF OG OF dG 	dF OG OF 
av 	dy dv dv dy 	dv  da ay dy dm  
8y 4  OF 0G OF OG ' 	dy =  dFdG OFOG 

du 71; - 0v du 	 dudv dv 

Ejem,* 16. Se definen las variables u y y como funciones diferenciables de x y y 
mediante las ecuaciones 

F(x,y,u,v)= +y-u1 +2v.o, 

G(x,y,u,v)=xy+2x-y+3uv+10=0. 
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Comprobar que x =1, y= -1, u = -2, v = 2 es una solución de estas ecuaciones 
y calcular dult y y dvld y en x =1, y = -1. 

Primero, se comprueba por sustitución directa que (l,-14,2) es una solución de 
dicho sistema de ecuaciones 

F(1,-1.-2.2)=1-1-4 +4 =0, 

G(1,4-2,2)=-1+2+1-12+10=0. 

A continuación, se deriva cada una de las ecuaciones con respecto a y, 
manteniendo constante a x y considerando que uy v son funciones de x y y. El 
resultado es 

du t7v I-2u—+ 2 — = 0, 
d y 

du 	dv 
x-1+3v—+3u—=0. 

dy dy 
Por tanto, 

-2udu +2d°,  
dy dy 

dv 
du  3u— = 1- x. 
dy dy 

La solución de este sistema de ecuaciones es: 

du 	3u+2(1-9 	dv 2u0 - 4-3v 
dy -  6u 2  +6v 	y 	6a? +6v 

de modo que, al emplear el hecho que u = -2, y v =2 cuando x 	y y = 
obtiene 

Y 
dv  
dy‘ ..-9=  24 +12 	75 .  

Las ideas que se han desarrollado en estos casos se pueden extender con facilidad 
para el caso de m ecuaciones n variables (donde m<n) que definen a m variables como 
funciones diferenciables de las n-m variables restantes. 

Para calcular la derivada o las derivadas parciales de una función o de funciones en 
forma implícita, se debe de considerar lo siguiente: 

1. Dadas las m ecuaciones con n variables (m<n), decidir qué variables serán 
independientes y cuáles dependientes. El número de variables dependientes es 
igual al número (m) de ecuaciones. 

duo,..1):  
d y 	24+12 = 6 
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2. Suponer que las ecuaciones definen a las m variables dependientes como funciones 
de les n-m variables independientes para determinar el dominio de las variables 
Independientes. 

3. Derivar cada una de las ecuaciones con respecto a una de las variables 
independientes, manteniendo fijas les demás variables independientes. 

4. Las ecuaciones resultantes siempre son lineales en las derivadas parciales de las 
variables dependientes con respecto ala variable independiente seleccionada y, por 
tanto, se pueden despejar con facilidad. Los resultados tienen sentido siempre que 
los denominadores no sean cero (BOYCE, E. W, OPRIMA, R. c.,0  955-950. 

1.6.7.3 Teorema de la función implicita 

Teorema que asegura que una ecuaciónf(x,y) define a y como une función derivable 
de x. 

Dada la ecuación g(x,y)-0 y un punto (x,,,y0 ), supóngase que: 

05(x,Y) ,18(x 
dx 	

v 
 d y 

son continuas en la vecindad del punto (roj o ), tal que g(xo , yo ) =0, y que 

g(x,,yo)  o,  
y 

Entonces existe una función y-f(x) en algún intervalo abierto que contiene a xo  tal 
que Í  (;) = y, y g[x, f(x)]. 0; la función f es derivable y 

<75(x,Y) 
dy 	dx  
dr 	08(x Y)' 

ay 
Hay que considerar que dicho teorema dice que f está definida en algún intervalo 

abierto que contiene a xo; pero no dice el temerlo del intervalo (FIGURA 1.15). Por ello 
se puede concluir que el teorema sólo da un resultado local" (BERS, L., KARAL, F., 169). 

Y A  

YO 
' (ro,b) 

,( 
	1 0  ér.Y) 01( X.Y ) ighos ----, dx dy 

x0  

FIGURA 1.15 TEOREMA DE LA FUNCIÓN IMPLICITA 
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Ejemplo 17. Sea la función 
g(x,y)=x 2 +y: +1=0 	 (1 ) 

Es claro que g(x,y). '̀ 14(")  y 191")  son continuas dondequiera, y que 
c;z 	¿;. y 

(7g(x.y) 
 - 2y sólo ea cero en la recta y=0. Sin embargo, no existe ninguna función 

ay 
derívable y=f(x) que satisfaga la ecuación (I), ya que no hay ningún punto (x0,),J en el 
plano tal que 4+yj + 1. 0. 

Si se considera que: 	g(x,y)= x 2  +y2 .0 	 (II) 

El único punto que satisface esta ecuación es el (0,0). Sin embargo, no existe 
ninguna función derivable y=f(x) que satisfaga la ecuación (II) y la condición f(0)=0. 

Nótese que mientras: 
g(x..,

)
, dg(x,y)  y  ag(X,Y)  

" Ox 	ay 

son continuasdondequiera, dg(x
'
y)  13y .2y, y por tanto es cero en (0,0). 

Por último, al considerar la ecuación: 

g(x,y)=.r2  + Y -1=0, 	 (III) 

El punto (0,1) satisface la ecuación (III). De nuevo, lx,y), (711(x'Y)  y eg(x'Y)  son 
dx 	ay 

continuas dondequiera, y ahora 17/(0,0 .2, de manera que existe una función 

derivable y-f(x) que satisface a f(0)=1 y a la ecuación (III) en algún intervalo que 
contiene a O. Eata función es y= f(x)=.51:72 , para -I < X < 1. Análogamente, la 
solución de la ecuación (III) que pasa por (0,-t) es 	, para -i < X < 1. Sin 

embargo, dg(x,y)  =2y es cero en la recta y=0, no se debe esperar que allí se tenga 

una función derivable que satisfaga la ecuación (24) y la condición de que f(I)=0. En 
realidad, no hay tal función. 

El teorema de la función implícita se generaliza directamente al caso de n variables y 
m ecuaclones, donde III < n. 
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11 Máximos y mínimos 

1.1.1 Definiciones 

Sean P(x,y) y P,P0 ,yo ) un punto variable y un punto Ajo, respectivamente, que 
pertenecen al dominio Sde la función f(x,y). 

El punto Po(x,„yo) es un punto máximo relativo o local de le función f(x,y), si existe 
un entorno E del punto Po(xo , yo ), subconjunto del dominio S de la función f(x,y), tal que 
para todo punto P(xy) que pertenece al entorno se cumple que la función evaluada en 
P(x,y) N menor que la función evaluada en Po(x0 ,y0 ), es decir, 

f(P)s f(P0 ) entonas es un máximo. 

Si el entorno en el cual se cumple lo anterior se extiende a todo el dominio S de la 
función entonces se dios que en el punto Pjx,,,yo ) existe un máximo absoluto o 
global (FIGURA 1.16). 

Máximo 
00bei 

x A'  

Mínimo local 

 

Mínimo global 

 

FIGURA 1.18 MÁXIMOS Y PARIMOS DE UNA FUNCIONf(x,y) 

Un punto Po(x,„yo ) es un punto mínimo relativo o local de una función f(x,y), si 
existe un entorno E del punto Po(xo , yo ), subconjunto del dominio de la función f tal que 
para todo punto de ese entorno se cumple que la función evaluada en P(x,y) es mayor 
que la evaluada en Pe(xo ,y„), es decir, 

f(P)1 f(4) entonces es un mínimo 

SI el entorno en el cual se cumple lo anterior, se extiende a todo el dominio S de la 
función entonces se dice que en el punto P,(xo , yo ) existe un mínimo absoluto o 
global. 
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Un punto Po(xo,y0) es un punto extremo relativo de la función f(x,y), si es un máximo 
relativo o minimo relativo. De la misma manera el concepto se extiende un punto 
extremo absoluto, cuando se trata de un máximo absoluto o mínimo absoluto 
(BELAUNZARAN, G. E., PRONTA*, D. B., GOMEZ, S. R., 187492). 

Le existencia tanto de un punto máximo (global) como de un punto minlmo (global) en 
S, se basa en la consideración de que la función f(x,y) es continua en un Intervalo 
cerrado y acotado (PURCELL, E. J., VARIERG, D., 670). 

El punto Po(xo,h) es un punto critico estacionario, si es un punto extremo en el 
interior de S, donde f(x,y) es diferenciable, y Vf(4). 0. En dicho punto, el plano 
tangente es horizontal; lo anterior es valido tanto si los puntos extremos ton globales 
como locales (SOYCE, E. W, DPRIPM, R C.,"/ 732). 

Ejemplo 1. Determinar los puntos críticos de la función f(x ,y)= x 2  +y 2  

Como f es diferenciab 
Of (x

le para toda x y y, sólo se necesita determinar los puntos 

en los cuales 	Y) Of
dy 

 Y) y - son iguales a cero. Si tiene que: 

f
(x,y) . 2x, 	Of (x Y) =2 y,  
dx 	 dy 

y por tanto al hacer que 19f (x'Y)  = 0, y que ---(9f(x'Y)  = 0, se encuentra con que 
dx 

el único punto critico es (0,0). Como f(0,0) = O y f(x,y)> 0 para (x , y)* (0,0), 
entonces se puede decir que f tiene un mínimo relativo en (0,0) (FIGURA 

x 
FIGURA 1.17, GRÁFICA DE LA FUNCIÓN z = x2  +y2.  

Ejemplo 2. Dada 	f(x,y)= 6x -4y- .x2  - 2y2, 
determinar al f tiene extremos relativos. 

III 



Cornofes diferenciable para toda x y y, sólo se necesita determinar los puntos 
df(x.Y) Of(x,Y) en los cuales 	y 	son iguales a cero. Si tiene que: 

dx 	dy 

°f(x'Y)  - 6 2x y '9f( 'Y)  = -4 -4y 
dx 	 dy 

y por al hacer que 
Of(x'y)  - O, y of(x 'y).  O, se tiene que x =3 y y= -t. La 

dx 	ay 
gráfica (Ha" 1.18) de la ecuación 

z = 6x - 4y - -2y2  

es un paraboide que tiene un eje vertical, con vértice en (3,-1,11) y que se abre 
hacia abajo. Por lo que se puede concluir que f(x,y)< f(3,-1) para toda 
(x,y)* (3,-1); por tanto, es un máximo absoluto de la función. 

z = 6x - 4y- - 2y2  

x ih• 

FIGURA 1.18 GRAFILA DE LA FUNCIÓN z = 6x - 4y - -2y2 . 

Ejemplo 3. Encuentre los valores máximos o mínimos locales de: 

.0 
f(x,Y)=--a2+—b2,  

Como f es diferenciable para toda x y y, sólo se necesita determinar los puntos 

en los cuales di(x.Y)  y df(x,Y)  son iguales a cero. 
dx 	dy 

Por lo que se tiene: 
df(x,y)  2x 	df(x,y) 2y 

dx 	a' I 	ay = 

al igualar a cero, se tiene que x = 0 y yu 0. Es decir, el punto (0,0) que no da 
máximo ni mínimo (FIGURA 1.19), se llama punto silla. La función dada no tiene 
extremos locales. 
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Dicho ejemplo ilustra la dificultad de que Vf (x,,,y„)= O no garantiza que exista un 
extremo local en 11(xo ,h). Por lo que existe un criterio para decidir lo que sucede en 
un punto critico estacionario. 

x1 y 2 

Puna sise (0,0) 

zy 

FIGURA 1.19 GRAFILA DE LA FuticiON f (x, y) = 
al 

+11-22 

1.12. Criterio de la segunda derivada 

1.12.1 Detenrilnante N'estimo 

Sea una función f(x,y), con segundas derivadas parciales continuas en una vecindad 
a Po(x0..v0). 

02 f 	f 
ax ay 

f d2 f 
ax ay 0y 2  

es decir, 

n„_ {[(1-Xl] -{011(..”) 
a dicho determinante se e denomina " Hessiano', el cual involucra a todas las 

segunda derivadas de la func ónf(x,y) (FINNEY, R. L, 'NOMAS, G. a, 796). 

Criterio 

Es el criterio básico para determinar los valores extremos relativos (máximos y 
minimos), relacionados con funciones de dos o más variables. 
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Sea una función frx,y) con segundas derivadas parciales continuas en una vecindad 
Po(xo.yo ) y que Vf(x„,yo ). 0. Y además: 

.:f  
AH = 1[( r; 	t,.; y  )1 " C;x 2 	11% lo) 

entonces: 
Po( x„,h) es un punto máximo relativo si AH  > 0 y: 

02f t 	O (o ‘72,f -(1-5.--yri,",1 <0) 

Po(xo,h) es un punto mínimo relativo si A, > 0 y: 

02  f 	0211 
757ab,,b.)>° 	771(.0,)>°) 

11(xo , y9 ) no es ni máximo, ni mínimo relativo, si A, <0. Si AH  <0, el punto 
Po(xo,y0), es un punto silla. 

AN  = 0, no hay conclusión (90YCE, E. W, DiPRIP44, R. C.,f 9  938-940. 

Ejemplo 4. Dada la función 
f(x,Y)=.1,2-32  

encontrar los valores extremos, si los hay. 
Los puntos críticos son las soluciones del Vf (xe,y0)= 0. Por lo tanto: 

ax 	dy 
= -2x. °J.  = 2 y 

al resolver el sistema anterior: 
-2x=0 y 2y=0 

se tiene que x-0 y y=0 por lo que P(0,0). Al aplicar el criterio de la segunda 
derivada (Heesiano): 

A I = 

d 21.  _ -2; 

<0 

a 2f - 2; 	d 	-Oí 

-2 0 
O 	2 

Ox 

=- 4 

dxdy 

existe un punto silla enP(0, 0). 

Ejemplo 5. Dada la función 

f (x ,y) .4x3 +y1-12x-3y, 

determinar todos los puntos críticos y clasificar comó punto silla, máximos o 
mínimos relativos. 
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Los puntos críticos son las soluciones del Vf Ixo.y,)= O. Por lo que: 

5-1.-=12r2 -12 	.a3.3 

al resolver el sistema anterior: 

	

12x2 -12=0 	3),' -3= O 

	

12x' =12 	 = 3 
x2  =1 	 y' =1 

x = Nri 	 y=f  
x =tl 	 y = ±1 

se tiene que x = ±1 y y=±1, por lo que P,.(1,1), 

Al aplicar el criterio de la segunda derivada (Hessiano): 

dx2  
24x; (2  9*  = 6y; (9 

xd y 
- O 

dy2   

al evaluar en el punto P, =(1,1), 

= 
24 

=144 >0, donde 	- 24 > 0  24 >O 	es un mínimo 
O 	 a 2  

al evaluar en el punto A =(—t,1), 

4=1-24 
1= -144 < 0, 	es un punto silla 
6 

al evaluar en el punto A =(i,—i), 

is„= 204 _01
= -144 <0, 	es un punto silla 

al evaluar en el punto A =(—t,-1), 

-24 0 
O -6 

=144 >0, donde 422.1.(x;Y) 	= 24 < 0 	es un máximo 
ax 

  

1.6.3 Método de Lagrange 

El encontrar los puntos máximos o mínimos de una función de varias variables, sin 
condiciones adicionales, es un problema de máximos y mínimos libres. Cuando se 
impone una condición adicional, el problema de hallar los máximas y Mimos de tal 
función se convierte en un problema de los máximos y manimos vinculados o 

P2  =( -1.1). P3=0.-0. 



200 300 400 500 600 

restringidos, a la condición que se le agrega se llama condición auxiliar o 
restricción. 

El método de multiplicadores de Lagrange, transforma un problema de máximos y 
mínimos vinculados en otro de problema de máximos y mínimos libres (PROTTER, Al. H., 
MORA', C. 8, 677). 

1.1.3.1 interpretación geométrica 

Se desea maximizar o minimizar f(x,y) sujeta a la restricción lx,y) = 0. La FIGURA 
1.20 sugiere la interpretación geométrica del problema. 

FIGURA 1.20 INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DEL MÉTODO DE LAGRANGE 

Las curvas de nivel fson las curvas f(x,y) = k en la que k es constante. Se muestran 
como curvas en la FIGURA 1.20 para k =200, 300, ..., 700. La gráfica de la restricción 
lx,y)= O es también una curva; se presenta en negro en dicha figura. 

Para maximizar /sujeta a la restricción 4(x, y) = O se debe encontrar la curva de nivel 
con la máxima k posible que intercepte a la curva de restricción. Por geometría, es 
evidente en la FIGURA 1.20 que dicha curva de nivel es tangente a la curva de 
restricción en el punto Po(n,y0) y, por lo tanto, que el valor máximo del sujeto a la 
restricción lx,y)= 0 es f(x„,y0 ). El otro punto de tangencia n(x,,y,) da el valor 
mínimo f(x,,y,) defsujeto a la restricción /(x, y) = 0. 

El método de Lagrange proporciona un recurso algebraico para encontrar los puntos 
Po  y p, . Dado que en dicho punto la curva de nivel y la restricción son tangentes (o sea 
que tienen una recta tangente común), las dos rectas tienen una perpendicular común. 
Pero en cualquier punto de una curva nivel, el vector gradiente Vf es perpendicular a la 
curva de nivel y en forma similar Vg es perpendicular a la curva de restricción. Por 
tanto, W y Vg son paralelas en Po , asá como en 11; es decir: 

VI(P0)=Áo Vs00) y V.f(PI )=A 1  VIPI ) 
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para algunos números no nulos 2,y A (PURCEL, E. J., VARBERG, D., 676-03). 

Dicho argumento funciona bien para el problema de maximizar o minimizar f(x,y,z), 
sujeta a la restricción y1(x , y ,z) = O, simplemente se considera superficies de nivel en 
lugar de curvas de nivel. En efecto el resultado es válido para cualquier número de 
variables. 

1.6.3.2. Método 

Para maximizar o minimizar una función 

f(x,y,z) 	 (1) 

sujeta ala condición auxiliar o restricción 

¢(x,y,z)= O 	 (2) 

se resuelve el sistema de ecuaciones 

VAP)--,1574(P) Y 119=0 	 (3) 

para P y X. Cada uno de dichos puntos P es un punto critico del problema de extremo 
restringido y el X correspondiente se llama multiplicador de Lagrange (PROTTER,M, H., 
MORREY, C. B., 677.679) 

Ejemplo 6. Hallar el mínimo de la función 

f(x,y)= + 2y2  + 2xy + 2x + 3y, 

con la condición de que x y y satisfagan la ecuación: 

x2 --y=1. 

Los gradientes que corresponden son: 

Vf(x,y)= (3f  (x3)i+  (x  'Y)  
dx 	ay j 

(2x + 2y + 2)4(4y + 2x+ 3) j 

V #(x,y)= 
00(x,y)i+d0(x,y), 

2xi+(-1)j 
dx 	dy 

Por lo que las ecuaciones de Lagrange, en base a (3), son: 

2x+2y+2 = 2(2x), 

4y+2x +3 = A(-1) 

xl- y =1 
es decir, 

2x +2y+2 = 
hly +2x +3 =-2 

x2  -y=1 
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que se puede resolver simultáneamente, si se despeja de la tercera ecuación a 
y, se tiene que y = x1-1, y se sustituye en las dos primeras ecuaciones, se 
tiene que : 	

2x+2(x2  -1)+2 =12x 

il(x' 	2x+3=-1 
es decir, 

x + x 2  Ax = O, 

4.x2 +2x-1+2=0 

al resolver, se encuentra que: 
x=0, y=-1, 2=1, 

o 	 y=-11, 

Al evaluar estos puntos en f, se encuentra que se presenta un valor menor 
cuando x = -3/4, y = -7/16. De consideraciones geométricas, resulta que f tiene 
un mínimo en este valor. 

Ejemplo 7. Hallar el minimo de la función 

f(x,y,z). - .x2  +y' +z2 , 

sujeta a las condiciones 
0,=x+2y+3z=6 

<P 2  =x+3y+9z=9 

Los gradientes que corresponden son: 

Vf (x,y,x)=2xi+2yj+2zk 
V., (x,y,z)=i+2j+3k 

5702  (x,y,z)=I+3j+9k 

Por lo que les ecuaciones de Lagrange, en base a (3) son: 

2x =2 1  +2 2, 

2y=211 +32 2, 

2:=31,+917, 

x+2y+3z =6, 
x+3y+9z=9. 

Al despejar x, y, y z de las tres primeras ecuaciones, se obtiene: 

x=
(2 1 +2 2 ) 	(22 1+32 2) 

z=
(32 1 +92 1) 

Y 2 	 2 	 2 

al sustituir en las dos ultimas ecuaciones a x, y, y z: 



z) 	̀(2,11 ,3:1 2 ) 	(13.1,-94 ._ _2  _ . . 3 

(A, 	2 2) j (22  I 3Á 2P 13A, 1.9;1 
2 	̀1 	2 I+ gl 

	

2 	.9-0 
) 

se tiene que: 	
= 4,06 y )1. 3  = -1.32 

y por lo tanto 

	

x=1.37„r= 2.08 y 	U.I4 

Al evaluar este punto en,¡, se encuentra que se tiene un mInimo en este valor. 
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1.7 Calculo Integral 

1.7.1 Integral curvilínea 

1.7.1.1 Interpretación geomitdca y analítica 

Su e una curva en el plano xy que une los puntos Afat .h,) y 1(a2 .h, I (FIGURA 1.21) 

FIGURA 1.21 CURVA C DEFINIDA POR LOS PUNTOS A 

Y P(x,y) y Q(x,y) funciones continuas definidas en la región que contiene a la curva 
C en su interior. 

Al subdividir a C, en partes, eligiendo (n-/) puntos entre A y B, en donde dichos 
puntos pueden ser designados oomo 	 y A= p„, B = p., con sus 
respectivas coordenadas, 'jet*, el punto n pueden ser representadas por 
(x„y3,1= 0,1,2,3,...,n (FIGURA 1.22). 

A = Po(ro ,Yo) 	 P2(x2.Y2) 

Pi(xnyt) 

FIGURA 1.22 SUCOMSSON DE tA CURVA C EN n-I PUNTOS 

El punto e, con coordenadas (g,1), i . 0,1,2,3,. ,11, se encuentra situado entre dos 
puntos sucesivos de una subdivisión como /1_, y /1, de la curva C (FIGURA 1.23). 

Al formar la suma: 

I4,1/1)(xi - ro) 4-  «11,7/1)(h -Y0)1+ 

P(12 ,  r/2)(x2 x1)+Q(12 ,7/2 )(Y2 -Y1)) +" +I /41,,, ?dr. - x.,1)(41, /1.)(Y. Y..1)), 
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se puede expresar en forma abreviada como: 

t(141.9,Xr. - x, i)+Q(4..11,1Y, 	1)1 .= ti/41.,/,)&r, Q(1.,/,)All 	(1) 
o•I 	 o I 

Si existe el limite de esta suma para u r de modo que todos los á r„.1,r, tiendan a 
cero, tal bate ee Name Integral curvilinea a lo largo de C y se denota como (PROTTER, 

H., »MEV, c.& 0401): 

+1x..0a> o IP& + Qd.Y 	 (2) 

El límite existe si P y Q son continuas en todo punto de C. El valor de la integral 
depende no solamente de P y Q, y de los puntos A y B, sino también de la curva C 
•1•111d11 

A = Po  

"r/i) 
FIGURA 1.23 INTEGRA. CURVONEA 

De manera análoga se puede definir una integral curvilínea a lo largo de una curva C 
en el espacio tridimensional como 

Me :Pi (1.Or.‘i)Ax, + (14.1;)An + (14 ‘i)421) 

A2 dy+ Az ds 	 (3) 
e 

siendo 4,4, y A, funciones de x,y,y z. 

1.7.1.2 Propiedades 

La integral curvilinea tiene propiedades análogas a la integral ordinaria, por 
ejemplo: 

JP(x..Y)dv (4..Y)<IY = P(x...Y)th + dx,y)dy 	 (4) 

2. 	!Mis +Qdy = -1Pdx+Qdy 	 (5) 
4 
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al invertir el camino de integración se cambia el signo de la integral curvilínea. 

3. Si e es una curva que se extiende desde A, hasta A: , y C.', es una curva que 
se extiende desde A. hasta A 3 , entonces: 

j Pdr Qdy + 1:  Pdx - ()dr = 
1 

Pdx + (1dy 	(6) 
A, 	 •  

es decir, si C está formada por un conjunto de curvas regulares consecutivas 
(FiourtA1.24), entonces por medio de la ecuación anterior, existe la integral 
curvilínea a lo largo de C yes la suma de las integrales curvilíneas tomadas a lo 
largo de cada una de las curvas. 

FIGURA1.24 INTEGRAL DE LINEA (CURVAS CONSECUTIVAS) 

1.7.1.3 Calculo de la Integral curvilinea 

Si la ecuación de una curva C del plano :=0 viene dado como y f(x), la integral 
curvilínea (2) se puede calcular haciendo y= f(x), dy 	(x)dx en el integrando para 
obtener una integral definida ordinaria, 

	

Jq Pfx,f(x)}dr + Or, fix)},f(x)1  dx 
	

(7) 

Análogamente, si C está dada como x = g(y), entonces dx = gi(y)ily y la' integral 
curvilínea se convierte en la integral, 

	

PIK(Y),Y)gt (Y)dY 4- Q18(.0.Y}dY• 	 (8) 

Si C está dada en forma paramétrica x = 0(1), y= yl(1), la integral curvilínea es 
entonces igual a la 

IP{ 95(1), y,(1)10'(1)dr + Q10(1), w(1))1Y 1 (1)di 
	

(9) 

donde 1, y I, denotan los valores de t que corresponden a los puntos A y 8, 
respectivamente (BOURNE, D. E., KENDALL, P. C., 290-293). 

Ejemplo 1. Calcular tlx2  -y)dx + (y' 4 x)dy a lo largo 

a) de una recta de (0,1)a (1,2), 
b)de lasrectas de(0,1)a(I,I) y luegode(1,1)a (1,2), 
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c) de la parábola x = t, y =1 + 1 

a) La ecuación de la recta que pase por (0.1i y (1,2i en el plano Ay es i• .x 1, 
Entonces d dx y la integral curvilinea es igual a 

,o { x 2 2  ( X -• 1)1dX 	1)2 X hir 1(20 - 2x idr = 5/3 

b) A lo largo de la recta de (0,11a t 1, 1 ), ►  - /, dy- 0, por lo que: 

10 {x2  --1141x 1- (1 x)0 = Dx1_,),/,. -2/3 

A lo largo de la recta (1,1) y (1,2), x=1, dx«), le integral curvilínea es igual a 

1,(1-  .110+()3  - 114' = 	1)dY 10/3  

Luego el valor buscado es = -2/3.10/3 = 8/3. 

c) Como t=0 en (0,1) y t=1 en (1,2), la integral curvilínea es igual a 

t° ft2 -(12  +1)}dt +{(t 2  +1) 2  +IyZrdr .110(2i.  +4/ 3  +212 .2t -1) di .2 

1.7.1,4. Notación vectorial 

La integral curvilínea (3) se puede expresar en forma vectorial como: 

Aidx+ A2dy+ A3d = j(A,i+ A,i+Aik).(dxi+dyj+dzk) 
e 

=J A.dr 	 (10) 

donde 	A2 j+A.,k y dr,dati+dyi.dr.k La integral curvilínea (2) es un caso 
especial de ésta cuando z O (MURRAY, R., SPIEGEL, P. 0.,w 200-201). 

Ejemplo 2, Calcular J A. dr donde A=yi+x j, desde el punto (0,0) hasta (2,4), 

si ,y = 

Si el parámetro es x, entonces Os xl 2, donde y = 	dy = 2 xdx , por lo que la 
integral curvilínea es igual a 

x205 + 2r2,1, 	3r2dx 8 o  

Si el parámetro es y, entonces O s y 5. 4, donde x J.; y dr =4/y/25, por lo 
que la integral curvilínea es igual a 

4 , d y 	r- . 	11".i.:  

Jo)'L;ti72 	odY  =4~  2 + '131  `4' 	= 8  
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Ejemplo 3 Calcular A. d donde 

A- (3x1  -6y:1 -(2.1-4.3u) -41-4x:171k, 

desde el punto (0,0,0) hasta 1.1.11. si x =s. y = r'. = r'.. 

Si x =o,y=t',:=t1 , los puntos (0,0,0) y (1.1,1), corresponden a r-0 y 1-1 
respectivamente. Entonces, 

A. d t.:1.0112  -6(12 )(r 3 )}dr +1212  +3(r)(t 3 ))4 2 ) +11- 4(r)(12 )(13 )51(13 ) 

=D3r' -611)dr +(413  +6t1)4 +(V -12ilds =2 

Cuando una partícula se mueve a lo largo de una trayectoria, desde el punto A hasta 
B. El cambio de energía cinética es igual al trabajo realizado por el campo de fuerzas, 
si el vector r representa la fuerza aplicada a una particula que se desplaza a través de 
la curva C. La integral (10) representa físicamente el trabajo total efectuando al mover 
el objeto a lo largo de la curva C, entonces: 

	

j Fe dr 	 (10a) 
e 

Ejemplo 4. Hallar el trabajo total realizado para desplazar una partícula en un 
campo de fuerzas dado por F=3.xyi-Szi4-10.rk a lo largo de la curva dada por las 

	

ecuaciones parametricas x = r=  + 1, y = 	= desde r = 1, a ►  = 2. 

Dado que rz-3xyi-5:i+10xk, por lo que al sustituir x = r 2  +1, y = 212, 2 =13 , 
se tiene: 

	

F 	+1X2i2)l-5(11j+10(r2  +1)k 
(6r 4  + 6r 2 )i-511+(10t 2  +10) k. 

dr = (214)i Mkir) .1+(31 2di)k 

	

j Fe d r 	([(614  eg')(2rdi)1-151)(41‘11)1+1100 10)(3r 2d1)1} 

=,12(121.  +10r 4  +12i s  +3011dt =303 

1.7.1.5 Curva simple cerrada 

1.7.1.5.1 Definición 

Curva simple cerrada es una curva cerrada que no se corta a si misma en ningún 
punto. Matemáticamente, una curva del plano está definida por las ecuaciones 
paramétricas x = 0(r), y= iii(r), siendo y yr funciones continuas y diferenciables en 

s. r,. Si 0(r1 ) = 	2 ) y v/(1,)= v,(12 ) a curva se dice cerrada. 
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Si una región plana tiene la propiedad de que toda curva cerrada de la región se 
puede reducir a un punto sin salir de la región, se dice que la región es simplemente 
conexa, si no, que es mültiplemente conexa. 

Al variar el parámetro i de r, a r, la curva plana queda descrita en un cierto sentido o 
dirección. Para curvas del plano xy se escoge como positiva o negativa, esto equivale 
a decir que recorrer la curva en sentido contrario a las agujas del reloj es recorrerla en 
sentido positivo y recorrerla en sentido de las agujas del reloj es recorrerla en sentido 
negativo (BELAUNZARAN, G. E., FRONTANA, D. a, GOMEZ, S. R., se. ell.,102). 

1.7.1,5.2. Condiciones de independencia de trayectoria 

Una condición necesaria y suficiente para que la integral curvilínea (2), sea 
independiente de la trayectoria de la curva C' (la cual une dos puntos dados 
cualesquiera en una región R), es que en R 

_ clQ 

donde las derivadas parciales son continuas. 

La condición (11) es también la condición para que Prix -i-Qdy sea diferencial exacta, 
es decir, para que exista una función 0(x ,y) tal que Pdx + Qtly = (195. En ese caso, si los 
puntos extremos de la curva C son (r,,y,) y (x, 32 ) , el valor de la integral curvilínea 
está dado por: 

f., Y, 

i.rn) Pdx 	Qdy = 
+ '11 

'do= o(x,,),)- sb(x,,y,) 	(12) 

Si (11) se verifica y C es cerrada se tiene x, = x„., y, = y,, y 

Pdx +01y =O 	 (13) 
e 

Lo anterior se puede generalizar a integrales curvilíneas en el espacio. 

Si se parte de que una condición necesaria y suficiente para que la integral (3) sea 
independiente de la trayectoria C (la cual une dos puntos cualesquiera en una región 
R), es que en R 

0A, _ a A, 04,  _ 04 a 4.  
óy - Ox - 

donde las derivadas parciales sean continuas. Lo anterior se puede expresar de 
manera concisa con vectores. Si A,  A t + A. j+fl,k, la integral curvilínea se puede escribir 
en la forma (10) y la condición (14) es equivalente a la condición V A = 0. Si A 
representa un campo de fuerzas I que actúan sobre un objeto, el enunciado equivale a 
decir que el trabajo hecho al mover el objeto de un punto a otro es independiente de la 
trayectoria que une los puntos si, y solo si, V x A = 0. 

(14) 
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La condición (14) fo la condición equivalente V' A A = Ojeo también la condición para 
que .4,/h• • Adj. ; A, d.: ro As 	1 sea diferencial exacta. es decir, de que exista una 
función 0(r, y z) tal que Allx 	+ 	-d0. En este caso, si los extremos de la 

curva e son 4(x,. y,,:,) y Mr2..1'2,:2).  el valor de la integral curvilínea esté dado por: 

As dr 1410 o(r 2 , ya ,z2)- 0(x 1, y 1,z1) 	(15) 
1 

Si C es cerrada y571,4= 0, se tiene (MURRAY, R., SPIEGEL, P. 0.,(1' roa f9C): 

Asdr-0 	 (16) 

Ejemplo 5. Calcular las siguientes integrales de línea a través del triángulo 
formado por los puntos (0,0), (3,2) y (1,5) efectuando el recorrido en sentido 
contrario a las manecillas del reloj. 

En base a la figura an erior se puede obtener las ecuaciones que rigen el 
comportamiento de cada una de las rectas asociadas al triángulo: 

3 
C,: yr.--2  x,dy= 3-dx 	C:: y.--3  x+--1-,dy.--1 	C,: y=5x,dy=5dx 

	

3 3 	 2 2 2 

a) 1c 2xydr + X 2dy 

OP _ 0() 
- 	2x = 2x 

dx 
En consideración a lo anterior dicha integral debe ser igual a cero, a 
continuación se que tiene que demostrar. Dado que se trata de tres curvas, el 
calculo puede realizar por separado, siendo el siguiente: 

	

P, a 1)2 ) 0..rs3 	,C2r(11x)dx+x 2(11dr) =1:2x2cir =18 

	

4 a i) 3s x5.1 	.21-(-34r+ 13/2)tbr+1.2(- 3Adv) -, 1(13.r-Ir2)dr -13 

is a 	50 	ft: 2x(5.0tiv x 2  (541x) = fi°15x 2  = 

1.2.rydr+xzdy =18-13-5= O 
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b) icariy9x+2x3ygly 

O/' e() 	
v1 6.c.  

ey 

Dicha integral es igual a cero. Demostración: 

O s x 5 3 	1033x2(11x) 2dr -2x3 (Y3x)lYir 	r4 tlx =108 

3 s. x s 1 	13x2(-34x + 	+ 20( -34x -, 11/2)(-Xdr) 

=113 ( 45/4 x4  - 3 5143  - 574 X5kC = -83 

P3  a i) 15x50 r3x'(5x)=dr-2x'(5x)(5dr)=r125x'dr=-25 

c) t(x- y)dr  + (y - 4dy 
OP eYQ 
e y óx 

Dicha integral es igual a cero. Demostración: 

a p2) O x 3  tx -114th +(34x - x)(Xtk) = ,C)Inte. 0.5 

P2  a P3) 31r51 lx.i34x-"011v+(-34x+91-xX-%&) 

=1(23/4  x -10/4)‹ht =7.5 

P3  a PI) 15x5O r(x-5x)cbt (5x - x)(54k) = 1118.wirt = -8 

t(x- y)dx +(y - x)(4. = 0.5 + 7 5-8 = 0 

1.7.2 Integral doble 

1.7.2.1. Integral doble en regiones ractengulares 

1.7.2.1.1. Definición 

Sea li(x,y) una función definida en una región rectangular R, expresada por: 

aszsb, csy Id 

la cual al ser subdividida (FIGURA 1.25), en pequeñas porciones de área, 
&I= ArAy 

donde s4, 	I,2,3,...,n, y seleccionar un punto (e.5„ri,) en cada porción ¿4, y 
formar la suma 

tr.-(1,1711,44 
	

(17) 
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Si./es continua en R, entonces al hacer que el número it de subdivisiones aumente 
en forma indefinida, de modo que Adr y Av tienda a cero, las sumas (17) tienden a un 
limite llamado integral doble del' sobre R, que se denota por 

jj f (x,y)dA o bien ,I,i (r,y)<A-14,  

Asi, 
11 

fff(x,y)dA 	EF(1„,), 	 (18) 

El limite en (18) es independiente del orden en que se numeran las áreas 4 4, e 
independiente de la elección del punto (x„y,) en cada A A, (FINNEY,R. L., THOMAS,G. 8., 

921). 

1.7.2.1,2. Propiedades 

Dado que f(x,$) y g(.v,y), son dos funciones continuas y definidas en R, entonces: 

1. 11 k f (x,y)tIA = 	f(x,y)dA 	 (19) 

donde k es un constante, es decir, cualquier número real. 

2. 111/(x,y)+Árd)IdA=11/(1.,M44-11g(r,Y)dA 	 (20) 

3. Si una región R se puede dividir en varias subregiones, entonces: 

111f(x,y)+,5(x,y)IdA=.11 I (x,y1s4 +JI f(x..1)d4+ ...+ 11 f (x MdA 
14 	 R, 	 R: 

(21) 
donde R, es la unión de R n  que no se superponen (LEITHOLD, L.,940). 

Y 

1 

c. 
a' b 

FIGURA 1.25 MALLA RECTANGULAR QUE SUBDIVIDE LA REGIÓN RECTANGULAR R EN PEQUEÑOS 
RECTÁNGULOS DE ÁREA M = &Ay.  . 

1.7.2.1.3 Interpretación de la Integral doble como un volumen 

Cuando f(x,y)> 0, se puede interpretar 
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ilf(x,MA 

como el volumen de un sólido encerrado por R, los planos x = a, x = b, y = c, y = d y 

la superficie z= f(x,y) (FIGURA 1.26). Cada termino f(1,,q,) AA, de la suma 

EF(1,„,)&i, 

es el volumen de un prisma rectangular vertical que aproxima el volumen de la 
porción de sólido situada directamente sobre la base AA,. Así dicha sumatoria 
aproxima el volumen total, de un sólido y se define dicho volumen como (hSU, H. P., 
MEHRA, R., 256): 	

Volumen = jJ f(x,y)dil 	 (22) 
fl 

1.7.2.1.4 Cálculo de Integral doble 

El calculo de la integral doble se basa en el teorema de Guido Fibini que dice: la 
integral doble de cualquier función continua sobre un rectángulo puede calcularse 
como un integral iterada o repetida en cualquier orden de integración. 

Si f(x,y) es continua en la región rectangular R: a x h, c 5 y d,entonces: 

i(r,Y)dA 	tf(x,Y)drdY=tt f(x,Y)11Ydv 	(23) 

Esto significa que se puede calcular una integral doble integrando una sola variable 
cada vez. Y que dicha integración se puede realizar en cualquier orden. 

FIGURA 1.26 APROXIMACIÓN DEL VOLUMEN DE UN SOLIDO CON PRISMAS RECTANGULARES 

Ejemplo 6. Calcular jJ  f(x,y)11/1 para 

f(x,y)=1-6x5 	y 	RO 5 x s 2, -I ys1 

129 



Al aplicar el teorema de Fubini 

11.f(x,y)JA - - 6x' 'yhtvih.,. 1,(x - 2K1.01:110* 

16y1dy - 2y -8y'l' 1  
=(2-81-(-2-81=4 

SI se invierte el orden de

M 

 integración se obtiene la misma respuesta 

Iff x,›l =11,(1-6xs)dydc=1,6.-3r'yr,d1-  
. 

111 - 3x2) -(-1 - 3r1)1dr 

42dx.4 

Ejemplo 7. Calcular ji F(x,y)ril para 

Ax.Y) = xY 2 	y 	R:11v13, lsys2 

Al aplicar el teorema de Fubini 

fix,m4=ttw)daly=eLTify 2 

Si se invierte et orden de integración se obtiene la misma respuesta 

, 
11j(zyw=11(xywyit=11,1 dit 

y'1 

eldc  

	

1  3 	
! 
	3 

1.7,2.2 Integral doble para regiones acotadas no rectangulares 

1.7.2.2.1 DellnIcidel 

Sea una función f(x,y) en una región acotada no rectangular (FIGURA 1.27) definida 
en una región cunda R del plano II. 

Dado que es una función continua, entonces al subdividir a la misma en n 
subregiones Ande área. A 4, donde =1,2,3,...,n (FIGURA 1.28). Al solo incluir en la 
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MMMMMM «s.',4111 
OIROP"mmám 

ITOISPOMeS Q050 
ariparg14. »O 

r 	%ame 

Y 
(111) 

AA, 

suma parcial los elementos de área AA = exAy que están completamente contenidos en 
la región, en la cual al elegir un punto (1 ,17,) en cada á A, y formar la suma: 

EF(IMAA. 

Y 

Y = f2(x) 

c. 

FIGURA 1.27 FUNCIÓN f(x,y), DEFINIDA EN UNA REGIÓN R ACOTADA, 
NO RECTANGULAR 

La única diferencia entre la sumatoria anterior y la (17) es que ahora las áreas á 4 
puede no cubrir toda la región R, pero el hacer que el número de subdivisiones 
aumente en forma indefinida de manera que sea mayor la parte incluida en la región. Si 
f es continua y la frontera de R esta formada por un número finito de segmentos de 
rectas o curvas unidas por sus extremos, entonces dichas sumas tendrán un limite 
cuando Ax4y tiendan a cero. Por lo que: 

J.IFkyldA=/iT F(1.1)m, 

se le llama Integral doble de (sobre la región R. 

	 I> x 

FIGURA 1.28 MALLA RECTANGULAR QUE SUBDIVIDE EN CELDAS A LA REGIÓN R, 
ACOTADA NO RECTANGULAR 

1.7.2.2.2. Cálculo 

1. Si 12 este definida por asxs h, y f,(x) 5 y s f,(x) donde f,(x) y f,(x) son funciones 
continuas en [a ,b1, entonces(FIGURA 1.27): 
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fi 11 	f3 ',111 I 	11X,  Yklá  , 	xl 

r- 	,b1r,.19414tr 
	(24a) 

donde la integral entre llaves se ha de calcular primero (manteniendo x constante) 
para integrar finalmente con respecto a x entre a y b. La ecuación (24a) indica cómo se 
puede calcular una integral doble expresándole por dos integrales simples iteradas. 

2. Si R está definida por cSy s d y g,(y) 5 x 5 dy), con x= gi(y) y r=  gi(y), 
funciones continuas en re,d1, entonces (FIGURA 1.27): 

II lb'•• 	dY Id  11(›.)F( X  Agt(dY 

JI  {P.(,)  dr  
Jire,(›I'N 

Ejemplo 8. Evaluar ))(x+1) dA , donde R es le región en el plano ly acotada 

por las gráficas de las ecuaciones: 
x=2, y=l+x2  Y Y=x• 

(24b) 

Y =r 

En base ala gráfica anterior la región R esta acotada por. 
osxs2 y xsysl+x2  

Por lo que al sustituir en la ecuación (24a), se tiene que: 

Ody& = ly(x+1)11,"'dt 

=1(x2 	=lx!'+xll =10 
o 

Ejemplo 9. Evaluar Bry dA , donde R es la región acotada en el primer 

cuadrante limitado por las curves: 
y2  =x, y2 =4 - x 	y 	y = O. 
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2,4 

r 

x 
y-O 

=4-x 

En base a la gráfica siguiente, le . don R esta acotada por: 

0lysJ2-  y .1,'. xs 4-).:  

Por lo que al sustituir en la ecuación (24b), se tiene que: 
2 4'9' 

1:1 3'(/9),frdY=P1121  dY .} 	2 	, 7 
C:( 

2 	2 
16y 811  [ 4 16):  By' 

= "9l- 
	

8
= (8-4) = 4 

1.7.2.2,3 Interpretación de la Integral doble como un área 

Si en la definición de la integral doble sobre una región R acotada no rectangular, se 
considera que j(x,y)= I, las sumas parciales se reducen a: 

(25) 

y proporcionan una aproximación del área de la región. A medida que Av y Ay 
tienden e cero, se define el área de R, como el limite: 

Area =iins&A, = fidA 	 (26) 

Pera el cálculo de la integral de área (28), se debe integrar la función constante 
j(x,y) = I sobre R (Me QUISTAN, R. a, 28v. 

Ejemplo 10. Calcular el área de le región R acotada por y=x y y= .r 2  en el 
primer cuadrante. 

En base a la gráfica siguiente, la región R esta acotada por: 
05x51 y x2 5y5r 
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0,0) 

Por lo que al sustituir en la ecuación (26), se tiene que: 

ri ,31 
=

1  
A ---1101,11>viv=1,:(x-415:1--(: 	- 

2 3 6 o 

Ejemplo 11. Calcular el área de la región R encerrada por la parábola yQ y la 
recta y---Jr 

En base a la gráfica, la región R esta acotada por: 

-1 Irs2 y x2 Sylx+2 

Por lo que al sustituir, se tiene que: 

Dada una función Kv,y,z) definida en una región cerrada tridimensional R. Al ser 
subdividida la región en n subregiones de volumen Al;, i =1,2,3,...,n, sea (4„q,,d un 
punto cualquiera en cada región, Al sumar, 

iinfiF(1,1/odá1: 	 (27) 
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donde el número /i de subdivisiones tiende a infinito, de modo que la máxime 
dimensión lineal de cada subregión tiende a cero, este limite, si existe. se denota por 

JJJ Mr..r.z)dir 	 (28) 

y se llama integral triple de b(x,v.:) sobre R El limite existe si F(x,),,:) es continua 
en R. 

Si se construye una red con planos paralelos a los planos xy, yz x:, la región R 
queda subdividida en subregiones que son ahora paraleleplpedos rectángulos. En tal 
ceso se puede expresar la integral triple sobre R dada por (28) como Integral iterada 
de la forme 

- 	é 	{r 	P' klx.14d.r fhix i44  F(xY:)d}a 	(29) . 	f..1 y ',DO :,A7 .4 

(debiéndose calcular primero la integral interior) o corno suma de integrales 
semejantes. La integración puede hacerse también en cualquier otro orden para 
obtener un resultado equivalente. Son posibles también generalizaciones con un mayar 
número de dimensiones. 
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Capítulo 2 
Plan de estudios de la 

licenciatura de Ingeniería 
en Alimentos 



Dada la necesidad de intensificar el aprovechamiento de los recursos naturales 
destinados a la producción y transformación de alimentos, la Universidad Nacional 
Autónoma de México, en cumplimiento de su función social, se planteó la tarea de 
elaborar un plan educativo para la formación de profesionistas, investigadores y 
técnicos que el desarrollo económico del país en 1976, estaba demandando. 

Como una acción paralela en la solución del problema alimentario en el pala, 
diversos sectores de la comunidad universitaria basándose en la necesidad de 
incrementar el desarrollo de los estudios profesionales en el campo de la ciencia de los 
alimentos y de la nutrición, propusieron la formación de un profesionista que participara 
en la ejecución de planes orientados a promover, coordinar y organizar acciones 
integradoras en las ramas agropecuaria, pesquera, industrial y comercial que hiciera 
posible la disponibilidad de alimentos de primera necesidad al alcance de las mayorías. 

Durante el primer semestre de 1978. se creó una comisión interna formada por un 
grupo de profesores encaminados a determinar las necesidades que prevalecían en el 
campo profesional de las ciencias alimentarias, para ello se recurrió a una comisión 
externa de consulta en que participaron personas involucradas en el desarrollo de 
estas ciencias, tales como directores de centros de investigación, técnicos con amplia 
experiencia en el campo de alimentos, profesores e investigadores universitarios. 
Posteriormente, la comisión interna recogió las diversas recomendaciones y se dio a la 
tarea de diseñar un plan de estudios, con base a las características propias de la 
Facultad de Estudios Superiores Cuautitlán, el cual estuviera basado en las 
necesidades reales del pais. 

2.1 Estructura del plan de estudios 

PRO lirio ZUNDANIKTAL DI LA LICIIICIMPIA 1 JIMINIXiál 

~MOS* 

Capacitar profesionistas que apliquen sus conocimientos y experiencias en el campo 
de la ciencia alimentaria, como una necesidad de bienestar de la comunidad dentro del 
marco de transformaciones económicas y sociales del país. 

2.1.1 Perfil del egresado 

El egresado de la licenciatura de Ingeniería en Alimentos deberá tener las siguientes 
características: 

le. Capacidad para desarrollar tecnología propia y especifica para México, 
considerando la realidad del país. Esta búsqueda de tecnología nacional se 
enfocará primordialmente a los siguientes aspectos: 

• Desarrollar técnicas y procesos de manufactura e industrialización aplicables a 
los recursos agropecuarios y pesqueros del país que actualmente no se 
industrializan por carecer de ellas. 
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• Participar en el diseño y utilización de los equipos y maquinaria necesarios para 
industrializar loe productos primarios del pais. 

• Adaptar y mejorar les tecnologlas existentes buscando su optimiación 
• Desarrollar tecnologlas de empaque y conservación con un criterio dirigido a la 
producción de alimentos nutritivos y baratos (producir alimentos no empaques). 

• Desarrollar tecnologia accesibles y aplicables a la pequeña y mediana industria, 
de fácil divulgación que ayuden a la solución de los grandes problemas de 
México. 

• Contemplar una mayor utilización de mano de obra en lugar de una utilización de 
equipo sofisticado y caro. Desarrollar procesos y técnicas basadas en la 
utilización de equipo de fabricación local. 

r. Capacidad para estudiar y evaluar los recursos naturales susceptibles a 
transformase en alimentos. 

• Mediante el análisis de la composición quimica, valor nutritivo y de sus 
caracteristicas biofisicoquimicas de los alimentos, coadyuvar a la producción de 
los alimentos de alto valor proteico, utilizando de preferencia las materias primas 
de producción nacional. 

• Estudiar los aspectos biológicos que nos permitan mejorar la conservación, 
transformación y comercialización de alimentos para una mejor disponibilidad y 
consumo. 

• Impulsar por medio de la investigación el desarrollo de nuevos productos 
alimenticios que permitan cubrir deficiencias nutritivas en la comunidad. 

• Industrializar productos agrIcolas, pecuarios y merinos susceptibles de 
transformarse en alimentos. 

3°. Capacidad de planear, organizar y administrar un antro productor o transformador 
de alimentos. 

• Establecer los programas agrícolas y calendarios de producción. 
• Indicar las inversiones que se requerirán para la operación del proceso de 

producción de alimentos. 
• Seleccionar el equipo más adecuado al producto alimenticio que se desee 

producir. 
• Hacer las recomendaciones necesarias en el mejoramiento de los equipos 

instalados a efecto de lograr una mayor rentabilidad o eficiencia. 
• Establecer los procedimientos de control de operación en los procesos de 

transformación. 
• Evaluar y administrar los aspectos contables de rentabilidad y factibilidad en los 

proyectos de producción de alimentos. 
• Organizar los programas de producción y transformación de alimentos con la 

debida orientación, a efecto de evitar al máximo las pérdidas y desperdicios. 
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4°.Capacidad para actuar como promotor de la pequeña industria procesadora de 
alimentos. 

• Como un extensionista de la ciencia y tecnologia de los alimentos, estará 
informado de los procesos de transformación, así como de la Ingeniarla en 
Alimentos, lo que permitirá hacer las recomendaciones técnicas más adecuadas 
en cuanto a los diversos tratamientos del producto alimenticio, su conservación, 
manejo y distribución. 

• Participar en centros de producción de alimentos, asl como en organizaciones 
dedicadas a la industrialización y comercialización de productos alimenticios. 

• Encauzar los esfuerzos de las comunidades productoras de alimentos, a efecto 
de promover la creación de empresas, ya sea en el campo de la transformación o 
a nivel de comercialización. 

e Programar los planes de trabajo en la producción de alimentos de tal manera que 
se busque mediante una acción técnica justificada, reducir las importaciones tanto 
de materia prima básica, como de productos terminados, dándole un mayor 
impulso a las exportaciones y favoreciendo así el desarrollo económico del pais. 

5°. Mediante la práctica de campo profesional, y a través de los módulos finales del 
programa de estudios el Ingeniero en Alimentos podrá estar capacitado para 
participar en las siguientes actividades: 

• Evaluaciones económicas de los recursos naturales y humanos disponibles en 
una comunidad y preparar o ejecutar planes de realización. 

• Estudios de comercialización. distribución y mercado de los productos 
alimenticios. 

• Formación de cooperativas y pequeñas empresas que faciliten una mejor 
utilización de los recursos alimentarios. Establecer procedimientos para lograr 
mejores resultados en la transformación de alimentos a través de la mutua 
colaboración con los productores primarios de materias primas. 

• Mejoramiento de productos alimenticios de poco interés por su valor nutritivo. 
• Desarrollo de tecnologías propia para la transformación de alimentos, 

principalmente de aquellos que su producción está confinada a una sola región. 
• Control bioquímico de los productos alimenticios roEprooEcraNcussoLooicAss.20. 

2.1.2. Estructuración 

Con base en las concepciones del profesionista y sus interrelaciones con respecto a 
la sociedad, se hizo necesario tomar en cuenta los factores que deben regir la 
planificación curricular de una profesión, entendiéndose desde luego que para cada 
profesión, sus factores estarán definidos de acuerdo a: 

• Naturaleza de las actividades profesionales. 
• Áreas de las mismas y su relación con actividades conexas. 
• Diversificación de las especialidades dentro del área. 
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• Grado de calificación requerido por el mercado de trabajo. 
• Perspectivas de desarrollo del ámbito de actividades, tanto en amplitud como en 
lo que se refiere a nuevas especialidades. 

En base a los factores de planificación curricular, perfil del ingeniero y propósito de la 
creación de la carrera de Ingenierla en Alimentos, la estructura del plan de estudios fue 
conformada tomando en cuenta: el aspecto técnico y el aspecto social. (DIAGRAMA 1.1). 

Parte formativa 

Parte informativa 

Aspecto social 	Área de influencia 

DIAGRAMA 1.1 ESTRUCTURA DEL PLAN DE ESTUDIOS: ASPECTOS TÉCNICO Y SOCIAL. 

2.1.2.1 Aspecto técnico 

Contempla las necesidades concretas de la sociedad, como contratante de servicios. 

Parte formativa 

Comprende materias académicas y trabajos experimentales a través de los cuales se 
conocen los elementos de estudio que se consideran indispensables para la 
especialidad, sus interrelacionee, la metodología del desarrollo y les técnicas do 
trabajo y aplicación de los conocimientos consecuentes. 

Asignaturas básicas. Contemplan los elementos académicos primarios (material o 
Ideas) que se manejan en el curso de la carrera; así como de las leyes que rigen las ,  
relaciones cualitativas y cuantitativas entre dichos elementos. 

Asignaturas fundamentales. Contemplan la aplicación de los conocimientos 
adquiridos en forma directa con base a las asignaturas básicas (técnicas y métodos); 
sal como de las leyes del desarrollo en el área"de los conocimientos de las asignaturas 
básicas. 

Parte Informativa 

Asignaturas complementadas. Materias académicas que ofrecen información 
especializada en tomo a conocimientos primarios y consecuentes, y sus leyes 
respectivas. 

Aspecto técnico 

j'Asignaturas básicas 
lAsignaturas fundamentales 

'Asignaturas complementarias 
lInfonnación extracurrirular 
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Información extrecurricular. Vias de información adicional. 

2.1.2.2 Aspecto social 

Necesidades generales de la sociedad como un todo en desarrollo. 

Área de influencia 

Asignaturas de capacitación para la proyección social de una profesión. Estructura 
de la sociedad (con especial referencia a los sectores de beneficio directo). 

El hecho de que una asignatura en lo general, se considere formativa e informativa, 
sólo significa que en su estructura hay un mayor contenido de material formativo e 
informativo, pero de ninguna manera implica que tenga por ello algún carácter 
exclusivo, 

En consecuencia, del mismo modo que se hace con el plan de estudios, el programa 
de una materia académica también debe ser sometida a un análisis cuidadoso para 
formular la proporción adecuada de cada una de ambas, requerida para que la 
asignatura cumpla su función dentro del contexto del plan de estudios. 

Con esta finalidad, resulta indispensable entender el significado de estos conceptos: 

Lo formativo de una asignatura lo constituye el conjunto de conocimientos que 
aporta, en tanto permiten el dominio de la metodologla general de la materia en 
cuestión. 

Lo informativo de una asignatura académica en cambio, lo estructura el conjunto de 
conocimientos que ofrece, en cuanto incrementan el acervo de datos de ejemplos, 
aplicaciones, etcétera. 

Dada la importancia de cada una de las áreas que engloban estos aspectos, se 
prosiguió a determinar las asignaturas que cumplían dichos requisitos, para la 
conformación del plan de estudios (DIAGRAMA 1.2). 

Una vez analizadas las diferentes asignaturas cualitativa y cuantitativamente, el 
problema inmediato lo constituye la necesidad de distribuir convenientemente las 
materias académicas seleccionadas, dentro del marco de temporalidad asignada a 
cada profesión en particular. 

2.1.2,3 Criterios de distribución de tiempos 

El criterio para la distribución debe tomar en cuenta: 

a) Número predeterminado de semestres, el cual es resultado de una consideración 
técnico-sicológica. 

b) Número de créditos por semestre, el cual es consecuencia de una evaluación 
técnico-pedagógica, cuyo fin es la búsqueda de condiciones que permitan que las 
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Economía General 
Análisis Económico 
Recursos Naturales de México 
Antropología 1 y II 
Desarrollo 1 y II 
México y su desarrollo 
Ciencia y Tecnologia en el Desarrollo _ 

i/ 
Aelgeeteree Peadeeperitalee 

11  

Parte liefonitativa 

Asignaturas Ceresplemeeiterles 

‘if 

Pared Privseetiva 

1 

Aelersalleras Básicas 

~este Témale* 	 Asome% Seellid-,:„ 

Química General Balance de Materia y Energía Elementos de Ingeniería Mecánica y Eléctrica 
Física I y II Probabilidad y Estadística Nutrición 
L.C.B.• 	I, II, III, IV Termodinámicaulm ice Ingeniería de Servicios 
Fisicoquímica I y II Fenómenos de Transporta Toxicología de Alimentos 
IllalisailitIcas 1.11 y III Bioquímica General Ingeniarla de Costos y Administración 
Química Orgánica I y II Microbiología General Paquetes Terminales 

Quimba de Alimentos 
Microbiología de Alimentos 
Flujo de Fluidos 
L.E.M.•• I. II, III. IV. V 
Análisis de Alimentos 
Transferencia de Calor 
Ingeniería de Alimentos 1, 11, 111, IV 
Tecnología de Alimentos 1, 11, 111, IV 
Taller de Diseno • Laboratorio de Ciencia Básica 

"9  Laboratorio Experimental Multidisciplinario 

DIAGRAMA 1.2 ESTRUCTURA DEL PLAN DE ESTUDIOS: ASIGNATURAS 



actividades del alumno tendientes a su formación profesional sean realizadas en una 
forma balanceada. 

c) Coordinación horizontal de asignaturas, es la adecuada disposición de las 
asignaturas en cada semestre, con la pretensión de crear niveles congruentes de 
estudios en cada etapa académica a fin de: 

• Mantener, hasta donde sea posible, un panorama progresivo y equilibrado de la 
profesión y un criterio sistemáticamente más avanzado a medida que se cursan los 
diferentes semestres del plan. 

• Evitar que se cursen simultáneamente, asignaturas seriadas o que algunas de ellas 
requerirán del antecedente de otra en el mismo nivel para su debida y natural 
compresión. 

d) Coordinación vertical de asignaturas, tiene como propósitos concatenar en forma 
conveniente a las diferentes materias académicas, ordenándolas en base a alguno 
de los criterios que más se ajusten a las necesidades del caso: 

• Según su grado de complejidad. 
• De acuerdo con el carácter formativo de cada una de las asignaturas en relación con 

el resto del área correspondiente. 
• En función de su requerimiento para la comprensión de otra u otras asignaturas del 

plan de estudios. 

Los dos primeros son exteriores al análisis académico, en tanto que, la coordinación 
tanto horizontal como vertical de asignaturas son totalmente de análisis académico 
interno. Tomando en consideración los parámetros mencionados se planteó y aceptó el 
siguiente plan de estudios (DIAGRAMA 1.3): 

DIAGRAMA 1.3 PLAN DE ESTUDIOS DE LA LICENCIATURA DE INGENIERIA EN ALIMENTOS 

Primer semestre 

Química General 
Matemáticas I 
Matemáticas II 
Fisica I 
Laboratorio de Ciencia Básica I 
Economía General 

§epundo semestre 

Química Orgánica I 
Fisicoqulmica I 
Matemáticas III 
Física II 
Laboratorio de Ciencia Básica II 
Recursos Naturales de México  

Matemáticas I, Matemáticas II 
Física I 
Laboratorio de Ciencia Básica I 
Economía General 
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Tercer ~esti 

Química Orgánica II 
Fenómenos de Transporte 
Fisicoquímica il 
Probabilidad y Estadistica 
Balance de Materia y Energía 
Laboratorio de Ciencia Básica III 
Análisis Económico 

º11111~1ke 

Bioquímica General 
Microbiología General 
Flujo de Fluidos 
Termodinámica Química 
Laboratorio de Ciencia Básica IV 
Antropología I 

2gInto sernedri 

Química de Alimentos 
Microbiología de Alimentos 
Transferencia de calor 
Ingeniería de Alimentos I 

Elementos de ingeniería 
mecánica y eléctrica 

• Laboratorio Experimental 
Multidieciplinario 1 
Antropología II 

Offlaitaintat 
Análisis de Alimentos 
Nutrición 
Tecnología de Alimentos I 
Ingeniería de Alimentos II 
Laboratorio Experimental 
Mullidisciplinario II 
Desarrollo I 

abibalIMBitt 

Toxicología de Alimentos 
Tecnologia de Alimentos II 
Ingeniería de Alimentos III 
Ingeniena de servicios 

Laboratorio Experimental 
Mullidisciplinario III 
Desarrollo II  

Química Orgánica I 
Matemáticas II 
Fisicoquimica I 
Matemáticas I 
FielcoquImica I 
Laboratorio de Ciencia Básica II 

Química Orgánica II 

Fenómenos de Transporte 
FislcoquImIca II 
Laboratorio de Ciencia Básica III 

Bioquímica General 
Microbiología General • 
Fenómenos de Transporte 
Física I, Balance de Materia y 
Energía 
Física 1, Física II 

Laboratorio de Ciencia Básica IV 

Antropología I 

Química Orgánica II 
Bioquímica General 
Química de Alimentos 
Termodinámica Química 
Laboratorio Experimental 
Multidisciplinario I 

Bioquímica General 
Química de Alimentos 
Termodinámica Química 
Elementos de Ingeniería Mecánica y 
eléctrica 
Laboratorio Experimental 
Multidisciplinario II 
Desarrollo I 
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ikiimeetwitte 

Ingeniería de costos y administración 
Tecnología de Alimentos III 
Ingeniería de Alimentos IV 

Taller de Diserto 
Laboratorio Experimental 
Multidisciplinario IV 
México y eu desarrollo 
Paquete terminal 

Noveno semestre 

Tecnología de alimentos IV 
Laboratorio Experimental 
MultidiscIplinario V 
Ciencia y tecnologia en el desarrollo 
Paquete. laminaba 

Enzimas de aplicación en alimentos 
• Propiedades físicas de los alimentos 
• Frutas y hortalizas 
• Ingeniarla de refrigeración y 
congelación 
• ingenlerla de almacenamiento de 
granos 

Química de Alimentos 
Microbiología General, 
Termodinámica Química 
Ingeniarla de Alimentos II 
Laboratorio Experimental 
Mullidisciplinado III 
Desarrollo II 

Química de Alimentos 
Laboratorio Experimental 
Multidisciplinado IV 
Desarrollo II 

2.1.3 Descripción del Plan de Estudios 

En consideración a los criterios metodológicos sugeridos anteriormente, se hizo 
posible estructurar el plan de estudios (DIAGRAMA 1.3), en el cual se visualizan diversas 
asignaturas, para una mayor comprensión, es necesario hacer resaltar las áreas por 
las que está estructurado (DIAGRAMA 1.4), las cuales permiten una vinculación con el 
contexto socioeconómico nacional. 

2.1.3.1 Aria quimicobiológice 

El profesionista egresado de la licenciatura de Ingeniería en Alimentos debe tener la 
capacidad para estudiar y evaluar los recursos naturales susceptibles a transformarse 
en alimentos, es por ello necesario cubrir los diferentes niveles metodológicos de 
enseñanza, de tal forma que dicha área está compuesta tanto por materias básicas 
(Química General, Química Orgánica I y II), como fundamentales, estas últimas se 
Inician con Bioquímica y Microbiología General, lo que permite tener una visión global, 
para continuar con materias de importancia dentro del campo de los alimentos, tales 
como Química de Alimentos, Microbiología y Análisis de Alimentos, terminando así con 
materias de carácter informativo como Nutrición y Toxicología de Alimentos en las que 
se hacen resaltan los aspectos de Salud Pública. 
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Plan de Estudio 

A
V

a  
V 

QuImicobIotógIca (  
I 	

Are. de trabajo 	I  	Ares  Socioeconómica re 	
experimental 

y 	 i 

lAre. de Ingeniería 	I 
Aria Tecnológica 	I 

DIAGRAMA 1.4 ESTRUCTURA DEL PLAN DE ESTUDIOS: DISTRIBUCIÓN POR ÁREAS DE 
VINCULACIÓN CON EL CONTEXTO SOCIOECONÓMICO NACIONAL 

2.1.3.2 Área de trabajo experimental 

Dicha área contempla un único laboratorio a lo largo de la licenciatura, 
proporcionando así al estudiante una formación experimental, práctica, de nivel 
profesional, la cual junto a la preparación teórica recibida en el salón de clases, 
constituye un equilibrio adecuado entre el saber y el saber hacer que todo profesionista 
debe de tener al concluir los estudios superiores. 

Estructura del laboratorio único 

El laboratorio cuenta con dos etapas (DIAGRAMA 1.5): 

a) Laboratorio de Ciencia Básica (L.C.B): 4 semestres 
b) Laboratorio Experimental Multidisciplinario (L.E.M.): 5 semestres 

SEMESTRES CURRICULARES 

	

Totrodxddi 	d 	Ud* ; Tibio 	etpelmerial 

	

ewprinwolal 	y 	a 	la ¡ideado 	el 	tomo 	a 

	

1 	Trabajo de ~yo profesional
mdcdoicgla 

_ 1 	1___ z_____L 	3' 	.41 	5 	-I 	8 	7 	J 	8 	i 	9 

~ea 	jamas  
erCurao 	20 ano 	3o Dna 	4o Cirro ji Lierekerlo Experimental 

abffidlecipameto Labanderlo de Ciencia ~ce 

DIAGRAMA 1.5 DISTRIBUCIÓN DEL LABORATORIO ÚNICO 

Laboratorio de Ciencia Básica. Dicho laboratorio está considerado durante los 4 
primeros semestres, donde los Laboratorios de Ciencia Básica I y II tienen como 
objetivos: 

1. Que el estudiante aprenda la metodología científica y experimental a través de 
la realización de experimentos. 
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2. Introducir al alumno en el proceso de enseñanza•aprendizaje. 
3. Desarrollar en el estudiante el sentido de responsabilidad y gusto por el 
trabajo experimental. 
4. Que el alumno conozca y comprenda la metodologla experimental básica de 
la Química, Fisicoquímica y Bioquímica . 
5. Que el alumno desarrolle el trabajo experimental en forma integrada. 

En el centro de esta metodología se destaca que los temas experimentales incluidos 
en los cursos de ciencia Básica III y IV así como en el Laboratorio Experimental 
Multidisciplinario (tomando en.cuenta sus propias características), permitan desarrollar 
el trabajo experimental en forma integrada y dentro de los propósitos del sistema de 
enseñanza-aprendizaje. 

Es importante señalar que la integración del trabajo debe darse en dos niveles: 
Internamente al curriculum, y con el entorno social. 

El primer aspecto contempla la necesidad de que a través de los laboratorios se 
aprendo a resolver problemas experimentales y que la actividad experimental propicie, 
estimule el desarrollo de mentes creativas, inventivas y criticas; que todas las 
actividades que el alumno emprende permitan realmente la integración del trabajo 
teórico y el trabajo práctico. 

El segundo aspecto, plantea que a lo largo de la enseñanza experimental el 
estudiante se interese en el contexto de los problemas que el país tiene con relación a 
los recursos producción y transformación de alimentos, así como, al trabajo profesional 
en la industria alimentaria (tanto la establecida como la que debe crearse). 

Los temas que se incluyen en los cursos de ciencia Básica III y IV, deben 
seleccionarse en base a tres criterios fundamentales. 

• La importancia socioeconómica que para el pala tenga el tema. 
• Considerando que el tema incluya diversos aspectos fundamentales para la 

formación práctica de nivel profesional en el ámbito de la Ingeniería en alimentos. 
• Que el tema permita integrar a las asignaturas teóricas en un verdadero contexto 

teórico-práctico. 

Laboratorio Experimental illuitidisciplinario. Tiene la finalidad de proporcionar al 
estudiante una preparación práctica de nivel profesional, vinculando la enseñanza 
profesional a las necesidades que tiene el país. Por ello se da la necesidad del un 
trabajo de campo se desarrolla dentro del L.E.M., donde se habrán de traer los 
problemas tecnológicos del país al recinto Universitario, es decir, el trabajo 
experimental esta orientado al estudio y solución de problemas tecnológicos: 
aprovechamiento, producción y transformación de alimentos. 

2.1.3.3 Ana socioeconómica 

La cual esta constituida por asignaturas tales como Economía General, Análisis 
Económico, Recursos Naturales de México, Antropología I y II, Desarrollo I y II , México 
y su desarrollo, etcétera, las cuales permiten al egresado tener la capacidad de 
entender y participar conscientemente en el desarrollo del país deacuerdo a la realidad 
especifica del mismo. 
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2.1.3.4 Ama de ingenlerla 

Es un área fundamental dentro del ciclo profesional, debido a que el profesionista 
egresado debe tener características básicas como el de participar en el diseño de 
equipo y maquinadas necesarios para industrializar productos primarios, contemplando 
la utilización de mano de obra en lugar de equipo sofisticado y caro; junto con tener la 
capacidad de planear, organizar y administrar un centro productor o transformador de 
alimentos. Para cumplir dichos objetivos se debe de contar con herramientas idóneas, 
por ello se contemple la posibilidad de ofrecer una primera etapa constituida tanto por 
materias básicas (Matemáticas II, Física I y II, y Fialcoquímica I y II), como 
fundamentales (Balance de Materia y Energía, Fenómenos de Transporte, Flujo de 
Fluidos, Termodinámica ()ubica y Transferencia de Calor). 
La segunda etapa dentro de esta área la integran cuatro cursos de Ingenien!. de 
Alimentos caracterizados por el análisis de las operaciones unitarias en la 
conservación y transformación de alimentos. A la vez se hace evidente, la necesidad 
de una tercera etapa donde se brinden herramientas tales como ingeniarla de Servicios 
y por otra parte Ingenieda de Costos y Administración. El Taller de Diseño, por su 
parte, se constituye como un integrador de los conocimientos adquiridos durante los 
cursos previos, en esté el estudiante evaluará procesos y diseñará equipo con criterio 
propio y bajo la amorfa de personal especializado, permitiendo así un contado con 
fuentes reales, tanto de problemas como materiales, recursos, proveedores, etcétera. 

2.1.3.8 Área tecnológica 

Dado que el egresado de dicha licenciatura debe tener la capacidad de desarrollar 
tecnologia propia y especifica, es decir, desarrollar técnicas y procesos de manufectura 
• industrialización aplicables a los recursos agropecuarios y pesqueros del pele, el 
área de tecnologia rae forma por cuatro cursos donde se le dedica principal atención a 
los grupos de alimentos corno cereales, leguminosas, frutas y  hortalizas, productos 
pecuarios y merinos. Finalizando con una tecnología dedicada a los procesos 
femientativos para la producción de alimentos. 

Y finalmente hacia el 8° y 9° semestre se encuentran los paquetes terminales, que 
consisten en actividades académicas con orientación especifica hacia ciertos 
renglones de posible interés profesional, de los cuales el estudiante tiene la 
oportunidad de seleccionar en base a lo que más se apegue a sus intereses. 
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Capítulo 3 
Alternativas de la asignatura 

Matemáticas III entorno al 
Plan de Estudios de la 

Licenciatura de Ingeniería 
en Alimentos 



3.1 Relación horizontal y vertical de la asignatura Matemáticas III entorno al 
plan de estudios 

Dentro de la estructura del plan de estudios de la licenciatura de Ingeniería en 
Alimentos (DIAGRAMA 1.1), la asignatura Matemáticas III se encuentra catalogada como 
una asignatura básica (formativa) de aspecto técnico (DIAGRAMA 1.2), El carácter básico 
de dicha asignatura es debido a que contempla elementos académicos primarios o 
básicos, que son indispensables para la comprensión de asignaturas subsecuentes. 

Matemáticas III, es cursado durante el segundo semestre de la licenciatura, junto con 
otras asignaturas que en su mayoría son también de carácter básico, tales como: 
Química Orgánica I, Fisica II, FisicoquImica l y Laboratorio de Ciencia Básica I 
(DIAGRAMA 1.3). En cuanto a su posición en forma vertical de dicha asignatura con 
respecto al plan de estudios (DIAGRAMA 1.6), se puede observar que existen dos 
asignaturas como prerequisitos para cursar Matemáticas III, tales asignaturas son 
Matemáticas y Matemáticas II". En cuanto a su posterior seriación se puede observar 
que no existe ninguna. 

Por otro lado, en cuanto a la distribución por áreas realizada dentro del plan de 
estudios, dicha asignatura no se encuentra asociada a ninguna de las áreas 
planteadas dentro del mismo. 

3.2 Relación entre la asignatura Matemáticas III y las demás asignaturas del 
plan de estudios 

Como ya se mencionó, Matemáticas III es catalogada como una asignatura básica, 
debido a que contempla el estudio de elementos primarios o básicos que son 
indispensables para estudios posteriores, lo cual lleva a pensar que dicha asignatura 
debe formar parte de alguna seriación de asignaturas, la cual no existe dentro del plan 
de estudios(l~ 1.6). Dicho pensamiento debe tener bases sólidas, para lo cual 
se hará uso de algunos de los temas del programe de la asignatura Matemáticas III 
desarrollado en el capitulo uno de este trabajo. 

Dado que la naturaleza de dicha asignatura es formativa, es decir, que en una mayor 
proporción contiene conocimientos básicos que posteriormente tendrán una aplicación 
a lo largo de la licenciatura. A continuación se presentan algunos ejemplos que por su 
simplicidad serán útiles para meditar acerca de la importancia de la misma dentro del 
plan de estudios de la licenciatura de Ingeniería en Alimentos. 

' Contempla conceptos y principios fundamentales proporcionando conocimientos tanto teóricos como 
técnicos para el manejo e Implementación de las Matemáticas 

" Contempla conceptos fundamentales del Calculo Difanincial e Integral de funciones de una aria 
variable real, así como una Introducción a Ecuaciones Diferenciales. 
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DIAGRAMA 1.6 ESTRUCTURA DEL PLAN DE ESTUDIOS: SERIACIÓN 



3.2.1 Ejemplos de aplicación 

3.2.1.1 A la Química 

Se tiene una tanque con yo Its de agua en la cual se encuentran disueltos xo kg. de 
cierta sustancia S (por ejemplo sal). A un tiempo r - O comienza a fluir hacia el tanque 
una solución que lleva a kg. de S por litro de solución a una velocidad de b litros por 
minuto(FIGURA 1.29), Considerando que existe agitación ideal en el tanque (es decir, a 
medida que va llegando le solución al tanque esta se Incorpora en forma inmediata a la 
que ya habla en el mismo), la mezcla es entonces desalojada del tanque a una 
velocidad de c litros cada minuto (PITA, R. C.,203-206). 

Determinar cuál es la cantidad de S en el tanque a un tiempo t. 

a151 
b 

xo 

FIGURA 1,29 APLICACIÓN A LA QUIMICA 

Sea x la cantidad de S en el tanque a un tiempo t, entonces lo que se busca es x(:). Al 
hacer un balance de S en el tanque a un tiempo r, se obtiene que: 

{Variación en la 
cantidad 	{Cantidad de S que  	

sale 
Cantidad de S que l 

llega al tanque } { 	del tanque I 
en el 

de S = 
tanque 

Como 

{

Cantidad des que 
llega al tanque (en la 

unidad de tiempo) 
=(a-irkg Xb

min 
 )= abig- 

mln 

{

Cantidad de S que 
sale del tanque ( en la 

unidad de tiempo) 

(x koY
c 	

cx kg 
'1 Amln)=-Fmin 

donde Ves el volumen de solución en el tanque a un tiempo es decir: 

= Y„ +(b-1)(1 min)-(c / )(tmin) 
min 	min 

= 	+(b - 	[=]Ir 
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La variación des con respecto a t en el tanque, puede ser representada como ttrAir. 
es decir, como CROSS, s. L., 93): 

cx 
= - 	 

dr 	+(b - c)t 
o 

dx 	cx 
+ 	- ab 

di 	V, +(b c)t 

que es una ecuación diferencial lineal de primer orden: 

dx 
+ Q(1 )x = R(t) 

dt 
cuya solución general ea: 

-jaoé 	timo 
x=1 	IR(i) 	dt+C 

donde C es la constante de integración que se puede calcular can las condiciones 
iniciales del problema x(0)=4, Entonces 

1)dt = 
.1 

f 	e 
si b * 

Sib---c J
i~

c {--c—
c

In[K, +(b - c)t] 
b 
.5..1 
vo 

V,,+(b - c)t
dt 
 

= 

SI el caso es b o c (es decir, la velocidad de flujo de la solución que llega al tanque es 
diferente de la velocidad de flujo con la que la solución mezclada abandona el tanque), 
entonces: 

tfg'" 

.{v0 +(b-of 
Al calcular la integral 

J

R(t) IIa~M  di = latín + (b c)t di 

[N+(b-c)tíil

b-c 

= a[V,,+(b-c)tF 
Como 

cv1h 
=[V,+(b - c)1Y-75 

'SI 

(1a) 

(lb) 



finalmente, se tiene que: 	
41) = a[V„+(b - c)1]+ C 

cuando r(0)=.ro, se obtiene 
C =(x- aVo ) 

entonces la solución, es decir, la ecuación que representa la cantidad de sal en el 
tanque a un tiempo r, viene dada por: 

r(t)= a[lic  +(b-c)t] +(x, - aVo ) 

donde c. 

Cuando es b=c (es decir, la velocidad de flujo de la solución que llega al tanque es 
igual a la velocidad de flujo con la que la solución mezclada abandona el tanque), la 
ecuación (la) se reduce a (SPIEGEL, M. R., 95-97): 

dx 	 c 
— = ab - —c x 	— dx +—X = ab 

di V, 

la cual es una ecuación diferencial ordinaria de primer orden de variables separables, 
donde la variable independiente es el tiempo r, y la variable dependiente es x. Al 
separar las variables se tiene: 

	

dx 	di 
Vo.  ( 1 = Voab- cx; Vodr (Voab-cx)dt; (voab ex) vo  

al utilizar el método de separación do variables para la solución de dicha ecuación 
diferencial, es decir, integrando en ambos lados: 

r 	dr 	r dt 
(Voab- cx) -  J 1.70.  
I i  

- -
c

lnkVoab- ex )= + C 
Vo 

si Inicialmente hay re de kg. de sal en el tanque, se tiene que x= xo  en 1=0; por lo que 

al sustituir en la ecuación anterior, C = --I Is(Voab- ere). Asl, 

1 	 I 	I 
- -

c
ln(Voab cx) = 	- 	cx0 ) 

vo e 
1 -In (Kph - cx)- 1  -In(Voab- exo ) = — 

Vo 

In(Voab - cx)- In(Véib-cxo ). 

'5$ 



n (l'oah - ex) 	e 	(1;ab - ex) _ 
, 

(t'oíd,- ah 	
i; 

 (Voab 

x(i) 
-(V,ah- aje-  +Vol, 

- 

la anterior ecuación representa la cantidad de sal en el tanque en cualquier tiempo r 
donde b=e. 

El ejemplo anterior, es un caso tipico de aplicación de ecuaciones diferenciales 
ordinarias de primer onien, a un balance de materia de un sistema homogéneo sin 
reacción química. 

Este ejemplo consistió en el balance de materia de un tanque con agitación ideal, el 
cual contenía una solución de sal. Inicialmente en el tanque se tenía zo  kg, de sal 
disuelta en agua; al cual se le alimentó a una cierta velocidad una solución que 
contiene a kg. de sal por litro. Dicha mezcla era desalojada a una velocidad de c litros 
por minuto. El problema era determinar la cantidad de sal que hay en tanque presente 
a un tiempo r. 

Para la solución de esté, se realizó el calculo para determinar la cantidad de sal que 
era alimentada al tanque por unidad de tiempo, al igual que la desalojada, pero para 
esta última se consideró la cantidad de sal inicial presente en el tanque con respecto a 
un volumen determinado. Posteriormente, dado que la variación de la cantidad de sal 
presente en el tanque puede ser representada como dx/dt, es decir, como una ecuación 
diferencial de primer orden, la solución es inmediata independientemente de que la 
velocidad de entrada y la de salida sean iguales o no. Esto es debido a que dentro de 
la asignatura de Melemitices III, se contemplan los métodos de solución para este tipo 
de ecuaciones diferenciales. 

El objetivo de la asignatura de Balance de Meted* y Energía, cursada durante el 
tercer semestre de la Licenciatura de Ingeniería en Alimentos (Diagrama 1,3), es 
introducir la aplicación de principios de conservación de la metida y la energía a la 
solución de problemas representativos de la Industria Alimentarla(DEPro. CIENCIAS 
BIOLOGICAS,25). Un caso particular es la aplicación del principio de la conservación de 
la metería en sistemas homogéneos sin reacción química, en donde para la solución de 
estos, se hace uso de ecuaciones diferenciales, por lo que es lógico pensar que debe 
de existir una relación en cuanto a sedación se refiere con respecto a asignatura de 
Matemáticas III. 

Hay que hacer notar queda aplicación de ecuaciones diferenciales no únicamente se 
limita a balances de materia en sistemas homogéneos sin reacción química, sino que 
también se extiende a balances de materia y energía en sistemas homogéneos o 
heterogéneos con o sin reacción química, los cuales también son estudiados dentro la 
asignatura de Balance de Materia y Energía. 

e 
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3.2.1.2 Al flujo de calor en estado estacionario 

Dada una pieza de material sólido, uniforme de longitud Indefinida acotada por los 
planos paralelos A y B (FIGURA 1.30), a una temperatura de T, y To  respectivamente, 
donde Ti>To y la diferencia se denota por áT (áT =TI - 7'0 ), la cual se mantiene 
constante, ya que existe un flujo de calor Q, esto sucede cuando se alcanzin 
condiciones estacionarias, es decir, que se establece un flujo de calor de forma que la 
temperatura de cada punto sea constante en el tiempo(AGUILAR, M. 

FIGURA 1.30 FLUJO DE CALOR A TRAVÉS DE UNA PLACA DE MATERIAL SOLIDO 

De la misma manera se puede considerar un tubo de material uniforme, cuyo corte 
transversal aparece en la FIGURA 1.31, donde la parte exterior se mantiene a una 
temperatura de To y la interior a 7.,; existiendo una superficie (linea punteada) en la cual 
cada punto esta a una temperatura 7'2  , donde T, > TJ > To. 

Planos paralelos a A y en forma perpendicular al mismo (FIGURA 1.30), se llaman 
lineas isotérmicas, mientras que la curva punteada (FIGURA 1.31), es una curva 
Isotérmica, tanto los planos correspondientes (FIGURA 1.30), como las curvas (FIGURA 
1.31) se les llama superficies Isotérmicas. En general, las superficies Isotérmicas no 
son líneas o círculos, sino familias de curvas (FIGURA 1.32). 

Tn 

FIGURA 1.31 FLUJO DE CALOR A TRAVÉS DE UN CILINDRO: CORTE TRANSVERSAL 

Si se consideran pequeñas porciones de dos superficies isotérmicas contiguas 
(FIGURA 1.33) separadas por una distancia An, donde la temperatura correspondiente a 
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la superficie Sr es 	y la correspondiente a So es To, y dado que Ti> To la diferencia 
de temperatura es Ti-To = A7'. Experimentalmente se encuentra el flujo de calor que 
fluye de Sr a So por unidad de área es aproximadamente proporcional a ATIAn, dicha 
aproximación llega a ser más precisa a medida que An (y desde luego A7) se hace 
más pequeña, en el caso limite a medida que An -+ 0, ATIAn —› dT/dn, al cual se le 
llama gradiente de T (razón de cambio de T en la dirección normal a la superficie o 
curva isotérmica)(sPrEGEL, M. R., 101-106). Por lo anterior se dice que el flujo de calor por 
unidad de área es directamente proporcional al gradiente de temperatura con la 
distancia n; y esto es afectado directamente por el parámetro de proporcionalidad k que 
es la conductividad calorífica del material, el cual es especifico para cada material. La 
ecuación que representa este fenómeno es: 

Q AT 
= k 

A An 

Esta ecuación sólo representa la transferencia de calor por conducción en sólidos, 
líquidos y gases. Expresada en forma diferencial: 

dT q._—k- 	 (2) 

Donde q„ es el flujo local de calor por unidad de área en dirección x, existiendo una 
ecuación análoga para las direcciones y y z (AGUILAR, M. L.,8). 

El vector de flujo local de calor (qz ) es normal a la superficie isotérmica y está 
dirigido en el sentido de las temperaturas decrecientes, puesto que el calor fluye 
siempre desde las superficies calientes a las frias. En consecuencia los vectores q y el 
gradiente de temperaturas tienen la misma dirección pero sentidos opuestos, lo que 
explica el signo menos en el segundo miembro de la ecuación (2). 

• . 

• " 

FIGURA 1.32 FLUJO DE CALOR: FAMILIA DE CURVAS 

Cuando las temperaturas varían con el tiempo y de un punto a otro, ya no se habla 
de un estado estacionario sino de un campo de temperaturas transitorio (estado 
inestable), por lo que la ecuación (2) se modifica para representar el fenómeno 
transitorio, el cual es el que se presenta con más frecuencia (en el procesamiento de 
alimentos, como en la industria de las conservas, los alimentos enlatados se calientan 
por inmersión en baños de vapor ose enfrían sumergiéndolos en agua fría): 

ISS 



dr  - k dr  
di 	dx 

Para calcular la cantidad de calor que pasa a través de cualquier superficie de un 
cuerpo, es necesario conocer el campo de temperaturas establecido en su interior y es 
precisamente este campo de temperaturas, el que constituye el principal objetivo ce 
estudio de la teoría analítica de la conducción de calor. 

Sr 

FIGURA 1.33 FLUJO DE CALOR: SUPERFICIES ISOTÉRMICAS CONTIGUAS 

Ejemplo: 

Supóngase que se tiene un tubo largo de acero, de conductividad térmica k, el cual 
tiene un radio interior de a m. y un radio exterior de b m., donde la superficie interna se 
mantiene a una temperatura 7', y la superficie exterior se mantiene a 7'2. Dicho tubo 
tiene una longitud de 1m. 

Encontrar la ecuación de la temperatura como una función de la distancia r del eje 
común de los cilindros concéntricos, 

Es claro que las superficies isotérmicas planteadas son cilindros concéntricos. El 
área de tal superficie con radio r y la longitud / es 2,r La distancia dx en este caso es 
dr. Así, la ecuación (2) puede ser escrita 

q = 	I 	dr 
dr 

la cual es una ecuación diferencial de primer orden de variables separables, donde la 
variable independiente ea el radio r y la variable dependiente es T, y queda expresada 
como: 

q
dr 

= -k(21171)dT 

donde q es un valor constante. Al utilizar el método de separación de variables se 
tiene que: 

-2 dé?' = qlnr +C 
considerando las condiciones: 

T.T, 	r =a 
r =b 
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y sustituir en la ecuación anterior, 

ylna +e 
-2alkT2 =qhlb+C 

2n1k(-T,+71)  
(lna -Mb) 

c=21clk[ T 
(-
ona _ inb)  

1; + T2 )Inbi 

Por tanto, 

T .724 	Inr+Inbl  
Ina -Inb 

Esté ejemplo es un caso típico de aplicación de ecuaciones diferenciales ordinarias, 
de primer orden a un proceso de transferencia de calor en estado estacionario. 

En cual se considera que se tiene un tubo de acero, con un radio interior de a m y un 
radio exterior de b m; en donde la superficie interior esta a una temperatura T, y la 
superficie exterior a una temperatura Ti, ambas superficies son isotérmicas. En donde 
se desea encontrar la ecuación que detemiine la temperatura en función del radio del 
tubo. 

Para su solución se consideró que en el tubo se esta llevando a cabo el fenómeno de 
transferencia de calor, el cual esta relacionado con la razón de intercambio de calor 
entre cuerpos calientes y trios, llamados fuente y recibidor respectivamente, esto se 
verifica debido a la diferencia de temperaturas en donde el calor fluye de una región de 
alta temperatura a una de mis baja. Una vez comprendido lo anterior se hace uso de la 
ecuación (2) en donde se 'encuentra implicada la variación de la temperatura con 
respecto a la distancia, en este caso con respecto al radio debido a que se trata de 
cilindros concéntricos, una vez ya modificada la ecuación (2), se resuelve debido a que 
esta se convierte en una ecuación diferencial de primer orden de variables separables. 

El objetivo de la asignatura de Fenómenos de Transporte, la cual es cursada 
durante el tercer semestre de la Licenciatura (Diagrama 1.3), es introducir al estudiante 
el análisis teórico y fenomenológico de los fenómenos de transferencia de momento, 
masa y calor; por lo al considerar el ejemplo anterior es lógico pensar que debe de 
existir una relación en cuanto a seriación as refiere con respecto a Matemáticas III. 

El uso de ecuaciones diferenciales no se limita únicamente a este tipo de problemas, 
es decir, a la aplicación a fenómenos de transferencia de calor por conducción en 
estado estacionario, sino que se extiende a procesos de transferencia de calor en 
estado transciente, as( como a la aplicación a fenómenos de transferencia de calor por 
convección, transferencia de momentum y de masa, los cuales también son analizados 
en dicha asignatura. 

de donde se obtiene: 
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3.2.1.3 A problemas de crecimiento y decrecimiento 

dr La ecuación diferencial 	 — = ax 
dr 

describe que la razón de cambio en el tiempo t de una cantidad x, es proporcional e x. 
Si la constante de proporcionalidad a es positiva y x es positiva, entonces dx/dt es 
positivo y x aumenta; en este caso se habla de un problema de crecimiento. Por otro 
lado, si a es negativa y x, es positiva, entonces dx/g/r es negativo y x decrece, el 
problema que se involucra es decrecimiento. 

Un caso práctico de este tipo de problemas es la Ley de Newton para el enfriamiento 

3.2.1.3.1 Ley de Newton para el enfriamiento 

Dicha ley puede enunciarse de la siguiente manera: la velocidad a la que se enfría 
un cuerpo es proporcional a la diferencia de temperatura entre él y el medio que 
lo rodea (KERN, D.G., 1113). 

SI se denota como T a la temperatura del cuerpo a un tiempo r, y T. a la temperatura 
del medio en el que se encuentra, se tiene entonces que: 

d7' 
dr 

= 	- T.) 

donde k es la constante de proporcionalidad. Si ro era la temperatura del cuerpo a 
t=0, se tiene que, al separar variables e integrar 

jyT
r dr  

kis& 
- 	o 

de donde 
T - 7' In 	= kr 
Te— T. 

+7; 

la cual es le expresión de la temperatura del cuerpo a un tiempo t. 

Ejemplo: 

Dentro del proceso de elaboración de un nuevo producto alimenticio, se requiere que 
se le alimente a una marmita, una mezcla a una temperatura determinada. Para ello se 
hace agregar al mismo tiempo, un mismo volumen de una solución "X' la cual tiene una 
temperatura elevada, a los tanques A y B, Al tiempo r=0, al tanque A se le agrega 
inmediatamente una pequeña cantidad del ingrediente T y espera u minutos para 
comenzar a ser alimentado a la marmita. Mientras que al tanque B, se espera 
primeramente ro  minutos, y luego se le añade la misma cantidad del ingrediente T y se 
comienza a alimentar a la marmita. Considerando que el ingrediente T estaba en 
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refrigeración y que no se volvió a introducir a la cámara de refngeración. ¿Cuál de las 
mezclas esta más caliente al momento de ser alimentadas a la marmita? 

Si se introducen algunas variables antes de proceder a plantear la solución del 
problema. 

Tc 	= temperatura de la solución 'X' al ser vaciada a los tanques A y fi (a r=0). 
To. 	= temperatura del solución "X" después de u minutos. 
Tm> 	= temperatura de la mezcla (solución "X"-ingrediente"Y"), que se forma en el 

tanque A a 1=0. 
TA 	= temperatura a la que es alimentada la mezcla del tanque a A a la marmita. 
Te 	= temperatura a la que es alimentada la mezcla del tanque a B a la marmita. 

Ten. = temperatura de la mezcla (solución T-ingredienteT), que se forma en el 
tanque B a 1=1,, 

T ce 	= temperatura Inicial del ingrediente «y«. 
Torio  = temperatura del ingrediente 'r después de ro minutos. 
T. 	= temperatura del medio ambiente 

En el ejemplo se habla de una solución 'X' que tiene una temperatura elevada y un 
ingrediente «y« con temperatura baja, por lo anterior se debe interpretar estos datos 
como que Tc> 71 yTce<T.  

Entonces se tiene un proceso simultáneo que consiste en: 

Se forma (en el tanque A sucede) una mezcla solución "'C.-ingrediente "Y", y está se 
enfría durante ro  minutos. 
N) Durante estos re minutos se enfría la solución 'X" que se encuentra en el tanque B y 

a su vez 'se calienta ". el ingrediente T, de modo que a los ro minutos se has le 
mezcla solución 'X'-ingrediente "r(le solución "X" yá no está tan caliente como 
aquella que se usó para la mezcla en el tanque A, ni el Ingrediente 'r estaba tan frío 
como el usado en tal mezcla). 

Tanto la velocidad de enfriamiento de la mezcla solución"X"-ingredienteT del 
tanque A y le de la solución "X" del tanque B, como la velocidad de "desenfriamiento* 
del ingrediente T, se rigen por la ley de Newton. 

Al introducir ahora un par de hipótesis, las cuales son físicamente aceptables y 
constituirán puntos claves en la solución del mismo. 

La constante de proporcionalidad k que aparece en la formulación matemática de la 
ley de Newton para el enfriamiento depende de las características físicas del cuerpo 
sometido a enfriamiento (o calentamiento). Se llamará k, a la constante correspondiente 

En realidad lo que acontece con Ingrediente "rY' en el ~curso de estos lo minutos es que éste va 
queriendo cada vez menos frío. 
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al enfriamiento de la solución "X" (presente en el tanque B). Estrictamente hablando la 
constante de proporcionalidad para el proceso de enfriamiento de la mezcla 
solución"X"-ingrediente'r del tanque A no tiene la misma que la del tanque /3 (o sea 
ki). Sin embargo, al considerar que en el ejemplo se habla de 'una pequeña cantidad" 
del Ingrediente "Y' (es decir, al considerar que las características ffsicas que intervienen 
en la determinación de k, no son substancialmente alteradas por la adición de esa 
pequeña cantidad del ingrediente no), se tomará también como k1 esta constante de 
proporcionalidad (la del proceso de enfriamiento de la mezcla solución"r-Ingredienter 
efectuada en el tanque A a /-0). 

La segunda de las hipótesis que se introduce se explica a continuación. 

Otro de los parámetros que tienen Influencia en la determinación de la constante de 
proporcionalidad citada en la hipótesis anterior es la superficie de contacto del cuerpo 
con el medio. Esto es, k será mayor dentro más grande sea la superficie de contacto 
con el medio (k > 0). Físicamente resulta aceptable que la velocidad a la que se enfría 
un cuerpo en forma de lámina es mayor que la velocidad a la que éste se enfriada si 
estuviera en forma de esfera ~pacta (GEANKOPUS, c. J., 43e). En este problema el 
recipiente en donde está contenida la solución 'X' es mayor que el recipiente en donde 
se encuentre el ingrediente Y", de modo que la velocidad a la que se enfría la solución 
"X' es mayor que la velocidad a la que se sdesenfria' el ingrediente 'Y'. Si k3  es la 
constante de proporcionalidad en le formulación matemática del proceso de 
"desenfriamiento' del ingrediente r; donde según la hipótesis introducida aquí, es que 
*I> kr. 

Al formular entonces los modelos matemáticos de enfriamiento de la solución 'X' de 
los tanques A y B. 

Para el tanque A se tiene: 
dr 
—do  = -ki(r - Tai) 

donde Tes la temperatura de la mezcla a un tiempo t. Al separar variables e integrar 
queda que: 

krods 

T  la 4-T
-  k,to  

TA= (6)-4)(4 4  

que es la temperatura ala que la mezcla del tanque A es alimentada a la marmita. Para 
el tanque B se tiene: 

de donde 

al despear T4 
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A T 

	>1 

de donde 

- 
Jo 

1-*( 1: 	+T.  

Ésta es la temperatura de la solución "X' presente en el tanque B después de lo 

minutos. 

También durante esos to minutos el ingrediente 'r pasa de una temperatura TCR a 
una temperatura TcR,„, siendo la relación entre estas variables dada por: 

7,..„ dr 

Jr 
k, ork 

r, 	T - T - 

In 7.142 .-7 -". k,i ' 
TCR - Tso • ° 

de donde 	 = (Tat — ti'~+T7, 

Los resultados obtenidos hasta ahora se pueden observar resumidos en la siguiente 
gráfica 

to 
FIGURA 1.34 TEMPERATURA DE LA SOLUCIÓN EN EL TANQUE A, B Y DEL 

INGREDIENTE 'r. 

Pene U pomo de *desenfriemlenelf del Ingrediente I" se tiene que 

dT 
= -k2(T -71) 

d'T 
puedo que T. >T y k 2 >O. Ast que 

dt 
— > O, que establece e4 hecho de que la temperatura del 

Ingrediente 'Y' es una función creciente del tiempo. 
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Ahora se tiene que determinar Tcco (temperatura inicial de la mezcla en el tanque A) 
en términos de Te y Tia (temperatura de la solución "X" y temperatura del ingrediente 
"Y"), asi como Ta (temperatura inicial de la mezcla en el tanque B) en términos de Taz, y 
Tobo (temperatura de la solución "X" a los ro minutos-momento en el que al tanque B se 
le adiciona el ingrediente .r a la temperatura Talo formando la mezcla). 

Este problema puede ser resuelto, como la siguiente situación física: 

Un cuerpo de masa MI y temperatura 7', se pone en contacto (se mezcla) con otro 
cuerpo de masa m:  y temperatura T,, con T, > T:. L  Cuál será la temperatura 7' de la 
mezcla? 

Para resolver este problema se observa que 

Calor perdido por 
el cuerpo de masa 
Calor perdido por 
el cuerpo de masa 

m, = m, ci (T, —T) 

m2 =m, c2  (T— T2) 

donde c, y c2  son los calores específicos de los cuerpos de masas mi y m2  
respectivamente. Según el principio de la conservación de la energia se tiene que: 

-T)=m2C2(T-  T2) 
de donde 
	 /NO; + ntz etri  

c,+ c2 

Sea entonces mc la masa de la solución "X" presente en los tanques a A y By n'a la 
masa del Ingrediente "Y' agregada a la solución le. Sean cc y ccR  los calores 
especifico. correspondientes. 

Entonces es claro que: 
114.Ce +Illc t eol Tay  

"'Cc+ Motc(11 

18 = 
me cc To. + 	Tc"  

111ce Mol% 

que son las relaciones que se querían establecer. 

Para simplificar estas expresiones se tiene que mc cc =wc y ma cat =wcR (datos 
conocidos). Entonces 

Wc T.  + Wcx lex  nto - 
wc + 
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W roa + WCRI lisu  
TR 	Wr  

(n'a) y TH, ahora se encuentran expresados en términos de datos conocidos). Entonces 
la temperatura a la que es alimentada la mezcla de A a la marmita es: 

= Tan - 	tip + 
o 

=[

We Tr + Wares  T 1-,>+T 
Wr+WcR 	m  

y la temperatura a la que ea alimentada la mezcla de B a la misma es: 

WCTO Wellratr  

	

Th = 	u, 
+ "CR 

I 
Wai 

r r 
Tn= 	Lwri(7¿•-r..)r*"414- ° +wc»[(Tal-71)r**" +T. ]] 

lirc + 
(II) 

Tanto (I) como (II) han quedado en términos de datos conocidos. La pregunta es 
ahora: ¿que número es mayor, el reportado por (I) o el reportado por (II)? 

Al calcular la dWarencia 7.4 - To 

T., 	.{wcI -m'otra  Ta  }t-11, + Ta  
+ W "C Cle 

w 	+1w [WC[( 7C - 	+ rol+ ki[(TCR de-k9°  + ti] 

WCW(r11°  -1-̀ 6 )(T.- Tm) 
+ Wa, 

Ciertamente Wch» O y Wc > O, y además, por la segunda de las hipótesis planteadas, 
> ki, lo cual implica que rho. > Choo y también que T. > 

• 

Entonces 
	

Th O 

es decir, 	 T1 TO 

por lo que la mezcla del tanque A se encuentra mis caliente que la de B, en el 
momento de ser alimentada a la marmita. 

Éste ejemplo es típico de la aplicación de ecuaciones diferenciales ordinarias, de 
primer orden a un caso práctico de decrecimiento. 

(I) 
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El problema en general se rige por la Ley de Newton para el enfriamiento. la cual dice 
que la velocidad a la que se enfría un cuerpo es proporcional a la diferencia de 
temperaturas entre él y el medio que lo rodea (KMN, 1). G., I0-13). Dado que e 
problema consiste en determinar la temperatura a la cual se alimenta a una marmita 
una mezcla preparada a partir de dos ingredientes (solución 	y ingrediente "e"), bajo 
condiciones de temperatura relativamente diferentes, Las ecuaciones que se obtiene 
después del análisis pertinente resultan ser ecuaciones diferenciales ordinarias de 
primer orden, por lo que la solución se obtiene inmediatamente. 

Al igual que en el ejemplo anterior, en este se efectúa un proceso de transferencia de 
calor, con lo que se reafirma la importancia de una posible seriación de la asignatura 
Matemáticas III con Fenómenos de Transporte. 

3.3 Alternativas de la asignatura Matemáticas III en relación al plan de 
estudios 

Después de haber analizado los ejemplos anteriores, así como el contenido de la 
asignatura Matemáticas III, se observa que tal materia debe tener alguna relación en 
cuanto a seriación se refiere con Fenómenos de Transporte y Balance de Materia y 
Energia, las cuales se cursan durante el tercer semestre de la licenciatura de 
Ingeniería en Alimentos, debido a que el alumno que ha cursado dicha asignatura 
cuenta con las bases suficiente para poder plantear y resolver mediante un lenguaje 
matemático los problemas típicos de las asignaturas antes mencionadas. En base a lo 
anterior se puede proponer una posible modificación en cuanto a seriación se refiere al 
plan de estudios (DIAGRAMA 1.7), ésta consiste en el planteamiento de que previó a 
cursar las asignaturas de Fenómenos de Transferencia y Balance de Materia y 
Energía, el alumno debe de haber aprobado Matemáticas III, es decir, Matemáticas NI 
debe ser un antecedente de con Fenómenos de Transporte y Balance de Meterte y 
Energía. 

Como posible alternativa para un mayor aprovechamiento, se puede considerar la 
propuesta anterior, es decir, la modificación en cuanto a sedación se refiere, debido e 
que en primera instancia se reconocería la importancia que tiene ésta dentro del plan 
de estudios de la licenciatura de Ingeniería en Alimentos. Al mismo tiempo serviría 
como una solución inmediata e la problemática que presenta la asignatura con 
respecto al Indice de aprobación (FioufrA 1.35), ya que se observa que el promedio de 
alumnos aprobados en Matemáticas III, durante el periodo de 1980-1995 es de 
aproximadamente el 37% , es decir, menos del 50% de los inscritos son aprobados, lo 
cual se puede deber a que algunos desertan, no viéndose obligados a cursar y aprobar 
la asignatura(ya que no esta seriada), y dejarla para alguno de los últimos semestres 
repercutiendo en forma negativa, porque en la mayoría de los casos, el alumno ya no 
cuenta con las bases de Cálculo diferencial e integral, ni con la practica que tenia en 
relación a las Matemáticas durante el primer semestre, perdiéndose así la esencia de 
la asignatura de Matemáticas III frente al estudiante. 
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DIAGRAMA 1.7 RESTRUCTURAOCIN DEL PLAN DE ESTUDIOS 
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■ Aprobados 

■ NO aprobados 

En forma paralela, se puede proponer a los catedráticos de las asignaturas de 
Fenómenos de Transporte y Balance de Materia y Energía una mayor profundidad en 
relación al estudio de cada uno de los temas de éstas asignaturas, motivando así al 
alumno a tener las bases matemáticas suficientes para la comprensión de los mismos, 
ya que en ocasiones los catedráticos se ven en la necesidad de repasar las bases 
matemáticas necesarias para el estudio de los temas correspondientes a dichas 
asignaturas, lo cual tiene como consecuencia una reducción en cuanto a tiempo para el 
estudio de los temas de cada uno de los programas repercutiendo en forma negativa 
para las asignaturas subsecuentes. 
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FIGURA 1.35 ÍNDICE DE APROVECHAMIENTO DE LA ASIGNATURA MATEMÁTICAS III 
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Conclusiones 



En base al análisis del temario comprendido por Matematicas III, se da la 
pauta para determinar la existencia en orden de aparición de dos temas 
centrales en éste, como son Cálculo vectorial y Ecuaciones diferenciales. 

Al analizar la importancia de Matematicas III frente al plan de estudios, 
mediante ejemplos sencillos de aplicación, se pudo concluir que existe una 
relación directa de ésta asignatura y las demás asignaturas del plan de estudios, 
en particular, con Fenómenos de Transporte y Balance de Materia y Energía, las 
cuales se cursan durante el tercer semestre de la licenciatura de Ingeniería en 
Alimentos, es por ello que se propone una posible modificación en cuanto a 
seriación se refiere al plan de estudios, ésta consiste en el planteamiento de que 
previó a cursar Fenómenos de Transferencia y Balance de Materia y Energía, el 
alumno debe de haber cursado y aprobado Matemáticas III. 

La propuesta anterior, servirá como una alternativa de solución para la 
problemática que presenta la asignatura con respecto al índice de aprobación 
(donde el promedio de alumnos inscritos que aprobaron, durante el periodo de 
1980-1995, fue aproximadamente el 37% me decir, menos del 50%), el cual 
también se puede deber a las siguientes causas: 

a) Orden de aparición de los temas en el programa de la asignatura, debido a 
que el alumno de la licenciatura de Ingeniería en Alimentos, previó a éste curso 
no ha tenido contacto alguno con lo que se refiere al Álgebra vectorial, la cual es 
la base para la comprensión del primer tema central, como lo es Cálculo 
vectorial. 

El segundo teme central es el de Ecuaciones diferenciales que por estar en 
ese orden de aparición, el alumno algunas veces no alcanza su asimilación en 
cuanto a la posible aplicación del mismo, debido a que continuamente tiene que 
estar revisando los apuntes del curso anterior (Matematicas II: Cálculo 
diferencial e integral), el cual es la base para la comprensión de este tema. 

Una alternativa a lo anterior puede ser la modificación en cuanto al orden de 
aparición de los temas del programa de Matematices III, una propuesta de ello, 
se da en el capitulo uno de este trabajo, donde es desarrolla el temario 
siguiendo un orden invertido, .como lo es el estudio de Ecuaciones diferenciales 
seguido por el de Cálculo vectorial. 

Dado que algunas veces el lenguaje de los temas comprendidos en la 
asignatura de Matematices III en algunos libros tiende a ser técnico, se propone 
que el temario desarrolla en el capítulo uno de este trabajo, sirva como base 
para una futura elaboración de un libro de apuntes ayudando así al alumno que 
cursa la materia. 

b) La extensión del temario de la asignatura. Al revisar cada uno de los temas de 
Matematicas III, se puede decir que el programa que se debe cumplir es muy 
extenso, es por ello que en ocasiones los temas no son analizados con la 
profundidad que se requiere, repercutiendo ello, en que el alumno no comprenda 
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el concepto básico del lama en cuestión, a la vez la importancia de éste como 
una base para el entendimiento de posteriores asignaturas. 

Como alternativa de solución se propone: 
incrementar el número de horas de estudio asignadas a la asignatura de 

Matemeticas III. 
la división del temario del programa de Matematicas III, en dos 

asignaturas, una de ellas que contemple únicamente el estudio del tema 
de Ecuaciones diferenciales incluyendo la aplicación de éste a problemas 
relacionados con la Ingeniería de Alimentos. Mientras que la segunda 
asignatura comprenda desde el Álgebra vectorial hasta Cálculo vectorial. 

Finalmente, se debe considerar a la asignatura Matemáticas III, dentro de la 
distribución por áreas de vinculación con el contexto socioeconómico nacional; 
del plan de estudios de la licenciatura de Ingenierfa en Alimentos, en el área de 
Ingenlerta debido a que ahl se encuentran Incluidas asignaturas de carácter 
básico como Maternatices 1 y II, las cueles son prerequisito de Ésta y asignaturas 
fundamentales tales como Fenómenos de Transporte y Balance de Materia y 
Ennio. 

in 
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