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Introduccion

El material que se estudia en un segundo curso de probabilidad a nivel licenciatura,
se encuentra en una gran variedad de textos, en algunas ocasiones de dificil acceso para la
mayorfe de los estudiantes, Por lo que se hizo una revisién bibliogréfica donde se recopilé
parte del material visto enel curso y se presenta en este trabsajo como un apayo al estudisnte.
Los temas que se tratan en este trabajo se exponen en siete capitulos:

En el primer capftulo se pretende hacer un rdpido recordatorio de Jos conceptos
més importantes, que se pueden ver en un curso de probabilidad introductorio, conceptos
teles como: probabilidad, probabilidad condicional, espacio tnuestral, variable aleatorie,
etc.

El segundo capftulo contiene una breve introduccién a vectores aleatorios y su
distribucién, asf como sus principales propiedades, y por @tlmo ls relacién que guardan con
sus distribuciones marginales,

A continuacién en el tercer capitulo se muestra como obtener la distribucién de
una funcién de un vector aleatorio. En la primera parte de este capitulo se trats el caso
de funciones definidas de R" a R y en la segunda parte, funciones definidas de R" &
R". Finalmente, se jlustra la forma de encontrar la distribucién de funciones de variables
aleatorias mediante varios ejemplos.

El cuarto capftulo esta dedicado & motivar las principales variables aleatorias uti-
lizadas en Estadfstica, como son lns variables aleatorias x2, F, t de Student, etc., dando una
breve resefia histérice de cada una de ellss, asf como también sus principales aplicaciones.
Adiclonalimente, se incluye la teorfa de Jas estadisticas de orden en su caso més sencillo,
es decir, cuando se tienen n variables aleatorias absolutamente continuas, independientes e

identlcamente distribuidas.
En e} quinto capftulo se desarrolia e] concepto de esperanza, varianza, asf como
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también el de moentos, tanto centrales como alrededor del origen de una variable aleatoria.

En el sexto capftulo, mediante las herramientas desarrolladas anteriormente se es-
tudian dos de las distribuciones multivariadas mds importantes, las cuales son la distribucion
normal nultivariada y la distribucién multinomial.

Finalmente, en el iiltimo capftulo se desarrolla la teorfa de las distribuciones condi-
cionales,

Es importante mencionar que los conceptos mateméticos que se utilizaron en este
trabajo son los que se aprende en cursos de licenciatura de los primeros cuatro semestres
de las carreras de Actuarfa o Matematicas, de aquf que en ocasiones se tenga que hacer uso
de resultados sumamente fuertes sin demostracién alguna, ya que para ello se necesita que
¢l alumno tenga dominio de materias como son Analisis matemdtico o Teorfa de la medida,

que normalmente un alumno de cuarto semestre de licenciatura no tiene.



o

Capitulo 1

Resumen de Conceptos basicos

Uno de los primeros intentos de desarrollar una teorfa de la probabilidad con rigor
matemético se debe a Laplace, en su trabajo titulado, Theorie analytique des probabilités
(1812) Loplace di6 la definicién de lo que ahora conocemos como probabilidad clasica de
un evento, el cual tiene un mimero finito de posibles resultados y que consiste tan solo en
calcular el nimero de maneras en que puede ocurrir un evento dividido entre el nvimero total
de posibles resultado, esto siempre y cuando cada posible resultado ocurra con le misma
frecuencia. Esta definicién es sumamente restringida, ya que existen experimentos, en los
cuales no todos los posibles resultados tienen la misma frecuencia, es més, en la mayorfa
de los experimentos puede obtener un mimero infinito de posibles resultados. No fue si no
hasta principios de este siglo cuando un matemaético ruso A. N. Kolmogorov sent6 las bases
de lo que ahora conocemos como teorfa de la probabilidad, dando una base axiomética para
ésta, en su trabajo Fundamentos de la Teorfa de la Probabilidad en 1933, De acuerdo con
este desarrollo, los eventos aleatorios son representados por conjuntos y la probabilidad es
tan solo una medida definida sobre esos conjuntos. De aquf que el desarrollo de la Teorfa de
la Medida dié un fundamento légico y consistente & la Teoria de la Probabilidad, ademés
de ayudar grandemente al desarrollo de Ja matemética moderna. Por lo cual es de extrema
importancia mencionar las bases axiométicss de la probabilidad dadas por Kolmogorov.

1.1 Espacios de probabilidad

Supongamos que tenemos que realizar un experimento cuyo resultado no se puede

predecir con certeza. Sin embargo, supongamos que el conjunto de todos los posibles re-
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sultados es conocido. Este conjunto de posibles resultados de un experimento es conocido

como ¢ espacio muestral, que cominmente denotaremos por la letra griega Q.

Ejemplo 1.1 El experimento consiste en lanzar dos dados, entonces cl espacio muestral

consiste en 96 puntos

(1,10, (1,2), 0,9, 0,4 (1,8),0,6)

(2,1 (2,2) (2,31 (2:4),(2,8),2,6)

0] 60.6:2.6,3,6.9.6,5.00
(4,1),(4,:2), (4,3), (4,4), (4, ), (4,6)
(5,1),(5,2), (8,3),(5,4), (5, 5), (5,86)

[ (6,1),(6,2), 6,316, (6,5),(6.6)

donde (i,7) es el evento donde aparece i en el primer dado y j en el segundo.

Ejemplo 1.2 El experimento consiste en la medida en horas de la duracidn de un foco
seleccionado al azar de la produccion de una fdbrica de focos, entonces el espacio muestral

consiste de todos los ndmeros no negativos, esto ¢s
= 0,00

Cuslquier subconjunto de €2 se le conoce como un evento. Algunos ejemplos de

eventos son los siguientes:

Ejemplo 1.3 En el ejemplo 1.1, si E = {(1,6),(2,5),(3,4), 4,3),(5,2), (6, 1)}, entonces

E es el evento donde la suma de los dos niimeros obtenidos es jgual o siete.

Ejemplo 1.4 En el ejemplo 1.2, si E = (20000,60000), entonces E es el evento en donde
el foco dura entre 20000 y 60000 horas.

También tenemos que para cualquier par de eventos £ y F de un espacio muestral,
se definen los eventos EUF el cual es el evento donde I o F ocurra y 0 F como el evento
donde E y F ocurren, EU F se le conote como la unién de E y I, mientras que ENF
ge le conoce como la interseccién de E y F, en otras palabras, FU F consiste de todos los
elementos que estdn en F'y F, mientras que ENJ consiste en todos los elementos que estdn

tanto en & como cn F.
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De manera andloga se pueden definir unjones e intersecciones de inds de dos even-
tos, asf como también uniones e intersecciones de una infinidad de conjuntos. Finalinente
para cualquier evento £ definiremos un nuevo evento que se le conoce como el complemento
de E el cual denotaremos por E¢ y el cual consiste de todos los elementos del espacio mues-
tral que no estén en E. Todas estas operaciones son las operaciones bisicas que se estudian
en teorfa de conjuntos. Por lo que daremos por hecho que se estd familiarizado con los
conceptos bdsicos que se mancjan en teorfa de conjuntos.

A continuacién para asignar una medida de probabilidad tenemos que definir a
cuales subconjuntos de  le podemos asignar una medida, ya que en ocasiones, como es
el caso del conjunto de niimeros renles, no es posible definir una medida de probabilidad
a cada uno de los subconjuntos de R, por lo que tenemos que definir primeramente una
familia de subconjuntos sobre el espacio muestral que cumpla ciertas propiedades y la que
se encuentren todos los posibles eventos de interés que puedan ocurrir al realizar un cierto
experimento cuyo espacio mmuestral sea . Para ello daremos la definicién de o—dlgebra,

sobre la cual definiremos nuestra medida de probabilidad.

Definicion 1.1 Sea Q un espacio muestral. Una coleccidn A no vacfa de subconjuntos de

Q es llamada o—dlgebra si cumple las siguientes propiedades:
1 Qe A
L. 8i A estd en A, enlonces A® estd en A.
8. Si An estd en A, para toda n € N, entonces U An estd en A.

Ejerplos de este tipo de familias son:

Ejemplo 1.6 Si Q es cualguier subconjunto, la familia de todos los subconjuntos de 2, la

cual denotaremos por 2%, es claramente una o—dlgebra.

Ejemplo 1.6 Otra o-dlgebra definida sobre cualguier conjunto Q es la o -dlgebra discreta,

consistente vnicamente de dos conjuntos
A={Q,0}.

Ejemplo 1.7 Si Q es cualquier conjunto y G es una familia de subconjuntos de Q, entonces

hay una o —dlgebra mds pequeria de 1 que contiene a G, ya que se puede ver fdcilmente que la
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interseccién de todas las o —dlgebras de §) que contienen a G es nucvamente una o —dlgebra.

A esta o—-dlgebra se le conoce como la o—dlgebra generada por G.

Ejemplo 1.8 Si) =R, entonces a la o— dlgebra generada por todos los intervalos abiertos
(a,b) en R se le conoce como la o —dlgebra de Borel y la denotaremos por la letra B. Observe
que B es también generada por todos los intervalos cerrados [a,b] en R. Cualquier conjunto

en BB lo llamaremos conjunto de Borel.

Con estas definiciones podemos enunciar la definicién de lo que vamos n entender
como una probabilidad y la cual se basa principalmente en los axiomas dados por Kol-

IMOogorov.

Definicidn 1.2 Una medida de probobilidad P sobre una o—dlgebra de subconjuntos A de

Q es una funcidn real que tiene por dominio A y satisface las siguientes propiedades:

1. P{Q} =1,
2. P{A} 20 para todo conjunto A € A.

3. Si Ap es una familia finita o infinita numerable de conjuntos mutuamente disjuntos

en A, enlonces
P{UA,.} =Y P{A:}.
n n
Un espacio de probebilidad, denotado por (2, A, P) es un espacio muestral Q, una
o—dlgebra de subconjuntos A y una medida de probabilidad P definida sobre A.

Obs, 1.1 A una funcidn que salisface la tercera propiedad se le llama contablemente adi-

tiva.

Obs. 1.2 Sif2 contiene a lo mds n (n < oo} elementos y A = 29, a cada elemento indivi-
dual {w;} se le conoce como un evento elemental y es suficiente asignar probabilidad a cada
{w} para calcular la probabilidad de cualquier conjunto en A. De esta manera, si A € 2%,
entonces P{A} =Y c4 P{w}.

Obs. 1.3 Si€2 contiene un nimero a lo mds numerable de elementos (es decir, § tiene un
numero infinito de elementos, pero se puede establecer una relacion de orden) y A = 2,

entonces no es posible que todos sus elementos tengan la misma probabilidad de ocurrencia,
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y cn este caso, también es suficiente definir la probabilidad sobre cada cvento elemental

para poder calcular la probabilidad de cualquier conjunto A, ya que si A € 2%, definimos

P{A}=Tuea P{w}.

Obs. 1.4 Si Q no c¢s numerable y, A conticne a todos los evenlos elementales, entonces
no se puede asignar una probabilidad positiva a cada uno de estos cventos, sin violar la
condicién de que P{Q} = 1. En este caso, no es posible que la o—dlgebra en la que

definamos nuestra probabilidad sea 2°.

Ejemplo 1.8 Sea Q = {1,2,3,...} el conjunto de todos los nimeros positivos y sea A = 2%
y definamos P como sigue:
Pli} = %;,i =12...

Entonces Y32, P{i} = 1, por lo que P dcfine una probabilidad sobre 2.

Ejemplo 1.10 Sea Q= {0,00) y A = B, la 0 —dlgebra de Borel restringida a 9. Definamos

P como sigue, para cada inlervalo ] C 9,

P{l}= /' ¢~dz.

Donde esta integral es la integral de Riemann. Claramente P define una probabilidad y esta
se puede extender sobre la mayoria de los subconjuntos de B salve aquellos conjunios que

no son Riemann integrables', ya que P{I} > 0, P{Q} =1 y P es contablemente aditiva.

A continuacién enunciaremos algunas de las propiedades s simples que tienen
las probabilidades y que se pueden demostrar de una manera sumamente directa ocupando
todas las propiedades que se dan en la definicién 1.2.

1.2 Algunas proposiciones

En las proposiciones siguientes tendremos (2, A, P} un espacto de probabilidad y
E,FeA

!Es importante mencionar que para que esta probabilidad este bien definida sobre todos los conjuntos en
B es necesarlo utilizar 1a integral de Lebesgue, la cual puede ser estudiada en cualquier libro de integracién
avanzado. Es to es ya que el conjunto A = {z € R : z es racional} es un conjunto en B el cual no es Riemann
integrable y si Lebesgue integrable.
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Proposicién 1.1
P{d}=0.

Dem.
Es tnmediata de la definicidn de probabilidad.

Proposicién 1.2

P{E}=1-P{E}.

tt

r{n}
P{EU E¥)
P{E} + P{E}

tt

fi

por lo tanto
P{E}=1-P{E}.

Proposicién 1.3 Si E C F, entonces P{E} < P{F}.
Dem,

Ya que E C F esto sigue que a I lo podemos expresar como sigue
F=EU(EnFY,
donde £ y E N FC son eventos disjuntos, de aqui que

P{F} = P{EU(FOE)}
P{E} + P {FNE}

P{E}

L.

v

ya que P{FNEF¢} >0,
Propasicion 1.4

P{EUF}=P{E}+P{F}-P{ENF}.

Dem.

Se deja como ejercicio.
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Definicién 1.3 Una sucesion E,,n € N de eventos, decimos que es creciente si

Andlogamente, decimos que Eq,n € N es una sucesidn decreciente si
E12E2.2E2En2...,

En ambos casos podemos definir el limite de una sucesidn de conjuntos, por lo que cuando
Eq es creciente el imite se define por
o
A, Bn= U B
y cuando E, es decreciente lo definimos como
o0
dm, Bn= (1 B
n=}
Teorema 1.1 Si (S, A, P) es un espacio de probabilidad, y By es una sucesidn de conjuntos
ereciente o decreciente en A, entonces

i, P{En) = P{ lim, £}

LDem,
Supongamos primero que Fynen es una secuencia de conjuntos crecientes. Defi-

namos los eventos Fp nen por

R = E

n-1 ¢
Fy Enn(uE,) =E,NE_, sin=2...
i=1

"

ya que E, es creciente. Ademds Fy es una familia de conjuntos numerable mutuamente

disjunta y

n n

o0 oo
Uk=UE v UF=UE pretodanecN
=1 = i
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o o
P{UE.»} = p{um}
i=1 b=t
= Z"P{Fc}
i=
= lim iP{Fi}
n-‘oo‘r:__l .
= i P{U "

i=1

De agqui tenemos que

h
= "h“'ng"P .'91 2
i, P {En)

por lo que queda demostrado el teorema cuando E, es una secuencia creciente. Cuando E,

i

s una secuencia decreciente se liene que
oo oo
P{ﬂE.-}:lnP{UEf
i=) i=)
y ya que B oy s una secuencia creciente tenemos que

(i)

i=]

il

1- lim P{ES)
dm, 1 - PUE)
lim P{En},

N—o0

i

1

lo cual establece el teorerna.

Es claro que como las proposiciones anteriores podemos enunciar muchas més, por
lo que aquf vimos las propiedades més importantes, dejando algunas demostraciones como

ejercicio.

1.3 Probabilidad condicional

En esta seccidn daremos la definicién de probabilided condicional, Ia cual ha sido
de gran relevancia, ya que gracias a ella se han desarrollado herramientas como la estadfstica
Bayesiana. Sea £ y F eventos definidos sobre un espacio de probabilidad.

Definicién 1.4 El evento E | F es la ocurrencia de E dado que ya sabemos que ocurrid

F. Como sabemos que F ha ocurrido, tenemos gue F se convierte ahora en nuestro nuevo

3 ot L R R e 2
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espacio muestral y la probabilidad de que ocurra E | F serd la probabilidad de ENF dividida
entre la probabilidad de F, es decir,
P{ENF}
P{E|F} =~
(E1F} =577
es claro que esto estd bien definido siempre y cuando P {F} > 0 y no podremos utilizar tal

definicidn si P {F} =0.

Es muy fdcil probar que la probabilidad condicional cumple todas las propiedades

enuncindas en la definicién 1.2, lo cual dejamos como ejerciclo.

Ejemplo 1.11 Supdngase que la poblacidn de una cierta ciudad consiste en un 40% de
hombres y un 60% de mujeres. Supongase también que el 50% de los hombres y el 30% de
las mujeres fuma. Dado que una persona seleccionada es fumador, encontrar la probabilidad
de que sea hombre.

Sol.

Para ello, sea S el conjunto consistente de toda la poblacidn, sea H ¢l evento donde
la persona seleccionada es hombre, M el evento donde la persona seleccionada es mujer, F
¢l evento donde la persona celeccionada fuma y N el evento donde la persona seleccionada
no fuma. Entonces dada la informacidn, tenemos que P{F|H} = %, P{F|M}= {-’5,
P{H}=2, P{M)=2}. El problema consiste en calcular P {H | F}, por lo que

P{HNF)

P{H|F}= 5

Pero tenemos que

P{HNF) = P{F|H}P{H)
b=

Ya que I es la unién de dos conjuntos disjuntos FNH y FNM, tenemos que

P{F}=P{FnH)+P{FnM)}

Ademds tenemos que
P{FNM} = P{M}P{F|M}

- th=4

P{F}

por lo que

]

i
&%
Qe
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por ltimo tenemos que
P{H|F}

i
=g =

1.4 Eventos independientes

Una concepto de extrema importancia en la Teorfa de la Probabilidad, es el con-
cepto de independencia entre dos eventos, y el cual esta relacionado con el hechio de que
la ocurrencia de cualquiera de los eventos no afecta la ocurrencia del otro para efecto de
célculo de probabilidades. Este hecho, lo podemos expresar en términos de probabilidades

como sigue:
Definicién 1,5 Dos evenlos B, I € A se dice que son independientes, st
P{ENF}= P{E}P{F}.

Por la definicién 1.4, en muchas ocasiones la definicién de independencia esta
dada coma: E y F son independientes si P{E | F} = P{E} (lo cual también lmplica que
P{F| E} = P{F} si P{E} > 0}, esto siempre y cuando la P{F} > 0. Esio ltimo hace
més conveniente la primera definicién aunque menos intuitive. Cuando dos eventos no son
independientes los lamaremos dependientes.

Es claro que el concepto de independencia puede ser extendido para més de dos
eventos, para ello existen, dos conceptos de independencia uno mucho més fuerte que el

otro,
Definicidn 1.6 Los eventos Ey, By, ..., E, se dice que son mutuamente independientes st
para toda 0 < €,5 < n, i # j, tenemos que

P{EinE;} = P{E;} P {E;}.

Definicién 1.7 Los eventos Ey, Ea,..., E, se dice que son completamente independicnles,

si cada subcoleccidn de estos conjuntos By, By, ..., Ep, m’S n de esos eventos cumple
P{EyNExnN,. .nE,,,'} =P {El'} P{Ey}...P{E,}.

Es claro que i By, By, .. ., £, son completamente independientes, entonces también
son mutuamente independientes, pero el recfproco no se cumple. A continuacién damos un

ejemplo de esto.
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Efemplo 1.12 Tome cuatro idénticas canicas. En la primera, escribo los niimeros Ay, Ay,
As. En las otras tres, escriba Ay, Ay y A3 respectivamente. Ponga las cuatro canicas en
una urna y tome una aleatoriamente. Sea E; ¢l evento, donde se obliene en la canica el

stmbolo A; i = 1, 2, 3, entonces,

PU‘J]} = P{E')} = P{Ea} =

— o] —

P{E]ﬂEQ}:P{EQﬂE;,} = P{E N B} =’-’-

P{EmEgnEa}:%.

Esto sigue que aungue los eventos Ey Ey, E3 no son completamente independientes, si son

mutuamente independientes.

Ejemplo 1.13 En este ejemplo la P{E\NEyNE3} = P{Ey} P{E} P{Es}, pero Ey,
Ey, E3 no son independientes a pares y de aqui no son completamente independientes. Sea
Q= {1,2,3,4}, y sea p; la probabitidad de obtener {i},i= 1,2, 3, 4. Seapy = % ~1,
P = %, 3= % - JQQ. = 41. Sea Ey = {1,3}, B2 ={2,3}, E3 = {3,4} . Entonces

P{E,NENE} = P{3}
-4

- =) (1-4)
= (p1 +p2) (p2+ p3) (p3 + pa)
= P{E\} P{Ea} P {Es}

Pero P{EyNEy} = % - %Z # P{E;} P {E3} y esto sigue que Ey, Ey, By no son comple-

tamente independientes.

1.5 La Férmula de Bayes

A continuacién enunciaremos una de las propiedades méas importantes de la prob-
abilidad condicional y que es el fundamento de toda una corriente estadfstica denominada
Estadistica Bayesiana, la cual se basa principalmente en esta férmule para poder reslizar in-
ferencia. Para poder enunciar la {6rmula de Bayes, enunciaremos primeramente el siguiente

resultado.

Teorema 1.2 Sea (11, A, P) un espacio de probabilidad. Supongase que Hy,i=1,2,...,

n es una coleccidn de eventos en A tales que son una particidn disjunta de §2 (es decir



i
4
i
i
\
:
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Uk Hi=Qy HinH; = para todo i # j) y P{H;} >0 para todai=1,2, ..., n. Sea E
olro cvento también en A, enlonces
n
P{E}=Y_P{E| H:} P{H:} (1.1)
i=1

Dado que Ji..; H; =9, tenemos que

P{E} = P (nglm)nza}
- r{Gamon)
- ip{(n.-m;)}
= }::P{LiHa}P{H.-},

ya que (Hi NEYN(H;NE) =0 parai# j.

La ecuacién 1.1 se le conoce comiinmente con el nombre de férinula de probabilidad
total, y enuncia el hecho de que la probabilidad de un evento siempre es igual a la suina del
producto de las probabilidades condicionales de el evento dado cada uno de los conjuntos
en una particién disjunta de ), por la probabilidad de cada uno de esos conjuntos. Esta
férmula, en ocasiones es de gran utilidad para calcular probabilidades, cuando se sabe la
probabilidad para cada uno de los conjuntos en una particién disjunta de  y también las
probabilidades condicionales del conjunto dado cada uno de los conjuntos de la particién.

Ejemplo 1.14 Una compariia de seguros cree que la gente puede dividirse en dos clases,
aquellos propensos a tener accidentes y uquellos que no lo son. Sus estadisticas muestran
que las personas propensas a tener accidentes, fijando un afo, tienen un accidente con
probabilidad 0.1, mientras que las que no son propensas, tienen probabilidad 0.05 de sufrir
un accidente. St asumimos que el 30% de la gente estd propensa a sufrir accidentes, jeudl
es la probabilidad de gue una péliza dada por la compariia lenga que pagar por un accidente
dento del ario que cubre éstaf

Sol.

Sea A, el evento donde el duefio de la péliza sufre una accidente, sea A el evento,

donde la pdliza es firmada por una persona propensa al riesgo. De agui la probabilided



Resiimen de Conceptos Bdsicos 17

deseada ¢s P {A,}, la cual estd dada por

P{A| A} P{A} + P (A} A) P {A%)
(.1)(3) + (05)(.7) = 0.056

P}

Teorema 1.3
P{H}P{E| 1}

P

E}=

Dem.

La demostracidn es sumamente sencilla utilizando la férimula de probabilidad total.

Ejemplo 1.15 Supongese que lenemos tres cartas idénticas, excepluando que la primera
carta estd pintada de rojo en ambos lados, la segunda, estd pintada de negro también en
ambos lados y por dltimo, la tercera carta estd pintada de un lado de rojo y del otro de
negro. Las tres cartas son puestas en un sombrero y revuellas, después es elegida una de
ellas aleatoriamente. Si uno de los lados de la carta tomada aleatoriamente es rojo jcudl
es la probabilidad de que el otro lado sea de colo negro?

Sol.

Sea RR, NN, RN los eventos que denotan respectivamente el tomar la primera,
segunda y lercera carla respectivamente. Sea R el evento, donde la carta tomada tiene uno

de sus lados lado rojo, entonces la probabilidad que deseamos calcular estd dada por

P{RN|R} = 5 TP N RN

|
i
N

1.6 Variables Aleatorias

En el secci6n anterior, definimos lo que es una funcién de probabilidad sobre una
o—élgebra A. Esclaro A es una o—8lgebra arbitraria de Q, por lo que comiinmente P noes
fécil manejarla. Sin embargo, en la prictica nuestros eventos pueden ser representsdos por
nimeros reales, es decir, que cominmente la probabilidad de cada uno de nuestros eventos
en A es calculada con e} mimero que representa o este evento. Para ser més preciso existe
una funcién definide sobre A en los nmimeros reales, con la cual hasta el momento hemos
trabajado implicitamente, ya que es muy dificil definir una regla de correspondencia, que
defina a la probabilidad directamnente sobre A, de esta forma daremos & continuacién una
de las definjciones més importantes en 1a Teoria de la Probabilidad y que estd fntimamente
ligada al concepto de funcién medible que se trabaja en Teorfa de la medida,
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Definicién 1.8 Sea §? un espacio muestral y A una o—dlgebra definida sobre §1, entonces
decimos que una funcién X : Q — R la cual mapea elementos de Q en los reales, s
una variable alcatoria si, la imdgenes inversas sobre todos los subconjuntos de R en B son

elementos de A, es decir
XY B)={weQ: X(w) € B} ¢ A pam toda B € B. (1.3)
Es muy comin también que estas funciones sean llamadas funciones medibles, por lo cual,

cuando hablemos de éstas nos referimos a una funciones que cumplan la condicidn 1.9,

Sea z € R, y considere los intervalos semicerrados (~00,z}. Ye que (~00,12] € B,

tenemos que si X es una variable aleatoria, entonces
X (00,2 = {X(w) < 2},

es un evento en A,

También, st B es un conjunto de Borel en R, entonces B puede ser obtenido por
un nimero numerable de operaciones de unjones, intersecciones, y diferencias de intervalos
semicerrados, Usando la definicién de variable aleatoria, junto con el hecho anteriormente
mencionado podemos enunciar los siguientes teoremas.

De ahora en adelante para facilitar la notecién y para que no haya confusién

escribiremos {X € B} en lugar de
{wef: X(w) € B},

Asf el conjunto
{we: X{w) <z},

lo escribiremos comao {X < z}.
Teorema 1.4 X es una variable aleatoria si y solo si para cadax € R
{X<z}e A
Note que la nocién de probabilidad no entra en la definicién de variable aleatoria.

Teorema 1.5 Sea X una varighle alealoria definida sobre una o—dlgebra A en Q, y a,b
constantes. Entonces aX + b es lambién una variable aleatoria sobre A.
Dem.

La prueba es muy simple y se deja como ejercicio.
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Ejemplo 1.16 Para cualquier conjunto A € §, definimos

0 siw¢ A
Ia(w) = .
Aw) {1 Siw€A

Ia(w) se le conoce como la funcidén indicadora del conjunto A, 14 es una variable

aleatoria, si y sélo si Ae A

Ejemplo 1.17 Sea Q= {Sol, dguila} y sea A = 2%, Defina X por X(sol) = 1, X(dguila) =

0. Entonces
0 siz <0,

XY (~o0,1] = {dguila} sil<z <,
{Sol, dguila} siz 21,

y claramente X es una variable aleatoria.

Obs. 1.5 Si Q es un espacio muestral discreto, es decir {0 es un conjunto con un nimero
numerable de elementos puntuales y A = 2%, entonces cada funcién real definida sobre A

es una variable aleatoria.

Ejemplo 1.18 Sea Q = [0,1] y A=B8Bn[0,1], lo o—dlgebra de Borel sobre el intervalo

[0,1]. Definimos X una variable aleatoria por
Xw)=w, siwel0,1].

Claramente X es una variable aleatoria y cualquier subconjunio en B es un evento.

1.6.1 Distribucién de probabilidad de una variable aleatoria

En esta seccién veremos que cada varisble aleatoria induce un espacio de proba-
bilidad y ademés definiremos lo que es una funcién de distribucién, dando sus principales
propiedades. Para ello tendremos § un espacio muestral, A una o—élgebra definida sobre

Q y X una variable aleatoria sobre ).

Teorema 1.6 La variable aleatoria X definida en un espacio de probabilidud (1, A, P) in-
duce un espacio de probabilidad (R,B,Q) por medio de la correspondencia

Q(BY=P{xB)}=P(X€B) pmtodaBeB.

b g AT A
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Escribiremos Q = P {X~1} y llamaremos a Q 0 a P{X "'} la distribucidn de probabilidad
de X.

Dem.

Claramente Q {B} 2 0 paru toda B € B, y también tenemos que

Q{R}=P{X €R} = P{Q} =1

Sea By € B,i=1,2,... con BiN Bj =) para toda i # j. Ya que la imagen inversa de una

unidn disjunla de conjuntos de Borel es la unidn de sus imdgenes inversas, tenemos que

Q{UZ: Bi}

P{X-Y U2, Bi)}
I:o{ 2 X 1(By)) -
£ ppxm) = S o)

Esto sigue que (R,B,@) es un espacio de probebilidad.

En este caso @ es una funcién definida sobre los conjuntos borclianos de R, los
cuales consisten de todas las uniones e intersecciones numerables y complementos, asf como
la combinacién de estas tres operaciones entre conjuntos abiertos por lo que no es sencillo
expresar muchos de estos eventos en términos de eventos elementales, por lo que resulta
que esta funcién no sea sencillo definirla, de aqul que introduzcamos la siguiente funcién
puntual definida sobre R.

Definicion 1.9 Una funcidn real F definida sobre R que es no decreciente, continua por

la derecha y que satisface que

TI—100

lim F(z)=1y lim F(z}=0
IT=-0C
es llamada una funcidn de distribucidn.

Obs. 1.8 Dado que F es continua por la derecha y no decreciente, se tiene que si b
es cualquier nimero real y b, es una secuencia decreciente que converge a b, entonces
nli‘ngo F(by) = F(b) (en este caso al Jim F(by) se le conoce como Umite por la derecha de
F y cominmente se le denota por F(b+)), ademds se puede probar que el limite por la
izquierda existe, el cual se define de manera andloga y el cual denotaremas por F(b=). En
general, {endremos que

F(z-) € F(z) = F(z+),
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pam toda z € R, y T ¢s un punto de discontinuidad para £ si y solo st F{z+) y Flz-)
no son iguales. Este resullado se tiene en general parma cualquier funcion no decreciente
F, por lo cual tenemos que en la definicidn de funcidn de distribucion, cl hecho de que la
funcidn sea no decreciente es de extrema importancia, ya que si ésta no fuera continua por

la derecha, podemos definir una nueva funcién como
F(z) = Flz+),

la cual ya es continua por la derecha en R. Es importante mencionar que algunos autores,
hacen que la funcidn de distribucidn sea continun por la izquierda y esto se logra definiendo
la funcidn de distribucion como

Fx(z)=P{X <=z},

la cual claramente es continua por la izquierda (en particular los de crigen ruso tienen esta
definicidn de funcidn de distribucidn).

Definicién 1.10 Sea X una variable aleatoria definida sobre un espacio de probabilidad
(8, A, P). Defina una funcidn puntual Fx(.) en R por

Fx(z)=P{X <1} para lodez € R (14)
La funcidn Fx es llamada la funcidn de distribucion de X,

Teorema 1.7 La funcidn Fy definida en 1.4 es una funcidn de disiribucién.
Dem.

Sea 2y < x9. Entonces claramente tenemos que (~00,z)} G (~00,22) y por las
propiedades elementales de la probabilidad, tenemos que

Fx(z)=P{X <oy} < P{X < 2} = Fy(za)

por lo cual Fx es una funcidn no decreciente, Ya que Fx es no decreciente basta probar

tinicamente que para x € R y cualquier secuencia de ndmeros que decrecen a z, es decir
ZY>T> ... DT> > y lmzy=z
n-oo
se tiene que Fx(za) — Fx(z). Sea Ay = {z < X < zy}, entonces Ax € A y también

o
’}LngnAk = DIAI; =
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ya que ningtin inlervalo (,xy] contiene @ 2. Esto implica que limy.,o, P {A;} = 0. Pero

]

P{A} P{X <z} -P{X <z}

Fx(zx) — Fx(q)

de aqui que
klim F(zi) = F(z),
por lo cual F es continua por la derecha.

Finalmente, sea z,, una suceston de ntimeros decrecientes a —0o. Entonces

{X <z} 2{X € 2n1} pamcadan eN

Jim (X San} = [){X <z} =0,

i=]

por lo cual
F(-00) = lim P{X <za} = P{ lim {X < zn}} =0.

De manera andloga podemos demostrar que
F(oo) = "lL“JoP{X Sap} =1
st es que T, s una sucesién que crece a 00, por lo que la prueba esta completa.

El sigulente resultado, el cual se enunciara sin prueba, establece una correspon-
dencia entre la probabilidad inducida Q definida sobre B y una funcién de distribucién F
definida en R.

Teorema 1.8 Dade una probabilidad Q definida en B, eziste una funcidn de distribucién
que satisface

Q(~00,2} = F(z) paratodezeR, (1.5)
e inversamente, dada una funcidn de distribucidn F, existe una tinica probabilidad Q definida

sobre B que satisface 1.5,

Teorema 1.9 Cada funcidn de distribucidn define una funcidn de distribucidn sobre algin
espacio de probabilidad.
Dem.



Restimen de Conceptos Biisicas 23

Sea I una funcién de distribucion, por el leorema 1.8 eziste una dnica probubilidad

@ definida en B que salisface
Q(~o00,2} = F(z) pamlodaz € R.
Sea (R,B,Q) el espacio de probabilidad en la que definimos la variable aleatoria
X(w)=w, weR.

Entonces
Q{X <z} = Q(~00,2] = F(z),

y F es la funcidn de distribucidn de la variable alcatoria X.

Obes. 1.7 5i X es una variable aleatoria en un espacio de probabilidad, dado por (2, A,P),
vimos que por el teorema 1.7 que Fx(z) = P {X < z} es una funcidn de distribucidn aso-
ciada a X. El teorema 1.9 asegura que a cada F la podemos asociar con alguna variable
aleatoria. De aguf para cada variable aleatoria, existe una funcidn de distribucidn e inver-
samente, De ahora en adelante cuando hablemos de una variable aleatoria, asumiremos que

ésta estd definida sobre algin espacio de probabilidad.

Ejemplo 1.18 Sea X la variable aleatoria definida sobre (Q, A,P) por
X(w)=c paretodaw € .

Entonces

P{X=¢}=1,

Fx(z) = Q(~00,2) = P{X'l(—oo,z]} - { 0 siz<e

1 siz2c¢c

Esta variable aleatoria se le conoce cominmente como variable aleatoria degenerada.
Ejemplo 1.20 Sea ) = {sol,dguila} y X definida por

X(sol)y =1, X(dguila) = 0.
Si P asigna probabilidades iguales a {sol} y a {dguila}, enfonces

P{X=0}=-=P{X=1},

L
2
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stx <,

Fy(x) = Q(~00,2] = si0<z <,

— ol O

stx > 1,

Ejemplo 1.21 En el ejemplo 1.18. Para cada subintervalo I de {0,1), sea P {1} lu longitud
del intervalo. Entonces la funcidn de distribucidn de la variable aleatoria definida por
X(w)=w, wel0,1], estd dada por

0 sizx<@
Fx(z) = Q(-o0,z] = P{X'l(—oo.r-]} =¢ z siz€l0,l ,
1 stz>10

ya que P {(~o0,z}} = P{{0,1]} = x para tedaz ¢ 0,1].

1.6.2 Variables aleatorias discretas y continuas

En este trabajo nos restringiremos exclusivamente a dos tipos de variables aleato-
ries, las cuales son las variables aleatorias absolutamente continuas y las variables discretas
las cuales definiremos a continuacién, no significando esto que sean las Unicas gue existen,
ya que en muchos casos las variables aleatorias no son de ninguno de estos dos tipos, pero
tanto las variables aleatorias discretas como las abselutamente continuas, son las de mayor
uso en la estadistica y en las aplicaciones précticas. Las variables aleatorias discretas son
aquellas que asumen a lo més un ndmero numerable de valores, y las variables aleatorias

continuas son aquellas cuya funcién de distribucién es una funcién absolutamente continua,
lo cua! definiremos con més claridad a continuacién,

Definicidn 1.11 Une variable aleatoria X definida sobre (2, A, P) un espacio de probabili-
dad, se dice que es discrela, si exisle un conjunio numerable D C R tolque P{X € D} = 1.
Los puntos de D los cuales tienen una probabilidad positiva son llemados puntos de sallo

de la funcidn de distribucion de X y sus probabilidades las Namaremos saltos de la funcidn
de distribucidn de X.

Obs, 1.B Note que en cualguier caso D € B ya que st x € R, endonces

{z} = ﬁ (m--%,x-k%)

n=l



Resiimen de Conceptos Bisicos 2

0 six <0,
Fx(z) = Q(-00,z] = ¢ § si0<z <],
1

stx >l

Ejemplo 1.21 En el ¢jemplo 1.18. Paru cada subintervalo I de [0, 1], sea P {I} la longitud
del intervalo. Entonces la funcidn de distribucion de la variable alealoria definida por
X(w)=w,we€l0,1], estd dada por

0 siz<0
Fx(z) = Q(~00,2] = P{X~}(-o0,a]} ={ z size01] ,
1 siz>0

ya que P{(~o00,2]} = P{{0,z]} = z para toda z € [0,1].

1.6.2 Variables aleatorias discretas y continuas

En este trabajo nos restringiremos exclusivamente a dos tipos de variables aleato-
rias, las cuales son las variables aleatorias absolutamente continuas y las variables discretas
las cuales definiremos a continuacién, no significando esto que sesn las tinicas que existen,
ya que en muchos casos las variables aleatorias no son de ninguno de estos dos tipos, pero
tanto las variables aleatorias discretas como las absolutamente continues, son las de mayor
uso en la estadistica y en las aplicaciones précticas. Las variables aleatorias discretas son
aquellas que asumen a lo mds un mimero numerable de valores, y las variables aleatorias
continuas son aquellas cuys funcién de distribucién es una funcién absolutamente continua,

lo cual definiremos con més claridad a continuacién.

Definicién 1.11 Una varigble aleatoria X definida sobre (§2, A, P) un espacio de probabili-
dad, se dice que es discreta, si exisle un conjunto numerable D C R talque P{X € D} = 1.
Los puntos de D los cuales tienen una probabilidad positiva son llamados puntos de salto
de la funcidn de distribucidn de X y sus probabilidades las llamaremos saltos de la funcidn
de distribucién de X.

Obs. 1.8 Note que en cualquier caso D € B ya que si £ € R, entonces

{z} = ﬁ(x-—%,x+%>

n=]
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Por lo que tenemos que {z} € B, de aqui, dado que D es un conjunto a lo mds numerable

tenemos que

D= {e},

x€D
y dado que B puede ser representado como una unidn numerable de conjuntos en BB, entonces

D € B. Es claro que si X es una variable aleatoria discrela, y toma inicamente los valores

z;, 1=1,2,... con probabilidad p;, entonces tendremos que 332y p; = 1.

Definicién 1.12 Si X es una variable aleatoria discreta, entonces definimos la funcidn

real fx como sigue

fo(z)=P{X =z},

y se le conoce como funcidn de densidad de probabilidades de X.

Obs, 1.9 Es importante mencionar que en el caso discreto el conjunto
T={zeR: fx(z)>0}

es a lo mds numerable y ademds tenemos que T C D, por lo que podemos establecer un
orden en el conjunto T. Comiinmente denolaremos por zi, i =1, 2, ... a todos los posibles
puntos que estdn en T, es decir -

U {a:.-} =T

i=1

Ademds la funcidn de distribucién de X estd dada por

Fx(z)=P{X <z} =Y fx(z).

E 1354

También tenemos que si I 4 es la funcién indicadora del conjunto A, podemos escribir nuesira

variable aleatoria como

X(w) = izif(.\":x.‘)(w)'

i=1
Ejemplo 1.22 Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad de probabilidades,
dada por

61
et et 4 Sl:t=l,2,...
fx(g)=¢ ™F )
(=) 0 e.0.c.
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por lo que la funcidn de distribucidn de X, esta dada por
0 st <l

Fy(z)= la]

H

sicr2>21

a2

donde [z] es la menor parte entera de z.

Podemos observar que si X es una variable aleatoria discreta, entonces la funcién
de distribucién de X, Fy serd una funcién de saltos, esto es que si z,, n € A son los posibles
valores que toma X, entonces Fx(z) cs constante en los intervalos {z4.1,zi) y da un salto

de tamafio p; (donde p; = P {X = z;}) en ;.

Ejemplo 1.23 Sea X una variable aleatoria discreta, cuya funcidn de densidad de proba-

bilidades estd dada por

bosiz=1
b osig=2
fx(z)=¢? .
(<) } siz=34
0 eoc

Por lo que la funcién de distribucion de X, Fy estd dada por

[~3

st <1
sil<z<2
512z <3
sidgz <4
sid<«zx

iy LS B

Es claro que Fx es una funcidn de saltos (ver fig.1), mieniras que la grdfica de fx consiste

tinicamente de unos cuantos punlos (ver fig.1).

f,
e 3
) — .
‘ Prr—
3 —e
4
! .
H
lo—-—o ]l'O
i ! N
— X »x
P S R T2 3 4

Figura 1. Fx y fx
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A continuacién consideraremos las variables aleatorias con una funcién de densidad
que no tenga saltos. Estas variables aleatorias son llamadas variables aleatorias continuas, y
nos restringiremos a estudiar un subconjunto de estas variables, las cuales son las variables

absolutamente continuas.

Definicion 1.13 Sea X una variable aleatoria definida sobre (2, A,P) un espacio de prob-
abilidad, con funcidn de distribucidn I'x. Entonces decimos que X ¢s una variable continua
si Fx es una funcidn continua. Si Fx es una funcidn absolutamente continua, es decir,
exisle una funcidn fx lal que para cada mimero real T tenemos que

Fx(@)= [ gt

entonces decimos que X es una variable absolutamente continua. La funcidn fx es llamada
la funcidn de densidad de X.

Obs. 1.10 Es importante mencionar que cuando tengamos una variable aleatoria discreta,
fx la llamaremos funcidn de densidad de probabilidades, mientras que si X es una variable
absolutamente continua, entonces a fx la llamaremos simplemente funcidn de densidad de
X. Claramenie estas dos funciones surgen de distinia manera, ya que en el primer caso,
fx representa la probubilidud de que X = x, mientras que si X es una variable absolula-
menle conlinua, esta asume cada valor real con probabilidad cero, es decir P{X =z} =0
para toda X, por lo cual fx(z) no representa probebilidad alguna, lo cual se demostrard a

conlinuacton.

Teorema 1.10 Sea X una variable aleatoria arbitraria con funcidn de distribucién Fx y
a € R. Entonces
P{X =a} = Fx(a) ~ Fx(a-).

Dem.

Claramente, tenemos que si a < b son nimeros reales, entonces
Pla < X <0} = Fx(b)— Fx(a), (1.6)
ya que {X <b}={X <a}U{a <X <b} porlo que

P{X<t=P{X<a)4+Pla<X <),
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por o que tenemos la ccuacidn 1.6. Para calcular P{X = a}, calcularemos primero la
probabilidad de {X < a}, por lo que

P{X <a} = Pllimpw{X <a-2z4}}
"]LHJQP{X La~uan)

Jim Fx (¢ —g5),

il

]

donde z,, es una secuencia de ndmeros no ncgalivos que converyen a cero, por lo que clara-

menie lenemos que
P{X <a}= Fx(a~},

por la definicidn de lfmite por la izquierda. Ahora, dado que

P{X<a}=P{X <a}+P{X =a},

tenemos que
P{X =a} = Fx(a) - Fx(a—),

lo cual establece el tearema.

Utilizando este resultado, es muy ficil ver que si X es une variable aleatoria

continua, entonces para toda a € R, se tiene que
P{X=a}=0
dado que Fy(a—) = Fx(a)
Ohbes. 1.11 Note que fx{z) > 0 para tado z € R y salisface que
. » oo
Jm Fe@)=1= [ fx(ar.
Sea o y b dos nimeros reales cualesquiern, tales que a < b, entonces

Pla<X <t} = Fxla) - Fx(b)
2 fx ()t

Sea B un boreliano en R. Ya que B puede ser obtenido con un nimero numerable

it

de uniones, intersecciones, diferencias de intervalos, los siguientes resultados se sostienen,
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Teorema 1.11 Sea X una variable absolutamente continua con funcién de densidad fx.
Entonces para cada B¢ B
P{B} = /B F(t)e.

Donde utilizamos la integral de Lebesgue. Dado que agui no estudiaremos la integral de
Lebesgue y que la mayoria de las probabilidades de los evenlos que son de interés se pueden
calcular utilizando la integral de Riemann (ya que ¢sta coincide con la de Lebesgue 51 s
que ésla estd bien definida) podemos reemplazar la integral de Lebesgue por la integral de
Riemann en la mayorfa de los casos. Ademds st F diferenciable en  y fx es continua en
X tenemos que

= gy

Teorema 1,12 Cada funcidn real no negativa en R que satisface
fe)z =1
-0

es una funcidn de densidad de una variable X absolutamente continua.

Dem.

En vista del teorema 1.9, es suficiente mostrar que la funcidn
F(z) =/1 f(t)dt paratodaz € R
-0
define una funcidn de distribucidn. Es claro que
Jim Flz)=1 y,li.’llm F(z)=0,
se cumple y también tenemos que si xg > 1,

2 Ix (@)t + [22 fx(t)dt
J2L, Ix(t)dt = F(z,).

Finalmente F es continua, por lo que es continua por la derecha,

il

F(zg)

v

Ejemplo 1,24 Sec X una variable aleatoria, que tiene una funcién de densidad triangular,
es decir, su funcidn de densidad fx (ver fig.2) estd dade por

z sil<z<l,
Ix(@)=¢ 2-z si1<zg2, .

0 e.o.c.

A o e R R e
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La cual fdcilmente se puede checar que cs una funcion de densidad. Entonces X tiene
Juncidn de distribucidn Fx (ver fig.8) dada por

0 siz <0
el Sut=% sid<z <l
Po(c) = .
¥ Jotdt+ fF@-1) =22 -5 1 sil<z<2
1 siz>2
2
W i
] | o
|
‘ m
3 hY
0 ] X ! 2

Figura 2. Fy y fx

Ejemplo 1.25 Sea & > 0 una contante y sea X una variable aleatoria, cuya funcidn de
densidad estd dada por

' kz—1) si0<z<]
’ 0 e.o.c. '

Entonces, dado que foI Ix(z)dz = k/6 tenemos que k = 6.

Obs. 1.12 Es importante recalcar nuevamente que las variables aleatorias discretas, y las
condinuas, son una pequeria parte de toda la familia de variables oleatorias, pero éstas son de

gran importancia, ya que son las que surgen mds frecuentemente en la prdctica, ademds de

esto, st X es una variable aleatoria que no es discreta, ni continua, entonces la funcidn de
distribucidn de X, Fx se puede descomponer como la suma de dos funciones de distribucidn,
: una de las cuales es continua y la otra discreta (ver Kai Lai Chung (4] pg. 7,8). Por dltimo,
o antes de ver los ejemplos de las variables aleatorias mds importantes en la prdctica, se dard

' ; un gjemplo de una variable, la cual 110 ¢s ni discreta, ni continua,

R P ST R R P POt
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Ejemplo 1,268 Le variable aleatoria X tiene por funcién de distribucion Fy dada por

0 siz<@
§ si0gz <l
Fy()={} sil<z<2.
B osi2g<z<3
1 sidg2
Fix)
O
i e
1
ﬂ e}
§ —
H
7 > X
] 2 3

Figura 8. Claramente vemos que Fx no es una funcidn continua, pero tampoco es una
funcidn de saltos.

Podemos ver en la figura 3 que Fx no es una funcidn continua, ni tampoco s una funcicn

de saltos, por lo cual fenemos que X no es una variable continua ni discreta.

En la siguiente seccién daremos una breve resefia de las més importantes variables

aleatorias, tanto en el caso discreto, como en el continuo.

1.6.3 Las Variables aleatorias mds conocidas

Variables discretas

Variable aleatoria Bernoulli Supongase que tenemos una prueba o un experimento,
cuyo resultedo puede ser clasificado dnicamente de dos formas: “éxito” o “fracaso”. Si
nosotros, a Ia variabie aleatoria X le damos ¢l valor de 0 si obtenemos un fracaso y le
damos el valor 1 & obtenemos un éxito, entonces fécilmente podemos ver que la funcidn de
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densidad de probabilidades de X estd dada por

1-p siz=0
Ix(z)=4p siz=1,
0 €.0.C.

donde p, 0 < p £ 1 es la probabilidad de obtener un éxito en nuestro experimento. Una
variable aleatoria X con tal funcién de distribucidn, se le conoce como una variable aleatoria
Bernoulli. De ahora en adelante un experimento en el cual surga una variable aleatoria

Bernoulli lo llamaremos un ensayo Bernoulli.

Variable aleatoria Binomial Supongase que se realizan n ensayos Bernoulli indepen-
dientes, donde en cada uno de estos ensayos se obtiene un éxito con probabilidad p (0 < p <
1). Si la variable aleatoria X denota el mimero de éxitos que se obtuvieron en los n ensayos
Bernoulli, entonces, a la variable aleatoria X se le conoce con el nombre de variable aleatoria
binomial con pardmetros (n,p). En este caso diremos que X se distribuye Bin{n,p). Se
puede probar que la funcién de densidad de probabilidades de una variable aleatoria X que
se distribuye Binomial con pardmetros (n, p) estd dada por
@) = { (();‘)p‘(l )" Ez=012...,n |

€,0.C.

donde (}) son la combinaciones de 1t en 2, es decir el mimero de maneras de tomnar & objetos

n objetos y esta dado por (%) = (--—Y-]_"' . Note que por el teorema del binomio, tenemos que
T n-—I)z.

Yy fx(1) = T O -p "
= [p+Q-p)
= 1.
y claramente, fx(z) > 0 para toda x € R. Es claro que la funcién de distribucién de X
estd dada por

0 siz <0
Fy(e)=4 £ Op(-p* si0<z<n .
1 siz>n

Variable uniforme discreta  Supongase que se tiene una urna, dentro de la cual se tienen

n bolas exactamente iguales, numeradas del 1 al n, y se toma aleatoriamente una bola de
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la urna (es decir ls probabilidad de tomar cualquiera de ellas es exactamente la misma).
St X denota el niimero de la bols que se obtuvo entonces decimos que X ¢s una variable
aleatoria discreta con pardmetro n. Es claro que la funcién de densidad de probabilidades,

estd dada por

Losiz=12...,n
fx(r)={6' cox h )

y la funcién de distribucién de X estd dada por

4

0 sir<l

1 : ¢

L osize{l,?)

2 . :

£ siz €23

Fa(e)=1 " (2,3)

=l sizefn~1,n)

Ll siz>1

Variable ajeatoria geométrica Supongase que se ticne un experimento, consistente en
realizar ensayos Bernoulli independientes hasta obtener un éxito, donde cada utio de ellos
tiene una probabilidad p (0 < p < 1) de ser éxito. 5i X s la variable aleatoria que denota
el mimero de ensayos requeridos para obtener ¢l primer éxito, entonces diremos que X es
una variable aleatoria geométrica con pardmetro p. También diremos que X se distribuye
geométricamente con pardmetro p. Es claro que la funcidn de densldad de probabilidades,
estd dada por

Jxle) = { {(L=p)lp, siz=12,... ’
0 e.0.C.
ya que si A; es el evento, donde se obtiene un fracaso en el i—ésimo ensayo, entonces
P{x=j} = P{&n4n..nan4)
P{Ai} P{Aa}--- P{A;-s} P{45}
(1-p)~'p,

y& que los ensayos son independientes.

it

il

I

Ademés es muy fdcil ver que
LR Ix6) = LR -p)p
= pIE (1 -p)f!

= Py
1.
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Variable aleatoria Poisson Una variable aleatoria X, la cual toma uno de los valores
0,1,2,...se dice que es una variable aleatoria Poisson con pardinetro A (A > 0), si su funcién
de densidad de probabilidades, esté dada por

e*3 sizr=0,12,...

0 e.0.c.

Ix(z) = {

La variable aleatoria Poisson, surge de diversas maneras en una gran cantidad de aplica-
clones précticas, y también como una aproximacién a la variable aleatoria binomial cuando
la n es suficientemente grande y np es pequefia, de aqui la gran importancia que esta variable
aleatoria tiene. Es fdcil comprobar que fy es una funcién de densidad de probabilidades,
ya que . . .

Ze"‘% =¢ Z%‘; =e e =1,

i=1 ' i=1 '
y por supuesto fy(z) > 0 para todo z € R. Algunos experimentos, donde cominmente

surge esta variable aleatoria son los siguientes:

1. El niimero de errores en una pégina de un libro,
2, El nimero de gente en un pueblo que vive més de cien afios de edad.
3. El nimero de clientes que entran en un cierto banco durante el dfa.

4. El nimero de a—partfculas que se descargan en un material radioactivo en un petiodo

de tiempo fijo.

Variables absolutamente continuas

Variable aleatoria Uniforme Una variable aleatoria continua X se dice que es una
variable aleatoria uniforme en el intervalo (a, ) (a < b), si su funcién de densidad est dada

por

fx(2) ={ ;’l—“

e.0.c,

Es claro que fx es una funcién de distribucién, ya que fx(z) >0 paratodaz € R, y

/:: fx(l)dt=[5—£—;dt= 1.



Resiimen de Conceptos Bdsicos 35

En otras palabras la probabilidad de que X este dentro de un subintervalo de (a,b) es la
longitud de este, dividido entre la longitud de (e,b). También tenemos que la funcién de
distribucién de X estd dada por

0 siz<a
Pe(@) = [ fe@dt={ [k sia<a<h |
- 1 sib<a
por lo que
0 siz<a
Fx(r)={ 228 sia<z<h .
1 sib<z

La variable aleatoria uniforme cn cl intervalo (0,1) es de gran importancia, ya que se puede
demostrar teSricamente que si X es una variable aleatoria arbitraria entonces Y = Fy(X)

tlene una distribucién uniforme en el intervalo (0, 1).

Variable aleatoria Exponencial Una variable aleatoria continua cuya funcién de den-
sidad para A > 0 esté dada por

A~ 5z >0
Jx(z) = {
0 e.0.C.

se le conoce como variable aleatoria exponencial y es un caso particular de la variable
aleatoria Gamma Ja cual serd la siguiente variable aleatoria continua que estudiemos. Es

claro que fx es una funcién de densidad, ya que
o0 00
/ [x(z)dz = / A Mdr = —e™¥ |P= 1,
-0o0 0
También tenemos que la funcién de distribucién de X para z > 0 estd dada por
T
Fx(z) = [) AeMdL =17,

Una de las aplicaciones més comuines de 1a variable aleatoria Polsson es cuando X representa
la duracién de vida iitil de algin objeto, por ejemplo X puede representar la vida en horas
de un foco, o la duracién de una lamada telefénica. La variable eleatorie Exponencial posee

la propieded de que es desmemoriada, es decir,
PX>s+t|X>t}=P{X >s},

la cual no tiene ninguna otra variable aleatoria.

,,,,,,,,
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Variable aleatoria Gammma Una variable aleatoria continua cuya densidad estd dada

por
e~ r(ag)a-t
p= ST 20
) 0 e.0.c.

para algin A > 0y a > 0 se le conoce como variable aleatoria Gamma con parametros a, A

['() ¢s llamada funcidn gamma y se define por
00
I'(a) = / e 2% Y,
0
Se puede demostrar que
[(a +1) = al(a),
por lo cual se puede probar por induccién que
() =(n-1)!
yaque (1) =1.
Variable aleatoria normal Decimos que X es una variable aleatoria normal (o que X
se distribuye normalmente) con pardmetros g2 y o si la funcién de densidad de X estd dada

por

2
(2=}
e 2 8l —00< T < 00,

fx(z) = Wors
La gréfica de ests funcién de densidad es simétrica alrededor de p. A la gréfica de la funcién
de densidad de una variable aleatoria normal se le conoce como curva gaussiana (ver fig,

4), en honor a Gauss que fue uno de los primeros mateméticos que la utilizaron.

- ’_" 400

Figura 4. Funcién de densidad normal.
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La variable aleatoria Normal es una de las mds importantes variables aleatoria (si no es que
la més inportante), ya que las sumas de variables aleatorias independientes identicamente
distribuidns, se aproximan en la mayoria de las ocasiones a una variable aleatoria normal
con parémetros p =0y 0% =1,

Si X cs una variable aleatoria normal con pardmetros 1 y %, entonces si definimos
una nueva varioble aleatoria por Y = aX +b con a y b constantes (a # 0), entonces Y se
distribuye normal con pardmetros ay + b y a’o?. Para probar esto, calcularemos primero la

funcién de distribucién de Y suponiendo que a > 0

P{Y <}

= PlaX+b<z)

- rfre)

- 52

= f:f Q‘We"%ﬁﬁdt

= Foyimen{-til g,

ya que se hizo el cambio de variable ¢ = (v — b)/a. De aquf podemos concluir que Y se

Fx(z)

distribuye normalmente con parémetros ap + b y a?o?.

Utilizando este resultado, tenemos que st X se distribuye normal con pardmetros
jt'y o entonces Z = (X — p)/o se distribuye normal con pardmetros =0y o= 1. En
este caso diremos que Z se distribuye normal esténdar o también que es una distribucion
normel unitaria y a en este caso a la funcidn de distribucién de Z 1a denotaremos por ¢.

Hasts aquf no hemos dado una férmula explicita para la funcién de distribucién
de una variable aleatoria normal, y el porque de ésto cs que no hay una forma explicita de

1 e
/: " \/ﬁae L?f)‘dt.

por lo que existen tablas donde esta integral se caleula numéricamente, \nicamente para

calcular la integral

el caso donde nuestra variable se distribuye normal estdndar, dado que cualquier variable
aleatoria normal se puede estandarizar que es lo que hemos hecho en el pérrafo anterior.
Los valores para ®(z) pueden ser obtenidos de la tabla de la distribucién normal dada al
final de este trabajo.
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1.6.4 La funcién de densidad de una variable aleatoria Y = g(X)

En la préctica, es muy comin encontrar el problema de que dada una variable
aleatoria absolutamente continua X, sea necesarto encontrar la funcién de densidad de una
funcién de ella, es decir, la distribucion de g(X). Para cllo, ¢s necesario que {g(X) £y}
sed un evento y en tal caso, diremos que g es una funcién medible. Para esto, ilustraremos
el problema con algunos ejemplos, y después enunciaremos un teorema que nos ayudard
en algunos casos a encontrar la funcién de densidad de una funcién de X, ya que en esta

seccidn consideraremos solamente variables aleatorias continuas.

Ejemplo 1.27 Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente en el intervalo
[0,1). Caleular lo funcidn de densidad de Y = X™.

Sol.

Para ello calcularemos primeramente la funcidn de distribucidn deY para 0 <y <

1. Esto es

[}

Fy(y) P{Y <y}
= P{X"<y}
= P{XSy*}
= Fy(y")

1
= yn,

por lo que derivando tenemos que

lyst sio<ygil

0 e.0.C.

rly)= {

En el dltimo ejemplo, es claro que g(x) = z™ es una funcién estrictamente creciente
poran > 1, ademds de ser derivable, por lo que es invertible. En general, podemos encontrar
muy fécilmente las funcién de densidad de Y = g(X), cuando g es una funcién derivable
estrictamente creciente o decreciente, lo cual es enunciado en el siguiente teorema que

daremos sin demostracién, y la cual se basa principalmente en la regla de la cadena.

Teorema 1,13 Sea g una funcidn derivable, estrictamente creciente o decreciente en un
intervalo I, g(I) de g y g~} la funcidn inversa de g. Sea X una variable absolutamente

continua que liene una funcidon de densidad fx tal que fx(z) = 0 para todo z ¢ 1. Entonces
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Y = g(X) tiene una funcién de densidad fy dada por
Ix@ @) |Eo )| siveg)
fry) = :
0 e.o.c.

Ejemplo 1.28 Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad fx y sean a y b
constanies tales que b # 0. Entonces por el leorema 1.13 tenemos que la variable aleatoria

Y =a+bX tiene funcidén de densidad dada por
fr(y) = ﬁfx (g—;—"f) si ~00 <y <00,

ya que g(x) = a + bz, por lo que g~ (y) = 2 y ;jlyg"(y) = 1. Lo cual podemos comprobar

muy fdcilmente, si suponemos primero que b> 0, por lo cual tenemos que

Fr(y)

]

P{Y <y}
Pla+bX <y}
P{x <ye)
R (%),

]

I

por lo que derivanda, tenemos que

s =gx (452)
donde 1/ {b] = 1/b, andlogamente, tenemos que si b < 0, enlonces
Fy(y) = P{Y <y}
= Pla+bX Ly}
= P{x 22}
- 1-n (i),

por lo que derivando nuevamente, tenemos que
=l (y-e
Jr(y) = bfx( - ),

donde ahora 1/ |b} = —1/b.

1.7 Ejercicios

1. Considere un oomité de cinco personas denotados por A,B,C,D y E. Supongase
que se deben seleccionar un director y un secretario para el comité. Asumiendo que
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un miembro del comité no puede ocupar los dos cargos, exprese el espacio muestral,
asociado a estas selecciones. ;Cudl es el evento donde A es elegido para alguno de los

dos puestos?
2. En cada uno de los siguientes experimentos. ;Cudl es el espacio muestral?

(a) Elexperimento, donde 4 productos son seleccionados aleatoriamente de la pro-

ducci6n de una fébrica.
(b) Un libro es abierto en cualquier pgina y el nimero de errores es contado.

(c) Dos cartas son tomadas (i) con reemplazo, (if) sin reemplazo de una baraja

ordinaria.

d. Sea E, F,G tres eventos. Encontrar expresiones en términos de operaciones de con-

juntos, para los eventos donde
(a) E tnicamente ocurrs,
(b) E'y F ocurran, pero G no ocurra,
(c) al menos uno de los tres eventos ocurran,
(d) los tres eventos ocurran,
(e) ningln evento ocurra,
(f) alomas uno de los eventos ocurra,

(g) alomés dos de los eventos ocurran.

4. Si A C B, probar que
P{B - A} =P{B}~- P{4},

donde A - B = AN B°,
5. 8i P{E}= 9y P{F} =8, mostrar que P{ENF} >.7. En general, mostrar que
P{ENF} > P{E}+P{F}~1,
la cual se le conoce como la desigualdad de Bonferroni.

6. Probar quesi Ay B son mutuamente excluyentes y si P{A} >0y P {B} > Oentonces
Ay B no pueden ser independientes.
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7.

8.

10.

1L

12,

13.

14,

15,

Probar el teorema 1.4.

Probar la desigualdad de Boole

. Probar que

P{ENFY=1-P{E}-P{F}+P{EnF}.
Probar que
P{EW EQU...UE,,}
=Yy P{E}- L P{E,NEy}+...

i1 <1z
+(-1)rH! Y P{E,NnE,Nn...NnE,)}
§§ <12 o <l
+.o4 (1P {EINEN.. . NE).
Probar que si F es un evento fijo tal que P {F} > 0, entonces la probabilidad condi-
cional de E | F es una probabilidad de acuerdo a la definicién 1.2.

Probar o dar un contraejemplo de los siguientes enunciados:

(8) Si E es independiente de F' y E es independlente de G, entonces I es indepen-
diente de FUG.

(b) Si E es independiente de F, E es independiente de Gy F NG = @ entonces E
es independiente de FUG.,

(¢) Si E es independiente de F, F es independiente de G y E es independiente de
FN G, entonces G es independiente de ENF.

Sean Ej, Fn,..., E, eventos aleatorios, entonces

n-1
P{EiN...nE.} = P{E} P{E| El}!’{E;;lElnEg}...P{Eﬂ N E.}.

=i

Probar que si Ey, B, ..., E, son eventtos completamente independientes, entonces
P{E\VERU.. . UE}=1-[1- P(E)](i- P{E)]...[1 - P{E}]

Sea Ay B dos eventos tales que P{A} =p, > 0, P{(B}=p2 >0, yp1+p2 > 0.
Mostrar que P{B| A} 21~ [(1-p)/m].
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5 16. Dos digitos son tomados aleatoriamente sin reemplazo del conjunto de nimeros
{1,2,3,4,5,6,7,8}.

(a) Encontrar la probabilidad de que ambaos digitos scan mayores que 5.

(b) Mostrar que la probabilidad de que la suma de los digitos sea igual a 5 cs la
misma que la probabilidad de que la suma de los digitos sea 13.

17. La probabilidad de que una familia tenga exactamente k nifios es pp = apf, k =
1,2,...,0 < p < 1. Supongase que la probabilidad de que cualquiera de los nifios tenga
ojos verdes es 0 < b < 1, independicntemente de los otros. (Cuél es la probabilidad

de que una fpnilia elegida aleatoriamente tenga exactamente r (r > 0) nifios con ojos
verdes?

18. En el problema anterior, si tenemos que py, estd dado por:

v = opf dk=12,,.
Po = l—-ﬁ%.

Supongase que en la distribucién del sexe en los k nifios es igualmente probable un
nifio que una nifia, Encontrar la probabilidad que una famllia tenga exactamente r
nifios (r > 0). Encontrar la probabilidad condicional de que una familis tenga al

menos dos nifios dado que tiene al menos un nifio.

19. Supongase que una fébrica tiene dos méquinas 4 y B que hacen el 60% y 40% de Ja
produccién respectivemente, En la salida de produccién en cada. una de las médquinas,
la méquina A produce 3% de productos defectuosos, mientras que la méquina B
produce 5% de productos defectuosos. Encontrar la probabllidad de que dado un
producto defectuoso, éste haya sido producido por Ia méquine B.

20. Un estudiante realiza una examen de seleccién multiple, en el cual en cada pregunta se
le ofrecen cinco posibles respuestas. Obviamente si el estudiante conoce la respuesta,
el elegiré ln respuesta correcta. En otro caso el seleccionara una de )as cinco respuestas
sleatorinmente, suponga que el estudiante conoce las respuestas del 70% de todo el

examen.

(8) {Cudl es la probabilidad de que en una pregunta tomada al azar el estudiante dé

la respuesta adecuada?
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21

22,

23

2.

25.

(b} Si el estudiante contesta correctamente una pregunta, jcudl es la probabilidad

de que el estudiante conozca la respuesta?

Suponga que en una prueba para detectar el VIH 90% de los pacientes con dicho virus
reaccionaron positivamente, mientras que el 5% de In gente que no presentaba el virus
reacciond positivamente a la prueba. Si en un hospital el 1% de todos los pacientes
tiene dicho virus., Calcular la probabilidad de que un paciente elegido aleatoriamente

en e} hospital reaccione positivamente ante esta prueba.

Una urna contiene cinco bolas blancas y cuatro negras. Cuatro bolas son transferidas
a una segunda uma, Una bola es tomada de la segunda urna y resulté ser negra. Si
otra bola es tomada de la segunda urne. Encontrar la probabilidad de que esa bola

sea blanca,

Una tipo de probabilidad que no tratamos en este capitulo, pero que nos ayuds o
resolver una gran cantidad de problemas, es la probabilided geomélrica. Sea £ un sub-
conjunto en B con 0 < medida(§) < oo {en este caso la medida de que hablainos puede
ser la longitud, e} ren o volumen de una regién en R, R? o R? o0 més generalinentege-
neralmente uns medida definida sobre los conjuntos borelfanos de R*2). Si se toma
aleatoriamente un punto z de 2 {esto es, que la probabilidad de tomar este punto de
distintos subconjuntos de §2 con medidas iguales, es la misma) y B € BN 1§ es decir
B restringido al conjunto €. Entonces la probabilidad de que z € B

medida(B)

P{xEB}=m

Demostrar que esta probabilidad cumple la definicién 1.2,

Si Mary y Luis se quedan de ver en un restaurante entre Ja 1 y las dos de ia tarde y
ambos llegan aleatoriamente en esa hora y cada uno de ellos espera al otro inicamente
por 15 minutos. Calcular la probabilidad de que se encuentren.

Este problema fue resuelto primeramente por Bertrand, por lo que lleva el nombre
de paradoja de Bertrand, y muestya el cuidado que debe de tenerse al utilizarse el

término aleatorio.

?La medida que comimnente se uiiliza para medit &reas o volumenes en R es In medidn de Lebesgue.
La cual so estudia en cursos de integracidn avanzada.
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26.

27.

28.

29,

30,

3L

Una cuerda de un cfrculo unitario es elegida aleatoriamente. Calcular la probabilidad
de que la longitud de la cuerda exceda a la longitud de los lados del tridngulo inscrito

en ella.

Para resolver este problema Bertrand propuso tres soluciones distintas, las cuales

llevan a resultados distintos, por lo cual se consideré como una paradoja.

(a) Primeramente el considers que e cfrculo es simétrico, por lo que pnede fijarse
una direccién y tomar aleatoriamente un punto sobre el didmetro con la dircecién
elegida de la circunferencia para tomar la cuerda perpendicular al didmetro que

pasa sobre el punto elegido.

{b) La segunda solucién la liizo fijando un punto en la circunferencia, después, eligié

un dngulo entre 0 y 7 el cual serd la direccién de la cuerda elegida.

(¢) Por wltimo, note que para fijar la posicién de la cuerda basta dar su punto medio.

Resuelva el problema, considerando cada uno de estos planteamientos, Después de

ello opine el porque de los distintos resultados.

Un camino de longitud r es dividido por dos puntos elegidos aleatoriamente. jCuél

cs la probabilidad de que los nuevos tres segmentos formen un tridngulo equildtero?

Un punto es tomado aleatoriamente dentro de una esfera de radio R. (Cuél es la
probabilidad de que la distancia del centro de la esfera al punto mds cercano sea

mayor o igual que r (0 <r < R)?
Probar el teorema 1.5.

Probar que si F es una funcién de distribucién, entonces si b € R y b, es una sucesién
creciente a b, entonces limy,—,o F(b,) existe (en este caso limy— o F(by,) €s tan solo el

limite por la izquierda de F).

Probar que si F' es una funcién de distribucidn, entonces el conjunto de discon-

tinuidades de F es a lo més numerable.

Sea X el nimero de soles al lanzar una moneda. (Cudl es 2? ;Cudles son valo-

res que asignan a X los elementos de 27 ;Qué representan los eventos {X < 2.75},
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32.

33,

34.

{5 <X <1.72}?. Ademis dé la funcién de densidad de probabilidades para X, asu-
miendo que la moneda es justa (es decir que la probabilidad de un sol es igual a la de

un dguila).

Un dado es lanzado dos veces. Sea X la suma de sus caras y Y el valor absoluto de su
diferencia. ;Cudl es Q? ;Cuiles son los valores asignados a X' y Y por los elementos
de Q7 ;Cudl es la funcién de densidad de probabilidades para X, asumiendo que el

dado no estd cargado?

Si es que sabe programar en algin lenguaje de cémputo, desarrolle un programa en
¢] lenguaje de su preferencia, el cual pueda calcular la funcién de distribucién de una
variable aleatoria binomial con pardmetros n y p, donde el usuario dé el valor que

desea calcular de la funcién de distribucidn, asi como los valores de n y p.

Es importante mencionar que si usted calcula 300! de manera directa en casi cualquier
computadora, ésta marcard un error, por lo que se recomienda calcular las combina-

ciones de n en ¢ utilizando la funclén logaritmo, es decir,

In (5)

Inn! - In(n —§)! —In{!
YierIng = Tizing - Ty nj,

()=o)

evitando asf los problemas nimericos. El objetivo de este ejercicio es mostrar, la

y claramente

dificultad que existe para calcular la funcién de distribucién binomial cuando n es
muy grande. Es claro que hace dos siglos, cuando se trabajo por primera vez con esta
funcién de densidad no se podfan realizar programas en computadora como ¢l arriba
sugerido, por lo que se motivaron diversas aproximaciones a esta variable aleatoria, y

lo que dio origen a lo que hioy conocemos como teorema central del lfmite.
¢+ Son las siguientes funciones funciones de distribucién?:

0 siz<0
(8) Flg)={ z si0<z <} .
1 simZ%

(b) F(z) = larctanz si ~00 < z < 0.
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0 ir<l
(©) Fla) = R

1~ }: siz>1

l —p—T 1t > 0
) F(z)= { ¢ onEs

0 c.0.C.

35. Sea X con funcién de distribucion dada por Fy.

(2) St Fx es la funcién de distribucién definida en el problema 34a. Encontrar
r{x>3} r{i<x<g}.
(b) Si Fx es la funcién de distribucién definida en el problema 34d. Encontrar
P{-o0< X <2}.
36. Encontrar las funciones de densidad de las funciones de distribucién definidas en los

problenas 34s, 34c y 34d.

37. Sea

fze % siz>0
fg(l‘) = { )
0 e.o..

donde & > 0. (Es fp una funcién de densidad? Encontrar su funcién de distribucién
correspondiente?.
38. Sea

i
€.0.¢C.

fo(I)={ ﬁﬁse‘g siz>0
0

donde 8 > 0. En tal caso encontrar su funcién de distribucién.

39. ;Para qué valores de k las siguientes funciones definen funciones de densidad de prob-

abilidad para alguna variable aleatoria?

(8) f(z) = k:\f} siz=012,...yA>0 .
0 eoc

o) f(z)= ﬁ siz=12...,n
0 eoc

40. Sea la funcién
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4l

42,

43

44.

donde a y 0 son constantes positivas. Mostrar que f es una funcién de densidad. Si
X es una variable aleatoria con tal funcién de densidad, entonces se dice que X es
una variable aleatoria Pareto con pardmetros 0 y a.

Sea la funcién

1 _lz-a R

f(x):;—ﬁe P st ~00< <0,
donde a y 8 son constantes y § > 0. Mostrar que una funcién de densidad. Si X es
una variable aleatoria con tal funcién de densidad, entonces se dice que es una variable

aleatoria doble exponencial con pardmetros a y .

Supongase que tenemos un experimento, donde se elige un dngulo 0 etre -7 y =
radianes uniformemente y desde el punto (0,1) se tira una cuerds hacia abajo, la cual
forma con el eje Y un dngulo 6. Si X denota la distancia del origen a la interseccién
de esta cuerda con el eje X. Calcular la funcién de distribucién de X, a partir de estd
obtener su funcién de densidad. Esta variable aleatoria, es conocida con el nombre de
variable aleatoria Cauchy y su forma més general se puede obtener, suponiendo que
la cuerda es tirada hacia sbajo, desde el punto (a, ), donde a € R y 5> 0. Calcular
la funcién de distribucldén y de densided para X en este dltimo caso.

La funcién de distribucién
0 sizr<v
F(T) = z-u\B . '
l—exp{—-(-;—) } siz>v
donde a, 8 > 0 se le conoce como la funcién de distribucién Weibull con pardmetros

v, a y . Demostrar que esta funcién es una funcién de distribucién y encontrar su
funcién de densidad.

Si X es normal con paréinetros ;= 10 y 2 = 36, calcular

(8) P{X > 5}
(b) P{4< X <16},
() P{X <8};
(d) P{X <20};
(e) P{X > 16}
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45,

46.

48.

49,

60.

51,

52,

53.

54.

() P{X -5 >8}.

La mediana de una variable aleatoria continua X se define como e} valor m tal que
Fx(m) = %, es decir, ¢l valor donde X es igualente probable que resuite mayor o

menor que este. Encontrar 1a mediana de X, si X se distribuye

(a) uniformemente sobre el intervalo (a,b);
(b) normal con pardmetros ju y 0?;

(c) exponencial con pardmetro A.

Si X es una variable aleatoria exponencial con parémetro A, y ¢ > 0, mostrar que

¢X es una variable aleatoria exponencial con pardmetro A/ec.

. Si X es una variable aleatoria exponencial con pardmetro A, Verificar que X también

se distribuye como unn variable aleatoria gamma con pardmetros a =1y A

Si X es una variable aleatoria normal estdndar. Demostrar que X? se distribuye como

una variable aleatoria gamma con pardnmetros a = % yA= %

Y=(X;”)ﬁ.

Si X es una variable aleatoria Weibull con pardmetros v, a, § a,8 > 0. Mostrar que

Ses

Y es una variable aleatoria exponencial con parémetro A =1y viceversa.

Mostrar que [z + 1) = zI'(z). A partir de aquf demostrar que [(n + 1) = n! para
todon=0,1,...
Calcular I(n + 1) para n=0,1,2,...

Si fx es la funcién de distribucién de una variable aleatoria gamma con parémetros

a y A verificar que
x(z)dz =1.
-00

Si X es una variable alestoria uniforme distribuida en e} intervalo (a,b). ;Cuél serd

la relacion lineal con U la cusl se distribuye uniformemente en (0, 1).

Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién fx. Encontrar la funcién de
de Ja veriable aleatoria Y =a + bX (b#0).
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55. Encontrar la funcién de densidad de Y = ¥ cuando X se distribuye normnalmente
con pardmetros pt y 0. Esta variable slentoria se dice que tienc una distribucion

lognormal con parémetros j1 y o*.

56. Probar el teorema 1,13.



Capitulo 2

Vectores Aleatorios

En un experimento, en muchas ocasiones, el resultado de éste, puede estar ex-
presado en varies cantidades, y deseamos cominmente calcular la probabilidad de obiener
alguna combinacién de ellas. Todas esas cantidades pueden ser representadas cominmente
por variables aleatorias, de aquf la necesidad de trabajar no solamente con variables aleato-
rias individuales, ya que una de esas variables, puede determinar completamente el com-
portamiento de las otras variables o viceversa. En este capftulo, veremos la forma de
calcular probabilidades, de manera conjunta de todas estas veriables aleatorias. Para ello
daremos la definicién de lo que entenderemos por un vector aleatorio, para posteriormente
definir una funcién de distribucién conjunta de un vector sleatorio junto con sus principales
propiedades. Posteriormente, estudiaremos los vectores aleatorios de tipo discreto y para
finalizar estudiaremos los vectores aleatorios de tipo absolutamente continuo, junto con sus

principales propiedades.
2.1 Vectores aleatorios

Sea (2,.4,P) un espacio de probabilidad fijo, pero en cualquier caso arbitrario.

Definicién 2.1 El vector X =(X), Xy,..., X,,) de variables aleatorias en (2, A, P) definidas
por
X(w) = (Xy(w), Xa(w), ..., Xpw)), weq,
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es {lamado un vector aleatorio de dimension n si In imagen inversa de cada infervalo en

R" de la forma
I={(z1,23,...,2n) : ~00 < ;s € t5,0; € R,i=1,2,...,n)
estd también en A, en otros palabrus, si
XM= {w: X1(w) Sap,..., Xn(w) San} €4

Es claro que esta definicién es tan solo una extensién de la definicién de variable
aleatoria para una sola dimensién. Es importante hacer notar, que en este caso, X es tan
solo una funcién medible definida de € en R™.

De ahora en adelante fijaremos mayor atencién para el caso de dimensién n = 2, ya
que todo lo que hagamos en este caso es muy similar para cuando tenemos que la dimensién

es mayor que 2.
Definicién 2.2 La funcidn Fy y(-, ) definida por
Fyy(z,y) = P{X<z,¥Y < vh para todo (z,y) € RQ'

es conocida como la funcidn de distribucidn conjunta del vector aleatorio (X,Y). En esle
caso X yY son lambién vaniables aleatorias, las cuales tienen por su parte funciones de
distribucidn Fx y Iy y las cuales los Hamaremos las funciones de distribucidn marginales

de X yY respectivamente.

Més adelante mostraremos que existe obviamente una estrecha relacién entre Fy,y
y Fx y Fy. Ademds si para todo A, B € B, los eventos {X ¢ A} y {Y € B} son eventos
independientes, claramente la funcién de distribucién conjunta es tan sélo el producto de
las funciones de distribucién marginales de las variables que conforman a nuestro vector
sleatorio. Antes de ello daremos las propiedades mds jmportantes de las funciones de
distribucién conjuntas.

Dado que Fx,y define a una probabilidad, se puede mostrar que

i. Fx,y ©s una funcién no decreciente y continua por ls derecha con respecto

& cade coordenada, y
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j 'y y{z = ]
z!«lvr-;‘m ].\'.) (Tu y) [
y— oo

lim Fyy(z,y) = 0 paratodoyeR
y—-o0

yﬁxj; Fyy(z,y) = 0 paratodoz € R,

Por otra parte, es fdcil comprobar que si (X,Y) es un vector aleatorio y ay < by y

ay < by entonces

Play <X Sbap <Y Sh)} = Fyy(by,by) + Fyy(a,a)
~Fxy (b1, 09) - Fxy (a1, by)
(Ver Harris {2}, 73).
Por este hecho tenemos que si una funcién F satisface (i) y (ii) esto no son sufi-
ciente, para que F sea la funcién de distribucién de aigin vector aleatorio, lo cual puede

ser mostrado con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1 Sea F una funcién de dos variables definida por

0 sizx<Goz+y<loy<q,

F(z,y) = {

I eoc

Es claro que F satisface (i) y (ii). Sin embargo F no es un funcidn de distribucidn, ya
que si suponetnos que X y Y son variables aleatorias con dicha funcidn de distribucidn,
entonces

F(lv 1) + F(%l%) - F(lv?j) - F("‘jv l)
1+0~1~1=~1<0.

P{§<Xsl.f}<)’s1}

i

Por lo cual, tenemos que F no puede ser una funcién de distribucién conjunta, ya
que con ésta se puede calcular probabilidades y obvismente las probabilidades nunca pueden
ser negativas. De aquf que sea necesaria otra condicién para poder decir que una funcién
es una funcién de distribucidn de un vector aleatorio bivariado. Por lo que enunciaremos el

siguiente teorema, el cual no serd demostrado en estas notas.

Teorema 2.1 Una funcidn F de dos variables es una funcidn de distribucién conjunta de

algtin vector aleatoriv bivariado si y sélo s¢ esta satisface las siguientes condiciones
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1. F es una funcidn no decrecienle y continua por la derecha con respecto a cada uno de

sus argumentos,

2.
b Fz,y) = lm F(z,y)=0 para todaz,y €N,
z-1=-00 y-r-00
,hTwF(z.y) = 1
y—too

y
4. para cada (z1.91) (z9,y2) con Ty <Y1 Y T2 <mple desigualdad
Flza,y2) - Flzz ) + Fa,n) - Flznm) 20
se soslienc.

Es claro que la generalizacién de la definicién de una funcion de distribucién, al

caso n—dimensional es 1a siguiente.

Definicién 2.3 Una funcidn Fxy,XavXn (z1, 2200+ ,xn) es la funcién de distribucidn con-

junta del vector aleatorio X = (X1, X2+ , Xn) st
Fx(@1,52,-. %) = P{X1 <z, Xp S 2areeey Xn S 20}

En esle caso las variables aleatorias X1, Xay +++s X, son también variables aleatorias con
funciones de distribucion Fx,, Fxzr ooy Fx,, las cuales y paro =1 . n) Fx, la

llamaremos funcién de distribucidn marginal de Xi
Andlogamente al resultado dado en el teorema 2.1 se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.2 Una funcidn F de n varigbles es una funcidn de distribucidn conjunta de
algiin vector aleatorio X = (Xl,Xg,...,X,,) si y solo sf esta salisface las siguientes condi-

ciones:

1. F es una funcidn no decreciente y continua por la derecha con respeclo a cada uno de

sus argumentos,

F(Ill"oovz&-..,z“) =...

il

F(-00,23,++1%n)
F(z;,...,z,,-.,-—oo):O

F(+oo.+oo....,+oo) =]

[
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3. para cada (z1,23,...,2,) ER" yparatodoe; >0 (1= 1,2, ..., n) la desigualdad

F(.’E] + €1, 29 +6'2)"'yxn 'I‘En)

n
- ElF(Il F €1y Ticl FEi=1, Tiy Tig] T Eiglyvoy I + E")
1=

+ i?'";n Flzy ey, Zicy 600,50, Tigy + 641y 00 Tie, 85 F 6501,
i<j

L5, Zi41 + EjtlyeenrTn + €n)

+...

+(=1)"F(z,2a,...,2n) 20

se sostienc.

Aqui nos restringiremos inicamente al caso de vectores aleatorios bivariados, y a
los casos, donde estos vectores son absolutamente continuos o discretos en cada entrada.

Para ello definiremos primeramente los vectores aleatorios discretos.

Definicion 2.4 Un vector aleatorio bivariado X = (X1, X3), ¢s un vector aleatoria discreto
si el conjunto de valores (z;,y;) que puede tomar el vector aleatorio es a lo mds numerable,

es decir, exisle un conjunto A C R? a lo mds numerable el cual cumple que
P{XeA}=1.

En este caso la funcidn [x la llamaremos funcidn de densidad de probabilidades conjunta

de X y la definiremos por
Jx(@1,32) = P{X1 =11, Xy = 29}

Es claro que

S Ixlanzm) =1

(z1,22)€EA
Ademés tenemos también que
Ix(z1,z0) = Z fx(z'llx'ﬂ)l
(zy2h)eB

donde B = {(z,7)) : £} < 21,7 < 22}

Ejemplo 2.2 Supdngase que tres bolas son tomadas aleatoriamente de una urna que con-
tiene tres bolas rojas, cualro blancas, y cinco bolas azules. Si X yY denotan respectivamente
el nimero de bolas rojas y blancas que fueron elegidas, entonces es fdeil probar que la funcidn
de densidad conjunta de probabilidades [xy de X yY estd dada por la siguiente {abla
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g |0 1 2 3 fx()

, BB RP W
Ry W pik
b] 0

MOl B S &

Es claro que la dltima columna y el Gltimo renglén de esta tabla es tan sélo la
suma del renglén y la columna correspondientes. Esto debido a que fx(i) y fy(j) en el

caso de que nuestro vector aleatorio sea discreto tenemos que

Ix(z)

it

P{X=i)
Y fxylzd)

(x.f)eA

it

il

rly) = P{Y=j}

E fX,Y(iyj)l

(iy)eA
donde A es el conjunto a lo més numerable del cual hablamos en la definicién 2.4, ya que la

probabilided de que X tome el velor x es la unién disjunta de los eventos donde X =z y
Y toma todos sus posibles valores, la cual es una unién numerable, donde estos dos hechos
se pueden comprobar muy facilmente. En el caso més general es muy fdcll extender estas
definiciones y dado que nuestro interés principal seré los vectores aleatorios absolutamente

continuos, a continuacién daremos la definicién de estos inicamente en el caso bivariado.

Definicién 2.5 Una veclor aleatoria bivariado se dice que es absolutamente conlinuo si

existe una funcidn no negativa fx,y(-,) tal que para cada (z,y) € R? tenemos que

Ty
FX:Y(I| y) =/ / fx,)’(“, u)dvdu,
-0 V-0
donde Fxy es la funcidn de distribucidn conjunta de (X,Y). La funcidn fxy es llamada

funcidn de densidad conjunta de (X,Y).

Claramente, tenemos que

/-: [/_c: fxy (uv)dv

Ademds si f es une funcién continua en (z,y) tenemos que

Py y(z,
-—5%%-?—) = fxylz,y). 2.)

du=1
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Otra propiedad de la {uncidn de densidad conjunta de un vector aleatorio bivariado es

P{(X,Y)€B) = / / Fxy (, v)dudv, (2.2)
B

para todo BB conjunto boreliano de R? donde utilizamos la integral de Riemann si es que
ésta esté bien definidal. Por lo que se desprende que

b d
Pla<X<be<Y <d}= / / fxy (4, v)dudv.
a 4

En el caso de que (X, Y) sea un vector absolutamente continuo, tenemos que X y

Y a su vez son variables aleatorias absolutamente continuas con funciones de distribucién

dadas por
T o0
Fe(@)= [ [ frlu,v)deds (23)
y —
Fely)= j~ . j_ . Fxy(u,v)dudy (2.4)
ya que
P{XcA} = P{X€AY e (-0 m0)

fA ffom fx,y(u,v)dvdu
para todo A € R medible. De 2.3 y 24 tencmos también por el teorema fundemental del
cdlculo que las funciones de densidad marginales, tanto de X como de Y estdn dedas por

fx@)= [ Z fxr(z,v)dy,

frly)= /m fxy(z y)dz.
-0
Ejemplo 2.3 La funcién de densidad conjunta de X y Y estd dada por

fx,y(z,y)—*{i(m”%x) sil<z<lyl<y<?

€.0.C,

{a) Verificar que esta funcion es realmente una funcidn de densidad para el vector
aleatorio (X,Y).
(b) Calcular la funcidn de densidad mmarginal de X y de Y.

'En otro caso podemos utilizar la integral de Lebesgue, pero en la mayoria de los casos practicos no es
necesario.
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(¢) Encontrar P{X >Y}.

Sol,

Para a} tenemoas primero que fxy > 0 para todo (z,y) € R?, ademds lenemos

que

Ji Jo § a® + F) drdy
= SR v+ o b ]
= B+igi
= #H+7
= ],

lo cual comprueba que fxy es la funcion de densidad de X y Y.

Jo% o0 Ixy (@ y)dudy

il

Para b) tenemos que si z € (0,1) entonces
Ix(g) = [% fxy(zy)dy
= S+ )y
= 1}12 + gm
= 32 +3),

por lo tanto

8222 4z) si0<z <]
Ix(z) ={ 7
0 €.0.C.

y si y € (0,2) entonces fenemos que

) = [ fxy(zp)de
ThE+F)d
+3

por lo cual
J4f sio<y<2
0 e.o0.c.

Iy(y) = {

Paru c) tenemos que

P{X>Y} ] Ixylzv)dzdy
{(zw)x>v}
= I ? (2?4 3) dody
{{z,v):=>9)n(0,1)x(0,2)
= $ 0 f5(a*+ ) dydz
3
BEY XM

= B
= 86

[}

&
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Cuando tenemos la funcién de densidad conjunta de n variables aleatorias absolu-
tamente continuas, entonces se puede calcular también la funcién de distribucién conjunta
de un subconjunto de ellas, es decir, si X, Xy, ..., Xy, con 1 <k < n. Paraello podemos

ver que andlogamente a la ecuacién 2.2 tenemos que

PHGM:f“/AMJ%meMMMMM
B

donde X = (Xy, X2,...,Xs) ¥ B es un conjunto que representa algin evento del espacio
muestral donde estamos trabajando. Asi tenemos que si I = {iy,43,...,ix} es un subcon-

junto de {1,2,...,n} entonces

Fx'(xmﬂfi:.---.xi*) = P{Xil <xillxi2 S-Tinl---rxi* Sxik)

. k
ffoooffooo[ -:alo"'ff:;fxulrt?r“'y‘n) Hldl'l'j g dt;,
J= ele

i

donde X' = (X;,, Xi;, ..., Xi,). De aquf tenemos que la funcién de denslded conjunta de
X.‘,, Xi,, ey X.'* es
00 {eo]
fx(@i @iy T4) =_/ _/ fx(@y g,z ] dtsy
- -0

o icle
por lo que a partir de la funcién de densidad conjunta de X podemos obtener distribuciones
conjuntas de cualquier subconjunto de las n variables aleatorias que conforman nuestro
vector aleatorio, asf como tanbién las funciones de distribucién marginales para cada una
de estas variables.

Es claro que si (X,Y) es un vector aleatorio bivariado con funcién de distribucién
conjunta Fyy, entonces esta funcién determina de manera vinica a las funciones de dis-
tribucién marginales Fy y Fy, pero si tenemos que Fy y Fy son funciones de distribuclén
para X y Y, entonces podemos mostrar que (X,Y) puede tener varias funciones de dis-

tribucion conjuntas,

Ejemplo 2.4 Si X yY son variables aleatorias con funciones de distribucidn
1 siz2>1
Fx(z)={ 4%+ 82 si0<z <1,
0 siz <0
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1 siy>2
Fe(y) =4 Zy+&n? si0<y<2,
0 siy<0

se puede comprobar muy fdcilinente que
Fxy(z,y) = Fx (2)Fy (y)

es una Juncidn de distribucidn conjunta para X y Y, la cual cumple la definicidn enunciada
anteriormente. Pero también tenemos que la funcidn de densidad conjunta vista en el

ejemplo 2.3
E(z?+%) si0<z<ly0<y<2

f,’\’,Y(x»y):' { 0 '

e.0.c.
determina otra funcidn de distribucidn conjunta para X yY que claramente no es el pro-
ducto de las funciones de distribucidn, con la cual poderos obtener las mismas funciones

de distribucién marginales para X y Y.

En el ejemplo anterior podemos ver que la funcién de distribucién conjunta es-
tablece la relacién que existe entre las dos variables aleatorias y si de alguna manera el
comportamiento de una de las variables no afects el comportamiento de la otra y viceversa,
entonces podemos ver fécilmente que la funcién de distribucién conjunta de X y Y es tan
s6lo el producto de las funciones de distribucién marginales. Este hecho se puede expresar
de manera més exacta definiendo lo que entenderemos por independencia de dos variables

aleatorias.

2.2 Variables Aleatorias independientes

Para ilustrar el concepto de independencia de dos variables aleatorias es conve-

niente tlustar primero éste con un ejemplo.

Ejemplo 2.5 Sea X =(X, X2) un vector aleatorio el cual se¢ puede obtener tomandoe un

punto aleatoriamente de manera unsforme del cuadrado unitario

U={zy):0se£1,0<y<1}
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de esta manera podemos ver que

P{XeA}= %—g = area A

por lo cual tenemos que

x(z1,x2) = urea By, z,,

donde
Bz = {{th 1) €U 1ty <3y,ty < 10},

donde claramente

area By ., =1

stzyp>1lyze >,
ares By 7y = 2122

si(zy,29) €U,

area By, zy = 73
§i0<zy Ll yay >,

area By 2, = Iy

si0<yLlyn >y

area By, z, =0
en otro caso. De aquf podemos ver que aplicando £.] tenemos que

1 SiOS_E;,.’L‘QSI

ij,Xg(zth) = {

0 eoc

Ademds, podemos ver que Xy y X, son variables aleatorias uniformes en el intervalo [0, 1]
y con eslo vemos que

Ix1,x5{m1,72) = fx,(21) fx, (22).
También vemos que el tomar un punto uniformemente en U se pueda hacer, tomando dos
puntos sobre el intervalo [0,1] los cuales determinen la abscisa y la ordenada del punto, y

claramente tenemos que estas elecciones son independientes.

A continuacién enunciaremos el concepto de independencia de dos variables aleato-

rias, el cual estd relacionado con la definicién de indcpendencia de dos eventos.
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Definicién 2.6 X y Y son variables aleatorias independientes si y sdlo si
Fyy(z,y) = Fx(2)Fy(y) para toda (z,) € R”.

Con esta definicién podemos ver que en el ejemplo 2.5 las variables Xy y X7 son
independientes. A continuacién veremos una implicacién de esta definicién, la cual estd

enunciada en el siguiente lema.

Lema 2.3 Si X yY son variables aleatorias independientes y a < ¢ y b < d nimeros reales,

entonces
P(a<X_<_c,b<Y5d}=P(a<X_<_c}P(b<st}.

Dem.

Se deja como ejercicio.

Ahora enunciaremos teoremes que nos darén condiciones necesaries y suficientes
para la independencia de variables aleatorias en el caso discreto y en el caso absolutamente

continuo,

Teorema 2.4 Una condicidn necesaria y suficiente para que las variables aleatorias (disc-

retas o absolutamente continuas) X y Y sean independientes es que

Ixy(z,y) = fx(z)fr(y)

para todo (z,y) € R%
LDem.
Nos reduciremos dnicamente a la prueba cuando X y Y son variables aleatorias

absolutamente continuas, siendo de manera andloga en el caso discreto.

Si fxy(z,y) = fx(z)fy(y) para todo (z,y) € R?, entonces

Fey(zy) = [ [¥ fxy(u,v)dudu
Lo [ oo Ix() fy (v)dudu
Ll Ix(u)du [ fy (v)du
Fx(z)Fy(y),

con lo que concluye nuestra prueba.

Tenemos también un resultado més general que el lema 2.3 y ¢l cual estd enunciado

en el siguiente teorema.
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Teorema 2.6 X yY son independientes si y sdlo si
P{X €AY € N)=P{XecA}P{YcA}

para todos los conjuntos de Borel Ay y Ay en R.
Dem.
La demostracidn es directa utilizando el teorema 2.4 y el teorema de Fubini para

infegrales.

También podemos ver que si definiimos nuevas variables aleatorias U = f(X) y
V = g(Y) con X y Y variables aleatorias independientes, entonces podemos enunciar el

siguiente teorema.

Teorema 2.6 Si X y Y son variables aleatorias independientes y f y g funciones Dorel
medibles. Entonces U = f(X) yV = g(Y) son también independicntes.
Dem.

Tenemos que
P{f(X) $2,9(Y) S v} = P{X € [ (-00,2),Y € g™ (~00,3l},
y por el teorema 2.5 y dado que f~}(~00,z] y g~ (~00,y] son conjuntos de Borel tenemos
que

P{X €[N (-0aY €gl(-004]} = P{X e[ (~00,z]} P{Y €97} (~00,1]}
P{f(X) gz} P{gY) <3},

yor lo tanto U y V son variables aleatorias independientes.

Esta dltima condicién para la independencia de dos variables aleatorias es una
condicién necesaria més no suficiente, ya que podemos dar un ejemplo de lo contrario.
Ejemplo 2.6 Sean X y Y variables aleatorias con funcidn de densidad conjunta

fxyle y)‘“{ S sl <yl <)
' ? -
0

c.0.c,

Es fdcil comprobar que X y Y no son variables aleatorias independientes, ya que por el

teorema 2.4 y dado que

xE)=3 slkl<l v K=y i<
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son las funciones dc densidad marginales de X y Y respectivamente. Sin embargo tenemos
que las variables aleatorias X* y Y'* son variables aleatorias independientes, ya quc para u

y v ntimeros reales posiltvos, lencmos que

P{X?<u,Y?<)

P{|X1<\/-.|Y|<\/-}

= f..\/"f f\'Y(-Eu/ dzdy
= 1% f 7 (1 +zy) dzldy
- Vi

= P{X*<u)P(¥?<0)

para lodo 0 S u,v < 1.

Es claro que el concepto de independencia entre dos variables aleatorias, s puede
generalizar al caso de més de dos, como se hizo con los conceptos de independencia de dos

eventos. PPor lo que o continuacién se dard una definicién més general de este concepto.

Definicidon 2.7 Una coleccidn de variailes aleatorias Xy, Xo,..., Xy, se dice que son mu-

tuamente o completamente independientes si y sdlo si

n
Fxp XaooXn (@1, 2,001 Tn) = HFX‘(Q:,-) para todo (zy,9,...,Tn) € R",

i=1
donde Fx, x,,..x, € la funcién de distribucidn conjunta de (X1, Xs,...,Xn) y Fx; (i=
1, ... ,n) es la funcion de distribucidn merginal de X;. Xy, Xy, ..., X se dice que
son independientes por pares si y sdlo si cade X; y X i # 3 (i,j =1, 2, .., n) son

independientes.

Obviamente cuando tenemos independencia completa, ésta es mucho més fuerte
que tener solamente independencia a pares, lo cual es claramente enunciado por el siguiente

teorema.

Teorema 2.7 Si X1, Xa,...,Xn son completamente independientes, entonces cada sub-
coleceion Xiy, Xiy, -y Xiy de Xy, Xay..., Xn son también independientes.
Dem.

Se deja como ejercicio.

Es claro que por el dltimo teorema independencia completa implica independencia

a pares, no asf de manera contraria, ya que se puede dar un ejemplo donde se cumpla la
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independencia a pares y no se cumpla la independencia completa (ver ejercicio 15). Para
finalizar este capftulo daremos la definicién de una secuencia de variables independientes
idénticamente distribuidas y que es uno de los supuestos mis fuertes en algunos de los
teoremas mas importantes en la Teorin de Ja Probabilidad. Para ello definiremos primero lo
que entenderemos por una secuencia de vatiables aleatorias independientes y o que significa

que dos variables aleatorias sean idénticamente distrihuidas.

Definicién 2.8 Una secuencia {X,},y de variables aleatorias se dice que son independi-

entes si para cadan=2, 3, ... las variables aleatorias Xy, Xy, ..., Xy, son independientes.

Definicién 2.9 Decimos que X y Y son variables aleatorias idénticamente distribuidas si

X yY tienen la misma funcidn de distribucidn, esto es
Fx(z)= Fy(z) pomtedazeR,
donde Fx y Fy son las funciones de distribucidn de X y de Y, respectivamente.

Definicién 2.10 Decimos que { Xy}, €5 una secuencia de variables aleatorias indepen-
dientes idénticamente distribuidas (iid) si {Xy}, ¢ €5 una secuencia de variables aleatorias

independientes y la distribucidn de X, (n=1, 2, ...} es la misma que la de X.

Es importante mencionar que si dos variables aleatorias X' y Y estén idénticamente
distribuidas, eso no significa que X = Y con probabilidad 1. S} P{X =Y} = 1 entonces
diremos que X y Y son variables aleatorias equivalentes. Es claro que el concepto de

variables aleatorias independientes, puede ser extendido hacia los vectores aleatorios como

sigue.

Definicién 2.11 Dos vectores alealorios (Xy,Xa, ..., Xn) y (V1,Ya,..., V) se dice que

son independientes &
FX:....,Xth.-.,Ym(xlv T IR J/m) = F.\':....,X" (xlr e riﬂn)FY,,....Y,..(yn e rym)
para todo (zll' s Tm¥ne -yym) € R,

Es claro también que la independencia de (X1, Xz,..., Xn) vy (11,Y2,...,¥Ym) no
implica la indcpendencia de las variables X;, Xy, ..., Xy, o de las variables Y}, Y2, ..., Ym

(ver ejercicio 17).
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2.3 Ejercicios

1.

Dentostrar que st F es una funcion de distribucién de un vector aleatorio bivarindo,

ciitonees

t
—

i Fyy(e,y)
y-r+o00

Jm Fey(zy) =

i
<

para tode y € R,

i
=)

yEx_nm Fxy(z,y) = para todo g € R.

. Verificar lo que se hizo en el ejemplo 2.4.
. Demostrar el lema 2.3.

. Demostrar el teorema 2.4 para el caso discreto,

Sea
I siz+2y21

0 eoc.

Fz,y) = {

(Es F una funcién de distribucién en el planc?

. Sen T el trifngulo formado por los puntos {0,0), (0, v3), y (v3, v2). Sea F(z,y) es

drea de la interseccién de T con la regién {{z1,27) : 21 £ 2,29 £ y}. Mostrar que F
define una funcién de distribucién en el plano y encontrar las funciones de distribucién
marginales.

. Sea (X, Y') un vector aleatorio, el cual tiene una funcién de densidad conjunta definida

por

fxy(zy) = ;i;
para todo (z,y) en el cuadrado cuyas esquinas son los puntos (1,0), (0,1), (-1,0) y
(0,—1) y 0 en otro caso. Encontrar las funciones de densidad marginales para X y Y.

. En el ejemplo 2.5, encontrar la probabilidad de que la distancia de (X,Y) 2l centro

del cuadrado sea mayor que .

. La funcién de densidad conjunta de X y Y estd dada por

eV i<y <o
f(x,y)={ ' -

0 e.0.C.

Calcular P{X > Y}y P{X <a}.
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13.

14.

e
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Sea
eV 5z >0,y>0y2>0

fxvz2(z,9,2) = { ,
0

¢.0.C.

la funcién de densidad conjunta de (X,Y, Z). Calcular

P{X<Y<Z}yP{X=Y<Z)}.

La funcién de densidad conjunta de X y ¥ estd dada por

re—{T+y) o
e stz,y>0
fxy(zy) = { 0 ‘ .

€.0.C.
¢Son X y Y independientes? ;Que pasa si fxy estuviera dada por

2 si0<z<ylcy<l 0

fxy(@y) = {

0 eoc

. La funcién de densidad conjunta de X y Y estd dada por

2 2,y o
c(y* —z*)eV s ~y<z<y0<y<oo
fx.Y(x,y)={0( ' .

€.0.C.

Encontrar el valor de ¢ y las funciones de densidad marginalesde X y Y.

El vector aleatorio bivariado de Cauchy (X, Y) tiene una funcién de densidad conjunta
dada por

Ty (@,0) = 5= (@ a2 +77),
donde ¢ es una constante positiva. Encontrar las funciones de densidad marginal de
XydeY.

El vector aleatoria bivariedo gamma (X,Y) tiene una funcién de densidad conjunta
dada por

a4y

Ixvla y)—{ % ‘,,z“‘l(y—-x)"'le"’l’ si0<z<y
A W)= .
0

€.0.C.

donde a y 3 son constantes positivas, Encontrar las funciones de densidad marginales

pera X y Y.
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15.

16.

17,

18,

19.

Si X} y X2 son variables aleatorias independientes con funcién de densidad de prob-
abilidades dada por
T
5 sir=dl
fx(z)= { . .
0 coc
Si definimos X3 = XXy, Mostrar que X, X9 y X3 son independientes a pares pero

no completamente.

Sea (X1, X3, X3) un vector aleatorio con funcién de densidad conjunta
1 .
bosi(ana13) € A
th.\'mz\'a(Ihm?uxﬂ) ={ 1 e ’
0 eoc

donde A = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,1)}. ;Son X, Xy y X3 independientes a
pares? ;Son Xy + X3 y X3 independientes?

Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad conjunta

I ay(a? -y?)] 6 |2/ <1y |yl <1
fX.Y("’y!l):{ 6‘[ ( ) ol el <Lyl )

€.0.C.

y (U, V) un vector aleatorio con funcién de densidad conjunta

fuv(uv) = 27r\/(11 =7 exp {-—2 a f_ ) (u? — 2puv + v"’} )
donde |p| < 1 es una constante. Sea la funcién de densldad conjunta de (X, Y, U, V)
dada por
Ixyuy(zy,wv) = fxy(zy) foy(uv).
Mostrar que tanto X y Y como U y V no son independientes, pero si lo es (X,Y) de
U,V).

Probar el teorema 2.7,

Sea X, Xy,...,Xn variables aleatorias con funcién de densidad conjunta fx, x;,...Xn
y con funciones de densidad marginal fx, para cada X; (i =1, 2, ..., n). Probar que
X1,Xy,..., X, son mutuamente independientes si y s6lo s

n
fX‘,X),,..,Xn(xhz% (RN |xn) = H f/\'((xi) para todo (xhzﬂi e ,J’:,‘) € R
i=]
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Capitulo 3

Distribuciones de funciones de

vectores aleatorios

En este capftulo se verd la manera de obtener la distribucién de variables aleatorias
que surgen como funciones de vectores aleatorios. En la primera parte de este capitulo
veremos 1a mnanera de obtener la distribucién de una variable aleatoria la cual surge como
una funcién de un vector aleatorio. En la segunda parte, veremos la manera de como obtener
la distribucién de un vector aleatorio el cual surge a su vez de otro vector aleatorio, del cual

conocemos su distribucién.

3.1 La funcién de densidad de una variable aleatoria Y =
g(xl) X21 () ,Xn)

Un problema fundamental en la teorfa de la probabilidad es el de encontrar la dis-
tribucién de una variable aleatoria Y la cual surge como una funcién Y = g(Xi, X,..., Xp)
de n variables aleatorias,

Primeramente tomaremos n variables aleatorias absolutamente continuas las cuales
tienen una funcién de densidad conjunta fx,,. x.{%1,...,2n). La funcién de densidad

conjunta de estas variables aleatorias posee la sigulente propiedad:

P{(X1....Xn) € A} =/- : / [k To)zydy . drp. (3)
A

La funcién real g(z),...,%n) determina una nueva varisble aleatoria Y y estamos
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interesados en conocer la distribucién de esta variable aleatoria, para ello tendremos que

calcular:

i

Fr(y) = P{Y <y}

Ij{g(krll‘--vxn) S y} .

Sea A = {(zy,...,2n): g(z1,...,Zn) Sy}, por la primera observacion acerca de
la funcién de densidad conjunta tenemos que:
Fy(y) = P{g(X1,Xa,...,Xn) Sy} (3.2)
/' ' / fx,,...,x,‘(l'h o vIn)dIl o ~dzn‘
A

Ahora obtendremos la funcién de distribucién de la suma de dos variables aleatorias
X y Y absolutamente continuas, por lo que tenemos que si g(z, y) = z+y podemos enunciar

¢l siguiente teorema:

Teorema 3.1 5i X yY son dos variables aleatorias absolutamente continuas yZ = X +Y

entonces su funcidn de densidad de 7 estd dada como sigue:

1) = [ favwz-alie (3.3
= [ hre=sa)e
Dem.
Sea Z=g(X,Y) . Entonces:
F2(z) = P{Z<:}
= P{X+Y<2)
= / / Ixy (z,y)dzdy.
z+y<e

Figura 1.
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Ahora bien podemos escribir Ia integral anterior como sigue (ver fig. 1):

{vo] T=-T
Fle) = [ [ rerteodae
~00

20
ge 2
/ / Ixy(z,u —~z)dudz,
-0 J =00

fijando x y haciendo u = z + y en la integral con respecto a y, se tiene que du = dy, y

ademds los ¥mites de integracién con respecto a y cambian y se tiene que si y € (~00, 2 —z)
entonces u € (~00,z), Por lo anterior, y utilizando el teorema fundamental del céleulo se
tiene que:
Fy(z)

o0
/ Ixy(z,z - 2)dz.

-0

Por otro lado, podernos demostrar también de forma andloga lo siguiente:

f2(2) = /:: Sxy(z - z,z)dz.

Por consiguiente, tenemos

J2(2)

J2(z)

n

1

/: Ixy(z,2—z)dz
[ txr @ - s2)ds.

Es claro que si X y Y son dos variables aleatorias independientes tendremos que:
fearld) = [ Ix(@ivte ~2)is (34)
/"o Ix(z ~2)f (2)dz
~00

Esta ultima funcién de densidad recibe el nombre de convolucién de las funciones

it

Ix() ¥ fr(.), y se puede escribir de la sigulente manera: fy4y(.) = fx () * fv{).
En ¢} caso de tener variables aleatorias discretas, tenemos un resultado andlogo a

las ecuaciones 3.3 y 3.4, el cual se da en el siguiente teorema:

Teorema 3.2 i X yY son veriables aleatorias discretas ron funcién de densidad fx,y,

entonces la variable aleatoria Z = X + Y tiene una funcidn de densidad de la siguiente

Jorma:
Ixsv(z) = Y fxvlgz-9) (3.5)
afx y(zz-z)>0
= Y hr(z-za).

zfx.y(z-2,2)>0
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en.
Como fyiy(z) = P{X +Y =z} y puesto que el evento

(X+Y=2}= U {(X=z,Y=z~1}

x:fx y{T,2-17)>0

para toda 2 € R se ticne que estos eventos claramente son mutuamente excluyentes, y
P{X+Y =3z}

P{ U {X=I,Y=z-m}}

zfxy(zz-1)>0

i

Fx+v(2)

Y P{X=zY=z2-z}
i fx y({zz~2)>0

Z fxy(zz—1)

[ x,y(z2~2)>0

[

En forma andloga se puede demostrar la segunda igualdad,
De forma similar a la suma de variables aleatorias independientes absolutamente

continuas , tenemos que

Fxav(2) 5 Ix(z)fy (2 —2) (3.6)
z:x («) fr(2-2)>0
fx(z—12)fy(z).

£(x(2-2) fy(z)>0

[}

En el caso del producto de dos variables aleatorias tenemos el signiente resultado:

Teorema 3.3 Sean X y Y dos variables absolutamente continuas con funcidn de densidad

conjunta fx,y(z,y), entonces:

fore) = [ St 2 @)
® ] z
= /:w fo.y(;.f)dz-
Dem.
Utilizando 3.2 tenemos que
Fxy(z) = P{XY £z}
= [ [ ixy@aasa,

Tysz
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si z 20, (ver figuru 2) podemos expresar esta integral como sigue:

Feyls) = f f [y (m)dydz & f f fry (@ y)dys:

Figura 2. 2 20

Fijando T ¥ haciendo el cambio de variable u = zy ent 1a integral con respecto 8 ¥
ge tiene ¥ = Lydy= —‘ﬁ, por lo que Jos limites de integracién cambian en 1a integral con

respecto 8 ¢, eslo esquesiy € (~o0, ) entonces U € (2, —o0), & partir de aquf tenemos

fo fﬁ fxv(wr) dz+f f fxyl= —)‘Edm
[ perte) by Lyt + [ [ fle, D)y duls
[ fwxyu,\\ma+[ f hy@i\\@ﬂ
o

Por Qitimo, utilizando el teoremd fundamental del clculo podemos ver

que

W

Fxy(2)

W

]

1‘xy(2)

F

De la misma manera se puede demostrar también el resultado pard 2 <0, Laotra

fxvy(2)

[}

parte se demuestra de manerd similar.
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Con el mismo método se pueden demostrar formulas para la diferencia y el cociente

de dos varigbles aleatorias absolutamente continuas, las cuales son
00
Jxv(z) = f Ixy(z +2,2)dz (38)
-0y

[ : Jxy(z,x - 2)dz,

ft

154
15@= [ el fxrlamai (39)
-
Es claro que cuando X y Y son variables sleatorias independicentes se tiene que
las formulas anteriores serén:
z |1
) = [ ix@r@]i e (3.10)
-0 z’ |z
z i
= _wfx(;)fv(z) >4z,
00
frrl) = [ x4 o)l (3.1)
-0

= [ @prte - a)iz,

130 = [ lal ix(ear (ol 619
A continuacién se dardn ejemplos de distribuciones que se obtienen por medio de

una funcién de variables aleatorias,

Ejemplo 3.1 Sean X yY variables aleatorias independientes discretas con distribuciones
binomial con pardmelros (n,p) y (m,p) respectivamente. Encontrar la funcién de dis-
tribucidn de Z =X +Y .

Sal.
Aplicando 3.6 tenetnos que

3 Ix(@)fy(z-2)
#: fx{zMyz-2)>0

3 Ix(Of(z~1)

§=0

> (?)ﬂ‘( L-p" (: i)ﬂ‘"(l ~pmH

=0

J2(2)

]
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li

> (21 n-t m~z4s | T m
LA A= ) '(:-)(;,_,-)

'z:(:)pz(l - p)n+yn—z (':) (z'f i)
2 ntm-z = (n m
i)

(m ¥ n)p’(l =p)mtmd

if

il

2

ya que g:o(?) (%) = (™}"), donde (}) =05si i < j, de aqui se tiene que

f2(e) = ("IMpT (4~ )"t sz =0,1,...,n '
eac.
por jo que Z = X + Y también se distribuye binomis] con pardmetros (n +m, p).

Ejemplo 3.2 Scan X yY variables alealorias independientes con una distribucién Paisson
; con pardmelros Ay y Ay respectivamente. Encontrar la distribucicn de Z = X 4-Y.
i
; Sol.
‘ Aplicando nuevamente 3.6 tenemos que

fz2(z) = Y Ix(@)fv(z-a)

z:x(z)fy (£-2)>0

! Y ix@fvie-3)

: = fx @)y (z~2)>0

S etz 1)
=0

it

Z
= Y fx(Dfr{z~1)
=0
- 2’:;»:.’31.}»."?”
por il (z—i}!
LIS 4,\ -5
= amAimA 1 A2
e e
‘);0 iz ~ 1))
e_'\‘—h d f LW 211
P e EA NG

es claro que la suma es el desarrollo de! binomio (A + A9)* por lo cual tenemos que

fz(z)={ SN+ M) dz=012,.

0 e.0.C.
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vot Jo cual Z = X 4V tiene distribucién Poisson con parimetros Aj + Ag.
¥

Ejemplo 3.3 Sean X y Y variables alealorias independientes cada una con distribucion

uniforme en {a,b). Encontrar la funcidn de densided de la variable aleatoric Z = X +Y.

Sol.

Aplicando la farmula 3.4 tenemos que

[ ix@ie(e = ajas
b

/ Ix(@)fy(z ~ z)dz,
Q

1]

fxsy(z)

i

ya que fy(z} = 0si z ¢ (a,b), de la misma forma

fy(z—2)=0siz-2z¢(a,b).

Figura 3.

Observando In fig. 3 tenemos que si z & (2a,a +b) entonces z € (a,z - a), y 5i
2 € [a + b, 2) entonces € [z - b,b), por lo que
L Ix(@)fy(z~z)dz siz€ (2a,a+0)
o fx(@)fy(z-x)dz size[2,a+b)
0 .0
L E:’;;ydz st z € (20,0 + b)
Lb—oz'r.}mdz 82 €[20,04+b) ,
0

¢.0.C.

I

f2(2)

]
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por iltimo tenemos que

(-z——jgf-; si 2 € (20,a +b)

J2(z) = (fk_;a;*r sl 2z €2a,a4b) -
0 e.o.c

La distribucién de Z sc le conoce como la distribucién de Simpson.
Otra manera de calcular la funcién de densidad de la variable aleatoria Z, es

primero calcular la funcién de distribucién, como sigue

Fy(z)

I

P{z <z}
P{X+Y <z}

| 5@ty whisds.
T4+y<z

]

Xz xiys2
2ac2¢arh  mibi2(2b

Figura 4.

La dltima integral se puede calcular facilmente razonando geométricamente dado
que fx(z)fy(y) es distinto de 0 inicamente cuando (z,y) € [a,b} x [a,}] y observando la

figura 4 se tiene:
0 siz<2a

Fa(z) = T L2 5z eQuat)
2= 1 (26-2) b .
Feop 7 - siz€laatd)

1 siz2>22
Si derivamos y simplificamos esta funcién de distribucién, obtendremos la misma
funcién de densidad anterjor.
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Ejemplo 3.4 Sean X y Y variables aleatorias exponenciales con pardmetros Ay y My res-

pectivamente. Encontrar la distribucién de Z = 3\; También caleular P{X <Y} .

Sol.
Aplicando 3.12 se tiene

fz(2)

[ etasriaren

[ el txeosy @iz

ya que si 2z < 0 entonces fx (zz) = 0, ademds si < 0 entonces fx (x) = 0, de aquf se tiene

que para z 2 0

f2(2)

il

/‘°° a:z\le')*‘(”)z\ge“'\"’dx
(i}

il

AAg /‘°° ze~Prathalegy
0

siu=(A.z+ )z, du= (A2 + A9) du se ticne:

u 1
= I\ e d
I2(2) My Tarta (azing)

At /‘” ~u
Oz + 00 Jo ue Ydu

siw =1y, dw=dy, dv=e¢""%u,v= -4

— Athy ~u|00 /m -u ]
fZ(z) = (/\11‘*‘/\2)2[ ue |0 + o e du

Az -
= Goerap )

por lo que

MA .
fz(z)={ ey #1220
0

€.0.C.

Ahora para caleular P{X <Y} se tiene:
X
P{-)—,' < l}

1 M
— L d
A Ouzt )

P{X <Y}

i

]
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si = Az + Ay, du = Ajdz entonces

P{X <Y}

1 i
>
~ —
i]s 2
L2
—:/\.
ke >
+ +
> >
> i
=
i
"
‘,_
a8
2

by [__:1_._ + ._l_]
2 AL +A2 Ag
M
M A A
por lo cual se tiene que
A

P{X(Y}=m

3.2 La funcién de densidad conjunta de un vector aleatorio

U= g(Xl,X'Z, .. ')Xn)

En la seccién anterior calculamos la densidad de una sola variable aleatoria que
surge como una funcién de n variables aleatorias. En esta seccién consideraremos que
tenemos n varisbles aleatorias de este tipo, y lo que deseamos es calcular la densidad
conjunta de cllas, en otras palabras si X = (X),...,Xn) es un vector aleatorio con n
componentes, consideraremos una funcién Y = G(X), donde G : R" — R", en otras
palabras Y = (¥;,...,Y,) donde cada componente Y; = G;(Xj,..., Xp),i =1,2,...,n. Es
claro que si X es un vector de variables aleatorias absolutamente continuas se tiene que
Y=Y=CXn...,Xn)e 2 Yo = Ga(Xay.o ., X)),

Para poder obtener la funcién de densidad conjunta de Y se tiene que observar
una propiedad de la funcién de densidad conjunta de X, la cual se da a continuacién.

Si T es cualquier conjunto en el rango de Y se tiene que

P{YeT}

I

r{xea(n)}
/fX(zln ces ,In)dxl .. .dx,,,
G-YT)
donde G-}(T) = {z € R": G(z) € T} y fx(a1,...,2n) es la funcién de densidad conjunta

de las variables aleatorias Xy,..., Xy,

i

Si definimos el conjunto

Ty={YGR"ﬂ’lSI/nYz.<.y2,~-|Yn_<.‘yn}.
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/23‘,@ i
oy

T i e
podemos enunciar el siguiente teorema: ‘{Jlf
Teorema 3.4 S5i X es un vector aleatorio de variables absolutamente continuas con funcidn
de densidad fx(z1,...,2n) y Y = G(X) una funcidn cuyo rango es un subconjunto de R"
entonces

Fy(yl,.. .,y,,) =/' / fx(:l:],..,:tn)d:l:] . dIn
G- (Ty)
Dem.
Es inmediata observando 3.1.
Un resultado andlogo se puede obtener para variables aleatorias discretas.

Teorema 3.5 Si X es un veclor akatorio discrelo, entonces la funcion de densidod de Y,

fY(yl»"-lyn)l cs
fY(yh--~|yn) = P{Y=Y}
P{X =G y)}.

if

Si tenemos que la funcién G es una funcién continua, y que cada imédgen de y € R®
puede tener a lo mds un nimero infinito numerable de inversas, Podemos introducir la
fomilia de transformaciones inversas siguiente:

=G %, ...\ )

= -l
Xo=GifWhvees¥e) |y

Xn =G (Vi .., Ya)

las cuales son funciones bien definidas de R™ en R. De acuerdo & lo anterior nosotros

pudemos replantear los teoremas 3.4 y 3.5 en ténminos de transformaciones inversas.

Corolario 3.8 Si X es un vector aleatorio absolulomente continuo y G{x) es una funcidn

continua que cumple las suposiciones anteriores enfonces

FY(yh-n.yn)=Z/-'-/fx(x1,...,x,,)dx1...d:cm
I ey

donde G;' = (Gl‘j“G;j‘, vy G;}) la cuales son funciones de R™ en R".
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Corolario 3.7 Si X cs un veclor aleatorio discreto y G ¢s una funcidn continua, enlonces

P{Yl:‘ylv N vyn=yn}=fY(y)
=}:P{4Yl=G].jl(1/lv"-|yﬂ)y-"|"ﬂ:'(;;J'](va"'vyﬂ)}*
)

A continuacién enunciaremos ui teoremna que es andlogo al teorema de cambio de

variable en una sola variable.

Teorema 3.8 Sea X un vector de variables alealorias absoluiamente continuas con funcion
. - oG .

de densidad fx(x) y supongase que para @ = G,-jl(yl,...,y,,), ﬁ ¢s conlinua para

ik=12...,nyparej=12..., ademds que cada jacobiano J; de las transformaciones

inversas o - o
scit ecpl  aGy

a?—" uocv"‘ oocvf‘

a7 -%L? PR 13

Jj= 27 Yn

ec;) a6} 06}

B T T

no es cero, Enlonces si para cada y en el mango de G hay a lo mds un nimero numerable
de tnversas, se tiene que
P = T 5x (Gl oo Gy o)) M-
b

Dem.

Para facilitar la pruebs haremos la convencién de mantener el rango de la suma fijo,
pata lograr ésto y puesto que para cada y € R” €] nimero de inversas no es necesariamente
constante, tomaremos fx(Gy Hy)) = 0 si este punto y € R™ no esté en el dominjo de esa
inversa en particular.

Aplicando 3.2 se tiene que para B C R"

Peny=[ [ felun.wldsn...dan
B

por el teorema 3.4 se tiene que

fl

P{Y € B} fx(z1y.. 0 Tn)d2y ... dTn

G-1(B)

Z/"‘/fx(xx,...,xn)dm;...d:c..,,

J G;I(B)

il
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Ahora como cada G;’(B) del conjunto B es una transformacién uno a uno, de
aquf aplicando el teoretna de cambio de vatiable para integrales (discutido en la mayorfa de

los libros de cilculo avanzado) resulta que

;/D/.{X (G;j‘(yh---.yn),---.C;,-'(yh---,yn)) l'ljldzl'--dxn

it

Fy(y)

i

[ [ St (Gl stmd e G ) Wil o . i
B j

Puesto que el conjunto B es un conjunto arbitrario en ¢ rango de G (sin embargo
debe ser un conjunto medible} se tiene que lo que esté dentro de esta integral debe ser la

funcién de densidad conjunts de Y por lo cual se tienc que
f\'(y) = Efx (G;jl(yl)' vey !In)| v '|G;jl(yl) 0N |yn)) lJJI .
J

Lo cual establece el teorema.
A continuacién enunciaremos dos corolarios los cuales son de gran utilidad en la

préctica.

Corolario 3.9 Sea X un veclor aleatorio de variables absolutamente continuas y sea G(X)

una transformacion uno a uno de R™ en R™ y supongase que para z; = G{’(y;, Y2, s )y
-3

la Qg,f;— es continua para todo i,k = 1,2,...,n y el jacobiano de la transformacidn J de la

transformacidn inversa

8¢y 8G? Ll
T

86, g ac)
NEE -
oet per! . ac.*'
't /] In

1o es cero . Entonces para cada y en el rango de G se tiene que

P @) = Ix (67 vade 1 G o) M-

Ejemplo 3.5 Encontrar la distribucidn de unu transformacién lineal de un vector aleatorio

absolutamente cantinuo Y definido coma sigue:

n
y,-=2a¢jxj,i= 1,2,...,n
s=1

cuando el det(ay;) # 0.
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Sol.

Como det{a;;) # 0, podemos escribir X en términos de Y por lo que obtenemos
n
Xi= Zc,jyj,i =1,
=

Podemos obtener el jacobiano de la transformacion inversa el cusl es

1]

J dCt(CiJ')

L
det{aij)’

por lo que aplicando cl corolario 3.9 se tiene:

Fe(yiyz o ¥n) = fx (ZC1jyj,~-~,Zanyj) \det(aﬁ)"‘-
j=1 j=1

Ejemplo 3.6 Supongase que X y Xo son variables aleatorias independientes cada una con

una distribucidn normal estdndar.

{. Encontrar la distribucién conjunta de %‘—1 p ’Qx—l.

2. Argumentar que 2X1 X2 y Xa? - Xi? tienen la misma distribucidn.

Sol.
Sea

Y=
y;zif‘& }G(thz)=(yl-y2)’

calenlando la transformacion inversa se tiene que:

X =4h-¥
. G-\, ) = (X1, Xa),
X ==p

por lo que el jacobiano de la funcién inversa es

<

L
i
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Aplicando el corolario 3.9 se tiene que

n—n 3/1+l/2)
{1, ==
f) (JlayQ) fY( \/,2 ) \/‘z
2 2
(=) (wr)
c 2 [ ?
- PXd Pris
2 2
c"'y‘%"'l%‘
- 2
? ¢
c'l%" c...!?;_
: - 2 \/55 !

ya que fyr{y1, 1) = fi (1) - fya(ya) se tiene que Y; y Y; son variables aleatorias indepen-
dientes con distribucién normal estdndar.

Ademis para el segundo punto se tiene que

Xy - X2

fl

(Xg -~ X)) (X2 + X1)
2Xy = X1)(X2 + Xy)
2
(X2 - X)) (X2+X)
V2 V2o
gi y como ‘—17—-1)‘ —2x. y S——T—MQ’\' Y gon dos varisbles aleatorias independientes con distribucién

normal esténdar, se tiene que X% — Xy ? tiene la misma distribucién que 2X,X,.

= 2

Ejemplo 3.7 S5i X; y X son variables aleatorias exponenciales con pardmetro ), encontrar

la distribucidn conjunta de Y; = % y Ya = X1+ Xy y las distribuciones mamyinales de V1

yYa
; Sol.
i
n=%2
“ Gl(z1,z2) = (1)
V2= + 29
o=40 ]
Tt G l(yl\y2) = (951,12)»
w=

el jacobiano de lo transformacién inversa es:

ek
SR
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I .
\(H-'Jli’ 14y \

Z':MT’ 1

1411 T4yt
2

()

Utilizando el corolario 3.9 se tiene que

frmny) = [nx %‘ﬁ’;‘z&m”ﬁ,‘)’z

Y B o7 N T si%>0y "%;>0
WA 5y > 03 1 >0
{,\“('li;j iy >0ypR>0

0 eo.c.

il

]

Para calculor las funciones de densidad marginales s¢ tiene que
LI T
g = N ——5d
I‘l(yl) j (1 + y\)z U?

————
1+u)Jo
———l:'_. st n > 0,
(a+ y;)‘
deaqui Y1Y Y, son variables alestorias independientes puesto que:
/\?e‘*'mygm siy > 0y ¥ >0

0 e.0.C.

IY;.Yz(yhy'Z) = {

por lo que resulta que

Nype ¥ s> 0
fral) = { .
0 e.0.C.

Ejemplo 3.8 Supongase Xy y Xy son variables aleatorias independientes cada una con
distribucién uniforme sobre el intervalo (0,1). Encontrar la Juncidn de distribucién conjunta

dcY1=X1+X2vY2=X2-X1.

Sol.

Como
Y1=X1+X2
Yy = Xa—Xi
X, =By

X, =142

}G(xhxa).

}G"(Yx,Yz).
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El jacobiano de la transformacion inversa es

1
7 73

[
il

o)
2

IS e T

Utilizando ¢l corolario 3.9 tenemos que

i~ p il
vl ye) = fx,.xg('—:'z"‘—. "——2**)5
Es claro que si ¥52 y 8 o pertenecen al intervalo (0, 1) (ver fig. 5) entonces

h-y nty
le.Xz( 3 ,__I_E___)_____O’

por lo que se tiene:
1 si0<cizn gy

— 2
fY;.Ya(yl'YIZ)"‘{ 0

€.0.C.

hx, %)
/"‘N

nyy,)
TN

X

Figura 5,

Ejemplo 3.9 Sea X; y X; varicbles aleatorias independientes cada una con una dis-
tribucidn normal estdndar. Encontrar la funcidn de densidad conjunta de Vi = X% y

Yy = Xi? + Xp2 4Son Y y Ya independientes?

Sol.
2
h=o
7 2 G(:L';,Iz).
n=z"+ 1
Es claro que para cada punto (y;,y2) en el rango de esta transformacién existen cuatro

puntos (zy,zx) i = 1,2,3,4 tales que Gz, 2%) = (y1,42) para cada § = 1,2,3,4 por Jo
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que podemos definir custro funciones i

T3 =\ -
\/— Gl l(yhy?))
1=V -
Iy = —yin -
\/—— GQI(ylryQ)y
0= Vi -
T3 = —
. \/ﬂ Ggl(yl!yZ)l
T = —yY2— Ui
11 = N -
Vi e
T3 = =yl

Las cuales son transformaclones uno a uno de un conjunto

en conjuntos

H,

Hs
Hy

(ver fig6).

A={(y1) 2>y >0}

#

i}

[

1

{{z1,32) :
{(z1,20) :
{(z1,22) :
{(z122) :

1 > 0,29 > 0},
z; < 0,22 >0},
z; < 0,73 <0},
1 > 0,29 < 0}

Ahora calcularemos el

Jy o=

jucobiano de cada una de esta transformacién jnversa:

Figura 6.

1l
N

v 70 \
1
TR T T

86

nversas como en el teorema 3.8, de aqui se tiene que
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i
vy —un
Fécilmente se puede ver que
[l = |l =] = |l
i
= =iy >y >0
Vuivin—-n on

Por lo que utilizando el teorema 3.8 se tiene que

My (yuw)

4

= ‘};,1 fXx.X:(xl"'12")4;71/:7]:/:-1/1

= v U (VI vir =31 + -+ fxux (Vi —vig = 1))
(v2-vy

_ oo -

Tvva-vi n ]

e'xfl

I ivz-ni siyg >y >0,

por lo que:
e DR T
T o hn i

My ) =
€¢.0.C.

Es claro que y; y ¥ no son independientes,

3.3 Ejercicios.
1. Demostrar las férmulas 3.9 y 3.7.

2. Sea X y Y variables aleatorias discretas independientes cada una con distribucién

uniforme en {1,2,.., N}, encontrar:

(a) P{X>Y}.
(b) P{X=Y}.
{c) Celcular la funcién de densidad de Y — XJ.

3. Sea X y Y variables aleatorias discretas independientes cada una con densidades

geométricas con pardmetros p; y py, encontrar:

(a) P{X >Y}.

L e



4. Asuma que las variables aleatorias discretas mutuamente independientes X; (i
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(b) P{X=Y}.
(c) Calecular la funcién de densidad de X + Y.

il

1,2,..,n) cada una con una distribucién binomial negativa con pardetros r; (i =
1,2, ..,n) donde cada r; es un entero positivo, es decir cada X; tiene una funcién de

densidad como sigue:

T."i‘l"'l) " ,
p{1-p)" siz=0,1,2,.
Ixlz)= ( x :

0 €.0.C.

Mostrar que la funcién de densidad de probabilidad de Y = E:;l Xi tiene una

» . . . . "
distribucién binomial negativa con pardmetros r = Z 1= T

. Probar que si dos variables aleatorias discretas independicentes X y X, distribuidas

identicamente, las cuales toman valores del 1 a1 G y las cuales tienen la propiedad de

que su suma satisface
PXj+Xa=k}=P{X1+Xy=l-k}=—

para k==2,3,4,5,6y
P{Xj+Xy=T}=

o)

entonces
P{X,=k}=P{X;=k} =

] -

para k = 1,2,3,4,5,6.

. Dos puntos son seleccionados aleatoriamente en una linea de longitud L, uno es tomado

o la derecha del punto medio y el otro a la izquierda (en otras palabras los puntos son
variables aleatorlas independientes X y Y las cuales tienen distribuciones uniformes,
la primera en el Intervalo (0, l,‘) y la segunda en (4, L)). Encontrar la probabilidad

que la distancia entre los dos puntos sea mayor que lj .

. En el problema 6, encontrar la probabilidad de que los 3 segmentos de linea formados

de0a X,de X 8Y yde Y a L puedan formar los tres lados de un tridngulo (recordar
la desigualdad del tridngulo).
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8.

10,

11

12.

13.

14.

Sean X y Y variables aleatorias que estdn distribuidas uniformemente en el interior
de un tridngulo con vértices en (0,0), (2,0) y (1,2). Encontrar P{X < 1,¥ £1}.

. Supdngase que un punto es tomado uniformeimente en un cuadrado de drea 1 teniendo

por vértices los puntos (0,0), (0,1), (1,0), (1,1). Sean X y Y lus coordenadas del

punto tomado.

(a) Encontrar la distribucién marginal de X y Y.

(b) ;Son X y Y independientes?

(¢) Encontrar la probabilidad de que la distancia de (X,Y’) al centro de} cuadradoe

1
sca mayor que 4.

Sea
Fosid<z<ly <z

0 ecoc

fX.Y(zvy) = {
Encontrar la funcién de densidad de X ~ Y.
Sea

e @) gig>0,y>0,2>0

fX,Y,Z(z:y:Z) = { )

0 e.0.C.

encontrar la la funcién de densidad de su promedio, es decir la densidad de W =
(X+Y +2)/3

Sea X y Y variables aleatories independientes cada una con una distribuida uniforme-

mente en (0,1). Encontrar;
(&) P{IX-YI<}}.
® P{#-1 =<4}

Sea X y Y variables aleatorias independientes cada una con densided norma} con

pardmetros p = 0 y 0%, Encontrar P{X?+Y?<1}.
Sean X y Y variables aleatorias distribuidas uniformemente en la regién
A= {(11,12) rz ot r2} .

Si R= 4/ Xi?+ X2® Encontrar Io funcién de densidad de R.
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15.

17.

19.

20,

21,

18.

Sea X y Y variables aleatorias independientes cada una con una distribucién normal

estdndar, Encontrar Ja funcién de densidad de Z = %

. St X tiene una distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 1) y Y tiene una distribucién

exponencial con pardmetro A = 1. Encontrar In distribucién de

(8) Z=X+Y.

(b) 2= g‘; Asuma que estas dos variables son independientes,

Sea X'y Y variables aleatorias independientes ambas con distribucion exponencial con
I

pardmetro A, Probar que Z = I\(“}Y se distribuye uniformemente en el intervalo (0, 1).

Las varinbles aleatorias X y Y son independientes cada una con funciones de densidad
dadas por

] v
[xla) = prver B jz} < 1
0 e.0.c.

jy(y):{yf%g siy>0 .
0

€,0.c,
Probar que la variable Z = XY tiene una distribucién normal,

Si X, Y y Z son varisbles aleatorias independientes con una distribucién uniforme
sobre el intervalo (~1,1). ;Cuél es la funcién de densidad de U = ££7

Sea
i1~z -y?) siz?+yP gl .

Ixy(z,y) = { 0

¢.0.C.

SiU=vXTE¥YIyV =tan~!(¢). Encontrar la funcién de densidad conjunta de U
yV.

Si X y Y son varisbles aleatorias independientes ambas con distribucién uniforme
sobre el intervalo (0, 1), calcular la densidad conjunta de

(8) U=X+Y, V=4,

(b) U=X,V= §|
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22,

23.

25,

26.

27.

28.

QU=X+YV=y.

Si X y Y tienen una funcién de densidad conjunta dada por:

1 .
=y osiz2liy2l
fx,y(:l:,y):‘{ (;y ' .

c.0.c
(a) Calcule la funcién de densidad conjunta de U = XY y V = .

(b) Encuentre les funciones de densidad marginales. ;Son X y Y independientes?

Si X, Y y Z son variables aleatorias independientes cada una con distribucién expo-
nencial con A = 1. Calcule la funcién de densided conjuntade UV = XY,V = X + 2,
W=Y+27

. Si X y Y son variables aleatorias independientes con pardmetro A, encontrar lo funcién

de densidad conjunta de U = X 4+ Y, V = e¥,

Si X y Y son variables aleatorins independientes con distribucién normal esténdar,
Encontrar la funcidn de densidad conjunta de U = aX 4+ bY y V = ¢X + dY donde
ad ~cb #0,

Si X y Y tienen una funcién de densidad dada por

dzye @ 5250,y>0

fX.Y(I)y) = { 0

€,0.C,

Encontrar la funcién de densidad conjunta de &/ = X , V = v/ X2+ Y2, a partir de
ésta encontrar la densidad marginal de V.

Sean X y Y variables aleatorias independientes cada una con una distribucién normal
esténdar, Encontrar la funcién de densidad conjunta de U = X2+ Y%y V = §.

Sean X y Y variables aleatorias independientes distribuidas uniformemente sobre el
intervalo (0,1). Encontrar la funcién de densidad conjunta de R = VX7 Y2y

0 =tan~'(¥).
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Capitulo 4

Distribuciones muestrales

En el capftulo anterior desarrollamos la teorfa para poder encontrar la distribucién
de una variables aleatoria que surge por medio de una funcién de variables aleatorias, en este
capftulo daremos algunos ejemplos de variables aleatorias de gran utilidad en estadfstica,

utilizando las herramientas que desarrollanios anteriormente.

4.1 Distribucién Gamma

Una de las distribuciones mds importantes en la teorfa de la probabilidad y que
nos seré de gran utilidad en este capftulo es la distribucién gamma, esta tiene una funcién
de densidad dada por:

J(@)= ﬁ%,m“"e"“ siz>0 ’
0 e.0.C.

donde I'(a) es una funcién definida como sigue:
o0
[(a) =/ 2%t %dz, o > 0.
0

Su importancia radica en que esta es el caso més general de algunas variebles
aleatorias de suma importancia como son, la varisble x%n) que veremos més adelante y
también la variable aleatoria exponencial.

Para esto primero encontraremos la distribucién de la suma de n variables aleato-
rias cada una con una distribucién gamma con pardmetros (@y, A),(az, A),. . .,(an, A) respec-

tivamente,



Distribuciones muestrales 93
Teorema 4.1 Sean Xy, Xy, ..., X, variables aleatorias independientes que tienen cada una
distribucidn gamma con pardmelios (a1, A), (a2, A), ..., (an, A) respectivamente. Entonces
Y = Xy + Xo+... + X tiene una distribucién gamma con pardmetros ()4 a2 + ...+
an, A).

Jem.

Primero demostraremos que Y = X 4+ Xy tienen una distribucion gamma con

pardmetros (a) + ag, A). Ulilizande el 8.4 tenemos
00
Irxs®= [ In(@) e - o)ie
'3
= [’ fxi (@) fx,(2 ~ T)dz,

yaque fx, () =0siz <0y fx,(z-2)=0siz2202%50,

f (Z) - /: _&_‘__zal-le-,\z Aa? (Z _z)ag—le—l(lvz‘)dx
AR Jo Flan) Mog)

Qayp
= ———»————lﬂ(zl;;(;a)c"" ‘/: 297z ~ )27 e,
5i hacemos © = zu entoncesdr =2du  y 0 < u <1 entonces
ersxs(2) = ot [ o)1z = 2y Ladu
T T aa). Jo

Aortas a2 a 1
B 7 G ""’"’/ u® (1~ u)? My
P(O;)P(Oz) (] ( ) !
por lo que tenemos:
,\a;+az

1
2 e g~ M2 01021 ay~1¢y o a1 i
Fx14x:(2) Mgt 2 [) w1 ~u)? My siz >0,

1

X u? =) (1-u)?2"du
stc=

I podemos escribir fx, 1x,(z) como sigue

fXH~X:(") = c/\ax+aze-.\z2m+a;-l‘
y como [0 fx,+x,(z}dz =1 tenemos que

c/w e N 20101y = o0y 4 03)
o

=1,
por lo que ¢ = m de agul podemaos concluir que
I(ay)l(og)

1
at-1r1 821y = ,
L u® N1~ u) 0 T(a: 1)
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Lsta iltima integral se conace como la funcidn bela, y se denolard como sigue:

Blay,ay) = [)l e )y = mxl:((zl;)i(:::))
gue es importante para definir la variable aleatoria con el mismo nombre. Por lo que se
tiene que:
Ix4x,(2) ={ Moo 2177 sz >0 .
\ £.0.C.
Por lo que tenemos que Y = X4+ Xg+. . .+ Xy, tiene una disiribucidn gamma con pardmelros

(Ql+02+...+&m)\).

4.2 Distribucién x*

Definicién 4.1 A la distribucién Gamma con pardmetros o = § y A = % se le conoce
como distridbucidn x* (ji-cuadrada) con n grados de libertad. Podemos decir también que 2

liene una distribucidn x(’n)‘

La distribucién y? tiene una estrecha relacién con la distribucién normal como se

muestra en ¢} siguiente teorema:

Teorema 4.2 Sean Xy, Xy, ..., Xy, variables aleatorios independientes idénticamente dis-

tribuidas con una distribucién normal estdndor, si
7= X12+X22+...+X"2,

entonces 7 tiene una distribucidn x? con n grados de libertad.

Dem.

Sin=1 y X es una variable aleatoria normal estdndar tenemos:

Fya(z) = P{X”sz}
P{|X] < vz}
P{-Vz< X <V}

P{X 2z} - P{X < ~/z}
Vi 53 ]-ﬁ 1

It

2
- ——e~Tdz 5iz>0

e F e~
o Von. T e Vom

i
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Utilizando las propiedades de la funcién de distribucién, €] teorema fundamental del cilenlo

y ¢l hecho de que TI'(§) = /7 tenemos:

Ixa(2)

]

1 1 l -t
——mm ) 3 e 2
2\/2sz 2v/2n2
1
——c
2nz
1 1
2 lemiE(l)s
< GRG0
()
Por lo que se tiene que fy2(z) tiene wia distribucién gamma con pardmetrosa = § y A= 1.
De aquf, por el 4.1 podemos concluir que Z ticne una distribucién gamma con

=Ryi=l
pardmetros a = § y A= 3.

Definicion 4.2 Si Z = x?“) entonces decimos que Z Liene una distribucidn x (ji) conn

grados de libertad, podemos decir que Z tiene una distribucion X(n):

Teorema 4,3 Si Z es una variable aleatoria x, entonces Z tiene una funcidn de densidad
dada como sigue:
2 "“’e“"g”? si z2>0
2z
falz) = { ) .
0

€.0.C.

Dem.

Calculemos primero la funcién de distribucién de Z
P{vz<:)

P{Z < zz}

_ /l’ u?"e‘j“(%)?du,
(] F('f)

Fz(2)

i

it

por lo que se tiene que

fz(z) = F3(2)
() (3) 82
()

— 2 n-1 —‘;»
= 23[‘(%)2 €




i
i
i
|
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por lo cual tenemos que

—9—3—-:""0‘4 siz>0
fa(z)={ D .

La distribucién x* fue obtenida por primera vez por Bienagmé en 1838, como la
distribucion lfmite de una variable aleatoria discreta definida como zk: Qﬁ—-;}',‘ffiﬁ cuando
el vector aleatoria (Ny, Ny,..., Ny) tiene una distribucién multinomﬂh con pardmetros
HPLPY . P

La variable aleatoria x? aparece nuevamnente en 1900 como una aproximacién para
las estadisticas ji-cuadradas, usadas para construir tablas de contingencia, las cuales también
son distribuciones discretas.

Por Wltimo la familia de distribuciones gamma puede representar una gran cantidad
de situaciones fisicas.

Las dos variables obtenidas a continuacién son de gran utilidad en aplicaciones de

la estadistica matemética.

4.3 Distribucién F

Definiciéon 4.3 5i X yY son variables aleatorias independientes cada una con distribucidn
xfn) y xfm) respectivamente y Z = ;);%% entonces la variable aleatoria Z se dice que tiene

una distribucién F con (n,m) grados de libertad,

Teorema 4.4 Si Z tiene una distribucion F con (n,m) grados de libertad entonces su

funcidn de densidad es como sigue:

n¥m% LG sl I st 2>0
fz2(2) = (nz4m)
0 e.0.c.

Desn,
Caleularernos primemmente la funcién de densidad de % y % respectivamente, por

lo cual se tiene:
ryw=P{2 <)
= P{X < nu}
= [* fxtae,
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por consiguiente, utilizando el teorema fundamental del cdlcule se tiene que:
LRGN

nl o3 siu>0
Jx(w) =nf(nu) = T T

(SR

€.0.c.

Andlogamente se tiene que

pe Fud-l o
Fe() = -5——”-%)—— stv>0'
" 0
!yl

e.o.c.
de aquf:
pesBEnit oWy
Jxr@w=4 P T T swe >0
nm 0 e.o.c

Utilizando 3.7 se tiene:

00
fa(e)= [ lal fx (em 2o

-0
L o
b T2 T(®) G
nim#zd-) mx%m-lc"(mg‘m)rdz

T TErE)2E

si hacemos el cambio de variable u = M,}mx, du = M dy lenemos que

n%nz’? - - m . -} -u
Jo) = gy e e
N nim?% n+m -1 _nim
=gy ) e e
Por lo cual se establece el teorema.

Es claro que si Z; tlene una distribucién F con (n,m) grados de libertad y 2,
también tiene une distribucién F' pero con (m,n) grados de libertad entonces 7) y 237!
tienen la misma distribucién, de forma anéloge Z; y 2Z;~! tienen tembién la misma dis-
tribucién.

La importancia de la distribucién I en la estadfstica matemética se debe principal-
mente & que es aplicable en pruebas estdndar asociadas con el analisls de varianzs, ademés
de que existe una relacién entre las distribuciones F y las distribuciones binomiales, la
cual es de gran utilidad para evitar los problemas del célculo de la funcién de distribucién

binomial.
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4.4 Distribucion ¢t de Student

La otra distribucién, la cual también surge como un cociente de variables aleatorias,

de suma importancia en la estadistica matemdtica es la distribucién ¢ de Students.

Definicion 4.4 Si X y Y son variables aleatorias independientes, donde X tiene una
distribucidn normal estdndar y Y tiene una distribucidn xi‘n). Diremos que una variables
alcatoria tiene una disiribucidn t de Student (o simplemente distribucidn t) con n grados

de libertad, si tiene la misma funcidn de distribucidn que T = 7"’-,-/-';

Teorema 4.6 Si T' ticne una distribucidn t de Student con n grados de libertad entonces
su funcidn de densidad estd dada como sigue
il 2\ -
o)) = :/—;_;-r—%g)l (1+%) .
2

Dem.

Para ;'alcular la funcidn de densidad de T' primeramente encontraremos la funcion
de densidad de Z = 3; Por el teorema 4.8 establecimos la distribucidn de V'Y por lo que:

Fz(z)=P{Z <7}
VY
=P e
=] { \/f—l <z
- PV v
vz
= _[’ f\/F(u)duv
de aquf, utilizando el teorema fundamental del cdlculo tenemos que
T2(2) = Vnf (V2
n-) *nfz
2(%)?2.{_‘(89__ siz2>0

0 e.0.c.

Ya que X y Z son variables aleatorias independientes, se tiene que

“;-2(2)9L-Fe§7-“" e N
fx’z(z‘,z) = E77_1\" 2 ( .
0 e

.0.C.
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Utilizando 3.7 se tiene que

00
frO= [l Sy (21

. -0
% c’ﬁf‘, n gx“"‘e‘u%.i

:c\/.2_ ~2(§)7 ) dz
_ /m "2(2)? WILE,
v2rr(§)
!)1 _(ans?
\/2-rF( )/m7 &

. . : — 2u o
si hacemos el cambio de variable z = , dz = \/z +"—\7--1114 tenemos que

_ ot t 21,
fT(‘)—\/T;r(ﬁ)/ (t"--{-n) Enda

(t2+n) &P/ u"F-levdu

&I

n™ (2 +n )""ll‘(n + l)

Por lo que se establece el Leorema.

Otra manera de escribir esta funcién de distribucién es:

1 t? _n'}l
= (1 +5)

P(£)r
ya que [(‘(.). ()) = B(},3) y como [(}) = /7 tenemos ;I‘?;frr(;)i = B(i.’;)'

99

Podemos observar que si la distribucién ¢ de Student tiene un grado de libertad

entonces, esta también se comporta como una distribucién Cauchy esténdar.

La distribucién ¢ de Student fue determinada por primera vez por W. 8. Gosset

quien escribié bajo el seudénimo de "Student”. La mayor aplicacién de la distribucién ¢

de Student es en la construccién de pruebas e intervalos de confianza relativos a valores

esperados de distribuciones normales.
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4.5 Distribucién Beta

Esta distribucién surge de manera natural como una funcién de variables aleato-

rias, esto es:

Teorema 4.6 Si Xy y Xy son dos variables aleatorias independientes ambas con distribu-
cidn x* con ny y ny grados de libertad, entonces V = -‘ﬁ““ es una variable aleatoria beta
con pardmetros a =5, b= 12,
Dem.
Sea
W= } = G(zy, z2).
Y2 =21+ 17 ,
La cual es claramente una transformacidn uno a uno, por lo que su transformacidn inversa
esta dada por:
I =thy2
v2 =yl +u1)
E! jacobiano de la transformacidn inversa es:

} =Gy, 1)

Y2 n

- 1-n
=

J =

Utilizando 3.9 se tiene:

Fan(vn ) =yl - fx, x2(0192, 92(1 — 1))
vl (ylyz)f’l'le'u’n (1 —ylll?—le'uﬂ’m!
271(3) 271(%)
sigyia > 0, ya(l =) > 0 ya que si gy > 0, yo(1 — 1) > 0 entonces se tiene que

0<yy <1 yys>0. Porlo cual tenemos que:
0 72y R )P e d
ny+n
T IN(R)
P Team
= n ! * 1
287 pmgna) T(RIN(R)

Mnya(yi ) =

)

ny+n
Y2 1o~ ny ny 8y n2.]
= - CB(~—, = 1~ az
2n13 2F( _;“ ) (2) 2)!/1 : ( !Il)

si0<yy <lyyp >0
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De aquf se fiene que

w22 e g 2 F R
f)’,,y,(yx,yg) = 9—11—21‘("”1"2)
0 e.o.c.

si0<y<lym>0

Por lo que se puede observar que Y1 y Y2 son dos variables aleatorias independientes, la
primera con una distribucion x? con ny +ny grados de libertad como se vio anteriormente
y la segunda es una variable aleatoria beta con pardmetros @ = B y b = 52, por lo que

lenemos gue:

BB, 2) T (-7 sio<p <! :

le(yl)—‘:{ l

0 c.o.c.

por lo que se establece el tcorema.

También se puede demostrar:

Teorema 4.7 Si X1,Xa,...,Xm son variables independientes cada une con distribucidn
x%, con n; grados de libertad para i = 1,2,...,m entonces
.
X1+ Xs :
Yy = X1+ X, .
Xi+Xo+ Xy ‘

h

_ X1+ Xo+. 4+ Xney
X4+ Xo4 o4 Ximey + Xim

son variables aleatorias muluamente independientes cuda una con distribucidn beta con

pardmetros a = Yl ni b= % +1 para cada ¥}, j = 1,2,..,m.

Ym—l

Otras manera en la cual surge la variable aleatoria beta, es en la distribucién de las
estadfsticas de orden de n variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas,
cada una con un una distribucién uniforme sobre el intervalo (0,1), por lo que tenemos
que 1a k-ésime estadfstica de orden (que definiremos més adelante) tiene una funcién de
densidad dada como sigue:

¢.0.c.

Ix <z>={ w12 6 0<ag
(k) :
0
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Ademas cuando la variable aleatoria beta tiene pardmetros a = b = %, se le conoce como la

distribucién arco seno ya que su funcién de distribucién se da comno sigue:

2 .

Zarcsen/z si0<z <1
B(@)={ 7OV

0 e.0.c.
Esta variable surge de manera interesante en la teorfa de procesos estocasticos cuando se
estudian las caminatas aleatorias. Ademds de que tiene una gran diversided de usos en la

estadfstica matemadtica.

4.6 Estadisticas de orden

Una herramienta de gran utilidad en la estadfstica matemética es el célculo de
las estadfsticas de orden de n variables aleatorias, para lo cual daremos a continuacién su
definicién:

Definicién 4.6 Si Xy, Xy,..., Xy son variables aleatorias y X3y < Xg) < .0 € X(m
son las mismas variables aleatorias avregladas en orden de magnitud ascendente entonces

Xy X+ X(n) se les llama las estadisticas de orden correspondientes a X, Xa, .
Xn.

Ejemplo 4.1 Considere una mdquina que tiene n componenles cuyos tiempos de falla
X1, X2, ..., Xy son variables aleatorias, podemos ver fdcilmente que X(x) es el tiempo
para que k de los componentes fallen, ademds, si la mdguine se descompone cuando k de

sus componenles fallan Xy es el tiempo de falle de lo mdguina.
Es claro que

Xq)

i

min {X1, Xar.. Xn}
max {leX2|-~'an}

Y Xin)

A continuacién desarrollaremos la teorfa referente a las estadfsticas de orden, suponiendo
que las n variables aleatorias son independientes y absolutamente continuas, y que cada
una tiene una funcién de distribucién F(-) y una funcién de densidad f(-).

Teorema 4.8 Sean Xy, Xy,..., X, veriables aleatlorias independientes absolutamente con-

tinuas idénticamente distribuidas cade una con una funcién de distribucidn F(:) y une



Distribuciones muestrales 103

Juncién de densidad f(-), y sean X1y, Xy, -+, Xiny las estadisticas de orden de Xy,
Xz ..., Xn, entonces la funcién de distribucidn marginal para X es dada por

Fro®) =Y ('})F‘(z) (1= F@)™

=k

Dem,

Sea Zp = nimero de X; < x, es claro Z; ¢s una variable aleatoria binomial con

pardmelros n y p= F(z), por lo que se tiene:

Fxg(@) = P{Xy <z}
=P{Z 2k

-y (i)mm (1= F@)",

por lo que se establece el teorema.

-
=

Corolario 4.9 Sean X1, Xy, ..., Xn variables aleatorias independientes absolutamente con-
tinuas idénticamente distribuidas cada una con una funcién de distribucién F(-) y una
funcion de densidad f(-) y sean X1y, Xgapr ..y X(n) las estadisticas de onden de Xy, X3,

, Xn entonces
Fx (@)= F"z) y Fxy(e)=1-[1-F)"

Teorema 4.10 Sean X1, Xy, ..., Xy, variables aleatorias independientes absolutamente con-
tinuas idénticamente distribuidas cada una con una funcién de distribucidn F('), y una
funcidn de densidad f(-), y sean X(0), X@), -+ -1 X(n) las estadisticas de orden de X1, X,
vy X entonces para k= 1,2,...,n
Sxg (@) = ka Yz)- [1 = F(z)"™* f().
Dem.

Tenemos que fx,(z) = F)'.{(k)(:c) de aqui tenemos que

fl
L‘-M’ B~

Ty @) Zk( )F(w) (1 - B

)—F‘(w) = Fa))™*
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n

B .Z; n—t)' ! PRE - PP /)

Z ni(n ')Fu T)}n i~ lf

& (n-i)!
) (11~ F@)* FY ) f(a)
\"k

~ (= DF@E) (1 - FE™ )],

es claro que en la segunda suma si i = n esta {érmino de le suma ¢s 0 por lo que
fX(k)(x) E (71 |(1 F‘ l(x) [1 - F(Z)ln- )

i nl n-i-1J
Z(M @0 - FEP @)
st en la segunda suma hacemos un cambio en el fndice i = j — 1 entonces lenemos que

fr\'(k)(x) = 2 ) '(1 Fi 1(22 [I—F(x l"—' f(z)

7|
,;%, (n G-

FM ) L = F@)™* (=),

Fi @)L - Fe)]" f(=)

(n- k)‘(k I

por lo que se establece el teorema.

Corolario 4.11 Sean Xi, Xa,...,Xn, variables aleatorias independientes absolutamente con-

tinuas idénticamente disiribuidas cada una con una funcién de distribucién () y una

Juncidn de densidad f(-) y sean X1y, Xy, ..., X(n) los estadisticas de orden de Xy, Xy,
., Xy entonces

Ix(®) =nlL = F@)"™ @),

[xim(2) = nF""Y(z) - f2).

Es claro que si se desea trabajar de una manera més general con las estadisticas
de orden, lo mds conveniente serfa conocer su funcién de densidad conjunta por lo que

enunciaremos el siguiente teorema:
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Teorema 4.12 Sean X1, Xa,..., X, variables aleatorias independientes absolutamente con-
tinuas idénticamente distribuidas cada una con una funcién de distribucién F(-), y una
funcidn de densidad (), y sean X3y, Xia), + ..y Xny las estadisticas de orden de Xy, Xy,

.v.y X entonces

wf(z))flzg)... flza) sizy<zg <. <Tp

fX(l),X(g),...,X(,,)(Ily k2 PR |In) = {
0 e.0.c.

Dem.Dado que

aﬂ
fX(l),X(z),---.X(n)(IhI?» X lIn) = 81‘]812 - 6zn EY“),X(Q),...,X(")(:BI»I?u ceny Iﬂ)

y recordando la definicion de derivada parcial de orden miiltiple tenemos:

=

X(l).x(n)w-.X(n)(Il»I?' v Zn)
P{I] < X(l) <z + Azyy Ty < X(,,) <z, + AI,,}

Alim =
T e
Py ‘.IJ, bz
= lim L—P{unaX;€ (z1,2; +Azy],..., una X; € (zn, 2 + Azn]}
'Az(-.o n Az
=120
= lim e [F(z) +Azy) - F(z1)]... [F(zn + Azp) ~ F(24)]
t'—Alz‘Q-.on n Az
ThEeT

= nl .A]li?.o [F(zy + Azy)) — F(z,)). ..Alj'x‘rlo [F(zp + Azy) ~ F(zn))
t1=1,2,..40

= nlf(z))... f(zn) siz) <... <y,

de aquf se tiene que

nlf(z1)f(za) ... flzn) stz <z2<...<Z
fX(l),Xu),..A,X(")(I])952) cee »zn) = { 0 ( ( ﬂ) " '
€.0.C,

por lo que se establece el teorema.

Ejemplo 4.2 En un camino cuya longitud es de un kildmetro se encuentran J personas dis-
tribuidas aleatoriamente en forma uniforme. Encontrar la probabilidad de que la distancia

entm cada una de ellas sea mayor que a, donde a < % km.

Sol.
Ya que Jas tres personas se encuentran distribuidas aleatoriamente en forma uni-

forme en un camino de longitud 1, definimos:
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X1 =la posicién en el camino de la primera persona.

Xo =la posicién cn el camino de la segunda persona.

X3 =la posicién en el camino de la tercera persona.

s claro que Xy, X», X3 tienen una distribucién uniforte sobre el intervalo (0,1),
por lo que utilizando e} teorema 4.12 se tiene que si

A = {la distancia entre cada una de las personas sea mayor que a}

entonces:

P{4}

L]

P{Xp) - Xp) S0, X5 - X9 S a}
3 f@y) f(m2) f(ws ) dyderydes

{{z1,z2):22-1 S @,ra~x250,21 <T2 <23}

6 / / dzydrydzy

{{e1,z2):21-71 €023 -228 0,7 <23<73}

1~2a fl-a [l
6 / / / dzadzadzy
0 zy z34a
1-2a rl~a
6/ / 1 — xg — adzydzy,
(1] )

haciendo up = 1 — 29 — @, dup = ~dxzy se tiene que

1-2a
6 / [— /0 uzdug] dz,
0 1-20—:|

i

il

il

P{4}

i

1-2a [ [l-2a~2y

= 6/ [/ ugduy| dz;
0 (i}
1-2a - - 2

= 6/ GzZa-z) .,
o 2

haciendo uy = 1 - 2a — x}, duy = —~dz; se tiene

P{A}

]

~3 Uy "’du)
1-2a

1~2a 2
3 / uy ? duy
0

(1 - 2a)%

]

Definicion 4.6 Sin = 2m + 1 es impar (es decir m es un entero) entonces Xinag) se le
conoce como la mediana de Xy, Xa, ..., Xn. En general el 100p% percentil es definido
dnicamente 5i (n 4 1)p es un nimero entero y es representado por la (n+ 1)p estadistica
de orden,( i.e. por X(pyay) La mediana corresponde a p = %,‘ tenemos también que el

primer cuartil y el tercer cuartsl para p = }.% respectivamente.

F R A R
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Ejemplo 4.3 Si X1, Xs,..., X5 son variables aleatorias independicntes idénticamente dis-
tribuidas cada una con una distribucidn uniforme sobre el intervalo (0,a). Encontrar la
probabilidad de que la mediana de la muestre este entre %a y %a.

Sol,

Del teorema 4.10 tenemos que:

1 3 30 ple , 2
P{-‘ia<x<z} = %uz(a—z)dx

ia
= %g/;‘ (a*z? - 202% 4 2%)dz
‘ﬂ

30,0°2° ez | 2% e
= @yl
_ g
T 256

Una variable aleatoria relacionada con las estadfsticas de orden, es el rango de
X(l), X(Q), ceay X(,,) y se define como R= X(,,) - X(l).

Teorema 4.13 Sean Xy, Xo,..., Xn, variables aleatorias independientes absolutamente con-
tinuas {dénticamente distribuidas cr.da una con una funcidn de distribucién F(-), y una
funcidn de densidad f('), y sean X3y, X(a), ..+ X(n) las estadisticas de orden de Xi, X,
«vvy Xn entonces R= Xn) — X(1) €5 €l rango de Xy, Xa, ..., Xn entonces su funcidn de
densidad es:

n(n—1) [2 f@)f(r+2) [Fir +2) = F@)" %dz sir>0
[a(r)= .

0 e.0.C.

Dem.
Asumiremos que n 2 2 ya que sin = 1 se liene que R = 0. Para calcular la
funcién de densidad de R, primero calcularemos la densidad conjunta de X() ¥ X(n) ¥ pore

lo cual podemos hacer la siguiente observacidn:

P{Xu) >::,X(,,)_<_y}=P{:t<X1$y,:c<X2$y,....::<X,,5y}
_{1mw—Fuw siz<y

0 e.o0.c

Dado que

P{X(n) < y} = P{Xu) >z, Xm < y} +P {Xu) Lz, Xm < y} .

B S R
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se tiene que

FxgXml®¥) = P{X(l) <2, X S ZI}
= P{/\’(") < 1/} - P{/\’(l) >, 1\’(") < y}
_| P = F@) - FE@)I" siz<y

(y) siz >y

Por lo tanto
FMy) - [F(y) - F@)]* siz<y

Fxgyx0 (2 0) = .
Koo (:9) {F"(y) siz>y

Por consiguiente
8’1
fX“),X(")(xly) = MR\'“).X(")(wsy)
_ | nte=DIFG) - F@I"? 1@)10) siz<y
0 e.0.c,
De agqui podemos ulilizar 8.11 para caleular la funcidn de densidad de R por lo cual
[r(r)= P{X(n) -Xu s 7‘}
00
= /_m fxm.x(n)(m,r+x)dm
00
= n(n - 1)/ [F(r+1) - F@)"? f(£)f(r +2)dz sir > 0.
-00
Por lo tanto

n(n—1) [ 2 [F(r+z)- F@)"? f(z)f(r +z)dz sir>0
Ja(r) = 0

e.o.c.

1

lo cual establece el teorema.

Ejemplo 4.4 Si X1, Xa,..., Xy son variables aleatorias independientes idénticamente dis-
tribuidas con distribucidn uniforme sobre el intervalo (0,1). Caicule la funcidn de densidad
de R = X(n) — Xqy-

Sal.

Utilizando el teorema 4.13 tenemos:
fur) = ntn=1) [ (Fr+2) - P )6+ 2o

n(n—1) /ol—r [r+z-2"%dz

I

i

]

1-r
‘; n(n—l)/ [r+z-g"tdesiter<l,
‘ o
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Por lo que

fnlr) = { an- D} (1-r) si0<r<l ‘
e.0.C.

4.7 Ejercicios
1. Si X tiene una distribucién gamma con parédmetros (1, A).

(a) ;Cudl es la distribucién de ¢X si z > 07
(b) Mostrar que U = 3% ~x%2n) tiene una la misma distribucién que X.

2
2. Encuentre [ funcién densided de la varisble aleatoria U = %’-‘1 donde x?n) es una

varigble aleatoria ji-cuadrada con n grados de libertad.

3. Encuentre la funcién densidad de la variable aleatoria U = :}5 donde x es una variable

aleatoria ji con n grados de libertad,

4. St X ticne una distribucién F' con (n,m) grados de libertad, muestre que
X
Y = n
1+ m’f

tiene una distribucién beta.

5. Probar que si X tlene una distribucién F con {(m,n) grados de libertad, y sl ¥ tiene X
una distribucién F con (n,m) grados de libertad, entonces para cada z > 0 se tiene
que:
P{XSx}=1—P{YS %}

6. Si X tiene una distribucién ¢ de Student con n grados de libertad entonces X? ticne
una distribucién F con (1,n) grados de libertad.

7. Si Z tiene una distribucién Cauchy, i.e,, Z tiene una funcién de densidad

1
o= sy
Probar que Z? tiene una distribucién F* con (1,1} grados de libertad.

8. Probar que si X tiene una distribucién ¢ de Student con n grados de libertad, entonces
la funcién de distribucién de X es simétrics, L.e., Fx(z) =1 - Fx(~z).
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9. Probar que si X tienc una distribucién ¢ de Student con n grados de libertad. Probar

que

P{X|<z}=1-201-P{X <z}
10. Demostrar el teorema 4.7,

Si X}, Xa,..., Xy son variables aleatorias, definimos las variables aleatorias siguien-

tes:
; — 13
'4 X;L:-kZX.-(k—l,Z,...,n).
! =1
| ) K
s,{:rl—,‘gl(x;—f;ﬁ (k=2,3,...,n).
i T
: Yn-—k:#'z Xi(k=12...,n-1).
t=k+1
b n -
Snx = n—.i.—l‘_%l(x.' =X (k=1,2,...,n=1).
! i’:%f%Xi
=

§= */n—}-,g(x.- ~X).

\ S§?= -';{—,i;(x.- -X)2

11. Si Xy, Xy,..., X,, varisbles aleatorias independientes idénticamente distribuidas, cada

una con una distribucién normel esténdar.

» (a) ;Cuales son las distribuciones de X y Xn-x?
i (b) ;Cusl es la distribucién de ¥ = kX + (n - k) X-x?
(c) ¢Cusl es Ia distribucién de ¥ = } {X + Xn-r}?

12. Si X1, Xa,..., Xy, son varisbles aleatorias independientes idénticamente distribuidas,
cada una con una distribucién normal con parémetros st y o2, Calcular las distribu-

ciones de las siguientes variables aleatorias.
(8) De Eg-?—‘ pars i=1,2,...,n

(b) De X y?n—k-
(c) De Sy 8%
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(d) De % {—X-L +xn—k} .
;- {n-k-1)8?
(c) De (] 1)534(: k 1)5“,!.
52
(f) De 5z~
(8) De (X — p)/(S/ V).
13. Sean X, Xs,..., X, varisbles aleatorias independientes idénticamente distribuidas
con funcién de distribucién F(-), y funcién de densided f(-). La variable aleatoria

M = Xy + Xeu)] /2

la cual es el promedio entre la variable aleatoria més grande y la més pequeiia, es

Namada rango medio. Mostrar que su funcién de distribucién es
0
Fy(m) =n / (F@m - z) - F@)P"™" f(z)dz.
-0

14, Sean Xy, X3,..., Xn variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas
cada una con una distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 1). Encontrar:

{a) La funcién de densidad de X{).

(b) La funcién de densidad de Xn).

(c) La funcién de densidad conjunte de X1y y Xeny.

(d) La funcién de densided del rango de X3, Xy,..., Xy,

(e) La funcién de densidad del rango medio de Xy, Xa,..., Xn.

(f) La funcién de densidad de de la mediana suponiendo que n es impar.
(g) La funcién de densidad conjunta de Xy, Xy - .-+ Xn)-

15. Sean X),X3,...,X, variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas
cada una con una distribucién uniforme sobre el intervalo (a,b). Encontrar los Incisos

a), b),...,9) definidos en el problema anterior,

16. Sean Xy, X3,..., X, variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas
con funcién de distribucién F() y funcién de densidad f(-). Encontrar la funcién de
densidad conjunta de X;) y Xz, pare i,j =1,2,...,n.
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17.

18.

19,

20,

21

Sean X1,X9,..., Xn variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas
cada una con una distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 1). Demostrar que para

1 € k <n+ 1 se tiene que

P{X(k) - Xp-p) > t} =(1-t"si0<t <,

donde X =0y X+ Et

Sean Xi, X3,...,Xn variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas
con funcién de distribucién F(-), y funcién de densidad [ (). Si X es una variable
aleatoria que es independiente de X; para i = 1,2,...,n, que también tiene una
funcién de distribucién F() y funcién de densidad f (). Determinar:

(a) P{X>X(,,)}.
(b) P{X > X(n)}~
(C) P{X(Q(X(X(j)},si 1€i<jsn.

Si X1, X2, X3, X4, X5 son variables aleatorias independientes idénticamente distribui-

das cada una con una distribucién exponercial con pardmetro ), calcular
P{XU) < a} y P{X(n) Sa}
sia>0.

Si tres camiones se descomponen en puntos aleatorias distribuidos en un camino de
longitud L, encontrar la probabilided de que al menos dos camiones se encuentren a

una distancia mayor que d, donde d < §.

Si X3, Xg, X3, X4, Xp son variables aleatorias independientes idénticamente dis-
tribuidas cada una con una distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 1), calcular 1a
probabilidad de que la mediana de Xy, X, X3, X4, Xs se encuentre en el intervalo
(0,3) oen el intervalo 3,1).
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Capitulo 5

Esperanza, Varianza y Momentos

En este capftulo veremos algunas caracterfsticas numéricas de las variables aleato-
rias, como son la esperanza, la varianza, y mas generalmente los momentos. Sabemos que
una variable aleatoria estd completamente determinada por su funcién de distribucién, ya
que si conocemos ésta, podemos determinar los valores que puede tomar esa variable aleato-
rin y sus probabilidades. Sin embargo, en un gran mimero de casos, necesitamos inicamente
tener una idea general del comportamiento de una variable aleatoria. Por lo cual resulta
de extrema importancia para la teorfa de la probabilidad conocer la esperanza, la varianza
y los momentos de una variable aleatoria, los cuales son caracteristicas numéricas que nos

ayudan a identificar més facilmente la distribucién de una cierta variable aleatoria.

5.1 Esperanza

Consideremos un juego de azar en el cual es posible obtener n resultados para los
cuales conocemos que la probabilidad de obtener el primer resultado es p;, para el segundo
es pg, para el i-6simo p; y por ltimo para el n£simo es py. Al resultado de este juego
le podemos asignar una variable aleatoria X, donde X = i s sc obtiene el i-ésimo posible

resultado, i = 1,...,n. Como X es una variable aleatoria tenemos que

n
Zl’i =1
i=l

Suponganios que realizamos un mimero muy grande de juegos, y para cada uno de
ellos alguien nos da i pesos s obtenemos el i-ésimo resultado. Es vilido suponer que si nos

pagan por obtener un cierto resultado, también soliciten un pago por realizar cada juego,
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de tal forma que al terminar de jugar, tanto el que paga, como el jugador deseerian no
haber perdido dinero (juego justo). De esta manera nos interesarfa saber la cantidad exacta
que tendrfa que pagar un jugador por tener dereclio a realizar un juego. Por el concepto
de probebilidad frecuentista sabemos que si jugamos un nimero muy grande de juegos la
proporcién aproximada de veces que se obtiene el i-ésimo resultedo es p;, por lo que al final

en promedio pagaremos
n

1P +2p 4. Hnpa =Y ipi,

i=1
ésto es siempre que el nimero de experimentos realizados fue muy grande. Esta constante
es la que cominmente se le lama esperanza y se define de niancra similar para cualquier

variable aleatoria discreta, es decir:

Definicién 5.1 Sea X una variable aleatoria discreta que toma valores en z,,x3,... y sea

Sx(*) su funcidn de densidad, si la serie

;Ixil P{X =z}

converyge, entonces
00
E[X] = Z%P{X = 17,‘}
i=]

se le llama esperanza de la varioble aleatoria X .

Ejemplo 5.1 Un juego muy popular de dados en los bares britdnicos, el cual es jugado por
la casa lanzando 8 dados y en el cual un jugador pucde apostar a cualquiera de los resultados
del 1 al 6. Si uno de los tres dados muestra el valor apostado el jugador no pierde ni gana;
si dos dados muestran el valor escogido el pago es de dos a uno; si los tres dados muestran
su seleccidn el pago es de tres a uno; por wltimo si ninguno de los dados muestra la seleccidn
del jugador entonces el jugador pierde. Calcule la ganancia esperada si el jugador apuesta

una unidad en este juego,

Sol. Sea W la variable aleatoria que dencta la ganancia del jugador, es claro que
W puede tomar los valores ~1,0, 1,2 por lo cual

EWl= Y wP{W=u}
w:P{W=w)>0
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donde tnicamente falta calcular la funcién de distribucién de W. Sean Xj,¢ = 1,2,3
variables aleatorias que denotan el resultado del i-ésimo experimento. Si el jugador apuests

al resultado j-ésimo j =1,...,6 entonces

P{‘V:'-l} = P{):fl"léJlXQ"léJiX:i"léJ}
= ()
P{W=0} = P{X;=jXo#jXs#i}+

P{Xi#jXa=5Xs#5}+
P{X, #J;.Xz#j.xs=j}
= 3(1}(8
= 3()(8)

PW=1} = P{Xi=jXo=5Xs¢#3i}+
P{Xy=j,Xa¢ j, Xy =j} +
P{X;#ji){?:jiXG:j}

=)' (),

P{Xl =j,X2=j.Xa=j}

3

®

ya que todas las X; son variables aleatorias independientes, por lo que el valor esperado de

W serfa

]

P{W =2}

It

]

EW] Y wP{W=u}
w:P{W=w}>0

= —1P{W =—1}-+0P{W =0} +
1P{W =1} + 2P {W =2}
3
- - 0)20)
= 71
= -1

Este resultado indica que a la larga el jugador pierde en este juego, por consiguiente este

juego no es un juego justo y no conviene jugarlo.

Ejemplo 5.2 Un contratista ha encontrado a iravés de la experiencia gue la oferta mds baja
para un trabajo (ezcluyendo su propia oferia) es una variable aleatoria que se distribuye
uniformemente en el intervalo (§c,2), donde c es el costo estimado del contratista (sin
yanancias o pérdidas) del trabajo. Si lo ganancia cs definida como cero si el contratista no
obtience el trabajo (su oferta es mayor que la oferta mds bajs) y como la diferencia entre su
oferta y su costo estimado c si se obtiene el trabajo. §Qué podria ofrecer el (en términos de

c) pard mazimizar su ganancia esperada?
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Sol.

Sea Gy, la variable aleatoria que denota la ganancia esperada, considerando que el
contratista siempre realiza una oferta k, donde k se encuenira en el intervato (¢, 2¢), ya que
si k s menor que ¢ el contralista siempre lendria pérdida. Sea O la variable aleatoria que

denota la oferta mds baja, por consiguiente es claro que
k-c sik<O
Gk = T
0 sik>0
caleulando la funcidn de densidad tenemos

P{k>0} siz=0
P{Gkna}}z P{kSO} siz=k~-c ,

0 .0.C.

de donde utilizando la definicidn anterior tenemos que

E(Gy] Y, zP{Gr=1}

z=0k~c¢
= OP{k>0}+(k-)P{k< O}
= (k-0 5y
= =9 )

= $c(3ck ~ K - 2c%).
Dado que E [Gy) es una funcién que depende de k dnicamente si el valor de c es fijo, podemos

encontrar sus valores mdzimos (si es que los hay) derivando esta funcién con respecto a k,

por lo que tenemos que si

h(k) = Gk,
tenemos que
4
h(k) = W (3¢ - 2k),
tgualando con cerv esta ecuacidn tenemos que
3
k= ac,

derfvando nuevamente se puede comprobar que k = %c es un mdérimo para esta funcién.
Por lo que se le recomendarfa ol contrutista que siempre obtuviera una ganancéa igual a la

mitad de sus costos.
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Para las variables aleatorias absolutamente continuas resulta de forma natural,
dada la generalizacién del concepto de suma por tmedio de la integral, definir la esperanza

como sigue:

Definicidn 6.2 Si f(z) es la funcidn de densidad de una variable aleatoria absolutamente

continua X y
o
[ ez
-0
converge entonces la esperanza de X se denotard por E {X] y se define como

E{X]= /_ ‘: zf(z)dz.

Ejemplo 5.3 La vida en horus de una ldmpara fluorescente es una variable aleatoria que

tiene una funcidn de densidad de probabilidad que depende de una constante positiva a dada

por

alze=®* siz>0
J(z)= { .
0 e.0.C.

Calcular la duracién esperada de tal ldmpara.

Sol.
Dada la definicidén anlerior tenemos que
E{X] = [% zf(z)dz
= [Pzf(z)dz

fo°° aﬁx2e—a:dz|
integrando por partes y haciendo u = o®x? y dv = ¢~°%dz tenemos que

E(X] = —2ze™07 | 42 [ aze %%dz
2 [§° aze % dz,

nuevamente si hacemos 4 = 20z y dv = e~ **dx entonces tenemos

E{X)

it

—2aze™% |3° 42 [f° e dz
= -t

2

o'

Por consiguiente la duracidn esperada de una ldmpara sera £ horus.
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Ejemplo 5.4 Muestre que si X es una variable alealoria Cauchy, es decir, X liene una

funcidn de densidad

1
f($)=m.

entonces no tiene definida una esperanza.
Sal.

En la definicidn de esperanza se dice que si

[ tel ez

no converge entonces lenemos que E [X)] no existe, por lo que tenemos que

00 |x| _ /w T
/_w g Ll e e
T
/:o w(l +m)2dx

YT e b iz
./o 7(14 )2 z_hggo_/o w(1 +z)?
haciendo el cambio de variable z = tanu podemos trutar de resolver resolver esla integral,

y basta ver que

no existe. Ya que

y de aqui podemos observar que este limite diverge, ésto es

: h :
limpmoo fO m{;;qdz = --;rl-llmh_.wlllvl-i? |3
-—#limh.‘wln m,

por lo que tenemos que E [X] no existe.

A continuacién enunciaremos un teorema de gran utilidad para el célculo de la
esperanza de una variable aleatoria, la cual es conocida como la ley del estadfstico in-
consciente, la cual nos ayuda a obtener la esperanza de cualquier funcién de una variable

aleatoria sablendo tinicamente la funcién de distribucién de la variable aleatoria.

Teorema 5.1 (Ley del Estadistico Inconsciente)
Si X es una variable aleatoria y g es una funcidn real tal que E[g(X)] existe

tenemos que:

1. St X es una variable aleatoria discreta con funcidn de densidad fx, enlonces

Eg0)= ¥ o@)fx@).

z:f(x)>0
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2. 8i X es una variable aleatoria absolutamente conlinua con funcidn de densidad [y,

entonces

B = [ gleMrxaliz.

Este teorema puede generalizarse para cualquier variable aleatoria, pero esto no
lo haremos ya que para ello se requieren herramientas de probabilidad avanzada,

La demostracién de la ley del estadfstico inconsciente en el caso discreto es di-
recta, asf que la haremos inicamente para el caso de variables absolutamente continuas,
Esta demostracién se basa principalmente en el siguiente lema que es vilido para cualquier
variable aleatoria con esperanza finita, el cual demostraremos unicamente para variables

absolutamente continuas
Lema 5.2 Pam cualquier variable aleatoria Y con esperanza finita, se tiene
00
ElY) =/0 Py > y}dy—-/o P{Y < -y} dy.
-0

Dem.

Si'Y tiene una funcidn de densidad fy tenemos que

Fy(y)= /:vm y (u)du,

por lo que tenemos que

[ e vay= 7 [7 rwauay

inlercambiando el orden de integracidn se tiene que

3 P P{Y >yhdy = [5°fF fy(u)dudy
‘ =[5 Jo dyfy(u)du
‘ J& ufy(u)du.

[

De manera andloga tenemos que

: IS P{Y <—ybdy =[O, [7L fy(u)dudy
= J2 fi fr(w)dydu
; ffm fy(u) 7 dydu
= ffm [y@)(—u)du
—-ffm ufy(u)du.

it 1

i
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De la definicidn de esperanza para una variable absolutamente continua se tiene que

1t

E[Y] f—?am uf)' (u)du
I ufy(u)du + f5° ufy (u)du

7 P{Y >y}dy— [5° P{Y < -y} dy,

lo que concluye con la demostracidn de este lema.

Este lema es de gran importancia en la demostracion del teorema 5.1, por lo que
la demostracién del teorema 5.1 es como sigue:

Dem.(Ley del Estadfstico inconsciente)

Sea g(z) cualquier funcién de valor real, entonces, dado que g(X) es una variable

aleatoria por el lema 5.2 se tiene que

Ejg(X)] = 5" P{s(X)>z}de - [" P{y(X) < ~z}dz

B Ixtdydz-[5° [ fx(y)dydz,
v:g(u)>z yoly)<-x

]

de aquf utilizando el teorema de Fubini tenemos que

I fx) f¥dzdy~ [ fxly) fo ¥V dady
yo(y)>x yo(y)<z

I 9Wixdy+ [ alw)fx(y)dy
valy)>e ygly)<z

I 9 Fx )y,

por lo que el teorema queda demostrado.
La ley del estadistico inconsciente (L.E.L) nos syuda a calcular de una manera

N

Elg(X)]

"

il

muy sencilla esperanzas, que de otra forma serfan muy dificiles de calcular, y es de gran
ayuda para calcular otras caracterfsticas numéricas de las variables aleatorias, como son la

varianza y los momentos.

Ejemplo 5.5 Sea X una variable aleatoria continua con esperanza finita y funcidn de
densidad f. Mostrar que E{|X — a|] es minima cuando a es la mediana (la mediana de
X cuando esta es continua es el valor a tal que P{X <a} =.5).

Sol.
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Tenemos que la funcidn g(a) = E{|X -~ al}. Por la L.E.I tenemos que

g9(a) = E[X-a]]

= % IT—ﬂlf()

- Floaon
e )f(z)dx

= :cf —af“ x)dx
- xf Yz +a [0 f

= [Pzf(2)de - [, :cf:c)d:c
-aP{X >a}+aP{X < a}

= [Pzf(z)dz + [°,, of(x)dz +aF(a)
~a(t - Fla)) - 2%, zf (e)dz
= E[X]-2[° zf(z)dz
~a + 20F(a),
de aqui, ulilizando el teorema fundamental del cdlculo y dado que E[X] es una constante

tenemos que

g(a) = —2af(a)~1+2af(a)+2F(a)
= 2F(e) -
igualando con cero tenemos que
F(a)=5,

por lo que tenemos lo que queriamos mostrar

Ejemplo 5.6 Sea Z una variable aleatoria con distribucidn normal estdndar, y para unca

fija, sea
X = Z siZ>a '
0 eo.c
2

Mostrar que E[X] = #e""z‘.
Sal.

Por la L.E.1 tenemos que

BX)= = [ gt ¥,

donde
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por lo que
E[X] = -

|
=
8

I~
Y
=
&

por lo tanto

5.2 Varianza

La esperanza de una variable aleatoria es de gran utilidad, ya que nos da un prome-
dio de los posibles valores de nuestra variable, pero si nosotros queremos saber que tanto
estdn dispersos los valores que se obtienen con ésta, nosotros no podemos contestar estas
preguntas conociendo tnicamente la esperanzs de la variable, de esta forma desearfamos
tener una medida de esta variabilidad, la cual mnediremos con la varianza, ya que ésta nos

da una idea de ésto.

Definicidn 5.3 Si X es una variable alealoria con media yu, entonces la varianza de X
estd definida por
Var(X) = E[(X - )]

Claramente tenemos que la varianza es finita si y sélo sf

/(:: — 13 fx(z)dz < 00

en el caso de tener una variable aleatoria absolutamente continua y

Y (2= p)? fxlz) <co

T
en el caso de una variable aleatoria discreta.

La razén de medir la varjabilidad de esta forma y no de otra, por ¢jemplo el de
obtener la esperanza de la distancia entre X y su media, es que ésta tiltima cn ocaslones
es muy diffcil de calcular ya que interviene un valor absoluto y en ocasiones resulta dificil
de calcular, por lo que cominmente se opta por la definicién de varianza que hemos dado,
aunque en ocasiones también podemos utilizar a la esperanza de la distancia entre X y su
media también como una medida de variabilidad de X.
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Ejemplo 5.7 Sea X una variable aleatoria normal con pardmetros 1 y o, Caleular la

varianza y lo esperanza de X,
Sol,
Recordemos que

EX] = [So,af-(z)dx
o)
= 751;; o ze” W dr,
haciendo © = gu 4 u tenemos que v = E£ gy dr = adu, por lo cual

EX] = 7—]_ (ou +,u ¥ d
= 7—-]‘” e du
+-j—- /e ’"'i'du
=
Porla L. E. 1. podemas ver que

Var(X) E[(X~m?
Jooo(@ = 1) fo(z)dz

eep)?
T [ (= e,

it

it

ff

haciendo z = ou 4 it tenemos que u = L y de = adu, por lo que

Ver(X) = /m ule™ ¥ du,

calculando esta intcgral por partes tenemos que

2
&%—ue"z‘l
75;]“’ ¥ du
f°° e %’du

Var(X)

it

i}

02.

it

123

Dado que en ocaciones el cdlculo de la varianza de una variable aleatoria resulta
muy complicado utilizando la definicién anterior, debemos encontrar una manera més sen-

cilla de calcular l1a varianza de une variable aleatoria. Asf que a continuacién estudiaremos
las propiedades mds importantes de la esperanza, asf como también las propiedades de la

varianza,
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Proposicién 5.1 Sia yb son constantes, entonces
ElaX 48] =aE[X]+b.

Dem.

Haremos esta demastracidn dnicamente en ol caso en el que X sea una variable
dlealoria absolutamente contina. La demostracidn en el caso conlinuo es completamente
andloga por lo cual la omitiremos.

Por la L.E.L tenemos que

ElaX + 4 2 (az + W) f(w)dz
o azf(z)dr
+ff°w bf(z)dx

o 2 zf(z)dz

+b 52, f(z)dz

al [X]+b

[

]

it

[

De esta proposicién se puede esperar que la esperanze sea un operador lineal. Lo

cual lo demostraremos mds adelante, pare ello enunciaremos el siguiente teorema:

Proposicion 5.2 Sia € R, entonces Ela} = a.
Dem.
Es claro que a es una variable aleatoria que toma el valor ¢ con probabilided 1,

entonces su funcidn de densidad esta definida como sigue:

1 siz=a
fu(a,)—--{ 0 eoc
de aquf tenemos que
Bla) = ¥,zfo(z)
= afa(a)
= a

Podemos establecer un enunciado snélogo a la L.E.L, que dice que si X y ¥ sondos
variables aleatorias absolutamente continuas que tienen una funcién de densidad conjunta

fxx (1) y 9(z,u) es una funcién de R? en R,entonces

BlGCt Y] = [ ola )y (@ )iz
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También si X y Y son variables aleatorias discretas con funcién de densidad conjunta

fxy() tenemos que
Blo(X, V)= 323 o(z ) fxy (2 ).
z 0y
De esta manera podemos enunciar la siguiente proposicion:

Proposicién 5.3 Si X y Y son dos variables aleatorias absolutamente continuas con fun-

cidn de densidad conjunta fxy (), entonces tenemos que

E[X +Y]=E{X] +E[Y).

E[X+Y] [ (2 +y)fxy(z,y)dzdy

Ri

f zfx,y(m,y)dzdy

R?

+ [ yfxy(z y)dzdy
n?

E[X]+E[Y].

i

i

fl

De aquf por las proposiciones 5.1 y 5.3 tenemos que la esperanza es un operador
lineal. Por esta propicdad de la esperanza podemos encontrar una manera més sencilla de ‘

calcular 1 varianzs, por lo que enunciaremos la siguiente proposicién:

Proposicién 5.4 Var(X) = £ [X?] - E?[X].
Dem.

Var(X) = E[(X -

= E[X?-2wX +4 ,,

= E[XY |
—uE{X)+ E[n* ‘

- Bl -2t

= EB[X?-p?

= E[X?)-B(X].

Ejemplo 5.8 Sea X una variable alealoria gamma con pardmetros (A, a). Caleular la es-

peranza y la varianza de X.

Sol ;
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Es claro que
E[Xl - fm A% -A:za ' ir
— _(:; 000 —.\z z%dz,

haciendo u = Az tenemos que du = Adzx, por lo que
EX}) = maplre™(}) du
= W%ﬁ I e "utdu
— Wéﬁ f(;’oe-uu(oﬂ)-ldu
l’l)"(a s +1)
a
)

También tenemos que

Il

Var(X) E[(X -3

(- ) oe-»\lold‘r

]

la cual es una integral en extremo complicada, pero dado que
Var(X) = E ] - E*(X]
necesitamos calcular dnicemente lo E [X'*’] pura oblener la Var(X), por lo cual
E(XY = [Foiepde
- F('&y foo e"\’a:"“dz,
y haciendo u= Az tenemos que du = Mdzx, por lo que
E(XY = ggile™ ()" du
= F(?W fZ e vustidy
= i 01 fgo e~vylet2)-1d,

= F(;'WI‘(0+2)
{at1)
o'\ a‘

Il

por lo tanto

VBI'(X) atlle _ g;

Il
>

= -'\%
Es importante mencionar que 1a esperanza nos es de gran utilidad cuando queremos
establecer la relacién existente entre dos varisbles aleatorias, ya que si X y Y son variables
aleatorias independientes, entonces podemos enunciar la sigulent? proposicién:
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Proposicién 5.6 Si X y Y son variables aleatorias independientes, entonces para cua-

lesquiera h y g funciones de R en R
Efg(X)W(Y)] = Elg(X)] E{n(Y)].

Si suponemos que X yY son dos variables aleatorias absolutamente continuas con

funcidn de densidad fxy(:,"), entonces

E{g(X)h(Y)]

i

J52 2% 9(2)h(y) fx v (z, y)dzdy
= [0 [75 9(2)h(y) fx(2) fr () dzxdy
JZe (@) x(2)dz [2o, k() fy (v)dy
E[g(X) E(Y)].

it

[

Definicién 5.4 Sean X y Y variables aleatorias independientes, entonces la covarianza
entre X y Y se denotard por Cov(X,Y) y estd definida como sigue

Cov(X,Y)=E[(X - E[X))(Y - E[Y])].
Se puede ver de manera muy fécil que
Cov(X,Y)= E[XY]| - E[X]E[Y].
Por esta igualdad y por la proposicién 5.5 podemos enunciar el siguiente corolatio:
Corolario 6.3 Si X yY son variables aleatorias independientes, entonces
Cov(X,Y) =0.

El recfproco no es cierto, ya que podemos dar un ejemplo sencillo o un poco més
elaborada, en donde no se cumpla el recfproco.

Ejemplo 6.9 Si X es una variable aleatoria beta con pardmetros a y b. Caleular E[X"].
En particular si tenemos que a = b= % y Y =4X(1 — X). Calcular la covarianza entre X
yY. 48on X yY independientes?

Sol.
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Primeramente calculemos la E{X"], por lo que tenemos que

EiXn) Ban :x,b f3 ahzo (1 - 2)b~Vde
m_{mfol In-!a-—l(l —x)b’ldx
Ba% B(n +a,b)

Ma4b) M'(nta)l'(d

Na)l‘lgi {n+atd

Lla4d)(n+a)

I'(a)P(n+a+d)"

Se puede demostrar que Y se distribuye beta con pardmetros a = b = % Por lo

1]

cual tenemos que
Cov(X,Y) = E{XY] - E[X|E[Y]

de aqui lenemos que basla calcular la esperanza de X y la esperanza de XY, por lo cual

lenemos que
; - rara)
ElX] = r(3)r@)
ra4)
r(s)

= 1
= 3.

i

Ademds tenemos que
BlXY]

E[X(4X(1- X))
E[4X?-4X%)
4E[XY -4E[X3).

L]

li

De aquf dado que

=
=
hor |
=
Lol
N

Il

E[x?

=
-
G

=
=
C

u
= o 3)
B

De manera similar tenemos que

iyd] . POIG)
EIXY) = vor@
— 5
= &

Por lo cual
E[XY]

4E [X?) - 4E [X3)
¥-%

L

i

i
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Por lo cual tenemos que

Cov(X,Y)

E[XY] - E[X|E[Y)

A

1
2

o e

Ademds tenemos que X y Y no son variables aleatorias independientes ya que podemos ver

que dado un valor de X, el valor de Y se encuentra completamente determinado.

En general, se puede mostrar que si la Cov(X,Y) es positiva, entonces si X crece,
Y también lo hard. En cambio si la Cov(X,Y) es negativa, entonces tenemos que si X
crece, Y tenderd a decrecer.

La covarianza nos ayuda también & celcular varianzes de sumas de variables aleato-

rias,
Proposicién 5.8 Si X y Y son variables aleatorias,entonces

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) £ 2Cov(X,Y).

Var(X 3 Y)

it

E (XiY—-E(X:i:Y])”]
= E|X-EX] (Y -E[Y])]
= E((X - E(X])?
£2(X - BIX)(Y -E[Y))
+(Y - E[Y}))
= E((X-E[X))}
L2E(X -EX)Y ~EY])
+E (v - B[]
= Var(X) + Var(¥)} £2Cov(X,Y).

Podemos demostrar en general que si Xj, X»,..., X, son veriables aleatorias, en-

tonces

vﬂr(zn: Xi) = }": Var(X;) +23 " Cov(X;, X;).

{=1 i=1 <)
De esta férmula se puede ver que la varianza no es un operador lineal comio lo es

Ia esperanza, Lambién se puede ver por el corolario 5.3 que si X3,X2,..., X son variables
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aleatorias independientes, entonces
n

Vnr(i: Xi)= Z Var(X;).

1=l i=]

Por ltimo, podemos enunciar la siguiente proposicién
Proposicion 5.7 Si X es una variable aleatoria y a,b € 'R, enlonces
Var(aX 4 b) = a® Var(X).

Dem.

Si X es una variable aleatoria absolulamenle continua, tenemos que

Vor(oX +8) = B [(@X +b)] - B?[aX +)
= E[a’X?+2abX + b
~(@E[X] 4b)?
= a’E[X?] +2abE[X] +b*
~ (a®E?[X) 4 20bE[X] + 1?)
= a?(E[X? - E*[X))
= a? Var(X).

il

Ejemplo 5.10 Si X es una variable alealoria con esperanza p y varianza o (0 > 0),
entonces a la varicble Z = 2‘-;'15 se le conoce como la normalizacidn de la variable oleatoria
X. Probar que E[Z) =0y Var(Z) = 1.

Sol.

Dadas todas las propiedades anleriormente vistas de la esperanza y la varianza,

lenemos que

E[2)

]

E[¥:#)
= E[X-4
= B{¥] B[]
= LEX]-iE[y
= LEW-ElX]
= 0.
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Ademds, tenemos que

Var(z) = Var (¥:£)
= ;’g Var (X ~ )
= H(B[X-w?]- B X~ u)

1

|

Y
g
=

?

L]
= ap

ya que B2 [X ~ p} =0

La siguiente proposicién es una caracterizacién de las variables aleatorias que
toman un solo valor real con probabilidad 1. A estas variables aleatoriss también se les

conoce como variables aleatorias degeneradas.

Proposicién 5.8 X es una variable alealorio degenerada ena € R, fie. P{X =a} =1}

st y sdlo sf
Var(X) = 0.

Dem.
Supongamos que X ¢s una variable aleatoria degenerada en a. Por lo que se puede
ver fdcilmente que

EiX]=aq,

ya que X es una variable aleatoria discreta, de esta manera, fenemos que

Var(X) = E[(X -a)?
= Lile—a)fx(c)
= 0

dado que X toma sinicamente el volor a.
Ahora si la Var(X) = 0, el problema es mds complicado perv se resuelve de una

manera muy sencilla utilizando teorfa de lo medida, por lo que aguf no lo demostraremos.

Una medida més exacta del la relacién existente entre X y Y la podemos obtener
conociendo el coeficiente de correlacion existente entre X y Y, el cual se define como sigue:
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Definicién 5.5 Si X y Y son variables aleatorias con varianzas positivas 0% y o respec-
tivamente, entonces denolaremos como py.,y al coeficiente de correlacion entre X y Y, el

cual se define como
_ Cov(X,Y)

axay

’
'

El coeficiente de correlacion nos da una medida del grado de relacion lineal que

existe entre X y Y, ya que podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 6,4 Para cada par de variables aleatorias X y Y para las cuales pxy ezista
tenemos que

loxyl <1,

y ademds tenemos que

lpxy|=1

si y sdlo sf existen nidmeros reales a # 0 y b tales que
P{Y=aX+b} =1,

también podemos ver quea > 0 sipyxy =1ya<0sipyy=-1

Dem,

Primero probemos que

lexy| £ 1,

para ello vemos que

0 < Var(%+-¥—

= Var(;'-;*) +u</ur(‘-,)-’;)
+2Cov (&, L)
= ;{,\"Var(X)+;%’-Vur(Y)
(sl 5 (2] )
= 2+2;7-(EIXY]-E[X|E[Y))
= 2Al+pxy)

de aquf tenemos que

pxy 2 -1
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Por otro lado
0 < Vﬂr(;"i? -

< o
= Var(j}) + \)’ar(;‘-;;)
~2Cov(E, k)
= 2(1~pxy)
por lo cual también se liene que
pxy <1,
por lo que podemos concluir que
Ipxy| <1

Para la sequnda parte de esta demostracidn, primero supondremos que

loxy] =1,

si px,y =1, tenemos que

para alguna k € R, por lo cual
P{Y: ”—Yx-kay} =1
ox

por lo que tenemos que a = f;’-};— > 0, de manera andloga podemos ver que si pxy = -1,
entonces

P{Y = —Z—:'X+k0y} =1,
por lo cual tenemos que @ = —ZX.

Si suponemos que ezisten nimeros reales a # 0 y b tales que
P{Y=aX +b} =1,

entonces Lenemos que
Var(Y) = a® Var(X),
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de donde ox = |a| oy ademds tenemos que

Cov(X,Y)

i

= E[XY]-E[X|E[Y]

= B[X(aX +1b))
~EB[X]E[(aX +1)]

= oE[XY +bE(X]
—-aE?{X] —bE(X]

= a(E[X?Y - E*[X))

= aVar(X),

por lo cual tenemos que
2

§

pxy = 0%
1 sia>0

~1 sia<0 )

Ii
—_——5

Cuando pxy = 0 se dice que X y Y no estdn correlacionadas (que es distinto
a decir que X y Y son independientes), si [px,y| = 1, entonces se dice que X y Y estdn

perfectamente correlacionadas.

5.3 Momentos

En el ejemplo 5.9 pudimos ver que fue de gran ayuda el conocer la esperanza de
X*, En esta seccién veremos que esta esperanza es conocida con el nombre de momento de
k — ésimo orden alrededor del origen.

Definicién 6.6 Si X es una variable aleatorio, entonces a E [(X - a)"] se le conoce como
el k — ésimo momento de X alrededor de a. Ademds, si a = 0 tenemos E[X"] que se
le lUama el k — ésimo momento alrededor del origen. También sia = E[X], enionces
E [(X - E[X])k] se le conoce como el k — ésimo momento central. A la E [IX - al"] se le

conoce por el k ~ ésimo momento absoluto de X de orden k alrededor de a.

Es claro que el primer momento central es cero y el segundo momento la ya bien
conocida por nosotros varianza. También podemos establecer una fécil relacién entre los
momentos centrales y los momentos alrededor del origen, ya que utilizando el hecho de que

(a - b)n - Z": (T:) (__l)ian—ibi’

=0
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y que la esperanza es un operador lineal tenemos que para todo k € N

Blx-EX)] = B [i‘o (1) X txl]

X . »
E()(,)(—l)‘E‘[X}E[X" .

]

1

Si denotamos por pi al k ~ ésimo momento alrededor del origen y como g al k — ésimo

momento central, entonces tenemos que

"

BY=1) G s

= ‘Z:o(?)("l)‘(ﬂl)i#k—i
FR(=181 )
H=1)F ()
k=2 o

= i%(’f)("-l)'(#x)'ﬂk—.’
H=1F () (k- 1),

) p2

(=3

k

’x
(]

por lo que tenemos que
k2 g i i
My = '§=30 (D=1 (o) s (51)
DR () (k- 1),
de donde vemos que
py = 0
Ko = pa ~ 4}
By = pa B + 24
By = pa=dpa +6ugpd - 344
Asf, podemos ver por 5.1 que si los primeros k momentos alrededor del origen

]

i

existen, entonces ¢l k — ésimo momento central también existe, por lo que a continuacién

enunciaremos un teorema que nos dice cuando los momentos alrededor del origen existen.

Teorema 5.5 Si X es una variable aleatoria absolutamente continua, y ux existe (k € N,
entonces lenemos que u; existe para j = 1,2,...,k~ 1.
Dem.

Ya que el k — ésimo momento eziste tenemos que

/ el fx(2)de < oo,

‘‘‘‘‘‘‘



Esperanza, varianza y momentos 136

ademds podemos ver para todo n € N que

finao ‘Iln fx(-’f)df

i

.ﬁ;)g] 2" fx(z)dz

+ fiziot 2" Sx (z)dx
jiﬂg] Ix(z)dz

+ for 2" fx (2)ds
14 f]:j>1 (zln [x(z)de,

IA

A

ya que 1 < j <k tenemos que

. , e
/‘ﬂ>llzl-‘1,f.\’(x)dx5/m>l| ¥ £ ()dz,

y dado que

f—?aoo |Ilj fX(I)d"E < 1+ ji:l)l lej fX(x)dI
< 14 [, ol fx(z)de
<

Q.

5.4 Fjercicios

L

Un hombre con un arco dispara a un blanco, si su flechs estd a lo mds & cm. del
blanco, entonces recibe 10 puntos, si su flecha estd entre 5 y 15 cm. del blanco, recibe
3 puntos, en caso contrario éste no recibe puntos. Encontrar el nimero esperado de

puntos que obtendré, si

(a) Su disparos caen uniformemente distribuidos en un cfrculo de 30 cm. de radio
alrededor del blanco,
(b) La distancia tanto vertical como horizontal al blanco son variables aleatorias

normales con i = 0 y o? = 36.

. Una caja contiene 10 focos, de los cuales tres son defectuosos. Si se sacan focos aleato-

riamente y se prueban, hasta encontrar un foco defectuoso, encontrar la esperanza del

nmero de focos que tenemos que probar, antes de encontrar un foco defectuoso.

. Sea Z una variable alestoria discreta que toma los valores 0,1,2 y 3 y tiene una funcién

de densided deda por
10
Q)

DI = o f

fi
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Determinar la media y la varianza de Z.

. Suponga que X es una variable aleatoria que tiene una funcién de densidad dada por

Rz s5i0<z <1
f(z)= {
0 ¢.0.C.

donde R > 0 es una constante. Determine la esperanza y la varianza de X.

. Una variable aleatoria X tiene una funcién de distribucién dada por

0 siz<0
Flzy={ 1-(1-z}* si0<zg],
1 siz>1

donde A > 0 ¢s una constante. Determine la esperanza y la varianza de X.

. Una compaiiia de seguros suscribe una poliza en Ja cual se establece que una cantidad

de dinero 4 debe ser pagada si algin evento EF ocurre dentro de un afio. Si lo compaiiia
estima que £ ocurrird con una probabilidad p, jeudl podrfa ser la cuota que tenga
que pagar ¢l cliente, para que Ja compaiiia obtenga una ganancia esperada del 10 por
ciento sobre A?

, La funcién de densidad de X esta dada por

at+bdz si0<zc<L1
f(1)={ .
0 e.0.c.

Si E(X] = 2, encontrar a,b.

. Un vendedor de periddicos compra Jos periddicos a N$2.00 y los vende a N$3.00.

Sin embargo el no puede regresar los periddicos que no venda. Sila demanda de su
periddico es una variable aleatoria binomial con n = 300, p = % sproximadamente,
Jcudntos periddicos podria el comprar para meximizar su ganancia esperada?

. La funcién de densided de una variable aleatoria X es

z-a

Ix(e) = 5o

X se dice que tiene una distribucién Laplace. Encontrar la esperanza y la varianza
de X.
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10

11.

12.

13

14.

1b.

16.

17,

18,

Deterinine la esperanza y la varianza de una variable aleatoria X con funcién de
densidad dada por
F si0<zr<]
fl@)=1{ 2~z sil<zr<?2 .
0 e.0.c.

Sea X una variable aleatoria distribuida distribuida de acuerdo a una ley logaritmica
normal, es decir tiene una funcién de densidad dada por
1 - —Ly(lug z-a)®
e siz >0
Hz)={ BV )
0 e.o.c.
con > 0 y a un cualquier mimero real. Encontrar la esperanza y la varianza de X.
La magnitud en la velocidad de una molécula se puede modelar por medio de una

variable aleatoria X cuya funcién de densidad est& dada por

fx(x)={ et >0

0 e.0.c.

donde a es una constante positiva. Se dice que X tiene una distribucién de Maxwell.

Encontrar la velocidad promedio de la moléculs, y la varianza de ésta.

Sea X una variable aleatoria distribuida normal con p = 0. Encontrar E {cos X]. Use

ésto para encontrar E[cosY] donde Y se distribuye normal con media p y varianza

%

Probar que si P {X < 0} =1 entonces E [X] < 0.
Probar que st P {X > 0} =1 entonces E[X] > 0.

Probar que si X y Y son dos variables aleatorias tales que P {X €Y} =1 entonces
E{X| < E[Y].

Probar que si a < bson dos nimeros realesy P {a < X < b} = 1, entonces la esperanza
de X existe y a £ E[X] < b, también probar que la varianza existe y Var [X] < (9—"3)3

La entropfa H(X) de una variable sleatoria X se define, si es que fx (z) existe (fx (<)

es la funcién de densidad de la variable aleatoria X) como

H(X) = —Elog fx(X)],
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19.

20.

21

22,

23,

24,

ésto es la esperanza del valor negativo del logaritmo de la funcién de densidad evaluada
en X (en algunos contextos se acostumbra tomar logaritmo base 2 en la definicion de

entropfa). Encontrar la entropfa de las siguientes variables:

(8) S P{X=0}=p; P{X=1}=1-p
(b) SiP{X=a}=p, P{X=b}=1-p
(¢) Si X tienc una distribucion uniforme discreta.
(d) Si X tiene una distribucién normal.
(e) Si X tiene una distribucién exponencial.
() si
Ix(@) = 570 (@ > 0).

Mostrar que

BX= [7 (- Fx(e)) do - [ Exa
Dar una explicacién intuitiva acerca de esta jgualdad.

Si X tiene una distribucién normal con parémetros p y 2. Mostrar que E[X] = p
y Var X = ¢ §i p = 0 encontrar una férmula pars el k — ésimo momento alrededor
del origen. A partir de aquf encontrer el k — ésimo momento si X tiene pardmetros
py ol

Si X tiene una distribucién gamma con parfmetros A y a. Encontrar una férmula
para el k — ésimo momento alrededor del origen y una expresién para la varianza de
X.

Si X se distribuye beta con pardmetros ¢ y b. }Para qué valores de n estd definido
el n ~ ésimo momento de X7 Para esa n dar una expresién para éste y encontrar la

varianza de X.

Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente en el intervalo (0,1). Uti-
lizando la ley del estadfstico inconsciente, caleule E{X"] y después verifique el resul-
tado utilizando la definicién de esperanza.

Una variable aleatoria X se distribuye uniformemente sobre el intervalo (0, b). Encon-
trar E [IX - al"], donde E{X] = a.
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)

25.

26.

27.

28.

29,

J0.

Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad dada por

f(a:) W siz20
0 e.0.c.

donde a,k > 0. Mostrar que I [|X|*} < co para a < k.

Sea X’ una variable alcatoria con funcién de densidad dada por

fla)= (1+ z’)""

donde m 2 1 y ¢ = [(m)/ [[(1/2)['(m — 1/2)]. Mostrar que E [X*"] existe si y sélo
8i 2r < 2m ~ 1, ;Cudl es E[X*) si 2r < 2m - 17

La distribucién Pareto coa parémetros a y § (a, 8 > 0) es definida por una funcién

de densidad dada por
sizt>a
o= 85 4220

¢.0.C.

Mostrar que el momento de orden n existe si y sélo sf n < 8. Sea 8 > 2. Encontrar

la media y la varianza de esta distribucién.

Para una variable aleatoria X con funcién de densidad dada por
iz 0<z <l
i sil<z <2
f@)=1 2
3(3 - x) si2<zr<3’
e.oc.

mostrar todos sus momentos existen. Encontrar la media y la varianza de X.

Para una variable aleatoria X Poisson con funcién de densidad dada por
fi@) = P{X =g}
_ c""%‘r siz=0,1,...
0 e.0.c.

Mostrer que E[X} =X, E[X?] = A+ A%, E[X3] = A+ 32 + )%

Para cada una de les siguientes funciones de densidad, encontrer E[X], E[Y], 0%,

og’a ox, oy



————
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eIV >0

(@) flz,y)= { 0

eo.c.
%V 0<r<y< o
b y) = .
s { 0 c.0.c.
(©) flz,y)= b;if;! 0<r<22<y<d .
, 0 e.0.c.
fry 0<z,y<l
d =z
@ 7y { 0 e.0.c
(e) f(.'l‘ y):: %(12_-‘[]7)6-1 0<~'t<00',|y| <z
' 0 e.0.c.
fa(l-y) 0<zy<1
f = '
@ fe) { 0 e,
)=ty 0<zy<l
© = { 0 co.c )
(h) f(x,y):{ de O<y<z<l
0 eoc
(i) f(z,y)—{2 O<z<y<l
0 eoc

31. Si X1, Xa,..., Xs son variables aleatorias con E{X;} = 3, “%t.- =5,0x,x; =2 (i #J)
Entonces para Y = Y2, X;, encontrar E{X}, o}, oyx,.

32. Sea U = ¥i aiXi, V = T} f;Xj. Encontrar pyv en términos de oy, §5 y oy
(1 £4,j € n). Use ésto para encontrar
(a
(b
(c) U=X1 + X3,V =Xy + Xa,

) Us=X +Xn V=X -X,

) U,V como en 32a pero o} =03, 033 =0,

)

(d) U,V como en 32 pero o =0 =0}, o = o3 = 033 = 0,
(¢) U=Tiy Xi, V = Ll Xi(k <m <n)

0ij=0,0} =0}j=1,2,...,n),
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33

34.

() U = a1 X) + a2Xy, V = X, + by Xy; clifa by, by tales que pyv =0.

Sean X y Y variables aleatorias independientes con esperanza y vartanza finita.

Mostrar que para U = XY y V =X/Y,

' 2
o = ohod + ukol +pdok,

o = ik (Y] #0.ElY #0]
Vel ) ’
Anglogamente sl ejercicio 18, la entropia para un vector aleatoria (X, X, ..., Xn),

si es que existe su funcién de densidad conjunta f(zy, Za,.. ., Zs), se define por
]{(Xh'x?l ven |Xn) =-E llogf(X],XQ,. cy Xn)] .

Mostrar que si Xy, X3,...,Xn son variables aleatorias mutuanente independientes,

entonces n
H(X1, X, Xn) = Y H(X)),

i=1
ésto es que la entropfa de variables aleatorias independicntes es la suma de sus respec-

tivas entropias.
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Capitulo 6

Distribuciones multivariadas

particulares

6.1 Distribuciéon normal multivariada

Esta distribucién es de gran utilidad cuando tenemos muchas variables aleato-
rias normales las cuales no son independientes. Es claro que cuando éstas son independi-
entes, su funcién de densidad conjunta es tan solo el producto de sus funciones de densidad
marginales, lo que no sucede cuando no son independientes. Para poder estudiar esta dis-
tribucién conviene que el Jector tenga un conocimiento bdsico de la teorfa de matrices, ya
que la utilizaremos para dar una definjcién adecuada de la distribucién normal multivariada.

Para lo cual enunciaremos la siguiente definicién:

Definicién 6.1 Las n variables aleatorias X), Xy,..., Xn se dice que tienen una dis-
tribucién normal multivariada si existen n variables aleatorias independientes 2y, Z3 ...,
Zn cada una con una distribucién normal estdndar, n consiantes py, u3,..., fin y una

mairiz A = (a;;) no-singular de n X n, tales que

X, a3 ay ‘o QA Zy m

Xa | lan an " am || % Ha

Xn Qn) Gn2 - Qnpn Zn Hn
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Esta dltima ecuacidn matricial la podemos escribir como sigue:

X =AZ+p,
X aiy M2 v a4 m A
X ’ 2 -, 1 Z
donde X = _2 A= afn ¢ 0.2" y p= 1_2 yZ= ’
Xn Gnp Qn2 ' Qnp Hn Zn

De aquf tenemos que X se obtiene de Z aplicando una transformacién de R" en

R" tal que

®
[t

G(z)
= Az+p,

la cual es una transformacién uno a uno ya que A es una matriz no-singular, por lo cual

existe una transformacion inversa

M) = ANx-p)

= Z,
la cual también es una transformacion uno a uno de R" en R". Es ficil ver que la funcin

de densidad conjunta de Z es

1 t
o) 2= e i x
f; zt( ) (27‘_)?
Si A~ = (b;), se puede ver fécilmente que gﬁf = by para§,j=1,2,...,m por lo
que el jacoblano de la transformacién inversa es J = |4~}|. Por consiguiente recordsndo el

corolario 3.9 tenemos:

fx:(x)

L

a1}
1 e-il'x
@n?
e e

]

A7

[

Ahora si C = AA' se tiene que

c-}

i

(A4
- (Al)—lA—l,
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y ademds tenemos que

o] = ]
o7}
[,

il

de donde

|-

por lo que tenemos que

o _ VICT _bx-w)to-t(x-m)
ety = Ao,

la cual es la funcién de densidad conjunta de una distribucién normal multivariada.
A continuacién estudiaremos las matrices C ya que ésta establece las relaciones
de dependencia entre las variables aleatorias X, Xa,..., Xn. Para ésto primeramente

enunciaremos el sigulente lema:

Lema 6.1 La matriz C~! es una matriz simélrica y definida positiva.

Dem,

Esta es simétrica ya que

(C—l)t

]

(Aa)y
((AAY?
(aA)?
cl

It

Il

U

y también es definida positiva ya que para lodo vector x # U, x € R™ se tiene que

x*C'x

I

(A4 x
(AN TA Ix
(A ) A x
(A1x)(A1x)
> 0,

I

I

puesto que A~1 es no-singular.
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Definicién 6.2 Si U = (Uy;) es una matriz de variables aleatorias entonces E (U] denotard
la mairiz de esperanzas (E(Uy;)). También si G(x) = (gij(z)) es una matriz de funciones
definidas sobre algiin intervalo fa,b), entonces la integral [*G(z)dz denotard la matriz de
integrales (fa gij (z)dz ) Por dltimo dx* denotard a dzydzy ... dzy,.

De estas definiciones, se puede ver ficilmente que E(X] = p, i.e., E[X,] = y; para

i=1,2,..., n. Sea Gy que denota la matriz de covarianzas de X, i.c.,

Go

(Cov(X;, X;))
(B{(Xi = mi)(X; ~ m5)])
= (EIXiX;] = pips),

it

la cual es una matriz de nimeros reales. Podemos ver también que
Go=E[(X-m(X - p)].
De aquf tenemos que

G = ~ )]

B(x-
= f: [ x = ) (x = ) o (x')dx!
7 /: " /:(x — p)(x = )t xm e xm g,

Ahora consideraremos la transformacién

i

x=Az+p,

para la cual se tiene que su jacobiano es
ox"

v —IIAII—-\/I_C_Y

ya que es una transformacién lineal, tenemos que

-

por lo cual

Co

il

L [ 12 IO s () eI

C-1iC] 00 _latat(an) gt
IMH Iff)w---f_wAzz'A‘e fatar(ar) A As g
Akﬁgﬁgmﬁ;uwﬂﬂaﬂﬂ

|
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se tiene ademds que

EQ—;)g ‘/_c: .. ./_Zzz‘e‘%"’dz‘
es la matriz de covarianzas de las variables aleatorias Zy, 2y, ..., Zy, i.e,, Cy = (Cou(z;, z;)),
se tiene que ésta es la matriz identidad ya que Cou(Z;, Z;) = 0 puesto que Z; es indepen-

diente de Z; si i # j y Cov(z;, ) = 1 dado que

1 2 -3z
(')71')% ./::z ez

= 1

Cov(Zi\ %) =

de aquf tenemos:

&
n

A [a]—)g/m /m zz'c'%"'dz‘] A
7T -0 -0

AIAt

AA

= C.

it

It

De este resultado podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 6.2 Si Xy, Xy,..., X, tienen una distribucién normal multivariada, entonces su

funcidén de densidad conjunta estd dada por

VICT - fx-mrc-xem)

xt)= V<4
fxi(x') (271')'?
donde jt = E{X] y C es la matriz de covarianzas de X), Xa,..., Xn.

Hasta aquf obtuvimos la funcién de densidad correspondiente a una distribucién
normal multivariada. Es importante observar que en la mayorfa de los libros de texto la
definicién de la distribucién normal multivariada es enunciada casi como el teorema 6.2
solo que 3(4:;;’-' es definida inicamente como una constante K positiva, la matiz C~! es
considerada como una matriz A definida positiva y s como un vector de mimeros reales.
A continuacién enunciaremos un teorema que determina completamente a la funcién de
densidad conjunta de una distribucién normal multivariada , y el cual es el recfproco del

teorema 6.2:




———
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Teorema 6.3 8i X! = (X1, Xy,...,Xs) es un veclor de variables aleatorins con una

funcidn de densidad conjunia dada por:
Fxr(x!) = e~ o) aten),
donde p es un vector de constantes, K > 0 una constanle y A es una malriz siméfrica

definida positiva, entonces X! tiene una distribucién normal multivariada.

Rerordando la teoria de matrices se tiene que si A es una matriz simétrica definida

positiva entonces existe una mairiz AS denxn tal que AbAY = A, Sea
y=Al(x~p)
una transformacidn de R" en R" la eual se puede ver facilmenle que es uno a uno y que
x=(A})y +p
¢s su transformacidn inversa. Sean Y, Ys,..., Y, definidas como

Y (),l)},a)"‘lyn)

ANX - p).

it

De aquf tenemos que
X = (41)72Y 4y,

donde (M)“1 €5 una matriz no singular y u es un vector de nimeros reales, por lo que
recordando la definici6n 6.1 para mostrar que X tiene una distribucién normal multivariada
\inicamente necesitamos demostrar que ¥, Y5, .. ., ¥y, son variables aleatorias independientes
cada una con una distribucién normal estdndar. Para lo cual calcularemos la funcién de

densided conjunta de Y como sigue:

Kk -4j{at 'y A “y
x 1) ]‘[( )™
) _If_e'h‘[(“)—l] ,dA%(A%)“y
e (ad) b (ad)”
_‘/Ifm_e-gy(A) Adad(ad) "y

]

Syly)

= .l{._e-%y‘y'
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Aprovechando el hecho que fy: es una funcién de densidad conjunta tenemos que:

7 /m /“"e-%,.ydt_l___,l /w /we‘%wdt
T o™ oo yt = = e e vt

por lo cual es claro que K = (32% de aquf tenemos que Y1, Yy, .. ., Y;, son variables aleatorias
independientes cada una con una distribucién normel estdndar, lo que establece el teorema.

A continuacién enunciaremos varios teoremas relacionados con la distribucién nor-
mal multivariada los cuales no demostraremos y que son de gran relevancia en la estad{stica
matemética (ver {13], el cual dedica un capitulo completo para dar un pequefio resumen
sobre la teorfa de matrices y también un capftulo completo a la distribucién normal multi-
variada).

Teorema 6.4 Si las variables aleatorias X, Xy,..., Xy lienen una distribucidn normal
multivariada, entonces cualquier subconjunto de ellas también tiene una distribucién normal

multivariada.

Teorema 6.5 (Teorema de Cochran) Si X! = (X1, X2, ..., X,) son n varigbles aleato-

rias independientes, cada una con una distribucidn normal esténdar, si
@ (xt)l Qﬁ(xt)i v |Qk(xt)|

son k formas cuadrdticas definidas sobre R" tales que
k
'z = Z Q;{="
j=1

para toda ot € R™, yry + 13 +... + 1k = n donde r; =rango [Q;(z*)], entonces

Q](X‘), Qﬁ(xl)v rery Qk(xt)

son k variables aleatorias, y Q;(z') tiene una distribucidn x? con r;j gmdos de libertad.

Este teorema es de suma importante para la estadistica, en la parte conocida como
anélisis de varianza.

En las aplicaciones es muy importante hacer énfasis en el caso de la distribucién
normal bivariada y trivariada que & continuacién definiremos, ya que éstas son usadas en una
gran cantidad de aplicaciones, Una de sus més viejas aplicaciones esté en el control del fuego
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de artillerfa, ya que el cdleulo oproximado (en una artillerfa terrestre) de las desviaciones
de un blanco en un plano se pueden modelar con una distribucién normal bivariada, de
manera andloga la distribucién normal trivariada es 1til para los blancos aéreos.

La distribucién normal bivariada la podemos definir como sigue:

Definicién 6.3 8i X, Xy tienen una funcién de densidad conjunta dada como sigue:

-4t )l2

o= g ow[aes (25

() () + (350 &

L4

Donde E[X;) = pi, Var(X) =0?, (i=1,2) y la correlacidn entre X) y Xo es

p, entonces se dice que Xy y Xp tienen una distribucién normal bivariada,

Se puede probar fécilmente que la distribucién normal bivariada es tanibién una
distribucién normal multivariada lo que significa que cumple con la definicién .

La distribucién normal bivariada también es llamada la distribucién Gaussiana,
distribucién Laplace-Gauss o distribucién Bravais.

En muchos casos es suficiente estudisr la distribucién estandarizada obtenida

cuando py = pg = 0; 5, = 09 = 1 la cual tienc una funcién de densidad conjunta como

Mo x,(@na2) = '2_«7117;5 exp [—m (12 - 202429 + 122)] .

Si tenemos que en la distribucién normal bivariada oy = 03 y p = 0 entonces ésta

es llamada una funcién de densided circular normal, si 0y # 092 y p = 0 entonces es comin

sigue:

que se le llame densidad elfptica normal.
De una manera similar se puede definir 1a distribucién normsl trivariada, la cual
es también une distribucién normal multivariada y para la cual tnicamente definiremos la

distribucién normal trivariada o trinormal estandarizada.

Definicion 6.4 Si X,, Xy y X3 tienen una funcion de densidad conjunte dada como sigue:
[ ( ) = _‘%‘T p '% 23: i
T),%2, T: ex Ayzizg|
X1,.X3,X3 %1, %2, T3 ) P i TiT§
2

Donde A = 1= ppy 2~ iy = pra®+ 2pmprapua, A = 0%, Agy = 124182 Ay = 1opui’,
Ap = Ay = ﬂﬂf&—'ﬂl, Ap = Ay = E]Z%ﬂl' Ap=Ap = E]lﬂg:ﬂl’ entonces se dice

que Xy , X y X3 lienen una distribucidn estandarizada normal trivariads o trinormal.
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De modo semejante a la distribucién bivariada, tenemos que si en la distribucion
trivariada todas las p son cero y todas las o son iguales entonces a la distribucién normal
trivariada se le suele llamar distribucién normal esférica; si todas las p son cero pero no
todas las ¢ son iguales entonces la distribucién trivariada se le suele llamar distribucién
normal elipsoidal,

La distribucién normal multivariada se emplea cominmente como una aproxi-
macién a distribuciones conjuntas para las cuales sus distribuciones marginales no se dis-
tribuyen exactamente normales, tombién es muy usada en la estructura tedrica para la
construccidn de pruebas estadfsticas y procedimientos de estimacidn.

La distribucién normal multivariada ha sido estudisda de una manera mas extensa
que otros distribuciones multivariadas, en particular la distribucién normal bivariada fue
estudiada a principios del siglo XIX y de forma més extensa en el iltimo cuarto de ese siglo
por Schols ¥ Galton, los cuales introdujeron la idea de correlacién y regresién e jinpulsaron
el conocimiento de las posibles formas de la distribucién multivariada, més tarde Pearson
aplicd 1a distribucién normal bivariada en ¢l estudio de datos biomédicos siendo é1 mismo el
que realizé los primeros cdlculos para los valores de probabllidad en la distribucién normal
bivariada.

A continuacién estudiaremos otra distribucién multivariada, en este caso discreta,
que es de gran importancia por tener una amplia variedad de aplicaciones, la cual es la
distribucién multinomial.

6.2 Distribucién multinomial

Esta distribucién la cual es una generalizacién de la variable aleatoria binomial,

puede ser definida como sigue:

Definicidn 6.5 Considerese una serie de n pruebas independientes en las cuales solamente
uno de los eventos Ey, E»,..., Ex sucede y en los cuales la probabilidad de que suceda E;
es p; (i = 1,2,...,k) para cada prueba, entonces la distribucién conjunta de las variables
aleatorias X, Xa,..., X que representan el nimero de ocurrencias de los eventos B,

Eq,..., Ey enn pruclas, se le llama distribucion multinomial con pardmetros n, py, p2, ...,

Pn.
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3 K
Es importante hacer notar que ¥ p; =1y ¥ X; = n lo cual surge de manera
j=1 j=t
natural de la definicién. A continuacién calcularemos la funcién de densidad conjunta de

una distribucién multinomial con parémetros n, p1, p2,. ..y Pn.

Teorema 6.8 Si X;,Xs,..., X; tienen unag disiribucidn multinomnial con pardmetros n,
1, 72,..., Tn entonces su funcion de densidad conjunta esta dadalcomo sigue
oyt K
L stanaaam ENyLzy=n
fx,.Xa.‘..,Xk(thzw ~|Ik) = J=1 J=t .
0 e.0.c.
e,

Para justificar este teorema tenemos que calcular
fX],Xa....,X*(IhIh . "1Ik) = P{Xl = II,XQ =Xy 1Xk = zk}s

esto significa que queremos que en las n pruebus, ezaclamente x) de éstas se oblenga el
evento By, xg de éstas se obtenga el evenlo Ey,..., z de éstas se obtenga el evento Ey,
donde }:;9:,- X; =n. De aquf podemos ver fdcilmente que la probabilidad de que en las n
pruebas cxactamente, las primeras Ty de éslas se obtenga el evento E, las siguienles xp
de éstas se oblenga el evenio Ey, ..., y las dltimas ), de éslas se obtenga el evento Ly,
donde }:",-‘:; Xj=nes ]'[L] p;®, ya que las n pruebas son independientes. Por éste dllimo
hecho también es claro que la probabilidad de cuelquier ordenamiento de ellas que resulten
en que exaclamente z; de éstas se oblenga el cvento Ey, z9 de éstas se oblenga el evento
Ey,...,2x de éstas se obtenga el evento Ex, donde Z?___i X; =n, es [[?:1 pi¥i, por lo

cual recordando la teoria combinatoria tenemos que el ndmero de ordenamientos de estas n

'En algunos libros de texto cuando se define a la distribucién multinomial, en cada prueba se consideran
k + 1 eventos distintos con probabilidad r; (i = 1.2,...,k 4 1), y se expresa a la funcién de densidad en
términos dnicamente de k variables aleatorias como sigue:

‘kﬁl i N k+)

n —J—r 8i Ty, 22,.. Tk EN Y Tj=n

Xy X Xa (T2, 22,000 T) = P R ,}; 4 ,
0 e.o.c.

Donde 24 =n— E;n Z; ¥ Pryy = 1= E:, \j estén completamonte determinadas por las primeras k

variables aleatorias ya que Xi41 =n— Z:E‘X,.
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pruebas es k"' , por lo tanto {enemos que

T nst

=1

ks s
i .
"!H%r SiZy, Ty, 2k EN yY.zj=n
j=1 g=i .

0 ¢.0.C.

XXz X (2122, 00,1y ) =

Por lo que se establece el teorema.

Note que si X1 y X2 tienen una distribucién multinomial con parémetros n, p), p2
entonces cada una de ellas tiene una distribucién binomial con pardmetros (n,p1) y (n, )

respectivamente donde ;y 4 pa = 1.

Ejemplo 6.1 Supongase que un dado es lanzado 10 veces. Calcular la probabilidad de que

en los resultados del dado se obtengan:

1. Ezactamente una vez 1, dos veces 8, lres veces 3, Ires veces cuatro y una vez 6.
2. Ezactamente cuotro veces 3 y dos veces 0.
3. Sol.
En la primeru parte la probabilidad de obtener esc evento es ezactamente
P{X=1,X%=2X=8X=3X=0X= 1},
donde Xy, Xa,...,X¢ tienen une distribucién multinomial con pardmetros n =
10,9 =pg=...=pg = } por lo que

PX;=1,Xp=2X1=3X4=3, Xs=0Xg= 1}
_ ' 27083 7473 7910
= mdiom ¥4 (%) (%) (%) (%) &
= 00083352 .
Para la segunda parte podemos definir una nueva distribucién multinomial X3,
Xg, U donde X3 es el niimero de veces que sale 3, Xg es el nfimero de veces que se sale 6 y

U es el mimero de veces que no sale ni 3 ni 2, por lo que:

- 100 (1) /1\? /4
P{X3—4.Xa-2,U~4} = 4!2!4!x(5) (5) (5)
0.0133363,
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ya que la probabilidad de que en un lanzamiento no salga ni el 4 ni el 2 es %

Es facil demostrar que la distribucién conjunta de cualquier subconjunto Xg,, Xa,,
S
.+ Xa, tiene también una distribucién multinomial (con una variable Xgq1 = n—3° Xo, ).

=i
De hechio se tiene que su funcién de densidad conjunta estd dada como sigue:

n!

f.\'n]..n-..\'u(xﬂli""IGA) = s 8 (1 '—Zpul
(n - Z%,)! I 2a,! g=t
i=1

=

s
s n-3 Tag s
= 2o,
[T o™

j=1

4
81 Zay\Zagy-+ 1 Ta, ENY 3 Za; <1
=i
Esta distribucién es empleada en diversos campos del anélisis estadistico. También
es usada en las mismas circunstancias que la distribucién binomial cuando hay més de dos

posibles resultados en un experimento.

Ejemplo 6.2 Un importante campo de aplicacién para la distribucidn multinomial es en
la teorfa cinética de la fisica cldsica, en particular en la estadistica termodindmica de
"Mazwell- Boltzmann”. Supongase que se desea determinar el estado de equilibrio de un
sistema fisico, compueslo por un nimero muy grande de N particulas de la misma natu-
raleza las cuales ocupan k celdas en un espacio sincronizado, ésto es que a cada particula
le es asignada una celda en un espacio de seis dimensiones (tres para la posicidn y tres
para la velocidad). Las celdas se forman por una fina subdivisidn del espacio, cada asig-
nacién de las N partfculas entre las n celdas constituye un microestado. Un macroestado,
es descrito como la n-éada (x1,%2,...,2n) cuya j-ésima componente z; es el nidmero de
partfculas en el j-ésimo microestado. El estado de equilibrio del sistema de particulas se
define como el macroestado (z),29,...,2,) con la mayor probabilidad de ocurrencia, de
aguf que para resolver esle problema es necesario encontrar la distribucidn de las variables
aleatorias X3, Xy, ..., Xn, donde X; describe el nimero de partfculas que se encuentran en
el j-ésimo microestado. Es fdcil ver que X1, X3, ..., X, tiene una distribucion multivariada
con pardmetros N, p1, pa,..., pn donde p; es la probabilidad de que una partfcula esté en

un microestado.

La distribucién multinomial también puede ser aplicada cuando se tienen datos
obtenidos en una muestra aleatoria que pueden ser acomodados en un nimero finito de

grupos, pero en la préctica la distribucién multinomial tiene muchos problemas para poder
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ser aplicada en la distribucidn de poblaciones dado que existen problemas con respecto al
célculo numérico, de aquf que se hayan desarrollado diversas aproximaciones para calcular
ésta (de hecho muches de estas aproximaciones hacen uso de distribuciones continuas).
Otra situacién en la cual puede ser aplicada la distribucién multinomial es en ¢l cdleulo de
tablas de contingencia cuando en éstas se representan la incidencia conjunta de dos, tres o

k factores.

6.3 Ejercicios

1. Probar que si X = X}, Xa,..., Xy tienen una distribucién normal multivariada,

entonces E[X] = g, el cual se vio en la definicién 6.1,

2. Probar que si Zy,%,...,2y son variables aleatorias independientes identicamente
cada una con una distribucién normal esténdar, entonces Cov(Zi, Zi) = 1 51§ = 1,

2y

3. Probar que si X = (X1, X3,...,Xn) tiene una distribucién normal multivariada y D
es una matriz no-singular de n X n, entonces el vector de variables aleatorias U = DX

tiene también una distribucién normal multivariada.

4. Probar que si Xq,X3,...,Xn tienen una distribucién normal multivariada y {ki, ka,
.+ kn} es una permutacién de los enteros {1,2,...,n} entonces Xy, Xiy,. .., X,
también tiene una distribucién normal multivariada,

5. Probar que si X}, X3,..., Xy tienen una distribucién normal multivariada y ¢, c2,

+ .y Cn S0N constantes no todas cero, entonces la variable aleatoria
W =X+ Xo+...+enkXp)

tiene una distribucién normal,

=

Probar que si X7, X3,...,X, tienen una distribucién normal multivariada con vector
de esperanzas g y matriz de covarianzas C entonces Xj, Xy,..., X, son independien-
tes si y sélo si C es una matriz diagonal.



Distribuciones condicionales 156

7. Los artfculos que produce una mdquina se pueden clasificar de cuatro distintos tipos

A, B, C y D. Se sabe que estos articulos se producen en las siguientes proporciones:

Tipo A TipoB TipoC Tipo D
0.3 0.4 0.2 0.1

;Cuél es la probabilidad de que haya exactamente un artfculo de cada tipo en una

muestra de cuatro artfculos seleccionados al azar de un lote producido por Ja méquina?

8. Un vendedor ambulante vende cepilios de tres tamafios, a los que llama grande, extra-
grande y gigante. Estima que al entrevistar o una persona las probabilidades son:
0.4 de no vender, 0.3 de vender un cepillo grande y 0.1 de vender un cepillo gigante.
Encuentre la probabilidad de que en cuatro entrevistas venda i) cero cepillos, if) cuatro

cepillos grandes, iii) por lo menos un cepillo de cada clase.

9. Se lanza nueve veces un dado legal. ;Cud) es el nmero més probable de veces en las

que aparecerd ) un 6, i) un nimero par?
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Capitulo 7

Distribuciones condicionales

En el capftulo 1 definimos el concepto de probabilided condicional, en este capitulo
utilizaremos esa definicién para definir las distribuciones condicionales que son basicamente
una extensién de ese concepto, ademds encontraremos la relacién de las distribuciones condi-
cionales con el concepto de independencia.

Primeramente daremos estas definiciones para dos variables aleatorias y después
extenderemos este concepto para k variables aleatorias.

Ya que existen algunas dificultades, que veremos més adelante, para definir estos
conceptos cuando tenemos variables aleatorias absolutamente continuas, primero daremos
estas definiciones en el caso de variables alestorias discretas, ye que surge de manera més

natural que en el caso en que tenemos variables aleatorias absolutamente continuas.

7.1 Funciones de densidad y distribucién condicionales para
variables aleatorias discretas
Definicién 7.1 Sean X y Y wvariables aleatorias discretas con una funcién de densidad

conjunta fx,y{-). La funcidn de densidad discreta de Y dado que X = z, es denotada por
frix (-] 2), y se define como

Xy .
S aies

Podemos ver que la variable aleatoria ¥ dado que X = x cuando fx(z) =0 no
puede tomar ningin valor, por lo que a la funcién de densidad la definiremos como cero
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ya que €l evento {X = z,Y =y} tiene probabilidad cero, puesto que para que suceda este

evento X debe tomar el valor de z lo cual sucede con probabilidad cero dado que fx(z) = 0.
s claro que si X y Y son variables aleatorias discretas las cuales toman proba-

bilidades positivas \inicamente en los valores z,, 9,... ¥ ¥1 ,¥2,... respectivamente (i.c,,

fx(zi) >0y fy(y) > 0parai=1,2,...) entonces

ey {ziy)

Ix(zi
. P{X=1,Y=y
- P{X=zi}

P{Y=y;| X =2} parai,j=1,2,...

I

frix (s | i)

[

Teorema 7.1 Si X y Y son variables discretas enfonces fy)x(- | ) es una funcidn de

denstdad cuando z es un valor fijo y fx(z) > 0. !

Dem.
Es claro que fyx(: | ) es una funcién mayor o igusl que 0 ya que fxy(,-) 20
y fx(z) > 0. Falta probar que
Y. nxilz) =1,
vi€R: S,y (2,3i)>0

por lo que

[

) Jyix(vi] ) Z&'H‘LH 5
WER: [xy(zwi)>0 ! WER: fx,y (Zwi)>0 Il

= 7}'!(;5 Z fX.Y(Ilyj) ’

ViER:fx v {x,4)>0

= 7w /x)
1,

Il

por lo que se establece el teorema.

Definicion 7.2 Si X y Y son variables alealorias discretas con funcidn de densidad con-
junta fxy(-), la funcidn de distribucidn condicional de Y dado que X =z denotada por
Fyx(- | z) se define como

P{Y<y|X =z} sifx(z)>0

Fy.x<y|z)={ ! e

Es claro que

PY <y| X =)
Y frixlwilz) 3

viERyi <y ;

Fyix(y|z)
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Ejemplo 7.1 A ticne dos centavos y B tiene un centavo. Ellos acuerdan jugar volados
hasta que alguno de los dos no le queden centavos. Encontrar la funcidn de densidad de la

duracidn del juego si A gana.

Sol.

Primeramente encontraremos la densidad de la duracién del juego. Si X denota

el niumero de tiros que dura el juego entonces

P{X =1} P{ Gane A}

1

§1

P{X =2} = P{GaneB}P {Gaue B}

1

Zv

P{X=3} = P{GaneB}P {Gane A} P{Gane A}
1

§|

P{X =n}

fi

o’

Por lo cusl

51.- sizr=12...

0 eoc '

Ix(@)= {
Ahora la funcién de densidad de X dado que A gana es
P{X =2|A gans}

P{X =z, A gana}
P {A gans}

i

Ix14 pua(7)

Para calcular P{4 gana} tenemos

N}
P{4 gona} = 255“—'1'
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[ 1
=2.4_J
1
1-3
=2
= 5
y
& siz=1305,...
P{X =gz Agana} = * o e
0 eo.c
Por lo que
3 . .
55T S1T = 1,3,5,...
fXIAgum(z):{ ? T
0 eo.c.

En ocasiones si se tienen la funcién de densidad condicional de ¥ dadoque X =z y la
funcién de densidad marginal de X y deseamos calcular la funcién de densidad marginal
de Y, podemos recordar la férmula de probabilidad total con la cual podemos obtener el

siguiente resultado:

Corolario 7.2 5i X y Y son variables aleatorius discretas y se ticne que fy x(- | ) esla
Juncidn de densidad conjunta de Y dado que X =z y fx(-) entonces la funcién de densidad

marginal de Y se puede calcular como
W= Y frxlylz)ix(=).
zitfx(2e)>0
Dem.
Sea R(X) = rango(X) i.e.,

R(X) {ze€R:Fwet. q X(w) =1z}

{21,1}2,...},

i

A= {weQ: X(w) =1},
la cual es una particién del espacio muestral Q2 de X, 1a cual cumple las siguientes propiedades:
@ Ja=a
(b) AinAs=0sii#i

Es claro que

Ix (@) = P{A:},
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frix(ylz)=P{Y =y| A},
por lo que recordando la férmula de la probabilidad total tenemos que:

fr(y) = P{Y =y}

Y P{Y=y|A}P{A}
itP(Ai}>0

Y fxlyl ) fx (@),

T fx (2:)>0

i

por lo que el teorema queda establecido,

Ejemplo 7.2 Sea X; el ndmero que obtenemos ol lanzar un dado. Entonces X) monedas
son lanzadas y el nimero de soles es denotado por Xp. Encontrar la funcidn de densidad

maryinal de X.

Sol.
Utilizando la férmula de probabilidad total tenemos que

)= Y fxx (e lm)ix, (@),
z1:fx,(11)>0

Es fécil calcular fx,;x, (x2 | 1) por lo cual

X\X|0 1 2 3 4 5 6
1 I™T 0 0 0 0 0
2 Loy o0 00 0
3 1%%1000
1 1
Dlribites
s las BEEY

También tenemos que X tiene una distribucién uniforme discreta que puede tomar
los valores 1,2,...,6 y que X3 puede tomar \inicamente los valores de 0, 1,...6, de aquf

tenemos que

il

[}
Y Fxatx, (01 i), G4)
1=]

1/71 1 1 1 1 1
= 3(a+z+§+ﬁ+a§+a)
163
664
21
mv

fx ©)
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6
I = Y S (L3 ()
=]
171 1 3 1 5 3
= a(§+§+*+ T3t )
= 115
T 68
= D
3 Toe’
6
: fa® = Y fxaxn@1)x0)

1=2
1¢/1 3 3 & 15
t(G+iv i nra)
199
664
33
'1'55)

6
160 = X fxax, B10x )

=3
l 1.1 5
(o)
18
68
1
év

6
x4 = foalm(d [)fx,(3)

=4

- l(},+£+1_5)
T 6\16 32 64

x0®) =

129
664
Eg
384’

(]
Y fxax (816 fx,(8)

i=h

Hg+d)
6\32 32
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_ 14
T 632
- L
48'
Ix0 = f.\'ql,\',(ﬁlﬁ)fxx(ﬁ)
2L (L)
T 6\04
L
384
Por lo cual tenemos que:
2 sim= 0
lﬁé sl xg = 1
B sizg=2
1 gizp=3
=14 "
: -3234‘ srg=4
y sm= 5
izlﬁ sizg=0
0 eoc

Es f4cil extender ¢l concepto de distribucién condicional para cuando tenemos Més

de dos variables, para ello enuncieremos la siguiente definicion:

Definicién 7.3 Sean X1, X2, -+ , Xy, veriables aleatorias discretas con Juncidn de densidad

conjunta fx,,....x..('- veay) Y sEON
H = (ki koo ki) Y O RN RN E Ll

subconjuntos 10 vacfos de los enteros {1,2,...,n). La funcidn de densidad conjunta de

Xh,Xk,,...,Xk, dado que
Xy = Zk,“.xk,“ = Thjaqr " 1 Xkn = Zha
se denota como sigue
fXx‘,....Xg,\in”,...,Xk"(ﬁ eyt ‘ Tkjgyr** ,Ik“)a
y esta definida por
th,...,XHIX*’H,...,X;;" (xh oo r Ty ‘ Tkt 11}:,\)

IX g0 Xk (21-12n)
Ix,m X g (Thga1 ook

e g i
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st kaj+,v----xh..(mk1~1' ey Zg,) > 0, y como

fx.‘,.,..,.\’k1|ka,,..,.\',.“ (1k|| ERTE7 TH KT TR -v‘rk.\) =0

51 fx,‘j“l,“.x,‘" (Thyore- -+ v Ik, ) = 0, donde
kanlymxkn (ijﬂl tee ,Ik")

es la funcidn de densidad conjunta de Xy,,,, ..., Xy

e

Ejemplo 7.3 Si X,..., X, ticnen una distribucién conjunta multinomial con pardmetros

n, P1, P2, -+, Pry €S claro que X; depende de alguna manera del resultado que se obtenga
r

en X; sii# j yaque ¥, Xj=n, por lo que es interesante calcular la funcidn de densidad
£+

condicional la cual es

Xk X X o X (B -1 Ty | Zhjyy + oo+ 2i = 8),

donde s =0,1,...,n,
Sol.
Para poder encontrar esta probabilidad definamos, una nueva variables aleatoria

U, 1a cual estd dada por
U= Xy oo+ Xie

se puede ver fécilmente que X, Xy, .-, X,y U tienen una distribucién multinomial con
pardmetros n, Py, Prgy -+ Pkjy Pa donde

Pa = Prypy + Phyg o Pk
de aquf podemos escribir la probabilidad que deseamos de la siguiente manera:
Iy X0 (@hasoon2hy | U= 3)

l"{Xp,l =Zpy ,.‘.,.\'H =Lk ,U=s}
Pl{U=3} .

Sélo queda por calcular P {U = s5}. Sea
W= Xy, + Xi, + .00 + Xy

es fécil ver que U y W tienen también una distribucién multinomial con pardmetros n, pa, pp
donde
PA=Dky + Pkt Dy
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por lo que
P{U=s} = P{U =5 W=n-s}
;T(r_'\‘-‘——A“ Po’ pﬁn-s
para s = 0,1,...,n
Por lo cual

S Xy oKy Xy Xa (Zkyreros Thg L TRgy T T TRT )
P X&,=1h,.xk1=¢h,.---,xt-=¢k =8

J
cuando Tk, EN, L xi=n—8Y s=0,1,2,..04 10
i=]
De esta forma la funcién de densided conjunta de la probabilidad condicional de
Xy Xigyo o y Xk

dado que

Xk =‘”"1+1'Xk:n=x’=;+z~"'»xk- = Tkyy :
esté dada como sigue

I Xy i Xong\ Ky e X (Thyy o+ -1 Zhy | Thyn gt ok, =5) :

si:tk,-EN. !
n- )l Jopy K ! !'
ootk ] B pmmnos
= =1 ¢ i=1 1y

ys==0.1.2,...,n

0 2.0.C.

donde pp = Pky t Pha A+ Piye

7.2 Funciones de densidad y distribucion condicionales para

variables aleatorias absolutamente continuas.

Cuando tenemos variables que 1o son discretas, la manera en 1a cual se definen

las distribuciones condicionales, tiene elgunos problemas puesto que ¢ se tiene una variable



Distribuciones condicionales 166

aleatoria X que no es discreta entonces existe x € R ¢l cual puede ser tomado por la variable
aleatoria tal que P {X =z} =0, de tal forma que la distribucién condicional de ¥ dado
que X = z no puede ser definida con el concepto de probabilidad condicional dado en el
capitulo 1, puesto que utilizando esa definicién tenemos que :

P{X=gzY <y}

=9
5

Ya que el evento (Y < y} dado que ha sucedido ¢l evento {X =z} claramente tiene una
probilidad positiva tenemos que buscar una definicién alternativa cuando X es una variable
aleatoria que no es discreta. Definiremos este concepto dnicamete cuando tenemos una

variable aleatoria absolutamente continua.

Definicion 7.4 Sean X,Y variables aleatorias absolutamente continuas entonces la prob-
abilidad condicional de X € A dado que Y = y se define como:

P{XeAy<Y <y+e}

Pixea Ply<Y <y+e}

=)=l

si P{y <Y <y+¢} >0 pamtodoe>0y como
P{X€A|Y=y}=0

siP{y<Y <y+¢} =0 pamagunae>0.

Esta definicién a primern vista podrfa parecer conveniente cuando Y no es discreta
ni absolutamente continua, pero no es asf, dado que este lfmite podrfa no existir para valores
de y € R que puede tomar la variable Y (ver Parzen [9]).

Cuando tenemos varinbles aleatorias absolutamente continuas la definicién de ls

funcién de distribucién de X dado que Y =y se puede dar como sigue:

Definicién 7.5 Sean X,Y variables aleatorias absolutamente continuas entonces la funcidn

de distribucidn condicional de X dado que Y =y se define como

Fyyz | 9)=P{X<z|Y =y}
= i P{X<z,y<Y <y+e}
T T Ply<Y<ytd
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siP{y<Y <y+e}>0pamiodoc>0y
Fyy(z|y)=0
siP{y<Y<y+et=0algine>0.

Esta dltima definicidn resulta poco 1til puesto que estd expresada en términos
de un limite que a primera vista es descotiocido por nosotros, para evitar esta dificultad

enunciaremos el siguiente teorema:

Teorema 7.3 5i X,Y son variables aleatorias absolulamente continuas con funciones de
distribucidén conjunla y marginales derivables entonces la funcién de distribucidn conjunta

de X dado que Y =y estd dada como:

J: Ixy(ty)dt
Fyy(zly)= ) Sffv(z/)>0'
0 si fr(v) =

Dem.
Es claro que

' o P{X<Lzy<¥V<y+e)
vay(zly)‘}% Plu<Yy+e '

por lo que tenemos que

1
Fyy(aly) = lim2Diseust<td

5-40 4P{y<Ygyte}
oy Fx v{zpte)-Fx yiz,y)
- hm v+e)~Fyly
um l{Fx y(2p+)~Fx.p(zn)}
- ImiFr{v+e)-Fr ()}
OFx y(sw)

/X‘Y(‘vll)d

= Lalxrlit o5
Donde Fyy (-} y fxy(,) es la funcién de distribucién y de densidad conjunta
de X y Y respectivamente, Fy(-) es la funcién de distribucién de Y y fy (-} es la funcién
de densidad de Y.
A partir de este teorema podemos calcular {écilmente la funcién de densidad de
X dado que Y =y, por lo cual enunciaremos el siguiente corolario:
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Corolario 7.4 Si X y Y son dos variables absolutamente continuas, entonces la funcion

de denstdad de X dado que Y =y estd dada como sigue

Ixylzy)
f\'w(xly);”{ S st vt >0

0 sify(s)=0

Del ultimo corolario tenemos que
PIXeAlY=y}= [ foxeisaz, (1)

cuando fy(y) > 0, por lo que la funcién de densidad condicional de X dado que Y =y estd
definida de una manera consistente cuando se fija el valor de y y fy (y) > 0. Considerando

este resultado podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 7.5 St X y Y son dos variables absolulamente cantinuas, con funcidn de densi-
dad conjunta continua en todo R entonces la funcidn de densidad conjunta de X y Y estd
dada como sigue:

Ixylew) = fxyle | )y (v)
LDem.

Esto se¢ desprende inmediatamente del corolario 7.4 si fy(y) > 0, s fy(y) =0
tenemos que demostrar entonces que fxy(z,y) = 0. Por consiguiente podemos observar
que

00
)= [ ferlanda=o
~00

y dada que fxy(z,y) = 0 para todo (z,y)} € R? fenemos que [y (zx,y) = O para lode
z € R dado que fxy es una funcidn continua®.

Ejemplo 7.4 Supongase que el nimero de accidentes de un automovilista duranie un aiio
es una variable aleatoria Y teniendo una distribucién Poisson con pardmetro A, donde A de-
pende del automovilista. Si tomamos un aulomovilista aleatoriamente de alguna poblacidn,
podemos dejar que A varie y defina una nueva variable aleatoria absolutamente conlinua
X la cual tiere una funcién de densidad fx. Encontrur la funcidn de densidad marginal
de Y dado que X es una variable aleatoria gamma con pardmetros (a, 8). A partir de agqui
encontrar la funcidn de densidad conjunta de X dado que Y =y.

!Si fx,y no fuera continus, entoces puede ser que existan z € R tales que fx,y(z,y} > 0, pero en este
caso e} conjunto de tales z'a seria muy pequehio, en otras palabras este conjunto tiene medida de lebesgue
cero,
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Sol.
La densidad condicional de Y dado que X = ), es una densidad Poisson con

pardmetro )\ y estd dada como:

Ao
S~ puray=0,1,...
Srix(ul A = { 0 y .

e.0.c.
De aquf despejando la funcién de densidad conjunta fx v (,-) de

Hixw1A) = [_\;};%\u)_?/_)_‘

tenemos que

AJAve-d
L"—Uj—— para y =0,1,...
Ixy(Ay) = { 0 v .

e.0.c.

Donde fx(A) es la funcién de densidad de una variable aleatoria gamma con parémetros a

¥ A= (3, por lo que se tiene que:

o o ~1,=A3
fv(A)={ Eo— pereA>0

0 eo.c.

Ixy(A y)={ gﬂﬁ{_ﬁ;ﬁﬁ v;l—k' pata y=0,1,... y A>0
Sy ¥ 0 .

e.0.c.

De aquf tenemos que

it

() /: Sy (M p)dA

ﬁa,\a-—lc—m Ave=?
[ S
- __@.a___ ® aty-1,-AB+1)
= o) /(; A e dA
S S S
= P T et
['(a +y)8°

B G ET R

La funcién de densidad conjunta de X dadoque Y = y se puede calcular ficilmente
ya que tenemos la funcién de densidad conjunts de X y Y y también la funcién de densidad

It
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marginal de Y, por lo que tenemos que

fxw(y) = & _}_}sz
aya=l, =2 4y -2
a ]
wr(‘;“’:(’g:l)vg oty
Aatv-le- 41 .
= —""FZZT;,TML’)— 51/\>0yy=0,1,...

Ejemplo 7.6 La funcidn de densidad conjunta de X y Y es dada por

ze ) Gz 50yy>0
fxy(z,y) = 0 .

€. 0.c.

Encontrar la distribucidn condicional de X dado que Y =y.

Encontrar la distribucidn condicional de Y dado que X = z.

Sol.

Para resolver ambos incisos s¢ necesita primeramente obtener las distribuciones

marginales de X y Y, las cuales se dan a continuacién

fx(z) = /ow ge~Ht gy
= e Tsiz>0,
fY(y) = /‘oome—z(ll*l'l)dx
0
_ 1 R
= ‘(y—_*':—l-)i siy>0.

De esta manera para el primer inciso se tiene

Ix gfx,v)
Irly
_ ge~=lvil)

v+

(y+ 1) ze vt giz >0y y >0,

Il

fxr(zly)

y para el segundo tenemos

frixy|z) = Lyrzd

- -s{y+])
= Lo

zeWsiz >0y y>0.

i

El teorema que enunciaremos a continuacién es de gran utilidad y es andlogo a
un teorema enunciado en la seccién dedicada a las distribuciones condicionales de variables

sleatorias discretas:
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Teorema 7.6 Si X y Y son variables aleatorias absolulamente continuas y se lienc que
Jrix(-1x) esla funcidn de densidad de Y dado que X =z y fx (") es la funcidn de densidad

marginal de X entonces se tiene que la funcion de densidad marginal deY se puede calcular

como

)= [ frxly|2)x(@ds. 12)
Dem.

Primeramente tenemos que

ww=[ ‘: Ty (@ 9)dz,

y por otro lado tenemos que

Ix vz, :
fy.x(ylz)={ O‘ﬂ”fxz : ;:g;:g . (7.3)

pademos ver también que si fx(z) = 0 entonces tenemos que

o0
1x@ = [ fxrludy=0,
~00
de donde tenemos que si fx(z) =0 enlonces
Vo
[ fertaay=0 (74)
-00
para todo yo € R. A partir de esto tenemos que para fodo yg € R se cumple que

5, fy(y)dy
2, 12, fxy(z v)dzdy
I3 [0, fxy (@, y)dyde

o) IV, Ixy (z,y)dydz por 7.4
T fx{?

I % frix(y | =) fx(z)dydz por 7.9
{z:/x(2)>0}

E 5 2 fyix (v ) fx (z)dzdy
! = [0, %% frix(y | 2)fx (z)dydz,

por lo tanto tenemos que

]

P{Y < y}

[LA | B

)= [ x| 2)fx @)z
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Se puede dar un resultado mds general al anterior teorema y el cual dnicamente
enunciaremos:

Teorema 7.7 Si X yY son variables aleatorias absolutamente continuas entonces

PIX €AY =y} = [ frxy| o) fx(a)de. (7.
A

Ejemplo 7.6 Considere el decaimiento de una particula de un cierto tipo en una cdmare de
nubes. Asuma que la variable aleatoria X es el tiempo en el cual decae la parifcula, obedece
a una distribucidn exponencial con pardmetro 0. Sin embargo se tiene que el pardmetro 0
depende del tipo de particula tomada. Considere que si en la cdmara de nubes es tomada
aleatoriamente una particula, entonces el pardmetro ¢ obedece a una distribucidn gamma

con pardmetros (a, ). Encontrar lo funcidn de densidad marginal de X,

Sol.
Es claro que se tiene lo siguiente:
aga=1g-28
= s 5§
fa(0) e 510> 0,

fxip(z]0) =0 siz >0y 0>0.

Por consiguiente tenemos, si z > 0

Ix(=)

i

I ixute10s(0)0

00 z\°0°e'9()‘+’)
= e 40
./o ['(a)

AT % e —6ase)
a) /(; 0% dé.

Si hacemos u = (A + z) entonces du = (A + z)dd, por lo cual

Aa had a =
Ix(@) = W[) u®eVdu

__AT(a+))
T Na)( + z)ed
Ala

mslz>0.



Distribuciones condicionales 173

La extensién de la definicién de distribuciones condicionales cuando se tienen n
variables aleatorias es directa pero demasiado tediosa, por lo cual se enunciard el siguiente

teorema, cuya demostracién se dejard como ejercicio:

Teorema 7.8 Sean X, Xa,...,Xn variables aleatorias absolutamente continuas con fun-
cidn de densidad conjunta fx,, . x.("...,) ¥ sean

H

y H¢

{kllk2l"'lkj}
{kj+11k]+2|-"1k"} jsn'l

subconjuntos no vacios de los enteros {1,2,...,n}. La funcidn de densidad conjunia de
Xkyy Xkgr- -1 Xx, dado que

ij.,, =:llkj+,,xk”2 = :l:kj”,. ..,Xk“ =Lk
se denota como sigue
Ty o Xa Kby X (o5 [ g 1 Zka)
y estd definida por
f-\'k,.----xk,lxx,“.‘--.Xh.. (2xyy -1 2xy | Thypyre o 1Zky)

IX 10Xy (FreiZn) (7.6)

l"*_m Xy, By r1Thn )

st fx,",H,_,.,x&" (il‘k,“.u' VT ) >0,y

f)(:.,,...,X,.JIX)“HI yorus Xy (Ikn' oy Tk | Thjqrre e |$kn) =0
H
kaH,....,Xk,, (xkjﬂ ve o Th,) = 0

donde qu,H»--'Xun (Zrgpysee ,Zk,) ¢s la funcidn de densidad conjunta de Xy, -oe X,
Podemos también enunciar el siguiente teorema el cual no demostraremos:

Toorema 7.8 Si X),...,Xn § Xn41 son variables aleatorias absolutamente continuas y se
tiene que fx, . xalXnst(reeor | Zn41) es la Juncion de densidad conjunta de Xy, ..., Xn
dado que Xny1 = Tn41 Y Sxn4, () €s la funcidn de densidad marginal de X4y entonces la

Juncién de densidad conjunta de Xy, Xa, ..., Xn s¢ puede calcular como

fX| s Xn (mlv crey mn)

7.7
= & fx,,...,x,.|x,.+,(~’”hm:-"’n|$)f«\'..+1(1)d~73‘ SR
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Ejemplo 7.7 Sea W una variable aleatoria gamma con pardmetros (o, A) y supongase que
dando la condicion de que W = w, las variables aleatorias Xy, ..., Xy son n variables
aleatorias independientes identicamende distribuidas cada una con una distribucién exponen-
cial con pardmetro w. Demostrar que lu distribucién condicional de W dado que X) =z,

n
Xy =19, ..., Xn =z, liene una distribucion gamma con pardmetros (o + n, A+ Y zi).
i=1

So
Dado que cuando condicionamos que W = w las variables X, Xy,..., X, son n
variables aleatorias independientes identicamente distribuidas con una distribucién expo-
nencial con pardmetro w, se tiene que
=
w Z Iy stz >0
w'e =}
Xy Xalw (21 oy T | W) = i=1,2...,n

0 2.0.C.
También podemos obtener la funcién de densidad conjunta de fx,,.., X,av(...1°) ya que
FXyaXa (100 ooy Zny 0) = fyy o xatw (@100 Za | w) fw(w),
de aquf tenemos

o0
wZz.- ,\awa-le-,\w
le,Xq,A..,X,.,W(zI,-»‘,me) = ule = "'———‘“—"F(a)

]

segatn-lo=w(M L) 6 2> 0,0 >0
a) i=12...,n '
También se tiene que

Iy X (Z1 001 Ty W)
FXyxa(E1y oo Tn)

leXx,.u,X,.(w | Liyees ,In) =

Por lo que necesitamos conocer fx,... . x,(".+. "), por lo que utilizando el ltimo

teorema tenemos que

fXpnXn (@1 Zn) = [fx,,m,x,.(w(mh---.-’cnIw)fw(w)dw
. /oo ,\awa+n-—le—w(¢\+Z;‘=‘z‘) .
o

il

—,:\—a- /m wetn-lemw (M L) gy st z; >0,
I'(a) Jo
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Haciendo u = w (X + Y1 x;} tenemos du = (A + Y iL.; z) dw de aqui tenemos

A bt atn-1_,~u
(. ey Iy} = e dy
f,Yx.Aa.....Xn(wly n) [‘(0) ()\ T Z:;‘ I|)°+" /0 u du

A*P(a +n)
o) (A+ Ly z)™*™

Finalmente vemos que

ww-n-l.""(“ZL.»'-’)
Swixyxa(Whoy. an) = T
ra)(r+5 " £)*T"
a+n-l( z':l ‘) a+n -w(H»z'.‘ :‘)
w 4(4\+Z‘_‘2() e ]

atny

sizy>0w>0i=12,...,n
Por lo que tenemos que ia funcién de densidad condicional de W dado que X =z,

1
Xy =g, ..., Xy, = x,, tiene una distribucién gamma con pardmetros (o + 1,2 + ¥ ;).
i=1

7.3 Esperanza condicional

Un concepto de gran utilidad es el concepto de esperanza condicional y e cual surge
de manera natural, cuando deseamos calcular la esperanza de una distribucién condicional,

ésto es:

Definicién 7.8 Si X yY son variables aleatorias discretas con funcidn de densidad condi-
cional fyxy(- | y). La esperanza condicional de X dado que Y =y sc denotard por

EX|Y=y

Y ledfxy(ely) <o

i xpy (2lp)>0

entonces estd definida como

EX|Y=yi= Y zfxp(ziy) (18)

z:fx v (#ly)>0

sify(y) >0y
EX|Y=y =0

si fy(y) =0.
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Si X yY son variables aleatorias absolutamente continuas con funcién de densidad
condicional fyyv(- | y), la esperanza condicional de X dado que Y = y se denotard por
EX|Y =y ysi

o0
[ el e lv)dz <o
-00

se define como

EIX Y =] ={ f;xfm(zly)dz si fy(y) >0 79)

sify@y)=0 "
Ejemplo 7.8 Una umna contiene 4§ bolas blancas y 6 bolas negras. S5i X y Y denotan el
nimero de bolas blancas oblenidas al sacar muestras aleatorias sin reemplazo de tamasio

3 y 5 respectivamente. Encontrar la esperanza condicional de X dado que Y = y, para
v=01,234.

Sol.
Podemos calcular fx|y(: | y) para y=10,1,2,3,4 por lo que tenemos que
fxy esté dado en la siguiente tabla:

X\vYjo 1 2 3 4
0 (00 & &1
1 '0 s ¥ 1y
2 131 4 00
32,—0000

De donde tenemos que E[X | Y =], i=0,1,2,3,4 es

3

Y ifxw (i [0)

i=2

3 2
2(5) +3(5)
12
5 H
3

Yifxw (i)

i=]
3 3 1
_l-6+2(5) +3(—1-6)

Y ifx(i]2)

i=0

it

EX|Y =0

fl

[}

E[X|Y=1

il
21K

(X3

E[X|Y=2
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5
1
EX|Y=3 = Yifxy(i]3)
1=0
5
= 1(3)
=3
=5
0
EX|Y=4 = Yifxy(i|4)

i=0

I
S 1§

Ejemplo 7.9 Si X y Y iienen una funcidn de densidad conjunta dada como sique:

oz —=yVe ® siz>0 <z

€.0.c.

Calcular la esperenza condicional de Y dado X =z, si > 0.

Sol,

Calculando la funcion de densidad conjunta de Y dado X = z tenemos que si

242
o) <o

0 e.0.c.

>0
fy|x(y|ﬂ=)={

De aquf se tiene que siz >0

ElY|X=1 = [T ufyix(y|z)dy
= fxz yﬂ%ﬁdy

o Dty - Pdy

= i%!‘ [yzl Izz __.Y‘i Iiz]

= 0.

Como las distribuciones condicionales satislacen todas las propiedades que satis-
facen las distribuciones ordinarias tenemos que la esperanza condicional satisface también

las propiedades de la esperanza, por consiguiente st g(x) es una funcién real tenemos las
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siguientes férmulas:

E g(@)fxiy(@ly) st X yY son discretas,
x:fxyy(zl)>0

Lo 8(@) xpy (2| y)dz

Efg(X)|Y =y}=

st X y Y son absolutamente °’

continuas.

E[iXdY:y]:iE[X,]Y:y]. (7.11)
i=] =1

Andlogamente tenemos también que

S gz ufxw(zly) s XyY sondiscretas.

z:xy(zly)>0

Efg(X,V)lY =4} si X y Y son absolutamente

f-(-nuo g(xvy)f.YlY(x I y)d.’l’: N
continuas.

(7.12)

Ejemplo 7.10 La funcidn de densidad conjunta de X y Y es dada por
a’fc‘l’
Sxy(z,y) = 0 v

siz,y>0

¢.o.c.

Calevlar E[X* | Y =y).
Sol.
Para calcular E [X? | Y =y} se necesila primeramente lener la funcidn de densi-
dad condicional de X dade que Y =y, por lo que si celculamos fxy (- | y) cuando y > 0
tenemos que 6
fxn’(xly)={ 9—,1—- siz>0 .

0 £,0.C.

De aquf tenemos que siy >0

E[X?|Y =y

i

S22 fxiy (2 | y)dz
m!,ev#d
lfoo '26 Ud:c

i

{l

Si hacemos u = ¥ tenemos que du = %dx de donde

il

E{X?|Y =y 1[5 yhutetydu

¥ Jo° vl vdy,

4
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haciendo esta integral por partes, tenemos que
BX*y=y| =22

dado que

9
/ we du = 2,
0

Si definimos h(y) = E{X | Y =y}, entonces E[X | ¥} = h(Y). Por lo que tenemos
que por si misma £X | Y] es una variable sleatoria. Una propiedad de extrema importancia

de la esperanza condicional es la siguiente:

Teorema 7.10 Si X y Y son variables aleatorias discretas o continuas ambas con esperanza

finita, entonces
EIX| = E(E(X | V], (7.19)

es decir que st X y Y son varicbles discretas se tiene

Blx]= Y EX|Y=y/) (7.14)

vl

ys5i X y Y son variables absolutamente continuas se tiene
o
BlX)= [ BIX1Y =4 v (7.15)
~00

Dem.

Si X yY son variables aleatorias discretas entonces tenemos que

E{X] Y zfx(z)
z:fx(2)>0

T 2 Ix WY (:C ' y)
x>0 y:ly (1)>0

= n X zlxy@Ey)
o fx (X)>0y: fy (¥)>0 (
Ix y(zy
= ) T
Iflxz(:bov:/y%))o Ty 1y )
= %L shxy(lyfy@)
z:1x (z)>0y: £y (y)>0

= ¥ frilyy I offxw(xly)

v:ly ¥)>0 @:fx (x)>
= ¥ BX|Y=yfr@)
vty (1)>0

= E(E[X|Y]).
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Si X yY son variables aleatorias absolutamente continuas entonces tenemos gue

22 xfx(z)dz
Lot 20 fxy(z y)dydz
2% P 2y (2, y)dedy,

i

ELX]

i

por otra parte tenemos gue st fy(y) > 0 tenemos gue

Sxy(ey) = %fllfv(v)

o equivalentemente
fxy(z) =[xz | pfr(y)
ademds fxy (z | y)fy(y) = 0 cuando fy(y) = 0.

También podemos ver gue si fy (y) = 0 entonces

[ezfxylel ) fr(v)ez
= 0’

1]

[P zixy(@,y)dz

para ello seay € R tal que fy(y) =0, es claro entonces que

[ vz =0,

~00

y como fxy(z,y) 20 para todo z,y € R, tenemos que
/:_: Jxy(zy)dz =0

pare toda n € N, de aqui’ podemos ver gue

old fxy(@ay)de < nfP fxy(z,p)de
0,

it

de modo que
[ steyasaz=o

para toda n € N de donde se sigue que

I

Lo zfxy(z, y)dz Jim [ zfxv(z,y)de

0.

Con este resultado vemos gue
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E{X] =[5 [P0 zfxy(x,y)dzdy

Sooo J2ozfxiv (2 | y) fy (y)dyde
= [0, Ir(y) 2o zfxiy (@ | y)dzdy
S EX Y =y) fr(y)dy
E[EX|Y)

it

it

como se querfa demostrar.

Las tltimas dos ecuaciones con los cuales obtenemos E [X| podfan ser interpretadas
como el promedio de la esperanza condicional de X dado que Y =y para todos los valores
que toma Y. Este resultado es de gran utilidad y nos ayuda a caleular la E [X] fcilmente.

Los siguientes ejemplos ilustran la manera en que se puede utilizar este resultado:

Ejemplo 7.11 Un nifo que se encuentra perdido en un bosque, el puede tomar tres caminos
diferentes, si toma el primer camino regresard a su punto dc partida cn 6 horas, si toma
el segundo camino regresard también en 5 horas, si toma el tercer camino éste lo sacerd
del bosque en 9 horas. jCudl es el tiempo esperado que el nifio tardard en salir del bosque?
Supongase que el nivio no puede distinguir entre los tres caminos cuando regresa a su punto
de partida.

Sol,
Sea X la variable que denota el tiempo en que sale el nifio del bosque. Sea Y

la variable aleatoria que denota el camino que toma el nifio, la cual es facil ver que se
distribuye de manera uniforme y toma los valores de 1,2,3 por lo que tenernos que

3
EIX|=Y EX|Y=i]fry).

i=1
Es claro que
EX|Y=1] = 6+E[X]
EX|\Y=2 = 5+E[X]
EX|Y=3 =9
por lo que

E(X)=(6+E[X)5+(+EX) 5 +0)3.
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De aqui tenemos que despejando de la ltima ecuacién £ [X] tenemos
E[X] = 20.

Ejemplo 7.12 El nimero diario de automdviles que recibe un estacionamiento es una vari-
able aleatoria con media 50 y el mimero de horas que permanece cada automduil en el esta-
cionamiento es una variable aleatoria independiente del niimero de automdviles diario con

la siguiente distribucidn

o) (%)I siz=12,...
o= {7 2o

€.0.C

Si cada hora cuesta N86.00. ;Cudl es el monto de dinerv esperado que recauda

diariamentle el estacionamientof

Sol.

Si N es el mimero de automéviles que recibe diariamente el estacionamiento y X;
es el mimero de horas que permaneci6 el automévil i-6simo en el estacionamiento. Entonces
el monto de dinero recaudado diarlamente por el estacionamiento es $6E ﬁ X.‘]. Por lo

¥==]

que tenemos que
N N
E [Zx,-] =E [E [}:x;[ N” :
=1 $3]

De aquf tenemos que por 7.12 y por la independencia entre X; y N tenemos que

E [:zl Xi| NV = n] i (Z":J) Tx,n(iln)

=0 \i=i

Z E iin (‘)
j=ti=0
nE[Xi.

]

i

il

Como X; tiene una distribucién geométrica con pardmetro p = % tenemos que

E(Xi]

it

™y fe—

Por lo cual

N
E‘[ZX‘IN:n]:‘Zn,

i=]
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y de aquf

N
E [Z X;| N] =2N.

y=1
Por dltimo tenemos que

N

i=1

N
E [E [ZX.- | N”
BRN]
2(500)
1000.

[

fl

i}

Par lo que se tiene que el monto de dinero esperado que recauda el estecionamiento
es de N$6,000.00.

Si condicionamos adecuadamente una variable aleatoria no solo podemos calcu-
lar esperanzas de variables aleatoriss, sine también podemos calcular probabilidades. Si
queremos caleular la probabilidad de que ocurra un evento A podetnos definir la varjable

aleatoria X como el indicador del evento A4, ésto es

1 si A ocurre
X= .
0 si A no ocurte

Es claro, por esta definicién que
E[X]=r{4},

EX|Y =y =P{A]Y =y}
para cualquier variable aleatoria Y. Por consigulente podemos ver que:

Z P{A|Y =y} fy(y) siY esdiscreta
v:fr{v)>0

P{A} = st Y es absolutamente

I%% P{ALY =y} fy(y)dy
continua

Ejemplo 7.13 Supongase que X, y Xy son variables aleatorias independientes cada una
funcidn de distribucidn Fx,(-) y con una funcidn de densidad fy,(-). Colcularla distribucidn
de la resta de Xy y Xy.
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Sol.
Para calcular la distribucién de X + X primeramente calcularemos su funcién de

distribucién, por lo que tenemos que

Fx,ax,(2) = P{Xi-Xp<2}
00

/ P{X1 - Xy £ 2] Xg =29} fx,(29)dxs
e o)

i

00
/ P{Xi—zg2] Xo=m) fx, (zg)dzg
o

i

{o]
/ P{X1 < z + 29} fx,(x2)dxy por indep. de X; y X
-0

/_ : Fx\ (2 + 22) fx,(22)dz.

Ejemplo 7.14 El nimero de accidentes que una cierta persona ticne cn un cierto ario cs
una variable alealoria Poisson con pardmetro A. Sin embargo supongase que el pardmetro
A cambia de acuerdo a la persona, siendo igual a £ en el 60% de las personas y a 9 en la
proporctdn restante. St una persona es tomada aleatoriamente. Calcular la probabilidad de

que tenga cero accidentes y 3 accidentes ezactamente,

Sol,

Sea X la variable aleatoria que denota el niimero de accidentes que tiene una
persona tomada aleatoriamente de la poblacién. Si Y es una variable aleatoria que toma
el valor de uno si la persona que fue tomada tiene A = 2 y Y.es cero si A = 3. Entonces

tenemos que

1
P{X=0) = Y P{X=0|Y=i}fr(s)
=0
0
= e'2-3—?(.4)+e"3-?)—!(.6)
= 0.0840063,
1
P{X=3) = Y P{X=3|Y=i}fy(i)
=0
2 43
= e 2-3—!(.4)+c 35(.6)

= 0.2066039.
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7.4 Ejercicios

1,

2.

Dernostrar el teorema 7.8.

El nimero de huevos puestos por cierto insecto es una variable aleatoria Poisson X
con pardmetro A. Cada huevo tiene la misma probabilidad p de empollar, ademds
cada uno de ellos empolla de manera independiente de los otros. Calcular la funcién

de densidad del nimero de progenitores del insecto,

. Tres monedas son lanzadas. Sea X el nimero de soles obtenidos en los dos primeros

lanzamientos y Y el niimero de dguilas obtenidas en los dos (ltimos lanzamientos.

(a) Calcular la funcién de densidad conjunta de X yY.
(b) Encontrar la funcién de densidad condicional de Y dado que X = 1.

(c) Encontrar la funcién de densidad condicional de X dado que Y = 2.

. Considere una muestra de tamafio dos sin reemplazo, obtenida de una urna que con-

tiene tres bolas, numeradas del 1 al 3. Sea X el mimero obtenido en la primera bola

tomada y Y el mayor mimero en las dos bolas tomadas.

(a) Encontrar Ja funcién de densidad conjunta de X y Y.
(b) Encontrar P{X =1]|Y =3}

. Sea Y una variable aleatoria con una distribucién Polsson con parémetro A. Asuma

que la distribucién condicional de X dado que Y = y tiene una distribucién binomial
con pardmetros n = y y p. Encontrar la distribucién marginal de X (asuma que
X=0siy=0).

. Sels cartas son tomadas sin reemplazo de une baraja Inglesa. Sea X la variable

aleatoria que denota el nimero de ases obtenidos y Y el mimero de reyes.

(2) Encontrar la densidad conjunta de X y Y.
(b) Encontrar la densidad condicional de X dado que Y =y.

. Tres monedas son lanzadas n veces. Sea X la variable que denota el nmimero de veces

en que no aparece sol, Y el nimero de veces que aparece un sol y Z el nimero de

veces que aparecen dos soles,

S i e i Y
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10.

1L

12,

(a) Encontrar la densidad conjunta de X,Y y Z.

(b) Encontrar la densidad condicional de X y Y dado Z.

. Supongase que 1V, I cantidad de humedad en el aire en un dfa dado, es una variable

aleatoria gamma con pardmetros (a, ). Supongase también que dado que W = w, el
nimero de accidentes durante el dfa es una variable aleatoria N con una distribucién
Poisson con parémetro A. Mostrar que la distribucién condicional de W dado que

N = n tiene una distribucién gamma con pardmetros {(a +n, A + 1).

. El duefio de una tienda de televisores a observado que el 45% de los clientes que entran

asutienda compran una television a color, 15% de ellos compran una tetevisién blanco
¥y negro, mientras el 45% restante entra solo a curiosear. Si § clientes entran a su tienda
en un dfa dado, {Cud) es la probabilidad de que venda exactamente 2 televisores a

color y 1 blanco y negro?

El niimero de gente que entra en una farmacia de 9 & 10 de la mafiana es una variable
aleatoria X que se distribuye Polsson con parémetro ) == 10, Calcule la probabilidad
de que entre las 9 y las 10 de la mafiana entren a lo més 3 hombres a la farmacia dado

que 10 mujeres entraron en ésta a esa hora.
La funci6én de densidad discreta de X estd dada por

1ei@) {g siz=12,3
X\z)= )

0 eoc
¥ fyix(y | =) tiene una distribucién binomial con pardmetros p=4 yn =gz, i.c.,

@) (;)' siz=12yy=01,..,3
0 €.0.C.

frix(ylz) = {

Encontrar la distribucién conjuntade X y Y.

Una urna contiene 4 bolas blancas y 6 bolas negras. Si X y Y denotan el mimero de
bolas blancas obtenidas al sacar muestras aleatorias sin reemplazo de tamaiio 3 y §
respectivamente. Encontrer la funcién de densidad condicional de X dado que Y =y,
paray =0,1,2,3,4.



Distribuciones condicionales 187

13.

4.

15,

16.

17,

Sean X y Y varisbles aleatorias independientes con una distribucién Poisson con
pardmetro A Encontrar la funcién de densidad condicional de X dado Z, donde 7 =
X+Y.

La funcién de densidad conjunta de dos variables aleatoriss discretas X y ¥ estd
definida como sigue
Ixy(z,y)

i
8§ 17
(a) Calcule la funcién de densidad condicional de X dado que Y =1i,i =1,2.
(b) (Son X y Y independientes?

Si X1 y X, tienen una distribucién normal bivariada como se definié en el capitulo
anterior, Mostrar que la densidad condicional de X; dado que X3 = z, es una densidad

normal con pardmetros p = gy + pR(y ~ ) y 0 = ) 2(1 - o).
La funcién de densidad conjunta de X y Y es dada por

oz —y¥e® si0<y,~x<y<x
Y Y

Ixy(zy) = { 0

¢.0.C.

Encontrar la funcién de densidad condicional de Y dado que X =z,

Una f6brica de chips para computadores, produce diariamente 100,000 chips, de los
cuales un 100p% de ellos son defectuosos. La proparcién p no es constante y varfa
de un dfa a otro. EI duefio de la fdbrica ha encontrado que p varfa de acuerdo o
una distribucién beta con pardmetros a = ) y b = 99. Si X; denota el nimero de
productos defectuosos en un cierto dfa y X7 la proporcién de éstos en ese dfa. En
muchas ocaslones Ia distribucién de X3 se le conoce como la distribucién de Polya y

surge en muchos otros contextos.

(a) Encontrar la funcién de denslded marginal X;.
{b) Encontrar la funcién de densided condiclonal de X, dado Xa.
(c) Encontrar P{X; = 80}.
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18. Dado que X es una variable aleatoria distribuida uniformemente en el intervalo (0,1).
Sea X3 una variable aleatoria distribuida uniformemente sobre el intervalo (X),1).
Encontrar la funcién de densidad marginal de X5. Extender este resnltado si se
tienen k variables X, Xy,...,Xj, donde X; esda distribuida uniformemente sobre el

intervalo (X;-),1) para j = 2,3,...,k.

19. Sea
e sizy>0

fxy(@y) = { 0

e.0.c,

Encontrar lo siguiente:

(@) P{X<Y|X>2Y},
(b) PIX>2]X+Y >1}.
(0 P{X*+yi<1|y=4}.

20. Sea i

3z st0cy<r<l f
fX.Y(ziy) = .
0 eoc

Encontrar lo siguiente: i

(a) Encontrar la funcién de densidad condicional de ¥ dada X.
(b) Encontrar la funcién de densidad condicional de X dado Y.
(©) P{X >y <2X}.

(d) P{X>§IX+Y<1}.

(e) P{X’+Y’<%|Y=%}.

21, Sea
$z2+ %) sid<z<1,0<y<2 .

0 eoc.

Ixy(zy) = {

(a) Encontrar la funcién de densidad condicional de X dado Y.
(b) Encontrar la funcién de densidad de Y dado X.
(c) Encontrar P{Y >ijXx< %}
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22. §i X y X5 tienen una distribucién bivariada, representan las salidas diarias (en miles
de unidades) de un cierto producto en cierta tienda en dos dfas consecutivos, tiene

pardmetros py = pg = 3, 0y =09 =1 y p= 0.8, Encontrar K tal que:

(a) P{X2> K}=0.05
(b) P{Xy> K| X;=2}=0.05
(c) P{X2> K| Xy =1}=0.05.
Supongase que la tienda en un dfa dado desea tener suficientes unidades del

producto tal que con una probabilidad de 0.95 pueda satisfacer toda la demanda
del producto durante el dfa.

(d) ;Qué tan grande debe ser el inventario por la nafiana si ayer salieron 2000

unidades?

(e) ¢Qué tan grande debe ser el inventario por la mafiana si se desconoce las salides

del dfa anterior?

23, Sean X y Y variables aleatorias independientes distribuidas identicamente. Sea Z =
Y - X. See A = {|Z]| <1}. Encontrar i)P{A| X = 1},ii) la funcién de densidad
condicional de fzx(- | ), ii)P {Z < 0] A}.

; (8) St X y Y se distzlbuyen uniformes sobre el intervalo (0,2).

(b) St X y Y se distribuyen normales con parémetros i =0y o =2.

* (¢) Si X y Y se distribuyen exponenciales con pardmetro A = 1.

24. Sean X y Y variables aleatorias independientes identicamente distribuidas. Sea U =
; X+YyV=X-Y, Sead={|V|<1}. Encontrar )P {A|U = 1},ii) fyju (- |v), ¥
* iii)P{U 20| A}.

(8) Si X y Y se distribuyen uniformes sobre el intervalo (0,2).

(b) Si X y Y se distribuyen normales con parémetros y =0y o =2.

(c) St X y Y se distribuyen exponenciales con pardmetro A= 1.




Tablal. Valores de la funcién de distribucién normal estdndar!.

S U I
‘l’(z):/_m-\?)_;e Tdr = P{Z<z)

00

01

02

03

04

06

.08

.09

-3.5
-34
-3.3
-3.2
-3.1
-3.0
-2.9
-2.8
-2.7
-2.6
-2.5
-24
-23
-2.2
-2.1
-2.0
-1.9
-1.8
=17
-1.6
-1.5
-14
-1.3
-1.2
-L1
-1.0
-9

-8

-1

-6

-5

-4

-3

-2

-1

.0002
0003
0005
0007
.0010
0013
0019
0026
0035
0047
0062
0082
0107
0139
0179
0228
0287
0359
0446
0548
0668
0808
0968
11561
1357
15687
1841
2119
2420
2743
.3086
3446
3821
4207
4602

.0002
.0003
0005
0007
.0010
0014
0019
0026
.0036
0048
0064
0084
0110
0143
.0183
0233
.0294
.0367
.0455
.0559
0681
.0823
0985
1170
1379
1611
1867
2148
.2451
2776
3121
.3483
.3859
4247
4641

0003
0004
0005
0007
.0010
0014
0020
0027
0037
.0049
.0066
L0087
0113
.0146
0188
0239
.0301
0375
.0465
0571
0694
0838
.1003
1190
1401
.1635
1894
2177
.2483
.2810
.3156
.3520
3897
.4286
.4681

0003
0004
0005
0008
0011
0015
0021
0028
0038
0051
0068
0089
0116
.0150
0192
0244
0307
0384
0475
0582
0708
0853
1020
1210
1423
.1660
1922
.2206
2614
2843
3192
3567
.3936
4325
4721

.0003
.0004
.0006
.0008
0011
0015
0021
0029
.0039
0052
.0069
0091
0119
0154
0197
0250
0314
0392
L0485
0594
0721
0869
1038
1230
1446
.1685
1949
2236
.2546
2877
3228
.3604
3974
4364
4761

0003
0004
.0006
0008
0012
0016
.0023
0031
0041
0055
0073
,0096
0126
0162
0207
0262
0329
0409
.0505
0618
0749
0901
1075
1271
.1492
1736
.2005
.2296
2611
2046
3300
.3669
4052
4443
.4840

.0003
.0005
.0006
.0009
.0013
.0018
.0024
.0033
.0044
0059
.0078
0102
0132
.0170
0217
0274
0344
0427
0526
0643
0778
0934
JA112
1314
.1539
1788
,2061
.2358
.2676
3015
3372
3745
4129
4522
4920

.0003
0005
0007
0009
.0013
.0018
.0025
0034
0045
0060
0080
0104
0136
0174
0222
0281
0351
.0436
0637
0655
0793
0951
1131
1335
.1562
1814

.2389
2709
306

.3400
3783
.4168
4562
4960
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00 .01 02 .03 .0d 05 06 07 .08 .09

.5000 .5040 .5080 .5120 5160 5199 .5239 .5279 .5319 .5359
0398 5438 .5478 .5517 6557 5596 6636 5675 5714 .5753
5793 6832 6871 .5910 5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141
6179 6217 .6256 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517
6554 .6591 .6628 .6664 .6700 6736 .6772 6808 .6844 .6879
.6915 .6950 .6985 .7019 7054 .7088 .7123 7157 7190 .7224
7257 7291 7324 7357 7389 7422 7454 .7486 75617 .7549
7580 7611 7642 7673 7704 7734 7764 7794 .7823 .7852
7881 7910 .7939 .7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133
8159 8186 .8212 .8238 .B264 .8289 .8316 .8340 .8365 .8389
8413 .8438 8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 8621
8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 8770 .8780 .8810 .8830
.8849 8869 8888 .8907 .8925 8944 .8962 .8980 .8997 .9015
9032 .9049 .9066 .9082 .9099 9115 9131 9147 9162 9177
9192 9207 .9222 .9236 .9251 9265 .9279 .9292 .9306 .9319
9332 .9345 9357 .9370 9382 .9394 .9406 .9418 .9429 .9441
9452 9463 9474 9484 9495 9505 .9515 .9525 .9535 .9545
9554 9564 9573 9582 .9591 9599 9608 .9616 .9626 9633
9641 .9649 .9656 .9664 9671 9678 9686 .9693 .9699 .9706
9713 9719 9726 9732 9738 9744 9760 9756 .9761 9767
9772 9778 9783 9788 9793 9798 .9803 9808 .9812 .9817
9821 9826 .9830 .9834 9838 .9842 9846 .9850 .9854 .9857
.9861 .9864 .9868 .9871 9875 .0878 ,9881 .9884 9887 .9890
9803 9806 9898 .9901 .9904 .9906 .9909 .9911 .9913 .9916
9918 9920 9922 9925 9927 9929 .G931 .9932 .9934 .9936
9938 9940 .9941 .9943 .9945 .9946 .9948 .9949 0951 .9952
.9953 9955 9956 .9957 9950 9960 .9961 .9962 .9963 .9964
99656 9966 .9967 .9968 98969 9970 .9971 .9972 .9973 .9974
9974 9975 9976 .9977 9977 9978 .9970 .9970 .9980 9981
.9981 9982 .9982 .9983 9984 9984 .9985 .9985 .0986 .9986
.9987 9987 .9987 .9988 .0988 9989 .9980 9989 .999 9990
9990 9991 .9991 .9991 9992 9992 .09992 .9992 .9993 .9993
9993 9993 .9994 9994 9994 9994 .9994 9995 9995 .9995
99956 .9995 9995 .9996 9996 .9996 .9996 9996 .9996 .9997
.9997 .9997 .9997 9997 .9997 9997 .9097 .9997 9997 .9998
.9998 .0998 9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .0998 .9998
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15j X es una variable aleatoria normal con parémetros 12y o7, entonces la funcién de distribucién de X
puede ser calculada conociendo dnicamente los valores de la funcién de distribucién de Z, 1n cual es unn
varjable aleatoria normal esténdar, ya que Z = {X — p)/o. Esto es que

Fx(x)=P(xsz}=¢(’;—‘—").
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