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Introducción 

El material que se estudia en un segundo curso de probabilidad a nivel licenciatura, 

se encuentra en una gran variedad de textos, en algunas ocasiones de difícil acceso para la 

mayoría de los estudiantes. Por lo que se hizo una revisión bibliográfica donde se recopiló 

parte del material visto en el curso y se presenta en este trabajo como un apoyo al estudiante. 

Los temas que se tratan en este trabajo se exponen en siete capítulos: 

En el primer capítulo se pretende hacer un rápido recordatorio de los conceptos 

más importantes, que se pueden ver en un curso de probabilidad introductorio, conceptos 

tales como: probabilidad, probabilidad condicional, espacio inuestral, variable aleatoria, 

etc. 

El segundo capítulo contiene una breve Introducción a vectores aleatorios y su 

distribución, así como sus principales propiedades, y por último la relación que guardan con 

sus distribuciones marginales. 

A continuación en el tercer capítulo se muestra como obtener la distribución de 

una función de un vector aleatorio. En la primera parte de este capítulo se trata el caso 

de funciones definidas de R" a R y en la segunda parte, funciones definidas de IV' a 

7V. Finalmente, se ilustra la forma de encontrar la distribución de funciones de variables 

aleatorias mediante varios ejemplos. 

El cuarto capítulo esta dedicado a motivar las principales variables aleatorias uti-

lizadas en Estadística, como son las variables aleatorias X2, F, t de Student, etc., dando una 

breve reseña histórica de cada una de ellas, así como también sus principales aplicaciones. 

Adicionalmente, se incluye la teoría de las estadísticas de orden en su caso más sencillo, 

es decir, cuando se tienen n variables aleatorias absolutamente continuas, independientes e 

identicarnente distribuidas. 

En el quinto capítulo se desarrolla el concepto de esperanza, varianza, así como 
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RestInien de Conceptos Básicos 	 .1 

también el de momentos, tanto centrales como alrededor del origen de una variable aleatoria. 

En el sexto capítulo, mediante las herramientas desarrolladas anteriormente se es-

tudian dos de las distribuciones multivariadas más importantes, las cuales son la distribución 

normal multivariada y la distribución multinomial. 

Finalmente, en el último capítulo se desarrolla la teoría de las distribuciones condi-

cionales, 

Es importante mencionar que los conceptos matemáticos que se utilizaron en este 

trabajo son los que se aprende en cursos de licenciatura de los primeros cuatro semestres 

de las carreras de Actuaría o Matemáticas, de aquí que en ocasiones se tenga que hacer uso 

de resultados sumamente fuertes sin demostración alguna, ya que para ello se necesita que 

el alumno tenga dominio de materias como son Análisis matemático o Teoría de la medida, 

que normalmente un alumno de cuarto semestre de licenciatura no tiene. 



Capítulo 1 

Resumen de Conceptos básicos 

Uno de los primeros intentos de desarrollar una teoría de la probabilidad con rigor 

matemático se debe a Laplace, en su trabajo titulado, Theorie analytique des probabilités 

(1812) Laplace dió la definición de lo que ahora conocemos como probabilidad clásica de 

un evento, el cual tiene un número fuúto de posibles resultados y que consiste tan solo en 

calcular el número de maneras en que puede ocurrir un evento dividido entre el número total 

de posibles resultado, esto siempre y cuando cada posible resultado ocurra con la misma 

frecuencia. Esta definición es sumamente restringida, ya que existen experimentos, en los 

cuales no todos los posibles resultados tienen la misma frecuencia, es más, en la mayoría 

de los experimentos puede obtener un número infinito de posibles resultados. No fue si no 

hasta principios de este siglo cuando un matemático ruso A. N. Kolmogorov sentó las bases 

de lo que ahora conocemos como teoría de la probabilidad, dando una base axiomática para 

ésta, en su trabajo Fundamentos de la Teoría de la Probabilidad en 1933. De acuerdo con 

este desarrollo, los eventos aleatorios son representados por conjuntos y la probabilidad es 

tan solo una medida definida sobre esos conjuntos. De aquí que el desarrollo de la Teoría de 

la Medida dió un fundamento lógico y consistente a la Teoría de la Probabilidad, además 

de ayudar grandemente al desarrollo de la matemática moderna. Por lo cual es de extrema 

importancia mencionar las bases axiomáticas de la probabilidad dadas por Kolmogorov. 

1.1 Espacios de probabilidad 

Supongamos que tenemos que realizar un experimento cuyo resultado no se puede 

predecir con certeza. Sin embargo, supongamos que el conjunto de todos los posibles re- 
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saltados es conocido. Este conjunto de posibles resultados de un experimento es conocido 

como el espacio inuestral, que comúnmente denotaremos por la letra griega a 

Ejemplo 1.1 El experimento consiste en lanzar dos dados, entonces el espacio inuestrol 

consiste en 36 puntos 

(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6) 

(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6) 

(3, 1), (31 2), (3,3), (3, 4), (3, 5), (31 6) 
(9,1),(9,2),(4,3),(4,4),(4, 5),(4,6) 

(5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4), (5, 5), (5, 6) 

(6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6) 

donde (i, j) es el evento donde aparece i en el primer dado y j en el segundo. 

Ejemplo 1.2 El experimento consiste en la medida en horas de la duración de un foco 

seleccionado al azar de la producción de una fábrica de focos, entonces el espacio muestrol 

consiste de todos los números no negativos, esto es 

(0, co) 

Cualquier subconjunto de 11 se le conoce como un evento. Algunos ejemplos de 

eventos son los siguientes: 

Ejemplo 1.3 En el ejemplo 1.1, si E = ((1, 6), (2, 5), (3,4), (4,3), (5,2), (6, 1)), entonces 

E es el evento donde la suma de los dos números obtenidos es igual a siete. 

Ejemplo 1.4 En el ejemplo 1.2, si E = (20000,60000), entonces E es el evento en donde 

el foco dura entre 20000 y 60000 horas. 

También tenemos que para cualquier par de eventos E y F de un espacio muestra!, 

se definen los eventos EUF el cual es el evento donde E o F ocurra y En F como el evento 

donde E y 1? ocurren, E U F se le conoce como la unión de E y E, mientras que E n F 

se le conoce como la intersección de E y F, en otras palabras, E U F consiste de todos los 

elementos que están en E y F mientras que En F' consiste en todos los elementos que están 

tanto en E como en F. 
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De manera análoga se pueden definir uniones e intersecciones de más de dos even-

tos, así como también uniones e intersecciones de una infinidad de conjuntos. Finalmente 

para cualquier evento E definiremos un nuevo evento que se le conoce como el complemento 

de E el cual denotaremos por E' y el cual consiste de todos los elementos del espacio mues-

tral que no están en E. Todas estas operaciones son las operaciones básicas que se estudian 

en teoría de conjuntos. Por lo que daremos por hecho que se está familiarizado con los 

conceptos básicos que se manejan en teoría de conjuntos. 

A continuación para asignar una medida de probabilidad tenemos que definir a 

cuales subconjuntos de S2 le podemos asignar una medida, ya que en ocasiones, como es 

el caso del conjunto de números reales, no es posible definir una medida de probabilidad 

a cada uno de los subconjuntos de 1e, por lo que tenemos que definir primeramente una 

familia de subconjuntos sobre el espacio muestral que cumpla ciertas propiedades y la que 

se encuentren todos los posibles eventos de interés que puedan ocurrir al realizar un cierto 

experimento cuyo espacio muestral sea D. Para ello daremos la definición de a—álgebra, 

sobre la cual definiremos nuestra medida de probabilidad. 

Definición 1.1 Sea S2 un espacio muestral. Una colección A no vacía de subconjuntos de 

ft es llamada a —digebm si cumple las siguientes propiedades: 

I. 11 E Á 

2. Si A está en A, entonces Ac está en A. 

.9. Si A,, está en A, para toda n E N, entonces UDli A,, está en A. 

Ejemplos de este tipo de familias son: 

Ejemplo 1.5 Si SI es cualquier subconjunto, la familia de todos los subconjuntos de S2, la 

cual denotaremos por 21-1, es claramente una a—álgebra. 

Ejemplo 1.6 Otra a —álgebra definida sobre cualquier conjunto SI es la a—álgebra discreta, 

consistente únicamente de dos conjuntos 

A ={52, 0} .  

Ejemplo 1.7 Si 12 es cualquier conjunto y g es una familia de subconjuntos de S2, entonces 

hay una a—álgebra más pequeña de SI que contiene a g, ya que se puede ver fácilmente que la 
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intersección de todas las a —álgebms de SI que contienen a g es nuevamente una a—álgebra. 

A esta a—álgebra se le conoce como la a—álgebra generada por G. 

Ejemplo 1.8 Si S2 = R., entonces a la a— álgebra generada por todos los intervalos abiertos 

(a, b) en '12 se le conoce como la a —álgebra de Borel y la denotaremos por la letra B. Observe 

que B es también generada por todos los intervalos cerrados [a, b1 en R.. Cualquier conjunto 

en B lo llamaremos conjunto de Boret 

Con estas definiciones podemos enunciar la definición de lo que vamos a entender 

como una probabilidad y la cual se basa principalmente en los axiomas dados por Kol-

mogorov. 

Definición 1.2 Una medida de probabilidad P sobre una a—álgebra de subconjuntos Á de 

SZ es una función real que tiene por dominio A y satisface las siguientes propiedades: 

1. P {11} = 1, 

2. P {A} ?_ O para todo conjunto A E A. 

3. Si A„ es una familia finita o infinita numerable de conjuntos mutuamente disjuntos 

en A, entonces 	

p{y A. }.p p{An}. 

Un espacio de probabilidad, denotado por (n, A, P) es un espacio muestra! 11, una 

a—álgebra de subconjuntos A y una medida de probabilidad P definida sobre A. 

Obs. 1.1 A una función que satisface la tetera propiedad se le llama contablemente adi-

tiva. 

Obs. 1.2 Si S2 contiene a lo más n (ti < cro) elementos y A = 2n, a cada elemento indivi-

dual {coi} se le conoce como un evento elemental y es suficiente asignar probabilidad a cada 

{wi} para calcular la probabilidad de cualquier conjunto en A. De esta manera, si A E 2n, 

entonces P {A} = EwEA P {w} . 

Obe. 1.3 Si II contiene un número a lo más numerable de elementos (es decir, St tiene un 

numero infinito de elementos, pero se puede establecer una relación de orden) y A = 2n, 

entonces no es posible que todos sus elementos tengan la misma probabilidad de ocurrencia, 
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y en este caso, también es suficiente definir la probabilidad sobre coda evento elemental 

para poder calcular la probabilidad de cualquier conjunto A, ya que si A E 2n, definimos 

P {A} = ENEA P {co} . 

Obs. 1.9 Si 51 no es numerable y, A contiene a todos los eventos elementales, entonces 

no se puede asignar una probabilidad positiva a cada uno de estos eventos, sin violar la 

condición de que P {O} = 1. En este caso, no es posible que la o— álgebra en la que 

definamos nuestra probabilidad sea 2n. 

Ejemplo 1.9 Seall= {1, 2, 3, ...} el conjunto de todos los números positivos y sea A = 2n 

y definamos P como sigue: 

P{i} = 2t , i = 1, 2, ... 

Entonces Erli  P {i} = 1, por /o que P define una probabilidad sobro 2n. 

Ejemplo 1.10 Sea SI = (O, oo) y A =13, la o—álgebra de Borel restringida a S). Definamos 

P como sigue, para cada intervalo 1 C Si, 

P {I} = e'dx. 

Donde esta integral es la integral de Riemann. Clatnmente P define una probabilidad y esta 

se puede extender sobre la mayoría de los subconjuntos de 13 salvo aquellos conjuntos que 

no son Riemann integrables1  , ya que P {I} > 0, P{O} = 1 y P es contablemente aditiva. 

A continuación enunciaremos algunas de las propiedades más simples que tienen 

las probabilidades y que se pueden demostrar de una manera sumamente directa ocupando 

todas las propiedades que se dan en la definición 1.2. 

1.2 Algunas proposiciones 

En las proposiciones siguientes tendremos (11, A, P) un espacio de probabilidad y 

E, F E A. 

'Ea importante mencionar que para que esta probabilidad este bien definida sobre todos los conjuntos en 
B es necesario utilizar la integral de Lebesgue, la cual puede ser estudiada en cualquier libro de integración 
avanzado. Es to es ya que el conjunto A •,.--(zEiZtz es racional) es un conjunto en 13 el cual no es Riemann 
integrable y si Lebesgue integrable. 
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Proposición 1.1 

P {0} = 0. 

Dem.  

Es inmediata de la definición de probabilidad. 

Proposición 1.2 

P {E`} =1 — P {E} . 

121t1 
1 	= P {ft} 

= P {EU Ee} 

= P {E} + P {E'} 

por lo tanto 

P {E`} = 1 — P {E} . 

Proposición 1.3 Si E C F, entonces P {E} 5 P {F} . 

D_em, 

Ya que E C F esto sigue que a F lo podemos expresar como sigue 

F=EU(EnF`), 

donde E yEn Fc son eventos disjuntos, de aquí que 

P {F} = P {EU (F n Ec)} 

= P {E} -1- P{FnEe} 

?_ P {E} 

ya que P {Fn E Fe} > O, 

Proposición 1.4 

P{EUF}=P{E}+P{F}—P{ErlF}. 

D§.1.L. 
Se deja como ejercicio. 
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Definición 1.3 Una sucesión E,,, n E N de cuentos, decimos que es creciente si 

C E2 C , C 	C En.1.1 C „ , 

Análogamente, decimos que En, n E N es una sucesión decreciente si 

D E2 D D En  D En+i 

En ambos casos podemos definir el límite de una sucesión de conjuntos, por lo que cuando 

En  es creciente el límite se define por 

(X) 

han En=  U E,, 
n-oco 

n=1 

y cuando En  es decreciente lo definimos como 

CO 

lim En  = n  En n-.00 
n=1 

Teorema 1.1 Si (1/, A, P) es un espacio de probabilidad, y En  es una sucesión de conjuntos 

creciente o decreciente en .A, entonces 

nlima. P {Eva= P { l
n-. 
b

oo 
En} 

Dem,  

Supongamos primero que En,„Eg es una secuencia de conjuntos crecientes. Defi- 

namos los eventos En,not  por 

F1 = El 
n-1 

F,, = E„n(u Ei  =En nE1_1 	sin=2,... 
1=1 

ya que En  es creciente. Además Fr, es una familia de conjuntos numerable mutuamente 

disjunta y 	
00 	co 

U =  U Ei Y 	U = Ei para toda n E 
i=1 	i=1 	 i=1 	i=1 
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De aquí tenemos que 

Pna 	• Pl ci) Fi/ 
Ii=1 

• E p {pi } 
i=1 

ti 

lim E  P {Fi } n-900,.• 

• litn P UFi n-,03 	i=1 

• lim P U Ei n-eco 0.1 

• lim P {En } 

por lo que queda demostrado el teorema cuando En  es una secuencia creciente. Cuando En  

es una secuencia decreciente se tiene que 

p{nEi}.1_p{0Ell 
i=1 

y ya que Enc,,,,Ar  es una secuencia creciente tenemos que 

P P. 	= 1— lim P {E;,} 
i=1 

liM 1 — P {4} 
fi •-•00 

lim P{Es}, 51,00 

lo cual establece el teorema. 

Es claro que como las proposiciones anteriores podemos enunciar muchas más, por 

lo que aquí vimos las propiedades más importantes, dejando algunas demostraciones como 

ejercicio. 

1.3 Probabilidad condicional 

En esta sección daremos la definición de probabilidad condicional, la cual ha sido 

de gran relevancia, ya que gracias a ella se han desarrollado herramientas como la estadística 

Bayesiana. Sea E y F eventos definidos sobre un espacio de probabilidad. 

Definición 1.4 El evento E F es la ocurrencia de E dado que ya sabemos que ocurrió 

F. Como sabemos que F ha ocurrido, tenemos que F se convierte ahora en nuestro nuevo 
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espacio muestra/ y la probabilidad de que ocurra E 1 F será la probabilidad de EnF dividida 

entre la probabilidad de F, es decir, 

P {E1 F} P{EnF}p 

es claro que esto está bien definido siempre y cuando P {F} > O y no podremos utilizar tal 

definición si P {F} = O. 

Es muy fácil probar que la probabilidad condicional cumple todas las propiedades 

enunciadas en la definición 1.2, lo cual dejamos como ejercicio. 

Ejemplo 1.11 Supóngase que la población de una cierta ciudad consiste en un 40% de 

hombres y un 60% de mujeres. Supongase también que el 50% de los hombres y el 50% de 

las mujeres fuma. Dado que una persona seleccionada es fumador, encontrar la probabilidad 

de que sea hombre. 

SQL 

Para ello, sea S el conjunto consistente de toda la población, sea H el evento donde 

la persona seleccionada es hombre, M el evento donde la persona seleccionada es mujer, F 

el evento donde la persona seleccionada fuma y N el evento donde la persona seleccionada 

no fuma. Entonces dada la información, tenemos que P {F1 H} = Z, P {F1 M} = 15, 

P {H} = 6, P {M} = 1. El problema consiste en calcular P {11 1 F} , por lo que 

P{lInF } 
1.11 I F} 	p {F}  

Pero tenemos que 
P {H n F} = P {F1 H} P {H} 

= = 

Ya que F es la unión de dos conjuntos disjuntos Fnil y FnM, tenemos que 

P{F}=P{Fn11}-1-P{FnAl} 

Además tenemos que 
P{FnAl} = P{M}P{FIM} 

= 1?-,=15 
por lo que 

P {F} = 1-1-A 

= 
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por último tenemos que 
P {II 1 F} 
	1 

1.4 Eventos independientes 

Una concepto de extrema importancia en la Teoría de la Probabilidad, es el con-

cepto de independencia entre dos eventos, y el cual esta relacionado con el hecho de que 

la ocurrencia de cualquiera de los eventos no afecta la ocurrencia del otro para efecto de 

cálculo de probabilidades. Este hecho, lo podemos expresar en términos de probabilidades 

como sigue: 

Definición 1,5 Dos eventos E, F E A se dice que son independientes, si 

P{EnF}=P{E}P{F}. 

Por lo definición 1.4, en muchas ocasiones la definición de independencia esta 

dada como: E y F son independientes si P {E 1 F} = P {E} (lo cual también implica que 

P {F 1 E} = P {F} si P {E} > 0), esto siempre y cuando la P {F} > 0. Esto último hace 

más conveniente la primera definición aunque menos intuitiva. Cuando dos eventos no son 

independientes los llamaremos dependientes. 

Es claro que el concepto de independencia puede ser extendido para más de dos 

eventos, para ello existen, dos conceptos de independencia uno mucho más fuerte que el 

otro. 

Definición 1.8 Los eventos Ei, E2,... En se dice que son mutuamente independientes si 

para toda O < í,j < n, í j, tenemos que 

P {Ei n 	= P {Ei} P {Ei} . 

Definición 1.7 Los eventos 	, 	se dice que son completamente independientes, 

sí cada subcolección de estos conjuntos E1', E2t,. , 	m'< n de esos eventos cumple 

P {Ev n E21 n ...n E, fl,} = P {Er} P {E2, } P {Erni} 

Es claro que si Et, &21 • • • En son completamente independientes, entonces también 

son mutuamente independientes, pero el recíproco no se cumple. A continuación damos un 

ejemplo de esto. 
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Ejemplo 1.12 Tome cuatro idénticas canicas. En la primera, escriba los números A,, A.2, 

A3. En las otros tres, escriba A,, A2  y A3  respectivamente. Ponga las cuatro canicas en 

una urna y tome una aleatoriamente. Sea Ei  el evento, donde se obtiene en la canica el 

símbolo 	i = 1, 2, 3, entonces, 

P{Ei} = P{E2 } = P{E3} 

P{Ei  n E2} = P{E2  n E3}= P{Ein E3} 

P{Ei nE2nE3} 71. 

Esto sigue que aunque los eventos E,, E2, E3  no son completamente independientes, si son 

mutuamente independientes. 

Ejemplo 1.13 En este ejemplo la P {Ei n E2  n E3} = P {El } P {E2} P {Es} , pero El, 

E2, E3  no son independientes a pares y de aquí no son completamente independientes. Sea 

ft = {1,2,3,4} , y sea pi la probabilidad de obtener {i} , í = 1, 2, 3, 4. Sea pi = s2 — 24, 

P2 = q, p3  = q — 4, p4  = 1. Sea Ei = {1,3} , El  = {2,3} , E3  = {3,4} . Entonces 

P {El  n E2  n E3} = P {3} 
3 .d 

2 

= 	(1  - 	(1- 4) 
= (PI +P2)( 92 + P3) (P3 +P4) 

= P {El} P {E2 } P {El } 

Pero P {Ei n 	= d- 	P {El } P {E2 } y esto sigue que E,, E2, E3  no son comple- 

tamente independientes. 

1.5 La Fórmula de Bayes 

A continuación enunciaremos una de las propiedades más importantes de la prob-

abilidad condicional y que es el fundamento de toda una corriente estadística denominada 

Estadística Bayesiana, la cual se basa principalmente en esta fórmula para poder realizar in-

ferencia. Para poder enunciar la fórmula de Bayes, enunciaremos primeramente el siguiente 

resultado. 

Teorema 1.2 Sea (11, A, 1') un espacio de probabilidad. Supongase que /fi, i = 1, 2 , 	, 

n es una colección de eventos en Á tales que son una partición disjunta de St (es decir 
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=12 y II; n H;  = pou todo i j) y P 	> O paru toda i = 1, 2, ..., n. Sea E 

otro evento también en A, entonces 

P {E} =P {E I Ili} P {Hi} 	 (1.1) 
i=t 

Dem. 

Dado que 111,1  =9, tenemos que 

P{E} = P n E} 
i=i 

= P (Hi  n E)} 
i=1 

1P{(ll inE)} 
i=1 

= 	P {E j 	P {11;} , 
i=1 

ya que (Hi n E) n (H.;  n =0 paro i j. 

La ecuación 1.1 se le conoce comúnmente con el nombre de fórmula de probabilidad 

total, y enuncia el hecho de que la probabilidad de un evento siempre es igual a la suma del 

producto de las probabilidades condicionales de el evento dado cada uno de los conjuntos 

en una partición disjunta de ft, por la probabilidad de cada uno de esos conjuntos. Esta 

fórmula, en ocasiones es de gran utilidad para calcular probabilidades, cuando se sabe la 

probabilidad para cada uno de los conjuntos en una partición disjunta de SZ y también las 

probabilidades condicionales del conjunto dado cada uno de los conjuntos de la partición. 

Ejemplo 1.14 Una compañia de seguros cree que la gente puede dividirse en dos clases, 

aquellos propensos a tener accidentes y aquellos que no lo son. Sus estadísticas muestran 

que las personas propensas a tener accidentes, fijando un ario, tienen un accidente con 

probabilidad 0.1, mientras que las que no son propensas, tienen probabilidad 0.05 de sufrir 

un accidente. Si asumimos que el 30% de la gente está propensa a sufrir accidentes, ¿cuál 

es la probabilidad de que una póliza dada por la compañia tenga que pagar por un accidente 

dentro del ario que cubre ésta? 

Sol. 

Sea Al el evento donde el dueño de la póliza sufre una accidente, sea .4 el evento, 

donde la póliza es firmada por una persona propensa al riesgo. De aquí la probabilidad 
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deseada es P {Al } , la cual está dada por 

P {Al } = P {Al 1 A} P {A} P {Al  1 Ac} P {in 

= (.1)(.3) + (.05)(.7) = 0.056 

Teorema 1.3 
H; } P{11¡1 E} = P {Di} P {E 1 

 Er=1  P {El Ni} P {11i} 
Dem. 

La demostración es sumamente sencilla utilizando la fórmula de probabilidad total. 

Ejemplo 1.15 Supongase que tenemos tres cartas idénticas, exceptuando que la primero 

carta está pintada de rojo en ambos lados, la segunda, está pintada de negra también en 

ambos lados y por último, la tercera carta está pintada de un lado de fajo y del otro de 

negro. Las tres cartas son puestas en un sombrero y revueltas, después es elegida una de 

ellas aleatoriamente. Si uno de los lados de la carta tomada aleatoriamente es rojo ¿cuál 

es la probabilidad de que el otro lado sea de colo negro? 

Sol.  

Sea RR, N N, RN los eventos que denotan respectivamente el tomar la primera, 

segunda y terrera carta respectivamente. Sea I? el evento, donde la carta tomada tiene uno 

de sus lados lado rojo, entonces la probabilidad que deseamos calcular está dada por 

P{RN 1 R} = P(ItiltRiP{RR}1-11:V1111:41+P{RINN}P{NN} 
1  

— 11+1+0h — 2 

1.6 Variables Aleatorias 

En el sección anterior, definimos lo que es una función de probabilidad sobre una 

cr —álgebra A. Es claro A es una a—álgebra arbitraria de 9, por lo que comúnmente P no es 

fácil manejarla. Sin embargo, en la práctica nuestros eventos pueden ser representados por 

números reales, es decir, que comúnmente la probabilidad de cada uno de nuestros eventos 

en A es calculada con el número que representa a este evento. Para ser más preciso existe 

una función definida sobre A en los números reales, con la cual hasta el momento hemos 

trabajado implícitamente, ya que es muy difícil definir una regla de correspondencia, que 

defina a la probabilidad directamente sobre A, de esta forma daremos a continuación una 

de las definiciones más importantes en la Teoría de la Probabilidad y que está íntimamente 

ligada al concepto de función medible que se trabaja en Teoría de la medida. 

(1.2) 



&mimen de Conceptos Básicos 	 18 

Definición 1.8 Sea 52 un espacio inue.stra/ y A una a—álgebra definida sobre SI, entonces 

decimos que una función X : 	R la cual mapea elementos de 52 en los reales, es 

una variable aleatoria si, la imágenes inversas sobre todos los subconjuntos de R. en 13 son 

elementos de A, es decir 

X-I (B)= (u) E SI : X(w) E B} E .4 para toda B E B. 	(1.3) 

Es muy común también que estas funciones sean llamadas funciones medibles, por lo cual, 

cuando hablemos de éstas nos referimos a una funciones que cumplan la condición 1.3. 

Sea x E rt, y considere los intervalos semicerrados (—oo,x). Ya que (—oo,xj E 13, 

tenemos que si X es una variable aleatoria, entonces 

21-1(—oo, xl = {X (w) < x}, 

es un evento en A. 

También, si 13 es un conjunto de Borel en 1t, entonces B puede ser obtenido por 

un número numerable de operaciones de uniones, intersecciones, y diferencias de intervalos 

semicerrados. Usando la definición de variable aleatoria, junto con el hecho anteriormente 

mencionado podernos enunciar los siguientes teoremas. 

De ahora en adelante para facilitar la notación y para que no haya confusión 

escribiremos {X E 13} en lugar de 

{u) E 	X(w) E a} , 

Asf el conjunto 

{b., E 52: X(4.1) 	x), 

lo escribiremos como {X < x} . 

Teorema 1.4 X es una variable aleatoria si y sólo si para cada x E 1?. 

{X 5x} E A 

Note que la noción de probabilidad no entra en la definición de variable aleatoria. 

Teorema 1.5 Sea X una variable aleatoria definida sobre una a—álgebra A en 12, y a,b 

constantes. Entonces aX b es también una variable aleatoria sobre A. 

per,  

La prueba es muy simple y se deja como ejercicio. 
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Ejemplo 1.16 Para cualquier conjunto A C Sl, definirnos 

O si v., A 

1 si w E A 

1A(w) se le conoce como la función indicadora del conjunto A. 1A  es una variable 

aleatoria, si y sólo si A E A. 

Ejemplo 1.17 Sea SI = {Sol, águila} y sea A = 21). Defina X por X(so/) = 1, X (águila) = 

0. Entonces 

	

{0 

	si x < O, 

X-1(—oo,x1 = 	{águila) 	si O < x < 1, 

{Sol, águila) si x > 1, 

y claramente X es una variable aleatoria. 

Obs. 1.5 Si Sl es un espacio muestrul discreto, es decir SI es un conjunto con un número 

numerable de elementos puntuales y A = 211, entonces cada función real definida sobre A 

es una variable aleatoria. 

Ejemplo 1.18 Sea = [0,1] y A=13 n [0,11, la a—d/gebin de Bort! sobre el intervalo 

[0, 11. Definimos X una variable aleatoria por 

	

X(w)= tu, 	si w E [0,11. 

Claramente X es una variable aleatoria y cualquier subconjunto cn 13 es un evento. 

1.6.1 Distribución de probabilidad de una variable aleatoria 

En esta sección veremos que cada variable aleatoria induce un espacio de proba-

bilidad y además definiremos lo que es una función de distribución, dando sus principales 

propiedades. Para ello tendremos 11 un espacio maestral, A una a—álgebra definida sobre 

SZ y X una variable aleatoria sobre a 

'l'horma 1.6 La variable aleatoria X definida en un espacio de probabilidad (51,A,P) in-

duce un espacio de probabilidad (R,B,Q) por medio de la correspondencia 

Q {13} = P {X-1  (B)} = P {X E B} 	para toda B E B. 
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Escribiremos Q = P {X-1 } y llamaremos a Q o a P {X-1 } la distribución de probabilidad 

de X. 

Claramente Q {B} > O para toda B E 8, y también tenemos que 

Q {1Z} = P {X E R.} = P {S1} = 1. 

Sea Di E I3,i = 1,2, ... con 13; n .13;  = 0 para toda i # j. Ya que la imagen inversa de una 

unión disjunta de conjuntos de Bort, es la unión de sus imágenes inversas, tenemos que 

	

Bi} 	= P {X -1(11'1.1  Bi)} 

= P {U1-1 X-1(Bi)} 

= 	P {X-1(Bi)} = 	{Bi} t=i 	 i=i 

Esto sigue que (1,13,Q) es un espacio de probabilidad. 

En este caso Q es una función definida sobre los conjuntos borelianos de R, los 

cuales consisten de todas las uniones e intersecciones numerables y complementos, así como 

la combinación de estas tres operaciones entre conjuntos abiertos por lo que no es sencillo 

expresar muchos de estos eventos en términos de eventos elementales, por lo que resulta 

que esta función no sea sencillo definirla, de aquí que introdu7ramos la siguiente función 

puntual definida sobre R. 

Definición 1.9 Una función real F definida sobre 1Z que es no decreciente, continua por 

la derecha y que satisface que 

lim F(x) =1 y lim F(x)= O 

	

Z-.03 	 X,-00 

es llamada una función de distribución. 

Obs. 1.6 Dado que F es continua por la derecha y no decreciente, se tiene que si b 

es cualquier número real y bn  es una secuencia decreciente que converge a b, entonces 

11m F(bn) = F(b) (en este caso al hm F(bn ) se le conoce como límite por la derecha de 
n•-•oo 	 n.-•oo 

F y comúnmente se le denota por F(b+)), además se puede probar que el límite por la 

izquierda existe, el cual se define de manen análoga y el cual denotaremos por 17(b-). En 

general, tendremos que 

F(x-) 5. F(x) = F(x+), 
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para toda x E R, y x es un punto de discontinuidad para P si y sólo si F(x+) y F(x—) 

no son iguales. Este resultado se tiene en general para cualquier función no decreciente 

F, por lo cual tenemos que en la definición de función de distribución, el hecho de que la 

función sea no decreciente es de extrema importancia, ya que si ésta no fuera continua por 

la derecha, podemos definir una nueva función como 

F*(x)= F(x+), 

la cual ya es continua por la derecha en T. Es importante mencionar que algunos autores, 

hacen que la función de distribución sea continua por la izquierda y esto se logra definiendo 

la función de distribución corno 

Fx(x)= P {X < x} , 

la cual claramente es continua por la izquierda (en particular los de origen ruso tienen esta 

definición de función de distribución). 

Definición 1.10 Sea X una variable aleatoria definida sobre un espacio de probabilidad 

P). Defina una función puntual Fx(.) en TL por 

(x) = P {X 5 x} 	para toda x E R 
	

(1.4) 

La función a es llamada la función de distribución de X. 

Teorema 1.7 La función Fx definida en 1.4 es una función de distribución, 

DM: 

Sea xi < x2. Entonces claramente tenernos que (—oo,x1) C (—oo,x2) y por las 

propiedades elementales de la probabilidad, tenemos que 

Fx(xt) = P {X 5 xi} IP {X 5. x2} = Fx(x2) 

por lo cual Fx es una función no decreciente, Ya que Fx es no decreciente hasta probar 

únicamente que para x E /2. y cualquier secuencia de mímelas que decrecen a x, es decir 

xr > x2  > > x,, > > x y ñimoo
xn = x  

se tiene que Fx(x,i) Fx(x). Sea Ak  = {x < X < x4 }, entonces Ak E A y también 

Ak = n Ak =1), 
k=1 
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ya que ningún intervalo (x,xk) contiene a x. Esto implica que 	P {Ak } = O. Pero 

P {A k } = P {X x k } 	{X < x) 

= Fx(xk) — FA.(x) 

de aquí que 

lim F(xk) = F(x), 
k--•co 

por lo cual F es continua por la derecha. 

Finalmente, sea xr, una sucesión de números decrecientes a —oo. Entonces 

{X 	xn} {.X. 	pana cada n E Ar 

Y co 

n—.co {X <z,,} = n {x < Xn} = 0, 

por lo cual 

F(—co) = .111P {X S x,,} = P {limo  {X < x,,}} = O. 

De manera análoga podemos demostrar que 

F(oo) = ñ m P {X 5_ rn} = I 

si es que xy, es una sucesión que crece a oo, por lo que la prueba esta completa. 

El siguiente resultado, el cual se enunciara sin prueba, establece una correspon-

dencia entre la probabilidad inducida Q definida sobre 13 y una función de distribución F 

definida en R. 

Teorema 1.8 Dada una probabilidad Q definida en 13, existe una función de distribución 

que satisface 

Q(—oo,x) = F(x) para toda x E R, 	 (1.5) 

e inversamente, dada una función de distribución F, existe una única probabilidad Q definida 

sobre 13 que satisface 1.5. 

Teorema 1.9 Cada función de distribución define una función de distribución sobre algún 

espacio de probabilidad. 

,Dem, 
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Sea F una función de distribución, por el !corma 1.8 existe una única probabilidad 

Q definida en B que satisface 

Q(-oo, 	F(x) para toda x E I?. 

Sea (1,,B,(2) el espacio de probabilidad en la que definirnos la variable aleatoria 

X(w)=w, 

Entonces 

Q {X < x} = Q(-oo, x) = F(x), 

y Ir es la función de distribución de la variable aleatoria X. 

Obe. 1.7 Si X es una variable aleatoria en un espacio de probabilidad, dado por (9,.4,P), 

vimos que por el teorema 1.7 que Fx(x) = P {X < x} es una función de distribución aso- 

ciada a X. El teorema 1.9 asegura que a cada F la podemos asociar con alguna variable 

aleatoria. De aquí para cada variable aleatoria, existe una función de distribución e inver- 

samente. De ahora en adelante cuando hablemos de una variable aleatoria, asumiremos que 

ésta está definida sobre algún espacio de probabilidad. 

Ejemplo 1.19 Sea X la variable aleatoria definida sobre (P,A,P) por 

X(to) = c para toda w E R. 

Entonces 

P {X = e} = 1, 

y 

Fx (x) = 	= P {X -1(-co, x) } = 
O 

1 si x > c 

Esta variable aleatoria se le conoce comúnmente como variable aleatoria degenerada. 

Ejemplo 1.20 Sea SI = {sol,águila} y X definida por 

X(sol)= 1, X(dgui/a) = 0. 

Si P asigna probabilidades iguales a {sol} y a {águila} , entonces 

1 
P{X=0}=-

2
=P{X=1}, 
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y 

  

 

F,,(x) Q(-03,x 
0 si x < O, 

1  si 0 < x < 1, 2 
1 	si x > 1, 

 

Ejemplo 1.21 En el ejemplo 1.18. Paro cada subintervato 1 de [0,1[, sea P {I} la longitud 

del intervalo. Entonces la función de distribución de la variable aleatoria definida por 

X (w)= w, w E [0,1[ , está dada por 

{

0 six<0 

Fx (x) = Q( -co, si = P {X -1  (-oo, xl} = x si x E [0, 11 , 

1 siz>0 

ya que P {(-03,X1) = P «0, xJ} = x para toda a E [0,1[ . 

1.6.2 Variables aleatorias discretas y continuas 

En este trabajo nos restringiremos exclusivamente a dos tipos de variables aleato-

rias, las cuales son las variables aleatorias absolutamente continuas y las variables discretas 

las cuales definiremos a continuación, no significando esto que sean las cínicas que existen, 

ya que en muchos casos las variables aleatorias no son de ninguno de estos dos tipos, pero 

tanto las variables aleatorias discretas como las absolutamente continuas, son las de mayor 

uso en la estadística y en las aplicaciones prácticas. Las variables aleatorias discretas son 

aquellas que asumen a lo más un número numerable de valores, y las variables aleatorias 

continuas son aquellas cuya función de distribución es una función absolutamente continua, 

lo cual definiremos con más claridad a continuación. 

Definición 1.11 Una variable aleatoria X definida sobre (12,.A, P) un espacio de probabili-

dad, se dice que es discreta, si existe un conjunto numerable D C R. tal que P {X E D} = 1. 

Los puntos de D los cuales tienen una probabilidad positiva son llamados puntos de salto 

de la función de distribución de X y sus probabilidades las llamaremos saltos de la función 

de distribución de X. 

Obs. 1.8 Note que en cualquier caso D E 13 ya que si x E R, entonces 

{x} = n 	-n, 
n=1 
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y 

{

O si x < O, 

Fx(x) = Q(—oo,x ) = 3 si o < 3, < 1, 

1 	si x > i. 

Ejemplo 1.21 En el ejemplo 1.18. Para cada subintervalo 1 de (O, 1), sea P {1} la longitud 

del intervalo. Entonces la función de distribución de la variable aleatoria definida por 

X(u.)) = w, w E (0, , está dada por 

{O six<0 

Fx(x) = Q(—oo, x) = P {X-1(—oo, x ) } = x si x E 10, 11 , 

1 six>0 

ya que P {(—oo, x)} = P {10, x1}= x para toda x E (0,1) . 

1.6.2 Variables aleatorias discretas y continuas 

En este trabajo nos restringiremos exclusivamente a dos tipos de variables aleato-

rias, las cuales son las variables aleatorias absolutamente continuas y las variables discretas 

las cuales definiremos a continuación, no significando esto que sean las únicas que existen, 

ya que en muchos casos las variables aleatorias no son de ninguno de estos dos tipos, pero 

tanto las variables aleatorias discretas como las absolutamente continuas, son las de mayor 

uso en la estadística y en las aplicaciones prácticas. Las variables aleatorias discretas son 

aquellas que asumen a lo más un número numerable de valores, y las variables aleatorias 

continuas son aquellas cuya función de distribución es una función absolutamente continua, 

lo cual definiremos con más claridad a continuación. 

Definición 1.11 Una variable aleatoria X definida sobre (0,./1, P) un espacio de probabili-

dad, se dice que es discreta, si existe un conjunto numerable D C R. tal que P {X E D} = 1. 

Los puntos de D los cuales tienen una probabilidad positiva son llamados puntos de salto 

de la función de distribución de X y sus probabilidades las llamaremos saltos de la función 

de distribución de X. 

Obs. 1.8 Note que en cualquier caso D E 13 ya que si x E 1Z, entonces 

oo I 	1  
{r } = n (x - -,. + 1  -) ti 	n Bit 
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Por lo que tenernos que {x} E B, de aquí, dado que I) es un conjunto a lo más numerable 

tenemos que 

= U {x } 
E o 

y dado que B puede ser representado como una unión numerable de conjuntos en B, entonces 

D E B. Es claro que si X es una variable aleatoria discreta, y toma únicamente los valores 

xi, i = 1, 2, ... con probabilidad pi, entonces tendremos que Erli  p, = 1. 

Definición 1.12 Si X es una variable aleatoria discreta, entonces definirnos la función 

real fx como sigue 

fs(x)= P {.K = x} , 

y se le conoce como función de densidad de probabilidades de X. 

Obs. 1.9 Es importante mencionar que en el caso discreto el conjunto 

7' = {x E 72. : fx(s) > O} 

es a lo más numerable y además tenemos que T C D, por lo que podernos establecer un 

orden en el conjunto T. Comúnmente denotaremos por xi, i = 1, 2, ... a todos los posibles 

puntos que están en T, es decir 
03 

U {4} = T. 
i=i 

Además la función de distribución de X está dada por 

Fx(x) = P {X < x} = E fx(si). 
xt5r 

También tenernos que si IA es la función indicadora del conjunto A, podemos escribir nuestra 

variable aleatoria como c. 
x(w). E x,/{„}(W)• 

i=i 

Ejemplo 1.22 Sea X una variable aleatoria con función de densidad de probabilidades, 

dada por 
{6 1 	

.52 •x  = 
1 2  

.1.,t(x) = 	1.7 77 	' ' • • • , 
0 	e.o.c. 
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por lo que la función de distribución de X, esta dada por 

{ O 
	si X < 1 

Fx (x) = 	6 ,,Ix1  1 	 , 
;77  2_, rr si x > 1 

k=1 

donde [xj es la menor parle entera de x. 

Podemos observar que si X es una variable aleatoria discreta, entonces la función 

de distribución de X, Fx será una función de saltos, esto es que si xn, n E JV son los posibles 

valores que toma X, entonces Fz(x) es constante en los intervalos [xi_i, xi) y da un salto 

de tamaño pi (donde pi  = P {X = xi}) en si. 

Ejemplo 1.23 Sea X una variable aleatoria discreta, cuya función de densidad de proba-

bilidades está dada por 

fx(x) = 

I  six=1 

six=2 

1 	si x =3,4 

O e.o.c. 

  

Por lo que la función de distribución de X, Fx está dada por 

O si 	x < 1 

1  si 1 < x < 2 

Fx (x) = 3 Si 2 < x < 3 

si 3 < < 4 

1 
	

si 4 < x 

Es claro que Fx es una función de saltos (ver fig.1), mientras que la gráfica de fx consiste 

únicamente de unos cuantos puntos (ver fig. 1). 

Figura I. Fx y fx 
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A continuación consideraremos las variables aleatorias con una función de densidad 

que no tenga saltos. Estas variables aleatorias son llamadas variables aleatorias continuas, y 

nos restringiremos a estudiar un subconjunto de estas variables, las cuales son las variables 

absolutamente continuas. 

Definición 1.13 Sea X una variable aleatoria definida sobre 	A,P) un espacio de prob- 

abilidad, con función de distribución Fx. Entonces decimos que X es una variable continua 

si Fx es una función continua. Si Fx es una función absolutamente continua, es decir, 

existe una función fx tal que para cada número real x tenemos que 

Fx(x) --=x(t)dt. 
-00 

entonces decimos que X es una variable absolutamente continua. La función fx es llamada 

la función de densidad de X. 

Ola. 1.10 Es importante mencionar que cuando tengamos una variable aleatoria discreta, 

fx la llamaremos función de densidad de probabilidades, mientras que si X es una variable 

absolutamente continua, entonces a fx la llamaremos simplemente función de densidad de 

X. Claramente estas dos funciones surgen de distinta manera, ya que en el primer caso, 

fx representa la probabilidad de que X = x, mientras que si X es una variable absoluta-

mente continua, esta asume cada valor real con probabilidad cero, es decir P {X = x} = O 

para toda X, por lo cual fx(x) no representa probabilidad alguna, lo cual se demostrará a 

continuación. 

Teorema 1.10 Sea X una variable aleatoria arbitraria con función de distribución Fx y 

a E R.. Entonces 

P {X = a} = Fx(a)— Fx(a—). 

Pori.  

Claramente, tenemos que si a < b son números reales, entonces 

P {a < X < b} = Fx(b)— Fx(a), 
	 (1.6) 

ya que {X 5 b} = 	5. a} U {a < X 5 b} por lo que 

P {X < b} = P {X 5, a} P {a < X <b},  
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por lo que tenemos la ecuación 1.6. Para calcular P {X = a) , calcularemos primero la 

probabilidad de {X < a), por lo que 

P {X < a} = P{lim,, 	{X 5. a — x,,}} 

Jim P {X 5 a — xn } 11-00 
lim Fx (a — xn) , 

donde x„, es una secuencia de números no negativos que convoyen a cero, por lo que clara- 

mente tenemos que 

P {X < a} r= Fx(a—), 

por la definición de límite por la izquierda. Ahora, dado que 

P {X 5 a} = P {X < a} + P {X = a} , 

tenemos que 

P {X = a} = Fx(a) Fx(a—}i 

lo cual establece el teorema. 

Utilizando este resultado, es muy fácil ver que si X es una variable aleatoria 

continua, entonces para toda a E1Z, se tiene que 

P {X = a} =O 

dado que Fx(a—) = Fx(a) 

Oba. 1.11 Note que f x(x) > O para todo xE7Z y satisface que 

co 

z—,00 lim Fx (x) = 1= 	f x (t)dt. 

Sea a y b dos números reales cualesquiera, tales que a < b, entonces 

P {a < X 5 b} = Fx (a) — Fx (b) 

= 	f: fx(t)dt. 

Sea B un boreliano en R. Ya que 13 puede ser obtenido con un número numerable 

de uniones, intersecciones, diferencias de intervalos, los siguientes resultados se sostienen. 
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Teorema 1.11 Sca X una variable absolutamente continua con función de densidad fx .  

Entonces para cada 13 E 

{B} = 
Ju 
 f (t)dt. 

Donde utilizamos la integral de Lebesgue. Dado que aquí no estudiaremos la integral de 

Lebesgue y que la mayoría de las probabilidades de los eventos que son de interés se pueden 

calcular utilizando la integral de Iliernann (ya que esta coincide con la de Lebesgue si es 

que ésta está bien definida) podemos reemplazar la integral de Lebesgue por la integral de 

Riemann en la mayoría de los casos. Además si F diferenciable en x y fx es continua en 

X tenemos que 
dF( 	, , 

Fjc  (x = 	— x {x ). 
dxr) „ 

 

Illoreum 1.12 Cada función real no negativa en R. que satisface 

reo  f (x)dx = 1 

es tina función de densidad de una variable X absolutamente continua. 

Dem.  

En vista del teorema 1.9, es suficiente mostrar que la función 

F(x) = f f (t)dt para toda x E1Z 

define una función de distribución. Es claro que 

lim F(x) = 1 y lira F(x) = O, z—.00 

se cumple y también tenemos que si x2  > xi, 

F(x2) = fzá, fx(t)dt + 	fx (t)dt 

k 	fx(t)dt = F(x1). 

Finalmente F es continua, por lo que es continua por la derecha. 

Ejemplo 1.24 Sea X una variable aleatoria, que tiene una función de densidad triangular, 

es decir, su función de densidad fx (ver fig.2) está dada por 

x 	si O < x < 1, 

fx (x)= s 	2— x si 1 < x < 2, • 

O 	e. o. c. 



Resúznen de Conceptos Básicos 	 30 

La cual fácilmente se puede checar que es una función de densidad. Entonces X tiene 

función de distribución Fx (ver fig.3) dada por 

Pv(x) — 

O 	 six<0 

fár  tdt = 2 	 si0<s<1 

tdt 	fi (2 — t) = 	sil<x<2 

1 	 si x > 2 

  

Figura 2. Px y fx 

Ejemplo 1.25 Sea k > O una contante y sea X una variable aleatoria, cuya función de 

densidad está dada por 

fx(x)={k(s—i) si0<x<1 

Entonces, dado que 11 f x(z)dx = k/6 tenernos que k = 6. 

Obs. 1.12 Es importante recalcar nuevamente que las variables aleatorias discretas, y las 

continuas, son una pequeña parte de toda la familia de variables aleatorias, pero éstas son de 

gran importancia, ya que son las que surgen más frecuentemente en la práctica, además de 

esto, si X es una variable aleatoria que no es discreta, ni continua, entonces la función de 

distribución de X, Fx se puede descomponer como la suma de dos Porciones de distribución, 

una de las cuales es continua y la otra discreta (ver Kai Lai Chung (41 pg. 7,8). Por último, 

antes de ver los ejemplos de las variables aleatorias más importantes en la práctica, se dará 

un ejemplo de una variable, la cual no es ni discreta, ni continua. 

o 	C.O.C. 
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Ejemplo 1.26 La variable aleatoria X tiene por función á distribución Fx dada por 

Fx(x) = 

O 

2 
2 
N 
11  12 

1 

si x < O 

tii 	< X < 1 

si 	< 	< 2 

si 2 < 	< 3 - 

si 3 < x 

1 

Figura 3. Claramente vemos que Fx no es una función continua, pero tampoco es una 

función de saltos. 

Podemos ver en la figura 3 que F no es una función continua, ni tampoco es una función 

de saltos, por lo cual tenemos que X no es una variable continua ni discreta. 

En la siguiente sección daremos una breve resella de las más importantes variables 

aleatorias, tanto en el caso discreto, como en el continuo. 

1.6.3 Las Variables aleatorias más conocidas 

Variables discretas 

Variable aleatoria Bernoulli Supongase que tenemos una prueba o un experimento, 

cuyo resultado puede ser clasificado únicamente de dos formas: "éxito" o "fracaso". Si 

nosotros, a la variable aleatoria X le damos el valor de (/ si obtenemos un fracaso y le 

damos el valor 1 si obtenemos un éxito, entonces fácilmente podemos ver que la función de 
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densidad de probabilidades de X está dada por 

1 — p si x O 

	

fx(x) = p 	si x = 1 , 

	

O 	e.o.c. 

donde p, O < p < 1 es la probabilidad de obtener un éxito en nuestro experimento. Una 

variable aleatoria X con tal función de distribución, se le conoce como una variable aleatoria 

Bernoulli. De ahora en adelante un experimento en el cual surga una variable aleatoria 

Bernoulli lo llamaremos un ensayo Bernoulli. 

Variable aleatoria Binomial Supongase que se realizan n ensayos Bernoulli indepen-

dientes, donde en cada uno de estos ensayos se obtiene un éxito con probabilidad p (O < p < 

1). Si la variable aleatoria X denota el número de éxitos que se obtuvieron en los n ensayos 

Bernoulli, entonces, a la variable aleatoria X se le conoce con el nombre de variable aleatoria 

binomial con parámetros (n, p). En este caso diremos que X se distribuye Bin(n,p). Se 

puede probar que la función de densidad de probabilidades de una variable aleatoria X que 

se distribuye Binomial con parámetros (n, p) está dada por 

fx(x). 	eljpz (1 — 	si x = O, 1, 2, ... , n 

O 	 e.o.c. 

donde (1) son la combinaciones de n en x, es decir el número de maneras de tomar x objetos 

n objetos y esta dado por (1) = (n 	"x1)1.1. Note que por el teorema del binomio, tenemos que 

E-.4 fx(1) = Er.1 (i)P'(1  — P)"—' 
= 	+ (1  — P)1" 

= 1. 

y claramente, fx(x) > O para toda x E R. Es claro que la función de distribución de X 

está dada por 

o 	 six<0 
Fx (x) = 	Erj, (7)19i(1  — p)" —1  si0<x<n . { 

1 	 six>n 

Variable uniforme discreta Supongase que se tiene una urna, dentro de la cual se tienen 

n bolas exactamente iguales, numeradas del 1 al n, y se toma aleatoriamente una bola de 
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la urna (es decir la probabilidad de tornar cualquiera de ellas es exactamente la misma). 

Si X denota el número de la bola que se obtuvo entonces decimos que X es una variable 

aleatoria discreta con parámetro n. Es claro que la función de densidad de probabilidades, 

está dada por 

.fX(X) = 	n O 

si x =1,2,...,n  

E.O.C. 

y la función de distribución de X esta dada por 

Si X E(n — 1, n) 

1 	sí x > I 

Variable aleatoria geométrica Supongase que se tiene un experimento, consistente en 

realizar ensayos Bernoulli independientes hasta obtener un éxito, donde cada uno de ellos 

tiene una probabilidad p (O < p < 1) de ser éxito. Si X es la variable aleatoria que denota 

el número de ensayos requeridos para obtener el primer éxito, entonces diremos que X es 

una variable aleatoria geométrica con parámetro p. También diremos que X se distribuye 

geométricamente con parámetro p. Es claro que la función de densidad de probabilidades, 

está dada por 

fx(x)=
{ (1—  P)z-iP, 

O 

si x = 1,2, . 

e.o.c. 

ya que sí Ai es el evento, donde se obtiene un fracaso en el í—ésimo ensayo, entonces 

P {X =}) = P {Al  n A2 n...nAj-i nít5} 
P{Ai }P{A2}.••P{A,}P{A5} 

= (1 — P)J-11), 

ya que los ensayos son independientes. 

Además es muy fácil ver que 

Elt 	(i) = EI1(1  — 

= PEIt(1-0-1  

= P 
= 1. 

17.,v(x)= 

si x < 1 

si x E [1,2) 

si x E [2,3) 
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Variable aleatoria Poisson Una variable aleatoria X, la cual toma uno de los valores 

0, 1,2, ... se dice que es una variable aleatoria Poisson con parámetro (Á > 0), si su función 

de densidad de probabilidades, está dada por 

e'L 	x=0,1,2,... 
fx(x) = 

O 	e.o.c. 

La variable aleatoria Poisson, surge de diversas maneras en una gran cantidad de aplica-

ciones prácticas, y también como una aproximación a la variable aleatoria binomial cuando 

la n es suficientemente grande y np es pequeña, de aquí la gran importancia que esta variable 

aleatoria tiene. Es fácil comprobar que fx es una función de densidad de probabilidades, 

CO 	A; 
E e-A  = e A  E = e AeA  = 1, 

i! i=1 

y por supuesto fx(x) > O para todo x E R. Algunos experimentos, donde comúnmente 

surge esta variable aleatoria son los siguientes: 

1. El número de errores en una página de un libro. 

2. El número de gente en un pueblo que vive más de cien años de edad. 

3. El número de clientes que entran en un cierto banco durante el dia. 

9. El número de a—partículas que se descargan en un material radioactivo en un periodo 

de tiempo fijo. 

Variables absolutamente continuas 

Variable aleatoria Uniforme Una variable aleatoria continua X se dice que es una 

variable aleatoria uniforme en el intervalo (a, b) (a < b), si su función de densidad está dada 

por 

Es claro que fx es una función de distribución, ya que fx(z) > O para toda xER, y 

r o 
j_co f x(i)dt = b b —dt = 1. 

a  	a 

ya que 

{-1 	si a < x < b 
fx(x) -  b-a 

e.o.c. 	
• 
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En otras palabras la probabilidad de que X este dentro de un subintervalo de (a, b) es la 

longitud de este, dividido entre la longitud de (a, b). También tenemos que la función de 

distribución de X está dada por 

si x < a 

Fv(x) = ix  fx(t)di = fó sid dt si a < x < 
- C.D 

1 	si b<x 

por lo que 

O 	si x < a 

Fx(x)= 9 s i a < x < b • 

1 	si b < x 

La variable aleatoria uniforme en el intervalo (0,1) es de gran importancia, ya que se puede 

demostrar teóricamente que si X es una variable aleatoria arbitraria entonces Y = Fx(X) 

tiene una distribución uniforme en el intervalo (0,1). 

Variable aleatoria Exponencial Una variable aleatoria continua cuya función de den-

sidad para A > O está dada por 

{ Ae-l' si x > O 

se le conoce como variable aleatoria exponencial y es un caso particular de la variable 

aleatoria Gamma la cual será la siguiente variable aleatoria continua que estudiemos. Es 

claro que fx es una función de densidad, ya que 

r20 

fx (x)dx = f
°° 

Ae- 	= 4I 	1. 

También tenemos que la función de distribución de X para x > O está dada por 

Fx(x) = 	Ae-ltdt = 1 — e-Az. 
f 

Una de las aplicaciones más comúnes de la variable aleatoria Poisson es cuando X representa 

la duración de vida útil de algún objeto, por ejemplo X puede representar la vida en horas 

de un foco, o la duración de una llamada telefónica. La variable aleatoria Exponencial posee 

la propiedad de que es desmemoriada, es decir, 

P{X>s-f-tlX>t}=P{X>s}, 

la cual no tiene ninguna otra variable aleatoria. 

.fx(x) = 
O 	e.o.c. 
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Variable aleatoria Gamma Una variable aleatoria continua cuya densidad está dada 

por 
Ae"'*(.1x)°-,  

fX(S) = 	
r(a) 

o 

si r = O 

e.O.C. 

para algún A>Oya>0 se le conoce como variable aleatoria Gamma con parámetros a, A. 

r(a) es llamada función gamma y se define por 

oa 
r(a) = 

o 

Se puede demostrar que 

r(a + 1) = ar(a), 

por lo cual se puede probar por inducción que 

r(n) = (n — I)! 

ya que r(1) 1. 

J14111 
f x(x)= 

1 
 e 2. 	si 00 < X < co. 

47-ra 

La gráfica de esta función de densidad es simétrica alrededor de II. A la gráfica de la función 

de densidad de una variable aleatoria normal se le conoce como curva gaussiana (ver fig. 

4), en honor a Gauss que fue uno de los primeros matemáticos que la utilizaron. 

Figura 4. Función de densidad normal. 

Variable aleatoria normal Decimos que X es una variable aleatoria normal (o que X 

se distribuye normalmente) con parámetros p y a2  si la función de densidad de X está dada 

por 
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La variable aleatoria Normal es una de las más importantes variables aleatoria (si no es que 

la más importante), ya que las sumas de variables aleatorias independientes identicamente 

distribuidas, se aproximan en la mayoría de las ocasiones a una variable aleatoria normal 

con parámetros p. = O y a2  = 1. 

Si X es una variable aleatoria normal con parámetros It y a2, entonces si definimos 

una nueva variable aleatoria por Y = eX + b con a y b constantes (a O), entonces Y se 

distribuye normal con parámetros ap + b y a2a2. Para probar esto, calcularemos primero la 

función de distribución de Y suponiendo que a > O 

Fx(x) = P {Y 5 x} 

= P{aX4-b<x} 

= I> {X 5 y-} 
= Fx (.1-0) 

f O07217-(0c112-"#dt 

= (v-- :1-11")2} 41 

ya que se hizo el cambio de variable t = (u — b)/a. De aquí podemos concluir que Y se 

distribuye normalmente con parámetros + b y a2a2. 

Utilizando este resultado, tenemos que si X se distribuye normal con parámetros 

p, y a2, entonces Z = (X — it)/a se distribuye normal con parámetros = O y a2  = 1. En 

este caso diremos que Z se distribuye normal estándar o también que es una distribución 

normal unitaria y a en este caso a la función de distribución de Z la denotaremos por 

Hasta aquí no hemos dado una fórmula explícita para la función de distribución 

de una variable aleatoria normal, y el porque de ésto es que no hay una forma explícita de 

calcular la integral 
r _I  e-191dt, 
J.-00127ra 

por lo que existen tablas donde esta integral se calcula numéricamente, únicamente para 

el caso donde nuestra variable se distribuye normal estándar, dado que cualquier variable 

aleatoria normal se puede estandarizar que es lo que hemos hecho en el párrafo anterior. 

Los valores para 1(z) pueden ser obtenidos de la tabla de la distribución normal dada al 

final de este trabajo. 
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1.6.4 La función de densidad de una variable aleatoria Y = g(X) 

En la práctica, es muy común encontrar el problema de que dada una variable 

aleatoria absolutamente continua X, sea necesario encontrar la función de densidad de una 

función de ella, es decir, la distribución de g(X). Para ello, es necesario que {g(X) < y} 

sea un evento y en tal caso, diremos que g es una función medible. Para esto, ilustraremos 

el problema con algunos ejemplos, y después enunciaremos un teorema que nos ayudará 

en algunos casos a encontrar la función de densidad de una función de X, ya que en esta 

sección consideraremos solamente variables aleatorias continuas. 

Ejemplo 1.27 Sea X una variable aleatoria distribuida unifonnentente en el intervalo 

lo, II. Calcular la función de densidad de Y = X". 

Para ello calcularemos primeramente la función de distribución de Y para O < y < 

1. Esto es 
175,  (y) = P {Y 5 y} 

= {X" y} 

= P{X5_1/1} 

= Fx(yt ) 

= yn, 

por lo que derivando tenemos que 

fy(y) 	51-1  si O < y < 1 0   

e.o.c. 

En el último ejemplo, es claro que g(r) = x" es una función estrictamente creciente 

paran > 1, además de ser derivable, por lo que es invertible. En general, podemos encontrar 

muy fácilmente las función de densidad de Y = g(X), cuando g es una función derivable 

estrictamente creciente o decreciente, lo cual es enunciado en el siguiente teorema que 

daremos sin demostración, y la cual se basa principalmente en la regla de la rAriptia. 

Teorema 1.13 Sea g una función derivable, estrictamente creciente o decreciente en un 

intervalo I, g(I) de g y g-1  la función inversa de g. Sea X una variable absolutamente 

continua que tiene una función de densidad f x tal que f x (x) = 0 para todo x I. Entonces 
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Y = g(X) tiene una función de densidad fy dada por 

x(g-1(Y))110-1(11)) si Y E «I) 
Ir (y) = 

O 	 c.o.c. 

39 

Ejemplo 1.28 Sea X una variable aleatoria con función de densidad fx y sean a y b 

constantes tales que b # O. Entonces por el teorema 1.13 tenemos que la variable aleatoria 

Y = a + bX tiene función de densidad dada por 

MY) = IGI 	si - co < y < oo, 

ya que g(x) = a +1a, por lo que g-1(y)= 	y -,Liyg-'(y)= Lo cual podemos comprobar 

muy fácilmente, si suponemos primero que b > O, por lo cual tenemos que 

Fy(y) = P {Y 5. y} 

= P{a-hbX5.11} 

= P {X .5 

= Fx (j),  

por lo que derivando, tenemos que 

MY) =  fx b 	b 

donde 1/ Ibl = 1 /b, análogamente, tenemos que si b < O, entonces 

Fy(y) = P (Y 5- Y) 

= P{a-l-bX 5,y} 

= P {X ?)Li-} 

= 1- Fx (19) , 

por lo que derivando nuevamente, tenernos que 

.M11) = 

donde ahora 1/ = -1 / b. 

1.7 Ejercicios 

1. Considere un comité de cinco personas denotados por A,B,C,D y E. Supongase 

que se deben seleccionar un director y un secretario para el comité. Asumiendo que 
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un miembro del comité no puede ocupar los dos cargos, exprese el espacio muestral, 

asociado a estas selecciones. ¿Cuál es el evento donde A es elegido para alguno de los 

dos puestos? 

2. En cada uno de los siguientes experimentos. ¿Cuál es el espacio muestral? 

(a) El experimento, donde 4 productos son seleccionados aleatoriamente de la pro-

ducción de una fábrica. 

(b) Un libro es abierto en cualquier página y el número de errores es contado. 

(c) Dos cartas son tomadas (i) con reemplazo, (ii) sin reemplazo de una baraja 

ordinaria. 

3. Sea E, F, C tres eventos. Encontrar expresiones en términos de operaciones de con-

juntos, para los eventos donde 

(a) E únicamente ocurra, 

(b) E y F ocurran, pero G no ocurra, 

(c) al menos uno de los tres eventos ocurran, 

(d) los tres eventos ocurran, 

(e) ningún evento ocurra, 

(f) a lo más uno de los eventos ocurra, 

(g) a lo más dos de los eventos ocurran. 

4. Si A C B, probar que 

P {B — A} = P {B} P {A} , 

donde A—B=AnBc. 

5. Si P {E} = .9 y P {F} = .8, mostrar que P n F} > .7. En general, mostrar que 

P {E n F} > P {E} P {F} —1, 

la cual se le conoce como la desigualdad de Bonferroni. 

6. Probar que si A y B son mutuamente excluyentes y si P {A} > O y P {B} > O entonces 

A y B no pueden ser independientes. 
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7. Probar el teorema 1.1. 

8. Probar la desigualdad de Boole 

P{ 	Ei 5 	P {El) • 
i.1 	i t 

9. Probar que 

P {E n F`} = 1 P {E} — P {F} + P {E n F} 

10. Probar que 

P{E1t1 E2  U , 1J En } 

P {E; } — E P{E¡ n Ei,} + . . . 
i, <i 2  

	

+(-1)r." 	E P{E; n n n Ei,} 

	

+...+ 	IP {El nE2 n...nE„} 

11. Probar que si F es un evento fijo tal que P {F} > 0, entonces la probabilidad condi-

cional de E I  F es una probabilidad de acuerdo a la definición 1.2. 

12. Probar o dar un contraejemplo de los siguientes enunciados: 

(a) Si E es independiente de F y E es independiente de C, entonces E es indepen-

diente de FU G. 

(b) Si E es independiente de F, E es independiente de G y F n C = O entonces E 

es independiente de F U G. 

(c) Si E es independiente de F, F es independiente de G y E es independiente de 

F n G, entonces G es independiente de E n F. 

13. Sean Ea, E2, • • • En eventos aleatorios, entonces 

n-1 
P {El  n n En } = P {El} P {E2 I El} P {E3  I n B2} • • • P {En I _ E,}. 

i=i 

14. Probar que si 	, En  son eventos completamente independientes, entonces 

P {Ei U E2  U ...0 En } = I — [1 — P {E1 }1[1 — P {E2 }1. .E1 — P {4}1. 

15. Sea A y 13 dos eventos tales que I' {A} = pi > 0, P {B} = pa > 0, y pi -I- pa > 0. 

Mostrar que P{13 I  A} > 1— [(1 — p2)/pil . 
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16. Dos dígitos son tornados aleatoriamente sin reemplazo del conjunto de números 

11, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) . 

(a) Encontrar la probabilidad de que ambos dígitos sean mayores que 5. 

(b) Mostrar que la probabilidad de que la suma de los dígitos sea igual a 5 es la 

misma que la probabilidad de que la suma de los dígitos sea 13. 

17. La probabilidad de que una familia tenga exactamente k niños es pi, = apk, k = 

1, 2, ... , 0 < p < 1. Supongase que la probabilidad de que cualquiera de los niños tenga 

ojos verdes es O < b < 1, independientemente de los otros. ¿Cuál es la probabilidad 

de que una familia elegida aleatoriamente tenga exactamente r (r > O) niños con ojos 

verdes? 

18. En el problema anterior, si tenemos que pr, está dado por: 

Pk 	= apk si k = 1, 2, ... 

Pa= 	— T9.4 

Supongase que en la distribución del sexo en los k niños es igualmente probable un 

niño que una niña. Encontrar la probabilidad que una familia tenga exactamente r 

niños (r > 0). Encontrar la probabilidad condicional de que una familia tenga al 

menos dos niños dado que tiene al menos un niño. 

19. Supongase que una fábrica tiene dos máquinas A y 11 que hacen el 60% y 40% de la 

producción respectivamente. En la salida de producción en cada una de las máquinas, 

la máquina A produce 3% de productos defectuosos, mientras que la máquina B 

produce 5% de productos defectuosos. Encontrar la probabilidad de que dado un 

producto defectuoso, éste haya sido producido por la máquina B. 

20. Un estudiante realiza una examen de selección múltiple, en el cual en cada pregunta se 

le ofrecen cinco posibles respuestas. Obviamente si el estudiante conoce la respuesta, 

el elegirá la respuesta correcta. En otro caso el seleccionara una de las cinco respuestas 

aleatoriamente. suponga que el estudiante conoce las respuestas del 70% de todo el 

examen. 

(a) ¿Cuál es la probabilidad de que en una pregunta tomada al azar el estudiante dé 

la respuesta adecuada? 
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(b) Si el estudiante contesta correctamente una pregunta, ¿cuál es la probabilidad 

de que el estudiante conozca la respuesta? 

21. Suponga que en una prueba para detectar el VIII 90% de los pacientes con dicho virus 

reaccionaron positivamente, mientras que el 5% de la gente que no presentaba el virus 

reaccionó positivamente a la prueba. Si en un hospital el 1% de todos los pacientes 

tiene dicho virus. Calcular la probabilidad de que un paciente elegido aleatoriamente 

en el hospital reaccione positivamente ante esta prueba. 

22. Una urna contiene cinco bolas blancas y cuatro negras. Cuatro bolas son transferidas 

a una segunda urna. Una bola es tomada de la segunda urna y resultó ser negra. Si 

otra bola es tomada de la segunda urna. Encontrar la probabilidad de que esa bola 

sea blanca. 

23. Una tipo de probabilidad que no tratamos en este capítulo, pero que nos ayuda a 

resolver una gran cantidad de problemas, es la probabilidad geométrica. Sea Sl un sub-

conjunto en 13 con O < medida(D) < oo (en este caso la medida de que hablamos puede 

ser la longitud, el área o volumen de una región en 72, TL2  o R3  o más generahnentege-

neralmente una medida definida sobre los conjuntos borelianos de nn2 ). Si se toma 

aleatoriamente un punto x de SI (esto es, que la probabilidad de tomar este punto de 

distintos subconjuntos de Sl con medidas iguales, es la misma) y B E Bílí/ es decir 

¡3 restringido al conjunto a Entonces la probabilidad de que x E 13 

m 
P {x E B} 	

edida(B)
medida(n). 

Demostrar que esta probabilidad cumple la definición 1.2. 

24. Si Mary y Luis se quedan de ver en un restaurante entre la 1 y las dos de la tarde y 

ambos llegan aleatoriamente en esa hora y cada uno de ellos espera al otro únicamente 

por 15 minutos. Calctilar la probabilidad de que se encuentren. 

25. Este problema fue resuelto primeramente por Bertrand, por lo que lleva el nombre 

de paradoja de Bertrand, y muestra el cuidado que debe de tenerse al utilizarse el 

término aleatorio. 

2La medida que comúnmente se utiliza para medir áreas o volumenes en TZ" es la medida de Lebesgue. 
La cual so estudia en cursos de integración avanzada. 
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Una cuerda de un círculo unitario es elegida aleatoriamente. Calcular la probabilidad 

de que la longitud de la cuerda exceda a la longitud de los lados del triángulo inscrito 

en ella. 

Para resolver este problema Bertrand propuso tres soluciones distintas, las cuales 

llevan a resultados distintos, por lo cual se consideró corno una paradoja. 

(a) Primeramente el consideró que el círculo es simétrico, por lo que puede fijarse 

una dirección y tomar aleatoriamente un punto sobre el diámetro con la dirección 

elegida de la circunferencia para tornar la cuerda perpendicular al diámetro que 

pasa sobre el punto elegido. 

(b) La segunda solución la hizo fijando un punto en la circunferencia, después, eligió 

un ángulo entre 0 y ir el cual será la dirección de la cuerda elegida. 

(c) Por último, note que para fijar la posición de la cuerda basta dar su punto medio. 

Resuelva el problema, considerando cada uno de estos planteamientos. Después de 

ello opine el porque de los distintos resultados. 

26. Un camino de longitud r es dividido por dos puntos elegidos aleatoriamente. ¿Cuál 

es la probabilidad de que los nuevos tres segmentos formen un triángulo equilátero? 

27. Un punto es tomado aleatoriamente dentro de una esfera de radio R. ¿Cuál es la 

probabilidad de que la distancia del centro de la esfera al punto más cercano sea 

mayor o igual que r (0 < r < R)? 

28. Probar el teorema 1.5. 

29. Probar que si F es una función de distribución, entonces si bERy bn  es una sucesión 

creciente a b, entonces lim,,. , F(bn) existe (en este caso limo, F(b„) es tan solo el 

límite por la izquierda de F). 

30. Probar que si F es una función de distribución, entonces el conjunto de discon-

tinuidades de F es a lo más numerable. 

31. Sea X el número de soles al lanzar una moneda. ¿Cuál es fi? ¿Cuáles son valo-

res que asignan a X los elementos de O? ¿Qué representan los eventos {X < 2.75), 
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{.5 < X < 1.72)?. Además dé la función de densidad de probabilidades para X, asu-

miendo que la moneda es justa (es decir que la probabilidad de tui sol es igual a la de 

un águila). 

32. Un dado es lanzado dos veces. Sea X la suma de sus caras y Y el valor abroluto de su 

diferencia. ¿Cuál es 12? ¿Cuáles son los valores asignados a X y Y por los elementos 

de II? ¿Cuál es la función de densidad de probabilidades para X, asumiendo que el 

dado no está cargado? 

33. Si es que sabe programar en algún lenguaje de cómputo, desarrolle un programa en 

el lenguaje de su preferencia, el cual pueda calcular la función de distribución de una 

variable aleatoria binornial con parámetros n y p, donde el usuario dé el valor que 

desea calcular de la función de distribución, así como los valores de n y p. 

Es importante mencionar que si usted calcula 300! de manera directa en casi cualquier 

computadora, ésta marcará un error, por lo que se recomienda calcular las combina-

ciones de n en i utilizando la función logaritmo, es decir, 

In (7) = In n! — In(n — i)! — In i! 

= 	In j — 	In j — 	In .i, 

y claramente 	
=(n) exp (In (7:)) , 

evitando así los problemas ntunericos. El objetivo de este ejercicio es mostrar, la 

dificultad que existe para calcular la función de distribución binornial cuando n es 

muy grande. Es claro que hace dos siglos, cuando se trabajo por primera vez con esta 

función de densidad no se podían realizar programas en computadora como el arriba 

sugerido, por lo que se motivaron diversas aproximaciones a esta variable aleatoria, y 

lo que dio origen a lo que hoy conocemos como teorema central del límite. 

34. ¿Son las siguientes funciones funciones de distribución?: 

{O si r < O 

(a) F(s)= x si O < s < 1 • 

1 si s > 1 

(b) F(x)= 1-, arctanx si —oo < x < oo. 
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{ (e) ii,(x)  = 	O 	si x < 1 

1 — 1  si x > 1 x 

{ 1 —e-r si x >O 

35. Sea X con función de distribución dada por Fx. 

(a) Si Fx es la función de distribución definida en el problema 34a. Encontrar 

P{X > 	P{1 <X 5_ 

(b) Si Ey es la función de distribución definida en el problema 34d. Encontrar 

P{—oo<X <2}. 

36. Encontrar las funciones de densidad de las funciones de distribución definidas en los 

problemas 34a, 34c y 34d. 

37. Sea 
02xe"" si x > O 

fe(x) 
e.o.c. 

donde 0 > 0. ¿Es fe una función de densidad? Encontrar su función de distribución 

correspondiente?. 

38. Sea 
14 e - 

fo(x) = 
0 

donde O > 0. En tal caso encontrar su función de distribución. 

39. ¿Para qué valores de k las siguientes funciones definen funciones de densidad de prob-

abilidad para alguna variable aleatoria? 

(a) f(x) 	r kt4 si x = 0,1, 2, ... y > O 

O 	e.o.c. 

k 	Si 	= 1,2,...,n 
(b) i(x) = 

e.o.c. 

40. Sea la función 
Go* 

f(x) = 

(d) F(x) = 
O 	e.o.c. 

si x > 0 

e.o.c. 

Si x > 

e.o.c, 
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donde a y O son constantes positivas. Mostrar que f es una función de densidad. Si 

X es una variable aleatoria con tal función de densidad, entonces se dice que X es 

una variable aleatoria Pareto con parámetros O y o. 

41. Sea la función 
1 

f (x) = —
20

e 0  si — 00 < < oo, 

donde a y /3 son constantes y ,3 > O. Mostrar que una función de densidad. Si X es 

una variable aleatoria con tal función de densidad, entonces se dice que es una variable 

aleatoria doble exponencial con parámetros a y [1. 

42. Supongase que tenemos un experimento, donde se elige un ángulo O entre —ir y ir 

radianes uniformemente y desde el punto (0,1) se tira una cuerda hacia abajo, la cual 

forma con el eje Y un ángulo O. Si X denota la distancia del origen a la intersección 

de esta cuerda con el eje X. Calcular la función de distribución de X, a partir de está 

obtener su función de densidad. Esta variable aleatoria, es conocida con el nombre de 

variable aleatoria Cauchy y su forma más general se puede obtener, suponiendo que 

la cuerda es tirada hacia abajo, desde el punto (a, fi), donde aErLy > 0. Calcular 

la función de distribución y de densidad para X en este último caso. 

43. La función de distribución 

F(r) = 
f o 

1— exp {— ei--f1)1 sis<v six>v 

donde a, /3 > 0 se le conoce como la función de distribución Weibull con parámetros 

y, a y P.  Demostrar que esta función es una función de distribución y encontrar su 

función de densidad. 

44. Si X es normal con parámetros I/ = 10 y a2  = 36, calcular 

(a) P {X > 5} ; 

(b) P {4 < X < 16} ; 

(c) P {X < 8} ; 

(d) P {X < 20} ; 

(e) P {X > 16} 
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(f) P 	— 5‘ > 8} . 

45. La mediana de una variable aleatoria continua X se define como el valor 7n tal que 

Fx(m) = 1, es decir, el valor donde X es igualmente probable que resulte mayor o 

menor que este. Encontrar la mediana de X, si X se distribuye 

(a) uniformemente sobre el intervalo (a, b); 

(b) normal con parámetros jt y a2; 

(c) exponencial con parámetro A. 

46. Si X es una variable aleatoria exponencial con parámetro A, y e > 0, mostrar que 

cX es una variable aleatoria exponencial con parámetro A/c. 

47. Si X es una variable aleatoria exponencial con parámetro A. Verificar que X también 

se distribuye como una variable aleatoria gamma con parámetros a = 1 y A. 

48. Si X es una variable aleatoria normal estándar. Demostrar que X2  se distribuye como 

una variable aleatoria gamma con parámetros a=lyA= 

49. Sea 
E..11 11) .  

Si X es una variable aleatoria Weibull con parámetros ti, ct, /3 a,13 > 0, Mostrar que 

Y es una variable aleatoria exponencial con parámetro Á = 1 y viceversa. 

50. Mostrar que r(s + 1) = xr(x). A partir de aquí demostrar que 1.(n + 1) = n! para 

todo n = 0, 1, ... 

51. Calcular 1"(n + 1) para n = 0,1,2,... 

52. Si fx es la función de distribución de una variable aleatoria gamma con parámetros 

a y A verificar que 

1:0 .fX(x)dx = 1. 

53. Si X es una variable aleatoria uniforme distribuida en el intervalo (a, b). ¿Cuál será 

la relación lineal con U la cual se distribuye uniformemente en (0,1). 

54. Sea X una variable aleatoria con función de distribución fx. Encontrar la función de 

de la variable aleatoria Y = a + bX (b t  0). 
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55. Encontrar la función de densidad de Y = cx cuando X se distribuye normalmente 

con parámetros p y a2. Esta variable aleatoria se dice que tiene una distribución 

lognormal con parámetros p y a2. 

56. Probar el teorema 1.13. 



Capítulo 2 

Vectores Aleatorios 

En un experimento, en muchas ocasiones, el resultado de éste, puede estar ex-

presado en varias cantidades, y deseamos comúnmente calcular la probabilidad de obtener 

alguna combinación de ellas. Todas esas cantidades pueden ser representadas comúnmente 

por variables aleatorias, de aquí la necesidad de trabajar no solamente con variables aleato-

rias individuales, ya que una de esas variables, puede determinar completamente el com-

portamiento de las otras variables o viceversa. En este capítulo, veremos la forma de 

calcular probabilidades, de manera conjunta de todas estas variables aleatorias. Para ello 

daremos la definición de lo que entenderemos por un vector aleatorio, para posteriormente 

definir una función de distribución conjunta de un vector aleatorio junto con sus principales 

propiedades. Posteriormente, estudiaremos los vectores aleatorios de tipo discreto y para 

finalizar estudiaremos los vectores aleatorios de tipo absolutamente continuo, junto con sus 

principales propiedades. 

2.1 Vectores aleatorios 

Sea (II, ,A,P) un espacio de probabilidad fijo, pero en cualquier caso arbitrario. 

Definición 2.1 El vectorX =(X1, X2,..., Xn) de variables aleatorias en (ft, ,A,P) definidas 

por 

X(w) = (XI  (w), X2(w), , Xn(w)), w E 12, 

50 
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es llamado un vector aleatorio de dimensión n si la Unayen inversa de cada intervalo en 

Rn de la forma 

I = {(x 1, x2, . • • ,x,,) : —oo < 	<ai,a,E 'R,i = 1,2,...,n) 

está también en A, en otras palabras, si 

X-1(1) = 	: Xi(w) < al , , )I„(w) < a"} E 

Es claro que esta definición es tan solo una extensión de la definición de variable 

aleatoria para una sola dimensión. Es importante hacer notar, que en este caso, X es tan 

solo una función medible definida de S2 en R". 

De ahora en adelante fijaremos mayor atención para el caso de dimensión n = 2, ya 

que todo lo que hagamos en este caso es muy similar para cuando tenemos que la dimensión 

es mayor que 2. 

Definición 2.2 La función Fx,y(.,.) definida por 

Fx,v(x4)= P {X <x  ,Y < 01 	para todo (x, y) E R2, 

es conocida corno la función de distribución conjunta del vector aleatorio (X, Y), En este 

caso X y Y son también variables aleatorias, las cuales tienen por su parte funciones de 

distribución Fx y Fy y las cuales las llamaremos las funciones de distribución marginales 

de X y Y respectivamente. 

Más adelante mostraremos que existe obviamente una estrecha relación entre Fxx 

y Fx y Fy. Además si para todo A,B E 8, los eventos {X E A} y {Y E 13} son eventos 

independientes, claramente la función de distribución conjunta es tan sólo el producto de 

las funciones de distribución marginales de las variables que conforman a nuestro vector 

aleatorio. Antes de ello daremos las propiedades más importantes de las funciones de 

distribución conjuntas. 

Dado que Fx.y define a una probabilidad, se puede mostrar que 

1. Fx,y es una función no decreciente y continua por la derecha con respecto 

a cada coordenada, y 
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lini
• 
 y(x, y) = 1, 

x-4-0. 

lim 	Fx y (s , y) = O 	para todo y E 7? 

lim Fx v(x, y) = O 	para todo x E 7?, 

Por otra parte, es fácil comprobar que si (X, Y) es un vector aleatorio y al  < 

02 < b2 entonces 

P{ai < X < bi , a2 < Y 5. 62)) = Fx,y(61, 62) + Fx,),  (ai a2) 

a2) — Fx,v(abb2) 

(Ver Harris (2), 73). 

Por este hecho tenemos que si una función F satisface (i) y (ii) esto no son sufi-

ciente, para que F sea la función de distribución de algún vector aleatorio, lo cual puede 

ser mostrado con el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 2.1 Sea F una función de dos variables definida por 

six<Oox+y<1 oy<0, 

1 e.o.c. 

Es claro que F satisface (i) y (ff). Sín embargo F no es un función de distribución, ya 

que si suponemos que X y Y son variables aleatorias con dicha función de distribución, 

entonces 

P 	< X < 	< Y < 1.) = F(1,1) + 	— F(1, 3) — F(4,1) 

= 1+0-1-1=-1<0. 

Por lo cual, tenemos que F no puede ser una función de distribución conjunta, ya 

que con ésta se puede calcular probabilidades y obviamente las probabilidades nunca pueden 

ser negativas. De aquí que sea necesaria otra condición para poder decir que una función 

es una función de distribución de un vector aleatorio bivariado. Por lo que enunciaremos el 

siguiente teorema, el cual no será demostrado en estas notas. 

Teorema 2.1 Una función F de dos variables es una función de distribución conjunta de 

algún vector aleatorio bivariado si y sólo sí esta satisface las siguientes condiciones 
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1. F.  es una función no decreciente y continua por la derecha con respecto a cada uno de 

sus argumentos, 

lim F(x,y) = lim F(x, y) = O para toda x,y E P., 

x--00 	v--00 

lim F(x,y) = 1 

Y 

3. para cada (x1,Y1), (x2,Y2) con xt <Y1 y x2 < y2 la desigualdad 

F(x2,Y2) — F(x2,111)+ F(x1,111)— F(xl, y
2) ?_ O 

se sostiene. 

Es claro que la generalización de la definición de una función de distribución, al 

caso n—dimensional es la siguiente. 

Definición 2.3 Una función Fx,,x2,...,x„(x1,x2,..., xn) es la función de distribución con- 

junta del vector aleatorio X = (XI, X2, . , Xn) si 

Fx(xi,x2,...,xn)= 1' Vi 5_ xi, X2 5 x2, • • • , Xn Xn} • 

En este caso las variables aleatorias X1, X2, • • . Xn  son también variables aleatorias con 

funciones de distribución Fx1 , FX2, • • • , Fx„ las cuales y pan (i 	•••, n) Fx, la 

llamaremos función de distribución marginal de X,. 

Análogamente al resultado dado en el teorema 2.1 se tiene el siguiente resultado. 

Teorema 2.2 Una función F de n variables es una función de distribución conjunta de 

algún vector aleatorio X = (X1, X2,... , Xn) si y sólo sí esta satisface las siguientes condi- 

ciones: 

I. F es una función no decreciente y continua por la derecha con respecto a cada uno de 

sus argumentos, 

2. 

2.  

F(-00  x2, • • • , zn) = F(xi, 	xs, • • • , xn) = • • • 

= nx1,•••,xn--1,—co) =O 

F(+oo, +oo, , +c,o) = 1 

y 
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3. para cada (xi,x2,... ,x„) E 'R." y para todo el  > O (i = 1, 2, ... , n) la desigualdad 

F(xi el, S2 + e1, 	Irn •I-en) 

— E F(si  + e i , ,xi_ i  + 	+ 	, sr, + e„) 

+ E F(x1  + 	xi-i + ei-1, xi, xi.t + et+1, • • • xj-1, xi 

i<j 

xj,xj+1 + ej+1, • • • , xn + en) 

+(-1)"E(xi, x2, 	, xn) > O 

se sostiene. 

Aquí nos restringiremos únicamente al caso de vectores aleatorios bivariados, y a 

los casos, donde estos vectores son absolutamente continuos o discretos en cada entrada. 

Para ello definiremos primeramente los vectores aleatorios discretos. 

Definición 2.4 Un vector aleatorio bivariado X = (X1, X2 ), es un vector aleatoria discreto 

si el conjunto de valores (x fiyi) que puede tomar el vector aleatorio es a lo más numerable, 

es decir, existe un conjunto A C 12.2  a lo más numerable el cual cumple que 

P {X EA} = 1. 

En este caso la función fx la llamaremos función de densidad de probabilidades conjunta 

de X y la definiremos por 

Es claro que 

Además tenemos también que 

Fx(xi, x2) = E f x(x' , x12) , 

donde = 	x'2) : 	xi,x1 5 x2) • 

Ejemplo 2.2 Supóngase que tres bolas son tomadas aleatoriamente de una urna que con-

tiene tres bolas rojas, cuatro blancas, y cinco bolas andes. Si X y Y denotan respectivamente 

el número de bolas rojas y blancas que fueron elegidas, entonces es fácil probar que la función 

de densidad conjunta de probabilidades f x,y de X y Y está dada por la siguiente tabla 

fx(x , x2) = P {X I  = x1, X2 = x5} 

E 	fx(xi,.2)= 1. 
(x,,x2)eit 



o 
2111)  

2 	
30 PC) 

jk 
 20 0 0  

220 220 
3 	0 0 0 

l'Y(j)u2 
48 3 

220 220 22 220 

220 
O 1719 

yyr) 
220 

220 
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i\j 	O 	1 	2 	3 	fx(i) 

Es claro que la última columna y el último renglón de esta tabla es tan sólo la 

suma del renglón y la columna correspondientes. Esto debido a que fx(i) y fy (j) en el 

caso de que nuestro vector aleatorio sea discreto tenemos que 

fx(x) = P {X = i} 

= E fx,v(x,i) 
(r,j)E A 

Y 
fy(y) = p { y = i} 

= E fx,v(i,i), 
(6v)EA 

donde A es el conjunto a lo más numerable del cual hablamos en la definición 2.4, ya que la 

probabilidad de que X tome el valor x es la unión disjunta de los eventos donde X = x y 

Y toma todos sus posibles valores, la cual es una unión numerable, donde estos dos hechos 

se pueden comprobar muy fácilmente. En el caso más general es muy fácil extender estas 

definiciones y dado que nuestro interés principal será los vectores aleatorios absolutamente 

continuos, a continuación daremos la definición de estos únicamente en el caso bivariado. 

Definición 2.5 Una vector aleatoria bivariado se dice que es absolutamente continuo si 

existe una función no negativa fx,y(•,.) tal que para cada (x, y) E R.2  tenemos que 

x 
Fx y(x,  y) =I 	fx,y(u,v)dvdu, 

donde Fx y es la función de distribución conjunta de (X, Y). La función fx,y es llamada 

función de densidad conjunta de (X, Y). 

Claramente, tenemos que 

00 [ f 00 
.fx,v (u, v)dvl du = 1 

Además si f es una función continua en (s, y) tenemos que 

82Fxx (x, Y) 
axay 	= fx,y (si Y). (2.1) 



Y 

Y 
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Otra propiedad de la función de densidad conjunta de un vector aleatorio bivariado es 

P {(X, Y) E B} = f f fx,y(u,v)dudv, 	 (2.2) 

para todo B conjunto boreliano de R2  donde utilizamos la integral de Iliernann si es que 

ésta está bien defizzidal. Por lo que se desprende que 

P {a < X< b, c< Y< d} = f 
b I d 

f x y (u, v)dudv.  

En el caso de que (X, Y) sea un vector absolutamente continuo, tenemos que X y 

Y a su vez son variables aleatorias absolutamente continuas con funciones de distribución 

dadas por 

Fx (x) = 	f x,y (u, v)dvdu 	 (2.3) 

Fr(y) = 
- 

	

	- 
fx,y(u, v)dudv 	 (2.4) 

03 ce 

ya que 

P {X E A} = P {X E A,Y E (—ce, 00)} 

= J'A f_°°. x,r(r►,v)dvdu 

para todo A E 1"¿ medible. De 2.3 y 2.4 tenemos también por el teorema fundamental del 

cálculo que las funciones de densidad marginales, tanto de X como de Y están dadas por 

fx(x) = f fx,r(x,y)dy, 
-00 

fr(ti) = - f x,Y Y)dx 
03  

Ejemplo 2.3 La función de densidad conjunta de X y Y está dada por 

fx,y(x,Y) 	
(x2 -1-11) si0<x<1 y0<y<2 

O 	e.o.c. 

(a) Verificar que esta función es realmente una función de densidad para el vector 

aleatorio (X, Y). 

(19 Calcular la función de densidad marginal de X y de Y. 

lEn otro caso podemos utilizar la integral de Lebesgue, pero en la mayoría de los casos prácticos no es 
necesario. 
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(c) Encontrar P {X > Y} . 

Sol. 

Pana a) tenernos primero que fx,i,  > O para todo (x, y) E 72.2, además tenemos 

que 

txx(x,v)(IxdY = fó fj i (z2  + 2)dzdY 

= 	dY fo214-  ((1) dY1 

+ 1241 

= + 
= 1, 

lo cual comprueba que f),•«y es la función de densidad de X y Y. 

Para b) tenernos que si x E (0,1) entonces 

fx(x) =I (x,Y)4 

=7 g (x2  + dY 
= 	12,2 4. Q x  

' 
= 	?(2X2  + X), 

por lo tanto 

bc(x)= 
Si  (22:2  + x) si O < x < 1 

O 	e.o.c. 

y si y E (0,2) entonces tenemos que 

fy(y) = r...fx,r(x,Y)dx 
= 	7 ffi (x2  + 	dx 

= + 
por lo cual 

{ my,

j  

. 1+1 si0<y<2 

O e.o.c. 

Pam c) tenemos que 

P {X > Y} = f f 	lx,y(x,y)dxdy 
{(x,y):X>14 

f f 	7(x2 + y) d.xdy 
{(x,orz>010,1)x(0,2) 

= 7 fó fg (.2  + 	dildx 

= 	x3  + 1;1' 
— - 56' 
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Cuando tenemos la función de densidad conjunta de ti variables aleatorias absolu-

tamente continuas, entonces se puede calcular también la función de distribución conjunta 

de un subconjunto de ellas, es decir, si Xi„ Xi, , 	con 1 < k < n. Para ello podemos 

ver que análogamente a la ecuación 2.2 tenemos que 

P {X E B} = 	f x(s , s2, , n)dx tdr 2 • dxfo 

donde X = (X1, X2, , X„) y B es mi conjunto que representa algún evento del espacio 

muestral donde estamos trabajando. Así tenemos que si 1 = {ii,i2,... ,ik} es un subcon-

junto de {1,2, ,n} entonces 

Fx,(si„ 	. , 	= P 	ri,,Xi2  <x¡2,... , X,,, 

= 	f«, • • • .11`1 [fff.:1 • • • f-z-1, fx(ti, t2,• • • 	dlii]II dl;, 
iEl` 

donde X' = (Xi„ 	, X4). De aquí tenemos que la función de densidad conjunta de 

Xi1, Xj5, 	CS 

i• c. 	c. 
fx,(x ,, 

	

,x,,,•• • ,x,,)= I 	... 	fx(xi, x2, ... , x„) II dt,, 
-00 	—oo 	 tEic 

por lo que a partir de la función de densidad conjunta de X podemos obtener distribuciones 

conjuntas de cualquier subconjunto de las n variables aleatorias que conforman nuestro 

vector aleatorio, así como también las funciones de distribución marginales para cada una 

de estas variables. 

Es claro que si (X, Y) es un vector aleatorio bivariado con función de distribución 

conjunta Fx,y, entonces esta función determina de manera única a las funciones de dis-

tribución marginales a y Fy, pero si tenemos que Fx y Fy son funciones de distribución 

para X y Y, entonces podemos mostrar que (X, Y) puede tener varias funciones de dis-

tribución conjuntas. 

Ejemplo 2.4 Si X y Y son variables aleatorias con funciones de distribución 

	

1 	si x > 1 

Fx (x) = 1,x3  4- lx2  si O < x < 1 , { 

	

O 	sí x < O 
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Y 
1 	si y k 2 

Fv(Y) = 7y+ ly2  si O < y < 2 , 

O 	si y < O 

se puede comprobar muy fácilmente que 

Fx,y(x,Y)= Fx(x)Fr(Y) 

es una función de distribución conjunta para X y Y, la cual cumple la definición enunciada 

anteriormente. Pero también tenemos que la función de densidad conjunta vista en el 

ejemplo 2.3 
y (x2 + 1.22) si0<x<1 y0<y<2 

tx,y(x, = 
O 	e. o. c. 

determina otra función de distribución conjunta para X y Y que claramente no es el pro-

ducto de las funciones de distribución, con la cual podernos obtener las mismas funciones 

de distribución marginales para X y Y. 

En el ejemplo anterior podemos ver que la función de distribución conjunta es-

tablece la relación que existe entre las dos variables aleatorias y si de alguna manera el 

comportamiento de una de las variables no afecta el comportamiento de la otra y viceversa, 

entonces podemos ver fácilmente que la función de distribución conjunta de X y Y es tan 

sólo el producto de las funciones de distribución marginales. Este hecho se puede expresar 

de manera más exacta definiendo lo que entenderemos por independencia de dos variables 

aleatorias. 

2.2 Variables Aleatorias independientes 

Para ilustrar el concepto de independencia de dos variables aleatorias es conve-

niente ilustar primero éste con un ejemplo. 

Ejemplo 2.5 Sea X =(Xi, X2) un vector aleatorio el cual se puede obtener tomando un 

punto aleatoriamente de manera uniforme del cuadrado unitario 

U={(x,y):05.x<1,0<y<1} 
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de esta manera podemos ver que 

a  
P {X E A} —

ren A n 
U = urea A 

area U 

por lo cual tenernos que 

Px(xi, x2) = urea 

donde 

13x,,x2 	{(ti, t2) E u : t 1  < xl , t 2  < x.,} , 

donde claramente 

area 	= I 

si xi > 1 y x2 > 1, 

urea /3.,,z, = xtx2 

si (xi, x2) E U, 

areaDzi,"= Xi 

si O < .x1  < 1 y 2'2 > 1, 

urea Bx1,2  =x2 

° < X2 < 1 Y xi > 1 

area Bz,,x2  = O 

en otro caso. De aquí podemos ver que aplicando 2.1 tenemos que 

	

1 si O < 	x2  < 1 
,fri,X2(xt x2) 	 • 

e.o.c. 

Además, podemos ver que X1 y X2 son variables aleatorias uniformes en el intervalo [0,1j 

y con esto vemos que 

fxi,xi(xl, x2) = fxi(xl)fx2(x2)• 

También vemos que el tornar un punto uniformemente en Ti se pueda hacer, tomando dos 

puntos sobre el intervalo [0, lj los cuales determinen /a abscisa y la ordenada del punto, y 

claramente tenemos que estas elecciones son independientes. 

A continuación enunciaremos el concepto de independencia de dos variables aleato-

rias, el cual está relacionado con la definición de independencia de dos eventos. 
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Definición 2.6 X y Y son variables aleatorias independientes si y sólo sí 

Fx 	(x, y) = Fx (x)Fy (y) para toda (x, y) E R2. 

Con esta definición podemos ver que en el ejemplo 2.5 las variables X1 y X2 son 

independientes. A continuación veremos una implicación de esta defuúción, la cual está 

enunciada en el siguiente lema. 

Lezna 2.3 Si X y Y son variables aleatorias independientes y a < c y b < d números reales, 

entonces 

P{a< X <c,b<Y <d}=P{a<X<c}P{b<Y <d}. 

Dem.  

Se deja como ejercicio. 

Ahora enunciaremos teoremas que nos darán condiciones necesarias y suficientes 

para la independencia de variables aleatorias en el caso discreto y en el caso absolutamente 

continuo. 

Teorema 2.4 Una condición necesaria y suficiente para que las variables aleatorias (disc-

retas o absolutamente continuas) X y Y sean independientes es que 

fx,Y(x,Y)= fx(x)fy(Y) 

para todo (x,y) E 1Z2. 

Dem.  

Nos reduciremos únicamente a la prueba cuando X y Y son variables aleatorias 

absolutamente continuas, siendo de manera andloga en el caso discreto. 

Si fx,y (x, y) = fx(x)fy (y) para todo (x,y) E 10, entonces 

	

Fx,y(x,y) = 	LIG°  fx,y(u,v)dvdu 

f 	f x(u) (v)dvdu 

= fx(u)du fy(v)du 

	

= 	Fx(x)FY (Y), 

con lo que concluye nuestra prueba. 

Tenemos también un resultado más general que el lema 2.3 y el cual está enunciado 

en el siguiente teorema. 



f x,v (s'Y) = 
e. o. c. 

lin si Isi < 1 y 	< 1 
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Teorema 2.5 X y Y son independientes si y sólo sí 

P {X e Ab Y E A2} = P {X e 	P {Y E A2} 

para todos los conjuntos de Borel Al  y A2  en R. 

Dem. 

La demostración es directa utilizando el teorema 2.4 y el teorema de Fubini para 

integrales. 

También podemos ver que si definimos nuevas variables aleatorias U = f (X) y 

= g(Y) con X y Y variables aleatorias independientes, entonces podemos enunciar el 

siguiente teorema. 

Teorema 2.6 Si X y Y son variables aleatorias independientes y f y g funciones Bote, 

medibles. Entonces U = f (X) y V = g(Y) son también independientes. 

Dem.  

Tenemos que 

P {f (X) 5 x, g(Y ) 5. y) = P {X E ri (—oo , xj, Y E g-1(—oo,y1} , 

y por el teorema 2.5 y dado que .f -'(—oo,x1 y g-1(—co,y1 son conjuntos de Borel tenemos 

que 

P {X E .1-1(—oo,x), Y E g-1(-00911)} = P {X E r (-00,x1) PO' E 9-1(—°°M) 

P {f (X) 5. xi P {9(Y) 5 Y} 

por lo tanto U y V son variables aleatorias independientes. 

Esta última condición para la independencia de dos variables aleatorias es una 

condición necesaria más no suficiente, ya que podemos dar un ejemplo de lo contrario. 

Ejemplo 2.6 Sean X y Y variables aloatorias con función de densidad conjunta 

Es fácil comprobar que X y Y no son variables aleatorias independientes, ya que por el 

teorema 2.4 y dado que 

si lx1 < 1 
	

y 	Iv (Y) = -2 	si 	< 
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son las funciones de densidad marginales de X y Y respectivamente. Sin embargo tenernos 

que las variables aleatorias X2  y Y 2  son variables aleatorias independientes, ya que para u 

y v números males positivos, tenemos que 

P {X 2  < u, Y2  5 	= P{I,II 5 N/1,111 5 ,rv} 

f`f7,i/zi  fxx (x, y)dxdy 

= 	á L'rlju 	[(1 + xy) dzi dy 

= \ro 

= P 1X2  .< P 1Y 2  v) 

para todo O < u, v < 1. 

Es claro que el concepto de independencia entre dos variables aleatorias, se puede 

generalizar al caso de más de dos, como se hizo con los conceptos de independencia de dos 

eventos. Por lo que a continuación se dará una definición más general de este concepto. 

Definición 2.7 Una colección de variavles aleatorias Xi, X21 • • • X», se dice que son mu-

tuamente o completamente independientes si y sólo sí 

Fx1,X2,—,Xn(X1i X2, • .., Xn) = f Fx,(ri) 	para todo (si, x2,... ,x,,) E nn, 

donde Fx„x„...,x„ es la función de distribución conjunta de (X2, X2, • • • , Xn) y  FX¡ (i 

1, 2,... ,n) es la función de distribución marginal de X1. X1 , X•4 , 	se dice que 

son independientes por pares si y sólo si cada Xi y X1 i 	j (i, j = 1, 2, ..., n) son 

independientes. 

Obviamente cuando tenemos independencia completa, ésta es mucho más fuerte 

que tener solamente independencia a pares, lo cual es claramente enunciado por el siguiente 

teorema. 

Teorema 2.7 Si X1, X2, • • • , X»  son completamente independientes, entonces cada sub- 

colección Xil , Xi2 , ..., .314  de X1, X2, ...,X„ son también independientes. 

Dem.  

Se deja como ejercicio. 

Es claro que por el último teorema independencia completa implica independencia 

a pares, no así de manera contraria, ya que se puede dar un ejemplo donde se cumpla la 
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independencia a pares y no se cumpla In independencia completa (ver ejercicio 15). Para 

finalizar este capítulo daremos la definición de una secuencia de variables independientes 

idénticamente distribuidas y que es uno de los supuestos más fuertes en algunos de los 

teoremas más importantes en la Teoría de la Probabilidad. Para ello definiremos primero lo 

que entenderemos por una secuencia de variables aleatorias independientes y lo que significa 

que dos variables aleatorias sean idénticamente distribuidas. 

Definición 2.8 Una secuencia {X,1 }n5, f  de variables aleatorias se dice que son independi- 

entes si para cada 71 = 2, 3, ... las variables aleatorias X,, X2, . 	X,, son independientes. 

Definición 2.9 Decimos que X y Y son variables aleatorias idénticamente distribuidas si 

X y Y tienen la misma función de distribución, esto es 

Fx (x) = FY (x) 
	

para toda x E R., 

donde Fx y Fy son las funciones de distribución de X y de Y, respectivamente. 

Definición 2.10 Decimos que {X„}„EAr  es una secuencia de variables aleatorias indepen-

dientes idénticamente distribuidas (iid) si {X,,}nEN  es una secuencia de variables aleatorias 

independientes y la distribución de 	(n = 1, 2, ...) es la misma que la de Xl . 

Es importante mencionar que si dos variables aleatorias X y Y están idénticamente 

distribuidas, eso no significa que X = Y con probabilidad 1. Si P {X = Y) = 1 entonces 

diremos que X y Y son variables aleatorias equivalentes. Es claro que el concepto de 

variables aleatorias independientes, puede ser extendido hacia los vectores aleatorios corno 

sigue. 

Definición 2.11 Dos vectores aleatorios (XI , X2, 	, X„) y (II, 	Y,,,) se dice que 

son independientes ti 

Fx„.. ,x„,)1,-,Y,,,(sr, • • • Sr). 711 t • • • dim) = FXI, 	...txn)FYr,..,Y,.(lli, • • • Iltm) 

para todo (x1,... ,x,„yi, • , In) E R." fm. 

Es claro también que la independencia de (XI, X2, ..., X,i) y (Yii, Y2, 	ni) no 

implica la independencia de las variables X,, X2, 	Xn  o de las variables Y1, Y2, • • • t Ym 

(ver ejercicio 17). 
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2.3 Ejercicios 

1. Demostrar que si F es una función de distribución de un vector aleatorio bivariado, 

entonces 
hm Fx y(x,y) = 1, 

lim FX V(Xt 	= y-. 

lira Fx,y(x,y) = 

2. Verificar lo que se hizo en el ejemplo 2.4. 

3. Demostrar enema 2.3. 

4. Demostrar el teorema 2.4 para el caso discreto, 

5. Sea 

para todo y E 7Z, 

para todo x E R. 

1 si x + 2y > 1 
F(x, y) = 

Sl O e.o.c. 

¿Es F una función de distribución en el plano? 

6. Sea T el triángulo formado por los puntos (0, 0), (0,12), y (12, 12). Sea F(x, y) es 

área de la intersección de T con la región {(si, xz) : xt < x, x2 < y}. Mostrar que F 

define una función de distribución en el plano y encontrar las funciones de distribución 

marginales. 

7. Sea (X, Y) un vector aleatorio, el cual tiene una función de densidad conjunta del-mida 

por 

(s, 9) = 

para todo (x, y) en el cuadrado cuyas esquinas son los puntos (1,0), (0,1), (-1,0) y 

(0, —1) y O en otro caso. Encontrar las funciones de densidad marginales para X y Y. 

8. En el ejemplo 2.5, encontrar la probabilidad de que la distancia de (X, Y) al centro 

del cuadrado sea mayor que 1. 

9. La función de densidad conjunta de X y Y está dada por 

{ e- /-v si O < x,y < oo 

Calcular P {X > Y} y P {X < a} 

f(x,y)= o C.O.C. 
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10. Sea 

fx,Y,z(x, Y, 2) = 
{

c-x-v-z si s > O, y>0yz>0 

O 	c.o.c. 

la función de densidad conjunta de (X, Y, 2). Calcular 

P {X < Y < Z} y P {X = Y < Z} 

11. La función de densidad conjunta de X y Y está dada por 

se-(x+v) si x, y > O 
fx,Y(x,11) = 	 • 

e.o.c. 

¿Son X y Y independientes? ¿Que pasa si fx,y estuviera dada por 

2 si O <x<y,0 <y<1 
.fx,Y (si 1/) = 

SI e.o.c. 

12. La función de densidad conjunta de X y Y está dada por 

{ c(y2  — s2 )c-v si — y < x < y, O < y < co 
.fx,Y (x, Y) = 

Encontrar el valor de c y las funciones de densidad marginales de X y Y. 

13. El vector aleatorio bivariado de Cauchy (X, Y) tiene una función de densidad conjunta 

dada por 

fx,v(x,Y)=1(c2  +x2  +y2), 

donde c es una constante positiva. Encontrar las funciones de densidad marginal de 

X y de Y. 

14. El vector aleatoria bivariado gamma (X, Y) tiene una función de densidad conjunta 

dada por 

1 x°-1(y x)7-le-Av Si o < x < y 
.fx,Y(x,Y)= 

O 	 e.o.c. 

donde a y i3 son constantes positivas. Encontrar las funciones de densidad marginales 

para X y Y. 

Oc.o.c. 
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15. Si X1  y X2 son variables aleatorias independientes con función de densidad de prob-

abilidades dada por 

{ 11  si x = ±1 
2  fx(x) =   
0 c.o.c. 

Si definimos X3 = X1X2. Mostrar que X, , X2  y X3  son independientes a pares pero 

no completamente. 

16. Sea (X1, X2 , X3) un vector aleatorio con función de densidad conjunta 

{ 1 fX11,(2,X3(Z1 e X2t X3) = 	4  
O 

si (x1,s2,x3) E A 

e.o.c. 

donde A = «1,0,0), (0,1, 0), (O, 0,1), (1, 1, 1)} . ¿Son Xj, X2  y X3 independientes a 

pares? ¿Son X1 +X2 y X3 independientes? 

17. Sea (X, Y) un vector aleatorio con función de densidad conjunta 

LY,Y(x, 
I [1 + xy(x2  — y2)] si ixl < 1 y lyi < 1 

= 4  
Oe.o.c. 

y (U, V) un vector aleatorio con función de densidad conjunta 

1 	 1  
27r,/(1 — p2) 	2 (1 — P2) 

fu,v(u,v) — 	exp 	(u2 2puv + v2} , 

donde < 1 es una constante. Sea la función de densidad conjunta de (X, Y, U, V) 

dada por 

-fx,Y,u,v(x, y, u, = Jx,y(x, y)fu,v(u, y). 

Mostrar que tanto X y Y corno U y V no son independientes, pero si lo es (X, Y) de 

(U, y). 

18. Probar el teorema 2.7. 

19. Sea X1, X2, 	, Xn  variables aleatorias con función de densidad conjunta fx, ,...,x„ 

y con funciones de densidad marginal fx, para cada X, (i = 1, 2, ..., n). Probar que 

XI , X2, , Xn  son mutuamente independientes si y sólo sf 

fXi,X2,.......(.. , 22, 	Xn) = n fx,(xi) 	para todo (x, , x2, ...,x„) E ?VI. 
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Capítulo 3 

Distribuciones de funciones de 

vectores aleatorios 

En este capítulo se verá la manera de obtener la distribución de variables aleatorias 

que surgen como funciones de vectores aleatorios, En la primera parte de este capítulo 

veremos la manera de obtener la distribución de una variable aleatoria la cual surge como 

una función de un vector aleatorio. En la segunda parte, veremos la manera de como obtener 

la distribución de un vector aleatorio el cual surge a su vez de otro vector aleatorio, del cual 

conocemos su distribución. 

3.1 La función de densidad de una variable aleatoria Y = 

	

g(Xi, X2, 	, XT ,,) 

Un problema fundamental en la teoría de la probabilidad es el de encontrar la dis-

tribución de una variable aleatoria Y la cual surge como una función Y = g(Xi, X2, • • • Xri) 

de n variables aleatorias, 

Primeramente tomaremos n variables aleatorias absolutamente continuas las cuales 

tienen una función de densidad conjunta fx,,.„,x„(xi, , x„). La función de densidad 

conjunta de estas variables aleatorias posee la siguiente propiedad: 

	

P {(X1, 	, Xn ) E A} = I • • • I 	,,,,, >c.( 
 ,xi, 	, xn )dxicix2 	dxn. 	(3.1) 

A 

La función real g(xi, , xn ) determina una nueva variable aleatoria Y y estamos 
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interesados en conocer la distribución de esta variable aleatoria, para ello tendremos que 

calcular: 

Fv(Y) = P {Y 5 Y} 

P (g(Xi, • • ., Xn) 	Y) • 

Sea A = {.(x 1, , x„) g(si, , x„) < y}, por la primera observación acerca de 

la función de densidad conjunta tenernos que: 

(y) 	= P {g(X 1 , X2, ... , Xn) < y} 	 (3.2) 

= 	f • • • I fx ,,..,x.(xi, • • • xn)dx • • • clxn• 
A 

Ahora obtendremos la función de distribución de la suma de dos variables aleatorias 

X y Y absolutamente continuas, por lo que tenemos que si g(x, y) = x +y podemos enunciar 

el siguiente teorema: 

Teorema 3.1 Si X y Y son dos variables aleatorias absolutamente continuas yZ=X+Y 

entonces su función de densidad de Z está dada como sigue: 

fz(z) = f fx,r(x,z x)dx 
-00 

=  f fx,v(z — x,x)dx. 
- 03 

(3.3) 

Sea Z = g(X,Y) . Entonces: 

Fz(z) = P {Z z} 

= P{X +Y < z} 

= 	I fx,r(z,y)dxdy. 
z+v5z 

Figura 1. 
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Ahora bien podemos escribir la integral anterior como sigue (ver fig. 1): 

Fz(z) = 	
z 

/- 00 - 

- z 
fx,y(z, y)dydx 

CO 

1.00 - 00 

f x,y(x, u — x)dudx, 

fijando x y haciendo u = x + y en la integral con respecto a y, se tiene que da = dy, y 

además los limites de integración con respecto a y cambian y se tiene que si y E (—oo, z —x) 

entonces u E (-00, z), Por lo anterior, y utilizando el teorema fundamental del cálculo se 

tiene que: 

fz(z) =FZ(z) 

= I  

Por otro lado, podemos demostrar también de forma análoga lo siguiente: 
too 

fz(z)= fx,r(z x,x)dx. 

Por consiguiente, tenemos 

fz(z) = f .fx,r(z, z — x)dx 

f

00 

Es claro que si X y Y son dos variables aleatorias independientes tendremos que: 

fx-w(2) =
-00 

 ix(x)fr(z x)dx 	 (3.4) 

= f w  fx (z — x)fy(x)dx 

Esta última función de densidad recibe el nombre de convolución de las funciones 

fx(.) y ly(.), y se puede escribir de la siguiente manera: fx+y0= fx(,)* fy(.). 

En el caso de tener variables aleatorias discretas, tenemos un resultado análogo a 

las ecuaciones 3.3 y 3.4, el cual se da en el siguiente teorema: 

Teorema 3.2 Si X y Y son variables aleatorias discretas con función de densidad fx,y, 

entonces la variable aleatoria Z = X + Y tiene una función de densidad de la siguiente 

forma: 

fx+v(z) = 	E 	fx,y(x,z-x) 
	

(3.5) 

E fX,Y (2 - X, X). 
x:fx.y(z-x,x)>0 
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Dem. 

Corno fx+y(z) = P {X +Y = z} y puesto que el evento 

{X + Y = z} = 	U 	{X = z,17  = z - x} 
• z»a 

para toda z E n se tiene que estos eventos claramente son mutuamente excluyentes, y 

fx+v(z) = P {X + = z} 

= P{ 	U 	{X=x,Y=z-x}} 
zlx,y(z,z-x)>0 

• E P {X = = z - x} 
z:lx,v(z.z-z)>0 

• E fx,y(x,2 — x). 
5:fx,y(z,z—.)>0 

En forma análoga se puede demostrar la segunda igualdad. 

De forma similar a la suma de variables aleatorias independientes absolutamente 

continuas , tenemos que 

fx+y(z) = 	E 	fx(s)fycz — x)  
• frc.—.»0 

E 	fx(z —r)fr(x). 
x:fx(*--i) fv(z)>0 

(3.6) 

En el caso del producto de dos variables aleatorias tenemos el siguiente resultado: 

Worenrui 3.3 Sean X y Y dos variables absolutamente continuas con función de densidad 

conjunta fx,y(x,y), entonces: 

tc. 1 	z 
fxr(2) = LFi fx,r(zi-- s)dx 

fe° 1 	z 
= I-0 a —fxY'(-x,x)dx. 

nein. 

Utilizando 3.2 tenemos que 

Fxy(z) = P {XY z} 

= 	f f fx,Y(xill)dxdY, 
zusz 

(3.7) 
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podemos expresar esta integral como sigue: 

si z > 0, (ver figura 2)  

Í
0 1,00 	

0c a 

1'>t(z)
I fx,y(x,y)dydx + 	

.fx,r(x,V)4(1". 

-00 	
o -a> 

Figura 2. z > 0 

haciendo el cambio de variable u = xy en la integral con respecto a y, 

Fijando x y  

se tiene y = 1 y dy a.-- 1
:-, por lo que los limites de integración cambian en la integral con 

respecto a y, esto es que si y E (-co, 1), entonces u 
E (z, 

-oo), a partir de aquí tenemos 

o 	-00 	u du 	z 	u du 

FxY(z) = j j 	
dx 4 I 1 

fx,r(x,-)---dx 

-o° z 	x x 	O -03 

00 2 	

X X 

= 	r f 
fX,Y(X, 

tlx)(Jx)dOdX + 1 I 

fxy(x,"±)-1-dudx 

-03 -00 	

O -00 	
X X 

° r 
 fx„.,,,\1\dudx + r r fxy(x,-u)\-11dudx 

J-o:> -.0 ' 	x x 	o 	oo 	
x x 

= 	rcor 03  fx,y(x, -II  ) 111 duda. 

ema fundamental del cálculo podemos ver 
Por último, utilizando el teor  

fxY(z) ' FixY(z) 
z 1 

r.a. r.c. x  
fx,y(x,-)\- x

\dx. 

ara z < 0. La otra 
De la misma manera se puede demostrar también el resultado p  

parte se demuestra de manera similar. 

que 
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Con el mismo método se pueden demostrar fórmulas para la diferencia y el cociente 

de dos variables aleatorias absolutamente continuas, las cuales son 

	

fx-v(z) = I fx,r(z + x,x)dx 
	

(3.8) 

= I  

	

f 1(z) = f 1x1 I xy(zx, x)dx• 	 (3.9) 

Es claro que cuando X y Y son variables aleatorias independientes se tiene que 

las formulas anteriores serán: 

	

fxy(z) = f fx(x)fy(1) dr, 	 (3.10) 

— fW  fx(-:-)fv(x) dx, 

	

fx-v(z) = f fx(2 x)fy(x)dx 
	

(3.11) 

fx (x)fr (x - z)dx, 

	

fi;(z)= 1:1x1 fx (2x)fv(z)dx• 
	 (3 . 12) 

A continuación se darán ejemplos de distribuciones que se obtienen por medio de 

una función de variables aleatorias. 

Ejemplo 3.1 Sean X y Y variables aleatorias independientes discretas con distribuciones 

binomial con. parámetros (n, p) y (rn,p) respectivamente. Encontrar la función de dis-

tribución de Z = X +Y . 

Aplicando 3,6 tenemos que 

fz(z) = 	E 	fx(x)fy(z x) 
fx(.)M,-.)>0 

= E fx(omz -0 
(.0 

= 	()A1  Pr (z  ,)/1111  Pr-z+i  
$.0 
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n 
(n) ( 111 

	

. ,E,..0P11t- 1(1 — prio — pri-z 1, 	) 

	

i 	2  — i 
n 

	

.--• iE pz(i .... pr+m-z (rt 	tn. ) ( 

	

0 	) 

	

: 	2 — í 

= p'(1 ... pr+tn-: É 

t.o 

(n) (
z 

 ni, ) 

	

i 	— i 

+ n) 
p —prun-z, 2 

ya que E (7)(Zi) = enn, donde (1.) = O si i < j, de aquí se tiene que 
i=0 

h(2),_ 	 =0,1,  • • • ,n  

	

t 0 	 e.o.c. 

por lo que Z = X +Y también se distribuye binomio' con parámetros (n + m, p). 

Ejemplo 3.2 Scan X y Y variables aleatorias independientes con una distribución Poisson 

con parámetros Al  y A2 respectivamente. Encontrar la distribución de Z = X + Y. 

Sol, 

Aplicando nuevamente 3.6 tenemos que 

Íz(z) 	E 	(x)Ir — 
=:1x(z)IY(1-00 

EIx(x)IY(z — s)  
.:fx(z)/v(g-x)>0 
co 

= E fx(i).Hz 

z 
= E fx(i)fy(x—i) (=o 

e-A1 	A2 1  
(z — i)! 

= e 1-42  É  i 3-i  Al A2 

es claro que la suma es el desarrollo del binomio (Al  + A9)Z por lo cual tenemos que 

fz(z)  ,........ 	5230-22-(Ai + 4)1  si z = 0, 1, 2, ... 0   
{ 

e.o.c. 

i.0  i!(z —i)! 

e-Al-A2 2 

z! 	 i)! 
	 A,i 



{L'a fx(x)tv(z— x)dx 

MI) = 	tb fx(x)fr(z — s)dx 
O 	 e.o.c. 

57.1-0-pdx si z E (2a, a 4- b) 

fib_ b  (6 _1a)7dx si 2 E [2a, a+ b) t 

O 	 C.O.C. 

si z E (2a, a 4- b) 

si z E [2a, a b) 
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por lo cual Z = X + Y tiene distribución l'oisson con parámetros Al  + A2. 

Ejemplo 3.3 Sean X y Y variables aleatorias independientes cada una con distribución 

uniforme en (a, b). Encontrar la función de densidad de la variable aleatoria Z X + Y. 

Sol, 

Aplicando la forrnula 3.4 tenemos que 

fx+y(z) = 	fx(x)fy(z z)dx 
-00 

f X(r)f (Z x)dx, 
a 

ya que fx(x) = O si x (a,b), de la misma forma 

fy(z -x) = O si z - x (a, b). 

.. 

2a 

1  

lanb 

,.. 

Figura 3. 

Observando la fig. 3 tenemos que si z E (2a, a + b) entonces x E (a, z a), y si 

z E [a + b, 2b) entonces x E (z - b, b), por lo que 
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por último tenemos que 

fz(z)  = (,12*z7FiTiz-21  Si z E (2n, a 4- b) 

{ 

O 	

si z E 12a, a +1)) . 

e.o.c. 

La distribución de Z se le conoce como la distribución de Simpson. 

Otra manera de calcular la función de densidad de la variable aleatoria Z, es 

primero calcular la función de distribución, como sigue 

Fz(z) = P {Z < z} 

= P{X+Y 5.z} 

= 	j fx(x)IY(y)dxdy. 
z+y<z 

.,, 

a 
, , 	• 
xl 	/4b 

. 
X.44,9b 

..,...\ 

. . . 
wivzo 

b aib 

xfy.1 
2atztarb 

2b 

xtrz 
afb<z(2b 

Figura 4. 

La última integral se puede calcular fácilmente razonando geométricamente dado 

que fx (x) fy (y) es distinto de O únicamente cuando (x, y) E [a, x [a, bi y observando la 

figura 4 se tiene: 

Fz(z)= 

O 
1  (z-202  

(b-a), 	2 
1  (2b-z)2  

(b-a)7  2 

1 

si z < 2a 

si z E (2a, a + b) 

si z E (2a, a + b) 

si z > 2b 

   

Si derivamos y simplificamos esta función de distribución, obtendremos la misma 

función de densidad anterior. 
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Ejemplo 3.4 Sean X y Y variables aleatorias eaponenciales con parámetros A l  y A2 res-

pectivamente. Encontrar la distribución de Z = 1. También calcular P {X < Y} . 

Sol. 

Aplicando 3.12 se tiene 

fz(z) = Dxlf x(zx)fy(x)dx 

= 	x fx(zx)fy(x)dx, 

ya que si zx < 0 entonces f x (zx) = 0, además si x < 0 entonces fx(x) = O, de aquí se tiene 

que para z > O 

00 
fz(z) = 	sAle-'11("))12e-4xds 

o 
00 

	

= AiA2 I 	z+A')idx 
o 

si u = (Al.z A2)x , du = (Ai.z A2) du se tiene: 

u 	1 fz(z) = 	 du (Ái.z+,2)  
00 

Al A2  ue'du 
(A1.z )12)2  fo 

si w = u, dtv = du, dv = Cudu, y = —e-u 

Al ),2 	[ 	co 

(A1..Z I- A2)2 tte
—ur + f e-uclul fz(z) = 

o 
AiA2 	r 	.01  

= 	(hz + )42)2 1  e-u lo  1 

por lo que 

fz(x) = 
	0,11'.14112)1  si z > 0 { 

O 	e.o.c. 

Ahora para calcular P {X < Y) se tiene: 

P {X <Y} = P {:›—C  <1} 

= 
1  Y  Ai4  dz 

Lo (Al z + )12)2 
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si u = 	du = A i dz entonces 

P {X < Y } = 	2 	-2 1  —du 
'XI 

11 1 

— 

 = A2  [ATT--1A2 + A121 

Al -I. A2 1  

por lo cual se tiene que 

P{X <Y} — 	 
al + A2.  

3.2 La función de densidad conjunta de un vector aleatorio 

U 	g(Xi,X2,... , X„) 

En la sección anterior calculamos la densidad de una sola variable aleatoria que 

surge como una función de n variables aleatorias. En esta sección consideraremos que 

tenemos n variables aleatorias de este tipo, y lo que deseamos es calcular la densidad 

conjunta de ellas, en otras palabras si X = (X1, 	Xn) es un vector aleatorio con n 

componentes, consideraremos una función Y = G(X), donde G : 1?" —+ 12.", en otras 

palabras Y = (Y1, , Y„) donde cada componente Y = 	, Xn),i = 1,2, ... ,n. Es 

claro que si X es un vector de variables aleatorias absolutamente continuas se tiene que 

Y = 	= Gi(Xi,... , X,,), 	, Y,, = Gn(XI , 	, Xn)). 

Para poder obtener la función de densidad conjunta de Y se tiene que observar 

una propiedad de la función de densidad conjunta de X, la cual se da a continuación. 

Si T es cualquier conjunto en el rango de Y se tiene que 

P {Y E T} = P {X E G-1(T)} 

= 	f • • • f fx(xi,...,xn)dxi 
G-1(7) 

donde G-1(T) = {x E R": G(x) E T} y fx(xl,. • . , xn) es la función de densidad conjunta 

de las variables aleatorias X1, • • , Xn. 

Si definimos el conjunto 

TY = (Y E 	Yt Vi Y2 Y2t • • • Yn Yn 
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podemos enunciar el siguiente teorema: 

Teorema 3.4 Si X es un vector aleatorio de variables absolutamente continuas con función 

de densidad fx(xi, , xn) y Y = G(X) una función cuyo rango es un subconjunto de Ir 

entonces 

Fr(111,• • •, yn) =I • • • I fx(x1,-.2n)dx] • • • dxn• 
G-1(4) 

Pem, 

Es inmediata observando 3.1. 

Un resultado análogo se puede obtener para variables aleatorias discretas. 

Teorema 3.5 Si X es un vector aleatorio discreto, entonces la función de densidad de Y, 

• • 	Yn), es 

fr(th,•..,y.) = P {Y = y)  
= P {X = G-1(y)) . 

Si tenemos que la función G es una función continua, y que cada imágen de y E 12.n 

puede tener a lo más un número infinito numerable de inversas. Podemos introducir la 

familia de transformaciones inversas siguiente: 

XI  = 	(Yi 	, 

X2 = 	(Y1, • Yn) 

Xn  = 	(Y]. • 

las cuales son funciones bien definidas de Ttn en R. De acuerdo a lo anterior nosotros 

podemos replantear los teoremas 3.4 y 3,5 en términos de transformaciones inversas. 

Corolario 3.6 Si X es un vector aleatorio absolutamente continuo y 0(x) es una función 

continua que cumple los suposiciones anteriores entonces 

FY (Y1 • • • Yn) = 	 .fX(X1 • • • 2n )CIZI • • • drm 
I G (Ty) 

	

donde G; I  = (G1-; 	0,,-1) la cuales son funciones den." en Tr 

= 1, 2, 
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Corolario 3.7 Si X es un vector aleatorio discreto y G es una función contínua, entonces 

P {Yr = Yr, • • 	= Yn} = fy (y) 

= E P {,V1 = GT) (Yr, • 	• , Xn = G;,1(Yi • • • 'N)} • 

A continuación enunciaremos un teorema que es análogo al teorema de cambio de 

variable en una sola variable. 

Teorema 3.8 Sea X un vector de variables aleatorias absolutamente continuas con función 
ocyl 

de densidad fx(x) y supongase que para 	= 	y„), •-•57:•-• es continua para 

k = 1, 2, ..., n y para j = 1,2, ... , además que cada jacobiano Ji de las transformaciones 

inversas 

Ji = 

_reoz? 
—0T.--$2 	• • • V, - 

no es cero. Entonces si para cada y en el rango de G hay a lo más un número numerable 

de inversas, se tiene que 

MY) = Efx (G7,1(YI, • • • y.), • • • anj (11 • • • lYn)) 14 • 

Dem.  

Para facilitar la prueba haremos la convención de mantener el rango de la sama fijo, 

para lograr ésto y puesto que para cada y E /V el número de inversas no es necesariamente 

constante, tomaremos jx(G;1(y)) = O si este punto y E 1?," no está en el dominio de esa 

inversa en particular. 

Aplicando 3.2 se tiene que para B c 

P {Y E B} =f ' • I Iv(vi,..., Yri)dzi • • • d2n, 
ti 

por el teorema 3.4 se tiene que 

P {Y E 13} =• • f fx(xi, • • xn)dx3 •• • *fi 
a-1(13) 

---- E f • 	fx(x,,. • ., zn)dx1 	dxn. 

c-1(13) 

OG-1  0C-I 	8G-1  __j_i  __LL  ... ___u_ 
az , 	olia 	4,, 

13G - • 	OG11  1 	 ...0Gi.  2  .....2.1.  
0111 	8111 	olio 
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Ahora como cada G;1 (13) del conjunto 13 es una transformación uno a uno, de 

aquí aplicando el teorema de cambio de variable para integrales (discutido en la mayoría de 

los libros de cálculo avanzado) resulta que 

FY (Y) = E 	• • I he (Gi:,1  (Y t, • • • , Yn), • • • 1G (t t, ••• ,N))1,1 ji 	• • • <Un 

= 	I • ' • I 	fX (Gj:i1(yi , 	, C;;;(1, 	, )) 1,121dx3 	dxn. 

Puesto que el conjunto B es un conjunto arbitrario en el rango de G (sin embargo 

debe ser un conjunto medible) se tiene que lo que está dentro de esta integral debe ser la 

función de densidad conjunta de Y por lo cual se tiene que 

,TY (Y) = E fx 	••• , 	• • • , cr,1(yi,... , yr,))1,1,1. 

Lo cual establece el teorema, 

A continuación enunciaremos dos corolarios los cuales son de gran utilidad en la 

práctica. 

Corolario 3.0 Sea X un vector aleatorio de variables absolutamente continuas y sea C(X) 

una transformación uno a uno de Itn en IV' y supongase que para = 	y2, , 
oe-' la -t- es continua para todo i, k = 	, n y el jacobiano de la transformación J de la 

transformación inversa 

J= 

 

  

no es cero . Entonces para cada y en el rango de C se tiene que 

Ir (Y) = fx (GY(Yi, • • • , 	, • • • , 	1(y,,. • , , Y n)) 1J1 • 

Ejemplo 3.5 Encontrar la distribución de una transfornzación lineal de un vector aleatorio 

absolutamente continuo Y definido como sigue: 

yi 
= 	aiixj,í = 1,2,...,n 

J=1 

cuando el det(aii) O. 
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Sol. 

Como det(aii) # O, podemos escribir X en términos de Y por lo que obtenemos 

n 

Xi = E coi, i = 1, ... , TI. 

i=1  

Podemos obtener el jacobiano de la transformación inversa el cual es 

J = det(cii) 
1 

= det(aii) 

por lo que aplicando el corolario 3.9 se tiene: 

u 
(  fY (Y11 Y2 • • • 1,11) = .fx. Eciou,...,Ecno; Idet(aiir i l . 

.i•=1 	i=1 

Ejemplo 3.6 Supongase que X1 y X2 son variables aleatorias independientes cada una con 

una distribución normal estándar. 

'Il 
1. Encontrar la distribución conjunta de 	.--1j y 9-1. 

R. Argumentar que 2X1X2 y X2 2  — X12  tienen la misma distribución. 

YI = 192.  c(xi  , X2) = (Yi Y2)t 
Y2 2(5-1XJJJ 

calculando la transformación inversa se tiene que: 

Xt = 	}G-1( ,,,Y2) = (xli x2),  
= Y~ 2  

por lo que el jacobiano de la función inversa es 

J = 

1 .* 

Jº * I 
= 1 

Sea 
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Aplicando el corolario 3.9 se tiene que 

h(Yi, Y2) 	
(Y1 —y2 1/1 +112) 

N,F2 

(1112) 2 	(11312) 2  
C 	2 	e 	2 

47r 	/2tr 
.221  

e 2 2 

27r 
YL 	.122. 

e 2 e 2 

N/7274 	 \ 

ya que f ( .1/1, Y2) = fy, (vi) • fr2(Y2) se tiene que Y1  y Y son variables aleatorias indepen- 

dientes con distribución normal estándar. 

Además para el segundo punto se tiene que 

X2 2  - Xi2  = (X2 X1)(X2+ XI) 
2(X2 — X1)(X2 X1) 

2 

— 	2 
(X2 — X1) (X2 +X1)  

Nfl ' 
(x2--xl ) (X2+xt) y como 	4   y 	4  son dos variables aleatorias independientes con distribución 

normal estándar, se tiene que X2 2  — X1 2  tiene la misma distribución que 2X1X2. 

Ejemplo 3.7 Si X1  y X2 son variables aleatorias exponenciales con parrimetm A, encontrar 

la distribución conjunta de Y1 = 1- y Y2 = X1 +X2 y las distribuciones marginales de. Y1  

ir2. 

Yi 	G(x1,x2) = 	Y2), 
y2 =  + 

XI = 11112-  
1+111  G-1(y1,y2) = (11)12)9 

X2 = 

el jacobiano de la transformación inversa es: 
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(1.11.ar 
	1+y, 

141.$1 
	I yi 

112 

(1 1 YO' 

Utilizando el corolario 3.9 se tiene que 

Z1+ 
fYiX2(YllY2) = x, ,x2 1+1, hui 111)'  

= 	.c41+yi .1 e.4141/1 	 1+vi 
li Vi si 

1/21  > 0 y 	> 0 

0 = )12-0+yo.- Sj. yi > O y y2 > 

si yi > O y y2  > O 

O e.o.c. 

Para calcular las funciones de densidad marginales se tiene que 

Á2 e  %  du, 
fy,(v3) lo 	(1 -1- yi)2  " 

>k900  

(1  + Yi)2  fo li2e-M1242  
—  

(1 -I-

1
yi) 

si yi > O, 

Y son variables aleatorias independientes puesto que: 
de aquí Y1  y 2  

x2e-ky2y2 	si yi  > 0 y y2  > 0 

I r„y2(y hin) = O 	
c.o.c. 

),2y2C›.." si Y2 > O 
fY2(Y2)= O 	e.o.c . . 

Ejemplo 3.8 Supongase XI y X2 son 
variables aleatorias independientes cada una 

con 

distribución uniforme sobre el intervalo (0,1). Encontrar la función de distribución 

conjunta 

dc Yi = Xi + X2 Y Y2 = X2 — XI. 

Como 
y1= XI+ X2 G(X1, X2), 

Y2 .= X2 — 

Xi = 11:2XI  
G-1(Y11172).  

X2= 

por lo que resulta que 



Distribuciones de funciones de vectores aleatorios 	 85 

El jacobiano de la transformación inversa es 

1 	1 
2 — 5 
1 
2 1 

1 

Utilizando el corolario 3.9 tenemos que 

fY),Yr (Vi, Yz) = fx, x ( 91  Y2  Y1 + Y211 

2 ' 2 12.  

Es claro que si 21  2V2  y kr+ka no pertenecen al intervalo (0,1) (ver fig. 5) entonces 

fxi,x2(Y1  Y2 Y1 +y2  
2 	2 	

= o,  

por lo que se tiene: 

{ 
12  si O < 9'il'z < 1 

fyi,Y2(Y1,112) = 	- 
0 e.o.c. 

Figura 5, 

Ejemplo 3.9 Sea X1  y X2  variables aleatorias independientes cada una con una dis-

tribución norma! estándar. Encontrar la función de densidad conjunta de Y1 = X12  y 

Y2 = X1 2  + X2  2  . ¿Son Y1  y Y2 independientes? 

Es claro que para cada punto (yl , y2) en el rango de esta transformación existen cuatro 

puntos (x1i,x2i) i = 1,2,3,4 tales que G(zii,z2i) = (yr, y2) para cada i = 1,2,3,4 por lo 

1 = 

= xi 2  
}G(xl,x2). 

y2  = x12 + x22 
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que podemos definir cuatro funciones inversas como en el teorema 3.8, de aquí se tiene que 

Gi 
 X21 = N177F 

X12 = 	

1  (Y14/2),  

}x22 	
L'2-1 	Y2), 

X13 = "N/P7 

X23 = "N/Y2 Vi 	
G.3-1(Vi ,  Y2), 

x23 = 
	 G.4-1(Vi ,  Y2).

YI  

Las cuales son transformaciones uno a uno de un conjunto 

A= {(111, V 2): 1/2  > 	> 0) 

en conjuntos 

111 	= «XI, X2) : x1 > 0,x2 > 0), 

112  = {(xi, 	: xi < 0,x2  > O} 

113 	= {(xi, x2) : 	< 0,x3 < 0) , 

1/4  = ((xi x2) : xi  > 0,x2 < O) 

(ver fig.6). 

Figura 6. 

Ahora calcularemos el jacobiano de cada una de esta transformación inversa: 

xii Si 
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1 

— 

Fácilmente se puede ver que 

1 ,41 = 1,121 =1J3i= 
1  
   si Y2 > Yi 

ViTIN/92 — Yi 

Por lo que utilizando el teorema 3.8 se tiene que 

fYI,Y2 (Y1, Y2) 
4 

s,i) 4  
• i=1 

[fX1.X2(0:51 	Y1) ••• hCi,X2(‘F.Ifb -47:71)] 

por lo que: 

- 4,57 1-2•7r°1 {41 	1:2-vi  I 

= 	 si y2 > Y1 > 2tt Y, Ya-vi 

{r.ri-  1  

ki,12(111, Y2) = 	2,r4iVv2-vi 
o 

si y2>Y1> 0  

Es claro que yi y Y2 no son independientes. 

3.3 Ejercicios. 

1. Demostrar las fórmulas 3.9 y 3.7. 

2. Sea X y Y variables aleatorias discretas independientes cada una con distribución 

uniforme en {1, 2, .., N}, encontrar: 

(a) P {X > Y} . 

(b) P {X = Y} . 

(c) Calcular la función de densidad de IY — 

3. Sea X y Y variables aleatorias discretas independientes cada una con densidades 

geométricas con parámetros pi y p2, encontrar: 

(a) P {X > Y} . 

> 0. 



{ (ri + x — 1) 
" 
,,,,, (1- p)r  

a: 
si x = 0,1, 2,.. 

fx,(x) = 
o 
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(b) P {X = Y} . 

(c) Calcular la función de densidad de X + Y. 

4. Asuma que las variables aleatorias discretas mutuamente independientes X;  (i = 

1, 2, ..,n) cada una con una distribución binomial negativa con parámetros T.; (i = 

1, 2, ..,n) donde cada ri es un entero positivo, es decir cada X; tiene una función de 

densidad como sigue: 

Mostrar que la función de densidad de probabilidad de Y = rr11  X; tiene una 

distribución binomial negativa con parámetros r = ET;=i n. 

5. Probar que si dos variables aleatorias discretas independientes X1  y X2 distribuidas 

identicamente, las cuales toman valores del 1 al 6 y las cuales tienen la propiedad de 

que su suma satisface 

P(Xi+X2=1:}=P{X1 +X9 =14 —k}= 
— 1 
36 

para k = 2,3,4,5,6 y 

P{Xi+X2=7} =— 
6 

entonces 

para k = 1,2,3,4,5,6. 

P {XI  =k}=P{X2 =k}=1  

6. Dos puntos son seleccionados aleatoriamente en una línea de longitud L, uno es tomado 

a la derecha del punto medio y el otro a la izquierda (en otras palabras los puntos son 

variables aleatorias independientes X y Y las cuales tienen distribuciones uniformes, 

la primera en el intervalo (0,11) y la segunda en (11, L)). Encontrar la probabilidad 

que la distancia entre los dos puntos sea mayor que í. 

7. En el problema 6, encontrar la probabilidad de que los 3 segmentos de línea formados 

de O a X, de X a Y y de Y a L puedan formar los tres lados de un triángulo (recordar 

la desigualdad del triángulo). 
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8. Sean X y Y variables aleatorias que están distribuidas uniformemente en el interior 

de un triángulo con vértices en (0,0), (2,0) y (1,2). Encontrar P {X < 1,1' < 1). 

9. Supóngase que un punto es tomado uniformemente en un cuadrado de área 1 teniendo 

por vértices los puntos (O, O), (0,1), (1, O), (1,1). Sean X y Y las coordenadas del 

punto tomado. 

(a) Encontrar la distribución marginal de X y Y. 

(b) ¿Son X y Y independientes? 

(c) Encontrar la probabilidad de que la distancia de (X, Y) al centro del cuadrado 

sea mayor que 

10. Sea 

{ 
11  si O < x < 1,1yl< x 

fx,Y (x, Y) = 	2 	 • 
O C.O.C. 

Encontrar la función de densidad de X — Y. 

11. Sea 

.fx,y,z(z, y,z)= 
{

e-(2911+2) si x > 0,y > 0,2 > O 

Oe.o.c. 

encontrar la la función de densidad de su promedio, es decir la densidad de W = 

(X + Y + Z)/3. 

12. Sea X y Y variables aleatorios independientes cada una con una distribuida uniforme-

mente en (0,1). Encontrar: 

(a) P {IX Y1 5 I} • 

(b) 
P{{ 

— 	11}. 

13. Sea X y Y variables aleatorias independientes cada una con densidad normal con 

parámetros t = O y a2. Encontrar P {X 2  + Y2  < 1). 

14. Sean X y Y variables aleatorias distribuidas uniformemente en la región 

A = {(s1,s2) : x1 2  + x2 2  <r2 } 

Si R= X1 2  + X2 2. Encontrar la función de densidad de R. 
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15. Sea X y Y variables aleatorias independientes cada una con una distribución normal 

estándar. Encontrar la función de densidad de Z =-• 

16. Si X tiene una distribución uniforme sobre el intervalo (0,1) y Y tiene una distribución 

exponencial con parámetro A = 1. Encontrar la distribución de 

(a) Z = X + 

(b) 2 = 	Asuma que estas dos variables son independientes. 

17. Sea X y Y variables aleatorias independientes ambas con distribución exponencial con 

	

parámetro A. Probar que 2 = x 	se distribuye uniformemente en el intervalo (0, 1). 

18. Las variables aleatorias X y Y son independientes cada una con funciones de densidad 

dadas por 

si ixl < 1 

	

x(x) 	771-17  
O 	e.o.c. 

MY) { 9e4  Si  ° e.o.c. 

Probar que la variable 2 = XY tiene una distribución normal. 

19. Sí X, Y y 2 son variables aleatorias independientes con una distribución uniforme 

sobre el Intervalo (-1, 1). ¿Cuál es la función de densidad de U = 

20. Sea 
71(1 — x2  — y2) si x2  + y2  < 1 

fx,v(x,Y)= 
0 	 e.o.c. 

Si U = VX2  +Y 2  y V = tan -1(171 ), Encontrar la función de densidad conjunta de U 

Y y. 

21. Si X y Y son variables aleatorias independientes ambas con distribución uniforme 

sobre el intervalo (0,1), calcular la densidad conjunta de 

(a) U=X+Y,V=1, 

(b)U=X,V=f, 

Y 
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(c) U X + 	= 11+17. 

22. Si X y Y tienen una función de densidad conjunta dada por: 

si x > 1,y > 1 
fx,v(x,Y)={" 

0 	e.o.c. 

(a) Calcule le función de densidad conjunta de U = XY y V = Y. 

(b) Encuentre las funciones de densidad marginales. ¿Son X y Y independientes? 

23. Si X, Y y Z son variables aleatorias independientes cada una con distribución expo-

nencial con A = 1. Calcule la función de densidad conjunta de U = X +Y, V = X + Z, 

IV = Y + Z. 

24. Si X y Y son variables aleatorias independientes con parámetro A, encontrar la función 

de densidad conjunta de U = X + Y, V = ex. 

25. Si X y Y son variables aleatorias independientes con distribución normal estándar. 

Encontrar la función de densidad conjunta de U = eX + bY y V = cX dY donde 

ad — cb 0. 

26. Si X y Y tienen una función de densidad dada por 

{ 4xye-(124-1/2) si x > 0, y > O 

Encontrar la función de densidad conjunta de U = X , V = N,32  + Y2, a partir de 

ésta encontrar la densidad marginal de V. 

27. Sean X y Y variables aleatorias Independientes cada una con una distribución normal 

estándar. Encontrar la función de densidad conjunta de U = X2  + Y2  y V = 

28. Sean X y Y variables aleatorias independientes distribuidas uniformemente sobre el 

intervalo (0,1). Encontrar la función de densidad conjunta de 1? = N/X2  + Y1  y 

0 = tan-1(1). 

fx,v(x, 
= o e.o.c. 



Capítulo 4 

Distribuciones muestrales 

En el capítulo anterior desarrollamos la teoría para poder encontrar la distribución 

de una variables aleatoria que surge por medio de una función de variables aleatorias, en este 

capítulo daremos algunos ejemplos de variables aleatorias de gran utilidad en estadística, 

utilizando las herramientas que desarrollarnos anteriormente. 

4.1 Distribución Gamma 

Una de las distribuciones más importantes en la teoría de la probabilidad y que 

nos será de gran utilidad en este capítulo es la distribución gamma, esta tiene una función 

de densidad dada por: 

1(x)= 
0 

donde r(0) es una función definida como sigue: 

00 

r(a) =
0

x'e- l rdx, a > 0. 

Su importancia radica en que esta es el caso más general de algunas variables 

aleatorias de suma importancia como son, la variable 4)  que veremos más adelante y 

también la variable aleatoria exponencial. 

Para esto primero encontraremos la distribución de la suma de n variables aleato-

rias cada una con una distribución gamma con parámetros (ar, )),(az• A)•• • ••(an, )) respec-

tivamente. 

92 

{

FR X° X  a-IC  -li si x  > o 

e.o.c. 
• 
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Teorema 9.1 Sean XI , X2, ... X, variables aleatorias independientes que tienen cada una 

distribución gamma con parámetros (a h  A), (02, A), 	, (o,„ 	respectivamente. Entonces 

Y = 	X2 + • 	Xn  tiene una distribución gamma con parámetros (01 + 02 ...+ 

on,M. 
)ea. 

Primero demostraremos que Y = X1  + X2  tienen una distribución gamma con 

parámetros (al +a2, A). Utilizando el 3.4 tenemos 

0.2 
fx,+x2(z)= loo fx,(x) • fx2(z - x)dx 

= fol  fx,(x)fx2(z x)dx, 

ya que fx,(x) =O si x .5_ 0 1/.(x2(z — x)=Osix> z o x < 

fx,+x2(z)= —A°1  x.1-1 	AQ2 

° r(al) e 	r(a2) 
Wat  +n2  

jo  Xal -1(Z — 
= r(01)r(02)e  

Si hacemos x = zu entonces dr = zdu y O < u < 1 entonces 
»21+oz 

.rxi+x,(z)= r(al)r(a2)
e-a: f (sur -1(z — 	I  zdu 

o 
A02+02 

= 
	

e Az  
r(a1)r(a2) 	

zal '2-1 	u°' 1(1 — u)°2-1du, 
Jo 

por lo que tenemos: 

	

fx2+x2(z)= r(aAa
i)

+ra(:2)e-'12 Zal  —a2-
1 í 1 sd 1(1   f 	

— 0°2-1(122 si 2 > 

(1-u)°2-idu 
sic — 	r(001,0,)  	podemos escribir fx,+x,(z) como sigue 

fXrt-X2(z):= cA°1+oze-A zat+cr2-1, 

y como Zoo  .f.vi+Xz(z)dz = 1 tenemos que 

e 	e-  Á: 2°1"2-1dz = cr(cti +02)
o  

= 1, 

por lo que e= r(c414.a2)  de aquí podemos concluir que 

r(al)r(0,2)  ua.-1(1 ur`idu = 
r(01 +02). 



{ 	A°1+°2  „-X: ,01 -02 -1 
hal +oar ' fx,+x,(2)= 

si z > O 

O 	 e.o.c. 

Distribuciones muestrales 	 9.1 

Esta última integral se conoce corno la función beta, y se denotará corno sigue: 

Nal ctr) = 	u°'-1(1 — u)°a - I
du — r(ol)r(o2) 

o 	 r(o +o2) 

que es importante para definir la variable aleatoria con el mismo nombre. Por lo que se 

tiene que: 

Por lo que tenernos que Y = X 1+ X2- h... 4-4 tiene una distribución gamma con parámetros 

(or +02 + • •• + 0n, A). 

4.2 	Distribución X2  

Definición 4.1 A la distribución Gamma con parámetros a=i yA=1 se le conoce 

corno distribución X2  (ji-cuadrada) con n grados de libertad. Podernos decir también que Z 

tiene una distribución 4). 

La distribución X2  tiene una estrecha relación con la distribución normal corno se 

muestra en el siguiente teorema: 

Teorema 4.2 Sean X1, X2, , X, variables aleatorias independientes idénticamente dis-

tribuidas con una distribución normal estándar, si 

Z= X + X22 	X11 2  , 

entonces Z tiene una distribución X2  con n grados de libertad. 

Dern, 

Si n = 1 y X es una variable aleatoria normal estándar tenemos: 

P {x2  <z} 

= Pfixl < Nfi) 

= P{-\55. x 

= P {X 	— P {X <-4} 

—52" —
VS 
	siz> 0  

-  

FX 2(z) 
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Utilizando las propiedades de la función de distribución, el teorema fundamental del cálculo 

y el hecho de que 11) = ‘Fir tenemos: 

I 	_ 
	t,""i 	e 21  
2 21:7rz 	2 25/.77 	rz 

1 	_ I  
e 2  

si z > O 

Por lo que se tiene que fx2(z) tiene una distribución gamma con parámetros a=lyA= 

De aquí, por el 4.1 podemos concluir que Z tiene una distribución gamma con 

parámetros o =1-1 y A = Z. 

Definición 4.2 Si 2 = g,)  entonces decimos que Z tiene una distribución x (ji) con n 

grados de libertad, podemos decir que Z tiene una distribución x<n). 

Teorema 4.3 Sí Z es una variable aleatoria x, entonces 2 tiene una función de densidad 
dada como sigue: 

2 
{ 	

zra-le- 4 
fz(z) = "..11-71)  

O 

si z > O 

e.o.c. 

Dem, 

Calculemos primero la función de distribución de Z 

1'z(z) = P {V-2 z} 

= {Z 22 } 

z2 
	du, 

= o 	111) 

por lo que se tiene que 

fz(z) = 1z(z) 
(z2)4 -te-`f(a)$2z 

r(9) 
2 

r(it) 

fx2(z) 

57rz 
21-1e-lzwi 
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por lo cual tenernos que 

{ 	n 	2 
	
,n-i e," 4 si z > o 

f z(z) r_... 	2 r(1) 

O 	 e.o.c. 

La distribución x2  fue obtenida por primera vez por Bienagrné en 1838, como la 

distribución límite de una variable aleatoria discreta definida corno E t 	-,-"P'12  usando 
i.1 nPi  

el vector aleatoria (NI , N2, 	, N,,) tiene una distribución rnultinornial con parámetros 

ni Pi P2, • • • ,Pn• 

La variable aleatoria x2  aparece nuevamente en 1900 como una aproximación para 

las estadísticas ji•cuadradas, usadas para construir tablas de contingencia, las cuales también 

son distribuciones discretas. 

Por último la familia de distribuciones gamma puede representar una gran cantidad 

de situaciones físicas. 

Las dos variables obtenidas a continuación son de gran utilidad en aplicaciones de 

la estadística matemática. 

4.3 Distribución F 

Definición 4.3 Si X y Y son variables aleatorias independientes cada una con distribución 

4n) y x(m) respectivamente y Z = 	entonces la variable aleatoria Z se dice que tiene 

una distribución F con (n, m) grados de libertad, 

Thomann 4.4 Si Z tiene una distribución F con (n, m) grados de libertad entonces su 

función de densidad es como sigue: 

h(z)= nlm"  ) 29-ea  
(nz+m) v 	

si z > 

Detn, 

o e. o. c. 

Calcularemos primeramente la función de densidad de 1.  y m  respectivamente, por 

lo cual se tiene: 



ne -121(122 )9-1  ni  e-422 (M2)9 -1  
/ f.1 1: (U, V) = 	2 	r(1) 	2 	ilt) 

O 	 e.0. c. 

de aquí: 

si u,v > 0 
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por consiguiente, utilizando el teorema fundamental del cálculo se tiene que: 

{n ______Je -11('*”9-1  
I x(u) = nf(nu) = V Ivo—  si u > 0 

Análogamente se tiene que 

. c- 9  (n1)9  -' 
fx.(v) = 	2 	l'(I)  0  { 

si 	> O 

e.o.c. 

O 	 e.o.c. 

Utilizando 3.7 se tiene: 
CO 

fz(z)= 
J 

Ixl fxy(zx,$)ds 
00 

= I
°° x  n e'ft  (1---r)t-1  me-el  ( 12L-2 )9-1

dx 2  
o 2 	rep 	2 	f'(9) 

nirn921-'  fe° x—"7-"-le-("fm)rd.x, 
rellr(9)2aV o 

si hacemos el cambio de variable u = 11-11-"s, du = 91112  elx tenemos que 

fz(z)=r
)IC(9) 

 z9-'(nz+m)-Mm 
o 

n9m9  r(n+m) z1-1  • (nz m)-1-±2. 

	

r( )r( y) 	2 

Por lo cual se establece el teorema. 

Es claro que si Z1  tiene una distribución F con (n, m) grados de libertad y Z2  

también tiene una distribución F pero con (m, n) grados de libertad entonces Z1 y Z2 

tienen la misma distribución, de forma análoga Z2  y 21-1  tienen también la misma dis-

tribución. 

La importancia de la distribución F en la estadística matemática se debe principal-

mente a que es aplicable en pruebas estándar asociadas con el análisis de varianza, además 

de que existe una relación entre las distribuciones IP y las distribuciones binomiales, la 

cual es de gran utilidad para evitar los problemas del cálculo de la función de distribución 

binomial. 
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4.4 Distribución t de Student 

La otra distribución, la cual también surge corno un cociente de variables aleatorias, 

de suma importancia en la estadística matemática es la distribución t de Students. 

Definición 4.4 Si X y Y son variables aleatorias independientes, donde X tiene una 

distribución normal estándar y Y tiene una distribución xln). Diremos que una variables 

aleatoria tiene una distribución t de Muriera (o simplemente distribución t) con n grados 

de libertad, si tiene la misma función de distribución que T =  
v

Yen . 
 

Teorema 9.5 Si T tiene una distribución t de Student con n grados de libertad entonces 

su función de densidad está dada como sigue 

	

fr(t)  Nrur r(1) 	n 

Peru. 

Para calcular la función de densidad de T primeramente encontraremos la función 

de densidad de Z = L. Por el teorema 4.3 establecimos la distribución de N/7 por lo que: 

Fz(z)= P {Z z} 

= 13  { fi;  <z  } 

= P {V-17  Viiz 

jiz 
= 	f,/v(u)du, 

de aquí, utilizando el teorema fundamental del cálculo tenemos que 

fz(z) = Nrrlf 47(iliz) 

{ = 	2(1)9'"-IVII si z > 0 
O 	 e.o.c. 

Ya que X y Z son variables aleatorias independientes, se tiene que 

14-1-  • 2(P)i 42-UTni si z > O 
fx,z(x,z) = 	v2' 	2 	'(19  

O 	 e.o.c. 
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Utilizando 3.7 se tiene que 

00 
fT (t) = I 	x,y(tx, x)dx 

— 

	

a  ,2 2 	 2 
_ 1 _ LU— 

	

= I
X'  e— —1.— 	n .xn e 2 

r 	2(-
2

) a 	dx 
o Zar 	

1,(2)  

= 
 l

''''' xn2q) i 1!1±22.  

o NP.F.ar(5-)1 
2 dx 

— 
2(1)1 for,  n  924,0.2  

v2,111) o 
---- 	x. -e 2 dx, 

si hacemos el cambio de variable x = res, 	 2vu dx = 	du tenemos que t +n 

	

fT(t) —  2(1)9   r ( 2u VI 	\I 2 	4  

4Trr(1) Jo kt2  +n) e 	t2  + n 2v/triuu  

n2  
Nfirr(1)(t2 +71)-19 f:11+1-1e-udti 

ni (t2  n)-14-1T(7-.1-.±-1) 
.5,fri- —nr(1) 	 2 

_ 1 Eri 
- 	Eur r(1) 1  n  

Por lo que se establece el teorema. 

Otra manera de escribir esta función de distribución es: 

I 	 

	

fT(t) — 	( 	
12 

1  
biB(i 	" 

) -241  

tenemos
r( ) 

ya que 
r( )r( ) 

B(1 	114) — 	,1) y como 	= ‘,/ii )iTtP.  
Podemos observar que si la distribución t de Student tiene un grado de libertad 

entonces, esta también se comporta como una distribución Cauchy estándar. 

La distribución t de Student fue determinada por primera vez por W. S. Gosset 

quien escribió bajo el seudónimo de "Student". La mayor aplicación de la distribución t 

de Student es en la construcción de pruebas e intervalos de confianza relativos a valores 

esperados de distribuciones normales. 



=10i 
(Y11/2).11-le -92  [Y2(1  - Y1)11-1  e-114211  

2-bireig 	29-r(9) 
si  yiy2 > 0, y2(1 - yi) > O ya que si y1y2 > 0, y2(1 - yi) > 0 entonces se tiene que 

O < yl < 1 y y2 > 0. Por lo cual tenemos que: 

92 21-11-1' -I  Y1 1-1(1  
iyaál, v2) - 

rffir(ia) 

y'' a' 2 _1 e-Y.  Tula)  
pn) 

 r(V)r(, 

1/2 	

) Y1 	(1  - Y1)9-1  

"P-ICY ni  n2  '2 
B( 2  1-2 ) 	-111)11  

si0<y1<1yy2>0. 
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4.5 Distribución Beta 

Esta distribución surge de manera natural como una función de variables aleato-

rias, esto es: 

Teorema 4.6 Si X1  y X2 son dos variables aleatorias independientes ambas con distribu-

ción x2  con ni y r12 grados de libertad, entonces V = i  es una variable aleatoria beta 

con parámetros a = 	b = . 

Dem.  

Sea 

y2  = + X2 

La cual es claramente una transformación uno a uno, por lo que su transformación inversa 

esta dada por: 

=G-1(yhy2). 
xi =1/012 

El jacobiano de la transformación inversa es: 

Y2 	Y1 

— Y2 1  — Y1 

Y2. 

Utilizando 3.9 se tiene: 

/12) = lYil bc,,x2(m2, y2(1 - y1)) 

i 1 = 	= G(xi,x2)• 

J= 
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1)e aquí se tiene que 

"' 
si 0 < yi <1 i y2 >0 '2'4?-1,-VBCi,V)vi 221-10-1,1)1 In 

2lji.22.1(2) 
, Y2) = 

{ 

0 e.o.c. 

Por lo que se puede observar que Y1 y Y2 son dos variables aleatorias independientes, la 

primera con una distribución x2  con n1  4- n2 grados de libertad como se vio anteriormente 

y la segunda es una variable aleatoria beta con parámetros a = 1 y b = ?y, por lo que 

tenemos que: 

B(1,52 ) 	— 111)V-I  
Ir, (y1) 

o 

si O < < 1 

e. o. e. 

por lo que se establece el teorema. 

También se puede demostrar: 

Teorema 4.7 Si X3, X21 ... Xm  son variables independientes cada una con distribución 

x2, con ni grados de libertad pan i := 1,2, ... ,m entonces 

X3 
171= 	+ X2 

XI  + X2 
12 = 	

+ X2 + X2 

+ X2 -1-  + Xm-1  
Ym-1 = + X2 + + 4_1 + Xm  

son variables aleatorias mutuamente independientes cada una con distribución beta con 

parámetros a = Ei=1 ni, b = z + 1 para cada Yj, j = 1, 2, .., m. 

Otras manera en la cual surge la variable aleatoria beta, es en la distribución de las 

estadísticas de orden de n variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas, 

cada una con un una distribución uniforme sobre el Intervalo (0, 1), por lo que tenemos 

que la k-éslma estadística de orden (que definiremos més adelante) tiene una función de 

densidad dada como sigue: 

11(kmi 	k+i)xk-1(1 xrk si O x < 1 
fX(k)()= 	 • e.o.c. 
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Además cuando la variable aleatoria beta tiene parámetros a = b = 1, se le conoce como la 

distribución arco seno ya que su función de distribución se da como sigue: 

—2  arcsen 	si o < x < 
Fx(x)= 

o 	e...c. 

Esta variable surge de manera interesante en la teoría de procesos estocásticos cuando se 

estudian las caminatas aleatorias. Además de que tiene una gran diversidad de usos en la 

estadística matemática. 

4.6 Estadísticas de orden 

Una herramienta de gran utilidad en la estadística matemática es el cálculo de 

las estadísticas de orden de n variables aleatorias, para lo cual daremos a continuación su 

definición: 

Definición 4.5 Si X),X2, • 	son variables aleatorias y X(t) 5. X(2) 5 • • • < X(n) 
son las mismas variables aleatorias arregladas en orden de magnitud ascendente entonces 

X(1),X(2),... ,X(n) se les llama las estadísticas de orden correspondientes a X1, X2, • • • • 

Ejemplo 4.1 Considere una máquina que tiene n componentes cuyos tiempos de falla 

X1, X2, • • • , X, son variables aleatorias, podemos ver fácilmente que X(k)  es el tiempo 

para que k de los componentes fallen, además, si la máquina se descompone cuando k de 

sus componentes fallan X(k) es el tiempo de falla de la máquina. 

Es claro que 

X(i) = mixt {XI, X2, • • • , Xn} 

y 4,) = max{Xir X2, • • • , Xn} 

A continuación desarrollaremos la teoría referente a las estadísticas de orden, suponiendo 

que las n variables aleatorias son independientes y absolutamente continuas, y que cada 

una tiene una función de distribución FO y una función de densidad f O. 

Teorema 4.8 Sean X2, X2,... , X,, variables aleatorias independientes absolutamente con-

tinuas idénticamente distribuidas cada una con una función de distribución FO y una 
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función de densidad f(•), y sean X0)1  X(2), • • • , 4,) las estadísticas de orden de X1, 

X2, ... 	, entonces la función de distribución marginal paro X(k) es dada por 

Fx(,,) (x) = 	(117i(x) • (1 — F(x))" -i• 

i=k 

Dem  

Sea Zz  = número de Xi  < x, es claro Zz  es una variable aleatoria binomial con 

parámetros n y p = F(x), por lo que se tiene: 

Fx„)(x)= P {4)  5 s} 

= P {Zz  > k} 

= 	)Fi(x) • (1 — F(x))"-i, 

i=k 

por lo que se establece el teorema. 

Corolario 4.9 Sean X1, X2, • • . X,, variables aleatorias independientes absolutamente con-

tinuas idénticamente distribuidas cada una con una función de distribución FO y una 

función de densidad f(•) y sean X(1), X(2), 	4,) las estadísticas de orden de X1, X21 

XT, entonces 

Fx(„)(r) = F" (x) y Fx(,) (x)= 1— [1 — F(x)in  

Teorema 4.10 Sean X1, X2,...,X,, variables aleatorias independientes absolutamente con-

tinuas idénticamente distribuidas cada una con una función de distribución F(.), y una 

función de densidad f (.), y sean X0), X(2), 	, X(„)  las estadísticas de orden de X1, X2, 

Xn  entonces para k = 1, 2, ... , n 

fx(k)(x) = (1  _ 1)711n k)!Fk-1(x) • (1 — F(x)rk  f (x). 

Tenemos que fx(,,)(x)= Fix(,) (x) de aquí tenemos que 

fx(k )(x) =ei)Fi(r) • (1—  F(x))"-i  
ik 

= 	eii)1Fi(x) (1  — F(s))n-i  i=k 

Dem. 
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= 	 .17(x)r-  f (x) 
(n - i)1(1)! 

(n 
n!(n 

i)li!  
i   P (x) [1 - F(x)1"-̀ 1  f(x) - 

)  

	

= 	(71.‹) [i - F(x))"-' P- I  (x) f (x) 
i=k t  

- (n i)Fi(x) [1 - F(x)r- 1-1  f (x)1 , 

es claro que en la segunda suma si i n esta término de la suma es O por lo que 

n!  
fx (1)(x) - 	(it 

	-1)! 
 F'-' (x) (1 - F(x))n-' f  (x) 

n-1 
71! 

(n 	i)!i!F  (x) [1-  F(x))11-i-1  f(x), 

si en la segunda suma hacemos un cambio en el índice i = j 1 entonces tenemos que 

	

n 	n!  

	

fxoo (x) = 	(n
1)! Fi-1(x) - F(x))" f (x) 

	

- 	(n 	1)1  Fi-1(x)11 - F(x)ri f(x) 

n!  
Fk-1(x) [1 - F(x)r-  f(x), 

por lo que se establece el teorema. 

	

Corolario 4.11 Sean X1, X2, 	Xr, variables aleatorias independientes absolutamente con- 

tinuas idénticamente distribuidas cada una con una función de distribución F(.) y una 

función de densidad f (.) y sean X0), X(2), ..., X(n)  las estadísticas de orden de X1, X2, 

XT, entonces 

fx (,)  (x) = n - F(x)1n-1 f(x), 

fx (n )(x) = nr-1(x)' f(x). 

Es claro que si se desea trabajar de una manera más general con las estadísticas 

de orden, lo más conveniente sería conocer su función de densidad conjunta por lo que 

enunciaremos el siguiente teorema: 
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Teorema 4.12 Sean X1, X21 • • Xri variables aleatorias independientes absolutamente con-

tinuas idénticamente distribuidas cada una con una función de distribución FO, y una 

función de densidad f(.), y sean X(1), X(2), • • • , X (n) las estadísticas de orden de X1, X21 

Xn  entonces 

rflf(si)1(x2)... f(s,i) si x1 <x2 < • • • < Xn 
fX/r),X(3),-..X(n)(X1 r s2, • • • , xn) = 

O 	 e.o.e. 

Pe,n.Dado que 

a^ 
fx(1),x( 2),••••x(n)(zi s2, • • • Sn) = 8218x2 	axn Fy (I),xxN, ni,(shx2,•••,xn) 

y recordando la definición de derivada parcial de orden múltiple tenemos: 

• • ,Sn) 

• liM 	{zi < X(1) 5 + Art, • • • xn <X(„)  5 st, + áx„} 

i=1,2,•••,n 

{una X; E (xi,xi + ás') 	, una Xi E (s„, x7, + bani} 
• n  

i=1,2,...,n 

• n„ 	[F(xi + Azi) F(xi 	f/7(xn  +1.5xn) F(xn)) 
Axi  

i=1,2,...n M 

= ni Hm [F(xi + áxi) — nxi)] 	lim [F(xn+ áxn) — F(xn)) 
ári-0 

i=1,2,...,n 

• nif(x1) • • • f(rn) si 	< .. • < xn, 

de aquí se tiene que 

{ 	
ni f (xj.)f (x2) . . . f (xn) si x1 < x2 < . . . < xn  

2:2,...,  • • • r Xn) = 
O  e.o.c. 

por lo que se establece el teorema. 

Ejemplo 4.2 En un camino cuya longitud es de un kilómetro se encuentran 3 personas dis- 

tribuidas aleatoriamente en forma uniforme. Encontrar la probabilidad de que la distancia 

entra cada una de ellas sea mayor que a, donde a < km. 

fid 

Ya que las tres personas se encuentran distribuidas aleatoriamente en forma uni- 

forme en un camino de longitud 1, definimos: 
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X1  =la posición en el camino de la primera persona. 

X2 =la posición en el camino de la segunda persona. 

X3  =la posición en el camino de la tercera persona. 

Es claro que XI, X2, X3 tienen una distribución uniforme sobre el intervalo (0,1), 

por lo que utilizando el teorema 4.12 se tiene que si 

A = {la distancia entre cada una de las personas sea mayor que a} 

entonces: 

P {A} = P {x(2) X(1) 5 a, X(3) - X(2)  5. a} 

	

fII 	31 • f(x1).f(x2)f(x3)dridx2dx3 

«x1,22Px2 —st la,x3—x25a,xi<x2<x3) 

	

6 	I I I 	dxidx2dx3 

«23,22) 23-21 5a,n-r2 5a,11<x 2<x3) 
1-2a 1-a il 

	

= 6 	 dx3dx2dxi 
f° 	123 1=2-i a 

1-2a f1-a 
1 - x2  - adx2dxi, = 6 

fo hl  

haciendo u2  = 1- x2  - a, du2 = -dx2  se tiene que 

1-2a í TO 
P {A} = 6 	 u2du2] dxi 

	

fo 	1.-./1-2a-zi 
1-2a I f1-2a-zi  

= 6 tt21:11121 dx I 10  tia  

= 	6 /01 -2° (1 - 2a - x1)2
dxi , 

2 

haciendo u1  = 1 - 2a - xi,dui = -dx1  se tiene 

P{A} = -3 jr 
1-2a 

= 
 3 f

1-2a 
u1 2  dt11  

= (1 - 2a)3. 

Definición 4.6 Si n = 2m + 1 es impar (es decir m es un entera) entonces X(m+i) se le 

conoce como la mediana de X5, X2, ..., Xn. En general el 100p% percentil es definido 

únicamente si (n + 1)p es un número entero y es representado por la (n + 1)p estadística 

de orden,( i.e. por X((,,4.1»)). La mediana corresponde a p = 1; tenemos también que el 

primer cuarta y el temer cuartil para p = 1,1 respectivamente. 
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Ejemplo 4.3 Si X1, X2, ... , X5  son variables aleatorias independientes idénticamente dis- 

tribuidas cada una con una distribución uniforme sobre el intervalo (0,a). Encontrar la 

probabilidad de que la mediana de la muestre este entre la y la. 

,511 

Del teorema 4.10 tenemos que: 

ra 

P {-
1  

	

a < x < —3a} = 	x2(a — x)2dx 
4 	4 	14 , 

3011° 

	

= 	(a2x2  — 2ax3  + x4)dx 
a5  

30 a2x3  ax4  x5  
[7(—T3 T I i° 
203 
256.  

Una variable aleatoria relacionada con las estadísticas de orden, es el rango de 

X0), X(2), .. X(n)  y se define como R = 	— X0). 

Teorema 4.13 Sean X1, X2, 	variables aleatorias independientes absolutamente con- 

tinuas idénticamente distribuidas arda tina con una función de distribución FO, y una 

función de densidad f(•), y sean X(1), X(2), 	X(n)  las estadísticas de orden de X1, X2, 

Xn  entonces R = X(n)  — X(i) es el rango de X1, X2, • • • , Xn entonces su función de 

densidad es: 

fft(r) ={ 
 n(n — 1) f.°10  f (x)f (r + x)1./7(r + x)— F(x)r 2  dx si r > O 

Dem. 

Asumiremos gue n > 2 ya que si n = 1 se tiene que R = 0. Para calcular la 

función de densidad de R, primen) calcularemos la densidad conjunta de X(1) y X(„)  y para 

lo cual podemos hacer la siguiente observación: 

	

P {X(1) > x, X(,,) 5 y} = P {x < 	.5_ y ,x < X2 5 Y, • • • ix < Xn Y} 

EF(y)— F(x)r si x < y 

O e, o. c. 

e.o.c. 	• 
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se tiene que 

	

F.120)..v(n) (x 	= P {X(1) 5 xt X(n) 5_ U} 

= P {X(n) 5 y} - P {X(i) > X(n) 5.11) 

Fn(a)— (F(y) — F(r)1" si x < y 

	

F"(y) 
	

si x > y 

Por lo tanto 

Por consiguiente 

{ 
, 	Fn(Y) - [F(y) - F(s)in  

Fx(,),x(n) (x,Y 1= 
P(I) 

Si x < y 

si x > y 

a2 
fx„,,x(„)(x,y) = axayrx„,,,c,„,(x,y) 

n(n - 1) [F(y) - F(x)r-2  f (x)f (y) si x < y 

O 	 e.o.c. 

De aquí podernos utilizar 3.11 para calcular la función de densidad de R por lo cual 

=f

fR(r) = P {X(n)- X(1) r} 

	fx„),x(n) (s, + x)dx 
-00 

no 
= n(n -1) I [F(r + x) - F(x)r-2  f(x)f(r + x)dx si r > O. 

Por lo tanto 

fn(r) 	n(n - 1) fzc, (F(r + x) - F(x)in  f (X)f 	x)dx sir > O 

C. O. C. 

lo cual establece el teorema. 

Ejemplo 4.4 Si Xi X2, , Xn  son variables aleatorias independientes idénticamente dis-

tribuidas con distribución uniforme sobre el intervalo (0,1). Calcule la función de densidad 

de 12= 4) - X(1). 

Utilizando el teorema 4.13 tenemos: 

fR(r) = n(n - 1) 
J 

(F(r + x) - F(x)r-2  f (x) f (r + x)dx 

= n(n - 1)
1-r 

Jo 
 (r 	- xr 2 dx 

1-r 
= n(n - 1) f 	+ x - xj"-2ckc si O <, r < 1. 

o 
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Por lo que 

In(r) = 	
n(n — 1)rn-2(1 r) si° <r<1 

O 	 e.o.c. 

4.7 Ejercicios 

1. Si X tiene una distribución gamma con parámetros (n, A). 

(a) ¿Cuál es la distribución de eX si x > 0? 

(b) Mostrar que U = vi-x• • x(2n)  tiene una la misma distribución que X. 

2. Encuentre la función densidad de la variable aleatoria U = —Lt' donde x2 es una 
(n) 

variable aleatoria ji-cuadrada con n grados de libertad. 

	

3. Encuentre la función densidad de la variable aleatoria U = 	donde x es una variable 

aleatoria ji con n grados de libertad. 

4. Si X tiene una distribución F con (n, m) grados de libertad, muestre que 

mX y __ 
I -1- m1 

tiene una distribución beta. 

5. Probar que si X tiene una distribución F con (tn, n) grados de libertad, y si Y tiene 

una distribución F con (n, m) grados de libertad, entonces para cada x > O se tiene 

que: 	

P (X x} =1 — P {Y 5 	. 

6. Si X tiene una distribución t de Student con n grados de libertad entonces X2  tiene 

una distribución F con (1,n) grados de libertad. 

7. Si Z tiene una distribución Cauchy, i.e., Z tiene una función de densidad 

fz(z).= ir(14- z2)• 

Probar que 22  tiene una distribución F con (1,1) grados de libertad. 

8. Probar que si X tiene una distribución t de Student con n grados de libertad, entonces 

la función de distribución de X es simétrica, 1.e., Fx(x) = 1 — Fx(—x). 



Distribuciones muestrales 	 110 

9. Probar que si X tiene una distribución t de Student con n grados de libertad. Probar 

que 

P {IXI <x} = 1 — 2(1 — P(x x}) 

10. Demostrar el teorema 4.7. 

Si X1, X2, 	, X,„ son variables aleatorias, definirnos las variables aleatorias alguien- 

tes: 

TYk= lk  E 	(k =1,2, ...,n). 
- 

S1= 1:-!--_, E (x, — Xi)2  (k = 2,3, ... , n). 
i=1 

Yln-11 =7,4:£ 	(k = 1, 2, ... , n — 1). i   

Sl_k = 	(X1 --Xn-k )2  (k = 1, 2, ... , n 1). 
irk+1 

X = 
i.1 

	

S = 	1(Xi X)2. 

	

82 = 	E (x, _y)2.  
n-1 i.1 

11. Si X1, 	variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas, cada 

una con una distribución normal estándar. 

(a) ¿Cuáles son las distribuciones de l'ffk y 57,-k? 

(b) ¿Cuál es la distribución de Y = 	(n k)X„..k? 

(c) ¿Cuál es la distribución de Y = z {xk +Yf-k}? 

	

12. Si X1, X2, 	, X?, son variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas, 

cada una con una distribución normal con parámetros p y a2. Calcular las distribu-

ciones de las siguientes variables aleatorias. 

(a) De 29-71/! para i = 1, 2, ... , n. 

(b) De TCk y Xn-k. 

(c) De S y S2. 
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(d) De 2 {371,  Xn-k} • 

(,)fk (k-1)sh(n7-41-1)sl_k. 

(f) De  :SIL  n -k 

(g) De (X — 12)/(S/A. 

13. Sean X1, X2, , X„ variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas 

con función de distribución F(.), y función de densidad f (.). La variable aleatoria 

M = [X(1) X(,,)} /2, 

la cual es el promedio entre la variable aleatoria más grande y la más pequeña, es 

llamada rango medio. Mostrar que su función de distribución es 

FM(m) = n 	(F(2m — x) — F(s))"-1  f(x)dx. 

14. Sean X1, X2, 	, 	variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas 

cada una con una distribución uniforme sobre el intervalo (0, 1). Encontrar: 

(a) La función de densidad de X0). 

(b) La función de densidad de 41. 

(c) La función de densidad conjunta de X0)  y .4,). 

(d) La función de densidad del rango de X3, X2, • • , Xn,  

(e) La función de densidad del rango medio de X1, X2, ..., 

(f) La función de densidad de de la mediana suponiendo que n es impar. 

(g) La función de densidad conjunta de X0), X(2), • • • , X(s). 

15. Sean X1, X2, , X,, variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas 

cada una con una distribución uniforme sobre el intervalo (a, b). Encontrar los incisos 

a), b),...,g) definidos en el problema anterior. 

16. Sean X1, X2, . X,, variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas 

con función de distribución F(.) y función de densidad f(.). Encontrar la función de 

densidad conjunta de X(;) y X0), para i, j = 1, 2, ...,n. 
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17. Sean X1, X2, ... X„ variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas 

cada una con una distribución uniforme sobre el intervalo (0, 1). Demostrar que para 

1 < k < n + 1 se tiene que 

P {X(k)— X(k _i) > t} = (1 — t)" si O < <1, 

donde X(0) E O y X(„.4.1) =t• 

18. Sean X1, X2, , X„ variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas 

con función de distribución 17(.), y función de densidad f(•). Si X es una variable 

aleatoria que es independiente de X, para i = 1,2, ... , n, que también tiene una 

función de distribución F(.) y función de densidad f(.). Determinar: 

(a) P {X > 	. 

(b) P {X > X(n)} . 

(c) P (4)  < X < X0) }, si 1 	< j n. 

19. Si X1, X2, X3, X4, X5  son variables aleatorias independientes idénticamente distribui-

das cada una con una distribución exponencial con parámetro A, calcular 

P {X(i) < a} y P {4,) 5.a} 

si a > 0. 

20. Si tres camiones se descomponen en puntos aleatorias distribuidos en un camino de 

longitud L, encontrar la probabilidad de que al menos dos camiones se encuentren a 

una distancia mayor que d, donde d < 

21. Si X1, X2, X3, X4, X5 son variables aleatorias independientes Idénticamente dis-

tribuidas cada una con una distribución uniforme sobre el intervalo (0,1), calcular la 

probabilidad de que la mediana de X1, X2, X3, X4, X5 se encuentre en el intervalo 

(O, t) o en el Intervalo (4,1). 



Capítulo 5 

Esperanza, Varianza y Momentos 

En este capítulo veremos algunas características numéricas de las variables aleato-

rias, como son la esperanza, la varianza, y más generalmente los momentos. Sabemos que 

una variable aleatoria está completamente determinada por su función de distribución, ya 

que si conocemos ésta, podemos determinar los valores que puede tomar esa variable aleato-

ria y sus probabilidades. Sin embargo, en un gran número de casos, necesitamos únicamente 

tener una idea general del comportamiento de una variable aleatoria. Por lo cual resulta 

de extrema importancia para la teoría de la probabilidad conocer la esperanza, la varianza 

y los momentos de una variable aleatoria, los cuales son características numéricas que nos 

ayudan a identificar más fácilmente la distribución de una cierta variable aleatoria. 

5.1 Esperanza 

Consideremos un juego de azar en el cual es posible obtener n resultados para los 

cuales conocemos que la probabilidad de obtener el primer resultado es pi, para el segundo 

es p2, para el i-ésimo p, y por último para el n-ésirno es p.. Al resultado de este juego 

le podemos asignar una variable aleatoria X, donde X = i si se obtiene el i-ésimo posible 

resultado, i = 1, , n. Como X es una variable aleatoria tenemos que 

¿Pi=1.  
i=1 

Supongamos que realizamos un número muy grande de juegos, y para cada uno de 

ellos alguien nos da i pesos si obtenemos el i-ésimo resultado. Es válido suponer que si nos 

pagan por obtener un cierto resultado, también soliciten un pago por realizar cada juego, 

113 
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de tal forma que al terminar de jugar, tanto el que paga, como el jugador desearían no 

haber perdido dinero (juego justo). De esta manera nos interesaría saber la cantidad exacta 

que tendría que pagar un jugador por tener derecho a realizar un juego. Por el concepto 

de probabilidad frecuentista sabemos que si jugamos un número muy grande de juegos la 

proporción aproximada de veces que se obtiene el i-ésimo resultado es ph  por lo que al final 

en promedio pagaremos 

2p2 	.= E ip,, 
i=1 

ésto es siempre que el número de experimentos realizados fue muy grande. Esta constante 

es la que comúnmente se le llama esperanza y se define de manera similar para cualquier 

variable aleatoria discreta, es decir: 

Definición 5.1 Sea X una variable aleatoria discreta que toma valores en x1,x2,... y sea 

fx(.) su función de densidad, si la serie 

o. 
P {X = x;} 

converge, entonces 

E PI = cÉ3  ;I' {X = x;} 
i=i 

se le llama esperanza de la variable aleatoria X . 

Ejemplo 5.1 Un juego muy popular de dados en los bares británicos, el cual es jugado por 

la casa lanzando 3 dados y en el cual un jugador puede apostar a cualquiera de los resultados 

del 1 al 6. Si uno de los tres dados muestra el valor apostado el jugador no pierde ni gana; 

si dos dados muestran el valor escogido el pago es de dos a uno; si los tres dados muestran 

su selección el pago es de tres a uno; por último si ninguno de los dados muestra la selección 

del jugador entonces el jugador pierde. Calcule la ganancia esperada si el jugador apuesta 

una unidad en este juego. 

Sea W la variable aleatoria que denota la ganancia del jugador, es claro que 

W puede tomar los valores —1,0,1,2 por lo cual 

E [Hl = E wP {W = w} 
w,p{tv=w}>o 
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donde únicamente falta calcular la función de distribución de W. Sean Xi,i = 1,2,3 

variables aleatorias que denotan el resultado del i-ésimo experimento. Si el jugador apuesta 

al resultado j-ésimo j = 1, 	, 6 entonces 

P {IV = —1} = P{Xi  j, x2 	x3 j} 
15\ 3 

P {W = O} = P (X3  = j, X9  ji  X3 j} 

P {Xi j, X2 = X3 j}+  

P {X I  j, X2 it X3 = i} 
3(s) (1)2 

P{W =1} = P{Xi= j,X2=1X391:7} 

P{Xi= j,X256 1X3=A+ 

P{Xi 1X2=1X3= 

3  (
6
)2  (1) 1  

P {IV = 2} = P{Xt = j, = X3 =./} 

= 
ya que todas las Xi son variables aleatorias independientes, por lo que el valor esperado de 

W sería 
E [IV I = 	E wP {W = 

tv:P{w=w}>o 
= —1P {W = —1} + OP {W = O} + 

1P {W = 1} + 2P {W = 2} 

4- 3  0)2  (1) 2  0)3  

= —1. 

Este resultado indica que a la larga el jugador pierde en este juego, por consiguiente este 

juego no es un juego justo y no conviene jugarlo. 

Ejemplo 5.2 Un contratista ha encontrado a través de la experiencia que la oferta mds boja 

para un trabajo (excluyendo su propia oferta) es una variable aleatoria que se distribuye 

uniformemente en el intervalo (1c, 2c), donde c es el costo estimado del contratista (sin 

ganancias o pérdidas) del trabajo. Si la ganancia es definida como cero si el contratista no 

obtiene el trabajo (su oferta es mayor que la oferta más baja) y como la diferencia entre su 

oferta y su costo estimado c si se obtiene el trabajo. ¿Qué podría ofrecer el (en términos de 

c) para maximizar su ganancia esperada? 
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Sol. 

Sea Gk la variable aleatoria que denota la ganancia esperada, considerando que el 

contratista siempre realiza una oferta k, donde k se encuentra en el intervalo (c,2c), ya que 

si k es menor que c el contratista siempre tendría 'rendida. Sea O la variable aleatoria que 

denota la oferta más baja, por consiguiente es claro que 

k—c sik<O 
Gk = 

0 	sik>0 

calculando la función de densidad tenernos 

pwk=x),...._  Ppl(kk 5> 001} six=0 

{ si x = k—c 

e.o.c. 	

, 

O  

de donde utilizando la definición anterior tenernos que 

Ei(4) 

= OP{k > O} 4- (k — c)P {k 5. 0} 

= (k c) f'Z' 2" 

= 41-1 (2e k) bc 

	

= 	c(3clz k2  — 2c2). 

Dado que E[GkJ es una función que depende de k únicamente si el valor de c es fijo,  podemos 

encontrar sus valores máximos (si es que los hay) derivando esta función con respecto a k, 

por lo que tenemos que si 

h(k) = Gk, 

tenemos que 

hi(k)= 
4  
—(3c — 2k), 
bc 

igualando con cero esta ecuación tenemos que 

k = 
3 

derivando nuevamente se puede comprobar que k = Ic es un máximo para esta función. 

Por lo que se le rtcomendarta al contratista que siempre obtuviera una ganancia igual a la 

mitad de sus costos. 
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Para las variables aleatorias absolutamente continuas resulta de forma natural, 

dada la generalización del concepto de suma por medio de la integral, definir la esperanza 

como sigue: 

Definición 5.2 Si f (x) es la función de densidad de una variable aleatoria absolutamente 

continua X y 

dx 
loo Ix~  

f(x) 
 

converge entonces la esperanza de X se denotará por E EX) y se define como 

E [X] = reco x f (x)dx 

Ejemplo 5.3 La vida en horas de una lámpara fluorescente es una variable aleatoria que 

tiene una función de densidad de probabilidad que depende de una constante positiva a dada 

por 

(x) = 
o2xe-ax si x > O 

	

O 	e,o.c. 

Calcular la duración esperada de tal lámpara. 

Sol.  

Dada la definición anterior tenemos que 

EIXI = f'`',:o xf(s)dx 

	

= 	fó x f (x)dx 
=fo02x2e-aidx, 

integrando por partes y haciendo u = a2x2 y dv = e-"dx tenemos que 

E [X1 = —2a2se"" 11 +2 fr axe-"dx 

= 2 r oxe- "dx, 

nuevamente si hacemos u = 2ax y dv = e-"dx entonces tenemos 

E Vi = —2axe-az 18° +2 fr e'dz 

=18°0 

 

Por consiguiente la duración esperada de una lámpara sera ?-; horas. 



Esperanza, varianza y momentos 	 118 

Ejemplo 5.4 Muestre que si X es una variable aleatoria Cauchy, es decir, X tiene una 

función de densidad 

.f(x)= n(1 +x2 )1  

entonces no tiene definida una esperanza. 

So/ 

En la definición de esperanza se dice que si 

f a°  ixi (x)dx 

no converge entonces tenemos que EPC1 no existe, por lo que tenemos que 

f°3  lxl  di feo 
zr(1 + x2) 

= 2 Jo 	
+ 	dr' 

y basta ver que 

	dx 
o ir(1 +x)2  

no existe. Ya que 
f 	x 

lo 7(1 x)2
dx lim 

h—000 fp 7r(1 4- x )- 
	,dx 

haciendo el cambio de variable x = tanu podemos tratar de resolver resolver esta integral, 

y de aquí podemos observar que este límite diverge, ésto es 

lima ,m  foh 	dx = -.1117b—.0  lo 
= — ihnh _.cet, 1Tf  , 

por lo que tenemos que E IX1 no existe. 

A continuación enunciaremos un teorema de gran utilidad para el cálculo de la 

esperanza de una variable aleatoria, la cual es conocida como la ley del estadístico in-

consciente, la cual nos ayuda a obtener la esperanza de cualquier función de una variable 

aleatoria sabiendo únicamente la función de distribución de la variable aleatoria. 

Teorema 5.1 (Ley del Estadístico Inconsciente) 

Si X es una variable aleatoria y g es una función real tal que E[g(X)I existe 

tenemos que: 

1. Si X es una variable aleatoria discreta con función de densidad fx, entonces 

E[g(x)i= E gcsvx(z). 
.:,(x)>0 

1 
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2. Si X es una variable aleatoria absolutamente continua con función de densidad fx , 

entonces 

E[g(X)1 = f:g(x)fx(x)dx. 

Este teorema puede generalizarse para cualquier variable aleatoria, pero esto no 

lo haremos ya que para ello se requieren herramientas de probabilidad avanzada. 

La demostración de la ley del estadístico inconsciente en el caso discreto es di-

recta, así que la haremos únicamente para el caso de variables absolutamente continuas. 

Esta demostración se basa principalmente en el siguiente lema que es válido para cualquier 

variable aleatoria con esperanza finita, el cual demostraremos únicamente para variables 

absolutamente continuas 

Lema 5.2 Para cualquier variable aleatoria Y con esperanza finita, se tiene 

CO 

E[Y1 = f P{Y > y}dy— J P{Y < —y}dy. 

Si Y tiene una función de densidad fy tenemos que 

Fy (y) = 	fy(u)du, 

por lo que tenemos que 

f~P{Y>y}dy=f
00

f fy(u)dudy, 

intercambiando el orden de integración se tiene que 

	

P {Y > Y} dY = 	fy(u)dudy 

frfj dy fy (u)du 

= fr uf y (u)du. 

De manera análoga tenernos que 

	

f:00. p { y < 	dy = 	f2„„ 	fy (u)dudy 

= PL„, " f y (u)dydu 

	

= 	fy (u) 	dydu 

	

= 	fy(u)(—u)du 

	

= 	— 	ufy (u)du. 
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De la definición de esperanza para una variable absolutamente continua se tiene que 

= f_%,,ufy(u)du 

▪ ufy(u)du 	ufy(u)du 

▪ fó P {Y > y} dy 	P {Y < —y} dy, 

lo que concluye con la demostración de este lema. 

Este lema es de gran importancia en la demostración del teorema 5.1, por lo que 

la demostración del teorema 5.1 es como sigue: 

Dem.(Ley del Estadístico inconsciente) 

Sea g(x) cualquier función de valor real, entonces, dado que g(X) es una variable 

aleatoria por el lema 5,2 se tiene que 

Elg(X)) = 	P {g(X) > x} dx — fo P {g(X) < —x} dx 

= fr f fx(11)41dx— 	f f X (Y)dYdl  
Y:9002 	 Y:9(Y)< - 

de aquí utilizando el teorema de Fubini tenemos que 

	

E[9(X)1 = 	f fx(v) .0(v)  dxdY — f fx(w) ro-"dxdY 

	

ir9ts0>x 	 14:9(Y)<1  

	

= 	f 	s(v)fx(v)dY + f P(I) f X (Y)dY 

	

Irg(V)>Z 	 11:9(11)<Z 

= r.:)0,9(Y)fx(Y)dY, 

por lo que el teorema queda demostrado. 

La ley del estadístico inconsciente (L.E.I.) nos ayuda a calcular de una manera 

muy sencilla esperanzas, que de otra forma serían muy difíciles de calcular, y es de gran 

ayuda para calcular otras características numéricas de las variables aleatorias, como son la 

varianza y los momentos. 

Ejemplo 5.5 Sea X una variable aleatoria continua con esperanza finita y función de 

densidad f , Mostrar que ElX — al es mínima cuando a es la mediana (la mediana de 

X cuando esta es continua es el valor a tal que P {X < a} = .5). 
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Tenemos que la función g(a) = E [IX - al] . Por la 	tenemos que 

g(a) = EUX - al] 

= 	f ,lx-ah f(x)dx 

= fr(x - a)f(x)dx 

- - a)f (x)dx 

fr.f(x)dx - a ir f(x)dx 

- f L'e°  x f (x)dr + a 	f(x)dx 

= frsf(x)dx— f.?coxf(x)dx 
-aP{X>a}4-aP{X <a} 

= 	f, x f(x)dx+f x f (z)dx + aF(a) 

-a(1 - F(a)) - 2 flsco  xf(x)dx 

E [X] - 2 f.?,,,xf(x)dx 

-a +2aF(a), 

de aquí, utilizando el teorema fundamental del cálculo y dado que E PI es una constante 

tenemos que 
g' (a) = -2af (a) -1 + 2af(a) + 2F(a) 

= 2F(a) - 1, 

igualando con cero tenemos que 

F(a) = .5, 

por lo que tenemos lo que queríamos mostrar 

Ejemplo 5.6 Sea Z una variable aleatoria con distribución normal estándar, y pana una a 

fija, sea 
{Z si Z > a 

e.o.c 

Mostrar que E [XI = 711,-e-2;" . 

.QL 

Por la L.E.I. tenemos que 

E[X] = 72-71 1.  f:g(u)e-21" du, 

donde 
u si u > a 

g(u)= 
O e.o.c. 

X = 
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por lo que 

E [X] = 1.7Ja ve- 

= 
_ 	e-91- 

711 	' 

por lo tanto 
1 

E EX
, 
 = —e- 2 . 

Fr 

5.2 Varianza 

La esperanza de una variable aleatoria es de gran utilidad, ya que nos da un prome-

dio de los posibles valores de nuestra variable, pero si nosotros queremos saber que tanto 

están dispersos los valores que se obtienen con ésta, nosotros no podemos contestar estas 

preguntas conociendo únicamente la esperanza de la variable, de esta forma desearíamos 

tener una medida de esta variabilidad, la cual mediremos con la varianza, ya que ésta nos 

da una idea de ésto. 

Definición 5.3 Si X es una variable aleatoria con media 	entonces la varianza de X 

está definida por 

Var (X) = E [(X — 11)21 . 

Claramente tenemos que la varianza es finita si y sólo sí 

i (x —ii)2fx(x)dx < co 

en el caso de tener una variable aleatoria absolutamente continua y 

E(x— p)2 fx(s) < co  

en el caso de una variable aleatoria discreta. 

La razón de medir la variabilidad de esta forma y no de otra, por ejemplo el de 

obtener la esperanza de la distancia entre X y su media, es que ésta última en ocasiones 

es muy difícil de calcular ya que interviene un valor absoluto y en ocasiones resulta dificil 

de calcular, por lo que comúnmente se opta por la definición de varianza que hemos dado, 

aunque en ocasiones también podemos utilizar a la esperanza de la distancia entre X y su 

media también como una medida de variabilidad de X. 
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Ejemplo 5.7 Sea X una variable aleatoria norma/ con parámetros p. y (72. Calcular la 

varianza y la esperanza de X. 

Recordemos que 

E[X] = rfoo rMx)dx 

= 	21;r;f xc (;.2)2  dx, 

haciendo x = ou + ir tenemos que u = 91  y dx = adu, por lo cual 

E [Xj = 	fZ,,,(cru µ)e-  du 

= *TI  f'„,,treqdu 

f_%,e-5du 

= /2. 

Por la L. E. 1. podemos ver que 

Var(X) = E [(X —12)21 

f.-elo(x l=)2.4(x)dx 

1*•59  dx, 

haciendo x = ou Ir tenemos que u = £7-711  y dx = odu, por lo que 

	

Var(X) = 	u2e4du, 
iT o0 

calculando esta integral por partes tenemos que 

Var(X) = á- — ue41  
2 00  2  4-17; 	du 

	

= 	.11%e-11 du 

Dado que en ocasiones el cálculo de la varianza de una variable aleatoria resulta 

muy complicado utilizando la definición anterior, debemos encontrar una manera más sen-

cilla de calcular la varianza de una variable aleatoria. Así que a continuación estudiaremos 

las propiedades más importantes de la esperanza, así como también las propiedades de la 

varianza. 
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Proposición 5.1 Si a y b son constantes, entonces 

E [aX 144 = a E [Al+ b. 

Dem. 

liaremos esta demostración únicamente en el caso en el que X sea una variable 

aleatoria absolutamente contínua. La demostración en el caso continuo es completamente 

análoga por lo cual la omitiremos. 

Por la L.E.I. tenemos que 

E [aX + 14 = f_°1(ax + b) f (x)dx 

.f-c°waxf(x)dx 

b f (x)dx 

= a Zo xf(x)dx 

+b 17.0. f (x)dx 

= aE(Xj+b 

De esta proposición se puede esperar que la esperanza sea un operador lineal. Lo 

cual lo demostraremos más adelante, para ello enunciaremos el siguiente teorema: 

Proposición 5.2 Si a E R, entonces E la} = a. 

Dem.  

Es claro que a es una variable aleatoria que toma el valor a con probabilidad 1, 

entonces su función de densidad esta definida corno sigue: 

1 si x = a 
fa(s) = 

0 e.o.c. 

de aquí tenemos que 

E(a) = Ex  xf.(x) 

= ah(a) 

= a 

Podemos establecer un enunciado análogo a la L.E.I., que dice que si X y Y son dos 

variables aleatorias absolutamente continuas que tienen una función de densidad conjunta 

fu(', ') y g(x,y) es una función de 1Z2  en R.,entonces 

E [g(X Y)J = fiz2  g(x, y) fxx (x, y)dxdy. 
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También si X y Y son variables aleatorias discretas con función de densidad conjunta 

fx,y(•, •) tenemos que 

E [IX Y)i = 	E 9(s, Y)fx,v (x,1/). 
z y 

De esta manera podemos enunciar la siguiente proposición: 

Proposición 6.3 Si X y Y son dos variables aleatorias absolutamente continuas con fun-

ción de densidad conjunta fx,r(•,•), entonces tenemos que 

	

E 	+ Yi = E (XI + E [Yi . 

Dem.  

EP( + 	f (z Ofx,v(x, y)dxdy 
R2  

= 	f sjx,y(x,y)clzdy 
R2 

f Yfx,y(sill)drdll 
722  

= E[Xj+E(YJ.  

De aquí por las proposiciones 5.1 y 5.3 tenemos que la esperanza es un operador 

lineal. Por esta propiedad de la esperanza podemos encontrar una manera más sencilla de 

calcular la varianza, por lo que enunciaremos la siguiente proposición: 

Proposición 5.4 Var(X) = E [X 2) — E2  (X). 

Den 

Var(X) = E [(X — 11)21 

= E [X2  — 2pX 

= E [X2) 

—2pE (X) + E [p2) 

= E [X21 2n2  + it2  

= E [X21 — p2  

= E [XI E2  [X] 

Ejemplo 6.8 Sea X una variable aleatoria gamma con parámetros (A, a). Calcular la es• 

peranza y la varianza de X. 
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Es claro que 

	

E 	= fó x " "Zr— I  dx 

= 	fr e")'zx`'dx, 

haciendo u = Az tenemos que du = Adx, por lo que 

	

E [X] = 	n)afr e-u (1)n  du 

	

= 	 e—uad. 
 	e-"itP4-1)-1du + )  

- 

	

- 	a • 

También tenemos que 

Var(X) = E [(X - 11)2] 

	

= 	Ínx 12)i1Z*-1  dr, 

la cual es una integral en extremo complicada, pero dado que 

Var(X) = E [X 21- E2  (X) 

necesitamos calcular únicamente la E [X2] pura obtener la Var(X), por lo cual 

E [X2] = fer x2 X' 	I  dx  

e-.1,rxe+ id;  

y haciendo u = )1x tenemos que du = Xdx, por lo que 

E [X 21 = 01511  fr eu (r+1  du 

	

= 	fox' cutia+idu 

= r(01)Álif!(:e+-92u)(°+2)-Idu iv:w   

por lo tanto 

Var(X) = (5112  - 
esto-n2  

= 

Es importante mencionar que la esperanza nos es de gran utilidad cuando queremos 

establecer la relación existente entre dos variables aleatorias, ya que si X y Y son variables 

aleatorias independientes, entonces podemos enunciar la siguiente proposición: 
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Proposición 5.5 Si X y Y son variables aleatorias independientes, entonces para cua-

lesquiera h y g funciones de T en 7? 

E [9(A)hOli = E [9(X )i E PIM] • 

Dem.  

Si suponemos que X y Y son dos variables aleatorias absolutamente continuas con 

función de densidad fx,y(•,•), entonces 

E fg(X)h(Y)] = .r..1.-°°.9(x)h(Y)fx,y(s, y)dsdy 

= 	9(s)h(Y) f x(s),IY (w)dxdy 

= .1:109(x)fx(x)dx Zo h(Y)fv(y)dy 

= 	E [9(X )J E [h(Y)) . 

Definición 5.4 Sean X y Y variables aleatorias independientes, entonces la covarianza 

entre X y Y se denotará por Cov(X, Y) y está definida como sigue 

Cov (X , Y ) = E [(X - E En (Y - E In) . 

Se puede ver de manera muy fácil que 

Cov(X, Y) = E (X Yi - E [X) E [Y) . 

Por esta igualdad y por la proposición 5.5 podemos enunciar el siguiente corolario: 

Corolario 5.3 Si X y Y son variables aleatorias independientes, entonces 

Cov(X, Y) = O. 

El recíproco no es cierto, ya que podemos dar un ejemplo sencillo o un poco más 

elaborada, en donde no se cumpla el recíproco. 

Ejemplo 5.9 Si X es una variable aleatoria beta con parámetros a y b. Calcular E[Xl. 

En particular si tenemos que a r= b=i y Y= 4X(1 - X). Calcular la covarianza entre X 

y Y. ¿Son X y Y independientes? 

.114, 



Esperanza, varianza y momentos 	 128 

Primeramente calculemos la E [Xn], por lo que tenemos que 

E [Xn] = 	JOl Xn2°10 — 

= 1-1175, 	snia-10 —r)b-Idx JO 

= 	5, B(n -I- a, b) 
_ 	rel+a)r(b)  

(a)1.(5) l'In+a+b) 
r(a+b)r(n4.0 
l'(a)1'(n-Faib) .  

Se puede demostrar que Y se distribuye beta con parámetros a = b = 	Por lo 

cual tenemos que 

Cov (X , Y) = E [X YI — E [X) E [Y] 

de aquí tenemos que basta calcular la esperanza de X y la esperanza de XY, por lo cual 

tenemos que 

Además tenemos que 
E[XY] = E[X(1X(1 — X))1 

= E [4X2  — 4X3] 

= 4E [X21 — 4E [X 31 . 

De aquí dado que 

E [X 2] — 
ron!)  
r(r(3)  

r(1)  
r( )r(3) 
3 

De manera similar tenemos que 

E [X9 — ro ) 
r()r(4) 

5 
Td. 

Por lo cual 
E [XII = 4E [X2 j — 4E [X3] 

- T 18 

= I. 

E[X] = rwr(?) 
rwr(2) 
¡ro.)  
r() 
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Por lo cual tenemos que 

Cov (.X , Y) = E [XY1 — E PI E [Y] 
r 11 
4 22 

= o. 

Además tenernos que X y Y no son variables aleatorias independientes ya que podemos ver 

que dado un valor de X, el valor de Y se encuentra completamente determinado. 

En general, se puede mostrar que si la Cov(X, Y) es positiva, entonces si X crece, 

Y también lo hará. En cambio si la Cov(X, Y) es negativa, entonces tenemos que sí X 

crece, Y tenderá a decrecer. 

La covarianza nos ayuda también a calcular varianzas de sumas de variables aleato- 

rias. 

Proposición 5.6 Si X y Y son variables aleatorias,entonces 

Var(X ± Y) = Var(X) Var(Y) ± 2 Cov(X, Y). 

Dem. 

Var(X ± Y) = Ef(X ± Y — E EX I Y1)21 

= E (X — E EX1 ± (Y — E EY1))21 

= ERX — E IXD2  

±2 (X — E In (Y — E (311) 

+(Y — E [Y1)21 

= E[(X — E [X1)21 

±2E j(X — E EX1) (Y — E [111)1 

+E [(Y — E [Y1)21 
= Var(X) Var(Y) ± 2 Cov(X, Y). 

Podemos demostrar en general que si X1, X2, ... Xn  son variables aleatorias, en- 

tonces 

Var(É Xi) = E Var(X) + 2 E cov(xi, x; ), 
f=1 	i=1 

De esta fórmula se puede ver que la varianza no es un operador lineal como lo es 

la esperanza, también se puede ver por el corolario 5.3 que si XI, X21 . • . 1  Xn  son variables 
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aleatorias independientes, entonces 

fi 

Var(E Xi) = E Var(Xi). 
i=i 	i=1 

Por último, podemos enunciar la siguiente proposición 

Proposición 5.7 Si X es una variable aleatoria y a, b E R, entonces 

Var(aX + b) = a2  Var(X). 

Peri.  

Si X es una variable aleatoria absolutamente continua, tenemos que 

Var(aX + b) = E [(aX + b)21 — E2  [aX + bj 

= E [a2X2  + 2abX + 62] 

— (a E [X) +6)2  

= 	a2  E [X 2] + 2abE (XI +62  

— (a2  E2  (X) + 2abE (X] + b2) 

= a2  (E [X21 — E2  [XI) 

= a2  Var(X). 

Ejemplo 5.10 Si X es una variable aleatoria con esperanza n y varianza 02  (a2  > O), 

entonces a la variable Z = ?bu se le conoce como la normalización de la variable aleatoria 

X. Probar que E (Z) = O y Var(Z) = 1. 

Dadas todas las propiedades anteriormente vistas de la esperanza y la varianza, 

tenemos que 
E 12] = E 11 

= E 

= E 	E [1] 
= lE[X1— 
= 	911 — 	(X] 
= O. 
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Además, tenemos que 

Var(Z) = Var 

Q

' 

 Var (X — 

= (E {(x — It)2] E2  (X — 

= 	‘7,17  Var (X) 
za.,1 

= 1, 

ya que E2  [X 	= O 

La siguiente proposición es una caracterización de las variables aleatorias que 

toman un solo valor real con probabilidad 1. A estas variables aleatorias también se les 

conoce como variables aleatorias degeneradas. 

Proposición 5.8 X es una variable aleatoria degenerada en a E T, 	P {X = a} = 1) 

si y sólo sí 

Var(X) = O. 

Qem,  

Supongamos que X es una variable aleatoria degenerada en a. Por lo que se puede 

ver fácilmente que 

E1X)= 

ya que X es una variable aleatoria discreta, de esta manera, tenemos que 

Var(X) = E [(X — a)2} 

Ez(x — a)2.fx(x) 
= o. 

dado que X toma únicamente el valor a. 

Ahora si la Var(X) = O, el problema es más complicado pena se resuelve de una 

manera muy sencilla utilizando teoría de la medida, por lo que aquí no lo demostraremos. 

Una medida más exacta del la relación existente entre X y Y la podemos obtener 

conociendo el coeficiente de correlación existente entre X y Y, el cual se define como sigue: 
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Definición 5.5 Si X y Y son variables aleatorias con varianzas positivas 4 y al respec-

tivamente, entonces denotaremos corno px,y al coeficiente de correlación entre X y Y, el 

cual se define corno 
Cov(X,Y) 

PX,V = axay 

El coeficiente de correlación nos da una medida del grado de relación lineal que 

existe entre X y Y, ya que podemos enunciar el siguiente teorema: 

Teorema 5.9 Para cada par de variables aleatorias X y Y para las cuales px,y exista 

tenemos que 

IPx,Y1 51, 

y además tenemos que 

Ipx,y1= 1 

si y sólo sí existen números reales a O y b tales que 

P(Y=aX+6}=1, 

también podernos ver que a > O si px,y = 1 y a < O si px,y = —1. 

Primero probemos que 

!Axil 5_ 1, 

para ello vemos que 

O < Var(1- + 11—; 

= Var(i-ex ) + Var(c*,-) 

+2 Cov(, .Y:) 

= 	Var(X) + <7.1 Var(Y) 

+2 (E [ 
	E [ x ] E [71-1) 

= 2+2o-, (E IX Y] — E (XI E VD 

= 2(1+ px,y) 

de aquí tenemos que 

PX,Y —1. 
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Por otro lado 
O < Var(13-.x  - 71:i7 ) 

= Var(c,2--,)+ Var(o1-) 
-2 Cov( 

= 2(1 - Px,Y), 

por lo cual también se tiene que 

Px,Y .1z 1, 

por lo que podemos concluir que 

iPx,YI 5_1. 

Para la segunda parte de esta demostración, primero supondremos que 

IPx,y1= 

si pxy = 1, tenemos que 
, 	, 

Vark—
X 
 - 

Y  
—I = u, 

ox 0.1,  
de aquí por la proposición 5.8 podemos ver que 

p fX_Y = k}  = 1  
111 x ay 

paro alguna k E R,' por lo cual 

P {Y = -Y-a  X - kay} = 1 
ox 

por lo que tenemos que a = asui > O, de manera análoga podemos ver que si pxx = -1, 

entonces 

P {Y = - -11a  X 4- kay}= 1, 
ax 

por lo cual tenernos que a = 

Si suponemos que existen números reales a O y b tales que 

P{Y =aX +6}=1, 

entonces tenemos que 

Var(Y) = a2  Var(X), 



Esperanza, Inri/alza y momentos 	 134 

de donde a x = 'al ay además tenemos que 

Cov(X , Y) = = E [X11 — E [X] E [YI 

	

= 	E PC (aX 1))) 

—E[X[E RaX + b)) 

= aE [X9 + bE[X] 

—a E2  [XI — bE [X] 
= a (E [X21 — E2  

= a Var(X), 

por lo cual tenemos que 

PX,Y = 
1 sia>0 

SI —1 sia<0 

Cuando px,y,  = O se dice que X y Y no están correlacionadas (que es distinto 

a decir que X y Y son independientes), si Ipx,y1 = 1, entonces se dice que X y Y están 

perfectamente correlacionadas. 

5.3 Momentos 

En el ejemplo 5.9 pudimos ver que fue de gran ayuda el conocer la esperanza de 

Xk. En esta sección veremos que esta esperanza es conocida con el nombre de momento de 

k — ésimo orden alrededor del origen. 

Definición 5.6 Si X es una variable aleatoria, entonces a E [(X — a)k] se le conoce como 

el k — ésimo momento de X alrededor de a. Además, si a = O tenemos E [Xk] que se 

le llama el k — ésimo momento alrededor del origen. También si a = E [X] , entonces 

E [(X — E [X])k ] se le conoce como el k ésimo momento central. A la E [IX — alk ] se le 

conoce por el k — ésimo momento absoluto de X de orden k alrededor de a. 

Es claro que el primer momento central es cero y el segundo momento la ya bien 

conocida por nosotros varianza. También podemos establecer una fácil relación entre los 

momentos centrales y los momentos alrededor del origen, ya que utilizando el hecho de que 

	

(a — b)" = 	(ri) 
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y que la esperanza es un operador lineal tenemos que para todo k e N 

E [(X — E EX»k } = E 	M(-1)1  X k  Ei  IX)] 

= E (7)(-1)¡Ei(x) E [XI' . 

Si denotamos por al k ¿sima momento alrededor del origen y como P (k)  al k — ¿sima 

momento central, entonces tenemos que 

P(k) = L (i)(-1)i  (P.1)i  11k-i 
i=0 
k-2 

= E (1)(-1)`(Pi)i llk-i 
i=0 
+k(-1)" ( 1.1)k-1 /11 

+(-1)k  ( 21)k  
k-2 

(t)(-1)'011Yrik-i i=0 
+(-1)k-1  (14 )k (k —1), 

por lo que tenemos que 

k-2 
P(k) = E (1)(-1)'04)ipk-; 

i=o 

de donde vemos que 

11(1) = 

+(-1)k-1  (111)k  (k — 1), 

O 

P(2) = P2 -PI
2  

P(3) = P3 - 3P2P1 + 214 

P(4) = P4 - 4P3P1 	6/104 3/11,  

Así, podemos ver por 5.1 que si los primeros k momentos alrededor del origen 

existen, entonces el k ésimo momento central también existe, por lo que a continuación 

enunciaremos un teorema que nos dice cuando los momentos alrededor del origen existen. 

Teorema 6.6 Si X es una variable aleatoria absolutamente continua, y Pk  existe (k E N, 

entonces tenemos que pi existe para j = 1,2, ... ,k — 1. 

121EL 

Ya que el k — ésirno momento existe tenemos que 

fk 1,1 fx(x)d,<°°) 

(5.1) 
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además podemos ver para todo n E .hf que 

	

f ixl" fx(x)dx = 	fx(x)dx 

fx(x)dx 

5. fizi<1  fx(x)dx 

fx(x)dx 

	

5. 	1  + 	ixr fx(x)dx, 

ya que 1 < j < k tenemos que 

y dado que 

fixl>1
1xli  fx(x)dx s 

xl>1 
 Ix1' fx(x)dx, 

f  

fx(x)dx 5- 1 + fixi511x1)  fx (x)dx 

5- 1 +J=1>, lxi k  fx(s)dx 

< co. 

5.4 Ejercicios 

1. Un hombre con un arco dispara a un blanco, si su flecha está a lo más 5 cm, del 

blanco, entonces recibe 10 puntos, si su flecha está entre 5 y 15 cm. del blanco, recibe 

3 puntos, en caso contrarío éste no recibe puntos. Encontrar el número esperado de 

puntos que obtendrá, si 

(a) Su disparos caen uniformemente distribuidos en un circulo de 30 cm. de radio 

alrededor del blanco, 

(b) La distancia tanto vertical como horizontal al blanco son variables aleatorias 

normales con ji = 0 y o-2  = 36. 

2. Una caja contiene 10 focos, de los cuales tres son defectuosos. Si se sacan focos aleato-

riamente y se prueban, hasta encontrar un foco defectuoso, encontrar la esperanza del 

número de focos que tenemos que probar, antes de encontrar un foco defectuoso. 

3. Sea Z una variable aleatoria discreta que toma los valores 0,1,2 y 3 y tiene una función 

de densidad dada por 

1 
f(0) = 1

4 f(2) = 
8
— , 

1 	1 
f(1) j(4) = 

2 	8 
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Determinar la media y la varianza de Z. 

4. Suponga que X es una variable aleatoria que tiene una función de densidad dada por 

f (x) - ( 
R&R' 1  si O < x < 1 

e.ox. 

donde R> O es una constante. Determine la esperanza y la varíanza de X. 

5. Una variable aleatoria X tiene una función de distribución dada por 

0 	si x <O 

FM= 	1 — (1— x)A 610 < x < i , 

1 	six>1 

donde A > O es una constante. Determine la esperanza y la varianza de X. 

6. Una compañia de seguros suscribe una póliza en la cual se establece que una cantidad 

de dinero A debe ser pagada si algún evento E ocurre dentro de un año, Si la compañia 

estima que E ocurrirá con una probabilidad p, ¿cuál podría ser la cuota que tenga 

que pagar el cliente, para que la compañia obtenga una ganancia esperada del 10 por 

ciento sobre A? 

7. La función de densidad de X esta dada por 

{a+bx si0<x<1 

Si EP() = 1, encontrar a, b, 

S. Un vendedor de periódicos compra los periódicos a NS2.00 y los vende a NS3.00. 

Sin embargo el no puede regresar los periódicos que no venda. Si la demanda de su 

periódico es una variable aleatoria binomial con n = 300, p = k aproximadamente, 

¿cuántos periódicos podría el comprar para maximizar su ganancia esperada? 

9. La función de densidad de una variable aleatoria X es 

ix(z) = 2ae• 

X se dice que tiene una distribución Laplace. Encontrar la esperanza y la varianza 

de X. 

!(x) 	
o e.o.c. 
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10. Determine la esperanza y la varianza de una variable aleatoria X con función de 

densidad dada por 

i si O < x < 1 

f (x) = 2 - x si 1 < x < 2 

O 	C.O.C. 

11. Sea X una variable aleatoria distribuida distribuida de acuerdo a una ley logaritmica 

normal, es decir tiene una función de densidad dada por 

	

1(x) = 	Aspe
-2,-1-7(logx-a)2 

si x > 

O 	 e.o.c. 

con (3 > O y a un cualquier número real. Encontrar la esperanza y la varianza de X. 

12. La magnitud en la velocidad de una molécula se puede modelar por medio de una 

variable aleatoria X cuya función de densidad está dada por 

p4I2  - 
fx(s)={ 	

4 .> o 
°  

O 	e.o.c. 

donde a es una constante positiva. Se dice que X tiene una distribución de Maxwell. 

Encontrar la velocidad promedio de la molécula, y la varianza de ésta. 

13. Sea X una variable aleatoria distribuida normal con 12 = O. Encontrar E [cos Xl . Use 

ésto para encontrar E [cos 11 donde Y se distribuye normal con media ji y varianza 

a2. 

14. Probar que si P {X < O} =1 entonces E [X) < 0. 

15. Probar que si P {X > O} = 1 entonces E [XI > O. 

16. Probar que si X y Y son dos variables aleatorias tales que P {X < Y} = 1 entonces 

E [XJ E [Y) . 

17. Probar que si a < b son dos números reales y P {a < X < b} = 1, entonces la esperanza 

de X existe y a < E [X1 < b, también probar que la varianza existe y Var [X) < 

18. La entropfa 11(X) de una variable aleatoria X se define, si es que f x (x) existe (fx(x) 

es la función de densidad de la variable aleatoria X) como 

11(X) = -E [log f x(X)1, 
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ésto es la esperanza del valor negativo del logaritmo de la función de densidad evaluada 

en X (en algunos contextos se acostumbra tornar logaritmo base 2 en la definición de 

entropía). Encontrar la entropía de las siguientes variables: 

(a) Si P {X = O} = p; P {X = 1} = 1 — p. 

(b) Si P{X =a}=p;P{X=b}=1 — p. 

(c) Si X tiene una distribución uniforme discreta. 

(d) Si X tiene tina distribución normal. 

(e) Si X tiene una distribución exponencial. 

(f) Si 

E [X] = I {1— Fx (x)} dx — 11:3  (x). 
00 

Dar una explicación intuitiva acerca de esta igualdad. 

20. Si X tiene una distribución normal con parámetros II y a2. Mostrar que E [X] = 

y Ver X = 02. Si ti = O encontrar una fórmula para el k — ésimo momento alrededor 

del origen. A partir de aquí encontrar el k ésimo momento si X tiene parámetros 
1.5  y az.  

21. Si X tiene una distribución gamma con parámetros a y a. Encontrar una fórmula 

para el k — ésimo momento alrededor del origen y una expresión para la varianza de 

X. 

22. Si X se distribuye beta con parámetros a y b. ¿Para qué valores de n está definido 

el n — ésimo momento de X? Para esa n dar una expresión para éste y encontrar la 

varianza de X. 

23, Sea X una variable aleatoria distribuida uniformemente en el intervalo (0,1). Uti-

lizando la ley del estadístico inconsciente, calcule E [X"] y después verifique el resul-

tado utilizando la definición de esperonza. 

24. Una variable aleatoria X se distribuye uniformemente sobre el intervalo (0, b). Encon-

trar E 11X — al, donde E [X]= a. 

19. Mostrar que 
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25. Sea X una variable aleatoria con función de densidad dada por 

   

si x > O 

e.o.c. 
f(x) = 	Z;71:;5171.  

0 

donde a, k > 0. Mostrar que E [IX la) < co para a < k. 

26. Sea X una variable aleatoria con función de densidad dada por 

c 

(1 + x2  )'n '  

donde m?lyc= l'(m)/11..(1/2)r(rn — 1/2)) . Mostrar que E [X21 existe si y sólo 

si 2r < 2m — 1. ¿Cuál es E [X 2r]si 2r < 2m — 1? 

27. La distribución Pareto coa parámetros a y /3 (a, /3 > O) es definida por una función 

de densidad dada por 
pQa  

f(s) = =del si x >  

O 	C.O.C. 

Mostrar que el momento de orden n existe si y sólo sí n < fi. Sea fi > 2. Encontrar 

la media y la varianza de esta distribución. 

28. Para una variable aleatoria X con función de densidad dada por 

lx 	Si O < 	< 1 2 
1 81 1 < < 2 

.f(s)rj { 2  
4(3 — x) 	si 2 < x < 3 

O e.o.c. 

mostrar todos sus momentos existen. Encontrar la media y la varianza de X. 

29. Para una variable aleatoria X Poisson con función de densidad dada por 

f(x) = P {X =x} 

{e-AI si x=0,1,... 

O 	e.o.c. 

Mostrar que E PC1 = A, E [X 2] = 1+ A2, E [X3] = A + 3Á2  + A3. 

30. Para cada una de las siguientes funciones de densidad, encontrar E [X] , E [Y], 4, 

f(x) — 
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{ e" ' - 1.1 	> O 
(a) .f(x,Y)= 

O 	e.o.c. 

0<x<y<c>o 
(b) f (r, y) = { 2e- x-11  

O 	C.O.O. 

6-x-y  
8 0<x<2;2<y<4 

(c) f (x, y) = { 
O 	e.o.c. 

4xy O <x,y<1 
(d) f(x, y) = 

O 	e.o.c. 

i(x2  — y9)cx O < x < oodyl < x 
(e) f (x, y) = { 

O 	e.o.c. 

4x(1 —y) O <x,y < 1 
(f) .f(x, Y) = O 	e.o.c. 

x+y O <x,y<1 
(g) f (x, y) = 

O 	e.o.c. 

3x 0<y<x<1 
(h) f (x, Y) = 

O e.o.c. 

2 0<x<y<1 
(i) f(x, 14 = 
	0 

e.o.c. 

31. Si X1, X2, ... , X8 son variables aleatorias con E (X i) = 3, 4, = 5,nxoci  = 2  (i i). 

Entonces para Y = Er-i Xt, encontrar E(X), 4, cryx, 

32. Sea U = 	1  (44 V = 	/Vi. Encontrar prjv en términos de oi, Pj y  crij 

(1 < i,j < n). Use ésto para encontrar 

(a) U = X1  + X2, V = X1  — X2, 

(b) U, V como en 32a pero a? =4, a12  = O, 

(c) U = + X3, = X2 4-  X31 

(d) U, V como en 32c pero a? = sy = a3, ai2 = a23 = a13 = O, 

(e) U = 	Xi, V = 	Xi(k 5. 1n < n) 

crii =O, 	= c7 2(j = 1,2, ...,n), 
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(f) U = nal a2X2, V = b1X1 b2X2;  elija /4 ,b2  tales que puv = O. 

33. Sean X y Y variables aleatorias independientes con esperanza y varianza finita. 

Mostrar que para U = XY y V = X/ Y, 

4=44 +iLlal 
2 2 	2 a2 2 	ax 

2 
tix r  si E ( 

cv  — 	
1,21 	o, E II' 01 • 

+4)1 

34. Análogamente al ejercicio 18, la entropía para un vector aleatoria (X1, 	Xr,), 

si es que existe su función de densidad conjunta f (si, x2,. ,xn), se define por 

li(Xi, X2, 	, Xn) = —E [log f (111, X21• • • IXn)] • 

Mostrar que si X1, X2, , Xn  son variables aleatorias mutuamente independientes, 

entonces 

H(XI, X2, 	Xn) = mx,), 
i=i 

ésto es que la entropía de variables aleatorias independientes es la suma de sus respec-

tivas entropias. 



Capítulo 6 

Distribuciones multivariadas 

particulares 

6.1 Distribución normal multivariada 

Esta distribución es de gran utilidad cuando tenemos muchas variables aleato-

rias normales las cuales no son independientes. Es claro que cuando éstas son independi-

entes, su función de densidad conjunta es tan solo el producto de sus funciones de densidad 

marginales, lo que no sucede cuando no son independientes. Para poder estudiar esta dis-

tribución conviene que el lector tenga un conocimiento básico de la teoría de matrices, ya 

que la utilizaremos para dar una definición adecuada de la distribución normal multivariada. 

Para lo cual enunciaremos la siguiente definición: 

Definición 0.1 Las n variables aleatorias X1, X2,..., X,, se dice que tienen una dis-

tribución normal multivariada si existen n variables aleatorias independientes Z1, Z2 

Z,, cada una con una distribución normal estándar, n constantes pi, P2, • • • I itn 
	una 

matriz A = (c41) no-singular de n x n, tales que 

/ 

X2 

\ Xn  

011  

021 

• c431  \ 

ai2  

a22 

an2 	• • • 

01n 

a2n 

ann  

/ 

Z2 

\ zr, ) 

í Pi 

\ i„, 
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Esta último ecuación matricial la podernos escribir como sigue: 

/ Z1 \ 

Z2 
donde X = 

aro. an2 • • • ano 	\ Itn / 	Zn 

De aquí tenemos que X se obtiene de Z aplicando una transformación de 1-¿!' en 

IV' tal que 

x = G(z) 

= Az+µ, 

la cual es una transformación uno a uno ya que A es una matriz no-singular, por lo cual 

existe una transformación inversa 

G- (x) = A-1 (x. - 

= Z, 

la cual también es una transformación uno a uno de 12.n en R.". Es fácil ver que la función 

de densidad conjunta de Z es 

Izt(ze)= (27)1 e- l'ts• 

Si A-1 = (6,1), se puede ver fácilmente que ft- = ki para i, j = 1, 2, ... , n, por lo 

que el jacobiano de la transformación inversa es J = IA-11. Por consiguiente recordando el 

corolario 3.9 tenemos: 

fxt (xt) = fz,(zt)11/1-111 
= 1 

	

(27 	
e_ ¡ate IIA-111 

151. 

	

1 	e - t(x-p)'(A-I)tA-1(x-P)1144-111. 
— (27r).  

Ahora si C = AAt se tiene que 

x2 

~ Xn /  

, A = 

X = AZ 4- Ir, 

/ al 	ni2 • • • al„ 

a22 .•. 02„ 

/ Pi \ 

,µ= 
	l'2 

y Z = 
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y además tenemos que 

= I(Av)-1 

= 

1A-112  , 

de donde 

por lo que tenemos que 

C-1l e-i(x-14)*C-1(x-µ) 
1 

(2/09 

la cual es la función de densidad conjunta de una distribución normal multivariada. 

A continuación estudiaremos las matrices C ya que ésta establece las relaciones 

	

de dependencia entre las variables aleatorias X1, X2, 	, Xn. Para ésto primeramente 

enunciaremos el siguiente lema: 

Lesna 8.1 La matriz C-1  es una matriz simétrica y definida positiva. 

12tm 

Esta es simétrica ya que 

(C-1)t  = ((ilAt )-1)t  

= ((AAt)t)-1  

= 	(Al  /1)-1  

= C-1, 

y también es definida positiva ya que para todo vector x U, x E /V se tiene que 

xtC-'x = xt(AAt)-lx 

xr(Ar)-' A-r x  

= xt(Altit-l x  

= (A-14(A-1x) 

> O, 

puesto que A-1  es no-singular. 

; 



Distribuciones multivuriadas particulares 	 146 

Definición 6.2 Si U = (Uii) es una matriz de variables aleatorias entonces E [U] denotará 

la matriz de esperanzas (E(Uii)). También si 0(x) = (gii(x)) es una matriz de funciones 

definidas sobre algún intervalo [a, b), entonces la integral fab  C(x)dx denotará la matriz de 

integrales (fab  gii(x)dx). Por último dxt denotará a dxids2. • • dxn. 

De estas definiciones, se puede ver fácilmente que E [X) = 	i.e., E [X = pi para 

i = 1, 2, ..., n. Sea Co que denota la matriz de covarianzas de X, i.e., 

Co = (Cov(Xi, X i)) 

= (E [(X 14)(X - PM) 

= (E[XiXj1- 

la cual es una matriz de números reales. Podemos ver también que 

Co = E [(X - 11)(X - µ)ti 

De aqui tenemos que 

Co = E [(X - µ)(X - µ)`} 

= 	_ µ)(x - µ)tfxt(xt)dx` 

= NAC 
(270 I 

	
" • f_.(x  — 11)(x — µ)te-1(x-P)t c- (x-p)dx,. 

Ahora consideraremos la transformación 

x=Az+µ, 

para la cual se tiene que su jacobiano es 

11=11A11 = ICJ.  
ya que es una transformación lineal, tenemos que 

por lo cual 

Co  (2, y r-co • • f.%, JCIAz (Azy e- i(AzYC-I fiadzt 

—  

A zi-b. 	„ .fcocozzie- ¡ata &ti At 
r 	fr. • • • frac AzztAte-  fi`A` (AY' A -1  Az dzt 1C-IIICI 

1 



Distribuciones znultituriadas particulares 	 147 

se tiene además que 

C.3 	I C'D  zzte-htzdz' 
(27 )5 Lo 	-c•D 

es la matriz de covarianzas de las variables aleatorias Z1 , Z2 , .. . , Z„, i.e., C1  = (Cov(zi, zi)), 

se tiene que ésta es la matriz identidad ya que Cov(Zi, 	= O puesto que Zi es indepen- 

diente de Z, si i # j y Cov(zi, si) = 1 dado que 

1 
Cov(Zi, 	= --r 	z2e-h2clz 

(27) 2 ." CO 

= 1, 

de aquí tenemos: 

Co = A zzt 

(2705 	03 .rpO 

= AIAt  

= AAt  

= C. 

De este resultado podemos enunciar el siguiente teorema. 

Teorema 6.2 Si X1, X2,..., X„ tienen una distribución normal multivariada, entonces su 

función de densidad conjunta está dada por 

fici(xt)_ VIC-1( 	
)ic_i( 

e 	µ 	x-µ 

donde iz= E[X] y C es la matriz de covarianzas de X1 , X2,..., 

Hasta aquí obtuvimos la función de densidad correspondiente a una distribución 

normal multivariada. Es importante observar que en la mayoría de los libros de texto la 

definición de la distribución normal multivariada es enunciada casi corno el teorema 6.2 

solo que
(2 0 
	es definida únicamente como una constante K positiva, la matiz C-1  es 

7  
considerada corno una matriz A definida positiva y it como un vector de números reales. 

A continuación enunciaremos un teorema que determina completamente a la función de 

densidad conjunta de una distribución normal multivariada , y el cual es el recíproco del 

teorema 6.2: 

(27)1  
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Teorema 6.3 Si Xt = (X 1, X2, . , X,1) es un vector de variables aleatorias con una 

función de densidad conjunta dada por: 

fx' 	= Ke- 	y mx-„),  

donde pt es un vector de constantes, K > O una constante y A es una matriz simétrica 

definida positiva, entonces Xt tiene una distribución normal multivariada. 

.12m 
Recordando la teon'a de matrices se tiene que si A es una matriz simétrica definida 

positiva entonces existe una matriz Al de n x n tal que Ai 	= A. Sea 

y = Ai (x 

una transformación de TU en *R." la cual se puede ver fácilmente que es uno a uno y que 

x = (Al)-ly 

es su transformación inversa. Sean 1,1, n,... , Y„ definidas como 

Y = (11312,—,Yn) 

= Ai(X —p). 

De aquí tenemos que 

X = (Air Y +p, 

donde (Ai)-1  es una matriz no singular y z es un vector de números reales, por lo que 

recordando la definición 6.1 para mostrar que X tiene una distribución normal multivariada 

únicamente necesitamos demostrar que Yj, Y2, , Y„ son variables aleatorias independientes 

cada una con una distribución normal estándar. Para lo cual calcularemos la función de 

densidad conjunta de Y como sigue: 

a

K  [(A5)-1yrARATyl 

41.1  

K -ir' 	 (Airy 
NA 

K -fyt(AIVAiAb(43)-zy 

= 7ffire  
K _lyty  

• 
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Aprovechando el hecho que fys es una función de densidad conjunta tenernos que: 

" 	fe° r ciytydy,  1. 	e° ... fp° cfrYdyt, 
0/T J_.'''J-. 	(2119 

J
-CO 	03 

717  por lo cual es claro que K = 
(27r)-2 

de aquí tenemos que Y1, 12, 	, Y„ son variables aleatorias 

independientes cada una con una distribución normal estándar, lo que establece el teorema. 

A continuación enunciaremos varios teoremas relacionados con la distribución nor-

mal multivariada los cuales no demostraremos y que son de gran relevancia en la estadística 

matemática (ver [14 el cual dedica un capítulo completo para dar un pequeño resumen 

sobre la teoría de matrices y también un capítulo completo a la distribución normal multi-

variada). 

Teorema 6.9 Si las variables aleatorias X1 i  X2, • • • Xn  tienen una distribución normal 

multivariada, entonces cualquier subconjunto de ellas también tiene una distribución normal 

rnultivariada. 

Teorema 6.5 (Teorema de Cochran) Si Xt = (XI , X2, ... X„) son rt variables aleato-

rias independientes, cada una con una distribución normal estándar, si 

Q (Xt ) Q 2 (Xt ) • • • e C 2 k (Xt ) 

son k formas cuadráticas definidas sobre rtn tales que 

Xt  X = E Q •(xt ) 
j.1 

para toda xt E 12.", y r1  r2  ... rk = ri donde r1  = rango [Q i(xt)], entonces 

Ql (Xt )1 Q2 (X% • • • Ch(Xt ) 

son k variables aleatorias, y Q j(xt) tiene una distribución x2  con r1  Indos de libertad. 

Este teorema es de suma importante para la estadística, en la parte conocida como 

análisis de varianzs. 

En las aplicaciones es muy importante hacer énfasis en el caso de la distribución 

normal bivariada y trivariada que a continuación definiremos, ya que éstas son usadas en una 

gran cantidad de aplicaciones. Una de sus más viejas aplicaciones está en el control del fuego 
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de artillería, ya que el cálculo aproximado (en uno artillería terrestre) de las desviaciones 

de un blanco en un plano se pueden modelar con una distribución normal bivariada, de 

manera análoga la distribución normal trivariada es útil para los blancos aéreos. 

La distribución normal bivariada la podemos definir como sigue: 

Definición 6.3 Si XI , X2  tienen una función de densidad conjunta dada como sigue: 

-2p (11;lia) (-12=a) 

;77 exP [-277:7 {( ol  12  
(uifia)2}1 r

izju 	
(6.1) 

Donde E 	= pi, Var(Xi) = a?, 	1,2) y la correlación entre X1  y X2 es 

p, entonces se dice que X1  y X2 tienen una distribución normal bivariada. 

fX1,X2 (sir S2) = 27j1.7 exP [ 71- 2 	i_ p, (X1 2  - 2PX1X2 X2 2)] • 

Si tenemos que en la distribución normal bivariada al  = a2  y p = O entonces ésta 

es llamada una función de densidad circular normal, si a l  a2  y p = O entonces es común 

que se le llame densidad elíptica normal. 

De una manera similar se puede definir la distribución normal trivariada, la cual 

es también una distribución normal multivariada y para la cual únicamente definiremos la 

distribución normal trivariada o trinormal estandarizada. 

Definición 6.4 Si X1, X2 y X3  tienen una función de densidad conjunta dada como sigue: 

3 3 
ÍJCI.X2,X3 (XI, 121 13) = 

(21r) 4
r exp 	E E Afixixi  

Donde A = l-p23 2  - p13 2  - pi2 2+203143P:2, Asi = 1:7-£11-1, A22= 1-13 2 $ A33 = 1 23 9  

Al2  = A21  = "221-21/ , A13 = A31 = "Pl,"9", A23 = A32 = /1221:221  , entonces se dice 

que Xi , X2 y X3  tienen una distribución estandarizada normal trivariada o binar/no/. 

Se puede probar fácilmente que la distribución normal bivariada es también una 

distribución normal multivariada lo que significa que cumple con la definición . 

La distribución normal bivariada también es llamada la distribución Gaussiana, 

distribución Laplace-Gauss o distribución Bravais. 

En muchos casos es suficiente estudiar la distribución estandarizada obtenida 

cuando ni = p2  = 0; (Ti = Cf2  = 1 la cual tiene una función de densidad conjunta como 

sigue: 
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De modo semejante a la distribución bivariada, tenemos que si en la distribución 

trivariada todas las p son cero y todas las a son iguales entonces a la distribución normal 

trivariada se le suele llamar distribución normal esférica; si todas las p son cero pero no 

todas las a son iguales entonces la distribución trivariada se le suele llamar distribución 

normal elipsoidal. 

La distribución normal multivariada se emplea comúnmente como una aproxi-

mación a distribuciones conjuntas para las cuales sus distribuciones marginales no se dis-

tribuyen exactamente normales, también es muy usada en la estructura teórica para la 

construcción de pruebas estadísticas y procedimientos de estimación. 

La distribución normal multivariada ha sido estudiada de una manera más extensa 

que otros distribuciones multivariadas, en particular la distribución normal bivariada fue 

estudiada a principios del siglo XIX y de forma más extensa en el último cuarto de ese siglo 

por Schols y Galton, los cuales introdujeron la idea de correlación y regresión e impulsaron 

el conocimiento de las posibles formas de la distribución multivariada, más tarde Pearson 

aplicó la distribución normal bivariada en el estudio de datos biomédicos siendo él mismo el 

que realizó los primeros cálculos para los valores de probabilidad en la distribución normal 

bivariada. 

A continuación estudiaremos otra distribución multivariada, en este caso discreta, 

que es de gran importancia por tener una amplia variedad de aplicaciones, la cual es la 

distribución multinomial. 

6.2 Distribución multinomial 

Esta distribución la cual es una generalización de la variable aleatoria binomial, 

puede ser definida como sigue: 

Definición 6.5 Considerase una serie de n pruebas independientes en las cuales solamente 

uno de los eventos El , E2,..., Ek  sucede y en los cuales la probabilidad de que suceda A 
es pi (i = 1, 2, ..., k) paro cada prueba, entonces la distribución conjunta de las variables 

aleatorias X1, X2,..., Xk que representan el número de ocurrencias de los eventos El , 

E2, 	, Es en n pruebas, se le llama distribución multinomial con parámetros ni Ni P2, • • • 

Pn. 
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k 	 k 

Es importante hacer notar que E pi = 1 y E x;  = n lo cual surge de manera 

natural de la definición. A continuación calcularemos la función de densidad conjunta de 

una distribución multinomial con parámetros n, pi, P2' . • • Po. 

Teorema 6.6 Si X1, X2 ,..., XI, tienen una distribución multinomial con parámetros n, 

ri, r2,..., N entonces su función de densidad conjunta esta dada' como sigue 

LVI,X2,...,Xk (XI' X2'  • • . 	
n! 

Xk) = 	

k 

O .1=1 
	Si XI'  X2) • • • xk E iV y E xi = n 

e. o. c. 
	 i=i 

k 

Dem.  

Para justificar este teorema tenemos que calcular 

fx,,x2 	xk (xitx2,.. • ,sk) = P {XI= ri, X2 = X2)... Xk = rk} 

esto significa que queremos que en las n pruebas, exactamente x1  de éstas se obtenga el 

evento E1, x 2  de éstas se obtenga el evento E2,..., x k  de éstas se obtenga el evento Ek , 

donde E.1 1 X = n. De aquí podemos ver fácilmente que la probabilidad de que en las n 

pruebas exactamente, las primeras x l  de éstas se obtenga el evento El , las siguientes x 2  

de éstas se obtenga el evento E2,..., y las últimas A de éstas se obtenga el evento Ek , 

donde E1=i  Xj = n es 	pi 71, ya que las n pruebas son independientes. Por éste último 

hecho también es claro que la probabilidad de cualquier ordenamiento de ellas que resulten 

en que exactamente x1  de éstas se obtenga el evento .E1 , x2  de éstas se obtenga el evento 

E2 , 	,xk de éstas se obtenga el evento Ek, donde 	= n, es 11i,1=1 pi 1i, por lo 

cual recordando la teoría combinatoria tenemos que el número de ordenamientos de estas n 

'En algunos libros de texto cuando se define a la distribución multinomial, en cada prueba ee consideran 
k + 1 eventos distintos con probabilidad ri fi = 1.2, ... , k + 1), y se expresa ala función de densidad en 
términos únicamente de k variables aleatorias como sigue: 

= 
k+I 	 5,1 

Xi, (XI, Z2, • • . Xlc) 

	

, 	ni 	9÷ir 	x,,x2,...,xk E Ny 	x., = n 

e.o.c. 

Donde x1,41  = n — E jk., x, y pk+1  = 1— Ekj., rj están completamente determinadas por las primeras k 

	

variables aleatorias ya que XII+1= n — 	Xj. 
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pruebas es 	por lo tanto tenernos que 
n „,t 

k 
 -5-i 

.., 

{ 	

k 
n! n 	- si xi,.,,..., x, G.N. y E  x, = n 

L'll,x2. ....... (lb X2, • • • 1 SO = 	)=I I 	 .1.=--i 
o 	 C.O.C. 

Por lo que se establece el teorema. 

Note que si X1 y X2 tienen una distribución multinomial con parámetros n, Pi, P2 

entonces cada una de ellas tiene una distribución binomial con parámetros (n,P1)  y (1',p2) 

respectivamente donde pi +p2 = 1. 

Ejemplo 6.1 Supongase que un dado es lanzado 10 veces. Calcular la probabilidad de que 

en los resultados del dado se obtengan: 

1. Exactamente una vez 1, dos veces 2, tres veces 3, tres veces cuatro y una vez 6. 

2, Exactamente cuatro veces 3 y dos veces 6. 

3.9d. 

En la primera parte la probabilidad de obtener ese evento es exactamente 

P {Xi = 1, = 2, Xe = 3, «kg = 3, X5 = O, X6 =1} , 

donde X1, X2, . . . X6 tienen una distribución multinomial con parámetros n = 

10,p1 = pe = = pe = por lo que 

P {X1  = 1, = 2, X3  = 3, X4  = 3, X6 = O, X6 = 1} 

=NEW x6(6)2 (6)3 (6)3 (6)a  I 
= .00083352 . 

Para la segunda parte podemos definir una nueva distribución multinomial X3, 

X6, U donde X3 es el número de veces que salo 3, Xe es el número de veces que se sale 6 y 

U es el número de veces que no sale ni 3 ni 2, por lo que: 

10! 	(1 4  (1 \ 2  (4 \ 4  
P {X3 = 4i  Ñe = 2, U = 4} 

4!2!4! 	k-6) V6./ 
= 0.0133363, 
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ya que la probabilidad de que en un laxamiento no salga ni el 4 ni el 2 es 1. 

Es fácil demostrar que la distribución conjunta de cualquier subconjunto Xai Xav 

..., X., tiene también una distribución multinoinial (con una variable X54.1 = n — E Xai ). 

De hecho se tiene que su función de densidad conjunta está dada como sigue: 

f x., ......... ' 
ri! 

x.i  

x*j v." 	11 11 Paf • • ' Zas) = 	 (i — 	Pa') 

	

5 	 8 

	

(

n — E 	
) 

! 	x01!i=i 

si ra„ x„,, 	xa. EJV y E 	<n. 
i=i 

Esta distribución es empleada en diversos campos del análisis estadístico. También 

es usada en las mismas circunstancias que la distribución bitiomial cuando hay más de dos 

posibles resultados en un experimento. 

Ejemplo 6.2 Un importante campo de aplicación para la distribución multinomial es en 

la teoría cinética de la física clásica, en particular en la estadística termodinámica de 

"Maxwell-Boltzmann". Supongase que se desea determinar el estado de equilibrio de un 

sistema físico, compuesto por un número muy grande de N partículas de la misma natu-

raleza las cuales ocupan k celdas cn un espacio sincronizado, ésto es que a cada partícula 

le es asignada una celda en un espacio de seis dimensiones (tres para la posición y tres 

para la velocidad). Las celdas se forman por una fina subdivisión del espacio, cada asig-

nación de las N partículas entre las n celdas constituye un microestado. Un macroestado, 

es descrito como la n-éada (xi,x2,... ,xn) cuya j-ésima componente xi es el número de 

partículas en el j-ésimo microestado. El estado de equilibrio del sistema de partículas se 

define como el macroestado (xi,x2,... ,xn) con la mayar probabilidad de ocurrencia, de 

aquí que para resolver este problema es necesario encontrar la distribución de las variables 

aleatorias X1, X2, • • • , X,,, donde X5  describe el número de partículas que se encuentran en 

el j-ésimo microestado. Es fácil ver que X1, X2, ••• , Xn  tiene una distribución multivariada 

con parámetros N, pi, p2,..., pa  donde pi es la probabilidad de que una partícula esté en 

un microestado. 

La distribución multinomial también puede ser aplicada cuando se tienen datos 

obtenidos en una muestra aleatoria que pueden ser acomodados en un número finito de 

grupos, pero en la práctica la distribución multinomial tiene muchos problemas para poder 
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ser aplicada en la distribución de poblaciones dado que existen problemas con respecto al 

cálculo numérico, de aquí que se hayan desarrollado diversas aproximaciones para calcular 

ésta (de hecho ruchas de estas aproximaciones hacen uso de distribuciones continuas). 

Otra situación en la cual puede ser aplicada la distribución multinomial es en el cálculo de 

tablas de contingencia cuando en éstas se representan la incidencia conjunta de dos, tres o 

k factores. 

6.3 Ejercicios 

1. Probar que si X = Xi, X2, , Xn  tienen una distribución normal multivariada, 

entonces E [XI = p, el cual se vio en la definición 6.1. 

2. Probar que si Z1, 22, 	, Zn  son variables aleatorias independientes identicamente 

cada una con una distribución normal estándar, entonces Cov(Za, Z;) = 1 si i = 1, 

2, ... , n. 

3. Probar que si X = (X2, X2, 	Xn ) tiene una distribución normal multivariada y D 

es una matriz no-singular de n x n, entonces el vector de variables aleatorias U = DX 

tiene también una distribución normal multivariada. 

4. Probar que si X1, X2, , X. tienen una distribución normal multivariada y {ki, k2, 
k,,} es una permutación de los enteros {1,2, ... ,n} entonces Xki  XA2 , 

también tiene una distribución normal multivariada. 

5. Probar que si X1, X2, ..., Xn  tienen una distribución normal multivariada y ch c2, 

et, son constantes no todas cero, entonces la variable aleatoria 

W = cdC1 c2X2 + • • • + enXni 

tiene una distribución normal. 

6. Probar que si X1, X2, ..., Xn  tienen una distribución normal multivariada con vector 

de esperanzas µ y matriz de covarianzas C entonces X1, X2,..., X, son independien-

tes si y sólo si C es una matriz diagonal. 
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7. Los artículos que produce una máquina se pueden clasificar de cuatro distintos tipos 

A, B, C y D. Se sabe que estos artículos se producen en las siguientes proporciones: 

Tipo A Tipo 13 Tipo C Tipo D 

0.3 	0.4 	0.2 	0.1 

¿Cuál es la probabilidad de que haya exactamente un artículo de cada tipo en una 

muestra de cuatro artículos seleccionados al azar de un lote producido por la máquina? 

B. Un vendedor ambulante vende cepillos de tres tamaños, a los que llama grande, extra-

grande y gigante. Estima que al entrevistar a una persona las probabilidades son: 

0.9 de no vender, 0.3 de vender un cepillo grande y 0.1 de vender un cepillo gigante. 

Encuentre la probabilidad de que en cuatro entrevistas venda i) cero cepillos, ii) cuatro 

cepillos grandes, iii) por lo menos un cepillo de cada clase. 

9. Se lanza nueve veces un dado legal. ¿Cuál es el número más probable de veces en las 

que aparecerá i) un 6, fi) un número par? 



Capítulo 7 

Distribuciones condicionales 

En el capítulo 1 definimos el concepto de probabilidad condicional, en este capítulo 

utilizaremos esa definición para definir las distribuciones condicionales que son basicamente 

una extensión de ese concepto, además encontraremos la relación de las distribuciones condi-

cionales con el concepto de independencia. 

Primeramente daremos estas definiciones para dos variables aleatorias y después 

extenderemos este concepto para k variables aleatorias. 

Ya que existen algunas dificultades, que veremos más adelante, para definir estos 

conceptos cuando tenemos variables aleatorias absolutamente continuas, primero daremos 

estas definiciones en el caso de variables aleatorias discretas, ya que surge de manera más 

natural que en el caso en que tenemos variables aleatorias absolutamente continuas. 

7.1 Funciones de densidad y distribución condicionales para 

variables aleatorias discretas 

Definición 7.1 Sean X y Y variables aleatorias discretas con una función de densidad 

conjunta fx,y(•,•). La función de densidad discreta de Y dado que X = x, es denotada por 

fyix(• 1 X), y se define como 

   

si fx(x) > O 

si f x (x) = 0 
fyix(v I = o 

lx z) 

Podemos ver que la variable aleatoria Y dado que X = x cuando fx(x) = O no 

puede tomar ningún valor, por lo que a la función de densidad la definiremos como cero 

157 
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ya que el evento {X = x, Y = y} tiene probabilidad cero, puesto que para que suceda este 

evento X debe tomar el valor de x lo cual sucede con probabilidad cero dado que f x (x) = 0. 

Es claro que si X y Y son variables aleatorias discretas las cuales toman proba-

bilidades positivas únicamente en los valores xi, x2, ... y yi , y2, ... respectivamente (i.e., 

f x (x,) > O y fy (y, ) > O para i = 1, 2, ...) entonces 

Ixtzi) 
P(x=x,,Y =la)  

P{x=x} 

= 	P {Y = yil X = xi} para i, j = 1, 2, ... 

Teorema 7.1 Si X y Y son variables discretas entonces fyi x (• 1 x) es una función de 

densidad cuando x es un valor fijo y fx(x) > 0. 

Den 

Es claro que fyix(•1x) es una función mayor o igual que O ya que fx,v(•, .) O 

y fx(x)> 0. Illta probar que 

E 	fyix(yi x) = 1, 

por lo que 

E 	fYIX(Yi I S) = 	
E 	fx,r(zo)  

, 	„ 	lx( x) 
viElz:fx,r(x,v,)>o 	 viER:fx,r(z,vo>u 

= 7,7175 	E 	fx,y(x.y.i) 
weR:fx,yfr,vm 

= L,kzfx(x) 

= 1, 

por lo que se establece el teorema. 

Definición 7.2 Si X y Y son variables aleatorias discretas con función de densidad con-

junta fx,y(y), la función de distribución condicional de Y dado que X = x denotada por 

Fylx(• 1x) se define como 

Fyix(Ylx) =
{P{Y 5y1X =x} si fx(x)>0 

O 	 si .fx(x) = ° • 

Es claro que 

Fyix(y x) = P {Y 5 yi X =x} 

= 	E 	Ivix(Yi I x) 

fyix(ki 1 x,) — 

= 
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Ejemplo 7.1 A tiene dos centavos y B tiene U71 centavo. Ellos acuerdan jugar volados 

hasta que alguno de los dos no le queden centavos. Encontrar la función de densidad de la 

duración del juego si A gana. 

5.9L 

Primeramente encontraremos la densidad de la duración del juego. Si X denota 

el número de tiros que dura el juego entonces 

P{X =1} = P{Ganei1} 
1 = 

P {X = 2} = P {Gane B} P {Gane 13} 
1 

= 

P {X = 3} = P {Gane B} P {Gane A} P {Gane A} 

= 

P{X=n} = 1 
2n •  

Por lo cual 

x (x) = 
si x=1,2,... 

• 
O e.o.c. 

Ahora la función de densidad de X dado que A gana es 

fx)n 49~(x) = P = A gana} 

P {X = s, A  gana}  
P {A gana} 

Para calcular P {A gana} tenemos 

P {A gana} = 

i.1 
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= 2 [± 
1 — -4 

2 
= 

Y 

{ P {X = x, A gana} = 	2' 
si x= 1,3,5,... -I- 

 
O e.o.c. 

Por lo que 

{ , 	-4T  si x= 1,3,5,... 
fx1,1 gana(X) = 	2 	 • 

O 	e.o.c. 

En ocasiones si se tienen la función de densidad condicional de Y dado que X = x y la 

función de densidad marginal de X y deseamos calcular la función de densidad marginal 

de Y, podemos recordar la fórmula de probabilidad total con la cual podemos obtener el 

siguiente resultado: 

Corolario 7.2 Si X y Y son variables aleatorias discretas y se tiene que fy,x (• 1 x) es la 

función de densidad conjunta de Y dado que X =x y f x(.) entonces la función de densidad 

marginal de Y se puede calcular como 

fy(y) = 	fyix(y I xi)fx(xi). 
zi:/x(r,)>o 

Dem, 

Sea R(X) = rango(X) i.e., 

R(X) = {x E R : 3u) E 12 t. q. X(w) = x} 

= 	{Xli S2t • • .} 

= {Lo E 1-2 : Mui) = xi), 

la cual es una partición del espacio muestra' 11 de X, la cual cumple las siguientes propiedades: 

(a) C) Ai = SI, 

(b)  

Es claro que 

fx(xi) = P {Ad, 
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Y 

fvix(Y 1 xi) = P {Y = Y 1 Ai} 

por lo que recordando la fórmula de la probabilidad total tenemos que: 

fy(y) = p {y = y} 

	

E 	P {Y = y 1 P {A;} 

	

E 	fyi xty 1 rivx(x,), 
,:fx(r.)>0 

por lo que el teorema queda establecido. 

Ejemplo 7.2 Sea XI  el número que obtenemos al lanzar un dado. Entonces XI  monedas 

son lanzadas y el número de soles es denotado por X2. Encontrur la función de densidad 

marginal de X2 .  

QL 

Utilizando la fórmula de probabilidad total tenemos que 

tx,(.2) = 	E 	.tiv,ix)(x2 xofx, (si). 
(zi)>0 

Es fácil calcular fx,ixi  (x21 xi) por lo cual 

0 1 2 3 4 5 6  
3 3 0 0 0 0 0 
1 1 1  0 0 0 0 

	

I

1 1 	1 0 0 0 

-14 " 	
0 0 

4 31 

También tenemos que X tiene una distribución uniforme discreta que puede tomar 

los valores 1,2,...,6 y que X2  puede tomar únicamente los valores de 0, 1, ...6, de aquí 

tenemos que 

6 
fx, (o) = 	tx,1 Je, (0 i 	(i) 

i=i 
(1 1 1 1 1 1\ 
I -1. 4 + /3 4-  WF Z + 14) 

1 63 

21 
128' 

\ X2 

2 
3 
4 
5 
6 
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6 

LY2(1) = 	fx,pc, ohm 

G (2 + 2 + 8 + 4 + 32 + 32) = 
1 15 

= 68 
 

16' 

Ix2(2) = 	fx,Ixm i)fx,(i) 
i=2 
1 /1 3 3 5 15\ 

= 4- 1-d +-674)  
1 99 
6 64 
33 

= 128' 

fx2(3) = 	fX21,11(3  I i)fX1(i) 
i=3 

6(
1 	1 	5 	5 1 

8 +71+1E +169 
18 
68 

fX2(4 ) = 	fX21)Ci(4  I i)fX1(i) 
i=4 
1/1 5 15\ 

= 61rd + 32 4- a) 
1 29 

= 664 
29 
384' 

fX9(5) = 	fX21,X1(5  I i)f)C1(i) 
i=5 
1/1 	3 1 

= -6115 +1) 



Y 	(Iki • • • Xkj I licj+i • • • Xi.n) 
fXki,.•.,Xkj141+3 	

_ 

1. 

y esta definida por 

141+1 , 	
2194.1.....X/9, 
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14 
6 32 

48, 

fx3(6) = fx2ix1(6 1 6)fx,(6)  

= 11' 

msi x, = o 

158 1  Si X2 = 1 

128 

6 

33 6i X2 = 2 

1 á X2 = 3 

61 X2 = 4 

61 X2 = 5 

si x2 z-- 6 

\ 

O 	e.o.c. 

Es fácil extender el concepto de distribución condicional para cuando tenemos más 

Definición 7.3 Sean X1, X2, , Xn  variables aleatorias discretas con función de densidad 

conjunta fx,,...,x„(•,...,.) y sean 

	

H = {ki , k2, 	ki} y He {kif kifa, 	kti } , j n — 1 

subconjuntos no 
vacíos de los enteros {1,2, 

... ,n}. La función 
de densidad conjunta de 

Xk, Xk2,...,Xkj dado que 

= 	= xki",. • .,Xh„ = 

se denota como sigue 

	

f Xhi 	
(1 • . • 1 • Xki+i • • . 

Por lo cual tenemos que: 

fx,(x2)= 384 
 

384 

de dos variables, para ello enunciaremos la siguiente defunción: 



PP =Pkt  + Pk2  4- • • • +pki, 
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si fx,,,...,x,,„(4„.„ ...,xk„) > 0, y como 

	

f Xh,....,X91Xki 4 11•••IXk.(Xkli " ' Xki I Xki+1' 	k„ .0 

si fx,i+1,„,„y,.(xki,.„...,xk„)= 0, donde 

fxk j+,,—,xk„(xk2+2,•..,xk.) 

es la función de densidad conjunta de 

Ejemplo 7.3 Si X1 ,..., Xr  tienen una distribución conjunta multinomial con parámetros 

n, pi, P2, . • . pr , es claro que Xi depende de alguna manera del resultado que se obtenga 

en Xj si i j ya que E 	= n, por lo que es interesante calcular la función de densidad 
j=i 

condicional la cual es 

fXk,,...,Xki lXki.",...,X4.(411. • • , rki  I Xk j+i  + • • . 	Xkr  = 8), 

donde s =O, 1, 	, n. 

2L 
Para poder encontrar esta probabilidad definamos, una nueva variables aleatoria 

U, la cual está dada por 

U = 	.. • + Xkr 

se puede ver fácilmente que Xkil  41  • • • • X191  U tienen una distribución multinomial con 

parámetros n, 	Pk2t • • • pk j , pa  donde 

Pa = 	+Pkj4.3 	. • • 4-  pk,,, 

de aquí podemos escribir la probabilidad que deseamos de la siguiente manera: 

fX0,,,...,Xki lU(Xkl • • • ',Ski  1 u = 8) 
p{x,, 	,,,,,,,,,,,,,,,,,, 

mu.81 
Sólo queda por calcular P {U = s} . Sea 

W = Xki 	.. • + Xki  • 

es fácil ver que U y W tienen también una distribución multinomial con parámetros n, pa, pfi 

donde 
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por lo que 

Por lo cual 

P {U = s} = P {II = s,117  = n — s} 

pa  S P13  n--5 

para s = 0,1, ...,n. 

(Xki ,  • • • iXki I Xk,,1 -4-  • • • + Xk. = s) 
.k  

P X i=x1,,,.X0,2=x,,, 	V k 	,11=8 

 

..„_, 
.19:11 

	

PS"-' 	21,,1 

	

cuando xk, E 	
E xi =n—sys= 0,1,2, ... ,n. 
t=i 

De esta forma la función de densidad conjunta de la probabilidad condicional de 

Xk 3 ,Xk2,...,Xki 

4+1 =  Ikj+IiXki+2= X19+9, • • • Xk, = 

ko ...,Xki I Xki+, 	=b) 

si Xki  E N, 

E = n 
t=i 
y s 	0,1,2,...,n 

e.o.c. 

dado que 

está dada como sigue 

donde po = pk, 	+ . • . + Pkj 

7.2 Funciones de densidad y distribución condicionales para 

variables aleatorias absolutamente continuas. 

Cuando tenemos variables que no son discretas, la manera en la cual se definen 

las distribuciones condicionales, tiene algunos problemas puesto que si se tiene una variable 
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aleatoria X que no es discreta entonces existe x E '1Z. el cual puede ser tomado por la variable 

aleatoria tal que P {X = x} = O, de tal forma que la distribución condicional de Y dado 

que X = x no puede ser definida con el concepto de probabilidad condicional dado en el 

capítulo 1, puesto que utilizando esa definición tenemos que : 

P {X = x, 1' 5 y} 
P {Y 5 y 1 X = x} — 	p {x x}  

= O5. 

Ya que el evento {Y < y} dado que ha sucedido el evento {X = x} claramente tiene una 

probilidad positiva tenemos que buscar una definición alternativa cuando X es una variable 

aleatoria que no es discreta. Definiremos este concepto únicamete cuando tenernos una 

variable aleatoria absolutamente continua. 

Definición 7.4 Sean X, Y variables aleatorias absolutamente continuas entonces la prob-

abilidad condicional de X E A dado que Y = y se define como: 

, 	P {X E A, y < Y 5 y -I- e} 
p {X E A1Y = Y} =!11V) 	p {y <Y < y + e} 

si P {y < Y < y + e} > 0 para todo e > 0 y como 

P {X E Al Y = y} = O 

si P {y < Y 5 y + e} = O para a/guna e > 0. 

Esta definición a primera vista podría parecer conveniente cuando Y no es discreta 

ni absolutamente continua, pero no es así, dado que este límite podría no existir para valores 

de y E n que puede tomar la variable Y (ver Parzen [91). 

Cuando tenemos variables aleatorias absolutamente continuas la definición de la 

función de distribución de X dado que Y = y se puede dar como sigue: 

Definición 7.5 Sean X, Y variables aleatorias absolutamente continuas entonces la función 

de distribución condiciona/ de X dado que Y = y se define como 

Fx y(x 1 y)=P{X 5.xIY =y} 

P{X 5x,y<Y 5y+e} 
= :111 P {y <Y < y +e} 
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si P {y < Y < y + > 0 para todo e > O y 

F.v¡y(x y) = O 

si P{y< Y 5. y + e} = 0 algún c > 0. 

Esta última definición resulta poco útil puesto que está expresada en términos 

de un límite que a primera vista es desconocido por nosotros, para evitar esta dificultad 

enunciaremos el siguiente teorema: 

Teorema 7.3 Si X, Y son variables aleatorias absolutamente continuas con funciones de 

distribución conjunta y marginales derivablcs entonces la función de distribución conjunta 

de X dado que Y = y está dada como: 

1X,Y (r•Y)di 

	

fr(Y) 	si fy(y) > 
F.VIY IV) 

O 	 Si fy (y) = O 

Dem,  

Es claro que 

17.111Y(x 	= lim 
P {.2( x, y <Y 5_ y + e}  

P {y < Y 5. y + c} 

por lo que tenemos que 

• 1- PIX <x,y<Y <14+c) 
FXIY I 	H = 	m J-1 ,P{v<r 5y+ (} 

urn i {Fx.r(r,v+e)- Fx,y(t,y)} 

!i.ro{rY(YM —  (Y)} 
erXv(..v) 

E IX YO,Y)41  

= 	" 11:01) 	Si fy(y) > 0. 

Donde Fx,y(., .) y fx,y(•,.) es la función de distribución y de densidad conjunta 

de X y Y respectivamente, Fy0 es la función de distribución de Y y fy (•) es la función 

de densidad de Y. 

A partir de este teorema podemos calcular fácilmente la función de densidad de 

X dado que Y = y, por lo cual enunciaremos el siguiente corolario: 

<-40 	VV(11 M — FP(V)} 
Unl i { FX Y(2 1144)— FX,YfroV)} 



Distribuciones condicionales 	 168 

Corolario 7.4 Si X y Y son dos variables absolutamente continuas, entonces la función 

de densidad de X dado que Y = y está dada corno sigue 

{
fx'"x'Y)  si .1.Y(Y) > O 

	

Lviv(s i y) = 	fr((v) 	 • 
O 	si J'Y (Y) = o 

Del último corolario tenemos que 

P{XeAfY= Y} = A  livw 
	 (7.1) 

cuando fy (y) > O, por lo que la función de densidad condicional de X dado que Y = y está 

definida de una manera consistente cuando se fija el valor de y y fy(y) > O. Considerando 

este resultado podemos enunciar el siguiente teorema: 

Teorema 7.5 Si X y Y son dos variables absolutamente continuas, con función de densi-

dad conjunta continua en todo R. entonces la función de densidad conjunta de X y Y está 

dada corno sigue: 

fx,y(x, y) = fxiy(x I Y)fY(Y). 

Dem. 

Esto se desprende inmediatamente del corolario 7.4 si fy(y) > O, si fy(y) = O 

tenemos que demostrar entonces que fx,y(x, y) = O. Por consiguiente podemos observar 

que 

	

MY) = 	f xy(z,Y)dx = o, 

y dado que fx,y(x,y) > O para todo (x,y) E /Z2  tenemos que fx,y(x,y) = O para toda 

x E R. dado que jx,y es una función continua'. 

Ejemplo 7.4 Supongase que el número de accidentes de un automovilista durante un ario 

es una variable aleatoria Y teniendo una distribución Poisson con parámetro A, donde A de-

pende del automovilista. Si tomamos un automovilista aleatoriamente de alguna población, 

podemos dejar que A varíe y defina una nueva variable aleatoria absolutamente continua 

X la cual tiene una función de densidad fx. Encontrar la función de densidad marginal 

de Y dado que X es una variable aleatoria gamma con parámetros (o, fi). A partir de aquí 

encontrar la función de densidad conjunta de X dado que Y = y. 

'Si fx,y no fuera continua, enloces puede ser que existan x E 72. tales que fx,y(x,y) > 0, pero en este 
caso el conjunto de tales x's seria muy pequeño, en otras palabras este conjunto tiene medida de Lebesgue 
cero. 
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Sol. 

La densidad condicional de Y dado que X = A, es una densidad Poisson con 

parámetro A y está dada como: 

Mic-a 
fY1X(Y I A) = 	

—Fi— Para Y = 0,1, .. , 
• 

° 	e.o.c. 

De aquí despejando la función de densidad conjunta fx,y(•,•) de 

KA, 
fy¡x(li 1 A) = 

f, 
f 

tenemos que 

{ lx(A).11e4  para y = 0,1, ... 

	

fx y (A 1 11) = 	vl 
O 	C.O.C. 

Donde fx(A) es la función de densidad de una variable aleatoria puntita con parámetros o 

y A = (3, por lo que se tiene que: 

pa > ),0  

	

fx(A)= 	
no) 	para A > O 

O 	e.o.c. 

Y 

fx,v (A, 11) = 
Oe.o.c. 

( 	la 
ap 
 r 	y 	para y = 0,1, ... y A > O 

De aquí tenemos que 

f: 
fina-le-U) Ave-A 

r(a) 	yl dA  
fia  

y! pr a(a) Jo  

• Yir  (a) 	+  

La función de densidad conYju• lrn(ata)d(e13X+  diad)a+ovqsul Y  eY="s: ' l  ys"e 'Puede calcular fácilmente 

ya que tenemos la función de densidad conjunta de X y Y y también la función de densidad 

fr = 
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marginal de Y, por lo que tenemos que 

.f,viv(A 1 	= fxhiyA}v)  
xn-1,-Xf3 

CCM • 

= 	'1*"..1e->(''
z

+' )(t341)"" si A>Oyy= 0, 1, . . . 
vm0 00.  

Ejemplo 7.5 La función de densidad conjunta de X y Y es dada por 

{ n'O.")  si x>0 yy>0 

Encontrar la distribución condicional de X dado que Y = y. 

Encontrar la distribución condicional de Y dado que X = x. 

S .91 
Para resolver ambos incisos se necesita primeramente obtener las distribuciones 

marginales de X y Y, las cuales se dan a continuación 

fx(x) =»dy 
e_. 

	

= 	si > 

	

fy(y) = 	xe-x(v+i). o 

=si 
> 0. 

 

De esta manera para el primer inciso se tiene 

tyly(x I Y) = fxí;',(7,r)  

= (y+ 1)2xe-'(y4.1)  si x > 0 y y > 0, 

y para el segundo tenemos 

fyix(Y I 	= ixixix7 )  
= 

= xe-n si x > O y > O. 

El teorema que enunciaremos a continuación es de gran utilidad y es análogo a 

un teorema enunciado en la sección dedicada a las distribuciones condicionales de variables 

aleatorias discretas: 

fx,v(x, Y) = 
o e. 	o. c. 
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Teorema 7.6 Si X y Y son variables aleatorias absolutamente continuas y se tiene que 

fyix  (.1x) es la función de densidad de Y dado que X = x y fx(.) es la función de densidad 

margina/ de X entonces se tiene que la función de densidad marginal de Y sc puede calcular 

como 

hm = 	fy,x(y 1 s)fx(x)dx. 	 (7.2) 

Pan. 

Primeramente tenemos que 

lv (Y) = I fx,y(x,Y)dx, 

y por otro lado tenemos que 

{fx,v(aw)  
frix(y1x)= 	Ix(z) 	si fx(x)> O 

o 	si fx(x)=0 

podernos ver también que si fx(x) = O entonces tenemos que 

fx (x) = I 
oo 

 Ix,y(x,y)dy --= 
00 

de donde tenemos que si fx(x)= O entonces 

p
o 

j_co Ix,y(x,y)dy = O 

para todo yo E R. A partir de esto tenernos que para todo ya E 72. se cumple que 

(7.4) 

	

P {Y 5. Yo} = 	(y)dy 

	

= 	fx,y(x, Odxdy 

= .173-00 f2%, fx,Y(x,Y)dydx 

	

= 	1 	f-!°,..fx,v(x,y)dydz por 7.4 
{vfx(r)>0} 

	

= 	f 	PI frix (Y I x)fx (x)dlidx por 7.3 
{x:fx(*)>0} 

= f f. v. Inx(Y1x)Ix(x)dsdy 

= fv...1.,rfoofy,x(y1 x)fx (x)dydx, 

por lo tanto tenemos que 

fY(y) =II-1x(?) I x)fx(x)dx. 
-00 

(7.3) 
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Se puede dar un resultado más general al anterior teorema y el cual únicamente 

enunciaremos: 

Teorema 7.7 Si X y Y son variables aleatorias absolutamente continuas entonces 

	

1' {X E A,Y = y} = f frix(y 1 x)fx(x)dx. 	 (7,5) 
A 

Ejemplo 7.6 Considere el decaimiento de una partícula de un cierto tipo en una cámara de 

nubes. Asuma que la variable aleatoria X es el tiempo en el cual decae la partícula, obedece 

a una distribución exponencial con parámetro O. Sin embargo se tiene que el parámetro O 

depende del tipo de partícula tomada. Considere que si en la cámara de nubes es tomada 

aleatoriamente una partícula, entonces el parámetro O obedece a una distribución gamma 

con parámetros (a,.\). Encontrar la función de densidad marginal de X. 

Es claro que se tiene lo siguiente: 

A°01 e-le  
fe(0)= 	r(a)  	si o > O, 

y 

ixis(x 1 0) OC" si x > O y 0 > 0. 

Por consiguiente tenemos, si x > O 

fx(x) = o .fxle(z 0)/0(0)0 

ao Aaeace(a+z) 

.10 	r(a) 
	dO 

1'3  Pe-11+')dO. 
r(a) 

Si hacemos u = O(\ x) entonces da = (A + x)(10, por lo cual 

1.00 

fX(X) 	r(a)(A smi  lo  u°e-"du 

Aar(0 +1) 
r(a)(A x)°+1  

.4_)0+1 si x > O. 
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La extensión de la definición de distribuciones condicionales cuando se tienen n 

variables aleatorias es directa pero demasiado tediosa, por lo cual se enunciará el siguiente 

teorema, cuya demostración se dejará como ejercicio: 

Teorema 7.8 Sean X1 , X2, , Xn  variables aleatorias absolutamente continuas con fun- 

ción de densidad conjunta fx, 	 n(•,... ,.) y sean 

	

= 	k2,... , ki) 

	

y IP = 	 ,M,} j < n 1 

subconjuntos no vacíos de los enteros {1,2, ..., n). La función de densidad conjunta de 

Xki ,Xk2 ,...,Xk, dado que 

Xki,, = i+I = X ki", 	Xk, = 5kn , 

se denota como sigue 

IXk ,...,XkilX ki 	,...,Xk„ (.1 • • • , • 1 X 	xk„ ), 

y está definida por 

(rki • • • ,xki  I 	• .. xk”) 

	

lx, 	I e•••,Xn) 
= 	hki+a 	(2.19+1  ,•••likr,) 

si fx,,,+,,•••,4„ (xi.j+1, • • • , xk„) > 0, y 

fXk i  1•••,Xki  iXkj I  t•••,Xk,, (Ski t • • • Xkj 1 Xkj., , • • . Xk,$ ) = O 

(7.6) 

si 
= 0, 

donde fx,, j+1,...,x,(xki+„...,xki es la función de densidad conjunta de Xki,„ 

Podemos también enunciar el siguiente teorema el cual no demostraremos: 

Teorema 7.9 Si X1, • • • , Xn y  Xn+1 son variables aleatorias absolutamente continuas y se 

tiene que f 	• "i" 1 x,,44 ) es la función de densidad conjunta de X1, 	X„ 

dado que Xn+1 xn+i y  fx.i-i(') es la función de densidad marginal de X,31.1 entonces la 

función de densidad conjunta de X11  X2, 	XT , se puede calcular como 

f X1,•••,xn (xi, • • • ,xn) 

= Zoo 	 • • • ,xn I SVX,14-1(X)dS• 
(7.7) 
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Ejemplo 7.7 Sea W una variable aleatoria gamma con parámetros (a, A) y supongase que 

dando la condición de que W = w, las variables aleatorias 111, 	, X„ son n variables 

aleatorias independientes identicamente distribuidas cada una con una distribución exponen-

cial con parámetro w. Demostrar que la distribución condicional de W dado que X1  = xi , 

X2 = X2, 	Xn  = x,, tiene una distribución gamma con parámetros (a + n, ñ + E xi). 

So 

Dado que cuando condicionamos que W = w las variables X1, X2,. • . , Xr, son n 

variables aleatorias independientes identicamente distribuidas con una distribución expo-

nencial con parámetro w, se tiene que 

{

1x1,...,x0v(x1, • • • , xn 1 w) = 

w :; 
wne 

0 

si xi > O 

i = 1,2,...,n 

e.o.c. 

También podemos obtener la función de densidad conjunta de fx,,„,,x„,w(•,..., .) ya que 

• • 	xn, w) = fx,,...,x„Ilv(wi, • • , wn 1 w)fw(w), 

de aquí tenemos 

h1,X2,-,Xn,W(Xl, • • • Xn, W) 
w E z;  ton, 

r(a) 

Aatija+n-le-w(+Eli 2i) si z¡ > O, w > 0 

11a) 	i=1,2,...,n • 

También se tiene que 

, , 	sn) 	 • • xn I IU) 

fX)..../XT (11 / • • • I Xn) 

Por lo que necesitamos conocer fx,,..„x„(•,... ,.), por lo que utilizando el último 

teorema tenemos que 

fx,....x.(xl, • • ,x.) = r fx,,..,xnlw (xi,...,x„ I wWw(w)dto 
o 

•.. 	
fla. xawa 4-n- l e-tu(),+Er., ti) 

dw 
ría) 

= 	1 loe°  tlla+n-le-tV("ni 7i)dW si xj > 0. 



Distribuciones condicionales 	 175 

Haciendo u = w (A + 	si ) tenemos de = (A + - xi ) dio de aquí tenernos 

fx1,x2,....x.(x 1, • • • xn) = 	  
r(o) (A + - rrn  

A" r(0 n) 

r(o) (A + Er=r xi)
a
" 

Finalmente vernos que 

1 X1 y • • • r Xra) — 
no) 	

  

A'r(.4 ,í) 

 

   

ricsi(x+W.,.,)"" 

 

     

si si > O, w > O, i = 1,2, ... , n. 

Por lo que tenemos que la función de densidad condicional de 117  dado que XI  = xi, 

X2 = 	, Xn  = xv, tiene una distribución gamma con parámetros (u + n, A + 
i=1 

7.3 Esperanza condicional 

Un concepto de gran utilidad es el concepto de esperanza condicional y el cual surge 

de manera natural, cuando deseamos calcular la esperanza de una distribución condicional, 

ésto es: 

Definición 7.6 Si X y Y son variables aleatorias discretas con función de densidad condi-

cional fxl y(• y). La esperanza condicional de X dado que Y = y se denotará por 

El. > )Y=y)  

y si 

E 	(.1 fxiy(x) v) < oo  

.1„,y(.1,)>0 
entonces está definida como 

E PC Y = = 	E sixi y(x 
	

(7.8) 
x:Ixiv(z1v)>0  

tt°4"'c-"du 

EEX)Y= y[= O  
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Si X y Y son variables aleatorias absolutamente continuas con función de densidad 

condicional tviy(• 1 y) , la esperanza condicional de X dado que Y = y se denotará por 

E [X 1Y = y] y si 

1 1x1f xiy(x I y)dx < oo 

se define como 

E [X Ir = = frco xf.viy(s 1 y)dx si fy(y) > 

O 	 Si MY) = ° 
(7.9) 

Ejemplo 7.8 Una urna contiene 4 bolas blancas y 6 bolas negras. Si X y Y denotan el 

número de bolas blancas obtenidos al sacar muestras aleatorias sin reemplazo de tamaño 

3 y 5 respectivamente. Encontrar la esperanza condicional de X dado que Y = y, para 

y = 0,1,2,3,4. 

Podemos calcular fxiy(• 1 y) para y = 0,1,2,3,4 por lo que tenemos que 

fxiy está dado en la siguiente tabla: 

X \ Y  

 

0 1 2 3 4 

	

0 0 	2  

	

3 	9 U o 
o o § § lo 

lb o o o 

o 

1 
2 
3 

 

  

De donde tenemos que E [X 1 Y = i = 0,1,2,3,4 es 

E [X 1 Y= 0j = 	ilxiy(i 1 O) 
i=2 

2 (1) +3 (I) 

12 

E[X 1Y =1] = 	 i) 

i=1 

1+2(1)+3 (16) 

9 

E [X 1 Y = 2) = 	1 2) 
i.o 
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1+2(1) 
S' 

E [X.  11" =3) = 	13) 
i=o 

3 
5 

E [X 1Y = 4) = 	ifx,),(i 1 4) 
i=o 

= 

Ejemplo 7.9 Si X y Y tienen una función de densidad conjunta dada como sigue: 

{c(x2  — y2)c-x si x > O y lyl 5 S 
LV,Y (XI Y) = 

Calcular la esperanza condicional de Y dado X = x, si x > O. 

.811 

Calculando la función de densidad conjunta de Y dado X = x tenernos que si 

> O 

"x2-1) iy1 < 
fyix(v ) x) = { o 4' 

e.o.c. 

De aquí se tiene que si x > O 

E [Y 1 X = x] = .1".°13Y.fyix(v)s)dY 

= 
= f== x2y 

y2dy 

= 
3 

[1 

= O. 

Como las distribuciones condicionales satisfacen todas las propiedades que satis-

facen las distribuciones ordinarias tenemos que la esperanza condicional satisface también 

las propiedades de la esperanza, por consiguiente si g(x) es una función real tenemos las 

o 	e.o.c. 
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siguientes fórmulas: 

E [9(X) 1 Y = y 

Y 

Análogamente 

E [g(X, Y)11/ = 

z:Lxiy(xlu)>0 

f9(x)fxly(2 

tenemos 

zixf,(2.11,)>0 

E 	g(x)f xi y(x 

I 

también que 

E 	g(x,y)fx,y(z 

g(xiY).liviy(x I 

ErÉXilY=I=EEIXiiY=Y)• 

1 y) 	si X y Y son discretas. 

sí X y Y son absolutamente 
y)dx 

continuas. 

I y) 	si X y Y son discretas. 

si X y Y son absolutamente 
y)dx 

continuas. 
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' 

(7.10) 

(7.11) 

(7.12) 

Ejemplo 7.10 La función de densidad conjunta de X y Y es dada por 

Si x, y >0 

Calcular E [X 2  1Y = y]. 

QL 

Para calcular E [X 2  1Y = y) se necesita primeramente tener la función de densi- 

dad condicional de X dado que Y = y, por lo que si calculamos fxiy(• 1 y) cuando y > O 

tenemos que 

lxlv(x i Y) = e

-1 
si X > 0 

e.O.C. 

De aquí tenemos que si y > 0 

	

E [X 2  I Y=yJ =z2  fxly (x y)dx

= 	21:dx 

	

= 	x2e1 

Si hacemos u = zy  tenernos que du = idx de donde 

E [X 2  1Y = y] = y fo v2u2e-updu 
y2 foco u2e-udu,  

fx,r(z, v) = 
0 	e.o.c. 



Distribuciones condicionales 	 179 

haciendo esta integral por partes, tenemos que 

E  [A.2 I = = 2112 

dado que 

r ii2e-"du = 2. 

Sí definimos h(y) =EfX 1Y = y), entonces E [ X Í  YJ = h(Y). Por lo que tenemos 

que por si misma E [X I  Y) es una variable aleatoria. Una propiedad de extrema importancia 

de la esperanza condicional es la siguiente: 

Teorema 7.10 Si X y Y son variables aleatorias discretas o continuas ambas con esperanza 

finita, entonces 

E [Xj = EP*: fX  j 111, 	 (7.13) 

es decir que si X y Y son variables discretas se tiene 

E(X)= 	E iX 	= y) h• 	 (7.14) 
(v)>0 

y si X y Y son variables absolutamente continuas se tiene 

E [XI = f E IX Í  Y = yi j'y (y)dy. 	 (7.15) 

Pera. 

Si X y Y son variables aleatorias discretas entonces tenemos que 

E[X] = 	E zfx(x) 
z! x (3)>0 

E 	x 	E txx (z, y) 
vfx(x)>0 PlY (100  

• E 	E xfx,v(xi y) 
.fx(x)>owir(v)>0 

.tx Kzar)  E 	E 	/YO) MY/ 2,iX(/)>Oti:/r(V)>0 

11,  (Y .,/x( 
• E 

)>014 
 E 

)>0
xliir(x I Ofy(Y) 

.:  
• E 	!Kv) E xfxly(x I Y) 

LIE (V)>0 	a* (00  

• E 	E (X)  Y = MY) 
y:my)» 

= E 1E (X I YE . 
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Si X y Y son variables aleatorias absolutamente continuas entonces tenemos que 

E (XI = 	f (x)dx 

=fx,v(x,Y)dYdx 

= .1*°°c,, 	x.fx,v(x,Y)dxdy, 

por otra parte tenemos que si fy(y)> O tenemos que 

= 
f xy(x, y) 

 h (Y) 
!Y(]) 

o equivalentemente 

I x ,v(x , y) = Lviy(x 1 Y)!Y(Y), 

además fxiy(x I y)fy(y) = O cuando fy(y) = 0. 

También podemos ver que si fy(y) = O entonces 

f°10 xfx,Y(x,  Y)* = .111 xfxlvfx 1 y)fy(y)dz 

o, 

para ello sea y E1Z tal que fy(y) = 0, es claro entonces que 

1:fx,y(.,y)d.= 0, 

y como fx,y(x, y) k O para todo x, y E 1Z, tenemos que 

rn fx,r(x1Y)dx = 

para toda n E Y, de aquí podemos ver que 

f2.1.1 fx,v(x,y)dx 5_ n 11`„ fx,Y(x,Y)dx 

de modo que 

fnfnn x f x,y(x,y)dx = O 

para toda n E N de donde se sigue que 

f20 xfx,r(x, y)dx = 

Con este resultado vemos que 

ilm 	xix,Y(x, thdz n.00 

0. 
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E (X) = f rf„ x xx (x, Y)dxdY 

= 	f ff1.3 f xf xiv (2: 1 Y) fv (Y)d!Idx 

= 	Ir (Y) foo xLviv (x I y)dxdy 

= 	E [X I Y =111.fY (MY 

= E[E[X I 11)1 

como se quería demostrar. 

Las últimas das ecuaciones con las cuales obtenemos E (X) podían ser interpretadas 

como el promedio de la esperanza condicional de X dado que Y = y para todos los valores 

que toma Y. Este resultado es de gran utilidad y nos ayuda a calcular la E (XI fácilmente. 

Los siguientes ejemplos ilustran la manera en que se puede utilizar este resultado: 

Ejemplo 7.11 Un niño que se encuentre perdido en un bosque, el puede tomar tres caminos 

diferentes, si toma el primer camino regresará a su punto de partida en 6 horas, si toma 

el segundo camino regresará también en 5 horas, si toma el tercer camino éste lo sacará 

del bosque en 9 horas. ¿Cuál es el tiempo esperado que el niño tardará en salir del bosque? 

Supongase que el niño no puede distinguir entre los tres caminos cuando regresa a su punto 

de partida. 

19.1t 

Sea X la variable que denota el tiempo en que sale el niño del bosque. Sea Y 

la variable aleatoria que denota el camino que toma el niño, la cual es fácil ver que se 

distribuye de manera uniforme y toma los valores de 1,2,3 por lo que tenemos que 

E (X) = 	E (X I  Y = i) fy (y). 

Es claro que 

EIXIY =11 = 6+E[X1 

EPC I Y=2) = 5-1-E[X1 

E[XIY=31 = 9, 

por lo que 
1 	 1 	1 

EP() = (6 4- EIXI) 5  + (5 + EIX1) 5  + (9) 5.. 
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De aquí tenemos que despejando de la última ecuación E [X) tenemos 

E [XJ = 20. 

Ejemplo 7.12 El número diario de automóviles que recibe un estacionamiento es una vari-

able aleatoria con media 50 y el número de horas que permanece cada automóvil en el esta-

cionamiento es una variable aleatoria independiente del número de automóviles diario con 

la siguiente distribución 

{ 

	

or 	si x 1,2,... 

O 	c.o.c. 

Si cada hora cuesta N$6.00. ¿Cuál es el monto de dinero esperado que recauda 

diariamente el estacionamiento? 

Sol. 

Si N es el número de automóviles que recibe diariamente el estacionamiento y X, 

es el número de horas que permaneció el automóvil i-ésimo en el estacionamiento. Entonces 
N 

el monto de dinero recaudado diariamente por el estacionamiento es $6E E xi  . Por lo 
t.1 

que tenemos que 

E [1 X = E [E { 1  X I Ni} 
i=1 	 t=1 

De aquí tenemos que por 7.12 y por la independencia entre Xi y N tenemos que 

	

E [b;  N = 
} 

= 	(É:1) fxiMiln) J.() i=i 
n oo 

	

= 	E ifx,(i) 

= nE1Xij . 

Como X, tiene una distribución geométrica con parámetro p = tenemos que 

1 
E[X,1 =  

P 
= 2. 

Por lo cual 
r N 

 E[
EXi N=n1 =2n, 
i=1 
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y de aquí 

E 
 [

N 
E X;  1= 2N. 

Por último tenemos que 

E [bil = 	[ 	I Ni I 
i=1 	 i=1 

= E E2N 

= 2(500) 

= 1000. 

Por lo que se tiene que el monto de dinero esperado que recauda el estacionamiento 

es de N$6,000.00. 

Si condicionamos adecuadamente una variable aleatoria no solo podemos calcu-

lar esperanzas de variables aleatorias, sino también podemos calcular probabilidades. Si 

queremos calcular la probabilidad de que ocurra un evento A podemos definir la variable 

aleatoria X como el Indicador del evento A, ésto es 

1 si A ocurre 
X = 

O si A no ocurre 

Es claro, por esta definición que 

E [X1 = P {A} , 

Y 

EIXIY=y1=P{AIY=y} 

para cualquier variable aleatoria Y. Por consiguiente podemos ver que: 

E 	p{A! Y = y} fy (y) si Yes discreta 
virtv)>0 

P {A) = si Y es absolutamente .11%. P {A i = Y) ir (11)(111 

Ejemplo 7.13 Supongase que X1  y X2 son variables aleatorias independientes cada una 

función de distribución Fx,(.) y con una función de densidad f xi(.), Calcular la distribución 

de la resta de X1 y X2.  

continua 
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Sol. 

Para calcular la distribución de X1  +X2 primeramente calcularemos su función de 

distribución, por lo que tenemos que 

Fx i+x2(z) = P {XI X2 5  Z}  
= f:P {Xi - X2 5_ I X2 = X2} fX2(2:2)dX2 

= 	P{XI - x2 z I X2 = x2} f x2 (x2)(1s2 

= ii:P {X1  z + x2} fx2(s2)dx2  por indep. de XI  y X2  

1-00 FX
1 (Z 4)fx2(22)dX2. 

Ejemplo 7.14 El número de accidentes que una cierta persona tiene en un cierto ario es 

una variable aleatoria Poisson con parámetro A. Sin embargo supongase que el pardmeina 

) cambia de acuerdo a la persona, siendo igual a 2 en el 60% de las personas y a .9 en la 

proporción restante. Si una persona es tomada aleatoriamente. Calcular la probabilidad de 

que tenga cero accidentes y .9 accidentes exactamente. 

Sea X la variable aleatoria que denota el número de accidentes que tiene una 

persona tomada aleatoriamente de la población. Si Y es una variable aleatoria que torna 

el valor de uno si la persona que fue tomada tiene A = 2 y Yes cero si A = 3. Entonces 

tenemos que 

P{X=0} = 	P{.Y=01Y=i}fy(i) 

2° 	3° 
= e-27(.4) + e-37(.6) 

= 0.0840063, 

P {X =3} = 	P{X=31Y=ti}fy(i) 

23 	
33 (.6) = e-2—(A) + e-3— 

31 	31 
= 0.2066039. 
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7.4 Ejercicios 

1. Demostrar el teorema 7.8. 

2. El número de huevos puestos por cierto insecto es una variable aleatoria Poisson X 

con parámetro A. Cada huevo tiene la misma probabilidad p de empollar, además 

cada uno de ellos empolla de manera independiente de los otros. Calcular la función 

de densidad del número de progenitores del insecto. 

3. Tres monedas son lanzadas. Sea X el número de soles obtenidos en los dos primeros 

lanzamientos y Y el número de águilas obtenidas en los dos últimos lanzamientos, 

(a) Calcular la función de densidad conjunta de X y Y. 

(b) Encontrar la función de densidad condicional de Y dado que X = 1. 

(c) Encontrar la función de densidad condicional de X dado que Y = 2. 

4. Considere una muestra de tamaño dos sin reemplazo, obtenida de una urna que con-

tiene tres bolas, numeradas del 1 al 3. Sea X el número obtenido en la primera bola 

tomada y Y el mayor número en las dos bolas tomadas. 

(a) Encontrar la función de densidad conjunta de X y Y. 

(b) Encontrar P {X = 11Y = 3} 

5. Sea Y una variable aleatoria con una distribución Poisson con parámetro A. Asuma 

que la distribución condicional de X dado que Y = y tiene una distribución binomial 

con parámetros n = y y p. Encontrar la distribución marginal de X (asuma que 

X = O si = 0). 

6. Seis cartas son tomadas sin reemplazo de una baraja inglesa. Sea X la variable 

aleatoria que denota el número de ases obtenidos y Y el número de reyes. 

(a) Encontrar la densidad conjunta de X y Y. 

(b) Encontrar la densidad condicional de X dado que Y = y. 

7. Tres monedas son lanzadas n veces. Sea X la variable que denota el número de veces 

en que no aparece sol, Y el número de veces que aparece un sol y Z el número de 

veces que aparecen dos soles. 
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(a) Encontrar la densidad conjunta de X, Y y Z. 

(b) Encontrar la densidad condicional de X y Y dado Z. 

8. Supongase que 1V, la cantidad de humedad en el aire en un día dado, es una variable 

aleatoria gamma con parámetros (a, A). Supongase también que dado que 11' = w, el 

número de accidentes durante el día es una variable aleatoria N con una distribución 

Poisson con parámetro A. Mostrar que la distribución condicional de 11' dado que 

N = a tiene una distribución gamma con parámetros (a + a, A + 1). 

9. El dueño de una tienda de televisores a observado que el 45% de los clientes que entran 

a su tienda compran una televisión a color, 15% de ellos compran una televisión blanco 

y negro, mientras el 45% restante entra solo a curiosear. Si 5 clientes entran a su tienda 

en un día dado, ¿Cuál es la probabilidad de que venda exactamente 2 televisores a 

color y 1 blanco y negro? 

10. El número de gente que entra en una farmacia de 9 a 10 de la mañana es una variable 

aleatoria X que se distribuye Poisson con parámetro A = 10, Calcule la probabilidad 

de que entre las 9 y las 10 de la mañana entren a lo más 3 hombres a la farmacia dado 

que 10 mujeres entraron en ésta a esa hora. 

11. La función de densidad discreta de X está dada por 

{ 1  si x= 1,2,3 
fx(x)= 3  

O e.o.c. 

y fylx(y J x) tiene una distribución binomial con parámetros p=i ya= x, i.e., 

fyix(11 I 7) =
(z)(4)1 si x= 1,2 y y =0,1,...,x 

Oe.o.c. 

Encontrar la distribución conjunta de X y Y. 

12. Una urna contiene 4 bolas blancas y 6 bolas negras. Si X y Y denotan el número de 

bolas blancas obtenidas al sacar muestras aleatorias sin reemplazo de tamaño 3 y 5 

respectivamente. Encontrar la función de densidad condicional de X dado que Y = y, 

para y = 0, 1, 2, 3, 4. 
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13. Sean X y Y variables aleatorias independientes con una distribución Poisson can 

parámetro A Encontrar la función de densidad condicional de X dado Z, donde Z 

X + Y . 

hl. La función de densidad conjunta de dos variables aleatorias discretas X y Y está 

definida como sigue 

fx,Y(x, y)  

X \Y 1 	2 
1 
2 

1 	1 
1 

(a) Calcule la función de densidad condicional de X dado que Y = i, i = 1, 2. 

(b) ¿Son X y Y independientes? 

15. Si X1  y X2  tienen una distribución normal bivariada como se definió en el capítulo 

anterior. Mostrar que la densidad condicional de X1  dado que X2  = x, es una densidad 

normal con parámetros ti = 	pl(y —112) y a = al 2  (i p2), 

16. La función de densidad conjunta de X y Y es dada por 

c(x2  y2)c-x si 0 < x, —x < y < x 
ix,Y(xlY) = 

c.o.c. 

Encontrar la función de densidad condicional de Y dado que X = x. 

17. Una fábrica de chips para computadoras, produce diariamente 100,000 chips, de los 

cuales un 100p% de ellos son defectuosos. La proporción p no es constante y varía 

de un día a otro. El dueño de la fábrica ha encontrado que p varía de acuerdo a 

una distribución beta con parámetros a = 1 y b = 99. Si X1  denota el número de 

productos defectuosos en un cierto día y X2 la proporción de éstos en ese día. En 

muchas ocasiones la distribución de X2  se le conoce como la distribución de Polya y 

surge en muchos otros contextos. 

(a) Encontrar la función de densidad marginal Xi. 

(b) Encontrar la función de densidad condicional de X1  dado X2. 

(c) Encontrar P {XI = 80). 
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18. Dado que X1  es una variable aleatoria distribuida uniformemente en el intervalo (0, 1). 

Sea X2 una variable aleatoria distribuida uniformemente sobre el intervalo (XI  , 1). 

Encontrar la función de densidad marginal de X2. Extender este resultado si se 

tienen k variables X1, X2f• • • Xlg , donde X1  esáa distribuida uniformemente sobre el 

intervalo (Xj_1 , 1) para j = 2, 3, ... , k. 

19. Sea 
e-(' II) si s , y > 0 

fx,y(x,Y)= 
o e.o.c. 

Encontrar lo siguiente: 

(a) P {X < Y j X > 21'} 

(b) P{X >2IX +Y >1}. 

(c) P {X 2  + Y 2  5_ 1 I Y = 4} . 

20. Sea 
{ 3x si° <y<x< 1 

Encontrar lo siguiente: 

(a) Encontrar la función de densidad condicional de Y dado X. 

(b) Encontrar la función de densidad condicional de X dado Y. 

(c) P {X > 11 Y <2X} . 

(d) P{X> 1X+Y<1}. 

(e) P {X 2  +1'2  < 11 Y = 4} . 

21. Sea 
º(x2 -1-5 ) si O <x<1,0 <y<2 

fx,Y(x1Y) { 7  
O 	e.o.c. 

(a) Encontrar la función de densidad condicional de X dado Y. 

(b) Encontrar la función de densidad de Y dado X. 

(c) Encontrar P {Y > 2 X < i}. 

.fic,y(x,v) = 
o C.O.C. 
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22. Si X1  y X2 tienen una distribución bivariada, representan las salidas diarias (en miles 

de unidades) de un cierto producto en cierta tienda en dos días consecutivos, tiene 

parámetros pi = 112 = 3, al  = a2  =1 y p = 0.8. Encontrar K tal que: 

(a) P {X2  > K} = 0.05. 

(b) P {X2 > K 1 X I  = 2} = 0.05. 

(c) P {X2 > K 1 X I  = 1} = 0.05. 

Supongase que la tienda en un día dado desea tener suficientes unidades del 

producto tal que con una probabilidad de 0.95 pueda satisfacer toda la demanda 

del producto durante el día. 

(d) ¿Qué tan grande debe ser el inventario por la mañana si ayer salieron 2000 

unidades? 

(e) ¿Qué tan grande debe ser el inventario por la mañana si se desconoce las salidas 

del día anterior? 

23. Sean X y Y variables aleatorias independientes distribuidas identicamente. Sea Z = 

Y — X. Sea A = {121 < 1}. Encontrar i)P {Al X = 1},ii) la función de densidad 

condicional de fzix(• 1 x), iii)P {Z < 0 I A}. 

(a) Si X y Y se distribuyen uniformes sobre el intervalo (0,2). 

(b) Si X y Y se distribuyen normales con parámetros p=Oya= 2. 

(c) Si X y Y se distribuyen exponenciales con parámetro A = 1. 

24. Sean X y Y variables aleatorias independientes identicamente distribuidas. Sea U = 

X+Y y V= X—Y. Sea A = (1V! 1}. Encontrar i)P {A 1 U= 1},ii)fviv(• 1u), y 

iii)P {U k 0 A}. 

(a) Si X y Y se distribuyen uniformes sobre el intervalo (O, 2). 

(b) Si X y Y se distribuyen normales con parámetros p = O y a = 2. 

(c) Si X y Y se distribuyen exponenciales con parámetro A = 1. 
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Tablal. Valores de la función de distribución normal estándar'. 

11)(z) = J
m  7

1fle-  dr = p {z 	z} 

/ 

z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09 
-3.5 .0002 .0002 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 
-3.4 .0003 .0003 .0004 .0004 .0004 .0004 .0004 .0004 .0005 .0005 
-3.3 .0005 .0005 .0005 .0005 .0006 .0006 .0006 .0006 .0006 .0007 
-3.2 .0007 .0007 .0007 .0008 .0008 .0008 .0008 .0009 .0009 .0009 
-3.1 .0010 .0010 .0010 .0011 .0011 .0011 .0012 .0012 .0013 .0013 
-3.0 .0013 .0014 .0014 .0015 .0015 .0016 .0016 .0017 .0018 .0018 
-2.9 .0019 .0019 .0020 .0021 .0021 .0022 .0023 .0023 .0024 .0025 
-2.8 .0026 .0026 .0027 .0028 .0029 .0030 .0031 .0032 .0033 .0034 
-2.7 .0035 .0036 .0037 .0038 .0039 .0040 .0041 .0043 .0044 .0045 
-2.6 .0047 .0048 .0049 .0051 .0052 .0054 .0055 .0057 .0059 .0060 
-2.5 .0062 .0064 .0066 .0068 .0069 .0071 .0073 .0075 .0078 .0080 
-2.4 .0082 .0084 .0087 .0089 .0091 .0094 .0096 .0099 .0102 .0104 
-2.3 .0107 .0110 .0113 .0116 .0119 .0122 .0125 .0129 .0132 .0136 
-2.2 .0139 .0143 .0146 .0150 .0154 .0158 .0162 .0166 .0170 .0174 
-2.1 .0179 .0183 .0188 .0192 .0197 .0202 .0207 .0212 .0217 .0222 
-2.0 .0228 .0233 .0239 .0244 .0250 .0256 .0262 .0268 .0274 .0281 
-1.9 .0287 .0294 .0301 .0307 .0314 .0322 .0329 .0336 .0344 .0351 
-1.8 .0359 .0367 .0375 .0384 .0392 .0401 .0409 .0418 .0427 .0436 
-1.7 .0446 .0455 .0465 .0475 .0485 .0495 .0505 .0516 .0526 .0537 
-1.6 .0548 .0559 .0571 .0582 .0594 .0606 .0618 .0630 .0643 .0655 
-1.5 .0668 .0681 .0694 .0708 .0721 .0735 .0749 .0764 .0778 .0793 
-1.4 .0808 .0823 .0838 .0853 .0869 .0885 .0901 .0918 .0934 .0951 
-1.3 .0968 .0985 .1003 .1020 .1038 .1056 .1075 .1093 .1112 .1131 
-1.2 .1151 .1170 .1190 .1210 .1230 .1251 .1271 .1292 .1314 .1335 
-1.1 .1357 .1379 .1401 .1423 .1446 .1469 .1492 .1515 .1539 .1562 
-1.0 .1587 .1611 .1635 .1660 .1685 .1711 .1736 .1762 .1788 .1814 
-.9 .1841 .1867 .1894 .1922 .1949 .1977 .2005 .2033 .2061 .2090 
-.8 .2119 .2148 .2177 .2206 .2236 .2266 .2296 .2327 .2358 .2389 
-.7 .2420 .2451 .2483 .2514 .2546 .2578 .2611 .2643 .2676 .2709 
-.6 .2743 .2776 .2810 .2843 .2877 .2912 .2946 .2981 .3015 .305 
-.5 .3085 .3121 .3156 .3192 .3228 .3264 .3300 .3336 .3372 .3409 
-.4 .3446 .3483 .3520 .3557 .3594 .3632 .3669 .3707 .3745 .3783 
-.3 .3821 .3859 .3897 .3936 .3974 .4013 .4052 .4090 .4129 .4168 
-.2 .4207 .4247 .4286 ,4325 .4364 .4404 .4443 .4483 .4522 .4562 
-.1 .4602 .4641 .4681 .4721 .4761 .4801 .4840 .4880 .4920 .4960 
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z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09 
.0 .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5359 
.1 .5398 .5438 .5478 .5517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753 
.2 .5793 .5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141 
.3 .6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517 
.4 .6554 .6591 .6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879 
.5 .6915 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .7190 .7224 
.6 .7257 .7291 .7324 .7357 .7389 .7422 .7454 .7486 .7517 .7549 
.7 .7580 .7611 .7642 .7673 .7704 .7734 .7764 .7794 .7823 .7852 
.8 .7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133 
.9 .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365 .8389 
1.0 .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .8621 
1.1 .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830 
1.2 .8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 .9015 
1.3 .9032 .9049 .9066 .9082 .9099 .9115 .9131 .9147 .9162 .9177 
1.4 .9192 .9207 .9222 .9236 .9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .9319 
1.5 .9332 .9345 .9357 .9370 .9382 .9394 .9406 .9418 .9429 .9441 
1.6 .9452 .9463 .9474 .9484 .9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .9545 
1.7 .9554 .9564 .9573 .9582 .9591 .9599 .9608 .9616 .9625 .9633 
1.8 .9641 .9649 .9656 .9664 .9671 .9678 .9686 .9693 .9699 .9706 
1.9 .9713 .9719 .9726 .9732 .9738 .9744 .9750 .9756 .9761 .9767 
2.0 .9772 .9778 .9783 .9788 .9793 .9798 .9803 .9808 .9812 .9817 
2.1 .9821 .9826 .9830 .9834 .9838 .9842 .9846 .9850 .9854 .9857 
2.2 .9861 .9864 .9868 .9871 .9875 .9878 .9881 .9884 .9887 .9890 
2.3 .9893 .9896 .9898 .9901 .9904 .9906 .9909 .9911 .9913 .9916 
2.4 .9918 .9920 .9922 .9925 .9927 .9929 .0931 .9932 .9934 .9936 
2.5 .9938 .9940 .9941 .9943 .9945 .9946 .9948 .9949 .9951 .9952 
2.6 .9953 .9955 .9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .9962 .9963 .9964 
2.7 .9965 .9966 .9967 .9968 .9969 .9970 .9971 .9972 .9973 .9974 
2.8 .9974 .9975 .9976 .9977 .9977 .9978 .9979 .9979 .9980 .9981 
2.9 .9981 .9982 .9982 .9983 .9984 .9984 .9985 .9985 .9986 .9986 
3.0 .9987 .9987 .9987 .9988 .9988 .9989 .9989 .9989 .999 .9990 
3.1 .9990 .9991 .9991 .9991 .9992 .9992 .9992 .9992 .9993 .9993 
3.2 .9993 .9993 .9994 .9994 .9994 .9994 .9994 .9995 .9995 .9995 
3.3 .9995 .9995 .9995 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9997 
3.4 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9998 
3.5 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 .9998 

'Si X es una variable aleatoria normal con parámetros p y o2 , entonces la función de distribución de X 
puede ser calculada conociendo únicamente los valores de la función de distribución de Z, la cual es una 
variable aleatoria normal estándar, ya que Z = (X - p)/o. rato es que 

Fx(x). P (X 5. x).4,  (xp 
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