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Dmdemwmommmpodcumdiom\rme
interrelacionado como lo es Ia carrera de Ingenieria Quimica surgen hacia el
estudiante las més diversas ramas de interéds para enfocar y desarroller tanto
R gjercicio, inquietud y realizacién profesional. Resultan ser mnumerables
dichas remas de interds, s0lo por mencionar algunes, estas pueden ir desde
el planteo, andlisis, diseflo y realizacién de procesos o plantas de
manufactura de cualquier producto sea s nivel escritorio, laborstorio o
industrial; hasts los més insospechados aspectos de la quimica pura sea
tedrica o splicada de donde nacen las ideas y conceptos que entendidos,
optimizados y lievados & gran cscala siempre han sido la base del desarrollo
cientifico y tecnolégico en aras del bien del hombre.

IE1 proscate trabsjo se enfoca hacis ¢l estudio de la ciencis del estado
sblido. Bats ciencia & difexencia de las del estado gassoso y liquido sentimos
que aim osta en sus primeros estadios de desarrollo. Por esto gran parte de
eata ciencia se roaliza s nivel todrico sin dejer se sor importante. Por solo
mencionar un gemplo pensamos en los semiconductores que tanto han
influido en o desarrollo de s radio, televisidn, computadoras- su influencia
cada vez miés acentuada en nuestrs vids- y los superconductores, inventos
que caracterizan o desarrollo tecnologico de los siglos XX y XX Estos
semiconductores al inicio de silicio nacieron de Is teoria de "huecos” y otras
como la teoria de "bandas".

Uhs de tales ramas del eatudio de Ia ciencis del estado solido es of
ostudio de los sistamas cristalinos asf como el estudio de los grupos



puntuales y espaciales cristalogrificos, es decir la "cristalogrqfia”. Dichos
estudios y su enfoque matematico ya no son ciencia nueva ,pero en este
trabajo vamos ha dar nuevos enfoques al estudio de la cristalografia tanto en
su desarrollo como en su fundamento matemético. Estos nuevos enfoques
surgen del dlgebra geométrica. Esta dlgebra geométrica es solo una parte de
lo que son las dlgebras de Clifford que es la materia de los nuevos avances
en ¢l desarvollo de las herramientas matematicas para describir y desarrollar
los Gltimos conceptos venideros de la ciencia actusl. Las dlgebras de
Clifford sc han desarrollado y evolucionado vastamente en las Ultimas
décadas a tal grado que sus conceptos van desde los mis fundamentales del
dlgebra geométrica que pueden ser ensefiados a nivel medio superior; hasta
las més desarrolladas teorias relativistas del cloctrén y las teoriss de norma
aplicadas a la gran unificacion de las fuerzas findamentales de la naturaleza.

E objetivo del nacimiento y desarrollo de esas algebras no fue por el
afin de incrementar por incrementar los ansles de la matemitica, sino por
ser horramientas mis sencilles y generales , es docir mis poderosas, para
atacar y describir los retos cientificos de nuestro tiempo. Asi pues, en este
trabejo estudiaremos gran parte de Is cristalografia, pero desde el punto de
vista del digebra geométrica. Para lo cual en o capitulo 2 explicaromos
algunos conceptos bisicos dol dlgebra geométrics que se aplicarin en los
capitulos 3 y4, En el capitulo 3 estudiaremos las operaciones de simetria en
general, claro siempre desde el punto de vista del dlgebra geométrica. En el
capitulo 4 estudiaremos las aplicaciones de las operacionces de simetris hacia
e desarrolio de los sicte sistemas cristalinos, los 32 grupos puntuales y los
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230 grupos espaciales todos nocesarios pars 18 identificacion y descripcion
exacta de un cristal de la mayoria de los materiales cristalinos. Hemos dicho
la mayoria porque Ultimamente se han descubierto y preparado materiales
de estructura "cuasicristalina” cuyo planteamiento y descubrimiento
mencionamos en d capitulo 4, pero su andlisis y caracterizacion salen del
alcance de este trabajo,

Luopemionu dek simetria que son los conceptos findamentales en
este trabajo s¢ explican de una maners general y splicable a cualquier
objeto, en particular a obras pictiricas y arquitectonicas a lo largo del
capitulo 1. Aunque, en los capitulos 3 y 4 los objetos de su aplicacion son
rdidmmmhmhddapiwolumwlumcepm
bisicos y generales de Ia simetria porque ol campo de estudio, aplicacion,
asi como implicaciones fisicas, filosificas y estéticas del concepto de
simetria va mis all4 de sus aplicaciones en la ciencia del estado sélido.



Capitulo 1

Congepto de Simetria



Todos tenemos una idea intuitiva mas o menos clara de lo que significa
la palabra simetris. La palabra simetria tiene dos acepciones en el lenguaje
corriente. En el primer sentido, simétrico significa algo asi como bien
proporcionado, bien equilibrado, y simetrie indica esa especic de
concordancia entre varias partes por la cual éstas concurren a integrarse en
un todo. Nos resulta muy ficil distinguir entre. una figura geométrica
simétrica de otrs que no lo sea. También las figuras simétricas resultan ser
mas atractivas para nuestros sentidos que las antisimétricas, debilidad, que
al parecer compartimos con la Madre Naturaleza; desde los copos de nieve
hasta las galaxias, pasando por los cristales, hojas de los arboles, nuestros
cuerpos, ctc. La mayoria de los objetos naturales presentan patrones
siméricos mas o menos evidentes. Sin embargo, sabemos que un concepto
intuitivo de un término no es suficiente para convertirlo en un concepto til
en la ciencia. Para ello, tenemos que sustituir 1a nocién intuitiva por una
definicién riguross. La definicién de simetria que se sucle usar y que
emplearemos de aqui en adelante es la propuesta por el matematico Herman
Weyl, y en esencia esta dice que: Un objeto es simétrico si se le puede hacer
algo de mangra tal que una vez que se le ha hecho se ve igual que antes de
que s¢ le hicigra. Asi, por cjemplo si se toma un copo de nieve y se le hace
girer 60 grados alrededor de un eje perpendicular al plano del copo, al final
de la operacion el copo se vers exactamente igual, lo cual significa, que de
acuerdo con la definicién de Weyl, que ¢l copo es simétrico.



La definicion cientifica de simetria es lo que se conoce como una
definicion operacional porque se basa en una operacion. En el cjemplo
anterior la operacion fue una rotacion y ademds estudiaremos las
operaciones de reflexion, identidad, inversion y translacion. Dichas
operaciones son operaciones espaciales de simetria; pero puede ocurrir que
las operaciones adecuadas que revelan una cierta simetria no sean
espaciales, sino de tipo més abstracto. Esto sucede, por ¢jemplo en un
cuadro de! artista holandés Maurits C. Escher (fig 1-1), en el cudl la
operacion que revela la simetria subyacente consiste en el intercambio de
demonios por dngeles simultineamente con ¢l del color negro por el blanco.

Elwnceptodesimetrispuwcscmwnceptoutéﬁooimmmdd
hombre dado que desde sus primeras manifestaciones artisticas hnm las
tltimas y més complejas corrientes estéticas la simetria ha estado presente
de alguna u otra forma.

La manifestacion artistica en ¢l hombre se considera como wna
necesidad a cualquier nivel y cuando no somos autistas expertos y queremos
aventuramos a realizar algo estéico por lo regular nos basamos de manera
inconsciente en el concepto de simetria. El hombre primitivo no tenfa un
acervo cultural ni un marco de referencia estético, ni escuclas ni tendencias
y comenzd a realizar pequefias pero valiosss obras de arte, representando
por lo general el estilo de vida de aquella época. Esto lo podemos apreciar
en las pinturas rupestres tanto de las cuevas de Altamire en Espafia como en
las de Lascaux en Francia que datan de alrededor de 10,000 afios atras. Tal



Fioura 1-1. Estudio de la divisién reqular del plano.con anevles y diablos

M.C. Escher, 1941,



vez el concepto de simetria nacié en el hombre al observar la simetria
existente en los cuerpos humanos de sus compaiteros y animales del medio,
e incluso al observar su rostro reflejado en un estanque de sgus tranquila,
etc.

Antes de seguir adelante queremos hacer énfasis en lo que es la
llamada simetria bilateral. Esta clase de simetria es a 1a que cominmente
estamos acostumbrados, es decir a la simetria de derecha e izquierda. Esta
clase de simetria es |a que nos resulta evidente en la estructura de animales
superiores, obras de arte y especialmente en el cuerpo humeno, Esta
simetria se basa en la reflexion de una figura respecto & un plano que la
divide en dos partes, y si puede superponerse sobre si misma por reflexion
en dicho plano. Desde los primeros estadios de nuestra formacion
académica se nos ensefia a trazar ¢jes de simetria en diversas figuras de la
vida diaria, es decir, trazamos los planos de reflexion antes mencionados,
El concepto de simetria bilateral parece ser el concepto simétrico mejor
reconocido por el hombre tanto por simple sentido comin y desde sus
primeras manifestaciones artisticas,.

Aprovecho para ilustrar algunas formas de la simetria bilateral en el
arte empleando elementos del arte prehispanico. En este arte no parece’
haber mucha tendencia hacia la pinturay de las relativamente pocas pinturas
realizadas y que se han conservado hasta nuestros dias solo parecen destacar



los murales de Bonampak de la cultura Maya central pertenecientes al
periodo al periodo clisico tardio (700-800 d.C.). Por tal razén y para
mostrar el concepto de simetria bilateral en el arte prehispanico
emplearemos clementos arquitectonicos y escultoricos, pero refiriéndonos a
vistas bidimensionales de estos. Comenzaremos con la famosa pirdmide de
los nichos (fig. 1-2) en d Tajin en Veracruz que data del periodo clésico
(300-800 d.C.); cuyos profundos huecos suman, junto con la puerta misma
del santuario, un total de 365, relacionados evidentemente con los dias del
calendario solar. Al pararse frente a este edificio podemos notar la evidente
simetria bilateral, donde el plano de reflexion sube desde la mitad de la
arista frontal de la base de la pirhmide hasta Ia mitad de la arista frontal
superior del santuario dividiendo en dos partes a la puerts de este y a Ia
escalera de la piramide. La piramide del Tajin parece ser una obra
arquitectonica mas evolucionada que la mas famosa piramide del sol en
Teotihuacan (fig. 1-3)que tiene casi la misma area de la base que la
pirémide de Keops en Egipto, pero la mitad de la altura de ests, y dats del
periodo preclisico o formativo en su etapa superior ( 200 a.C-100d.C, ).

La parte frontal de la pirimide del sol que apunta hacia en este presenta el
mismo patrén simétrico bilateral que en la pirdmide de los nichos. También
las partes oeste, norte y sur de la pirdmide de Teotihuacan cada una presenta
simetria bilateral salvo por algunos pequefios detalles. Existon mucho més
ejemplos de esta simetria bilateral en la arquitectura prehispénica, tal como
el templo 1 de Tikal en Guatemaln (fig 1-4), El Castillo o templo de
Kukulkén en Yucatin México (fig.1-5) - que nos ofrece ¢! imponente
espocticulo de luces y sombras aludiendo al descenso de Kukulkén en los
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Flguré 1-2. piramide de los nichos. El Tajin Veracruz



Figura 1-3, Pirdmide del Sol. Teotihuacdn México



Figura 1-4. Templo 1. Tikal Guatemala



Flgura 1-5. Templo de Kukulfn. Yucatan México



equinoccios de primavers y otofio- ,etc.

En ls esculturs y cerdmica prehispénica también encontramos
aumerosos cjemplos donde 1a nocitn de simetria bilateral se hace presente,
como en las numerosas estelas mayas de Copén en Honduras.

Otrs Gltima, pero menos estudiada y desarrollada faccta de la simetris
bilateral se encuentrs en ls musica. Pensamos que la dificuitad de asociar
un patrén simétrico a ls misica es que la percibimos por medio del oido y
no por la vista como las demés artes plisticas. Y siento que se necesita de
mucha instruccién musical y educacion del oido pars establecer un patrén
de simetria en la musica, ademis los diferentes sonidos transcurren en un
cierto intervalo de tiempo s diferencis de una obra de apreciacion visual que
podemos contemplar por horas y especular y determinar un cierto patrén
simétrico existente. Un buen ejemplo de simetris en una obra musical
comiqumulnToccattayVMachMnordeJothebuﬁmM
en sus compases del 1 al 7 donde presenciamos todo un desbordante
torrente musical. En ests obra y en ¢l intervalo mencionado se tocan las
mismas notas , claro en diferente tono y simultineamente tanto con ls mano
derechs como con s izquierds. Y ademis o concepto de simetris bilsteral
se puede spreciar visualmente en la partitera mediante un plano
independiente de la posicién de ls lineas del pentagrama (fig. 1-6). Todos
los miisicos estarin de acuerdo que por debajo del elemento emocional en la
misica hsy un fuerte elemento formal,

10
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Figura 1-6. Toccatta y Fuga en Re menor. J.S. Bach



Como se menciond anteriormente la simetria bilateral es la simetria
de derecha e izquierda, pero ,que es lo que define la diferencia entre
derecha ¢ izqhicrdn? Esta pregunta parece ser de caricter estrictamente
filoséfico cuya respuesta podria abarcar volimenes completos.
Afortunadamente existen fenémenos en la naturaleza que aparentan una
cierta preferencia hacia la derecha o hacia la izquierds que podemos utilizar
como marco de referencia. Como ejemplos de ello podemos citar a los
caracoles marinos éuyu conchas helicoidales se enrollan hacia la derecha y
el arrollamiento a la izquierda solo se encuentra en proporciones menores.
Tanto las enredaderas y bacterias helicoidales se enredsn en su mayoria
también hacia la derechs, aunque se pueden encontrar muy pocos
ejemplares que se enrollan a la izquierda. Las proteinas y cadenas de DNA
hacia la izquierda se catalogan como fenémenos muy raros en la naturaleza.
Por otro lado los aminoécidos en su mayoria presentan quiralidad hacia la
izquierds. Un cjemplo de absoluts preferencis hacia la izquierds se
encuentra el |a particula elemental llamada neutrino en el que Ia direccidn de
su espin apunta siempre en sentido contrario a la direccin de su
movimiento. Ver figura 1-7. En 1957 un fisica, Madame Chien-Shiung Wu,,
realizd un celebérrimo experimento mostrando un patrén nstural infulible
determinar la diferencia entre derecha ¢ izquierda. El experimento consistié
en observar los clectrones emitidos durante el decaimiento radioactivo de
una muestra de nicleos de cobalto 60, enfriados a una temperatura muy
baja y rodeados por una espira de alambre a lo largo de la cual flufa una
corriente eléctrica. Al hacer el experimento Madame Wu encontrd que se
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emitian més electrones en la direccion de la espira desde la cual la corriente
eléctrica parece fluir en el sentido de las manecillas de un reloj que en la
direccion opuesta. Al invertir la direccion del movimiento de la corriente
eléctrica en la espira, era de esperarse que deberian de emitirse més
electrones en la direccion contraria a las de las manecillas del reloj. Y esto
no es lo que sucede. Se siguen emitiendo més electrones en el sentido
de las maneillas del reloj. Podemos concluir entonces que para este caso la
naturaleza tiene una preferencia hacia el sentido de la derecha y tal vez
podriamos emplear este resultado para definir formalmente la diferencia
entre la izquierda y derecha.

Lasimetrilbimml, aunque no siempre lo notamos, se define por
una operacion: la reflexion especular. éomo ya vimos en todos los ¢jemplos
anteriores ests operacion consiste en llevar a coincidir 8 uns figura consigo
misma mediante una o mis reflexiones con respecto a un plano de reflexion
(comimmente llamado eje de simetria).

Las otras operaciones se simetria (identidad, rotacién, inversion y
translscion Jresultan un poco menos evidentes y las explicaremos en los
pérrafos siguicntes. Pars ejemplificar cada operacion también emploaremos
algunas obras artisticas y arquitectonicas del mundo antiguo.

La operacion de identidad consiste en no haceric nada al objeto y e
resultado de esta es el objeto mismo asi; 2 objeto tal como un complicado



glifo maya (fig.1-8)que aparente no tener simetria bilateral ni operacional le
podemos asociar una operacion de simetria. Aunque parece ser que la
identidad tiene poco sentido, en capitulos posteriores encontraremos algunas
justificaciones de su razon de ser.

Remonténdonos hasta la cultura asiria antecesora de lo que hoy es
medio oriente veamos el dibujo simero de la figura 1-9. Los dos hombres
con cabeza de 4guila surgen ¢l uno de otro mediante una rotacién de 180
grados sobre un eje paralelo al plano del dibujo. Esto significa que el dibujo
es simétrico porque al final de la rotacion se ve igual que antes de efectuar
1a operacion. El ala inclinada es la derecha en la figura de la izquicrda, y la
izquierda en 18 figura de la derecha y tal efecto también se observa en la
posicién de las manos y de los pies. Esta operacion de simetria se puede
aplicar a las pirdmides de Keops, Kefrén y Micerinos pero solo rotando 90°
por operacion.

Més compleja sin resulta 1a operacitn de inversion que consiste en
tomar todos los puntos de un objeto, llevarlos hacia su centro y luego
glejarlos s misma distancia hacia d otro lado y si e objeto parece
inalterado, entonces este tiene un centro de inversién, Al menos en las obras
de arte que hasta shora conozco no encuentro un ejemplo claro para ilustrar
mopmcién,perombumcjdnplosaisddeuncuboomocmdm(ﬁg.
1-10). Esto no significa que ses menos importante solo que sc ajusta mejor
al los estudios de goometria y estercoquimica que a los de estética y
apreciacion del arte.
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La operacién de translacién es una operacién un tanto aparte de las
anteriores dado que para esta no se requiere de un elemento fijo dentro del
objeto de interés para llevar a cabo la operacién. Estos elementos son: ¢je de
rotacion, plano de reflexion y centro de inversion para la rotacion, reflexion
e inversion respectivamente. A pesar de esto, creemos que la translacion es
una operacién muy ficil de entender. Consiste en " transladar” un objeto
hacia una u otras posiciones equidistantes obteniendo una imagen inalterada
de este. Una figura que es invariante respecto de una translacion muestra lo
que en el arte omamental se llama "razén infinita", esto es, repeticion con un
ritmo espacial regular, Un excelente ¢jemplo es el palacio de Quetzalcoatl
en Teothuacan (fig.1-11), en que destacan las figuras que adoman los
tableros y taludes que muestra ¢! traslado puro; pero debe notarse que la
translacion bésica cubre el doble de la distancia entre figura y figura, pues
las figuras de serpiente emplumada y la otra deidad se alternan
Aventurindonos un poco més allé podriamos decir que la translacién es el
patrén simétrico més importante de la musica dado que al ejecutar en una
melodia, un rondd' por ¢jemplo, estamos transladando notss musicales que
se repiten en el tiempo determinado por el tipo de compas, cubriendo
distancias dobles, triples, etc. Osca que la operacidn de simetria en la
misica no es espacial como las operaciones anteriores, sino que es una
operacién temporal.

! Un roudd oo wna forme sessical que consta de un tems que s¢ repie con alierssncia coa ofros 0 sobre us
sagemdo tams.



Figura 1-11, Templo de Quetzalcodtl. Teotihuacln México



' El campo de estudio y aplicacion de la simetria ¢s sumamente vasto.
Tanto que va desde el arte , 1a cristalografia y |a simetria molecular hasta los
fundamentos de muchas leyes de s naturaleza incluyendo a la cosmogonia y
las teorias de la gran unificacion. '

Este trabajo solo se enfoca o los fundamentos de la simetria y sus
aplicaciones a cristales y moléculas. Solo en éste capitulo hablare de algunas
otras no menos interesantes ramas del estudio de la simetria (cuyo profundo
andlisis esta fuers de los alcances y objetivos de esta tesis), aunque a mi

juicio algunas mas complejas.

En la fisica suelen existir simetrias que solo se ponen en evidencia
mediante operaciones muy sbstractss, quc no podemos imaginar en
términos de conceptos accesibles @ nuestros sentidos. Qué significa que
una ley fsica sea simétrica? Si usamos Is definicion de Weyl es claro su
significado: simplemente, que existe por lo menos una operacion que, una
vez aplicads a la ley en cuestion, la deja igual que antes de que s
apliciramos. Como dicen los fisicos, la ley es invariante frente a la
‘susodichs operacién. El ejemplo mis claro es la llamada "invariancia
traslacional®, que consiste en la invariancia de las leyes de la fisica al ir de
un lugar a ofro- esto es, al aplicarles una translacion- y que significs, en
pocas palabras que las leyes son las mismas en cualquier lugar del espacio(
lo cual pone de manifiesto una simetria del espacio mismo). Ejemplos de
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esto son los sistemas inerciales , Ia conservacion del impulso lineal que
también es consecuencia de la simetria translacional y ¢l momento angular
que sc origina de la simetria rotacional. En esos casos las operaciones-
translacién y rotacion- son mas o menos claras dado que son espaciales. Un
cjemplo mis complicado son las fuerzas nucleares. Estas fuerzas
permanecen iguales si se intercambian protones por neutrones y viceverss.
La simetria entre protones y neutrones no se hizo evidente sino hasts hace
poco debido a que la operacion de intercambiar protones por neutrones no
es ni espacial ni temporal,

En todos los ejemplos amteriores, las simetrias son ficiles de medir
porque "estin ahi, por asi decirlo, y solo tenemos que medirlas. Cuando esto
octme,dedmosﬁulussimeﬁdmmﬁum,muquéonevidm
¢ inmedistamente detectables. Pero podria ocurrir - y ocurre - que un
conjunto de leyes simétricas diers lugar 8 un fenémeno que no
percibiéramos como obvismente simétrico. Este fenémeno, desde lucgo,
solo seria asimétrico en apariencis, pues en d fondo, poseeris cicstas
simetrias no evidentes. En este caso decimos que la simetria esth oculta, o
mejor dicho que ha ocurrido una ruptura espontdnea de la simetria.



Capitulo 2

Introduccion al dlgebra geométrica



Um algebra es el estudio de la combinacion de un conjunto de objetos
matematicos bajo dos operaciones llamadas adicion y multiplicacion.

La geometria trata con un conjunto de objetos tales como : puntos, lineas,
planos, volimenes, etc. Y para poder formar una dlgebra necesitamos
seleccionar algunos de estos y formar un conjunto pars e cus se puedan dar
las reglas de la multiplicaciony dels suma. El resultado sera una dlgebra de
objetos geométricos. , -

Existen al menos cuatro clases de tales objetos que se pueden usar para este
propdsito; vectores, formas ( o vectores covariantes), formas twistadas y
vectores twistados (o twistores). Nuestro énfasis principal estard en el uso de
los vectores para construir una Algebra geométrica. Las ideas que llevaron a ls
nocion de los vectores se remontan & Hamilton, Gibbs, y Heaviside en el siglo
pasado. De hecho, tanto Hamilton como Gibbs construyeron una algebra
cuando ellos definieron las multiplicaciones de vectores en el andlisis vectorial
de Gibbs 0 en la teoria de los custerniones de Hamilton, y ambas digebras
solo eran aplicables pars un espacio tridimensional. El andlisis vectorial de
Gibbs no puede ser generalizado para menos o mas de tres dimensiones. Los
cuaterniones como los presentd Hamilton pueden usarse pers un cspacio de
dos dimensiones (cuatermiones reales), para uno de tres dimensiones
- (cuaterniones complejos) y para uno de custro dimensiones en forma de

bicuatemiones. :

Una mejor sproximecién se inicié cuando Grassmann descubrié e
producto externo de vectores pars generar un esquema mis flexible el cudl



llamamos dlgebra de Grassmann. (1862).

Fue unos afios mas adelante cuando W.C. Clifford estudio 1a unién de los
productos externo e intemo como una dlgebra completa la cudl se conoce
como élgebra de Grassmann-Clifford. Las dlgebras de Grassmann y Clifford
pueden desde luego usarse para otros objetos mateméticos aparte de los
vectores, por ejemplo formas o twistores o para conjuntos de entidades no
geométricas, etc. Sorprendentemente & uso histérico de las Algebras de
Grassmann y Clifford, a pesar de su utilidad, no comenzd sino hasta la llegada
de 1a mecénica cudntica a final de los aflos 20's de este siglo. E incluso en ese
entonces eran usadas pars la representacion de una coleccion tal de objetos
por matrices hecha por M. Proca en 1930 y también por G. Juvet en 1930. A.
Mercier las uso también pare estudiar el toorema de relatividad de Lorentz
en 1934 y termodinémica en 1935. El hizo un andlisis del espacio-tiempo
usando esta lgebra y lo aplico al electromagnetismo. Luego paso un segundo
periodo de casi veinte efios hasta que comenzd un renacimiento gradual
comenzado por M. Riesz, PX. Rasevaki, S. Teitler y D, Hestenes en el
pexiodo de 1945 & 1955. En los Gltimos veinte affos han aparecido més de
cien articulos aplicando estas digebras a la teoria de Dirac,
electromagnetismo, particulas elementales , curvatura del espacio-tiempo y
sus técnicas mateméticas.

1 4

Al ebras de Ulifford

Como se menciond en los pérrafos anteriores, las dlgebras de Clifford
, tienen un vasto campo de aplicacién, sin embargo en esta seccién nos
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enfocaremos al estudio del dlgebra geométrica que es una de las tantas
dlgebras de Clifford. El término de Algebra geométrica lo ided el mismo W.C.
Clifford. Hoy , la mayoria de las personas que estudian y desarrollan esta
dlgebra se refieren a ella como una algebm de Clifford aunque David
Hestenes prefiere hablar de dlgebra geométrica y emplear otro tipo de
notacién. En este trabajo empleo el término de algebra geométrica porque
considero que es més ilustrativo para analizar las operaciones de simetria ,
pero empleo la notacion hasta ahora convencional.

Una dlgebra de Clifford es un dlgebra asociativa sobre los reales para un
espacio euclidiano R oaucundorépllcude RyR*y por lo tanto cumple
las siguientes condiciones: ’

(a) x*= M’ paratodoslosvectores xenR"
(b) estadlgebraesgenerada por el espacioeuclidiano R”
(c) noesgenerads porcualquier subespacio propiode R"

Esta dlgebra es (nica y es llamada el digebra de Clifford CJ, deR®. En una
base ortonormal ¢,.0;,.....s, de R* la condicion (s) puede ser reemplazada
por las relaciones ¢ =1 y ¢¢; =-e,6,i%J

La base

Para evitar confusiones de aqui en adelante y antes de continuar es muy
importante de diferenciar entre los conceptos de dimensiones de un espacio
vectorial y las dimensiones de un Algebra de Clifford. Esto es, para un espacio



vectorial de dos dimensiones = R?, es decir un plano, y para un espacio
R’ hay algebras de 4 y 8 dimensiones( clementos de Ia base )
respectivamente segin la regla de 2" dimensiones de un dlgobra de Clifford
donde n representa al numero de dimensiones especiales. También cs
necesario diferenciar entre Ia base del espacio vectorial y la base del dlgebra.
La base del espacio vectorial son los vectores que lo definen y la base del
dlgebra son los elementos diferentes que generan al dlgebra.

Todos los productos de dos, tres,...,, n diferentes elementos de la base de
uns aigebrs de Clifford Cl. generan un  espacio vectorial lineal de 2*
dimensiones, Existe un término de éste espacio vectorial llamado el escalar(s)
igual al producto por si mismo de cualquier elemento de la base.

Los elementos de Is base son llamados ( dando lngar s confusidn) vectores
(v). Los productos de dos diferentes de ellos son llamados tensores (B), los
productos de tres diferentes de ellos tensores (T) y esi sucesivamente. Es
mejor (y asl lo heremos de aqui en edelante) lamarios escalares (s),
iectoru(v). bivectores(B), trivectores(T),..., y &l producto de cualquiera
diferente de ellos pseudoescalarea(P). Es muy importante aclanar que en
ilgebra un vector es un nimero direccionado y en goometria es un segmento
de linea direccionado.

Un elemento en Cls es una suma de un escalar, vector, bivector,....,y un n-

vector, en otras palabras s Ia suma de los k-vectores, £ = 0,1,2,.....,n, cada
uno en un subespacio Cl; teniendo comobase ¢, ;1<\ (i, (i, Sm. Mis
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precisamente, los elementos de la base son :

k lli, ...... Ik
0 1
1 [ 1<isn

n 'lz..n

Ast por ejemplo, ¢! elemento CJ; es el vector del dlgebra geométrica en tres
dimensiones y o demento C5 es e bivector de tal digebra en dos

La suma de los subespacios CL con uns & par serk denotada por
CI? , mientrasque CL" sereficres una k impar.

Producto intermo y producto extemo.

Fin uns digebra de Clifford ol producto de dos clementos cusiquiors de Ia
base tiene una parte simétrica y una sntisimétrica:

L L an-
ab=(ab +ba)+(0b~bo)



y se llama producto intemo o producto punto a la parte:

é-bs-;-(abﬂm)

y sele llama producto externo o producto cuffa:

aAbs-;-(ab—ba)

por lo tanto el producto total o el producto geométrico es:

ab=a-b+anbd

Esto, de una manera mas formal lo podemos expresar asi: si dos clementos a
en CI\ yben Cl  se multiplican, entonoes su producto ab esté en la suma
directa:

CIM + Il 4. +CfA

Entonces, al componente CI selellama producioexterno and y ol
componente ClF/ selellama productointerno a-b. El producto
extemo es asociativo, es decir, (@Ab)rc=an(bac). Y en un sentido
gradual e producto interno también es conmutativo, esto es,
anb=(-1)baa para a cCI®b eCl".  Por ejemplo i x es un vectory B
un bivector, entonces :

Bx=B.x+BAx = -%(Bx-xB)+-;-(Bx+xB)



o también:
BA®R)=2 B +(B-X)B)

=::-(B’x-BxB+BxB+xB’)=%(B’x~xB’)

Por otro lado tenemos:
(BABYX =2 (BABX-XBAB)

=—;-(B’x-xB’)

y entonces:
—;-(BAB)x=B/\(B-x).

Para ilustrar como se genera ¢ espacio vectorial lineal a partir de los
productos entre los elementos de la base de un dlgebra de Clifford analicemos
¢l caso del dlgebra Ch tomando dos vectores umitarios ortonormales ¢, y ¢,

y por supuesto al escalar 1. Con estos elementos los productos posibles son:

(1X1)=1
es =o' =1
o0, = =1
¢(1)=¢,
s (1),

¢, A¢, = ¢, = bivector=un plano
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y por simplicidad denotaremos al bivector ee, como e, . Asi hemos
obtenido los cuatro elementos del algebra del plano obedeciendo la condicién
2" ,paranuestrocaso 2’ =4 elementos 0 sea un escalar ( 1), dos vectores
(¢, ¥y ¢,) y un bivector (¢;). Esta algebra tiene la siguiente tabla de

multiplicacién:
¢ & &
¢ | 6 &
@ 4 1 %
ey - [ -1

Sobre la naturaleza, caracteristicas e interpretacion geométrica del bivector
entraremos en detalle en parrafos posteriores. Cabe mencionar también que la
unidad obtenida en este ejemplo no es la cantidad |I] , sino que es el 1 del
dlgebra'.

Algebra Vegtorial

Desde las primeras lineas de este capitulo se viene hablando de un
dlgebra geométrica, es decir un tratamiento algebraico de puntos, lineas,
plancs, volimenes, etc. y del uso de los vectores para construir tal dlgebrs con
¢l objeto de levar a cabo las operaciones bésicas de simetria. Y dado que los

1Eato bo pedenscs comprender mejor heciendo una comparacios coa ¢l dlgshes codinaria por ejeuple ceando
deanpajumncs & x en ums ecuacide donde se encuanirs “dividiendo® dejemos cnsu lagarawn 1, Rste s e | del
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elementos del algebra geométrica de definen mediante vectores resulta
indispensable analizar algunos conceptos del dlgebra vectorial.

Algebra vectorial del plano

Como vimos en ¢l ejemplo anterior un espacio vectorial R? tiene una
base que consiste de dos vectores unitarios perpendiculares ¢, y ¢,. Esta
dlgebra es tetradimensional y sus dimensiones son segin la regla de 2" : un
escalar, dos vectores y un bivector. Més adelante también analizaremos al
dlgebra vectorial del espacio.

El bivector

El producto extero de dos vectores es un bivector porque i tomamos dos
vectores unitarios perpendiculares ¢, y ¢, que obedecen lss reglas de
multiplicacion:

¢'=¢=1 quecorresponde & [of =|e" =1
6, = -0, ¢le,

y calculamos e cuadrado de ¢, hacemos:

(00)'= 4]} = -1



Dado que ¢l cuadrado del producto ¢e, es negativo, concluimos que
e, =€, no es ni un escalar ni un vector. El producto’ e, es una nueva -
clase de unidad, llamada bivector del plano que representa el drea plana
orientada de un cuadrado de lados ¢, y €, como se muestra a continuacion:

1=e, 15§

El cuadrado de un bivector del plano es un escalar y podemos establecer lo
siguiente: una condicion necesaria y suficiente para que un bivector sea un
plano es que su cuadrado sea un escalar. Un bivector arbitrario B elevado al
cuadrado, o sca B? dalasuma deun escalar B-By untetravector BAB,

8i se multiplica el vector r = xs, + ye, porelbivectorunitario ¢, y
se obtiene otro vector re,, = x¢, — 39, el cual es perpendicular a r el mapeo
r-»re, es una vuelta hacia la izquierda , y el efecto de dos de estas
vueltas (e,,°¢,;) invierte ¢l sentido de la posicion original, lo que
lemariamos uns vuelts en " U *. El bivector unitario ez comparte la
propiedad bisica de la raiz cuadrada de -1, es decir i=v~1 y por esto
planteamos la ecuacion i=e,, . Sin embargo, se debe de notar que i
anticonmuta con ¢ Y e, yporesto i anticonmuta con cualquier vector

7



enel plano ee, , grificamente lo podemos mostrar asi:

ri=-r
para r=yxe, +ye,
Productos de vectores

Dos vectores a=ae, +a,e; y b=be +be, se puoden multiplicar para
dar lugar al producto escalar a-b=ad +ab, o e producto vectorial
anb=(ab,-ah)e, representando el érea orientada del paralelogramo de
lados a y b. El drea ordinaria es el valor absoluto del bivector
|aabl=|ab, —ah| Comose musstraa continuacidn;

]



(b, b)

Ara={a b.a b |

(a1 ,82)

Los dos vectores ay b determinan un paralelogramo. El paralelogramo puede
considerarse como una clase de producto geométrico de sus lados:

[} £

Los bivectores aAby baa tienen la misma magnitud , pero diferente
sentido de rotacién. Esto se puede exprosar simplemente escribiendo :

anb=-bAa
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Y el nuevo producto de los vectores a y b es la suma:

ab=a.-b+anb

del escalar a:b y el bi vector aAb. La regla conmutativa a-b=b-a junto
con la regla anticonmutativa aAb=-baa implica uns relacion entre ab y
ba. Estoes:

ba=a-b-anb

~ Los dos vectores a y b son colincales cuando conmutan, es decir ab = ba, 6
" ab, = azb, . Para dos vectores perpendiculares a y b tanemos:

la+bf =af +bf' 6 (a+b)’=a? +b’

Dado que en general:
(a+b)’=a’ +ab+ba+b?
los dos vectores a y b son perpendiculares:
b alb
ab=-ba



Division en componentes

Para dividir un vector r en componentes paralelas a a y b tenemos que
determinar los coeficientes @ y P en la descomposicion r=aa+fb.
Analizando la siguiente figura encontramos las razones de las éreas orientadas
de los paralelogramos de lados a,byr.

b

b

0 a8 8

Dadoque rAb=a(anb) y anr=Aanb) mtoneaseiieduoeque:

tAb anar
=——8+—b
d lAb' anb

Com tes elos iculares
Pmobtuuilcomponmtedeam la direccién de b, cuando los dos

vectores forman un éngulo ¢ sc tiene que este componente paralelo aii es un
milltiplo escalar del vector unitario b/[b| es decir que:
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b

b -
o= st s

En otras palabras el componente paralelo an es el producto escaler
a_ b '
a'b =|albjcos¢ multiplicado por el vector b =m llamado el inverso

deb. Estoes:

b
.,,,=(a.b)[—2]=(a.b)b-'
Ibf

El componente perpendicular a. esté dado por Ia diferencia :

8, =a-8,=a-(a:b)b" =(ab-a-b)b' =(anb)b’

y puede mostrarse que:
(anb)’ =b'(baa)

La disposicion y orientacion los componentes del vector a o8 asi:

n



El bivector y los nimeros complejos

Entendemos por un niumero complejo una expresion del tipo
z=x+yi donde x € ¥ sonnimeros reales¢ i es ¢l bivector unitario ,tal
que i’ =-1 . Elhecho deque i’=-1 es solo una version aritmética del
hecho geométrico obvio de que la suma de dos dngulos rectos

§+§ esun dngulo recto % El producto de un nimero complejo

z=x+iy y e bivector unitario i da como resultado una vuclta hacia la
izquierda iz=ix~y,y como acabamos de mencionar el efocto de dos de
estas vucltas hacia Is izquierda (i+i) es el de cambiar hacia la direccién
opuesta original (-1), esto es, una media vuelta del plano complejo. Se debe
de notar que ostas vueltas se llevan 8 cabo en el plsno complejo C. A
nimero real x se le llama la parte real Re(z) del mimero complejo
z=x+iy. Si esta parte real es cero, entonces el mimero complejo es un
bivector puro y por lo tanto el nimero real y es la parte pura Pu(z) del
nimero complejo z=x+iy .
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Algebra Vectorial del Espg_cio

Pasemos ahora a analizar algunos de los conceptos anteriores en un espacio
vectorial de tres dimensiones.

La Base

El espacio vectorial tridimensional R’ tiene un a base que consiste de tres
vectores unitarios perpendiculares ¢,¢;.¢, Esta dlgebra vectorial es o
dlgebrs real asociativa generada por o conjunto  €,¢,,8, satisfacindo les
relaciones ¢ =1 y ¢¢, =~#4 pars i4j . Estadlgebra vectorial es wa
ilgebrs octadimensional y segim la regla de 2° tiene Is siguiente base:

1 escaler
€,6,,0, vectores
03,050, bivectores
€2 tri vector

El Trivector
El trivector unitario nacido en esta digebra os |a resultado del producto

6¢,¢, que por eimplicidad lo denotaremos como ¢,,,. Al trivector
también se le suele llamar dirsctor y este representa un volumen
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orientado en R’ 'y en el caso del trivector unitaio j=¢,,, s trata del
volumen orientado de un cubo de aristas ¢,,6, Y6, cuyas caras que lo
generan son los productos : ¢,,,6,,¥¢),. Si invertimos el orden del producto
66,6, por ¢,ee, obtencmos la orientacion contraria -j=e,, cuyos
productos generadores son ¢€,,,¢,, Y ¢;, como se muestra a continuacion:

) )
en en
eu s e
1
€. &
¢ ¢ ) ¢
1€y “JEC

Asi entonces, un elemento cualquiera de ¢l dlgebra del espacio se define en
forma general como lasuma: a +a+jb+jB que es la suma de un escalar a
,un vector &, un bivector jb y un trivector jp.

Suma de Bivectores

Tal como pars los vectores, la suma de bivectores satisface las mismas
reglas para la suma de los nimeros reales. La interpretacion geométrica de la
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suma de bivectores se aprecia mas ficilmente si los bivectores se expresan en
terminos del producto externo con un factor vectorial comun. En tres
dimensiones esto es siempre posible porque dos planos cualquiera serén
paralelos o se intersectarin a lo largo de una linea comin. Algebraicamente
hablendo si tenemos un bivector A y a ofro bivector B, sea
A=aAc=-cAay B=bAac, donde ¢ es un vector en la linea comim.
Emtonces A+B=8Ac+bac=(a+b)Ac. El significado geométrico de
esto se muestra en la siguiente figura:

i : A}B ¢
NVAL LN

ol h

y Ia suma de los dos bivectores A + B serd la base del prisma, es decir otro
bivector o plano orientado cuya drea es la suma de las dreas de los bivectores
AyB.
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Producto interno de un vector y un bivector

~ Para ilustrar este concepto tomemos un bivector B y un vector a con un
éngulo ¢ fuera del plano del bivector como se muestra en la figura:

Sea b Ia proyeccion de 8 en ¢l plano de B, entonces [b] =[ajcosg. El
producto intemo x =a'b del vector a y el bivector B es un vector x en
plano de B , tal que:

(8)  |x=|Byb)
(b) xlb y bAx™B

De la figura enterior podemos notar que a1 =b y . =a- an ydado que
8:B=-Ba eantonces a:-b=aiB y aAb=a.B deca quean es e

componente intermo y au s el componente extemo.



La dualidad del producto cruz y el producto externo

Si tomamos a un vector a=ae +a¢,+ae, y un bivector
A=age, +a,6,+ae, escnibiendolo como A = ja ,con las mismes
coordenadas se dice que son duales si el uno con ¢! otro. Esto significa que
el producto externo 8~ b entre los dos vectores 8 y b es dual al prodicto
cruz axb=e(ab, -apb)re(ab ~ab)eab, -ab) , geométricamente
‘esto lo podemos apreciar en la siguiente figurs:

axb

donde a"b=j(axb)




Capitulo 3

Operaciones de Simetria Mediante
el /\lgebm geométrica



En tos don capitulos anteriores hemos presentado algunos
conceptos de simetria y algunos fundamentos del dlgebra geométrica. En
este capitulo formularemos las operaciones de simetria mediante el empleo
de los fundamentos del dlgebra geométrica del capitulo 2 de una manera
més formal que como se hizo en el capitulo 1. El darle un enfoque
matemético a las operaciones de simetria y su aplicacion a grupos
cristalogréficos no es ciencia nueva, ya data desde hace tiempo,
generalmente mediante un tratamiento matricial de tales operaciones. Sin
embargo, muchas personas creemos que la aplicacion del algebra
geométrica al tratamiento de las operaciones de simetria resuita mas
sencillo, préctico e innovador que como se ha venido haciendo hasta ahora.
Esto no significa que nos desligaremos por completo de todos los
fundamentos y aplicaciones que hasta ahora se han realizado, al contrario,
emplearemos una buena cantidad de ellos y en medida de lo posible
estaremos haciendo algunas comparaciones entre ambos tratamientos,

Antes de comenzar las aplicaciones a cristales ejemplificaremos
- algunos conceptos con moléculas simples 6 figuras geométricas sencillss,
ya que creo que resultaria un poco mas ficil que entrar de lleno con los
cristales.

E\ snilisis detallado de 1s simetris se denomina teoria de grupos .

Buena parte de la teoria de grupos es una recopilacion sistemitica de
sentido comin sobre las simetrias de los objetos, y este fundamento de



sentido comiin nunca debe olvidarse. Sin embargo, dado que la teoria de
Brupos es sistematica, sus reglas se pueden aplicar de una forma mecanica y
directa, y en algunos casos se obtienen resultados inesperados. En la
mayoria de los casos , la teoria de grupos proporciona un método simple y
directo para llegar a conclusiones Gtiles con un minimo de célculo, aspecto

que destaca entre las demés campos de estudio de la fisicoquimica .

Elementos de Simetn’a en los Ol_)ietos

Como se comentd en ¢l primer capitulo algunos objetos son mas
simétricos que otros. Por ejemplo, una esfera es mas simétrica que un cubo ,
porque parece la misma después de haberla rotado un dngulo cualquiera con
respecto a cualquier didmetro ( por esto, para los griegos la esfera e el
objeto mis perfecto), mientras que un cubo parece ¢l mismo solamente si se
rota dngulos de 90°,180°, 270° 0 360° sobre ejes que pasan por el centro
de sus caras o dngulos de 120°, 240° o 360° sobre ejes que pasan por
vértices opuestos:
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Es importante notar que aunque estamos ahora dando un formalismo
mayor a los conceptos de simetria expuestos en el capitulo | seguimos y
seguiremos basandonos en la definicion de simetria de H. Weyl.

A cada operacion de simetria le corresponde un elemento de simetria:
estos son puntos, lineas y planos con respecto a los cuales se realiza la
operacion de simetria. Los objetos se pueden clasificar en grupos de
simetria identificando todos sus elementos de simetria, por ¢jemplo los ejes
de rotacion mostrados en la figura anterior o un plano de simetria bilateral,

Hemos visto que hay cuatro tipos de operaciones de simetria simples:
identidad, rotacion, reflexion e inversion ( y consecuentemente existen
cuatro elementos de simetria ) que dejan al menos un punto inalterado y
que dan lugar a los grupos puntuales . Al trater a los cristales (Cap. 4) se
veré que la simetria derivads de la translacion de objetos a través del
espacio da lugar a los grupos espaciales.

Sistemas de Notacién

'En el estudio de las operaciones de simetria y la teoria de grupos
existen los sistemas de notacién intemacional o de Hermann-Mauguin y el
de Schoenflies, y ademds yo introduciré el del dlgebra geométrica. El
sistema de Schoenflies es mis comin pars o andlisis de moléculas
individuales , y el sistema internacional se usa casi exclusivamente en ¢l
andlisis de simetria cristalina
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El hecho de introducir otro sistema nuevo de notacién no es un afan
de complicar mas las cosas ,sino de dar mas continuidad a las ideas
presentadas en el capitulo anterior. En lo particular no vemos gran
inconveniente en que existan tres tipos de notacién para una misma cosa
siempre y cuando los conceptos sean y estén bien claros, porque solo es

cuestion de conocer los sistemas de notacién y mentalmente “traducirlos™
2

Tdentidad

Esta operacion consiste en no hacer nada y el elemento
correspondiente es el objeto mismo. Puesto que todo objeto (lldmese
molécula o cristal) es indistinguible de si mismo si nada se realiza sobre él,
concluimos que todo objeto posee al menos esta simetria.

La importancia de la identidad radica en que a fin de cuentas lo que
buscamos al efectuar una o varias operaciones de simetria sobre cualquier
objeto es llegar a 1a imagen original de aquel objeto, es decir que la
identidad sea el resultado final de esas operaciones.

En la notacién del dlgebra geométrica la identidad se escribe como:
: =1 (3-1)

1De hecho en ¢ Algshrs geomitrics tambide by discrepancies - inchuso peores - en cuestida de aotacits , pero

¢ este Wabejo nos alineamos con s aotacion ede acepteds y waads & nivel
2En comtide de actacion 20 st cocaps of cano de muterias tan deserroliades como I fisics clésica y demis

rasas de ls flsica, por qjamplo, doade La notacion cambie radicalmente andre Jos texios americascs y de Burope
occidental en comtraste com 1oe de a ex-URSS y de Europa oriestal.
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Rotaciones

Las rotaciones se efectian con sobre un ¢je de simetria (el elemento
correspondiente). Si una rotacion de 360°/n deja inalterado al objeto en
cuestion se dice que este tiene un eje de simetria de orden n. Un objeto
pucde tener varios ejes de rotacion ya sea sobre el plano o sobre el espacio y
el (o los) que tienc mayor valor de n se denomina eje principal. Esto
significa que un cuadrado hay un eje de orden cuatro o sea un eje de
rotaciones de 90° perpendicular al plano de rotacién, que es el mismo plano
del cuadrado; y cuatro ejes de orden dos o binarios- es decir, rotaciones de
180°- que rotan al plano del cuadro sobre el espacio. El primero es
petpmdiéular al plano del cuadrado y los otros cuatro estin en el mismo
plano;

Eje de orden 4 Ejes binarios
(pringipal) ,
MT N | //
| \ { 7
i N\ 4
|
t 2NN
i
i A
| / { N\
i
1 dREh
|
[}

De igﬁnl forma un tridngulo posee un ¢je de orden 3 y tres ejes binarios.
Por otro lado, una circunferencia tiene un solo eje de orden infinito y un



numero infinito de ejes binarios (todos los didmetros posibles), y la esfera
tiene un nimero infinito de ejes de orden infinito,

En el dlgebra geométrica la operacion de rotacion de una figura plana
alrededor de un eje consiste en Ia transformacion de un vértice x, (o vector
asociado a este) en su vecino x,,, . Esto se logra al aplicar los elementos
RyR"’  tlesque RR' e€Cl sobre el vector x, de manera que
X, + X, €C/. Esta operacion se expresa como:

X = Rx, R (3-2)

que equivale a dos productos de Clifford o entre R y x, ,yel otro
entre Ry x, . Y en esta discusion trataremos a las rotaciones de orden 6 y
mas adelante como ejemplo numérico a las de orden 4 .

Dado que es necesario introduciremos el siguiente lema que no es nada
ficil de demostrar:

Rx, =x, R (33)
pars obtener:

R'x,R=x,RR=x, R’ (34)
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En ambos casos el repetir seis veces esta operacion de simetria regresa-a
cada veértice a su posicion original. En el primer caso se satisface la
ecuacion del operador :

R=id (3-5)

Esta relacion implica que las potencias de R forman un grupo con seis
clementos diferentes RR'R’R'R’ y R®=id. Este grupo, el grupo de
simetria rotacional del hexigono, o de cualquier grupo isomérfico a el , se
llama un (o el) grupo ciclico de orden 6 cominmente denotado por C,.

E! grupo C, es un grupo finito, llamado asi porque tiene un nimero
finito de elementos (seis en este caso). E! orden de un grupo es el nimero
de clementos que contiene. El elemento R se dice que ¢s un generador de
C, porque el grupo entero se puede generar a partir de R mediante la
operacion del grupo. Esto es algo asi como los elementos de la base de un
dlgebra El grupo C, esth completamente determinado por Ia condicién
R® = id ( y se entiende que las potencias menores de R no son iguales a la
identidad) sobre su generador debido a que un grupo es un conjunto de
generadores y relaciones . Una relacion de un grupo es uns condicién
cualquiers sobre su genersdor y un conjurto de relaciones que determins
completamente 8 un grupo se llama presentacion del grupo. Nuestro grupo
C, tiene como Unico generador a R y como Gnica relscién s R'=id y
por lo tanto su Unica presantaciéa s también R = id.

Segim lo estudiado en el capitulo anterior no debemos de pesar por
alto que la operacion R~ x, R se aplica sobre una componente escalar, dos
vectoriales y otra bivectorial porque la operacion es sobre un plano de dos
dimensiones.



En el dlgebra geométrica las rotaciones de vectores en el plano
equivalen al producto de un vector a por un vector unitario b , es decir ,
ab=a-b+aAb; pero como lo vimos en el Ultimo apartado del capitulo 2,
es mejor expresar la rotacion de vectores mediante un mapeo unitario de
espinores, Siendo asi, una rotacion en un plano es:

z = exp[2ne,/n] (3-6)

0 en nuestro caso:
2= exp[2ne,,/6)= exp[xe /3] (3-7)

donde e: es el bivector unitario para el plano de rotacion que es el plano
complejo. Recuérdese que un plano generado por ¢,y e, puede ser
mapeado en un plano complejo o sea ¢, —»i.

Segun las ecuaciones ( 3-2 ), (3-3)y (3-4) al operador R le
corresponde un grupo z = R* , por lo que la relacion del operador R® =1
corresponde a la relacién del grupo :

£=id (3-8)
que s también la identidad, pero en el plano de los complejos.

Para cada grupo rotacional finito hay un grupo de mapeos con el
doble de elementos debido & los dos sentidos posibles de Ia rotacién lo que
podemos escribir como :

R =11 (3-9)
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que es la presentacion de lo que se conoce como el grupo diciclico de orden
12 generado por R, denotado por 2C,.

El grupo ciclico no asigna una orientacion a las rotaciones y dado que
es imposible medir cantidades vectoriales, bivectoriales, etc sin una
orientacion para cllas, las rotaciones y las deméas operaciones de simetria
deben de ser orientadas. La orientacion de las rotaciones en términos del
grupo de la ec. (3-6) estd dada por el bivector seleccionsdo, ya sea
8, 0 —&,

Ajgebg_ geométrica del cuadrado

Para ejemplificar los conceptos anteriores de la rotacion
desarrollaremos algo del dlgebra geométrica del cuadrado pensando que se
pudiera tratar de una molécula de ciclobutano por ejemplo, o de un plano un
un cristal de NaCl. Para les rotaciones del cuadrado alrededor de un eje
perpendicular a! plmo de rotacion tememos un grupo  ciclico
C,=RRRyR'=id 'y d grupo de la ecuacitn (3-6) tendré los
generadores z,2'2’ yz'. También existiré un grupo diciclico 2C, de orden

8. Comencemos el estudio en la direocién de ¢: y recordemos que :
e

e, +°z ¢ # ¢,
—




entonces.
2= exp[2ne, /4] = exp[ne,/2]  (3-10)

Desarrollando a z segun la formula de Euler:

z=cos§+e‘2scn-12£ (3-11)

n n
Como 008-2-=0 y Scn'2-=1 , se obtiene que :

z=e, (3-12)

por lo tanto los generadores de z para las rotaciones del cuadrado en ¢l

sentidode €, son:
z=@,

=g =-1
Yoy
TEep =y =0,
2 =ep=1

y ¢l grupo C. para esta orientacion se define como:
C,={t¢,,t1) (3-13)
De manera andloga, las rotaciones en el sentido ex se hacen asi:

z=co|12’-—c,,sen12l- (3-14)

lo que implica:



z=¢y, = -, (3-15)

y los generadores de z para esta orientacion son:

i=-é
=-e} =1
r'=-ey =6,
y su grupo ciclico es:
C,={te,,11} (3-16)

En este caso particular los grupos ciclicos para ambas orientaciones
coinciden con el grupo diciclico:

2C, = {te, , t1) (3-17)

Aparentemente las ecuaciones (3-13) y (3-16) son idénticas en su forma de
expresarse, sin embargo, notamos que cads generador del grupo z de una
orientacion tiene la misma magnitud que su respectivo de la orientacion de
sentido inverso, pero con signo opuesto ; y al momento de generalizar tales
ecuaciones parecen ser idénticas. Asi, 1 =id y -1 =-id lo que quiere decir
que Ia identidad se puede alcanzar mediente las rotaciones hacia una
direccién o hacia la otra.



Esunhechoque 1,-1,¢, y ~€, e Cl. Siestamos de acuerdo con
esto concluimos que el algebra geométrica, que a fin de cuentas es un
algebra de Clifford, es més general que el algebra ordinaria a la que tanto
estamos acostumbrados porque "engloba" en un mismo tratamiento tanto a

los nimeros reales como a los nimeros complejos.

Reﬂexiones

Las reflexiones se hacen sobre un plano de simetria o plano especular. Si
una reflexion en un plano que pasa a través del objeto en cuestion lo deja

aparentemente inalterada, se dice que tiene un plano de simetria. Cuando el
plano contiene al eje principal, se denomina vertical. La molécula de H:0
time dos planos de simetria verticales como se muestra en la siguiente
figura:

i
-

Plano vertical de la molécula de agus
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y de igual manera el NH: tiene tres de estos planos verticales. Cuando el
plano de simetria es perpendicular al eje principal, se denomina horizontal.
La molécula de benceno tiene un eje principal C, y un plano especular
horizontal (ademés de otros elementos). Cuando un plano especular es
vertical (0 sea que contiene al ¢je principal) y bisecta al angulo formado por
dos ¢jes C, perpendiculares al eje principal, s¢ denomina plano diedral. En
la siguiente figura se muestran tanto los elementos de simetria rotacional y
reflexiva en el benceno.

Planos espoculares verticalos y cjes
de rotacion en el benceno

En el sentido matemitico la reflexion significa transportar a los
vectores asignados a los vértices o puntos que forman al objeto en cuestion
a través del plano de reflexion. Y antes de proseguir tenemos que advertir
que desde sus origencs, los conceptos geométricos nacieron en tres
dimensiones , conceptos que se desarrollaron en 1a teoria de la geometria
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euclidiana a la que tanto estamos acostumbrados. En esta teoria s establece
que un espacio euclidiano R pertenece a otro de manera que ReR‘ ¢R’.
Sin embargo, en el algebra geométrica no es necesario que un espacio esté

embebido en otro de dimension mayor,
Para el tratamiento matematico de las reflexiones nos basaremos en

algunos conceptos del capitulo 2 y en la siguiente figura que ilustra la
reflexion de X=X, ¢, + X €, con respecto a un plano horizontal relativo

a ¢, que contiene a &,

Aqul, se refleja el vector x sobre un plano para dar lugar al vector x'. Como
se puede apreciar el vector x tiene una componente paralels y otra

perpendicular, o sea:
X=x+%x, (3-18)
y al efectuarse la reflexion se obtiene:

X=-x,+x, =-exe  (3-19)
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De esto, podemos hacer tres observaciones importantes:

1) x: permanece inalterado en la reflexion.

2) Aunque se ha realizado una reflexion en el espacio generado por
e.e,y e, ,elvector x al reflejarse pasa solo sobre una linea paralela a ¢,
del plano de reflexion. El "plano de reflexion", en nuestro ejemplo es el
plano €,, que solo es necesario porque historicamente buscamos que exista
un plano perpendicular a ¢, . De hecho, en la figura no se trazb al vector ¢,
por las razones anteriores.

3) el vector x inicialmente se encuentra en el plano ¢, y despuéds de la
reflexion, en la forma de X', se encuentra de nuevo en ¢l plano ¢, .

De manera mas formal se define la reflexion como la aplicacion de
los elementos —-H y H sobre el vector x para dar lugara x' , 0sea:

X=-HxH (3:20)

Fisicamente H significa mapear al vector x & un‘plmo complejo y -H
significa mapear al vector desde el plano complejo hasta ls posicién x'.

También las reflexiones de un objeto o molécula forman un grupo
de simetria con sus respectivas relaciones y presentaciones. Para estudiar a
este grupo emplearemos de nuevo el caso del hexigono que bien pudiera
ser una molécula de benceno. En este podemos insertar doce planos de
reflexion tanto entre vértices opuestos y 8 1a mitad de los lados opuestos,
asf;
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Las reflexiones sobre estos planos generan al grupo H,; donde :
H*=id (3-21)

y esth formado por doce elementos o potencias diferentes de H. En la figura
de Ia pigina siguiente se muestran los doce elementos de este grupo, o sea
las doce reflexiones posibles sobre los planos situados en los cjes de
simetria de un hexigono. En la figura por simplificacion se representan los
planos con liness y en cada estructura se traza el plano de reflexion que da
lugar @ 18 estructura siguiente, Cada una de ostas estructuras es una
potencia de H y es interesante ver que las lineas de los planos pueden
hacerla también de cjes de rotacién del tipo C, ; pero lo més importante es
que las reflexiones sobre pluios entre los vértices omenn al- grupo
rotacional 2C, . Si tomamos s la estructura 0 y luogo seguimos ¢l orden
de estructuras 11, IV, VI, VI, X, XN concluimos que hemos formado al
gupo C, en Is direccitn de ;.. En ¢ caso contrario si seguimos el orden
de ¢, , esdecir, X, VI, VL IV, II, Xl ,obtenemos & la contraparte de
C, 'y como sabemos ambos casos forman s 2C, . Por lo tanto demos ol
wupo 2C, esunsubgrupode H,, . ‘
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Las reflexiones en ¢ hexigono




Si continuamos analizando a las estructuras “pares” nos damos cuenta que
sobre una direccion dada una reflexion es equivalente a dos rotaciones.

Ahora bien, ;, que ocurre con las reflexiones que dan lugar a las
estructuras "nones" ?... . Lo que pasa con ellas es que son ¢l complemento
del grupo  2C,; para formar a H,,. El hecho de que este grupo de
reflexiones tenga mas elementos que el de rotaciones estriba en las
definiciones mismas de esas operaciones de simetria. Segin la definicion de
rotacion , esta transforma a un vértice x, en su vecino x,,, pasando
solamente de vértice en vértice y no por ningim punto intermedio entre ellos.
Y sin embargo, la reflexion tiene un grado de libertad mas que es poder
realizarse sobre un plano situado entre dos vértices. El lector observador se
habré dado cuenta de que las ecuaciones (3-2) y (3-20) son practicamente
iguales y esa es la justificacién matemdtica de que el grupo  2C, seaun
subgrupo de H,; , lo que implica la simplificacién extrema de poder
describir a dos operaciones de simetria mediante una misma operacion del
dlgebra goométrica.

Al igual que las rotaciones, las reflexiones también pueden tener una
orientacién determinada Esta clase de orientacién es un poco mas
complicada de entender que para Ia rotacién. Para entender la orientacién en
las reflexiones pensemos en que cada plano de simetria es como un espejo,
con un lado opaco y e otro "plateado” en e que se reflejard e objeto en
cuestion; y segin Ia orientacion del " lado plateado " ser la orientacién de
1a reflexion; es decir , no es igual considerar que algo pasa de arriba de lo
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plateado hacia abajo 6 que pase de abajo hacia arriba de lo plateado. En esta
figura siempre se considera que la reflexion en un sentido forzosamente se
acompafia con una reflexion de todo lo del otro lado en el otro sentido y el
grupo solo es H,, por definicién. En las estructuras de la pagina anterior
todos los vértices son iguales, aunque tengan una letra asignada, esto es solo
para resaltar el efecto de la reflexion; en esa figura el lado plateado va
rotando en el sentido de las manecillas del reloj,

Ejemplos Complementarios

El objeto de esta seccidn es presentar algunos ejemplos relacionados
con los tdpicos anteriores que no se hicieron en su momento para no
complicar el texto ¢ “indigestar” al loctor; y el estudio de estos cjemplos al
igual que los anteriores es importante para asimilar de manera clara la
operacion de reflexion.

al Planos de reflexion en ofros poligonos

Los elementos del grupo i, para el hexigono se mostraron
gréficamente. En este se pueden trazar tres planos de reflexion sobre los ejes
entre vértices opuestos y otros tres enfre los puntos medios de lados
opuestos, o sea seis planos de reflexion.

En el cuadrado ocurre algo similar: se tienen los siguientes 4 planos:
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Que dan lugar al grupoH y tiene como

subgrupoa 2C,

Pero en poligonos de numero de vértices impar tales como el tringulo y
pentigono solo podemos trazar planos de un vértice hacia el punto medio
del lado opuesto, asi:

y se puede pensar de primera instancia - sobretodo para el tridngulo- que en
estos poligonos 2C, =H, y 2C,=H, . Pero esto no ocurre asi, y lo
podemos ver graficamente para el tidngulo:
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donde podemos ver que existen los grupos rotacionales en e orden
OILIV,VI y IVJILVI | es decir el grupo 2C, , y las estructuras | y V
como complemento para dar lugar a F;. Aunque ya no lo ilustraremos lo
anterior es valido también para el pentigono y para cualquier poligono
regular.

Se ha hablado ya de que en o digebra goométrica no es necesario que
un espacio esté embebido en otro de dimensién mayor. Segin esto, dijimos
que |a reflexion de un vector sobre un plano era en realidad Ia reflexion de
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este solo sobre una linea de ese plano. También la reflexion de algo se
puede hacer solo sobre puntos(cerodimensionales) del plano. Un buen
ejemplo para esto es una estructura cristalina metalica, la estructura ctbica
centrada en el cuerpo. Dicha estructura la tienen los metales alcalinos : Li,
Na, K, Rb, y Cs. La estructura es:

Estructun bee (body cubic centered)

Si consideramos a los dtomos como particulas puntuales, al trazar cualquier
plano de simetria sobre esta estructura la dejamos inalterada, y al reflejarse
los ktomos pasan solo por puntos de! plano de reflexién.

Lgversicn

La inversion ( simbolo F Jse realiza sobre un centro de inversion.
Para explicar esta operacion s¢ simetria en un objeto imaginemos que se
toma cada punto del objeto en cuestién y se mueven hacia su centro de
inversion y luego se alejan la misma distancia hacis el otro lado, obviamente
dejando inalterado en apariencia al objeto.
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Para esta operacion existe un tnico centro de inversién (c.i.) para
un objeto dado, aunque no todos los objetos poseen un centro de inversion.
Este es el caso de los poligonos regulares de nimero impar de vértices o del
tetraedro, si se trata de los poliedros regulares. He aqui algunos ejemplos:

V4ot

tiene C.i. 0o tiene c.i. tiene ¢.i.

Para llegar a la identidad via la inversion solo son necesarias dos
operaciones , una es llevar e objeto a la forma invertida y la otra es llevar
esta forma a la original independientemente del mimero de vértices, lados y
carss que tenga el objeto, claro siempre y cuando exista en ¢l un centro de
inversion. Por esto el grupo de la inversién siempre serd un grupo de dos
clementos para cualquier objeto o sea {F,F'=id} y lo designaremos
como grupo F, donde "n" hark alusion a los lados del poligono y
caracteristicas del poliedro segim sca ol caso.

A pesar de lo anterior la inversion contiene clementos de los
respectivos grupos rotacionales y de reflexién. Por ejemplo en un cusdrado



se puede realizar la siguiente inversion:

que es equivalente a dos rotaciones y dos reflexiones. Si hacemos otra
inversion para llegar a la identidad :

se generan dos rotaciones y dos reflexiones mas dando lugar & un grupo C,
y solo cuatro reflexiones de un grupo H, porque el centro de inversion
acta solamente como un plano entre vértices y no como un plano a la mitad
entre lsdos opuestos. Como solo se genersn cuatro reflexiones y no el
grupo completo no podemos decir que en general, las reflexiones sean un
subgrupo de la inversion. En el caso de las rotaciones e ¢je de rotacién pasa
por ¢l centro de inversidn por lo que se obtienen todss las rotaciones de C, ,
pero en un solo sentido y ¢l grupo ciclico C, es un subgrupo de 2C, y
consocuentemente subgrupo de F,. Por lo tanto las rotaciones también
pueden generar & Is inversién.



Matematicamente la inversion se expresa como:

FAF (3-22)
con AF=-FA 'y F!=1

donde A no es un solo vector, sino todo el conjunto de vectores asociados
a cada punto, vectores que tienen origen en el centro de inversion de nuestro
objeto. Esto no quiere decir que la inversion equivale al total de las
reflexiones individuales a través de cada punto del objeto porque aunque se
puede trazar un nimero infinito de planos que contengan al centro de
inversion, solo algunos de ellos pasan por los ¢jes de simetria; y un plano
para ser plano de reflexion forzosamente debe de pasar por un eje de
simetria. En el caso de los vectores colineales con los cjes de simetria si
existen la operaciones de reflexién que forman el subgrupo de F, .

Visualizar Ia orientacion en la inversion para establecer un grupo
2F, resulta sumamente dificil , incluso més dificil que para la reflexién. En
Ia reflexion se habl6 de un lado plateado y otro opaco del plano de reflexion,
pero como el centro de inversion es solo un punto, no podemos marcar
diferencia sobre el y por lo tanto el cualquier grupo de inversion es solo F,
por definicion.



Rotacién Imgrogia

Esta operacion también llamada rotacion-reflexion o rotacion-inversion
resulta mds complicada que las anteriores porque es una operacion
compuesta producto de dos operaciones de simetria. La rotacion impropia
cuyo simbolo es §, consiste en realizar una rotacion seguida de una
reflexion sobre un plano horizontal, es decir, un plano perpendicular al eje
de rotacion. El orden "n" de Ia rotacién impropia es ¢l mismo que ¢! del ¢je
de rotacion del objeto en cuestion. '

Mateméticamente la rotacidn impropia consiste en llevar a un vértice
X, 8 la posicion vecina X,,, mediantc la rotacion y luego llevar a
X,.; mediante la reflexion a la posicion X,,, . Lo que podemos expresar

como:
X = 871X, 8 (3-23)

Pars ilustrar el concepto de rotacion impropia veamos la figura que se
muestra a continuacion. En las estructuras [ y I1l las lineas punteadas indican

(]



e s gl -
¢ 0 ¢ c d b a
1 I
s b d ¢
d ¢ a b
V=20 m

planos de reflexion y la linea sélids que atraviesa a las estructuras 0 y II
indican ejes de rotacién. En la estructura 0 vemos que para poder aplicar las
rotaciones impropias solo se puede emplear un eje C, , si se empleara un
¢gje C, el plano de reflexion perpendicular a este eje seria paralelo al plano
del cuadrado y no se podrian realizar las operaciones de reflexion; esto
significa que las rotaciones impropias serén de orden 2, Las estructuras Il y
IV son el resultado de las rotaciones impropias S, .

A estas operaciones de simetria también se les puede asignar una
orientacion determinada por el sentido de rotacion del eje dando lugar a un
grupo 2S5, 0 25, para el caso de nuestro ejempio.



Translacién

Ya hemos estudiado las operaciones de identidad, rotacion, reflexion,
inversién y rotacion impropia en las que el o los elementos de simetria
correspondiente(s) siempre se encuentra(n) dentro del objeto en cuestion.
.Ademlis, algo muy importante de estas cuatro operaciones es que al
aplicarse siempre dejan al menos a un punto fijo e inalterado, es decir son
operaciones de puntos de simetria. Sin embargo, la translacion es una
operacion de simetria totalmente diferente a las demés porque no deja
ningun punto fijo e inalterado. A pesar de esto la translacion es una de las
operaciones de simetria més importantes en el estudio de los grupos
cristalograficos y espaciales en la quimica del estado sélido.

La translacion consiste en llevar a un punto o puntos sobre una
direccion y distancia dadas. El elemento de simetria para la translacién es un
vector precisamente llamado vector de translacion primitiva cuyo nimero
de componentes dependerd del nimero de dimensiones del espacio donde
se realiza la translacién. Si en la operacién intervienen dos o mis de estos
vectores es necesario que sean parslelos entre si en la direccidn dada para
dejar al objeto inalterado después de la operacion.

El vector de translacién se define de la siguiente forma:

t, =n,a+n,b+n,c (3-24)



donde n, es cualquier niimero entero (negativo, positivo 0 cero)y ab,y ¢
son los vectores escogidos tales que a y b no sean colineales y ¢ no sea
coplanar al plano ab. Los vectores a,b, y ¢ surgen del mismo origen y sirven

como ejes de referencia. Los puntos de la malla estan dados por los puntos
finales de cada vector de la ec. ( 3-24 ). Para ilustrar este concepto veamos
la siguiente figura:

donde por simplicidad se ha proyectado la malla tridimensional.

Omiones Helicoidlles y de Dg_sglaznmiento

Ademids de las operaciones de simetria que ya hemos estudiado existen
‘dos opersciones sin més complicadss y son las operaciones helicoidales y
de deslizamionto. Las primeras son una combinacidn de rotacién con



translacion v las segundas son una combinacion de reflexion con translacion.
Las operaciones o bien rotaciones helicoidales se pueden definir mediante la
siguiente ecuacion;

r=R +t (3-25)

La operaciones de deslizamiento se definen mediante;
p=H+t (3-26)

Esto significa que dichas operaciones se realizan de manera simuiténea y no
podemos identificar por separado & cada operacion fundamental de estas
operaciones compuestas, Esto es, una rotacion helicoidal seria algo asi
como ir atomillando algo, es decir, conforme se rota se translada. Para las
operaciones, o bien, reflexiones de deslizamiento ocurre algo muy andlogo.
Pars ilustrar estas nuevas operaciones de simetria veamos las siguientes
figuras donde de representan rotaciones helicoidales y reflexiones de
deslizamiento, ambas de orden 2:






Simetﬁa Mt’xltiple en los Objetos

A lo largo de este capitulo hemos estudiado las operaciones de
identidad, rotacion, reflexion e inversion de forma separada, pero siempre
una operacion de simetria implica la existencia de una u otras operaciones
més al aplicar un solo elemento de simetria (cje de rotacion, plano de
reflexion y centro de inversién) a un objeto. Como a la mayoria de los
objetos simétricos se les puede aplicar més de un elemento de simetria,
resulta que un objeto de simetria aparentemente simple puede tener una
gren cantidad de grupos de simetria Para ilustrar esto retomemos el ya
dlésico Gjemplo del cuadrado. En la siguiente figura se muestran las
simetrias para cada elemento de simetria en el cuadrado.

"
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Capitulo 4

Aplicaciones a la cristalografia



Heros explicado ya las operaciones de identidad, rotacion, reflexion,
inversién y translacion mediante el dlgebra geométrica y dado ejemplos de
ellas con figuras y moléculas. Ahora en éste capitulo nuestro objetivo es
clasificar a los cristales en base a las simetrias que poseen. Las simetrias de
un cristal dependen solamente de la posicion de sus dtomos y no de la
naturaleza fisica de ellos. De hecho, en los cristales existen vibraciones
térmicas y otros tipos de "desorden" como en las aleaciones por ¢jemplo,
que dan lugar a estructuras "promedio” y sin embargo , podemos asignar
ciertas simetrias a un cristal porque no lo hacemos a nivel local,

En los cristales que son tridimensionales siempre se manifiesta la
simetria multiple porque poseen varios elementos de simetria. La forma de
los cristales de cualquier compuesto, metal o aleacion pertenece a uno de
los siete sistenas cristalinos. Cada sistema cristalino es una estructurs que
posee ciertos clementos de simetria y al efectuar las operaciones
correspondientes sobre tales clementos sc obtimen los 32 grupos
cristalogréficos y los 230 grupos espaciales. Cada grupo cristalografico tiene
Sus propios grupos espacisles y a su vez cads sistema cristalino tiene sus
grupos cristalogrificos. Para dar la clasificacién completa de un cierto
cristal es necesario dar su grupo espacial, grupo cristalogréfico y sistema
cristalino al que pertenece.
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Cristales

Macroscopicamente definimos a un cristal como un solido de
composicion quimica uniforme formado por caras planas las cuales forman
angulos precisos entre cada una de ellas. Esta no es una definicion rigurosa,
de hecho solo puede definirse considerando la naturaleza microscdpica de
los cristales. La caracteristica importante que hace diferente a los cristales
de los demas solidos es que se forman de dtomos o grupos de atomos que se
repiten regularmente en tres dimensiones. Ejemplos de ello son las sales o
compuestos predominantemente iénicos como el NaCl o sal comin.!

Antes de continuar es necesario definir lo que es una malla. Esta se
define como un arreglo infinito de puntos en el espacio, en el cual cada
punto es idéntico a los que lo rodean. La forma mas simple de generar ese
arreglo es mediante la propiedad de invasrianza translacional, que es la
caracteristica fundamental de todos los cristales.

Matemiticamente un cristal se puede describir mediante el volumen de
un paralepipedo formado por los vectores 8, b, c,. El volumen se genera por
el producto aAbAac. Al transladarse este volumen mediante el vector de
translacion se llena el espacio y se genera la malla A una region en el
espacio, con volumen aAbAc selellama celda unitaria.

1 E1 NaCl nos brinds un sencillo y excelente gjeenplo de La catructura de un cristal. . Al aplestar ua *granc® de
sa) aotamos que Jos fragnacatos tienden & adopter forma cobica y al aplastar oiro fragenessto obsarvamos el
mismo comportammiento y asl sucesivamente. La tendencia de la forma cubics de Jos granos “macroscopicos "de
sal o um refiejo de su estructurs cristading.
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Volviendo al concepto fisico de los cristales, la estructura de ellos o
estructura cristalina consiste en la asociacion de un grupo de atomos 8 cada
punto de la malla Este grupo de 4tomos se conoce como la base de la
estructura por esto, una estructura cristalina esté hecha de una malla y una
base. En otras palabras, la estructura cristalina se obtiene mediante la
repeticion en el espacio, de una celda unitaria y los dtomos de ella.

La Restriccion Cristalografica.

Los siete sistemas cristalinos surgen al aplicar rotaciones propias ¢
impropias a8 los ejes de la celda unitaria o vectores de translacion de la
malls. Tanto estas rotaciones y todss las demis rotaciones en cristalografia
solo pueden ser de orden n = 1, 2, 3, 4 y 6 debido & que no s¢ pueden
construir celdas unitarias que juntas llenen el espacio sin dejar huecos
empleando otros valores pars n. A esta restriccion se le conoce como la
restriccion cristalogrdfica. Para ilustrar esto en la pigina siguiente
emplearemos figuras en el plano de los ordenes de simetria rotacional antes
mencionsdos aunque estemos hablando de llenar el espacio porque s fin de
cuertas ¢ volumen de s calds unitaria se puede considerar como una
proyeccion de dres.

Esta restriocion va mibs alli de la cristalografis, osto es, pars lenar el

espacio con figuras planas proyectadas solamente es posible con figures de
simetria rotacional de orden 1, 2, 3, 4, 0 6, se trate o no de poligonos
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regulares, En la vida diaria se pueden observar muchos ejemplos de esta
restriccion en los ladrillos de orden 2, los mosaicos de orden 2, 4 0 6, en el
adoquin de los pisos, etc, pero no existen paredes cubiertas solo de
mosaicos en forma de pentdgonos regulares o de poligonos regulares de
mas de seis lados sin dejar huecos entre ellos. La existencia de simetria
rotacional de orden S en los cristales comenzé a estudiarse y cuestionarse
desde 1978 dando lugar a sorprendentes resultados. En un principio los
estudios fueron meramente tedricos empleando los famosos mosaicos de
Penrose que son arreglos de rombos que llenan el espacio de una manera
"cuasiperiédica" con simetria rotacional de orden S Posteriormente se
realizaron simulaciones por computadora de los patrones de difraccion de
rayos X que producirian los hipotéticos cristales, Estos patrones de
difraccion se asemejaban mucho mds a los patrones producidos por
sustancias cristalinas que a los producidos por sustancias amorfas. Segiun
este resultado se planted que la malla de los hipotéticos cristales era también
cuasiperiodica por lo que a este tipo de cristales se les dio el nombre de
"cuasicristales”. Lo que faltaba ahora era probar su existencia material y en
1984 s¢ obtuvieron los primeros cuasicristales. Esto se logrd al enfriar
stbitaments wns aleacién de aluminio, hierro y cobre. Este material
cristaliza en forma de dodecaedros regulares que tienen simetria rotacional
de orden 5. Los dodecaedros no puocden llenar el espacio sin dejar huecos,
pero en esto material los dodecaedros forman un ameglo espacial
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Orden Elemento En conjunto

o O

Los _Sicte Sistemas Cristglinos

Como se dijo antes, los siete sistemas cristalinos: triclinico,
monoclinico, ortorrémbico tetragonal, ciibico, trigonal, y hexagonal que se
muestran en la pigina siguiente surgen al aplicar rotaciones propias e
impropiss en el sentido de #,, & los cjes de la celda unitaria o vectores de
translacion de Ia malla que generan ciertas restricciones sobre los ejes y/o
los dngulos interaxiales de la celda unitaris; y tales restricciones a su vez
dotorminan la forma del sistema cristalino en cuestién. Para spreciar o
efocto de las operaciones de simetris sobre los ejes 8, b y ¢ las operaciones
se aplican & un punto de coordenadas (x, y, z) de s celda unitaris al cual se
le puede asociar un vector (r) de posicidn desde ¢l origen situado por
conveniencis en un punto de la malla. Las componentes de este vector r son
xa, yb, zc, 0908 :

r=xa+yb+zc (41)

79



Los siete sistemas cristalinos

’1
Triclinico Monoclinico Ortorrombico
Tetragonal Ciibico Trigonal
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y esta forma del vector r es con la que siempre empezaremos a aplicar las
operaciones de simetria,

Las direcciones de los vectores a,b, ¢ , los ingulos interaxiales «,
B,y ylos ejes de coordenadas se definen asi:

Sistema_de Notacion

Para escribir las ecusciones que describen las operaciones de simefria
en los distintos sistemas cristalinos emplearemos la siguiente notacion que
es Is misma empleada en el capitulo anterior salvo que mas especifica.

Para las rotaciones emplearemos a Ry y R, donde "n" indica el
numero de la operacion del grupo aplicado y "k" indica el eje de la celda
unitaria empleado como ¢je de rotacion. Por ejemplo la tercera rotacion de
un grupo 2C, aplicado a un vector r donde el eje de rotacién es el ejé ala
escribimos como: Ry r R, es decir la rotacion de 270°.

Para las rotaciones impropias emplearemos a 53 y S, donde"n"
indica el numero de la rotacion del grupo aplicado y "k" indica el ¢je de la

celda unitaria que es perpendicular al plano de reflexion.
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Para las reflexiones emplearemos a ~H,, y H, donde "n"
también indica el numero de la operacion del grupo aplicado, y en este caso
"k" indica el eje de la celda unitaria que es perpendicular al plano de
reflexion.

Sistema_Triclinico

Este sistema resulta de no aplicar ninguna rotacion sobre los ejes de la
celda unitaria y solo existen las simetrias id o F. Entonces no surge
restriccion alguna para los cjes y dngulos interaxiales, o sea:

azbzc , a=zfzy

Las operaciones pars este sistema cristalino solo son:

dr= xa+yb+zc - (4-2)
Fr=-xa-yb-zc (43)
§' | ll l‘ I3

. Pars obtener este sistema se splica uns operacitn 2C, ‘yueulplmo
perpendicular al ¢je ¢ 0 al gje b, 0 una reflexién H, sobre un plano
perpendicular al ¢je ¢ o al eje b dependiendo de cudl eje designemos como
ol principal. La convencion del sistema monoclinico originado ol designar al
gje ¢ como principal es la més usada por los fisicos del estado sdlido y Ia
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otra forma es usada por los cristalégrafos. De aqui en adelante usaremos la
primera convencion.

Para ilustrar las restricciones que impone la aplicacion del grupo 2C,
sobre el cje ¢ (principal) de la celda unitaria analicemos la siguiente figura:

= plano de rotacion

.............
...........
"""""""""""
.............

Aqui, para transformar a en -a se requiere una rotacion de 180° alrededor
del eje ¢ y necesariamente a y ¢ deben ser perpendiculares, de no ser asi, el
vector a saldria del plano de rotacién transformindose en un vector a'. Esta
condicién también es necesaria para b, es decir b L ¢, pero no
necesariamente 8 y b deben ser perpendiculares. Y la forma del sistema
monoclinico obtenido es la siguiente:
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il b
17

donde az#b#c ; a=p=90° ; y#90°. Las operaciones de las
rotaciones 2C, sobre loscjescy b son

R'rR,=-xa-yb+zc (44)
R'tR.=-xatyb-zc (4-5)
respectivamente.

Con respecto a las reflexiones H, tenemos;

~HtH, =xatyb-zc  (46)
~-H,tH, =xa-yb+zc  (4-7)

porque el plano de reflexion es perpendicular al je c.

Sistema_Ortogrémbico
Este sistema surge al splicar & la celds unitasia dos rotaciones 2C, uno
sobre el eje a y otrosobre el gje b, o dos reflexiones A, cuyos planos de
reflexion son perpendiculares a los ejes a y b.
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Para los ¢jes de rotacion sobre los ejes a y b la operaciones
correspondientes son:
RltR, = xa-yb-z¢c (4-8)
RitR,=-xatyb-zc (49)
y las reflexiones son las siguientes:

-H,tH,=-xs+yb+zc (4-10)
-H,tH,= xa-yb+zc (4-11)

Por la misma razén que se explicd en d sistema monoclinico el primer
¢je de rotacién implicaque a Lc , a Lb yd otroeje implicaque b lc
y b L a Por otro lado no hay ninguna restriccién para la magnitud de los
¢jes porque no existe un intercambio de las magnitudes de los ejes. Esto lo
explicaremos con més detalle en ¢l siguiente sistema cristalino. Entonces
para ¢l sistema ortorrémbico tenemos: ’ '

azbzc ; a=f=y=90°

Sistema Tetragonal

En este caso se consideran las restricciones impuestss por ls aplicacién
de uns rotacién 2C, o una rotacion impropia 25, Por convencion se elige
al ge ¢ como el eje de rotacidn, entonces los Gjes & y b deben ser
perpendiculares al eje c. Las rotaciones de orden 4 implicen que +a se
mueva bacia +b, +bhacis -s, -a hacis -b y -b hacis +a; por lo que
también 8 y b deben ser perpendiculares entre si ; y pars que la celds
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unitaria quede inalterada en apariencia los cjes ay b forzosamente deben
tener ls misma magnitud. Esta condicion también es nocesaria pars aplicar

ol grupo 25, que ademis transforma a +c en -c y viceversa. Pars ilustrar el
intercambio de coordenadas escribiremos todas las rotaciones y rotaciones
impropiss, sunque solo es necesaria una operacion de cads tipo para definir

a este sistema: v
TtR. =-ya+xb+zc (4-12)

RltR =-xa-yb+ze (4-13)
R!tR, = ya-xb+zc (414) -

SirS,=-ya+xb-zc  (4-15)

S)rS, =-xa-yb+ze  (4-16)
StrS,. = ya-xb-z¢ (417)

Las restricciones que definen la forma del sistema tetragonal son:
a=b#c ; a=f=y

y por supuesto ¢ gje ¢ pucde ser mayor o menorque a=b.
Sistema Cubico

Eate sistoma cristalino cs ¢l sistema con ls simetria mis alta. Pars
definir 8 cote sistams no es suficiente ol criterio de que todos los gjes tengan
la misma magnitud y todos los dngulos interaxiales sean de 90° porque la
simetria es ¢l factor detorminante en la definicién de un sistema cristalino.
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Sorprendentemente los clementos de simetria que determinan este sistema
no son los tres ejes C, perpendiculares entre si que saltan a la vists, sino los

4 cjes C, que corresponden a las disgonales en el cuerpo de la celds
unitaris cibica como se muestran en Is siguiente figura:

~
-~
‘.,

Para obtener las opm&budesimcﬂamutcﬁstmmdq’e 1 nos
 bassmos en las siguiente figura: '
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aunque para una mejor visualizacion del efecto de estas rotacioncs cs
altamente recomendable emplear modelos tridimensionales.

" Pars el eje 1 Ias operaciones son:

R'tR,=zat+xbtyc  (4-18)
R} rR,=yatzb+xc (4-19)

teniendo siempre presente que las rotaciones tionen o sentido de ¢, .
Paru el cje 2:

nTR,= ya-zb-xc (4-20)
RjtR,=-za4xb-yc (4-21)

Las operaciones pars los cjes 3 y 4 ya no las escribiremos, pero se
obtienen de la misma forma que pars los gjes 1 y 2. Al obtener les
ocuaciones ( 4-18 ) 4-21 ) sc puede ver que existe un infercambio mufuo
de coordenades entre los tres ejes lo que implics que asios debem fener I
misma magnitud y por la razén explicads en sistemes anteriores los tres gjes
deben ser perpendiculares antre . De asts forms surge o sisterns clibico

. .:b:’ ;" a=p=y=90"



Sistemas _Trigonal y Hexagonal

Hemos dejado el estudio de estos dos sistemas al ultimo porque ambos
presentan ciertas complicaciones que no existen en los sistemas cristalinos

anteriores.

Estudiemos primero al sistema hexagonal. Este sistema cristalino se
define al ablica: una operacion 2C, o una operacion 2S, . La primera
odmplicw’bn se debe a que para poder definir a este sistema cristalino ¢s
necesario emplear 4 cjes , tres en ¢l plano de rotacién y otro como eje de
rotacion. En la siguiente figura se definen los ejes sobre el plano de rotacién
pars d sistema hexagonal:

a at+d .

lo que complica un poco la obtencién de las ecuaciones para las respectivas
operaciones de simetria. Aunque estemos empleando un sistems de ejes
hexagonal hay que aclarar que 1a celds unitaria de este sistoma no es un
prisma_hexsgonal $ino un paralepipedo y al juntar tres paralepipedos
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formamos un prisma hexagonal. Y como vimos en la seccion de la
restriccion cristalografica un espacio se puede llenar sin dejar huecos con
prismas hexagonales,

Las ecusciones de las dos primeras rotaciones son:

R'tR.= x(@a+b)-ya+zc (4-22)
R!tR,= xb+y(-a-b)+zc (4-23)

Aunque un poco més complicado, existe también un intercambio en las
coordmadnsdélosejw ayb queimpone que ayb tengan la misma
magnitud. Adcmés,comoelejcdémtnciénudejc ¢ implicaque alcy
bLlc yelénguloy entre ayb debe ser de 120°. Entonces el sistema
cristalino hexagonal se define mediante:

a=b#c ; a=p=90° , y=120°

Con respecto al sistema trigonal actualmente se considera como un caso
particular del sistema hexagonal. Siendo las mismas condiciones para sus
cjes y dngulos. ‘

Existen bésicamente dos formas pars definir & los sistemas cristalinos.
Uno es usar Ia simetria del cristal (como lo hemos hecho aqui); y el otro que
es war In simetria de I malls. En o Ultimo caso tenemos una malla
hexagonal de simetria 6 que da lugar al sistema cristalino hexagonal. El otro
sistema en este eaquems ¢s ¢l llamado sistema cristalino romboddrico (o

rémbico) en el cual existe la simetria de orden 3, pero no Ia de orden 6. En
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esta forma de definicién de los sistemas cristalinos no existe el sistema
trigonal, aunque el nimero total de sistemas sigue siendo siete. Entonces
consideraremos por separado a los sistemas hexagonal y trigonal ; y al
romboédrico como un caso especial del trigonal.

Ahora describiremos la celda unitaria del sistema romboédrico. Las
condiciones en sus ejes y dngulos son:

donde la operacién 3C, hace iguales los dngulos y ejes. Para desarrollar &
este sistema cristelino comenzamos tomando y centrando uns malla
hexagonal. El concepto de "centrar” serd discutido més adelante. En la
figura (a) de la pégina siguiénte se muestra una malla en proyeccién con los
¢esa y b marcados y se afiaden nuevos puntos a las posiciones (2/3, 1/3,
1/3) y (1/3, 2/3 ,23); en la celda unitaria que esth abajo y a la derecha esos
puntos se marcan con "B" y "C" respectivamente. Esos puntos se han
aftadido de manera tal que el conjunto resultante total de puntos (la malla
hexagonal original més [os nuevos puntos) tenga simetria trigonal y no tnga
ya més simetria hexagonal. Une vez hecho esto , se puede elegir una celda
unitaria romboédrica como se indica en Ia figura (b) donde las letras
maytisculas de A a G, marcan las posiciones originales de los puntos
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en la figura (a).

(b)
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_I_JOS 32 G_r_l_xpg Cﬁgtg_lggéﬁcos Puntuales

En el capitulo 3 discutimos las operaciones de simetria y su notacion.
En esta seccion del capitulo 4 vamos a considerar lo que ocurre cuando se
combinan varias de estas operaciones. Por ejemplo , ; cuél es el resultado
cuando se combina una operacion de rotacion con otras perpendiculares al
eje principal de la primers, o con reflexiones?. Esas combinaciones de
operaciones de simetria son las que nos permiten describir la simetria delos
objetos tridimensionales.

En esta seccion mostraremos como se determinan los 32 grupos
cristalogrdficos puntuales, también mediante el dlgebra geométrica. La
palabra " cristalogrdficos " implica que en estos grupos solo se permiten
rotaciones de 2a/n donde n=1,23,4 y 6. Esta restriccion sobre los
valores de "n" da como resultado a 32 grupos puntuales y por eso
normalmente los 32 grupos cristalograficos puntuales se conocen como los
"32 grupos puntuales”. La palsba puntusl significa que todss las
operaciones de simetria actian sobre un punto en comiin que se mantiene
fijo durante la aplicacion de las operaciones. Este punto es llamado "
origen”. La palabra "gngo " significa una coleccién o conjunto de
operaciones de simetria. El conjunto de opersciones de simetria pars cada
grupo puntual (cristalogréfico o no) forma un grupo matemiticamente
hablando. Hay que destacar que el concepto de grupo puntual también
resulta importante para moléculas aisladas, pero la Umica diferencia es que
para las moléculas no existe ninguna restriccion para las rotaciones.
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Existen varias razones para estudiar a los grupos puntuales. Primero,
nos permiten clasificar a los diferentes cristales. Historicamente, el estudio
de los cristales comenzo con el estudio de sus caras externas.

Caracterizandolos con direcciones normales a sus caras y llevandolas
hacia un solo punto se encontré que cualquier cristal pertenece a una de las
32 clases cnistalinas. Cada una de esas clases cristalinas corresponden a uno
de los 32 grupos puntuales. Segundo, los objetos finitos que se pueden
describir mediante uno de los 32 grupos puntuales puede afiadirse a la malla
de puntos para obtener algunos grupos espaciales, como se mostrari en la
siguiente seccion, Tercero, las operaciones de simetria que posee un objeto
molécula o cnstal pueden describirse simplemente por medio de un
simbolo. De este simbolo un cientifico del estado sélido puede determinar
todas las operaciones de simetria, Cuarto, todo grupo espacial tiene uno de
los 32 grupos cristalogrificos puntuales asociado con €l (el grupo puntual
del grupo espacial, normalmente se llama grupo puntual del cristal). Esto es
importante en muchas dreas del la ciencia del estado solido. Por ejemplo, la
mayoria de Jos aspectos macroscipicos simétricos de las propiedades fisicas
de los sélidos estan relacionadas con el grupo puntual.

Los 32 grupos puntuales los obtendremos de las mismas operaciones
simples de simetria que se discutieron en el capitulo anterior tal como lo
hicimos con los sistemas cristalinos. Por ejemplo, tomaremos al sistema
tetragonal y determinaremos que reflexiones y rotaciones pueden afladirse a
las operaciones de simetria que definen a ese sistema. Esto se haré con cada

sistema cristalino y de esa manera se obtendran los 32 grupos
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cristalogréficos puntuales. La ventaja importante de este método es que para
obtener los grupos espaciales lo haremos de manera muy similar.

Sistema Triclinico

En la seccion antesior vimos que las operaciones de simetria id y F
no impanen restricciones sobre los cjes de la celda unitaria y sus dngulos,
dando lugar al sistema triclinico. Cualquier objeto, cristal o molécula que
solo posee la operacién de identidad , se dice que pertenece al grupo
puntual 1.

Si un objeto, cristal, etc se describe por las dos operaciones id y F el
grupo puntual se denomina como 1F lo que significa que hay dos
operaciones de simetria que aplicadas al objeto en cuestion lo dejan
inalterado en apariencia y las operaciones son id y F. Como este grupo
puntel se define como 1F={id,F} entonces el grupo puntual es de
orden 2 y por consocuencia el grupo puntual 1 esdeorden 1.

El grupo puntual que tiene la simetria de 1a malla del respectivo sistema
cristalino sole conode como o "grupo puntual holohédrico” , y este tiene e
mayor nimero de operaciones de simetria Para el sistems triclinico el
grupo puntual holohédrico es e grupo 1F.

Antes de seguir adelante es necesario remarcar que un grupo
cristalogrifico puntual es un conjunto o coleccién de operaciones de
simetria que se pueden aplicar & un objeto y una operacidn de simetria es

una operacidn aislada que aplicada a un objeto lo deja inalterado.
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Regresando al sistema triclinico, no le podemos agregar mas
operaciones de simetria. La adicion de operaciones 2C, o 2H, nos
llevaria al sistema monoclinico, o sea que solo hay dos grupos puntuales
"compatibles” con la simetria del sistema triclinico.

Sistema monoclinico

En la seccién anterior vimos que las operaciones de simetria
2C, y H, dan lugar a un sistema de ejes monoclinico. Ahora, cualquier
objeto que pueda describirse por una sola operacion 2C, es compatible
con la simetria del sistema monoclinico y pertenece al grupo puntual 2.
Este grupo puntal 2 es de orden dos porque se define mediante dos
operaciones de simetriaasi: 2= {R,., R },obien 2={R_,id}. Dela
misma maners, los objetos, cristales o moléculas descritos por las
operaciones de reflexion  H, pertenecen al grupo puntual
2 definido como 2= (H,,H,} obien 2={H,,id) también de
orden 2. Estos dos grupos puntuales los podemos visualizar pars el grupo 2
asi:
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‘ ] 3 [ ] Y
2 = { H | 13 » id }

Si nos preguntamos si hay algin o algunos otros grupos puntuales que
no impongan nuevas condiciones sobre ¢l sistems de cjes y dngulos del
sistema cristalino monoclinico, vemos claramente que si se alladen otras 2
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rotaciones  2C, tendriamos las condiciones necesarias del sistema
ortorrémbico. Sin embargo, podemos afiadir una rotacién impropia 25,
que en términos de operaciones de simetria simples la podemos definir
como una rotacién 2C; seguida de una operacién H, . Ahora, solo para el
caso particular de la rotacién impropia de orden 2 esta es equivalente a la
inversion a través de un centro, Esto lo podemos ejemplificar comparando
las operaciones de simetria entre un cubo y una estructura monoclinica. Para
el cubo las rotaciones sobre el eje con direccién equivalente al cje "c" del
sistema monoclinico son rotaciones de orden 4. En la siguiente figura se
aplica al cubo una de estas rotaciones seguida de ls reflexion
correspondiente asi: ’

] 8 ’ 7
; @7 s a %
lﬂle
3 1 s 7
v 2 4 ¢ 2 [}
[
2 PL
$ ¢ ‘ 3
7 [ b N ’7
v m
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y vemos que la estructura IV no es la misma que 1a identidad para un cubo
con una simetria rotacional de orden 4. Para un sistema monoclinico

tenemos las siguientes operaciones mostradas graficamente como sigue:

I il
1 4 3 2
2 A 3 4 %
Rl . ) -
¢ c
b
/3 s 7 ﬂ ¢
'y
6 “ L 9y, 8
H
"lc
! 3 7. ¢
3
2 8 2
b {4
¢ F
3 LN
v 3 | 3 3
¢ 7 ‘ 1
v m
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Y vemos que al aplicar las operaciones que definen al grupo 22 obtenemos
que la estructura [ es equivalente a la estructura IV. Ademés, la estructura
I equivale a haber realizado una sola operacion de inversion sobre la
estructura ] y tenemos que aplicar otra inversion sobre Ia estructura Il para
obtener la estructura original.

Entonces encontramos ofro grupo puntual de rotacién-reflexion de
orden 2 simbolizado por 22 y definido como un grupo puntual de orden 4
asf: 25:(& :HluF:id)-

Sistema Ortorrémbico

Como se vio anteriormente las caracteristicas de este sistema cristalino
surgen de dos cjes de rotacién de orden 2 y dos planos de reflexion
aplicados a los ¢jes y .éngulos de la celda unitaria. Con objeto de encontrar
algin grupo puntusl de este sistema salts  la vists inmediatamente aplicar
las rotaciones 2C, sobre los ejes en las dirocciones de a, b, y ¢
obteniendo un grupo puntual de tres rotaciones de orden 2 o sea un grupo
puntusl 222, Este grupo de orden 4 se definc ast: 222= (R, , Ry, R, ,id }
Las operaciones de este grupo las podemos representar de la siguiente
forma:
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donde hemos utilizado la secuencia de ejes de rotacion: a—>b—>c y
también hemos desarrollado en borrador todas las secuencias posibles tales
como. ¢—>a—»b,b-rcora, e obteniendo siempre el mismo
resultado final para este grupo puntual 222,

Dado lo anterior se viene a la mente un grupo definido por tres
reflexiones sobre planos perpendiculares a los ejes a, b y ¢, pero no es
posible dado que al aplicar dichas reflexiones en cualquier orden sobre el
sistema ortorrombico nunca logramos obtener la identidad. Entonces shora
lo que tenemos que hacer es buscar combinaciones de operaciones de
simetria. Una de tales combinaciones que nos es util esta dada por una
rotacidn 2C, seguida de dos reflexiones sobre los planos perpendiculares a
los 6es a y b es decir wn grupo 222 definido como
222=( H, ,H, R, ,id} deorden4.
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La forma més sistematica de combinar rotaciones simples con
reflexiones simples es empleando la rotacién impropia y es posible obtener
otro grupo puntual para este sistema cristalino mediante tres rotaciones
impropias. Al aplicar tales operaciones llegamos a una estructura que al
aplicarle una inversion nos lleva a la identidad y obtenemos un grupo shora
de orden 8 cuyos elementos son 3 rotaciones, 3 reflexiones, una inversién y
la identidad A este nuevo grupo lo definimos como
22=(R ,H, R, H, R A F,d} Gréficamente  las

operaciones de este grupo puntual se muestran como sigue:
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Sistema Tetragonal

Este sistema al igual que e ciibico presentan las simetrias mis altas
con respecto a los demis sistemas cristalinos, por eso en estos sistemas s
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obtienen més grupos puntuales que para los demas sistemas. Para el sistema
tetragonal los cjes a y b tienen la misma magnitud al igual que sus
respectivos angulos interaxiales a, p y y. Para simplificar la obtencion de
los grupos cristalogrificos puntuales del sistema tetragonal impondremos las
condiciones a=b#c y a=p=y= 90° lo que se puede representar

fisicamente como un prisma cuadrangular de base a A b,

El primer grupo puntual de este sistema cristalino sin duda es el que
surge de cuatro rotaciones sobre el ¢je c. Este grupo de orden 4 lo definimos
como 4={R R, R, ,id}. También otro grupo puntual muy sencillo es
el de cuatro rotaciones impropias que sc¢ definen como
4=(S,,5,.5, ,id} deorden 4.

Las restantes operaciones que se pueden aplicar al sistema cristalino
tetragonal resultan ser combinaciones apropiadas de reflexiones simples y
rotaciones 2C, con las rotaciones 2C, y 2S,.

Por razones de espacio ya no desarrollaremos los restantes grupos
puntusles del sistema tetragonal, pero los definiremos y enlistaremos a
continuacion incluyendo a los dos anteriores:

4={(R,.R, R, id)
4=(S,.5, .5, id}

“-.‘.= {Rlc 'ch 'Rk 'F'slc 'sh -ch "d}
422 =Ry, Ry, Ry yRu vRoy Ry, Ry, ,id )
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422= (R, Ry R, ,H, Hy H, , Hy ,id} donde H,, esuna
reflexion sobre unplano diagonal que bisecta al dngulo formado

entre los ejes a y b.
422={R.,R, R, ,Hy , Hy, Sic » Sy » i}
iggz(Rlc'Ruka’Rll ’R2l leb'sz'F'Slc'Sh'HIC'Hlb 'sz

Sistema Trigonal (Romboédrico)

Para este sistema cristalino se requieren una operacién 3 o una 3 . De
nuevo, podemos agregarle operaciones de simetria tal como lo hicimos para
el sistema tetragonal obteniendo los siguientes grupos puntuales. Antes de
eso hay que recordar que en el sistema cristalino romboédrico existe un eje
adicional llamado el ¢je hexagonal y que los ejesa, b,y ¢ se encuentran en
el mismo plano. El eje' hexagonal es perpendicular a dicho plano. En la
notacion de las ecuaciones de esos sistemas cristalinos emplearemos al
subindice "h" para indicar el eje hexagonal. Los grupos puntuales entonces
son:

3= (R, Ry, ,id}

3={Ry. Ry ,F,5,,5,,id}

32={Ry Ry ,R, R, R, 'id}

2= {R“,.R“,H,, Hy H,,id }
R2=(Ry.Ry ,F,5,,5, H, H, H,id}
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Sistema Hexagonal

Los grupos puntuales para el sistema cristalino hexagonal muy

similares a los del sistema tetragonal son:

6={Rlc'R2c'Rk'R4c’R5c'id}
6={R\.Ry . H,8,,5,.d}
666= (R, Roc, Ry R, R, F 814,184, 510,81 Hicoid }
622={R , Ry ,R \ R, R, Ry, Ry Ry Ry \Ry Ry i}
62—5:{Rlc'Rlc'Rk'Rle'Ric’Hll'Hlb'Hlﬂb’Hldl'Hld;'H!dl'id}
652.‘{Rlc'ch'Rsc-RAcvRsc'ch'Sw,»Su,'Hu'Hw'Hlm'id}
622={ R.,Ry,Ry R, R, H, vHy  Hy s By By, Hyg,

F, 84082, 0802 Sy Hie \ Hy JHy  Hyy, yHig Hyy  Hyg, Jid }

Sistema Cubico

El sistema cristalino cibico es un poco més dificil de tratar que los
sistemas anteriores porque en €l no existe un solo eje principal. El sistema
cristalino se define por cuatro ejes de rotacion de orden 3 todos formando
éngulos iguales con cualquier otro (109° 28'). Lo que nosotros queremos
ver es qué operaciones de simetria se le pueden afiadir manteniendo la
* estructura del sistema cibico. Los grupos puntuales de este sistema son:

23={R, Ry, Ry Ry, Ryy ,Ryy Ry, Ry, Ryy Ry Ry, id}
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para los siguientes grupos puntuales con el fin de abreviar las ecuaciones,
escribiremos solo 23 en lugar de toda la ecuacion anterior. Entonces los
restantes grupos puntuales son:

23={23,F,8,,8,,5,,5,,,83:8;3, 8,68, H,, . Ay  H ,id}

para continuar simplificando las ecuaciones ya no escribiremos cada

operacion simple sino el niimero, tipo y orden de ellas asi:

432={23,6C,,6C,,id} de orden 24
432=(23,6H, 68, ,id} de orden 24
432=(23,6C,,6C,,F ,8S,,3H,, 6H,,6S,,id} de orden 48

_L_g_s. 14 Bedcs de Brava_i_g

El objeto de esta seccion es mostrar que solo hay 14 mallas distintas
que llenan todo el espacio. Estas mallas se conocen ya sea como las 14
mallas espaciales o de més cominmente como las 14 redes de Bravais.

Como se vio anteriormente existen siete sistemas cristalinos que
combinados con la idea de mallas primitivas obtenemos un total de siete
redes de Bravais. Aunque como las mallas hexsgonal y trigonal son
equivalentes en realidad son seis. Estas mallas a las que denominamos de
tipo "P", definen las celdas unitarias primitivas en cada caso,
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Las 14 redes de Bravais

/]
Triclinico-P Monoclinico-P Mogoclinico-B
Tetragonal-P

Cubico
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Las otras ocho redes de Bravais surgen al tomar cada una de las seis redes
primitivas, o bien, redes P y pensar en ; qué ocurre cuando ofros puntos
de la malla se afiaden en ciertos lugares, a lo que conocemos como
"centrado"?. Al realizar lo anterior obtenemos ocho mallas de las cuales
siete de ellas pueden ser centradas en el cuerpo, centradas en todas las caras
6 centradas solo en una cara denominadas respectivamente como I, F, y, A,
B, o C. La octava malla es una malla nueva llamada romboédrica P, que
como vimos anteriormente es un caso particular del sistema trigonal,

La razén de ser, asi como las caracteristicas propias de cada malla se
pueden demostrar de la misma forma en que lo hicimos para cada sistema
cristalino. Hacer esto rebasa los limites de este trabajo. Creemos que solo es
necesario conocer de forma muy general cada una de estas mallas para
entender 8 los grupos espaciales. Las 14 redes o mallas de Bravais se
muestran a continuacion. |

Los 230 Grupos Especiates

Un cristal se puede describir en diferentes niveles de detalle segin se
roquicra. A este cristal le podemos asignar un grupo cristalino o mis aim
una red de Bravais. Si queremos profundizar més, nos debemos preguntar a
qué grupo de los 32 grupos puntuales pertenece nuestro cristal. Ya hemos
tratado con la simetria con respecto a un punto fijo en el cristal y con la
simetria del espacio o de las redes de Bravais. Con objeto de describir
completamente al cristal debemos de combinar esos dos aspectos y también
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con las operaciones helicoidales y de deslizamiento, Esto significa que
debemos estudiar a los grupos espaciales. Un grupo espacial es un
conjunto de operaciones de simetria que transforma a un cristal u objeto
simétrico periddico en el mismo. El grupo de operaciones que forman al
grupo espacial deben formar un grupo en el sentido matemético, y
ciertamente debe de incluir las operaciones de translacion primitiva de la

malla, asi como otras operaciones de simetria.

Como vimos en el capitulo anterior las operaciones helicoidales y de
deslizamiento que involucran una translacién menor que la primitiva pero
combinadas con Ia rotacion y reflexion. Estas operaciones determinan una
importante clasificacion de los grupos espaciales, esto es, los grupos
espaciales "simérficos y asimdrficos" . Un grupo espacial simorfico es aquél
que queds totalmente definido por operaciones de simetria que actuan sobre
un punto en comun y no involucran ni operaciones helicoidales, ni de
deslizamiento. Cuando es necesario especificar un grupo espacial con por lo
menos una operacidn helicoidal o de deslizamiento, decimos que se trata de
un grupo espacial asimérfico. El método de obtencién de los 230 grupos
espaciales es la misma forma que como lo hicimos para los 32 grupos
puntuales salvo que involucrando siempre a la translacion primitiva o a la
operaciones helicoidales y de deslizamiento. El andlisis de esos grupos
espaciales también se hard sistema por sistema cristalino, aunque al
principio profundizaremos mds y daremos ejemplos para uns buena
 usimilaciéa de los conceptos. Gradualments iremos reduciendo el desarollo
detallado de los grupos espaciales.
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Sistema de notacion

Este sistema de notacién para los 230 grupos espaciales sigue los
lineamientos anteriores, solo ahora hay que especificar un poco mas.

La notacién para cada operacion de simetria es la misma, solo que
ahora agregamos la translacion. Esta la escribimos como t,,,t,,,t. lo
que significa la translacién en la direccién del respectivo eje en sus dos
sentidos.

La simbologia de cada grupo espacial proviene del respectivo grupo
puntual y se afiade una letra que indica la red de Bravais a la que pertenece
el grupo espacial. Se affaden también algunos subindices que significan
rotaciones helicoidales. Para seflalar las operaciones de deslizamiento se
emplean letras que indican el eje sobre el cual se realiza dicha operacion. La
letra "d" significa un ¢je diagonal. Asi por ejemplo en el grupo espacial

P4,22={n(7,R Ry .ty ,ty,,id)} P indica que el grupo espacial
tiene una red de Bravais primitiva, el 4 indica un cje de rotacién de orden
cuatro al igual que ¢! 2 indica ejes de rotacién de orden 2.

~ Consecuentemente vemos que ¢l grupo espacial pertenece al sistema
cristalino tetragonal. El subindice 1 indica una rotacion helicoidal. n indica
un nimero "n"de veces que se realizan las operaciones pars llenar el
espacio.
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Sistema triciinice

Va hemos Visie que para esie sistema cnstaling solo existe una rad
aspacial, fa red primitiva P Ademas también sabemos que este ststema sclo
posee los des grupos punzuales 1 v 1F v que las rc:\;cion‘cs de ordzm
mavor a | no existen; le que imphica que no se pucden aplicar rotaciones

helicoidales mi retlextones de deshzamienio.

Con las premisas antenores v segun Ja mecamica expussta
anteriormente para obtener grupos espaciales nos damos cuenta que solo
hay dos grupos espaciales debido a que solo hay dos grupos puntuales que
se pueden combinar con la operacion de translacion primitiva. Sabemos que

‘ para realizar tal combinacion necesitamos tomar un objeto, compuesto o
cristal que tengan la simetria del respectivo grupo puntual en cuestion v
asociarlo con cada punto de la red espacial obteniendo la estructura
cristalina. Para que los conceptos sean mas claros, en medida de lo posible
ilustraremos a los grupos espaciales con ejemplos de materiales que
pertenecen al grupo espacial en cuestion.

Para obtener nuestro primer grupo espacial enfoquémonos en una de
las formas cristalinas del oxido cuprico (CuO) que cristaliza en forma
triclinica llamada tenorita (otro ejemplo de Oxido cuprico cristalino es la
paramelaconita que cristaliza en forma cubica), La celda unitaria de la
tenorita tiene la siguiente estructura:
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O = Oxigeno

@® = Cobre

Esta :structura tiene la simetria del grupo puntual 1 porque solo se le
puede aplicar la identidad o su equivalente grupo 2C,. Para obtener el
grupo espacial tenemos que asociar la celda unitaria de la tenorita con los

puntos de la red espacial. esto se veria de la siguiente forma:

!..-..
, ’"’5’

@4"511'"‘7"
;' -..’"

donde vemos claramente que aparece la simetria translacional primitiva,
aunque de una forma alterna porque se alternan en cualquier direccion
tanto los atomos de cobre y oxigeno. Ademés se puede notar que cada
punto de la estructura cristalina posee la misma simetria del grupo 1,
Entonces este es el grupo espacial P1 de naturaleza simorfica y se define
como Pl={n(id,t, ,t, ,t.)} de orden 3. La ecuacién anterior
significa que tomamos al objeto de simetria P1 le aplicamos la identidad y
la translacion un numero "n" de veces a lo largo de las direcciones +a, b
y ic ;yla magnitud de "n" es de la misma magnitud del eje de la celda

unitaria sobre el cudl se aplica la translacion.
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k1 atro grupo puntual del sistema triclinico tamber da lugar a otro
grupo espacial Para tlustrar este pensemos en un elemento metalico
hipatético que cnstalizara en torma tnclinic - porque no sabemos de
alguno conocido que cnstalice de tal forma- cuya celéa unitana tuviese la

sigutente estructura;

Tal estructura cumple con la simetria del grupo 1F porque acepta un
centro de inversion. Entonces el grupo espacial correspondiente surge de
localizar una de estas estructuras en cada punto de la red espacial

obteniéndose la siguiente estructura cristaling:

Donde también se hace presente la simetrin translacional primitiva sin ser

-alterna. A este grupo espacial Jo Hamamos P 1F defimdo como
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PIF ={n(id F.t, , t,.t_}

Sistema monoelinico

En el sistema monoclinico existen dos redes espaciales; P v B (pruner
tipo) o C (segundo tipo). Como para este sistema se permiten las rotaciones
de orden 2 se le pueden aplicar por lo tanto operaciones helicoidales v de
deslizamiento (operaciones asimorticas). Para encontrar los 13 grupos
espaciales del sistema monoclinico lo haremos aplicando operaciones
simorficas y asimorficas segun sea posible a cada grupe puntual de este

sistema cristalino.

Tanto algunos de los grupos espaciales del sistema monoclinico vy
otros grupos espaciales los continuaremos ejemplificando con materiales
hipotéticos por dos razones. Primera, apenas estamos aprendiendo a obtener
grupos espaciales y es necesano hacerlo con objetos simples para una buena
asimilacion de los conceptos. Segunda, Ln mayoria de los compuestos que
adoptan forma cristalina por lo general tienen una composicion o
disposicion espacial compleja, aunque conforme analicemos grupos
espacialm mas complejos necesariamente tendremos que analizar tales

compuestos.

Grupo puntual 2
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Hste grupo puntual tiene tres grupos espaciales. El pnimero de ellos o
bien el tercer grupo espacral se obtiene localizando a un objeto de simetna
monoclinica v que solo acepte dos operaciones de rotacion de orden 2
Considérese entonces a un elemento hipotético no metalico "1." que formara
cadenas L, v cristalizara de manera monoclinica cuya estructura fuers la

siguiente;

en la que no hay que pensar que los dtomos en el centro estin sobre lus
caras como fuera en una red tipo B, sino que estdn casi en el centro de la
celda unitaria, Usamos este ejemplo también para ilustrar que una estructura
cristalina dada todos los 4tomos o grupos de Atomos tienen que coincidir
por fuerza con los puntos de la red espacial, de hecho las lineas punteadas
en la figura representan los enlaces entre los dtomos de L y no las lineas
solidas, aunque hay ocasiones en que si coinciden todos los dtomos o grupos
de ellos con todos los puntos de la red v también la lineas entre los puntos
de la red con las direcciones de los enlaces como en los ejemplos del
sistema triclinico. Vemos también que no se pueden aplicar planos de
reflexion, solo ejes de rotacion de orden 2. La estructura cristalina de este
material se veria asi:
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Y asi obtenemos el grupo espacial denominado P2 definido como:
Pl= {n(Rlc ’t:t:l 4 tib 'txc "d)}

Aunque no tenemos informacion sobre la existencia de este cristal ni
idea de que patron de difraccion produciria creemos que es muy buen
ejercicio plantear este tipo de estructuras hipotéticas. De hecho la bisqueda
de materiales con estructura cuasicristalina surgi6 de plantear modelos
hipotéticcs de tales cristales, comenzo la bisqueds y no fué infructucsa, ya
que ahora se conocen muchas aleaciones, por ¢jemplo, que presentan
astructura cuasicristalina.
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Ahora buscaremos un grupo espacial asimorfico de este grupoe
puntual. Para ello pensemos en un objeto o matenal al que se le puedan
aplicar operaciones helicoidnles. es decir combinaciones de rotacion con

transtacion v tenga la sigutente estructura:

Este sistema acepta dos operaciones helicoidales sobre un eje paralelo al eje
¢. Cada una de estas operaciones rotars a la celda unitaria un angulo de
180° = 22/2 y la transladara sobre la direccion del eje ¢ la mitad de la altura
de la celda. Mediante translacion primitiva en las otras dos direcciones es
posible completar |a estructura cristalina del material. Lo anterior da lugar al
cuarto grupo espacial llamado P2,. Las operaciones helicoidales las
podemos visualizar como se mostrara & continuacion, pero antes es muy
importante aclarar que las operaciones helicoidales se aplican sobre la celda
unitaria v una vez hecho esto asignamos los correspondientes Atomos o
Frupos de ellos segim la estructura del material en cuestion. Explicamos esto
porque la simetria translacional primitiva con respecto a sus atomos que
presentan la mayoria de los materiales es altemada pero con respecto a los
puntos v ejes que definen a la celda unitana es translacional continua. Las
operaciones se pueden entonces representar asi:
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y la definicion de este grupo espacial es la siguiente:
P2, ={n( 7 ,t,,t,,,id)}

El siguiente grupo espacial que se nos viene a la mente ahora es
andlogo al grupo espacial P2 pero con una red monoclinica B. Para
obtenerlo pensemos ahora en un compuesto idnico de composicion ML,
con la siguiente estructura de celda unitaria :
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T C) =1, = anion

L o @ =M-=cation
/)O

En esa celda unitaria también podemos observar que solamente se aceptan

ejes de rotacion, ningn otro elemento de simetria salvo la identidad se le
puede aplicar. La estructura cristalina que produce la transiacion de esta
celda unitaria es facil de imaginar, dibujar o visualizar. De tal manera se
obtiene el quinto grupo espacial llamado B2 y definido por el siguiente

grupo de operaciones:
B2={n(Ry, ty, byt ,id))}

y el equivalente grupo al rotar sobre el eje b (segundo tipo) es :
C2={n(Ry, t,, .ty t,.,id)}

Es muy importante tener presentc que tanto el grupo espacial P2

como el B2 o C2 son grupos espaciales simorficos.

Grupo puntval 3

Ahora vamos a estudiar los grupos espaciales provenientes del grupo

puntual 2  del sistema monoclinico. Los grupos espaciales de este grupo
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puntual en escencia provienen de las operaciones simorticas y asimorticas
de retlexion sobre un plano perpendicular al ¢je c. Estos grupos espaciales
son los grupos espaciales sexto, séptimo, octavo y noveno de los 230 grupos
espaciales ; y obviamente involucran tanto a lared P v B del sistema

cnstalino monoclinico.

El sexto grupo espacial es muy simple, solo consiste en las
correspondientes operaciones de reflexion sobre un plano perpendicular al
eje ¢ en un objeto que tenga la simetria de la celda unitaria de la red
espacial P del sistema monoclinico y luego transladar la celda unitaria un
numero "n" de veces en las direcciones de *a, 1b y tc. Este grupo
espacial simérfico se conoce como el grupo P2 que se define mediante la

ecuacion
P§={ n(”u ,t*.) Ly oLy ’id)}

El séptimo grupo espacial es un grupo que involucra operaciones de
deslizamiento que pars ilustrarlas mejor analizaremos mas a fondo al
séptimo grupo - espacial de naturaleza asimorfica. Las operaciones de
deslizamiento involucradas en este grupo espacial se llevan a cabo sobre un
plano de reflexion perpendicular al eje b y junto con las operaciones de
translacion primitiva damos lugar a la estructura cristalina de este grupo
espacial.

Bien. consideremos a un material cuya celda unitaria sea la siguiente:
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al aplicarle la operacion de deslizamiento veriamos lo siguiente:

pr = id

y el grupo espacial asimorfico queda definido asi:

Pb= {n(ﬁb’txl 'ttc ’id)}

El octavo grupo espacial es un grupo espacial simorfico similar al
sexto grupo espactal salvo que en el octavo tratamos con una red espacial
monoclinica B o C. Entonces las ecuaciones de este grupo espucial son:
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B2 = (n(H, 1, Lyt .id))

y
Ci-‘-‘{n(”lb.l:‘.t:b,t“ .id)}

El noveno grupo espacial y ultimo del grupo puntual 2 es
asimérfico y muy analogo al séptimo , pero sobre una red espacial B o C.

Las ecuaciones del noveno grupo espacial son:

Bb={n(p, 1y, t,,id))

y
Co={n(p,t,, by ,id)}

Grupo puntual 2

Este grupo puntual del sistema cristalino monoclinico da lugar a los
grupos espaciales del 10 al 15, De estos solo los grupos décimo y décimo
segundo son grupos espaciales simérficos, los demds son asimorficos. La
mecdnica para obtener los grupos espaciales de este gmpd puntual el la
misma que para los dos anteriores, Como las operaciones de este grupo
puntual son rotaciones impropias, es decir aplicar una rotacion seguida de
una reflexion, para obtener los respectivos grupos espaciales asimorficos al
efectuar una rotacion impropia esta consistird en una rotacion helicoidal
seguida de una reflexion simple; una rotacién simple seguida de una
reflexion de deslizamiento o una rotacién helicoidal seguida de una
reflexion de deslizamiento. Entonces los grupos espaciales del décimo al

decimoquinto son :
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Décimo

Decimoprimero

Decimosegundo

Decimotercero

Decimocuarto

Decimoquinto

P2={n(S, ,t, .t .1, .id)}
P2 ={n( 1. H,.t,.1,,id))
B2={n(S,,t,, .t1.,t,,id)}
C2={n(8y, ty, »tyy - id)}
P2b={n(R Ao tey ot 0id )}
P2,b={n(1,.py L., i)}
B2b={n(R,,py bty »id )}

C2b={n( Ry At s 1y id )
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Sistema ortorrombico

Para este sistema cristalino existen cuatro redes espaciales P.1. F. v

C, A o B. Como se muestran a continuacion:

ortorrombico-p

ortorrombico-A ortorrombico-B

y para obtener los respectivos grupos espaciales lo haremos grupo por

grupo puntual tal como lo hicimos para el sistema monoclinico. Para cste



sistema cnstalino cuya simetria es menos restringida que la de los dos
sistemas anteriores no presentaremos ejemplos e tfustraciones . El no dar
ejemplos de matenales va sea reales o hipotéticos para el sistema
ortorrombico estriba tanto en [a gran cantidad de grupos espaciales (68) que
hay para este sistema cristalino. v porque que pensamos que de los siete
sistemas cristalinos v sus respectivas redes espaciales por su geometria y
simetria el sistema cristalino ortorrdmbico ¢s el mas facil de comprender y
mentalmente de visualizar. Ademas a estas alturas ya se han estudiado en
detalle estructuras de grupos espaciales de los sistemas triclinico y
monoclinico. De hecho en los sistemas tetragonal v cubico presentaremos
ejemplos de algunos materiales "reales" que caen en determinados grupos

espaciales de esos sistemas cristalinos.

Grupo puntual 222

El 16" grupo espacial es simérfico y muy ficil de comprender, se
trata de una celda unitaria ortorrombica primitiva que se rota sobre tres ejes
C, v se translada en las tres direcciones del espacio( y sus respectivos
sentidos) para dar lugar a la estructura cristalina. Este grupo espacial se

define como:
P222= (m( Ry, Ry Ry sty by tes i)
EL I7'" grupo espacial es asimorfico y difiere del anterior en que se

lleva a cabo una rotacion helicoidal sobre el eje  ¢. Este grupo espacial se

define como
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P222, = {n( R, Ry, oty oty id))

Los grupos espaciales 18" . 19" y 20" | también asimorficos

se detinen respectivamente ast’
P222={n( r,,7, . Rt .id)}

P22.2 ={n( 1,,7,,7,,id))

€222, = {n( R,.R,, 7,1, by ,id))

Los grupos espaciales del 21""° al 23'"" son simorficos v se define

de la siguiente forma:

C222= (1R, Ry Rty sty e i)}
F222= (0(Ry Ry, Ryt Ly by id) )

1222 = {n( Rll ’Rlb ’Rle ’th ’t:b ’ttc "d)}

El 24'™ y ultimo grupo espacial del grupo puntual 222 del sistema
ortorrombico es de naturaleza asimorfica es igual que el grupo espacial

numero 19 salvo que este es para una red espacial 1, es decir :

1222 ={n( r,,, 1, , 7, id)}
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El lector se ha podido dar cuenta de que algunos grupos espaciales
son equivalentes en sus operaciones que los conforman v definen salvo que

son para otras redes espacialcs de un mismo sistema cristalino.

o,

Grupo puntual 222
Los grupos espaciales de este grupo puntual son:
28 P22 ={n( H, Hy Rty oty te» 1)}
26"° P2¢2, = {n( H, ,Pic s Tic s ta s ban»id )}
27 Pec2 ={n( A, Pr R ) Lot id)}
28" P2a2 = {n( H,, , 0, » R+ by s Luc»id)}

29* Pea2y ={n( A, > fic s by, id) }

30" Pne2 ={n( Py s pic s Ric s Ly oty id )}

donde d, implica que la reflexién se lleva a cabo sobre

un plano perpendicular a una diagonal en la celda unitaria.

31" P2n2, ={n(H, ;Mdl »Tier b oty »id))}
32" Pba2 = {n( B 10y » Ry » by id)}
33'° Pna2, = {n( Proy 1Pias Tic s bap i) )
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34" Pnn2 = {n( p,, . Py, ,R,o, by o tuy o teesid )}
35 C222 = {n(H, ,Hy Ry, ty, by oty . id))
36" C2¢2, = {n(H, .p. .7, . b, Uy »id)}
37 Cee2={n( p,., 0y Ry, by sty »id))}
38 A222=(n(H, , Hy R, .ttt id))
39" Ab22={n(p,, H, R, b sty » id))
40" A2a2={n(H,,p, R, tyts,id)}
A1 Aba2 = (n( Py B » Ry tuc»id))

42 F222=(n(H, ,H, R .t t,,t,.,id)}
43" F222 =(n( R, ,H,, Ry , Hy . R, F 1, ty,t,, ";d)}
44" 222={n(H,,H, R 1, ,t, ., id))}
45" lba2={n(Ab,A.,&, ty,id)}

46"0 1532 = {n( }{In ’pl- 4 Rlc 4 ttb ! ttc "d)}
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Grupo puntual 222

Los grupos espaciales de cste grupo puntual son:
47 P222={( Sy S Sie sty vy L s id) )
48" Pnnn = {n( R, P, sRig s Py R P, s bey oty oty id) )
497" Pee2 = {n(Rs g, Rye, i, R, Hig oty iy e id) }
50" Pban= {1 Ry .0y + RyrPy R+ Hig otae» id))
S PR2a={n( e, He, R, \H,, R,, g, ty,id))
52t Pﬂ_@= {(Ry ,Hy Ry Hy,R,,p,,id))
53" P2na= {n(R,,H, Ry, »Hm,': Tios Prstays by id)}
54" Peca={n( 1, ,H, R, ,p,, s Pusty yid)}
55" Pba2 = {n( %y, , 7, ., Ry, H, 1ty sid)}
56* Peen=(n(1, .4, 7 ,A,, Ry, Hy,t, 4, ,id)}

ST PQEZ"("( Tip 'Ab r Tie 'Ac v Tie s ”Ic'ttn -'id)}
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8 Pnn2 = {n( Fuay 2Phg o Ty Py o Ry Ity oty ot id )
59t P;}g = (ﬂ( Te 'H'lc Do }12: ' Rle ' HN; ’ lu ’t!.-h "d)}

60" Pben= (n( 5y pys , Ry s Hy 1, id )

61" Pbca = {n( Tib-Pio s Ties Prc + Tias P rid )}

62" Pn2a= {n(r, P, s el 1, p, ,id))

63'" C22={n(R, ,H, R per e, H, 1haastyy id))
64*% Cégg:{n(R,c,Hk ,Rk,pk.rh,ph,tﬂ,,id)}

65'* C222={n(S,,S, 1S s Ly oty yid ) }

66" Cocd= (0 Ry, Pig, + Roer i R Hig ot sty oty i)
6" C22a={n(r, ,H, R, Hiy Ry, Pty id))

B Ceca= (01, Hio Ry o 5y, Pty id)

69'* F222= {n(S,,8y,5,,t,,, tiy by, id)}

70*" Fddd={R,.,p, . Ry 1Prg, s R Py, Ty sty by id )

T 1222={0(S, , 8y, Sy sty oty oL, id) )
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72" IQQ.ZF {ﬂ( T s P+ T s Pus -Rlc ' I{Ir : tu ' ’d)}

73" Tbea={n( 1y, + T Prcs Ty Pyrid)}

74" 122a={n( 7, ,H, ,R, H.. Ry, Pty id)}
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Pars este sistema cristalino hay sicte grupos puntuales y dos redes de
Bravais. P e |. Combinando extos sicte grupos puntuales con las dos redes

de Bravais y tomando en cucnta 8 las operaciones asimorficas, encontramos
que hay 68 grupos espaciales tetragonales.

Grupo puntual 4
l'meucgupop\mmlmyupo-apwidum:

76% PA= (Rt tin s b id)

76" P4.=(tk,t“,t,.,id)

" P4,={rk,r|,,t,.,id}

78" P4,={rk,rh,f“,id)

79" l4=(Rk,t“,t,,,t”,id}

80 14, = { i » L s tusoid)

Grupo puntual 4

Este grupo puntual solo tiene los dos siguientes grupos espaciales.



81*v PQ=(Su.t,.,t,.,t“.ial
B2 14=(5, ., t,,.t, ¢, ,id)
Grupo puntual 434
Los grupos espaciales de este grupo puntual son:
83" PA={n(R H, .ty 1 L, .id))}
L P§=(n(fx.,f..,”w 4 id))
85" Phy = (R, Ay, 1t sty oty id))
86" P4y, = (0(%,, %y ,A, » by id))
s&m M=(n(R, ,H,,t,,t,,t, ,id))
88" 14, = (n( 5,4, , t,,id))

Grupo puntual 422

Los grupos espaciales de este grupo puntual son:
89" P22 =(n(Ry , Ry, Ry b,y Ly o e oid))

90" P42,2=(n(R,,1,,Ry by 1y id))



91" P4,22= (n( 1 Ry Riy» b iy i)
921 P4,2,2, = {1 . Ty » Ty -id))
93" P4,22 = (n( 7, T+ Ry Ry s sy s Ly i)}
94" P4,22={n(1,, 17, Ty Ry 1ty vid))
95t P4323={n(fu,Tk.fk.R“,R“,t“,lﬁ.id)}
96" P4,2|2>=(n( fier s Tie o T R s Uy »id)}
97*v l422=(n(Rk,Ru,R“,tt.,!“,!“,l'd)}
98" 14,22 = {n( 1., Ry \ Ry tiy s tiv 1 1)}
Grupo puntual 422

' lmgméosespacialesdeategrupopmtualsonz
99" P422=(n(R ,H, Hy .ty s id)}
100~ P4b3 = ((R, Hyy 1Py sty » by i)

101.- Pa,c2={n( 5, T, Hy s Ac s tus sty 1)}



102.- P“z"i ={0( ey T Hyy o Pig, 1 bea 1Ly 234 )}

103.-- P4cc = {n(R,.p. Py Ly, by »id )}
104.- PAnc={n(Ry , Py Ac+ts st id)}
105.- P4,2c=(n(1, ., H, P L, oty o id))
106.- Pd,bc={n( 7., T3, Py » Prc o tag »id )}
107.- 1422={n(R_,H, . H, 1, .ty . ,id)}
108~ Mc2=(n(R,,p.  H, t,, by, ,id)}
109.- 14,2d= (n( 1., 5, , Hyy 1y, otia ouy 0 1))
110- Hyed = {n( 5., Ay A, > tia s ten i)}
Grupo puntual 422

1l— PA24={n(S, , Ry, H,t, ,ty sty ,id)}
112.- P42c={n( S, , Ry Py s tey + Ly »id)}

13— P42,4={n(S,, 1, H, t, t.,id)}

114.- P42,c= (n( S, , Ty Py + s »id )}



115.~ P422 = {n( S, , Hyy o R sy tey s te i)}
116.- Pdc2 = {n( S8, ,p, . R, 1ty 18y, »id )}
117~ P4b2 = {n( S, , 0, . Ry 1ty st »id )}
118.- P4c2={n( Sy, P R tuy s Loy tsc » 1))
119~ 1422 = {n( S, H, R, t,, sty oty id )}
120.- 142 = (S, ,P,c s Ry s tyy oty id )}
121- 1424 = (0( S, , Ry , Hy, by oty o tye 5 i)}
122- 142d = {n( Sy , Ry, B, » tea ten s tsc i)
Grupo puntual 422
123.- P422= (0( S, 5, . 5101ty o tis s tuc i)}
124.- Pacc = (0 S, R, i o Ry 1Poc 1ty oty 2 1) )
125.- Pﬂng:(ﬂ(&c 1P, By Py R s Hig s by 3 b s id)}

126.- P42 c={n(R,, Py » Ry, P+ By s Bu s tic »id) )



127.- P4b2 = {n( S, ,7, .2, S st by, id)}

128.- Pdnc={n( R, H, . 1,.0 R, .0 L, .t .id)}

129.- P4,22 = {n(R,. ,p, , 7 H), ,R;, JHy by, 1, id))

130.- P4y00={n( R, Hic. 7o By - R o1y i)

131.- P4 2c={n( 5, H,, 0. Hy Ry, Hy, R Pty by id))
132~ P4,e2=(n( 5, Hye, o oo R, Bie Ry Hyp b 8 i) )
133- P4, be={n(r. ,Hy , 6, Hoy Ry P s R 1P 1) }

134.- P4_z_.,113={n( o b T oy Ry s Pray s R Prc s b b 1)}
135.- P4,be=(n( 5, Hyy, , T g s T s P Ry 1 P 1 by 1)}
136.- P4;n2={n( v, Hy, 7 Hyo s 7, Prgy s Ry s oty 1))
137.- Pf_,_,g_:;{n( T Hy o T Hog Ty  Hy Ry P10 Uy 0 1))
138.- P4y, 2={n( 1. Hy , 1o Hig 1 Ty Py Ry o Hiy s Vs id )}
139.- 1422 = (n( S, ,8,, , S,y + tuy o uy > tye »id ) }

140.- 1462 = {1 1, .o Ry Ao Ry ooty oty id) )



141-" l41.2d: {n( f,c.H,. . T:, ‘Hz. \R“, ;’l", )R" \nd. \tg. \tzb\ ld)}

LI

142" [42|Cd = {n( 'lc ‘H!. ' tzc ‘”’.’l ‘R1= s }Ile ‘Rl ’nd. ’til ‘ttb’ ld)}



Sistema Trigonal

Como se vio anteriormente algunos sistemas trigonales se pueden
describir por medio de un celda romboédrica Para este sistema cristalino
hay dos redes de Bravais, la primitiva y la romboédrica denotadas como P y

R respectivamente. También hay cinco grupos puntuales que nos llevan a
35 grupos espaciales trigonales.

Grupo puntual 3
Los grupos espaciales de este grupo puntual son:
143.- P3={n(R,,t,, .t .t ,id)}
<
144~ P3, = {n( 1,1, ,t,, ,id))
145.- P3,={n( 1., 1, ,t,, ,t,,,id)}
146.- R3={n(R,t,, ,t, ,t,.,id))
Grupo 2! ntual 3
147.- P3={(n( R, . H, t,, ,t,, .t,. ,id )}

148.- R3= (n( Rlc '”lc 'ttl "tb 'ttc vid )}



Grupo puntual 32

149.- P312={n(R,_, R, ,t,, by by »id )}
150.- P321={n(R_, R,y oty oid )}
151.- P3,12={n( 1., Ry .1y, tyy o4 )}
152.- P3.21=(n( 7., R, .1,, ,ty,,id )}
153.- P3,12=(n( 1, , 6 LRy by oty ,id))
154.- P3,21={n( 1, T Ry vty s tay »id )}
155.- R32={n(R_, Ry, t,, oty tse »id )}
Grupo puntual 32

156~ P31={n(R,, H, 4., by by »id))
157.- P31§={n(&c,H,b,t,,,tﬁ,t“,id))
158.~ P3cl = {n( R, 4ty »id )}

159.- P3lc = {n( Rlc P » '!l ’ tn vid )}
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160.- R32={n(R,. Hy .1, .ty t, 1d)}

161.- R3c={n(R,,p,;.t,, 1y, id)}

Grupo }guntual 32

162.- P32={n(R, H,.R, Hy t, .ty t,.id)}
163.- P3lc={n( R, H. Ry, oy sty st rid )}
164.- PRI=(n(R, ,H Ry, Hy .ty by by id)}
165~ P3cl= (n( R ,H, ., Ry, Py oty ot 1id)}
166~ P32=(n( R, H Ry Hyy oty 8ty 1))

167~ Plc=(n( Ry, i, Ry o Py oty o e id )}
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Sistema hexagonal

Los sistemas espaciales hexagonales son muy similares a los
tetragonales. Para este sistema cristalino solo existe la red P. También tiene
siete grupos puntuales y como consecuencia de ello 27 grupos espaciales.

Grupo puntual 6

168.- P6={n(R_,t,,,t, .1, ,id)}

169.- P6, = {n( 7, ,t,, b, ,id )}

170.- P6, = {n( 7, , Ty s Ty, Tuc » Tre s tig » Ly » 1)}
17.- P6, = {n( 7,7, b,y 1y, »id )}

172 P6, ={n( 1,7, , Ty, Fp sty o by i )}
173 P6, ={n(1,,, 70, Ty, tuy oty »id )}

Grupo puntual 6

174.- P6 = (n{ H, ,t,, ,t,, L, ,id))



Grupo puntua] 666
I5.- P6= (R, Hy, 1y, b, 1, id))

176.~ Pﬁz {n(g,. .1, 1, et ot vid)})

Grupo puntual 622

171~ P622= (n(R_,R, ,R, byt Lid )}

178.- P6,22 = {n( 1, ,R, Ry sty byt id )

179~ P6,22= {n(z,, 1, , TaerTie T o Ry W R Lty t, id))
180.- P6,22= {n( 1,7, ,R, Rty »fxa.“)}

181.- P6,22 = {n( Sies Faer Brc s B Ry R, by, 8, id )
182.~ P6,22 = (n( Ties T Toe o Ry Ry Lty Lt Lid )

Grupo puntual 622

183.- P65§={n(&e,l{,b,l{u,th,t“,tu,id)}

184.- Pécc=(n(R, WPiesPa v g oty id )
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185.- P6,c2={n(r, .1, .1, R, .t b, .id))

186.- P6,2c={n( 1, . 7,0, Ry 0, Ly »id))

Grupo puntual 622

187 P622 = (n(R,, H,.,Hy, R, .t .ty L, ,id))

188.- P6c2 = {n(R_,H,. ,p. Ry sty sty oty »id )}

189.~ P622=(n(R,,H.,H, R, ,t,, b, tsc id))

190~ P62c={n(R ,H, ,H,,pP, by L, ,id )}

Grupo puntual 622

191.- P622 = {n(R, ,H, R, ,H R, H, ,ty tyy by ,id)}
192.- Péec = (n(R,., H,. Ry .0, Ry 1Py 1t ,id )}

193.- P6,c2={n(1,, %, % R .0 R, Hy,  ts oty »id)}

194.- P6,2¢=(n( £, T, 7, Ry Hiy Ry Bic s sty i)
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Sistema cubico

En el sistema cristalino cubico existen tres redes de Bravais, P, F, ¢ |,
y cinco grupos puntuales quiencs combinados con los elementos asimérficos

se obtienen 36 grupos espaciales ctibicos.

Grupo puntual 23

195- P23={n( R, R, ,t,, by 1, id )}

196.- 123={n( R, R, ,t,, .t ¢, ,id)}

197~ F23={n( R, R, ,t,, . t, 1, .id)}

198.- P2,3={n(r1,,R,,t,,,t,,.id)}

199~ 123={n( 7, R, ,t,,.t,,,id)}

Grupo puntual 23

200.- P23 ={n( R, ,H, R, ,H, 1, ,ty .ty ,id))
201~ Pad={n(R,,py » Ry, Hy oty sty tic i)}

202.- F3={n( R, H, R H\ty, byt id)}
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203.- F2,3=(n(R, A4, R, Hyy 1ty 1ty id) }
204.- 123={n(R_,H, R, .H, .t 1, ,t, ,id)}
205.- Pa3={n( 1,0, R, H, 1., .1,,.id)}
206.- Ia3= {n(t,.,p, ., R, H, .1, .t,, ,id)}
Grupo puntual 432

207.- P432={n(R_,R,,R, 1., b, .1, .id)}
208.- P4,32={n(r,, 1, R, ,R,.t,, 1, ,id))
209.- F432= {n(R,,R, R, ,t,, by, - t,.,id )}
210.- F4,32={n( 1, R, R, .ty 4y, id))
211.- 1432 = {n(R_,R, R, Ly, . L, L. ,id))
212~ P4,2={n(1,, 7,1, , R, Ry by sty i)}
213.- P4,32={n( 5., R, .R, L, 1, ,id)}

214.- 1432={n( 5, R, R, .1, ,t,, ,id)}
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Grupo puntual 432

215~ P432=(n(R,,H,,R  H,,t, b, 1, ,id)}

256 FA2=(n(R, H_,R,  H,,t, 1, ,1,.,id))

A7~ 1432= (R, H Ry, Hy, 1y, 4y 4, id))

28~ Pd3n= (R, ,Hy, Ry, P4 e by o e i)

219.- F43c={n(R ,H,,R, .p,; 1ty sy id )

220.- 143d = (n(R, , Hy , Ry, oy, 1ty 1ty i)

Grupo puntual 432

200 PA32= (( Ry B, Ry Hy Ry Bt b i)
222.- PAIn=(n(R Hy Ry Hy Ry P, sty s by s Uy i)}
223~ PA3n=(n(R, ,H,,Ry, Hy, Ry, Py st L, id))
224~ P4,32=(n(R,.,py , Ry, Hy \ Ry, Hyy by, o Uy, id))

225.- F432 = (n( R, , Hyo Ry Hy Ry Hy st sty oty vid))
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226~ F4de={n(R_,H, R, Hy Ry Py 1ty 1,,,id))

27- F4,32={n(R py, Ry Hyy Ry it by L Jid )}
228~ F4,3c={n(R, .pg, Ry Hy Ry Py s teas e yid )}
229.- 1432= {n(R ,H, R, . H, Ry Hy bty byt id )}

230.- Ig}g—-{n( T Py ~R|: v”lc ’Ribvpu‘ ’ttbﬁt:c 'id)}

14)



Conclusiones
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Una vez terminado cste trabajo solo nos resta pensar en sus

implicaciones y aplicaciones, asi como hacer un recuento del mismo.

Se han expuesto v analizado algunos conceptos del algebra
geomeétrica, las operaciones de simetria desde sus fundamentos asi como ¢l
concepto de simetria. Se ha hecho una conjuncion de las operaciones de
simetria con ¢l dlgebra geométrica. Y lo méas importante, se ha dado una
aplicacion de tal conjuncion de conceptos a una rama clasica del estudio de
la teoria del estado solido. Esta aplicacion resulta ser nueva, cs decir una
contribucién al conocimiento, lo que es el objetivo primordial de realizar

una tesis.

Lo realizado en esta tesis abre el camino hacia la aplicacion del
algebra geométrica al estudio de otras ramas del estudio de la teoria del
estado sdlido, dado que comienza desde el establecimiento de los primeros
fundamentos de lo que es esta ciencia nueva, como puede ser el estudio de
superconductores y cuasicristales por solo citar algunos ejemplos.

Las algebras de Clifford a las cuales pertenece dicha algebra
gcométrica tienen una aplicacion casi ilimitada como se menciono al
principio. Actualmente se realizan congresos intemacionales sobre esta
materia donde acuden cientificos del mis alto nivel y se tratan los mas
diversos topicos de aplicacion de estas lgebras. También existen muchos
articulos internacionales respecto a la aplicacion de la algebras de Clifford,
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incluso nuestra Facultad tiene el orgullo de publicar una revista

internacional sobre los avances en las aplicaciones de tales dlgebras.

Regresando al punto central de esta tesis podemos decir que la
aplicacion del algebra geométrica a la cristalografia simplifica en gran
medida el estudio de la cristalografia en comparacion con su método clasico
de estudio. Por cjemplo, una simplificacion es usar operadores en lugar de

las clésicas matnices.

Ademés en esta tesis se han presentado absolutamente todos los
grupos espaciales con sus respectivas operaciones de simetria y siempre con
una exposicion detallada con un lenguaje simple de los conceptos, lo que no
hemos visto en los textos clasicos de cste tema. También hemos hecho un
énfasis especial en la representacion grafica de la mayoria de los conceptos
presentados como es el caso de las operaciones de simetria y su significado
fisico, el desarrollo de algunos grupos puntuales y espaciales; asi como
conceptos de celda unitaria, malla, y estructura cristalina. Todo esto ha sido
con cl fin de una buena y clara asimilacion de los conceptos dado que los
seres humanos somos seres muy "visuales".

En esta tesis siempre se tienen presentes los nuevos avances de
la cristalografia y sus aplicaciones como es el caso de los cuasicristales sin
pasar por alto los avances en la dlgebras de Clifford aplicadas, ya que
siempre los avances de esta tesis han sido supervisados por personas del
més alto nivel en la materia.
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Para termunar creemos que de esta tesis se pucden explotar

muchas cosas, para incrementar el campo de estudio de la cristalogratia,
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