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Prefacio

Desde hace mucho tiempo, los sistemas dindmicos se han utilizado para
modelar procesos que varian a través del tiempo. Isaac Newton usaba ecua-
ciones diferenciales para describir sistemas dindmicos, como por ejemplo las
trayectorias de los planetas.

En los siglos XVIII y XIX se desarrollaron diversas técnicas para resol-
ver ecuaciones diferenciales de manera explicita. Sin embargo, para ciertas
ecuaciones diferenciales, es muy dificil encontrar soluciones explicitas.

Poincaré di6 un nuevo giro al estudio de las ecuaciones diferenciales al
estudiar soluciones cualitativas, que describen el comportamiento general
de la ecuacion, en vez de tratar de encontrar soluciones explicitas. Al hacer
esto, introdujo técnicas topoldgicas y geométricas que posteriormente se
constituyeron en ramas distintas de las matematicas.

Birkhoff también adoptd la idea de estudiar las soluciones cualitativas y
estudi6 los procesos iterativos como una manera mas sencilla de estudiar el
comportamiento dindmico de las ecuaciones diferenciales.

A estos procesos iterativos se les llaman sistemas dindmicos discretos.
En estos sistemas se estudia el estado del proceso en momentos determina-
dos, por ejemplo, el estudio del crecimiento de una poblacién se hace por
generaciones y no como un continuo del tiempo. Lo que se hace en este
tipo de sistemas es iterar una funcién y ver que comportamiento presen-
ta cada punto a través del tiempo, por ejemplo, se estudia si la sucesién
z, f(z), fAz),..., f"(z),... converge a un punto, si es periédica 6 si z es un
punto fijo.

Para efectos practicos, muchas veces, en vez de estudiar a la funcién f
se estudia una funcién g que “se parezca” mucho a f. Que g “se parezca” a
[ se forinaliza con ‘el concepto de funcién conjugada.

Se dice que una funcién g es una conjugada de f si existe un homeomor-
fismo h tal que hf = gh.

También, para ciertas aplicaciones, es 1til saber cuando una funcién tiene
una conjugada cerca de la identidad.

vi




En la conferencia “Joint Summer Research Conference”, que tuvo lu-
gar en junio de 1989, Joe Martin planted la siguiente pregunta: ;Cémo
caracterizar a las funciones del intervalo al intervalo que tienen una funcion
conjugada cerca de la identidad?

En abril de 1990 se volvié a plantear esta pregunta en la conferencia
“Spring Topology Conference” que tuvo por sede a la Universidad estatal
del Suroeste de Texas.

Y en noviembre de 1992 Sam W. Young public6 en “Proceedings of the
American Mathematical Society” la respuesta a esta pregunta,

En el presente trabajo se estudia la caracterizacién de las funciones con-
tinuas que tienen conjugadas cerca de la identidad,

En el primer capitulo resuelvo el problema para las funciones continuas
del intervalo al intervalo, basandome en algunos de los resultados de Young.
Para resolver este problema defini qué quiere decir que una funcién sea
topoldgicamente equivalente a una funcién que esté cerca de la identidad.
Este concepto es un poco mds general que el de funcion conjugada, y me
sirvié para encontrar condiciones suficientes para que una funcién tenga una
conjugada cerca de la identidad.

Por otro lado, se sabe que muchos modelos utilizan funciones que van

de la circunferencia en la circunferencia. Estos modelos suelen utilizarse,

para representar procesos cfclicos, como los latidos del corazdn, dindmica de
fluidos 0 modelos de neuronas. Por esta razon en el Capftulo 2 resuelvo el
problema para funciones que van de la circunferencia en la circunferencia,
el cual, hasta donde yo sé, no habfa sido resuelto.

Para la solucién de los problemas que se resuelven en la tesis utilizo
unicamente propiedades elementales de las funciones continuas y un poco
de ingenio. :

Los resultados obtenidos quedan resumidos en los Teoremas 1.13, 1.14, 2.16
y 2.25.

No es el objetivo de este trabajo estudiar las diversas aplicaciones que
tienen estos resultados. Sin embargo, en las conclusiones se expone la rela-
cién que existe entre las funciones del intervalo al intervalo que tienen una
conjugada cerca de la identidad y las funciones de la circunferencia en la
circunferencia que tienen una conjugada cerca de la identidad, También se
explica que condiciones se pudieron generalizar y cuales no, y se dan varios
ejemplos,
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Capitulo 1

Funciones en el intervalo que

tienen una conjugada cerca
de la identidad

1.1 Introduccién

En la conferencia “Joint Summer Research Conference”, que tuvo lugar en
la Universidad estatal de Humbolt en junio de 1989, Joe Martin planted la
siguiente pregunta; ;Como caracterizar a las funciones del intervalo al in-
tervalo que tengan una funcién conjugada cerca de la identidad?

En abril de 1990 se volvié a plantear esta pregunta en la conferencia
“Spring Topology Conference” que tuvo por sede a la Universidad estatal
del Suroeste de Texas.

Fue hasta noviembre de 1992 que Sam W. Young publicé en “Proceedings
of the American Mathematical Society” la respuesta a esta pregunta.

En este capftulo voy a explicar cémo se resolvi6 este problema. En reali-
dad lo que hice fue leer e] planteamiento del problema y lo traté de resolver
por mi cuenta, Finalmente complementé mis resultados con los de Young.
Las demostraciones que voy a dar en este capitulo son una combinacién de
los resultados de Young y los mios, aunque debo mencionar que las ideas
fundamentales son de Young.

Trataré de ser lo mds claro posible y voy a dar varios ejemplos ya que la
comprension de estas ideas serén de gran ayuda para el siguiente capitulo en
¢l cual resuelvo el mismo problema pero ahora para funciones de la circun-
ferencia en la circunferencia, y para su solucién se usan algunos resultados
de este capftulo.




1.2 Planteamiento del problema

1.2.1 Escenario

Aqui vamos a definir los conceptos necesarios para plantear el problema y
vamos a dar la notacion que se usara durante todo este capitulo.

Como de costumbre, usuamos la notacion I = [0,1] = {z € R: 0< z < 1}
y consideramos este intervalo con la métrica d(z, y) = |z — y|.

La funcién i : I — [ donde i(z) = z es la identidad, y definimos la
funcién J : I — I como J(z) = 1 — z. Notemos que J=! = J.

De aqui en adelante vamos a suponer que f ; J — I es una funcién con-
tinua y suprayectiva.

Ahora vamos a definir qué quiere decir que una funcién tenga una con-
jugada cerca de la identidad y vamos a definir también qué quiere decir que
una funcién sea topologicamente equivalente a una funcién que esté cerca
de la identidad.

Cuando una funcion f:I — I tenga una conjugada cerca de la identi-
dad diremos, por brevedad, que f cumple “C” y cuando una funcién sea
topoldgicamente equivalente a una funcién que esté cerca de la identidad
diremos, también por brevedad, que f cumple “T",

Definicién 1.1 Decimos que [ cumple “T” si para toda ¢ > 0 ezisten ho-
meomorfismos h,k : I — I tales que d(kfh(z),z) < ¢ para toda z € I,

Definicién 1.2 Decimos que f cumple “C” si para toda ¢ > 0 eziste un
homeomorfismo h : I — I tal que d(h=! fh(z),z) < ¢ para toda z € I.
1.2.2 Objetivos

1. Caracterizar las funciones f : I — I que cumplen “T",

2. Caracterizar las funciones f:I — I que cumplen “C”.

1.3 Interpretacidn grifica

La manera grafica en que interpreté el problema para la propiedad “T" es
la siguiente:

Primero grafico f:/ — I de la manera usual, luego dibujo abajo v la
izquierda el intervalo y muestro con rayas punteadas la manera en que A
mueve los puntos del intervalo hacia arriba y la manera en que k¥ mueve los
puntos de derecha a izquierda, ver Figura 1.1 (izquierda).
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El recorrido completo que realiza una z en I es;

Primero h la hace subir por una raya punteada a la base del cunadrado
luego f la manda al lado izquierdo del cuadrado y finalmente k la recorre al
intervalo que estd a la izquierda del cuadrado donde acaba su recorrido,

---

1
k£h(x)

s

Figura 1.1: Cémo graficar k fh (izquierda) y h~! fh (derecha). i

En la Figura 1.2 vemos la manera en que el homeomorfismo 4 deforma i
a la funcion f, lo que hace en realidad es deformar horizontalmente a la i
grdfica de £, es como si la viéramos frente a un espejo mal hecho y entonces '
en los lados se ve mds “angosta” y en el centro se ve mds “ancha”.

En la Figura 1.3 se observa que k deforma verticalmente a fh, en el caso
anélogo del espejo notamos que en la parte de arriba y de abajo se “encoje”
mientras que en el centro se “estira”,

El objetivo del problema es encontrar una deformacién horizontal h y
una deformacién vertical k& de manera que la gréfica quede dentro de una
franja inclinada de radio ¢, ver Figura 1.4.

Para la interpretacion gréfica de la propiedad “C" sélo dibujamos dos |
veces el intervalo I y pensamos que z estd en el intervalo de abajo y sube
al intervalo de arriba empujada por A, ahf f la hace saltar y finalmente 4~}
la vuelve a bajar, el objetivo del problema es que después de este recorrido
h=V fh(z) quede cerca del punto de partida. Ver Figura 1.1 (derecha).
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Figura 1.2: Cémo deforma h a f.
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Figura 1.3: Cémo deforma & a fh.
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Figura 1.4: La funcidn kfh debe quedar dentro de la franja.

1.4 Primeras observaciones

1.4.1 Sir,s:1— I son homeomorfiamos podemos estudiar a
sfr oarfr en vez de estudiar a f

Los resultados de esta seccion nos dicen que si r,s : F — I son homeomor-
fismos entonces, en el caso de la propiedad “T”, podemos estudiar a sfr en
lugar de f y para el caso de la propiedad “C”, podemos estudiar a r~! fr en
lugar de f. Los dos siguientes teoremas formalizan estas ideas.

Teorema 1.1 Sean s,r : I — I homeomorfismos entonces:
f i1 =TI cumple “T” siy solosi sfr: [ — I cumple “T”,

Demostracion:

=) Sea gq > 0,

Queremos encontrar homeomorfismos A, k : 1 — [ tales que
d(k(sfr)h(z),z) < cq paratodaz € I. .
Por hipétesis f cumple “T” entonces para ¢ = &g > 0 existen homeomorfis-
mos hy, ky : I — I tales que d(kyfhy(z),2) < coparatodaz € I,

Afirmo que: '

h=rthy y k=ks!

satisfacen las condiciones buscadas ya que:

h y k son homeomorfismos porque r~t, Ay, ky y s~! también son homeomor-
fismos.

Ademds, para toda z € ] se tiene que;

5




d(k(sfr)h(z),2)

1}

d(kls"(.sfr)r’"hl(w).:v)
d(k]fh](l‘),z) < £g.

=) Sea gp > 0.

Queremos encontrar homeomorfismos A,k : I — [ tales que

d(kfh{a),z) < ¢g para toda z € [.

Por hipétesis sfr cumple “T” entonces para ¢ = ¢y > 0 existen homeomor-
fismos hy, ky s I — I tales que d(ky(sfr)hy(z).2) < ¢p paratodaz € 1.
Afirmo que:

h=rh y k=ks

satisfacen las condiciones buscadas ya que:

h y k son homeomorfismos porque s,r, h; y k; también lo son.

Ademds, para toda z € I se tiene que:

1}

d(kfh(z),z) = d(kisfrin(z) z)

d(k](&fi‘)h](:l'), r) <&

como queriamos. A

Teorema 1.2 Sea r : I — I un homeomorfismo entonces:
I — I cumple “C” si ysélosi r=) fr: I — I cumple “C".

Demostracion:

La demostracion de este teorema es muy parecida a la del teorema anterior,
por esa sélo mencionamos que para demostrar que, si f cumple “C" entonces
r=! fr cumple “C", basta con que tomemos h = r~1h,, y para demostrar que
si r~! fr cumple “C” entonces f cumple “C", basta con tomar h = rhy. A

Recordemos que a J : I — I la definimos como J(z) = 1 — z. Es
facil ver que J es un homeomorfismo, los teoremas anteriores, nos dicen que
podemos estudiar a: fJ, Jf, 6 JfJ en vez de estudiar a f, para el caso de
la propiedad “T" y que podemos estudiar a JfJ en vez de f para el caso
de la propiedad “C" (recordemos que J=! = J).

Esto se va a usar mds adelante en algunas demostraciones.

_Grédficamente lo que hace J es reflejar la grifica de f. Esto es, la grifica
de fJ es la misma que la de f reflejada con respecto al eje z = ;. yla
grifica de J f es la misma que la de f reflejada con respecto al eje y = }
Ver Figura 1.5.
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Figura 1.5: La funcién J réfleja la grifica de f.

1.4.2 Podemos suponer que el homeomorflsmo A es creciente

El siguiente teorema nos dice que podemos restringir nuestro estudio a fun-
ciones h crecientes. La idea intuitiva: de la demostracién es que si hy,k,
son los homeomorfismos de la propiedad “T” y h; no es creciente entonces
aplicamos J antes y después de ky fhy, con lo cual A = hyJ es creciente, y
como J preserva distancias entonces d(Jk, fh,J(z),z) < €p, y por tanto f
cumple“T” con h creciente, ver Figura 1.6.

Teorema 1.3 La funcion f cumple “T” si y solo si [ cumple “T” con h

creciente,

Demostracion;

>)Seacy >0

Por hipdtesis f cumple “T” entonces existen homeomorfismos hy, ky : [ — [
tales que d(k) fhy(z),z) < €g para toda z € I.

Si hy es creciente, tomamos A = h; y ya acabamos.

7




Jk,fh,J(x)

Figura 1.6: Como J(z) y ki fhy(J(x)) estdn cerca entonces z y J&,fhyJ(z)
estdn cerca.

Si hj no es creciente entonces h = hyJ lo es. Luego tomamos k = Jk;
y obtenemos que d(kfh(z),z) = d(Jky fhy(J(z)),z). Pero es ficil ver que
d(a,b) = d(J(a),J(b)) para toda @,b € I, de donde d(Jk;fhi(J(z)),z) =
d(J(Jkyfhy(J(2))), J(2)) = d(kifhi(J(2)),J(2)) < €o por lo que f cum-
ple “T" para h creciente.

4) Es claro que si f cumple “T" con A creciente entonces f cumple “I". A

Para la propiedad “C” también podemos suponer que h es creciente. La
demostracion del teorema es muy parecida a la del teorema anterior,

Teorema 1.4 La funcidn f cumple “C” si y solo si f cumple “C” con h
creciente.
1.4.3 Cémo se relacionan la propiedad T y la propiedad C

Notemos que la propiedad “T" estd intimamente relacionada con la pro-
piedad “C", de hecho la relacién que tienen es la que se da en el siguiente
teorema.

Teorema 1.8 Si f: I — I cumple “C” entonces f : I — I cumple “T”.

Demostracion:
Para demostrar este teorema tomemos €p > 0 y veamos que existen
homeomorfismos h, k : I — I tales que d(kfh(z),z) < o para toda z € 1.

B




Como f cumple *“C” entonces para €g > 0 existe un homeomorfismo b,
tal que d(h,"fh,(w),z) < ¢g paratodaz €1,

Ahora simplemente tomamos h = hy y k = h,’" y notamos que h y & son
homeomorfismos ya que hy y hy! también lo son, y ademas tenemos que:
d(kfh(z),z) =d(hT' fhi(2),z) < &g paratoda & € I como se queria. A

De una vez veamos que la propiedad “I" y la propiedad “C” no son
equivalentes, esto es, que si f cumple “T” entonces no es forzoso que f
cumpla “C” esto se ve en el siguiente ejeniplo.

Ejemplo 1.1 Recordemos que a J : I — I la definimos de la siguiente
manera;
J(z}=1-2z para toda z € I,

Se afirma que J cumple “T” pero J no cumple “C”.

Es claro que J es inyectiva y entonces por el Teorema 1.9 se tiene que J
cumple “T".

También tenemos que 0 < 1, J(0) = 1 y J(1) = 0 entonces por el
Teorema 1.8 se concluye que J no cumple “C”.

1.5 Algunas condiciones necesarias

1.5.1 Intervalos de nivel

El siguiente resultado fue uno de los argumentos que mds usé para encontrar
condiciones suficientes y necesarias para que una funcién cumpla “1".

Si tenemos que f(z,) = f(z3), esto es, puntos que estdn a la misma
altura, y queremos que f cumpla “T” entonces vamos a ver que los puntos
que van a z; y z3 bajo h, deben de estar cerca. Ver Figura 1.7 (izquierda).

Precisamente por la importancia de puntos que estdn a la misma altura
damos la siguiente definicion.

Definicién 1.3 Decimos que [z}, 23] es un intervalo de nivel si f(z)) = f(z3).

El siguiente teorema formaliza estas ideas.

Teorema 1.8 Supongamos que f : I — I cumple “T” y que [z), 23] es un
intervalo de nivel,

Sico > 0 y h,k son los homeomorfismos de la propiedad “T” tales que
d(kfh(z),z) < €0 Yz € I entonces d(h='(z,),h~(z3)) < 2c0.

9




Demostracion:
Puesto que f cumple “T” entonces d(k fh(h= (1)), h ™ (1)) < €0 ¥
d(kfh(h~'(z3)),h™"(z3)) < €0 entonces tenemos que:

d(kfh(h™(z1)), b7 (21)) + d(kfR(h~" (22)),h ™" (22)) < 260

Pero como [z;,Z;] es un intervalo de nivel, i.e f(z1) = f(z2), entonces
kf(hh=Y(x,)) = kf(hh~'(23)) aplicando esto y la desigualdad del tridngulo
en la desigualdad anterior obtenemos que d(h~'(z;), h~'(z;)) < 2¢9 como
queriamos. A

Figura 1.7: Los extremos de intervalos de nivel (izquierda) y de intervalos
de desplazamiento (derecha) se deben aproximar bajo A~?.

1.5.2 Intervalos de desplasamiento

Aqui vamos a dar un resultado parecido al anterior pero este nuevo resultado
s6lo sirve para la propiedad “C” ya que usa A~! en vez de k.

Para dar este resultado primero vamos a dar la definicién de intervalo
de desplazamiento.

Definicidn 1.4 Al intervalo [z, f(z)] le llamaremos intervalo de desplaza-
miento,

En la definicién se hace un abuso de notacién ya que es posible que
J(z) < z, para ese caso en realidad a lo que nos referimos es a [f(2),2).
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Lo que dice el siguiente resultado es que, si queremos que f cumpla “C”"
entonces para cualquier intervalo de desplazamiento [z, f(z)] se tiene que
los puntos que van a z y a f(z) bajo h, deben estar cerca. Ver Figura 1.7.

Teorema 1.7 Supongamos que f : I — I cumple “C”.
Sico > 0 y h es el homeomorfismo de la propiedad “C” tal que
d(h~ fh(z),2) < €0 Yz € I entonces d(h~! f(z),h~}(z)) < ¢o.

Demostracion:

Como f cumple “C” entonces para el punto h=!(z) se tiene que
d(h=' fh(h~(z)), h~}(z)) < €0 ¥ como d(h~" f(z),h™}(z)) =
d(h=! fh(h~(z)), h~}(z}), se obtiene el resultado requerido. A

Finalmente observemos que todo intervalo de nivel es cubierto por dos
intervalos de desplazamiento, ya que si [a,b] es intervalo de nivel entonces
¢ = f(a) = f(b) y entonces tenemos que [a,b] C [a,c] U [¢,b] con [a,c] =
(a,f(a)] ¥ [c,8] = [£(D), ] intervalos de desplazamiento.

Una de las caracterizaciones de las funciones que cumplen “T” (Teore-
ma 1.13) dice que f cumple “T” si y s6lo si no hay una coleccién finita
de intervalos de nivel que cubre a I, y una de las caracterizaciones de las
funciones que cumplen “C” (Teorema 1.14) dice que f cumple “C” si y sélo
8i no hay una coleccion finita de intervalos de desplazamiento que cubre a J.

Notemos que si podemos cubrir a J con n intervalos de nivel, entonces
podemos cubrir a I con 2n intervalos de desplazamiento, es decir que si
podemos cubrir a [ con un nimero finito de intervalos de nivel entonces
podemos cubrir a J con un nimero finito de intervalos de desplazamiento
6 por contrapuesta:

Si no podemos cubrir a / con un nimero finito de intervalos de
desplasamiento entonces no podemos cubrir a / con un nimero
finito de intervalos de nivel.

Con esto y de acuerdo con los resultados antes mencionados, se obtiene que
si f cumple “C” entonces f cumple “T", como era de esperarse,’

Teorema 1.8 Sia < b, f(a) =1 y f(b) = 0 entonces f no cumple “C”.

Demostracién:

Por reduccién al absurdo supongamos que f cumple “C”. Por el Teorema 1.4
podemos suponer que h es creciente. Pero si h es creciente entonces A(0) = 0,
h~1(0) = 0, A(1) = 1 y A=}(1) = 1. También tenemos que h~? es creciente
por lo que A=}(a) < h='(d).
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Tomamose = 1, entonces debemos tener que d(h~'fh(h~}(a)),h""(a)) <
e=1yquedh ' fh(h l(b)) hb)) <e=1} De la pnmera desigualdad
tenemos que |k~ f(a)-h~"(a)] = |1-h"(a)] < 1 dedonde § < k™ l(a)yde
la segunda desigualdad obtenemos que |h=! f(b) - h 1) = |0 h=1(b)| < &
de donde h='(b) < 1, y por tanto h~'(b) < h~1(a) lo cual contradue que
h=Y(a) < h=1(b). A

1.6 Algunas condiciones suficientes

En esta seccién vamos a dar unas condiciones suficientes para la propie-
dad *T".

Lo que vamos a hacer es dar condiciones suficientes para que f cum-
pla “T” y dar un ejemplo de una funcién que satisfaga cada una de esas
condiciones,

Lo que hice fue dar condiciones muy fuertes y las fuf haciendo mdis débiles
tratando asi que la condicion ademds de ser suficiente también fuera nece-
saria, Observaremos que la suficiencia de la condicién depende de alguna
manera de la “inyectividad” de la funcién f, esto es claro porque el Teore-
ma 1.6 nos dice que puntos que estén a una misma altura deben venir de
puntoes cercanos, estos puntos por lo tanto son especiales y son precisamente
los que hacen “no inyectiva” a la funcién.

Teorema 1.9 Si f es inyectiva entonces f cumple “T”.

Demostracion:

La demostracién es muy ficil porque como f es inyectiva entonces f es
un homeomorfismo y por tanto f~! también es homeomorfismo.

Ahora simplemente tomamos k =i y h = f~! e independientemente del
valor de ¢ tenemos que:
d(kfh(z),(2)) = d(iff\(z),2) = d(z,2)=0 < c paratodaz € ]. A

En el siguiente teorema hacemos mis débil la condicion, en vez de pedirle
a f que sea inyectiva sélo le pedimos que haya una franja horizontal que
cumpla que cada linea horizontal que tracemos dentro de esa franja corte
una sola vez a la grifica de f. En la Figura 1.2 la franja comprendida entre
¢ y d tiene esta propiedad.

Lo que se estd haciendo con esta condicidn es quitarle “inyectividad” a
J, ya que fuera de esa franja especial puede ser que para la misma altura
haya mds de un punto con esa altura, esto es que f no sea inyectiva.
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Teorema 1.10 Siexisten 0 < c < d < 1 tales quey € [e,d) = #/7(y) =1
entonces f cumple “T”.

Demostracion

Para mayor facilidad usaremos la siguiente notacién: a = f~1c),b = f~(d),

[ restringida al intervalo [a, b} se denotard por f|jgy) : [a,b] — [c, d], notemos

que flia ) es inyectiva y por tanto f'[;,lb] : [e,d] — [a, b]existe. Ver Figura 1.2,
Para cada ¢ > 0 vamos a construir los homeomorfismo h y £ de la

siguiente manera:

hy:le, 1 — €} — [a,b] linealmente

hy : [0,€] = [0, 4] linealmente
h=
hy:[1 —¢,1] = [b,1] linealmente

Ver Figura 1.2,

ky 1 {0,c] — [0,¢) linealmente
k=4 hy' Sl led] — .1 —¢]
ky:ld, 1} = [1-¢,1] linealmente

Ver Figura 1.3.
Ahora vemos que h y k tienen las propiedades requeridas ya que, para
cualquiera de los siguientes tres casos, tenemos:

1. z € [0,¢] = h(z) € [0,0] = fh{z) € [0,c] = kfh(z) € [0,¢] entonces
es claro que d(kfh(z),z) < ¢.

2. z € [e, 1~€] = h(z) € [a,0] > fh(z) € [e,d] = kfh(z) = h~1 [~V fh(z) =
z entonces d(kfh(z),2) = d(z,2)=0< ¢,

Jzel-e1]=> bz) e 1]=> fh(z) € [d, 1] = kfh(z) € [1 - ¢, 1]
entonces €8 claro que d(kfh(z),z) < ¢.

Esto es d(kfh(z),z) < ¢ Yz € I como querfamos. A

Por dltimo vamos a hacer todavia un poco més débil la condicién ha-
ciendo que la franja se pueda degenerar a una linea, esto queda establecido
en el siguiente teorema.

Teorema 1.11 Si eziste ¢ € I tal que # f~*(c) = 1 entonces { cumple “T”.
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La demostracién de este teorema es muy parecida a la del Teorema 1.13
T3 = T1, por lo cual la evitamos.

Notemos que la diferencia entre esta condicién y la condicion T3 del
Teorema 1.13, la cual es suficiente y necesaria, es minima.

Para concluir esta seccién vamos a ver que las condiciones en los Teo-
remas 1.9, 1,10 y 1.11 son suficientes pero no necesarias. En el siguiente
ejemplo se da una funcién f que cumple “T” pero no cumple ninguna de las
condiciones antes dadas.

Ejemplo 1.2 Sea f una funcion cuya grdfica es asi’

0 1/2 1

Figura 1.8: f cumple “T” pero #f~Y(y)>2 Vyel.
Por el Teorema 1.13 con g = % tenemos que f cumple “T", y es ficil ver
que #f7(y) 22 Wyel
1.7 Caracterizacién de las funciones que cumplen T

Ahora se van a dar dos caracterizaciones de las funciones que cumplen “T".

Primero vamos a hacer unas observaciones y vamos a demostrar un lema
y un teorema que son muy importantes ya que nos explican cémo construir
los homeomorfismos A y k.

1.7.1 Preeliminares

En el siguiente lema y teorema nos vamos a fijar en una funcién continua

y suprayectiva w : [a,1] — [s,1) y vamos a suponer que w™(a) = {a}. Ver -

Figura 1.10.
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También nos vamos a fijar en la recta que pasa por los puntos {a,a) y
(1,1). Esta recta es la gréfica de la funcién g : (e, 1] — [a, 1] donde g(z) = z.
Pondremos 2’ en vez de g(z) para ayudarnos a saber si nos referiinos a una
¢ en el dominio o en el contradominio.

En las demostraciones hablaremos de min w™'(z}) con 2} € [, 1], quiero
recalcar que esto es vilido ya que en primer lugar w™!(z!) # 0 porque w
es suprayectiva y en segundo lugar, como w=*(z}) C [a,1] entonces w="(z})
esta acotado y por tanto tiene infino. Finalmente observemos que {z]} es
un conjunto cerrado y como w es continua entonces w='(z}) es cerrado por
tanto inf w”(z}) = minw™!(z!), esto quiere decir que minw™!(z!) tiene
sentido.

También se tomard a < x; < min w~'(z}) con z! # a, quiero hacer notar
que esto también se puede ya que, como w™!(a) = {a} entonces tenemos
que a < minw~'(z}) y entonces como entre dos reales hay un real podemos
tomar z; tal que a < z; < minw™(}).

Figura 1.9: Si o < w(z) entonces como w(a) = a, tendrfamos que existe p
tal que p < 7 < Zp y w(p) = yo y entonces zo # minw™}(yo).

Observacién 1 Seaw : [a,1] — [a, 1] continua, suprayectiva y w™'(a) = {a}.
Siy € (a,1] y 2o = min w™'(y) entonces para cualquier ¢ < z, se tiene
que w(z) < w.

Demostracion:
Por contradiccién, supongamos que existe z < zo tal que y < w(z), en-
tonces llegaremos a que min w=}(y) = 2o < z, lo cual contradice el haber
tomado z < 2.

Como supusimos que ¢ < g < w(z) y sabemos que w(a) = a (ver
Figura 1.9) entonces por el teorema del valor intermedio tenemos que existe
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p € [a,2] tal que w(p) = yo pero entonces p < z y p € w™'(yo) y entonces
min w™!(yo) < p £ 7 < xo como queriamos. A

[} — o -' =

B xel

Figura 1.10: w es continua, suprayectiva y w™'(a) = {a}. Se tiene que
w(2ipy, 2] C (249, 20y) '

Lema 1.1 Siw:[q,1] - la, 1] es continua, suprayectiva y w~'(a) = {a}
entonces eziste una sucesion de punlos (z,,) tal que:

Ll=zg>21>+—a
2. w(ey,zq) C (24, 2f)
3. wlzip,z) C(2lypel,) Vil

Demostracion:
La sucesién (z,) se construye de la siguiente manera:

1. g = 1.
2. 7, es tal que @ < z; < minw~!(z})
3. 23 tal que zj < minw(z), 0] ¥ @ < 23 < min{a+1,2;, minw=(2})}

4. Inductivamente, para i > 3 tomo a un z; tal que z! < min w{z;_;, 2;-3)
y a<z; <min{a+}, 2y, minw(z_,)}
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Se pueden tomar las z; de esa manera debido a los comentarios de arriba.
Ahora veamos que se cumplen las conclusiones del lema.
Se cumple 1:

Por construccién tenemos que 1 = 2y y que z; < min{a + 4 - 1,
minw™!(z!_,)} entonces tenemos que z; < z;_; y que a < z; < a+ T como
la suceslén (a+ ) — a finalmente tenemos que 1 =29 > 2, > -+ — a como
querfamos.

Se cumple 2:
Para ver que w(zy,zq) C (z},2p] tomemos y € w(z), 2] y veamos que en-
tonces y € (24, zp) esto es que 2y < y <z = 1.

Como y € w[zy,2zo} C [a,1] entonces es claro que y < zf, = 1. Para
ver que zj < y notamos que como y € w(z,, o) entonces min w(zy, o) < y
pero por construccion sabemos que zj < minw[z;, z) de las iltimas dos
desigualdades obtenemos 25 < y como queriamos.

Se cumple 3:
Finalmente demostraremos que si i > 3 entonces w{z;41,2;) C (2}, 2] ).
Para ver esto supongamas que j > 3, tomemos y € w[z,H ,.z','] Y veamos que
entonces y € (2 i+ _H) es decir que 2}, <y < z,_,

Como escognmos z} < minw(z;_),2_3) entonces para i = j + 2 te-
nemos que z),; < mlnw[z,+|,z,] pero como y € w(z;41,2;] entonces

min w{z;41,2;] < y delas dos desigualdades anteriores tenemos quez’,, <y

Nos falta probar la otra desigualdad, esto es y < 2, -1
Para esto notemos que, como y € w(z;41, ;] entonces existe z € [z;4),2;)
tal que w(z) = y, de donde z < z;. Ademds, por construccion tenemos
que z; < min w"(z ._1) ¥y de las iltimas dos desigualdades tenemos que
z < min w"( z; Usando la Observacion 1, con g = &)_, se tiene que
w(z)=y< 2z, como queriamos. A

Teorema 1.12 Siw : [a,1] — [a, 1] s continua, supragectiva, w™'(a) = {a}
y € > 0 entonces eziste un homeomorfismo h : [a,1] — [a,1] tal que
d(h~'wh(z),z) <¢ Yz €la1)

Demostracion:
Tomamos r € (0,1) tal que (1 —-a)(1-r) < §.
Es ficil ver que la sucesién (s;) = (a+(1 - a)r‘) es estrictamente decreciente
y esté contenida en [, 1] por lo que genera una particién de [a, 1].

Aqui vale la pena hacer un pequefio comentario, en el lema anterior
la sucesién (z,) constituia una particién de [a, 1], con la sucesién (s,) se
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Figura 1.11: A transforma linealmente [s;4),8;] en [zi41,2;] y h~' trans-

forma linealmente [2!,,,2)] en [s},,,9)]. @ y kwh(z) estén en intervalos
adyacentes,

construye una particion de [a, 1] en la que el mayor de los intervalos tiene
tamaiio (1 - a)(1-r) < §.

Ahora podemos construir h : [a,1] — [a,1)] haciendo que [si41, 8] se
transforme linealmente en (2;41,2;] y h(a) = a.

Desde luego que la sucesion (s!) también constituye una particion de
[a, 1]. :
Construimos k : [a,1] — [a, 1] haciendo que [z}, ,z]] se mapee lineal-
mente en [s,),s!] y k(a) = a. Notemos que k = h~1. Ver Figura 1.11.

Es claro que h y k son homeomorfismos, veamos que d(h~'wh(z),2’) < £
vz € [a,1).

Primero probemos que si z € (a, 1] entonces A~ wh(z) y 2’ estén en el
mismo intervalo, o en intervalos adyacentes, de la particion {s/}, para esto
tenemos dos casos;

Si z € [s), 1] entonces h(z) € {2y, 2] entonces por el Lema 1.1 wh(z) €
(23,1] entonces h~'wh(z) € [s),1). Ademds es claro que 2’ € s}, 1].
Si z € [9;41,9) entonces h(z) € |zi41,2:] entonces por el Lema 1.1
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wh(z) € (z},5,2/_,) entonces A~ wh(z) € [s},,,/_,]. Ademds es claro que
2’ € [¢f,},8!]. Por tanto h™'wh(z) y &' estdn en el mismo intervalo, o en
intervalos adyacentes.

Para z = a se tiene que h™!wh(a) = a por le que no hay problema.

Finalmente como h='wh(z) y 2’ estdn en el mismo intervalo o intervalos
adyacentes entonces d(h™'wh(z),2') es menor que el doble de la longitud
del intervalo mds grande de la particién {s,}, que resulta ser [s},1] y tener
longitud (1 ~ a)(1 ~ 7). Por tanto d(h~'wh(z),z) = d(h~'wh(z),2') <
Al -a)(l-r)<e A

1.7.2 Resultados finales para la condicion T

Teorema 1.13 Las siguientes tres proposiciones son equivalentes:

o T1) Sie > 0 entonces existen homeomorfismos h,k : I — I tales que
d(kfh(z),z) < ¢ para toda z € I, (Propiedad “T")

o T2) No hay una coleccién finita de intervalos de nivel que cubra a I,

o T3) Ezistege {f,fJ,Jf,Jf]} y0<a<1talqueg(s)<g(a)<g(t)
paratoda 0 <s<a<t<l,

Demostracion:

Antes de empezar la demostracién quiero recalcar que lo que dice la
condicién T3 es que la grifica de g se puede meter en los dos rectangu-
los determinados por los puntos (0,0),(a,0), (0, 9(a)),(a,9(a)) y los puntos
(a,9(a)),(1,9(a)),(a,1),(1,1). En el primer recténgulo, la gréfica de g pue-
de tocar el techo y 1a base y ademds se puede degenerar en un punto, pero en
¢l segundo rectingulo puede tocar el techo pero no la base. Ver Figura 1.13
(izquierda).

Tl = T2
Por reduccién al absurdo supongamos que f cumple “T” y que existe una
coleccién finita de intervalos de nivel, G = {[a, b}, (a3, 03], ..., [an, b4]} que
cubre a [.

Como f cumple “T” entonces para ¢p = -,‘,; > 0 existen homeomorfismos
h,k: I — I tales que d(kfh(z),2) < co= 7 para toda z € J.

Ahora nos fijamos en H = {[h=)(a)),A~'(b))], [A~*(a3),A~'(b2)], ...,
(A=*(an),571(bs)]}, ¥ notamos que siguen siendo un nimero finito de in-
tervalos que cubren a J, entonces existe j € {1,...,n} tal que |A~!(a;) -
h=1(8))] 2 ¢
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Pero como [a;,b;] es un intervalo de nivel entonces por el Teorema 1.6,
con o = 3 > 0 se tiene que [~ (a;) — A~'(b;)] < 260 = L, contradiccién.

£(b £(b

b a, 8 a, t,

Figura 1.12: (Izquierda) Si d = 0y 0 < f(b) < 1 entonces b € [b,aq).
(Derecha) Si f(t3) < f(b) entonces b € (1;,13).

T2 T3 .
Sea G = {Ai}iea el conjunto de todos los intervalos de nivel. Me fijo en el
conjunto H = {B;}iea donde B; es el interior de A; en I.

Afirmo que U;ep Bi # I ya que si U;gp Bi = I entonces {B;}ica seria
una cubierta abierta de I y como I es compacto entonces habria una sub-
cubierta finita { By, B;,..., B,} y entonces {A,, A3, ..., Ay} también cubriria
a I contrario a nuestra hipotesis,

Como (Jicp Bi # I entonces existe b € J tal que b ¢ B; Vi € A.
Entonces tenemos tres casos:

Cas0o 1) b=0: :

Si b = 0 veremos que o bien 1) (f(8) =0y f~'(0) = {0}) 6 2) (f(}) =1
y £71(1) = {1}) y entonces se tiene que g = f y a = b para el primer caso
yqueg=Jfya=2> para el segundo cumplen lo requerido.

Primero vamos a probar que f(8) = 0 6 f(b) = 1 pata esto supongamos
que 0 < f(b) < 1 entonces como f es suprayectiva, existen dg,az tales
que f(ag) = 0y f(az) = 1, (notemos que entonces ap # b # a3 porque
0 # f(b) # 1), ver Figura 1.12 (izquierda), entonces por el teorema del valor
intermedio tenemos que existe ay € [ag,a3] (como 0 = b # ag < a; entonces
0 < a;) tal que f(a,) = f(b) y por tanto [b,a,] es un intervalo de nivel cuyo
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interior es [b,ag) = B;, para algin i € A y entonces b € B; contradiccion
por tanto f(b) =006 f(b) = 1.

Ahora bien, si f(b) = 0 (caso 1) entonces si existiera o # b tal que
f(zo) = 0 entonces [b, zo} seria un intervalo de nivel y b € [b,z¢) = B; para
alguna i € A lo cual es una contradiccion. De ahi que f~'(0) = {0}.

Y si f(b) = 1 (caso 2) se resuelve de manera andloga.

Caso 2) b=1:

Andlogo al anterior se tiene que 1) (f(b) = 0y f~}(0) = {0}) 6 2)
(f(b)= 1y f~*(1) = {1}) y entonces se tiene que g = fJ y a = J(b) para el
primer casoy que g = JfJ y a = J(b) para el segundo cumplen lo requerido.

Caso 3) 0<b< 1:

Los dos casos anteriores se hicieron para que no obtengamos a = 1.

Ahora notemos que b = max f~1(f(b)) 6 b = min f~!(f(b)), porque si
no, tendrfamos que b # max f~!(f(a)) y por tanto existiria a3 con b < a, tal
que f(ag) = f(b), y también tendrfamos que b # min f~1(f(b)) y entonces
existiria a; con a; < b tal que f(a;) = f(b), de donde b € (a;,a3) que es el
interior de un intervalo de nivel lo cual es una contradiccion.

Entonces tenemos dos casos:
Caso 1) b = max f~1(f(b)):
Como f es suprayectiva entonces existe p tal que f(p) = 0 y ahora tenemos
tres subcasos:
Subcaso 1) Si p < bentonces g = f y a = bnos sirven yaque sib< ¢ < 1en-
tonces f(b) < f(t), (ya que no podemos tener b < 3 < 1tal que f(1;3) < f(b),
ver Figura 1.12 (derecha), porque entonces usando que p < b y el teorema
del valor intermedio obtendrfamos que hay un punto ¢, € [p,b] tal que
J(t1) = f(t2) y entonces b € (¢),1;) contradicciéon. Y tampoco podemos
tener b < ¢; < 1 tal que f(13) = f(b) porque entonces b # max f~1(f(b))
contradiccion.)

Y si0 < s < bentonces, por argumentos semejantes tenemos que f(s) < f(b).

Subcaso 2) Si p = b entonces de nuevo ¢ = f y @ = b nos sirven, la demos-
tracion es parecida.

Subcaso 3) Si b < p entonces g = Jf y a = b nos sirven.

Caso 2) b = min f~(f(b)):

En este caso también se pueden encontrar ¢ y a. La demostracién es parecida
a la anterior.

T3 = Tl
Vamos a demostrar que g cumple “T” y entonces por el Teorema 1.1 se sigue
que f cumple “T” como queremos.
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Figura 1.13; Metemos el rectdnguio (0,0), (a,0), (0, g(a)},(a,9(a)) en el cua-
drado (0, 0),(§a0)’ 0,5)(5: %)

Si a = 0 entonces el prim;ar recténgulo se degenera en un punto y entonces
directamente del Teorema 1,12 se obtiene el resultado, por tanto supongamos
que a > 0. También vamos a suponer que £ < 1, (si € > 1 cualquier par de
homeomorfismos h y k sirven).

Primero vamos a meter el sectdngulo (0,0),(a,0),(0,9(a)),(a,g(a)) en el
cuadrado (0,0),(0,%),(£,0),(§, §) esto se logra aplicando a g los siguientes
homeomorfismos:

_ ) w:[0,5)—[0,a] linealmente
= g2:[5,1] — [9,1] linealmente

. :{0,9(a)} — {0,%] linealmente
] ta:lgta), 1) = [§.1] linealmente

De nuevo por el Teorema 1.1 podemos estudiar a la funcién w = tgg en vez
de la funcidn g. Ver Figura 1.13.

Es ficil ver que w($,1] = [§, 1] entonces usamos el Teorema 1.12 para
encontrar un homeomorfismo A : {§,1] — [£,1] tal que d(h~‘wh(z),z) < ¢
para toda z € [§,1].
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Figura 1.14: hy k consisten en tomar la h y k del Teorema 1.12 y extenderlas
a I por medio de la identidad 1.

Finalmente los homeomorfismos:

h= {h, {0,5] — {0,5] linealmente
h: [571]"'[291]

k= { ki; {0,4] = [0,4] linealmente
W5 - (51

(Ver Figura 1.14).

nos sirven ya que si z € [0, §] entonces kwh(z) € [0, §]y por tanto d(kwh(z),z) <

€ y i z € [§, 1] entonces kwh(z) = kwh(z) de donde d(kwh(z),z) < ¢ como

se queria. A

1.8 Caracterizacién de las funciones que cumplen C

Las condiciones suficientes y necesarias para la propiedad “C” son muy pa-
recidas a las de la propiedad “T", sdlo que ahora nos fijamos en los intervalos
de desplazamiento en vez de fijarnos en intervalos de nivel, y al punto a le
pedimos que sea un punto fijo.
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Notaremos que las demostraciones son muy parecidas a las de la propie-
dad “T".

Teorema 1.14 Las siguienles tres proposiciones son equivalentes:

o C1) Si ¢ > 0 entonces eziste un homeomorfismo h: 1 — I tal que
d(h~' fh(z),z) < € para toda z € I. (Propiedad “C")

o C2) No hay una coleccion finita de intervalos de desplazamiento que
cubra a I,

o C3) Eristege {f,JfJ} y0<a<1talqueg(a)=ay
g(s) < gla)<g(t)para toda 0 <s<a<t<l.

Demostracion:

Cl= Q2
Por reduccion al absurdo supongamos que f cumple “C” y que existe una co-
leccién finita de intervalos de desplazamiento, G = {[al,bll [a,3), ..ry [an, Bn)}
que cubre a [.

Como f cumple “C" entonces para e = 1 > 0 existe un homeomorfismo
h: 1 — I tal que d(h~'fh(z),2) < eo= 1 pan todazel

Anilogo a T1 = T2, existe j € {1,. ,n} tal que [h=1(a;)—-h=1(4;)] > L.

Pero como [aj,b;] es un intervalo de desplazamiento entonces por el Teo-
rema 1.7 se tiene que [h='(a;) — A~!(b;)| < €0 = 1, contradiccién.

C2=C3

Tomo G = {A;}iea donde A; = [s,] un intervalo de desplazamiento, 6 A; =
[s,r]Ulr, t) donde [s,r] y [r,{] son intervalos de desplazamiento. Me fijo en
H = {B;}ica donde B; es el interior de A;.

De nuevo se obtiene que J;c, B; # I y entonces existe b € I tal que b ¢
B; Yie A. Y tenemos tres casos;

Caso 1) b= 0

Si b= 0 veremos que 1) f(b) =0y 2) f~1(0) = {0} y entonces se tiene
que ¢ = f y a = b cumplen lo requerido.

Es ficil probar 1) ya que si f(b) > 0 entonces [b, f(b)] es un intervalo de
desplazamiento y b € [b, f(8)) lo cual es una contradiccion.

También es ficil probar 2) ya que si existiera zo # 0 tal que flzg) = 0
entonces [0, Zg) es el interior de un intervalo de desplazamiento al cual b = 0
pertenece, contradiccion.
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Caso 2) b= 1:
Analogo al anterior se tiene que 1) f(b) = 1y 2) f~}(1) = {1} y entonces
se tiene que g = J fJ y a = J(b) cumplen lo requerido.

Caso 3)0<b< It

Los dos casos anteriores se hicieron para evitar que a = 1,

Primero notemos que b = f(b), (ya que si b < f(b) entonces podemos en-
contrar g cerca de b tal que zg < by b < f(zg) y entonces tendrimos que
b € (zq, f(z0)) lo cual contradice que b ¢ B;. Para b> f(b) es andlogo).

Ahora, si existe sy < b'tal que f(sg) = f(b) entonces g = fy a = bnos
sirven ya que:

Si 0 < s < bentonces f(s) < f(b) (si tuvieramos b = f(b) < f(s) entonces
8 < by tendrfamos que b € (s, f(3)), contradiccién).

Sib <t <1 entonces f(b) < f(2) (si f(t) = f(b) entonces b estaria en
el interior de [sg, f(s0) = f(O)USf(b) = f(t),1] contradiccion, y si f(t) <
f(b) = b entonces b € (f(t},t), contradiccion.

Si no existe sy < b tal que f(sg) = f(b) entonces g = JfJ y a = J(b)
nos sirven, la demostracion es analoga,

g T g weq''gq
A & ¢,
0 e 1
q ' e 2

Figura 1.15: Metemos el cuadrado (0,0), (a,0),(0,¢(a)), (a,9(a)) en el cua-
dl"do (0, 0)1 (gv 0)! (ov%)v (%' ;)'

Ci=Cl
Vamos a demostrar que g cumple “C” y entonces por el Teorema 1.2 ten-
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dremos que f cumple “C”.

Si a = 0 aplicamos directamente el Teorema 1.12, por tanto supongamos
que a > 0. También podemos suponer que ¢ < 1, (para ¢ > 1 siempre
podemos encontrar el homeomorfismo k).

Como se pide que g(a) = a entonces el cuadrilitero (0,0),(a,0),(0,9(a)) y
(a,g(a)) ya no sélo es un rectingulo, como pasaba en la propiedad “T”, si
no también un cuadrado.

Figura 1.16; A consiste en tomar la h del Teorema 1.12 y extenderla a 7 por
medio de la identidad s.

Ahora igual que para la propiedad “T” metemos el cuadrado (0, 0), (0, g(a)),
(a,0),(a, g(a)) en el cuadrado (0,0), (0,%),(%,0), (%, §) esto se logra aplican-
do a g el siguiente homeomorfismo:

_ ] 91:(0,§] - [0,a] linealmente
¢= ¢2:(5,1] — [a,1] linealmente

Notemos que:

t_ ) ¢t [0,a) > [0,§] linealmente
= ;% :[a,1] = [§,1] linealmente

De nuevo por el Teorema 1.2 podemos estudiar a la funcién w = ¢~1gg en
vez de la funcién g. Ver Figura 1.15.
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Es facil ver que w(§, 1] = [§,1] entonces usamos el Teorema 1.12 para
encontrar un homeomorfismo h : [§,1] — [£,1] tal que d(h™'wh(z),z) < ¢
para toda z € (£, 1).

Finalmente el homeomorfismo:

b= { hi:[0,5] —{0,5] linealmente
hels = [5.1]

(ver Figura 1.16)

nos sirve ya que si ¢ € [0,%] entonces h~'wh(z) € [0,%] y por tanto
d(h~'wh(z),z) < e y si v € [£, 1) entonces h~'wh(z) = kwh(z) de don-
de d(h~'wh(z),z) < € como se querfa.

27




Capitulo 2

Funciones en la
circunferencia que tienen una
conjugada cerca de la

identidad

2.1 Introduccidxi

En este capitulo vamos a plantear y resolver el mismo problema del capitu-
lo anterior pero ahora para funciones que van de la circunferencia en la
circunferencia.

Hasta donde yo 86, este problema no ha sido resuelto anteriormente. La
solucion al problema es la aportacién que hace esta tesis y ademis, para mi,
fue una iniciacion a la investigacién, por estas dos razones este capitulo es
la parte mds relevante de la tesis.

Por ser mi iniciacién a la investigacién, me resulta importante exponer
todo €l desarrollo del problema, desde su planteamiento, hasta su solucién,
explicando a cada paso qué ideas e me ocurrieron, qué interpretacion grifica
le di, y qué herramienics usé, ya que creo que son elementos que general-
mente se encuentran en una investigacion.

Dar toda esta explicacién es importante porque es la primera vez que
busco la solucién a un problema que no aparece como ejercicio en un libro,
en cuyo caso hay una serie de resultados que sabemos que, de una u otra
manera, hay que usar lo cual facilita mucho el trabajo.
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2.2 Planteamiento del problema

2.2.1 Coémo plantear el problema para la circunferencia

El problema del capitulo anterior se podria resumir con las dos siguientes
frases:

“Caraclerizar las funciones continuas y suprayectivas que van del inter-
valo al intervalo que sean topologicamente equivalentes a una funcion que
esté cerca de la identidad”.

Y “Caracterizar las funciones continuas y suprayectivas que van del in-

tervalo al intervalo que tengan una funcién conjugada cerca de la identi-
dad”.

Para replantear este problema para la circunferencia simplemente tene-
mos que cambiar la palabra intervalo por la palabra circunferencia en las
dos frases de arriba, pero también tenemos que definir claramente a quién
vamos a tomar por la circunferencia, qué significa cerca, es decir como vamos
a definir la distancia en la circunferencia y entonces sf, definir qué significa
que una funcion sea topologicamente equivalente o una funcién conjugada
esté cerca de la identidad.

La manera natural de definir a la- circunferencia es tomdndola como
5" = {(z,y) € R?: 22 + §* = 1} con la distancia usual. Sin embargo,
se puede demostrar que el problema planteado para S' es equivalente al
planteado para el espacio topolégico X siempre que X es homemorfo a §'.

Al tratar de imaginarme el problema, al tratar de hacer un dibujo de una
funcién de S! en S me di cuenta de que la mejor manera de visualizarlo era
pensando a f como una trayectoria, esto es, pensar cémo muevo, de manera
continua, la pluma en la circunferencia a medida que pasa el tiempo. Pero
aquj el tiempo, es decir el dominio, no es el intervale I, como sucede con las
trayectorias, sino la circunferencia S'. Pero se sabe que la circunferencia es
homeomorfa a el intervalo I pegando sus extremos. Esto tiene ademds la
ventaja de que estamos haciendo el problema més parecido al problema del
capitulo anterior el cual ya resolvimos. Por estas razones vamos a definir a
1a circunferencia y su métrica de la siguiente manera.

2.2.2 Escenario
Vamos a manejar los siguientes conceptos y la siguiente notacidn:

Definicion 2.1 Definimos la relacion ~ en I de la siguiente manera;
t~vye(z=yoz,y€{0,1}).
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Es facil demostrar que ~ es de equivalencia.
Aliora nos fijamos en el conjunto de las clases de equivalencia:

Definicion 2.2 Definimos el conjunto I;., de la siguiente manera:
I = {ZT:z €1} donde T es la clase de equivalencia de z.

Y lo dotamos de la siguiente métrica:

Definicién 2.3 Definimos la mélrica d de la siguiente manera:
d(i’y) = min{lz - y|1l - l.’t - yl}'

También resuita ficil, aunque un poco largo, demostrar que d estd bien de-
finida y que efectivamente es métrica.

Por I, entenderemos I;, con la topologfa inducida por la métrica d. En
varios libros viene demostrado que I;., es homeomorfo a S' por lo que efec-
tivamente estamos estudiando el espacio adecuado.

De aquf en adelante supondremos que f : I;., — ;. es una funcién conti-
nua y suprayectiva.

Definicidn 3.4 Diremos que la funcion f: I;n — I}, c’umple “T” si para
toda¢ > 0 ezisten homeomorfismos h, k : I;., — I;., tales que d(kfh(Z),%) < €
para toda T € I).

Definicidn 2.8 Diremos que la funcion f : I, — 1., cumple “C” si para
toda € > 0 eziste un homeomorfismo h : I, — I;., tal que d(A=fh(Z),2) < ¢
para toda 7 € I,

Que la funcién f sea topolégicamente equivalente a una funcién que
esté cerca de la identidad quiere decir que f cumple “T", de hecho kfh es
la funcién topolégicamente equivalente a f que estd cerca de la identidad.

Y que la funcién f tenga una funcién conjugada cerca de la ideatidad
quiere decir que f cumple “C”, de hecho A~! A es la conjugada de f que
estd cerca de la identidad.

3.2.3 Objetivos

1. Caracterizar las funciones f: I)., — I),, que cumplen “T”.

2. Caracterizar las funciones f : I;, — I,., que cumplen “C".
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2.3 Cémo se ven las funciones f: I;. — ;.

Las graficas de las funciones f : I, — I;., se ven muy parecidas a las de las
funciones f : I — I sélo que en los bordes del cuadrado se comportan de
manera especial. Notemos tres diferencias escenciales entre las graficas de
las funciones de I en Iy las grificas de las funciones de Iy en 1.

£
r ) 1 )
£(0 £(1)
[ ] [ ]
£(1) £(8)
55 1 S 2 1

Figura 2.1: (Izquierda) f(0) = f(I). Y si f(Z) = 0 entonces f(Z) = 1.
(Derecha) f salta en el punto 7.

Para las gréficas de las funciones de /,. en I;., tenemos que:

1. La gréfica debe tocar el borde izquierdo a la misma altura que el borde
derecho, ya que D = 1.

2. Donde la grifica toca el techo también debe tocar el suelo, ya que
=1

3. A pesar de que f es continua la gréfica de f puede saltar del techo al
suelo o del suelo al techo, ya que §i = T,

Ver Figura 2.1,

De nuevo el objetivo, para la propiedad “T” es encontrar deformaciones
h y k tales que la gréfica de la funcién kfh quede dentro de la franja de
radio ¢ s6lo que en este caso la franja salta en las esquinas del cuadrado, ver
Figura 2.2
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1 kfh

1-¢ N yd
™ / g franja
\\\ -~ // d.
A\ | A radlost
// \\\\\’L’
s } \
t /s
0t 1-¢t 1

Figura 2.2: La funcién kfh debe quedar dentro de la franja de radlo ¢, la
franja salta en las esquinas.

2.4 Primeras observaciones

241 Sirs: . — 1. son homeomorfismos podemos estu-
diar a rfs o a r! fr en ves de estudiar a f.

Los resultados de esta seccién son andlogos a los del Capitulo 1 y nos dicen
que si r,s: I, — Iy, son homeomorfismos entonces podemos estudiar a
7 fs en lugar de f en el caso de la propiedad “I" y podemos estudiar ar~! fr
en lugar de f en el caso de la propiedad “C”. Los dos siguientes teoremas
formalizan estas ideas y no se dan sus demostraciones ya que son anilogas
a las del Capitulo 1.

Teorema 2.1 Sir,s: ;. — I). son homeomorfismos entonces:
filjn = I} cumple “T” siy sblosirfs: I} — I} cumple “T”.

Teorema 2.2 Sir: I, — I, es homeomorfismo entonces:
[l — I cumple “C” siy slo i r~' fr: 1), — I} cumple “C”.

2.4.2 Las grificas de las funciones f: ;. — I, se pueden
trasladar y reflejar

En esta seccion voy a explicar la parte de la investigacién que més me gustd,
la que més me ayudd a entender el problema y a poder verlo graficamente.

Como la grifica de f estd en I}, x ., i.e. el toro, entonces, si me voy
moviendo de izquierda a derecha, cuando llego a! borde derecho, aparezco de
nuevo por el borde izquierdo. Andlogamente, si voy de abajo hacla arriba,
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cuando llego al techo, aparezco por el piso. Esto me dié la idea de que la
grifica de f se podia trasladar.

La grafica de una funcién de §' en S' esta contenida en el toro. Para
visualizar la funcién dibujamos una circunferencia horizontal y para cada
punto en esa circunferencia-dominio su imagen debe estar en una circunfe-
rencia y por eso debemos trazar circunferencias verticales en cada uno de
estos puntos y localizar ahi a f(z), ver Figura 2.3.

Las siguientes definiciones y teoremas formalizan estas ideas.

Figura 2.3: La gréfica de f estd en el toro.

Deflnicién 2.8 Sea 0 <8 < 1, definimos ry : I = 1), como:

ro(®) = z+6 si 0<z+8<1
=Y 7401 sil<z+0<2

y la llamamos una rolacion de 278 radianes.

Para darnos una idea de cémo se comporta rg imaginemos que el intervalo
1 es una hilera de sillas con nifios sentados en ellas. Lo que hace r¢ es decirle
a cada niiio que se recorra @ lugares a la derecha pero si al ir contando llega
a la iltima silla (la “1”) entonces debe ir a la primer silla (la “0”) y debe
seguir contando desde ah.

Es fécil ver que ry esta bien definida, y como ry es una rotacién también
es facil demostrar que es un homeomorfismo, por eso no vamos a demostrar
el siguiente teorema.

Teorema 2.8 La rotacion ry : 1, — I, es un homeomorfismo.
Corolario 2.1 La funcién [ : 1), — I} cumple “T” si y sdlo si:
Lo fre iy = 1y cumple “T”
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2 rgf i lye = 1) cumple 1
3 vo, fre, 2 djn = L) cumple “T7.

La demostracion se sigue directamente del teoremna anterior y del Teare-.
ma 2.1, Lo importante aqui es ver que graficamente:
1) Quiere decir que podemos rotar sobre el eje X, esto es, recorrer la grifica
de f, 6, unidades hacia la izquierda.
2) Quiere decir que podemos rotar sobre el eje Y, esto es, recorrer la grafica
de f, 8; unidades hacia arriba. -
3) Quiere decir que podemos rotar sobre el eje X y sobre el eje Y a la vez,
esto es, recorrer la grifica de f, 8; unidades hacia la izquierda y #; unidades
hacia arriba.
Ver Figura 2.4.

También tenemos un resultado andlogo al corolario anterior pero ahora
nos habla de la propiedad “C”.

Corolario 2.2 La funcién f : [;, — ;.. cumple “C" si y sdlo si
17l fro: I = I cumple “C".

La demostracion tambjén se sigue del teorema anterior y del Teorema 2.2,
Pero notamos que para el caso de la propiedad “C" tenemos menos variedad
porque una vez que rotamos sobre el eje X se debe hacer la rotacion inversa
sobre el eje Y. Al hacer esto se desliza la grifica de f paralelamente a la
identidad. Ver Figura 2.5.

Definicién 2.7 Definimos J : I}, — I, como: J(F)=T-z
y decimos que J es una reflezion.

Es facil ver que J esta bien definida y es un homeomorfismo. También
es facil ver que lo que hace J es reflejar el intervalo con respecto al punto
1/2. Notemos también que J-! = J.

Teorema 2.4 La refleziin J : I)., — 1;., es un homeomorfismo.
Corolario 2.3 La funcion f : [; — I;. cumple “T" si y sélo si:
L fJ: 1 = Iy cumple “T”
2. Jf:Iju = I cumple “T”
3. JfI: s — 1y cumple “T”.
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tll!!rlll

3/3

1/3 1/3

Figura 2.4: Cuando la rotacion r,/, precede a f, corre la grifica de f ala
izquierda 1/2, y cuando la rotacién ry/; sucede a f, corre la grifica hacia
arriba 1/3.

La demostracion se sigue directamente de] teorema anterior y del Teore-
ma 2.1, Graficamente:
1) Quiere decir que podemos reflejar la grafica de f con respecto al eje

€ =1/2
2) Quiere decir que podemos reflejar la grifica de f con respecto al eje
y=1/2

3) Quiere decir que podemos priméro reflejar con respecto aleje z = 1/2 y
luego con respecto al eje y = 1/2. '

Ver la Figura 1.5 del Capitulo 1. El resultado correspondiente para la pro-
piedad “C" queda en el siguiente corolario.

Corolario 2.4 La funcion f: 1), — I;.. cumple “C” si y solo si
IV, — 1., cumple “C”,

R




—
173, 1/3
* - 1/3
<'113

!;n :l/l

1/3

Figura 2.5: La rotacién ry;3 corre la gréfica de f 1/3 a la izquierda y la
rotacién r,'/'3 = r_y/3 corre la grafica 1/3 hacia abajo,

(Recordemos que J~! = J)
De nuevo para la propiedad “C” tenemos menos variedad, sélo podemos
poner la grifica de f de cabeza. Ver Figura 1.5 del Capitulo 1.

2.4.3 Podemos suponer qué i es creciente y h no hace nin-
guna rotacién

Igual que en el Capitulo 1 vamos a ver que podemos suponer que A es cre-
ciente, pero ademds podemos suponer que A no hace una rotacién. Notemos
que en I, no tenemos definido un orden. Sin embargo, si tenemos que 7 # 0
y b # 0 entonces @ y b sdlo tienen un representante, por lo tanto podemos
decir que @ < b si a < b. Los siguientes teoremas formalizan estas ideas.

Teorema 2.8 Una funcion f cumple “T” si y sdlo si ezisten homeomorfis-
mos h,k tales que d(kfh(Z),Z) < eo YZ € I, con h(D) =D y Ma) < A(D)
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h(d) h(R) npp) bl

A

b =& b 1

Figura 2.6: Podemos suponer que el homeomorfismo h no rota, i.e. h(0) =0
y h es creciente, i.e. h(@) < h(b) siempre que a < b.

stempre que 0 < a< b < 1.

Demostracion:
=?) Sea g¢ > 0.
Primero vamos a demostrar que podemos elegir A tal que A(D) = 0.
Como f cumple “T” entonces existen homeomorfismos fy,ky @ Iy, — Ijn
tales que d(ky fhy(Z),%) < eo para toda Z € J,..
Ahora notamos que, como hy es homeomorfismo, entonces existe p € 1 I~
tal que A(p) = D entonces tomamos la rotacién 7, y tomamos h = yr,
(por lo que A(0) = hy(ry(0)) = hy(p) = 0 como querfamos) y k = 7;'k;.
Entonces obtenemos que d(kfA(Z),7) = d(r;‘h Ih(ry(Z)),Z). Pero es
ficil ver que d(a@,b) = d(ry(d),r,(D)) para toda ,b € I,., y entonces
dr; ki fin(r5(Z)), Z) = dirg(r; ki fi(rp(2))), 1(2)) =
d(ky fhi(rp(2)), 7p(2)) < €0.

Finalmente para ver que se puede tomar A tal que h(@) < h(b) siempre
que a < b no hay més que copiar la demostracién del Capitulo 1.
«) Es daro que si f cumple “T" con h tal que A(D) = 0 y h(@) < h(b)
siempre que 0 < a < b < 1 entonces f cumple “T", A

Teorema 2.8 La funcion [ cumple “C” si y sdlo si eziste un homeomor-
fismo h tal que d(h™) fA(%),F) < &y VZ € I con h(0) = 0 y (@) < h(b)
siempre que 0 <a <b< 1.

La demostracion para el caso de la propiedad “C” es totalmente andloga
a la del teorema anterior.

Grificamente, esto quiere decir que el homeomorfismo h se puede ver
como en la Figura 2.6.
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2.4.4 Coémo se relacionan la propiedad T y la propiedad C

Igual que para funciones del intervalo al intervalo, tenemos la siguiente ob-
servacion cuya demostracién es muy parecida a la del Teorema 1.5.

Teorema 2.7 Si f: I;. — I) cumple “C” entonces f:1;, — I cum-
ple “T”,

Y también tenemos ejemplos en que f: I;., — I, cumple “T" pero no
cumple “C”, por ejemplo J cumple “T”, porque es inyectiva, pero no cum-
ple “C", ver toerema 2.24.

2.5 Condiciones suficientes para la propiedad T

Al ir encontrando condiciones suficientes para la propiedad “T" en la cir-
cunferencia, me di cuenta que éstas son muy parecidas a las condiciones
suficientes para el caso del intervalo I, esto es, primero tomé f inyectiva y
la fuf haciendo “menos inyectiva” hasta encontrar un punto y € I;., tal que
#/71(y) = 1, y me di cuenta que si ese punto existe entonces se pueden en-
contrar rotaciones que hacen que la grafica de f no “salte”. De ahi tomé las
ideas para esta seccion.

Lo primero que vamos a hacer es tratar de ver alas funciones f : I/, — I,
como funciones f : I — I con f continua ya que para ellas ya tenemos con-
diciones suficientes.

Grdficamente la diferencia més importante entre una funcién continua
en I'y una funcién continua en I, es que la funcién continua en /;., puede
saltar (ver Figura 2.1), mientras que una funcién continua en I no puede
saltar. Por lo tanto vamos a tratar de encontrar rotaciones ry, y re, tales
que rg, frg, no salte (ya sabemos que podemos estudiar a r¢, fr, en vez de
la funcién f).

Una vez que encontramos las rotaciones que hacen que f no salte hay una
manera natural de definir f de manera que sea continua y se comporte como
/. Para esto lo que hay que hacer es definir f(z) = f(Z) si (%) # D (y por
tanto tiene un s6lo representante) y decidir de alguna manera si fz)=0
6 f(z) =1 cuando f(z) = 0.

Definicién 2.8 Diremos que la funcion f : 1, — 1., se puede ver en I'x I
segtin “T” si ezisten homeomorfismos hy,h; : I, — I;., y una funcion

f I~ I continua tales que :I-(; = hafh\(%).

38




En nuestro estudio by y hy serdn composicion de rotaciones y reflexiones
que nos ayuden a acomodar la grifica de f de manera que no “salte”,

Teorema 2.8 Si f : [;. — ;. se puede ver en I X I segin “T" y fil—1
cumple “T” entonces f: ;. — I/ cumple "T".

Demostracion:
Por el Teorema 2.1 basta demostrar que F = hy fhy cnmple “T7.
Sea ¢p > 0.
Queremos encontrar homeomorfismos A,k : I, — I/, tales que

d(kFh(Z),Z) < o paratoda Z € I)..
Como f cumple “T” entonces existen homeomorfismos b,k : I — I tales
que |kfh(z) - z| < &g para toda z € 1.
Definimos h(T) = h(z), notemos que h estd bien definida ya que si T # 0
entonces T solo tiene un representante y si 7 = 0 no lmporta 8i tomamos

al 0 6 al | como representantes porque de todos modos h(O) h(1) € {0,1}
(pues h: I — I es un homeomorfismo) y entonces h(0) =
Se puede verificar que h es un homeomorfismo.
Definimos k(Z) = k(z), andlogamente, k esté bien definida y es un homeo-
morfismo.
Ahora notemos que:

d(kfh(z), %) = min{lkfh(z) - 2|,1 - |kfh(z) - 2]} < kfh(z) ~ 2] < co.
Pero kfh(z) = kFh(¥) ya que como k(Z) = k(z), h(Z) = Mz) y f(z) =
ha fh(Z) = F(Z) entonces tenemos que:

kfh(z) = kifh(z)) = kf[h(2)] = kFh(z) = kFh(zZ).

Por lo que finalmente obtenemos que; d{kFh(Z),%) < o como querfamos. A

2.6 Condiciones necesarias para la propiedad T

En esta seccion vamos a ver que la condicién del Teorema 2.8 ademds de
ser suficiente, es necesaria. En la primera subseccién vamos a dar algunos
resultados generales referentes a los intervalos de nivel loe cuales se utilizarén
en la segunda subseccion, donde se demostrard que si f cumple “T” entonces
f se puede ver en I x I segin “T" y f: I — I cumple “I".

2.6.1 Intervalos de nivel

Para las condiciones necesarias que vamos a dar necesitamos hablar de in-
tervalos. No hay una definicién de intervalo para .. Sin embargo es ficil
decir qué se quiere entender por un intervalo en [;..
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Definicién 2.0 Sia#0# b ya < b entonces [@,b] = {T : a <z <b).

Aunque no podemos definir (@,b) cuando @ = 0 6 b = 0 haremos un abuso
de notacién y diremos lo siguierite.

Definicién 2.10 [0,5) = {7 : 0< e <b} y [@1]={T : < <1}
Por intervalo de nivel entenderemos lo mismo que en el Capitulo 1 esto es:
Definicién 2.11 Decimos que (@, b] es un intervalo de nivel si f(a) = f(3).

El siguiente teorema, y su demostracién, son analogos al Teorema 1.6 del
Capitulo 1, que nos dice que los extremnos de un intervalo de nivel se deben
acercar bajo h~!.

Teorema 2.9 Supongamos que f : Iy, — 1), cumple “T” y [a,b] es un in-
tervalo de nivel,

Sieg > 0 y h,k son los homeomorfismos de la propiedad “T” tales que
d(kfh(Z),Z) <eo VT € I entonces d(h="(a),h'(B)) < 2¢o.

Sin embargo una diferencia fundamental entre [ 'y 1, es que en I;., hay
dos maneras de acercar 2 puntos. Para explicar esto pongamos un ejemplo.
Si queremos acercar } a 1 lo podemos hacer de la manera usual, recorriendo

; hacia la izqulerda, digamos hasta g, o lo podemos hacer recorriendo ;

hacia la derecha pasando por T y llegando hasta g Este iltimo caso nos
dice que, en la circunferencia, si nos alejamos mucho de un punto, llega un
momento en el cual nos estamos acercando a él, .

Esto trae como consecuencia que, aunque ya sabemos que los extremos
de un intervalo de nivel se deben acercar, hay dos maneras de acercarlos.
Una, alejando los extremos tanto que lleguen a acercarse y otra acercindolos
de la manera usual.

El Teorema 2.10 nos dice que si f alcanza todos los puntos de I;., dentro
del intervalo de nivel entonces sus extremos deben acercarse hacia afuera, lo
cual, para ¢ pequeiias, quiere decir que d(A~'(@),A~}(8)) = 1 - |A~)(3) -
h=1(b)| ver Figura 2.7 (izquierda), y el Teorema 2.11 dice que si f alcanza
todos los puntos de /;,, fuera del intervalo de nivel entonces sus extrenios
deben acercarse hacia adentro, lo cual, para ¢p pequeiias, quiere decir que
d(h=\(@),h~1(8)) = |h=Y(@) — h=*(B)) ver Figura 2.7 (derecha).

Teorema 2.10 Supongamos que f : I, — I, cumple “T", que [4,}) es un
intervalo de nivel y que f[8,8] = I,...
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Figura 2.7: (Izquierda) Si f(@,b) = I/~ entonces h™}(@) y h~*(b) se acercan
hacia afuera. (Derecha) Si f({0,@U[b,T]) = I/~ entonces h~'(@) y h~*(b)
se acercan hacia adentro.

Si0<e <} § ¥ h,k son los homeomorfismos de la propiedad “T” tales que
d(kfh(i),z) <o para toda T € I}, con h(D) = 0 y h(a@) < h(d) siempre
que @ < b entonces d(h~'(@), h-*(B)) = 1 - |h~}(@) - h~1 ().

Demostrucion:

Por hipdtesis, sabemos que f cumple “T” entonces por el Teorema 2.9 te-
nemos que d(h~}(@), h~(3)) < 2.

Mientras que por definicién sabemos que:

d(h~'(@), h"*(B)) = min{1 - |h~}(@)~ h~"(B)], }h~*(@) - h~}(B)|}, por lo que
d(h='(¥),h"'(3)) = 1 - |n~)(@) - h~(B)| 6

d(h~' @), h7'(B)) = |h~}(@) - h~'(B))

Por reduccién al absurdo, supongamos que d(h~(&), A~'(8)) = |h~}(a@)-
h='(3)| < 2¢q, ver Figura 2.8.

Sea §o = kfhh=1(8) + 1/2 y notemos que d(kfhh~1(d), %) = 1/2.

Luego, como f[%,B] = I;.. entonces existe un punto P € (4, b tal que
f() = k) (%o), ver Figura 2.8.

Puesto que h(0) = 0 y h(@) < () siempre que & < B, entonces
tenemos que h~'(p) € [h~'(a@), h~(B)] por lo que |A~'(@) - h~}(P)| <
|h=Y(@) - h=1(})| = d(h~'(@),h~*(B)) < 260 < 1/4 de donde se inflere que
d(h=)(@), h~(P)) < 2.
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Figura 2.8: Si f[d,b] = I;. entonces existe p, € [a,b) tal que f(P) = k~'(¥o).

Finalmente como f cumple “T” tenemos que:
d(kfhh=\(@),h~\(@)) < €0 y d(kfhh~)(B),h\(P)) < €0 sumando las dlti-
mas tres desigualdades y usando la desigualdad del tridngulo se concluye que
d(Jo. kfhh~1 (@) = d(kfhh™)(P), kfhh~}(a)) < 4co < 1/2 pero sabfamos
que d(¥g, kfhh~1(@)) = 1/2 contradiccién. A

Teorema 2.11 Supongamos que f : I}, — I;., cumple “T", que (&@,}) es un
intervalo de nivel y que f({0,a)U,T)) = I/

8i0 <o < L yh,k son los homeomorfismos de la propiedad “T” tales que
d(kfhZ),Z) < €0 para toda Z € 1), con h(D) =D y h(a) < h(B) siempre
que @ < b entonces d(h="(@), h~3(B)) = |h~*(@) - h~1(B)].

La demostracién es andloga a la anterior. Finalmente, si tenemos que
[ alcanza todos los puntos de I/, tanto adentro como afuera del intervalo
[@,5) entonces f no cumple “T”, como se ve en el siguiente teorema.

Teorema 2.12 Sea f: I} — I tal que (@8] es un intervalo de nivel.
Si fla,b = I y f([0,3)U[8,1)) = I,.. entonces f no cumple “T".

Demostracion:
Sea g9 = -l% >0
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Si f cumpliera “T™ entonces por el Teorema 2.10 se tendria que
d(h~Y @), h~Y(b)) = L - |[(h~"(@) — h~1(D)| y por el Teorema 2.11 se tendrfa
que d(h~'(@),h"(B)) = |(h="(@) — h~'(b)| sumando ambas desigualdades
obtenemos que 2 d(h~Y(@),h"1(b)) = 1, i.e., d(h~Y(@),h"'(D)) = % Pero
por el Teorema 2.9 se debe tener que d(h~Y(@),h"1(d)) < 2 = % < %

contradiccion, A

2.6.2 Si f cumple T entonces f se puede ver en I x I segiin
Ty f:I—1cumpleT

En esta seccién vamos a ver que si f cumple “T” entonces f se puede ver en
I'x< I segiin “I"y f : I — I cumple “T". Para hacer la demostracién, lo que
vamos a hacer es acomodar la grifica de f usando rotaciones y reflexiones.

Figura 2.9; La gréfica de f “toca” por abajo a la recta y = yo en el punto
1. La atraviesa en los puntos @ y @; y la “toca” por arriba en ;.

Una vez que hayamos acomodado convenientemente lx gréfica de f, va-
mos a demostrar que existe un un punto & tal que la grafica (ya acomodada,
y que denotaremos por F3) de f “atraviesa”, de abajo hacia a arrlba, exac-
tamente una vez a la recta y = F;(%) en el punto J. Para aclarar este
punto veamos la Figura 2.9, en ella notamos que la gréfica de f “toca por
abajo” alarecta y = yy en el punto 1;, ya que al acercarnos por la izquierda
atl) la gréfica de f esté por abajo de esa recta y al alejarnos por la derecha
de i), la gréfica sigue estando debajo de la recta.

En cambio, la grifica de f “atraviesa”, de abajo hacia arriba, a la recta
¥ = yo en el punto @;, ya que al acercarme por la izquierda a Z; la grifica
estd por debajo, 6 a la altura de la recta, y al alejarme por la derecha de
@, la grifica estd por arriba de la recta. Andlogamente, la grifica “toca
por arriba” a la recta y = y en el punto 13, y “atraviesa”, de arriba hacia
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abajo, a la recta en el punto @;. En la Figura 2.9 tenemos que la grafica
de f “atraviesa” mas de una vez a la recta y = yo, pues la atraviesa en al
menos dos puntos, a saber @ y @3, por lo que ni @ ni @; serfan los puntos
buscados.

En la Figura 2.13, (superior-izquierda) vemos que la grafica de £ “atra-
viesa”, de abajo hacia arriba, exactamente una vez a la recta y = F3(@) en
el punto @y, en este caso @ es el punto buscado.

Ya que hayamos demostrado la existencia de @, lo que vamos a hacer es
volver a acomodar la grifica por medio de las rotaciones ry_pg,(3,) ¥ 71-a0
ver Figura 2.13, al hacer esto notamos que la grfica se ve en I x [ segiin “T"
y como f~1(0) = {0} entonces f cumple “T”.

Empecemos pues cor la demostracion.

Acomodamos la grifica de f

Lo primero que vamos a ver es que siempre podemos ver un pedazo de f en
un rectingulo, esto es, que siempre es posible encontrar una rotacidn rg, y
abe I;.. tales que Fy = ry, f cumple que para Fy |[5';] los tinicos puntos que
tocan al 0 y al Tson @y b, por lo que la grifica de F} no puede saltar de
arriba a abajo, 6 de abajo a arriba del O, para puntos en (@, 8}, ver Figura 2.10
(derecha), Ademds, se va a tener que F"lﬂ] cubre a I/, y entonces hay una
manera natural de ver a F"lﬂ"] como una funcién continua y suprayectiva
de [a,b] en [0,1].

Ipref

rog by V

£(b) AV/
| A4
b

Figura 2.10: (lzquierda) b es el primer punto tal que f[0,8} cubre a I
(Derecha) Fy = r¢, f no salta para puntos que estén en (a,3]

La idea intuitiva de la demostracion del Teorema 2.13 es la siguiente:
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Empiezo a caminar del D hacia el T, mientras voy caminando las imagenes
van cubriendo a Iy y, como f es suprayectiva, llega un momento, al cual
llamamos b, en que se cubre a todo /., ver Figura 2.10 (izquierda). Notemos
que la grifica de f no ‘atraviesa” a la recta y = f(B) para ningiin punto en
[0, b}, sélo la “toca” en algunos puntos como § y @. Por esto al hacer la
rotacién r,_ 5 se “baja” la grifica de f y ya no salta para puntos en 0,5},
ver Figura 2.10 (derecha). Finalmente me fijo, de los puntos que estin en
[0,8) y que tocan al B, en el que esté mds a la derecha y le llamo @.

Teorema 2.13 Para toda f : 1., — I, eziste una rotacion rg, y,b € I
tales que Fy = ry, f cumple que Fi(@) =D, R =T Fla.b = 1.y que
0 < Fy(%) < | pora toda T € (a,b). ‘

'p!"! ':- "1’ Te,

ref (b \V4 \V4

A4 AA

i b I/ YOI 1

Figura 2.11: Acomodamos Fy de manera que Fglfw no salte,

Por el teorema anterior tenemos que la gréfica de Fy es algo parecido alo
que muestra la Figura 2.11 (izquierda) , es decir, que Fy(8) =0, Fy(}) =T,
(0 que Fy(a@) = T, Fi(B) = 0 en cuyo caso hacemos una reflexién para arreglar
las cosas, esto es, estudiamos a JF; en lugar de F}), Fy(3,8) c (D,1) (por
tanto la gréfica de F; no salta para Z € [@,8]) y Fi[8,8] = J,...

Ahora vamos a rotar F} con la rotacién ry, = ry_,, la cual manda 0 en
Gyp=0+1-aend, por lo cual se puede suponer, y se hard de aquf en
adelante, que la grifica de Fy = Firy_, es similar a la que se muestra en la
Figura 2.11 (derecha), esto es, que:

F®) =0y Fi(p) =1, F;(0,p) C (D,T) (y por tanto la grifica de F; no
salta para Z € [0,D)) y que F[0,p] = /,..
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Notemos que Fyp. 1) # 1) yaque Fo0Lp] = 1, v entonees si Fa[p 1] =
[jn por el Teorema 2,12 tendriamos que Fy no cnmpliria *T7. contrario a
nuestra suposicion. Llamaremos entonces (¢ d) al intervalo mas grande que
no toea a Fy[p 1) ver Figura 2,12,

Sea = min{F e [0.5): F{T) =) y 3 = max{7 € (0.7 : Fo(F) = d}.

’1

d Av v

L A

0 | PdE
H A
- Tt
) ap 1

Figura 2.12: Podemos suponer que la grafica de F; es asi,

Demostremos que existe un punto , tal que la grifica de F, atra-
viesa exactamente una vez a la recta y = F,(dy) en el punto @,

Para demostrar la existencia de @, de aqui en adelante vamos a suponer
que: :

Fy cumple « 1/8>¢9 > 0. h,k son los homeomorfismos tales que
“d(kF;1(T). T) < ¢ para toda T € I y que h(0) =Dy h(@) < h(b) siempre
que @ < b.

W

Lema 2.1 Se afirma que 1 — 6¢y < |h~Y(7) - h~}(@)]

Demostracion;

Sabemos que existe 3y € [P, 1] tal que y F3(3) = ¢, ver Figura 2.12, enton-
ces [@, 3] es un intervalo de nivel tal que F;[@ %) = I y si ahora utili-
zamos el Teorema 2.9 y el Teorema 2.10 tenemos que d(h=}(@),h~}(3)) =
I = |h=Y(@) - h="(Fp)| < 2c0, como h es creciente entonces 1 - |h~} (&) -
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h=Y(Fo)| = 1 = h™=Y(3p) + h"Y(@) < 2€0 y como 0 < 1 — h™'(Sp), entonces
h=!(&) < 2o0.

También tenemos que 1 — 46q < h™'(B), pues sabemos que existe iy €
[#,1) tal que F>(Tp) = d y entonces 8,1} es un intervalo de nivel tal que
Fy([0, B)Ulto, T) = I y por el Teorema 2.9 y el Teorema 2.11 tenemos que
d(h='(B), k= (L)) = |h=}(B) = h~' (k)| < 2€0. Por otro lado, como [0, 7] es
un intervalo de nivel tal que F>[0,p] = I;., entonces del Teorema 2.9 y el
Teorema 2.10 se obtiene que 1 — 2¢9 < h™'(5). Como P < Iy y h preserva
direccién, tenemos que | — 269 < h~(P) < h~'(fo). Finalmente, al sumar
esta desigualdad con A= (fy) - h='(B) < 20, la cual ya tenfamos, se obtiene
que 1 — 4¢g < h™1(B).

Al sumar h=}(@) < 2¢0 con 1 — 4¢g < h='(B) obtenemos que 1 — 6 <
|h=1(B) - h=1(@)| como querfamos. A

Ahora nos fijamos en Fg]la’m, la cual sabemos que no salta e incluso

no toca a 0 ni a T y por tanto la podemos considerar totalmente como
una funcién continua F|js0) ¢ (@, 8] — [min F3[®, B}, max F;[a, B]] donde

Fa|ja,5)(z) = F3(T) para toda z € [a, ],

Lema 2.2 No hay un nimero finito de intervalos de nivel de la funcion
Fal{a,5) que cubra a (a, ]

Demostracion:
Por reduccién al absurdo, supongamos que existe una coleccion finita de n
intervalos de nivel, G = {[ay, by], ..., [an, bs]} tales que [a;, 4] C [a, ] y que
cubren a [a, ).

Tomamos €0 = 755 > 0, entonces tenemos que los intervalos (h=*(a;), h=1(b;)]

cubren a (h~!(a),h~!(3)] y entonces existe j € {1,..,n} tal que
M’iié).':lﬁﬂﬂl < |h~1(b;) = h~(a;)|. Pero por el lema anterior tenemos que
1 - 6o < |h~Y(B) ~ h~}(a)| de donde:

s = 1ot < BNl < Ao hy) - Y (ay)

Ahora notemos que si [a;, bj] es un intervalo de nivel entonces
Fa({0,3;]UId;,T]) = 1) y entonces por el Teorema 2.9 y el Teorema 2.11
tenemos que;
d(h~1(@;), A1 (B5)) = |7 (B;) - h™(@;)| < 260 = g, lo cual contradice
lo que habfamos obtenido. A

Teorema 3.14 Eziste Gy tal que la grdfica de F; atraviesa, de abajo hacia
arriba, ezactamente una ve: a la recta y = Fy(%) en el punto .

47




Demaostracion:

Por el lema anterior tenemos que no hay un nimero finito de intervalos de
nivel que cubran a [a, 3] entonces por e} Teorema .13 del Capitulo 1 se tiene
que existe @ € [a, A} tal que F|(, 5)(3) < Falja.g)(a0) < Fa[o.5)(t) para toda
a < s < ag <t <. Pero ademds se debe tener que F2|(, (o) € le,d] (ya
que si Falqo g)(To) < centonces a < @y ¥ Fafa,g)() = ¢ > Fo[q,9)(0) contra-
rio a lo que tenfamos, andlogamente no podemos tener que Fa|( g)(@) > d).

Finalmente, como F3[0,aJU[3, T]) C [0, U[d, T) entonces tenemos que
ni el intervalo [0, &) ni el intervalo [, 1] afectan al hecho de que F; atraviese
exactamente una vez a la recta y = Fy(dp). A

s L FW WL A

i —y

£(8) A Aﬂ
k A

°oa & 15]. I

Ti-t(a .)'z '.':1-1(-1’.’1«

A/M

' & 13 1

Figura 2.13: Movemos el punto (ag, F3(ap)) al (0,0) por medio de las rota-
ciones 71_gy(a5) ¥ T1-ao-
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Acomodamos la grifica de F; de manera que se pueda veren [ x/
segin Ty f: [ — [ cumpla T

Finalmente para ver que f se puede ver en I x [ segin “T”, lo que vamos
a hacer es mover el punto (i, Fa(@)) al punto (0,0) por medio de las ro-
taciones ry_fy(ag) ¥ Ti-a ver Figura 2.13 y entonces Iy = rafary se ve en
I x I. Definimos f(z) de la siguiente manera:

0 81 =1

fiz)=4 R(@) si F(E)#
! si Fy(®)=

o

T
T

Como f~'(0) = {0} entonces por el Teorema 1.12 se tiene que f cum-
ple “T”. Estos resultados los resumimos en el siguiente teorema.

Teorema 2.15 Si f cumple “T” entonces f se puede ver en [ x I segiin
“T" y f:1I— I cumple “T”,

2.7 Resultados finales para la propiedad T

Del Teorema 2.8 y el Teorema 2,15 se obtiene el resultado final para la
propiedad “T”, el cual escribimos en el siguiente teorema.

Teorema 2.16 f cumple “T” si y sdlo si f se puede ver en [ x [ y f
cumple “T".

En esta seccion lo que vamos a hacer es dar una interpretacion geométri-
ca de este resultado. Como se menciona en el prefacio, las funciones en
la circunferencia que tienen conjugadas cerca de la identidad, tienen varias
aplicaciones, sobre todo en sistemas dindmicos que representan un modelo
ciclico, como los latidos de corazdn y aquellas funciones orgénicas que se re-
piten periédicamente. En la presente tesis no se estudian estas aplicaciones.
Pero vamos a dar una interpretacion gréfica del Teorema 2.16.

En la Seccion 2.4.1 vimos que la grifica de f esté en el toro, lo que rios
dice el Teorema 2.16 es que f cumple “T” si y s6lo si podemos encontrar un
punto en la superficie del toro tal que si cortamos el toro horizontalmente
a esa altura, vamos a cortar exactamente una vez la gréfica de f, ver Figu-
ra 2.14. De hecho. si en el punto en el que se corta la gréfica de f hacemos
un corte vertical, ver Figura 2.14, y desdoblamos el toro y lo hacemos un
cuadrado, entonces se ve como la grifica de una funcién de I en I la cual
empieza en (0,0) y termina en (1, 1) como en la Figura 2.13.
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P, a

Figura 2,14: Si cortamos horizontalmente a la altura ag, la grdfica de f se
corta iinicamente en ese punto, en p no se corta sdlo Ia “toca”. Si cortamos
verticalmente en ay v desdoblamos la grafica queda en [ x [,

2.8 Condiciones suficientes para la propiedad C

Al igual que en el primer capitulo, una vez que encontramos condiciones
sitficientes y necesarias para la propiedad T, éstas se pueden ajustar para
ser condiciones suficientes v necesarias para la propiedad “C",

Antes de dar la coudicion suficiente para la propiedad “C" vamos a dar
una definicion andloga a la definicién 2.8, pero alora para ta propiedad (™,

Definicion 2.12 Diremos que la funcion f 1 I — 1) se puede veren Ix1

segun “C"" si existen un homeomorfismo hy 1 Iy — I; y una funcion

conlinua f oI — I tales que m) = hi'lfhl(ff).

Finalmente. tenemos un resultado andlogo al Teorema 2.8 pero ahora
para la propiedad “C", su demostracion se obtiene al sustituir & por h~" en
la demostraciin del Teorema 2.8,

Teorema 2.17 Si f: I) — I, se puede ver en IX I segin “C” yfI-1
cumple “C* entonces f 2 1 — L cumple *C”,
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2.9 Condiciones necesarias para la propiedad C

Las ideas y las demostraciones que se dan en esta seccién son muy parecidas
a las que se han presentado hasta este punto de la tesis. Con el trabajo
realizado hasta aqui, el lector padria predecir que la condicidn necesaria y
suficiente para que una funcién f cumpla *C”, es que f se pueda ver en
I'x I segin “C" y que f cumpla “C". Por eso, de aqui en adelante, voy a ser
menos formal, no por ello menos riguroso. Por ejemplo voy a decir “puntos
cercanos”, en vez de decir d(%,3) < €o.

En esta seccion vamos a demostrar que la condicién del Teorema 2.17
ademds de ser suficiente, es necesaria. Para esto primero vamos a demostrar
ciertos resultados generales sobre intervalos de desplazamiento, los cuales
se utilizardn en {a segunda subseccion para demostrar que si f cumple “C”
entonces f se puede ver en I x I segin “C" y f11— I cumple “C”.

2.9.1 Intervalos de desplazamiento

Al igual que en el Capitulo 1, los intervalos de desplazamiento nos ayudan
a encontrar condiciones necesarias para que una funcion cumpla “C”,

Teorema 2.18 Supongamos que f: 1) — I;, cumple “C”.
Sieg > 0y h es el homeomorfismo de la propsedad “C” lal que
d(h™' fh(F),Z) < €0 VZ € I}, entonces d(h~" f(F), h~'(Z)) < €o.

Lo que dice el Teorema 2.18 es que las imdgenes inversas de T y de f(Z),
bajo h, estdn cerca, su demostracién es muy parecida a la del Teorema 1.7
del Capftulo 1. De nuevo hay dos maneras de acercar los extremos de un
intervalo de desplazamiento, hacia adentro y hacia afuera.

2.9.2 Si f cumple C entonces f se puede ver en / x I segiin
Cy f:I- 1 cumpleC

Al igual que hicimos con la propiedad “T”, primero vamos a acomodar la
grifica de f de manera que se nos facilite el trabajo. Por ejemplo, que nos
asegure que los intervalos de desplazamiento se deben acercar hacia adentro,
Luego vamos a demostrar que existe un punto & tal que Fy(d) = &,
(donde F; representa a f ya acomodada) y tal que la grifica de F; atraviesa
exactamente una vez la la recta y = Fi(%) en el punto @, ver Figura 2.20.
Ya que hayamos encontrado el punto ¥, lo que vamos a hacer es bajar
el punto (@, Fi(do)) al punto (0,0) por medio de la rotacién ry_,,, ver
Figura 2.20. Con lo cual obtenemos que f se puede ver en / x / segin “C”
y f:I— I cample “C", pues f~}(0) = {0}.
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Figura 2.15: Bajamos el punto (d@, f(@)) hasta el suelo.

Acomodamos la grifica de f

Para poder acomodar la grafica de f, de aqui en adelante vamos a supo-
ner que f cumple “C”, y por tanto f también cumple “T". Ahora por el
Teorema 2.14 sabemos que existe un punto @, tal que la grifica de f atra-
viesa, de abajo hacia arriba, exactamente una vez, a la recta y = f(dy). Por
el Teorema 2.24 tenemos que 8i g € {fJ,Jf} entonces f no cumple “C",
entonces podemos restringir nuestro estudio a g € {f,JfJ}, pero por el
Corolario 2.4 podemos suponer que ¢ = f. Para acomodar la grifica de f
vamos a utilizar el Corolario 2.2 que nos dice que se vale deslizar Ia grifica
de f paralelamente a la identidad. Entonces lo que hacemos es deslizar la
grifica de f hasta que el punto (), f(4,)) llegue al suelo del cuadrado, al
cual llamaremos a, ver Figura 2.15, esto se logra por medio de la rotacién
T4, = Fi-q, entonces vamos a estudiar a la funcién Fy = ry! fry, en ves dela
funcién f. Una vez hecho esto podemos asegurar que Fj no salta en ningiin
punto de [0,a] ni tampoco en ningin punto de [8,1), es decir que F; sélo
salta en @, por lo que Fl|[6.a‘] y Fl||=.i] se pueden considerar como funciones
de [0,a] en [d = min F1{0,d],1] y de [a, 1] en [0, max F}[G, T]) respectivamen-
te, ver Figura 2.15 (derecha). (Nota: si @ = 0 entonces ya encontramos el
punto @y, (a saber @ = a) tal que Fy(d) = @y y la grifica de Fy atraviesa
exactamente una vez a la recta y = Fi(d), lo cual es nuestro objetivo y ya
acabamos, por tanto vamos a suponer que & # 0).
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Figura 2.16: Si f(Z) y Z se acercan hacia afuera entonces existe un punto
p € [0,2] tal que f(p) = h~(1/2).

Demostremos que existe un punto @ tal que Fi(@) = @ y la grifica
de F; corta exactamente una ves a la recta y = F1(%) en 4

Para demostrar la existencia del punto @, en esta subsubseccion seguiremos
suponiendo que F; cumple “C” y por el Teorema 2.6 que podemos suponer,
y asf lo haremos de aqui en adelante, que A(D) = O y A(3) < h(}) siempre
que 0 < a < b < 1, esto es que A no hace ninguna rotacién y que A preserva
direccion,

Teorema 2.19 SiZ € [a, d] entonces el intervalo de desplazamiento |Z, F,(7))
se acerca hacia adentro bajo h~!.

Demostracion:

Por el Teorema 2.18 tenemos que Z y Fy(Z) se deben acercar. Ahora note-
mos que se deben acercar hacia adentro ya que si se acercaran hacia afuera
tendriamos los dos siguientes casos:

Caso 1: Si ¥ < F\(Z) entonces h~}(Z) se acerca al Iy A-}( F\(Z)) se acerca
al T, pues h preserva direccién, ver Figura 2.16, entonces notamos que, para
¢ pequeiias, tenemos que 1/2 € [A~'(Z),A~' Fi(Z)], ver Figura 2.16, por lo
que h~'(1/2) € [2, F (%)), ver Figura 2.16.
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A continuacidn, nos fijamos en Iy |F-T]’ (la cual ya sabemnos que nosalta y
se puede considerar como una funcién de [a, 1] en [0, max Fi[@, 1]] y por tanto
podemos aplicar el Teorema del Valor Intermedio) sabemos que Fi iz 7)(@) =
0 mientras que Fi|z7(Z) = Fi(T), entonces, como h=Y(1/2) € [z, Fi(Z)] C
[0, F\(Z)), por el Teorema del Valor Intermedio, tenemos que existe p € [@, F]
tal que Fy(p) = h~1(1/2).

Finalmente, como 7 € (@,%] y h~(%) se acerca al 0 entonces h~!(p)
esta cerca del 0, (pues h preserva direccién) ver Figura 2.16. Entonces como
Fy cumple “C" se debe tener que 1/2 = h=1 Fih(h~!(p)) debe esta cerca de
h='(P) que a su vez estd cerca del O, por lo que 1/2 y 0 deben estar cerca,
lo cual es una contradiccién.

Caso 2: Si Fy{F) < 7 la demostracién es muy parecida al caso 1, A

LY

] h';l) 8y 1

Figura 2.17: El punto @ se acerca al 0 y d se acerca a 1.

Corolario 2.8 El punto G se acerca al 0 bajo h™!.

Demostracion: ‘
Como Fy(®) = 0 entonces en virtud del Teorema 2.19 se tiene que A~*(D) y
h=1(@) se acercan hacia adentro, pero sabemos que A~!(0) = D de donde se
concluye el resultado del Corolario. A

Con argumentos semejantes podemos demostrar que el punto d se debe
acercar a 1 y entonces la situacion gréfica que tenemos es la gue se presenta
en la Figura 2.17. ‘
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Figura 2.18: El punto Fy(Z;) se acerca al 0, entonces Z; también se acerca
al 0 y atrapa a Z que por tanto también estd cerca del D, pero f(Zy) se
debe acercar al T, contradiccién.

Teorema 3.30 No puede ezistir una coleccion finita de puntos
G = {Zy,...,T,) tal que [Zy, Fy(Z1)), .o [En, Fi(Zn)) cubran o [3,d).

Demostracion:

Si existiera tal coleccién finita, ver Figura 2.18, entonces algin Z; 6 Fy(Z;)
estarfa a la izquierda de @ y por tanto h™Y(Z;) 6 h~' F\(Z;) estaria cerca de
0. También habria un Z) 6 Fy(Zi) a la derecha de d y por tanto A~}(Zy)
6 h='Fy(Z) estarfa cerca de 1. Pero entonces alguno de los intervalos de
desplazamiento [Z;, Fi(%;)] se deberia acercar hacia afuera bajo A~! lo cual
contradice al Teorema 2.19. A

Teorema 2.31 Si no hay una coleccidn finita de puntos G = {¥,, ..., 7]}
tal que {21, Fi(Z)))s.y [Zn, Fi(Zn)] cwbran @ [3,d] entonces eziste un punto
pe gl.al tal que Fy(p) =Py Fi(3) < Fi(p) < Fi(7) para toda T < T <P <
t<d.

La demostracion de este teorema es muy parecida a la del Teorema 1.14,
en la parte C2 = C3. Sin embargo el punto P todavia no satisface que Fy
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atraviese, de abajo hacia arriba, exactamente una vez la recta y = F1(p) ya
que el Teorema 2.21 nos asegura que Fy atraviesa exactamente una vez esa
recta pero sélo considera puntos en [@,d]. El intervalo {0,a] no da problema,
porque como 4 = min F'[0,a] entonces si Z ¢ [0,d] tenemos que p < d <
Fi(%) por lo que no afecta al hecho de que Fj atraviesa exactamente una
vez la recta y = Fy(p). Sin embargo, el intervalo [d, 1) sf puede afectar.

Figura 2.19: Existe un punto @; tal que Fy(do) = @ y Fi(3) £ (@) <
Fi(f)paratoda@<3s<a<?<l.

Teorema 2.22 Si f: I, — I, cumple “C” entonces eziste un punto @y €
[a,1) tal que la grdfica de F; atraviesa, ezactamente una vez, a la recla
y = Fy(@) en el punto @y.

Demostracion:
Sea M = min F[d,T) y sea P el punto del Teorema 2.21. Si Fy(P) < i el
punto @, = P nos sirve y ya acabamos.

Si Fi(P) > 7 entonces me fijo en b = max{Z € [@,d] : F\(Z) = W}, ver
Figura 2.19, notemos que J existe gracias a que Fy(p) > m, F;(@) =Ty al
Teorema del Valor Intermedio, notemos ademis, que 3 € (&, P} ya que, por
el Teorema 2.21, tenemos que M < Fy(P) < Fy(7) para toda t € [p.d].

Por ser ¥ = min Fy[d, T}, sabemos que existe un punto M € [d, 1] tal
que F\(Mo) = M. Ahora observamos que no podemos cubrir (@, 5] con un !
pimero finito de intervalos de desplazamiento, ya que si le afiadimos los
intervalos [B, Fy(8) = M}y [M = Fy(Wio) = Mo} se cubriria a [#,d] y entonces
(Teorema reffinito no c en circ) no se cumplirfa “C” contradiciendo nuestra

56

oo et st o g TN Wl



hipétesis. Entonces, andlogo al Teorema 2.21, tenemos que existe un punto
@ € [a,8) tal que Fy(d@) = @ y Fi(3) < F(@) < F(!) para toda @ <
3 <@ < I <b Perocomo b = max{Z € [g,d] : F;(Z) = 7} entonces es
claro que Fy(dp) < M < Fy(f) para toda 7 € [b,d] y como 7 = min F[d, T
entonces Fy(@) < m < Fy({) para toda I € [d,1] por lo que el punto g
cumple con lo deseado, A

-1
| 4 'a- :l-l(\’ x:x-(u.)

13

] i

Figura 2.20: La rotacién #,_;(,) acomoda a f de manera que f se puede ver
en I'xI.

Acomodamos |a grifica de F; de manera que se pueda veren [ x [
segin “C” y f: I — [ cumpla “C”

Finalmente para ver que F) se puede ver en I x [ segin “C”, lo que vamos a
hacer es mover el punto (%, Fi(#%)) al punto (0,0) por medio de la rotacién
T1-Fy(ao)» Vet Figura 2.20 y entonces F; = rl-—l-ﬂ(a o)ﬂr._n (ac) 3 Veen I x T

segin “C". Definimos f(2) de la siguiente manera:
) 0 si z=0

f2)=¢ Fi(Z) s Fy(7)#0

1 s F2)=0

Como f-1(0) = {0) entonces por el Teorema 1.12 se tiene que f cum-
ple “C". Estos resultados los resumimos en el siguiente teorema.

Teorema 3.33 Si f cumple “C” entonces f se puede ver en I x I segiin “C”
y f cumple “C”.
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hipétesis. Entonces, andlogo al Teorema 2.21, tenemos que existe un punto
o € [a,b) tal que Fy(@) = Tg y Fi(3) < Fi(do) < Fi(t) para toda @ <
3<d@ <1¥<b Pero comob = max{Z € [a,d] : F\(Z) = 7} entonces es
claro que Fi(@) < 7t < Fy(f) para toda f € [b,d] y como m = min Fy[d, )
entonces Fy(@) < m < Fi(I) para toda € [d, ] por lo que el punto @
cumple con lo deseado. A

~1
4 'z' rx-m’s‘x-uc}

1

5 i

Figura 2.20: La rotacién r,_ () acomoda a f de manera que f se puede ver
enfxl.

Acomodamos la grifica de F; de manera que se pueda veren / x /
segin “C” y f: I — I cumpla “C”

Finalmente para ver que F) se puede ver en / x I segin “C”, lo que vamos a
hacer es mover el punto (%, Fi(%)) al punto (J,0) por medio de la rotacién
T1-F,(ao)» Ver Figura 2.20 y entonces F; = r,‘_‘mao)ﬂ T1-Fi(ao) Se Ve en I x I

segiin “C”, Definimos f(z) de la siguiente manera:

0 8 z2=0
f@)={ F(z) si F@#£7]
1 s F(r)=0

Como f~!(0) = {0} entonces por el Teorema 1.12 se tiene que f cum-
ple “C”. Estos resultados los resumimos en el siguiente teorema.

Teorema 2.23 Si f cumple “C” entonces f se puede ver en I x I segiin “C”
y [ cumple “C”.
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Teorema 2.24 Si eristen g € {fJ,Jf} yGo € I} tales que la grifica de g
alraviesa, ezaclamente una vez de abajo hacia arriba, a la recta y = g(dy)
en el punlo @y enlonces f no cumple “C”.

Demostracion:

Que ¢ atraviese, exactanmente una vez, de abajo hacia arriba, a la recta
y = g(@y) en el punto @y, quiere decir que f atraviesa, exactamente una vez,
de arriba hacia abajo, a la recta y = f(@,) en el punto @, donde @; = @
parael caso g = Jf,y @ = 1— ag para el caso g = fJ.

h g
"

3 B(E) 1

Figura 2.21: La gréfica de f no salta en [0,d) ni en [3,1]. El punto h~(@)
se acerca al 1, por la izquierda.

Al acomodar la grifica de f bajando el punto (d), f(3;) al suelo, la
situacién grifica que obteneinos se representa en la Figura 2.21, esto es,
f@ =1, ﬂ[‘fﬂ no salta y por tanto se puede considerar como una funcién
continua de [q,1) en [min f(3,1],1]. De la misma forma f|5; se puede
considerar como una funcién continua de [0, a) en [0, max f[0,8}}.

Por reduccion al absurdo, supongamos que f cumple “C” y A es el ho-
meomorfismo de la propiedad “C” tal que d(A~!fA(Z),Z) < ¢o VZ € I,..,
por el Teorema 2.6, supondremos que A(D) = 0 y A(8) < A(P) siempre que
0<ac<bd<l,

Seaco=1/4>0.

Como /(&) = 1 entonces, por el Teorema 2.18 debemos tener que
d(h~*(3),h*(1)) < €0 y como h~}(T) = T entonces tenemos que
d(h-'(@),1) <eo=1/4
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yex+l/4
Y=x

h'th

Figura 2.22: La grifica de h~! fh corta a la recta y = = + 1/4 en el punto
p = (%o, f(o).

Entonces tenemos dos casos:
Caso 1 Si h=1(a) se acerca al T por la izquierda, ver Figura 2.21, entonces
tenemos que la grifica de A~! fh es algo similar a la Figura 2.22, esto es
que, h™}(@) < 1/4, A~ fh(h71(@)) = 1, h—‘th[K"(a),i] no salta y se puede
considerar como una funcién continua de [A=!(@), 1] en [min A~! fh(a,1),1).
Nos fijamos en larecta y = z+¢p = z+1/4, ver Figura 2.22 y, puesto que
h='(@) < 1/4 < 1-1/4'y h™} fh|j4-1 5)7) es continua, podemos asegurar que
existe un punto p = {Zo, f(Zo)) que corta a esa recta. Como p estd en la recta
y =z + €0 = z + 1/4, entonces tenemos que d(h~! fh(Zo),Zo) = 1/4, pero
como [ cumple “C” tenemos que d(h~! fh(Zo), Zo) < 1/4, esta contradiccién
se obtiene de suponer que f cumple “C”. Caso 3 Si A~'(®) se acerca al T
por la derecha la demostracién es muy parecida al caso anterior. A

2.10. Resultados finales para la propiedad C

Del Teorema 2,23 y el Teorema 2.17 se obtiene & resultado final para la
propiedad “C", el cual resumimos en el siguiente teorema.

Teorema 2.38 [ cumple “C” si y sdlo si f se puede ver en I x I segin

“C” y f cumple “C”.

Lo que dice este teorema es que una funcién cumple “C” si y sélo si hay
un punto dp, que a diferencia de la propiedad “T”, este punto debe ser un
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punto fijo, tal que la grifica de f atraviesa a la recta y = f(@) exactamente
una vez y la atraviesa precisamente en el punto (@, f(do)).




Capitulo 3

Conclusiones

El Teorema 1.13 del Capitulo 1 nos da dos caracterizaciones de las funciones
continuas de I en I que camplen “T" y el Teorema 1.14 nos da dos caracte-
rizaciones de las funciones continuas de [ en I que cumplen “C". Mientras
que los Teoremas 2.16 y 2.25 dan una caracterizacion de las funciones con-
tinuas de //., en I;., que cumplen “T" y de las funciones que cumplen “«r
respectivamente, por lo cual se alcanzaron los objetivos planteados.

Notamos que la caracterizacién de las funciones de I, en I;. que cum-
plen “T” es muy parecida a la condicién T3 del Teorema 1.13 y la caracte-
rizacién de las funciones de I/, en I;. que cumplen “C” es muy pareclda
a la condicién C3 del Teorema 1.14. Sin embargo la condicién T2 no se
pudo generalizar porque al tener un intervalo de nivel sus extremos se pue-
den acercar hacia adentro o hacia afuera, de hecho si quisieramoe cubrir 7,
con un nimero finito de intervalos deberiamos determinar si lo que cubre e!
intervalo es lo de adentro, o lo de afuera. Por ejemplo para un intervalo con
extremos Py, P, podemos considerar el intervalo [Py, B;] o el intervalo |p,, B[
el cual empieza en el punto Py, continda hasta el punto T de ahf sigue desde
0 hacia la derecha hasta B,, ver Figura 3.1.

3t

-
L]

Figura 3.1: El intervalo ]p,, ;[ toma lo de afuera.

Por ejemplo si tenemos que la grifica de f es como la que se presenta
en la Figura 3.2, entonces tenemos que |B;, Pyl ¥ [§;, ;) cubren a [;., y sin
embargy, f sl cumple “T", ya que el punto (g, £(J)) nos sirve para ver [ en
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Ixly f cumple “I™. Por lo que no se puede generalizar la propiedad T2
Por las mismas razones no podemos generalizar la condicién C3.

Figura 3.2; Cubrimos con un nimero finito de intervalos de nivel pero f
cumple “T”.

Aunque las funciones de J en 7 son distintas a las funciones de I/ en
I}, hay una estrecha relacién entre las funciones de / en I que cumplen “T”
y las funciones de I, en I, que cumplen “T”, esto es, toda funcién f de
I en [ que cumpla “T” y sea tal que f(0) = f(1) se puede ver como una
funcién de I;. en I;, que cumple “T". Y toda funcién de J;. en I;. que
cumpla “T” se puede ver como una funcién de I en I que cumple “T”.
Andlogo para la propiedad “C".

A continuacion voy a dar un ejemplo de una familia de funciones de
en I que cumplen “T”, estén arbitrariamente cerca de la identidad y que no
cumplen “C”,

Ejemplo 3.1 Sean > 3. Definimos f, de manera que:

f1(0)=1/n, fu(1/20) =0, fa(1/n)=2/n, fa(Bd = f(1) =1y

Jn €8 lineal en cada pedazo [0,1/2n], [1/2n,1/n], {1/n,251] y [251,1], ver
Figura 3.3,

Se tiene que f, cumple “T”, ya que cualquier punto a € [3/4n,351] nos da
el punto especial de la condicién T3 del Teorema 1,13, ademés es claro que
d(fasi) < 1/n peto f, no cumple “C” ya que [0,1/n}, 1/n,2/n},..., [2L,1]
dan una cubierta finita de J por intervalos de desplazamiento.

Considero que uno de los puntos que més se me dificultaron en este
trabajo fue su redaccién ya que me resulté dificil dar la notacién necesaria
para explicar qué es un intervalo en [, y cémo explicar que sus extremos
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f(a)

1/2

1/4

olylly‘ a 34 1

Figura 3.3: Aqui se representa la funcién fj.

se pueden aproximar hacia adentro 6 hacia afuera. Ademds en la mayorfa
de las demostraciones surgian varios casos y me tuve que ayudar de ciertos
lemas para ver que las demostraciones eran vilidas para todos los casos,

)
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