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ON THE CONVERGENCE OF POWER SERIES AND BASES
IN TOPOLOGICAL ALGEBRAS

MARIA DE LOURDES PALACIOS FABILA

In the beginning of the fifties, E.A. Michael and R.F. Arens, american mathematicians,
introduced a new kind of algebras, the m-comvex algebras. These topological algebras interested
mathematicians very much, and they still do. These m-convex algebras have been very attractive to
physics-mathematicians. 1. Kaplansky’s work in topological rings and locally convex rings was very
important too..In 1971 W. Zelazko started his study on topological algebras and in 1976 he gave a
characterization of commutative complex m-convex algebras with unit e where all the maximal ideals
have codimension 1 and he described situations where there are dense maximal ideals of finite
codimension or infinite codimension.

It’s important to know under which conditions we can define morphisms between topological
algebras, this means continuous, multiplicative, linear maps. In 1952 Ganapathy-lyer set a relation
between proper bases and the automorphisms of the space. He also suggested the possibility of
characterizing such automorphisms in terms of bases. M Arsove solved the problem in 1958, by
modifying the definition of a proper base that Ganapathy-Jyer had given. A year later he extended his
results to the space of Analytic functions in the neighbourhood of the origin.

M. Arsove considered linear combinations as infinite series. A sequence {a,}.., of
functions in F, the space of analytic functions in a necighbourhood of the origin, is linearly
independent, in the Arsove sense, if Zc,,a,, =0 = ¢,=0,n=0,12,... for all sequences

ne=0

{c, } o of complex numbers for which the series converges in F. A sequence {&,}5., of functions

in F generates a subspace Fy of F if F, is formed by all linear combinations Zc a, where

ntu
=0

{C. o is @ sequence of complex numbers. A sequence {a,}, of functions in F is a base of a
subspace F, of F ifitis lin%rly independent and generates 5. A base {«,}. , of a subspace F,
of Fis a proper base if { Zc a, convergesin F < Zc

n=0 n=0

the fundamental base of Fy.
M. Arsove has proved that, given a base {x,}, , of a Fréchet space F and a sequence
{3's Yoo Of elements of the space, it can be defined a continuous linear function f:F — F such

.0, converges in F}, where {&, ), is

that (D a,x" )= > a,y" if the following condition holds:

ned nwd

{> a,x" convergesinF <> > a,y" converges in F}.
n=0 n=0

Throughout this work we use some of the results of Arsove to give a necessary and sufficient
condition for a sequence {X,}., in certain types of m-convex algebras to be a proper base. In order
to set this condition we study the relationship that exists between the spectral radii and the spectra of
the elements of a topolog'cal algebra and the convergence of power series in that algebra. We give
several oniginal results in this direction and we apply our results to give a sufficient condition for the
existence of a continuous multiplicative linear function between certain m-convex algebras.
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Introduccion.

Al principio de la década de los cincuentas-los matemadticos esta-
dounidenses E.A. Michael [19] y R.F.Arens [2], independientemente el
uno del otro, introdujeron un tipo especial de dlgebras topoldgicas, las
dlgebras topoldgicas localmente multiplicativamente convezas (abrevi-
ado por localmente m-converas). Estas dlgebras topoldgicas llamaron
fuertemente la atencién de los matematicos y hoy contintan haciéndolo.
Mis aun, este tipo de dlgebras topologicas ha sido muy atractivo para
los fisicos matematicos. El trabajo de 1. Kaplansky [16] y [17] en ani-
llos topolégicos y anillos localmente convexos también fue fundamental
en el desarrollo del estudio de las dlgebras topologicas localmente m-
convexas.

En 1971 W. Zelazko {22] estudié las dlgebras topoldgicas y en 1976
di6 una caracterizacion de las algebras conmutativas completas m-
convexas con unidad donde todos los ideales miximos tienen codi-
mensién uno [24], y describié también situaciones donde existen ideales
maximos densos de codimension finita o infinita.

En el estudio de las algebras topoldgicas, es importante conocer
las condiciones bajo las cuales existen morfismos entre ellas, es de-
cir, transformaciones lineales multiplicativas y continuas. ‘En 1952
Ganapathy-lyer {12] realizé un estudio de las bases en el espacio de
las funciones enteras ¢ introdujo el concepto de base propia. En este
trabajo Ganapathy-Iyer establecié una relacién entre las bases propias
¥y los automorfismos del espacio. Ademds sugirié la posibilidad de ca-
racterizar dichos automorfismos a través de las bases. M. Arsove [7]°
resolvié el problema en 1958 modificando ligeramente el concepto de
base propia de Ganapathy-Iyer y un afio después extendié sus resulta-
dos al espacio de funciones analiticas en una vecindad del origen.

Un aspecto esencial en la teoria de las bases, como lo desarrollé
M. Arsove, es la interpretacién de las combinaciones lineales como se-



ries infinitas. Una sucesién {an}32, de funciones del espacio F de
todas las funciones analiticas en una vecindad del origen es lineal-

mente independiente en el sentido de Arsove si Z cnan, = 0 implica
=0

¢, = 0,n = 0,1,....para todas las sucesiones {c,x},l=0 de nimeros com-
plejos para las cuales la serie converge en F. Una sucesién {a,}3, de
funciones de F genera a un subespacio Fp de F si Fy consta de todas

las combinaciones lineales Z: Cuty,, donde {c,}32, es una sucesion de
=0

mimeros complejos para los cuales la serie converge en F. Una sucesién
{02 }32 de funciones en F que es linealmente independiente y genera
un subespacio Fy de F es una base de Fp.

Un ejemplo de una base es la base fundamental {4,}22, de F donde
(z)=2",n=0,1,2,...

Una base de un subespacio F, del espacio F de todas las funciones
analiticas en una vecindad del origen es una base propia en el sentido
de Arsove si para toda sucesién {cn} 2. de niimeros complejos, se tiene

que Zocna" converge & Z cnd, converge, donde {8,}52, es la base
fundamental de F.
M. Arsove probé que dada una base {z,}3, en un espacio de
Fréchet F y una sucesién de elementos {y,}52, podemos definir una
o0
funcién lineal continua f: F — F tal que f (X anZn) = Eo ApYn Si
n=0 n=
se cumple la condicién
Z a,T, converge en F <=> Z a,yn converge en F }

En 1952 E.A. Michael formulo la siguiente pregunta: ;Es cierto
que toda funcional lineal multiplicativa sobre un 4lgebra de Fréchet
conmutativa localmente m-convexa es continua? T. Husain y J. Liang
[13] contestaron afirmativamente dicha pregunta, en el caso en que el
dlgebra posee una base ortogonal incondicional. T. Husain y S. Watson
hicieron un amplio estudio sobre las bases en dlgebras topolégicas y en
1983 definieron a las dlgebras m-convexas con base ciclica [14).

En este trabajo utilizamos algunos de los resultados obtenidos por
M. Arsove para dar una condicion necesaria y suficiente para que una
sucesién {r,}32, en cierto tipo de dlgebras m-convexas sea una base
propia. Con el fin de dar esta condicién estudiamos las relaciones que
existen entre los radios espectrales y los espectros de los elementos de
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ﬁn dlgebra topolégica y la convergencia de las series de potencias en
dichas dlgebras. - : .

El capitulo 1 estd dedicado a introducir los conceptos y técnicas -
bédsicas que utilizamos a lo largo de toda la tesis.

En el capitulo 2 estudiamos la convergencia de series de potencias en
dlgebras topoldgicas en términos de los radios espectrales y los espectros
de sus elementos.

El capitulo 3 estd dedicado al estudio de las bases en las dlgebras
topoldgicas y es donde damos la caracterizacién antes mencionada.

. Finalmente, en el capitulo 4 aplicamos algunos de nuestros resulta-
dos con el fin de dar una condicién suficiente para la existencia de una
funcion lineal multiplicativa continua entre ciertas dlgebras m-convexas.

Deseo expresar mi mads profundo agradecimiento al doctor Hugo
Arizmendi Peimbert por todo el tiempo, paciencia y apoyo que me
brindé a lo largo del desarrollo de este trabajo. Agradezco también al
doctor Carlos Herndndez Garciadiego por sus valiosos comentarios y su
apoyo. Finalmente agradezco a todas las personas que de una u otra
forma me apoyaron en la realizacién de esta tesis.

México, D.F. encro de 1996



Capitulo 1

Algebras Topoldégicas

En este capitulo presentamos los conceptos fundamentales que nece-
sitaremos a lo largo de toda la tesis.

En la Seccién 1 damos las definiciones de dlgebra topoldgica, al-
gebra localmente convexa, dlgebra m-convexa y dlgebra By. Estos son
los tipos de dlgebras con las cuales trabajaremos.

A continuacién damos algunos ejemplos de dlgebras familiares como
el dlgebra C{—o00, o0) de todas las funciones complejas y continuas en
la recta real, el dlgebra £ de todas las funciones enteras de una varia-
ble cogpleja, y el dlgebra K de todas las series de potencias formales

% = Y z,t" , y mostramos que son dlgebras de alguno de los tipos
n

=0
mencionados. También definimos el importante concepto de dlgebra
matricial, este tipo de dlgebras topoldgicas que juega un papel central
en esta tesis.

En la Seccidon 2 presentamos la estructura de las dlgebras m-
convexas; definimos el concepto de ¢l espectro de un elemento de un
dlgebra y la topologia de Gelfand asociada al dlgebra, asi como la tran-
formada de Gelfand de una tuncional lineal multiplicativa en el dlgebra.

Enunciamos y probamos los teoremas cldsicos de W. Zelazko que

demuestran que cualquier dlgebra m-convexa completa cs isomorfa, por
un lado a una subidlgebra cerrada de un producto cartesiano de dlgebras

5



6 CAPITULO 1. ALGEBRAS TOPOLOGICAS

de Banach, y por otro lado a un limite inverso de dlgebras de Banach.
Estos resultados son los que permiten llevar gran parte de la riqueza
de la teoria de las dlgebras de Banach a las dlgebras m-convexas, y en
mas de una ocasién son usados en esta tesis.

A continuacion presentamos el estudio del grupo de elementos in-
vertibles en el dlgebra dada, y las versiones para dlgebras m-convexas
de los teoremas de Wiener y de Gelfand-Mazur.

Luego probamos las siete caracterizaciones de W. Zelazko para el
radio espectral de un elemento de un dlgebra m-convexa. Definimos el
concepto de radical de un dlgebra m-convexa y damos sus correspondi-
entes caracterizaciones en términos de los radios espectrales.

Finalizamos la seccién con un importante teorema de representacién
de W. Zelazko.



1.1.. PRELIMINARES. , 7

1.1  Preliminares

1.1 Definicién.- Un dlgebra topoldgica es un espacio vectorial topol6-
gico dotado de una multiplicacién asociativa conjuntamente continua.

Sea A un dlgebra topolégica sobre C. Denotamos con ®(A4) a la
familia de todas las vecindades balanceadas v convexas del origen en
A. Una vecindad U es balanceada, si 0 € int(U) y AU C U para cada
complejo A con [A| < lyesconvexasialU +(1—-a)U CcU,0<a<l.

La continuidad de la multiplicacién en el origen significa que para
cada U, € $(A) existe una Ug € ®(A) tal que

) UplUp = (Ug)? C U

De aqui se sigue la continuidad conjunta en Ax A. Para verificarlo, sean
o, 40 € A, y Vo un elemento arbitrario de ®(A4). Debemos encontrar
una vecindad Vy € ®(4) tal que siempre que z € To + V3, ¥y € yo + Vp,
entonces Ty € oy + Va, lo cual es equivalente a

(zo + Va)(yo + Vi) C Zoyo + Va-
Esta tiltima relacién se satisface si
2oV + Voo + (Vp)* C Va.

Primero encontramos U, en ®(A) tal que 3U, C V,.- Por la relacién
(1) podemos encontrar Uy tal que (U)? C U,. Por la continuidad de
la multiplicacion por escalares podemos encontrar una A, 0 < A <1,
tal que Azg , Myo € Us , y escoger Vj tal que A1V, < U Entonces
tenemos ‘

26 Va+Vayo+(Va)® C AmpA W+ A" 'Wadyo+ A2 (Up)? € 3(Up)? C 3U, C V,
que era lo que desedibamos.

1.2 Definicién.- Un digebra localmente conveza A es un dlgebra topo-
légica que como espacio vectorial es localmente convexo.
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En est,e caso, la topologla puede estar dada’ mediante una familia
»{]]z|] },,eA de seminormas tal que para cada indice @, existe un indice -
Btal que _ :

lzylla < lzllallylls-

. i En efecto, sea {U} una base de vecindades convexas balanceadas del

B ’orige_n.' Para cada U definimos la funcional subaditiva de Minkowsky

“py'+ A = C como sigue:
B pylz) =inf{t >0: =/t e U}.
: Esta funcién estd definida en A pues U es balanceada.

Afirmamos que py es una seminorma en A:
1) py(z) > 0: por definicién.
2) pulyzr) = Ivlou(z), v # O

Sean py(yz) = ay pu(zx) =

YT A .
S GU=>A/V€U=>H2ﬂ=>l/\izh(ﬂ=>azﬁhl,

—EU=>:Y—€U=>[’y/\[>a=>|'y||)\l>a=>]/\|>

X ! l

‘ﬂ2m=>ﬂh|_>_a-

De esta manera tenemos que 7|8 = o, i.e. |vlpy(z) = pu{yz).

3) pulz +y) < pu(z) + puly):

Sean py(x +y) = e, pu(z) = By pu(y) = . Sean t y s tales que
xfteUyy/s€ U, entoncest > fy s > . Como

z _t =z y sy
t+s t+st Y T+s s+t s
Tenemos que
T Y t =z s




]

L1 PRELIMINARES: . © - i g

Ty
U, g
T €YY 5 ‘
= ts>a=bc> a= py,(zy) < pu,(y)

o ‘Fi'na]m'ente vemos que la topologia estd dada por la familia de semi-
normas antes mencionada: si U, € {U} entonces {z € Alpy, (z) <1} C
Ug.

~ Esto implica que la topologia inducida por {U} y por {py} es la
misma.

- U, — e U,
€U = is € Uy

1.3 Definicién.- Un dlgebra localmente convexa es m-conveza si la
relacion (2) puede ser reemplazada por

(3) lzylla < lizlallvlla
paratoda o € Ay z,y € A.

1.4 Definicidn.- Un dlgebra By es un dlgebra A localmente convexa,
completa y metrizable.

Su topologia puede estar dada por una sucesién de seminormas
{llz]l:}:en tales que

(4) llzll: < izl v =zl < Uzlin vl
paracadai € Ny z,y € A.
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: ‘1.5 Ejemplos:

CAPITULO 1. ALGEBRAS TOPOLOGICAS

1) El dlgebra C(—o00, 00) de todas las funciones complejas y contin-

2

3

)

Ry

uas en la recta real con las operaciones puntuales y las seminormas
lzlln = max |=(2)]

es un algebra By m-convexa.

Veamos que es m-convexa:

lzglla = _mdx |(zo)(®)] = mdx |z()y(t)] =
= _mix |zl < mix |=(¢)] mix ly(t)l
= llzllallylin-

Veamos ahora que es By:

Sea {zk}ren una sucesion de Cauchy en C(—~o0,00). Dada € > 0,
existe ko tal que para todas k, k' > kg, ||zx —zx||n < € para toda
n.

[lzx — zg|ln < € => |zk(t) — zx(t)] < € para cada t € [—n,n]. Pero

C es completo y {zx(t)}xen es de Cauchy, por lo tanto converge

en C; sea z(t) = k]im zx(t). Como la convergencia es uniforme
—00

en cada compacte {~n,n], entonces £ € C(—00,00) y {Zk}ien
converge a = en C(—o00, 00).

El dlgebra £ de todas las funciones enteras de una variable com-
pleja con las operaciones puntuales y con las seminormas ||z||, =~

ma(ix |z(t)], es un dlgebra By m-convexa. La demostracidn se hace
<n

en forma analoga a la del ejemplo 1.

El dlgebra K de todas las series de potencias formales con coefi-
o0

cientes complejos z = z z,t", con la suma usual y las seminor-
=0

- n
mas ||zfla = 3 il

i=0
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La multiplicacién ¢s la de Cauchy, es deci
oo ' ™ S
S ynt", entonces Ty = z =3 z;i", -donde
n=0 n=0 v
o un a\gebra Bo m-convexa. En efect,o,

il

n k
“z'y"" Z Zz:yk— < ZZ !Z.”yk—.l <'Z lztl Z‘kal
k=01i=0 k=0i=0 I—D k=i, .
< llzllallylls ‘

"y por lo tanto K es m-convexa.

Veamos ahora que es By, para demostrar ésto sean {r;}jen una
sucesién de Cauchy en K y € > 0; existe Ly tal que si [,I' > Ly,
entonces ||z; — zr||n < € para toda n. Sil,I' > Ly, para toda n,

€ >

3 (@) ¢ — 3 ((@e)e)

k=0 k=0

2"_: 20k - (@il

(aw)i) t*

n

Entonces para cada k, |(z)k— (zv )k} — - 0, pero ésto quiere decir

L-
que {(2;)x};jen €5 una sucesién de C'mchy de mimeros complejos
para cada k y por lo tanto converge en C. Entonces para cada k
existe un nimero complejo yx tal que (l'j)k —') Yk

P huide "]

(o]
Definimos el elemento y en K como y = 3 yit*.
fr

A continuacién demostramos que z; — y en K. Seann € Ny
J—*o0

€ > 0, como (zj)r —* yi, existe N tal que para j > N y para
k=0,1,...,n se tiene que |(z;)r — w| < ¢/(n + 1); por lo tanto

llz; — vl =

oo o
Z (z)ut* — 3 yt*
k=0 k=0

n
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=l lEk - ul < F e/ ) =
. k=0 g ST
-+ con ello hemos probado nuestra afirmacién.
'..4) Se'av.(ai:,n),' p € N, 0 £ n < oo una matriz infinita de nimeros

. positivos que satisfacen la condicion: para cada p € Nexiste
g € N tal que

(5) Opnim < Qgnlem-

- El dlgebra matricial A(apn) asociada con la matriz (a,,) es el dlgebxra
de-todas las series de potencias formales complejas

o0

o0
=3 zxz* tales que [zl = D |wklape < 00 Vp€EN
k=0

A(ap,) es un dlgebra bajo la multiplicacién de Cauchy.
Si
(6) 0<apn < apripn

paratoda p€ Ny n=0,1,2,..., entonces A(a,,) es un'dilgebra Bp ;

si p = ¢ en la condicién (5), entonces A(a,,) es m-convexa. Alt,n ),

p=123,...,n=0,1,2,..., es localmente convexa ya que sirny
o0 00

Alaps), T =3 zxz*, y = 3y, entonces

k=0 i=0
felts = i Jzxlaix < i Jzelaiv e = /s
k=0 k=0

k
> Tk

00 o
Ademas |lzyll; = Y [(zy)ilaie = > ik <
k=0 k=o[j=0
oo k 0o k
< 3 Imsllkeslaie £ 30 30 |2slluk-s] | @ir,i@isa - S
k=0 j=0 k=0 \j=0
<

(f: |Tk|ai+1,k) (,i |yj|ai+l,j-) < lzllellwh
k=0 j=0 ‘
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A(ap;n s ompleta se {:c,},eN una’ sucesnon de Cauchy en’ A(a,,,..)'.»"., .

existe: Lo(p; €) > 0 tal que si l > Lo(p, €,
:-‘Esto quxere decir que _" RS U

|(-’l7t)k| (Ix;)kla,,_k < e/ap,k vl > Lo(f, €).

Entonces {(l‘l)k}len es una sucesién de Cauchy en C Y converge a .
Consideramos ahora 2 = }: zxz*. Deseamos probar.que T € A(a,,‘,, )

k=0
Para ello calculamos

o0
Z fzxlape
k=0

IA

i lze — (z1)elapk

k=0

+ 2 mdlaps < Jim 3 {(me)k = (@)slap
k=0 k=0

+ e < €+ llzdis
para cada m, si | > Lo(p,€). Tomando ! fija, | > Lg(p, €), cada suma
o0
parcial estd acotada; por lo tanto Z lzklapk < ellzillp-

Por ejemplo, siapn =p", p € N, 0 < n < 0o, claramente se cumplen
las condiciones (5), con p = q, y (6). Por lo tanto A(a,,) es un dlgebra
By m-convexa. Por la proposicién 3.2 de [3], A(apn) es isomorfa al
algebra £ de las funciones enteras con la topologia compacto-abierta.
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1.2 Funcionales Lineales Multiplicativas y
el Espectro

Alo largo de esta seccién A denotard un dlgebra compleja conmutativa
m-convexa con unidad e, que es un espacio complejo localmente convexo
con un sistema de seminormas submultiplicativas ||z|la, o € A.

116 Definicién.- Sca A como antes. Denotamos con M#(A) el con-
junto de todas las funcionales no nulas lineales multiplicativas de A.
Denotamos con M(4) al conjunto de todos los elementos de M#*(A)
que son continuos y con M,(A) al conjunto de todos los elementos de
M(.A4) que son continuos con respecto a la seminorma || {|,. Decimos
que el dlgebra A es funcionalmente continua si M#(A) = M(4).

117 Observacion.- M,(A) C M(4) Cc M#*(A).

118 Definicién.- La topologia de Gelfand en M#(A) estd definida de
li siguiente forma: si fo € M#*(A) entonces la base de vecindades de
fren M#(A) estd dada por

Ufos e z1,22, ... 20) =

={f e M¥(A)| If(z:) = fo(z:)l <& i =1,2,...,n},

donde e >0y z),z5,...,Z, € A.
A1(A) es entonces un subespacio de M¥#(A4) bajo la topologia rela-
tiva.

1.19.- Sea ahora o € A, definimos
No={z € A:lz|,=0}.
éste es un ideal cerrado de A: si z,y € N, entonces
Iz~ ¥lla < lizlle + llylla =0,

locual implica que =z — y € N,. Ademéssi z € N, y y € A, entonces
lzylia < lzllalltlle = O, lo cual implica que xy € N,. Finalmente,
si {n)520 es una sucesién en N, que converge a T en A, entonces
0= l{znlla = }iz|la, lo cual implica que z € Na.
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Consnderamos al: algebra norma
‘Asx obtenemos un algebra normada
Aar

" El subespacio M,(4) C M(A) pu
hecho hay una correspondencna uno‘a: uno entre M(A
por:

a) y Mu(A) dada

@ MQ(A) = M(A,,)
F—@(Fy=f
donde f(me(z)) = F(z) y a : A — A/Nq < Aqa es el morfismo natural.
(La continuidad. de I respecto a ff |lo implica que f € M(A,)).
Es fdcil ver que ¢ estd bien definida, pues A/N, es denso en A,, y
que su inversa estd dada por ¢7!(f) = f om,.

Para comprobar que ¢ es un homeomorfismo, sea
V= v(fﬂ; € Wn(ml): 7rn($2)1 ey Wn(zn))

un abierto bdsico en M(A4,) y sea ¢(G) = fo. Ahora,
¢ (V) ={F € Ma(4): §(F) € V} =

= {F € Ma(4) : [8(F)(ma(z:)) — folma(z)] < & Vi = 1,2,...,n}
{F € Ma(A): |F(z:) = Gla)] < &, Vi=1,2,...,n} 3
u(G; €Ty Ty 11‘"-)7

que es un abierto bésico de Mg (A4), lo cual prueba que ¢ es co’htinu?.
: ‘Andlogamente
UG 631,22, - .., Tn)) = V(I(G); € Tal21), m(22), - . - , Ma(zn)),
lo cual prueba que ¢ ¢s abierta.
1.20 Definicion.- El espacio M(A) es el espectro de A. ,
1.21 Observacién.- Ma(A) es compacto Yo € A pues My{A) =
‘M(Aa). Ademis M(A) = | J MQ(A)

achA
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1.22 Definicién.- Sean4 como. antes

E A La transformada de
Gelfand de z es la funcién £

#:MA) T
Fe ()= f(=)
1.23 Observacion.- Z es una funci().n‘_cont.inua.

Demostracion:

Para € > 0, sea U = U(f;e;3) = {9 € M(A)|If(z) — 9(z)] < e},
entonces &(U) € B.(f(z)), donde B.(f(z)) es la bola con centro en
Sf(z) y radio e.

1.24 Notacién.- Sea A como antes. Denotamos con G(4) al conjunto
de elementos invertibles en 4.

1.25 Definicién.- Un dlgebra m-convexa A es una Q-dlgebra si G(A)
es un conjunto abierto.

1.26 Teorema.- (W. Zelazko). Sea A un algebra m-convexa. Entonces
A es isomorfa a una subdlgebra B de un producto cartesiano de dlgebras
de Banach. Si A es completa, entonces el dlgebra B es cerrada en ese
producto.

Demostracion: Sea {}{z|lo}acy un sistema de seminormas submulti-
plicativas que hacen de .1 un dlgebra m-convexa. Consideramos las
dlgebras A, y los homomorfismos naturales 7, definidos en 1.19. Sea
A= H Aq con la topologia producto y las operaciones definidas coor-
aEA

denada a coordenada. La asignacion 7 : A = A dada por w(z) =
(7a(z))a es el isomorfismo deseado. En efecto, 7 es inyectiva ya que si
(7a(z))a = 0, entonces mq(z) = 0 Vo € A, lo cual implica ||z, = 0
Va € Ay por lo tanto z = 0.

Sea (@ un abierto bdsico arbitrario de A; entonces existen Uays-- ,Ua
abiertos de 4, (1 £ i < n) respectivamente tales que :

O={z€ Az, €Uy (1<isn)}.



- ﬂ wn.’(Uu_)ftamblen es ablerto en A y asf K es continua. .
I—l
" Ademds 7 es claramente un homomorﬁsmo de dlgebras. Si A es
compleLa, A/N, = A, y por lo tanto 7(A) es cerrada en A.
' | ]

1.27 Corolario.- Sea A un dlgebra m-convexa con unidad e. Entonces
su topologia puede darse mediante un sistemna de seminormas submul-
tiplicativas {||z||a}aca tales que |lell. =1 Va € A.

Demostracién: m,(e) es unidad en 4, y por lo tanto se puede dar
una nueva seminorma en A, de tal forma que ||ma(e)lja = 1 Vo € A.

En efecto, sea ko = 77, entonces sea ||zfli = lizllaka. De aqui que
l7ale)llh, = 1. De esta forma A, queda renormada de manera que

lma(e)la =

Para z € 4, sea ||z||”a = |lma(x)]|4, para cada o € A. Asi obtenemos
la familia de seminormas con la propiedad pedida.
[ ]

En adelante supondremos que si {||z]la}aea s un sistema de semi-
normas que define una topologia en un dlgebra m-convexa A, entonces
llella = 1, en el caso en que A tenga una unidad e, y que cada vez que
contiene a un conjunto finito de seminormas ||z|la,,|Zlas, - -+, % |lan
este sistema contiene también a

lzlle = max {lizlja}- M

1<i€n

Sea A un dlgebra m-convexa completa con un sistema de seminor-
mas {}|z|la}aca que satisface las condiciones anteriores.

Para a, 8 € A, definimos o << 3 si ||z]|la es continua con respecto
a ||z||g,es decir, ||zlla < C|jz||s para alguna C. Por la condicién (7)
supuesta, esta relacién hace de (A, <<) un sistema dirigido.

Sean A, las dlgebras de Banach y 7, : A = A,, @ € A, los mor- -
fismos definidos en 1.19. Notese que aqui m, son proyecciones. Para
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o B € A'tal que 5>
- -normadas.(A/Ng, |zlis) -

B Como 7rn( Y o (Y Vi GA):z:,y €A, entonces

Teo,a(Ta(TY)) = 7al(zy) = mal2)7ma(y) =

o waa(m:(w)wﬁ(y))
R . Walg(ﬂp(l‘))ﬂu'g('lfp(y)),

: a‘si::qug Ta,s €5 un homomorfismo de .4/Nj; sobre A/N,.

“Debido a que ||zlla < Cllz|ls Yz € A, |Imas(ms(z))lla < Clima(z)lls
y por lo tanto 74,3 es un homomorfismo continuo y puede ser extendido
a un homomorfismo continuo a3 de Ag en A,.

1.28 Teorema.- (W, Zelazko). Sea - un dlgebra m-convexa completa.
Entonces A es isomorfa al limite inverso de las dlgebras de Banach A,
o € A, con los mapeos m, g, @, 3 € A, arriba definidos.

Demostracion: Por el teorema 1.26, A es una subdlgebra cerrada de

II Aa Sea (za)aca = (TalZ))aca, entonces ma5(zs) = Tas(ma(z)) =
acA

Ta{Z) = 2o Va, B € A. Por lo tanto A C ll{n Aq = A. Probaremos que

A es densa en A pues, siendo cerrada, coincidird con A.

Sea £ = (Ta)aca € Ay sea B € A. Como los bisicos V son inter-
secciones finitas de conjuntos de la forma

V,(i) = {y € A: “zﬂi - yﬂi"ﬁi < 5}

es decir,
n

Vv= ﬂ'\é(i‘),

=1
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sea | s
gg{/ll}”a

1.29 Lema.- Sea A como en el 'tedferﬁa ‘anterior. Si (Ta)aca € H A,
- T agA

¥ 7a,5(zg) = za siempre que § >> a, entonces existe un elemento z € A

tal que mo(z) = o V € A.

Demostracién: Como 7, 5(z5) = x4, entonces (Zo)aca € Ay por el
teorema anterior existe z € A tal que m,(z) =z, Va € A.
[ ]

1.30 Teorema.- Sea x € A. Entonces z € G(A) si y sblo si na(z) €
G(4,) para toda o € A. :

Demostracién:
Si z € G(4) entonces mo(z) € G(A,) porque es la imagen homo-
morfa de un elemento invertible.

Reciprocamente, si ma(z) € G(Aa) Ya € A, como ma(e) es la unidad
en A,, entonces

I

Taa(na(€)) = maa(mp(z)ms(z)™") =
Tap(na(z))  Tap(mg(z)™) =
770(-77)7"0#(7711(3))—1-

Esto quiere decir que mq5(75(x))"! = ma{z)~".

Tale€)

i

il

Asi que si @ << 8, entonces mag(ms(z)!) = wo(z)"!. Se cumple
la hipétesis del lema 1.29 para 2, = m,(z)~!. Esto implica que existe
y € A tal que ma(y) = ma(z)"! Vo € A.

Ahora mo(zy) = ma(yz) = mo(z)ma(y) = ma(e) Yo € A y entonces
zy = yx =e; ésto nos dice que = € G(A).
[ ]

{ULTIPLICATIVAS Y ELESPECTRO19"
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1.31 'i‘eorema.- (Propiedad de Wiener para dlgebras m-convezas). Si
A es un dlgebra como antes, entonces z € G(4) st y sélo si Z(f) # 0
para toda f € M(A).

Demostracion: La propiedad de Wiener se cumple en dlgebras de
Banach; es decir, si B es un dlgebra de Banach y y € B, entonces

Yy €G(B) & y(f) #0VYSf € M(B).
Por lo tanto, para = € A, tenemos que
Ta(Z) € G(Aa) & Tal@)(fa) # 0V fa € Ma(A).

(=):Sea z € G(A), entonces ma(z) € G(Aa) Yo € A y por lo tanto
~ Talx)(fa) # 0V fa € Ma(A). Si f € M(A), entonces f = fo € M(Aq)
para alguna a; por lo tanto Z(f) = #(fa) = fa(z) = (f o e ){(z) =
f(ma(z)) = ma(z)(F) # 0.
<=).Si % 0, entonces f(z) # 0 Vf € M(A); en particular f(z) # 0
Vf € M{(A,) y por lo tanto (f owa)(z) # 0 VS € M(A,), es decir,
7a(T) € G{4a) Va € A. Entonces 2 € G(A).
a

1.32 Teorema.- Sea A un dlgebra m-convexa con unidad; entonces la

operacién  +— z~! es continua en G(A).

Demostracién: Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A
es completa ya que si A no es completa, la sumergimos en su com-
pletacién 4. Entonces si mostramos que la operacién = — 7! de
G(A) en si misma es continua y la restringimos a G(A), entonces la
operacién también es continua de G(A) en si misma pues A es densa en
A. Supongamos que {z;} — zo es una red y z; y zo € G(A). Entonces
para cada @, {7a(z:)} — 7ma(z0) en A, (pues 7, es continua).

Pero A, es de Banach y ahi la inversién es continua, entonces
{Ta(zi)} = {malze)™'} = 7alzo)™? = 7a(zg?), asi que {z;'} — z5!
en A.

[ ]

De aquf se sigue el Teorema de Gelfand-Mazur para dlgebras m-
convexas:
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: 1 33 Teorema - Sl A es.un algebra
0 C) y A =g(A) U {0}, entonces A = ]R C, OQ el
A=0C en el caso complejo .
Demostracién: Véase el teorema de AfehS [1]
En el caso conmutativo el teorema anterior ‘s‘e’

1.34 Teorema.- Sea 4 un dlgebra conmutat,wa
con unidad e. Entonces M(A) es no vacio.

Demostracion: Sabemos que M(A) = U Ma

Como A, es de Banach V « € A, entonces M(A.,)
aqui se sigue la afirmacién.

En lo subsecuente 4 sera un dlgebra conmutativa, compleja, com-
pleta, m-convexa y con unidad e.

1.35 Definicion.- Sea = € A; el espectro dé z en A es

o(z) = {A € C |z ~ Aeno es invertible en A}.

1.36 Teorema.- Si x € A, entonces

o(z) = £(M(4)) = 2(M*(A)) = oau (ma(x))-

Demostracién: Por definicién o(z) = {A € C | 2 — /\e ¢ £ G(A4)}),
entonces A € o(z) si y solo si existe f € M(A) tal que 0 = (z = Ae)(f)
= f(z — Xe), es decir Z(f) = f(z) = A; esto es, A € Z(M(A)) y. por lo
tanto A € .'L(M#(A)) Esto dice o(z) = (M(A)) C F(M#(A4)).

Como M(A) = | | M,(A), entonces
aGA

A€ o(z) & A € EHM(A) =& (U MQ(A)) = U #(Ma(4)) =

aEA acA
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S SATE z(M#(A)), entonces 3 f € M#(A) tal que A = Z(f). Esto

- xmphca que ‘A = f(z), lo cual dice que f(x — Ae) = 0 y por lo tanto

‘Z°=")\e no'es invertible; por lo tanto, por la propiedad de Wiener para

algebras m-convexas, 3 g € M(4) tal que g(r — Ae) = 0 y entonces
='g(z). Asi tenemos que Z(M#(A)) C T(M(4)).

1.37 Observacidn.- Del teorema anterior se sigue que para
F e M*4A)yxr e A F(z) = f(z) para alguna f € M(4), donde f
depende de z.

En efecto, si F' € M#(4) entonces £(F) € F(M#*(4)) = F(M(A)).
De aqui que Z(F) = Z(f), con f € M(A).

1.38 Definicién.- Para x € 4 definimos el radio espectral de z, R(z),
como
R(z) = sup{|A| [ A € o()}.

Obtenemos a continuacion algunas caracterizaciones de R(z):

1.39 Teorema.- {(W. Zelazko). Sea x € A, definimos
a) my(z) = sup lim, fla™ e,

b) ra(z) = suplim sup {/|z"|, donde cl supremo se toma con respec-
i n

to a todas las seminormas continuas en A,



: .v”»\;‘; S Yoss i ST
i {7 [3{an}ire, an €C, tal que Y a, A" tiene radio de
; “convergencia =T y.-y_ a,z". converge en A} .
y IR n=0 ’ ’
~g) T7(x) = inf{r | V {az}3%q @ € C;'si Y ap, A" tiene radio de
‘ T . L DO n=0 X
< convergencia = r, entonces Z a,z" converge en A}.
. ‘ . n=0
Entonces r(x) = 12(z) = 13(z) = r4(z) = rs(x) = re(z) =
© 11(2) = Rz).
- -Demostracién: Claramente rz(x) > r1(x). Por otro lado, para cualquier
seminorma continua | | en 4, existe una constante ¢ > 0 y una a € A~
tal que |z]| < cljz||la Yz € 4, por lo tanto

“T—;i‘;p vlzn < Jim, Jellztlla < niz);

entonces 7y (r) = ro(x).

Ahora probamos que r(z) 2 ri(x). Si f € A°, Jc > 0 tal que
|f(x)] < cllzlja V = y para alguna o € A. Entonces | f(z")| € c}|z"]|a-

De aqui que {/|f(z")| < {/c||z"||« y por lo tanto
lim sup {/}f(z")] < lim {cllz"]la = -

lim ¢/ /(@) |l = lim liz"lla < 71 (2).

n—od n—oo

Asi ra(z) € ri(z) y tenemos ri(z) = ra(z) > ra(x).




”‘Pero claramente R(:z:) —vrs(:c) Probamos ahopa que R(z) > L (r)
n Observamos que R(z) > Paa(Ta(z)) puest;o que o

Pha (’ra(T)) =sup{|Al | A e 04“(nn(x))} =sup lfma (Wn(x))l

Ly, que : ' :
04, (Ta(2)) © U 04, (ma(2)) = oa(z).
acA

Nos falta probar que pa, (7a(z)) 2 /||2"%||a- Pero

- Paa(ma(@) = lim {fliral)"[ly = lim /limalz)lls = lim §llz"]la
y por lo tanto R(:l‘) 2 pas(mal(z)) = supnh{xgo llz*lla = 71{(z), asi que
R(z) 2 ri(z).

Esto quiere decir que r(z) = ro(z) = r3(z) = ry(z) = rs(z) =
R(x).
Es claro que rg(z) < r7(z).
Si r¢(x) = oo, no hay nada que probar. Supongamos entonces
que rg{z) < co y sea 1 > 7g(z). Entonces existe una sucesién com-
e

pleja {a,}52, para la cual la serie Z a,z" converge en A y tal que
n=0



2.2 A FUNCTONA

2 AT es menor

=l nbdio (Ie ,cbil'vér'génc S
. - L=

1

<jile I, o dec1r, r > (llm sup {/|a |) . Oy equwalentemente, g
- oo N

]ml su°up Hlax Entonces Lcnemos que 7" < ]a,,| para un nimero in-

Hito o desub>indices n. Por otro lado, como Z a,z" converge en A, se
n=0
tioe sque||@nz’f -~ 0Ve € A Esto implica que existe una sucesién
creiweniede enteros {k,} tal que ||r—*°zk o < flag,z* fla —3 OV a €
A Po'orlotamtoVf € M(A) existen & € A y una constante ¢ > 0 tales
que
Ff/r)o) = [z < elja®r = fla —2 0.

Lugozo ¥/ € M(A) se tiene que |f(z/r)| < 1, por lo tanto -—]f(:l:)] <ly
enomees|f ()] < 7. Asir(z) < ry tenemos que rg(z) > r,,(z) = R(z).

Soislo nos  falta probar que r4(z) < R(x). Si R(x) = oo, entonces
laafiirmaciéx o5 clara. Supongamos que R(z) < oo y sear > R(z) =

7).

Ps%aralod A seminorma continua |z,
, z" x
11 sup /|(z/7)|" = lim sup-—l-———l < -TZLZ»< 1.
. N0 n—o0 T r

N o0
Lugigo Y ( /7)* ©s convergente en A y por lo tanto r > r7(x). Asi
nd

que U tenemoss la implicacién r > R(z) = r > r(z), lo cual dice que
T{g) () < R(=).

Lila silnacion es

""I(I‘)(‘ =n{z) = r3(x) = n(x) = r5(z) = R(z) > r4(z) 2 74(x) = R(=z).

Denaqnise sigue el teorema:
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.1 40 Observaclones -

1) sife M#(A), entonces ker_f es un |deal méximo de A.

S 2)-8 f e MA), entonces ker j es un 1dea] cerrado de A pucs
ker f = [7(0).

1,41 Defirricitn.— El radic_al'ilé\A

d(A); es la interseccion de todos
los ideales imdximos de¢ A.- ST

1.42 Teorema.- El radlcal de A es
(1) Rad(.4)= ﬂM#(A) e,

(2) Rad(A)=[T) M(A

(3)-(9) Rad(A) = {z € 4]7‘,(:1:),
definido como en el t,eorema 1 -10

(10) Rad(A)= {z € A|R(z) = 0}
(11) Rad(A)={z e AVy € 4, e+ 1y € G(4)}.

o y se describe como:

Demostracién: Es suficiente probar las férmulas (1) a (11) ya que,

por (2),el radical s cerrado por ser una interseccién de cerrados. Por

el teorema 140, las relaciones (3) a (10) son equivalentes, asi que basta

con probar (1), (2)y (11). Como {(YM#(d)= ([ ker f, tencmes
fEM#(A)

que Rad(A4) ¢} M¥(A) S M(4).

Sea z € {M(A), entonces f(x) =0 Vf € M(A). Asi fle + zy) =
fFle)+[(x) fly) = Jle) = 1Yy € 4; luego (e+zy)” (f) # OVF € M)
Esto dice qee +zy € G(A) Vy € 4; de aqui que € R donde
R={re Ae+ xye G(A)Vy € A}. Por lo tanto [ | M(A) C R.

Probamos ahiora que R € Rad(A). Sean x € R y M un idul
maximo de 4; r1ccesitarmos ver que z € M. Supongamos pues que
z ¢ M, entonces el ideal mas pequefio generado por M y z, a saber
M +{r) 2 M. Peroesosignifica que M +(z) = A y por lo tanto existen

1, 2,.. s -donde Ti Gslf

1 1 e

B
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“mp € M ¥ o e A tales que mo +yo
" porque-z € R,:10:cual es’una contradlcclo‘
.. tanto Rad(A4 CﬂM# A)CﬂM(
: lgmldad deseada

1.43 Definicién.- A es un algebr semlsnnplc si: Rad(A)

1.44 Observacién.~ Si A es: sem151mple Va € A entonces A—hmA o
también es semisimple. o :

En efecto, Rad(4) = nM(A) n (UA M(Au)) = LéJA ((’TM(A.;))'
0. :

El siguiente ejemplo muestra-que el reciproco de la observacién 1.44
no es cierto, aun cuando A es un Algebra By.

1.45 Ejemplo.- Sea Ap un dlgebra de Banach conmutativa, semisim-
ple con unidad ¢, con la norma ||z]|. Sea ||z|jo una norma continua
submultiplicativa en A tal que la completacion de 4p en la norma || ||o
no es un dlgebra semisimple. Por ejemplo podemos tomar

AO = clv para z = {6"};.7:07 “I“ = Z |£n| Yy ”.’L‘”o - Z lfnl

con la convolucion. Definimos a A como un algebra de sucesiones,
z = {z(n)}5%0 z(n) € 4 tales que |z|; < oo, donde

(1) [2l: = sup{lz(DIl l=(2)lf, - - ., Nz @), = (Z + Do, .- -}

parat=1,2,...

Esta es un dlgebra By, m-convexa, semisimple con las seminormas
definidas anteriormente y con las operaciones de dlgebra coordenada a
coordenada. Probamos estas afirmaciones a continuacién:

[(A, 1] Hl:) es Bo): Si {2*¥}22, es una sucesién de Cauchy en A, en-
tonces |z¥ — zk2|; — O si ky, ky — co. Luego

¥ (5) = 2 ()l 0 si j=1,2,...,i



sk > i Entonces {z*} converge a'z’

98 . .. CAPITULO 1. ALGEBRAS TOPOLOGICAS

et (J) = Z"’(J)Ilo‘ .
Sea 1‘(]) Ilm :z:"(J), con la norm

y.con la norma I |[o

A Notese que T€EA pues
_ para cualquier i, |z; < |z — z*|i+ fak] < 0.
[CA ) |ls) es m—convexa] Sean .'c,y € A entonces

sup{||(zz) (1)}, ll(-”-‘y)(z)ll, ‘-~:||(Iy)(1)|| Hew)@E+ Dlo,...} =
sup{[lz()[[lw(D)l}, - @ g @, 126 + DliollyG + Dllo, - - -}
sup{jlz(),. - :llx(l)ll Nlz(@+ 1)lfo, ..} -

ssup{||ly(W)ll -+ H @I, fy G+ Difo, - S} =

izlilyli-

fzyli

4:/\ I

TAA 1) es éemisimp]e]: Como {lz()™ < 12", § = L,2,...,iy

"z(j)n" < *xnlir J=14+1,% + 2,..., entonces \"/ ”:t(])"“ < \"/ Ixnli! Jj=

1,2,...,% y por lo tanto Lm y |[a.'(j)"|[ < Iim Sz, §=1,2,...,8
Luego lim {/llz(5)"|l < s1p Jim {/fa;

Sea {||z]l;}ien un sistema creciente de seminormas submultiplicati-
vas continuas en A que determinan la misma topologia que (1). Pro-
bamos que para una 7 suficientemente grande, el dlgebra de Banach A;
correspondiente a [|z]); no es semisimple.

Por lo anterior existen constantes ¢; y ¢z y enteros z y m tales que

lzh < allzlf; < ez)m Vz € AL

Como |z|; es una norma en A, entonces ||z||; es también una norma en
Ay A; es la completacién de A en esa norma. Sea 0 #% 1y € Ay tal que
Jim {/lz(0)"[lo = 0. Sea z = (0,0,...,0,z(0),...) € A.

i lugares

Tenemos ||z*[}i < &|z™m = Z[|2(0)"[lo. Asi que Jim {/liz*(]: =

Jim (‘,—"1‘(0)"”0 =0y z # 0. De esta manera A; no es semisimple y

tenemos eI resultado deseado.
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1.46 Corolario.- Si A es semisimple, entonces el mapeo de Gelfand
z — £ de A en C(M(A)) es uno a uno.

Demostracién: Supongamos & = 0, entonces Z(M(A)) = 0 y por lo
tanto o(z) = 0. Esto implica que z € Rad(A) y entonces z = 0.
| ]

1.47 Teorema.- (W. Zelazko). Sea z € A y sea @ una funcién holo-
morfa en un conjunto abierto /4 C C que contiene al espectro o(z).
Entonces existe y € 4 tal que

f(y) = 2(f(=))
Vf € M(A), es decir,
#(-) = @((-)-

Demostracién: Sabemos que 0.4(z) = | Joa, (ma(z)), entonces

Gsa(ma(z)) C U

y: por un resultado conocido para dlgebras de Banach {22}, existe un
elemento y, € 4, definido por

o= 5 [ R(O)(Ee — mala)) e

a

Y

donde [, es una trayectoria en U que rodea a o, (ma(z)). Mds atin,
ya Do depende de la eleccién de [,. Si 8 > «, entonces

Tosltp) = Tos |5 ., BlENEE — mple)de] =

27

= '2';?5"""’ [/n, q’(f)(&e—”n(z))”‘df] =
= “1“/1, ‘f(E)(Ee— 7a(2)) ' dE = Yoo
J:l

2

si I3 rodea a ga, (7a(2)) y 2 04, (7a(z)).

Por el lema 1.29 existe y € A tal que y, = 7a(y) para cada o € A.



B0

Slf eM(A) sed

1.48 Observacién.- Por el teorema 1.4 podemos escoger y tal que _
fly)= ‘I’(f(l))Vf € M(A, i

Cerramos el capltulo enunc:ando lma propos:clon que usaremos mas
adelante. . . SERE

1.49‘Proposici6n.- Sea A un dlgebra con. unidad, la c¢ual tiene una
seminorma submultiplicativa || |]. es decir, |Jzy( < “7:]( yll vz, vy €
A. Entonces existe lim Jlz™" para Loda €Ay lim flzmift/n =

inf {fjz"}j*/"}.
Demostracion: Sea r{z) = igf{”i‘"}]‘/"}. Probaremos que
r(z)'= Jim [l2")".

Sean 7 =r(z) y € > 0, sea k tal que [[zf|['/* < r +e¢.

Cada entero positivo n puede expresarse como n = p(n)k + q(n),
donde p(n), g(n) > 0y g{n) < k — 1. Como Lg( (n) =, 0 tenemos que
Lp(n)k = 1, entonces [[z"||'/ < flzk |7 - Hz"”‘/" < r+e Esto
implica que ||z"}|!/" < r 4 ¢ para n suficientemente grande. También
sucede que 7 < [|z||'/" para toda n. Por lo tanto r = lim fjz*}|'/".



Capitulo 2

Convergencia de Series de
Potencias

En este capitulo presentamos los resultados que hemos obtenido. Estos
relacionan al radio espectral de un elemento z de un dlgebra By, com-
pleja conmutativa, m-convexa A, con unidad e, con la convergencia en

o
la misma élgebra de las series de potencias Y a.z", con cocficientes

n=0
complejos. Varios de estos resultados surgieron al estudiar el conjunto
de endomorfismos de ciertas dlgebras localmente convexas, a saber, el
de las algebras matriciales.

A lo largo de esta seccion A denotard un dlgebra By, compleja,
conmutativa, m-convexa y con unidad e.

2.1 Definicion.- Sea {}] ||;}ien una sucesién de seminormas que definen
la topologia de A. Sea z € A, definimos

Ry(z) = Yim (||z"}l)"/"
para cada ¢ € N.
2.2 Observaciones.-
(1) Ri(z) S Rini(z) Vie N,
(2) sup Ri(z) = R(z).

31



- CAPITULo'z CONVERGEN(

o, 3 Proposncnon S a

. entonces Z a,z" converge en A &
=0
cada p € N
Demostracién:

<) Es inmediata.”

=>:) Supongamos gue Za,.:c‘,_

converge en A8
- n—O FEARTER

es el"radio’ de

comexgencxa de Z a,l ", .’entonces T >

n_O
139
Por ]o tam’o, el radxo de convergencia de, Z |an] A% es r'> r7(J:) )
a0’

i entonces Z [an A" convergp en D (0) 2 D (0) en’ caso de.que a’= oo

(hclm serie gonvcrge en todo C.
Para p un entero positivo arbitrario, sea p € R tal que
O<R,(z)<p<a<rm
eﬁr.onces existe k € N para el cual n > & = ||z"]|}/® < p'y por lo tanto
oo oo

lz"lts < p7; esto dice que D |ag|||z™]l, < 3 lan|p™ y como esta ditima
n=0 n=0

o
converge en C, entonces Y |a,|)lz"||, converge en C.
a=0

2.4 Proposicidén.- Sea T € A tal que

(1) Ri(z) < R(z) = a,,vivélN;a’;‘o'.




Enronces Z apz" converge en A para cada serie Z a,.A" q'u'evt,'énga :
=0 SRl Umme
radio’ de convergencxa mayor o xgual que a :

Demostracién: ’ .Sea r'el radlo de convergencm de Za,./\" y supon-

gamos que r >: a: Para p.un entero positivo arbltrano, sea p € R tal

- que R, (a:) < pi< a Procedxendo como en la pruecba de la proposlmon

2. 3 obtenemos que Z |a,,|||:r,”|]p converge, y, por la misma proposxcxon,
v n=0

Z a,,a: converge en A.

n=0
[ ]

2.5 Proposicion.- Sea z € A. Si o(z) es un abierto en C y R(z) = q,
o0 oo

a > 0, entonces 3 a,z" converge en A para cada serie »_ a,A" que
n=0 n=0
tenga radio de convergencia mayor o igual que a.

oo
Demostracion: Sea r el radio de convergencia de Z a,\*. Sir >a,
n=0

sea f la funcion definida por f(A) = i a,A"; f es una funcién analitica
en el abierto Dp(0) que contiene a'i=gspect.ro de z. Entonces por el
teorema 1.47, existe y € A tal que y = f(z) = i anz”
n=0 .
La hipétesis R;(z) < R(z) Vi = 1,2, ..., es necesaria en la proposicién
2.4 como lo muestra la siguiente:

2.6 Proposicidn.- Sea z € 4. Si existe un entero positivo p tal que
®) Ry(z) = Rp(z) = - = R(z) =@, 0<a<oo,
entonces -
(i) existe una serie ) a,A" con radio de convergencia igual a R(z)

n=0
o0

tal que Y a,z" no converge en 4,
n=0
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(n) ex1ste una serle

tal que E b,,z converge en’ A

n=0

Demostracxon (1) Con5|deramos la' serie Z(t/u)" que tiene radlo :
n=0
de ¢onvergencia a.

o0
- n ~n 0 .
Supongamos que E (z/a)” converge en A. Entonces a™ "z e 0;

n=0
por lo tanto |la™"z"||, — 0 Vp. De esta forma tenemos que
H —-n n . :
Jim [a7"|lz"l, =0 Vp.

Por otro lado R,(z) = R(x) implica que lim ([|z”|})!/" = inf(|jz"||,)"/" =

a; de aqui que (Jlz"||,)/" > a y por lo tanto 12212 > 1. Esto nos dice
que a~||z™||, # 0, lo cual es una contradiccion.

(i) Sea {n;}32, una sucesién creciente de enteros positivos tal que
pli{g("z""”,,)”"” =ay ||lz"|}" #0,p=1,2,.... Tomamos la serie
= 1 1
b(A) = ) ——— ( ) A
2 Ty (el

p=1 (B2 ™

es claro que el radio de convergencia de b(A) es a. Por otra parte

bz) = 3 (#) 2 e A

ya que

1€)llq

|
10
B
il—‘
=
N TN
- &

[~
Na—
",

3
—_
=

1 np
= XL \@ )2) =1+ 3° ((n )2) =l

p=q+1



;- Entorces’b(x):
para cada semingrma | or:lo tant

2.7 Proposicién.- 'S_éa.
abierto en C, entonces’;

(o),

Demostracién: sto esun o‘sjciohés 25y
2.6. .

Sin embargo, el reciproco no es.cierto como lo muestra el siguiente:

2.8 Ejemplo.- Sea A = C[0,2r) el élgebra de todas las funciones com-
plejas y continuas en [0, 27), con las operaciones usuales y la topologia
compacto-abierta. La topologia de A puede definirse mediante la fa-
milia de seminormas {|| f};}ien definidas por:

Iflli = sup |f(2)]
o<t

donde {¢;};en es una sucesién creciente en [0, 27) que converge a 2w.
Sea I(t) =t para cada t € [0, 27); entonces R;(/) = t; paratoda i€ N
y sin embargo o(I) = [0, 27) que no es abierto en C.
2.9 Proposicion. Sea z € 4 tal que

Ri(z) < R(z) =a<oo VieN
Entonces no existe ningiin clemento A € o(z) tal que |A| = R(z).

Demostracidn. Supogamos que existe A € o(z) tal que |A\| = R(z).

Consideramos la serie z cuyo radio de convergencia es |A\|. Ahora
1—0
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: A
pero (z = Ae)! == E
N RN i=0

: _ N

2.10 Definicién.- Sea A un dlgebra como antes. Sea z € A un ele-
mento fijo. La sucesién {z"},»o es una base ciclica de A si para cada
T € A existe una unica sucesion de escalares {A;(z)}i>o0 tal que

n (=]
T = '}Lx{_loz,\,-(z):‘ =Y \{(z)z
i=0 i=0
Observamos que 2% = e es la identidad.

Siz= Z M)ty y= Z,\ (v)=, su producto estd definido por

0 i=0,

= (ij Ai(z)"‘) (i /\i(y)zi) = il/\i(zy)z"

i=0
bvdonde A (zy) = Z Aij(T)A5(y).

2.11 Ejemplo.-

Sea 2 una regién simplemente conexa en el plano C y sea H(f2) el
dlgebra de todas las funciones holomorfas en €, dotada de la topologia
compacto-abierta. Entonces H(2) es un algebra conmutativa By m-
convexa con identidad 1. Si 2 = C, entonces H(?) = £, el dlgebra By
m-convexa de todas las funciones enteras.

Si 2 es un subconjunto propio de C, sea ¥ : @ — D un mapeo
conforme de 2 en el disco unitario D. Entonces para cada f € H(Q),
tenemos que

@)= f (w) = Eanw = Zan(w( ne

n=0 n=0



+(0):es el disco ablerto de radlo ' con” centro en: el.ongen s"
D (0) C sir = [6] :

) es la sxgunem,c

2.]3 Proposxcxon - Sea A un algcbra c01
© >0, entonces

ofr) es ablerto & R,(:t) < I?(a:)Vz E ‘N.
Demostracién:
<=): Probaremos que o{x) = D;(0).
Por 2.12 sabemos que D,(0) C o(z} y por 2.9 tenemos la igualdad.

=): Supongamos que D, (0) =a(z), eutoncés, por {21} lema 3.1, D,(0)
es homeomorfo a M(A). Por otro lado M(A4) = {J M;(4) =
ieN
{J M(A) y por lo tanto o(x) = Usen M(4:). Entonces para
ieN
cada i € N, existe f; € M(A;) tal que max{{f(z)||f € M(A4;)} =
Ri(z) = | fi(z)]. Porlotanto existe A € D.(0) tal que Ri(z) =
RN =1A) <.
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2.14 Proposicién.- Sea A un &dlgebra como antes, sea’®T CE. A tal que :
{z"}22, es una base ciclica y ademds o(z) es a.blerto Entonces G'(J) es’

abierto para toda y no constante en A.

Demostracién: Sea y = Z y(n)z" un elemento no constante de A.-

Como o(z) es abierto, si R R(:t:), tenemos o(z) = Dg(0). Sabemos
que o(z) = E(M#(A)) = {f(z)|f € M*#(A)}. Por otro lado o(y) =
FM#(A)) = {f()|f € M#(A)}; entonces

vlota)) = (w@s € Mo} = { S smseris e My} -

={#(Evomr)

Pero la funcién

f e MHA)} = LIF € MH(A)} = o).

e .
A 3 y(n)an
n=0

es holomorfa y por lo tanto o(y) es abierto.
[ ]

2.15 Definicién.- Sea {y;}2, una sucesién en un espacio vectorial
e

topoldgico E y supongamos que la serie y = Zy; converge en A. Sea
i=1

7:N — N una permutacién. Si la serie Zy,(,) es convergente para

cada permutacxon 7 aplicada al mismo elemento Yy, entonces decimos

que Zy, es incondicionalmente convergente. Una base {z;}2; del
i=1

espacio vectorial topolégico £ es llamada base incondicional si cada
oo

serie £ = Z Aiz; en E es incondicionalmente convergente.
i=1

Si una base ciclica de un dlgebra Bj, m-convexa es incondicional
entonces el algebra misma es especial en el siguiente sentido:

Teorema (S. Watson) [21].
Sea A un algebra Bp con base ciclica incondicional {z": n > 0}. En-
tonces



-.7:39

i) o(z) es tinicarnente abierto o compacto..

2:16 jPi'oboslicié
incondicional {z7:

Demosi_;rag:ién; Seay = 1

n=0-

y:D — C como y(A) = 3 y(n)A®. - Sabemos por el Teorema de S.

n=0 3
Watson anteriormente mencionado que y(A) es una funcién analitica
en D v continua en D.

Como y(D) = a{y) = {/»(y) : |A| £ R(z)}, entonces, por el princi-
pio del mddulo maximo, existe Ay € C tal que |y(Ao)| = (y).

Por otro lado, fy, : A — C dada por fy,(w) = w(Ap), es continua y
por lo tanto existe g € Z tal que |fa,(w)| < |fw]], para toda w € A. Si
w = y", tenemos que |3"(Mo)] < [ly"lly Vs pero ¥ (o) = (y(o))"
ya que fy, es multiplicativa. Por lo tanto |y(do)l = |y"(A0)|V" <
(ly™)la)7" Vn. Entonces R(y) = ly(o)| > Ry(y) 2 [y(Aa)l- De esta
manera R(y) = R4(y) y se cumple la condicién (2).

| ]

Observamos que un dlgebra matricial m-convexa A(q,,) siempre
tiene una base incondicional. Esto se debe a la siguiente

Proposicién.- (T. Hussain) [14].

Sean E un espacio de Fréchet con un sistema de seminormas || ||, ¥
{z;}?2, una base de E. Entonces las siguientes condiciones son equiva-
lentes: )



o Z: Aj.Zj, también converge en E. ’ .
k=1

Recordemos que una Q-dlgebra (Def. 1.25) es un dlgebra topolégica
en la cual el conjunto de sus elementos invertibles es abierto.

2.17 Proposicién.- Sea A(a,,) un dlgebra matricial, Bp, m-convexa
con generador = tal que R;(z) < R(z) para toda ¢ € N. Entonces
A(ap,n) no es una Q-dlgebra.

Demostracién: W. Zelazko [24] probd que en una dlgebra A compleja,
conmutativa, m-convexa, con unidad e, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) o(z) es acotado para toda = € A,
(ii) o(z) es compacto para toda x € A,
(iii) A es una Q-dlgebra, m-convexa, completa bajo alguna topologia.

Si R(z) = oo, entonces = € A(apn) tiene espectro no acotado y
por lo tanto, por el teorema {24] de W. Zelazko, A(apys) no es una Q-
dlgebra.

Si R(z) < oo, entonces o(z) es abierto por la proposicion 2.14.
Entonces o(z) no es compacto y por lo tanto, por el mismo teorema de
W. Zelazko, A{apn) no es una Q-dlgebra.

[ ]

2.18 Proposicién.- Sea A(q,,) un dlgebra matricial. By m-convexa
con generador = para la cual existe ¢ € N tal que R;(2) = --+ = R(3).
Entonces A(a,,,) es una Q-dlgebra.
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Demostracién: Como en este caso R(z) < 00, DR(,)(O) es compacto
Como en la prueba de la proposicién 2.16, para toda z € A(apn),
o(z) = z(Dp=)(0)) pues z es una funcién continua en Dg.)(0); por lo
tanto o(z) es acotado para toda z € A(a,,) y entonces, por el teorema
[22] de ' W. Zelazko, A(apyn) es una Q-dlgebra.

n

A continuacién presentamos un ejemplo de un dlgebra localmente

. convexa, completa y no metrizable B que coincide con un dlgebra ma-

tricial ‘/A({w}) con generador z, donde Ra(z) = R(z) = 1 para todas

las seminormas || |l que definen la topologia de A({w}) y tal que

. , e

ninguna serie' de potencias Z a, A" con radio de convergencia 1 es tal
n=0

oo
que S anz" converge en el dlgebra A({w}). El dlgebra B es el dlgebra
" n=0 '

00
- de serie de potencias complejas z baz" tales que el radio de conver-

n=0
gencia de Z b,z" es mayor que 1.

2.19 D_jemplo Sea {w}={wlw= (w(n))n_b, w(n) > 0
¥Yn=0,1,...y tales que lim (w(n))1 " =1y w(n+ m) < w(n) w(m)
Vn,m=01...} Ol : .

Deﬁnimus
A({w}) = {ianzn :
‘An=0

Afirmacién.-

oo.
2 on
n=0

w n=0

> Ia;lw(n) < oo} :

o0 o0 ’

A({w}) = {E anz"': Y an2" tiene radio de convergencia > 1} .
n=0 n=0

Demostracion. Sea

o0 0o
= {Z a,2" © Y ayz" tiene radio de convergencia > l} .

n={) nu=0
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converge en A({w}), entonces Ea,,/\" tlene radio
LETNY =0 n=0
: de convergencxa >1. Pero no puede ser 1.

Para probar esto sea E a, A" una serie de potencias con radio de
: n=0

convergencla 1; entonces y lan{A™ también tiene radio de convergencia
n=0
1. Consideramos una sucesién estrictamente decreciente {€i}2, tal que

lim¢; = 0, y otra sucesién estrictamente creciente {.MJ}J=l tal que
1—00

lim M; = 00. Para ellas existe otra sucesion

1= 00

ki <ky<...

con la propiedad siguiente:
. .
37 laal(1 + &) > My,

n=0

k) ko ’
Z |a,,|(1 + € )'l -+ Z Ia,,l(l +€2)n > A]g,

t  kjina
Z Jaa (L + )™ + Z Z lanl(1 + €41)" > My Vi,
n=0 J=ln=k;+1

puesto que Z lan|(1 + €)" = 00 V€.

=0
Deﬁmmos w(n) = (1+e)" (w(n)),,:o € {w} pues claramente
a) Jim (w(m)/" = 1,

b) w(n+m) < w(n) w(m) v n,m=0,1,...
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y .sin ‘embiargo, ‘por.construccior

=0 T
}; tenemos:. _ -

o] = Slaiu(ny=33

n=0 w n=0 n=

-pero .como’ "lig.low(n)l/" = 1, entonces a -partir ‘de  cierto rango,

. o
w(n)/"<r y por lo tanto Y laa|(w(n)'")" < co:
n=0 .
.- o0
Entonces Y anz" € A({w}).

n=0

{(w)} no puede reducirse a un sistema numerable de seminormas,

ya que entonces existirfa, por la proposicion 2.6, una serie de potencias
OO

b(A) = > buA" con radio de convergencia igual a 1 tal que b(z) =

n=0

00
3~ baz™ € A({w}) lo cual es una contradiccién,
n=0



44 CAPITULO 2. CONVERGENCIA DE SERIES DE POTENCIAS -



Capitulo 3

Bases en Algebras de
Funciones Holomorfas

Sean F = MH(Dpg) el dlgebra de todas las funciones holomorfas en el
disco complejo Dy, de radio R y centro en el origen y F, el dlgebra de
todas las funciones enteras, ambas dotadas de la topologia compacto-
abierta. El problema de escribir funciones analiticas de H({Dg) 0 Foo
en términos de una base de funciones {a,,}52, distinta de la base usual
{z"}224 , ha sido considerado por M. Arsove y Ganapathy-lyer. Es-
tos autores determinaron condiciones bajo las cuales una sucesién de
funciones {a,}32., constituye una base para F y Fo. En este proceso
introdujeron el concepto de base propia y establecieron una relacién
entre las bases propias y los automorfismos del espacio.

Las dlgebras de funciones anteriormente mencionadas son ejemplos
de dlgebras matriciales.

A lo largo de este capitulo caracterizamos los elementos z de un
dlgebra matricial para los cuales {2"}22, es una base propia. Efectua-
mos dicha caracterizacién en términos de los radios espectrales R(z),
cabe mencionar que el material de este capitulo es original.

Sea Fo, el dlgebra de todas las funciones enteras de una variable
con las operaciones puntuales y seminormas

”I”,, = msa"’f!z(t)ll n= 1!2!

45
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Estas seminormas definen la topologia compacto-abierta. Sea R tal
que 0 < R < 00 y Dp el disco de radio R y centro en el origen. Sea
F = H(Dp) el dlgebra de todas las funciones holomorfas en Dp con las
operaciones puntuales y la topologia compacto-abierta. Esta topologia
puede ser dada por la familia de seminormas M, (-) definidas asi: para
feEFy0<r<R,sea

M (f) = max|f(2)].

3.1 Definiciones.- Sea {a,}2( una sucesién de funciones en F.
(1) Decimos que {ay}5% es linealmente independiente en el sentido
de M. Arsove si
o0
Yooy =0=>c,=0 Vn.
n=0

para toda sucesion {c,}3%o de niimeros complejos para la cual la
serie converja.

(2) Decimos que {an}32, genera un subespacio F; de F si Fp consta
00
de todas las combinaciones lineales Y cnary, donde {c,}32, es

n=0
una sucesion de nimeros complejos para la cual la serie converge
en F.

@

~

Decimos que {a,}32., es una base de un subespacio Fy de F si
para cada elemento x de Fy existe una tinica sucesién de niimeros
o

complejos {ca}3%o tal que T = 3 cntty.

n=0

3.2 Observacioén.- {a;}52, es una base del subespacio Fy de F si y
sélo si es linealmente independiente y genera a Fo.

3.3 Ejemplos.-

(1) Para n > 0, definimos J, = 2", donde z es la funcién idéntica;
{8n}32¢ €s una base de F llamada la base fundamental.
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(2) Conslderamos el algebra ]’m donde, ademas de la base fundamen-
o tal {6,.},,_0, tenemos ‘otras bases como Ta siguiente: sea

an(z) = (1 + dn(2)

M es. una funcién’ entera que se anula en el origen (n =
HENN {a,.} > 0 €5 una base del subespacio de F que genera.
”‘A este tlpo de bases se les conoce como bases de Pincherle.

. (3) En f', 1a sucesién {a,}32, definida por

z"(1 —2) st . es par
an(2) (1 ("“)(n_n)) si n es impar

es una base de F. Este es otro ejemplo de una base de Pincherle.

3.4 Definicién.- Una base {a,}%2, de un subespacio Fy de F es una
base propia de F; si para cada sucwlon de niimeros complejos {cn 152,
se tiene que.

o o0
S cnry converge en F 4> 3 cud, converge en F.
" n=0 n=0
Las bases propias se definen para conservar las propiedades esen-
ciales de sucesiones de coeficientes para desarrollos en términos de la
base usual.

M. Arsove caracterizo a las bases propias de subespacios Fy de F
en términos de las siguientes condiciones:

() lim sup[M,(a,)]'™ < R paratodar < R
8) lim, (n;lIL g;f[M,(a,.)}‘/") >R

Definiciones y observaciones similares aplican al dlgebra F.

3.5 Observacion.- Las algebras 5, y F pueden ser representadas
como dlgebras matriciales. Sea {r;}52,, una sucesion estrictamente cre-
ciente de mimeros reales tal que r, p::)v R, donde 0 < R < co.
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Sea A(apq) tal que appn = (r,,)" s p=1;2,..,n= 0 1,... Entonces
el dlgebra F(F si R = oo) se puede representar como el dlgebra
matricial A{apn) [3].

3.6 Teorema.- Sea A(a,,,) un dlgebra matricial m-convexa con gene-
rador 2y R = R(z) > 0. Siz € A(apy,) y = es no constante, entonces
{z"}32, es linealmente independiente en el sentido de M. Arsove.

o0
Demostracién: Sea {c,}32, C C tal que Z caz" =0. Sea A€ C
=0
tal que |A| < R(z); definimos el funcionalnmultiplicativo continuo
st Alapn) — C como sigue: fa(y) = y(A) = Zy(n)/\" donde

y= i y(n)z". Entonces 0 = f) (i c,.a:") Z cafa(z?) =
. n=0

= i enfa(z)" = i cn(z(A))". Sea A = {z(A\)|) € Dg}. Como z

n=0
es una funcién holomorfa y no constante, entences A es abierto.

o0
Si g(A) = Y_ ca(z()))", entonces g(A) es una funcién analitica y es

ne
idénticamente cero en cualquier disco contenido en A.

Como los ceros de una funcién holomorfa no nula en un disco son
puntos aislados, entonces ¢, =0,n=0,1,2,...
[ ]

3.7 Teorema.- Sea A(ap) un dlgebra matricial m-convexa con gene-
rador z tal que R;(z) < R(z) Vi, R(z) < co. Si z € A(ap,) y es no
constante, entonces {z"}52, es una base propia < R(z) = R(z)-

o0

Demostracién: Sea z = Y_z(n)z" € A(apn). Sea, parar < R,
oo n=0
zlr = 3 lz(n)jr™.
n=0
Afirmamos que M, (z) < |z}, < M para Loda r < p < R donde

M, (z) = max |z(z)]. a esto, notamos que |a:(z)] < Z lz(n)jr® = |z|,

n=



S e

em,onces M,(:c) = maX|=r lx(z)[ < |z|, G Jhie
Por otro lado la desngualdad de Cauchy nos dlce que..

) < 'l’—'/ RO

27!’ l=l—ﬂ Jufr+t
'Ahéﬂzi_".‘- :

Por lo t’ékr'ltq ;

ot es
_’Izlr'i;—

o0

Siz =3 z(n)z" € A(azn), sabemos que la asignacién
im0

T : A(apn) = H(Dp(0))
z v T(x)

en donde T'(z)(A) = X2 z(n)A", es un isomorfismo topolégico H.
Arizmendi, [3].
También sabemos que para cada z € A(q,,), ¥ p € N existen K >0
y 0 < r < R tales que
1=l < K lz"r.

Procedemos a continuacién a la demostracién del teorema:

=) Supongamos que {z"}32, es una base de A(ap,). M. Arsove probé
[7] Que ésto es equivalente a que se satisfagan las condiciones (a) y (8)
para ay = T'(z"); es decir,

Y r < R, lim sup[M,(on)]/* < R
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1/n

m_inf{Mp,(.)(an)]

G : ‘.‘ 7' . B ]/" _ : .
(2) < Him i, Inf{A (0n )77 = | Him, | limn, in

S < Jimlim inf(la" )" = Jim Ry(z) = R(2),
~ asf que R(z) < R(z).

Supongamos ahora que R(z) < R(z).

Sea p tal que R(z) < Ry(z) < R(z) y sean K y r tales que ||z™|, <

lan}r. Porlo tanto (J|z"]lx)}/" < KV |an|" y entonces i

Ry(a) = fism (2" )" = Tim sup(l"][,)"/" < lim sup jaali/" < R,

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto R{z) > R(z) y entonces

R(z) = R(z).

<=) Ahora probamos que las condiciones (o) y (5) valen para {an}. i

Observamos primero que

fonlryts = S 1@ (o2l < 3 Dl = 1”1

Para probar la condicién (@), sea r < R,(z) = R; entonces

(Mr(an))l/n < (A(R,(Z)(an))l/n < ('O‘nlﬂp(t))l/n’



ey

ésto impliéa que

Tim sup( (ar))”"

A

e ‘,‘.',l/"'v' e o
lim sup - ([ay-,lnp(f)) S lim sup(l )"
R(z) << Rlr)="R;

por lo tanto () se cumple.

Por otro lado, existen K y r teles que

Re) = Jimm (1a"15)/" = lim, b () < i, inf(K/" o 1)‘/" =

nHOw ] “—)m
lim_inf(lon|- yn,

I

I

ésto implica que

lim lim inf(lol, M > nmnp(z) R(a;)

y entonces se cumple (3).

[ ]

El teorema anterior no es vaulidosi R(z) > 0 y existe un fndice ¢

tal que Ri(z) = Rit1(z) =+« = R(z) como lo muestra el siguiente
ejemplo:

3.8 Ejemplo.- Sea A(a,,,) ¢l dlzgebra madtricial tal que

1 sn=0p=12,...

Qp,n =

(1 + .'.]?' en Ootro caso

)
donde0< o < lpdinzy {B}51 es unasucesién estrictamente creciente
de miimeros reales tales que 1 < B,<2V¥p=12,.

Probaremos primero que A(ez,n) s un Algebra matricial m-convexa
y posteriormente que, aunque Rpfz) = R(z) = 1Vp = 1,2,.., 1a
sucesién {23"}52; no es una basse propia de A{ap ).

Claramente g, , cumple la ccondiciénn (5) del ejemplo 1.5.4 ya que si
n=0,p=1,2,..., entonces

Up04m = Op=m =18pm =0Gpolpm
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-y, en'otro ¢

(#BprmBy)

fpin

Ly asxA(a,,',,)es un ‘lgebra m-convexa. ¢
'Pbr otrb lado,

Ry(z) = Jim (Jz"}»)"/" = lim (apn)"/" =

n—oo n-+00

1 \"Br i/n 1 ﬂp
= lim ((1+—) ) = Jim (1+5) =1
n—+o0 ne 00 n

. V¥p=1,2,..., y por la tanto R(z) = sup Ry(z) =1.
L P

De igual forma,

Ry(z*) = Jim (12°[})"/" = lim (ap,n)'/™ =

n—o0 n—-+o0

1 \¥% in 1 \%
="mg((1+@;).,—) ) =i () =

Vp=1,2,...,y por lo tanto R(z®) = sup Rp(z®) = 1.
P
Probaremos ahora que {z*"}%2, no es una base propia de A(ayn);
para esto mostraremos que existen sucesiones de mimeros complejos
oo oo
{an}, tales que 3 an2" converge en A{apn) pero ¥ anz™ no con-

n=0 n=0
verge en A(a,.); para esto necesitamos el siguiente:

3.9 Lema.- Sea A(ap,) un lgebra matricial, y sean

¥ : Alapa) — Alapn)



un homomorfismo continuo.y z. el generddor de A(a,,,,.) Si: :r:’
entonces para cada p € N existen g € N Y > 0 tales que Vn

0,1,2,.
G2 ="l < c,,]lz""q ﬁ'Cpaq.n'

Demostracién: Esto es valido debido a la continuidad de P.

lo. Mostraremos que la funcién 1 tal que #(z) = 2° no satisface la
condicién (v). Mas precisamente, probaremos que

() lim (1=l /1) = Jim (a1an/apa) = 00 VP =1,2,.

n—+oo n-+c0

Asi que ¥ no serd continua.

Es claro que

o)/ 2
dnl
> (1,+(_3717)_a) /(1+;11; -

- (Gastoryy
1+ 1/(n=))2
(3n)* + 3(3n)%* 4 3(3n)> +1\"
( (3n)3e + 3% . 2n% 4 3%. = )
B@n)** 4+ C-n"+1 n
(1 + (3n)3 1 3o . 2n2a 1 33 na)

‘donde B > 0 pues 0 < a < In3=in?. Por lo tanto la tltima
expresion es

[

B +C/(3%* - n*) + 1/(3n)™\"
(1+ (3n)u+3a.2+3u/nn ) Z

v

B n
1
( + (3n)"‘+3"~2+3"/n°) !
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para:n suficientemente grande, donde B’ > 0. Esta expresién
““diverge a oo cuando 1 — 00, pues 0 < a < 1.

Esto muestra que 7 tal que ¥(z) = 23, es discontinua.

20. Probaremos que sx hay un endomorfismo T de A(a,,) tal que
T(z) = ¥(z) = 23, entonces T debe de ser continuo, lo cual serd
una contradiccion.

Sea ahora T un endomorfismo de A(a,,.) tal que T(z) = 2. Sea
T = Z“k‘ € A(a,,,,.) y sea T'(z) = Zbkz probaremos que
bo.‘aquue,S|L>0

si k no es divisible entre 3
@) Be = {ak/s en otro caso

Tenemos que r=eap+z- Z axz**!, donde E az* ' e Afapz).
k=1 k=1
Por lo tanto

T(z) = +T(z)-T (Z akz"“) =ag+2-T (Z akzk—l)
k=1 k=1

y por lo tanto Gy = ag y f, = B; = 0; procedemos por induccién
para obtener (6) de la siguiente manera:

Suponiendo que by = ag, bz = a1, bs = a2,...,b3m = @m, by =
o0
bp=bs =bs=... = b3m+| = b3m+2 =0, sea w = Z a;,z";
k=m+1

claramente w € A(e,,,); por un lado, w = = — Zakz implica

k=0
que

oo
= Z biz®;

k=0 k=0 k=3(m+1)

T(w) = T(z)~-T (ki axz*
—o

S’
il
Ms
&
13}
r
1
3
N
»



)

.. por otro klvédo', u N , -m=2 4 inivpl_ica

que

T(w). = A+ (m TR

— za(@+l) (a'm+l X287 ( f: ak?k—m-z))

k=m+2

"y por 10 tanto bypnit) = Gmet ¥ bamsa = bynas = 0.

Probaremos que el endomorfismo T tiene grifica cerrada y que por
lo tanto, por el Teorema de la grafica cerrada, sera continuo.
Sean {zx}32, una sucesién en A(z,n) que converge a = y T(zk)
converge a y, donde z,y € A(ap.). Entonces ||zx — ||, N 0Vp =
00
1,2,..., esto quiere decir que

- . .
,.Egolzk(n) - z(n)lapn k:’mo .

Por lo tanto |zi(n) — z(n)|asn k_.—)wO para cada n. Como apn # 0
Vp=12...yVn =0,1,2,..., entonces |z,(n) — z(n)| k_-:)wO para
cada n. Esto quiere decir que zx(n) k:)mz(n) para cada n.

Como T'(z) converge a y entonces | T(zi)—yll, s 0 Vp=1,2,....
Andlogamente a lo anterior T'(zx)(n) kjmy(n) para cada n. Pero

0, n#3m
i(m), n=3m

T(a)(n) = {
¥ como zx(m) kjwz(m) para cada m, entonces

0, n#3m
z(m), n=3m '

um) = {

es (iecir, Y= i z(n)z* = T(z).

n=0
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© M. Arsove probé en [7] que si {€,}32, es una base propia en un
subespacio cerrado Fy de F, el espacio de todas las funciones analiticas
en un disco abierto alrededor del origen, entonces existe un homomor-
fismo lineal continuo suprayectivo T: F — Fq tal que T'(6,) = ay,
n=0,1,... donde 4, es la base fundamental de F.

En vista de este teorema y lo hecho anteriormente {z°"}%, no es
una base propia de A(a,n).

3.10 Observacidén. En referencia al ejemplo anterior, por la relacién
oo o0

si a,2°" converge absolutamente, entonces a,z" converge en
) n n

n=0 n=0
A(apn)-



Capitulo 4

Resultados Sobre Morfismos

En este capitulo hacemos una aplicaciéon de nuestros resultados obte-
nidos en los capitulos anteriores. Investigamos las condiciones bajo
las cuales se puede definir una funcién lineal multiplicativa continua
entre dos dlgebras m-convexas. Damos una condicién necesaria y una
condicién suficiente casi reciprocas.

4.1 Proposicion.- Sean A(a,,) un dlgebra matricial, m-convexa y
z su generador. Si R(z) = oo, entonces R(z) es infinito para toda
z € A(apn) que no sea constante.

o0

Demostracién: Seaz € A = A(epn), T = ¥ z(n)z" y Z no constante.
n=0

Sabemos que = es una funcién entera [3]

R(z) = sup [f(z)]= sup |z())|=suplz(A).
fem(a) \M<R(2) AeC

o0
Como R(z) es infinito, Z(A) = 3 z(n)A" converge para toda X. Si
n=0
R(z) es finito, entonces = es una funcién acotada, y como es entera,
por el teorema de Louiville, es constante, lo cual es una contradiccién.

4.2 Proposicién: Sea A(ap,) un dlgebra matricial m-convexa con
generador z. Si R{z) = ooy z € A(ap,») esno constante, entonces existe
un homomorfismo continuo T: A(e,.,) — A(apn) tal que z = T(z).

57
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Demostracnon. Como z es no constante, entonces R(z) = oo. Si
Zanz converge en A(apyn) entonces Zanz también converge en

A(ap_,.) por la Proposicién 1.39. La asxgnamén dada por z —» z define
un homomorfismo lineal continuo. Esto se debe al siguiente.

Teorema. (M. Arsove) [8]
Sea {2,}°2, una base de un espacio de Fréchet U. Sea {x,}32, una
sucesién en U para la cual la condicion siguiente es valida.

oo (=]
3" @nza converge == 3 anT, converge,

n=0 n=0

para cada sucesién de escalares {a,}%%,. Entonces existe una funcién

lineal continua T:U — U tal que T(z,) = zn, Vn = 0,1,2,.... De
o0 (>}

hecho T'(y) = D anzn siy == anzn.
n=0 n=0 -

4.3 Proposicién: Sea A(e,n) un dlgebra matricial, m-convexa con
generador z. Si R(2) = ooy z € A(ayn) es no constante, entonces
{zn}32¢ es una base propia de A(ap ).

Demostracién: Como R(z) 00 ¥ Z es No constante, entonces por la
Proposicién 4.1 R(z) =

Supongamos que Za,.z converge en A(a,.), entonces Za,.z\"
n=0
txene radio de convergencia oo por la Proposicién 1.39. Esto lmpllca

que Z a,2" converge en A(a,,5) por la misma Proposicién. Por lo tanto
n=0

00 00
Z a,z" converge en A(a,n) si y s6losi ) _ a.2" converge en A(ap,).
n=0

Luego, {z"} es una base propia de A(ap,).
[ ]

4.4 Proposicién.- Sean A(a,,) un dlgebra matricial m-convexa con
generador z y B un algebra By, m-convexa. Sea f: A(a,n) — B-una
funcién lineal multiplicativa y continua y sea = = f(2).
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Entonces R(z) < R(z).

Demostracién: Sabemos que R(z) = sup|T'(z)|, donde el supremo
se toma sobre todos los funcionales lineales multiplicativos continuos
T : B — C. Entonces tenemos

Agyn) - B

TorYNy Vaks
C

Claramente T o f es un funcional lineal multiplicativo y continuo. Por
lo tanto sup |T'(z)| = sup |(T o f}(2)| < sup|G(z)|, donde este Wltimo
T T G

supremo es tomado sobre todos los funcionales lineales muitiplicativos
y continuos G. De esta forma tenemos

R(z) = sup [T (=)} < sup |G(2)| = R(z),

es decir, R(z) < R(z).

Podemos dar un reciproco parcial de este resultado:
4.5 Proposicién.- Sean A(a,,) un dlgebra matricial m-convexa con
generador z y B un dlgebra By, m-convexa. Si z € B y R(z) < R(z),
o0 o0
0 < R(z) < oo, entonces Y anz, converge en A(apn) = 3 0nTn

n=0 n=0
converge en B. Por lo tanto la asignacién z + z define una funcién
lineal multiplicativa continua de A(e,s) en B.

oo
Demostracién: Supongamos que y = za,.z" es un elemento de
n=0

00
Alapn). Sea y(A) = Y anA", XA € C la serie de potencias complejas

n=0

correspondiente a y, entonces el radio de convergencia r de esta serie

es tal que 7 > rg(z) = R(z) > R(z) = r¢(z) y por lo tanto r > ry(z).
o

Esto quiere decir que 2 anz™ converge en B.

n=0
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1 ‘ 'Sea'T:'A_(q,%l,,:) =B (; y(n Y

" T es lindal ya qu

T(ay +w) = T '('-Z'('qy(n),

n=0

o iy(n)z“+

n=0

= aT‘(y) + T(w).

o0
St

. k=000
T es multiplicativa ya que’

Tly-w) = T (i (2“: y(k) wln— k))) z") -

n=0 \k=0.

> (i u(k) - w(n - k))) &" = T(y)T(w)

N=0 \k=0

Finalmente, T es continua por el teorema [8] de M. Arsove mencionado
en la demostracién de la Proposicién 4.2.
[ ]

4.6 Proposicién.- Sean A(ap,) un dlgebra matricial m-convexa con
generador z y B un dlgebra By, m-convexa. Si R(z) = oo entonces para
cualquier © € B, existe un homomorfismo continuo T: A(apa) — B tal
que z =T'(z).

Demostracién: Sea z € B tal que R(z) = R(z) = 0. Sii € N

entonces Ri(z) < oo ya que Ri(z) = lim||z"]|M" y |l="lk < |l=I7

porque || Jl; es submultiplicativa para cada i € N. Por lo tanto R;(z) <
o0

R(z) Vi € N, lo cual implica, por la Proposicién 2.4, que Z a,z" con-

n=0

oo
verge en B para cada Y _ a,A" con radio de convergencia co. De esta
n=0

e o] o0
manera, st Z a,2z" converge en A(a,,), entonces Z a,z" converge en
n=0

n=0
B por la Proposicién 1.39.
Para probar la existencia del homomorfismo continuo se procede
como en la demostracién de la Proposicién anterior.
n
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