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Capítulo 1 

ANTECEDENTES 

El analizar un proceso determinado ee en muchas casos un problema borA gran 
cantidad de dificultades. Una idea para la ~delación de un proceso determi-
nado consiste en intentar la adaptación del modelo propuesto a dicho proceso, 
de forma tal que podamos lograr que el modelo tenga en todo momento el mismo 
comportamiento que el proceso en estudio. 

1.1 Introducción 

Lo que se pretende en ata tesis es la creación de una estructura que permita la 
modelación matemática de alguna situación determinada de antemano (proceso 
específico). 

Es cierto que existen muchos y muy variados tipos de procesos en la natu-
raleza, que al intentar matematizarlos se ha optado comúnmente por modelarlas 
mediante un análisis de sus características. 

La idea de que ya existen en la naturaleza seres con la capacidad de adaptarse 
a un ambiente (o problema especifico) de modo que pueden discernir entre de-
cisiones complejas en un momento dado gracias a dicha capacidad es el enfoque 
que aquí se pretende adoptar. 

Relacionado directamente con la reacción a una situación determinada se 
encuentra el sistema nervioso animal, el cual a su vez están constituido fi-
siológicamente hablando de una red de células nerviosas entrelazadas, denomi-
nado sistema nervioso (o red neuronal en loe modelos matemáticos). 

La red neuronal consta de una serie de neuronas (células nerviosas) inter-
conectadas unas con otras de modo que mediante estímulos procedentes del ex-
terior se transmiten seriales eléctricas por muy diversas ramas de interconexión 
con base en reacciones bioelectroquímicas generalmente repercutiendo en al-
guna(s) reacción(es) observables, siendo la más usual de tipo muscular. 

Al considerar esta estructura nerviosa como base, surge la posibilidad de 
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creación de un modelo teórico, con características similares a dicha estructura 
nerviosa que le permita, en un momento dado, adaptarse a ambientes o procesos 
específicos representadas por el problema a estudiar, 

Es de mita manera que en la presente tesis se define un nuevo concepto que se 
basa en la estructura nerviosa animal (red neuronal) y que con algunos cambios 
denomino "Red Rincional". Cabe mencionar que el proceso a modelar con 
esta nueva metodología no se basa en un análisis minucioso del problema en si, 
sino en la "adaptación" de nuestro modelo de Red Rincional a dicho problema. 
Además, es importante mencionar que el propósito no es considerar a las Redes 
Neuronal® Artificiales como modelo sino como pauta para una nueva estructura 
teórica adaptable. 

1.2 Red Neuronal 
Para loe neurólogos la unidad funcional del sistema nervioso es la neurona, 
siendo dichas neuronas células excitables del sistema nervioso conductoras de 
impulsos eléctricos. 

Esta es la definición propuesta por Waldeyer en 1891 (ver referencia 1181). 
De teto se desprende que al conjunto de dichas neuronas por sus interconexión 
transmiten impulsos eléctricos. 

Las Redes Neuronales Artificiales son (entre otras cosas) modelos matenulticoe 
del comportamiento de una red neuronal biológica. 

Para comenzar entendamos la estructura de las Redes Neuronalee biológicaa, 
para ello veamos algo de su estructura 

1.2.1 Estructura biológica de la Red Neuronal (Neurollsi-
ologfa) 

Primeramente hay que mencionar que las redes Neuronalea son estructuras de 
varias neuronas que funcionan cada una de ellas dependiendo de las demás por 
sus interconexiones, conocidas como axones y dendritas (ver figura LO. 

Cada neurona puede ser vista como una célula animal, la cual tiene, como 
toda célula, una estructura compleja pero cuyas funciones en este caso se pueden 
reducir a simples reglas, ya que su funcionamiento consiste en la transferencia 
de un impulso eléctrico a través del axón dependiendo de que la cantidad de 
corriente eléctrica almacenada por la neurona rebase o no un cierto límite o 
umbral eléctrico. 

En loe animales vertebrados existen distintos tipos de neuronas, siendo clasi-
ficadas en base a distintos criterios (ver referencia [18]) : 

1. Según su n►orfología o apariencia. 

2. Según su ubicación anatómica. 
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Figura LL• 
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Figura 1.1 

3. Según sean masones (que reciben un impulso del exterior) o motoras (que 
causan el movimiento de algún músculo). 

4. Según su velocidad de conducción de la corriente eléctrica. 

5. Según el diámetro de sus fibras. 

6. Según sean o no mielinizadas (cubiertas por una célula llamada de Schawu, 
la cual se enrolla alrededor del axón) sus fibras. 

Centrémonos en una sola de estas clasilicaCiones, ya que para los propósitos 
perseguidos baste con tener una idea del funcionamiento del sistema neuronal. 

Considerando entonces el punto de vista morfológico, tenemos que las neu-
ronas son células individuales compuestas de un cuerpo celular llamado soma y 
un número variable de prolongecion® dirigidas hacia el exterior denominadas 
neuritas. 

Las neuronas adultas (ya que pasan por proceso de crecimiento), se les clasi-
fica como monopolares, bipolares o mullipolarte dependiendo del número de 
neuritas (ver figura 1.2). 

Cuando llegan suficientes impulsos eléctricos a un número adecuado de ter-
minaciones prasinápticas, se libera suficiente neurotransmisor para estimular a 
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la neurona postaimiptica, hasta llegar en asta última a un umbral de excitación, 
cuando esto ocurre en la membrana de la neurona postainiptica sucede un cam-
bio rápido en la «Friega eléctrica denominado "Potencial de Acción". 

Una vez que id hi lidiado este proceso, el potencial de acción genera una 
pequeña corriente local que a su vez inicia un segundo potencial de acción en el 
segmento de membrana adyacente, La corriente local de ese potencial de acción 
desencadenará un tercero y asf sucesivamente, de modo que va transmitiéndose 
un impulso eléctrico y a la vez filtrándose con base en haber rebasado el potencial 
de acción respectivo en cada una de las neuronas, huta así llegar a las ramas 
finales de la estructura nerviosa. 

Fa importante mencionar que en el axón, el mecanismo mediante el cual se 
propaga el impulso eléctrico se debe al flujo fie iones de potasio (K+) y sodio 
(Na+) a través de la membrana del axón (membrana axónica), 

A su vez existe cierta resistencia por parte de los líquidos extracelularos del 
axón e intracelulares del axón (llamado axoplasma) y a su vez una resistencia 
que ofrece la membrana axónica al flujo de iones. 

Como la membrana axónica semiperineable, esta a su vez funja como una 
capa aislante, causando una capacitanda, lo que provoca el umbral en el poten-
cial de acción. 

Fa esta la manera en que un impulso eléctrico se convierte en u►  proceso 
electroqufmico con un flujo de corriente que se somete a una cierta resistencia 
y otra cierta capacitancla. 

De esta manera un impulso eléctrico proveniente de una neurona (pudiendo 
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Figura 1,7: (I) No hay estimulo, (II) Aparece un estímulo que ocasiona la trans-
misión de la señal eléctrica, (III) Continua el estímulo, (IV) El impulso se con-
tinua recorriendo, (V) El impulso inicial se desplaza hacia otras colecciones, 

set esta aensora como las que tenemos en la retina del ojo) activa el proceso de 
flujo de corriente eléctrica (ver figura 1.7) 

Cuando una receptor (neurona) es estimulado en forma intensa se establece 
en la fibra nerviosa un índice de activación inicial elevado, el cual disminuye un 
poco con el tiempo, y aunque el eitímulo sea aplicado en forma continua y con 
la misma intensidad, la cantidad de impulsos disminuye a los pocas segundos. 

A esta disminución de la generación de impulsos, aun con ostimulación con-
tinua, se le denomina ADAPTAC1ON (ver referencia (9J,ver figura 1.7). 

'Ibdos los receptoree se adaptan hasta cierto punto (con la posible excepción 
de las receptores del dolor), Algunos receptores se adaptan en forma muy rápida 
mientras que otros en forma lenta y a un grado limitado. 

El potencial de acción disminuye en ambos casos, a veces por debajo del 
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umbral de excitación. 
Esta Última wracterfstica nos permite considerar variablee de adaptación 

en el modelo matemático de la Red Neuronal (ver las siguientes referencias: 
19],113111 141,1151,1181). 

1.2.2 Modelacidn de la Red Neüronal (Red Neuronal Ar-
tificial) 

Con base en lo visto referente al sistema nervioso y en particular en cuanto a 
su estructura y funcionamiento, se comenzaron a hacer modelos matemáticos 
que describieran dicho funcionamiento. Nacieres sal lee Redes Netironales Arti-
ficiales, las cuales se inspiran ea la estructura fisiológica ya descrita (siendo una 
simplificación de la situación real en la totalidad de loe casos), 

Un modelo simplificado de neurona propuesto es verla a esta como unidad bi-
naria. El funcionamiento según el modelo consiste en que la neurona en cuestión 
recibe estimules de otro neuronas (mediante las dendritas consideradae,en el 
modelo como comedones) que son suamdoe disputa algebralicamente (ya que 
se considera que sea corriente' eléctricos, por io cual cumplen arta propiedad) 
y considerando las resistencia de los canales de enlace (axones y deadritaa), 
quedando el modelo como: 

zn 
Zs 

XI 

 

ti 
-4 

   

 

E (0,1) 
$11 

•••••• Si 

    

esto as: 

donde: 

zi(t +1) = f(Etv4 j. 4(0 — isi(t)) 
ri 

r1  (t) : Corresponde al estado de transmisión (de corriente eléctrica) 
de la j-oisima neurona al tiempo t, siendo sus posibles atados O (no 
hay transmisión) ó 1 (si hay transmisión), i.e. x1(t) E (O, 1). 

pi(t) Corresponde al umbral de la neurona j, siendo considerada 
como una constante 

: Función real que representa a las capacitancias axónicas asf 
como a les transferencia eináptica que se suscita de las neuronas 
prosinápticas a la neurona en cuestión, Generalmente considerada 
ésta, la función signo: 
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1, u > O 
f (u) = { o, u < o 

tv„j : Representan en forma de pece les inhibicionee o activa-
ciones ofrecidas por la capa axónico de las neuronas preinápticas 
(correspondientes al índice i) así como por los neurotransmisoree 
que se conectan con la neurona j. 

t : Tiempo durante el cual se realiza el análisis de la neurona en 
cuestión, considerado de tipo discreto (t = (to, ti, t2, 	, t,}). 

Este modelo recaba el concepto de que la neurona j emite un. impulso 
eléctrico si el umbral pi es rebasado por dicha neurona. 

Ea importante notar que los pesas to,j son ajustas para que la red neuronal 
artificial se adapte al proceso indicado o proceso a modelar mediante algún 
algoritmo basado en la búsqueda de minimizar la diferencia entre el resultado 
obtenido de la red neuronal y el resultado deseado, 

Algunas de las características de lee redes neuronales reale omitidas medi-
ante esta modelación son: 

/ 	• 
I. El umbral dé las neuronas como se mencionó en la sección anterior, no es 

una constante, sino que cambia dinémicamente en forma continua. 

2. Las células neuronalee reale realizan sumas no lineales de loe impulsos 
eléctrica; que recibe. 

3. Una neurona real produce una sucesión de pulsos eléctricos, no un nivel 
de salida eléctrico único, 

4. Lao neuronas no tienen lapsos de espera fijos en el tiempo de procesamiento 
t 	t 	1, siendo estos lapsos distintos de neurona a neurona. 

5. La cantidad de substancias neurotransmisoras libadas en la sinapsis puede 
variar de forma impredecible. 

Es así que un modelo que intente contemplar estas diferencias para resultar 
mejorado en cuanto a su acercamiento a las redes neuronales reales serfa el 
siguiente: 

xJ = f(Eill4,5 • si — {ti) 

donde: 
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xj es evaluada en forma continua y 
f es una función no lineal llamada función de activación o función de transfer- 
encia sinóptica. 

Hay que recordar que el objetivo de una Red Neuronal Artificial está enfo-
cado generalmente a las habilidades de cómputo de loe modelos de redes que 
puede proporcionarnos, y no a su directa aplicabilidad a la modelación biológica. 

Dada una red neuronal artificial, lo que queda es crear una topologia o 
estructura de interconexiones entre las neuronas artificiales y buscar los pesos 
tvi,1 que permitan realizar la modelación de un problema especifico. A dichn 
búsqueda de pesos se le denomina Regla de Aprendizaje de la Red Neuronal 
Arttficial. 

Una generalización importante que se hace en las redes neuronalai es el 
uso de funciones de transferencia (f) distintas de la función signo, pero con 
la restricción: a mayor potencial de acción en la presinagsts ocurre un mayor 
potencial de acción en la postsinapsis, entonces se infiere que dicha función 1 
debe ea no decreciente. 

Batee son las funcionas de transferencia mas empleadas: 

1. Punción signo; 

f  ( x  ) . { 10 :x<  x >_ 00  

2. Punción de paso (1/(0) = { ? dependiendo de como sea defina de ante- 

mano); 

1 	, x > 

fix)= { r(0) 1 x = O 
O 	,x<0 

3. Función logística: 

4. Función tangente hiperbólica: 

1(x) = tanh(x) 

O 	, x < O 
5, l(x)= x ,0<x<1 { 

1 	, x > O 

1— --I-- , x > O 
6' 

J(x) 
 ='. { r-...-1 1-+I , x < O 

7. Función de umbral exponencial (c E R predefinida do antemano): 

J(x) = min(1, ec x) 
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8. Función radio polinomio! (e, n E it predefinidos cie antemano con n > 1): 

(x) = max 
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Capítulo 2 

REDES FUNCIONALES 

Antes que nada es conveniente aclarar que se considerarán dos conceptos im-
portantes que son: 

1. El uso de un conjunto de índices para determinar el nodo del modelo. 

2. El uso de un conjunto de índices especial (denominado estadio de tiempo) 
que caracteriza al tiempo en el cual se efectuan los muestreos de datos. 

2.1 Proceso Especifico 
Consideremos un proceso a modelar al cual llamaremos Proceso Específico. A 
dicho proceso especifico intentaremos que se "adapté' un modelo matemático 
(Red Flincional) que nide adelante definiremos. 

Estas son las partes que Integran a un proceso específico: 

Datos Reacción del 
del PROCESO ESPECIFICO proceso 

entorno. 
-4 

(fi) a su entorno, 
(W) (50) 

Donde cada una de las partes de dicho proceso son las siguientes: 

Definición 1 (ESTADIO DE TIEMPO) Definimos un Estadio de Tiempo (1) 
como un conjunto de índice: (de canlinalidad numerable o no numerable). 

La idea de estadio de tiempo corresponde al espacio de tiempo durante el 
cual se realizan los muestreos o tomas de los datos del entorno y por ende de 
lee reacciones del proceso a su entorno, 
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Nota 1 Entenderemos que un estadio de tiempo 1 es discreto (Le. de cardinal-
idad numerable) a menos que se especifique lo contrario. 

Definición 2 (DATOS DEL ENTORNO) Sea 1 un estadio de tiempo. Defini-
mos a los Datos del Entorno (so) durante el estadio de tiempo! como un conjunto 
de valores (IN E R,i E 1) los cuales representan a los distintos estados del en-
torno recabados que afectan al proceso en estudio en cada estadio de tiempo i 

(99i EItliE1)). 

Definición 3 (REACCION DEL PROCESO A SU ENTORNO) Sea 1 un 
estadía de tiempo. Definimos la Reacción del Procesó a su Entorno (0) du-
rante el Estadio de tiempo 1 como los correspondientes valores (O; E R,i E 1) 
obtenidos por la reacción del proceso a su entorno en cada estado de tiempo 
(11 = {04 	E1)). 

Definición 4 (PROCESO ESPECIFICO) Sea 1 un estadía de tiempo, ;o los 
datos del entorno y ip la reacción del proceso a su entorno. Definimos el Proc•eso 
Específico (D) como la situación que deseamos analizar mediante la modelacidn. 
Podemos ver al Proceso específico como una tranajorrnacidn R : 111  —+ alidada 
por cp s—s 

Definición 6 (VECTOR DE DATOS DEL ENTORNO) Sea 1 un estadía de 
	

1 

tiempo y sean (so)i, 	, Mi datos del entorno sobre!, Definirnos a un vec- 
tor de datos del entorno corno el conjunto ordenado (13 = (((p)1 ,(yo)2 , 	,(y))1 ), 
donde (y)); = {wi E I! I j 

Nota 2 Si yl es un vector de datos del entorno, podemos representar o (i,o)i E 575 
como wbs, i.e. vi= (wm I j E 1,i E (1,2,... 

Nota 3 Podemos considerar al conjunto (1,2, ...1} corno un subconjunto de un 
conjunto de índice. 

Definición 6 (INTERVALO DE DATOS DEL ENTORNO) Sean h conjunto 
de índices e h estadio de tiempo. V j E II  'sean (so)j los distintos datos del 
entorno. Definimos un Intervalo de Datos del Entorno (p) como el conjunto: 

0={(pj,ieRliE 11,jE 12} 

o lo que es lo mismo: 

= «11)! = {19M E a E 12}1i E III 

Ejemplo 1 Supongamos que h = Kb] c R conjunto de índices, ls =11,11 c R 
estadio de tiempo. Entonces el intervalo de datos del entorno correspondiente a 

e h sería: 
y3= 	ERIpE Ihz E 12). 
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Nota 4 Un intervalo de datos del entorno sobre11  el2 es posible caracteri-
zarlo en términos de una familia de funciones de la siguiente manera: E ho 

x lo —4). 

Fe de seta manera que un problema particular lo podemos caracterizar por 
una transformación del conjunto de datos de entrada (w) en el conjunto de datos 
de salida (0) de dicho proceso. 

Esta manera de ver al problema uppecífico nos pesante extraerle la acción 
que ejerce el medio y su remecida ea cierto estadio de tiempo f. 

En este cuto, al hacer referencia a un procese) espocifico se trata de deter-
minar un tipo de situación • modelar en la cual podamos separarla en les tres 
parta ya definidas que late:qua al proceso especifico, sisado el proceso especifico 
un proceso bien carectariaado mediante los datos que fluyen a este (datos del 
entorno) y aquellas reacciona que tiene dicho proceso específico, siendo denom-
inadas reacciona del proceso ase entorno. 

Fa importante notar que el intervalo de tiempo pede ser de tipo discreto o 
«nadan°, siendo esto importante ya que este será un intervalo de entrenamiento 
(o aprendizaje) al que someteremos a nueetra estructura modeladora (Red Fun-
cional). 

2.2 Concepto de Red Funcional 
Con base en la forma como funciona el sistema nervioso neuronal en los ani-
males y como es llevado dicho peana° a un modelo mediante Red. Neuronal. 
Artificial., la intención es crear una estructura tal que permita camervar las 
caracterblicee de modelación de las Redes Neuronal. Artificiales, pero que a 
su vez tenga la libertad de permitirnos mejorar sus capacidades adaptatives de 
modelacióta. 

De uta manera "urgen be ~tea definicionsc 
Sea Afixs(K) = (M : I *I 	donde I conjunto de índice' y K un campo 

completo ordenado (usaré el conjunto de los números reales R como campo en 
lo subsecuente). 

Si M E MI x t(K) entonces M = (suo E K I j E I) 

Definición 7 Seo I un conjunto de índices, W EMtx t(R), X = (z, ERliE 1). 
Definimos )9 : mbma) 	como 14 =4,( 4,) = 	EI XI iw(iii) ¢ O). 

Nota 5 Si 1 = (1,2,...,0 con >V E Mix1(R)1 entonces »(W) = ((iii) 1 
mí,' 00) 
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Definición 8 Sean 1 un conjunto de indices, X= {rt  E R 1 t E 1), W E 
Afixt(R). Entonces definimos k: mixi(R) x 	111  como k=k (W, x) = 

	

f 1 	3j E tal gue (j,t) E W(W) 

	

5ize i = 1 O 	Aj E tal que (j,t) E 19(W) , t E I} 

Nota Si 1 = 	„n}, X 	 W = (wi,i)i,J.1 ,3,„,,,, en- 

toncee k: Mio(n(a)xR" —+R°, k (w,x)= 	t.), *i = (x 
O
í i 

,
3
s/j,

tvid # 0, j = 1, 2, ... , n 
wij =O 

(0 1 1 
Ejemplo 2 Supongamos lo siguiente: 1= (1,2,3), X = {z x2 i,,  x3}, W = 0 0 1 

1 0 0 

Entonces como w1,2 0 0, no 1 0 Itos,i  O se tiene que k (W, X) = 
(zi 1 22, zút 19(W) = {(1, 2),(1, 3)1(2,3),(31 1)}. 

X1 	 x= 	 It3 

(0 1 3 
Ejemplo 3 supongamos lo siguiente: I = {1,2,3}, X = {zi ,za,x3 ), W = 0 0 4 

0 0 0 

Entonces como taba 0 O y tita,o 0 O se tiene que k (W, X) = (zi, x2,0), }4(W) = 
Will (114 (2, 3)). 
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x2 	 x3 

Definición 9 (RED FUNCIONAL)Sean 0, I; respectivamente un vector de datos 
del entorno y un vector de reacción del proceso a su entorno durante el estadio 
de tiempo lo y sea 1 un conjunto de &dices. Definimos una Red Funcional (RF) 
en rfi como el conjunto dado por la terna RFEi< X,W,.F > que cumple las . 
siguientee propiedades: 

1. X = Xit. I X2U X3 , con XinXj =evi o J. 
Sean inf(I), 1 , J.0 El indices tales que: int(1) < 1 < J < O = sup(1). 
XI  = (xt  I t E [kiffi), /I c R} # O 	si "Capa de entrada con datos yl" 
X0=(xt it E (1,1+ JJ c ft) 	 as "Capa intermedia" 
Xs = {xt  I t E (1+ J, I + J +01 c 14 0 0 ...7. "Capa de salida con datos" 

2. W E Mixi(R). 

1 .1' = {li : Axi(R) x iti x1 -4 R} 

4. Paro cada j Eh: 

{

Vi El tal que xiE X1  x i  = (pi., 
Vi E I tal que si E X3  si = ip.ii  
Vti E 1 tal que s, E X2 U X3  si = F(W, X i i) = f(g(:y (W, ni]) 

con FEF,g:itlx&—+R, f a —f R. 
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2.2.1 Red Funcional Discreta 

Como anteriormente se mencionó, necesitamos que el Proceso Específico quede 
adaptado por la Red Anciana (RF) propuesta, lo que implicaría una equiva-
lencia entre el Proceso en estudio y la RF de la siguiente forma: 

(2.1) 

1-4 	ti; 

Donde la primera línea de (2.1) corresponde a información propia del Pro-
a:so Específico (o sea del proceso a modelar), mientras que la segunda línea 
corresponde e lo que debe cumplir el modelo (en este caso le Rod Funcional), 
para tener el mismo comportamiento que el proceso especifico a 

Nota 7 Sea r una Red Anciana! dada por < X ,W, f > en y se cumple lo 
siguiente: 

1. 11=yoER.:=>#X1 =1 

R. 11=0 ER 4~#X3=1 

donde #X corresponde a la caniinalidad o número de elementos del conjunto 
X. 

Definición 10 (DQUIVAGENCIA) Sea 1 un esta» de tiempo, un vector de 
datos del entorno sobre!. Decimos que un Proceso Específico ea equivalente en el 
estadía de tiempo 1 a una Red Ancional en (Notación: Proceso Específico 
•---+ RE) <=> Vni E 0, Vtiqá E t; se cumple que: 

Proceso Eipecffico(9j,i) thi 	RE(soi,i) = 
E I, i E (1,2,...,n). 

• 
Definición 11 (ADAPTACION) Decimos que una Red Funcional (r) se adapta 
a un Proceso Especifico (fi) en el entorno (1' (con los datos del entorno o* 
r 	o. 

Proposición 1 Una Red Neuronal Artificial (RNA) es una Red Flincional (r =< 
X ,W, >) con la peculiaridad de que si F E Y' debe ser una /unción predefinida 

no decreciente y gik (W,X),i)= éi .(k .),V) , con ¿i  = 0,0,...,0,1, 0,...,0): 

i-1 ceros 	n—i ceras 

F(W,X,i)= (glk (W, X), in = (E w1,‘ xj) 

wi,4 E W 
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Definición 12 (RED FUNCIONAL DISCRETA) Sea 1' una Red Andana/ en 
15 sobre el estadio de tiempo lo de la formar =< X ,W, > y sea II un conjunto 
de índices. Decirnos que r es una Red Funcional Discreta 4=*. VI, E 1, = 
{(P.i,i E R  i  j  E  Io, i E 1, 1 de candinalidad a lo mas infinita numerable) 

Les conceptos anteriores pueden ser generalizados a casos en los cuales los 
datos del entorno no sean muestras discretas, sino que tengan la posibilidad de 
considerarse conjuntos de datos continuos (o por lo menos no discretas). 

De esta manera se tiene que la reacción del proceso específico a su entorno 
también heredará la característica de ser no discreta, 

2.2.2 Planteamiento de la Red Funcional Continua 

Definición 13 (DATOS DEL ENTORNO DURANTE UN ESTADIO DE TIEMPO) 
Sean It ,12 estadios de tiempo y y., los datos del entorno y la reacción del pro-
ceso respectivamente. Denotamos a 91, como los datos del entorno durante el 
estadio de tiempo 11  y a sYli, como la reacción del proceso dumnte el estadio de 
tiempo 12. 

Ejemplo  4 Sil, = (1,2,3), 1= (6,7,4) entonces Oil, = ((PI t 921 4,3), 	= 
(041{b8, 07). 

Nota 8 Podemos considerar a 	como una función de la forma w(t) con 
t E Ir, y de la misma manera a rPfi, como la función 1,b(t) con t E Iz, donde 

R, 

Definición 14 (RED FUNCIONAL CONTINUA) Sea r una Ra! Rincianal 
en yJ sobre el estadio de tiempo lo de la foisna r =< X ,W , > y seo 1 un 
conjunto de índices. Decimos que I` es una Red Funcional Continua •:=> Vya E 
O, 	= {(0,i ERljE 101 i E 1, 1 de caniinalidad infinita no numerable} 

Nota 0 Vados 1 (un estadio de tiempo no numerable), r (una Red 1.1incional 
Continua sobre cpli) y dado un proceso específico fl de solo  en tb tenemos entonces 
que s,b = (rfli i E 1, I no numerable},(i. e. 	4L  01). 

Esta definición nos permite trabajar con la misma estructura de Red Neuronal 
Artificial que hasta ahora hemos usado, pero con la peculiaridad de que el pro-
ceso al que se adapte dicho modelo se encuentre en un "medio continuo" (ver 
siguiente figura), 

   

Reacción del 
proceso a su 
entorno al 
tiempo t 

ri(t) 

  

Red Funcional Continua 
al tiempo t 

Datos del 
entorno al 
tiempo t 

91(t) 
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Ahora bien, podríamos crear una generalización de este concepto en lo que 
respecta a la topología de la Red Funcional, considerando en vez de neuronas 
"grupos no numerables de neuronas" unidas, formando barras (ver figura 2.3). 

O O O 
O O O 

o)... O 	O 	O j(t) 

O O O 
X

1 
X2 X3 

1= #X14-.1+0=nER 
RED FUNCIONAL DISCRETA 

Ot) 
iE11,1 	iE 1+1,I+J) 	iell+J+1,1+1+01 	 (2.3) 

#X rz 2N  
RED FUNCIONAL CONTINUA 

CON TOPOLOGÍA SEMICONTINUA 

gt) -" 4 	1.1(t) 
E (0,1 + J + O), j 01,31 

RED FUNCIONAL CONTINUA 
CON TOPOLOGÍA CONTINUA 

(2,4) 

En los casos anteriores consideramos capas de transferencia de neuronas a 
neuronas (o de nodos a ¡iodos). De esta forma obtenemos las siguientes defini-
ciones: 

Definición 16 (RED FUNCIONAL CONTINUA CON TOPOLOGIA SEMI-
CONTINUA) Sea un intervalo de datos del entorno sobre el eotadlo de tiempo 
lo y el conjunto de índices I, P una Red Fbncional Continua en 9, Decirnos que 
r es una RF Continua en con Topología Semicontinue 	r =< W, X, .F > 
cumple lo siguiente: 

21 
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1,1=[1,11u114-E,I+JJU(I+J+1,1+J+0)CR 

2, Vi E lo: 
a)Vt El tal que xt E Xi 	xt = tp,,t  
b)Vt El tal gue xt E X2 U X3 Zt = F(W, X, t) 
c)Vt El tal que xt  E 	Zt = 

Definición 18 (RED FUNCIONAL CONTINUA CON TOPOLOGIA CON-
TINUA) Sea tí) un intervalo de datos del entorno sobre el catadlo de tiempo 
lo y el conjunto de índica I, I' una Red Ancional Continua en tp. Dec-
irnos que T es una Red Funcional Continua en 0; con Ibpología Continua 
4=> 1' =< W, X, f > cumple lo siguiente 

1. I=11,/+J+01x(1,3Jce 

2, Vi E 10 

a) sz2 E Ita1 que zt  E XI 	= fpi r  

b)Vt E l tal gue xt  E X2 U X3 	= F(W, X,t) 
c)Vt E tal que xt  E X3 Zt 

2,3 Modelación con Redes Funcionales 
Discretas 

Para obtener una red' funcional discreta adaptada a un proceso específico, con-
sidérense loe siguiente; tras tipos de estructura de la Red Funcional Discreta: 

I. de TIPO SERIAL. 

2. de TIPO SECUENCIAL, 

3, de TIPO GENERAL. 

De modo que para cada uno de estos tres casos se prescinde de un análisis 
por separado, 

2.3.1 Análisis del caso 1 
Definición 17 (RED FUNCIONAL DISCRETA SERIAL) Una red funcional 
(F =< X, W, >) es de tipo serial 4•W = 	 estd dada corno: 

w-
-{

whi i=i+1, 
O 	en otro caso 

Ahora bien, sea fl un proceso específico caracterizado por: 

Datos del Entorno 	 W = (Wt,W2,•••,99i,—} 
Reacción del Proceso a su Entorno -= ip 
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X3 XI  

• II II 

Figura 2.1: 

Sea 1' una Red Funcional de tipo serial discreta, entonces el deseamos que 
1' modele a 0 (1' 47,4 0), esta debe cumplir lo siguiente; 

1. Interconexiones (topología) de 1', obtenida mediante W: 

En alto como como r es de tipo serial, («lentos que tiene la siguiente forma: 

O 	11/1,2 	O 	•• • 	0 	0 
O 0 ti/2,3 ''' 	0 	0 

: 

O O 	O 	• • • tN-2 n-1 	O 

	

O O O 	O ton-1,1 
O 0 0 	O 	O 

con toid E R; Vi, con j = i + 1, por lo que el conjunto de indico; do 
nodo' a considerar Mi determinado por: W(W) = ((i,j) i j = i + 1,i :.--• 
1, 2, ... ,n — 1} (ver figura 2.1) 

2. Por la definición de RF Discreta se debe cumplir que 

YX¡ E X2 U X3 Xj = F(W , X ,i) = .1(1,1 (W, X), il) 

= 1(Mo.— 	 = 
(2.5) 

(2.6) 

Vs E I, 	= f(s...1 ) 

Itomitande g(W, X, i) = zi_ 1  y W utilizada únicamente para especificarla 
• topología de la Red Funcional Discreta, Be de esta manara que la función 
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f, queda dada mediante la solución al siguiente sistema de ecuaciones 
funcionales en f: 

X1 ":1; X2 	(xi)  = »I, 

za = f (x2)= 11(w) 

z k = 1 (zk—i) = .1('1) ((p) 

{In = 1(x...4 = f cn—i) (w)  

O lo que es lo mismo: 

xr= Sp  
= 51) 

xk =,f(4-1), k= 2,...,n 

Pudiéndose interpretar esto como una ecuación funcional en / con valores 

a la frontera (p y 11). Esto nos lleva al caso en que se tienen un conjunto 
de datos del entorno: 

(2.9) 

Correspondiendo a un sistema de ecuaciones funcionales iterativo en f 
teniendo como una posible solución (ver capítulo 4): 

f (so)  = log ( nri s og(-8")  gn (9)) 

a = g'(0) 

+i)(19) = 9(49) 

(2.7) 

(2.8) 
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xis.,14.2  

• e 	 • 	• 
• • 	••• 	a 	• 

• • 

Nl› '  4) 	' e 	e 
x1+,1+0 

K i+J 

XI 

Figura 2.2: 

2.3.2 Análisis del caso 2 
Definición 18 (RED FUNCIONAL DISCRETA SECUENCIAL) Decimos que 
una Red Aficiona! discreta es de tipo secuencia, t=> W = 	ice „ esta 
dada como: 

Wid 	, < j 
” — 	0 	i > j 

En este caso la estructura queda gráficamente caracterizada por la figura 
(2.2) 

Ahora bien, sea 11 un proceso específico caracterizado por : 

Vector de Datos del Entorno 	 =O= {(40)1,(50)2, • • ,(10)/,•••} 
Vector de Reacción del Proceso a su Entorno 	{(0)I ,(0)2,...,(0),,..,} 

y tomemos a I' como una RP Discreta de Tipo Secuencia! copla cual deseamos 
modelar a 9, por lo tanto tenemos que I' debe cumplir lo siguiente: 

1. Interconexiones o Topología de 1' 

Como r es secuencial tenemos que 
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w = 	1 1 
O 	O 	• • • 	O 
0 0 	0 

	

. 	. 

0 

) 0 	WI.2 ' ' ' WI,n- I 	Whn 
o 	o 	... W2,,,,.. I 	Wa.n  

Con lo cual el conjunto de Indices de nodos a considerar queda determinado 
por: YV(W) = ((i,j) I i < j) (ver figura 2.2) 

2. Para determinar la función F E F tenemos que resolver el siguiente ás- 
tema: 

(IPt)k {zi E X: 
zi = 	(filt-z-J)k zi E Ai 

F(W,X,i) zi E X2 U X3 
Vk E N 

donde: 

F(W1 X ii)= f(glk (W, 	= (9R:tiza, • • 	a 	• ,(9,1) 
. 	. 

Desglosando el sistema de ecuaciones funcionales en F obtenemos las sigu- 
ientes expresiones: 

Zi = ((01)11 
• = (9dis 

• 
xl  = (471)11 
• = P(W, X,1 + 1) 
21+2= F(W,  X, t+ 2) 

• = P(W,X, I + J) 
x144.4.1= F(W , X,1 + J +1) 

2144+0 = F(W, X, + J + 0) 
xz+r+i = (Ibi)k 
x144+2 = (111)k 

XI+J+0 = (00)k 
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•. 
desprendiéndose de lo anterior que: 

VZ‘ E X2 U X3 4. Z‘ = F(W, X,  i) 	 zi , O, ,0), il) 
(2.10) 

siendo este un proceso iterativo de la misma forma que en el raso ya 
analizado de tipo 1. 

Consideremos para este caso que gi(zi  , zi, . . 	, 0, , O), i) = éi•X = E xi, 
os: 

de terma similar a como sucede con las Redes Neuronales Artificiales, 
donde éi = (0,0, ... ,O, 	1 	,0,.,.,0). 

4-449as mas 
Tenemos que nuestro sistema de ecuaciones funcionaks en 1  de tipo iter- 
ativo nos queda como: 

zi = (Wi)s 
zz = (Mol 

xr = Gri)s 

zr+t 	=1(7) 

x/44 = 	z1) = /(7 +z:) = 	+ 1(7)) 
.1•R 

°1+3  = f(f Zi) = 1(7 + 1(7 )+ z 1+1) = 	+ 1(7) + 1(7 + 1(7))) 
I 

Xl+J+1 = (01)k 
014-.14-2 = (%2)k 

ZI+J+0 =(10)15 
(2.11) 

ron 7 	zi. 

Haciendo Ah = 	tenemos que el sistema de ecuaciones nos queda 
como: 
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van l 	tpn,2 	' • ' 
En lo que respecta al sistema de ¡Deflaciones funcionales en P, este quedaría 

( fci.i w1,2 — wi,n 
11)2,1 	11)2,2 

W = (tui.i)0.1,„,,. = 
• • 	1112.,, 

Al = 1(7) = 1 (Tu) { 
A2 =1(7 + 1(7)) = 1(T1 ) 
as= 1(71 4-  I (TI)) = f(T2) 

Ak = .t.  (71- i) 

siendo 

To 
Tk 1=Tk..1 t(71-1) 

,•,T cumple con la ecuación funcional de translación, ya que Tn(T„,(ry)) = 
Tr„+„(1), que tiene como posible solución : 

Tk(7)= a(cs-1(7)+ k) 
To(7) = 7 

Esta última ecuación nos lleva a la ecuación funcional de Abel, siendo una 
posible solución la siguiente (ver capítulo 4): 

log( lita s'n7V(7)) 

log(s) 

8  = T'O) 

2.3.3 Análisis del caso 3 

Definición la (RED FUNCIONAL DISCRETA GENERAL) Una Red Fun-
cional Discreta General es una Red Ancional Discreta con la característica de 
que W 	 E R. 

En este amo contemplamos que la topologia de la redes es arbitraria, lo que 
implica que : 

como: 
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• • • 

Figura 2.3: 

Wi)k 	, xi E XI  
xi = 	 , x; E Xs 

Si E X2 UX3  
Vk e 

Ver figura 2.3 

2.4 Álgebra con Redes Funcionales 
Una primera impresión respecto al potencial obtenible al manejar una Red Fun. 
Mortal adaptada aun proceso específico, os que dicha Red Funcional se encuentra 
adaptada durante un atadio de tiempo específico, lo cual nos hace pensar que al 
extender dicho estadio de tiempo a uno mayor podemos analizar lo que sucede 
en el Estadio de tiempo ampliado, que en si corresponde a información aun no 
conocida del comportamiento del proceso específico. 

Definición 20 (EXTENSION DE ESTADIO DE TIEMPO) Sea ro  un estado 
de tiempo. Decirnos que fi es una Extensión del EstadM de Tiempo ro -4=t,  ro C 
Ir 
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Hasta el momento, el análisis hecho ha correspondido a la adaptación de una 
RF a un proceso específico. Es común en muchos casos que un problema (en 
nuestro caso un proceso específico) sea partido en subproblemas mas sencillos 
para intentar así resolver cada uno de anos subproblemas. 

Esto en sí no es nuevo, ya que es parte de la metodología ampliamente 
utilizada por el científico, pero en nuestro análisis sobre RF, si regresamos 
momentáneamente al origen de Astas, desde el punto de visite neurofisiológico 
tendríamos que dividir todo el sistema nervioso animal en subsistemas nerviosos 
(por ejemplo el correspondiente a la vista en particular, o al tacto o al olfato, 
etc.) considerados usualmente como sentidos. De asta manera es notable que 
son en gran medida independientes estos subsistentes o sentidos unos de otros, 
que a su vez unidos forman el sistema nervioso del animal (siendo esta la cuali-
dad que caracteriza a un sistema). 

De esta misma forma, consideremos que el sistema nervioso ea nuestro pro-
ceso específico, de este os posible entresacar subprooesos específicas loscuales 
unidos conforman al proceso eepecífico. 

Definición 21 (PROCESOS ESPECÍFICOS INDEPENDIENTES) Smn II  e 
12  estadios de tiempo y sean 111 ,112  procesos específicos sobre oh  y 9/211, 
respectivamente. Decimos que Rl  y 113 son Procesas Específicos Independientes 
4=> 

Definición 22 (PROCESOS ESPECÍFICOS AJENOS) Sean I I  e i2  estadios 
de tiempo yseanfli,t12 procesos específicos sobre WI II,  y 021 respectivamente. 
Decimos que íli y 02 son Procesos Específicos Ajenos<=> ft # 12 (i.e. 3x E 
II UIo tal que xflinis). 

Definición 23 (SUBPROCEISO ESPECÍFICO) Definimos a un Subproceso 
Específico (le de un Proceso Especifico O como aquel que cumple con 91•311. C 

donde le son los datos del entorno de fío y son los datos del entorno tfh 
11. 

Teorema 1 Sean 111 ,113  procesos específicos sobre Al i , y 1211, respectivamente: 
30 proceso específico sobre epli  tal que fi!  y 02 son procesos específicos de fi y 
además 5111 = 	U Igib) con 1=11  U 12. 

Demostración : 
Sea O un proceso específico sobreÍr  tal que yljr  = srzt  lb  U 021 /3, entonces 

c 51, Y Ali, c 
oh  02 son subprocesos específicos do O, donde 1=11 U12. 
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—4 1.1/1 (12 -.E —+ t1).: 

Fi te Ultimo teorema nos dice que para cualquier par de procesos específicos, 
siempre existe un proceso específico que los englobe como subprocesos específicos. 

CUSPROWENA 1 

lUOPROOLEMA 2 

 

e 

wq9 
PROIKEMA 

De este modo podemos ver a los procesos 'específicos como sistemas com-
puestos de subsistemas. 

Teorema 2 Sean 	y r2 1-4 ah con (11, tia subproceso específicos
Iva  

independientes y sea n un problema especifico compuesto por Sli y n2. Entonces 
31' Red Fiincional tal que I) C r y l'2 c r. 

Demostración : 
Sean r, =< X(ri),w(ra).,F(ra) 	r2 	x(r2), w(r2).,r(r2) > 
Como rt 	fli entonces Vz E A 	3ly E 1711 tal que íli(x) = y = l'i(x) 

da 
y en forma análoga corno 1'2  4---+ 112, entonces Vx E 9;72 	3!y E j2 tal que 

Da 
112(x) = y = 1.2(x). Además como Ilt,112 subproceso específicos independientes 
de fi entonces 01 ctfiy Ñº  cOpor lo cual si tomarnos a l' =< X, W,F> tal 
que: 

X = X(r1)  U X(12), 

W—(
Wri) naín 	 • 

	

W(r2) ) wn W(7)  = 	O Vi, 

(Pi 
A 112I  { 	I -- 117  

FV1)(WW,),X(1.,),i), cuando x E X(1',)  tomando a PE tal que F(W, 	= F(r2)(w(t'a), 0'2), i), cuando x E x(13) 
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por lo tanto se presentó I' =< X ,W,:F > Red hncional 
■ 

Notemos que toda la estructura de la Red Funcional integrada por subredes 
funcionales implica conservar la independencia entre las sub redes funcionales. 

Definición 24 (UNIÓN DE SUBPROCESOS ESPECÍFICOS) Sea el operador 
V dado como la unión de subprocesos específicos y sea Y. el operador unión de 
sub redes funcionales dados mediante: 

(li x 1.12 	fi 
.`1:F1  x T2 .-.r 
Donde Di y 112 son subprocesos específicos del proceso específico f2 , r, y r2 

son subredes funcionales de la red funcional I'. 

2.5 Solución de la Modelación con Redes Fun-
cionales usando su Desarrollo en Series de 
Potencias 

2.5.1 Desarrollo en Series de Potencias de la Red Fun-
cional Serial 

Supongamos que la función f de la ecuación (2.9) cumple ser 	, entonces 
podemos tomar como base (p) del espacio Cr a la serie formal de potencias en 
z: 

ce 
Vx 	E R, f E Cr 	f (x) = E crix f  = a • p 

a 	= 	(a0, ai , a2, .. 4;  ch E R coeficientes. 
p 	= 	{éi x° ,é2x1 ,é3 x2  „} 

(2.12) 

(2.13) 

Siendo a una sucesión de reales, el problema de determinar la función 
f queda entonces en términos de encontrar la sucesión de coeficientes reales 

Ibnemos entonces que si f lo tomamos en su desarrollo en series de potencias, 
el sistema de ecuaciones funcionales en f (2.9) nos queda como: 

32 



sto = E ai0-1( e ai0-e(" ' E ah( E ai,.4)" •••)in-')'—' 

th = e (1i0-1( e °in-e(' ' ' e ai3( e aii.4911)i' ' "V"-9"-' 

Da 	00 	

iv0o 	¡t.() 

00 	00 

in _imo 	i„..7.0o 

Oe = E ain_.( E ain_7(... E °lie( E aii.9019"...)'--9.-' 
i,.0 	i,.0 i„..,..0 

(2.14) 

Solución Solución mediante linealización 

Ahora hien, si consideramos a la función g(x) E Cr, dada por g(x) = 

f 	(x), entonces el sistema de ecuaciones funcionales en,/ descrito en (2.9) lo 
podemos reescribir corno sigue: 

(2.15) 

cc 
= E ai '191 

r.o 

00 
Siendo ahora g(x) = E a;  si. 

'u() 
1  990 4 
I (pi ,P1 	(PI 
1 	;02 	" ' 

Haciendo A = 

. 	. 	. 	. 	, 	. . 	. 	. 	. 	 . 	 : . 	. 	. 	. 	 , 	 . 
tenernos que (2.15) nos queda como un sistema de ecuaciones algebráicas de la 
forma: 

	

B = AX 	 (2,16) 

el cual os un sistema de municiones lineales infinito en X. 
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IP2 
,0= 
	

X= 

a0 
al 
a2 



Es importante mencionar que el índice s corresponde a la cantidad de datos 
del entorno del proceso específico fi , mientras que el índice r representa la 
precisión de la aproximación en series de potencias de la función g . 

Aproximación de la función por un polinomio de grado r 

Fa ahora necesario resolver este sistema, para ello supongamos que estamos 
trabajando en ft, teniendo una cantidad finita de datos del entorno, por lo cual 
#1,9 = s, implicándonos que la función g quede como: 

g(z )  = E cri ,x‘ 
	

(2.17) 

por lo que el sistema de ecuaciones correspondiente (2.15) resulta de la siguiente 
manera: 

1 	1 : 1 :: 1 ... 

	az 
142 = 1  502 n •:• 95 ••• 	ai 	(2.18) 

. 	. 	. 
IV. 	4 • •• w; • •• a. 

1 (ji 	1  r 1 '• ' : 1 	: °I 
IP2 . 1  /V 59 1.  Wz 	az 

• . 
IP. 	1 w. 4 • • • 9; 	a. 

Con la peculiaridad de que la matriz que nos queda en este sistema: 

1 	'Po 11 •• • wtó 
1 	sol 4 •• • 914 
1 	102 491 " ' 195 

1 	40, 491 ' • • 40,1  
resulta ser Vandennonde (ver capítulo: 5). 
Por lo tanto la solución del sistema 2.16 donde 
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(2.19) 

Con lo cual basta con tomar una r finita tal que este sistema tenga solución 
analítica, obteniendo: 



A= 

1 

	

1 	W I 

	

( 1 	9,2 

	

1 	F. 

WO 

{Pi 
492 

Wt
2  

• • • 

' 

• • • 

9911 

9: 

,B= 
+GI 

,X= 

o 
al 

as 

es obtenida mediante X = A-1B , siendo A-1  como en (5.1). 

ílit 
Oi 

Entonces X = A-1 11)3 = 

1/4 	 . 
. 	

. 

a+t 
1 8+3,4 I / 

Con base en la suposición (2.17) concluimos que como 

  

 

ae 
al 

X = (a2 = 

entonces: 

 

r 1+1 

g(x)  = E . x‘ = DE(ai•li,i)(0d)) ' xi 
	

(2.20) 
imo 	j.0 ivl 

2.5.2 Desarrollo en Series de Potencias de la Red Fun-
cional Secuencial 

En el caso de la Red hincional Secuencial, ésta queda determinada por el sistema 
de emociones funcionales en f (ver 2.11): 
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(v)k)i 
	i E XI , k EN 

k)i- - 	i E X3, k EN 

= 1(E zi) 
	

i E ob U X3 

Con lo cual se obtiene el siguiente sistema: 

{

zi = (Mi 
sa = (v)k)3 

xi = (pa): 

%lo = 1 ( zi) = 1(7) { 
Po 

X/ +2 = 1(7 + si+i) = 1(7 + 1(7)) 
x,+3 = kr + 1(7) + z i +2) = 1(7 + 1(7) + 1(7 + 1(7))) 

z I+. r+, = (01)k 
s 1+,1+2 = (11/a)k 

xr+J+o = (sbo)k 

1= E x.e 
red 

SI hacemos el cambio de variable Ah = Zi+k entonces el sistema de ecuaciones 

funcionales anterior queda en términos de A como: 

Ae = 1(7) 
A2 = 1(7 + 1(7)) = f (71) 
o  = .f (Ti + /CM) = 1(70 

A4 = 1(7i + 1(71) + 1(71 + 1 (71))) = 1(7'2 + 1 (T2)) = 1(71) 

:lis = 1 (71- I) 
MEI 

{ 7'a  " Tk 	Tk- I f (Tk-i) 

Entonces] haciendo 4)(7,k) = Tk(y) obtenemos la propiedad de que nuestra 

función T cumple: 

71(711(7)) = Tre+el (7) <=> Ol«7] In)] tt) = 94l71171  + 11) 
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lo que significa que do satisface la ecuación funcional de translación. Por lo tanto 

C5(Ylk)= alcH (7) + kj 
t 0(711) = F(7) + 7 

Que es la ecuación funcional de Abel en a. 

2.6 Modelación de Operadores Mediante Redes 
Funcionales 

A continuación son enumeradas algunas definiciones sobre operadores, con las 
cuales se pretende establecer una relación entre un proceso especifico y dicho 
operadores, intentando ad modelarlos mediante redes funcionales. 

Definición 25 (OPERADOR) Sean VI,V2  dos conjuntos. Decimos que ® es  
un operador de Vi en V2  dado como ®(f) = g, donde f E Itr, 9 E V2. 

Ejemplo 5 Como ejemplo de operadora podernos considera. al "Operador Suma" 
en el conjunto Z2 = (0, definido como: 

(1) 0 1  
O 0 1 
I 1 0 

entonces vemos que quaia bien definido W como operador suma de Z2 x Z2  en 

74 ya que VJ E Z2 x Z2 3g E Z2 tal que B(1) = 

= (0,0)(1)=0=9EZ2 
= (0, 1)(.1)= 1=9EZ2 

= (1,0)(1)= 1= 9 E Z2 

= (1,1)(/)=0=gEZ2 

Veamos ahora algo sobre operadores lineales. 

Definición 28 (OPERADOR LINEAL) Sean VI,V2  espacios vectoriales sobre 
el campo K. Decimos que e1 operador (I) : Vr --+ V2 es lineal 4=1. paro a,fi E 
K; f,g EVi entonces Col .4-  9) = 11) 	+ (Kg). 

Cabe mencionar que existe una subclasificación de operadores lineales dada 
por operadores acotados y operadores cerrados. 

Proposición 2 Sea 11 un proceso específico y una red funcional tal que ti 4--r 
1', entonces y l' son operadores y ademds el mismo operador. 



DemogtracIón 
Como fl es un proceso específico, ceta queda por definición determinado por 

so y IP (datos del entorno y respuesta del proceso al entorno respectivamente). 
Asimismo sabemos que ft es un operador de en O, ya que V4pi E iO lin E VI 

tal que fl : 60 -4 ;ti 
Por lo tanto como fi 4-4 1, entonces se cumple en particular que f17  r. 
Entonces por definición de equivalencia entre Proceso Específico y RF sabe- 

mos que Vq); E y) con f1(4p;) = 1,1), E luego r(pi) = 
Por lo tanto r ea también operador y a su vez el mismo operador que 11 ya 

que 11(40i) = 	= 	(1(9;) = 	l',4,p; E (p. 
• 

Ejemplo 6 Seo O un operador lineal, di : Vi -+ Va, con Vr,Va espacios vecto-
riales sobre R. Dnemos entonces que *di E Vi t al E it se cumple lo siguiente: 

®(as + y) = a (1)(x)+ (1)(y) 

por lo que si tomamos 1'1,1'2,1'3 Redes Flincioriales tales que cumplan: 
Fi : A's fax +V)i Xa = 	X, 0, X3 = {(1)(ax + y)} 
1'2 	= (ex), X2  = F(W, X, i), X3 = 	41)(x)) 
r3 	= (y), Xa = F(WI X, i)1 X3 = (e(y)1 
De tal modo que se tiene que satisfacer la ecuación entre Redes Flmcionales 

siguiente: 

ri  = r, + r3 	 (2,21) 
De esta forma, tenemos que (1) 4-4 r (= r, = r, = r3) si se cumple la 

ecuación 2.21. 

2.7 Predicción 
En cuanto a la predicción, como ya fue menciohado antes, es posible encontrarse 
en una de las siguientes situaciones 

1. Conocemos loe datos del entorno (so), el proceso especifico (0), pero de-
sconocemos la reacción del proceso a su entorno (0). Esto lo podemos 
denotar como sigue: 

< 	in >T+, 

donde lo que esto representa que conociendo r 4-4 f1, entonces podemos 

determinar 4,') durante el estadio de tiempo 1 (I extensión del estadio de 
tiempo lo ) mediante l' Red Funcional. 
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2. Conocemos los datos del entorno (w), desconocemos proceso imx:ífico 
(fi), conociendo la reacción del proemio e su entorno (0). Esto lo podemos 
denotar como sigue: 

 

 

donde lo que esto representa que conociendo F '-+ A, entonces poden» 
sol lo  

determinar n durante el estadio de tiempo I (1 extensión del estadio de 
tiempo le) mediante 1 Red Einclonal. 

3. Desconocen°s las datos del entorno (p), conociendo de antemano el pro-
ceso específico (0), caí como la reacción del proceso a su entorno (tP). Esto 
lo podemos denotar como sigue: 

< n, III >T., .w6 

donde lo que esto representa que conociendo 1' 4-4 (1, entonces podemos 
0,11, 

determinar (pli  durante el estadio de tiempo 1 (1 extensión del estadio de 
tiempo lo)  mediante 1' Red Funcional. 
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Capítulo 3 

CONCLUSIONES 

Creo importante considerar que este trabajo apenas es un primer intento de 
generalización de modelos procedentes de estructuras biológicas (en este caso se 
considera únicamente a las neuronas) ya existentes. El potencial de modelación 
que encierran las estructuras biológicas y su análisis teórico resulta sumamente 
atractivo para intentar su aplicación teórica en otras áreas del conocimiento. 

Los resultados obtenidos por el esquema de modelación aquí presentado 
muestran que existen enormes posibilidades encerradas en las Redes Funcionales, 
en cuanto a su posibilidad para analizar lo que sucede en estructuras que puedan 
ser mucho usas complejas. 

Ea importante notar que existe una amplia gama de posibles desarrollos y a 
su vez un gran necesidad por realizar un análisis en dichas estructuras. 

!'asible' vías de investigación futura son las Redes Funcionalee Discretas 
Generales (en particular sus soluciones) así como las Redes hincionales Contin• 
sao (en especial aquellas con Topología Continua) ya que al parecer presentan 
situaciones de gran complejidad y de una dinámica extraordinaria. 

Así mismo considero que las ecuaciones funcionales son una herramienta 
sumamente potente, mediante la cual ce posible continuar analizando los proble-
mas que surgen de estas estructuras, pudiéndose relacionar con sistemas dinámicos; 
de esta forma puede tenerse una base para continuar con el desarrollo de las 
Redes Funcionales. 

Una segunda dirección de investigación esta relacionada con la adaptación 
de las redes funcionales a procesos específicos que tengan un comportamiento 
aleatorio (probabilístico con ciertas distribuciones preestablecidas), o incluso 
sistemas dinámicos que presenten comportamiento' de tipo caótico. 

Una tercera posible dirección de investigación pude consistir en un análisis 
de sensibilidad de las Redes Funcionales ya adaptadas a un proceso específico 
por medio de perturbaciones durante el estadio de tiempo en el que se efectuó 
la adaptación. 
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Finalmente hay que considerar que las Redes Funcionaba son solo modelos 
matemáticos que intentan generalizar la idea de Redes Neuronales Artificiales, 
de manera que el origen biológico queda separado de los modelos propuestos. 

Considerando a las Redes Funcionales como modelo Ampliado de las Redes 
Neuronales Artificiales, es importante tener en cuenta la posibilidad de obtener 
soluciones que no se presentaban' en las Redes Neuronaleee Artificiales, pero 
las cuales al ser analizadas mediante Redes Funcionaks resulten soluciones no 
consideradas previamente (la idea no es nueva, es parecida a la ampliación hecha 
al conjunto de los números reales con los números complejos). 

De esta manera considero que las Redes Ruicionales son una creación cuyo 
valor radica en ser nuevas estructures de modelación, proporcionando una base 
para el análisis formal del problema analizado, 
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Capítulo 4 

ANEXO 1 
Ecuaciones Funcionales 

4.1 Ecuación Funcional 
A continuación se presentan diversos métodos intentando resolver los sistemas 
de ecuaciones funcionales a los que lleva le modelación con Redes Funcionales. 

Definición 37 (TÉRMINOS) Un término queda definido por las siguientes 
condiciones: 

I. Las variables independientes son términos, 

2. Si tt ,t2„ , tp  son términos y 	, zp) es una función de p vari-
ables, entonces f(tt ,t2,... ,tp) es también un término. 

3. No existen otro tipo de términos. 

Definición 311 (VARIABLE DEPENDIENTE) Una variable dependiente es 
aquella variable que se expresa en términos de otra variable. 

Definición 29 (ECUACIÓN FUNCIONAL) Una ecuación funcional es una 
ecuación entre dos términos, los cuales tienen por lo menos una función incógnita 
y un número finito de variables independientes. 

Consideremos en lo sucesivo A c 

Nota 10 (ECUACIÓN FUNCIONAL DE TRANSLACIÓN) Una ecuación fun-
cional de translación en P : A2 —+ A, es aquella que cumple lo siguiente: 

Fix,n + y), con x,tt,v términos 
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Nota 11 (ECUACIÓN FUNCIONAL DE ABEL) Una ecuacVn funcional de 
Abel en f : A A es aquella que cumple: 

f(litz,up = f(x)+ u 	 (4.1) 

con h A2-1 A,u E A. 

4.2 Ecuación Funcional de Translación 
Teorema 3 Sean t E Ca arbitrario y estrictamente monótona; z,F(x,t4] E 
(a, b) c R; u,v E R. 

Una solución a la ecuación funcional de translación: 

Finz,u),u1= Ffr,u+ y) 

queda dada por: 

Fiz,uj= era( ) + u)'. 	 (4.2) 

C011: 

• La condición de que Fiz,ui seo estrictamente monótona respecto a u y 
paro un conjunto numerable de valoro de u trayecto a z. 

d 
• Se satisfaga que Vu E R, Flui r) E Cha,„ y Plz,u) E C(.41) y no con-

stante paro zo fijo. 

Dautostrael6a I 
Sustituyendo tenernos: 

F(P[z,uhvi = 41-1(Ftz,u1) 
= 

	

	 +id= ti(t-1(x) + u) +v) 

Cls1+11 
= 	(1(-1(r) + u + el = Fir,u+ts) 

FIFtz,u),v1 = Flz,u+ vJ 

■ 
Por lo tanto tenemos que el resolver una ecuación funcional de translación 

m lo mismo que resolver una ecuación funcional de Abel ya que: 

Flr, u) = (1-1(1) +ul (-1(Flx,u)) = (-1(z) + u 

donde la incógnita funcional es en este caso ((o (1. 
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4.3 Ecuación Funcional de Abel 

Consideremos a continuación la ecuación funcional en (-1: 

1-1(9"1(1)) =1-1(x) +n 
con n > 1 y m > 1 

como ecuación de trabajo, Tomando el caso particular de m = 1 obtenemos 
la ecuación funcional de Abel (4.1), siendo (-1(x) = f(x) y gm(x) = F(x,n1). 
Consideremos a la función g : A .- A para definir una relación de equivalencia 
de la siguiente manera: 

Definición 30 (13QUIVALENC1A DE LA FUNCIÓN g ; A -• A) Sea A un 
conjunto tal que g : A -› A, y sean x,y E A. Decimos que x ea equivalente a 
y relativo a la función g (cuya notación es x y)4=> 3'n n, ni E N\ (0) tal que 

9"(z) = 9"(Y). 

Proposición 3 Si g : A A; x,y EA yx"ri 	define uno relación de 
9 

equivalencia. 

Demostración s 
Sean ;y, z E A, entonces: 

1. (REFLEXIVIDAD) 

x 	ya que gm(x) = gn(x) para n = m. 

2. (SIMETRÍA) 

z " 	9"(z) = 91Y) 9NY) = 9"(z) Y z 
9 

3. (7'RANSITIVIDAD) 

Si x - yyy -  zentonoetsx z ya que: 
o 	o 

?(x) = 9m(V) 
9"(1/) = 91(2) 

gn-m(r) = 1 
1  = gr-e(y) g (x)= 1 = gl-r(z) 

g""(x) = gi-r(Z) 	X - Z. 9  

• 

Definición 31 (PUNTOS FIJOS) Sea A un conjunto no vacío, g : A -e A. 
Definirnos un punto fijo de la función g corno aquel xo E A tal que cumple una 
de las siguientes dos condiciones: 

• SER UN PUNTO ATRAYENTE: Si 3V vecindad de xo tal que* E V, 
la sucesión de iterado (0(x)11,1  converge a ift, 
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• SER UN PUNTO REPULSIVO: Si 3V vecirdad de xo tal queVx E V con 
ro tenemos que g"(x) V a partir de alguna n. 

Definición 92 (CICLOS) Sea A un conjunto no vacío, g : A --• A. Definirnos 
ro E A produce un ciclo de orden n de la función g si se cumple que r(x0)= xo 
Y P(xo) zu Para i = 1, 2, • • • in - 1. 

lkorerna 4 La ecuación funcional (4.3) tiene solución <=4. g no tiene ciclos 
ni puntos fijos, 

Demostración 

1, Supongamce que g tiene un ciclo do orden k > 1 generado por un punto 
y, entonces 

1-119k(11)I = f -1(y) k +n 1  

y como ph(y) = y por ser ciclo entonces 

1-11r(v)1=1-'4,1 

por lo que 

(-1(y)4-k+n-l=("'(y)*k+n-1=0k-i-n=1 

cosa que no puede suceder ya que k > 1 y n > 1, por lo que k n > 2, 

por lo tanto g no tiene ciclos, 

2. Ahora bien, supongamos que yes un punto fijo, entonces: 

• EN CASO DE SER PUNTO ATRAYENTE: 
Sea V una vecindad de y tal que Vz E V {g"(x)}:11  -+ y entonces 

t-11{9n(z)} teil -4  rifYJ 
y a la vez 

11(95(x))141=11x1+ n + ni - E 

,.. corno rify) =1-  lir) 4-n+m- l entonces en particular para z = y 
tenemos que rilYI r-• r' (y) + n + m - 1 que resulte ser una con- 

{ m = O 
tradicción ya que n 4-tri = 14, 	6 	que ce une contradicción, 

n = O 
por lo tanto y no puede ser punto atrayente ya que no existe dicha 
vecindad V. 
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• EN CASO DE SER PUNTO REPULSIVO: 

Sea V una vecindad de y tal que Vi E V con x # y tenemos que a 
partir de alguna k ee cumple que gk(x) V, entonces: 

1-119'(x)1 = 	+ + n —1 

como gk(x) OVyiEV entonces (-I Igk(x)1 # 1 1(x] de modo que 
si consideramos los siguientes dos casos: 

(a) k+n— 1 E V (-1(gk(x)1=(-1(xj+k+n— 
••••~,~ 

E1,› 

• V = VC  UVI  (que no se cumpleenv  términv iodcevconjuntos a menea 
que V, = V, que no es el caso ya que v=k+n—IE Vi es una 
contante) 

(b) k + n — 1 V (-11,9k(Z))=C-lIZI e+vnao—v  

V = Ve  U 1)2 V = V (que no ee cumple en *mino de conjun- 
tos) 

Por lo tanto g no es punto atractar. 

Concluimos que g no es punto repulsivo. Por lo tanto g no as punto Qj 

• 

Definición 33 (CONJUNTO DE LOS ELEMENTOS EQUIVALENTES) Sea 
x E A, &Mimos al conjunto de todos los dementes equivalente« e x como: 

4,9(x) E 0(x) = (y ; y) 

Denominado también como Órbita de x. 

Proposición 4 Sea g : A —1 A, entonar 4', define una partición del conjunto 
A. 

Demostración : 
Sea x E A tal que x E 90(x) , entonces se pueden definir dos conjuntes que 

son los que producen una partición del conjunto A: 

A: = (14 19 /(x) =%(y)} 
A2 	= (V 1 ep(Z) # 4.,(y)} 

por lo tanto A = Al  U A2  y A, nA2  = 0 por lo que Al  y A2 inducen a une 
partición del conjunto A. 
• 
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Teorema 5 Sean sodio E A,1-1(zo) = yo;k,rt,s E N\(0). Entonces Vz E 
0(4), se cumple que la solución de la ecuación funcional de Abel (4.3) ea: 

1-1(z) = yo + 8 — k 
	

(4.4) 

Demostración 
lbnemos que como x, ro E 4)(x0) entonces para algunos k,a E N\{0} se 

cumple que gk(z) = 9*(x0 ) entonces, usando la expresión (4.3) obtenemos el 
siguiente diagrama: 

(""' W1(0) 1-1(?(xe)) 

(-1(z) + (n 	k 

a 

rt(ro) (n- 1)+s go+(n-1)+8 

1-1(9k(2)) = E -1(9'fro)) 
(-1(4 +(n -1)4- k = e-1(4) +(n- 1)4- 8 

(-1(z)+(n-1)4-k=y04-(n-1)+8 

t-1(z)+k=Yo+s 

• 
Ahora bien, consideremos otras posibles solucionas de la ecuación funcional 

de Abel: 

Proposición 6 Sean f : A -o A,g : A -. A1  tal que h(z) = fl(f(tr i (x)1). Si 
0(x) es solución de la ecuación funcional 	= S(s) + c en Al entonces 
a(z) = Pig(z)I satisface fa ecuación funcional: 

a& MI= n(s)+c,c00 
	

(4.5) 

Demostración 
Sea x = g(u) entonces 

olf(x)J = P(g(fIx))] 

= Plg(119-1(101 
= f31/i(u)1 
= fi(u) c 

= a19-t(u)1+c 
= o(x)+ c 
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..• alf(x), = a(z)+c 

Ya qué 

a(z) = Phl(x)i *=> 	i(u)I = 019(9-1(t4)1 4=1 eh (u)I = P(u) 

• 
Proposición fi Supóngale que 3/'(x) # O Vz E 1 C A. Sean 49(x) tal qae 

wif(z)1 = +w(x) lir E 1 tal que f p(t)dt # 0,‘ una constante aditiva. 

Entonces 31o(r) soirción ole la ecuación (4.5)* E 1 que cumple 01(x) ••=-: /0(x). 

Desoostreciósa 
Sea Si E 1 W que 

Mei 

	

7 	= 	40(i)* 

	

a(z) 	1149(1 )* 
e. 

esa 
za  = f(4),Yx E I 

entonces mando al cambio de variable{ I f (u 
	

ara.1 	 chtenensor. 
) 
* 	= dt 

	

ine) 	• 
J w(t)dt=f-, f whoinumu 

1-4.0 

= S;), fPli(u)104= 57  (Piuldu 

57 [11p(a)du+ 7(p(u)dui 

—7+0(z)+e 
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De modo que a'(x) = Itp(x), por lo tanto f = ,41  = 	 
f :PM* 

(x)1= a(x) + e .:=$' (oli(x)) = 	
, 

■ 

Teorema 6 (PRINCIPAL SOLUCIÓN A LA ECUACIÓN (4.5)) Sea 1: 1cA-4A 
y {4} suenan que cumple que Vx E I Hm 1"+I(1-1"(`I — c. Entonces 

n-no 
Vto E se cumple Ole: 

	

cl(Z) = litnn_.00 r(s)-o "ts0 	 (4.6) 

satisface la ecuación (4.5). 

Demostración 

= 	lim 
fn+I (x)— In(xa)  

n.ao 	dn  

lim 1"(x) — in(zo) 	lim .1"+1(s) —1"(x) =  n.o, 	 n.o° 	dr, 
= a(z)+c 

• 

'horma 7 Bajo las siguientes hipótesis: 

1. X C C en una vecindad del origen, 

2. 1: X --+ C función analítica 

3. /(0) = O, 8 =1'(0) 

4. 0<ial<1 

se cumple que la ecuación funcional de Abel: 

a( f (x)) = a(x) + 

tiene dnica familia un pardmettro de soluciones, a definida en una vecindad del 
origen dada por: 

o(x)= 
log 

log a (x) 

con a = lim s" fn(x), 
11.c0 
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Demostración 

1131, Pot. Un. 
• 

Programa 1 /45  Proonuna que 101111:4•115 la ecuación 
funcional de Abel numéricamente V 
#include <Misia> 
itlinclude 
"elude onatilfs> 
doták EPS; 
int NITER; 
/ 
Se soluciona la ecuacion funcional de *Abel: 
O(ai(s))*W24.1) 
con le funcion dada como: 
8=00) xi(e)=logIlim(r (o)/0),n->INFINITOJ/kylof 
os* ***** *o ***** * ***** *************** ***** **/ 
&dio a(t) 
doulk 
retern(x/5); 
deleble tipna(x o) 
defolie to; 
{ 
doto» gO, 11, Lo; 11, ol, cerca, g(desgle); 
int iteruit 
0=1 el**1, LO=s; 
de 

1131(14 a ',go; 
Llergl/o1; 
oareasjobe(11/10.1); 
gOergl, L041; 
itar++; 
printe/terecional: 	\t Spadon: 	\ n",iter,ceros); 
beldlece~EPS II tter>NITER); 
reitorn(LI); 

/•••••••••••••••• ****** •••••••••••••• ***** • 

Dates de entra: 
-> Argumento de la J'andén 

EPS -> rilenmaia 0101141103. 
NITRE -> Número másimo de iteraciones, 
tipo .> 1»• de función g 
(amoidannde el opado de funciona G=g:A->A 1 0<ip'(0)1<1, p(0)=0): 
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tipo=1 (defau/t): g(x)/5; 3=1/5; 
tipo=2: g(z)=ein(z/2); 3=1/2; tipo=3: g(x)=sin(z/3); a=1/3; 
	 / 
double main(uno, dos) 
int uno; 
char "dos(401; 
f 
double z, s hnp, g(double), sigma(double,double); 
(uno> 1)71z=ato,f(dos(11));(x=1); (uno>2)17(s=atof(dos[27)):(3=,2); 
(uno>3)?(EPS=atof(dosK)):(EPS=.001); 
(uno>4)9(N1TER=atoi(dos(4))):(NITER=1000); 
tmp=sipma(z,$); 
printl("Et limite de sigma es: %If\n",1mp); 
imp=l9(tmp)/l09(a); 
printf("Ettimite es: Kif \n",tmp); 
nturn(tmp); 



Capítulo 5 

ANEXO 2 
Desarrollo en Series de 
Potencias y Matriz de 
Vandermonde 

En importante notar que en cierto momento al requerir la obtención de solu-
ciones numéricas de la modelación de alguna Red Flincional, se tiene a la ruano 
el uso de series de potencias como método para dicha implementación. 

Lo que resulta de implementar el desarrollo en serias de potencias en una 
red funcional es lo siguiente: 

5.1 	Análisis de las soluciones del sistema de ecua- 
ciones lineales de Vandermonde 

lbarema 8 Sea A E M,+► x1+i(R) una matriz de Vanderrnonde. El determi-
nante de A queda dado por la ~uta: 

det(A) = II(zi — xk) 
0<k<i<4 
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siendo: 
1 xo 4 

í 	

xl 
1 xi x? 	xl 

A = 	1 x2 xl 	xl 

1 x, xl 	

) 

x; 

Demostración 
Tomemos el caso de A matriz de Vandermonde de 2 x 2 (a = 1): 

det(A) = det(( 	)) = xi — xo =o<s< i<4(x,-.k) 
leamos ahora el caso de A matriz de Vandermonde de 3 x 3 (a = 2): 

1 xo x 
det(A) = det( I1 xi xll ) ) 

1  x2 x2 
,,2 	 , 	,,.2 

= 	1. det(( El  1 )) — xo , det(( ' 1 )) + z,2, . det(( 1 
x2 x2 	 I x2 

= I 2 2 1 ,x1 x.., — xix2, — xo (si — 4)+4)  (x2 — si) 

= xixl — x7x2 + x¡xo — xoxl + x3x2 — x3x, 
=(xt  — xo) (x2 — xo) (x2 — xi) 

= 1-1  (,;_,,,) 
0<k<i<a 

(HIPÓTESIS DE INDUCCIÓN) Tomemos ahora el caso general de A matriz 
de Vandermonde de o x n (a = n — 1) suponiendo que es valido el caso de la 
matriz de Vandermonde de — 1 x n — 1 (a = n — 2): 

'llenemos entonces que 

2 X, 	"-2  
4 	4-2 

) = 	- xk 

2 	
xn-2 

	05k<i5n-2 

entonces multiplicando cada columna por —Xo y sumandosela a la columna de 
la derecha comenzando por la penúltima columna hacia la primera obtenemos: 

xt  

x2 



1 X0 	Zo 

1 	XI 	zi •• • ir3  ir'  

Xa 	4 ••• 4-2  4-1  

I  det( 	. 	 , • 	) 

	

, 	... 	, 
„.n-

'  
2 ,n-1 

1-2 	' • ' "ni 	1:1 

1 	4-1 X1-1 • • • 4-1 	n- I 
0 

1 	0 	
2 0 

1 	XI — 20 X, — 2021 	• • • 4-2  — X04-3  

	

— X0 	4—n4 	
4-2  _ x04-3 

= det( I. 
X2  

	

. 	 . 
• 

x1-2 - X0Xn-2 	
4:2  x0xnn:3 

1 Xn-1 — X0 X,...1 —  202,1 	41 — 1 X04 

—roxr 2  
4-1 _ x0021-2 

4:1 _ x04:2 

Texa-1 

de ceta manera resulta que: 

I 	O 	o 	 O 	 O 

7-2  1 Si — Z0X1 	X 	— xor': ”" 3  x7-1  - xox? 
1 	Z1 — X0 	

' 2  

1 	20 — 50 	4— xara 	zn2-'—zoz1-3 4-1 — X04-2  
) 

	

. 	 . 	 . 

	

, 	 . 	 . 

2 
1 Xn-2 ' 10 Xn-2 ' 20:0"2 	

41 — 204:i Z04:: 

1 	Xn.. I — 4 XI_ i — ZaZn -1 	411 ' ZOZ:--; enl ' Z04---1, 

	

:13  —.... Zozo 	t? — Zo%i 	• • • 4-2  — roZZ -S  Z7-1  — rOZ7 - 

	

4 —z.za 	••• zrg —zoz;'' z;-1  — zoz;-' 

= ad(• . 	. 	.. 	, 	. 
. 	. 	. 	. 

zn _2 —zo 21_,— Z0Zn- 2 • • • 4:1 — Z0Z::i X::1 — XOZ"n1:1 

Zn-i — X0 4_1  — xox„..., ••. 4:1— x04-_, 4:1—roxr:i 
3 	ZI — 10) XV-2  

	

(x,—ro) 	(xi - x0) 21  ' • • • 	(xl  - x0)4- 	(  

	

(Z2 — X0) 	(X2 — 20) X2 	(x2 — x0)4 	(X2 ' X0)4- 2  

) 

= det( 	. 	 . 
' 

(x0-2 - xo) (ya-2 - xo)xs-2 • • ' 
(Xn-2 — X0) 41 (Xn-2 —Z0) 41 

( 

(111- 1  ' XO) (Xn-1 — ZO) Zn-1 ' ' ' (Zn-1 
— x0) 4:1 (Z/3-1 — ZO) 4:1 

1 zi 4 	
01-2 

1 12 4 	4-2 

= 	(X1 — 10) (X2 — X1)(X2 ' 10) • ' • (Zn- 1 — X1)(Z11-1  ' X0) det 	. 	.  . 	. 

1 xe-t xin-1 — 4:1 
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n-1 

= 	H(x,-..) 	H ( X - Xk 

j.1 	ISk5<i5n-1 	0511<<i<n-1 

es válida la hipótesis de inducción, por lo cual queda esta fórmula de-
mostrada por inducción. 

■ 

Corolario 1 Si A E M.+1x 8+1 es una matriz de Vandermonde, entoncea det(A) = 
04::•3k<i tal que zi = zo, 

Demostración t 
Como det(A) = 	(x; — x,,) por el teorema (8), entonces 

o<k<t5. 
det(A) = O <=t. n 	- xn)  = o <=> < tal que xi — rk = O 4=1. 

o5a.ci<ip 
30<k<i<a+italquezi=x), 

•  

Programa 2 /' Atrición propuesta pan: determinar si existe 
• (regresa O) la solución de una ...*/ 

/' matriz de Vandennonde, 
/' Código en lenguaje C 
/* m = Dimensión de la Matriz de Vandernionde menos uno'/ 
int del Vanderitionde(m,sr) 
int m; 
double 'x; 

int det,i,k; 
det = I; 
for(i=1; i<=m; i++) 

for (k=0; k<i; 	( if (xlif == 41c1) det=0, i=m, k=i-1) 

if(del==0) printf("El determinante 89 igual a cero. \n") 
elle prinke El determinante ea distinto de cero. \n"); 

rotura (del); 

Corolario 2 Si 3k # i tal que r,oi, = IN entonces la solución al problema sim-
plificado (2,19) de.la IW no existe. 
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Demostración 
Para que el sistema (2.19) tenga solución, es condición necesaria y suficiente 

que: 

Entonas, analizando el determinante de la matriz de Vandermonde: 

det( 

I 	(o 	4 	••• 	Ve 
1 	Wi 	11 	,.. 

t 	'In 	— 

I. 	so.. 	s'o; 	••• 

) = det( 

/ 1 	wo 
1 

(P so 

1 'Pi. 

1 	Sol 
yo' 

c(P fi 

SQL 

" 
•• • 
•• • 

"' 

••• 

(pf 

9:0  

951. 

/ 

(0.-9,4) 
lods. 

Por el corolario 1 tenemos que si 3'n k0 ,i0  con ko < i0  tales que 9op, = 924 
entonces; 

fi 	(ws — IN) = (viso —15•4) 11 (ve- 
05krirr 	 00,4511 

-loso 

	

í 
1 wo 	••• 

—  

	

I In 	sof 

	

por lo que det( 1  Va 	"' g ) = O 

. 	. 	. 	. 	. 
I W. W: "' g 

Por lo tanto no existe solución del sistema (2.19). 
II 

'D'oren» 9 Sea A E Ms+isi+i(R) una matriz de Vandennonde de la forma 
(9.19). A-1  existe siempre que Vk, i E (0, 	+ I), k <i 	IN wi  

Demostración r 
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1 19 o , 
S°0 4 ••• 

-• tpf 

det( 1  

iI 

sP2 (P2 " ' (14 ) 	O 

• 
I W. (Pi — (P: 



— 	r) 

'Orl-We-1 
10.1 

, si y E (1,2„8 —1) (51) 

, si y r= s 

con x,y E {1,2,— ,8}(5.2) 

Sabemos que como A a una matriz cuadrada entonces podemos obtener su 
determinante, que en particular se reduce a 	11  (yk  — goi) por ser A matriz 

0<k<i[o 

de Vandermonde. 
Entonces det(A) 	O a 	11 ((o, — soi) 	O entonces Vi,k con k < i 

0<k<i<o 

49s 
Por lo tanto 3A-1, 
• 

Teorema 10 Si A E M,x,(R) es una matriz de Vandermonde de la forma 
(2.19), entonces si 3A-1, esta tiene la siguiente estructura: 

Programa 3 / 	  
SIMULACION DE LA ADAPTACION DE UNA RED FUNCIONAL 
A UN OPERADOR DETERMINISMO Y PROBABILISTICO. 

#include <stdio,h> 
#include <math.h> 
#include <stdlikh> 
#include <flialloc.h> 
#define MAMEX 1000 
double •ftnp; 

/ 

 

 

Resuelve el sistema lineal de Vandermonde en (a0,..,an): 

V(zOr.,2n)*(610,..•ar)4/0,..tfri)  

l 'S 
ao 	lo 

t 
t x x 

, x 
x 

f' ( x , xl  
a2  i x3  xj xl) al  
a3 	fa 

ALGORITMO 5,6-1, AG. 121 
MATRIX COMPUTATIONS, GENE II, GOLUB, 
TIIE JOIINS IIOPKINS UNIVERSITY l'RESS, 1983. 
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double•SolueVM(x,f,n) 
double 	*1; 
int n; 

int k, i; 
for(k=0; k<=n-1; k++) 

for(i=n; b=k+1; i) ilil-=(11i1-11i-111/(x1i1-z10:-11); 

for(k=n-1; k>=0; k) 

for(i=k; i<=n-1; i++) 

M1=11011i4-11**1; 

retarla( ); 

/usos.*** ******* ••••••••••••••••••• ***** • ******** ••••• 
A(ileotin loe dato, del sistema de eCUACiOne1 de 
Vandesmonde a molo« (4) 
••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••/ 
void mumini.dflo!fz,f,n) 
!doble 1s, I; • 
int n; 

int ij; 
printf("DATOSAn"); 
for(f=0; rrn; i++) 

PrinkrOifidibt filii1=X1100,44rdilill; 

****** ••••••••••••••••••** ***** ***** *roe*** ********** 
Abulta el sistema de emociona de Vanderrnonde a rucio« 
sto ******* **sarnoso ***** **********•••••••• *********** 
void muestra_sioteina(z,f,n) 
double *x, 
int n; 

int i,j; 
printf("SISTEMA:\n"); 
for(i=0; i<=n; i++) 

1 
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printf("1');  
for(j=0; j<=n; j++) { printf("%lf ",pow(xli),(double)(j))); } 
print1e19; 
printf(" la(9601 = 1%1)1\ 

Muestra /as solucione., del sistema de ecuaciones. 

ooid muutra.solucion(a,n) 
double *a; 
int n; 

int i; 
printf(*SOLIICIONAn"); 
for(i=0; i<=n; i++) piintf("a(96i) = litf \n",i,afig; 

Generador de dato. determinizticos 
(OPERADOR DETERMINISTICO) f(t)=.5't+5 

double •genenz_datos.determ(n) 
int n;  

int i; 
for(i=0; i<=n; i++) tmplif=,5*i+5; 
return(trnp); 

Generador de datos probabiliaticos 
(OPERADOR PROBADILISTICO) 

douhle *genenz.datos.proba(n) 
int n; 

int i; 
randomize(); 
for(i=0; i<=n; i++) tmpfi/=(double)(rundom(100)); 
return(trnp); 

PROGRAMA
/  

PRINCIPA L.  
1-> PM 
x 
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a .> alfa 
DATOS INICIALES: 
param/: tamaño de matriz de Vandermonde 
param2: 
/->para datos deterministicos 
2->para datos probabiláticos 
pararn3: 
1->para imprimir el sistema. 
2->no imprime el sistema de ec. 

void main(uno,dos) 
int uno; 
char •doz(40); 

double'x, sf, *a; 
int i,n,lipo, mueatmais; 
tmp=malloe(sizeof(double)*MAMEX); 
z=malloe(sizeof(double)*MAMEX); 
f=rnalloe(siseof(double)•MAMEX); 
a=malloe(sizeof(double)*MAMEX); 
/' (ejemplo) : n=3; 

for(i=0; i<=n; i++) 0=i+1;1101=10,0, f/1J=26.0, 
f121=58.0,1131=112.0; 

/• DATOS INICIALES'/ 
(uno> /) fln=atoi(dosn):(n=3); 
(uno>2)2(lipo=atoi(dosle:(tipo=1); 
(uno>3)P(rnuesinksis=atoi(dos[97));(muestni_sis=1); 
/* frOr..rz°9 :'/ 
for(i=0; i<=n; i++) x(if=i+1; 
ni0/..pfn) 
(iipo==1)Y(f=penem_datos_determ(0);(f=geneizi-datos.proba(n)); 
fin+11=0, 4,1+11=0, zln+11=0; 
1° FIN DATOS INICIALES */ 
if(muestriuis==1) inueattn_sistema(xj,n); 
mutilm.datos(z,f,n); 
/*(fOr •rin) :'/ 
a=SolueVkl(xj,n); 
muezinz.zolucion(a,n); 
irteN; 
/Irga 
free(r); 
fire(tmP); 
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Capítulo 6 

ANEXO 3 
Ejemplos 

6.1 Red Neuronal Artificial (Suma Binaria) 

Sea T =< X, W, F> una RNA con las siguientes características: 

I, X = XI UX21.1X3 = 	x,}U(zl+1,¥1+9, , ••,21+J}U{2l+J+I,¥/+J+2,••• ,x1+J+O) 

2. W triangular superior con ceros en la diagonal. 

= 
= +Pi 

3. = I 
3.1 

J función no decreciente 

Si consideramos = 2, J = O y 0 = 1 entonces el número de neuronas que 

utilizamos es en este caso igual an=i+J 

el proceso específico (1 queda determinado por 

O = 3, W = 

y 11) dados 

O o 

	

O 	O 

	

O 	O 
como: 

tel ,a 
w2,3 

/ O 
y 



('i)1 «9  i )2 0 GRÁFICAMENTE 

O  O O 

O...........„,  

,. 
O. '' 	0 

o 1 1 

al ...._ 
41, 
UP 

a 1111,-" 	I 

1 o I 

''.....,,,A1  
..,-.'w e ...-- 	a 

1 1 o 

1.............. 

a ..•°'''.1.  o 

quedando como : 

1 
1 

1 
(6.1) 

Lo que corresponde a la suma booleana. Con estas características lo que 
representa 11 es al operador suma booleano. 

Haciendo un análisis de todos loe posibles casos del modelo I' propuesto en 
búsqueda de la modelación de fi tenemos la siguiente tabla: 
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xl  

2 
zi za z3 za = i( 	tvi,3zi) 

0 0 0 O = (0) 
1 0 1 1= / tui,i) 

( 

O 1 1 1= f '41,3) 
1 1 0 0 = f(tuu +tujJ) 

Por lo tanto, el problema consiste en encontrar ¡ función que satisfaga las 
ecuaciones de la tabla anterior. Fa sal que como fue definida una red 1111111r013111, 
la función f es nodecreciente, por lo que para toda ten,, # w2.3  96 O ,a solución 
para la función f. 

Ahora bien, para este milano problema consideremos a r, pero ahora con la 
siguiente topología: 1=2,J=Ly0=1, 

xj.-> 	x3 	ni 
O O toba O 
O O 	0 

W = 	
wls 

O O 	O ws 	
y el proceso específico (1 queda determinado 

4 
O 0 0 	0 

por cél y tb dados como: 
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(W1)1 (02 tb GRÁFICAMENTE 

O ab 

, 	" • 
o•. o 

o o o 
o e .  

..,,,,•------11
1 

e- 
o i 1 

i........ 

o e,.....-  

1 0 1 
1 

w .„., 

"1,-----›* 
1 ...---• 	 o 

I I o 

Representando ad las proi iadades de a expuestas en la tabla (11) con la 
peral acidad que ahora se tiene una neurona libre. Ibneinos entonces la siguiente 
tabla: 

xt xx 
2 

xx = .f( E t14,3xi) xt 
3 

xt = f (E tvi 4ri) i.i 
O O e0) O O = ff0 +0+ tv34f(0)) 
1 0 f (w1,3) 1 1= 1(E1,3 + wi,J(tui ,3)) 
o 1 1(w2,3) 1 1 = f(w2,3 + y13,41(w2,3)) 
1 1 f(013 + w23) 0  0=  1 (tvi,3 + 1112,3 + w3,41(t01,3 + w2,3)) 

`Rimando cuino función (x) { lo 	>< (o)  se tiene que: 
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{

114,3 < 0 
(02.3 < 0 
W3,4>0 
W1.3 + W3.4 > 0 
W2,3 + W3,4 > O 

WI,3 + W2,3 4' W3,4 <0 

lo podemos ver como el conjunto de posible; soluciones de la red neuronal arti- 
ficial aquí propuesta ya que: 

f(0) 
(mt,3 + tole «eh:» 
(w2,3 + tv3,41(w2,$)) 

(wa ,3 + W2,3 + w3,41 (w + tuls)) 

= 0 

= 	(W1,3 + w3,.) = 1 
= 	(w2,3 + W3,4) = 

f(WI,3 W2,3 4-  W3.4) = O 

6.2 	Red Funcional Discreta (Modelación del Op-
erador Suma en Z2) 

En ente ejemplo se intenta modelar las propiedades de la suma booleane de dos 
elementos a, b. 

Sea RP:=< X,W,F> dado como sigue: 

I. X = (z1,z2,z3), xi E R. 

(0 0 toba ) . 
2. W = 0 0 11)2,3 	X (W1 Al = (11 , x210) 

0 O O 

 

3..F= (h:M3X 3(R)xR3 x{1,2,3}—• R),  
F E .F, 

f :R 
g : 	x 0,2,3) 	R. 

 

  

 

Lao restricciones dadas por el proceso específico (el operador suma en Z2 
que deseamos modelar representado por (I)) son: 

 

{

e:(0,0)=0 
«19 0)= 1  
(6(0,1)=--1 
€9(1,1)=0 

(6.2) 
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O , X = 
1 1Z =W1,3 

Siendo sus soluciones J(x) = 1 1Z = W2,3 con 3111.3, W2,3 realce 
O 
a 

Z = W1,3 + W2,3 
, en otro caco. 

distintos de cero. 
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Figura 6.1: Posibles soluciones a la ecuación funcional del problema de'mod-
elación del operador suma (03) en Za. 

De esta manera se tiene que X1  = (xi , 	X2 = 0, A.3 = (za), esi mismo: 

zs = f(91(xliz210)139 =1(tvi.3zi +t02.3x2) 
; • 

onneiderendn 91(4 3210),i) = és (la MY, como en el amo de las redes neu- 
ronales, 

Entonces se tiene que: 

e a Z2 Z3 W1,3Z1 + W2,3Z3) 
O O ' O 

; 
O) 

1 0 1 1 314.3) 

1 

O 1 1 f w2.3) 
1  1  0  I wha-Ftuz3) 
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