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1 Introduccién

Hace poco mds de cincuenta anios, Von Neumann y Morgenstern,
publican su obra “Theory of Games and Economic Behavior” [21], lo-
grando con ella, una de las mds importantes contribuciones a la Teor{a
de Juegos. En su libro, ellos intreducen el concepto de solucidn para
ciertos tipos de juegos cooperativos. Posteriormente, se retoma este
concepto, y se encuentra que tiene aplicaciones en muchos otros con-
textos, ademéds de que es posible representarlo mediante una grafica
dirigida (digréfica), con lo que es introducido dentro de la terminologia
de la Teor{a de Gréficas con el nombre de nticleo, El nicleo es un sub-
conjunto de vértices de una digréfica que es a la vez independiente y

absorbente.

No todas las digréficas tienen nicleo y desde la aparicién del con-
cepto, muchos esfuerzos han sido realizados con el afén de dar las

condiciones necesarias para que el niicleo exista. Son de particular rel-

evancia los trabajos realizados en este campo por las escuelas francesa,

encabezada por C. Berge, P. Duchet, H. Meyniel y F. Maffray, ykmexi-
cana con la destacada participacién de V. Neumann-Lara y Hortensia

Galeana Sdnchez. De hecho, se ha ambicionado més: la intencién

es encontrar las propiedades estructurales de las digréficas conocidas

como nicleo perfectas, es decir, aquellas en las que todas sus sub-



digréficas inducidas (incluida la misma digrafica) tienen miicleo.

Del trabajo realizado por Von Neumann y Morgenstern se obtuvo el

prinier resultado importante de la Teoria de Niicleos:

Toda digréfica finita sin ciclos dirigidos es micleo perfecta y su

nicleo es tinico.

Algunos otros resultados clasicos son los siguientes:

¢ Una digréfica simétrica es micleo perfecta (trivial);

¢ Una digrifica transitiva es micleo perfecta, y todos sus nicleos

son de la misma cardinalidad (Kdnig);

¢ Una digréfica sin ciclos dirigidos de longitud impar es niicleo

perfecta (Richardson).

Baste con estos como ejemplo de lo que se ha realizado, existen mds
resultados en este sentido, aunque no es propdsito del presente trabajo

presentarlos aqui,

Otro concepto importante dentro de la Teoria de Gréficas es el de.

gréfica perfecta. Decimos que una gréfica G es perfecta s para ’cual-

quier subgrafica inducida de ella, se tiene que su nimero cromético




coincide con la cardinalidad de su clan mayor. El nimero cromético
indica el m{nimo niimero de conjuntos independientes en que se pueden
partir todos los vértices de la grdfica. Otra forma de definir este tipo
de gréficas, es la siguiente: G es perfecta si para cualquier subgrifica
inducida de ella se tiene que la cardinalidad de su mayor conjunto
independiente, es decir, su nimero de estabilidad, coincide con el
nimero de cubrimiento, o sea, el mfnimo nimero de clanes que cubyen
todos sus vértices. Las grficas perfectas han jugado un papel muy
importante en la Optimizacién Discreta, ya que son precisamente ellas
en las cuales los poliedros de independencia y de clanes tienen vértices

con coordenadas enteras [2].

Uno de los resultados m4s importantes en este campo, es el siguiente,

obtenido por Lovasz en 1972 [16}:

Teorema (Lovdsz) G es una grdfica perfecta si y sdlo si su comple-

mento G también lo es.

En un trabajo realizado por Claude Shannon en 1956 (2], é1 demues-
tra que la gréfica mds pequeiia en la que el nimero de estabilidad
es estrictamente menor que el nimero de cub;imiento, es Cs, el ciclo
de longitud cinco. Este trabajo motivé a Claude Berge a realizar la

famosa Conjetura Fuerte de las Grificas Perfectas (CFGP), presen-

tada por primera vez durante un congreso realizado en Marzo de 1960,




y que establece:

Conjetura CFGP Una grdfica G es perfecta si y sélo si no conliene

como subgrdficas inducidas Cyyyy, ni Capyr, para k > 2.

Esta es una de las conjeturas mds famosas de la Teor{a de Gréficas, y
ain permanece abierta. En la busqueda de su demostracidn, se han
desarrollado innumerables contribuciones que han llevado al enrique-

cimiento de la Teorfa.

En 1983 C. Berge, junto con P. Duchet, en el afén de caracterizar a
las gréficas perfectas mediante las herramientas proporcionadas por

la Teorfa de Niicleos, plantean en (3] la conjetura siguiente:
Conjetura BD Una grdfica es Perfecta si y sdlo si es Niicleo Soluble,

Esta conjetura asegura la existencia de nicleos para cierto tipo de

orientaciones de grdficas perfectas. En Junio de 1994, Endre Boros -

y Vladimir Gurvich proporcionan la demostracién de la implicacién
(=>), estableciendo asf el siguiente resultado [8], (en proceso de publi-

cacién):
Teorema 1.1 Las grdficas Perfectas son Nicleo Solubles,

La demostracién que ellos proporcionan, estd fuertemente basada en

la Teorfa de Juegos. En el presente trabajo se brinda una exposicién

5]



de los resultados que los llevaron a establecer este teorema, asi como

su demostracién.

La manera de llevar a cabo este objetivo es, a grandes rasgos, como
sigue: en la seccién 2 se introducen definiciones bdsicas de la Teorfa
de Gréficas, asi como algunos resultados sencillos que serdn utilizados
posteriormente, la tercera seccién muestra un panorama generalizado
acerca de los resultados mds relevantes obtenidos durante los intentos
por resolver la conjetura BD, en la seccidn siguiente, se exponen las
definiciones y resultados de la Teoria de Juegos necesarios para que,
finalmente, en las secciones 5 y 6 se procede a la demostracién del

Teorema 1.1 .

P




2 Definiciones de Teoria de Grdificas

Llamamos grafica a una pareja G = (V. E). donde V es un conjunto
finito de objetos llamados los vértices de G, y E C V x V, es un
conjunto de pares no ordenados de vértices distintos, cuyos elementos

son conocidos como las aristas de G.

Si u,v € V forman una arista de G, decimos que los vértices u y v
son adyacentes y denotamos a esta arista como uv, Si dos aristas
de G comparten un vértice, es decir uv, v € E, decimos que estas

aristas son incidentes.

En lo sucesivo, cada vez que nos refiramos a una gréfica G, asumiremos
que su conjunto de vértices es V y su conjunto de aristas es £. Cuando
se trate cualquier otra grifica Gy, en la que no se especifican sus
conjuntos de vértices y aristas, si nos referimos a ellbs lb haremos
como V(G)) y E(G)).

Definicién 2.1 H = (V', E') es una subgréfica inducida de G si -

VICV yVu,v €V, uv € E siysdlo siuv € E. Se denota como
HC'G. |




81 S CV, G[S] es la subgrdfica de G inducida por el conjunto S, esto
es G[S] = (S, E') donde Yu,v € S, € E' si y slo si wv uwv € E.

Definicién 2.2 v = (v, v1,...v; = vg) s un ciclo de longitud n de
G sivi €V, v # vy yvvis € E,Yi=0,1,..,n ~ 1, Observemos
que n > 3 porque estamos considerando grdficas sin lazos ni aristas

multiples.
Denotaremos por C,, al ciclo de longitud n.

Definicidn 2.3 G es completa st para cade par de vérticesu,v € V,

u y v son adyacentes.
Denotaremos por K, a la completa con n vértices.

Definicién 2.4 C C' G es un clan de G, 3i C es una grdfica com-
pleta y mdzima por conlencidn, es decir, si Yv ¢ V(C) se tiene que
G[V(C) U {v}] no es completa en G.

Definicién 2.5 I C V es un conjunto independiente en G si cual-
quier par de vértices de I son no adyacentes entre st. I es un conjunto
independiente maximal en G si Vv ¢ I se tiene que U {v} no es

un conjunto independiente en G,




Definicién 2.6 G es un drbol si G es conexa y sin ciclos.

Definicién 2.7 G es una grifica bipartita si eriste una particidn
de V en dos conjuntos V) y Vo de manera que uv € E sdlo siu € W

yveWn

Definicién 2.8 La gréafica complementaria de G = (V, E), deno-
tada como G = (V, E), tiene los mismos vértices de G yuv € E si y

sdlo siuv ¢ E.

Definicién 2.9 El niimero cromético de G, 7(G), es el minimo
numero de colores necesarios para colorear los vértices de G de manera

que vértices adyacentes tengan asignado distinto color.

Definicién 2.10 El nimero de clan de G, w(G) es la cardinalidad

del mayor clan de G.

Definicién 2.11 Decimos que G es perfecta si y(H) = w(H),
VH C'G.

Observemos que en cualquier grafica G se tiene que v(G) > w(G).
En la siguiente pigina se muestran ejemplos de gréficas perfectas y
no perfectas, De hecho las grdficas completas y las bipartitas son

perfectas.

5 e i < < s e



4 I
0 I 2
K 1 K3,3
G

W(G,)=3

4 3 Y(G,)=4
A HS'G,

W(G,)=3 W(H)=2

Y(G,)=3 Y(H)=3
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Definicién 2.12 Una digrdfica es una pareje D = (V, F), donde
V es el conjunto de vértices de D, y F C V x V es un conjunlo
de pares ordenados de vértices dislintos. Los elemenlos de F son

conocidos como las flechas de D.

Si u,v € V forman una flecha de D, decimos que los vértices u y v
son adyacentes y denotamos a esta flacha como #d. Es comdn decir

que la flecha estd orientada desde u o hacia v.

Definicién 2.13 D = (V,F) es una orientacién de la grdfica
G = (V,E), si se obliene a partir de G orientando cada una de sus
aristas de manera arbitraria. Para cada uwv € E, ambas flechas b ¥

7l se pueden incluir en F. G es llamada la grdfica subyacente de

la digrdfica D.

De aqui en adelante, cada vez que nos refiramos a una digrdﬁca D,
asumiremos que su conjunto de vértices es V, su conjunto de flechas
es F, y su gréfica subyacente es G = (V, E), donde uv € E si y sélo si
@WeFoileF.

Definicién 2.14 H = (V', F') es una subdigréfica inducida de
D,HC'D,siV'CVyVuveV, ubeF siub€F.

il



Es claro que si H C* D, entonces la grifica subyacente de H es una

subgréfica inducida de G.

Si tenemos una digrédfica D y G’ C* G, denotamos como D[G'] a la
restriccién de D en la grfica G y la llamainos la subdigrdfica inducida
por G'. Del mismo modo si § C V, podemos considerar G{S}, la
subgréfica de G inducida por S, y entonces denotamos como D[S] a
la restriccién de D en G(S] y la llamamos la subdigréfica inducida

por el conjunto §.

Definicién 2.15 Si D es una orientacidn de la grdfica G, la orienta-
cisn D~'= (V,F™") es la obtenida al invertir el sentido de las flechas

de D, es decir, it € F~! si y sélo si 70 € F.

Definicién 2,16 7 = (vg,v1,...un = vg) es un ciclo dirigido de la
digrdfica D si v; € V, vi # vig y titigt € F, Vi = 0,1,.,n = 1.

Decimos que 7 es asimétrico si Tt ¢FVi=0,1,.,n-1

En este caso, si podemos hablar de ciclos dirigidos de longitud dos
porque podemos tener weF y 7% € F, sin embargo, es costumbre
referirse a este tipo de ciclos con el nombre de flechas simétricas, asf

tenemos que un ciclo dirigido asimétrico tiene longitud al menos tres.

12



Definicién 2.17 Sean D una digrdfica, V' C V yue V=V, si
existe v € V' tal que ub € F decimos que V' absorbe a u (o que u

es absorbido por V'),

Definicién 2.18 Un conjunto de vértices V' C V es absorbente en
D, sivueV =V V' absorbe a u.

Definicién 2.19 N C V es un nicleo de D, si N es un conjunto

independiente y absorbente en D.

Es fdcil ver que todo nicleo de una digrdfica es un conjunto indepen-

diente maximal de su grdfica subyacente.
Definicién 2.20 D esniicleo perfecta siVH C* D, H tiene nicleo,

Definicién 2.21 Un vérticev € V dela digrdfica D, es un emisor si

Yu € V, adyacente a v, se tiene que weF. Andlogamente, decimos

que v es un receptor si Yu € V, adyacente a v, se tiene que aeF.

Definicién 2.22 Una orientacién normal de G es una orientacion

D en la que para toda C, subgrdfica completa de G, D[C] tiene un

vértice receplor.



Notemos que en una orientacién de una grdfica completa un receptor

es precisamente un nicleo.

Las siguientes son dos orientaciones normales de Cs y C5 y dos orien-

taciones normales distintas de C7.

14




Definicién 2,23 Una grdfica G es niicleo soluble (o micleo per-

fectible) si toda orientacidn normal de ella es micleo perfecta.

Definicién 2.24 Une orientacién D de G es llamada aciclica por
completas si para todo 7 ciclo dirigido asimétrico en D, se tiene

que G [V("?)] no es completa en G.

Los drboles, las grificas bipartitas y los ciclos de longitud > 3 son
ejemplos de gréficas en las que cualquier orientacién es aciclica por
completas. Otros ejemplos de orientaciones de este tipo son los sigu-

ientes:

Observemos que en particular, las orientaciones aciclicas por comple-

tas no contienen ciclos dirigidos asimétricos de longitud 3.

Con este concepto podemos establecer la siguiente equivalencia:

=

15
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Teorema 2.1 Sea D una orientacion de G, D es normal si y sdlo si

es aciclica por completas.

Demostracidén, Supongamos primero que D es una orientacién nor-
mal pero no aciclica por completas, entonces existe un ciclo dirigido
asimétrico ¥ = (v, V150, Uy = %) en D tal que G’[V(‘Y)] €3 una
completa en G. Como D es normal, existe v; € V(7) que es niicleo
de D [_Y] , es decir, 1'1.—113 € FYie {0,1,..,n~1} - {j}, en particular

vj“'vj’- € F, pero esto contradice el hecho de que 7 es asimétrico.

Reciprocamente, si D es aciclica por completas consideremos C una
completa en G. Si | V(C) | < 3, es inmediato que D [C] tiene niicleo.
Supongamos entonces que | V(C) | 2 3 y D[C] no tiene micleo.
Tomemos un vértice cualquiera de V(C), lamémosle vy. Como {vg}
no es niicleo, existe v; € V(C), que no es absorbido por él, esto es
wh € F, y es asimétrica, {v1} tampoco es nicleo, entonces existe
v € V(C), va # v que no es absorbido por {v,}, es decir, 770} € F,
y es asimétrica, {v;} no es micleo, entonces existe vy € V(C) que no
es absorbido por {1y}, continuando asf, ya que V(C) es finito, existe

un primer vértice v, = vy con lo que obtenemos un ciclo dirigido

asimétrico 7 = (vg,v14 40, Uy = vg). Como G [V("‘?)] es una completa -

en G, esto contradice el hecho de que D sea aciclica por completas.$

16




A menudo usaremos la siguiente caracterizacién de fas gréficas per-

fectas.

Teorema 2.2 G es una grdfica perfecta si y sdlo siVH C* G contiene
un conjunto independiente Iy, tal que Iy N Qy # &, VQu clan de

cardinalidad mdxima en H.

Demostracién, Supongamos que G es perfecta y consideremos
H C* G. Sabemos que ¥(I) = w(H). En cualquier coloracién de
V con y(H) colores un subconjunto de vértices del mismo color cons-
tituye un conjunto independiente en H porque vértices adyacentes no
tienen asociados colores iguales. Cada uno de estos conjuntos inter-
secta a todos los clanes de cardinalidad mdxima de H, ya que estos

clanes se colorean con w(H) colores.

Para el reciproco, consideremos nuevamente H C* G. Es suficiente
con demostrar que v(H) < w(H). Sabemos que 3y C V(H) con-
junto independiente tal que Iy N Qy +# 0, VQy clan de cardinalidad
mdxima en . Asociemos a los vértices de Iy el color 1. Observemos
que en cada clan de cardinalidad mdxima de H habrd exactamente un
vértice de tal color. Ahora consideremos G [V(H) — Iy], esta también
es una subgréfica inducida de G y por tanto también contiene un cdn-
junto independiente que intersecta a todos los clanes de cardinalidad

maxima de ella. Asociemos a este conjtinto el color 2. Aquf también

17



cada clan de cardinalidad méxima tendrd exactamente un vértice de
color 2, Continuando de este modo, habremos coloreado bien todos
los vértices de G (es decir, de manera que vértices adyacentes tengan
asociados distintos colores) con exactamente w(H) colores. Con lo

que Y(H) Sw(H).9

Definicién 2.25 Sean G = (Vg,Eg) y H = (Vy,Ex) dos grdficas
ajenas por vértices y v un vértice de G. La sustituciéon de v por
H, es la grdfica oblenida de sustituir v por H y ademds agregar las

aristas uz Yu € Vi, Vz € Vg tales que vz € Eg.

En [16] Lovédsz, demuestra que al sustituir, en una gréfica perfecta
un vértice por una grafica perfecta, la grafica obtenida es también
perfecta. Con este hecho y el teorema 2.2, obtenemos el siguiente

resultado:

Teorema 2.3 Sean G una grdfica y f : V = 2%, 5i G es perfecla,
entonces eziste S C V independiente, tal que SNC # @ VC clan de
peso mdzimo de G. ‘

Demostracién. Un clan C es de peso mdximo si Tuec f(v) es
méxima. Consideremos la gréfica G' = (V', E'), obtenida de susti-

tuir todo v € V por Ky, Si f(v) = 0, v simplemente se elimina en -

18



G'. Si C es un clan de peso a en G, entonces C', el correspondiente
clan en G' despuds de la sustitucidn, tiene cardinalidad a. Asf, los
clanes de peso maximo en G son clanes de cardinalidad méxima en
G'. Por [16), sabemos que G’ es perfecta, ya que G y Ky lo son.
Entonces, existe S’ un independiente de G’ tal que S'NC’ # @ VC'
clan de cardinalidad mdxima de G’. Sea § C V el conjunto siguiente:
S={veV|3Ies tal que x € Ky(,)}. Claramente S es un con-
junto independicnte en G, porque 5 lo es y vértices no adyacentes en
G' provienen de vértices no adyacentes en G. Luego, como §' inter-
secta a todos los clanes de cardinalidad méxima de G', el conjunto S,

intersecta a todos los clanes de peso méximo de G.

19



3 Algunos resultados en torno a la Conjetura BD.

Observemos lo siguiente: Si D es una digrafica nicleo perfecta, en-
tonces D es una orientacién normal de su gréfica subyacente
G. C. Berge y P. Duchet han estudiado aquellas graficas en las que
el recfproco de esta afirmacién se cumple, es decir aquellas en las
que cualquier orientacién normal resulta ser niicleo perfecta (o sea las
nicleo solubles). Cuando ellos proponen la conjetura BD, suponen
que ésta podria constituir un puente entre la CFGP y la Teor{a de

Nicleos. En (5], ellos demuestran los siguientes resultados:
Proposicién 3.1 La grdfica Cy4y, con k 2 2, no es nicleo soluble.

Demostracién. Sea V = {vgvy,vy,..,Usk41 = g} el conjunto de
vértices de Cyiyy. Si lo orientamos como un ciclo dirigido asimétrico,
ésta es claramente una orientacidn normal D. Demostraremos que
D no tiene niicleo. Efectivamente, salvo simetrfas, el dnico conjunto
independiente maximal de V es {vg,v,v4, ..., V2k-2} que no absorbe a

Vgk—1.Q

2

.



Proposicién 3.2 La grdfica Co41, con k 2 2, no es niicleo soluble.

Demostracién. Sea V = {v,v1,v2,...,Vak41 = v} el conjunto de

vértices de Cyr41. Asociémosle una orientacién de la manera siguiente:

ﬁﬁ; 51 j #£1— 2,1+ 2; (todas las sumas mod 2k + 1)
Tl sij =42
Esta es una orientacién normal de Cy; 4. Efectivamente, sca K una
subgrafica completa, como Cy41 no es completa, entonces existe
v; € V(K) tal que viyg ¢ V(K), en la orientacién propuesta {v;} es
un receptor de K. Ahora veanos, los tinicos conjuntos independien-
tes maximales son {v;,vi41} y por tanto son los dnicos “candidatos a
nucleos” de esta orientacién, sin embargo, ninguno de ellos absorbe
al vértice v;49, con lo que éta es una orientacién que no es nicleo

perfecta.$

Proposicién 3.3 Todas las subgrdficas inducidas de una grdfica ni-

cleo soluble, son también nicleo solubles.

Demostracién. Sean G una gréfica nicleo soluble, H C* G y D[H)
una orientacién normal de H. Basta con mostrar que D[H] tiene

nicleo. Consideremos una extensién D de la orientacién D[H] a toda
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G orientando las aristas en G [V — V(H)] simétricamente y las dem4s
asimétricamente hacia el vértice respectivo de H. Es facil ver que D es
una orientacién normal de G. Como G es niicleo soluble, existe N C V

un ndcleo de D. Claramente N N V(H) es un nicleo de D[H] .$

Las tres anteriores proposiciones muestran que una gréfica nicleo so-
luble no tiene como subgréficas inducidas Cyy,y, ni Capey con k 2 2,

este hecho nos permite notar que el reciproco del Teorema 1.1:
(*) Las grdficas nicleo solubles son perfectas

serfa una consecuencia inmediata del de la CFGP. Desde la aparicién
de la Conjetura BD, se ha hecho mucho trabajo en torno a ella, la
mayor parte de éste ha sido encaminado a mostrar su validez para
ciertas familias de gréficas, aunque también ha motivado la aparicién
de nuevas definiciones de solubilidad y de otras conjeturas afines a
ella [4].

A continuacién se exponen algunos de los resultados mds significa-
tivos obtenidos hasta ahora. Primeramente expondremos aquellos'que
muestran algunas familias conocidas de gréficas perfectas que también
son nicleo solubles. Posteriormente aparecen los qhe demuestran la

validez del resultado recfproco (*) para ciertos tipos de gréficas.
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Deflnicién 3.1 Seay = (vg, vy, ..., Uy = vg) un ciclo de G, una cuerda
de v es una arista vv; € E, tal que los vértices v; y vj no son con-

seculivos en 7.

Definicién 3.2 G es cordal (o triengulada), si todo ciclo de ella

tiene una cuerda.

Ejemplos:

Deflnicidn 3.3 (Gallai) G es i-triangulada si todo ciclo smpar de

G liene dos cuerdas que no se cruzan,

Tanto las cordales como las i-trianguladas son gréficas perfectas. Maf-
fray ha demostrado en [18] y [19) que ambas familias son nicleo so-
lubles. Ahf, é] prueba también la nicleo solubilidad de las gfé.ﬁéaé‘
perfectas que no tienen como subgréficas inducidas a Ky 30a Ky— {é}

(1a completa de cuatro vértices menos una arista).
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Definicién 3.4 G es una grdfica fuertemente perfecta, si toda
subgrdfica inducida contiene un conjunto independiente que intersecta

a lodos sus clanes.

Del teorema 2.2 es inmediato que las graficas {fuertemente perfectas
son perfectas. En [6], Blidia, Duchet, y Maffray, dernuestran el si-

guiente teorema:

Teorema 3.1 (M. Blidia, P.Duchel, F. Maffray, [6]) Los comple-

mentos de las grificas fuertemente perfectas son nicleo solubles.

Aunque el Teorema 1.1 generaliza estos resultados, incluiremos aquf
la demostracién de este dltimo teorema por su sencillez y belleza, La

prueba estd basada en el siguiente resultado.

Lema 3.1 Si D es una orientacidn normal de G entonces toda sub-
grdfica completa de G contiene un emisor y por tanto D™ es también

una orientacion normal de G.

Demostracidn. Sea K una subgréfica completa de G y v; su vértice
receptor. G [V (K) - {v,}] también es una subgrafica completa de G
por lo que tiene un receptor vo. Continuando este proceso terminamos

con un vértice vjx) que es emisor en K.O
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He aquf la demostracidén del Teorema 3.1:

Demostracién, Lo demostraremos por induccidn sobre la cardinali-
dad de V. Para grédficas pequeiias, el teorema se cumple trivialmente,
Como hipdtesis de induccidn supongamos que el teorema es vilido

para grdficas en las que |V | < k.

Sea G = (V,E) una gréfica tal que G es fuertemente perfecta y
| V| =k, sea D = (V,F) una orientacién normal de ella, bastard
mostrar que D tiene nicleo. Como G es fuertemente perfecta, con-
tiene un conjunto independiente que intersecta a todo clan de G, esto
implica que en G existe una subgrdfica completa C que intersecta a
todos los independientes maximales de G. Del lema anterior sabemos
que D (C] tiene un vértice emisor a. La digrdfica D' = D[V — {a}] es
una orientacion normal de la grifica G' = G[V - {a}], y por hipdtesis
de induccidn ésta es niicleo soluble, entonces existe N C V- {a} que

s nicleo de D',

Si N intersecta a V(C) — {a}, entonces N también es niicleo de D,
yaqueat € F, Vv € V(C). De otro modo se tiene que N no es un
independiente maximal de G, pero si de G’ por lo que N U {a}, es

independiente maximal de G y también nucleo de D.

Presentaremos ahora los resultados que demuestran la validez del

recfproco del Teorema 1.1, (*) para algunas clases de grificas. Cabe
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recordar, que la afirmacién (*), es aiin un problema abierto.

Definicién 3.5 Una grdfica M-libre es aquella que no contiene como

subgrdficas inducidas las siguientes:

M, M, M;

En [13] H. Galeana-Sénchez y V. Neumann-Lara, demuestran me-

diante los resultados siguientes, que las gréficas M-libres cumplen

(*).

Teorema 3.2 Sea G una grdfica M-libre entonces todo conjunto in-

dependiente mazimal de G, intersecta a todo clan de cardinalidad > 3.

Demostracién. Supongamos que el teorema no es vél’ido, entonces
si G es una grifica M-libre, podemos encontrar un conjunto indepen-
diente maximal I y un clan Q de cardinalidad > 3, tales que InQ = 0
Ya que I es maximal, cada vértice de Q es adyacente al menos a un
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vértice de I, supongamos que cada vértice de I es adyacente a lomds a
un vértice de Q. Como | V(Q) | 2 3, entonces @ contiene un tridngulo
en ¢l que cada uno de sus vértices es adyacente a un vértice distinto
de I, con lo que tenemos que G tiene inducida M), contradiciendo el

hecho de que sea M-libre.

Existe entonces, un vértice en I que es adyacente a k vértices de Q,
2 <k <|V(Q) | . Demostraremos que esta propiedad implica la

existencia de un vértice en I adyacente a k + 1 vértices,

Sean v € I y Q' C* Q, tales que v es adyacente a todos los vértices
de @'y | V(Q') |= k. Consideremos ahora ¢ € V(Q) - V(Q) yu €/
adyacente a ¢. Si u = v ya terminamos. Supongamos que existe

a € V(Q') un vértice que no es adyacente a u y tomemos § € V(Q’)
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otro vértice cualquiera de @’. Sea G’ la subgréfica inducida por los
vértices {a,B,q,u,v}. Si u no es adyacente a 3, G’ es M, y si u es

adyacente a 3 entonces G' = M;. Esto no es posible.

Asi, se tiene que u es adyacente a todos los vértices de Q' y a g, con
lo cual resulta ser adyacente a k + 1 vértices de Q. Esto significa que
existe en I un vértice que es adyacente a todos los vértices de Q,

contradiciendo el hecho de que Q sea clan. ¢

Corolario 3.1 G es una grdfica M-libre si y sélo siVH C* G se tiene
que todo conjunto independiente mazimal de H, intersecta a todo clan

de cardinalidad > 3 de H.

Demostracién. Es inmediato del teorema anterior y del hecho de
que en M;, existe un independiente maximal I; y un clan Q; de car-

dinalidad > 3, talesque ;N Q; =0,1i=1,2,3.
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Corolario 3.2 Las grdficas M-libres satisfacen la CFGP.

Demostracién, Sean G una grifica M-libre, sin ciclos inducidos de
longitud impar > 5y H C* GG. Si H no contiene tridngulos entonces
es bipartita y por lo tanto perfecta. Si H contiene tridngulos, del
corolario anterior y del teorema 2.2 se sigue inmediatamente que G es

perfecta. ¢

Teorema 3.3 Sea G una grdfica M-libre, si G es nicleo soluble en-

tonces es perfecta.

Demostracidn. Si G es nicleo soluble, entonces por las proposi-
ciones 3.1, 3.2 y 3.3, no contiene como subgraficas inducidas Cyy41, ni
Cirs1 con k > 2, y como las M-libres cumplen la CFGP, entonces G

es perfecta. ¢

En [11] y (12] H. Galeana-Sinchez, demuestra que las gréficas frater-

nalmente orientables también satisfacen la afirinacién (*).

Definicion 3.6 (D. J. Skrien) Una digrifica D = (V,F) es una

orientacién fraternal de su grdfica subyacente, si siempre que

T eF ywbeF entoncesih € F o Wi € F. G es fraternalmente

orientable si admite una orientacidn fraternal.
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Ejemplos:

Teorema 3.4 Sea G una grdfica fraternalmente orientable, si G es

nicleo soluble entonces es perfecta.

Demostracién. Demostraremos que G es perfecta, asf por el teo-
rema de Lovdsz G también lo es. Sea H C' G probaremos que
¥(H) = w(H). Consideremos D = (V,F) una orientacién normal
de G y sea D' = D[V(H)], como G es nicleo soluble existe
N = {vy,v3,..,v,} € V(H) un niicleo de D', Asociamos a V(H) una
coloracién de n colores como sigue; a cadav; € N le asignamos el color

iy Vu ¢ N asociamos el color min{j € {1,2,...,n} | &} € F(D')}.

Sean u,w € V(H). Si u y w tienen asignado el mismo color, entonces
no son adyacentes en H. Para demostrar esta afirmacién analicemos

los dos casos posibles:
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(a) u € N, w¢ N. Entonces u = v; para alguna i € {1,2,..,n}y
tiene asociado el color i. Como w también tiene asociado el mismo
color se tiene que @t € F(D'), es decir, w y u son adyacentes en

G y por tanto no son adyacentes en f.

(b) u ¢ N, w¢ N. Ya que ambos tienen asociado el color i entonces
i, W, € F(D') y como G es fraternalmente orientable teneinos
que w y u son adyacentes en G y por tanto no son adyacentes en

H.

De este hecho se tiene que y(H) < n. G[N] es una completa en H
con n vértices, por lo que w(H) 2 n, y como para toda gréfica G'
se tiene que 7(G') 2 w(G'), entonces n < w(H) < y(H) < n, por lo
tanto v(H) = w(H), y asf G es perfecta.{

En [17)], Maffray demucstra que las graficas de lineas también cumplen

la afirmacién (*).

Definicién 3.7 La gréfica de lineas L(H), de una grdfica H,es la
grdfica cuyos vértices representan las aristas de H, y en lo que dos
vértices son adyacentes si y sdlo si corresponden a dos aristas inci-

dentes en H.

Su demostracién se basa en el resultado siguiente:
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Teorema 3.5 (Trotter, [24]) Sea G la grdfica de lineas de H, G es

perfecta si y s6lo si H no contiene ciclos impares de longitud > §.

Teorema 3.6 (Maffray, [17]) Sea G la grdfica de lineas de una grdfica

H, st G es nicleo soluble entonces es perfecta.

Demostracién, Sabemos que por ser nicleo soluble, G no contiene
como subgrédficas inducidas ciclos impares de longitud > 5. De aqui
es inmediato que tampoco H los tiene (si H tuviera un ciclo impar de
longitud > 5, éste genera un ciclo igual en su gréfica de lineas). Asi,

de la caracterizacidn de Trotter se concluye que G es perfecta. ¢
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4 Deflniciones de Teoria de Juegos

En lo sucesivo, consideraremos dos conjuntos finitos I y A a los que lla-
maremos respectivamente el conjunto de jugadores y el conjunto
de resultados. Cada jugador i € I tiene asociado un conjunto de
estrategias X;. Sea X = I,/ X;, cada z € X, representa una posible
combinacién de estrategias de los jugadores de I, ¢ = (x),2,...,Zn),

n=|1I|

Consideremos también dos funciones g: X = A, yu:Ix A =R,
A la primera le llamaremos la funcién de juego y a la segunda
la utilidad. La funcién g es suprayectiva pero no necesariamente

inyectiva.

La funcién de juego asocia un resultado para cada posible combinacidn
de estrategias de los jugadores; la utilidad (o pago), describe el valor

de un resultado para un jugador determinado, ,

Observemos que para cada a € A, la funcién v determina un vector
€ R w = (ulit,0),uliz,a), . u(in,a)), § € I, § = 1,..,m; este es

un vector de utilidad.

Definicién 4.1 La cuartetaT' = (I, A, X, g) es una forma de juego,

y la quinteta I' = (I, A, X,9,u) es un juego en forma normal.
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Los subconjuntos de jugadores son llamados coaliciones y los suh-

conjuntos de resultados son llamados bloques.

Definicién 4.2 Una coalicidn I € [ es efectiva pare un blogue
B C A, si los jugadores de K pueden garantizar que el resultado del

Juego pertenezca a B,

Que K garantice un resultado en B significa que los jugadores de K
pueden obtener tal resultado a pesar de las estrategias tomadas por

los jugadores de I ~ K.

Definicién 4.3 Sea ¢ : 2! x 24 = {0,1}, tal quee(K,B) =1 si K es
efectiva para el blogue B y e(K, B) = 0 en otro caso. Llamamos a ¢

una funcién de efectividad,

Definicién 4.4 La cuartete Q) = {I,A,e,u} es un juego en forma

de funcién de efectividad.

Una funcién de efectividad ¢ puede también ser especificada listando
explicitamente todos los pares de coaliciones K y bloques B para los

cuales K es efectiva para B. Reciprocamente, dada una lista

T = {(Kj,B;)}jes, (J es un conjunto finito de indices), K; C I,

B; C A para cada j € J, er denota la funcién de efectividad co-
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rrespondiente a T de la manera siguiente: er(K, B) = 1 si y s6lo si

(K,B) = (Kj, B;) para alguna j € J.

Es evidente que toda forma de juego I' = {I, A, X, g}, define de ma-
nera dnica una funcién de efectividad, denotada por er y en la que
er(K,B) = 1 si y sélo si existen las estrategias y; € X; Vi € K, de
tal manera que Vz € X,z = (21,23,...,&y) tal que z; =g, Vi € K| se

tiene que g(z) € B.

Dados los conjuntos J y A cualquier funcidn booleana
€:2'x 24 5 (0,1}, puede ser considerada como una funcién de efec-
tividad, sin embargo, no todas las funciones de efectividad provienen
de formas de juego. El siguiente teorema caracteriza aquellas fun-

ciones de efectividad que corresponden a formas de juego.

Teorema 4.1 (Moulin & Peleg, [20]) Una fﬁncidn booleana

e:2'x 24 o (0,1}, es la funcidn de efectividad de una forma de

juego T si y sdlo si € satisface las sigutentes condiciones:
¢ Monotonfa:

SiKCK' CI,BCB CAye(K,B)=1,

entonces e(K',B') = 1
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s Superaditividad:

Sie(Ki,B))=1,e(Ky,B) =1y KinKy =0,
entonces (K U Ko, BiN By) = 1

¢ Condiciones de frontera:
e(I,BYy=1,VB#0;,¢(1,0)=0y
e(K,A)=1, VK #0;¢(8,A) =0

Demostracién. Supongamos primeramente que € es la funcién de
efectividad del juego I’ = {I, A, X, g} y sean K C I, B C A tales que
e(K,B) = 1, entonces existen las estrategias y; € X; Vi € K, tales
que g(z) € B,Vz € X, z = (z1,22,...,2y) tal que z; = y;,Vi € K.

Si tenemos que K € K' C I'y B C B’ € A, consideramos z € X,
tal que z; = ;,V ¢ € K, es decir, mantenemos las mismas estrategias
para los jugadores de K y para los de K’ ~ K cualquier estrategia. Es
claro que g(z) € B C B' y por tanto e(K’, B') = 1, con lo cual queda

demostrada la monotonfa de .

Ahora, si (K1, By) = 1, e(Ky, By) = 1 y K1 N Ky = 0, de la mono-
tonfa tenemos que (K; U K», By) =1 y e(Kj U K3, By) = 1, es decir,
para la coalicién K; U K, existen las estrategias que garanti?an‘ si- ~
multdneamente un resultado en B, y en By, de donde‘es‘, inmediato

que (K1 U Kp, By 0 By) = 1 y ademds By N\ B; # 0. Asf queda de-
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mostrada la superaditividad.

Las condiciones de frontera son inmediatamente establecidas del hecho

de que g es una funcién bien definida y suprayectiva,

Reciprocamente, si lo que tenemos dado es una funcién
e: 21 x 24 — {0,1}, podemos construir I' = {I, A, X, g}, una forma

de juego tal que er = £, mediante el procedimiento siguiente:

Seani € I,y ¥ = {K € I|i € K}, asociamos a ¢ el conjunto
Xi={f:% =24 | e(K, f(K)) = LYK € £}, Xi es el conjunto
de estrategias del jugador i{. Observemos que X; # @ para cualquier

jugador, yaque € £ Vi€ I.

Sea X = Ilic;X;, entonces si € X, z = (z1,22,..,2,), cada z;,
representa una funcién de &' en 24. Si tenemos r € X y K C I,
asociamos a la pareja (K, z) una particién de K a la que denotamos

Q(K, z) y que es inducida por la siguiente relacién de equivalencia:
Vi,je K, i~ j&n()=z)(K).

Definamos ahora la funcién de juego g : X — A. Sea z € X, con-

sideremos una sucesién de particiones de [/ de la siguiente

manera: iniciemos con Py = {I} y continuemos inductiVamehte, 8i
P = {I{ln m’Kcn}c entonces Pry; = {Q(Kl’w)i ""Q(Km)w)}-
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Como I es finito, existe una primera particién P, tal que Py = Py
Esta es la particién asociada a z y la denotamos como P(z). Si
P(z) = {Ky, Ks,..., Ky} y tomamos K, € P(x),1 < r < m, se tiene
que zi( K,) = z;(K;) Vi, j € K., asf, podemos asociar a cada coalicién
K € P(z) exactamente un bloque al que denotaremos como B(K), y
se cumple que e(K, B(K)) = 1. Ademds, como todas las coaliciones
de P(z) son ajenas entre sf, € es superaditiva y cumple las condiciones

de frontera, tenemos entonces que

(1 Bi) 9

Consideremos aliora una funcién p : 2 — A tal que p(B) € B
VB € 24. Sea By =N, B(K;) y definamos g(x) = p(By).

Sélo falta demostrar que I' asf definido, es el juego que queremos.

Sean K C Iy B C A tales que ¢(K,B) = 1y sea z € X,

£ = (21,23...,2,) tal que VK' D K y Vi € K, se tiene que
zi(K") = B. Consideremos P(z) = {Ki,Kz,..., Kn}, la particién

asociada a x como se construyé anteriormente, entonces existe una

coalicién K; € P(z), tal que K; D K y por la eleccién de z se tiene
que z;(K;) = B, entonces B D N, B(K;) y por tanto g(z) € B, es
decir, ep(K, B) = 1.

Ahora tomemos K C I y B C A tales que (K, B) = 0, Demostra-
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remos que er(/, B) = 0. Si esto no fuera asf, entonces K garantiza
un resultado en B, es decir 3z € X tal que g(z) € B. Sea P(z)
como.antes. obtenemos asf una particién de K, Py = {Q1,Q2,..,Q,}
donde, Vi, j € Qy, se tiene que z;(Q;) = z;(Q) =B C A, Vi =1,..,s.
Tenemos también una coleccién de bloques By, B, ...., B, tales que
e(Qi,Bi) =1,Vi=1,...,5 y entonces de la monotonfa por coaliciones
dee, e(K,B;)=1 también. De aqui, B' =N, B; # 0 y asl por la
superaditividad de ¢ se tiene que ¢(K,B') = 1, pero B' C B, con lo
que por la monotonia por bloques de ¢, se tiene que e(K,B) =1, lo

cual es una contradiccién. ¢

Consideremos ahora el juego 2 = {I,A,¢,u}. Decimos que la coalicién
K C I puede rechazar un resultado a € A, si existe B C A tal que
e(K,B) =1y u(i,b) > u(i,a), Vi€ K, Vb€ B. Es decir, K puede
rechazar al resultado a, si existe un bloque para el cual K es efectiva,
y todo resultado que pertenece a él, es mejor que el resultado a para
todos los jugadores de K.

Definicidn 4.5 Definimos,
R(K,B) = {a € A | u(i,b) > u(i,a), Vi€ K,Vbe B},

al conjunto de resultados que K puede rechazar mediante B,

El conjunto de resultados que no pueden ser rechazados por ninguna
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coalicién mediante bloques efectivos, es llamado el centro. Como es
evidente, este conjunto estd determinado por las funciones de efectivi-
dad y utilidad que se estén considerando y puede ser definido como
sigue:

Cle,u)=A~ U R(K,B)
¢(KB)=1

Definicién 4.6 Decimos que una funcidn de efectividad € es estable

sSCe,u)#0Vu:Ix AR,

Ejemplo 4.1 Sea O C 1,0 # 0 y consideremos el juego en el que
las coaliciones ganadoras son aquellas K C I tales que K 2 Q. La
Juncidn de efectividad, ¢, inducida por este juego, es:
e(K,B)=1 VK2 O, B#0, es decir, O y sus eztensiones, son
efectivas con cualguier blogue no vacio. Afirmamos que ¢ es eslable.
Efectivamente, el resultado a € A puede ser rechazado si eziste b €A
estrictamente mejor para todos los jugadores de O. El conjunto O,
es conocido como “la oligarqufa”. De esta manera, el centro del juego

se compone de lodos aquellos resultados que la oligarquia prefiere.
El siguiente es un ejemplo en el que € no es estable,

Ejemplo 4.2 Consideremos tres jugadores y tres posibles resullados:
I=1{1,23}, A= {z,y,2}. La funcidn de efectividad ¢, es la in-
ducida por el juego en el cual ganan las coaliciones de tamasio mayor
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o igual que dos. Asf, e(K,B)=1 VBC A, B#0yK colicién
ganadora. Podemos definir una funcidn de ulilidad ciclica para esle

Juego, es decir u: I x A — R tal que:

u(l,z) > u(l,y) > u(l,z);
u(2,9) > u(2,2) > u(2,z);
u(3,2) > u(3,z) > u(3,y)

De esta manera, es claro que C(e,u) = @, ya que cualquier resultado
puede ser rechazado por alguna coalicién. Por ejemplo, el resultado
z puede rechazarse por la coalicidn (2,3}, ya que €({2,3},{z}) =1,
u(2,2) > u(2,z) y u(3,2) > u(3,z). Andlogamente, se tiene que y
puede ser rechazado por la coalicidn {1,3} y z por (1,2}. Con lo cual

€ no es estable.

El concepto de centro, fue originalmente definido para juegos n-per-
sonales. En [23], Scarf estudia las condiciones necesarias para que

un juego tenga centro no vacfo. Danilov y Sotskov establecen en [9)

un resultado andlogo pln las funciones de efectividad, y en él se
basa la demostracién que presentaremos aqui. Este resultado ﬁtiliza,' '

de hecho, el resultado de Scarf por lo que enseguida moétrunos, a

grandes rasgos, en que consiste su trabajo.

Primeramente, introduzcamos el concepto de juego n—personal uti-

lizado por Scarf en {23]. Nuevamente partimos de los conjuntos I de
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n jugadores, y A de resultados, aunque en este caso tanto los resul-
tados como la funcién de juego son irrelevantes. Consideraremos el
conjunto V; C R", de todos los vectores de utilidad que los jugadores
de I pueden obtener, y de forma andloga, asociamos a cada coalicién
K C I, el conjunto Vx C R*, k = | K |, que formalmente queda
definido como:

{z € R* |z = (2y,..., %) ,z; = u(l;,a) para algin i; € K y a € A}.

Scarf afirma que estos conjuntos cumplen las siguientes condiciones:

1. VK C I, Vi es un conjunto cerrado.

2.8iz€ Vi, y€R 2= (2,23, 2), ¥ = (Y1, ¥2-0 W) ¥ 8
yj <2; Vi=1,..,k, entonces y € Vx.

3. El conjunto de vectores de R* en el cual cada jugador recibe

no menos del maximo de la utilidad que el puede obtener por sf -

mismo, es un conjunto no vacio y acotado.

El juego queda definido por la coleccién V = {Vk}ker- Siz € R",

denotaremos como zx a su proyeccién sobre R*.

Definicién 4.7 Sea z € R" y zx su proyeccidn sobre R*, decimos

gue z es bloqueado por K si 3y € Vi tal que i > ziVi € K, es
decir, si la coalicién K puede obtener una utilidad mayor para cada

uno de sus miembros que la que obtiene por el vector z.
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Definicidn 4.8 El centro del juego V, es el conjunto de todos los

x € R" que no pueden ser blogueados por ningung coalicion.

Intuitivamente, el centro del juego estd formado por aquellos vectores
que proporcionan la mayor utilidad posible para cualquier coalicién.
Como es evidente, ¢l centro no siempre es distinto del vacfo, El re-
sultado obtenido por Scarf, muestra que para cierto tipo de juegos se

puede asegurar la no vacuidad de su centro. Enseguida presentaremos

estos juegos.

Definicién 4.9 Una familia de coaliciones K C 2! es una coleccién

balanceada si existe w : K — R*, tal que:

Y wK)=1 Viel

elek
A los valores {w(K)}xex se les llama coeficientes de balance.
Los valores w(K) tienen la propiedad de que si fijamos un jugador de

la familia, la suma de los pesos correspondientes a aquellas coaliciones

que lo contienen debe ser igual a uno.

Ejemplo 4.3 (a) La familia K = {I} es claramente balanceada, y de

hecho si K consituye una particidn de I, entonces es una coleccidn

balanceada con coeficientes de balance w(K) =1, VK € K.
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(b) SiI ={1,2,3}, la familia K = {{1,2}, {1,3}, {2,3}} es balanceada
conw(K) = },YK € K.

(c) Si I = {1,2,3,4}, la familic K = {K; = {1,2}, K2 = {1,3},
Ky = (1,4}, K, = {1,2,3,4}} es balanceada con w(K;) = },
i=1,2,3 yuw(l,) =1

Definicién 4.10 Sean V un juego n-personal y K una coleccidn ba-
lanceada. Decimos que V es un juego balanceado si Yz € R" tal

que T € Vi, VK € K, se tiene que z € V.

Teorema 4.2 (Scarf, [23]) Todo juego balanceado tiene centro no

vacfo.

En el articulo referido, Scarf brinda una detallada demostracién de
este resultado mediante métodos de programacién lineal y Muestra

incluso un algoritmo para localizar el centro.

Mediante este resultado, Danilov y Sotskov establecen en (9] un teo-

rema andlogo para funciones de efectividad.

Teorema 4.3 (Danilov & Sotskov, [9]) Las funciones de efectividad

B-mondtonas balanceadas son estables.
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Para entender este resultado y proceder a su demostracién, requerimos

previamente definir algunos conceptos.

Definicién 4.11 Una funcién w : 2! 2% es un peso balanceado

de multiplicidad o si Vi € I se tiene que:

Y w(K)=0

iekgl

La coleccién Ky = {K C I | w(K) > 0}, es llamada el soporte de w.
Notemos que si o =1, K,, constituye una coleccién balanceada..
Definicidn 4.12 Una funcidn de efectividad € es llamada B-moné-
tona (mondtona por blogues) st siempre que e(K,B) = 1, se tiene

ques(K,B')=1VB 2 B.

Las funciones de efectividad generadas por formas de juego son

B-mondétonas, este hecho es inmediato de la caracterizacién presen- -

tada al inicio de esta seccién (teorema 4.1).

Definicidn 4.13 ¢ es balanceada si para toda particion A = Ui D;
y VYw: 2! 2% existe I € K, tal que e(K, Uier-Di) = 0.

Ahora sf estamos listos para ver la demostracién del teorema 4.3,
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Demostracién. Sean e : 2/ x 24 — (0,1} una funcién de efectividad
B-mondtona balanceada y u : I x A — R una funcién de utilidad.

Demostraremos que C(e,u) # 0.

Sean K C I,B C A k =| K |, para cada 1 € K, definimos

m; = min{u(,a} | a € B}.

Mediante la funcién £, formaremos un juego balanceado. Asociemos

a cada coalicién I el conjunto Vi € R* definido como sigue:

Vk = {z € R¥ | 2 € m;, Vi € Kyalgin B C A tal que
e(K,B) =1}.

En [9], Danilov y Sotskov demuestran que la coleccién V = {Vi}kcr,
as{ formada, es un juego balanceado, entonces por el teorema de
Scarf C(V) # 0. Consideremos ahora z € C(V) y a € A tales que
z; < min{u(i,a) | a € B} Vi € I. Afirmamos que a € C(e,u). Efecti-
vamente, si a fuera rechazado por alguna coalicién K mediante algin
bloque B, esto significarfa que u(i,a) < u(i,b) Vi € Ky Vb € B, y
(K, B) = 1, o sea que z; < m,, Vi € K. Contradiciendo con esto, el
hecho de que z € C(V).0 ‘
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5 Graficas micleo solubles y funciones de efectivi-

dad.

Contamos ahora con las herramientas suficientes para llevar a cabo
nuestro objetivo: la demostracién del Teorema 1.1. A partir de aquf,

daremos paso a los resultados que nos llevaran a realizarlo.

Primeramente, asociaremos una funcién de efectividad a una grafica

y estableceremos relaciones entre las propiedades de ambas.

Sea G = (V, E) una grdfica y consideremos los conjuntos:

Ig los clanes de G,

Ag los conjuntos independientes maximales de G y el conjunto vacfo.

A cada vértice v € V le asociamos los siguientes conjuntos:
K, C Ig la coleccién de todos los clanes de G que contienen a v, y
B, C Ag la coleccién de todos los independientes maximales de»G que

contiencn a v,

Finalmente, sean Tg = {(K,, B,) |v € V} y €¢ la funcién de efectivi-

dad definida por Tg. Es decir, eg(K,B) =1 si y sblosi K = K, y

B =B, paraalginv eV,
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La idea ahora es caracterizar la nicleo solubilidad de una grifica, en

términos de e;. Antes veremos un resultado auxiliar.

Definicién 8.1 Sea € una funcidn de efectividad, lamaremos
e-familia a la coleccidn de parejas F ={(K,, B,)}ses tales que
Vo€ Ae(KoB))=1ya¢ B,

Definicién 5.2 Un ciclo de una ¢-familia F ={(K,, By)}acs €5 un
conjunto {ay,a,...,an} € A tal queas € By, a3 € By, ...ya € B,
a4 € Bﬂmn

=11

El siguiente teorema caracteriza la estabilidad de una funcién de efec-

tividad en términos de sus e-familias.

Teorema 5.1 (Keiding, [6]) Una funcidn de efectividad ¢ es estable si
y sdlo si toda e-familia tiene un ciclo {ay,a2,..,an} tal que
n;!::lKuj # 0‘

Demostracién. Supongamos que existe F una e-familia tal que
para todo ciclo de ella se tiene que N2, K, = 0.‘Para. cada i e’ I,
establezcamos una relacién binaria entre los elementos de A, como
sigue: Sii € Ky, aR'b Vb € B,. Esta es una relacién aciclica ya

que si existiera una coleccién {ay,as,...,a,} de resultados tales que
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a1R'ayR'ay....a,,-1 Ria,, Riay, se tendria que a; € B,,, a3 € By, ...,
an € B,,_, a1 € B,, coni € N, Ky, lo cual contradice nuestra su-
posicidn. Asf, cada R’ puede extenderse a un orden parcial <; sobre
A. Cada <; induce la restriccién al jugador ¢ de una funcién de utili-
dad en la que Ya,b € A tales que a <; b se tiene que u(i,a) < u(i,b).
Para los elementos de I que no pertenezcan a ninguna coalicién de
F diremos que u(i,a) = u(i,b) Va,b € A. La funcién as{ obtenida,
provoca la incstabilidad de e, Efectivamente, cualquier @ € A puede
ser rechazado por la coalicién K, ya que e(K;B;) = 1y
u(i,a) < u(i,b) Vi € K,,¥b € B, con lo que para esta u, se tiene

que C(g,u) = @. Esto es una contradiccién.

Para demostrar el enunciado recfproco supongamos que £ no es es-
table. Entonces, existe una funcién de utilidad u: I x A = R, tal
que C(c,u) = @, es decir, para cualquier resultado a € A, existe una
pareja de coalicién y bloque K, C I, B, € A, tales que (K, B;) =1
y K, rechaza a mediante B,, esto es, u(i,a) < u(i,b) Vi € K,,Vb€ B,,

con lo cual resulta claro que a ¢ B,

Asf, 1a coleccién F = {(K,, Ba)}qea, constituye una € —~ familia. Sea
¢ = {a1,a3,...,a} un ciclo cualquiera de F, para éste se tiene que
NJu Ka; = 8, ya que de otro modo, si existiera i € n'?;gl(a,, en-

tonces u(i,a1) < ulé,a2) <,...,< u(i,an) < u(i,a;) lo cual es una

contradiccién.
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Consideremos ahora una eg-familia, es decir, F ={(Ks, Bs)}seaq)
tal que VS € Ag, S ¢ Bs y eg(Ks,Bs) = 1. Sabemos, que
e¢(K,B) = 1siysélosi I{ = K,y B = B, paraalginv € V, asf, cada
pareja de F es de la forma (K, B.), entonces para cada independiente
maximal de G, existe v(S) € V asociado a él, es decir existe un sub-
conjunto V' C V asociado a F. Para indicar esto con mds claridad de-
notaremos a cada pareja de F, como (Iy(s), By(s)). Ya que VS € Ag,
S ¢ Bys), entonces, v(S) ¢ S. Un ciclo de F es una coleccién de
independientes maximales de G, {S),5,..,Sa} tales que
Sj+1 € Bys)paraj=1,2,..,m-1y 8\ € Bys,,), con lo que tenemos

que v(S;) € Sj41, para j = 1,2,.,m — 1y v(Sn) € .
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Veamos ahora, el siguiente resultado, que caracteriza la nicleo solu-

bilidad de una gréfica mediante la estabilidad de su funcién de efec-

tividad asociada.

Teorema 5.2 G = (V, E) es niicleo soluble si y sdlo sieg es estable

Demostracién. Supongamos que £g no es estable. Entonces, por
el teorema anterior, existe una eg-familia F ={(Kys), Buis)) }s1evs
con la siguiente propiedad:

(P)  Vciclo {S1,82,...,5x} € V' se tiene que N4 K5,y = 0.
Observemos que podemos extender F para que V' = V, agregando
las parejas (K, B,), para las que v ¢ V' asumiendo para todas ellas
que v = v(0). F, asf extendida no pierde la propiedad (P), y asf se
establece una biyeccién entre V y Ag. Sea D = (V, F) la siguiente

orientacion de G:

Dado v € V, consideramos S € Ag, tal que v = v(S) y si § # 0, para
cada u € S tal que uv € E, asociamos la flecha #b. Notemos que si
debe existir al menos un vértice u asf, ya que de otro modo S U {v}

es un independiente que contiene a S contradiciendo la maximalidad.

La orientacidn asf obtenida, es acfclica por completas. Efectivamente,
ya que de otro modo existirfa 7 = (g,v1y 5+, Um = p) un ciclo dirigido

asimétrico tal que G [V('?)] es una completa en G.
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Sea C un clan de G que contienc a G [V('?)] . La existencia de la
flecha 77073 € F implica que existe S € Ag un independiente maxi-
mal tal que vi4+; = v(S), llamemos S;;; a este conjunto. Sabemos que
vis1 ¢ Si41 pero v; € Siyy, €8 decir, Siyy € B, Vi=0,1,..,.m~1y
So=5,€B8,,_,.

e s, = temsems o,

{
P
1
!
1
{
t
i
|
{
H
i
i




Asi, 1a coleccidn {Sp, S}, ...Si-1} forma un ciclo de F, y como v € C,
entonces C € N%;'K,,, lo cual contradice la suposicién inicial. Del
teorema 2.1 tenemos entonces que D es una orientacién normal de G,
sin embargo, es inmediato que D no tiene nicleo, ya que VS € Ag,
S no absorbe al vértice v(S), esto contradice el hecho de que G sea

nucleo soluble,

Para demostrar el reciproco, supongamos ahora que G no es nicleo
soluble, Entonces, 3D = (V,F) una orientacién normal de G que
no tiene nicleo, esto quiere decir que VS € Ag Jv(S) € V que
no es absorbido por S, Claramente v(S) ¢ S, asf, la coleccidn
F ={(Kys), Bys))} forma una eg -~ familia. Un ciclo de F es un con-
juntor = {8}, 8y,..,5m} C Ag tal que S;yy € Bys,), Vi=1,...,,m-1y
Si € Bys,,) es decir, v(S;) € S;41, Vi=1,..,m~1yv(Su) € S1. Sieg
fuese estable, tendrfamos que N{%,K,(si) # 0, es decir, que 3C € Ig,
un clan tal que 7 = (v(S)),9(S), .., v(Sw)) € V'(C), con lo que
v(S;) es adyacente a v(S;) en G Vi,j € {1,..,m} y ya sabemos que
v(S;) € Sitt, Vi = 1,..,m = 1y v(Sn) € Sy, por lo que la flecha
m € F, y ademds es asimétrica porque v(S;41) no es ab-
sorbido por S;4i. También m € F y es asimétrica p‘orq‘ue
v(Sa) € Si y v(S)) no es absorbido por S).
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Asi 7 serfa un ciclo asimétrico en D que induce una completa en G,

contradiciendo el hecho de que D sea una orientacién normal. ¢
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6 Funciones de efectividad balanceadas y gréficas

perfectas.

La intencidn ahora, es la de encontrar una caracterizacién adecuada
de las gréficas perfectas mediante su funcién de efectividad asociada.
En la seccién anterior definimos la funcién de efectividad g, para una
grifica G, ahora construiremos una extensién B-mondtona de ella, y
la llamaremos ég. Consideremos los mismos conjuntos de G con los
que trabajamos anteriormente y definamos £ : 2 x 246 — (0,1},

de la siguiente manera:

éc(K,B) = 1siysdlosi K = K,y B 2 B, para algin v € V osi
B=AcyK#40.

En esta ocasion las parejas (K, B), K C Ig, B C Ag, efectivas, serdn
aquellas para las que K sea la coleccién de clanes que contienen a
algun vértice v € V, y B sea un conjunto que contenga a la coleccién
de independientes maximales que contienen a v. Con el objeto de
preservar la B-monotonfa, también se definen como efectivas las pare-
jas (K,Ag), VK # 0.

En el resultado siguiente, Boros y Gurvich caracterizan las gréficas

perfectas mediante £¢.
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Teorema 6.1 G = (V, E) es perfecta si y sdlo si €g es balanceada.

Demostracién. Sean w : 2/ — Z* un peso balanceado de multi-
plicidad ¢ > 0, y {Dc}cer, una particién de Ag. Demostraremos que

3K € K, tal que ég (K,Ucer,-x Dc) = 0.

Como o > 0, se tiene que Ky, # 0, y ademds VC € I 3K € K,
tal que C € K (por ser w un peso balanceado). Consideramos
la subgrdfica de G inducida por el siguiente conjunto de vértices,
Vi={veV] K, €K, Si VK € K, se tiene que K # K,,

Vv €V, ya terminamos porque:

Consideramos C € I tal que D¢ # 8,y K € K, talqueC € K y
K # K, Vv € V, entonces Uces,-x Do # Ag y asf por la definicién
de &g tendrfamos que &g (K,Ucelo-k De) = 0, con lo que K serfa la
coalicién buscada.

Asf, podemos suponer que existe K € K, de la forma K = K, para
algin v € V. Esto nos asegura por un lado que V' # 0, y por otro
que VY C € Ig tal due D¢ # 9, se tiene que VK € K, tal que C € K,
K = K., para algin v € V (de hecho Yv € V' N C). Observemos
que w induce una funcién, f : V — 2% sobre los vértices de G dér ;
la siguiente manera: Yv € V, f(v) = w(K,). Notemos que f (v)’ =0

Yu ¢ V'. En este contexto, el peso de un clan C € Ig queda definido
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como:

X fw)= ¥ w(ic,)

veCny? vecny!

Sea Cy € I;; tal que Dc, # 0. Sabemos que,

W(K)=¢
C’oGI\'G'Cm

pero como YK € K, tal que Gy € K, se tiene que K = K, entonces:

o= Z w([{): Z U)(Ku)= Z f(U)

Coekek,, vecny veeny!

Con lo que Co es un clan de Peso méximo en GV

Como G es Perfecta, entonces G[V'] también lo es Y po
en G[V'] un conjunto independiente &'

los clanes de peso méximo de G [V], (¢

respecto a f,

r tanto existe

€ V' que intersecta g todos
eorema 2.3),

‘ Notemos que en particular S'nC, #0. Asf

» para cualquier S ¢ Ag tal
j que SNV’ = g

181 8 € Dy, se tiene que SNCy # @, Sea v € SNGNV/,
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la coalicién K, € K, entonces Uces,-x, Dc no contiene a B, con lo

que ég (Ky, Ucerg-r, Dc) = 0. Por lo tanto €g es balanceada.
Para demostrar el reciproco supongamos que G no es perfecta.

Sea V' C V tal que G[V'] es minimalmente imperfecta. Definamos

un peso balanceado w : 26 — Z*, como sigue:

w(k,)=1YveV
w({C)) =w(G([V]) - ICN V!, ¥C € I

w(K) = 0 en cualquier otro caso.

w asf definido, es un peso balanceado de multiplicidad w(G [V']).
Veamos: Sea C € I y {v1,v2,...,vs} = V(C). Unicamente tenemos

dos casos posibles:

1.CNnV' =0, Esto implica que w(K,,) =0 Vi = l,.v..,s y como
ICNV'| =0, entonces w({C}) = w(G[V']). Para cualquier otra
K que contenga a C se tiene que w(K') = 0. Con lo que tenemos
w(K) =w(G[V')
Cekela ‘
2.CNV'#0. Sea t = |[CNV'| entonces w(K,,) =1V, eCNV/, S
w(K,) =0V ¢ V', w({C)) = w(G[V')) ~ty w(K) =0 para |
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ESTA  TESIS H8 memr
SALR D€ LA Biignis,

cualquier otra K que contenga a C. Ast,

Y wK)= ) w(kK,)+w({C})

Cekedla necny!

=t+w(G[V]) ~t
=w(G V')

Definamos ahora una particién de Ag, en la que a cada C € Ig aso-
ciaremos un subconjunto de Ag, y lo llamaremos D¢, Sabemos que
si una gréfica G es perfecta, entonces 3S un conjunto independiente
en G que intersecta a todos los clanes de cardinalidad mdxima de
G. Como G[V'] no es perfecta, entonces VS’ independiente en G [V']
existe C' un clan tal que [C'| = w(G[V'))y S'nC' =0.

De aquf, tenemos que VS € Ag, existe C € Ig tal que
ICnV|=w(G[V)) y (SNV)N(CAV') =8, es decir, V'NSNC =0,
(Este hecho es claro VS € Ag tal que V'NS = @). Incluyo este S € Dg.
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Notemos que para cada S € Ag, sélo existe un clan C € Ig tal que
S € D¢, con lo que la coleccion {D¢}cer, forma una particién de
Ac. ;Cémo es £ en el soporte de w?, Veamos, si K € Ig es tal que
w(K) > 0, entonces por la forma en que definimos w, K, sélo puede
ser de dos formas: K = K, para algin v € V' 6 K = {C}, para algin
celg.

1. Si K = K, para algin v € V', entonces, VC € K,, CNV' # 0
yVS € B, SNV # @y asi, por la definicién de K, y B,
tenemos que CNSNV' #0VC € K, y YS € B,. Por la forma
en que construimos la particién {Dc}cey,, se tiene que VC € K,
yVS € B, S ¢ Dc (yaque CNnS # 0). Entonces, para cada
C € K, se tiene que Dc 0 B, = §, con lo que Ugex, DeN B, = 0
entonces, B, C Ucgr, Dc y por lo tanto ég (K, Ucgs, Dc) =1,

Lo cual contradice que &g sea balanceada.

2. Si K = {Gy}, Gy € Ig, entonces w(K) = w(G[V))~ | GonV'|
y como w(K) > 0, entonces w(G[V']) > | Cyn v ly conylo que
| ConV' | noes un clan de cardinalidad mdxima en G[V],
as{ D¢, = 0, por la forma en que se definieron los bloques DC.
Entonces Uggre Do = Ag y por lo tanto &g (K,Ucg¢r D) = ‘1,’
con lo que también en este caso se contradice el hecho de que ég

sea balanceada. ¢
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En la seccidn 4 vimos que las funciones de efectividad B-manétonas
balanceadas son estables, asf del teorema anterior, si G es perfecta es
inmediato que £¢g es estable y como esta funcién es una extensién de
¢ entonces ella también lo es, porque
U RK,BC U R(K,B)
el B)=1 2l i, B)=1

y por tanto
C(éc,u) € Clea,u), Yu

con lo que G resulta ser nicleo soluble. Esto demuestra el Teorema
1.1
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7 Conclusiones

Como hemos visto el resultado presentado en este trabajo se basa
esencialmente en el Teorema de Scarf (teorema 4.2). Mediante las
propiedades de las funciones de efectividad se ha podido establecer la
conexién entre las teorfas de juegos y grdficas. La manera en que se

Hevé a cabo la demostracién fue la siguiente:

G perfecta 4 £¢ balanceada
= £ estable
=> £ estable

eq estable & G miicleo soluble

En la cuarta seccién asociamos a una gréafica una funcién de efectivi-
dad y nos valimos del concepto de estabilidad para demostrar qtie la
nicleo solubilidad de la grafica en cuestién es equivalente a la esta}

bilidad de su funcidn de efectividad asociéda. Postériormente, en la

quinta seccién, construimos una extensién de ésta funcién de ;efect‘ivi- :

dad y mediante el concepto de funciones de efectividad baiénceadas

demostramos que el hecho de que la gréfica sea perfecta, es eqytiivt‘s-[

lente a que la funcién de efectividad extendida sea balanceada. Estas S
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dos caracterizaciones se conectan entre s{ mediante el resultado de
Danilov y Sotskov presentado en la seccién 4 y que es el andlogo al
teorema, de Scarf para funciones de efectividad, se demostrd que la
propiedad de ser balanceada, implica la estabilidad y completando

con esto la demostracién.

Este resultado resuelve una de lag implicaciones de la conjetura BD,
que durante afios permanecid abierta. Como vimos se habfan hecho
muchos esfuerzos por resolverla (de hecho aqui sélo presentamos unos
cuantos). El recfproco adn continda abierto, en la seccidn 3 vimos
que sélo se ha demostrado para las graficas M ~libres, las gréficas de

lineas y las fraternalimente orientables.
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