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TWO REPRESENTATIONS OF THE MYSTIC HEXAGRAM

M. en C. Rodolfo San Agustin Chi

Abstract. In this work, in first place, the construction of the Mystic Hexagram
Configuration in generalized to a projective plane over a field of characteristic different
from two and cardinality bigger than seven and, in second place, such a configuration
is characterized in two invariant ways: through a faithfull representation into the
|attice of subgruphs of Kg, the complete graph on six vertices and through another
faithfull representation into the lattice of subgroups of S;, the symmetric group of six
elements. As an extention of the first representation, also a representation on LKg,
the edge graph of Kg is given, Because this last representation depends on an outer
automorphism of S, it is not invariant.
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Introduccién

En este trabajo, en primer lugar, se generaliza la construccién de
la configuracion del hexagrama mistico al plano proyectivo sobre un
campo de caracteristica diferente de dos y cardinalidad suficientemente
grande y, en segundo lugar, se caracteriza de forma invariante dicha
configuracién, por una parte, mediante una representacion fiel en la
red de subgrificas de K, la grdfica completa con seis vértices y, por
otra, mediante otra representacion, tambi¢n fiel, en la red de subgrupos
de Sg, el grupo simétrico en seis elementos. Como una extencién de la
primera, también se da una representacion en términos de LK, la
grifica de aristas de Kg, aunque esta iltima depende de la eleccién de
un automorfismo exterior de Sg y, por lo tanto, no resulta del todo
invariante.

Las construcciones conocidas hasta ahora, para la configuracidn
mencionada, se realizan en el plano proyectivo real y dependen en gran
medida, por una parte, de la eleccion de una notacién adecuada y, por
la otra, de una seleccion muy cuidadosa de los diversos elementos a

_considerar en cada etapa de dicha construccidn. Asi, su seguimiento
llega a ser verdaderamente intrincado.

Por otra parte, también es importante tener una interpretacidon al-
gebraica proyectivamente invariante (es decir, independiente de las co-
ordenadas usadas) de la geometria sintética del plano proyectivo. Para
esto, usualmente se construyen las dlgebras de Cayley-Grassman asi
como la de paréntesis (Bracket algebra). Si bien con esto se logra
trabajar en un ambiente libre de coordenadas, el dlgebra resulta més
complicada. [60]

La intensién de eludir las situaciones mencionadas anteriormente
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4 CONTENIDO

lleva a las dos soluciones que aquf se ofrecen. Esto se logra, vagamente
hablando, al considerar las propiedades combinatorias de las dlgebras
mencionadas y analisando desde un principio el mismo tipo de propie-
dades en los elementos del hexagrama mistico.

Por otra parte, cabe mencionar que ambas soluciones son escencial-
mente distintas pues no se encuentran asociadas de forma natural;

1. los grupos que se proponen no son los grupos ni de automorfismos
ni estabilizadores de las grificas correspondientes

2. las grédficas construidas no son elecciones intrinsecas de entre las
redes de subgrificas invariantes ante los grupos seleccionados.

Asi, serfa muy interesante hallar una solucidn que unificase ambos
tipos de propuestas. Es decir, se pide plantear una relacién entre ambos
tipos de asignaciones como una seccién ¢ del morfismo Stab (estabi-
lizador) entre las redes correspondientes:

Stab
5(Ke) = S(S)

A continuacidn damos una introduccidn no técnica de los diversos
capitulos que componen este trabajo.

1.- Dado que los articulos originales (por ejemplo los de Kirkman
{31], Mbius [35], Veronese [54] o de Vries [55] y [56]) son de dificil acceso
y que las contribuciones posteriores solo se refieren de manera indirecta
a dichos trabajos, he dedicado el primier capitulo a resefiar algunos
momentos de la historia del hexagrama mistico de Pascal, distinguiendo
un primer periodo de la construccién en si de dicha configuracién, otro
periodo de madurez, sintesis y generalizacidn de los resultados de la
teoria y, finalmente, otro con algunos estudios mds recientes sobre la
combinatoria de los planos proyectivos finitos.

No he seguido ningin criterio de seleccidn de entre las muchisimas
contribuciones que se han hecho a este respecto. Simplemente se trata
de la recoleccidn de aquellos escritos que he hallado tratando de tener
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una buena idea de qué es (y qué pudo haber sido en sus origenes, si es
que se puede hablar con cierta precisidn acerca de ello) la configuracién
del hexagrama mistico.

Por otra parte, las demostraciones que he seleccionado, si bien no
son en general de tipo algoritmico, también permiten construir los di-
versos elementos de dicha configuracién.

2.- En el capitulo segundo reconstruyo el hexagrama mistico deter-
minado por seis puntos en el plano proyectivo sobre un campo con las
restricciones mencionadas al principio.

No es de extrafiar que varias de cstas construcciones (junto con las
demostraciones correspondientes) resulten similares, en mayor o menor
grado, a algunas de las ya conocidas (dado que, como ya se habia
mencionado, se ha escrito muchisimo en torno al tema) e incluso que
se haya podido hacer la seleccién de entre los estudios clisicos para dar
una idea de las diversas estrategias que han seguido los autores a este
respecto. En particular, cabe mencionar aqui las construcciones hechas
por Giuseppe Veronese. Dichas aportaciones, si bien corresponden ya al
periodo de sintesis de resultados en este tema y, por lo tanto, tienden
a ser mas simples que las originales, atin reflejan la complejidad que
llegaron a tener estas construcciones a mediados del siglo pasado.

Los enfoques adoptados por los autores de este segundo periodo
dificultan de alguna manera la identificacidn de algunas de las confi-
guraciones cldsicamente asociadas con el hexagrama, por lo que preferf
adoptar una posicién hibrida a este respecto, construyendo los elemen-
tos del hexagrama mistico de acuerdo a sus diferentes tipos, con de-
mostraciones ad hoc, como se explica en el parrafo anterior y dejando
el conteo de dichos elementos para el capitulo tercero, el cual lleva la
faceta mds marcadamente combinatoria de este trabajo.

Por otra parte, algunas de las demostraciones que damos en este
capitulo son constructivas, por lo que también las emplearemos como
apoyo para construir las graficas y los grupos mencionados al principio
de esta introduccién.

Finalmente, en dicho capitulo definiremos una jerarquia entre los
elementos del hexagrama mistico que regulard las relaciones de dicha
configuracion con las redes mencionadas al principio de este trabajo. De
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hecho, dicha jerarquia serd, vagamente hablando, la estructura a mode-
lar sobre las otras estructuras a tratar en los capitulos subsecuentes.

3.- El marco mds usual en el siglo XIX para estudiar ciertas figuras
formadas con conjuntos finitos de puntos y rectas en el plano y espacio
proyectivos reales fué el de las llamadas configuraciones (proyectivas
planas o espaciales). En el capitulo tercero definiremos dichas estruc-
turas e identificaremos en ciertas clases de elementos del hexagrama
mistico sus estructuras naturales de este tipo.

En nuestro caso, la estructura de configuracion es una ayuda muy
descriptiva de las relaciones que guardan entre si los diferentes elemen-
tos (o tipos de elementos) del hexagrama mistico, mdxime cuando se
ha hecho una construccién de los mismos dependiendo fuertemente de
la notacién y de diversas tablas de incidencia, como la mayoria de los
estudiosos del tema (si no es que todos) lo hemos hecho por lo menos
alguna vez.

< Podria mencionarse que hubo una época en que el es-
tudio de las configuraciones (proyectivas) estaba consider-
ado como la rama mas importante de toda la geomelra.>>

Esta cita, del famoso libro Geometry and The Imagination de David
Hilbert y Cohn-Vossen [28] resulta casi increible hoy en dia, en cuanto
a que la geometria proyectiva es una especie en vias de extincion. Sin
embargo, actualmente seria muy dificil sobreestimar el significado que
tienen los aspectos constructivos de la geometria proyectiva clasica para
el dlgebra combinatoria y la geometria computacional {ver [1], p. 37).

Si bien nuestro enfoque no es el computacional, las estructuras de
configuracion, de naturaleza combinatoria, permiten introducir de man-
era natural otras estructuras, también combinatorias, para estudiar di-
versos aspectos de las figuras mencionadas, como lo son los diseiios
por bloques (para contar los elementos de cierto tipo en el hexagrama
mistico), los matroides, los poliedros {en su ascepcion combinatoria,
por supuesto), algunos esquemas asociativos (para caracterizar combi-
natoriamente ciertas configuraciones de entre otras de su mismo tipo)
y las dlgebras de paréntesis y de Bose-Messner entre otros. ’
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-4.- En el capftulo cuarto hacemos las representasciones del hexa-
grama mistico tanto en la red de subgraficas de K, as=i como en la red
correspondiente a LK.

En el primer caso nos apoyaremos fucrtermente emmn cietos  consti-
tuyentes del hexagrama (que corresponden a ciertas expiesiones for-
males que Sylvester llamé sintemas!). Esta constiueccidn resuelve el
problema de la caracterizacidn combinatoriao inx~wariansge delos diversos
elementos del hexagrama mistico.

En seguida haremos una modificacidn de esta asseociacidn con un
doble propdsito: Primeramente, para establecer un pue=ntemds natural
entre los elementos seleccionados en las redes meni cionas«las. En segundo
término, nos apoyaremos en las grdficas resulta.ntes poara hacer la re-
presentacidn, en el capitulo quinto y tltimo de este trambajo, conx la red
de subgrupos de Sg.

5.- Empezaremos dicho capitulo con el an&lisis mzencionadto en el
capitulo anterior justificando directamente el por quéS esta exctencidn
natural de la solucién planteada en dicho capitulo n-o es una repre-
sentacidn invariante en csta nueva red. En un cierloe sentido, dichos
grupos resultan demasiado grandes para nuestros propesdsitos.

Asi, terminaremos simple y llanamente desarrallanelo y justificando
la propuesta mencionada.

Un hecho interesante es que, como ya se ha 1menciconado, craidamos
de que los grupos asignados no sean demasiado grarmades y, por otra
parte, también vemos la necesidad de que no sean mz3s pequerios que
los que ofrecemos, por lo que la solucidn que ofrecemsos es dptima en
este sentido.

Quiero agradecer al Dr. Humberto Cirdemays Trxigos por  haber
fungido como asesor de este trabajo, al Dr. Emilio Lluis: Riera por haber
‘participado muy activa y entusiastamente durant.e todo - el desarrollodel
mismo y a los doctores José Luis Arocha Pérez, Ricare<lo Berlannga Zu-
biaga, Adalberto Garcia-Maynes, Francisco Larxidn RRiveroll y Victor

! Synthems, en Salmon (ver [51]). Turnbull, en ([52)}, 1o atriluzwyea (Benggiamino)
Segre.
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Neumann Lara cuyas opiniones mejoraron grandemente tanto el con-
tenido como la presentacion del mismo.

Asi mismo, quiero agradecer las facilidades brindadas por el Insti-
tuto de Matematicas de la U.N.A.M. para verificar los cdlculos corres-
pondientes al dltimo capitulo de este trabajo con el sistema de dlgebra
computacional Magma.

También quiero agradecer al personal del laboratorio de computo del
departamento de matematicas de la facultad de ciencias de la U.N.A .M.,
especialmenteal Prof. Guilmer Ferdinand Gonzélez Flores por su ayuda
con el procesador de texto.

Muchas otras personas también apoyaron el desarrollo de este tra-
bajo. Esta participacidn fué absolutamente necesaria para completar
dicha labor. Agradezco sinceramente a cada una de ellas su apoyo.

16 de abril de 1995.




Capitulo 1

Breve resena historica

En este capitulo desarrollaremos una pequeiia parte de la historia
de la configuracidn del hexagrama mistico identificando una primera
etapa que corresponde a la construccién del hexagrama, propiamente
dicha, asi como una segunda etapa, que llamaremos de sintesis o de
maduréz, en la que se emplearon nuevos enfoques para simplificar, ho-
mogeneizar y generalizar la que ya sc podia llamar desde ese entonces
teoria del hexagrama mistico. Ambas etapas se llevaron a cabo casi en
su totalidad durante el siglo XIX.

Para concluir este capitulo, tenemos la etapa del ocaso de este pe-
riodo en la que mencionaremos algunas de las construcciones mds re-
cientes que de alguna manera se relacionan con el hexagrama mistico.

Uno de los puntos obscuros a este respecto es el origen mismo del lla-
mado teorema de Pascal. De acuerdo a Julian Lowell Coolidge, no hay
duda de que Pascal descubrid el famoso tecorema que lleva su nombre:

< ...A la edad de 16 afios, Blais Pascal habia comple-
tado un extenso tratado sobre ias cénicas el cual, desafor-
tunadamente, se ha perdido. Leibnitz lo vié y afirmé que la
base era principalmente el método de perspectiva, es decir,
de proyeccidn central, aunque también contenfa al “hexa-
grama mistico”...

< Afortunadamente sobrevive un documento de ocho
péaginas donde se encuentra el hexagrama mistico...; aparecié
en 1640 y fué enviado por Mersenne a Descartes, aunque

9



10 . CAPTULOL BREVE RESENA HISTORICA
permanecié desconocido parael ﬁﬁl;lfcé }nqtemético 'eri’gér_l% :
eral por cerca de un siglo y medio.» :

~(Ceolidge, [17) p. 32).

«...No hay duda, sin embargo, de que él realmente des-
cubrié el hermoso teorema que lleva su nombre y que nos
dice que si los vértices de un hexdgono...>

(Coolidge, (18] p. 90).

Sin embargo, autores como Herbert Westren Turnbull asegurarian
que se trata, en realidad, del mas famoso teorema de la geometria
medieval:

<& ...al cabo de cuatro afios, Pascal habia escrito y publi-
cado un ensayo original sobre secciones cénicas, que asombrd
a Descartes. Todo giraba en torno al milagro de un teorema
que Pascal denominaba “I’hezagramm mystique®, comun-
mente reconocido como el teorema mds importante de la
geometria medieval, el cual establece que si se inscribe un
hexdgono en una cdnica...>>

(Turnbull, [52])

Desgraciadamente, el libro de Pascal Trate pour les conigues, donde
se supone que estaban no solo dicho resultado sino los muchos corolarios
(aproximadamente cuatrocientos, segiin el padre Mersenne) que Pascal
mismo pudo deducir de él, se ha perdido.

Yo, por mi parte, tuve en mis manos una edicién moderna de las
obras completas de Pascal (ver [36]) y encontré que dicho teorema no
figura en el pequeiio articulo Essai pour les coniques, aunque Leibuitz,
en una carta incluida en esa misma edicién, si se refiere a dicho teo-
rema como parte integral del texto perdido de Pascal. Esto de ninguna
manera aclara el problema de origen pero, como este no es realmente
un trabajo de historia, preferi dejar la cuestion hasta este punto.
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' 1.1 . Periodo de construccion

En general, seis puntos en un plano afin o proyectivo determinan un
hexdgono una vez que se les ha ordenado ciclicamente. Es decir, parti-
mos de uno de ellos, pasamos al siguiente y asi consecutivamente hasta
llegar al 1ltimo de los puntos para, finalmente, regresar al primero.

Con ello es posible, entonces, identificar a los diversos elementos
del hexdgono determinado de esa manera como lo serian sus pares de
lados y de vértices opuestos, sus ternas tanto de lados como de vértices
alternos, sus diagonales tanto principales como secundarias, etc.

Recordemos el hecho de que cinco puntos no alineados por ternas
en dicho tipo de planos siempre estdn en una tinica cénica. En general,
se dice que un conjunto de puntos es concdnico cuando dicho conjunto
estd contenido en una cdnica.

Desde este punto de vista, el teorema de Pascal, que enuncizamos a
continuacidn, establece la condicién para que seis puntos en un plano
sean concénicos (ver Brieskorn-Knérrer [6) para un tratamicnto algebro-
geométrico):

Un hexzdgono estd inscrito en una cénica si y solo st las
intersecciones de sus pares de lados opuestos estdn alineadas.

Las intersecciones a que alude el tcorema son tres de los 45 pun-
tos llamados puntos fundamenteles que determinan los vértices de un
hexigono en el plano. Daremos una demostracién de este teorema en
el capitulo siguiente.

En este caso, llamaremos recta de Pascal del hexdgono a la recta
mencionada en dicho teorema.

Seguramente es una figura como la del enunciado de este teorema
(ver figura 1.1) a la que Pascal se referia como el hezagrama mistico en
sus escritos.

Es muy interesante el hecho de que, de acuerdo a George Salmon
(ver [44]), el dual de este teorema (o su reciproco, en la terminologia
usual del siglo pasado) (ver el articulo de C. J. Brianghon {5]) se conocié
hasta 1806.



Figura 1.1: Recta de Pascal del hexdgono abedef

*También de acuerdo a Salmon (ib.id.}, fué Jacob Steiner el primero
en llamar la alencidn de los matemaiticos hacia la figura que se obtiene
uniendo de todas las formas posibles seis puntos fijos en una cénica, Asi,
Steiner probé en 1828 (ver [48]) que tomando seis puntos fijos en una
cénica en todos los ordenes ciclicos posibles se obtienen exactarnente
sesenta rectas de Pascal. Quizds quepa mencionar aqui, para electos
del conteo de dichas rectas, que los dos érdenes ciclicos a, b, ¢, d, e y f,
asi como f, e, d, ¢, b y a determinan, estrictamente hablando, el mismo
hexdgono.

Asi, la configuracién que llamaremos del Hezagrama mistico aso-
ciada a una cénica fija C y a seis puntos en ella, digamos a, b, ¢, d, e
y [, también fijos, se cmpieza a construir con dichas sesenta rectas de
Pascal en el plano proyectivo real como se describe a continuacién.

Es facil ver que dichas rectas pasan de cuatro en cuatro por los
puntos fundamentales, dando un total de (solamente) cuarenta y cinco
puntos tales.

Steiner mismo probé que las sesenta rectas de Pascal de un hexagra-
ma concurren por ternas en veinte puntos, llamados puntos de Siciner,
y conjeturd que estos puntos se hallaban de cuatro en cuatro sobre
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cinco rectas concurrentes. Poco después Julius Pliicker dermostré (ver
Pliicker [37]) que, en efecto, los puntos de Steiner estin alincados de
acuerdo a la conjetura, pero que lo estdn, no sobre cinco, sino sobre
quince rectas, llamadas rectas de Plicker, las cuales pasan por ternas
por dichos puntos de Steiner. Posteriormente Hesse demostré también
que los puntos de Steiner constituyen dicz pares de puntos conjuga-
dos arménicos respecto a la cdnica C y que dicha figura es la de tres
tridngulos en perspectiva.

Llamaremos Configuracidn alemana al sistema constituido por los
puntos de Steiner y las rectas de Pliicker, en atencién a los autores
mencionados anteriormente.

El reverendo T.P. Kirkman probé (ver Kirkman [31], 1840) que
las rectas de Pascal concurren por ternas en sesenta puntos, todos ellos
distintos genéricamente de los de Steiner, llamados puntos de Kirkmap,
¥ que dichos puntos estdn unidos por pares por noventa rectas, cada una
de las cuales pasa por dos de los puntos fundamentales del hexagrama.

Llamaremos Configuracidn basica al sistema formado por las rectas
de Pascal y los puntos de Kirkman de un hexagrama.

Hesse sefialé una cierta correspondencia que existe entre los puntos
y rectas de esta configuracion (que identificaremos con el nimero 2.2 a
lo largo de este trabajo), aunque también sefialé que no se trata de la
apolaridad (polo-polar) al menos respecto de la conica original C.

Posteriormente, Sir Arthur Cayley y Salmon probaron casi simul-
taneamente (ver Cayley ({12}, 1846) y Salmon [44]) que los puntos de
Kirkman también estdn alineados por ternas en veinte rectas y Salmon
por su parte también probd que dichas rectas concurren de cuatro en
cuatro en quince puntos.

Llamaremos a estos elementos rectas de Cayley y puntos de Salmon,
respectivamente, asi como Configuracidn inglesa a la figura determi-
nada por todos ellos.

Fué Salmon también quien empled las expresiones simbdlicas del
tipo (ab,cd,ef), a las cuales llamd sintemas, refiriendose a un cierto
papel fundamental que estas desempeiian en el estudio del hexagrama.

Seguramente la contribucién mds importante de Giussepe Veronese
a la teorfa del hexagrama mistico (ver Veronese [54], 1876-1877) es que
la configuracién bdsica se separa o descompone en seis subconfigura-
ciones arguesianas (o de Desargues, a las que Veronese llamé directa-
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mente figuras) y que la correspondencia de Hesse, restringida a cada:
una de estas subconfiguraciones es una apolaridad respecto de alguim RS
otra cénica auxiliar. También demostrd que cinco cualesquiera de estas
figuras determinan a la sexta de ellas.

Por otra parte !, Veronese también demostrd a este respecto que,
aparte de la configuracidn basica original, digamos Hy, hay una -in-
finidad de sistemas tales, H,, para los mismos seis puntos en una cénica
C. Cinco figuras de cualquicra de estos sistemas, despues del primero,
bastan para delerminar una figura del sistema precedente y una mds
en el sistema siguicnte: esta relacidn se establece mediante las noventa
rectas halladas por Kirkman. Sin embargo, las rectas de Cayley y los
puntos de Steiner son comunes a todos estos sistemas; es decir, los
sesenta puntos de Kirkman de cada uno de cstos sistemas se hallan,
siempre por ternas, sobre las mismas veinte rectas de Cayley y, asi
mismo, las sesenla rectas de Pliicker de cada uno de estos sistemas
pasan todas cllas, por ternas también, por los mismos veinte puntos
de Steiner. De aqui se sigue que los puntos de Salmon y las rectas de
Pliicker y, por ende, las configuraciones inglesa y alemana, son comunes
a todos estos sistemas H,.

1.2 Periodo de madurez

Hasta este punto, las propiedades del hexagrama mistico se obtu-
vieron basandose en aplicaciones sucesivas del teorema de Desargues y
algunas de sus generalizaciones, asi como en una seleccidn muy cuida-
dosa de los conjuntos de puntos y rectas a considerar en cada caso.
Esto hace al estudio de dicha configuracidn, aunque interesante, muy
intrincado.

Las contribuciones de Salmon correspondientes a este periodo in-
cluyen el empleo de sistemas lineales de cdnicas, asi como el de sus
sintemas, que ya hemos mencionado anteriormente.

Curiosamente, en el mismo vohimen de las memoriasen que Veronese

!Estas otras aportaciones de Veronese no serdn analigadas en este trabajo.
Sin embargo, también resultan muy interesantes y es de justicia elemental men-
cionarlas. Las demostraciones correspondientes se encuentran en el trabajo original
de Veronese [47].
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publicé su trabajo, también aparecié un articulo de Luiggi Cremona
(ver [19]) donde deduce las propiedades de la figura a partir de las
propiedades de incidencia en el espacio tridimensional. Este método,
que ya habia sido usado por Cayley desde 1868, permitié a Cremona
estudiar a esta figura, ademds, como un caso particular de una figura
en el espacio tridimensional tal que:

1. Depende de una configuracidn de quince rectas que se hallan por
ternas en quince planos los cuales, a su vez, pasan por ternas por
las rectas consideradas 2,

2. Dicha configuracion espacial se puede obtener a partir de una
figura de seis planos, que Cremona llamé el nicleo (nocciolo, en
la nomenclatura del mismo Crernona) de la configuracidn y, final-
mente, en el sentido de la geometra algebraica,

3. Hay una iinica relacidn algebraica entre las ecuaciones de dichos
planos.

De esta iltima propiedad se sigue que se pueden ver dichas ecua-
ciones como determinando lugares geométricos en el espacio proyectivo
de dimensién cuatro.

Aqui cabria mencionar que H.W. Richmond también siguié este pro-
cedimiento (ver [38], [39], [40] y [41]) logrando un tratamiento relativa-
mente simple del hexagrama mistico asi como una interesante genera-
lizacidn.

El procedimiento de Cremona fué el siguiente:

1. Relacionar la geometria de una superficie ctibica nodal (con un
tinico nodo cuadrdtico) con lo que ahora se conoce como el cono
tangente a dicha superficie sobre dicho nodo, a través de los
tridngulos tritangentes a dicha superficie,

2Este es un ejemplo de correspondencia de tipo (3,3) que se puede establecer
entre dos conjuntos de quince objetos y que fué utilisada por Sylvester para dar una
funcién de seis letras con solo seis valotes ante permutaciones de sus argumentos.
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2. Observar que la configuracin bdsica de quince rectas y quince

planos también se puede obtener (aunque no de forma tnica)

. de las veintisiete rectas en una superficie ciibica lisa en £3(C),

“donde C es el campo complejo, cada vez que se seleccionan ciertas

rectas de entre estas veintisiete para formar un par de los triedros

de Steiner (los cuales determinan a la superficie considerada en
este caso) y, finalmente,

3. Abstraer la estructura de la configuracion descada.

Con el resultado y las técnicas de Brianghon sc abre el estudio de
lo que ahora se conoce como la dualidad en los cspacios proyectivos
¥, por supuesto, se ticne toda la pléyade de resultados duales a los
ya mencionados. En 1879, Miss Christine Ladd 3 (ver [32]) propuso un
sisterna notacional, respecto de esta teoria, que resultara mas manejable
que los empleados hasta ese entonces. Esto le permitié:

1. Reconstruir mas naturalmente el hexagrama mistico sin tener que
recurrir, por ejemplo, a las tablas de Veronese (op.cit.),

2. Unificar ambos tipos de resultados (los «directos>> y sus duales),

3. Relacionar las configuraciones inglesa y alemana a través de una
configuracion <mestiza>» (de puntos de Steiner y rectas de Cay-
ley) vy, finalmente,

4. Obtener varios resultados a través de las relaciones del punto 2
de esta misma lista.

Hubo trabajos, como el de Richmond, que llevaron esta sintesis mas
adelante atin. En términos generales, este autor construye los elementos
del hexagrama mistico por bloques (idea quc ya habia trabajado Luiggi
Cremona, entre otros). Esto, si bien tienc muchas ventajas sobre otros
enfoques, dificulta la identificacion de algunas de las configuraciones que
asociaremos a dicho hexagrama en el capitulo tercero de este trabajo.

3El titulo que asigno 2 esta matemitica ¢s el que ella recibe en la publicacién
que referimos (donde también se le presenta como adscrita a la universidad Johns
Hopkings). No le he asignado algin otro titule por carecer de mas informacidn al
respecto.
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Fué en esta época que el lenguaje de configuraciones se empezé a
utilizar extensivamente, sobre todo en la europa continental, y de la cual
da un recuento Ernst Steinitz en «la enciclopedia:> (ver [49]). Aquf
se menciona que nuestras configuraciones fueron tratadas primeramente
por Jan de Vries (ver [55] y [56}) como configuraciones combinatorias y
conjuntamente con las llamadas configuraciones poliédricas, todo esto
también de acuerdo a la nomenclatura de la época.

1.3 Contribuciones mas recientes

A pesar de que para ese entonces (fines del siglo XIX) ya estaban
sentadas las bases para estudiar algunos de los aspectos mds punzantes
de esta teoria, a saber, los <misterios» detrds de las selecciones de
rectas y de puntos que se realizaban para hallar mds elementos de
la configuracién %, el tema pasé de moda. De acuerdo a Christine
Ladd (ver [32]), quedé la idca de que el articulo de Veronese mencinado
anteriormente dejé a los matematicos poco por hacer sobre el tema.

A partir de entonces, se pueden encontrar ejercicios en diversos tex-
tos de geometria proyectiva (por ejemnplo en Veblen y Young (53], Eves
[23] y otros) donde se pide reconstruir algunos de los elementos bdsicos
del hexagrama y, ocacionalmente, se menciona la configuracidn com-
pleta. También, en algunos textos de geometria algebraica (por ejem-
plo en Clemens [15], Brieskorn (6], Fulton {24] y Griffiths y Harris [25])
se demuestra el teorema de Pascal, aunque solo como una aplicacién
de técnicas mds recientes y poderosas como lo son los sistemas lineales
de curvas ciibicas planas y el teorema de Cayley-Bacharach, sin pre-
tenciones de continuar adentrdndose en un estudio moderno de esta
configuracion.

Ain los textos sobre geometrias finitas departen del tema tratando
solamente algunos aspectos muy béasicos, como lo serian el contar el
nimero de elementos y de rectas en un plano de este tipo o bien, el
detectar la existencia 0 no de la configuracién de Desargues o la de
Papus y, en su caso, identificar el grupo de automorfismos de dicha
configuracidn.

4Qizds sca esta otra de las razones por las que el término hezagrama mistico
haya sobrevivido.
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Una excepcidn a esta tendencia es el estudio de F2(k), donde k es
el campo con cuatro elementos:

En el texto de Camcron y Van Lint (ver [7]} se da una construcciéu
combinatoria de dicho plano y en el de Wallis [57] se demuestra su unici-
dad, utilizando la unicidad (salvo isomorfismo), de las 1-factorizaciones
posibles para la grifica G que construiremos en el capitulo tercero de
este trabajo. Nucvamente, en ¢l texto {57}, se menciona que las consi-
deraciones hechas ahi solo se¢ aplican a P2(k) pues, cuando el niimero
de puntos aumenta, la variabilidad y el nimero de 1-factorizaciones se
tornan demasiado grandes como para aplicarlas al problema de isomor-
fismo entre planos proyectivos.

El primer volimen de los libros de Hirschfeld y Thass (ver [29])
concluye con un estudio combinatoriode los planos proyectivos de orden
pequeiio; es decir, para P2(K), donde K = Z, paraqg = 2,3, ..., 9 y 2%,
conh=4,5,6,7y8.

En todo caso, cl objetivo principal parece ser el de contar el nimero
de los k-arcos, los k-arcos completos y los 6valos, para k pequeiias %, en
dichos planos.

Desde nuestro punto de vista el caso de F2(k) resulta particular-
mente interesanie. Acontinuacién citamos los resultados que mds acer-

can este estudio al nuestro.
Denotaremos con © a un §-arco, por ser estos los évalos en P?(k).

1. Cada 4-arco pertenece a un tnico évalo O.

2. Un évalo O es un hexdgono de Brianchon de 15 formas distintas,
determinando asf 15 puntos de Brianchon (o B-puntos).

3. Asfi, los 21 puntos del plano son, precisamente, los 6 puntos de O
junto con sus 15 B-puntos.

5Siguiendo la notacién de Hirschfeld y Thass [27}:

k-arco := curva con k puntos no colineales por ternas,

k-arco completo := k-arco no contenido en ningun (k+1)-arco y

dvalo := k-arco maximal.

n-grama := {n rectas en PG(2, k) | no concurrentes por ternas}U {puntos de
interseccion de pares de dickas rectas} y

n-estigina := dual de un n-grama.
[n-stigm en el original}. Aqui observamos que el término heragrama , tal como lo
usa Pascal, resulta dual del empleado en textos como este.
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4. Por cada B-punto pasan 3 bisecantes del hexagrama en O.

@ tiene 15 bisecantes, cada una de las cuales contiene a2 3 de los
B-puntos.

5. Por lo tanto, hay 6 rectas disjuntas ¢ (las S-rectas) a O.

Por cada B-punto pasan 2 S-rectas. es decir, las S- rectas no
concurren por ternas y, por lo tanto, forman una figura O’ dual

de O.
6. Cada hexagrama O tiene a Sg como grupo de colineaciones.

® Las colineaciones que fijan a un punto de O son los seis
subgrupos “naturalmente” isomorfos a S5 de Sg.

o Las colinecaciones que fijan una recta de O’ son los otros scis
S5 de dicho grupo de colineaciones.

7. Hay 168 6valos en P2(k).

8. Los 56 6valos con un niimero par de puntos en comin con un
évalo O dado forman un 2 — (56,11,2) disefio 7 cuyos bloques
son los 11 ovalos iguales o ajenos a O.

El otro caso interesante para nosotros seria el de £P?(Z;), donde se
detecta, por primera vez, a una configuracion de Desargues. Dicha
configuracion esti constituida por las rectas externas 8 y los B-puntos
asociados a una cénica fija Q.

En este caso, las 10 rectas externas también son las rectas de Pascal
asociadas a O.

SSkew-lines en el ariginal. Se refiere a rectas en PG(2,4) que no intersectana O.
7En general, un t —(v, k, A) disefio es una pareja (X, 5), donde X es un conjunto
de puntos de cardinalidad v, y B es una coleccion de subconjuntos de & elementos de
X, Hamados bloques, con la propiedad de que cualesquiera ¢ puntos de X pertenecen
a exactamente A bloques.
8En P?(Zs) hay 15 puntos por los que se pueden trazar exactamente dos bise-
cantes a una conica fija O. Por cada uno de dichos puntos, ademds, se pueden
trazar dos tangentes a O. Es por estd que se les Hama puntos erternos a O. Con
esto, los B-puntos serian los puntos internos a 0.
Asi, se tienen en total, para una cdnica fija O, 6 tangentes y 15 bisecantes. Las
otras 10 rectas serian las reclas externas a (2, tres por cada B-punto.
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Capitulo 2

Construccion del hexagrama

Las construcciones de este capitulo se efectiian en el plano proyec-
livo sobre un campo k con char(k) # 2 y |k > 7.

La restriccion sobre la caracteristica del campo base k es para evi-
tar que aparezca la configuracién de Fano en nuestro plano P? (k). El
interés por evitar esta situacién radica en que dicha configuracion (la
cuzl es isomorfa a P?(Z;), el plano proyectivo de siete puntos) es la
obstruccién geométrica para tener una diferencia efectiva entre conju-
gados arménicos (ver teorema 2.4.1). Es decir,

Teorema 2.0.1

Si P es cualquier subplano de P? (k),
entonces P es un plano sobre algin subcampo de k.

Demostracién: ver {29] O
Por lo tanto !,

P?(Zy) © P? (k) <=> char(k) = 2.

Por otra parte, la restriccién sobre la cardinalidad es solamente para
realizar nuestra construccién teniendo puntos suficientes para ello sobre
cada recta de P? (k).

!Esta es precisamente la condicidn de W.'T. Tutte que caracteriza a los matroides
uimodulares o geometrias combinatorias (ver N. White, [59], teorema 3.2.3, p.p.
16-48).

21
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En la demostracion del teorema de descomposicién de Veronese 2.3.1
solamente se hace mencién a una caracterizacidn que supuestamente,
termina dicha demostracidn (ver [9]). Se ha preferido tratar dicha ca-
racterizacion en el capitulo tercero por su tipo netamente combinatorio.
En ese mismo capitulo se verd también como se puede emplear el pro-
cedimiento anterior para generar la configuracidn de Desargues a que
perlenece una recta de Pascal dada a partir de ésta. Esta caracteri-
zacidn también esta discutida en [9].

En este capitulo emplearemos casi coloquialmente el término con-
figuracion como sinénimo de un conjunto de puntos y rectas en P? (k).

2.1 Un teorema de geometria proyectiva

Esta seccidn estd dedicada bdsicamente a la detnostracién del teco-
rema 2.1.2, el cual serd de utilidad en la cuarta seccion de este mismo

capitulo.

Considérense nueve puntos distintos en £2?(k) situados por ternas
sobre tres lineas rectas concurrentes dadas.

Considérense ahora las ternas de tridngulos formadas con estos pun-
tos como vértices tales que

(i) Los vértices de cada tridngulo estin situados uno en cada una de
las rectas dadas y

(i) Los pares de tridngulos de cada terna no comparten ni uno solo de
sus vértices.

Entonces es fdcil ver que

o Hay treinta y seis de estas ternas y los tridngulos de cada terna
estdn en perspectiva por pares.

o Cada tridngulo formado con estos puntos de acuerdo a la cond:cxon
(i) pertenece a cuatro de dichas ternas.
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Las demostraciones de los hechos siguientes, relativos a las ternas
de tridngulos definidas anteriormente, paralelizan exactamente a las de
la geometria proyectiva cldsica (es decir, para cuando k = R):

Teorema 2.1.1 Los ejes de perspectiva de cada una de estas ternas de
tridngulos I concurren en un cierto punto Sy, O

Teorema 2.1.2 Los puntos Sy, correspondientes a cuatro ternas de
tridngulos, con uno de dichos tridngulos en comiin, estdn alineados.

Demostracion: Sean r,, rg y rc las rectas concurrentes dadas y
sean A; (respectivamente B; y C;) los puntos dados sobre la recta ry
(respectivamente rg y r¢), para i=1,2y 3.

Considérense las cuatro ternas de tridngulos con, digamos, el tridn-
gulo A1 B,C; en comin. !

En la tabla siguiente, los renglones representan a las ternas de
tridngulos consideradas y la tltima columna denota al punto 2 donde
concurren los tres ejes de perspectiva correspondientes.

A1B\Cy | A3 ByC; | AsB3Cs || 5y
A\B,\Cy | A3B2Ca | A3BsCh || 52
A1BC, | AyBaCh | A3BaCh || S5
A1B1C, | A2B3Ch | AsBaCy || Ss

Asi, basta demostrar que tres cualesquiera de estos puntos estin

alineados.
Para esto, considérense los tridngulos siguientes dados por sus lados:

(A1B1, A2B,, A3B3), (A\C), B2Cs, B3Ch) y (A1C), AaCs, AxCy),

respectivamente (ver la figura 2.1).

Los pares de dichos tridngulos tienen a las rectas dadas rg, r¢ y
r4 como sus ejes de perspectiva y a los puntos Sy, Sz y S3 como sus
centros de de perspectiva, respectivamente.

Ya que las rectas r; son concurrentes (por hipétesis), los puntos S,
S2 y 53 estdn alineados (ver la figura 2.2) O

?Este punto también es llamado punto de Sleiner, tanto en la nomenclatura
cldsica como en la jerga mds moderna de la geometria computacional. He preferido
no usar esta denominacion para evitar confusiones con otro tipo de puntos también
llamados de Steiner y que ideraremos ampli en el desarrollo ulterior de
este trabajo.
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Figura 2.2: Conclusion del teorema 2.1.2
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2.2 El hexagrama mistico. la. Parte

A continuacidn construiremos los primeros elementos del hexagrama
mistico determinado por seis puntos fijos en una cénica C. Para ello,
seguiremos la notacidn siguiente:

Sean P,,..., Ps seis puntos no ordenados en P? (k).

1. (a, b, ¢, d, e, f) denotard a un ordenamiento sin repeticién de los
puntos P,..., Ps.

2. Una palabra abedef denotard al hexdgono determinado por el
ordenamiento (a, b, ¢, d, €, f). 3

3. ab = 0 denota a una ecuacién para la recta que pasa por los
puntosay b.

4. (be,ef) es el punto de interseccion de las rectas dadas por las
ecuaciones be =0y ef = 0.

Definicién 2.2.1 Un ledo fundamental determinado por Pi,..., Ps es
cada una de las rectas determinadas por los pares no ordenados PP
de dichos puntos.

Definicion 2.2.2 Un punto fundamental es el punto de interseccidn de
un par de lados fundamentales que no comparten uno de los puntos F,.

35i M es el conjunto de ordenamientos sin repeticién de los puntos Pi,..., Ps
y ~ relaciona a dos elementos de M si y solo si determinan el mismo hexagono,
entonces M/ ~ parametriza al conjunto de hexdgonos con vértices P;,..., Ps. En
el capitulo quinto veremos que esta relacion estd inducida por la accidn natural del
grupo diédrico Dg en M.
Asi, la asignacidn
- {a,b,c,d,e, f)r— abede f

es un invariante de la relacidn ya establecida y, por consiguiente, esta bien definida
en M/ ~.
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Asi, cada hexdgono abcdef tiene asociados tres puntos fundamen-
tales: (ab,de), (be,ef) y (cd, fa).

Atin cuando tenemos 120 formas de ordenar ciclicamente a seis ele-
men{os dados en abstracto, cada ordenamiento, para el caso que esta-
mos tratando, junto con su ordenamiento inverso (por ejemplo: abedef
y fedcha) determinan siempre el mismo hexdgono, por lo que seis pun-
tos en posicion general en P2 (k) determinan solamente 60 hexagonos.

Asf, el hexagrama determinado por un conjunto de seis puntos P,...,
Ps en P*(k), en posicién suficientemente general, consta de dichos pun-
tos comno vértices, asi como de sus 15 (=(g)) lados y 45 (=%222) puntos
fundamentales, respectivamente.

La demostracién siguiente del teorema de Pascal utiliza sistemas
lincales de conicas en P2 (k) y se ha clegido de entre muchas otras por
su simplicidad, porque también simplifica notablemente las demostra-
ciones correspondicntes a las construcciones de los puntos de Steiner
y de Kirkman y, finalimente, porque tampoco réquiere de suposiciones
extra sobre la caracteristica o la cardinalidad del campo k. Tal serfa
el caso de una de las demostraciones mds simples y elegantes de dicho
teorema, que emplea sistemas lineales de curvas ciibicas en P2(C) (ver
Brieskorn-Knérrer [6]).

Esta demostracidn, asi como las dos subsiguientes, se han tomado
con las modificaciones necesarias del libro de Salmon [44].

Teorema 2.2.1 Sca abcdef un hexdgono inscrito en una cénica C. En-
tonces, sus puntos fundamentales estin sobre la recta be —ef = 0.

Demostracién: Ya que C circunscribe al cuadrildtero abed, ten-

emos que
C: Aabred—pbc-ad =0

Andlogamente, al circunscribir C también al cuadrildtero defa,
C: MNde- fa—pef-ad=10

Asi,
Aab-cd — Nde- fa = p(be—ef)-ad (2.1)



2.2 EL HEXAGRAMA MiSTICO. 1A. PARTE o er

Dicha expresion igualada a cero representa a una cénica tal que
(1) Pasa por los puntos (ab, de), (cd, fa),a y d, de acuerdo a los
términos del lado izquierdo de la igualdad 2.1
¥ (2) Es reducible:
Una de sus componentes es la recta ad = 0 y la otra, que es la recta
bc — ef =0, pasa por los puntos (ab,de), (cd, fa) y (be, ef), todo esto
de acuerdo al término del otro lado de la misma igualdad 2.1 O

Definicidn 2.2.3 La recta del teorema 2.2.1 es la recta de Pascal del
hexagono abedef.

Notacién 2.2.1 Dicha recta se denotara con el simbolo abedef (ver la
figura 1.1). 4

Observacién 2.2.1 Las ecuaciones cd — fa = 0 y ab— de = 0 también
describen a la recta dada por la ecuacidn bc — ef = 0.

Asi, ya que los puntos F,..., P determinan 60 hexdgonos, la con-
conicidad de dichos puntos da 60 rectas de Pascal.

En lo subsiguiente, los puntos P,,..., Ps se tomardn siempre sobre
una cdnica fija C. Asi,

Definicién 2.2.4 El hezagrama mistico determinado por los puntos
Py,..., Ps tiene como puntos y lados fundamentales asi como rectas de
Pascal a los elementos homdnimos definidos anteriormente.

4Nuevamente, tenemos que la asignacion siguiente:
Mo (P
(a,b,c,d,e,f) +  abedef

es invariante bajo la relacion ~.
(P%(k))" denota al espacio proyectivo dual de-P3(k).
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Teorema 2.2.2 (Steiner) Las rectas de Pascal de los hexigonos abedef,
befeda y. fcbeda son concurrentes.

Figura 2.3: Punto de Steiner de las rectas abedef, befeda y fcbeda

Demostracién: Por el teorema 2.2.1, las rectas de Pascal de los
hexdgonos propuestos tienen como ecuaciones

a be—ef=0 ,
a ef—da=0
ya cb—da=0 |, respectivamente,
Ya que
(be—ef)+ (ef —da) — {(cb—da) =0,

tenemos que dichas rectas son concurrentes O

Definicién 2.2.5 El punto de concurrencia del teorema 2.2.2 es un
punto de Steiner del hexagrama mistico.
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Teorema 2.2.3 (Kirkman) Las rectas de Pascal de los hexdgonos abede f, |
abdcefe y afchbde son concurrentes.

Figura 2.4: Punto de Kirkman de las rectas abcdef, abdcfe y afcbde

Demostracién: Nuevamente, por el teorema 2.2.1, las rectas men-
cionadas tienen ecuaciones

de —ab=0 ,
fe—de=10
y c¢f —ab=20 |, respectivamente.
Asi, ya que
(de — ab) + (fc— de) ~ (cf —ab) =0,
dichas rectas son concurrentes 0

Definicién 2.2.6 El punto de concurrencia del teorema 2.2.3 es un
punto de Kirkman del hexagrama mistico.
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2.3 El teorema de Veronese

Observemos primeramente que los lados de los hexdgonos men-
cionados en el teorema anterior cubren una buena parte de la coleccidn
de lados fundamentales del hexagrama y que ¢l resto de los elementos
de dicha coleccidn son los lados de un cierto hexdgono a. Asi, lamando
K{a) al punto de Kirkman del teorema anterior, podemos establecer
la correspondencia de Hesse:

Definicién 2.3.1

K(a) e— & (2.2)
es la correspondencia de Hesse entre puntos de Kirkman y rectas de
Pascal en un hexagrama dado.

Explicitamente, para el punto de Kirkman £{«) del teorema 2.2.3,
@ = acebfd s la recta de Pascal que le corresponde de acuerdo a la
correspondencia 2.2 recién definida.

A continuacién tenemos el teorema al que dedicamos este apartado.
Ya nos hemos referido a él anteriormente y, tal como ya se habfa men-
cionado, es una de las contribuciones mis importantes de Veronese a
la teoria del hexagrama mistico.

Teorema 2.3.1 (Veronese [54]) La configuracién de puntos de Kirk-
man y rectas de Pascal del hexagrama mistico se descompane en seis
configuraciones arguesianas.

Demostracién: La correspondencia 2.2 asocia a cada recta de Pas-
cal & (asociada al hexdgono ), simultaneamente,

1. Un punto de Kirkman K(a) y
2. Las tres rectas de Pascal que determinan a dicho punto.

Repitiendo el procedimiento una vez mds para cada una de las rectas
en (2) de la lista anterior, obtenemos una coleccion de puntos y rectas
donde cada punto estd asociado, como en (1) de la misma lista, a alguna
de las rectas de dicha coleccidn por lo que, al repetir el procedimiento
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Figura 2.5: Configuracién arguesiana generada con la correspondencia
2.2

en cualquiera de las rectas ya obtenidas, ya no se obtienen puntos ni
rectas < nuevas>>.
En la figura 2.5 cada nodo representa al punto de Kirkman corres-
pondiente a la recta de Pascal que se halla justo sobre de dicho nodo.
En total obienemos una figura con

1. 10 puntos y 10 rectas tales que
2. Por cada punto pasan 3 de las rectas y

3. Cada recta contiene a 3 de los puntos mencionados.

Por otra parte, la correspondencia 2.2 también establece la propiedad
combinatoria que caracteriza a la configuracién arguesiana entre las
demds configuraciones que satisfacen las tres condiciones anteriores (ver
el teorema 3.2.2 del capitulo siguiente) ( 3)

En vista del teorema anterior, ya que la coleccidn de rectas de Pas-
cal y puntos de Kirkman del hexagrama mistico queda partida propia-
mente en seis configuraciones, cada una de dichas configuraciones es
una componente de dicho conjunto de puntos y rectas. Tal y como ya
se menciond, Veronese llamé figuras a dichas componentes.
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Deéfinicién 2.3.2 Abusando un tanto del lenguaje se acostumbra lla-
mar a dichas configuraciones componentes (arguesianas) del hexagrama
mistico.

Notacién 2.3.1 Denotaremos como D,,..., D; a dichas componentes.

Otro resultado que cabe mencionar en este contexto es que, para
cada hexdgono a, la correspondencia 2.2 es la apolaridad (ver Veblen y
Young [53]) respecto de una cierta cénica, distinta de C, determinada
por la componente de la recta @ en el hexagrama mistico.

2.4 El hexagrama mistico. 2a. Parte

En esta seccidn definiremos el resto de los elementos del hexagrama
mistico, a saber, las rectas de Cayley y de Pliicker, respectivamente,
asi como los puntos de Salmon.

El teorema siguiente, demostrado casi simultaneamente por Cayley
(ver [12]) y Salmon (ver [44]), explicita la correspondencia de ciertas
ternas de puntos de Kirkman con un cierto punto de Steiner de tal
forma que los cuatro puntos mencionados estdn alineados.

Damos una demostracidn que es casi una cita textual de la de
Veronese (ver [54), p.p. 663-665) para ilustrar el sabor y lo intrincado
que podia llegar a ser un argumento en la geometria decimondnica.

Por otra parte, vemos también que este tipo de demostraciones, al
depender tanto del seguimiento de una notacidn, aunque buena para
ciertos propdsitos, nos puede dificultar el estudio desde otro punto de
vista, como lo seria el enfoque combinatorio en este caso.

Teorema 2.4.1 Los tres puntos de Kirkman asociados de acuerdo a la
correspondencia 2.2 a las rectas de Pascal que concurren en un punto
de Steiner St, estan en una recta ¢ que también pasa por el punto St’,
conjugado de St.

Demostracién: Sea K un punto de Kirkman y sean p, qy rlas tres
rectas de Pascal que pasan por K. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que

p:=abedef, q:= acdfeby r:= achedf.
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Sobmere cada una de estas tres rectas se hallan tres puntos fundamen-
tales de=sl hexagrama, de acuerdo a la tabla siguiente, donde la notacién
se ha e=legido de tal forma que los puntos 7 estdn sobre la recta p, los
puntos @ estan sobre la recta qy, finalmente, los puntos R; estan sobre
larect=

To:=(af,dc) Qo:=(be,dc) Rq:=(af, be)
11 :=(bc,ef) @Q1:=(df,ab) R, :=(ac,ed)
Ty :=(de,ba) Qi :=(ef,ac) R, := (be,df)

Nét=ese que el tridngulo PoQuRo es el unico, de entre los que se
pucdenmm formar con los puntos recien definidos, cuyos lados son todos
lados femundamentales del hexagrama mistico determninado por los pun-
toslos puntes Py,..., Ps.

Ade=emis, todos los lados de los tridngulos TYQ Ry, y T:@Q2R2 son
rectas —de Pascal (y esta vez también son las dnicas posibilidades) del
mismo  hexagrama.

Asi—, los cjes de perspectiva de los pares de tridngulos ToQoRo y
T\ =, asi como ToQoRo y T20; Rz son, respectivamente,

ry = faebdcy r :=afbeed.

Por="otra parte, para el par de tridngulos T) @y Riy T2Q; Ry, se tienen
las pro==piedades siguientes:

1. [_as intersecciones de sus pares de lados correspondientes son los
untoes de Kirkman Ky, K; y K3 determinados de acuerdo al teo-
r—ema2.2.3.

SSea cla recta de alineacidn de dichos puntos.

2. Cladauno de estos puntos corresponde, de acuerdo a la correspon-
cencia 2.2, a una cierta recta de Pascal.

Ex—plicilamente, en la tabla siguiente tenemos, en orden descendente
en cadZa columna, uno de los puntos K; correspondientes a la propiedad
(1), la=s reclas de Pascal que los definen y, finalmente, la recta de Pascal
corresggpondiente a la propiedad (2).
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I, I, K3
abedfe fdebac acbdef
abfedc beadfe edfabe
aedfbc befeda ace fdb
[fadbec afbdce daebfc

Estas rectas de Pascal concurren en un punto de Steiner St, de
acuerdo al teorema 2.2.2.

Finalmente, los ejes de perspectiva r; y r, concurren conjuntamente
con la recta ¢ en St’, el punto de Steiner conjugado de St, de acuerdo
al teorema 2.2.2 O

Definicién 2.4.1 La recta ¢ del teorema 2.4.1 se denomina recla de
Cayley (o recta de Cayley-Salmon) del hexagrama mistico.

Tal como en el caso de la correspondencia 2.2, tenemos ahora la
correspondencia biyectiva entre las rectas de Cayley ¢ y los puntos de
Steiner 8¢, establecida en el teorema 2.4.1:

Definicién 2.4.2
¢ St (2.3)

De acuerdo a la correspondencia 3.4, tenemos también una corres-
pondencia biyectiva entre los puntos de Steiner y las ternas de com-
ponentes arguesianas del hexagrama mistico por lo que ciertos conteos
asociados a dichos puntos se pueden realizar también en relacién a
dichas ternas utilizando la correspondencia anterior, tal y como vere-
mos en el capitulo siguiente, aunque ya vemos desde ahora que hay 20
rectas de Cayley en cada hexagrama mistico.

Teorema 2.4.2 (Steiner [48], Pliicker [37]) Los puntos de Steiner se
hallan alineados de cuatro en cuatro.

Demostracién: Con la notacidén del teorema anterior, considere-
mos las cuatro ternas de tridngulos siguientes:

ToQoflo ToQole ToQoRe ToQulR

T Ry TRy Ti@:f TiQaRa
T2Q:R, TQ:Ry TRy T:h iy
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S Calculemios los tres ejes de perspectiva de los pares de tridngulos de
cada una de estas ternas:

.Ia. terna fadbec afbdce daebfc
K (de, dfeabe) (dfeabe, bacdef) (dc, fedcab)
(be, df) (df,ac) (be, fedcab)
Za. terna i (7 bo) (be, ed) (af, ed)
afdcbe acbfde facdeb
(de,ef) (ef,ab) (dc,ab)
(beyac) (ac,df) (be.df)
3a. terna (af,achdef) {acbdef, abcedf) (af, abcedf)
febdca bacefd abecdf
(dc,ef) (ef,ab) (dc,ab)
(be, acbe fd) (acbefd, bacfde) (be, bacfde)
da- temal " (af,b) (be, ed) (af, ed)
afebcd abcfed abedcf

Dichas ternas de recias son concurrentes y, por el teorema 2.1.2, los

cuatro puntos de concurrencia involucrados estdn en una recta, digamos
pl O

Definicion 2.4.3 Larecta pldel teorema 2.4.2 se lama recta de Pliicker
(o recta de Steiner-Plicker) del hexagrama mistico.

Teorema 2.4.3 (Salmon) Las cuatro rectas de Cayley asociadas, de

acuerdo a la correspondencia 2.3, a cuatro puntos de Steiner alincados
de acuerdo al teorema 2.4.2, son concurrentes.

Demostracién: Consideremos una recta de Pascal, digamos
p:= abedef
y los tres puntos fundamentales que la determinan:
(ab,de}, {be,ef) y (cd, fa).

Por cada uno de estos tres puntos pasan, ademds de p, otras tres
rectas de Pascal, lo cual se explicita en la tabla siguiente:
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(ab, de) | (bc,ef) | (cd, fa)
bacdef | abedfe | abdcef
abecedf | acbdef | fbedea
bacedf | acbdfe | fbdcea

;-\51',‘ los tridngulos

Ay = (bacdef,abedfe,abdcef) y O := (abcedf,acbdcf, fbcdca)

" estédn en perspectiva pues sus pares de lados correspondientes se inter- -
sectan sobre la recta p. :
Es decir, las rectas de Cayley mencionadas (que son las que unen
pares de vértices correspondientes de dichos tridngulos) son concurren-
tes.
Si repetimos ahora el proceso con la recta

p’i=abfdec

obtenemos, andlogamente, los tridngulos

A= (abcedf, cbadfe, ceabfd) y A, = (bacdef, acbfde,eca fod)

para ios cuales se aplica también el mismo resultado.

Ya que cada uno de estos dos tltimos tridngulos comparten un lado
con alguno de los dos tridngulos anteriores (incluyendo los vértices co-
rrespondientes), los centros de perspectiva coinciden. Es decir, tenemos
cuatro rectas de Cayley concurrentes O

Observacidon 2.4.1 Estas cuatro rectas de Cayley se relacionan entre
si del modo siguiente: sus puntos de Steiner asociados mediante la
correspondencia 2.3 son los puntos de Steiner comunes a las dos figuras
que contienen a los pares de tridngulos

(81,0 y {82, 8,),
respectivamente.,

Definicién 2.4.4 El punto de concurrencia del ieorema 2.4.3, digamos
S, es un punto de Salmon del hexagrama mistico. '
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Tal como en los casos antcnores, t.enemos una correspondencxa bxyec-

tiva entre las rectas de Pliicker pl'definidas en’el teorema: 2. 4. 2 y los  ? c

puntos de Salmon construidos con ayuda del teorema 2.4. 3

Definicién 2.4.5 J B
ple—'S (2.4)

2.5 Una jerarquia natural en el hexagra-
ma mistico

Para finalizar este capitulo, estructuraremos a los diversos elemen-
tos del hexagrama mistico en niveles diferentes. Esta idea se emplea,
por ejemplo, en la construccién de planos proyectivos libres sobre una
configuracion dada (ver Hartshorne, [26]) aunque en nuestro caso la
construccidn tienc las relaciones impuestas por las construcciones prin-
cipales de este capitulo. Esta estructura, que llamaremos jerarguia se
define, por una parte, de acuerdo al orden en que se han construido
dichos elementos y, por la otra, de acuerdo al tipo de elementos que se
consideran para dicha construccidn.

Quizds la manera mds directa de establecer los niveles de dicha
jerarquia sea a través de la figura 2.6. En esa figura, ademds, se repre-
sentan con flechas las correspondencias 2.2, 2.3 y 2.4.

Conjuntamente con lo anterior, consideramos la restriccién de las
operaciones V (nieet o supremo) y A (join o infimo) de PG3(k), la red
(lattice) de subespacios vectoriales en k3 a la estructura de incidencia
del hexagrama mistico.

Observacién 2.5.1 Por la definicidn de dicha estructura (2.5.2 en
seguida), dichas operaciones solamente estin definidas parcialmente so-
bre los diversos elementos de dicho hexagrama.

Por otra parte, por la forma en que habremos de evaluar ciertos
homomorfismos en los elementos del hexagrama mistico, es muy impor-
tante que estas definiciones reflejen los hechos geométricos siguientes:

Propiedad 2.5.1 (geométrica)
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1: cada revértla: esti-detérminada po al i S
iy, dualmente, ;

1e:r'hivgl
Figura 2.6: La jerarquia en el hexagrama mistico

Observacién 2.5.2 En realidad uno podria pensar en utilizar las o-
peraciones homénimas del dlgebra de Cayley-Grassman en P2 (k) 5, ya
que nuestra construccion se ha hecho libre de cordenadas y, en el caso
de subespacios vectoriales independientes en k3, el operador V coincide
con el del dlgebra mencionada.

Sin embargo, es en los otros casos en que la geometria nos obliga a
elegir como lo hemos hecho:

5Usualmente, esta dlgebra se define a partic de A (V), el dlgebraexterior de V (V'
un espacio vectorial de dimensién finita sobre k) junto con las operaciones binarias
V como el producto exterior en A (V) y A como una suma alternada de ciertas
permutaciones de cztensores (ver [60]).

Proposicion 2.5.1 Las operaciones mencionadas son asociativas, antisimétricas,
distributivas sobre la suma, duales entre si y tienen la propiedad 2.5.1.

Demostracién: directa de las definiciones (ver [22] y [60]) O



En genéral, si un punto P perf{en
Cayley-Grassman tenemos que .’

donde E es el elemento de volumen, mientras que en PGa(k) ténemos
que LTI ‘
Pvi=Ily PAl=P.
Asi, por cjemplo, si una recta de Cayley ¢ contiene a los puntos de
Kirkman K3, K, y K3 asi como al punto de Salmon S, debemos tener
que para cada i, j € {1,2,3},

¢e = KGVR VK
c = KVK
= KvS

Definicién 2.5.1 Si C := C(P,!) es una configuracién con conjuntos
de puntos P y de rectas [, respectivamente, se tienen las operaciones v
y A parcialmente definidas como sigue:

PxP

U
A A —

(R EA<>QVR:=QRe!

Ix!
U
b

— P

A

(m,n)ebes=>mAn:=m-neP

"En seguida, extendamos estas definiciones a los subconjuntos de-
incidencia de P x | y de l x P, respectivamente:
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Definicién 2.5.2 I(Px 1),
dado por la condicidn siguien

@melr

Asi, T
Definicién 2.5.3 V (Q,m) € ](Pbx ),

QVm:=m
QAmi=Q. -

y andlogamente para I{l x P).

Finalmente, mediante las construcciones del capitulo segundo, ex-
tendemos dichas operaciones al resto (de los elementos) del hexagrama
mistico:

Definicién 2.5.4 [...].

Notacién 2.5.1 HM denotari a los elementos del hexagrama mistico
junto con la estructura jerdrquica definida anteriormente.



Capitulo 3

Configuraciones asociadas a
HM

Iniciaremos este capitulo con una seccidn de definiciones y con-
sideraciones generales acerca de las configuraciones en P"(k). Inme-
diatamente especializaremos para el caso n = 2, dando, en particular,
una construccién detallada de la configuracién de Desargues asi como
la caracterizacidn combinatoria de esta tltima. !

Parte del espiritu del estudio de las configuraciones proyectivas 2
ha sido el de describir, de una manera sintética, uno o una serie de
teoremas de la geometria proyectiva. Esto es, teoremas relativos a la
colinealidad de puntos o bien a la concurrencia de rectas.

Por ejemplo: supongamos que tenemos un conjunto finito C de p
puntos y ! rectas en un plano proyectivo. Aumentemos ahora a C
algunos (o todos) los puntos de interseccién de las rectas mencionadas.
Si la cantidad de dichos puntos es menor a la mdxima esperada ((;) en
¢l segundo caso), ahi tenemos un teorema de concurrencia respecto a la

!Esta caracterizacidn, que aparece en [9], nos servird también para establecer
una asociacion de las rectas de Pascal con algunos de los subgrupos diédricos de
Se en el iltimo capitulo, con ayuda de los automorfismos exteriores de este 1iltimo
para, finalmente, obtener nuevamente el teorema de descomposicién de Veronese
con ayuda de dichos grupos.

2Aqui debemos mencionar que hasta bien entrada la segunda mitad del siglo
pasado se llamaba configuraciones regulares a las que ahora llamamos simplemente
configuraciones.

41
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posicién relativa que guardan entre si los elementos del conjunto inicial
C. La situacidn es andloga si consideramos ahora algunas (o todas) las
rectas que unen a los puntos de C.

Ejemplificaremos esto adn mds con la construccidn de la configu-
racién de Desargues.

Posteriormente describiremos algunas de las configuraciones aso-
ciadas al hexagrama mistico. Algunas de ellas se han estudiado clasi-
camente e ilustran, entre otras cosas, la apolaridad que existe entre los
elementos de dicho hexagrama.

Atin cuando su estudio resulta muy interesante, para no dispersar la
atencién mds alld de un cierto punto, no profundizaremos en el estudio
de dicha apolaridad. Simplemente mencionaremos que tal apolaridad
estd inducida por las correspondencias 2.2, 2.3 y 2.4, definidas en el
capitulo anterior, a travéz de la dualidad entre las dos configuraciones
que he llamado inglesa y alemana, respectivamente.

Terminaremos mencionando algunos ejemplos de otras configuracio-
nes asociadas al hexagrama mistico.

3.1 Configuraciones proyectivas

3.1.1 Generalidades sobre las configuraciones pro-
yectivas
Definicién 3.1.1 Una configuracion C' en P"(k) es un sistema que

consta de ng puntos, ny; rectas y, en general, n; subespacios lineales
de P*(k) de dimensidn i tales que

Cada uno de sus elementos de dimension i es fuertemente incidente
con exactamente ny; de sus elementos de dimensidn j.

En esta definicién entendemos por incidencia fuerte de un elemento
L de dimensidn i con un elemento A de dimensién j al hecho de que

LcMsii<iy
LOMsii>j.
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Notacién 3.1.1 (Coxeter) Una conﬁgurac:on C en’pPn (k) con parame—. o
tros {n;;} se denota mediante una matriz R

(1) B BCAY

En general, hay que tener en mente que una matriz tal se puede
referir a todo un esquema de configuraciones el cual puede ser, incluso,
vacio.

Como ejemplos podemos decir que en Hilbert-Cohn Vosen {28] se
hace un recuento, sin usar mds que someramente la estructura combi-
natoria, de los primeros casos (n <10 y k el campo real o complejo). En
Bokowski-Sturmfels (1] hay todo un estudio bdsicamente algoritmico,
sobre la constructibilidad (o Q—realizabilidad, en este caso) de las diez

103 ) en P?(k), con k un sub-

diferentes configuraciones de tipo ( 3 10

campo del campo complejo C. #
En general, en un esquerna de configuraciones de tipo (1) se satis-
facen las relaciones siguientes: 4

i) = N§iTGj (3.2)

En los casos que estudiaremos, es decir, los del plano proyectivo
P?(k), las configuraciones constan solamente de puntos y rectas en

3También en referencia a Bokowski-Sturmfels [1):

iSe puede construir con regla solamente una configuracién de puntos y rectas
dada? Esta pregunta, la cual ocupé a muchos gedmetras del siglo XIX, se pude
formular en términos modernos como un problema diofantino en geometria com-
binatoria de la forma siguiente: Dado una configuracidn de tipo (ni;) sobre R,
itambién se pucde realizar sobre Q? Asi, el estudio mencionado desarrolla un
ajgoritmo para dar coordenadas racionales a los puntos de cada una de las confi-
guraciones mencionadas cuando éstas se pueden realizar sobre R, lo cual ocurre en
nueve de los diez casos posibles.

En este mismo espiritu, en Sturmfels-White {50] se calculan coordenadas

11

racionales para los 31 tipos de configuraciones ( 3 13‘ ) y para los 228 tipos

( 132 32 ) en la clasificacidn de Daublebsky {20).

4Es decir, un esquema no vacio de configuraciones del tipo citado corresponde a
los puntos racionales de la variedad determinantal dada por las relaciones 3.2 en el
espacio proyectivo Proj [z;].
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dicho plano. Tales configuraciones son llamadas usualmente configure-
ciones proyectivas planas.

Definicién 3.1.2 Una configuracidn es simétrica si ngo = n1;.

Observacién 3.1.1 En ese caso, por la dnica relacién que se tiene del
tipo (3.2), también ocurre que ngy = nyp y de aqui que nos baste un
simbolo (ng) para denotar a estos esquemas de configuraciones

Notacién 3.1.2 El simbolo (n,) denota a una configuracion simétrica
con n puntos y p puntos en cada recta.

En este caso, en la notacion de Coxeter tendriamos que
n = ng (= ny) y pi= no (= ne)-

Este es el caso de muchas de las configuraciones < cldsicas’» en la
geometria proyectiva, como la de Fano (si char (k) =2): (73), la de
Papus : (93), y la arguesiana (o de Desargues), de tipo (103) a la cual
denotaremos por el resto de este trabajo con el simbolo D, o bien, con
el simbolo (103),, para distinguirla de las otras nueve configuraciones
del tipo (103), las cuales son proyectiva y combinatoriamente distintas
a ella, y por ser, de hecho, la uinica relevante desde el punto de vista de
la geometria proyectiva.

Definicién 3.1.3 La grdfica de adyacenciade una configuracidn proyec-
tiva plana dada tiene un vértice por cada punto de la configuracidn y
cuenta con una arista entre dos de sus vértices si los puntos correspon-
dientes estdn en alguna de las rectas de dicha configuracidn.

Asi, dicho tipo de gréficas consta de ngo puntos, ny; aristas, es 720;-
regular y njo-homogénea.,

Definicién 3.1.4 Los puntos vecinos de un punto dado en una con-

figuracidn, también dada, son los puntos vecinos de dicho punto en la
p p

grdfica de adyacencia correspondiente a la configuracidn dada.
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Definiciéan 3.1.5 Dados seis puntos Py,..., Ps'e
grifica § =asaciada a ellos tiene un vértice por cad
y unaarisssta por cada par de dichos puntos.”

Asly le=nemos que G =~ Ke.

DefinicicSn 3.1.6 Llamaremos simplemente trmngulos a ]os 3 cxclos y
hezdgono=s a los 6-ciclos de una grifica. R

Asiyexen €l caso de la grafica G, los hexdgonos son sus 6-ciclos hamil-
tonianes.

Unac=.onfiguracion proyectiva plana también tiene asociado un disefio
por bloq=es de [orma natural:

Definiciemdrs 3.1.7 Fl disefio por bloques DB(C) asociado a una configu-
racion pr=-oyectiva plana C tiene un elemento por cada punto de C' y un
bloque p-~or cada conjunto completo de puntos de C pertenecientes a
alguna deme Tas rectas de dicha configuracidn, °

Para  un diseio por bloques en general también se define su grafica
de adyac=enda (cf. ver [2]). Es facil ver que, en el caso de un DB(C),
dicha gr&ifi ca coincide con la grdfica de adyacencia 3.1.3 de C.

3.2 Laconfiguracién arguesiana D

Esta= configuracion es, con mucho, una de las mas importantes en
la geomezetxih proyectiva y se debe escencialmente al teorema siguiente:

Teoren—ia 3.21 (Desargues, ca. 1660). Si dos tridngulos estdn en
perspeceiva, entoncees, las intersecciones de sus pares de lados opuestos
estinal=.incadas O

Vearmmos como este teorema nos permite construir la configuracion
argiesi==n a (ver la figura 3.1):

Bsta  estnictura de bloques de la configuracion D es, precisamente, la de Cay(n)
(patan - = ), el disefio de Cayley de orden n, tal y como se define en [9) ¥ que
caratteri_&za a losesquemas triangulares de W.S. Connor (ver {16} y Chang Li-Chien
{13y ft=.
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Figura 3.1: Configuracion arguesiana

Si se considera como conjunto inicial a los vértices de dos tridngulos
en perspectiva, junto con su centro de perspectiva (4, B, C, A’, B,
C, y O: siete puntos iniciales en total), asi como a los lados de dichos
tridngulos, junto con las rectas que unen sus pares de lados correspon-
dientes (nueve rectas en total), usando el teorema anterior podemos
completar con tres puntos (£, @y R) y una recta mds (la recta donde
estarian esos tres puntos adicionales) una configuracién de tipo (103),
que es llamada configuracidn arguesianaen vista del teorema anterior.

3.2.1 Propiedad combinatoria de D

La que sigue es solamente {aunque central para nuestros propésitos)
una de las muchas propiedades bien conocidas de esta configuracidn:

Proposicién 3.2.1 El conjunto de puntos no vecinos de cada punto
de D pertenecen a una misma recta de dicha configuracién 0O

Por ejemplo, al retirar ¢l punto B’ en la figura 3.1, junto con los
puntos B, O, P, A’, C' y @ (los cuales estin alinecados por pares con
B"), solamente quedardn los puntos A, C'y R los cuales, efectivamente,
estdn sobre una recta de la configuracién.
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Figura 3.2: Dos configuraciones de tipo (103) distintas de D

Por otra parte, observamos que, en contraste con la situacién an-
terior, las configuraciones de la figura 3.2, que, como dijimos, también
son configuraciones de tipo (103), no tienen esta cualidad por lo menos
para alguno de sus puntos.

En estos términos, consideramos la propiedad siguiente para una
configuracién proyectiva plana C:

Propiedad 3.2.1 La coleccién de puntos no vecinos de cualquiera de
los puntos de C son solamente tres puntos los cuales pertenecen a una
v la misma recta de dicha configuracion C.

Teorema 3.2.2 Una configuracién C de tipo (103) con la propiedad
3.2.1 es una configuracién (10s);.

Daremos una demostracién de este teorema que depende finicamente
de la estructura de bloques DB(C'} de la configuracion C, de acuerdo a
la definicién 3.1.7 (y de las hipétesis, por supuesto).

En general, a lo largo de esta demostracién, denotaremos por Iy al
bloque determinado por el punto X, de acuerdo a dicha propiedad y
también PQ P’Q’ denotard al elemento comiin a los bloques que con-
tiecnen a Py a @ por una parte,ya P ya @ por laotra.



48 CAPITULO 3. CONFIGURACIONES ASOCIADAS A HM.

Demostracmn :
Sea C una configuracidn de hpo (103) con:la-pro
Sea N cualquiera de los puntos de DB(C) ‘y:seanls,
bloques que lo contienen: digamos que

Is i= {N, P, Pl Iz i= {N, Q, @}y Iy = {N, B, R}.

Asf, debemos demostrar que los tres elementos PQ-P’Q’ , QR-Q'R’
y RP.-R’P constituyen el block Iy determinada por el elemento N en
relacién a la propiedad 3.2.1.

Digamos que Iy := {S, T, U} y que U también pertenece a los
bloques l4 y I (ademds de Iy, por supuesto).

Primeramente tenemos que a lo mds uno de los elementos de cada
pareja {P, P'}, {Q, @} y {1, R’} pertenece a {4 (respectivamente a
lg).

Asf, supongamos (sin pérdida de generalidad) que P, @ € I. En-
tonces tendremos que P’, Q' €lg:

Si R €lg , entonces R’, Ny P' (o bien @) estarian en el block Iy,
lo cual contradiria a la propiedad 3.2.1. Andlogamente tenemos que R’
¢ lg.

Es decir, también podemos suponer que Iy (= lp)= {U, P, Q} y
que Ig (= Ip )= {U, P’, @} (ver figura 3.3).

De forma totalmente andloga, si el punto S pertenece a la recta por
S, Q y R (o sea, al bloque {3, @, R}), entonces también {S, Q’, R’} es
un bloque del diseiio DPB(C) y, en este caso, tenemos que

Ip={S, Q Ryquelp={S, Q" R}. ¢

Finalmente (ver la figura 3.4), si ¢l bloque {P, R’, T} pertenece al
disefio DB(C), entonces la propiedad 3.2.1 aplicada al punto P implica
que los elementos @°, Ry S formarfan también algin bloque de DB(C).

Asi, la Unica posibilidad para los bloques que ain no hemos identi-
ficado es:

={P,R T)yl={P,R, T} DO

%Pensando en el caso del plano proyectivo, esto seria suficiente para identificar
a una configuracién de Desargues pues ya tendriamos que los tridngulos PQR y
P'Q'R' estin cn perspectiva desde el punto N. Sin embargo, no olvidemos que se
prometié una demostracion con validéz para los disefios de bloques asociados.
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Figura 3.4:
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3.3 Un sistema de Steiner

En esta seccién definiremos un sistema de Steiner 5(3,3,6). Si
bien este sistema contiene a todos los bloques de tamafio 3 del con-
junto basico (y, por lo tanto, considerado trivial por algunos autores),
nos ayudard a visualisar algunos conteos. Particularmente a los que

involucran a los puntos de Steiner del hexagrama mistico. 7

Recordemos primeramente que, de acuerdo al teorema 2.2.2, cada
terna de componentes del hexagrama mistico comparte un iinico punto
de Steiner. Con esto podemos dar la definicidn siguiente:

Definicién 3.3.1 El sistema S(3, 3, 6) es el disefio de tipo 3 —(6,3,1)
dado por la pareja (X, B), donde

X = de HM

y B := { ternas de elementos de X }

componentes arguesianas }

Este tipo de sistemas se denominan también (3, 3, 6)-sistemas de
Steiner en la literatura (por ejemplo, ver Cameron [7] o van Lint y
Wilsen [33]).

Directamente de las construcciones del capitulo segundo tenemos
las propiedades siguientes. Estas nos servirdn para familiarizarnos con
el sistema recién definido y para relacionarlo con los elementos del he-
xagrama mistico.

Propiedad 3.3.1 Tenemos primeramente que los puntos de Steiner
del teorema 2.4.2 pertenecen solamente a dos de las componentes del
hexagrama mistico y que, de hecho, la correspondencia biyectiva

{ rectas de Plicker } — {D;, D;} (3.3)

permite identificar a los conjuntos de puntos de Steiner alineados.

7El hecho de considerar sistemas de Steiner y también puntos de Steiner en este
punto parece puramente casual.
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‘Propiedad 3.3.2 Porotra parte, en el teorema 2.2.2 se observé también
que por cada punto de Steiner pasan tres rectas de Pascal, todas ellas
partenecientes a componentes distintas del hexagrama mistico. No es
dificil ver que esto establece una correspondencia biyectiva:

{ puntos de Steiner } — (D, D;, Ix} (3.4)

entre los puntos de Steiner St y las ternas de componentes Dy, D; y Dy
del hexagrama. -

Propiedad 3.3.3 Finalmente, podemos establecer una corresponden-
cia biyectiva

{ puntos de Salmon } — {D,, D, Dy, Di} (3.5)

mediante el procedimiento siguiente:

1. Sea S un punto de Salmon

2. Sea plla recta de Pliicker asociada a S mediante la correéponden-
cia 2.4

3. Sean Sty, Sty, St; y St; los puntos de Steiner que definen a pl en
el teorema 2.4.2

4. Sean Dy, y D, las figuras que contienen a St;, a Sk, a Sty y a Sty,
de acuerdo a la observacién 2.4.1

5. Entonces D, D;, D y D) son las otras cuatro figuras del hexa-
grama O

Un ejercicio interesante es ¢l de parametrizar a los elementos del
hexagrama mistico a partir de cada una de las figuras y de las cotres-
pondencias 3.4, 3.3 y 3.5.
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3.4 Configuraciones cldsicas asociadas a

HM

En esta seccién damos las configuraciones (proyectivas planas) aso-
ciadas a ciertas combinaciones de (tipos de) puntos y rectas del he-
xagrama mistico. Algunas de estas configuraciones (como las confi-
guraciones inglesa, alemana y la primera gran configuracidn) aparecen
por primera vez en las referencias dadas en «la enciclopedia’> (ver
{49]) y han sido una de las motivaciones principales, desde el punto
de vista de la geometria proyectiva cldsica, para realizar este trabajo.
Algunas otras aparecen como referencia, por ejemplo, en algunas de las
demostraciones dadas en el capitulo previo a este, y resultd de justicia
elemental el detectarlas y presentarlas en este capitulo.

3.4.1 La configuraciéon de puntos y rectas funda-
mentales

Como su nombre lo indica, esta configuracion se construye con e-
xactamente los puntos y rectas fundamentales del hexagrama. Como ya
se ha visto durante la construccidn de dichos elementos en el capitulo
45 2
6 15 )

No detallaremos mds sobre esta configuracidn ya que por ahora es
solamente una configuracién de tipo auxiliar para nosotros,

anterior, se trata de una configuracion del tipo

3.4.2 La configuracién basica

Consta de los puntos de Kirkman y de las rectas de Pascal del
hexagrama.

Propiedad 3.4.1 Ya que las dos ternas de lados alternos de cada
hexdgono son |-factores de la grdfica G (ver la definicién 3.1.5), ob-
servamos que los hexdgonos mencionados en el teorema 2.2.3 tienen las
siguientes dos propiedades:

1. Comparten por pares uno de sus 1-factores respectivos y
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2. Las aristas restantes de la grifica G forman un hexigono en dicha
gréfica.

Reciprocamente: Si se toman seis lados fundamentales de un hexa-
grama que formen un hexdgono a en G, los nueve lados fundamentales
restantes forman tres hexdgonos que, como anteriormente:

1. Satisfacen la propiedad (1) y

2. Sus rectas de Pascal concurren en un punto de Kirkman &(a).

Por lo tanto, se tienen 60 puntos de Kirkman en cada hexagrama
mistico. Como ya vimos anteriormente, dichos puntos se hallan por ter-
nas sobre las rectas de Pascal y a ellos concurren dichas rectas, también
por ternas.

Es decir, se trata de una configuracion (60;).

3.4.3 La configuracién alemana

Como ya se ha mencionado varias veces a lo largo de este trabajo,
uno de los resultados principales en la teorfa del hexagrama mistico
(ver [54]) es la descomposicidn de esta configuracion en seis subconfi-
guraciones de Desargues (103),, a las que Veronese llamd simplemente
figuras y, desde entonces, dichas componentes son una referencia muy
importante para identificar y contar al resto de los elementos del hexa-
grama mistico.

Recordemos también que, de acuerdo al teorema 2.2.2, las rectas de
Pascal concurren por ternas en los puntos de Steiner.

Propiedad 3.4.2 Nuevamente, observamos que los hexdgonos men-
cionados en dicho teorema:

1. Tienen la propiedad (1) y

2. Las aristas de G no involucradas en el enunciado del teorema 2.2.2
mencionado constituyen dos 3-ciclos ajenos de dicha gréfica.
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Reciprocamente, si se parte el conjunto original de puntos Py,...,. .
Ps en dos subconjuntos de tres elementos, es decir, si se toman seis
lados fundamentales del hexagrama que formen dos 3-ciclos ajenos en
G, entonces los nueve lados fundamentales del hexagrama que restan
forman tres hexdgonos tales que:

1. Satisfacen la propiedad (1) y

2. Sus rectas de Pascal concurren en un punto de Steiner.

Con esto podemos realizar, ahora si, un conteo directo de los puntos
de Steiner del hexagrama mistico:

Proposicidn 3.4.1 Cada recta de Pascal contiene a exactamente un
punto de Steiner y, ya que a cada uno de estos puntos concurren por
ternas las rectas mencionadas, se tiene que en el hexagrama mistico hay
20 puntos de Steiner.

Observacién 3.4.1 Para cada particién del conjunto de puntos Py,...,
Pg como la descrita en la propiedad anterior hay, en realidad, dos posi-
bilidades para la formacién de los tres hexdgonos que se mencionan.
Esto da lugar a dos puntos de Steiner Sty St’ que resultan conjugados
respecto a la cénica C.

Por otra parte, de acuerdo a la correspondencia 2.4.2, también se
sabe que dichos puntos se hallan de cuatro en cuatro sobre las rectas
de Pliicker.

Para contar dichas rectas, observemos que, en el sistema S(3, 3,6) de
la definicién 3.3.1, dos elementos de X cualesquiera pertenecen a cuatro
bloques. Es decir, dos componentes del hexagrama comparten exacta-
mente cuatro puntos de Steiner (lo cual, por otra parte, es precisamente
la construccién realizada en la demostracion del teorema 2.4.2).

Asi, tenemos (’j) =15 rectas de Pliicker en cada hexagrama mistico

y resulta que esta configuracion es de tipo ( 240 135 )
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Figura 3.5: Configuracién alemana
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3.4.4 La configuracién inglesa

Nuevamente, el teoremna 2.4.1 especifica que a cada punto de Steiner
le corresponden tres puntos de Kirkman de tal forma que los cuatro
estan sobre una recta de Cayley.

De acuerdo 2 la correspondencia (2.3) del capitulo anterior, tenemos
20 rectas de Cayley en el hexagrama.

Ahora bien, refiriendonos al sistema S(3,3,6), tenemos que hay

(‘2‘) =15 puntos de Salmon en el hexagrama, constituyendo asi una

figuracis 15 4
configuracidn | 4 o4 }-

La dualidad entre estas dos ltimas configuraciones estd dada di-
rectamente por las correspondencias 2.3 y 2.4.

3.4.5 La primera gran configuracién

Esta se obtiene simplemente considerando la totalidad de puntos
de Kirkman y de Steiner, asf como la totalidad de rectas de Pascal y de
Cayley, los cuales (de acuerdo a la estructura de las dos configuraciones
anteriores) tienen la contabilidad < correcta>>. Esto es, tanto por cada
punto de Steiner como por cada punto de Kitkman pasan tres rectas
Pascal y una de Cayley (ambos casos por el teorema 2.4.1. Es decir, se
trata de una configuracion (804).

3.5 Otras configuraciones asociadas a HM

Uno puede afadir a las anteriores sus propias configuraciones sim-
plemente al considerar algunos de los elementos combinatorios que ya
hemos empleado.

Por cjemplo, al considerar conjuntamente las configuraciones ale-
mana e inglesa, surge una configuracion de tipo (357).

Otro ejemplo seria el tratar de generar una configuracién con las
rectas de Cayley y la totalidad de puntos que hemos distinguido sobre
cada una de dichas rectas: tres puntos de Kirkman, uno de Steiner y
tres de Salmon. En este caso, vemos que el conteo de elementos sobre
dichas rectas es similar al conteo sobre las rectas de Pascal, solo que
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hay que considerar los puntos fundamentales en este tltimo caso en
lugar de los puntos de Salmon en el primero.
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Capitulo 4

Representaciones de HM en
S(Kg) ¥ S(LKg)

En este capitulo consideraremos primeramente algunas de las pro-
piedades abstractas de la gréfica G (ver la definicion 3.1.5), es decir,
como una grifica de tipo Kg independientemente de las condiciones
geométricas que la definen. Con esto, relacionaremos de dos maneras
distintas a los elementos de HM con ciertas subgréificas de K, asi como
con ciertas subgraficas de Li(g, la gréfica de aristas de /K, respetando,
en cada caso, la estructura jerdrquica de M en el sentido siguiente:

Construiremos una representacién fiel

$: HM — S(Ks)
con las dos propiedades siguientes:

1. & es un antihomomorfismo; es decir,

Los puntos de un cierto nivel de HM estardn asociados con el
infimo de las grdficas asociadas a las rectas en el nivel anterior
que los definen y, andlogamente, las rectas de un cierto nivel de
HM estarin asociados con el supremo de las grdficas asociadas
a los puntos en el nivel anterior que las definen y

2. Es biyectiva al actuar en clases.

59
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Es decir, asocia clases distintas de elementos de S (Ke) a clases ]
distintas de elementos de HM y es biyectiva una vez que sé le restringe
a cada una de estas clases.
Esto resuelve el problema de caracterizar de forma invariante a los
distintos elementos de HM.

Notacién 4.0.1 Elsimbolo [-+:]’ denotari al complemento de la grifica

Definicidn 4.0.1 S(Ks)y S (LKg) denotardn a las redes de subgrafi-
cas sin vértices aislados de Kg y de LKg, respectivamente, con la unién
conjuntista a Ub =: a V b de dos de sus elementos a y b desempefiando
el papel del supremo y la interseccidén a N b =: a A b como el infimo de
dichos elementos.

Observacién 4.0.1 De la construccién misma tendremos que la repre-
sentacion P preserva las propiedades 2.5.1; es decir, basta tomar en
HM dos cualesquiera de entre los puntos, digamos F; y P, que definen
a alguna de las rectas, digamos r, para tener que

(¢l’|) A ((bp’) = Q..

¥y, andlogamente, (®,) V (®,)) = ®p si n y rj son dos cualesquiera de
las rectas de HM que se intersectan en el punto P.

Observacién 4.0.2 Por otra parte, sin embargo, tenemos que la pro-
piedad 1 anterior previene que ® sea compatible con los érdenes par-
ciales involucrados.

Por ejemplo, tenemos que, aunque p < ¢, no ocurre que $, X &,
yaque ®, = Gy ¢, = 2K;.

Asi, he preferido que el homomorfismo @ tenga la propiedad men-
cionada, alin a expensas de la preservacion del orden parcial para re-
flejar de una manera mds cabal la situacién geométrica que se tiene en
el plano.
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4.1 Teorema de factorizacion de Kj

El teorema siguiente serd de gran utilidad para calcular el valor de
& sobre los diferentes tipos de elementos de HM. Nos referiremos a él
simplemente como el teorema de factorizacion, el cual, como ya se ha
mencionado, se puede considerar como la contraparte combinatoria del
teorema de descomposicidn de Veronese 2.3.1.

Definicién 4.1.1 Una l-factorizacidn de una grifica G se llama per-
fecta si la unién de cada dos de sus 1-factores constitutivos es conexa.

Teorema 4.1.1 Hay exactamente seis 1-factorizaciones de Kg, todas
ellas isomorfas entre si. Dos 1-factores ajenos cualesquiera estdn con-
tenidos en una unica de estas factorizaciones.

Demostracién (cf. Cameron y van Lint (7], p. 81):

(i) Unicidad: En este caso es ficil ver que ! cada 1-factorizacion
de Kg es perfecta; esto es, la unién de dos 1-factores ajenos sicmpre
constituye un hexdgono. También se puede ver muy facilmente que un
tercer 1-factor ajeno a estos dos consiste, o bien de las tres diagonales
principales del hexigono mencionado o bien, de una de dichas diago-
nales y dos diagonales secundarias del hexdgono mencionado. Asi, la
unica posibilidad para los otros dos 1-factores que completarian una
1-factorizacidn es que sean del segundo de estos tipos.

(ii) Existencia: Ya que se pueden elegir 15 x 8 pares de 1-factores
ajenos y, por otra parte, cualquier 1-factorizacidn conticne a 5 x 4 de

tales pares, habra exactamente 32%0 1-factorizaciones de kg O

Corolario 4.1.1 Tres 1-factorizaciones cualesquiera comparten por pa-
res un l-factor. Asi, los tres 1-factores involucrados son ajenos dos a

dos y la unién de ellos es una grifica de tipo K33 O

Notacidén 4.1.1 A,,..., A serdn dichas 1-factorizaciones de K.

!Uno también puede ver que cstas factorizaciones son todas isomorfas a la fac-

torizacion de tipo patterned starter sobre Zs y, en ia, son factorizaciones
petfectas (ver Wallis [57] y Mendelsohn y Rosa [34)).
Este procedimicnto ha sido empleado por H. Cirdenas y E. Lluis en [8] para

estudiar el grupo de Mathicu M)z.
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De hecho, mediante el teorema siguiente podemos ver quevestayv :
situacién caracteriza a la dualidad ? que hay entre un conjunto de seis
_elementos y el conjunto de sus 1-factorizaciones:

Teorema 4.1.2 Seis es el tnico mimero natural n para el cual hay
una construccidn de n objetos isomorfos, en un conjunto A de cardi-
nalidad n, invariante ante todas las permutaciones de A, aunque no en
correspondencia natural con los elementos de A.

Hay una demostracidn de este teorema en (ibid. id., p.p. 81- 83)
donde se ve de manera natural que los objetos que se mencionan son
las 1-factorizacionesde A O

Asi (ibid. id., p. 83), para establecer la dualidad mencionada, sca
A la grifica completa determinada por los elementos de A y sea X el
conjunto de 1-factorizaciones de A con su estructura de grdfica natural:
dos 1-factorizaciones estan conectadas si comparten un 1-factor.

En el corolario 4.1.1 se establece que cada 1-factor pertenece a ex-
actamente dos de las factorizaciones mencionadas, por lo que podemos
identificar a los 1-factores de A con las aristas de X. Ahora bien, cada
arista de A pertenece a tres 1-factores los cuales, a su vez, pertenecen a
tres 1-factorizaciones distintas; de aqui que las aristas de .4 correspon-
dan a los 1-factores de X.

Finalmente, cada vértice de A pertenece a cinco aristas, todas ellas
en factores distintos, por supuesto. Asf, los vértices de A corresponden
a las 1-factorizacionesde X O

4.2 Primera representacion de HAM en S (Kj)

El estudio combinatorio hecho anteriormente (sobre la descom-
posicién de los hexdgonos en 1-factores de la grifica G, asi como la
recomposicién de dicho tipc de factores para generar otros hexdgonos

2En este contexto, se dice que dos gréaficas son duales si hay una biyeccidn entre
cada una de ellas y las 1-factorizaciones de Ja otra.
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con propiedades especificas) asi como el teorema de factorizacidn 4.1.1
nos dan un procedimiento natural para establecer el homomorfismo

b HM — S (Ks)

mencionado anteriormente.
Directamente de la evaluacion del morfismo ® resultard que

V = € HM, ®= es una subgrifica generadora de K.

Si bien no emplearemos en gran medida la formulacidn explicita de
este morfismo 9, el trabajar de esta manera nos permitird, por ejemplo,
observar cudn simples son las correspondencias 2.2, 2.3 y 2.4 una vez
que se les formula en este contexto.

Definicién 4.2.1

®: {sintemas} -— S (Ks)
— — —F (4.1)
ab,cd,ef} +—— [ab,cd,ed)
Veamos ahora como se extiende esta definicién a los elementos del
hexagrama teniendo en mente la condicién 1 anterior.

Principiemos, pues, formulando la primera correspondencia que a
uno se le ocurriria; es decir, la que asocia a un hexdgono, digamos
abedef, la subgrifica de K¢ formada con los lados de dicho hexigono:
[ab, be, cd, de, ef, fa]. Asi, tenemos inmediatamente la relacidn definida
en HM a nivel de rectas de Pascal como:

® : abedef — [ab, be, cd, de, ef, fa) (4.2)

lo cual denotaremos como @577

Esta asignacidn exticnde la definicién de ®, como homomorfismo, a
nivel de sintemas como sigue:

Ya que los lados de cada hexdgono se pueden descomponer en dos
ternas de lados alternos y cada una de estas ternas constituye un 1-
factor de G, la grifica <I>u,m,el es realmente

wazT) V YT
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Observacién 4.2.1 Claramente se trata de una asignacién biyectiva
entre el conjunto de rectas de Pascal y los hexdgonos en Kg.

Por otra parte, dado que este mismo tipo de biyectividad ocurre en
cada uno de los diferentes niveles de definicion de ¢, no lo mencionare-
mos mds.

Ahora bien, consideremos la grifica
(®aszzer) V (Pamare) V (2a7a)

lo cual, de acuerdo al teorema 2.2.3 y a la propiedad 3.4.1, es el com-
plemento del hexdgono acebfd, o sea, una grafica producto de tipo
1(3DK2.

Asi, tenemos que, si K es el punto (de Kirkman) de interseccién de
las rectas abedef, abdcfe y afcbde, entonces

b5 = [ac,ce,eb,bf, fd,da] 4.3)

Observacidn 4.2.2 Es facil ver que esta asignacidn, asi como las si-
guientes, tienen la propiedad 2.5.1.

Observacién 4.2.3 Como acabamos de ver, el complemento de una
grafica @y es un hexdgono.

De esta manera, tomemos seis lados fundamentales de HM que
formen un hexdgono. Entonces, los nueve lados fundamentales restantes
forman tres hexdgonos cuyas rectas de Pascal concurren en un punto
de Kirkman.

Proposicién 4.2.1 Con esto, la correspondencia 2.2 se representa en
este contexto precisamente como la correspondencia entre cada una de
estas subgraficas de K con su complemento O

Sea IJ; una de las componentes de HM. De acuerdo a la definicién
de ¢ en los niveles 4.2 y 4.3, los puntos y rectas de D; determinan una
cierta subgrafica de K, la cual, en principio, seria toda la grifica K.
Por otra parte, en vista del teorema de factorizacién 4.1.1, vemos que
hay una tinica l-factorizacidn que contiene a las graficas asociadas a los
puntos y rectas de D;. Sea A; dicha 1-factorizacidn.
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Asi, tenemos que S : R
DD~ A (4.4)

De acuerdo al teorema 2.2.2 y a la definicidén 4.2, la unién de los
hexagonos asociados a rectas de Pascal concurrentes en un punto de
Steiner es tal que su complemento es un par de tridngulos ajenos en
vértices; es decir, se trata de una grifica de tipo I3 3, de donde:

&5 := lac,ce, ea, bd, df, fb]' (4.5)

si las rectas de Pascal abedef, abefed y adefed concurren en el punto
St

Observacidn 4.2.4 Reciprocamente, tomemos seis lados fundamen-
tales de HM que formen dos triangulos ajenos en vértices. Entonces,
los nueve lados fundamentales restantes forman tres hexdgonos 3 cuyas
rectas de Pascal concurren en un punto de Steiner. O

Por otra parte, recordemos que, de acuerdo al teorema 2.2.2, tres
figuras cualesquiera, digamos Dy, D, y D; comparten un dnico punto
de Steiner Sty reciprocamente, por lo que también se ocurre asociar a
cada punto de Steiner St alguna grifica relacionada con Ay, Ay y As.

Proposicién 4.2.2 ®5 = V5 (AN 4;)

Demostracion: V (i,7), A; N Aj es un 1-factor de Kg

Por otra parie, dos cualesquicra de las parejas (,7) y (k, ) siempre
comparten un indice, por lo que

(Aina) V(AN 4y)

es un hexagono por el teorema 4.1.1 O

De acuerdo al teorema 2.4.1, consideremos ahora la relacidn siguien-
te:

3Para esto hay dos posibilidades, las cuales corresponden a puntos de Steiner
conjugados.
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Ste—{Ky, K3, K3}—St’

Dicharelacion se puede ver a nivel de grificas como la recomposicién
de los sintemas que integran a ®5, de la tnica otra forma posible. 4

Con esto y, de acuerdo a la construccién hecha en la demostracion
del teorema 2.4.1 tenemos que

(Qlﬁ) A(®r,) A (q’f\':) A (Pse) = [ab, be, ca, de, equd],
lo cual es una gréifica 2K3; es decir,
®, := [ab,bc,ca,de,ef, fd] e

" si ces la recta de Cayley definida por los puntos K, Kz, K3 (y St).
Tal como en el caso anterior, tenemos que

Proposicién 4.2.8 La correspondencia 2.3 se establece en este con-
{exto como la asociacidn entre una grifica 2K3 y su grifica comple-
mentaria O

Anali. emos ahora al supremo de las grificas asociadas a los cuatro
puntos de Steiner del teorema 2.4.2. Ya que dichas grificas son com-
plementos de ciertas grificas de tipo 2/3 y por la definicién de @ a este
nivel (4.5), la grifica que buscamos seria el complemento de la unién
de dichas subgraficas; a saber, el 1-factor {af, be, cd), es decir:

@, = [af, be,cd) (4.7)

Observacidn 4.2.5 De hecho, podemos ver que, aunque este 1-factor
de K no pertenece a los doce hexdgonos directamente involucrados
en esta construccidn, si pertenece a cada una de las cuatro uniones de
ternas de hexdgonos que se usan para definir, respectivamente, a los
cuatro puntos de Steiner del teorema mencionado.

Finalmente, para conocer el valor de ® en los puntos de Salmon S,

AEs decir, si ®s; = [ab,cd,efibe,de, fa;ad,eb, fc], entonces &g =
[ab,cf, de;ibe,ef, ad;af, be, cd].
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1. Fijémonos primeramente cn las rectas de Cayley que definirfan a
uno de dichos puntos, digamos, como en el teorema 2.2.2.

2. Mediante la correspondencia 2.3 nos fijamos ahora en los puntos
de Steiner correspondientes.

3. Mediante &g, obtenemos las grificas 2K correspondientes:
{ad,de,ea, be,cf, fb], [ab, bd,da, ce, ef, fe] y [ac, ce, ea,bd, df, fb].

4. Finalmente, la grdfica requerida &5 debe ser la unién de dichas
23, lo cual es una grifica tripartita Ky.,; a saber:

b5 := [ab,bec,ca,de,ef, fd,bd,da,ce, fc,ea, fb} (4.8)

Proposicién 4.2.4 La tGltima gréfica es, precisamente, el complemento
del 1-factor [af, be, cd] por lo que, nuevamente, la correspondencia 2.4
estd dada por complementacidn de subgréficas de K¢ O

Hexagrama
mistico S(Kq)
punto de Salmon K222
recta de Cayley 2K,
recta de Plicker 3K,
punto de Kirkman KOk,
punio de Steiner Kis
recta de Pascal Cs
figura 1-factorizacion

4.3 Segunda representacion de HM en
S (Ks)
El homomorfismo que definiremos ahora es una variacion del ante-

rior y estd sugerido por la préxima relacién que estableceremos, esta
vez con LKg. Dicha variacidn estriba en el empleo de la accidn inducida
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Pliicker

&

Steiner

Kirkman

Pascal
Figura 4.1: Subgréficas de K asociadas a HM

en K por los automorfismos exteriores de Sg (los cuales estudiaremos
en el capitulo siguiente de este trabajo).

El interés de esta modificacidn es que, finalmente, uno encuentra
una relacidn mucho mds inmediata entre las nuevas subgrificas de K,
ahora a la vista, y ciertas subgréificas mds simples de LK.

La desventaja aparente de este procedimiento es que depende del
automorfismo exterior w empleado. Aiin cuando se puede probar que
esta dependencia se da solamente hasta cierto punto, este procedimiento
requiere del conocimiento de w en términos de las permutaciones de Se.
Es decir, se trata de una construccién no intrinseca.

Especificamente, si fijamos un automorfismo exterior de S, w, la
accién inducida por este automorfismo en K se extiende a una accién
w* en S (Kg). Asi, componiendo a & con w* obtendremos el morfismo
deseado:

wod: HM — S(K;)
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Nuevamente, bastara conocer la accién de w* o @ en los sintemas
(es decir, en las rectas de Pliicker) para saber como esta definido en el
resto de los elementos del hexagrama mistico.

Sin embargo, ya que no requeriremos de una manipulacidn expresa
de la accién w*, nos limitaremos a dar una descripcién cualitativa de
dicha accidn en las subgraficas de K que nos interesan. Esto requiere
recordar dnicamente el siguiente hecho acerca de los automorfismos
exteriores de Sg (ver el lema 5.1.1 del capitulo siguiente):

Lema 4.3.1 Un automorfismo exterior de Sg intercambia transposi-
ciones con productos triples de transposiciones ajenas

Demaostracidn: ver el articulo [8] de H. Cirdenas y E. Lluis O

Por ejemplo, w : (ab) « (be)(de)( fa).
Es decir, la accién w*® intercambiard aristas con 1-factores en K.

Esta propiedad dice exactamente que, si p! es una recta de Pliicker,
w0 ®, = (arista) (4.9)
Ademds, el intercambio mencionado es tal que:

Lema 4.3.2

las aristas | y m comparten un vértice
(4.10)

>
w*(l) y w*(m) forman un hexdgono

Demostracion: Esto es claro pues la tnica forma de que dos 1-
factores no formen un hexdgono es que tengan a una arista en comin.
Asf, si (ht) y (jk) fuesen las transposiciones asociadas a las aristas { y
m, al conjugar w(hi) con w(jk), volvemos a obtener a w(hi); es decir,
w(hi) y w(jk) conmutan y de aqui que (ki) y (k) también conmuten.

Equivalentemente,

{hil0 ik} =0 O
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Esto iltimo indica que la asociacién anterior se extiende a |
de Pascal p como: : N .

w* o ¢, = (par conexo de aristas)

Observacidn 4.3.1 En cada uno de los casos anteriores se tiene que
w* o &= es suprayectiva en clases.

Nuevamente, dado que esto ocurre también en todos los casos restan-
tes, dejaremos de mencionarlo en lo sucesivo.

De acuerdo al teorema 2.2.3, tenemos que para cada punto de Kirk-
man K, la grdfica asociada ®x consta de tres 1-factores tales que:

(i) Forman tres hexdgonos tomdndolos por pares y

(ii) El complemento son dos 1-factores que también forman un
hexagono,

entonces tenemos que

w® o $x = (terna de aristas concurrentes) (4.12)

Observacidn 4.3.2 Aqui vemos que los cinco 1-factores involucrados
constituyen una de las 6 posibles 1-factorizaciones de K¢ de acuerdo al
teorema 4.1.1.

Nuevamente, por el teorema 2.2.2 y la evaluacidn ¥, tenemos que
para cada punto de Steiner S, la grdfica asociada ®g consta de tres
1-factores tales que:

(i) Forman tres hexdgonos toméndolos por pares y

(ii) Las aristas del complemento, al constituir una grdfica 2K3, no
contienen ni un solo 1-factor;

Es decir, en este caso, los tres 1-factores mencionados pertenecen a
tres 1-factorizaciones distintas de Kg, de donde

w o bg = K3 (4.13)
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Lema 4.3.3 El complemento de un 1-factor se constituye, de dos ma- <,
neras distintas, con cuatro l-factores los cuales, en cada caso, forman
seis hexdgonos al tomarlos por parejas O

Asi, para $ un punto de Salmon,

dos conjuntos de
‘ (4.14)
cuatro aristas concurrentes

w'o®5=<

En el mismo tenor que el lema 4.3.1 tenemos el hecho siguiente:

Lema 4.3.4 Los automorfisimos exteriores de Sg permutan entre si a
los productos de 3-ciclos ajenos O

De aquf se sigue que una grdfica 23 va en otra del mismo tipo ante
w* y, por lo tanto, para las rectas de Cayley:

w od, =2/, {4.15)

Recordemos que, en la descomposicion de Veronese del hexagrama,
las seis componentes son configuraciones de Desargues D las cuales, a
su vez, tienen a Ss como grupo de automorfismos:

Lema 4.3.5 Aut(D)= S;
Demostracién: Ya que la grifica de adyacencia de dicha confi-

guracién D, definida en 3.1.3 del capitulo tercero, es LK5 y el grupo Ss
también es el grupo de automorfismos de la grdfica mencionada O

Asi, es natural considerar las subgréficas de Kg isomorfas a K.
Ocurre que hay dos tipos de tales subgréficas:

1. Aquellas cuyas aristas son todas las que pasan por un vértice fijo
de s y

2. Sus grdficas complementarias.
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Kirkman Steiner

Figura 4.2: Segunda representacidn de M en S(Ksg)

Estas tltimas son, por supuesto, aquellas subgréficas completas de-
terminadas por cinco vértices fijos de entre los seis vértices de Kg.

Considerando el teorema 4.1.1, un automorfismo exterior de Ss, w,
envia a una factorizacion de Kg a una de las subgrificas de K del tipo
(1), por lo que también tenemos:

w* o §: (I-factorizacidn) ~+ (subgrdfica de Kg de tipo (1)) (4.16)

4.4 Representacién de HM en S (LKj)
En esta seccidn construimos un homomorfismo
HM — S (LKs)

utilizando el homomorfismo w* o @ construido en el pardgrafo anterior.
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Para ello haremos las observaciones pertinentes sobre la graﬁca LKe e
conforme se vayan requiriendo.

Por principio de cuentas, esta asociacién se puede hacer de manera "~ 7

directa para las rectas de Pliicker y de Pascal:
En vista de la correspondencia 4.9, asociamos:

recta de Pliicker — (vértice)
¥, por la correspondencia 4.11,

recte de Pascal — (arista)

Recordemos ahora que la descomposicion (en clanes) de LK en seis
Ky se puede obtencr como sigue:

Observacién 4.4.1 Cada uno de dichos K corresponde a las cinco
aristas de /g que pasan por un vértice fijo. Por otra parte, estos clanes
de LK corresponden a las factorizaciones de K¢ del teorema 4.1.1, de
acuerdo a la asociacién 4.16.

Es decir, asociamaos:

( componente del ) . ( clan de )

hexagrama LKg

Consideraremos a continuacién una coloracidn fija para los clanes
de LKg. Asi, ya que cada vértice pertenece a dos de tales clanes, los
vértices de LK resultan bicoloreados.

Observacién 4.4.2 Ante esta suposicion, los 80 tridngulos contenidos
en LK se clasifican en

1. 20 tridngulos multicolores (tricolores, pues bajo nuestra convencidn
no hay triéngulos bicolores en esta grifica) y

2. 60 tridngulos monocromaticos.
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Asf; de acuerdo a la correspondencia 4.13,

punio de Steiner +—+ (tridngulo multicolor)

Aqui también podemos ver que, al corresponder los puntos de Steiner
con las ternas de componentes del hexagrama, es razonable considerar
la interseccidn de tres componentes cualesquiera de LK, lo cual es,
precisamente, un tridngulo multicolor.

Observacién 4.4.3 Dos K; distintas comparten 4 tridngulos multico-
lores. Estos cuatro tridngulos, asi como las dos K5 mencionadas, tienen
un vértice en comin. Esto sc denomina en Bosdk [2] un 4-molino
holandés.

Asf, considerando la correspondencia 4.9, también se podria asociar
biyectivamente al conjunto de rectas de Pliicker con dichos molinos.
Claramente, la primera eleccion es mucho mds natural para las rectas
de Pliicker y la segunda corresponde entonces a los cuatro puntos de
Steiner que definen a dicho tipo de rectas.

Para completar el andlisis de los tridngulos en LKg, en base a la
correspondencia 4.12, tenemos:

punto de Kirkman +—— (tridngulo monocromdtico)

En vista de la correspondencia 4.15, asociamos directamente:

recta de Cayley — ( par de tridngulos multicolores )

en colores complementarios

Finalmente,

Observacidn 4.4.4 Cada vértice en LK tiene ocho vértices vecinos
(es decir, se trata de una grdfica 8-regular), los cuales se separan en
dos subconjuntos de cuatro clementos. Ademds, los cuatro vértices en
cada uno de estos dos conjuntos son vecinos entre si, formando una
subgrifica de tipo K4 en cada caso. Estas dos subgrificas pertenccen a
componentes distintas.
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Am de acuerdo a la correspondenma 4.14, el conjunto mencxonado
es el que se puede hacer corresponder a un punto de Sa.lmon ’

punto de Salmon +— (Dos K, vecinos comm_les de un vérticg) S

Para terminar, resumirnos los efectos de la correspondencia w" o @
de HM con S (Ke) asi como la correspondencia con .S (LK) recién
definida, en la tabla que sigue: ‘

Hexagrama
niaien S(ko) Sy
Dos conjuntos de Dos K4 vecinos
punto de Salmon cuatro aristas comunes
conexas de un punto
Par de tridngulos
recta de Cayley 2K3 multicolores
en colores
complementarios
recta de Plicker Arista, Vértice
punto de Kirkman Terna fic'anstas con Tnangul’o.
. un vértice comiin monocromitico
. Tridngulo
to de St j{ .
punto de Steiner {€) multicolor
recta de Pascal Par conexa Arista
de aristas
Conjunto completo
figura de aristas por un Ks

vértice fijo
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Capitulo 5

Una teoria de grupos en HM

Resolveremos nuevamente el problema de la representacidn del he-
xagrama mistico, esta vez en términos de subgrupos de Sg.

En principio, se podria llevar méds adelante la caracterizacion del
hexagrama mistico dada en el capitulo anterior estudiando, por una
parte, los grupos I', de automorfismos de las subgréficas g de K (con-
siderando la realizacion natural de dichos grupos como subgrupos de
Ss) y, por la otra, los subgrupos de I'(Kg) (=2 Sg) estabilizadores de
dichas grificas, vistas esta vez como subgrificas de K.

Rapidamente, tal como se menciond en la introduccién, veremos
por qué esta extencidn natural de la solucién planteada en el capitulo-
precedente para este mismo problema no es realmente una solucién en
estos nuevos términos.

Definicidn 5.0.1 S (Ss) es la red de todos los subgrupos de S con el
orden parcial usual ( < ) junto con el supremo Ve nfimo A de pares
de elementos dados como sigue:

1. aVb:= N < a,b >, el normalizador del grupo generado por los
subgruposay by

2. a Ab := anb,la interseccién de los subgrupos a y b, como es
usual. :

77
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En su momento comentaremos sobre la conveniencia de tomar el
grupo normalizador en vez de el grupo generado directamente.

A continuacidn, desarrollaremos una teoria de grupos asociados a
‘HM mediante una representacién

T HM —s S(S6), (5.1)

que, como en el caso del capitulo anterior, tenga la propiedad 2.5.1; es
dccir, ¥ serd una funcién que preserva tanto el supremo como el {nfimo
de cada dos elementos de HM y es tal que:

L Wy =¥, AV, si X = pAPAPm, Para {i, j} C {k, |, m} y

2. ¥, =¥p Vv ‘I’P,» si z = PuVPAV Py, para {111} = {k1 1, m}

Asf, llamaremos grupos de Pascal, de Desargues, de Kirkman, etc.
a los grupos asociados a cada uno de los elementos correspondicntes de
HM.
Dicho representacion ¥ no solamente resultard ser fiel, sino que,
ademds, :
V¥ = € HM, ¥z serd un subgrupo de I' o $z (5.2)

Finalmente, y tal como con las dos representaciones anteriores, ¥
también serd suprayectiva en clases.

Los cdlculos explicitos se verificaron utilizando algunos programas
disefiados ex profeso por el Dr. H. Cérdenas y también con el sistema
de #lgebra computacional Magma [4). En cada caso, la ausencia del
cdlculo correspondiente sc ha indicado con el simbolo 0.

Por otra parte, ya que en algin momento utilizaremos los automor-
fistnos exteriores de Sg, hemos considerado conveniente resumir lo que
utilizaremos de ellos en la seccidn siguiente.
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5.1 Automorfismos exteriores de S;

En esta seccién haremos un recuento de tres lemas, todos ellos muy
sencillos, relacionados con los automorfismos exteriores de Sg.

Definicion 5.1.1 Un automorfismo interior en un grupo dado consiste
en conjugar cada uno de los elementos de dicho grupo con un elemento
fijo del mismo.

Un automorfismo exterior en un grupo dado es uno que no es inte-
rior.

Teorema 5.1.1 Un grupo simétrico S,, tiene automorfismos exteriores
si y solosim = 2, 6.

Demostracién: Ver el articulo clisico de Hélder [30] y el de H.
Cardenas y E. Lluis [8] para una presentacién moderna del tema. Para
el caso de cardinales infinitos, se puede ver [47] O

Observacion 5.1.1 Este teorema es la versidn en teoria de grupos del
teorema de descomposicion 2.3.1 y, en teoria de grdficas, de! teorema
de factorizacidn 4.1.1. De acuerdo a Cameron y van Lint hay otras dos
formulaciones de dicho teorema; una en el lenguaje de categorias y la
otra en relacidn al axioma de eleccién (ver [7)], p. 83).

Asi, consideraremos automorfismos exteriores de Sg
w: Sg — Sg (5.3)

Lema 5.1.1 Los automorfismos exteriores w, si bien no cambian el
orden de los elementos de Ss, si cambian la longitud de los ciclos in-
volucrados. En particular, si & € Sg es un 6-ciclo, w(a) es el producto
de un 3-ciclo y de una transposicidn ajenos entre si O

Lema 5.1.2 Los 12 subgrupos G (22 S;5) de Sg se pueden clasificar en
dos tipos:

1. G = Stab(n), el subgrupo estabilizador de un elemento fijo
n'€{1,2,3,4,5,6} y
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2. G = w(Stab(n)), para w un automarfismo exterior de'Sg O

; -Los subgrupos del tipo (2) son los llamados S; sin puntos fijos o,
‘'mas apropiadamente, encajes de S5 en S sin puntos fijos.

Lema 5.1.3 Dos automorfismos exteriores de Sg difieren solamente
por conjugacion con un automorfismo interior O

Asf, de la clasificacidn anterior misma, los tipos (1) y (2) definidos
anteriormente son estables ante los automorfismos interiores pero total-
mente inestables ante los exteriores; es decir, un automorfismo exterior
(5.3) necesariamente cambia el tipo del subgrupo G.

Proposicién 5.1.1 Para cada 6-ciclo a € S5 hay un tnico subgrupo
G (2 S5) C Sp del tipo (2) tal que a € S5.

Observamos que, ya que cada 6-ciclo <mueve>> a todos los elemen-
tos 1, 2,3, 4,5y 6, el subgrupo buscado G también debe mover a todos
los elementos mencionados; es decir, debe ser del tipo (2).

Demostracién:

Sean a un 6-cicloen Sg y w un automorfismo exterior (5.3) y digamos
que w(a) = (a,b,c)(d, ¢), de acuerdo al lema 5.1.1.

Asi, w(a) € Stab(n), donde n es el dnico elemento del conjunto
diferencia

{1121 314|516} - {a,b,c,d, e}

y G := w™1(Stab(n)) resuelve el problema:

Si hubiese otro G” tal, se tendria que w(G') = Stab(m) y, en conse-
cuencia,

m=n0

Observemos que, de la misma demostracidn, la obtencidén de este

grupo G no depende del automorfismo exterior w empleado.

Notacién 5.1.1 Denotaremos con S, a este Ss especial asociado al
6-ciclo a.
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5.2 Grupos estabilizadores y de automor-
fismos

Para cada una de las grificas ®= podemos considerar, por una
parte, a Stab(®z= ), el grupo estabilizador de dicha subgrdfica de s y,
por la otra, a su grupo de automorfismos I'($= } inmerso de la manera
natural en I'(Kg) (= Sq).

Sin embargo, ya que las subgraificas de Ks consideradas son genera-
doras, el homomorfismo @ resulta ser un igualador de los homomorfis-
mos I’ y Stab en esta categoria:

HM 2 §(Ke)
N Tl Stab
S (Se)

por lo que bastaria considerar, en este caso, a alguno de ambos morfis-
mos, pongamos por caso, a I'.

Ain asi, estos grupos coinciden para ciertos elementos (de tipos)
diferentes en dicha configuracidn:

Si K es un punto de Kirkman y p es su recta de Pascal asociada
mediante la correspondencia 2.2, entonces &5 y ®, son subgraificas de
K¢ mutuamente complementarias, por lo que 'c®@g y I'o®, son grupos
iguales, incluso como conjuntos. Andlogamente, las correspondencias
2.3 y 2.4 nos permiten observar el mismo fenémeno con los pares de
rectas de Cayley y puntos de Steiner, por un lado, y de rectas de Pliicker
y puntos de Salmon, por el otro.

Por otra parte, ya que esta propuesta tiene (vagamente hablando)
informacién escencial sobre el hexagrama mistico, hemos tratado de
counservar dicha informacidn en la solucién propuesta en este capitulo.

Asi, una opcién serfa el considerar al homomorfismo @ y, como en
el capitulo anterior, componerlo con la accién w* : S (Kg) — S (K¢)
inducida por un automorfismo exterior w : S¢ — Sg.

Esto supera las dos dificultades planteadas anteriormente pues ahora,
solo algunas de las grificas w"®z son subgrificas generadoras de Kg v,
ademds, no hay pares de tales griaficas que sean complementarias por
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lo que, en principio, la asociacién
=+ (D(w*P=), Stab(w P=))

resuelve el problema de representacion identificando a los elementos de
HM con ciertas parejas de subgrupos de Sg.

Observacidn 5.2.1 Sin embargo, este procedimiento no es del todo
tnvariante al depender de la eleccidn de w.

De cualquier manera, el empleo de automorfismos exteriores es de
interés pues, a pesar de lo anterior, si respeta los tipos de objetos,
tanto en HM como en S (Se). Asi, esta asociacidn permite determinar
de forma natural cuales puntos de Kirkman determinan una recta de
Cayley, etc.; lo cual ha permitido disefiar un sistema computacional
para mostrar de manera directa los diversos elementos de HM.

5.3 Grupos asociados a HM

En esta seccién construiremos el homomorfismo 5.1 que ya hemos
mencionado definiéndolo primeramente sobre las rectas de Pascal y ex-
tendiéndolo después al resto de los elementos de HM.

Por la condicién 5.2, de acuerdo al diagrama siguiente:

Ker # 0
N
HM 2 S(Kes)
¥l N T
S(Ss) S (Ss)

dicho homomorfismo satisfard que, para cada = € HM,
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Grupos de Pascal

Consideremos en este caso, para cada 6-ciclo a en Se, al subgrupo
Ns,(a) normalizador de < a > en S,,

Lema 5.3.1 Para cada 6-ciclo a en S5, Ng,(a) es isomorfo a Ds, €l
"grupo diédrico de 12 elementos O

Observacién 5.3.1 Tenemos que dichos grupos N, (a) estin genera-
dos por

1. Un 6-ciclo, digamos a, y

2. Un triple producto de transposiciones ajenas, digamos f, tal que
Baf = (a)™.

De hecho, cualquiera de los tres triples productos de transposi-
ciones ajenas en dicho grupo, distintos de a®, desempeiia el papel
de § en el punto (2} O

Por otra parte, ya que el indice {Ss, Vg, ()] de dicho subgrupo en
Se es 10, tenemos que N, (Ns, (@) = Ng,(a) por lo que la definicién
de este grupo, al que denotaremos simplemente con N{a}), no depende
en realidad del grupo S,.

Asi, asociemos a cada recta de Pascal p:= abedef dicho grupo
diédrico
pr— ¥, = N(a), : (5.4)

donde « es el ciclo (a, b,¢,d, e, f) en S5.
Observacién 5.3.2 Es claro que esta correspondencia entre rectas de

Pascal y subgrupos D sin puntos fijos {es decir, contenidos en algiin
Sa) es biyectiva.
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Tal como en el capitulo anterior, omitiremos el continuar mencio-
nando las biyectividades correspondientes para cada tipo de elementos

de HM.

Por otra parte, tenemos que los generadores de ¥, ((a,b,¢,d,¢, f) - ]

y (a, )(b,e)(c,d), digamos) permutan a las aristas de ®, (ab, bc, cd, """
de, ef y fa en este caso), por lo que ¥, -<I‘o<[>,

Ademds, ya que ambos grupos son del mismo orden, tenemos mcluso, i B
la igualdad entre ellos: i

¥, =Tod, - (5.8)

Grupos de Kirkman

De acuerdo al teorema 2.2.3, si K es el punto de Kirkman determi-
nado por las rectas de Pascal py, p2 y ps,

Up =¥, AV, AT, (5.6)

Lema 5.3.2 Esta interseccidn estd generada por un triple producto de
transposiciones ajenas O

Es decir,

Lema 5.3.3 1. Para cada triple producto de transposiciones aje-
nas, digamos £, hay exactamente doce 6-ciclos (sin considerar
inversos) tales que § conjuga a cada uno de ellos con su propio
inverso.

2. Dichos 6-ciclos son conjugados unos de los otros por ternas.

3. Cada una de estas clases de conjugacidn pertenece a su propio S5
del tipo (2) O

Es decir, para cada triple producto de transposiciones ajenas hay
cuatro S5 del tipo (2) que lo contienen, de donde, de acuerdo a la
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proposicién 5.1.1y a la observacmn 5.3. 1 asocxamos a cada punm de‘:_‘._;. ;
Kirkman K, en realidad, una pare_)a (‘I‘A, Ss) o RN

\I!" ~ 55

Lema 5.3.4 Si Sg,, Sp,, Sp, y”s,,‘ ?
contienen a 3, entonces :

»'de"l t{bo (2) dixé

<B>= ﬂ S0
i=1
Observacién 5.3.3 Este hecho resulta muy interesante pues, a nivel

de configuraciones proyectivas, cuatro componentes de HM no tienen
elementos en comiin.

Observacidén 5.3.4 Por otra parte, para cada grupo S, siempre que-
dan determinados los tres 6-ciclos correspondientes a las rectas de Pas-
cal que pasan por el punto de Kirkman asociado a la pareja (g, Sg,).

Observacién 5.3.5 También aqui vemos la conveniencia de haber nor-
malizado los grupos < a > en la definicién 5.4 pues, ya a este nivel, si
P = &g, tenemos que

<ou>N<a>N<a>=0

Tinalmente, ya que 8 deja invariante a cada &,,, tambidn deja in-
variante a @k , por lo que nuevamente,

Vi< Tody.

Observacion 5.3.6 Estailtima consideracidn también resulta de cier-
to interés por lo que sigue: de acuerdo al lema 5.3.4, ¥ i pertenece a
los cuatro S, y, en principio, no es clara la eleccidn de ninguno de estos
grupos para, posteriormente, seleccionar el grupo diédrico < correctox.
Sin embargo, el grupo I' o ® ya estd determinado de antemano y, por
lo tanto, no hay que efectuar dicha eleccidn.
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Grupos arguesianos

De acuerdo a la observacién 5.3.1, siempre podemos determinar jos
pares de rectas de Pascal que concurren sobre una recta de Pascal dada

En particular, podemos hacerlo para los tres pares de rectas que
concurren sobre p en puntos de Kirkman. De hecho, esta seria la versidn
en teoria de grupos del procedimiento empleado en la demostracién del
teorema de descomposicion 2.3.1 para generar una configuracion de
Desargues D dentro de HM.

Por ejemplo, para el hexdgono abcde fd, tenemos las rectas de Pascal
como se muestra en la figura 5.1

Figura 5.1: = Figura 2.5

Lema 5.3.5 Este procedimiento genera precisamente a aquellas 10
rectas de Pascal cuyos grupos asociados mediante la asociacién 5.4
son los conjugados del grupo ¥, correspondiente a la recta de Pascal
p:= abce fd dentro del grupo Suscses; obtenido este tiltimo de acuerdo a
la proposicién 5.1.1 O

También tenemos que, en cada S5 < Sg del tipo (2) solo hay diez
Z: (sin puntos fijos) D
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Ahora bien, para cada 6-ciclo a, sean Ny := N(a), Ny, ..., Nyp los
diez subgrupos conjugados de N(a) en el grupo S, de la proposicién
5.1.1.

Observamos que estos diez subgrupos diédricos comparten, por ter-
nas determinadas por la construccidn anterior, un triple producto de
transposiciones ajenas; es decir, los grupos asociados a las rectas de
Pascal correspondientes se intersectan en un Z; sin puntos fijos.

Aunque la demostracidn de este hecho es directa utilizando un au-
tomorfismo exterior (5.3), el conteo involucrado relaciona fuertemente
al teorema de Veronese con el diseiic por bloques arguesiano natural:

Proposicién 5.3.1 Hay exactamente 10 ternas de estos grupos diédri-
cos que comparten entresi un triple producto de transposiciones ajenas.

Demostracién:

Sea w un automorfismo exterior (5.3), sea o un 6-ciclo y digamos
que w(a) = (a,b,c)(d, e). Entonces w(N{«a)} puede generarse con w(a)
y (b,¢).

Asi, los subgrupos diédricos

N':=< (d,b,c){a, e), (bc)> y N" :=< (e, b, c)a,d), (b,c) >

de S, se intersectan precisamente sobre < (b, ¢) >.

Estas son las dnicas ternas con la propiedad mencionada: siendo
w(a)® una transposicidn, digamos (I, m), si ({,m) € N := Ng C S,,
se tendria que w{a)® # F° o bien que N = N,. Pero en tal caso
w(a)3p® € N;, lo cual agrandaria la interseccién que nos interesa.

Ahora bien, para contar dichas ternas, notamos que

1. Hay 20 clementos de orden 6 en S,, siendo 10 de ellos los inversos
de los otros.

2. Tal y como en la observacidn 5.3.1, cualquiera de los tres gene-
radores de orden 2 de w(N{a)) es una de las permutaciones men-
cionadas. !

Yw(N(a)) también puede ser generado con w(w) = (u, b, c){(d, £) y cualquiera de
las dos transposiciones (g, b) y {c,a). El otro elemento de orden dos en w{N(a)) es
wla)?, pero w(N(a)) £< wla),wie)® >.
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3. Cada elemento de orden 6 aparece en tres de estas ternas.

Asi, tenemos 2X12 = 10 ternas del tipo requerido O

Asi, cada subconfiguracién arguesiana del hexagrama mistico queda
asociada con uno y solo uno de los S5 sin puntos fijos en Se: :

D~ Ss (6.7)

En otras palabras, si D = {Kjj, pum} es una componente de HM,
tenemos que todos los grupos W, y ¥, ? pertenccen al mismo Sp
del tipo (2) y, por la observacidn 5.3.2 y la biyeccidn 5.3, cada subgrupo
Dg y Z; en Sp es un Wi, o un ¥, , segiin su tipo, por lo que dicho
Sp es el grupo S construido en los parrafos anteriores:

D~+ Sp

Observacion 5.3.7 También cada una de las ternas de grupos men-
cionados genera a todo el S5 sin puntos fijos mencionado 0.

Por ota parte, vemos también que ®p es la 1-factorizacidn de K¢
cuyos pares de 1-factores constituyentes corresponden a los hexdgonos
®.... ¥ sus ternas de 1-factores corresponden, a su vez, a las gréificas
Bp,. Asi,

v D= Tod D

En general, sea D =< a,f ; a® = 8% =1, aff = fa™! > un grupo

de Pascal, de acuerdo a la definicidn 5.4. Entonces,

Proposicién 5.3.2 La correspondencia 2.2 estd dada, a nivel de gru-
pos, como
N<fB>—a

Demostracidén:
Si'& = abede f, entonces el procedimiento establecido en el teorema
2.3.1 da a las rectas acfdbe, adbfce y acebfd como las < iltimas>> (es

2Los subindices estan dados de acuerdo a la estructura de bloques para cada una
de dichas componentes estudiada en la segunda seccidn del capitulo 3.
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decir, las no concurrentes con abedef) en la configuracidn arguesiana
correspondiente.

Es facil ver que los grupos asignados mediante la definicidn 5.4 a
dichas rectas comparten al triple producto de transposiciones ajenas
a® 0

Observacién 5.3.8 Asi, con la asignacidn 5.6 y esta 1iltima proposi-
cién, tenemos ya una interpretacién geométrica para cada uno de los
triples productos de transposiciones ajenas que figuran en cada uno de
los grupos de Pascal 5.4.

Grupos de Steiner

En este caso podemos proceder exactamente igual que en el caso
de los puntos de Kirkman:

Consideremos el punto de Steiner S5t determinado por las rectas de:
Pascal p1, p2 ¥y p3

Asi, lenemos que

U, = Y AV, AT,

(5.8)
= ([o®@,)N{Cod,)N(Tod,)

De hecho, si ¥, = < a;, 8: of = 1, etc.>, no es dificil ver que,
para cualquiera de las i (i = 1, 2, 3),

\I‘5(=<d?,ﬂ>(ED3)D

Por otra parte, ya que tres figuras tienen un solo punto de Steiner en
comiin y reciprocamente (ver la correspondencia 3.4), podemos asociar
a cada uno de estos puntos la interseccidn de los grupos asociados a
dichas figuras:

‘De acuerdo a la proposicién 5.1.1, tenemos que

Vi=1,23,3NS (2S) tal que ¥, € 55
Por cualquiera de los dos procedimientos, se obtiene el mismo grupo:

Ty AUy AW, =5 NSNS O
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Ya que en realidad se tiene que St = p;Ap;, entonces
Wse=W, AW,
¥, por la igualdad 5.5,
Wse=(To®,)A (F ° Qn)
Por otra parte, también tenemos que $,, A &,, = &5, de donde
(To@,)A(To®,) <Tods
y de aqui que
Wo <Tods O

Tampoco es dificil ver que cada elemento de Sg de la forma
(iij k)(lv m, ")
corresponde a un nico punto de Steiner mediante el homomorfismo .
Resumiendo, mediante las igualdades 5.4, 5.6 y 5.8, y la observacion

5.3.8 podemos asignar un significado geométrico en términos de HM
a los elementos de cada grupo de Pascal Dg = < a, § > marcados en

la tabla 5.1.

18]
aff
a®f
obf
Tabla 5.1: Dg =< a, 8>

ERRRR -
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Grupos de Cayley
Tal como en la construccién de las rectas de Cayley, tomemos un
punto de Steiner St y sean p, ¢y r las rectas de Pascal que definen a

St
Sean K, K, y K, los puntos de Kirkman asociados a p, q y r,

mediante la correspondencia 2.2.
Sea St’el punto de Steiner conjugado de St.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que para el punto
St := abcde f N abe fcd N afcbed

tenemnos los generadores de los grupos de Kirkman correspondientes en
latercera columna de la tabla 5.3.

aecfbd

abedef | acbdfc | (ad)(be)(cf) | K,
adfbec
acedbf

abefed | achfde | {(af)(ch)(ed) | I,
afdbce
aecdfb

afcbed | aefbdc | {ab)(ef)(dc) | K,
abdfec

. Tabla 5.2: Generadores de los grupos de Kirkman correspondientes al
punio St

Por otra parte, el grupo de Steiner asociado al punto

St’=adcbef M adefch N abedcf.
esta generado, digamos, por las permutaciones
(a,c, €} (dr &y {a, £)(d,e) (brc) o

Observamos que los generadores de los grupos de Kirkman asociados -
a los puntos Ky, K, ¥ K, son los triples productos de transposiciones
ajenasdel grupo de Steiner ¥, por lo que
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Y C \[’hp V \I’I\q v l[’[‘r

ybasta consnderar a los grupos asociados a los K pa.ra gr.nerar al grupo
de dicharecta de Cayley:

W=y Vg, VU L (59);'*
Es decir, se trata de un grupo de orden 36, isomorfoa S;, X S;, a

También en este caso es claro que, para~ =9,q 671,
U, = W, VIg =Vg VEx D

Nuevamente, un calculo similar a los anteriores tnuestra que

Y. <Tod . 0O

Grupos de Pliicker

De acuerdo al teorema 2.4.2, a una recta de Pliicker pl le corre-
sponde N < ¥g,, Us,, Usqy,¥sy >, el normalizador del grupo gener-
ado porlos grupos asociados a los puntos de Steiner correspondientes:

\I’,, = ‘I’s‘l \Y2 ‘X’s,z v \I‘s[3 \2 ‘I’sg. (5.10)

lo cual es un grupo isomorfoa Sy xZ, O

Porotra parte, ya que estos cuatro puntos son los puntos de Steiner
cornunes a dos figuras, también podriamos asociar a dicha recta de
Pliickerla interseccion de los grupos arguesianos correspondientes, obte-
niendo nuevamente el mismo grupo Sy x Z, O

Es decir, el grupo de Pliicker ¥, se puede calcular por cualquiera
de estos dos procedimientos.

En este caso, se puede verificar ficilmente que

\Vw =r0‘r’,,D
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Grupos de Salmon

De acuerdo a la definicién de los puntos de Salmon (ver el teorema
2.4.3), sin pérdida de generalidad, podemos suponer que pl es la recta
de Pliicker donde se hayan los puntos de Steiner S, §t;, St3 y St a los
cuales concurren, a su vez, las siguientes ternas de rectas de Pascal:

Sty || fadbec | afbdce | daebfc
Sty || afdcbe | acbfde | facdeb
Sty || febdea | bacefd | abecdf
Sty ! afebed | abefed | abedcf

Tabla 5.3: Puntos de Steiner en la recta pl

Cada una de estas rectas tiene asociado, mediante la corresponden-
cia 2.2, un cierto punto de Kirkman.

Explicitamente, al objeto en el lugar (i,j), con i>1, de la tabla 5.3,
le corresponde el del lugar (i-1,j) de la tabla 5.4.

Cada renglén de esta dltima tabla determina al grupo ¥, asociado
a ¢, la recta de Cayley correspondiente de acuerdo a la igualdad 5.9
(ver la tabla 5.5).

Finalmente, la interseccidn de los grupos de Cayley correspondientes

W=V, AV, AT, AT, (5.11)
(de acuerdo al teorema 2.4.3) es, precisamente, el grupo
< (a, f)(b,e){c,d) > (= 2Z;) O
Observacién 5.3.9 Nucvamente, tenemos que el clemento

(a, f)(b,€)(c,d)

(fb){ae)(dc) | (ad)(fc)(be) | (db)(af)(ec)
(ac)(fb)(de) | (af)(cd)(be) | (fd){ac)(cb)
(fd)(ec)(bs) | (be)(af)(cd) | (ac)(bd)(ef)
(ab)(fec)(ed) | (af)(be)(cd) | (ad)(be)(ef)

Tabla 5.4: Generadores de los grupos de Kirkman asociados
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Ve = < (def) (ae)(bf)(cd), (be)(ef) >
W, = <(cef)(ac)(bf){de), (bd)(ef) >
Ve, = < (cf)(de), (bc)(de), (ab)(ce)(df) >
Y, = <(ce)(df),(bdf),(ab)(cf)(de) >

Tabla 5.5: Generadores de los grupos de Cayley asociados

pertenece a W, := N <z>, para un cierto grupo z, pero

(a, f){b,e)(e,d) ¢ =.

Es decir, también ha sido necesario normalizar a los grupos para realizar
esta construccién.

Para terminar, claramente

W55Po¢5§ngS4D
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