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RESUMIN

En este tabajo se investiga la estabilidad hincal de una capa de thndo viscoelstico que
desciende sobre un plano inclinado en rotacion Primeramente, se obtiene una solucion estacionaria
considerando una situacion en la que no existen perturbaciones A partir du estos resultados se

aborda el problema de estabilidad de las perurbaciones

Mis adelante, se llega a un sistemna de ecuaciones que caracterizan ¢l problema de estabilidad
lineal. Dichas ccuaciones son una generalizacion de la ecuacion de Orr-Sommerfeld que describen la

evolucion de las perturbaciones

l.a solucion analitica del sistema de ecuaciones s¢ obtiene, en forma aproximada,

proponiendo soluciones ¢n seric de potencias para perturbaciones a namero de onda pequeiio.

Finalimente, sc analiza la influencia de los diversos parametros adimensionales involucrados

en ¢l sistema en la estabilidad del flujo y se comparan con resuliados de trabajos anteriores




INFRDDUCCION

El estudio del flujo de peliculas descendentes por paredes tiene una gran importancia a nivel
industrial, por ejemplo, en el recubrimiento de superficies con pinlura, torres de enfriamientn,

eteétera Debido efo han sido objetas de estudio en los dltimos afios

Las primneras investigacianes acerca del escurrimiento de un liquido por un plano inclinado,
fueron realizadas por Nusselt en 1926 Este investigador supuso un espesor constante de la pelicula,
es decir, que la interfase liquido-aire es plana. Como resultado obtuvo un perfit de velocidades

unidireccional y semiparabolico, con vértice en la superticie libre.

Debido a las suposiciones hechas, el modelo de Nusselt predice un flujo estacionario que
surge como resultado de un balance entre las fuerzas viscosas y la componente de la gravedad en la
direccion del plano inclinado. Los términos inerciales no tienen influencia e el movimiento. El
resultado solo es valido cuando el flujo es laminar, ya que de otra mancra se tendrian componentes
de fa velocidad en todas direcciones, por lo que las conclusiones son vélidas solamente para nimeros

de Reynolds pequeiios.

A partir de diversos experimentos se ha detectado la formacion de ondas que se propagan en

1a direccion del plano inclinado, lo cual indica que ta superficie del fluido no es plana. Se encuentra

también que las ondas pueden erecer hasta llegar a una amplitud de cquilibrio, o bien dar fugar a -




patrones de Hupo mas comphicados Estas superticies ondulatorias se observan hasta vilores del

numero de Reynolds alrededor de 300, & partir del cual se ticne un flujo tarbulento (Benjamin, 1957)

El estudio de prablemas de formacion de ondas en capas liquidas descendentes es un
fenomeno de estahilidad hidrodinamica En ella se investiga fa evolucion temporal y espacial de las
perturbaciones dentro del flujo. En particular la teoria lineal de estabilidad investiga si lay
perturbaciones se amortiguan, dando lugar a un flujo estacionario, o si crecen . El inicio de la teoria
de estabilidad hidrodinamica de estos flujos se debe a Orr y a Sonmmerfeld quien a principios de este
siglo obticne una ccuacion diferencial lineal para la funcion de corriente de una perturbacion

infinitesimal en un flujo unidircccional, Hamada ecuacion de Orr-Sommerfeld.

Uno de los trabajos mas importantes acerca de la estabilidad de peliculas en planos inclinados
corresponde a Yih (1963). El obtiene soluciones aproximadas a la ecuacion de Orr-Sommerfeld para
una pelicula de fluido newtoniano, descendiendo por un plano inclinado, para dos casos: a) valores

pequedios del nimero de onda k y b) para valores pequefios del niimero de Reynolds R.
Yih (1963) demuestra que para valores pequedios de k, las ondas se propagan con una
velocidad que es dos veces la del flujo en la superficie libre. Ademds, dichas ondas creceran si el

nimero de Reynolds es tal que: ‘

R > 5/6 cot f§
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siendo [ ot eaudo que iorma el plano inchmado conla horzontd

En la aproximacion a nimeros de Reynolds pequesios, Vil lega a la conclusion de que ¢f

flujo siempre cs estable, excepto en ¢l caso en que el plano sea vertical

Un trabajo importante en ¢l cstudia del mismo problema es ¢l de fluidos no Newtonianos
realizado por Lai (1967). En este trabajo se considera que ¢l tlyido que desciende es viscoelastico y
presenta ticmpos de relajamiento y de retardo. Al analizar la influencia de los parametros
viscoelasticos en 1a estabilidad encuentra que la elasticidad tiene un cfecto desestabilizador sobre ¢f

flujo.

Se ha abierto otra linea de investigacion de este fenomeno al estudiarse cudl seria ¢l efecto de
afiadir una firerza de cuerpo adicional a la gravedad, como podria ser la fuerza de Coriolis. El efecto
de la rotacion en el plano inclinado para ¢l caso de un fluido Newtoniano fue investigado por

Dévalos-Orozco y Ruiz-Chavarria (1992). En este caso, sc encuentra que {a rotacton tiene un efecto

estabilizador sobre el flujo.

E} presente trabajo es una generalizacion del de Davatos-Orozeo y Ruiz-Chavarria (1992), en

el cual se investiga 1a estabilidad de! flujo para el caso de un fluido viscoelastico que desciende por

un plano inclinado en rotacion. Dicho problema es de interés ya que contrapone el efecto -

dosestabilizador de la viscoelasticidad, con el efccto estabilizador de la rotacion. E} capitulo 1 esté

dedicado a presentar los conceptos y las ecuaciones fundamentates de fa mecdnica de fluidos; En el
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capitulo 2 se exponen las ceuaciones constitutivas v s principales caractensticas de oy Huidos
viscoelasticos L el capitulo 3 se da unintroduceion a la teoria lineal de estabilidad, v se exponen
los principales metodos y limitaciones Ln o capitulo 4 se planteian y resuclven las ecuaciones del
llujo principal en susencia de pertutbaciones. La solucion estacionania obtemida en este capitulo se
utilizara en ¢l andlisis de estabibdad  El capitulo 5 estd dedicado a la obtencion del sistema de
ecuaciones generalizado de Orr-Sommerfeld, aplicando los métodos de la teoria de estabilidad lincal
Camo las ecuaciones de ta estabilidad lineal no tienen una solucion analitica, en los capitulos
6y 7 se obtienc una aproximacion valida para ndmeros de onda pequeiios. Se propone una solucion
en serie de potencias del nitmero de onda k y se trunca el desarrollo hasta ¢l término lineal. En estos
capitulos se presentan los principales resultados de este trabajo a través de graficas de estabilidad.

Por 4ltimo, en ¢l capitulo 8 se dan las conclusiones del trabajo.
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1 PRINCIPIOS GENERALES DE LA MECANICA DEFLUIDOS

1.1 Definicion de fluido e hipotesis del continuo

Un fluido se define como una sustancia que cambia de forma continuamente al ser sometida a
una tension cartante, aunque ésta sca infinitesimal. n contraposicion, un cuerpo elastico sufre un
desplazamicnto definido cuando esta sujeto a fuerzas de tension. En ciertos materiales, denominados

viscoelasticos, tienen lugar ambos tipos de deformacion

Los fluidos se componen de moléculas, que se mueven y entran en colision constantemente.
Para un andlisis riguroso, habria que tener en cuenta la accion de cada moléeula o grupo de
moléculas, ast como las interacciones con las otras particulas en ¢l tluido. Estos procedimientos se
utilizan cn la teoria cindtica de los gases y en la mecdnica estadistica, pero son, en general,
demasiado embarazosos al aplicarlos a sustancias cuyas interacciones son complejas. Otra manera de
analizarlos consiste en suponer una distribucion continua de materia, denominada el continuo, en
lugar de ¢l conglomerado real de moléculas, complcjo y discreto. El modelo del continuo permite
conocer variables medias medibles experimentalmente que satisfacen principios fisicos generales
como la conservacion de la energia, masa y momento lineal. Debido a los mayores alcances analiticos
de dicho modelo con respecto a tratamientos estadisticos, se utilizan ampliamente sus hipotesis y

métodos en la mecinica de fluidos y son las que se utilizaran en este trabajo.

i
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1 2 Sistemas de conrdenadas

Habiendo selecaronado la aproximacion del continuo como ¢l método para obtener las
ecuaciones, se tiene que enfrentar el problema de elegir un mareo de referencia adecuado para
derivar las ecuaciones de conservacion Pueden emplearse dos sistemas de coordenadas basicos,

conocidos como culeriano y lagrangiano

El punto de vista culeriano observa un clemento de volumen fijo, a través del cual pasa el
HNuido. Las variables independientes seran las coordenadas espaciales x, y, y 2z ademas del tiempo 1.
Debido a la eleccion de este sistema de coordenadas, ¢l fluido dentro del elemento de volumen estard

compuestn por diferentes particulas a cada instante

En un marco de referencia lagrangiano nos fijamos en una masa particular de fluido y
seguimos su movimiento a medida que fluye y cambia de forna, considerando siempre las mismas
particulas de fluido. Las variables independientes en cste sistema seran unas coordenadas iniciales x,,
¥,y 2,, ademas del tiempo; las coordenadas espaciales x, y y 2 no son variables independientes en este

sistena, ya que pueden ser determinadas a partir del punto de referencia que se toma.

Generalmente, ¢l procedimiento consiste en aplicar las leyes de conservacion a una masa
especifica de fluido (sistema lagrangiano), y una vez obtenida csta ley, pasar a un sistema de
coordenadas culeriano que generalmente es mas facil de mancjar para resolver las ecuaciones. La

relacion entre estos dos sistemas estd dada por la llamada derivada material, cuya expresion es:

10
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Siendo 1) Dr fa variacion temporal de fa vanable de campo en un sistema de coordenadas
lagrangiano y fa parte derecha de la ecuacion es fa expresion correspondiente en el sistema culeriano
En esta cenacion, {11y W representan las componentes de fa velocidad del fluido en las direcciones

X, ¥, y 2 respectivaniente.
1.3 Teorema de transporte de Reynolds.

] método que vamos a aplicar para derivar las ccuaciones de conservacion, consiste en
seguir un volumen arbitrario de fluido para el cual la masa permancce constante. Esto es equivalente

a calcular las derivadas materiales de integrales de volumen que apareceran en el desarrollo. Su

expresion constituye el teorema de transporte de Reynolds, dado por la ecuacion:
) [ o4 1
el PN AN v S W '
S laay < 22 oV (du) b (12)

donde y es ¢ vector velocidad. Dada esta expresion procedemos a caleular las ccuaciones

fundamentales de la mecanica de fluidos.




1 4 Ecuaciones de conservacion
a) Conservacion de la masa

Sea una masa especifica de fluido cuyo volumen es elegida arbitrariamente. S esta porcion def
fluido es seguida a medida que fluye, su tamaito y su forma pueden cambiar, pero su masa permanecera
constante. Esto canstituye el principio de conservacion de la materia, ¢l cual puede ser expresado

matematicamente, calculando la derivada material de la masa de fluido contenida en ¥, ¢s decir:

—(pu ) |dV (13)

Esta expresion la variacion de la masa total en un elemento de fluido. Debido al principio de
conservacion de la masa, esta integral debe ser igual a cero; ademas, el hecho de que volumen de
integracion sea arbitrario implica que el integrando debe ser igual a cero. La ecuacion queda entonces
como:

Qg @
o, L - 1.4
a" A (pu)= 0 (14)

que expresa el principio de conservacion de la masa para un medio continuo.

b) Conservacion del momentum

E} principio de conservacion del momentum constituye una aplicacion de la segunda ley de
Newtan a un clemento de fluido. Esto significa que al considerar una masa de fluido especifica, la
rapidez de cambio del momentum de la masa de fluido cs igual a la suma de las fuerzas que actdan

sobre ¢! mismo




L tuer 2z quic actaan sobre o faido pacden decdise endos clases tuerzis de cacrpo. tales
como la ravitaaonal, y tuerzas superficales tales como da prosion s Tos estiicrzos viscosos De esta
mancra, podemaos representar a todus las fuerzas que actian sobre el huido mediante la suma de dos
integrales Una integral de volumen gue contendra al total de las fuerzas de cuerpo y una integral de
superficie con I resultante de las fuerzas supaficiales La ccuacion de conservation del momentum

es entonces

)] .
P puar [ras < [prav (15)
e ] g
Donde P es un vector que representa la resultante de las fuerzas de superficie por unidad de

areay fes el vector resultante de las fuerzas de cuerpo por unidad de masa El lado izquierdo de la

ecuacion es el cambio total del momentum con respecto al tiempo de la masa de Muido

En general, existen nueve componentes de los esfuerzos que actuan sobre una masa
dada de fluido. Fsto se ilustra visualizando un cubo cuyas caras son ortogonales a los ejes
coordenados (ver Figura |1.1) Cada componente esta dada por la direccion en la que actua y por la
cara del cubo sobre la cual actia. Como tenemos tres direcciones independientes y tres caras sabre
las que se puede actuar, tenemos nueve componentes, las cuales quedan determinadas por el tensor
de esfucrzos a;y. Sin embargo, en la mayoria de los casos este tensor resulta ser simétrico, por lo que
Gnicamente se tienen seis componentes independientes. De esta manera, El vector P; estard dado por

la suma o, ny. L.a ecuacion de movimiento en notacion tensorial queda entonces:

SR
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Figura 1.1 Esfuerzos sobre un cubo

Dy

it pu,dv= {0'“ n,ds -~ [/) f,dv (16)

v

Mediante el teorema de la divergencia podemos convertir la integral de superficie en una
integral de volumen; también podemos calcular la derivada del lado derecho mediante el teorema de
transporte de Reynolds, con lo cual podemos agrupar todos los términos en una sola integral de
volumen igualada a cero. Como el volumen cs arbitrario, podemos afirmar que el argumento de la
integral debe anularse para cualquier volumen, con lo cual se obtienc la expresion final de la ecuacion
de conservacion del momentum-

4 ~ Oy

é ? o
AU o= 5 -nf 0




Sien la expresion desarrollamos los productos del Lido zquicrdo y hacemaos simphticaciones,

Hegamos a la forma final de la ecuacion de conservaaion del momentum

u, ‘u, ‘o,

La iltima ecuacion representa la segunda ley de Newton aplicada a un efemento de fluido. La
parte izquierda de la ecuacion representa el cambio total de momentum de un clemento de fluido. El
primer término es la aceleracion temporal y ef seyundo término es una aceleracion convectiva que
considera la existencia de accleraciones locales, atn cuando el flujo sea estacionario. El lado derecho
de la ecuacion contiene a todas las fuerzas causantes de la aceleracion. L1 primer término es debido a
gradientes de csfuerzos sobre la superficie del fluido, mientras que el scgundo representa la
contribucion total de las fucrzas de cuerpo, tales como la gravedad.

n el caso de sistemas no isotérmicos es necesario aplicar al fluido el principio de la
conservacion de fa energia. Como en este trabajo se trabajara solamente con sistenas a temperatura

constante, no ¢s necesario obtener dicha ecuacion.

1.5. Discusion de las ecuaciones de conservacion.

Las ecuaciones basicas de ‘conservacion para sistemas isotérmicos constituyen un sistema de
cuatro ccuaciones escalares, ya que tenemos una ecuacion de movimiento para cada componente de
fa velocidad y la ecuacion de continuidad. La densidad sera determinada por medio de una ecuacion
de estado adicional . Sin embargo, tencmos ademds diez incognitas que son la presion, tres
componentes de la velacidad y seis componentes del tensor de esfuerzos Por lo tanto, el sistema

est incompleto.




Con ¢l in de obtener un conjunto completo de ecuauones pata nuestio sistema | fas nueve
componentes de los estuerzos deben ser espeaficadas de antenano Foto uos Hlevaca la obtencion de
Jas Hamadas ceuaciones constitutivs, en las cuales ¢ tensor de estuerzos viscosos seexpresi en
funcion del wensor rapidez de defurmacion que contiene como componentes a los gradientes de
velocidad En el sigwente capitulo nos ocuparenos a tondo de Tas couaciones comstitutivas Por ¢l
momento solo daremos la forma generad ded tensor de esfuerzos

6, PO, (19)
en donde 1, esté relacionado con cambios de forma en et fluidn y es Hamado e tensor de estuerzos
viscasos o cortantes La cantidad p es fa presion termodinamica y o, ¢s la delta de Kronecker El
signo de la presion es negativo debido a la convencion de que los esfuerzos de tension son positivos
1.as ccuaciones constitutivas proporcionaran relaciones entre el tensor de esfuerzos cortantes y los

gradientes de velocidad del fluido

1.6. Condiciones de Frontera

Para tener univocamente determinado el sistema, es necesario que existan condiciones en las
fronteras que garanticen la unicidad de la solucion Las condiciones de frontera que usualimente se
dan son las siguientes: los valores de las velocidades en Jas fronteras solidas, y en su caso, los valores
de los esfuerzos tangenciates y normales en las entrecaras de fluidos. En cuanto a las primeras, se ha
observado experimentalmente que, debido a 1a viscosidad, siempre existe una pequeiia capa de fluido
que se mueve a la misma velocidad que la frontera solida a Ta cual se encuentra adherida Dicha
condicion es conocida como de adherencia o no-deslizamiento. £n cuanto a los esfuerzos

tangenciales, euando na hay gradientes de tension superficial y el fluido del otro lado de la entrecara

16




NO €5 MUy viscoso, se puede suponer con buena aproimacion que valen cero Late seri el ciaso de
muchos fenoienos en la entrecara del agua y del aire Eocrmto a los estuerzos normales, ey
necesario hacer un balance entre las presiones, los esliuerzos internos v lis fuerzas de tension
superlicial a través de la entrecara

Una vez dadas las candiciones de frontera suficientes para resobver las ccuaciones, el sistema
quedard completamente determinado, pudiéndose dar una solucion Gnica para el problema que se

este resolviendo




2ANTRODUECCION A LA TEORIA DETA N SCORELAS FICIDAD

Como se menciona en el capitulo anterior, para poder resolver las ccuaciones de movimiento
para un sistema en particular, es necesaria conocer fa respuesti del fluido al aplicarle un esfuerzo, la
cual depende de la estructura quimica y fisica de las moléculas que constituyen ¢l material Fsta
informacion se obtiene a partir de las Hamadas ecuaciones constitutivas del fluido, las cuales, si se
conocen para un fluido en particular, completan el sistema de ecuaciones y permiten describir ¢l flujo

en condiciones particulares

A través de la ceuacion constitutiva, el tensor de esfuerzos cartantes es un funcion de los

tensores deformacion v, y rapidez de corte ¢, Definidos como:,
(21)

Donde Jl/&x, mide ¢l desplazamiento de dos puntos en ¢l fluido con respecto a las coordenadas,
cuando la distancia entre ambos tiende a cero. y 1, ¢s la velocidad del fluido. Se observa que 7; mide
la deformacion total y ¢, ta rapidez con la que el elemento de Nuido se estd deformando
2.1. Tipos de fluidos

La relacion mas simple entre los esfuerzos y las cantidades definidas arriba, fa presentan los

Namados ltuidos newtonianos, cuya ecuacion constituliva es

T, = Me, (2.2




siendo e es una constante Hamada viscosidiad del fudo Como puede apreciaee, anestos ados los
esfuerzos de corte dependen linealmente de  rapides de corte, y no son funcion de la deformacion

Este comportamiento define a unt fluido puramente viscoso

Existen otros tipos de fluidas puramente viscosos para los cuales la viscosidad no es una
constante sino que depende de fa rapidez de corte. EF mas conocido de estos es el Hamado fluido de
Ostwald-de-Waele cuya ecuacion constitutiva para flujo unidireccional esta dada por la ley de la
potencias:

n-l
7, = mle,]

e, (2.3)

Se observa que si 11 se recujiera la expresion para un fluido newtoniano, siendo m = w; por
consiguicnte, Ja desviacion del valor de n con respecto a la unidad es una medida del grado de
desviacion de} comportamiento newtoniano. Cuando # es menor que uno, ¢l comportamiento ¢s

pseudoplastico, mientras que para valores superiores a la unidad es dilatante (Figura 2.1),

Preudoplastko

Newtoniano Estruclural

Viscosidad aparente 1} = Ti/en

Rapider de corte (&)

Figura 2.1 Tipos de compantamiento no-nestoniane
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En contraposicion i Tos tudos puramente iscosos, existen miatenales para fos cales fos
esfuerzos internos son funcion solamente de ke magnitud de Ty deformacion Dichos matenales, al ser
sometidos @ un esfuerzo responderan instantancamente con una deformacion de equibibrio que
depende de la magnitud del esfuerzo aplicado Lste material debe ser un solido ya que no presenta un
flujo continuo comio respuesta al estuerzo aphieado Cuando la deformacion tiene un comportamiento

lineal can ¢l esfuerzo aplicado, se tiene un solido de Hooke

= G 1, 24

donde (5 es el lamado modulo de Young

Los materiales viscoelasticos, como su nombre lo indica, poscen tanto propiedades viscosas
como cldsticas en diferente grado Este puede variar desde los sélidos viscosos, como el hule, que
son mas clisticos que viscosos, hasta los liquidos clasticos, tales como polimeros fundidos o en

solucion, que son mas viscosos que elasticos

Se han construido modelos teoricos intentando describir este comportamiento; el mas simple
es ¢f fluido de Maxwell, que presenta el mismo comportamicnto que tendrian un resorte y un
amortiguador en serie. EJ resorte presentard un compontamiento puramente clistico dado por la ley
de Hooke, y el amortiguadar serd puramente viscoso, representado por la ecuacion de Newton La

ecuacion general nos quedara
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donde A=p/(7 es una constante de tiempo caracteristica del fluido que es representativa del tiempo de

relajacion de los esfuerzos internos en el material como respuesta a una deformacion econstante

Otro importante modelo se obtiene al poner al mismo resorte y amortiguador en paralelo.

Este fluido ¢s conacido como solido de Voigt, cuya ecuacion constitativa estara dada por

.T_”_ =Ne
L =AY, (2.6)

G

siendo Aom (; una canstante  representativa del tiempo que tarda el material en aleanzar fa
deformacion de equilibrio con respecto a un solido de Hooke. Dicha constante es conocida como
tiempo de retardo del material, y tiene el efecto contrario al que tiene el tiempo de relajacion en el
solido de Maxwell

Si combinamos ambos modelos, de tal manera que e} fluido presente tiempos de relajacion y

tiempos de retardo, tenemos ¢l modelo de Oldroyd de dos constantes:

DY _( (b )
Wt )“(I)t t"J‘ZW" | Y LJ

|
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!
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En dos tres casos anteriores. al moniento de flan, ob natenial presentara torsiones y

clongaciones, ademas de trastaciones Por lo tanto, todas las denvadas que estamos expresando en of
modelo se encuentran dadas en un - sistema de coordenadas que se muese y detorma con ef Duido
Una de estas derivadas, conocida como derivada conveciiva superior, expresada en un sistema de

coordenadas culeriano es

b4 _éd - VA-(Vu) 4~ 4 (Var)
o= eV A=(vi - 4(vi) aw

£l modelo de Oldroyd con derivada convectiva superior es el que se empleara en la obtencion

de la solucion para nuestro problema.

2.2. Efectos de la viscoclasticidad
Existen varios efectos que exhiben los materiales viscoelasticos y que no pueden ser

observados en fluidos puramente viscosos; algunos de ellos se ilustran en la figura 2.2,

[n la figura 2.2a se observa como la forma de la superficie libre de un liquido en un
recipiente se modifica al ser sujeta a una deformacion angular por medio de un cilindro en rotacion.
Para fluidos sin elasticidad, la fuerza centrifuga genera un vortice concavo en el liquido. Sin
embargo, los fluidos elasticos desarrollan esfuerzos internos que se oponen a la fuerza centrifuga
ocasionando que al fluido ascienda por las paredes del cilindro. Esto es conocido como el efecto

Weissenberg
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Ein la figura 2 2b se observa la fonma de un chorio emergiendy del extremo de un b El
chorro de un fluido inelastico se contrae hgeramente con respecto al diametro del tubo, nuentras que

el elastico presenta el efecto contrario

En la figura 2 2¢ se observa ¢l efecto que tiene la fuerza centrifuga sobre un fluido confinade
entre dos placas en rotacion. Se observa que la elasticidad tiene el efecto de invertir la direccion

hacia la que se movera el liquido al sentir la fuerza centrifuga

(a)
puramente viacoebistkn puramente oo iico
viscoso Vikoso
Efecto Welssenberg Cnatracchon del chormo
(c) [L]]
SRR
\ ,
\\ ’
puramiente coelistico 6
viscoso
Circulacion nversa

purumtme
viscose

Figura 2.2. Efectos de la diferencia de csfuerzos normales en los fluidos viscoeldsticos.
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Enla figura 2 2d sealustra un tlego axial estacionano en un anulo B este caso, Ja elasticidad
tiene ¢l efecto de generar una diferencia de presiones en la direccion radial, efecto que no se observa

cuando so0lo existen efectos viscosos

Todos estos fendmenos pueden ser atribuidos a la aparicion de estuerzos normales que no
estan presentes en otros fluidos Estos estuerzos son funcion de Ja rapidez de corte y desaparecen
cuando el fluido csti en reposo. La explicacion molecular de dichos efectos tiene que ver con el gran
nimero de interacciones fisicas que presentan las macromoléculas debido al aumento de grados de

libertad con respecto a otros fluidos




POTEORIA LINEAL DE LA ESTABHADAD

31 Definicion del problema

Debido a su camplejidad, las ecuaciones de la hidrodinamica solo pueden ser resueltas para
ciertos patrones sencillos de fhijo Dichas soluciones seran correctas para ciertas magnitudes de los
parametros que caracterizan el fujo. Esto se debe a la inestabilidad inherente de estos sistemas, es
decir, su incapacidad de mantener ¢f Myjo ante fa presencia de pequenas perturbaciones a las que
todo sistema flsico esta sujeto. El establecer las magnitudes de los pardmetros para los cuales el flujo

serd estable o inestable es uno de los problemas que estudia la estabilidad hidrodinimica,

La presencia de perturbaciones ocasionara que los campos de velocidad v(x,t), de presion
p(x,1) y de esfuerzos t(x,y), tengan desviaciones con respecto a los valores caleulados para el flujo

original. Podemos expresar estas magnitudes como la suma de dos contribuciones’

ulx, ) = Ulx,1) +u'(x)
P, 1= PO+ p'(xt) 3N

x)=Tx+ 1'(x1)

:
i




donde Uty Pecty y Tty son oy canpos de veloudad, preson s estuerzos en o flujo poncipal
(en ausenvi de perturhaciones), y u' vy, peay y 17001 son fos tenmimas correspondienies para las

perturbaciones

El problema fundamental de 1a teoria lineal de estabilidad consiste en determinar si Jos
campos asociados a la peiturbacion crecen, penmanecen constantes o se amortiguan En ¢ primer
caso, ¢l Hujo seri inestable, ya que las perturbaciones ocasionan que el fujo se aleje cada vez mas de
su estado onginal Si la perturbacion se amortigua ¢l flujo serd estable ya que u(x,t) plx.t) y tx.t)
tienden a Lix,t), P(x.t) y T(x.t) a lo largo del tiempa. Si la perturbacion permanece constante se dice
que ¢! flujo tiene estabilidad neutra (Drazin, 1979). Por su parte, ¢l problema basico de la tearia de

estabilidad no lineal consiste en obtener k evolucian temporal y espacial de la perturbacion

La determinacion de fa estabilidad o inestabilidad de un sistema consiste en encontrar Ja
dependencia gue tienen las perturbaciones con los valores de diferentes pardmetros ndimensioﬁales,
caracteristicos del problema. Uno de ellos es el nimero de Reynolds (R) que representa la magnitud
refativa entre fas fuerzas de inercia y Jas fuerzas viscosas def flujo. Otros nimeros adimensionales
relacionardn las diferentes fuerzas de cuerpo involucradas en el sistema con Jas fuerzas de inercia
Estos se obtienen al adimensionalizar las ccuaciones de movimiento a partir de cantidades
caracteristicas del problema. Fijaremos la alencion exclusivamente en fa estabilidad de flujos
estacionarios ¢ incompresibles  Ademas, consideraremios fuerzas de cuerpo  constantes o

dependicates anicamente de Ja velocidad




Loy canpos de veloadad presion y estucrzos en o o en e de pertusbaciones,
denominado thyo principal (U, py 1), asi como en el flujo perturbado (u, py 1) son soluciones de
las ecuaciones de Ja mecanica de fhados Por Jo tanto, se cumplen Jas sigitientes eeuaciones con

variables adimensionales.

oo (32)
o,
o, o 7
r [{/,-’; ~‘—f—{--Ls' Kl s 13)
fxy 0xi/ i,
0 {3.4)
L= 9 (3.5)

ox ,

donde U; y u; son las componentes de U y u respectivamente y fj son las fuerzas de cuerpo que
actian sobre el fluido en el flujo perturbado mientras que Fj son las mismas fuerzas en el flujo

principal. Por cada una de estas fuerzas podemos definir un parimetro adimensional §;.

Las ecuaciones que gobiernan a las perturbaciones se obtienen de restar (3.3) de (3.2) y

(3.5) de (3.4), dando por resultado:

At ~ ot + ~ - R )

o i on 5. i) i

R e et P Loy o 4 (3.6)
,/ oxe dxy o fx, i,
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! 0 (37

donde 8f) -1, s fa diferencia de fas fucrzas de cuerpo del thijo perturbado con el flujo principal

Determinar fa evolucion de tas perturbaciones implica resolver completamente las ecuaciones
no lincales (3 6) junto con la (3.7), lo cual cs un problema muy complejo desde ef punto de vista
matematico  Sin embargo, si suponemos Ja presencia de perturbaciones muy pequedias, podemos

despreciar los términos u'y (', / d %) en fa ecuacion de momenta, obtenienda

o' an' cll
R(” 2 L L (38)

ek 3 1 e ¥ Nl St
] Ox s OX ¢

el cual es un sistema de ecuaciones diferenciales lincales acopladas. Una vez conocida la solucion

para el Nujo principal, el sistema debe resolverse ajustandolo a Jas condiciones iniciales y de frontera

del problema.

3.2. Modos nonnales.

Supongamos que ¢l Mujo priacipal es estacionario. En ese caso, las ecuaciones (3.7} y (3.8)
forman un sistema cuyos coeficientes no dependen def tiempo. Esperamos que, después de aplicar
una separacion de variables, fa dependencia temporal para las perturbaciones esi¢ dada por un factor
det tipo exp{-i w 1), donde ¢l coeficiente o es, en general, complejo. En el caso en que U; no dependa

explicitamente de alguna de las variables espaciales, pademos aplicar el mismo argumento Pos




cjemplo, supongane que el campo de veloadades depende umcanente de b coordenada o Las
soluciones tendrian entonces un factor ded tpo expthy koot A este método se le da el nombre

de “mndos normales”

El término (kyxikax.-ot) puede ser eserito como k ( cos O %y - sen i) w, -0 t), siendo
K=tk P k) kvktan 0y ¢ (ok) La interpretacion fisica de k, ¢ y 0 es mmediata s recordamos
la descripcion matemitica de una onda; k es la magnitud del namero de onda (23 7 7.y - donde % es la
longitud de onda, © es el angulo de propagacion, la parte real de ¢ ¢s la velocidad de fase de la anda
y su parte imaginaria multiplicada por k ¢s la razon de crecimiento o decrecimiento de la
perturbacion. Cuando Im(c)~0 hay un crecimiento temporal de tipo exponencial y cuando Imic)~0
tenemos un decreciniento temporal Si Im(c)=0 se tiene cstabilidad neutra (la perturbacion se

propaga en forma de una onda sin modificacion temporal).

Para encontrar la estabilidad procederemos a expresar las soluciones de todas las variables

involucradas de acuerdo al método de modos normales:

up=u,(x) exp ik { cosh x; + senf) xs -c 1)
p=g(x2) exp ik ( cosO x; + send) x5 -ct) (39)
1= Qylxz) exp ik ( cos8 x; + senl) x1 - 1)

siendo v, g y Qy fas amplitudes correspondientes.

El problema de estabilidad consiste en determinar los valores que adopta ¢ El procedimiento

usual consiste en introducir estas soluciones a fas ecuaciones de movimiento y continuidad, para
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obtener un sistema de ceuaciones diferenciales ordinaias de fas amplitudes que ticnen como variable
independiente a %, Los cocticientes de estas ccuaciones dependientes de x; contienen a b, ¢ Ry

otros nameros adimensionales, ademas de x,

Las soluciones deb sistema deben satisfacer las condiciones de frontera, que por lo general,
dan un sistema de ecuaciones homogéneas. El parametro ¢ se determing como valor propio. en
funcion de las demas parametros, de manera que las ecuaciones sean consistentes Por o tanto, ¢l

problema de la estabilidad lineal se convierte en un probleina de valores propios

3.3 Limites de 1a teoria lineal

Un flujo puede ser estable en presencia de perturbaciones pequeiias, pero ain queda la
posibilidad de que sea inestable para perturbaciones finitas. Reynolds lo pudo constatar en sus
experimentos. Usando tubos con paredes rugosas o perturbando al liquido a la entrada del tubo,

encontro que la estabilidad se perdia a nimeros de Reynolds del orden de 2000.

El estado final de un flujo inestable no puede ser determinado por la teoria lineal ya que a
medida que las perturbaciones ¢recen, resultan importantes los términos no lincales. Sin embargo, la
teoria lineal permite en general determinar si un sistema serd estable o inestable para un determinado

conjunto de valores de los parametros del flujo.
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4.1. Obtencion de los campos de velocidades

4 FLUSO PRINCIPAL

Una ves dada una breve introduccion acerca de los principales temas con los que se relaciona

este trabajo, procedemos la resolucion del problema gue nos ocupa

Primueramente, es necesario encontrar los campos de velocidad, presion y esfuerzos

correspondientes al flujo principal. Dichos resultados seran utilizados posteriorniente al resalver el

problema de estabilidad. Para encontrar dichas soluciones consideramos una capa de un fluido que se

ajusta al modelo de Oldroyd con espesor constante, que desciende por un plano inclinado, formanda

un dngulo o con la vertical y que rota con una velocidad angulor constante Q (figura 4.1)

7’
s

&0 7

]

Superticie na
__per Jutbado

plano
inclinado
1

¥+ T—

P

7

8>0

X

Vislg superior del
plana Inclinado

Figura 4.1- Vistas lateral y superior
del plano inchinado en rotacion.

La direccion del  vector  velocidad
angular es antiparalefa a fa direccion de fa
gravedad. Por otra parte, se clige un sistema de
referencia que se mueve con el plano inclinado y
cuyo origen se localiza en un punto sobre la
superficie libre e o capa de fluido (no
perturbada). El ¢je x y ¢l eje z son paralelos al
plano inclinado. El primero coincide con la
direccion de la componente de la gravedad que cs.
paralela al plano. Ef eje y es perpendicular a la
interfase solido liquido. La direccion de las
coordenadas se elige de 1al manera que !cngamos

un sistema derecho de coordenadas.
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Al estar situados en un sistena de referencia no inercial, la ceuacion de movimiento
cantendrd dos fuerzas de cuerpa adicionales la fuerza ticticia de Coriolis 2p(QxUy v Ta fuerza
centriluga -p Qx(Clxr), donde r es un vector que comienza en e ¢e de rotacion y termina en ¢l
puntn donde esta aplicada la fucrza

Fn el sistema de coordenadas elegido, el vector Q2 tiene componentes en los ejes x y y dados

por:
Q=(-Q cos ., - sen a,0) 4.1)
La ecuacion de conservacion de momento, para este sistema, queda:
A pom
Party VU -pUA(V <L) = -Vp-20Q U) - 2 (Qer) 4 V-1 pg (42)
Como estamos trabajando con un fluido incompresible, la ecuacion de conservacion de la
masa cs:

Vy=0 ' (43)
Como se aprecia, la fuerza cemrifuga ocasiona que las coordenadas (x, }'. 2) aparezcan
explicitamente en las ecuaciones. Esto es un problema serio ya que al resolver el sistema tendremos
una dependencia de las velocidades en fas coordenadas x y z Esto hard que sea imposible separar en

modos normales las variables dependicntes al momento de intentar resolver el problema perturbado.
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Con o fin de evitar las grandes dificultades matemiticas asociadas a este problema
consideraremos el caso particular en que la fuerza de Coriolis es mucho mayor que la fuerza

centrifuga Esto se puede lograr cuando se cumpla la siguiente condicion

A
0 >> | (44)

Algunas situaciones relevantes en las que se realiza esta aproximacion son las corrientes
marinas inducidas por el viento, estudiadas a principios de siglo por Ekman vy las corrientes de aire en

la atmosfera teirestre,

La segunda suposicion es que el area que ocupa ¢l flujo en una cara paralela al plano
inclinado es lo suficientemente grande como para ignorar los efectos de borde. Esta suposicion
implica que todos los puntos en un plano y=cte, seran equivalentes, es decir, las variables que
describen ¢l fendmeno tendrin el mismo valor. Matemiticamente tenemos que los campos de

velocidad, presion y esfuerzos solo pueden depender de la coordenada .

La primera consecuencia de lo anterior se observa al aplicar la ecuacidon de continuidad
obteniéndose que dV/dy=0, lo cual significa que V=cte pero como la velocidad debe anularse en la
frontera solida, es necesario que V=0. Por tanto, se tiene el sistema de ecuaciones que satisfacen los
campos del Nujo principal:

. 1 d
~2Qsena W:gcosavr;%l;—:z (4.5)
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| dh

Qo - gsena (4 0)
Py
(7N
2Qsenal! - B 47)
pody

donde los subindices 1, 2y 3 se refieren a las coordenadas x, vy 2, respectivamente
De estas ecuaciones es necesario climinar los esfuerzos, con el fin de obtener un sistema
cerrado de ecuaciones diferenciales Para esto, utilizamos el modelo de Oldrayd, y obtenemos cada

uno de los esfuerzos como funcion de las velocidades Uy W Las ecuaciones quedan

=2 (- x:)(‘ﬂ)
dy
=0
4
Ty =2 (N kg)(‘{g'J
dtJ (4.8)
Tin=H ('{z‘v')

dt (uw
=2 ph - Xz)(ﬁ;")[:ﬁj

donde 1, Ay y A, son fa viscosidad, el tiempo de relajacion y el tiempo de retardo, respectivamente,
Derivando 15, y T3 y posteriormente sustituyendo en las ecuaciones de movimiento se llega al

sistema por resolver:

-282sena ¥ = geosa V:[)‘“ (4.9)
20 W ! Ldr (4.10
2Q cosu W = gsena -——- 4
cosu rsena S (/)‘ )
) 34
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2 Osenea v ()
uf}"

donde v = p/p es la viscosidad cinematica

Como e observa, las ecuaciones son exactimente iguales que para el fuido newtoniano (ver
Davalos-Orozco y Ruiz-Chavarria, 1992) que para ol fuido viscoelastico. Lo anterior implica que fa
elastividad no tiene influencia sobre 1a cinemitica del flujo cuando no existen perturbacianes sobre cl
sistema. Sin embarga, observamos la aparicion de nucvos estuerzos normales y tangenciales, los

cuales tambicn tendran una gran importancia en la determinacian de la estabilidad det sistema

Las ccuaciones (4.9) y (4.11) forman un sistema cerrado, cuyas Unicas incognitas son Uy W
Estas dos ccuaciones pueden combinarse para formar una sola ecuacion compleja. Multiplicamos a

(4.9) por i y posteriormente le sumamos (4.11)

1

2Qsena (U +iW)=geosa+ v%;(l} +iW) (4.12)
«y

Pademos definir una nueva varable F=U+i W, con lo cual llegamos a una sola . ecuacidn

diferencial de segundo orden:

1,

2Qsena F = geasa+ v-‘}}-’“ (4.13)
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La parte real de Jasolucion de esta ccuncion sera Uiy y Ja parte imaginaria W(y) Si
adimensionalizamos a las coordenadas, usando como distancia caracteristica el espesor de la capa d,
se tiene.

Al 8 cosa

21y b=

v - 414
dy” v ( )

donde x*=S2 sen &’ / v = tsen « /2. Siendo t=2 Q d v el nimero de Taylor que es una medida de
la importancia de fa fuerza de Coriolis con respecto a las fucrzas viscosas Fste parametro muestra
que la rotacion no tiene influencia sobre el flyjo cuando el plano es vertical, es decir, cuando u=0,
L.a solucion general de fa parte homogénca de la ecuacion es:
= A exp ”q y) +A; exp 0‘.2 y) (4.1 5)
Encontramos las raices de esta ecuacion al resolver el polinomio caracteristico, y se obtiene:
M=(lH) gy =14y 4.16)

Por otra parte, una solucian particular de F es’

~i gcota .
Iy = M%ﬁ_m = —iff 4.17)
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Con csto, se tiene la solucion general para F

F=Apexp(tH) g+ Agexp-(1+) £ -ip (4.18)

Para determinar totalmente el campo de velocidades es necesario aplicar las condiciones de
frontera. Ln la superficie libre se tiene que los esfuerzos tangenciales deben anularse. Lo cual nos da

las condiciones:

W :
W g s %o ay-0 (4.19)

dy ~ dy dy

Por otra parte, desde nuestro sistema de referencia el plano inclinado permanece en reposo.

La condicion de no-deslizamiento en la pared solida implica la anulacion de las velocidades en y=1:

Uh=w)=0 -1I1()=0 (420

l.as dos ecuaciones resultantes de aplicar las condiciones de frontera son:

Arexp (1+) £ + Ayexp -(14i) ¢ i f =0 (4.21)

(1) £ (A-A) =0 (4.22)
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Al resolver para Ay A, obtenemos

I//

o : (423
2cosh(tr i)y %2

Con esto, se tiene la solucion para F que cumple con las condiciones de frontera

Expresandola en funcion ile cosenos hiperbolicos complejos, se tiene

[ cosh(l+1 gy
Yy )= i 4
Fyy= { cosh(l +i)y, '} (4.24)

Las componentes de la velocidad se obtienen al separar F en sus partes real e imaginaria;

Uly) = B [ senh 7 (1+y) sen  (1-y) + senh % (1 +y) sen x (1-y)] (4.25)
W(y) = 3 [cosh % (14y) cos x (1-y) + cosh % (1+y) cos ¥, (1-y)]
- 0y [ cosh 2y +cos 2%] (4.26)

Con By=p/(cosh 2y + cos 2x)

4.2 Adimensionalizacion de las variables de flujo.

Con el fin de poder estudiar ¢ problema con una cantidad reducida de parametros, es

necesario adimensionalizar las variables que describen el flujo. Para ello se requieren dos cantidades

representativas: una longitud caracteristica y una velocidad caracteristica.
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La Gnica longitud caracteristica que se tiene es el espesor d de Ta capa de taido sin perturbar
Por otra parte, es necesario escoger una velocidad que tome en cuenta las dos componentes de la

velocidad del sistema. La velocidad representativa la definnios como U,
2 2 g 2
U2 =(UP W3 = [ (U W2y dy “ M

esta integral es el promedio espacial del cuadrado de la norma de la velocidad. La U, clegida se

denomina como velocidad cuadratica media

Evaluamos la integral wsando la propiedad de los mimeros complejos que afirma que si
F = U+ W entonces | Ul =(FF*)"?. Al usar la ecuacion 4.22y las identidades cosha coshb =
1/2 [cosh (atb) + cosh (a-b)] y senha senh b = 1/2 [cosh(atb) - cosh(a-b)] la norma de la velocidad

al cuadrado es:

[TUl*= 8 (cosh (1+i) 1, y - cosh (1+) ) ( cosh (1) % y - cosh (1-1) ), (4.28)

donde 9= 2 8/ (cosh 2% + cos 2 7).

Al integrar esta expresion y sacar raiz cuadrada se obticne Ja velocidad caracteristica

buscada
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senh 2y 1 5en2;
« ‘ £ (4 29)
2p(cosh 2z cos27)

Por media de esta cantidad podemos expresar a las velocidades en forma adimensional

Uty) = T [ senh 7 (1ry)sen g (1-y) ¢ senh 7, (1+y) sen 1 (1-y)] (430)
W(y) =T [cosh 7 (1ry) cos ¥, (1-y) + coshiy (IFry)cosy (-9l

- T [ cosh 2%, rcos 2] (4.31)

!
do nde T=—m—"" e '“("“”"""'"”‘"'
)

(cos2y +cosh?2 sen 2z +senh 22 )
cos2y +cosh 2y) 2 (cos 2 +cosh 2z)

para adimensionalizar los esfierzos usaremos a la viscosidad cinematica v, ademas de d y U,

Las ccuaciones quedan como:

du Y
=2~ 12) J

dy
=0
aw Y
Ty =2 (L["‘Iq) “7;”
(d(/\ (4.32)
LIPE I e
d_)J
_ (a’.’:!ij
T~ ‘\(l)'
(i \aw )

o= - {3 "*‘*'h
=2 (L, I‘.,l\ tl)’ )‘\dy )

sicndo Ly=hi UJd, 1= 1,2 los tiempos de relajamiento y de retardo adimensionales.
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Con la velocidad caracteristica puede detinirse un namero de Revoolds adecuado para este

problema

R (4.33)

geosad’ (
v

L [ _senesenh2y |
27 21(c0521ec05h21}}

Calculando ¢l limite cuando y tiende a cero se encuentra el ndmero de Reynolds

correspondicnte para un fujo sin rotacion.

3

1 12
reoscad [ 8
K, = -*»»-——_,w(w] (4.34)
La diferencia con el nmero de Reynolds dado por Yih (1963) se debe a que en este caso se
tomo la velocidad cuadratica media como velocidad caracteristica.

4.3. Andlisis del flujo principal.

Se ubserva que las velocidades solamente son funcion del pardmetro . Esto quiere decir que

para el flujo principal adimensional ¢ parametro importante es % y no 1 o « por separado.

Haciendo un desarrollo en series de potencias para las velocidades manteniendo tres términos
de la seric para las funciones hiperbolicas, se obtienca expresiones de las velocidades para el caso en

que i s pequeda. Esto es:

U=(15/8)" 7 (1-y)) + O(x)

W= 0+ O(7) (4.35)



Esto difiere del resultado obtemdo por Yih solamente en una constante multiplicativa debido

a que se esta definiendo fa velocidad caracteristica de otra manera

~--'-——-',fm)‘l
- S
ya

! o gElS
| femegmr

| A S

|

| y !
i
| Figura 4.2, Perfil de velocldades del flujo principal. |

Ef comportamiento de las velocidades para diferentes valores de x puede observarse en la
figura 4.2 En clfa se ve que la velocidad W aumenta al incrementarse el parametro . Por otra parte,
la velocidad U disminuye con el crecimiento del mismo. Se encuentra también que para valores
de x de 2.0 o mayores, ¢l valor maximo de la velocidad no se encuentra en la superficie libre. La
razon de esto puede ser el hecho de que no se esta tomando en cuenta fa fuerza centrifuga, lo cual

hace que los resultados difieran cualitativamente para valores grandes de 7.
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Figura 4.3. Cocierde dei Nimero de Reynolds con el nimero
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Otro anilisis consiste en una comparacion de R con respecto a R, con el fin de
mostrar la influencia de la rotacion. En la figura (4.3) se observa la grafica /R, vs . La que muestra
que ¢l cociente ¢s una funcion decreciente de x. Esto puede interpretarse como un incremento de los

esfuerzos viscosos a medida que se aumenta la rotacion.
Debido a la importancia de los esfucrzos normales en la viscoelasticidad, se analiza su

comportamiento en la dircecion de propagacion de la velocidad en la superficie. Para esto se realiza

una rotacion del sistema de coordenadas a lo largo del eje y, por un angulo ¥, definido como:

¥ (0)

¥, = arctan [—(mﬂ} (4.36)

Con esto, los esfucrzos normales se transforman en:
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. 2 2 E
Typ = Ty COST Y1 P2 T SEN 7 COS Yyt Taosen (437)

. ) )
Ty Ty Sen” -2 T Sen Y o8y v Loy 7 (4.3%)

Ll comportamiento de los esfucrzos normales con respecto ¢ se analiza en Ia figura 44 En
ella se ve un crecimiento de 1 a medida que fa rotacion aumenta  Ademits, observamos un
decremento de Ty Lo anterior se explica ficilmente debido al crecimiento de la velocidad Wiy) a

. . . . . . >
medida que aumenta la rotacion Sin embargo, observamos que la diferencia de esfierzos normales
T~ disminuye a medida que aumenta fa rotacion. Esto s importante debido a que esta diferencia
provoca comportamientos diferentes en ¢f fluido newtoniano y en ¢l viscoelastico, por lo que se
puede concluir que un aumento en la rotacion provoca una disminucion de los efectos viscoelasticos.

Esto serd importante al momento de estudiar la estabilidad del problema

T

R T
Ty=Tay

Figura 4 4 Comporlamiento de los esfuerzos normaies respecto a
1 en &l sistema tatada un dngula 1,



5. LCUACIONES DE ORR-SOMMERFELD PARA EL PROBIEMA

DEL PLANO INCLINADO EN ROTACION

5.1. Generalizacion de fa ecuacion de Orr-Sommerfeld.

En esta seccion se obtendran las ecuaciones tincales que deseriben la evolucion temporal y
espacial de fas perturbaciones del problema. Dichas ecuaciones seran una generalizacion de ta
ccuacion de Orr-Sommerfeld de un fluido viscoelastico de Oldroyd descendiendo por un plang

inclinado en rotacion.

Siguiendo el desarrollo propuesto en el capitulo 3 podemos encontrar inmediatamente las
ccuaciones lineales adimensionales que satislacen las  perturbaciones. Como  se  realizard ,
: posteriormente una rotacion del sistema de coordenadas, expresaremos a todas las variables con ‘
primas para que las variables obtenidas después de hacer el cambio de coordenadas no estén

primadas y se simplifique ta notacion. Las ecuaciones quedan:

a) Balance de momento: :
o AU At P 1(@1‘.( 0t m'..) e
Ptnd} Lo p e W e g LRl SUFIIE [P S S A !
& +U (73("\, &y w e Rsenaw 'R a0 + Y 4 e (5.0)

(52)
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w' % d\\ PRI ¢ ap | loe, ( T, v,
PRV AP PW s senaut - cosu v S| T
3 ox dy' 2 R a2 Rext oy ("/,')
(53)
b) Ecuacion de Continuidad
AT ACEEAY
ey =0 (5.4)
ox vy 02
¢) Ecuaciones constitutivas
oty L dt a0t Ot'n du Ty i C\:'J
o O GO T g BT gy So 2 - 20 - 2T S
U '( a Yy U o« Vagg RN T AT T S gy
[ ((70' oe a¢ dU dU' o' 1
e+ Lyl oty U W'-f—ﬁ 2ey T )
[c” La Yy dy' éy' }
\ (‘:’T'z; [7A S5 (:' n " " "%
T+ L (—~—~- U W= - 2ty o - 210 ~:~)
nt Ty ) R nELTelnL,
[ X de'n ., 0tn de'n dU AV dW' eV 1
2 022 "L: T + l) —:""0 :"’"" T ’TT"' J
ct X & dy o' dy o
(ov dtt ot ot dw' du ow'
‘ '.:'“ o :] U‘ ‘:“:"‘ W' t':l - '[2)"—«;" 1 N7 '[’1'1 Y
, i dy X iz dy dy %
Tt Ly P G A =
[ (ﬂ‘_’_,,, .9.1_)“,. o, l
12 2y W5 " e n & 1w }
ey qe's cen dW' 1 dU iw W' du 1 dw’ Eu}
A4 Lol — 4 U + W= = e B vy
[e., ’( it ox' My 2 &y D dy 2 dy oy
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, (o, T Ot A0 & TR || S A A AR AT
t,a*[qL’. tve "‘["-.'“ S T T I R & TR AP TR
: t dy X 2 dy et 2 02 ae')

| ey U Aey o den 1dUA TaW ar | dury]
2 ¢y, + lw[ltl " V"(' - U!{,f-’: v Wlf.é’.lﬁ b ’qw . S aw (:“ e o )'
\d dy"” o' o 2dy' et 2y o T dy! }
, ot dt? ot ct, v a  u oY W'
Tt lq(“‘.‘:‘! v U “;“',1 + “:N,J ST U U - th -t ‘":TJ =
a dy X ‘z dy X X X
el [( AW U'Oc;, ‘ dW‘J]
et Ly =ty e U nTr
Bra dy* X'  dy' J
(5.5)-(59)

Con el fin de simplificar las ccuaciones anteriores, resulta conveniente realizar un cambio del
sistema de coordenadas utilizado mediante una rotacion de cierto angulo 0, de tal forma que las
derivadas con respecto a la coordenada z se anulen en esta dircccion. Las ecuaciones de

transtormacion para las nuevas variables son;

x=xcosO+zsend (5.10)
y=y' ¢.1)
z=-x'sen0 +2 cos O (5.12)
t=u'cos 6 +w'sen 0 (5.13)
v=y (5.14)
w=-t'sen + weos O (5.15)
U=UcosO+Wsend (5.16)
W= U 'sen + Weos0 (5.17)
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T T‘|| L‘li\yf) i2 UyosenOcos b '(Iuhtll"(j (5 IX)

Uy T (519)
To-senficos ) (Tt ¢ (cos’ O- sen? ) Un (520
1y, < Uy cos) 1Ty, senly (521
Tor =T sen 0 10 cos (5 22)

Con lo cual, ¢l sistema de ecuacianes anterior se reduce a
a) Balance de momento

M u o Ut . ;
= U= b v o SsenuL W = -
it % ¢y R 7

-

%X +U l:\i + -Lcosu W= (5.23)
“ &x R cy
ow o ow OW 1 a1 (o o
et Uyt —~( SEN U~ COSCL V) = = 4 =] o= 4 =
A 19,3 oy R fx Ricox oy
b) Ecuacion de continuidad
Y% 0 (5.24)

PR
x iy
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¢) Ecuaciones constilutivas

¢ tn du I du Cu u)
Bty by U = 2y = 2y 20 1
! x dy x 0y,
| 0 ! U dU )
2ent Ll BRI PR m}l
(NG| x dy dy )]

Ctn 21y Y [ Aoy de dU I'V |
2t L ( S U -2, —*]::2 . ( = :
Tt a ' X R {c__ H ot U x dy x I

v U e s

a ! dy x dy
2{&:,,”(”” e AW TdUw AU ldw(u)"

‘L (Dt,, dth dtn dw du  ,ow  ,ow o dwo r?u)
L) - _ - e gy

a v a” °“Fy 2dy (7y c“-dy 2 dy oy

Ay,  dv; |, Ot aw ) [ de 1d*u  de aul
Tt L,("‘;’“ Py p U - ‘?— W ~-) 2[c.~ L, /t” + v-i”“*- U'é;’i ey H; J

mL,(a‘” dth, 0w AW H fw)

AL Tl Rl Yo
- (‘2931, EWden LW 1YW 9\1)1
et Ty Y gy B T2dy &x 2dy éx TEa gy !

(5.25)
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Esto elimini fa dependencia de Ly coordenada z en s ccaaciones teniendose ahora solumente

dos variables espaciales independientes
En esie sistema no tenemos coeficientes gue dependan exphicitamente de Ya coordenada x o
del tiempo En base a esto, se espera que fas solucianes para los campos de velocidades, presion y
esfuerzos sean de la torma
fly)y expik(x -cr) {526)
Aln ¢s posible reducir el nimero de incognitas en nuestras ecuaciones haciendo algunas
consideraciones acerca de Ia ecuacion de continuidad. De las propiedades de operadores vectariales

sabemos que:

diveats =0 (527)

siendo $ una funcion vectorial arbitraria.

Escribimos y conto el rotacional de una funcion vectorial cuya componente en el eje y es

nula, es decir:

2.2k (5.28)
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Con esto, el problema se reduce de tes a dos imcogmates o que e fagar de resobver Tas
ccuaciones para las variables u, vy w, se resolveran paia s pertaibaciones 5y 0 Suponenios que

fas sohiciones para &, & p y T, son dela forma

w»f-(xxy) epik(x- ey (520
oWy expik(x-ct) (5 30)
p=yly) expik (x-ct) (531
= Fily) expik(x-ct) (532
= Faly) expik(x-ct) (5.33)
= Fa(y) expik(x-ct) (5.34)
2= Fuly) expik(x-ct) (5.35)
= Fo(y) expik(x-ct) (5.36)
3= Fo(y) expik (x-ct) (5.37)

Las soluciones de las amplitudes @, ‘P, yy F, se obtendrin después de sustituir dichas
| expresiones cn las ecuaciones originales para las velocidades. A & y W se les denomina amplitudes

de las funciones potenciales.

Puede obscrvarse que de acuerdo con estas definiciones, tas componentes det campo de
velocidades y presiones de la perturbacion se expresan como:
u="Y(y) expik (x-ct) (5.38)

v=-ik'¥y) expik(x-ct) (5.39)




woohiy) expikix-cy (5 40)

e ply) expik(x-ct) (541

Al sustituir estas expresiones de las perturbaciones se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

a) Balance de Momento:

PP U - kWA D ik AN =i ky ~ IRk Fr+ F) (5.42)
WU ey UMW =i Ak 0k A = -y R(FY-TFUR) (5.43)
Pk (U-c)- ik W-ik A Y- A= VR (Fs' +ik Fs) (5.44)

b) Ecuaciones Constitutivas:

Fy [ 1=k Ly (Usg)] #la [ ik (Lirk) (P U4 P U U2 F U -2 U = 20k
2L (KW U-g)- QUMK U]

(5.45)
Fy(1-ik Ly (U-c)) 4+ 2 L KW U =20k P+ 2 Lo [ KW (U-c}-K* ¥ U]

(5.46)

Frl-ik LUy} + Ly [ -2iKk (Lila) (D U+ PUW+YUW+PU W) UF-FyW-
WU ik d+ g KO (U2 U -2W Y KWW
(547)




FoD-ik L)) Ly (= U b ik 2k b U1 ok L [k (1 kD
W) (U-c) - iAW U E 20k N 1)
(5 48)

Fs{1-ik Ly (U-c) v Ly [-WE =i kW e 2R (Ll UW W ik (W e Uy = s 1,
(kD (Uc)-ik PW 3k W -ikd L)
(5.49)

Las tres ecuaciones de balance de momento pueden reducirse a 2 si climinamos de ellas a la
variable y. Esto se consigue derivando la primera ccuacion con respecto a y e iguatando eon la
segunda. Fsto nos leva af par de ecuaciones:

TR R[W"(U-c)- ‘P (U"+ K2 (U-c))) + tsenae '+ ik T eoset cos b + K Fy

ik F ik = (3.50)

AkR[D(U-c)+ ¥ W]+iktcosacosd 'V +tsene ‘P - Fy'-i k Fy'=0 (5.51)
Dichas ccuaciones contienen aun como incognitas a las amplitudes de los esfuerzos. Para
tener fas ecuaciones solo en funcion de las amplitudes ® y ‘P, ¢s necesario resolver el sistema de las
cinco ccuaciones constitutivas que se tienen, poniendo fas Fi en luncion de dichas amplitudes. El
resultado vbtenido es:

Fiy)=-((-2i k" -2ck Ly # 2k 2L, U W 2K L U -4 ALK L Y U .ik‘l,. p
(QALU Y < 2L U W +4L,0 W)/ (F-ickly+ikb UYL U QLU (kY +c
KL - LU LY U kLY Uy i vick Lyt ik L UYGKAY +ek Ly
Wk LW U -2k U 20 ALK L W U i ek L W -k L U kL W

U +k L U/ (l-ickLi+ikLiUY

(5.52)
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Falyys G2 KW ek L -k 2L, U -k (b P U2 - ik L (Ueey
(553)

Fa(yp=-((LaW QLU G kY bekK L - KLU -k U kLW Uy i (-
Pekbavi KLy UG K™ vek' Ly -k LW U -2k 0, U+ 20 ALK L W U 2
Wbk L kLU ok LW U ek U (0 kL (U ) ) (kD e
K2 Lo k2L, U Ly U v 20,0 U =20 ALKL O U + kL0 W o220 ALK
LY U W LW 20, WP - 20 ALKLY WU 220 ALKL W U W)/ +i k
Li(U-c)) - (L U (L G R ek LW -k L, U -k Lo U 4k LW U)W/
(+ikLy(Ue)) #G G reklyd kLU @ -kiy® U rklad U +kL 4 W -
IR W 27 ALKTLY U W -k LW W' kL W) (1 +i kL (Uec) ) (14
k Ly (U-c))
(554)

\

Fap)= (2L U G kW ek ?LaW -1 LU W +k2ALY U ) +i (F-i ckLy+ikLU)
G2 tek’ L' -K L' U-2KLYW U +20 ALKPL W U2 i W vekL W -k
LaUW -kLy W U kLW U ) (41 kb (U

(5.55)

Fs(=(2L (kW' +ck P -KRLUY' <K LY U+K LY U)w)/
(LHikL(U-e)) - (kL@ -kLU®D kL Utklyd Utkby ¥ W3k W
"WA2IALK LW U W KLY W kLW W)/ (1 rik L, (Uc))

(5 56)

Al sustituir estas ecuaciones en (5 50) y (5.51) habremos reducido el sistema inicial de 10

ecuaciones a uno de solamente 2 para las amplitudes & y ¥, Este par de ecuaciones constituye la



generabizacion de ls ccuaaion de Orr-Sommerteld pare un thado wicoclasiico somendo a fa aceion
de la gravedad y de la fuerza de Conolis Las ceuaciones finales tieaen la forma
Q) \l;n 4 Q) \l;m’ ()‘ \"1-» ‘ (‘)’ |IJ» i Q’ \1) § ():. ,h- N ();([, 0O (5 Q’])

Py e Pyt + Py PP PP P =0 (558)
Dada su complejidad, las expresiones para los coeficientes O, y P, se da en el apendice |

5.2. Condicion cinematica
En ausencia de perturbaciones, fa superficie libre de la capa de fluido es plana y la presencia

de la perturbacion producira curvaturas provocando que el espesor de la capa no sea constante 3 lo

largo del plano

La amplitud de una perturbacion n de fa superficie libre, puede expresarse como una

superposicion de perturbaciones senoidales del tipo:
n=9(0)expik (x-ct) (559)

La perturbacion induce una componente de la velocidad v ¢n la direccion y inexistente en el
flujo principal. El valor de v en la frontera superior es igual a la velocidad vertical del clemento de

masa situado en la superticie libre. Lo anterior se traduce en:




o bien, usando (5 59)
ik P(0) - ik {U)- ¢) 3(0) (S 60)
A esta ecuicion se le conoce como condicion cinematica. Desprecianda los productos entre
las perturbaciones se Hega a una ecuacion que permite determinar 3(0)

O
J(0) = V,,L(_%)_‘

5.3. Condiciones de frontera:

La solucion de las ecuaciones de Orr-Sommerfeld debe construirse de manera que los

campos de velocidad y de presion satisfagan las condiciones de frontera

En la superficie libre, es decir en y=n(x,z1), los esfuerzos tangenciales se anulan. Las

ecuaciones resultantes son:
u=Uth)tFm) explik (x-ct)] = 0 (5.61)

= Wih) tFs(n) expli k (x-c )} =0 (5.62)

En lugar de evaluar las ccuaciones en y=n haremos un desartollo en serie de Faylor alrededor

de y=0. Las derivadas de la velocidad tienen el siguicnte desarrollo:

Un) = U'(0) + U" (0)n + 0 (n?) =U"0) n+ O () (5.63)

%

W)= W(0) + W' (0) n +O (n}) = W'(0) 1+ O () (5.64)
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Como las perturbaciones son pequeiias, los terminos con 1° v orden superior son
despreciables. En el caso de las perturbaciones de los estucrzos tangenciales podemos concluir gue
su evaluacion en y=0 difiere de su evaluacion en y=n por productos de pertrbaciones por y, por fo
que pueden despreciarse dichas contribuciones y evaluarlos en y-0 Las condiciones de frontera
quedan:

U'(0) 3(0) + F4 (0)= 0 (5.65)

W(0) 8(0) + F4(0) = 0 (5.66)

Otra de las condiciones de frontera en la superficie libre es un balance entre los esfuerzos

normales y la tension superficial. La ecuacion que describe dicho balance es:

eny=n (5.67)

Para poder evaluar esta condicion en y=0 es necesario hacer una expansion de la presion ¢n
serie de Taylor:
P =P (0)+ 1 P'(0) + n(0) + x'(0)  + O(n?) (5.68)
En donde P corresponde al campo de presiones en ¢l tlujo principal y nt es la perturbacion. El
primer término vale cero ya que corresponde al estado de referencia fijado para fa presion y el cuarto
término es despreciable ya que es un producto de perturbaciones. Sustituyendo esta expresion, la

condicion de esfuerzos normales se expresa como:

eny=0 (5.09)

2
-nP'(0)-n(0) + IZ T+ We( <
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2 noon
NPy w0y e We o 00 eny 0 (5 6%
R x (ry
esto, en funcion de los potenciales
E 2 .
"KWM'W”WU“W k" Wed(0) -0 (570)

Las condiciones de adherencia en ¢ plano inclinado implican que las componentes

tangenciales de la velocidad se anulan:

Utu=0

W w=0 (571

En una pared sin poros, la componente normal de la velocidad también se anula. Estas
mismas condiciones se satisfacen en ¢l flujo principal, por lo que se tiene:

u(1) = v(1) = w(1) =0 (5.12)

Estas ccuaciones , expresadas para las fuciones potenciales se expresan:
Oy =)= 0 (573)

sen @ D(l)-cosOW(l)=0 (5.74)



Lt segunda condicron imphea que Gehy Pety o) dada Tadependenaa hoeal del seno oy

coseno Con estas condiciones el sistema de ecuaciones queda completo

Como se observa, el sistema de ceuaciones a resolver resulta may complejo y no es
posible encontrar una solucion analitica. Lxisten dos caminos para dar alguna solucion a ks
ecuaciones. El primero, consiste en aplicar téenicas  numéricas de solucion de canaciones
diferenciales. El segundo consiste en resolver las ccuaciones para el caso en que ¢l numero de onda
k ¢s un nlimero muy pequedo, lo cual nos lleva a utilizar métodos asintdticos Fisicamente, el hecho
de que k sea muy pequelo implica una longitud de onda de las perturbaciones  muy grande
comparada con el espesor de la capa. En este caso si es posible obtener una solucion analitica de las

ccuaciones de Orr-Sommerfeld y es en ¢l que nos centrarenios en este trabajo.
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60 ESTABILIDAD DE PERTURBACIONES A NCMEROS DE ONDA PEOUESOS

APROXIMACION A ORDEN CERO)

6 1. Ecuaciones fundamentales y condiciones de frontera
No s posible resolver analiticamente el sistema de ceuaciones planteado en el capitulo anterior [a
dificultad radica en que los cocficientes dependen de la coordenada p Por esta razon, vamos a
obtener una solucion aproximada proponiendo un desarrolo en serie de potencias del nimero de
onda k. Las soluciones propuestas ticnen Ja forma general.
D=y + D k+ DK+
W=ty s Wk H kR
gtk ki (6.1)
c=ctoa ko kit
En la aproximacion a nimero de onda pequeiio no es conveniente hacer la rotacion de
coordenadas del capitulo anterior ya que las ecuaciones presentan una simetria que permite hacer
ciertas agrupaciones, con lo que se simplifica el problema. Si no se hace el cambio de coordenadas
las soluciones propuestas para las companentes de la velocidad , los esfuerzos y la presion son:
u="y)exp[ik (xcos0 +ysend - cy)
v=ik [sen 8 dy)- cosO Py)] exp ik (x cos O + ysen 0 - c1)]
w=-y)exp [ik (xcos O +ysen0-ct))
1 = Fily)exp[i Kk (xcos 0 +ysen0 - ¢ t)]
1y = Ffy)exp ik (xcos0+ysent-ct))

= Fily)exp [ik (xcos8+ysend-ct)]
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e Fdyrexp fih (veos o vaen - oy (h
= Fly)esplik (xeosO b ysenl-ci)f
= Fdy)exphk (xcos vysend - ct)]

p=gly)explik(xcos0 4 ysent-ct))

Con estas definicianes, fas ecuaciones de movimiento son
Tk (U cosOrW sen0-c) " + i k U (b send-'Peos0) +1/R sena &' = - k g cosO
FHR[ik (F) cosO + Fy sen0) + Fy') (6.3)
k* (U cosB+W senf-c) (W cosd +® send)-t/R cosa @' = - g
IR [ ik (Fycos +Fs send) + F7] (6.4)
ik (U cosB+W senf-c) @' - i k W’ (D send-'Peosd)-t/R sena P+

i k VR coso (D senB- P cosB) = -ik g sen0 + I/R [ ik (FycosO + Fysen0) + Fs']  (6.5)

Como ¢l nimero de onda es pequeiio, se pueden despreciar los términos que contienen a k*

o potencias supcriores ya que no tendrin una influencia significativa en la estabilidad del sistema.

Las ecuaciones constitutivas para las amplitudes de los esfuerzos pueden expresarse en

potencias de k de la siguiente manera:

Fi(y) =4 ALU'P" + 0 (k) (6.6)
Faly)=2ik (sen 8 ' - cos 8 W) + 0 (k%) (6.7)
Fy(y) =2 AL (W " - U' ") + 0(k) (6.8)

Foly) =" +ik AL[-¥"(Ucos® + Wsen0 -c)-U"(sen§ d-cos ) W)+
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WU cos 0 e Wosen0) « 30U (sen O 4 - cos O ) k) (69)
Fsfy)y=®" ik AL L™ ((eos O+ Wsen 0 -cp - W (sen Ut - cos (') -
G (U cos 0 + W sen0) « 3 W (sen 0 '~ cos 0 1)) + (k%) (6.10)

Fely) = - 4 AL W' F* + (k) (6.11)

Donde se ha utilizado el desarrollo.

[E+ikLi(UcosO+Wsen0-¢)] "= 1-ikL(Ucos® + Wsen0-c) +0 (k%)

Al sustituir las expresiones de los esfuerzos en las ecuaciones de movimicnto, obtenemos 3
ecuaciones a resolver para las variables , Wy g-
tsenae By tk { (1 senc Dy-") +i R [ (U cosO+W sen0-c,,) 'y +
U (Dy send-'1'y cosD)+cosd g,)- i AL [2 U' (ty" send-'F," cos) + 2 ¥" (U' cosO +W' sen0)
+[ -'¥o" (U cos 0+ W sen 0 -c,) -U" ('sen 0 by - cos 0 o) + Vo' (U cos 0 + W' sen §) +

3U (sen Oy -cosB'Wy))' =0 (612)

(R go' - tcosaDy) + k (R g - teosa ) - ik AL [ cosd - dy" senf)

+2 (send ty-cosh ‘Po')) = 0 (6.13)

~ senat Py vk { (T sena Wy") HOR [ -(U cosO+W sen0-c,) By’ +
W' (D send-Fy cosB) +send g.}- i AL [-2 W (D" sen0-'," cosd) - 2 @, (L7 cosO + " send))
+H{ Da" (Ucos O Wsen 0 -c,) -W" (sen 0 by - cos 0 'Fy) - ' (U cos O + W sen 0) +

3W (sen O Dy - cos 0 'Wy)] " #rcosu (senO - cos O W)} =0 (6 14)

02



N . “w 1 ) .
11 conjunto de termimos k' k', kK" es hocalmente independiente Luego, T unica mancra

de que se cumplan las ecuaciones ¢s que cada uno de los cocticientes de k seingual a cero

3 mismo desarrollo en serie de portencias se aplica a las condiciones de frontera

a) Anulacion de las funciones potenciales y sus derivadas en y=1.

Gy (1) t D)kt =0 (6 15)
P (1) s Py ke =0 (616,
Dy (1) + Dy (1)K + =0 (617)
o)+ (1) k +.=0 (618}

b) Condiciones sobre eslierzos tangenciales

-(-/—(—'—(9»)-(5-0':0 b, (0) - cosd ‘H,(O))-«‘I’ +l -*——*( senf ®,(0) - cos Y, (()))Ik

Y, - ,
~(-‘~~(wnofb,,(0) cosO W (@) ¢, +¥ (0)‘;4 FIAL[- C - U (0)(senB ®,(0) - (6 19)

~cos0 ‘P, (0y)+ ¥, (0) (1/'(0)cos @ + W' (0)senl ) + 3U'(0) (send b, (0) - cosf ¥ (0)))
e O

/ fw (0 1
’K(( )( sen( b, (0)- cosf( 0))— b, 4—! --—(:Qz(.wn() b (0) - cosf Y, (0)) i‘k +
1
{%T’(‘.S)‘(\U”O(D,‘(O) -cosl) ‘P,‘(O))c, -, (0) ik 1AL, Co - IV (0)(senO b, (0) - (620)
.0 ’ 4

~cosf P, (0)) - B, (0) (1 (0)cos @ + W (D)send ) - 317 (0) (senf] B, (0) - cos B ' (0))]
=0

Con Cy,’= cos O U (0) + sen 0 W(0) - ¢,
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¢) Condicion sobre estuerzos normales

Rg, - L (sen O 0y - cos 100)) + 6k 0 (21

donde E = (15/2)' ! (R.,/'R;') tan o - Teos o W)

Al hacer

relacion

¢l desarrollo en serie de potencias de las condiciones de frontera se ha empleado fa

‘| Ok
g Sy :
+k ¢ Cb l\ (v'u} )

6.2. Aproxinacion a orden cero

Los coeficientes que multiplican a k” en las ecuaciones (6 12)-(6.14) se igualan a cero. Esto

da lugar a un sistema homogénco de ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes constantes

para las funciones ®y, Wy y g,

TSsena ‘l’u' St =0 . (6»22)
Rg/-tcosudy =0 (6.23)
Tsen o Wy b= 0 (6 24)
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La primera y tercera ecuaciones constituyen un sistema cenrado Siose multipheaa (0 22) por -1,

a (6 24) por el numero 1y se suma ¢l resultado se obtiene

prsena (W vl (P i) 0 (625)

Definiendo una funcion compleja by = P + 1y, ¢l problema se reduce a resolver fa ecuacion

homogénea:

itsenche F0"=0 obien  h"+ 20y hy'<0 (6.26)

Ll primer término aparece a causa de la componente de € en la dircccion y. A un valor fijo

de 1, los efectos de la rotacion varian al modificar ¢f dngulo de inclinacion. En el caso extremo de un

plano verticat t sen « = 0, y los resultados son los misimos que s obtendrian en ausencia de rotacién. -

La influencia de la fuerza de Coriofis crece con el aumento del angulto de inclinacion «.

Para encontrar la solucion solo tenemos que resolver el polinomio caracteristico:
AMA+itsena) =0

Las tres soluciones de esta ecuacion son:

l.p":o
A= (i-l)y
Ai=(1-) %
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L solucion general de b, ey entonces

Dy ly) = Aa v Ayexp -1ri)yy v Apesp (h)yy {h27)

Las constantes Ag, Ay y A, se deterninaran a partir de las condiciones de frontera a orden

cero

Las condiciones de las funciones potenciales y sus derivadas en Ja frontera solida se traducen

e las siguientes condiciones para hy

ho(1) = ho(1) =0 (6 28)

de donde resulta el siguiente sistema de ecuaciones:

Ao + Ayexp (-1+)g + Ayexp (1) =0 (6.29)

(1) [ Ay exp (-1 +i)z - Agexp (1)) =0 (6.30)

Ponicado Ay y A, en funcion de A, se tiene:

A =2 Ay exp (14} (6.31)

Ar= Avexp (2 -1+ijy] (6.32)
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Al sustituir estos valores en h, se obtiene

holy) = 2 Ay exp (=1 tiyg [cosh (T ri) 7 (y-1) 1] {6 13)

E!l coeficiente Ay se determinara de manera que los esfuerzos tangenciales se anulen en la

superficic libre Las condiciones a orden cero de Jas funciones potenciales son

U"(0)/ Co’ [sen O Do(0) - cos 0 We(0) | + W"(0) =0 (6.34)

W(0)/ Co' [sen © By(0) - cos 0 'Pe(0) ] - By'(0) = 0 (6.35)

No hay manera de que (6.34) y (6.35) se combinen para dar una ecuacién que contenga
Gnicamente a hy(0) y sus derivadas. Entonces tencmos que obtener las expresiones para ®g y 'y a

partir de hg.

Waly) = Re (ha (y) ) = ai [ cos xy €7 - 2cos g € + cos x(2-y) €™ ] +

bi-sen gy e + 2 sen y ¢ -sen y(2-y) €47 (6.36)

Dly) = Im (h(y)) = a)fsen gy ¢ - 2 sen z e* +sen 5(2-y) e | +

by[cosxy e -2 cosy ¢* + cos z(2-y) e“?Y ] (6.37)

donde a;= Re (Ay) y by= Im (Ay).
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Haciendo uso de identidades tngonometricas, s expresiones anteriores pueden eseribirse
como
Waly) “ay [V - cos gly-1) cosh g (1-vp} » by [sen #{y-1) senh y(1-y)) (6 18)

Pfy) - -a) fsen gly-1) senh gf1-y)) + b1 - cos gly-1) cosh g 1-y)) (6 39)

Al sustituir estas expresiones y sus segundas derivadas en las condiciones sobre esfuerzos

tangenciales se obtienen of siguicnte par de ecuaciones

a;( sen % senh ¢ sen O + cos 7 cosh ¥ cos 0 - cos 0) + by (sen g senh y, cos 6 -
cos , cosh  sen 0+ sen 8) = Co/U"(0) (- 28, sen g seoh 7 + 2 by ¢ cos  cosh o) (6.40)
a;( sen  senh  sen @ + cos 1 cosh 7 ¢os 0 - cos 0) + by (sea y senh ¢ cos 0 -

¢os ¥, cosh £ sen 0 + sen 0) = C,/W'(0) (2 by 4" sen y senh 3+ 2 8y 3° cos , cosh ) (6.41)

Estas expresiones constituyen un sistema homogéneo para las constantes a) y by. Por lo
tanto, si tenemos una solucion para a; y by, las cantidades Ka; y Kb,, donde K es cualquier escalar,
también serin soluciones del sistema. Esto implica que las funciones @y y Vo seran determinadas
salvo por una constante. Las dos condiciones sobre los esfuerzos tangenciales servirdn para
determinar el parametro Cy’ y una de las constantes. La otra sera arbitraria

Para resolver ¢l sistema delinimos las siguientes constantes:

1= sen 7 senh y sen 8 ¢ cos 7 cosh 1 cos 8 - cos B (6.42)

. sen y senh ¥ cos € - cos 7 cosh z sen O + sen 0 (6.43)

68

Ml iy

i b e



o -2y seny senh g (644)

Iy 2 4 cos g cosh y (6.45)

Con lo cual tenemos las ecuaciones:
Feag by = Col U0} (i + by (6.46)

loay ¢ by = Col W'0) (Lyal - 1 by) 647)

Rearreglando se tiene:
(- W CIU(Q)) + [l - 1 CofUM(Q)) by/ay=0 (6.48)

(h - L CoW Q) + [12 + 1 Co'/W™(0)] bi/ay=0 (6.49)

La igualdad del cociente by/a) en estas dos ecuacioncs nos proporciona una ecuacion que contiene a
Co' como tinica incognita:

LU0)-1,C, 1, W'(0)-1,C,

L= . 50) -
L U0)-1,C, 1, W'(0)+], €, (6.50)

Una de Jas raices de esta ecuacion es cero, lo cual es fisicamente inaceptable ya que Cy’
aparece como un denominador en las condiciones de frontera. La otra nos da la condicién de

solubilidad del sistema

RIS A G )

17+

(65))
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La cual, al aphear las definiciones se convierte en

¢ - [: exp (n 0)(2 cosh (1 i)‘,'g - ’c(’nsh 27 C‘u:‘J‘l‘lb‘l“;()] o) ‘
! 2rilexpyorexp -2xc052 g)
[Viwcxp(-i/\l))»(ﬂ?.ucns'h (1-1) g - cosh 2y - cosh 2y ) ] U (0)
2y (exp2 g texp -2reos y) (652
[cxp 0 0)(-2cosh(b+i)y + cosh2 g+ coshli,z)} W (0)
[ exp(-i 0)(-2cosh(I-i)y + cosh2 ¢ + cush2i,z)] W (0)
T 2 texpry texp 2gcos2y)

6.3. Analisis de resultados a orden cero.

E} valor de ¢, es real, por o que Jas perturbaciones se propagan como ondas sin crecimiento

n amortiguamiento. Es decir tenemos estabilidad neutra.

1
Figura 6.1, Vetocidad de fase C, con respecto a ;.

" La Figura 6.1 muestra ¢l comportamiento de la velocidad de fasc ¢, como funcion del

parametro 3 y del angulo de propagacion 0. En ella s¢ observa que la velocidad maxima de



propagacion de fa onda se va desplazando hacia by izquicrda amedida gque 7 aumenta L1 caso sin
rotacion tiene una velocidad maxima para 0 0 Tambicn se aprecia que el aumento de la rotacion
produce una disminucion en el valor maximo de ¢, Otro aspecto s que ¢, es una funcion de periodo

2 1 con respecto al angulo de propagacion.

Podemos caleular ¢, en el fimite cuando g tiende a cero, el resultado es
i
15 ,
=y cosl (6.53)

Lo cual coincide con el resultado de Yih salvo por una constante multiplicativa que tiene que

ver con la dilerente manera en que s adimensionalizaron las velocidades.

Como ya s¢ menciond, se tienen una relacion b= M a,. Luego de algunas simplificaciones se

llega al resultado:

{e '"(cosh(l *i)y ;)f e"’(cosh(l-i)x - ;)}U"(O% iz (cosh (1 +i) - cosh (1-i) x)C,

M=¢ : . o
ie | cosh(l +i)y - b ie"| cosh(l-i)y - : ]U“(O) + 2 cosh (1+1) ¥ - cosh(1-1) 1) C,
2 2/)

(6.54)



D¢ ayui se obtienen las eipresiones para by para las funcones potencales a orden cero,

haciendo a,+1

hofy) - (Vi M) - coshy (F-iy(L-y) (6 55)
Wolyy = 112 (1=t My cosh g (T4 -y v H2(1 > i My cosh 7 (1) (1-y) (6 36)
Duly) = M- 172 (Mriycosh g (1) (Fy) - 2{M- 1 yeoshy (1= (1-y) {6 57)

Una vez obtenido estos resultados puede determinarse g, utilizando ta ecuacion (6.13) junto

con la condicion de esfuerzos normales a orden cero (6.21) Elresultado es’

ealy) = tR cosu [Duly) - D(0)] - 1(0) E/R (6.58)

Como se observa, en ninguna de las expresiones aparece ¢l coeficiente Ly-Ly, lo cual indica
que los efectos viscoelasticos no tienen influencia en esta aproximacion. Por tanto, se espera que la
sohicion a orden cero sea la misma que para ¢l caso newtoniano (Divalos-Orozco y Ruiz-Chavarria,
1992). Después de comparar los resultados se encontraron pequefias diferencias cuantitativas,
aunque ¢l comportamicnto general es muy similar Dichas diferencias se deben a algunos errores

encontrados en la aplicacion de las condiciones de frontera hechas en ¢l mencionado trabajo.

Asi, se obtienc una primera apraximacion al problema de 1a estabilidad de una perturbacion
cuyo nimero de onda tiende a eero. Este resultado sera utilizado en la aproximacion a primer orden

que se trata en ¢l capitulo siguiente



7. ESTABILIDAD DE PERTURBACIONES A NUMEROS DE ONDA PEQUENOS

APROXIMACION A PRIMER ORDEN,

7.1 Introduccion
1.a sola aproximacion a orden cero ro es fisicamente aceptable ya que supone un valor de k
igual a cero que implica una longitud de onda infinita. Sin embargo, los resultados obtenidos son
atiles ya que serdn utilizados en la aproximacion a primer orden. Esta aproximacion ¢s valida para el
caso en que puedan despreciarse las potencias cuadraticas o mayores de k en ¢l desarrollo en series
propueslo para las perturbaciones. Esto implica que tenemos longitudes de onda wuy grandes
comparadas con el espesor de 1a capa.
Se propondran soluciones del tipo A + k Ay para las pertusbaciones y para el parameltro c.
El sistema de ecuaciones a resolver es:
[F" -+ 20 D]+ R{(Ucos +W send -c,) ‘Po' + U’ (sen0 b, - cosd ‘Wo)] +
Tk R cosO gy -i AL { 2 U (sen® y"-cosD Wo") + 2 'Py" (U' cosO + W' senQ)+
[- Wo" (U cosO +W sen -c,) + U" (send My - cosO o) + o' (U' cosO +W* sen) +
3 U' (senf) dy' - cosO W)} =0 (YAY)
R og- 2057 @y - AL [ (send " cosO ‘") + 2 (send Dy'-cosd \¥y) | (1.2)
[0 - 21 W)+ R[(Ucosd +W send ~Co) D' + W' (sen0 Dy - cosO Py)] +i k R send go +
ik tcos o (send @y - cosO Wo)- i k AL { -2 W' (senQ dy"-cosO ‘") - 2 " (U cost + W' sen)+
{" (U cosh+ Wsenf-c,)- W' (senf @y - cosd 'Fy) - Dy (U cosO + W' senb )

+3 W' (sen0 @ - cos0 W)} = 0 (7.3)
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Con las correspondientes condiciones de frontera a primer orden
a) Condiciones en la pared rigida
Dy(1)y =iy =Dy =P’y =0 (74)

b) Condiciones sobre esfucrzos tangencialey

v -
W (()i (sen0 b, (0) ~ cos0 ¥, (0)) + {;?(scn()(!),.‘(()) - cos8 ', (0)) j!::

TAL {2, (0)C, ~ U (0)[send o, (0) - cos@ ¥, (0)) +'F, () U (0) cos & + W'(0) send] (7 §)
+3U0)(sen0 ¥, (0) - cosO'F, (0)))

. wo)l ’
-0, ¢ "—(;4(:9)‘.(50110(1)‘ 0)- cnsO‘lﬂ(O)) —Ef«(sen()(b,,(()) - cosO‘{‘,,(O)) =

-i AL {@,(0)C, ~ W (0)(scnf, (0) - cosD ¥, (0) - &, (D U'(0) cosd + W' (0) send)] (7.6)
+ 3W'(0) (500, (0) - cos0", (0))}

Los términos no homogeneos de las ecuaciones (7.1)-(7.3) son puramente imaginarios y dependen
explicitamente de la coordenada y. Ademds, aparece ¢l factor T cos «, proporcional a fa velocidad
angular en el ¢je x. Esto significa que la dependencia de las soluciones con la rotacion a primer orden

ya no sera solamente del parimetro c, sino de los valores de Ty . tomados por separado.

E! procedimiento es semejante al de la aproximacion a orden cero. Las ecuaciones (7.1) y
(7.3) forman un sistema cerrado para @, y ‘', Luego, las funciones potenciales se obtienen sin

-recurrir a (7.2).
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La parte homogenea de Jas ecuiciones (7 1107 3y es adentica a fa de L aprosimacion ¢ orden
cero, lo cual sugicre un cambio de variable y = ¥, 1 dy, despuds de combinar fas ecuaciones como
se hizo en e capitulo anterior. A dilerencia de fa aproximacion a arden cero, las tunciones @, y ¥,
no serdn puraniente reales sino que tendran una parte imaginaria derivada de la inhomogeinidad de

las ecuaciones

Multiplicando a (7.1) por -1 y a (7.3) por i y sumando ambas ecuaciones se obtiene:

[+ 28 hy') =i R{(U cosd +W send -¢,) hy' + (Ui W) (send @y - cosd o) +
exp(-i0) go ] -1 AL { 2 hy" (U cosO + W' senGi)+ 2 (Ui W) (senQ y"-cos0 Wo" )
[- " (U cos@ +W send -c,) + (U"-t W*) (senO dy - cosh ‘o) + by’ (U cosO +W' senl)) +
3(U' -t WY (sen® by’ - cosO Wo'))'} =0 (1.7)

La solucion de esta ecuacion puede expresarse como la suma de la solucion para la parte
homogénca de fa ecuacion, mas una solucion particular. Para la parte homogénea se tienc el mismo
resuttado que en cf capitulo anterior:

hin(y) = By + By exp (1-1) xy + By exp (1) xy (7.8)

El cileulo de 1a solucion particular es mas complicado y se dividira en dos partes. La primera

es una integracion directa, cuyo fin es reducir de tres a dos el orden de Ja ecuacion. La segunda parte

I
i
t
i
'




es la solucion de la ccuacion obtenida usando ¢ método de los parametros indeterminados para

resolucion de ecuaciones diferenciales ordinanas
7.2. Integracion de la ecuacion de estabilidad Reduccion de orden

Integrando la ecuacion (7.7) se tiene.
(b ¢ 2i g he] =i RJ { [(U cosd +W send -co) by + (Ui W) (send) by - cosd) Pa) +
exp(-i0) g }} dy -1 Al.f [ 2 h" (U cosh + W' sen0)+ 2 (U1 W') (send) @y"-cosd 'Hy")] dy
- AL {[~ ho" (U cosh +W sen -c,) + (U™i W) (sen dp - cast) 'Py) + he' (U' cosD +W' send) +3 (U

-i W') (sen0 @g’ - cosD We')] } =0 (7.9)

Para realizar la integracion, es necesario conocer la dependencia explicita de las funciones
con la coordenada y y hacer uso de identidadcs trigonométricas para poncrlas en una forma en fa
que puedan ser integradas facilmente. Esto debe realizarse para cada uno de los términos a integrar.
Dado que los pasos a seguir son analogos para cada uno de los términos ilustraremos en detalie este

procedimiento para ef primer término.

Las identidades trigonoméltricas que se usardn en ¢l proceso son las siguicntes:

sena = isenhia (7.10)
cosa=coshia (7.41)
senh a senh b = 1/2 [ cosh (a + b) - cosh (a-b) ] {1.12)
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cosh a cosh b= 172 { cosh (a t+ b) ¢ cosh (a-b) } (713)

senh a coshb = 1/2 [ senh (a + b) + senh (a-b) | (714)

a) Término (U cos0 + W senf - ¢} hy'

De fas formulas (4.30) y (4.31) se tienc.
U cosd + Wsen0 =T cosh [ sen x (1-y) senh g (1+y) + sen g (1 +y) senh y (1-y) | +

T sen 0 {cos x (1-y) cosh x (1+y) + cas ¢ (1+y) cosh ¢ (1-y) - cos 2% - cosh 2y |

En esta expresion tenemos productas de funciones trigonoméiricas por funciones
hiperbalicas. Para simplificar convertiremos todas las funciones trigonométricas a hiperbolicas por
medio de fas identidades (7.10) y (7.11) para posteriormente transformar los productos de senos y
cosenos hiperbolicos a sumas de funciones hiperbolicas, haciendo uso de las identidades (7.12)-
(7.14). El resultado es:
U cos@ + W sen0 = - i T] exp (i 6) cosh x (1+i) cash x {1-1)y

- exp(-i 8) coshy (1-i) cos x (1+i)y}-L,

donde:
Li=T senO (cos 2y +cosh 2y)

Por ofro lado, a partir de la ecuacion (6.55) se tienc:

bo’(y)= (1) (1 +i M) seah g (1-)(1-9)

De lo cual se obtiene:
(U cos0 + Wsen0 -¢,) he'=-1 T (1-1) x(? +iM) [exp(i9)cosh 3 (1+i)cosh y (1-1)y senh g (1-
i)(1-y) - exp(-i 8) cosh x (1-i) cos x (1+)y senh x (L)(1-p)} (Li+e) (L) x (1 +i M)

senh y (1-i)(1-y)}
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Una vez mas tenemos productos de funciones hipertbolicas que dependen de y por o que
aplicamos la idenudad (7 14) con lo cual se tiene
(U cosh + Wsent) -c,)h'= §A; [senh g (1-1) + senb g (1-1)(1-2y))-
Aj[senh g (1-1+2iy) + senh g (1-1-2y)] 472
(Ly v en) (-1 7 (14 M) senh 7 (1-0)(1-y) (715)

Donde

A== () Ty (e My cosh g (140) exp(i 0)

A== (1) Ty (141 M) cosh 7 (1-0) exp(-i 0)

Con esto tenemos expresiones que son faciles de integrar. Siguiendo el mismo procedimiento

para los demas términos tenemos

b)Término (hy send-'Py cos0) (Ut W')

b, send-Fy cosO = a, +a; cosh ¢ (1+i)(1-y)+a; coshy (1-i)(1-y) (7.16)

Existe otro término que es i T cos « (Py sen0-'Yy, cos0) para el que también sirve la
expresion anterior
Ui W'=A; senh ¢ (1-1)y

Siendo:

a; =M senB - cosd

ap =(1-i M) exp(-10) /2

ay = (1+i M) exp(i 0) /2

Ay=-2Ty (i +1)coshy (1+)

(D, send-'Fy cosh) (U~ W') = a, Ay senh ¢ (I-))y

Fay A2 [senh g (1+-2iy) + senlty (<1-i=2y)]

8



ESTA
SAUR Bk

Fas A2 [senhg (1-1) + senbiy (1-p(2y- 1))

¢) Término exp(-i0) g,
exp(-i0) g.=Ay (M) [- cosh ¢ (FH)(L-y) ¥ cosh g (141)]
HM-i) fcoshy (1-1) - cosh g (1-i)(1-y)}}

-1{0) E exp(-iD)/R
d)Término (sen W'+ cos® U') hy"
send W'+ cos0 U' =i T (1-i) x cosh y (1+i) exp(i0) senh ¢ (1-i)y
T (FHi) g cosh g (1-1)  exp(-iD) senh x (1+)y

ho" = 21 x* (1 +i M) cosh y (1-i)(1-y)

(sen0 W'+ cosO U') hy" = As [senh i (1-1) - senh % (J-1)(1-2y))2

-Ag [senh y (1-i+2iy)-senh y (1-i-2y)}/2
e)Término (' send-*¥y’ cos0) ((.!’-i w9

(Do’ send-We' cos) (U W'y=az Ay i x* [senh x (1+i-2iy) + senh x (-1-i+2y))

-i g2 ay As {senh 7 (1-0) + senh o (1-i)2y-1)]

TESIS W BEBE

L4 MBLIOTECA

(71

(718)

(1.19)

(7.20)



Los terminos que sestan son una denvadi total. por lo que al reahizar la integracion solo
quedara ¢l termino que esta dentro de la denvada y no sera necesario hacer la simplificacion Sin
embargo, debido a que en el proceso de solucion sera importante tenerlos en la misma fonna que los

demas términos, efectuaremos la simplificacion de los términos que estan bajo ¢l signo de derivacion

D Término (U cost) « Wseal) - ¢.) by

(U cosh + Wsenl) - ¢ ha"= As [cosh 7 (1) + cash 7 (1-1)(1-2y))/2

-Ax [cosh o (1-i#2iy) + cosh y, (1-i-2y))/2

“(Lyre) 2142 (148 M) cosh g (1-)(1-y) (121
donde:
Ar=2T 7 (1+iM) cosh % (1+i) exp(i0)

As=2 T ¥ (1+iM) cosh 1 (1+1) exp(-i0)

g)Término (sen@ My - cosd o) (U" -1 W")

(send ®y - cosh o) (U" -1 W") = a; Ay (1-1) 7 cosh{y (1) y}
+{1-1) a2 Ay [cosh %, (1+i-2iy) + cosh y (-1-i-2y)]72
+(1-i) ¢ as As [cosh  (1-i) + cosh g (V)(2y-D)}2  (7.22)
h) Término (U cosh + W' sen) hy'
(U' cosO + W' send)) hy'= Ay [cosh 7 (1-1)-cosh ¢ (1-i)(1-2y)}/2

<A [cosh 7 (1 -1-2iy) + cosh y (1-1-2y))/2 (723)
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Con
Ao Ay (14) %

Aw=A; (L ’I) v

1)Término (send &y’ - cost) W) (U-i W)

(sen@ My’ - cosO ‘') (U-i W) = Ay [senh g (1+i-2iy) - senh ¢ (-1-i+2y)]
+ Ay [senh  (1-i)-senh 2 (1-)(2y-1)}
- Lo ay (1) 7 senby (1+i)(1-y)

-i Lyay (1-i) 1 senh g (F-i)(1-y) (7.24)

Siendo:
An=(i-1) o T ay cosh x (14)
Ar=(1H) o T oz cosh g (14H)

Con csto, se tiene al término inhomogéneo de la ecuacion diferencial en una forma que
resulta facil de integrar ya que solamente se tienen funciones hiperbolicas de y multiplicadas por
constantes. Despuds de realizar fa integracion y agrupar los términos semejantes, se llega a fa forma
final del término inhomogeénco de la ecuacion diferencial:

ny +n;+nycoshy (l-i+2iy) + ng cosh , (1-i-2y) + ng cosh o (1 41-2iy) + ng cosh y (-1-i+2y)
t g senh i (1H-21y) + ng senh g ( =1-i+2y) + no cosh y (1-)(1-y) + nya senh 3 (1-i)(1-y)
gy senh g (1H)(1-y) + nyg cosh 7 (1-1)(1-2y)+ nys senh g, (1-3)(1-2y) + nyy cosh y (1-i)y

(7.25)
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Donde los valores de las constantes n, son fos sipuientes

(A‘ Ve Ay b A senhy (1) ylo)Ee )
=T e T iy @, A senhy (1 -1)
re " cosa [(M i) cosh y (1 +i) + (M ~i)cosh y (i *I)}
A, t»[(l-'i)za\/\, »/\,lcoshl(ld) )
Ry st e e s = A senhg (|- 1)

“

(A, rA,) (A +AL)
p,=oroa e 1002 Al

diy 2
(A, - A?). - (AJ, ﬁi’t)

3

UV
@A, e A
iy 2

n=AL o n E-Ay
— 3 H - H }
n, =(l, Hr,,)(l FiM)Y(1-2ig°) (7.26)
M-i)+a,

Moy L @i

my, =t Lay (L)

2+i)
e ah A, A, (-DraA, - A,
mE G- T 26-0) "2 2
M

Ny = a0 _"i‘);*"\lz

a,A
n, = 'z’*la“ + (lll\](l - I)I

i)

A partir de esta ecuacion se podra encontrar facilmente fa solucion particular det problema



7.3. Solucion particular. Método de parametros indeterminados

La parte inhomogénea de Ja ecuacion diferencial consiste en una suma de términos de la
forma J, =seah ( w,y + by) o bien J, =cosh (w, y tb)) Ambas funciones tienen fa propiedad de que fa
segunda derivada es propoicional a la fancion De esta manera, podemos proponer como solucion
particular Ia funcian m, J, para cada una de las funciones de fa parte no homogénea de la ecuacian, E)
problema consistira en determinar los valores de m, que satisfacen la ecuacion diferencial Debido a
que la ecuacion es lineal, podemos obtener fa solucion total aplicando el métado a cada una de las
funciones

Al sustituir una solucion cualquiera en la ecuacian se tiene:

m 3R 2 m =), (727)
Con n;dada por la ecuacion (7.26).

Si suponemos que Jj es de 1a forma cosh ( w; y + bi) o bien senh (w; y + by) se tiene que:

3= wl b
Sustituyendo en fa ecuacion (7.27):

mow g R i midi= g, (1.28)
De la cual s¢ encuentra ef valor de my que satisface la ecuacion diferencial:

ni
n]' = ‘iT,'z;i’ ‘;‘“w“'\ ‘1 (7 29)

En algunos casos no se pu'cden proponer soluciones de fa forma my; J; debido a que ciertas
funciones J, son soluciones de fa ecuacidn homogénea. Este es el caso de fas funciones 9, 10 y 14
para las cuales se empleard una variante del método de parametros indeterminados proponiendo
soluciones de la forma m, y J

Sustituyendo en la ccuacion diferencial se tiene:



(m,y )+ 20 75 m, y1Ionl, (7 30)
2wy (20 0y (731)
Pero el término dentro del paréntesis es cero ya que la funcion es solucion de la ecuacion

homogénea De aqui se obtiene ¢l valor de m, para estos casos
nl
m = (732)

Para la funcion lincal, proponemos una solucion de la forma my y + my. Los valores de estas
constantes son directos
Usando estas formulas, las constantes m; resultan ser las siguicentes

n, n,

=—try omy =iy
™ 2iy’ M 2iy}

n, n, Ny ;
= My =t e e

M 217(i~2)'m‘ 270G +2)" 7 2p%i-2)" 0 2401+ 2) 133)

n n n Ny, ‘
m; =27 ; My =773 n ;myz—--f-ly;m];,:.—~~:—'-1~;

27°(G-2) 2°(1+2) 4iy 41y
n n

my, :’"ZT“I;T;'“” ="6T‘;T;mn:"gi_{'" I Zi’f:

Con lo cual se llega a la solucion particular de la ecuacion diferencial.
Hply) = mpyy +my + ms cosh o (1-i+2iy) + my cosh y (1-1-2y) + my cosh y (1+i-2iy)
+mg cosh g (-1-i+2y) + mysenh ¢ (14i-2 i y) + mg senh x (—1-i42y) + my cosh ¢ (1-)(1-y) + nyy
senh x (1-)(1-y) + my) senh g (1+1)(1-y) + myz cosh  (1-)(1-2y)+ mys senh x (1-1)(1-2y) + my4 cosh

% (1-1)y (7.34)



e fas couaciones (7 1) y (7 3)0 seove gue as solaciones particulares para Py 9 son
puramente imaginarias Por esta razon podemos caleaarkas a partic de 1 mediante Lo tomuala
Ho i (Fy riby (7135
De la cual se obtiene
o= Re (-1 1) (736)

Gy, = Im (- Hy) (7137

4 Céleulo de ¢ a primer orden

La solucion general de (7 7) es:

I (y)= By + Byexp (1-) 7y + Baexp (i-1) 7y + Hy(y) {738

Impandremas las condiciones de frontera, lo cual nos permitird determinar los valores de By,
13, y B, (salvo por un factor), asi como ef valor de ¢).

| Las condictones de no deslizamiento en la pared para hy son:
h(1) = h'(1)=0 (7.39)
Sustituyendo la solucion para h; se tiene:
By+ Byexp(l-i) g + Baexp (i-1) g + Hf1) =0 (7.40)

(1) % By exp (1) % - (i) 7 Brexp (i-1) 1 +H(1) = 0 (7.4h

Este par de ecuaciones nos permiten expresar a Bo y By en funcion de la constante compleja
Bzi
By=-2Byexp (i-1) 1 - H(y) + (+1)/2 ¢ Hy(1) (742)

By =Boexp 27 (i-1) - (i) (2 ¢ Jexp (i-1) 1 1 (0) (743)
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Si descomponemos las constantes B, By y B, en sus partes correspondientes a by y Py

tenemos

an tiby=-2¢"(acosy-haseny )-2ict(hyeosy vayseny) i A2 ) [0 - D)

W(2y) [V, (1) + D)) =W b1y (744)

ay Fiby = (a3c0s 27 - bysen 27) Hie (b, cos 2y vapsen 27) -1 | €"H(2 1) (cos - seny)

(P, (1) - (1)) Hie N2 ) (cosy +seny) [, (1) - ()] (7.45)

Con lo cual se obtienen fos valores de las constantes para @y y *Py

ag=-2¢*(aycosy -byseny ) rin (7.46)
by=-2¢"(aysenyg +bycosy) tin (1.47)
ay = ¢ (ayco8 24 - bysen 2%) - in (7.48)
by = ¢ (ay sen 2y + bycos 2%) -iny (7.49)

Siendo:
r= U2 ) 1 (1) - B(D)] - ()
r = 2 [P(1) + & (1)] - dyfh)
1y = ¢*(2 ) (cos 7- seny) ‘Fp(1) - (cos g +seng) B'(1)

ri= e(2%) (cos z- seny) B(1) - (cosy +seny) (1)

I.as condidiones de frontera sobre esfuerzos tangenciales no pucden ser expresadas en

funcién de hy, por lo que es necesario descomponerla en funcion de jy 'Yy
+
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Wily) = ae e (@ cos gy thysengy )t e Cagcos gy < bysenzy) 1 tly) (750)

By(y) = by + e’ (-aysen gy Fbycosgy) f e (arsenyy rhycosgy) fidly) (751)

Sustituyendo los valores de @y, by y 'y by en estas expresiones tenemos

P SY]

Wily) = a {-2¢” cos g +e "V eos 1(2-y) t e cosgy) ¢+ be [2e"sen - e sen ¢(2-y) -

e senyy) +i[r-e” (rycos gy +rysengy) +'¥(y)] (7.52)

Dy(y) = a, [-2 ¢ sen g + e *(2-y) sen y(2-y) + ¢ ¥ sen gy} + by [-2¢” cosy te N cos g(2-y) +

e cos xy) +i {2+ e (rysen gy - ry cos gy) FDyy)) (1.53)
Evaluando las expresiones en y=0 se tiene.
Pi0)=ars tbyrg +in (7.54)
Dy(0) = -azrg t bars Finy (7.55)
Con:
rs =2 ¢*cos g + ¢ M cosh x(1+) + e cosh 1(i-1)
re=2¢*seny +ie ™ cosh y(1+)+ie™™ coshy(i-1)
=1y -1y HP(0) |
rs=r2- 1y +D(0)
Derivando a b y 'V dos veces y evaluando en y=( obtenemos:
Wi0) =g re+ by ot i (W,(0)-2 % 1) (7.56)
D) (0)= -0, 1y + by 1o+ 1(D(0) 4277 1) (757)
E 87



Donde

I

e 2igle coshz(itly-2ig e coshz(1-)

ey pilay

ry=2 7 e coshz(iv 1y + 247 ¢"" cosh 7(1-i)

Al aplicar las condiciones de frontera (7 5) y (7.6} se tiene

UM0)Cy' [ senl) (-az s+ byrs + i) - cos (15 + byra + i) - ¢/Cy [send) Dy0) - coslh Wl0) | +

Aty by + i (U(0)- 27 1) = -k (7.58)
W!'OYCy' [ sen0 (-agrs ¥ byrs ¥iny) - cosD {agry+ byrg + 1 19) - ¢/Co’ [sen0 (D) - coshd 'Wy(0) | +

82T ba =i (D(0) + 272 1) = -i kg (759)
donde k) y k; son las partes viscoelasticas de las condiciones de {rontera dadas por:

AL (=¥ (0) C, ~ U (0) (sen® d, (0) - cos0 ¥, (0)) + ', (0)] U' (0) cos 0 + W'(0) sen0)]
' +3U(0)(sen0 W, (0) - cos 0P, (0))}

(1.60)

AL {®5,(0) €, - W' (0) (senf b, (0) - cos ', (0)) - ®, (0)| U (0) cos @ + W' (0) send)]
+3IW (0){seng ¥, (0) - cosO ¥, ()

(7.61)

Luego de algunas simplificaciones algebraicas obtenemos el par de ecuaciones:
An a2+ Ap by - ¢ [sen 0 1,(0) - cosh Y(0))'Cy' =iy (7.62)
Aaray+ An by - ¢r [sen 0 ©,(0) - cos P(O))/Cy =iry (7.63)
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donde

Al = -1 5en0 - 15 cos + 1y Cy'/UM(0)

Az = rg senB - 14 cosO + 1y Cy/U"(0)

Ay = =16 5610 - 15 cosO + 115 Co'/W"(0)

Ay = 1y senf - 1 cos6 - 1y Co/W'(0)

ry =17 cosB - rg send + (Wp"(0) - 21 x’ 13) Co'/U"(0) - ky Cy/U"(0)

2= r7¢0s0 - rg send + (D,(0) + 21 xl 13) Co'TW"(0) - ky Co'/W"(0)

Con lo cual tenemos nn sistema de dos ecuaciones para encontrar el valor final de cy:

- i:quzz AR A AL -ALA),
send &, -cosf ‘¥,

""”"""'6-"““""’ (An "An)

0

(7.64)

Se observa que ¢, es una cantidad puramente imaginaria y su signo determina la estabilidad

del problema.

7.5. Anilisis de la estabilidad.
La solucion particular que se tiene depende linealmente del nimero de Reynolds, de 1 cosa,
de tan o y del pardmetro viscoelastico AL. En base a esto, se tienc una expresion general de la

forma:

Ci (8,0, ,RAL) = X (8,0) R + v(8,%) T cosax + 6(0,)) tance + j1(6,%) AL (7.65)
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El segundo tenmimo del miembio derecho es inducido exclasi amente por fa rotacion, por o
que se anulard en el caso sin rotacion Por otro lado, el cuanto termino ¢t contribucion debida a
que se tiene un Huido viscoeldstico ya que es el inico lugar en donde aparece ¢f parametro AL En el

caso limite de un thado newtoniano en que la rotacion tiende a cero se llega a la expresion
C, = [R-(5/2) tanat] cos™0

resultado que coincide con el de Yih (1963). excepto por una constante, que depende de las

diferencias en 1 velocidad caracteristica que se emplea para adimensionalizar

El analisis de estabilidad se lleva a eabo graficando el comportamiento de C; contra los
diferentes parametros involucrados en la estabilidad. La expresion de ¢, es sumamente complicada,
por lo que se realizé un programa en Mathematica que permite graficar los resultados. La cantidad
que se gralica na es directamente ¢, sino Im (c;) al cual llamaremos C,. Dicho ))rograma realiza cl

(
calcolo de las velocidades en ¢l flujo principal, posteriormente caleula los valores de las soluciones a
orden cero, la solucion particular y las funciones potenciales a primer orden. Ademas proporciona
una lista de valores del parimetro C; contra el pardmetro que se desee, dependiendo de aquellos que
s¢ hallan introducido como datos Todos los calculos fueron realizados en una PC 486 a 66 Mhz en

el Instituto de nvestigaciones en Materiales UNAM . El listado del programa se da en el apéndice Il

Debido a que en el flujo principal se observa el miximo de fa componente x de la velocidad

debajo de la superficie para nameros de Taylor grandes, los valores de dicho parametro fueron
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4

tomados en el intervido 001 a 2 Larazon de este comportannento prede debierse al hecho de que
no se estan tomando en cuenta los efectos de la fuerza centrifuya, los cunles se vuelven mas

importantes a medida que se aumenta la rotacion

En fa aproximacion de ondas largas, se tiene que ¢= ¢,k ¢ Ya que ¢ es puramente
imaginaria y ¢, puramente real, las perturbaciones se propagdn en forma de ondas con una razon de
crecimietto o decsecimiento dada por k €, Considerando que k es una cantidad positiva, ¢ ujo sera
estable si C; <0, mientras que si G es positivo el tlyjo serd inestable. Los puntos para los cuales Ci=0

nos dan los valores eriticos de los parametros.

En las figura 7.1 se muestra una grafica de C, vs O para diferentes valores de t En el caso sia
rotacion, se observa que ¢l valor maximo de C, ocurre en 0=0. Debido a que el maximo de C; es la
zona de mayor inestabilidad, esta gralica indica que la direccion del flujo que tiene menor estabilidad
es aquella en la que se mueve el fluido. Este resultado se menciona en la literatura sobre la
estabilidad de flujos unidireccionales (Drazin,1979). También s¢ observa que C; tiene una

periodicidad de 180°.

Al aumentar la rotacion, a direccion de propagacion del fluido se desplaza hacia valores
negativos de C, Este desplazamiento se explica por el hecho de que surge una componente adicional
de la velocidad en el flujo principal  desplazando consigo ta zona de mayor incstabilidad. Sin
embargo, al momento de comparar el angulo de maxima propagacion con la direccion promedio del

flujo principal Y, definida de la siguiente manera:

9]



Cvst
AL=0) a=1; R=5

o uﬂm
§ e £} §

el

— el $

Figura 7.1. La rotacién produce un corrimiento del maximo hacia fa izquierda.
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s tan i
< Aretd vl
Ty

&t
donde ¢l simbolo <~ indica ¢f promedio a lo fargo del espesor de la capa Se encuentra que Oy Y

Inclusive si Oay. s¢ compara con v, definido en la cc 536, se sige observando que Opcyy, 8 pesar de
que ¢l dngulo entre las velocidades en el fujo principal es minimo en Ja superficie Este fenomeno se

explica debido a que la perturbacion evoluciona por la aceion de la fuerza de Coriolis. En ausencia de

dicha fuerza, Ja direccion de mayor inestabilidad y la del lujo principal coinciden.

En la figura 7.2 se realiza la misma grafica de C;vs 0 pero con un valor de AL=1. Sc observa
que ¢l valor maximo de C; aumenta significativamente en todos los casos, con Jo cual puede
aprectarse ¢l efecto desestabilizador de AL. En el caso limite sin rotacion se recuperan fos resultados

dados por Lai (1967), quien resolvio el problema viscoeldstico.

Una comparacion de las diferencias que se tienen en el caso viscoclastico con e} Newtoniano
se realiza en Jas figuras 7.3 y 7.4, para diferentes valores de fa rotacion. Aqui se observa que la
viscoclasticidad no inlluye en la dircccion de mayor inestabilidad sin importar que haya rotacion o
no. Eltnico efecto que se observa es un aumento en Ja razon de crecimiento de la perturbacion de

una forma significativa.

Posteriormente se realizaron praficas para estudiac el efecto sobre C, de los diferentes

parametros involucrados en la estabilidad  Basadas en la Ec. 765, esto significa estudiar el
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0008 @1, R=3
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Figura 7.3, Comparacién entre el fluido Newtoniano y viscoeldslico,
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C,vs@
1=l a4 R=3

A L RO

Figura 7.4. Notese que a viscoelasticidad no medifica el 4ngulo da mixima
inestabilidad.
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comportamiento de los coeficientes A, v, oy p La tigura 7.5 s una gratica de €, con respecto a R
En ella se encuentra que R tiene siempre un etecto desestabilizador, lo cual imphca que & es una
funcion rigurosamente positiva Sin embargo, dicha funcion disminuve a medida que se aunmenta la
rotacion provocando un cambio en la pendiente de la recta Por otra patte, cuando mantenemos
constante ka rotacion y cambiamos AL la pendiente de la grafica C, vs R no cambia pero st aumenta fa

ordenada al origen a medida que aumenta la viscoelasticidad. Este efecto se observa en fa figura 7.6,

Un comportamiento semejante se observa con respecto al coeficiente pt que es el que
multiplica a AL. El coeficiente disminuye a medida que aumenta la rotacion, lo cual modifica las
pendientes de las rectas (Figura 7.7) y aumenta’ la ordenada al origen al incrementar el ntimero de

Reynolds (Figura 7.8).

Las graficas anteriores muestran que t tiene un efecto estabilizador no sélo por si mismo,
debido al coeficiente o de la Ec. 7.65, sino que también disminuye el efecto desestabilizador del
namero de Reynolds y de la viscoelasticidad. El efecto n;:to de la rotacion en la estabilidad ¢s una
funcion no lineal bastante compleja que puede observarse en la figura 7.9 para diferentes valores de

AL.

Como se vio en el analisis a orden cero, la rotacion y el angulo de inclinacion se encuentran
intimamente relacionados por medio del pardmetro y. Resulta interesante observar cual s el efecto
de la rotacion en la estabilidad para diferentes angulos de inclinacion. Los resultados se observan en

la figura 7.10. En cHla se muestra que para angulos o pequeiios (recordemos que o es el dngulo que
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R
Figura 7.8.Efecto desesiabllizador def numero de Reynolds.
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C versus g
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Flgura 7.6, €l aumento en AL produce un fncrementa en la ordenada al origen,
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forma el plano con la direccion vertical). el electo estabibzador de € es may pequero y auments a
medida que aumenta ¢l dngulo de inchinacion Lo amenor puede explicarse debido a que a mayores
angulos de inclinacion, el momenta angular provocado por la rotacion aumenta, por lo cual ¢l efecto

estabilizador de la rotacion se vuelve mas importante

Otra razon por la que ¢l dngulo de inclinacion estabiliza es porque una fuerza estabilizadora
en el flujo es la componente de la gravedad en el ¢je y, g sena, Ta cual aumenta con . El efecto neto

del angulo de inclinacion en la estabilidad del flujo se observa en la figura 711,

Otro de los calculos importantes al hacer andlisis de estabilidad es el calculo de los
parametros criticos. Estos se definen como los valores de los parametros para los que Ci=0, es decir,
nos encontramos en la transicion entre la inéslabilidad y la estabilidad. Encontrar los valores de
dichos parametros tiene una gran importancia a nivel practico ya que si deseamos mantener un
fendmeno en la zona cstable, los parametros criticos representan la barrera que no podremos

sobrepasar,

En la figura 7.12 sc presenta una grafica de R. vs 7. para diferentes valores del angulo de
inclinacion « y un fluido newtoniano. De nuestra definicion vemos que si R> R, el flujo sera
inestable por lo que la parte superior de la grifica representa zonas de inestabilidad, mientras que en
la parte inferior de la curva, el flujo serd estable  En ella se ve el aumento del nimero critico de
Reynolds (aumenta ¢l drea cstable) a medida que aumentamos fa rotacion, y al mismo tiempo

observamos que dicho efecto sera mas drastico a medida que aumenta ¢l dngulo de inclinacion.
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Valores criticos (R. versus 1)
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Figura 7.12. La rolacién aumenia la inestabiiidad,
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Por otra parte, una mayor viscoelasticidad del fluido implica una disminucion en ¢l nimero de

Reynolds critico provocando que la zona de inestabilidad aumente Esto se observa en la figura 7 13

El efecto de 1. sobre la viscoelasticidad se observa en la figura 7 14 Unpa vez mas, un
aumento de la rotacion incrementa el valor de AL, junto con la zona de estabilidad. Lo anterior
sugiere aumentar la velocidad angular para mantener estable el flujo viscoclastico Finalmente, ¢f

efecto del R, sobre el AL, es exactamente ¢l opuesto al de 1., lo cual puede observarse en la figura

1.15.
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Valores criticos (R versus 1)
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8 CONCLUSIONES

En este trabajo se investigo la estabilidad del flujo de un fluido viscoelastico de Oldroyd por
un plano inclinado en rotacion. Los principales objetivos consistieron en estudiar el comportaniiento
de un fluido viscoelastico ante la accion de una fuerza de cuerpo adicional como es la tuerza de
Coriolis y comparar nuestros resultados con los que se tenian para el mismo problema en el caso de

un fluido Newtoniano (Davalos-Orozco y Ruiz-Chavarria, 1992).

Primeramente, se resolvieron las ecuaciones de movimiento para el flujo no perturbado. Se
encontrd una solucion de un flujo estacionario en forma de una capa descendente con espesor
constante. También se mostro [a dependencia de las velocidades respecto a un pardmetro ¥, que
toma en cuenta los cfectos de la rotacion y de la gravedad. También se encontrdé que las
caracteristicas cinematicas del flujo eran idénticas a las del fluido Newtoniano, pero aparecen

esfuerzos normales y tangenciales adicionales debidos a la viscoelasticidad.

Posteriormente, se obtuvieron las ecuaciones lineales de Orr-Sommerfeld generalizadas para
un fluido viscoelastico en rotacion haciendo una descomposicion en modos normales para las
perturbaciones. Se encontro qué ¢l problema queda completamente descrito por dos funciones

potenciales @ y ¥ que cumplen un par de ecuaciones diferenciales. Una de cuarto y la otra de

segundo orden,



La imposibilidad de resolver ¢l problema en forma analitica condujo a proponer soluciones en
forma de serie de potencias del nimero de onda k. Después de analizar ¢l comportamiento de las

soluciones y compararlas con los resultados anteriores, se encontré que

La fuerza de cuerpo adicional tiene un efecto estabilizador ya que R. es una funcion creciente

de 1. Este resultado es consistente con el del Nuido Newtoniano

La viscoelasticidad, por otra parte, tiene un efecto desestabilizador sobre el thijo, lo cual esta

de acuerdo con los resultados obtenidos por Lai (1967) para ¢l caso sin rotacion,

Las fuerzas que tienen rclevancia en ¢l amortiguamiento de fas perturbaciones son la
componente de la gravedad perpendicular al plano y la parte de la fuerza de Coriolis inducida por la

componente de la velocidad angular en ¢l ¢je y.

Se encontraron ciertas diferencias en los resultados con respecto al caso del fluido
Newtoniano (Davalos-Orozco y Ruiz-Chavarria, 1992). Después de cuidadosas revisiones se
encontraron algunos errores ¢n los resultados dados en ese trabajo, por lo que aqui se corrigen y se
da explicacion a las diferencias. Sin embargo, el comportamiento general es el mismo por lo que las

conclusiones de dicho trabajo siguen siendo validas.

Este trabajo podria ser la base para realizar futuras investigaciones, entre los temas que

podrian estudiarse se encuentrayn:



a) Resolver las ecuaciones generalizadas de Ore-Sommerteld para un fluido viscoelastico en rotacion
encontradas en este trabajo, aplicando téenicas de anilisis numérico

b) Resolver el problema en otro tipo de geometrias fales como un cono en rotacion o un cilindro en
rotacion

¢) Resolver el problema en el caso no isotérmico con el fin de encontrar el efecto en la estabilidad de

gradientes de tension superficial.
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APENDICE ] LCUACIONES DE ORR-SOMMERFELD
La torma tinal de las ecuaciones de Orr-Sommerfeld para ol problema de la capa

de fluido viscoelastico que desciende por un plano inclingdo en rotacion son

U RS U A U R U SRS U S Y )

QI \Iu\ v 0] \Ipﬂ + Q‘ \PH + Q‘ \ll‘ N Q’ lll . QI. (bv + ()7 (D El ()

Donde
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K2@L2 4L )+ K (ich "+ aic L L) Uk @2iL? -2i L2 Ly U U

Prkivic K L2 L+ kP (2ichy-ichy) K («(FL?)-2¢ LiL)+ (ick-3¢ Pk Ly+
i KLk LR (2L +il)-3ic KL L+ k' Qel?+dcLyLy)+ (ik+
6ek? Li-9ic K Ly -4 K LYRU + Bick® L2+ k' (Ly 2L L)+ (3K Ly+
9ick® LA+6 K LYR)UP + (1K L2 L+ (30K Li-4ck! LHR)UHKLIRUY +
QALK Ly-4icALK L?-2¢ ALK L+ @iALk Li+4caLk' LU
QALK LAUD)Y U + (ki Fil)+ R (e L+ 2cl L) ¢k (et Li-ic? Ly +
(K2 LML) + K C2ickd #2ic LAL)U «k* (L -iLiLyuyue

Pom(k(ily-iL)+ kK Ll -cLi L)W H+K LA+ L L)UW

Pe=(-Ar+3iAckLi+3A ¢ K LAIAC K LY)R+(AK L2 -3iAck LYREP
O AK LR AU (LA 2L L) vk Qicl - 2ic ALy W+ kP (20 L -
ALY UWY + (K@il -2ily)+k Qcll-2cLly Ly W +U-diAkL-
6A ek L2 +3iAd K LYRK (2L +2 L L) W)

Pe=GiAk-IA ek Li=3iAd KLMAC K LYR K Li+iLy+k (cliy)~
cLyLy+ (-ik-3ck’ Li=3icd k' Ll K LORW U (A K LR K LRW) -
v’ ((-nAl kK L. ~2¢ ALK L.)W"Z ALK L U Wy (K (L s Ly Ly

K Gely-icly? lz))W'«l\ Gily +ily? 1)U\\")U‘+L'((k1(2L2'21;12)*
k) (2ICL ‘)ICL] [2))\’"4“ (7l|] *2![| L) U V") (l\(l[;"l[g)"k (~7Ll) *
7LL1L1)"’\ (IL Ly it lp L)) W” ’Lz«;ll\k 11‘3I\|Lk l])R“ (’]lk ,; ~
Fek' LO)RW -1 A i Ty W) UG AR L s AT 3 A G K LR

14



Y L - Ly r Ok -0tk L3¢ ML) R W b 2L 20y

K 2iclt s 2ic Ll Ly wn

Qralre ML Lark(3ieby-ichy) s k' 1) 1,1

Qz = (4 ll\ L| -4k L) ¢ k (-4 i l,; t 10 ¢k l; R l.) - 1o ¢k L) l)) i ]\'J (-8 ¢ l,
S8k 8 Lo 8t kL Ly ki Ly o2 kLt A YL
S2i kL Rt (k(IOKL 10K L) vk 8Ly tH6cik L) -8, Ly-16¢
LA Ly vk (Bicty #6 kL' #8icly Ly-6 ¢ kL L)) U (k' (8ik
LY v 8ik L2 L) vk @il -6 ckLy -4iL Lyvo okl LW vk 2k
LY L2kt Lpyuh)w

Q=2 k-2 K LY Lavkd (6eikLy+2¢ikLy)+K (0¢ Ly v6 ¢ LyLy~
K 2¢h kb -6c kL L)t ek vddd Koby-6ic K LY -dc KLY e
K LYRE B S KL Ltk (61 L -2i Loy vk (12 ¢ Lf <12 ¢ Lily)
vk 6ct il rI8 LS L)t (ik-8cek L+ i8id K LA rl6c KL -
Sict K LOYRU 12 KLY Lotk (6kLy? +6kLiLy)+k' (6cik Ly -
I8cik LY Ly v (k2 Li-18ick L2 -4 K L' +10ic & LYRyU +
B ck® Ly Laek® QikLy +6ikLy? L+ 6ik* L2 +16ck! L -10ic &
LOR)U + (2K LY Lyt (kL +5ick LYR)U -1k L RUP +Q2ic
ALK L)' 4 k24 AL Ly v 1OL 100 L)+ K QAL Ly - 8L+ 12¢ AL ik L2+ 12
Cik L+ 8L Lyt 12¢ik L2L) + k' (-6 AL LY - 2¢? L' -d ¢t AL ik L' + 262
L) +k («6icALL?+6icL+12 ¢ ALk L -2 ¢ kL -6icL? La+2 ¢t k
Ly L)+ (6ic? ALK LY 2K (12AL KL 4120k L) - 12k L2 L) +k* (12¢
ALLY +#dcL) + 126 ALIKLY -4cL? L) +k' (6iALLY -6iL, -24 cALk
L 44 ek +6iLY La-4 ck LY L) U+ (0icALK® L' +k' (6AL L, -2
L' <12cALik L +2L7 Ly)+k (12 ALkL -2k L' +2k L L)) U? + (4 AL
ik LY S2iALKE LYY U U + GIKAL vk (4L +10 ckL? +4iLy- 10 ck
LiL)+k* («TcLy? -8c7 ikl +7chiLy+¥cd kL2 L) +k' (¢ L'y+ L)’
L)+k* @icd Lt -2 kL' -2ic L Lo#2 ¢ kL)Y L+ (K (10 LP +
10 LiLy) tk* (7L +16ckLy -7TL Ly-16cikLy? L) +k' 3¢ L -3 L)
L)+k' (dicl? +6 ¢ kL' +4icLy? L-6 ¢ kL Ly U+ (8ikL, +
BikLZ L)tk (3cly +3cLy L+k ik -6 ¢kl -20iL7 La+6 ¢k
LY L) UP ok (L -L7 L)k @kl -2kl Lyuhyu

Qu=(k AikAL)+K (4iLi+8 ckLi +4ily-8ckliLy)+k ®ic2 L)} -
8ic L Ly) +k' (+10cLy? -4c® kL +10cL Lyt ac? kL) Ly +k* 2 L)
ALY+ (k' (-8kL? +8kL L)+ (-16icLy +16icL? L)+ k' (10L2 +8cik
L -10LyLy-8cik Ly L) +K (-6 L' +6 L LyyU+ (K BiL7AL)+k*
(-4ikLy' +4ikL? L)« K bely <6cl L)YV +k¢ (2L AL U YU + (4
¢ ALK Ly vk ((16cALL’-8¢® ALk L")+ k' (20 cAL kL) +(-8icAL
KLY vk (16AL L +16cALIKLY) =K (20 ALK L) U+ (-8ALIK L' +4
PALK L) U Ut -k L AL (U +3cik’ L)Y 2AL(UT) 3 & KLY 2AL
U -k Lt ALy ikt L e ALy s P okt L a0ty -

s




Jeik’ Lt o2aAL u/ Py s U3k Ly 2ALUE Y -6 ¢ KL 2AL (Y )y - 3
LY AL ) i ALK LT 2K ALK L R (0L Ly 20 ¢ AL K
L)k 34¢ AL 1l 8¢ ALk LY c K (321 ALY w20 & ALKL -
(24t ALK LY vk C20AL L) ok (08 e AL Ly s 24t ALK LY k(320
ALY 282 LL\[ kL) U+ (’hc ALK LY (-31\1.1‘1“ S22 cAL TR LY
L’*’)U't" CReliALy k(i |l st LY Ly ok 2l L ALy -
k' (214 L\L) v'k‘ BicllAL) c6k' ¢ L) Al)l" (k' (VL ALY+ kY (<6 ¢
LAALY U Sk LA utyue

Os=c' K L) Ly vk (Bichi-icLyt K (3¢ (Lirby) » ¥ (¢ LS riid
L2l v rick -ac K Lproic KLY sae KL -icd K LY)R- (K L
Lr @K L) -Sick LYRYU +ik" LY RUD + (6 ALK L' + 20" ALY
L' r 4K L AL v -dic kAL LY -dick' LY ALy (12 ALK L) -6ic’ ALK
LY 8k AL LU COALK L)Y v 6ic ALK L)y U -21ALK L' U )yut +
@BicALK Ly -20K'AL L -8ick’ AL L r4iaLk’ LUy U+ U (2AL U G
KL? 2ok pd)-2an Ui KLY -k L U rzAL Uty UG KL
QALU YT 2ic K L)+ 2ikK AL-K (2iAL-4k L, ALY+ K (dic? LPAL) -
(ScliAL + 27 P kL2AL) +k® (¢ LYAL)+ (ik+dck? Li-6ic K L7 -4
KLY rie KLY )Ry (K @k LAL) -k BicLAL) r K (5L AL rdick
LEAL) t K (3¢ LAAL) H(4 13 Lyr12ick® LA +12d & L) -4icd K LY
RYU+ (K (2iL2AL) + K el AL+ (6ik' L7 - 12ck* L +6ic® & 1Y)
RyU? + (k" (LY ALY+ (@K' L' -4ick® LYR)U' +ik’ L' RU' + (100 ¢ AL
KLy vk (28I AL L)+ k' (42c AL LY <1202 ALK L)+ K (321 AL LY +
8 cAL kL)~ (-20icAL K L' ok (2L L.‘ + 24icALkL,‘)+ k' (-40L)
ALYU-  2iAL K 1, u’)u'2 U+ (@icd ALK Ly +k’(2 L,AI)H.’ 9
ALl, mckL, AL)*k‘ (176 ALLY)+ K (22icALL? +2 & kL. AL) + (-
120 ¢ ALK Ly* + &2 (4ik L2AL) + k' Q4cALLY)+ K (22iALL? -4 ck L)’
ALY U+ (12ic ALK® L' +k* (17AL LY + K @LAAL) U <40 ALK 1,0 U
U"l S2AL K L (Ut 6ick’ Ly AL(U" )6 K LY AL (U k(12
ictk Ly AL(U")“)*L; (“dck® L, l;*k ik -3iL) L;)+(-6ik’ L -16¢
K L) 108 K L. )R*2xk’Al L (U"“)")*h ((w k" LY LK (AL
(Lﬁlz))‘k (Gick?® +9icLy L)+ (4K L+ 18ick’ LY ~24¢ & LY - 10§
¢ KL R6K L AL () -3cik’ LY (2L l"’)")‘lfk (BiLirila)-4
¢ k“l, L+ K (6cl,(l m))+k’(3»c LY -9icd L Ly+ Gk ~8ck’
Li-18ict K L2 -16 KLY +5ic K LY )R-61K LAAL (U ) -12 ¢ K
Ly AL (U'l)"»mc K L' AL (L")“)* (m ALK L vk(2kL,AL)~k’ (10
ALLl +4.ck1, ALY+ K (18¢® AL LY )+ K (24icAL LY ~2d] kh AL)*(-
12icd ALK L) K (4ikl.,ﬁm.;e~k" (36cALL ) «k (241 AL T4 ckL;
AL)U+ (I2icALK L rk'(lSALL:)fk’ (kL AL))l' 4iaLK Lt U
)u-u"w(u.AL;vH (3cl.Al)+k’(3|c Liab) k' (¢ L AL)~(}. (3L,
ALY K (6icLiPAL) <k 0 ¢ LIALY U+ (K (3L AL+ K (dclyaLpL?
sk (Lt ALy U u

i

16



Qe=(-Art A ekl v 6 A K LY -diA K Ly A K LR (-
i kL - 12A ek L2 120 A M T A VL RU b ALK LY
2iAck’ L) oA R LPYRUP v (i AK L A ek LYRU

Ak LY RU

Orec' K U kK (Bichy-ichy) K (3 L? -3¢ ity K e 1) s
Jic Ll gt ik cad K Lyreid KRS ad KL iR LR
kLY Ly v (K L2 -Sick LYORU vk LPRU o ALK L)
2icd ALK LY v ak L AL -4k GcALLY kT acik LAAL (02c ALK L
6icd ALK Ly + 4Kk TALLZ + 4K kLA AL) UL (6 ALK L) +oic ALK L)
YU -ZiALK Ly U U+ ic ALK L vk (oAl L -8 e Al ik 1Y) ¢ 20
KALkL?® +4ALIK L Ut + UGk L2 2807y +2 ¢ k' L 2a( 07y
AP L 2AL WY ik L U 2AL @y UK LY 2AL Uy s 2 K
LY 2AL (U ) F QKPKAL vk (21 AL +4 ek ALY vkY (dic® L2AL) + K
(-SclyAL -2¢ kL2 AL +k* (& LY ALY+ (ik+dck Ly 6icd K LY -4¢
KL +id LR (& (kL AL+ (Sicl/al)+k' (GLyAL +dcik
LEAL) FK' (3 LY ALY+ (4K Lyv12iek’ L2 w12 K LY -4icd K LY
R)U+ (k' (HLIALY+K (2iL 2 ALY+ k" Gel AL+ (6ik L -12ek L)
+6ic K LRV (K Lt L L)@k L ik LRy U ik
LY RUY +(10ic? ALK Ly* +28 K ALI L2 +k' (-20cAL LY -22¢ L) AL - 12
ALK L)) # K IOTAL LY - 220L2AL +24 cALkL® #16 ck L' AL) + (-20
icALK L' rk' (2ALL +24cALikL ) +k' (8 AL L)Y U+ (-12ALiK
L #100ALK LHUHY U U+ @dicd ALK L' - 2K L, AL + K (4AL L +5
AL +dcik L ALY + K ((17¢ ALLY) +K (12icAL LY < 10icL/ AL +2 ¢
KLAAL) ¢ (12i¢ ALK L' 4K (4 L2aLy+ k' (GdcAL L)+ k' (220 4L
-4 ek ALY U+(12ic ALK L' +k (17AL LYY +K QkLP ALY UP -4
ALK L U )U? -2k L AL U +3cikd L2 2AL U2y +6 ¢ K L)' AL
Uy Kk (1-26 TkL AL (U))+ U (dek® L) Lo+k” QL) =300 Ly
FOIK L -16ck® LY +10ic K LY)R V21K L AL U7 ))+ U (6 K
L' Lot K (31,AL)+ K Bick® +0icl? L+ (k! Li+18ick’ L +24
KLY -0id K LYOYRAK L 2AL Uy -3cik® L 2AL (U )+ UK
Gilar iL)-4S KL Li+k® GeL?+6clil)+K (Aicd L’ -9id L)’
L)+ ik +8ck® Li-18ict K L2 -6 K L +5ict & LYYR-6iK L
ALY - 12 ¢ K LY AL @)+ 6¢® iK' L' AL (U ))+ (@dic® ALK L' -2
K2 Ly AL + K (I0ALLy +4cik LAAL)-18 k' ¢@ AL L +k' (-24ic AL L +2
A KLOAL) F (121 ¢d ALK L -4k L AL 436k ¢ALL + K (24iAL L7 -4
ckLPALDYU+ (12icALK Li* 418 k' ALL 42K L7 AL) UP - 4Lk L)'
PHU U ik AL +3K oLy AL3K i¢d LAL-K' ¢ L)AL - B K LiAL 16
Bicl2AL 43K ¢ LU+ (3ikLy2AL -3 kel al) U k' L aL U
U

17




APENDICE I1

Ein este apéndice se anexa el programa en Mathematica que se utilizo para graficar
los resultados de los capitulos4, 6y 7

“Introduccion de valores iniciales”

Tau=N{1]alpha=1,R=3,dL=03,
gi=N[Sqrt{Tau Sinfalpha}/2]},

“Calculo del flujo principal”

T1=(Cos[2*gi]+Cosh[2 gi])*1,12=(1-((Sin[2 gi] + Sinh(2 gi] \
V(2 gi*(Cos[2*gi]+Cosh{2 gi])IN(-1/2).T=N{T1*12],
Uly_]=N[T*(Sinh[gi*(1+y)]*Sin[gi*(1-y)] +Sinh{gi*()-y)} \
*Sin[gi*(H+y)DLWly_] =N[T*(Cosh({gi*(1+y)]* Cos[gi*(!-y)]\
+Cosh[gi*(1-y)]*Cos[gi*(11y)]) - T (Cos|2 gi]+Cosh{2 gi})].

“Célculo a orden cero”

H=Sin{gi] Sinh[gi] Sin{Th]+Cos(gi] Cosh{gi] Cos[Th}\
-Cos(Thj,
12=Sin[gi] Sinh(gi] Cos[Th]-Cos[gi] Cosh{gi] Sin[Th}\
+Sin[Th],
13=-2 gi*2 Sin[gi] Sinh[gi],
14=2 gi*2 Cos(gi] Cosh{gi];
cop=((11*13 +12*14)sU"[O] +(1] 14-12¢13)*W"[0])/ \
(1372 +1472),
co=8in[Th] W[0}+Cos[Th] U{0]-cop;
al=hbi=(11 U"[0]-13 cop)/(M cop-12 U"[0]):M=bl,
psio[y_}:=al*(1-Cos[gi (y-1)}*Cosh[gi (}-y)])+\
b1*(Sin[gi (y-1))*Sinh[gt (1-y)])
fiofy_):=-al*(Sin[gi (y-1)}*Sinh{gi (1-y)+\
b1*(1-Cos[gi (y-1)]*Cosh[gi (1-y)])
holy_):=(al+1 b1)*(1-Cosh{(1-1) gi (1-y)])

8=1/(2 gi*2)*(1-(Sinh[2 gi}+Sin[2 gi])/(2 gi \

(Cosh[2 gi]+Cos[2 gi))'(1/2);
DE=1/(s),
Ek=N((15/2)*(1/2)*Tan[alpha]* DE-Tau Cos[alpha]*W[0]];
gam=N[(Sin[Th}*fio{0]-Cos{Th]}*psio[0])/cop];
goly_1:=Tau/R*Cos[alpha]*(fio[y]-fio[0])-gam EK/R,
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“Calculo de la solucion particular”

all=(M Sin[Th}-Cos[Th]);
al2=1/2 Exp[-1 Th) (1-] M),
ald=1/2 Exp[l Th] (1+1 M),

Al=-(1+1) T gi (1+] M)*Cosh([gi (1+1)]*Exp{1 Th],
A2=-(1+1) T gi (1+1 M)*Cosh[gi (1-1))*Exp[-1 Th];
A3=-2T gi (1+1) Cosh[gi (I +1}],

A4=Tau*Exp[-1 Th]*Cos[alpha]/(2 R),

A5=2 T gi”2 (1+1 M)*Cosh{gi (1 +H)]*Exp[l Th)\
*(1-1) gi,

A6=2 T gi*2 (1+1 M)*Cosh[gi (1-1)]*Exp[-I Th]\
*(141) gi,

AT=2 T gi"2 (I+1 M)*Cosh[gi (I+1)]*Exp[! Th];
AB=2 T gi*2 (I+1 M)*Cosh[gi (1-1)]*Exp[-I Th];
A9=A*(1-1) gi,

AI10=A2%(1+]) gi;

All=(I-1) gi T al2 Cosh[gi (1+])};

Al12=(1-+) gi T al3 Cosh([gi (1+1)],

L1=T Sin[Th]*(Cos[2 gi]*+Cosh[2 gi});
L2=L1/Sin[Th],

n[1]=A1/(4 1 gi*2) Sinh[gi (1-1)],

n[2]=A1/(24 gi*3 (1+1)),

n[3]=A2/(8 gi*3 (1+21)),

n[4]=A2/(8 gi3 (1+2));

n[S]=(L1+co)*(1+1 M)/(2 gi (I-1));

n[6)=-all A3/(41gi"2),

n[7]=al2 A3/(8 gi*3 (142 1));

n[8]=al2 AY/(8 gi*3 (I+2)),

n[9]=al3 A3/(4 1 gi~2)*Sinh[gi (1-1)];

n[10]=-al3 A3/(24 gi"3 (I+1)),

n[11]=A4*(M+1)/(4 gi"3 (1-1)),

n[12]=A4*(M-1)/(4 1 gi*2),

n[13]=A4/(2 1 gi*2)*((M+1) Cosh[gi (1+D)]+(M-)* \
Cosh[gi (1-1)]-gam Ek Exp[-1 Th)/(A4 R));

n[14]=all1/(2 1 gi*2),

n[15]=al2/(4 gi"3 (1-1)),

n[16]=-al3/(4 1 gi*2);

n[17]=-2 AS/(4 1 gi"2) Sinh[gi (I-1)];

n[18]=2 A5/(24 gi*3 (1+])),

n[19]=-2 A6/(8 gi*3 (1+2 1)),
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n[20] 2 AOAR g 3 (1-2)).
n[21}=-2 al2 A3/(4 g (1-2)),
nf22]-1 2 al2 A3 gi(1:2)),
nf23}-+-2 al3 A3 Sinh[g (1-1))2,
n[24] -2 al3 A3M12gi(1-1).

n[25] A7A4 g’ 2)*Coshlgi (1-1)],
n[26):-A7/(12 1 g1 2),
n{27)=-AB/4 g’ 2 (1:2)),

n{28) -AB/(4 gi’ 2(1+2)),

n[20] (L1 +co)* T gi*(1-TNIY(L-D),
n[30]=al} A3/2,

n{31]=(1-1) al2 A3/(4 gi (1-2)),
n[32)=(1-1y al2 A3/(4 gi (1+2)),
n[33)-(1-1) al3 A3/(4 1 gi) Cosh[gi (1-D],
n[34)=-(1-1) al3 A3(12 1 gi),
n{35]=-A9/(4 1 gi*2)* Cosh[gi (I-D)],
n[36]=-A9/(12 I gi’2),
nf37)=A10/(4 gi* 2 (I-2)),
n{38]=-A10/(4 gi"2 (1+2)),
nf39]=A11A2 gi"2 (1-2)),
n[40)=-ATH(2 gi’ 2 (112)}.
n{41]=A12/(2 1 gi” 2)*Sinh(gi (1-1)];
n[42]=A12/(6 1 gi"2),

nf43)=-12 al2*(1 +1)/(4 i)

n[44]=1 L2 al3/2,

H{y_):=R*(n{1] y+n[2] Cosh[gi (I-1) (1-2y)}* n[3]\
Cosh[gi (1-1+2 1 y)]+n[4] Cosh[gi (1--2 y)]
+n[5] y Sinh{gi (I-1) (I-y)]+n[6] y Sinh[gi
()-1) y]+n[7] Coshlgi (1+1-2 1 y)]+n[8]*Cosh
(gi (-1-1+2 y)] +n[9] y+n[10] Cosh{gi (i-I) -
(2y-1)1+n[11] Sinh[gi (1+1) (1-y)]=n[[2]}
y Cosh{gi (1-1) (1-y)}+n[13] y)#I Tau Cos[alpha];
*(n[14] y+=n[15] Sinh[gi (1+1) (1-y)]*n[16]**
y Cosh{gi (1-1) (1-y)])+dL*(n[17] y+n[18] Cosh{gi
(1-1) (1-2 y)] *n[19] Coshfgi (1-1+2 T y)]+n[20}*\
Cosh(gi (1-1-2 y)]*n[21]*Cosh[gi (1+1-2 | y)]+n[22]:
Coshgi (-1-1+2 y)) #n[23] yn{24] Cosh[gi (1-I}).
{2y-1))+n{25] +n[26] Cosh{gi (-1} (1-2 y)]:
+n{27) Cosh[gi (1-1+2 1 y)]~n[28] Coshlgi (1-1
-2 y)]=n[29]*y Sinh{gi (1-1) (1-y)}-n[30] y*
Sinh[gi (1-1) y]+n[31] Cosh({gi (1+1-2 1 y)]+n[32]*
Coshfgi (-1-1+2 y)]-n[33 ]+ n[34] Cosh[gi (1-1)(2y-1)]
~n[35}-n{36] Coshlgi (1-1) (1-2 y)]:
3T Codhipi (1-1-2 il =nl 381 Coshlei (1-1-2 41
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-34(n[39] Sinh{gi (11 1-2 Ty)]rn[40}*

Sinh[gi (-1-1+2 y)}en{4t]+n[42] Sinh{gi (1-1) (2y-1)]
tn[43] Sinh{g (141 (1-y)] +n[44]* Cosh{gi (1-1) (1-y)]:
y)

ply 1 =Re[H{v]],
Ty} =Im[Hi[y}].
pply_) =Re[t[yl],
fply ] =Im{I{'[y}],
p2ply_} = Re{l'[y]},
2p[y_] =im[H"y]},

“Caleulo de ¢ a primer orden”

ri=1/(2 giy (pp(1]-fpl1])-pl1] |

r2- 142 gi) (pp{ 1] (DT

r3=Exp[-gil/(2 gi) ((Cos[gi]-Sin{gi]) ppl1}-\
(Cos[gi]'Sin{gi]) fpl1]),

r4=Exp[-gi)/(2 gi) (Cos[gi]-Sin[gi]) fp[1]+*
(Coslgi] *Sin[gi]) pp(1]),

r5=-2 Expl-gi] Cos(gi}+Exp[-gi (1+1)}* Cosh[gi (1+I)\
1+Exp[-gi (1-D)]*Coshfgi (1-1)];

r6=2 Exp[-gi] Sin[gi]-Exp{-gi (1+{)]*Cosh[gi ([+[)\
J* 1+t Expl-gi (1-1)]*Cosh[gi (1-)],

r7=rl-13 +p[0],

r8=12-r4+]0],

19=2 | gi*2 Exp[-gi (1+1)] Cosh(gi (1+1)]-2 [ gi"2\
Exp[-gi (1-1)] Cosh{gi (I-1)];

1102 g1 2 Exp(-gi (1+1)] Coshfgi (1+1)]+2 gi"2!
Exp[-gi (1-)] Cosh[gi (I- 1)},

r11=(r7 Cas{Th}-18 Sin[Th)-(p2p[0]-2 gi"2 r4)\

cop/U"0}),
r12=(r7 Cos[Th]-r8 Sin[Th]+(f2p[0}+2 gi"2 3N
cop/W'[0]), '

Al1=-16 Sin[Th}-r5 Cos{Th]+r9 cop/U"[0},

A12=15 Sin[Th)-16 Cos[Th]+r10 cop/U"[0],

A21=-16 Sin[Th]-rS Cos[Th]+r10 cop/W"[0];

A22=15 Sin[Th]-r6 Cos[Th]-r9 cop/W"[0]

ni=(fio[ 0] Sin[Th]-psio]0] Cos[Th])/cop,

1 N[-(r12 Al2-r1T A22+A22 ATI-AT2 A21)
(0 (-A12+A22))],
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Donde sc tiene fa siguiente equivalencia de las variables con respecto a fas

utilizadas en la tesis

8=y
Tau=1
alpha = «
R=R
Th=0
Wlyj=W
Uly]=U
dL = Al
psio =¥,
fio =,
€O = ¢,y
cop=Cl,
Hp=H,
cl=¢

2
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