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CAPITULO 1

Introduccion

1.1 ANTECEDENTES Y OBJETIVO

Un atomo localizado en la superficie de un sélido tiene propiedades
considerablemente distintas que uno localizado en el interior. Por esta razon, el
estudio de dtomos superficiales se ha ido desarrollando como una rama
independiente en la fisica atomica, que por su gran nimero de aphcacnones,
cobra cada vez mayor importancia.

El primero en abordar el estudio de un dtomo superficial fue Levine'”
en 1965, con el objetivo de analizar las propiedades mecdnico-cudnticas de una
impureza donadora aislado localizado en la superficie de un cristal dieléctrico,

por ¢jemplo un atomo de fosforo en una superficie de silicio, un dtomo de cesio
en una superficie de cloruro de sodio o de zafiro. El modelo de Levine consiste




Introduccion

en un atomo confinado en un espacio semi-infinito, con el niicleo localizado en
la frontera plana que simula la superficie y un electron de valencia moviéndose
en un orbital electronico. El potencial de superficie idealizado es un potencial
coulombiano dentro del dieléctrico e infinito fuera de él y se usaron funciones
de onda hidrogenoides con nodos planos para describir el efecto de la frontera.
Levine resolvio el problema en forma exacta, encontrando entre otros
resultados interesantes, que el estado base de un donador superficial
corresponde al estado excitado 2p, hidrogénico; su energia de ionizacion es
s6lo una cuarta parte de la de un donador en el interior y debido a la asimetria
introducida por la superficie, todas las funciones de onda dan lugar a momentos
dipolares no nulos. Este trabajo tiene importantes aplicaciones para el estudio
de propiedades opticas de superficie, la formacion de peliculas delgadas, la
catalisis y en general, para fendmenos dominados por efectos de superficie.

A partir del trabajo de Levine, los atomos superficiales han sido tema de
muchas investigaciones. Satpathy®” en 1983, presento las energias exactas y
las funciones de onda de un electron que se mueve en el potencial de un
agujero masivo cerca de la superficie rigida de un semiconductor. El potencial
de interaccion electron-hueco que utilizo Satpathy fue el mismo que propuso
Levine para modelar el efecto de la superficie. La ecuacion de Schroedinger
para este potencial de interaccion es separable en coordenadas esferoidales
prolatas, de modo que es posible resolverla en forma exacta, Satpathy analiza
la variacion de las funciones de onda y las energias de los estados base y
primeros estados excitados coimo funcion de la distancia del agujero a la
superficie; muestra que el estado base de un exciton cambia continuamente de
un estado 1s hidrogénico, cuando el agujero esta completamente en el interior
del dieléctrico, a un estado 2p hidrogénico cuando el agujero se localiza en la
superficie, de acuerdo con los resultados conocidos en ambos limites. El mismo
problema fue tratado con un método variacional por Liu y Lin''"), obteniendo
resultados muy semejantes. Este trabajo encuentra diversas aplicaciones; por
ejemplo, la formacion de la capa muerta en superficies e interficies de
semiconductores, el espectro de una superficie reflectante, etc.

Por su parte, Shan et al.*" desarrollaron en 1984 el método de potencial
de imagen para analizar el comportamiento de impurezas en la superficie de un
semiconductor, como por ejemplo, un dtomo de selenio o telurio reemplazando
a uno de astato en una superficie de GaAs. El método del potencial de imagen

consiste en considerar el potencial al que esta sometido el electrén del atomo.

donador, como la superposicion de una parte real, que es un potencial
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coulombiano dentro del dieléctrico, y su imagen virtual fuera del dieléctrico,
para obtener las ecuaciones de onda esferoidales generalizadas que describen el
fenomeno. Shan continfia sus investigaciones en este sentido y posteriormente
presenta un andlisis de las propiedades de dichas ecuaciones, tales como son
las simetrias y las leyes de conservacion asociadas; correlaciones entre los
numeros cuanticos y los eigenvalores de la energia en los limites en que el
atomo se localiza en la superficie y en el interior del semiconductor, etc.

Es importante hacer notar que todos los trabajos mencionados tienen en
comin el hecho de que la superficie de frontera es plana y el espacio semi-
infinito en que se encuentra el atomo de interés representa el interior del sélido.

El tema del trabajo desarrollado en esta tesis difiere de los anteriores
precisamente en las caracteristicas del espacio semi-infinito que confina al
atomo superficial. En este caso se considera una frontera paraboloidal que
modela el efecto de los atomos vecinos y la parte del espacio en que se
encuentra el atomo estudiado representa el exterior del solido. Este trabajo
forma parte de una linea de investigacion cuya motivacion surgié del interés
por explicar el fenomeno de ionizacion superficial en muestras de rocas
comprimidas que fue reportado por varios grupos experimentales.

En 1975, Shevtsov et al.** detectaron una carga positiva en la superficie
de muestras de feldespato al someterlas a presiones en el intervalo de 0 a 80
MPa. Esto indica que en algin momento tuvo lugar una emision de electrones.
Mais aun, al medir la corriente asociada con el movimiento de las cargas
positivas, encontraron que ésta aumenta a medida que la presion sobre las rocas
aumenta también, alcanzando su valor maximo al momento de la fractura.

En 1986, Brady y Rowell® realizaron varios experimentos con muestras
de basalto y de granito en atmosferas controladas de argon, de helio y de agua,
con el fin de determinar las posibles causas de la emision de luz asociada a la
fractura de rocas en minas y temblores. La conclusion de tales experiientos es
que debe haber exoelectrones con energias cercanas a una unidad atomica (27.2
eV) que excitan las atmosferas en las que se encuentran las muestras rocosas al
momento de la fractura, a presiones de 300 MPa.

Guo et al.”®), en 1988, reportan la deteccion de electrones mediante un
contador Geiger-Miiller en el momento de la fractura de muestras de granito
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comprimidas bajo una presion de 170 Mpa. Tales electrones presentaron
energias mayores a los 0.05 MeV.

En un primer intento por explicar este fenomeno, Ley Koo y
Rubinstein”, proponen un modelo de dtomos comprimidos confinados en
cajas con paredes penetrables, que resulta consistente con la emision de
electrones antes y durante el momento de la fractura. Sin embargo, las energias
de dichos electrones para este modelo son un poco mayores de una umdad
atomica para las presiones utilizadas en el experimento, y los electrones de alta
energia reportados por Guo et al.(ibid) no pueden ser explicados a través de
este Imecanismo, ya que se requeririan presiones excesivamente altas para
obtener electrones con tales energias.

Surgio entonces la necesidad de crear nuevos modelos que pudiesen dar
explicacion al fenomeno experimental. En 1990 Ley Koo y Garcia Castelan('?
proponen el modelo de un dtomo de hidrogeno confinado en un espacio semi-
infinito con paredes paraboloidales, para estudiar la posibilidad de ionizacion
del atomo por el efecto de confinamiento de los dtomos vecinos en la superficie
del solido sujeto a compresion. Resolvieron el problema en forma exacta y
encontraron que efectivamente el dtomo se ioniza al cerrar la superficie
paraboloidal en torno al niicleo, simulando la compresion. En este trabajo,
ademas de calcular la energia del sistema para el estado base y primeros
estados excitados, se calculan propiedades como la constante de estructura
hiperfina en sus componentes isotropica y anisotropica, el momento dipolar
eléctrico y la presion. Esta tltima proporciona informacion de utilidad para
comprender el fenomeno de emision de electrones por rocas comprimidas.

Posteriormente, en 1993, Ley Koo y Mateos Cortést"™, con el objetivo
de investigar como depende el efecto de ionizacion de la geometria confinante,
presentan un modelo del dtomo de hidrogeno confinado en un espacio semi-
infinito con paredes hiperboloidales. Este problema también admite una
solucion exacta. En paralelo con el trabajo anterior se calculan las mismas
propiedades que para el caso de fronteras paraboloidales. La comparacion de
las componentes isotropica y anisotropica de la constante de estructura
hiperfina, asi como del momento dipolar eléctrico, con las correspondientes al
atomo libre, permiten en ambos casos determinar el efecto de la superficie
confinante. En cuanto a la ionizacion de los estados mas bajos del atomo de
hidrégeno confinado por paredes hiperboloidales, se encontrd que la presencia
de la frontera hiperboloidal no es suficiente por si misma para producir la
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ionizacion, ni aun en el caso limite en que la distancia focal tiende a cero, que
corresponde a una frontera conical’®. En contraste, el caso limite cuando la
distancia focal tiende a infinito conduce a una frontera paraboloidal, cuya
presencia, como ya se dijo, si es suficiente para hacer que el atomo llegue a la
ionizacion. De estos resultados es posible concluir que la forima geométrica de
la superficie que limita el espacio semi-infinito en el cual esta confinado el
atomo de hidrogeno, es determinante para que se produzca o no el fenomeno de
ionizacion.

Sin embargo, todos los modelos antes referidos se restringen a sistemas
de tipo hidrogénico. En la literatura es muy reducido el niimero de trabajos en
que se han estudiado atomos con varios electrones y solamente se ha
considerado la geometria esférica de confinamiento. Este es el primer trabajo
en que se trata un atomo superficial con mas de un electron orbital, en
particular un dtomo de helio. Dado que este problema no presenta una solucion
exacta, se utiliza el método variacional, cuya confiabilidad ha sido previamente
demostrada por Cruz et al.’” para el caso del hidrogeno en la misma situacion
de confinamiento.

1.2 CONTENIDO DEL TRABAJO

Ademas de este capitulo introductorio, el presente trabajo de tesis
consta de otros tres capitulos, cuyos contenidos se describen brevemente a
continuacion.

En el capitulo dos se formula el modelo fisico del dtomo de helio
confinado en un espacio semi-infinito limitado por una frontera paraboloidal. A
partir del modelo, se escribe la correspondiente ecuacion de Schroedinger en
coordenadas paraboloidales, utilizando para el término de repulsion entre los
electrones el desarrollo arménico del potencial coulombiano en coordenadas
paraboloidales realizado por Ley Koo y Géngora'', que se incluye en el
apéndice uno. Dado que el problema no presenta solucion exacta, se utiliza el
método variacional para calcular la energia del sistema en su estado base. La
parte crucial de tales calculos consiste en la evaluacion de las integrales para
el valor esperado de la repulsion electronica con las funciones variacionales
que se construyeron a partir de las estudiadas por Cruz et al.(ibid) para el caso
hidrogenoide. En las siguientes secciones de este capitulo se presentan los
calculos realizados para evaluar algunas propiedades del sistema, a saber, el
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momento dipolar eléctrico y la presion, que también se limitan al caso en que el
atomo de helio se encuentra en su estado base.

En el capitulo tres se exponen y discuten los resultados numéricos y
graficas del calculo de la energia y de las demas propiedades estudiadas, como
funcion de la posicion de la superficie paraboloidal limitante. Asi mismo, se
relacionan los valores obtenidos para la presion con el fendmeno de ionizacion
en rocas comprimidas.

Finalmente, el cuarto y ultimo capitulo, es dedicado destacar los puntos
mas relevantes del trabajo y las conclusiones a las que éstos conducen.

O ALY W AR RSl AL N AR I F TN e 5 s




CAPITULO 2

Solucion variacional para el estado base del 4tomo de helio en
espacio semi-infinito con frontera paraboloidal

2.1 INTRODUCCION

En este capitulo se aborda el planteamiento y la solucion del problema que dié
lugar al presente trabajo, a saber, el estudio del atomo de helio confinado en un
espacio semi-infinito limitado por una superficie paraboloidal.

En la seccién 2.2 se formula el modelo fisico del sistema; se introduce la
ecuacion de Schroedinger en coordenadas paraboloidales para el atomo de helio con
las respectivas condiciones de frontera. En la seccion 2.3 se expone el método de
solucion variacional utilizado para obtener la energia del estado base como funcién
de la posicion de la frontera. A partir de dicha energia y la respectiva funcién de
onda se pueden evaluar algunas propiedades del sistema tales como la presion y el
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momento dipolar eléctrico que, naturalmente, también dependen de la posicion de la
frontera. En la seccion 2.4 es propuesta una expresion para calcular la presion antes
de que ocurra la primera ionizacion y las modificaciones correspondientes para el
sistema He®, cuando ha escapado uno de los electrones. Finalmente, en la seccion
2.5 se propone una expresion para el calculo del momento dipolar eléctrico, que
resulta interesante para analizar la distribucion de la carga dada la asimetria del
espacio confinante.

2.2 FORMULACION DEL MODELO

A diferencia de un dtomo en el interior de un sélido, con vecinos en todas
direcciones, un atomo superficial no tiene vecinos hacia el exterior. Para modelar la
primera situacion se han realizado estudios de atomos confinados en volimenes
finitos de geometrias relativamente sencillas como lo son cajas esféricas,
paraboloidales o elipsoidales, y la mayoria de estos modelos se han limitado al caso
del atomo de hidrogeno. Para sistemas con mas de un electron, como el helio, sélo
se encuentran modelos de volimenes esféricos. En conexion con este trabajo, se
realiza por primera vez el estudio del atomo de helio confinado en cajas
paraboloidalest'"); en el limite en que una de las paredes se hace tender a infinito se
tiene el problema del atomo de helio en un espacio semi-infinito con frontera
paraboloidal, que es precisamente el que se estudia en esta tesis como modelo de un
atomo superficial. Este es un campo que ain permanece inexplorado y el hecho de
considerar un atomo en un espacio semi-infinito permite analizar la posibilidad de
ionizacion en el helio como se hizo anteriormente con el hidrogeno.

En la figura 2.1 se ilustra el modelo fisico del sistema bajo estudio. En este
caso la superficie paraboloidal de frontera queda definida unicamente por los
vecinos que se tienen en el interior del solido. El nicleo del atomo de helio se
supone fijo en el foco del paraboloide de revolucion, punto que se toma como origen
del sistema de coordenadas. La region sombreada representa el interior del solido,
conformado por los atomos vecinos. La region 1, exterior al sélido y al paraboloide
de revolucion, podria ser ocupada por los electrones, pero, por simplicidad se
excluye del modelo, puesto que ademds, la probabilidad de encontrar a los
electrones en esta zona es muy baja.

Este modelo es basicamente el mismo que utilizaron Ley Koo y Garcia
Castelan'® para tratar al dtomo de hidrogeno. Las diferencias de tener dos
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electrones orbitales en lugar de uno se manifiestan en las ecuaciones que describen
al sistema, ya que ademas de la energia hidrogenoide para cada uno de los
electrones, hay que considerar la repulsion interelectronica.

Dadas las condiciones de frontera del sistema, se utiliza para su descripcion el
sistema de coordenadas paraboloidales, por lo que previamente se dard una breve
descripcion del mismo.

&=L,

Wil

FIGURA 2.1. Atomo de helio confinado en un espacio semi-infinito
con paredes paraboloidales.

El sistema de coordenadas paraboloidales, caracterizado por las variables
(&,n,9), se constituye por dos familias de parabolas confocales y ortogonales entre
si, cuyo eje focal es el eje z, de tal modo que al rofar alrededor de éste, se generan
dos series de paraboloides confocales y se tiene lo siguiente; las superﬁcles
£ = constante, son paraboloides que abren en direccion positiva del eje 2
n = constante, resultan paraboloides que abren en direccién negativa del eje z;
finalmente, dado que ¢ representa el dngulo azimutal de las coordenadas esféricas,
las superficies ¢ = constante, son semiplanos que parten del eje z. La transfonnacnén
de la base cartesiana a la paraboloidal esta dada por: |
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X = \/&5 cosy; y = \/&5 sen(; z=(n-E&)2

Para el problema del helio es necesario especificar las coordenadas de cada
uno de los electrones por separado, sin embargo, dado que no existe diferencia entre
ambos, las ecuaciones que determinan su posicion con respecto al niicleo son
equivalentes matematicamente. Asi pues, las ecuaciones de definicion de las
coordenadas paraboloidales en términos de las cartesianas, con sus correspondientes
dominios son, en notacion de Ley Koo y Rubinstein®:

§i= -z =W ylazl-z,

¢i= tan' (yi/x),
<& < w ; 0s<w ; 0<¢i <2n
1=12;
en donde los subindices distinguen a cada uno de los electrones.

Los factores de escala asociados a cada una de estas variables son

m=%«é+m@; m=%V@+n»n; hy = VEN . @.1)

De lo anterior se tiene que la ecuacion de Schroedinger independiente del
tiempo para los estados ligados del atomno de helio en un espacio semi-infinito en
coordenadas paraboloidales es:

{ z[ 0&i+imi]
& + M 3&; %; m on

' __] 2z ¥ =EY, 22)
ool Lok m

donde se puede reconocer que los ténninos multiplicados por el factor h%/2m,

corresponden a la energia cinética de cada uno de los electrones; los témminos

precedidos por el factor 2Z corresponden a la energia potencial atractiva entre cada

10
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Solucion variacional

uno de los electrones y el niicleo; finalmente, el Gltimo término corresponde a la
repulsion interelectronica, que depende de la distancia r; de separacion entre
ambos electrones.

Para expresar este Gltimo término se utilizara la expansion armonica del
potencial coulombiano en coordenadas paraboloidales llevado a cabo por Ley Koo y
Gongora ™| esto es:

l/rIZ =Z IdK Im('\j;&;) Km('\j;%;) Jm('\j'\:]—i) Jm('\j;';j) e~im((P. ) ‘P,), (23)
m=-x0 0

donde m y x son las constantes de separacion en la solucion de la ecuacion de
Laplace, J,, es una de las funciones de Bessel de primera clase de orden m, y K,, e I,
las funciones modificadas de Bessel, &< indica que se debe escoger como argumento
de I, la coordenada &; que resulte menor de las dos, es decir , la del electron que se
encuentre mnas proximo al nicleo; analogamente &, se refiere a la coordenada & del
electron que se encuentre mas alejado del niicleo.

La superficie de frontera que determina el espacio semi-infinito en el que se
encuentra el atomo de interés queda definida por la posicion & = &, de modo que

las soluciones de la ecuacion (2.1) estan sujetas a las siguientes condiciones de
frontera:

Y& =&, M1, 01582, M2, 92) =0, W&y, i, 015 &2 =80, M2, 92) = 0, (2.4a)

\P(E,,I) N1 =%, @3 E.»Z’ N2, (P?.) = 0) \P(gl) LIT O, gZ’ N2 —>0, (P?.) =0. (24b)

2.3 . SOLUCION VARIACIONAL PARA LA ENERGIA

Una vez planteado el modelo fisico, se establecera el método de solucion, a
saber, el método variacional, cuya confiabilidad fue previamente probada para el
caso del hidrogeno confinado en un espacio semi-infinito limitado por una frontera
paraboloidal por Cruz et al. . |

1




Solucion variacional

El método variacional consiste en proponer una funcién de prueba que
depende de un pardmetro o, denominado parametro variacional, y realizar el calculo
del valor esperado de la energia del sistema en la ecuacion (2.1) para dicha funcion:

E(o,80) =(P{o,Eo)l H | W(a,0)).

De ésto resulta una expresion para la energia que debe minimizarse con
respecto al parametro variacional, es decir

0 E(a,&0) = 0.
oo

Por supuesto la eleccion de la funcion de prueba debe satisfacer las
condiciones de frontera impuestas por la situacion de confinamiento. Para el caso del
estado base del helio, la funcion mas simple que cumple tales condiciones es

2
(e 0iEanaen) =N2n 11 s (g L gy, (2.5)

es decir, el producto de dos funciones hidrogénicas que se anula en la posicion de la
frontera a través del factor (€, - &y). Cada una de tales funciones es normalizada a la
unidad, y mediante esta condicion se establece el valor de la constante de
normalizacion N, esto es

l=(\i‘i| \l‘i)=£|q‘i|2dvi, (2.6)

que al introducir el elemento de volumen determinado por los factores de escala
(2.1), dV=d&dndo(€ + n)4, y realizar los cambios de variables x = af; y = an
queda

2% &0 &0
1=(N2/37t)! ? ? dg dndo € +n) €~ &) "

0 0

12




Solucion variacional

2n No No
=(N*/8n aS){) d(p(! OI dx dy (x +y) (x - xo)* ™Y,

haciendo por Gltimo las integrales correspondientes, se obtiene la ecuacion

I =N2 [ x®v(1,x0) + (X% - 2%0) Y(2, X0) + (1 - 2%0) Y(3,%0) + v(4,%0)],
4o
donde xo= afy y y(n,x) es la funcion gamma incompleta, es decir
Xo

¥(n,Xo) =j X" e dx,
0

Asi pues, la energia variacional como funcion de la posicion de la frontera,
evaluada mediante la ecuacion (2.2) y utilizando la funcion de prueba (2.5) es

E(ag&) = (HKW) + (U Vil ¥) + (H &d ), 2.7)
donde la energia cinética esta dada por

(LK) = BENP[ xo (1 + % x0) ¥(1, Xo) - (1 + 5/2 Xo + Y4 X6?) ¥(2, Xo) +
3
m.a
+ (714 + 2 %0) ¥(3, Xo) - %4 ¥(4, X0)], 2.8)

que corresponde a dos veces el valor de la energia cinética hidrogenoide; la energia
potencial de atraccion entre el niicleo y los electrones es

(q" Vnc' \P> = '_11223 [x02 Y(I’XO) - 2X() Y(zsxo) + Y(3’x0)]’ ) (2'9)
4 i
o
que, por supuesto, corresponde a cuatro veces el valor de la energia potencial del
hidrégeno, ya que la carga nuclear es el doble en el caso del helio.

Finalmente, el valor esperado de la energia de repulsion entre los electrones

se debe calcular introduciendo la expansion anmoénica del inverso de la distancia
interelectronica en coordenadas paraboloidales dado por la ecuacion (2.3), es decir
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Solucion variacional

2 o Ko ln , o
Vet =1 e P [T, desan, e noe -7 g om
64 n‘l 1=l 000

=N*¢? i IdK
647> w0 i

2 {b r:i(pi d&; dn; & + )& - &)
=1

00

Tn(Vkn) €@+ } g m@i+ e | \ieE ) K (VKE>) (2.10)

Para el estado base m = 0, las integraciones sobre los angulos ¢; y ¢, son
inmediatas; las integraciones sobre las coordenadas parabolicas 1, y 1. se pueden
separar y calcular de manera exacta reduciéndolas a las formas

Io dn ¢ Jo(Vkm) = Ve e 2.11a)
gndn ¢ Jo(Vkn) = Ve(1/4 k - 1) ¥ | @.11b)

donde k = x/a..

Al separar ademas las integrales de acuerdo a su dominio de integracion,
mediante 1a condicion &, > £, que se elige arbitrariaiente ya que los electrones son
indistinguibles, la expresion (2.10) toma la forma

(¥l e/r | Py =eN* fa dk ¢™2 I‘&ﬁl & - & e {[ Ko(Vok,)
16 0 0
L\ 1
J des 62— Eofe™® L(VORE) (1o Eis + 1 (&1 + &) (14 k- 1)
0
+1/a (1/4 k - 1))+ I(VokE)) Jszléz (&2 - &) €2 Ko(Vakgy)
&

(ol E&a+ 1o (1 + &) (A k- 1)+ Vo (114 k- 1))},
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o bien, mediante los cambios de variable x; = &,a, x; =&,

¥l Wy =N [ dke™ [ Fo!(kxo) + Go'' (k,xo)]
16a’ °

+ (1/4 K - D[Fy"(k,x0) + Fo®'(k,x0) + Go"(k,%0) + Go™ (K, %0)]

+ (14 K - YR (K X0) *+ Go®*(k,%0)], (2.12)
donde
Xy o X P
Fo""(k,xo) =(,I e x" dx, Ko(\/kxn)of & " dxy (Vo) (2.13)
o N —_
Go""(k,xo) = (-{ e™ x," dx, lo(\/kxl) Je™ Xz dx; Ko(\/kxz). (2.14)

Xy

No es posible calcular estas integrales en forma analitica, de modo que fue
necesario realizarlas numéricamente utilizando cuadraturas de Gauss-Legendre
mediante un programa de computacion en Fortran, que se incluye en el apéndice.

La energia correspondiente a la ecuacion (2.7) debe, en consecuencia,
evaluarse numéricamente también, Las expresiones para la energia cinética (2.8) y
para la energia potencial electron- nucleo (2.9), que se pueden calcular con tanta
exactitud como se desée, se suman a la energia de repulsion interelectronica (2.10),
sujetas todas a la condicion de normalizacion (2.6); entonces, para valores fijos de
&, se varia el valor del parametro a. buscando aquel que minimice la energia total.
Dada la complejidad de la expresion (2.12), no pudo realizarse un programa que
minimizara la energia en forma inmediata, es decir, obteniendo la derivada de la
energia total con respecto al pardmetro variacional e igualando a cero, asi que fue
necesario buscar al valor de o que minimizara la energia mediante un método
iterativo. Los resultados obtenidos de este proceso se presentan en el siguiente
capitulo.

Teniendo como antecedente el trabajo realizado para el hidrogeno en la

misima situacion de confinamiento, en el cual se produce la ionizacién por la mera
presencia de la frontera, es de esperarse que en el caso del helio, en que existe

15




Solucion variacional

repulsion entre los electrones, se produzca también cuando menos una ionizacion.
Una vez que el primer electron ha sido expulsado, el sistema estard conformado
por un i6n He" y un electron libre, que es lo mas favorable energéticamente. Por tal
motivo, en este trabajo se calcula también la energia para el ion He" para poder
compararla con la del dtomo de helio antes de que ocurra la primera ionizacion y
como nueva energia del sistema después de ésta.

2.4 CALCULO DE LA PRESION

En el caso de un atomo confinado en un volumen finito, es posible considerar
la presion promedio como el cambio en la energia con respecto al cambio en el
volumen total. Sin embargo, en el caso de un atomo confinado en un espacio semi-
infinito no puede hacerse de esta forma, ya que el volumen es infinito. Por otra parte,
la presion para el atomo de helio en un espacio semi-infinito limitado por una
superficie paraboloidal no es uniforme en los diferentes puntos sobre la frontera.
Tales razones hacen que sea necesario evaluarla para cada punto de la frontera, asi j
como se hizo para el caso del hidrogeno en la correspondiente situacion de
confinamiento (', siguiendo las ideas de Hirschfelder ©.

Considérese un punto sobre la frontera (§=£y,1,0) y un elemento de area que
lo contenga hyhy, AnAg; el desplazamiento sucesivo a través de todos los elementos
de area que contengan a los puntos con el mismo valor de las coordenadas n y ¢ |
desde & = 0 hasta & = &, genera un elemento de volumen (figura 2.2) , al cual se
puede asociar una energia

2

go
sConobndo=Y, | | i) H¥Gj) he hoyhg d&AnAG | ey 4V, (215)
0 Pi=p
i=l
1%

donde W' HY es la densidad de energia o energia por unidad de volumen de
ambas particulas. La integracion sobre el volumen de la particula j se hace primero,
dando lugar a la densidad de energia de la particula i; la suma sobre i y j se realiza
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Solucion variacional

para incluir la contribucion de las dos particulas, pero ya que éstas son
indistinguibles, sus contribuciones tienen el mismo peso.

El trabajo que los electrones realizan sobre la pared a medida que ésta se
cierra en torno al nucleo tiene signo negativo, puesto que la presion que ejercen
sobre la frontera se opone al desplazamiento de la misma. Por consiguiente, la
presion estara dada por el negativo de la razon de cambio de la energia con respecto
al cambio de volumen del elemento considerado. Como cualquier cambio en el
voluimen se debe a un cambio en la posicion de la frontera, finalmente se tiene que la
presion es

PE=Eomp)=__— 1 2 _e(on.p) Andp. (2.16)
h:hyhy, AnAg 8y

FIGURA 2.2 Elemento de volumen considerado a partir
de un punto (&o,n,0) sobre la trontera.,
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Solucion variacional

En la ecuacion (2.13), e(€o,n,p) representa la densidad lineal de energia
asociada al elemento de volumen determinado y para una posicion dada de la
frontera; para evaluarla se utiliza la ecuacion de eigenvalores para el Hamiltoniano y
la forma explicita de sus eigenfunciones, es decir, H¥ = E*Y. En la aproximacion
variacional se utiliza la energia variacional y la funcién de prueba (2.5) que se uséd
para calcularla, de lo cual se obtiene

13
\’l]

e =2 EGoe) N [ (E4m) (€ - )2 et dg
2t " 4

= E&na) N e™ (% (7(2,%0) + on ¥(1,%0) )
4ne’

- 2% (¥(3,%0) + on ¥(2,%0) ) + (¥(4,X0) + an ¥(3,%0) ) ). (2.17)

Para derivar esta expresion con respecto a &) a saber

2e(En,0) =Ne™ (A(x)AE(%0,0) + E(&0,0)dA(X0) ),
0&o 4no’ A& dxg

donde

AXo) = ( xo"(7(2:%0) + an ¥(1,%0) ) = 2x0 ( ¥(3,%0)
+an 1(2%0)) + (¥(4,%) +an y(3,%)) ),

la derivada de la energia debe calcularse numéricamente. Esto se hizo, de acuerdo
con la definicion, evaluando la energia variacional para dos valores de & muy
proximos entre si y tomando el cociente de la diferencia entre tales energias y la
diferencia de los valores de &,. La derivada asi obtenida se asocia al valor medio del

intervalo definido por los valores de & Por supuesto, el cilculo de A(xy) y su
derivada son inmediatos.

En el siguiente capitulo se mostrard que conforme la frontera se cierra en
torno al nucleo la energia del atomo de helio aumenta hasta alcanzar el punto en

donde ocurre la primera ionizacion. En este momento el sistema se comporta como

un ion He" y un electron libre.

18
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Solucion variacional

Una vez que el primer electron es expulsado, la presion se calcula de mnanera
analoga utilizando la energia correspondiente al ion He', que es simplemente

E'(ago) = LCPIKIW) + (PIVIWPY), (2.18)
2
donde el primer término, que corresponde a la energia cinética del electron ain
ligado, se obtiene mediante la ecuacion (2.8) y el segundo término, la energia
potencial electron-niicleo, esta dado por la expresion (2.9). O sea que la presion para
el ion He' se puede calcular a partir de las ecuaciones (2.14), (2.15) y (2.16).

Los resultados de esta parte del trabajo encuentran una relacion directa con el
fendbmeno experimental de ionizacion por compresion, que se discutird en el
siguiente capitulo.

2.5 CALCULO DEL MOMENTO DIPOLAR ELECTRICO

Para el atomo de helio libre, o bien, confinado en un volumen esférico, el
centro de carga de los electrones coincide con la posicion del nicleo, de modo que
el momento dipolar eléctrico es nulo. Sin embargo, en la situacion estudiada en este
trabajo, la distribucion de la carga de los electrones no es simétrica en todas
direcciones, puesto que el espacio confinante tampoco lo es. Es decir, el centro de
carga de los electrones no coincide con la posicion del niicleo y por lo tanto existe
un momento dipolar eléctrico. El calculo de este momento dipolar debido a la
presencia de la frontera es importante para modelar los cambios en el
comportamiento quimico asociados con los efectos de superficie.

Si ri=x;i+y;j+zk esel vector de posicion del electron i con respecto al
nuicleo, entonces el momento dipolar eléctrico esta dado por

d = (¥l (—e;.‘ n ), (2.19)

es decir, el valor esperado del vector de posicion de cada uno de los electrones,
calculado a partir de la funcion de onda variacional.

La simetria rotacional alrededor del ¢je z tiene como consecuencia que los
valores esperados de las coordenadas (x,y) de ambos electrones se anulen. Por lo
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Solucion variacional

tanto, el vector del momento dipolar eléctrico se encuentra a lo largo del eje z y
apunta en la direccion negativa debido a la carga negativa de los electrones, esto es

2
d= (¥l(-e Tk K9

=2{ -k eN? [ [de dn (€ - €0 € +n) € - n) &M}
8 00

=k N’ ffdx dy (x- o) (¢ ) €,
4(16 00

calculando estas integrales se tiene que

d=- B_Ql‘gi( Xo® (2¥(1,X0) - 1(3,X0)) - 2X0 (27(2,%0) - Y(4,X0)) +
4 o

+ (293,%0) - ¥(5,%0)))-

Los valores de &; que se utilizan para realizar estos cdlculos son aquellos para
los cuales se calculé la energia variacional y los valores del parametro a son, por
supuesto, los que respectivamente minimizan el valor de la energia.

En el siguiente capitulo se presentan los resultados que se obtienen del célculo
de esta propiedad del atomo de helio confinado en un espacio semi-infinito con
paredes paraboloidales.

20
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CAPITULO 3

Resultados numéricos para energia, presion
y momento dipolar eléctrico

3.1 INTRODUCCION

Una vez planteado el modelo del dtomo de helio confinado en un espacio
semi-infinito limitado por paredes paraboloidales, como atomo superficial, y el
método utilizado para calcular algunas de las propiedades mds importantes del
sistema, en este capitulo se incluyen los resultados obtenidos.

En la seccion 3.2 se presenta una tabla con los valores numéricos de los
calculos variacionales de la energia del estado base como funcion de la posicion de
la frontera, se ilustran graficamente y son analizados incluyendo una breve
discusion. En la seccion 3.3 se exponen los resultados del calculo de la presion y del
momemto dipolar eléctrico; a partir de los primeros se discute la relacion entre el
modelo de atomo superficial y el fenémeno de ionizacién por compresion.

21
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3.2 ENERGIA DEL ESTADO BASE Y LOS PROCESOS DE 10NIZACION

En la tabla I se incluyen los resultados del calculo variacional de la energia.
En la primera columna de la izquierda estan los valores de la posicion de la frontera
paraboloidal &, en orden descendente; la segunda columna corresponde al parametro
variacional o que minimiza la energia; en las columnas siguientes se muestran los
valores de la energia cinética K, la energia potencial coulombiana electron-nicleo, la
energia de repulsion interelectronica y la energia total del atomo de helio; con
propdsitos comparativos se incluye finalmente el pardmetro variacional y la energia
del ion He'. La unidad de longitud utilizada es el radio de Bohr, denotado por ay y
las unidades de energia son ¢¥/a. Se puede ver de inmediato que la energia cinética
aumenta monotonicamente conforme la frontera se cierra en torno al nicleo, es
decir, cuando el valor de &, disminuye. En contraste, la magnitud de la energia
potencial electron-niicleo muestra un incremento desde & = o hasta £y =2.3 y
posteriormente  disminuye hasta el momento en que tiene lugar la primera
ionizacion. La magnitud de la energia potencial del ion He* es mayor que la del
atomo de helio en el momento en que ocurre la primera ionizacion, sin embargo, a
partir de dicho instante también disminuye conforme la frontera continua cerrandose
hasta que, por supuesto, se anula al ocurrir la segunda ionizacion. Analogamente, la
energia coulombiana de repulsion interelectronica aumenta al disminuir &,
alcanzando su maximo valor cuando &, = 1.8. Estos comportamientos pueden ser
entendidos en’ términos del efecto de confinamiento. Conforme la distribucion
electronica se acerca al niicleo, la atraccion entre los electrones y el nicleo aumenta,
sin embargo, también aumenta la repulsion entre los electrones puesto que se
encuentran mas proximos entre si; de modo que llega un momento en que uno de los
electrones comienza a alejarse del nucleo. El efecto neto de la superposicion de
todos los términos da como resultado un incremento monotdnico de la energia total a
medida que & disminuye. También se puede ver que el pardmetro o es mayor para
el ion He® que para el tomo de helio, aproximadamente en 0.3 unidades. Esto se
entiende de inmediato a partir del hecho de que o representa la carga efectiva que
actiia sobre cada uno de los electrones, ya que ademas de la carga nuclear, cada
electron se ve afectado por la presencia del segundo, que genera un efecto de
apantallamiento.
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Resuliaclos numéricos

TABLA L

Eo es la posicion de la frontera paraboloidal; o el parametro variacional; K la energia cinética; V.
V.. la energia coulombiana electron-nucleo; V.. la energia coulombiana electron-electron y E es la
energia total para el atomo de helio en estado base confinado en un espacio semi-infinito con
paredes paraboloidales; finalmente se muestran el parametro variacional o' y la energia E" para el
ion He'. (Unidad de longitud, radio de Bohr; unidades de enrgia, e¥/an)

23

& Q K Vie | Ve | E(@) | aper | Enet
% -2.84765 -2.0000
11,5565 160 | 143417 | -1690ss | rossso [ -2.83625 | 1910 | -1.99s48
7.0000 154 144977 | -1.69388 | 106457 | 281144 | 1850 ] -1.98586
6.0000 1515 | 46044 | -16os99 | rocsis | -279496 [ 1825 | -1.97951
5.3200 1495 | 147568 | -170023 | romoo | 277648 | 1803 | -1.9m39
5.0000 1ass | vas7is | -n703ss | oores | 276437 | vmois | -196770
4.0000 L5 | nsid |-z | orooarr | aevsee | nrs T 1942
3.8345 1435 | rss208 | -17200 | n09s29 | 268247 | 1736 | -19353
2.9000 138 | 168364 | -1.750s8 | 112647 [ 250850 [ 161t | -1.862m
2.3500 1325 | 18612 | -L7eso1 | naont | 227869 | iete | -1.76077
2,0000 1.27 193394 | -1.76249 | nistie | -202093 | 1365 | -1.64043
1.8400 1235 | 199656 | -1.75274 | 116343 | -1.85438 | 1534 | -1.55995 '
17600 1215 | 203138 [ -174s40 | nie3ro | -rssss | ousis | -nsiis j,
16600 118 | 206335 | -1.72473 | 11780 | 161444 | 1488 | -1.44066 :
1.5800 Lis 209239 | -170s60 B oras2is | o-rassas [ 1463 | -137494
15000 Lie | o201 | -1e7s9 | 113956 | 134019 T 1432 | -1.29985
14600 I 109 | 2187 | -1.6s768 | 113332 | 126085 T 1416 | -1.257%4
1.45676 109 F 21228 | -16%836 | 113403 | -1.25422 | naras | -1.2542
1.4560 - - - . - 1414 | -1.25340
1.4500 - - : . : 141 | -1.2468
14000 - - - - - 1387 | -1.18926
1.3000 - - . - - 1329 || -105773
12000 : : : : : 1252_| 090101
1.1000 - . . - . L8 | -0.71546
1.0000 . - - . . 1000 [ -0.50000
0.9000 - - . . - 0774 || -0.26314
0.8000 . - - - - 0377 | -0.04853
0.7700 - - - . - 0.180 || -0.009%6
0.75243 - - - - - 0.025 I -000016
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Kevidiadoy numeéricos

A 5.0 | 10.0 §(a,)

L L >

FIGURA 3.1, : .
La curva sélida representa la energia del estado base del atomo de hello conﬁnado enun espauo o

semi-infinito limitado por una frontera paraboloidal; la curva punteada corresponde a la energia del
ion He' en la misma situacion de confinamiento. Las lineas punteadas honzontales represeman Ios ] o
comportamientos asintoticos de ambas curvas. : e
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En la figura 3.1 se ilustran la energia del atomo de helio y del ion He" como
funcion de la posicion de la frontera paraboloidal através de las curvas sdlida y
punteada, respectivamente; las lineas punteadas horizontales corresponden a los
valores asintoticos de -2.847656 y -2.0 para el dtomo y el i6n libres calculados con
las correspondientes funciones variacionales. Conforme la frontera se cierra en tormo
al niicleo, la energia del atomo de helio aumenta mas rapido que la del ion He”, asi
que para valores menores que & = 1.45676, donde ambas curvas se cruzan, resulta
energéticamente favorable para el sistema tornarse en un i6n He" y un eléctron libre.
Esto significa que dicho valor de la frontera corresponde precisamente al momento
en que ocurre la primera ionizacion. El segundo umbral de ionizacion ocurre cuando
la energia del ion He' se hace cero, en la figura este es el punto donde la curva de
energia se cruza con el eje horizontal, aproximadamente cuando &, = 0.75.

3.3 PROPIEDADES DEL ESTADO BASE: PRESION Y MOMENTO
DIPOLAR ELECTRICO

En la tabla II se presentan los valores calculados del momento dipolar
eléctrico y de la presion del atomo de helio para diferentes posiciones de la frontera
paraboloidal. Dada la manera en que se calculé la presion, es necesario especificar
ademds la situacion sobre la frontera, es decir, el valor correspondiente de la otra
coordenada parabdlica 1| que intersecta a la coordenada &, puesto que como ya se
menciond, la presion no es uniforme através de la superficie limitante. EIl momento
dipolar eléctrico se da en unidades de -ea, y las unidades en que se calculd la
presion son e¥/a,’. Por supuesto, para el tomo libre tanto el momento dipolar como
la presion son nulos.

El momento dipolar incrementa su magnitud conforme &, disminuye hasta que
ocurre la primera ionizacion, alcanzando entonces un maximo relativo de 1.27636.
Inmediatamente después de que el primer electron ha sido expulsado, como
consecuencia logica de la disminucion de la carga, el momento dipolar decrece
bruscamente, sin embargo, al seguirse cerrando la frontera, crece de nuevo en forma
monotona. La figura 3.2 ilustra estas variaciones del momento dipolar como funcién
de la posicion de la frontera.

Con respecto a la presion, el valor n) = 0 corresponde al vértice de la pared
paraboloidal, donde la presion es maxima; los puntos con valores mayores de la
coordenada 1 se alejan del vértice y la presion disminuye rdpidamente en tales
posiciones. Para apreciar este comportamiento se incluye la presion para tres valores
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diferentes de 1 ademds de n = 0. Por otra parte, para cada una de las diferentes
posiciones sobre la frontera, la presion presenta dos maximos, que se relacionan
directamente con los dos umbrales de ionizacion descritos en la seccion 3.2 e
ilustrados en la figura 3.1. En el caso del dtomo de hidrégeno en la misma situacion
de confinamiento estudiado por Ley Koo y Garcia Castelan (' la presion presenta
un sélo maximo que corresponde a la unica ionizacion. Tales maximos se desplazan
ligeramente hacia la izquierda, es decir, hacia valores menores de &, conforme la
variable 1 se aleja del vértice, este hecho puede ser entendido en términos de que
cada uno de los electrones se van alejando del nicleo en el instante previo a su
ionizacion, o sea que la distribucion electronica se va desplazando hacia el exterior.
En la figura 3.3 se muestran las graficas para la presion como funcion de & para
=0,n=1yn=2;en la posicion n = 6 los valores de la presion son demasiado
pequeiios como para apreciarse graficamente, dada la escala que se utilizo.

TABLA 1l

€o es la posicion de la frontera paraboloidal; d(-cao) es el momenio dipolar eléctrico y P(e*/a,’) la presion
para distintas posiciones sobrc la frontera n del dtomo de helio confinado en un espacio semi-infinito
limitado por paredes paraboloidales

E_,O a d P(n=0.0) | P(n=1.0) | P(n=2.0) | P(n=6.0)
11.5565 1.60 0.13765 0.05662 0.01951 0.00533 0.00001
7.005 1.54 0.24462 0.17757 0.05895 0.01612 0.00005
6.000 1.515 0.29332 0.25690 008409 0,02304 0.00008
5.000 1.485 0.36121 0.40050 0.12842 003519 0.00013
4.005 1.445 0.46097 0.68860 0.21541 0.05913 0,00023
2.900 1.38 0.63790 144192 0.44169 0.12287 0.00057
2.005 1.27 0.90311 269591 0.87236 0.26119 0.00178
1,760 1.215 102315 3.02900 1.04028 0.32832 0.00276
1.500 L1 1.23413 3.01381 1.20155 0.42540 0.00348
1.460 1.09 1.27636 295319 1.21808 044147 0.00618
1.450 1.411 0.89761 3.66140 0.96384 0.24222 0.00089
1.200 1.252 1.13233 351786 1.14290 0.34148 0.00240
1.000 1.000 1.58123 2.20128 1.11446 0.44734 0.00897
0.900 0.714 2.18782 1.06198 0.89757 0.47230 0.02427
0.770 0.180 10.73643 0.01092 0.09983 0.10444 0.06156 /
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FIGURA 3.2

Momento dipolar eléctrico para el atomo de helio confinado en un cspacno semn-mﬁmto Ilmltado :
por una superficie paraboloidal como funcion de la posicion de la frontera o S
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Presion en el atomo de helio limitado por una superficie parabolmdal como ﬁmcmn deta posncnon, .
de la frontera; las diferentes curvas corresponden a distintas posiciones sobre la frontera. La parte . -
solida de las curvas corresponde a la presion del atomo de helio antes de la primera ionizacion; la
parte punteada corresponde a la presion del ion He' .

28




Resultados numéricoys

3.4 IONIZACION POR COMPRESION

En la seccion anterior se establecid la relacion entre la presion y las sucesivas
tonizaciones del atomo de helio en un espacio semi-mfinito con frontera paraboloidal
como modelo de un atomo superficial. En esta seccion se discute como los
resultados de este modelo microscopico se pueden utilizar para entender el
fenomeno de emision de exoelectrones por rocas comprimidas. Es necesario
reconocer que el concepto de presion que se utiliza a nivel de la interaccion de un
atomo individual y sus vecinos es diferente del concepto de presion aplicada en los
experimentos de compresion de rocas. Estos conceptos se discuten en los parrafos
siguientes, y la conexion entre ambos tipos de presion, a nivel atémico y a nivel
macroscopico, se esboza en el parrafo final de acuerdo a los métodos de la mecanica
estadistica. Para facilitar la comparacion entre los valores de la presion obtenidos
aqui con los valores experimentales, las unidades se traducen a pascales; el factor de
conversion correspondiente se obtiene de inmediato e¥/a,’ =3 x 10" Pa.

Para interpretar los resultados desde el punto de vista microscopico hay que
destacar el hecho de que la presion, ademas de ser funcion de la posicion de la
frontera, también depende de la posicion sobre la frontera. De modo que al calcular
la presién se estan evaluando valores /ocales que presentan grandes variaciones
dependiendo de su ubicacion en la superficie limitante. Esto se observa de inmediato
en la figura 3.3 comparando las curvas para los diferentes valores de 1. En particular
la region correspondiente al vértice del paraboloide sufre la presion maxima, que es
debida a los atomos interiores del solido; sus valores se encuentran entre 10'? y 10'
Pa. En contraste, las regtones laterales colindan con otros atomos de superficie que
gjercen una presion considerablemente menor, por ejemplo para 1n =6 son del orden
de 10® a 10" Pa. Por lo tanto, un valor representativo de la presion asociada a un
atomo individual sera el promedio de los valores locales sobre una porcion
significativa de la frontera paraboloidal. Desde luego, no se puede tomar la frontera
infinita completa, ya que la presion promediada seria cero. En todo caso, la presion
promedio sera varios ordenes de magnitud menor que la presion maxima,

Por otro lado, en los experimentos de compresion de rocas, es necesario
distinguir entre el valor de la presion aplicada y los valores de la presion en
diferentes porciones de la muestra. Esto és, en el caso de aplicar presion sobre un
fluido por ejemplo, ésta se transmite de manera uniforme en todas direcciones
debido a la homogeneidad del medio y a la gran movilidad de los atomos que lo
conforman. Sin embargo, en el caso de solidos heterogéneos como las rocas que se
comprimen, los atomos se encuentra practicamente estaticos y los espacios entre
ellos pueden ser muy diferentes en las distintas regiones del solido;, ademas, la
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presion que ejercen los atomos interiores entre si y sobre los dtomos superficiales, y
la que ejercen los atomos superficiales entre si, son diferentes. En consecuencia, al
aplicar una presion externa sobre un material de este tipo no se transmitird
uniformemente, sino que existiran fluctuaciones muy grandes de una region a otra. El
factor de concentracion de esfuerzos, que es cociente del valor local de la presion y
el valor de la presion aplicada, cuantifica este tipo de fluctuaciones. Los valores

tipicos de estos factores son de 10 a 10* Pa en el caso de rocas'?).

Ahora se esta en posicion de realacionar los conceptos y los valores de la
presion promediada para un atomo y la presion aplicada en los experimentos de
compresion de rocas. De acuerdo con los métodos de la mecdnica estadistica se
tendria que suponer un ensamble de atomos confinados, recordando que el
confinamiento representa el efecto de los vecinos; la presion macroscopica sera el
promedio de la presion sobre el ensamble. En particular la emision de exoelectrones
por parte de las rocas comprimidas corresponde a la ionizacion de los atomos
superficiales. La presion promediada a nivel atdmico para atomos en situaciones de
ionizacion se encuentra en el intervalo de 10® a 10" Pa, lo cual es consistente con
los valores experimentales de la presion aplicada tomando en cuenta el factor de
concentracion de esfuerzos.
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Conclusiones

En el capitulo 2 sc formul6 el modelo del atomo de helio en un espacio semi-
infinito limitado por una frontera paraboloidal. Se planted el método variacional de
solucion para obtener la energia del estado base con la funcion de prueba mas
sencilla que satisface las condiciones de frontera de la geometria confinante,
ecuacion (2.5). A partir de dicha funcion de prueba y de la energia variacional se
evaluaron el momento dipolar eléctrico y la presion. En el capitulo 3, tablas 3.1 y
3.2, se presentaron los valores numéricos de tales cantidades fisicas como funcion
de la posicion de la frontera; las variaciones e interconexiones entre dichos valores
se discutieron e tlustraron a través de las figuras 3.1, 3.2 y 3.3. En particular, la
relacion existente entre las variaciones de la energia y de la presion se pueden
apreciar combinando las figuras 3.1 y 3.3. En la seccion 3.4 se confrontaron los
valores calculados para la presion a nivel atémico con los datos reportados en los
experimentos de rocas comprimidas para explicar el fenémeno de emision de
exoelectrones con base en nuestro modelo.

Los resultados del trabajo realizado nos conducen a la conclusion de que, tal
como se habia supuesto, la mera presencia de la frontera es suficiente para que tenga
lugar la ionizacion de ambos electrones por parte del atomo de helio y mediante un
breve analisis cuantitativo se muestra que el modelo aqui desarrollado es ademas
consistente con los experimentos de compresion de rocas. Este trabajo constituye
una extension del estudio que se realizd para el atomo de hidrogeno en la misma
situacion de confinamiento. Por otra parte, comparando el momento dipolar eléctrico
del atomo de helio en un espacio semi-infinito con las propiedades del atomo libre o
encerrado en un volumen finito es posible caracterizar los efectos de la superficie,
asi como se luzo para el caso hidrogénico.

Es necesario reconocer que la funcion de prueba utilizada es demasiado
simple, y por lo tanto la precision de los resultados es baja, sin embargo el esquema
cualitativo es simple y consistente con la fisica del problema, de modo que no se
espera que cambie al buscar mas precision en los resultados.

La investigacion desarrollada en esta tesis se puede extender en varias
direcciones. Una extension inmediata es considerar sistemas tipo helio de atomos
mas pesados, como los iones Li* y Be™, a partir de la misma funcion de prueba
utilizada. Pero para obtener mayor precision en los resultados y poder incluir
también el caso del sistema H" es necesario proponer una funcion de prueba mas
realista, que distinga entre un orbital interno y uno externo, es decir, que contenga
dos parametros variacionales. En este sentido los trabajos que se han realizado para
el helio libre dan la pauta para proponer nuevas funciones de prueba que mejoren los
resultados.
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APENDICE

El valor esperado de la energia coulombiana de repulsion interelectronica
para la funcion de prueba de la ecuacion (2.5) es evaluada mediante la ecuacion
(2.12) y se calcula utilizando el programa de cémputo en Fortran que se
describe brevemente y se expone a continuacion.

La expresion (2.12) se dividio para el calculo en dos partes, una de las
cuales agrupa todas las integrales de la forma Fy""(k,xy) y la otra a las
integrales Gy™"(k,Xo), a saber

L= N [dke™ (Fob!(kxo) + (14 k - 1)( Fo"(k,x0) + Fo™!(kxo))
160° °
+(1/4 k - 1)* Fo"%(k x0)), (Al)

L=¢ N jdk e*? (Go"'(k,x0) + (1/4 k - 1) Go"(k, %) + Go™!(k,X0))
l 6(19 0
+(1/4 k - 12 Go™(k,x0)), (A2)

donde que Fo""(k,xo) y Go™"(k,xo) estan dadas por las expresiones (2.13) y
(2.14) respectivamente.

Las integrales I, ¢ I, se calcularon mediante cuadraturas de Gauss-
Legendre y Gauss-Laguerre. El maximo orden de cuadratura con que se cuenta
en el programa es de 48. Sin embargo, haciendo pruebas para el caso del atomo
de helio libre, cuyo valor de la energia con la correspondiente funcion de
prueba ya ha sido calculado, se encontré que la precision no es suficiente con
tal cuadratura, por lo que resulté necesario realizar una division mas fina
mediante una malla irregular que depende de la contribucion de las diferentes
regiones del dominio de cada variable. Cabe destacar el hecho de que tal
subdivision en intervalos irregulares depende de la posicion de la frontera x,.

Finalmente, en la tltima parte del programa se incluye el calculo exacto
de las energias cinética y potencial electron-niicleo, dadas por las ecuaciones
(2.8) y (29) respectivamente, de modo que los resultados que arroja el
programa corresponden a la energia total del dtomo de helio confinado en un
espacio semi-infinito con fronteras paraboloidales, como funcion de la posicién
de la frontera.
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Ct*#**itt**ttt*ttt*tt*#tt#*tt*t#i**tttt‘*tttt#t*t##t#ﬁit*'ttt*tt#*i*t**titt#**#*t

Coxrararerrs TODOS LOS CALCULOS SE EFECTUAN EN DOBLE PRECISION *##*¥##xtxrutsss

Ctt***t*t*itt‘tt***#*‘#t****i*ttttttttttttttttt*#tttt*ttt##*t*tit*#**ttt*t##*tt*t

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
INTEGER [OPT,IER
DOUBLE PRECISION MMBSK0, MMBSI0

Parameter(NFLA=52,NCLA=435,NFLE=96,NCLE=22,1ZB=600,

1 NQLA=60,NQLE=110,IDIM=101)
DIMENSION WLA(NFLA,NCLA), XLA(NFLA,NCLA),NVE(NCLE),
I WLE(NFLE,NCLE),XLE(NFLE,NCLE)
DIMENSION G(NFLE),RI(IDIM),G1(IDIM),S(NFLE),RM(IDIM),
I PK(NFLA),Q1(IDIM),S1(IDIM),RK(IDIM),
I RI(NFLE),Y(NFLE).Z(NFLE), U(NFLE),Q(NFLE)
DIMENSION G2(NFLE),RJ1{(IDIM),G3(IDIM),S2(NFLE),RM1{IDIM),
I PK1(NFLA),Q3(IDIM),S3(IDIM),RK I(IDIM),
1 RII(NFLE),Y I(NFLE),ZI(NFLE),UI(NFLE),Q2(NFLE)
DIMENSION GP(NFLE),RIP(IDIM),G1P(IDIM),SP(NFLE), RMP(IDIM),
| PKP(NFLA),Q1P(IDIM),SIP(IDIM),RKP(IDIM),
l RIP(NFLE), Y2(NFLE),Z2(NFLE),U2(NFLE),QP(NFLE)

DATA PI/3.141592653589793238462643/ ;

DATA NVE/12,16,20,24,28,32,40,40,48,48,64,64,64,64,80,80,80,80,
1 96,96,96,96/

C Asignamos archivos de entrada y salida.
Open (UNIT=1,FILE="MODI.DAT', STATUS='OLD',ACCESS='SEQUENTIAL')
Open (UNIT=2,FILE="TOT.OUT',STATUS='NEW',ACCESS='SEQUENTIAL)
C‘t“##‘ﬁ“i““#‘#“‘##t‘t#*“‘t‘#i‘i#i‘*#‘*‘“t‘i"*#t““t““.““““##“i#‘
Cresa+3% En esta ctapa del programa leemos los ceros y los factores de peso para la integracion #####¥»
C****Gauss-Lagucrre, asi como los ceros y los factores de peso para la integracion Gauss-Legendre. ¥***
Ci#‘t#‘#i‘ttt#‘i#t"tt##t#i##‘tii‘tt"#‘0####li‘liltlt‘l#‘#l‘l“t#“#"‘#“‘it.”‘i“
Read(1,9550) (XLA( IND, 45),IND=1,52)
9550  Format(X,'’XLA( IND,45) ="E40.16)
Read(1,9100) (WLA( IND, 45),IND=1,52)
9100  Format(X,'WLA( IND,45) =',E40,16)
Read(1,9050) (XLE( IND, 1),IND=1,6)
9050  Format(X.'’XLE( IND, 1) ="F25.16)

R

R Rt 2

Read(1,8550) (XLE( IND, 22),IND=1,48)
8550  Format(X,'XLE( IND,22) ="F25.16)

Read(1,8500) (WLE( JND, 1),JND=1,6)
8500  Format(X,'WLE(JND, 1)="'F25.16)...

..Read(1,8000) (WLE( IND, 22),JND=1,48)
8000 Format(X,WLE( JND,22) ="'F25.16)

DO 78001=1,22
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KFN = NVE(1)12
DO 7900 J = 1, KFN
XLE(KFN+JL1) = -XLE(J.)

7900 WLE(KFN+I1) = WLE(J,l)
DO 7830 J=1,2*KFN
7850 XLE(JL1) = -XLE(J,I)

7800  Continue

C WRITE(6,*)DAME EL ORDEN DE LA CUADRATURA LEGENDRE'
C READ(6,7750)NNLE
C7750 FORMAT(l4)

¢ WRITE(6,*YDAME EL VALOR DEL PARAMETRO ALFA'
¢ READ(6,7650)ALF
¢7650 FORMAT(FY.6)

C WRITE(6,*YDAME LA xsi0-FRONTERA'
C READ(6,7625)xsi0
C7625 FORMAT(F8.5)

C“t‘litttttttt#tttt“tt“‘ttt.‘ttt‘.itttt‘tttt“ﬂt‘tt”!‘ttt‘tt‘t‘tt‘tttttttt‘t
C*"**"“*"“'PART[C[ON EN lNTERVALOS”"“*“‘*”*””""“.*"”"“““‘
Ctt“#ttt#“‘tt#t‘tttt##“*"‘“t#t’i‘t"t‘II"t‘t"i‘it**‘i”t“t”‘ttti”t’.it‘t‘

NNLE = 48

N2INT = |

XSI0 = 1.635

alf=1.17

B=15D0

JLE = (NNLE - 4)/2

NND = 2*NNLE

IOPT = |

DO 7500 1= 1,7

RM(1) = 0D0

H=1+1

RM(2)=0.1

RM(3) = 0.2

RM(4) =0.3

RM(S) = 0.4

RM(6) = 0.5

RM(7) =13 .
RM(8) = 15.0

DO 7400 I1=1,NND
Uy = ((RM(I1) - RM(I))/2DO)*XLE(ILJLE) +
A (RM(11) + RM(1)/2D0

PO 7300 =1,10
RK(1) =0D0
JH=F+1
RK(2)=0.1
RK(3)=0.2
RK(4)=0.3
RK(5)=0.4
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RK(6) = 0.5
RK(7)=0.7
RK(8)=0.9
RK(9)=1.2
RK(10)= 1.5
RK(11) = alf*xsi0

DO 7200 JJ=1,NND
Y5 = (RK(J1) - RK(1))/2D0Y*XLE(JJ,JLE) +
l (RK(J1) + RK(J))/2D0

DO 7150 K= [,N2INT
Ri(1)=0D®
Ki=K+1

RI(K1) = (B*K)/N2INT

DO 7100 KK=1,NND
Z(KK) = ((RJ(K1) - RI(K))/2D0)*XLE(KK,JLE) +
| (RIKI) + RI(K))2D0

Ctttt##**tit*#t#ti‘itttt#t#‘#tiitit“iittt#**‘**#‘tit.*tttt**##t#*t#ttt#ttit#i‘tt

ARGI = DSQRT((2DO*U(IT)*Z(KK)*Y(J)))/B)

IF(ARGI.LT.85D0) THEN
BSI0 = MMBSIO(IOPT,ARGI,IER)
ELSE IF(ARGI.GE.85D0) THEN
DO 4600 IL~=1,96
RI(IL) = WLE(IL,22)*DEXP(ARGI* :
1 DCOS((P1/2d0)*(XLE(IL,22) + 1d0))) 2
4600  Continue |

SUMI = 0D0O

DO 4500 JI=1,96

SUMI =" SUMI + RI(JI)
4500 Continue

BSI0= (1d0/2d0)*SUMI
END IF
Ct#tttt‘ttttt"itil*i‘#t‘lt‘l'#l‘#‘t‘l‘it#‘ii####llllii‘l‘i#‘l“i‘ttlt‘##““““
G(KK) = WLE(KK,JLE)*BSIO*DEXP(-((Z(KK)*Y(J}))/B))*
1 ((IDO-(U(11)/2D0))**2 + (1DO-(U(11)/2D0))*
i (YON*(Z(KKYB)+1DO)HZ(KK)*(Y()))**2)/B))*
I (alf*xsi0 - (Z(KK)*Y(1))/B))**2
7100 CONTINUE

SUMI = 0D0
DO 7000 M=1,NND
SUMI = SUMI + G(M)
7000 CONTINUE

GI(K) = (RI(K1)-RI(K))*SUMI/2D0
7150 CONTINUE

SUM2 = 0D0
DO 6900 L=1,NZINT
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FSTA TESIS MO REE
SUM2 = SUM2 + Gl(L) SAUR DE LA BASLISTERA

6900 CONTINUE

C#**#*‘*#***#**t#‘*#tt#t*t#******#*t**‘****#*t*‘t#*t#***t*##********#t#t#****#*#*

ARGK = DSQRT(2D0*Y (JJ)y*U(l1))

IF(ARGK.LT.85D0) THEN
BSKO = MMBSKO(IOPT,ARGK,IER)
ELSE IF(ARGK.GE.85D0) THEN
DO 4800 [K0=1,52
PK(IKO) = (WLA(IK0,45)/XLA(IK0,45))
| *DEXP(-((ARGK**2)/(4d0*XLA(IK0,43)))
4800  Continue

SUMK =0D0
DO 4700 IK = 1,52
SUMK = SUMK + PK(IK)
4700  Continue

BSKO = (1d0/2d0)*SUMK
END IF
L L T P L e P P TR L L e T
Q1)) = WLE(JJ,JLEy*SUM2*BSKO*Y (JJ)*DEXP(-Y(1)))
1 *((alf*xsi0 - Y(J)))**2)
7200 CONTINUE

SUM3=0D0
DO 6800 KK=1,NND
SUM3 = SUM3 + Q(KK)
6800 CONTINUE |

Q1(J) = (RK(J1)-RK(J))*SUM3/2D0
7300  CONTINUE

SUM4=0D0
DO 6700 LL=1,10
SUM4 = SUM4 + QI(LL)
6700 CONTINUE

S(11) = DEXP(-U(11))*WLE(IJLE)*SUM4
7400 CONTINUE

SUMS =0D0 .
DO 6600 MM=I,NND
SUMS = SUMS + S(MM)
6600 CONTINUE

- S1(I) = (RM(I1)-RM(D))*SUMS)/2D0
7500 CONTINUE

SUM6 =0D0
DO 6500 IM=1,7
SUM6 = SUM6 + SI1(IM)
6500 CONTINUE

CHPsssdsd b b s bt s IRt s st SRR PIRER RIS ERASIEERAIREARRIR I ENROSUERSRR IS RIS IR
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DO 1750 1A= 1.7
RMI(1) =0D0
IAl=1A+1
RM1(2) =0.1
RMI1(3)=0.2
RMI(4) =03
RMI(5)=0.4
RM1(6) = 0.5
RMI(7)= L35
RMI(8) = 15.0

DO 1740 ITA=1,NND
U1(ITA) = (RMI1(IA1) - RM1(IA))/2D0)*XLE(IIA,JLE) +
(RMI(IAL) + RMI(1A))y2D0

DO 1730 JA=1,10
RKI(1) =0D0
JAl=JA+1
RK1(2)=0.1
RK1(3)=0.2
RK1(4)=0.3
RK1(5)=0.4
RKI1(6)=0.5
RK1(7)=0.7
RK1(8)=0.9
RKIM=1.2
RKI(10)= 1.5
RKI1(11) = alf*xsi0

DO 1720 JJA=1,NND
Y1(JJA) = (RK1(JAL) - RK1(JA))/2DO)*XLE(JJA JLE) +
, (RK1(JAI) + RK1(JA))/2D0

DO 1715 KA = |N2INT

RIL(1) =-1D0

KAl =KA+1

RIL(KAD) = (KA - N2INT)/NZINT

DO 1710 KKA=1,NND
Z1(KKA) = ((RI1I(KAL) - RJII(KA))/2D0)*XLE(KKA,JLE) +
(RII(KAD + RII(KA))/2D0

CHsFBBIEI s s eus 3SR RRISUBARERUBRERESR B SR ANRSURR SRR SEER ISR BIRSA B ER ISR 00 04

1480

ARGK2 = DSQRT(UI(IIA)*(Z1(KKA)*(ALF*XS10-Y1(JJA))
+ALF*XSI0+Y1(JJA)))

IF(ARGK2.LT.85D0) THEN

BSKOA = MMBSKO0(IOPT,ARGK2,IER)

ELSE IF(ARGK2.GE.85D0) THEN

DO 1480 IK1=1,52

PKI(IKI) = (WLA(IK1,43)/XLA(IK1,45))
*DEXP(~((ARGK2**2)/(4d0*XLA(IK 1,45))))

Continue

SUMK = 0D0
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DO 1417 IK =152
SUMKI = SUMKI + PKI(IK)
1417  Continue

BSKOA = (1d0/2d0)*SUMK
END IF
Ctttt**ti*t**iii*it*tititﬁi*iitii*i*tttittiti*titiit***iit*t*it*****ﬁ*tiitii*ittt

G2(KKA) = WLE(KKA, JLE)*BSKOA*DEXP(-(Z1(KKA)/2D0)* (ALF*XSI0

1 -YI(JJA))*((ID0 - (UI(11A)/2D0))**2 + (1D0/2D0)

| *(1DO-(UI(IIA)2D0))*(Z I(KKA)* (ALF*XSI0-Y1(JJA))

| +ALF*XSI10 + 3D0*Y1(JJA)) + (ID0/2D0)*Y I(JJA)HZI(KKA)

I *(ALF*XSI0 - Y1(JJA)) + (ALF*XSI0 + Y 1(JJA))*

| ((1D0 - ZI(KKA))**2)

1710 CONTINUE

SUM7 =0D0
DO 1700 M=I,NND
SUMT7 = SUMT7 + G2(M)
1700 CONTINUE

G3(KA) = (RII(KAIL)-RII(KA))*SUM7/2D0
1715 CONTINUE i

SUMS =0D0
DO 1690 L=1,N2INT
SUMS = SUMS + G3(L)
1690 CONTINUE

CHEPSRERSREAIRRRRSNABRURISSRRBRESRRRRIRRRERESINRB PSR RADRRRIBE SR BB PR ESR IR AN BB 4D

ARGI2 = DSQRT(2DO*Y1(JIA)*U1(l1A))

IF(ARGI2.LT.85D0) THEN
BSI0A = MMBSIO(IOPT,ARGI2,IER)
ELSE IF(ARGI2.GE.83D0) THEN
DO 4160 11=1,96 :
RII(11) = WLE(I1,22)*DEXP(ARGI2*
| DCOS((PI/2d0y*(XLE(1,22) + 1d0)))
4160  Continue

SUMIL =0D0
DO 1450 J1=1,96
SUMII = SUMII + RILJN)
1450  Continue

BSI0A= (1d0/2d0)*SUMII
ENDIF
o L T e L P T P P E P T P T T P P
Q2(JIA) = WLE(JJA,JLE)*SUMS8*BSI0A*DEXP(-(3D0*Y 1 (11A))/2D0)
1 *((ALF*XSI0 - Y1(IJA))**$)
1720 CONTINUE

SUMY=0D0

DO 1680 KK1=1,NND
SUM9 = SUM9 + Q2(KK1)
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1680 CONTINUE

Q3(JA) = (RKI(JAD)-RK1(JA))*SUM¥2D0)
1730 CONTINUE

SUM10=0D0
DO6170 LL=1,10
SUM10 = SUMI10 + Q3(LL)
6170 CONTINUE

S2(11A) = DEXP(-UK{IIA))*WLE(IIA,JLE)*SUM10
1740 CONTINUE

SUMI1=0D0
DO 1616 MM=1,NND
SUMLL =SUMII + S2(MM)
1616 CONTINUE

S3(1A) = (RMI(IA])-RMI(IA))*SUML1)/2D0
1750 CONTINUE

SUMI12 = 0D0
DO 1650 IM=1,7
SUMI12 = SUMI2 + S3(IM)

1650 CONTINUE
C##li'l'l*““t#‘““.#‘t‘i#i"ii‘#"“‘“"‘t‘#.i‘i‘t#‘tt‘##“!t#‘t#i##‘#‘i“tt‘tt.

DO 7533 1=1,2

RMP(1) = 0D0

N=1+1

RMP(2) = 1.0

RMP(3) = 150

DO 7433 li=1,NND
U211 = (RMP(11) - RMP(1))/2D0)*XLE(ILJLE) +
1 (RMP(11) + RMP(I))/2D0 '

DO 73331=12
RKP(1) = 0D0
N=J+1
RKP(2)=1.0
RKP(3) = ALF*XSI0

DO 7233 JJ=1NND
Y2(JJ) = ((RKP(J1) - RKP()))/2D0)*XLE(JJ,JLE) +
l (RKP(J1) + RKP(J))/2D0

DO 7153 K = [ N2INT
RIP(1)=0D0
Kl=K+1

RIP(K1) = K/N2INT

DO 7133 KK=1,NND

Z2(KK) = ((RIP(K1) - RIP(K))/2D0)*XLE(KK,JLE) +
1 (RJP(K1) + RIP(K))/2D0
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e L L L L R L AL R il

ARGK3 = DSQRT(U2(I1)*( Z2(KK)*(ALF*XSI0-Y2(J1))+ALF*XS10+Y2(]]) ) )

IF(ARGK3.LT.85D0) THEN
BSKOP = MMBSKO(IOPT,ARGK3,[ER)
ELSE IF(ARGK3.GE.85D0) THEN
DO 4833 IK0=1,52
PKP(IK0) = (WLA(IK0,43)/XLA(IK0,45))
1 *DEXP(-((ARGK3**2)/(4d0* XLA(IK0,45))))
4833  Continue

SUMK = 0D0
DO 4733 IK= 1,52
SUMK = SUMK + PKP(IK)
4733  Countinue

BSKOP = (1d0/2d0)*SUMK
END IF
Ct‘i#*t‘ttt##ii*i.#‘tiiiittiittiti#.i‘ttti.i.‘itt“i.‘i“.i.‘ii*i‘ti‘..t#ilt“#*t
GP(KK) = WLE(KK,JLE)*BSKOP*DEXP(-(Z2(KK)/2D0)*(ALF*XS10
1 -Y2(J1)))*((1D0 -(U2(11)/2D0))**2 + (1DY2D0)
1 *(1D0-(U2(11)/2D0))*(Z2(KK)*(ALF*XS10-Y2(1))
1 +ALF*XSI0 + 3D0*Y2(J])) + (1D0/2D0)*Y2(JI)*(Z2(KK)*
1 (ALF*XSI0 - Y2(J1)) + (ALF*XSI0 +Y2(J))))*
1 ((1D0 - Z2(KK))**2)

7133 CONTINUE

SUMI3 = 0DO
DO 7033 M=I,NND
SUMI3 = SUMI13 + GB(M)
7033 CONTINUE

GIP(K) = (RIP(K1)-RIP(K))*SUM13/2D0
7153  CONTINUE '

SUMI4 =0D0
DO 6933 L=1,N2INT
SUMI4 = SUMI4 + GIP(L)
6933  CONTINUE

(LA AL AL LI A AL LA ARSI A R LRI T LA LI LA LIl Ad Ll d i ad il Ll il

ARGI3 = DSQRT(2DO*Y2(JJy*U2(11))

IF(ARGI3.LT.85D0) THEN
BSIOP = MMBSIO(IOPT,ARGI3,IER)
ELSE IF(ARGI3.GE.85D0) THEN
DO 4633 IL=1,96
RIP(IL) = WLE(IL,22)*DEXP(ARGI3*
| DCOS((P1/2d0)*(XLE(IL,22) + 1d0)))
4633  Continue

SUMI = 0D0

DO 4533 JI = 1,96
SUMI = SUMI + RIP(JT)
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4533

Continue

BSIOP= (100/2d0)*SUMI
END IF
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Ci‘*****#ti*i*##*#i***#‘*i***it**‘t*‘##‘*###t##*ttt*t***#**#**#*#*******tt*#t‘**#

1
7233

6833

7333

6733

7433

6633

7533

6533

QP(JJ) = WLE(JJJLE)*SUM 1 4*BSIOP*DEXP(-(3D0*Y2(JJ))/2D0)
*((ALF*XSI0 - Y2(1]))**35)
CONTINUE

SUM15=0D0
DO 6833 KK=1,NND

SUMI5 = SUMI35 + QP(KK)
CONTINUE

QIP(J) = (RKP(I1)-RKP(]))*SUM15/2D0
CONTINUE

SUMI16=0D0
DO 6733 LL=1,2

SUMI6 = SUM16 + QIP(LL)
CONTINUE

SP(ll) = DEXP(-U2(I1))*WLE(IL,JLE)*SUMI6
CONTINUE

SUMI7 =0D0
DO 6633 MM=1,NND

SUMI17 = SUMI T + SP(MM)
CONTINUE

SIP(I) = (RMP(11)-RMP(1))*SUM17)/2D0
CONTINUE

SUMI18 = 0D0
DO 6533 IM=1,2

SUMI8 = SUMIS + SIP(IM)
CONTINUE

Gl1 = 1D0 - DEXP(-(ALF*XSI0))

G22 = IDO - DEXP(-(ALF*X$10))*(1D0 + (ALF*XSI0))

G33 = 2D0 - DEXP(-(ALF*X$10))*(2D0 + 2DO*(ALF*XSI0) +
(ALF*XSi0)**2) .

G44 = 6D0 - DEXP(-(ALF*XS10))*(6DO0 + 6DO*(ALF*XSI0) +
3DO*(ALF*XSI0)**2 + (ALF*XSI0)**3)

CTEN2 = (4D0*(ALF**5))/(G1 1 *((ALF*XSI0)**2) +G22*((ALF*XSI0)**2 -
2D0*(ALF*XSI0)) + G33*( IDO- 2DO*(ALF*XSI0)) + G44)

EPH = - (CTEN2)*(G11*((ALF*XSI0)**2)
- G22*(2DO*(ALF*XSI0)) + G33)/(2D0*(ALF**4))

EKH = ((CTEN2)*((ALF*XSI0)*G11*(IDG + (3D0*(ALF*XS10)/4D0)

- (1D0 +(SDO*(ALF*XSI0))/2D0 + ((ALF*XS10)**2)/4D0)*G22
+ (TDV/A4D0 + (ALF*XS10)/2D0)*G33 - G44/4D0))/(2D0*(ALF**3))

“4




90

VFPII1 = (CTEN2#%2)*(SUMG6/(8D0*B*(alf**9)))

VNPII12 = (CTEN2**2)*(DEXP(-ALF*XSI10/2D0))*
SUM12/((64D0)*(ALF**9))

VPP112 = (CTEN2*#2)%(DEXP(-ALF*XS10/2D0))*
SUM I8/((64D0)*(ALF**9))

TOTREP = VNPII2 + VFPI1I + VPPII2
ETOT = 4DO*EPH + 2D0O*EKH + TOTREP

WRITE(2,90)ALF,ETOT
FORMAT(3X,'Etot('F9.6") = ' E25.16)

END
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