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CAPITULO 1
INTRODUCCION

En varias ocasiones en las matemiticas aplicadas (como por ejemplo en
los problemas de: interpolacion, optimizacion, ecuaciones diferenciales
ordinarias y parciales, etc.) para resolver problemas numéricamente,
nos lleva en forma natural (debido a la linealizacion o discretizacion de
los problemas) al problema de hallar la solucion de un sistema de
ecuaciones lineales de orden n, en notacion matematica:

Gy rapHrag .o va,x, = b,

Gy Mg Hray ot N = b,
8" ."l"'”u .I’z+8”,l’3+...+a’n,rn=b’, (lnl)

dyftdyHra,x+...va,v=5h.

Usando notacion de matrices, escribimos este sistema de ecuaciones
lineales de manera mis compacta:

Ax=b, 1.2)

en donde,




ay ay dy . . 0 By,
By dy dy . Gy,
dy dy dy &y,
A = . . * . . * ’
dyy dyz dpy o L
E ‘ by
5 )
Y by
'|’= ’ }' b:
| % | b,

A continuacion presentamos dos enfoques distintos para calcular la
solucion del sistema de ecuaciones lineales (1.2).

SOLUCION APROXIMADA

La solucion numérica de este sistema de ecuaclones lineales se obtiene
por lo general en forma aproximada, esto es, efectuando las operaciones
en una computadora digital usando aritmética de punto flotante, de
aqui en adelante supondremos que el sistema tlene solucion unica, esto
es, que el determinante de A es distinto de cero.




ey,

Por esta razon es necesaria la estabilidad numérica de los algoritmos
que se utilizan, asi como un nimero de condicion bueno (éste es
dependiente de la precision de la maquina huésped) de la matriz A de
coeficientes del sistema en consideracion, para que se pueda obtener su
solucion numeérica adecuadamente.

Un algoritmo de reconocida efectividad es el conocido como
descomposicion LU con bisqueda de pivote parcial, en donde L es una
matriz triangular inferior con unos en la diagonal y U es una matriz
triangular superior con los pivotes en la diagonal, para detalles ver el
capitulo 12, de [1).

SALUCION EXACTA

Con la Idea de fijar ideas, pensemos por el momento, que se requiere
resolver un sistema de ecuaciones lineales, con la peculiaridad de que
tanto 1a matriz de coeficientes A como el vector del lado derecho b
tienen en todas sus entradas nimeros enteros. La pregunta que surge
es: Jexistird un algoritmo para resolverlo de manera mis exacta o
exactamente?, la respuesta a tal pregunta es si, El algoritmo es el de
Gauss-Jordan, pero realizado por un lado con aritmética de un solo
modulo (un entero m adecuadamente seleccionado) y por otro lado con
aritmética usando varios modulos (adecuadamente seleccionados).

El desarrollo de los detalles tedricos y pricticos para la implementacién
de estos dos algoritmos en una computadora personal constituye el
objetivo del presente trabajo,

El hecho de que todas las entradas de A y b deben de ser nimeros
enteros, en realidad no es una restriccion tan severa, ya que, cuando
se alimentan los datos del problema A x = b, a la computadora, éstos
son expresados en expansiones decimales finitas, por lo cual en realidad
son verdaderos numeros racionales, asi mediante escalamiento podemos
replantear nuestro problema A x = b, con todas las entradas tanto para
A como para b constituldas por nimeros enteros,

Como por ejemplo; se requiere resolver el sistema lineal de orden 7,




137 24 69 23 17 5 7 11
74 802 -14 -68 23 402 607 ||| |22
-3 -6.08 476 345 67 34 -306 (| % | |33
1 2 3 4 5 6 1 ||x|=|44], 1Y
12 -3 42 53 6 12 ||| |58
0 1 0 1 0o 1 0 [|,]| |66
Ll -22 33 -44 55 -66 717 7.7

escalando este sistema, esto es, multiplicando por 100 tanto a la matriz
A como al lado derecho b, obtendriamos el sistema lineal equivalente
de orden 7 siguiente:

137 240 69 230 170 500 700 110
740 802 -140 -680 230 402 607 || ™ 220
<130 608 476 345 670 340 -306 [ % | | 330
100 200 300 400 500 600 700 || |=[4d0 |,
-100 200 -300 420 -530 600 -720 ([, [ | SSO
0 100 0 100 o 00 o [f, [ |660
110 -220 330 -440 550 -660 770 770

hemos replanteado nuestro problema original, cumpliendo el requisito
de que todas las entradas sean nimeros enteros tanto para la matriz A
como para el lado derecho b,

DESARROLLO DEL TRABAJO

En el capitulo 2, presentamos todos los aspectos tedricos para nuestros
dos algoritmos a los que hemos llamado SSLAUR y CLAMAR




respectivamente, ¢l primero usa un solo médulo (aritmética con un solo
madulo), mientras que el segundo usa varios modulos (aritmética con
varios modulos). En el capitulo 3, presentamos los dos algoritmos en
lenguaje informal. En el capitulo 4, presentamos a los dos algoritmos
programados en Fortran77 de Microsoft. Finalmente en el capitulo §,
presentamos los datos de 17 problemas de prueba y los resultados
obtenidos con cada uno de los dos algoritmos, en una computadora
personal HP-Vectra 486/33U.




CAPITULO 2
TEORIA RESIDUAL PARA SISTEMAS LINEALES

Las definiciones y los teoremas que damos en este capitulo, nos dan las
bases para resolver sistemas lineales con matrices y vectores cuyas
entradas son numeros enteros, Para sus demostraciones ver la
referencia (1)

Definicion 2.1 Si A = (a,)) y B = (b)) son matrices enteras de tamaiio p

por g, y m > 0 es un entero, y si a; = b, (médulo m) para toda i, j, .

entonces

A = B (mddulo m) 1)

y se dice que A es congruente a B médulo m.

Teorema 2.1 Sean A, B, C, D matrices enteras de tamaiio p por g,
también x, y, d y m > 0 numeros enteros, entonces:

8) A » B (nddulo m) siysolosi B = A (nddulo m) siy solo si
A - B » 0 (mddulo m) , en donde 0 es la matriz nula.

b)SiA = B (médulo m), B = C (médulo m), entonces
A » C (modulo m).

¢)St A =B (médulo m), C = D (médulo m), entonces
XA + yC = xB + yD (modulo m).

d) Si A, C y tamblén B, D son conformables y si
A = B (mddulo m) , C = D (mddulo m), entonces
AC = BD (mddulo m).
¢)Sid>0ydivideam,ysi 4 « B (médulo m) entonces

6




A = B (mddulo d ).

Las siguientes definiciones y los siguientes teoremas, se refieren a la
matriz residual médulo m,

Definicion 2.2 Sea X = (x,)) una matriz entera de tamafio p por q y
m > 0 entero. Si R = (r,) s la matriz con elementos definidos por

r;= |4"u|m

para toda i, j, entonces escribimos:

R= X,

y decimos que la matriz R es una matriz residual de X médulo m,

Teorema 2.2 Dada X una matriz enteray m > 0 entero, entonces |X |,
es unica.

Teorema 2.3 Si X y Y son matrices enteras de tamaiio p por q, y m >
0 es entero, entonces |X |, = |V, siy solo si

X » ¥ (modulo m).

Teorema 2.4 La matriz residual de X cumple:

1K1 = (x| = (2l

En las deflniciones y teoremas sigulentes se indican las reglas bisicas
para resolver sistemas lineales con entradas enteras, usando un solo
médulo m,




Teorema 2.5 Si A y B son matrices enteras de tamaiio p por q, y si k
y m > | son enteros, entonces:

a) md|, =0

b) kidl, = [kd |y

o W}, =4,sty solo si 0 < a, <m ,para toda i, j.
d) {emB|, = 4|,

& |-dl, = |ml-A|,

Teorema 2.6 Si A y B son matrices enteras de tamaiio p por q, y si m
> 1 es entero, entonces:

[A¢Bl, = ||A] 4t (Blyln
= 'A*'”lmlm = “Aliu*‘mm

Teorema 2.7 Si A y B son matrices enteras y si m > 1 es un entero,
entonces

|48, = 114181l
= |A|Bla), = 11418l

Ya que este resultado es ficll de generalizar, si se tiene un nimero
arbitrario de factores. ‘

Teorema 2.8 Si A y B son matrices enteras, k y m > 1 son nimeros
enteros ysi |k4 |, = |kB|, , (km) = 1 entonces |4} = |B}, .

Definicion 2.3 Si A y C son matrices enteras de tamaiio n por ny

8




m > 1 es entero, y si:

|AC|, = I = |CA|,
Cla = €

entonces C = A'(m) y llamamos a la matriz C la inversa de A médulo
m

Teorema 2.9 Si A es una matriz entera de orden n y si A*(m) existe,
entonces es tnica.

Definicion 2.4 Sea A una matriz entera de orden n, se dice que es no
singular modulo m si y solo si

|det(4)], = O
(det(A),m) = 1

en caso contrario A es singular médulo m.

Teorema 2.10 Si A es entera de orden n, entonces

|d¢‘(4) 'n = |d“( |A‘a )Lﬂ’

Deflnicion 2.5 Si A es entera de orden n, entonces la matriz adjunta de
A modulo m, denotada como |4 | es definida por:

4%, = |(4))|,




B

donde A, es el cofactor de a,;, ya que la transpuesta de la matriz de los
cofactores es (A;;).

Para el analisis de la existencia de la inversa de una matriz entera de
orden n modulo m, son los teoremas siguientes.

Teorema 2.11 La matriz A''(m) existe si y solo si A es no singular
maédulo m, esto es, si y solo si:

||, # 0
(dm) = 1

donde d = det(A), entonces

A-l(m) = 'd-l(m)"“.ﬂlmhn *

Sistemas de ecuaciones residuales
Consideremos el sistema lineal de ecuaciones
Ax = b,
donde A y b tienen entradas de numeros enteros, no hay garsntia de

que X, Ia solucién tenga en sus entradas nimeros enteros, Cuando el
sistema de residuales

(A%l = |bl, (2.1)

donde A y b tienen entradas de nimeros enteros, buscamos un vector
entero ¥, el cual cumple con (2.1), entonces x y ¥ son diferentes, en
general,

10




Puede parecer que ¥ no ayuda para encontrar X, pero podemos usar
la solucion residual resolviendo la ecuacion (2.1) y luego obtener la
solucion del sistema Ax = b, donde A y b son matriz y vector enteros
respectivamente, ya que, el siguiente teorema da la solucion para la
ecuacion (2.1).

Teorema 2.12 Si A es una matriz entera de orden n, A es no singular

moédulo m > 1, b es un vector entero y x' satisface la ecuacion (2.1),
entonces

I'elm=l‘4-l(m)lb|mln *

Eliminacion Gauss - Jordan con aritmética residual
usando un solo modulo

Recordando el procedimiento para resolver Ax = b usando aritmética
ordinaria, describimos el procedimiento para resolver

| 44|, = 1],

usando aritmética residual, ya que, conduce a una solucién exacta de
Ax = b, suponemos que A es una matriz de orden n no singular y el
vector b es no nulo, pues queremos encontrar una matriz J entera de
tamaiio n por n no singular médulo m, de tal manera que

M, = J @2)

tal que

11




\AR], = |/b]

m m

¥

4

I'IAII" = l

por o tanto
J=A'm)

entonces

£, = 1/}

m

y dejando que el sistema residual

IA'i’I n- = Ibll"

sea escrito usando la notacion

|A (I)ﬂm = I,(l)

donde

AV = l"lm J b = I"’Im '

ya que, la reduccion de A™ hasta llegar a la matriz identidad se cumple
en n pasos, Cada paso en el proceso leva a una serie de ecuaciones la
que equivale a

12




M(M.ﬂm = pW ,

la cual, es mas simple que la serie anterior, pues la serie nueva tiene
una columna de la matriz identidad en la matriz de coeficientes y la
segunda serie se obtiene escribiendo

OO, |, = |JOB0],

que se puede reescribir como

A0, $], = 5O

o también
|A“’.€'|. = p® |
Si definimos
AW = JO40)
bW = |JVpW|_
donde el i-ésimo paso produce

IWOAOR |y = OB,

1




que se puede escribir como

DA, f = pun,
0

|4 g, = U,

si definimos

AU = | JOAD]

iy = (JOBDY,

entonces

y finaimente

Akl = OB s

ya que se puede escribir como

”.’(I)A(nl'ﬂm = plad ,

14




o también

|A(M)'ﬂm = plov | 2.3)

st definimos

Al = ll(n)A(ﬂ)lm ,

plad = IJ(n)b(n)|m ,

se llega a nuestro objetivo (2.3) y A"V = |, entonces

|j|m = b(ml) = |A “(m)b|m ,

si el pivote para alguna i es cero, no tiene inverso multiplicativo médulo
m, entonces intercamblamos la linea por otra, para poder producir un
plvote que si tenga Inverso multiplicativo médulo m, ya que, con este
intercamblo se afecta el signo del determinante de A.

Obteniendo x en funcion de [¥],

Aunque indicamos que [¢|,, no seria igual a x solucion de Ax = b,
podemos obtener a x si hacemos lo siguiente:

d = det(A),
y= A™ b,

esto implica que necesitamos calcular ldly ¥ |y de forma
equivalente calculamos |¥ |+ Podemos calcular a d, y, con los teoremas

15




siguientes:

Teorema 2.13 Si a,,", a,,@, ..., a,,™ son los pivotes en la eliminacion
de Gauss-Jordan entonces

BETRU IR L) (@
|d],, = |”|(.|) -‘z.z) By oo Bpply .

Teorema 2.14 Podemos calcular |y}, usando la ecuacion

'ylm = “d‘mlelmln 4

Ya que, Newman (1967) nos indica que con la seleccion adecuada de m,
podemos encontrar d, y a partir de |d|, , |v|, respectivamente, pues
recalcamos que la condiclon en m para garantizar la existencla de
d'(m) siempre que (m, d) = 1. -

Es necesario mencionar los dos teoremas siguientes para las
afirmaciones anteriores,

Teorema 2,15 Si el médulo m es elegido, tal que satisfaga
i)m>2|d|,ysid’esti formado desde |d|, tal que satisface:
i) |d'], = |d|,

nem
iii)l‘”‘2

entonces d' =d,
Teorema 2.16 S| ademis de (m, d) = 1 el médulo m es escogido tal que:

i) m > 2 miximo (ly,| } , y si y esté formada desde |y|, tal que
satisface:

16




i) Ylg= Ve

iff) maximo |y |, < 2

2
entonces y' =y,

Y cada vez que m cumpla ambos, entonces
m > 2 miximo ( |d|, miximo |y | ).

Ung vez que tenemos a d, y, podemos encontrar x, por lo tanto

ar 1 1
—Atp=L gy L,
o d a7

A continuacion presentamos un ejemplo, de una matriz de tamano 2
por 2, para la aplicacion de los teoremas y definiciones mencionados
anteriormente.

Ejemplo 1

12 3 -1
= b =
4 [—3 -l]’ [ZI
1) obtenemos el determinante:

123
d—del([_.3 _l])=—12+9—-3

17
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2) obteniendo la matriz adjunta:

. ‘.l -
“df -
4 L J

- 3) haciendo el producto de A* b:

1

:2] ) [;7]

2

4) obteniendo el maximo del valor absoluto de las componentes de y:

A b=

miiximo |y} = |-27| = 27

entonces
m > 2 maximo ( |d|, méximo |y,| )
m > 2 méximo ( |-3], |27|)
m > 2 méximo ( 3, 27)
m > 2(27)
m > 54
pero m debe ser nimero primo, por lo tanto m = 59

5) asignamos a la matriz aumentada [A, b} su matriz residual médulo
§9, entonces

18




12 3 58
{48y = [56 58 57]

6) aplicamos el proceso de Gauss-Jordan:

118 sal 118 54!
56 58 57]' |0 44 42

115 sal 10 31]>
019
por lo tanto

wf]

7) obteniendose

dlsy = 18y a3 lsy = |12d4)]sy = |528]s = 56

8) encontrando:

Vo = 9mltals = 563 = Lo

Y

9) determinamos a d', tal que

19




|d/) = |d]so= 56, ademis que cumpla
-5912 < &' < 5912, 0 sea
<29 < d' < 29, clases residuales simétricas,

entonces requerimos a z, tal que 56 = z (médulo 59), por lo tanto
d=-3

10) determinamos andlogamente a y' en las clases residuales simétricas,
y llegamos a

y'= [_:7] , es tal que,

7
/ = = .
1 lss = /s [32]

11) finalmente encontramo; a x, en donde x = (1/d")y', esto es

x=(-13) (7 2N"=(-13,9]).

Definiciones y teoremas de aritmética residual con mis de
un médulo

Considerando las operaciones de suma y resta se necesitan los siguientes
teoremas,

Teorema 2.17 Sean m;, m,, . . ., m, el numero de residuales del sistema

cuando (m;, m) = 1, para i distinto de §; sea M = m,(m,), . . . ,(m),
entonces la representacion multiresidual esta dada por

20




v {IXI..,,'IJI,.,,’ vey I“"m,}
y- {U'm"'.y'm,’ OO Mm,}
| xeylp ~ {Izlim,"zlim,’ sy |’s|m,}

con

z= Xl purai=1,2...,s

Este resultado da la idea del porque es conveniente tener a mis de un
mddulo, obteniendo la representacion residual de (x1y|,,, ya que M
queremos que sea grande y los médulos sean nimeros primos y sl estos
son, entonces L, = M el corolario siguiente lo menciona.

Corolario 2.1 La representacion reﬂdual de w son enteros en el
intervalo (0, L - 1},

Tenemos la relaclon entre los enteros w, con el intervalo (0, M - 1] y
sus clases residuales, sin la relaclon uno a uno es dificll relacionar
|z,| |Zlmyp + + + 5 |2,| para el proplo entero, De esta manera

"brlmos Ia multiplicaclon para el reslduo aritmético con mis de un
modulo.

Teorema 2.18 Sean {m;m,,, . .,m,}ser base para el sistema residual

numérico donde (m,, m)) = 1, para | diferente de j, y sea M = m,(m,)
. » (m, ), entonces Ia representacion de xy modulo M, esté dado por

21




X~ {I-"lm,vl"'lm,' ve sy |.|'|,,,'}
I~ AWap Py« - v IWlm)}
12rta ~ {l’l lap 12l +  + s IZS'm,}
con

2= |¥| g\ pAPRI=1,2 ..., 5.

Se toman en cuenta tres operaciones aritméticas basicas, para ser mds
especificos mencionamos las siguientes deflniciones, donde necesitamos
la representacion residual para el inverso multiplicativo médulo M.

Definicion 2.6 Cuando existe x'(M) es un entero z, que cumple:

0<z,

[azlyy = |2xlpy =13

Para la representacion residual de x*'(M) es el teorema siguiente.

Teorema 2,19 Sea (m,, m,, ..., m,) la hase para un sistema numérico
residual, en donde (m;, m, ) = 1, para i distinto de j, y sea M = m, (m,)
+»+ (m,); si x s un nimero entero, tal que x'(M) existe, entonces x'(M)
tiene una representacion residual en el sistema si y solo si x(m) existe
para toda i. Cuando la representacion existe, es unica y:

x'M) = (x'(m,), x'(my), . . . , x'(m).
Hay varios algoritmos para obtener la clase residual de un entero d
mddulo M, tal vez el procedimiento mis conocido pero no el mis

rapido, hace uso de la teoria de numeros, llamado teorema del residuo
Chino, que a continuacién mencionamos.

22




Teorema del residuo Chino

Sea {m,, m,, . ..., m,} base para el sistema numérico residual, donde
(m; , m) = 1, para i diferente de j, y sea M = my(m,) . . . (m,), también
sea

iy =M
m,

ahora si q tiene una representacion residual

~lmrp ...\ r},

en donde r, = q (modulo m, ), parai = 1, 2,...,s; entonces

'
a s |
lgly = |j_£l "’/l"/ 1y (m, ”n, In

A A Y --l
= dn|ry dn' () |g? o o+ dlr, )G, ) ) |y

Ejemplo 2

Resolver con sistema multiresidual el sistema de ecuaciones lineales:

33l

Debemos elegir varios médulos primos, hasta que su producto sea

23




mayor a8 56, esto es m; = 7 y m, = 11, su producto es M = 77, Observe
que estamos seguros de que M es mas grande que el madulo usado en
el ejemplo 1.

1) resolvemos el sistema residual Ax (médulo 7) = b (modulo 7):
s3 6
= , 1B}, =
(Al L 6] L [s]

2) consideramos a Ia matriz aumentada

5§36
AW p Y =
(4%, b L ¢ s]

reduciendo esta matriz obtenemos

100
O, pO Y =
ZYR SN

J) usando el procedimiento del modulo simple, las dos pivotes son 5 y

§, por lo tanto
0
-]

4) el determinante modulo 7 es

24




|d}; = |5(5)|, = 4
5) y médulo 7 es:

i = il =)

6) ahora resolvemos Ax (mddulo 11) = b (médulo 11);
13 10
= b =
I‘t"ll [8 lo] ’ l i“ [9]

7) ahora tenemos a la matriz aumentada

1310
AW, pO) =
(4% 071 [s 10 9]

la cual puede reducirse a:

108§
AD. pO | =
o, o011 ¢
en donde los plvotes son 1, 8.

8) obtenemos que

25
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9) el determinante médulo 11 es:
ldln = |l(8)|“ =8
10) por lo que

= 1 - [:l

11) representando a d y a y, en el sistema residual obtenemos:

d~ (4,8},

-4l

lo mis apropiado de este punto en adelante es:

YV~ (0,7} ~(1,6}

12) para usar el teorema del residuo Chino, primero calculamos:

26




'y

m;=7;m,=11; porloqueM=7(11) =77 ;

lo cual significa que
||, = 10}y = 45 lag]g, = |Thy =7
lb}'(m,) =2 lb;'(m,) =8
de aqui que

|dly = [LL{AQ)|+TIB)E) Lyl = 111)+7O) 5y = 74;

13) ahora blen:

L"("‘n = [11{0@)}, + 7|7@) |y 1y = 1T |y =7
Ny = 111Q)]; + 716@) |yl = (11Q) + 7)1y, = 50

14) ahora calculamos d y y respectivamente, buscamos nimeros
menores que 77/2, los cuales son congruentes médulo 77 con 74, 7 y 50;
estos son -3, 7 y -27, por lo tanto

7
d=-3:y=[_27];
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15) finalmente la solucion es:

En el capitulo 3 presentamos, los algoritmos, para resolver un sistema
de ecuaciones lineales cuyas entradas son numeros enteros, con
aritmética residual, tanto con un solo mdidulo como con mis de un
mddulo.
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CAPITULO 3
SSLAUR Y SSLAMR EN LENGUAJE INFORMAL.

En este capitulo presentamos en lenguaje informal a los algoritmos:
SSLAUR (8 - solucion, de, S - sistemas, L - lineales, con, A - aritmética
, UR - uniresidual) y SSLAMR (S - solucion, de, S - sistemas, L -
lineales, con A - aritmética, MR - multiresidual), para los cuales, las
hases teoricas fueron presentadas en el capitulo anterior.

Algoritmo SSLAUR.

Propdsito: Resolver un sistema de ecuaciones lineales de orden n, en
donde tanto la matriz de coeficientes como el lado derecho tienen
entradas enteras, en notacion de matrices Ax = b. Usando aritmética
residual con un solo médulo (m), esto permite obtener la solucion en
forma racional (solucion: (1 / d) x, en donde el vector x tiene en todas
sus componentes nimeros enteros),

0) inicio;

1) leer: numpri, primos(i), i = 1, numpri;

2) leer: n, A, b;

3) llamar a COPIAS para obtener Ab;

4) ii:= 0

§ii=ii+ 1

6) si i > numpri;

6.1) imprimir: lista de nimeros primos agotada . . .
6.2) alto;

7) m := primos(ii);

8) llamar a SOLGJ para obtener matsin, x, d;
comentario: SOLGJ modifica a Ab;

9) si matsin = ‘no;

comentario: se copia en x la columna n + 1 de Ab;
9) x:=Ab(,n +1)

9.2) ir a 12);
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12) Hamar a CHECA para obtener checas;
13) si checas = 'si';

13.1) imprimir: m, x, d;

13.2) alte;

14) lamar a COPIAS para obtener Ab;
15) ir a 5);

16) fin de SSLAUR.

SOLGJ

Proposite: Resolver Ax = b con el métado de Gauss-Jordan, usando
aritmética con un solo madule (m). La solucion que se obtiene es
racional, esto es, una solucién de la forma (1 / d) x, donde el vector x
tiene en todas sus componentes mimeros enteres,

0) entrada: m, n, Ab;

1) inicio;

2) matsin := 'no';

3) signod := 1;

4) parai, j=1,m

4.1) lamar a ASIGOM para Ab( , j) con m, obteniendo Ab( , j);
4.2) fin de para i, j;

5)parai= 1, m

S.1) para j=i, n;

§.1.1) sk (Ab( , i) < 0) o (AbG , i) > 0);

S5.L11) irad3);

§.2) fin de para j;

5)sij=nt+ 1

5.3.1) imprimir: sistema singular con modulo m;
5.3.2) matsin := 'si';

5.3.3) regresar a donde fue llamada;

Sqsij>iy

comentario: se intercambian los renglones i y j;
S4D) parak=i,n+1;

§4.1.1) Ab(i , k) <-=> Ab(j , k);

§4.2) fin de para k;

54.3) signod := (-1) signod;

5.5) pivote(l) := Ab(i , i);

5.6) llamar a SOLCON para Ab(i , i) con m, obteniendo w;
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S5Dparaj=i,n+1;

5.7.1) Ab(i, j) := Ab(i, j) w;

5.7.2) lamar a ASIGOM para Ab(i , j) con m, obteniendo Ab(i , j);

§.8) fin de para j;

59)sii<n;

comentario: ellminacion por debajo de la diagonal;

591 parak=i+1,n;

5.9.1.1) aux ;= Abck , i);

5912)paraj=i,n+1;

59.1.2.1) Ab(k , j) = Ab(k , j) - (aux) Ab(i , k);

§9.1.2.2) llamar a ASIGOM para Ab(k , j) con m,
obteniendo Ab(k , j);

5.9.1.3) fin de para j;

59.2) fin de para k;

510)sit>1;

comentario: eliminacion por arriba de la diagonal;

510 paraj=1,1- L

§.10.1.1) aux := Ab(j , i);

§10.1.2) parak =i, n + 1;

5.10.1.2.1) Ab(j , k) := Ab(j , k) - (aux) Abd , k);

§.10.1.2.2) llamar a ASIGOM para Ab(j , k) con m,
obteniendo Ab(j , k);

5,10.1.) fin de para k;

5.10.2) fin de para j;

6) fin de para i;

comentario: se calculs la solucién racional a partir de Ia solucién

médulo m;

Dd:=1;

8) parai=1,n;

8.1) d := (d) pivote(l);

8.2) llamar a ASIGOM para d con m, obteniendo d;

9) fin de para i;

10) d := (signod) d;

1) parai=1,n;

111) Ab(i,n+ 1) ;= (d) Ab(l, n + 1);

11.2) Ulamar a ASIGOM para Ab(i, n + 1) con m,

obteniendo Ab(i , n + 1);
12) fin de para i;
13) lamar a CLASIM para d con m, obteniendo d;
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14) parai=1, n;

14.1) llamar a CLASIM para Ab(i,n+1) con m, obteniendo Ab(in+1);
15) fin de para i;

16) regresar a donde fue llamado;

17) salida: solucion entera en Ab(: , n + 1), con denominador d;

18) fin de SOLGJ.

ASIGOM

Proposito: Asignar a un entero z, su correspondiente clase residual
modulo m, en el conjunto {0, 1, 2,...,m- 1},

0) entrada: m, z;

1) inicio;

2)sl(m<=2)y(z<0);
21)w:=m+ z;

2.2) regresar a donde fue llamada;
HNsi0<=z)y@z<=m-1)

1) wi=z;

3.2) regresar a donde fue llamada;
d)siz=m;

41) w:=0;

4.2) regresar a donde fue llamada;
S)siz>m;

S51)s=z/m;

52) w:= z - m(s);

5.3) regresar a donde fue llamada;
6) siz<-m

61)5:=z/m;

62) z:= z - m(s);

63)ira 2);

7 salida: w;

8) fin de ASIGOM,

SOLCON

Propésito: Hallar w, tal que, z w = 1 (médulo m), mediante el algoritmo
de Euclides. ,
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0) entrada: m, z;

1) inicio;

siz=1;

2.1) wi=z;

2.2) regresar a donde fue llamada;
Jsizomm;

3.1) imprimir: z es mayor o igual a m en SOLCON. ..

3.2) alto;
dn:=m/z

5) 10 :=m - z(n);

6) b0 := -n;
Tsird=1;

7.1) 12 ;= r0;

7.2) b2 := bho;

7.3) Ir a 15);
8n:=z/rl;
9rl:=z-rl(n)
10) bl ;= -n(b0) + 1;
)sirk =1

1L1) 12 :=rl;

11.2) b2 := bl;

11.3) ir a 15);
12)n:=ro/rl;

13) r2:= 19 - rl (n);
14) b2 := h0 - n (bl);
15)sir2 = I3

15.1) w := b2;

15.2) regresar a donde fue llamada;
16) b0 := bl;

17) bl := b2;

18) 10 :=rl;

19) rl := r2;
20)Ira 12);

21) salida: w;

22) fin de SOLCON.

CLASIM

Proposito; Asignar a z un elemento de {0, 1, 2, . .

KK]

+y m - 1} clases




residuales modulo m,unwen{-m/2,(m/2)+1,...,-1,0,1,2,..

.y m | 2} clases residuales simétricas modulo m,

0) entrada: m, z;

1) inicio;

2) msim ;= m / 2;

J)si (0 <=2) y (z <= msim);
) wiszy

Hhwizz-m

5) regresar a donde fue llamada;
6) salida: w;

7) fin de CLASIM.

CHECA
Propdsito: Verificar si se cample o no la ecuacion A x =d b;

0) entrada: n, A, x, b, d;

1) inicio;

2) checas :='si';

Hparai=1, m;

3.1) aux := 0;

32) paraj=1,n;

3.2.1) aux := aux + A(i , j) x(§);

3.3) fin de para j;

3.4) Ax(i) := aux;

3.5) db(i) := (d) b(i);

4) fin de para i;

S)parai=1,n;

5.1) si (A x(i) < d b(i)) o (A x(i) > d b());
5.1.1) checas := 'no';

5.1.2) regresar a donde fue llamada;
6) fin de para i;

7) regresar a donde fue llamada;

8) salida: checas;

9) fin de CHECA.

COPIAS
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Propasito: Formar la matriz aumentada Ab := [A | b];

0) entrada: n, A, b;

1) inicio;

2)parai= 1, n;

2.1) para j= 1, n;

2.1.1) Abd, j) == A, j);
2.1.2) fin de para j;

2.2) Ab(i, n + 1) := b(i);
3) fin de para i;

4) salida: Ab;

$) fin de COPIAS,

Algoritmo SSLAMR.

Proposito: Resolver Ax = b, en donde tanto A como b tienen entradas
enteras, ohteniendo asi una solucidn en forma racional, esto es, solucién
= (1 / d) x, X con entradas enteras, usando aritmética de varios
moédulos m(), i = 1, indmod.

0) inicio;

1) leer: numpri, primos(), i = 1, numpri;

2) leer:n, A, b

J) Uamur a8 COPIAS para obtener Ab;
4)5:=4;

5) Indmod := 0;

6G)s:ms+];

7 si s > numpri;

7.1) imprimir: nidmeros primos agotados . . .,;
7.2) sid = 0;

7.2.1) imprimir: matriz singular. . ;;

7.3) alto;

8) m := primos(s);

9) llamar a SOLGJ para obtener Ab(: , n + 1), dur, matsin;
10) si matsin = 'no’;

10.1) indmod := indmod + 1;

10.2) modulo(indmod) := primos(s);

10.3) my(: , indmod) := Ab(: , n + 1);

10.4) vd(indmod) := dur;

35




11) si matsin = 'si';

11.1) llamar a COPIAS para obtener Ab;

11.2) ir a 6);

12) si indmod > 10;

12.1) imprimir: tamaiio del sistema modular > 10.. ,;
12.2) alto;

13) llamar a SOLAMR para obtener M, D, x;
14) llamar a CHECA para obtener checas;

15) si checas = 'no';

15.1) llamar a COPIAS para obtener Ab;

18.2) ir a 6);

16) imprimir: modulo(l), | = 1, indmod;

17) imprimir: M;

18) imprimir: vd(), i = 1, indmod;

19) imprimir: my(l , j), | = 1, n; j = 1, indmod;
20) Imprimir: x@@), i = 1, n;

21) imprimir: D;

22) fin de SSLAMR.

A continuacion describimos inicamente a SOLGJ y SOLAMR, ya que
todos los restantes son los mismos que para el algoritmo SSLAUR.

SOLGJ

Proposito: Resolver Ax = b con el método de Gauss-Jordan, usando
aritmética de un solo médulo m.

0) entrada: m, n, Ab;

1) iniclo;

2) matsin := 'no';

3) signod := 1;

dparai,j=1,n;

4.1) llamar a ASIGOM para Ab(i , j) con m, para obtener Ab(l , j);
4.2) fin de para |, j;

5)paral=1,n;

5.1) para j = i, n}

5.1.1) st (Ab(j , §) < 0) o (Ab( , i) > 0);
51.L1) ir a 4.3);

5.2) fin de pars j;
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S3)sij=n+ 1

$.3.1) imprimir: sistema singular con modulo m;

§.3.2) matsin :='si';

§.3.3) regresar a donde fue llamada;

54) sij > is

comentario: se intercambian renglones i y j;

Sdl)parak=i,n+ 1;

54.1.1) Ab( , k) <---> Ab(j , k);

54.2) fin de para k;

§4.3) signod := (-1) signod;

5.5) pivote(l) := AbGi , i);

5.6) llamar a SOLCON para Ab(i , i) eon m, olteniendo w;

STHparaj=i,nt1;

57.1) Ab(i, j) := AbGi, j) w;

§.7.2) lamar a ASIGOM para Ab(i , j) con m, obteniendo Ab(i, j);

5.8) fin de para j;

59 sii<n

comentario: eliminacion por debajo de la diagonal;

S59) parak =i+ 1,n;

§9.1.1) aux := Ab(k , I);

591 ) paraj=i,n+ L

59.1.2.1) Abk , j) := \b(k , j) - (aux) Ab(i, k);

5.9.1,2.2) lamar a . .+iGOM para Ab(k , j) con m,
obteniendo Ab(k , j);

5.9.1.3) fin de para j;

59.2) fin de pura k;

S510)sii> 1

comenlario: eliminacion por arriba de la diagonal;

5.10.1) para j=1,1-1;

5.10.1.1) aux := Ab(j , i);

510.1.2) parak =i,n + 1;

5.10.1.2.1) Ab(j , k) := Ab(j , k) - (aux) Ab(l, k);

5.10.1.2.2) Hamar a ASIGOM para Ab(j , k);

5.10.1.3) fin de pura k;

5.10.2) fin de para j;

6) fin de para i;

comentario: se calculan, el determinante y la solucion madulo m;

7) dur := 1;

8) paral=1,n;
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8.1) dur ;= (dur) pivote(i);

8.2) Hlamar 8 ASIGOM para dur con m, obteniendo dur;

9) fin de para i;

10) dur := signod (dur);

1) parai= 1, n

111) Ab(i, n + 1) := (dur) AbG, n + 1);

11.2) Hamar a ASIGOM para Ab(i , n + 1) con m,

ohteniendo Ab(i, n + 1);

12) fin de para i;

13) regresar a donde fue llamado;

14) salida: solucion modulo m en Ab(: , n + 1), con determinante
médule m en dur;

15) fin de SOLGJ.

SOLAMR

Propésito: Calcular la solucion racional de Ax = b, mediante aritmética
de varios madulos, aplicando el Teorema Chino del residuo,

0) entrada: n, indmod, vd(l), i = 1, indmod; my(i, j),i=1,n; j = 1,
indmod; modulo(d), i = 1, indmod;

1) iniclo;

2m:=1;

3) para § = 1, indmod;

3.1) m ;= (m) modulo(j);

4) fin de para j;

5) para j = 1, indmod;

5.1) mg() := m / modulo(j);

5.2) llamar a ASIGOM para mg(j) con modulo(j), obteniendo aux;

5.3) llamar a SOLCON para aux con modula(j), obteniendo invmg(j);

54) llamar a ASIGOM para invmg(j) con modulo(j), obteniendo
invmg();

6) fin para §;

7 d:=0;

8) para § = 1, indmod;

8.1) aux := vd(f) invimg(j);

8.2) llamar 8 ASIGOM para aux con modulo(j), obteniendo aux;

8.3) d := d + mg(j) nux;

9) fin de para };
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10) llamar a ASIGOM para d con m, obteniendo d;
1) perai=1, n;

1L.1) y(i) := 0;

11.2) para j = 1, indmod;

11.2.1) aux := my(i , j) invimg(j);

11.2.2) llamar a ASIGOM para aux con modulo(j), obteniendo aux:

11.2.3) y(@i) := y(i) + mg(j) aux;

11.3) fin de para j;

11.4) llamar a ASIGOM para y(i) con m, para obtener y(i);
12) fin para i

comentario: se calcula la solucién racional modulo m;

13) llamar a CLASIM para d con m, para obtener d;

4 parai=1,n

14.1) llamar a CLASIM para y(l) con m, para obtener y(i);
15) fin de para i

16) regresar a donde fue llamada;

17) salida: m, d, x;

18) fin de SOLAMR.

En el capitulo que sigue presentamos a los algoritmos SSLAUR y

SSLAMR programados en Fortran77.
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CAPITULO 4

SSLAUR Y SSLAMR EN FORTRAN 77.

En cste capitulo presentamos los programas: SSLAUR.JFOR y
SSLAMR.FOR, que no son otra cosa, mas que la programacion directa
de los dos algoritmos en lenguaje informal presentados en el capitulo
anterior, Para cada uno de los programas: describimos la organizacion
del programa, asi como de sus respectivos subprogramas, después
presentamos ¢l listado del programa, finalimente presentamos un
manual de uso para el programa.

El programa SSLAUR.FOR llama a los siguientes subprogramas:

COPIAS crea a la matriz aumentada a partir de la matriz del sistema
leida y del lado derecho tanbién leido en el programa principal;

SOLGJ parte principal del algoritmo, lleva a cabo la eliminacion
Gauss-Jordan con cierto modulo dado, sobre la matriz aumentada, y
mediante esta calcula la solucion del sistema A x = b, este llama a su
vez u los siguientes tres subprogramas:

ASIGOM asigna a un numero entero dado, su respectiva clase residual
modulo un modulo dado;

SOLCON resuelve la congruencia z w = 1 modulo un modulo dado,
con z un entero dado, w es la solucion si esta existe,

CLASIM asigna a una clase residual modulo un modulo dado, con su
respectiva clase simétrica;

CHECA lleva a cabo el chequeo, esto es, se cumple 0 no la ecuacion A
y = d b, sl se cumple entonces la solucion es x = (1 / d) y.

A continuacion se presenta un listado completo del programa
SSLAUR.FOR,
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SDEBUG
PROGRAM SSLAUR

SSLAUR: § - SOLUCION, S - SISTEMAS, L - LINEALES, A - ARITMETICA,

U- UNI, R - RESIDUAL.
CALCULA LA SOLUCION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES CON
ENTRADAS ENTERAS, TANTO EN LA MATRIZ COMO EN EL LADO DERECHO;
USANDO ARITMETICA UNI-RESIDUAL.
SUBPROGRAMAS LLAMADOS: COPIAS, SOLGJ Y CHECA,

aoaoooaaaaon

INTEGER AB(50,51),PRIMOS(1000),D

INTEGER A(50,50),B(80),X(50)

CHARACTER*2 MATSIN,CHECAS

CHARACTER*12 ARCHLARCH2

NREN=$0

WRITE(*,*)

WRITE(*,*) '

WRITE(*,*YESTA ES UNA CORRIDA DEL PROGRAMA "SSLAUR’, SOLUCION'
WRITE(*,*)DEL SISTEMA LINEAL A*X«B, CON ENTRADAS ENTERAS TANTO'
WRITE(*,*)PARA LA MATRIZ CUADRADA *A* DEL SISTEMA, COMO PARA'
WRITE(*,*)EL LADO DERECHO "B*, USANDO ARITMETICA UNI-RESIDUAL
WRITE(*,*)'CON MODULO ‘M* ...

WRITE(*,*) !

WRITE(**)

SE LEE NOMBRE DEL ARCHIVO DE DATOS Y SE ABRE ARCHIVO DE LECTURA,

T MM

WRITE(*,*)

WRITE(*,*) DAME NOMBRE DEL ARCHIVO DE DATOS DEL PROBLEMA'
WRITE(*,*)(MAXIMO 12 ALFANUMERICOS)

WRITE(*,*)

READ(*,'(A12))ARCHI

OPEN(1,FILE=ARCHY)

REWIND(1)

SE LEE NOMBRE DEL ARCHIVO PARA 1.0S RESULTADOS Y SE ABRE EL ARCHIVO
DE IMPRESION,

acon

WRITE(*,*)

WRITE(*,*)DAME NOMBRE DEL ARCHIVO PARA GRABAR LAS SOLUCIONES'
WRITE(*,*)(MAXIMO 12 ALFANUMERICOS):'

WRITE(*,*)

READ(*,(A12))ARCH2

OPEN(2,FILEsARCH2)

REWIND(2)

SE LEEN LOS NUMEROS PRIMOS.

aaon

OPEN(S.FILE='PRIMOS)
REWIND(3)
READ(3,*)NUMPRI
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ceag

£ coccog

ann

READ(3,*) (PRIMOS(1),1=1, NUMPRI)
SE LEEN LOS DATOS DEL PROBLEMA.

READ(I,*)N

DO 10 J=IN
READ(1,*)(A(LDI=1N),B()

CONTINUE

SE IMPRIMEN LOS DATOS LEIDOS DEL PROBLEMA,

WRITE2,*)

WRITEQ?,*)" !

WRITE(2,*)ESTA ES UNA CORRIDA DEL PROGRAMA "SSLAUR’, SOLUCION'
WRITE(2,*)DEL SISTEMA LINEAL A*X=B, CON ENTRADAS ENTERAS TANTO'
WRITE(2,*)'PARA LA MATRIZ CUADRADA *A* DEL SISTEMA, COMO PARA'
WRITE(2,*)'EL LADO DERECHO *B*, USANDO ARITMETICA UNI-RESIDUAL'
WRITE(2,*)'CON MODULO *M"* ...

WRITEQR,*)
WRITE(2,*) NOMBRE DEL ARCRIVO DE DATOS:'
WRITEQ,*)
WRITE(2,'(16X,A12))ARCHI
WRITEQ2,*)
WRITE(Q,*)" !
WRITEQ,*)
WRITE(2,*) MATRIZ AUMENTADA LEIDA:
CALL COPIAS(NREN,N,A,B,AB)
DO 30 I=IN
WRITEQ,*)
WRITE(,*) RENGLON NO, 'l
WRITEQ?")
WRITEQ,)(ABAJ J=IN+I)
CONTINUE
SE CALCULA LA SOLUCION DE A*X=B, MODULO M; AVANZANDO A M AL
SIGUIENTE NUMERO PRIMO EN EL VECTOR 'PRIMOS*, HASTA QUE SE CUMPLA
LA IGUALDAD A*X=D*B,
ii=0
Il=jlel
IF (11 .GT. NUMPRI)THEN
WRITEQ,*)
WRITE@,*) LISTA DE NUMEROS PRIMOS AGOTADA ..'
WRITEQ,*)
STOP
ENDIF
M=PRIMOS(I)

SE RESUELVE EL PROBLEMA PLANTEADO CON MODULO M,

CALL SOLGJ(M,NRENN,AB,DMATSIN)
IF (MATSIN .£Q. 'NO)THEN
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SE COPIA LA SOLUCION,

DO 90 I=I N
X(H=ABUN+1)
CONTINUE
ELSE
CALL COPIAS(NRENN,A,B,AB)
GOTO 4N
ENDIF

SE VERIFICA 51 SE CUMPLE O NO, LA IGUALDAD A*X=D*B,

CALL CHECA(N,NREN.AX,B,D,CHECAS)
IF (CHECAS EQ. 'NO)THEN

CALL COPJIAS(NREN,N.A.B AB)

GO TO 40
ENDIF

SE IMPRIMEN LOS RESULTADOS ENCONTRADOS,

IF (MATSIN .NE. 'SI') THEN
WRITEQ,*)' !
WRITEQ*)
WRITE(2,*)' RESULTADOS'
WRITEQ,*)
WRITEG,*)' MODULO NUMERO PRIMO DE TRABAJO= ‘M
WRITE(2,*)
WRITE2,*)’ SOLUCIONY
WRITEQR,*)
WRITEQ, (XM I=,N)
WRITEQ,*) :
WRITEQ®)' CONDENOMINADOR =D
WRITEQ,")
WRITE2,*) !
WRITEQ,*)
ENDIF

FIN DEL PROGRAMA PRINCIPAL,

sTOP
END

aaQnon

SUBROUTINE SOLGIM,NREN,N,AB,D,MATSIN)
CHARACTER MATSIN®2
INTEGER DAB(NRENN+1)

aaaaan

SOLGJ: CALCULA LA SOLUCION DEL SISTEMA LINEAL A*XeB,
USANDO ARITMETICA UNJ-RESIDUAL MODULO *M",

ENTRADA
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M MODULO A TRABAJAR(PRIMO)

NREN NUMERO DE RENGLONES DECLARADOS EN EL PROGRAMA PRINCIPAL
PARA EL ARREGLO BIDIMENSIONAL *AB*,

N DIMENSION A TRABAJAR,

AB  MATRIZ AUMENTADA (AB=(A!B)),

SALIDA

AB  CONTIENE LA SOLUCSON EN LA COLUMNA N+l3

D  ENTERO, TAL QUE, A*X=D*B,

MATSIN ALFANUMERICO DE LONGITUD 2, CONTIENE UN *SI* O UN *NO* DE
ACUERDO A QUE LA MATRIZ DEL SISTEMA ES O NO SINGULAR,

SUBPROGRAMAS LLAMADOS: ASIGOM, SOLCON Y CLASIM,

Qaoaoaocqaacaacacoaacaonacaaan

Qoo

caa acocags

sooas

INTEGER W,SIGNOD,PIVOTE(S0) AUX
MATSINs'NO'
SIGNOD=|

SE CAMBIAN LAS ENTRADAS DE LA MATRIZ AUMENTADA, POR SUS RESPEC-
TIVAS CLASES RESIDUALES |0, 1, 2, 3, .., M-I}

DO 10 I=sIN
DO 20 J=IN+1
CALL ASIGOM(MABINAB(IY)
CONTINUE
CONTINUE

ELIMINACION DE GAUSS-JORDAN,
DO 30 I=IN
SE BUSCA ENTRADA DIFERENTE DE CERO EN LA I-ESIMA COLUMNA,

DO 40 J=IN
IF (AB(J) \NE. 0) GO TO 50
CONTINUE

SE CHECA St SE ENCONTRO ENTRADA DIFERENTE DE CERO O NO.

IF (J .EQ. N+I)THEN

WRITEQ2,)
WRITE(,*) SISTEMA SINGULAR DETECTADO EN *SOLGJ* ...
WRITEQ,*) CON EL MODULO ='M
WRITEQ,*)
MATSINs'SY'
RETURN

ENDIF

IF J .GT. NTHEN
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&

C  SE INTERCAMBIAN RENGLONES I-ESIMO POR J-ESIMO.

DO 70 K=I,N+I
INTER = AB(LK)
AB(1K)=AB(J K)
AB(JK)=INTER
70 CONTINUE
SIGNOD=-[*SIGNOD
ENDIF

TRANSFORMA EL RENGLON I-ESIMO,

ano6n

PIVOTEM=AB(L,)
CALL SOLCON(M,AB(1,D,W)
DO 80 J=1,N+I
CALL ASIGOM(M,AB(IJ)*W,AB(1,0)
CONTINUE

ELIMINACION POR DEBAJO DE LA DIAGONAL,

coags

IF (1 .LT. NTHEN
DO 90 Kel+IN
AUX=ABK.D
DO 98 J= N+1
AB(KJ)=AB(K J)-AUX*AB(I,))
CALL ASIGOM(M,AB(K ), AB(KJ))
H CONTINUE
CONTINUE
ENDIF

b -]

ELIMINACION POR ARRIBA DE LA DIAGONAL,

con 8

IF (1 .GT. 1) THEN
DO 100 J=11-1
AUX=AB{J,D)
DO 110 Kol N+l
ABUJ,K)=AB(J,K)-AUX*AB(1K)
CALL ASIGOM(M,AB(J K),AB(J K))
1no CONTINUE
100 CONTINUE
ENDIF
30 CONTINUE
C

C  SE CALCULA LA SOLUCION RACIONAL A PARTIR DE LA
C  SOLUCION MODULO *M*,
C

D=l
DO 120 I=IN
D=D*PIVOTE()
CALL ASIGOM(M,D,D)
120 CONTINUE
D=SIGNOD*D
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s

DO 140 [=1,N
AB(EN+1)=D*AB(IN+D)
CALL ASIGOM(M,AB(IN+1),AB(I,N+1))
140  CONTINUE
CALL CLASIM(M,D,D)
DO 160 I=i,N
CALL CLASIM(M,AB(LN+1),AB(I,N+1))
160 CONTINUE
RETURN

FIN DE SOLGJ.

ann

END

ann

SUBROUTINE ASIGOM(M,Z,W)
INTEGER M,Z,W

ASIGOM: ASIGNA A UN ENTERO DADO *Z* SU CLASE RESIDUAL *W*,
MODULO (M), EN EL CONJUNTO DE CLASES RESIDUALES
{0, 1,2, 3, .4 (M-D)),

ENTRADA

M PRIMO, MODULO A TRABAJAR,

Z  ENTERO, AL CUAL SE LE ASIGNA LA CLASE RESIDUAL
CORRESPONDIENTE.

SALIDA

W ENTERO,EN {0,1,2,3, .., (M-})}

aonOnnanncnnnncnnn

INTEGER §
IF (-M \LE. 2) AND. (Z .LT. 0)) THEN
WeM+Z
RETURN
ENDIF
IF(© ‘.‘!.B. Z) .AND, (Z .LE. M-1)) THEN
o7
RETURN
ENDIF
IF(Z .EQ. M) THEN
Wad
RETURN
ENDIF
IF(Z .GT. M) THEN
SsZM
WeZ-M*§
RETURN
ENDIF
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coan

IF (Z LT, -M) THEN
SeZ/M
1221M*S
GOTO1

ENDIF

FIN DE ASIGOM.
END

aann

SUBROUTINE SOLCON(M,Z,W)
INTEGER M,2,W

SOLCON: RESUELVE Z*Ws1, MODULO *M*, MEDIANTE EL ALGORITMO
DE EUCLIDES,

ENTRADA

M PRIMO, MODULO A TRABAJAR,

Z  ENTERO, MENOR QUE "M’ Y MAYOR QUE 1, A CALCULARLE SU
INVERSO MODULO *M",

SALIDA

W ENTERO, INVERSO DE Z MODULO *M"*,

cooonnonn00n00n0n000n

" INTEGER B0,B1,B2,N,R0,RI,R2

IF (2 .EQ. HTHEN
W=7
RETURN

ENDIF

IF (Z GE. M)THEN
WRITE(*,*)
WRITE(*,*)'Z ES MAYOR O IGUAL A M, EN SOLCON..
WRITE("*)
sTOP

ENDIF

NeMJZ

ROM-Z*N

80N

IF (RO .EQ, ))THEN
R2=R0
Bl=B0
GO TO 20

ENDIF

N=Z/R0

R12-RO*N

Bl=-N*B0+1

IF (R .EQ. DTHEN
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R2=R1
B2=B1
GO TO 20
ENDIF
N=RO/RI
R2=RO-RI*N
B2=B0-N*BI
IF (R2 .EQ. )THEN
Web2
RETURN
ENDIF
BO=BI
Bi=B2
RO=R1
Ri=R2
GO TO 10

FIN DE SOLCON,
END

aQa aon

SUBROUTINE CLASIMM,Z,W)
INTEGER MZ,W

CLASIM: CONVIERTE DE LAS CLASES RESIDUALES {0, 1,2, 3, ..., M-1}
A LAS CLASES RESIDUALES SIMETRICAS {-M/2, -M2¢1, ..,
H0, 12,0 M2}

ENTRADA

M  PRIMO, MODULO A TRABAJAR,
Z  ENTERO, EN LAS CLASES RESIDUALES {0, 1, 2, 3, .. , M:1{,

SALIDA

W ENTERO, EN LAS CLASES RESIDUALES SIMETRICAS {-M12, -M[2+1,
w0, 0,2, 00, M)

[ Er Er K ErErEx Kz Kz Kz s Er Ko EsEr Ke Ry

ane

INTEGER MSIM

MSIM=M/2

IF ((0 .LE. Z) .AND. (Z .LE, MSIM))THEN
WeZ

ELSE
WeZ-M

ENDIF

RETURN

FIN DE CLASIM,
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END

SUBROUTINE CHECA(N,NREN,A X,B,D,CHECAS)
INTEGER A(NREN,N),X(NREN),BINREN),D
CHARACTER*2 CHECAS

cconocoamnnnonOcannonnnan

c
C
C

CHECA: VERIFICA SI SE CUMPLE LA IGUALDAD:
A*X=D'B
ENTRADA

N TAMANO DEL SISTEMA,

NREN NUMERO DE RENGLONES DECLARADOS PARA LOS ARREGLOS BIDIMEN-
SIONALES EN EL PROGRAMA PRINCIPAL,

A MATRIZ DEL SISTEMA,

X  SOLUCION DEL SISTEMA CALCULADA,

B LADOS DERECHOS DEL SISTEMA,

D DENOMINADOR PARA X,

SALIDA

CHECAS IGUAL A *SI* O *NO* DE ACUERDO A St SE CUMPLE O NO LA
IGUALDAD.

INTEGER AUX,AX(50),DB(50)
CHECAS='SI'

SE CALCULAN A*X Y D*B.

DO 110 I=IN
AUX=0
DO 120 J=IN
AUX=AUX+AU S X(D)
CONTINLE
AX(M=AUX
DB(=D*BM

110 CONTINUE

C
C
C

SE VERIFICA SI SE CUMPLE O NO LA IGUALDAD A*X=D*B.

DO 140 I=1,N
IF (AX(D) NE, DB(D)THEN
CHECAS=NO'
RETURN
ENDIF

140 CONTINUE

(o

RETURN

49




C
C

C

FIN DE CHECA.

RETURN
END

Cuon

C

SUBROUTINE COPIAS(NREN,N,A,B,AB)
INTEGER A(NREN,N),B(N),AB(NREN,N+1)

COPIAS: COPIA LA MATRIZ *A* DEL SISTEMA LINEAL Y *B* LADO DERECHO
EN LA MATRIZ AUMENTADA *AB*,

ENTRADA

NREN RENGLONES DECLARADOS PARA A Y AB EN EL PROGRAMA PRINCIPAL,
N TAMANO DEL SISTEMA.

A MATRIZ DEL SISTEMA,

B LADO DERECHO DEL SISTEMA,

SALIDA

AB  MATRIZ AUMENTADA,

[rEe e kel ke Rr ke ErErErEr Kk Ev Ky ]

DO 0 I=IN
DO 209=I,N
AB(LI)=AUD)
CONTINUE
AB(,N+1)=B(l)
CONTINUE
RETURN

FIN DE COPIAS
END

Manual de uso para SSLAUR.

Para ejecutar el programa, se requiere crear dos archivos, a saber:

PRIMOS debe de contener la lista de los primeros m nimeros primos,
en su primer linea debe darse m, esta es leida por el programa

SSLAUR.

PROBLEMA este nombre de archivo, puede cambiarse por cualquier
otro, con la Unica restriccion que no ocupe mis de 12 posiciones
slfanuméricas: 8 para ia base del nombre, 1 para el punto y 3 para la
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extension, Contiene los datos del problema, en la primer linea se da el
orden del sistema, de la segunda en adelante la matriz aumentada por
renglones,

Pasos para la ejecucion de SSLAUR:

Suponemos que ya se ha compilado el programa fuente SSLAUR.FOR
con un compilador Fortran77, creindose el archivo ejecutable
SSLAUR.EXE residente en disco duro, en disco duro y en algiin
subdirectorio o en disco flexible, Estando en el lugar de residencia del
archivo SSLAUR.EXE,

1. Teclear: SSLAUR <enter>;
2. Teclear;: PROBLEMA <enter>;
3. Teclear: SOLUCION <enter>;

SSLAUR crea el archivo SOLUCION, el cual contiene grabado los
datos del problema y los datos de la solucion del problema planteado.
SOLUCION puede ser camblado por cualquier otro nombre, con la
unica restriccion que no ocupe mis de 12 posiciones alfanuméricas: 8
para la base del nombre, 1 para el punto y 3 para la extension,

A manera de ejemplo: hemos usado el programa GENPRLFOR (del
cual damos un listado al flnal de este capitulo) para generar los
primeros 1000 nimeros primos, los cuales son grabados en el archlvo
PRIMOS, debido a la extension de este ultimo archivo, no damos un
listado de su contenido, A continuacion presentamos el contenido del
archivo PROBLEMA.01S,

§

2520 1260 840 630 504 1386
1260 840 630 504 420 336
840 630 504 420 360 60
630 504 420 360 315 45
504 420360315280 91
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Ahora presentamos un listado del archivo de salida producido por
SSLAUR, ¢l cual llamamos SOLAUR.01S,

ESTA ES UNA CORRIDA DEL PROGRAMA "SSLAUR", SOLUCION
DEL SISTEMA LINEAL A*X=B, CON ENTRADAS ENTERAS TANTO
PARA LA MATRIZ CUADRADA "A" DEL SISTEMA, COMO PARA
EL LADO DERECHO "B*, USANDO ARITMETICA UNI-RESIDUAL
CON MODULO "M" ..,

NOMBRE DEL ARCHIVO DE DATOS:;

problema.015

MATRIZ AUMENTADA LEIDA:

RENGLON NO, 1

2520 1260 840 630 504 1386
RENGLON NO. 2

1260 840 630 504 420 336
RENGLON NO, 3

840 630 504 420 360 60
RENGLON NO, 4

630 504 420 360 s <5
RENGLON NO. 5

504 420 360 s 280 91
SISTEMA SINGULAR DETECTADO EN "SOLGJ" ...
CON EL MODULO = 2

SISTEMA SINGULAR DETECTADO EN "SOLGJ" ...
CON EL MODULO = 3
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SISTEMA SINGULAR DETECTADO EN "SOLGJ" ...
CON EL MODULO = 7

RESULTADOS
MODULO NUMERO PRIMO DE TRABAJO= 11

SOLUCION:
-5 0 0 5 5
CON DENOMINADOR = -5

El programa SSLAMR.FOR llama a los siguientes subprogramas;

COPIAS crea a la matriz aumentada a partir de la matriz del sistema
leida y del lado derecho también leido en el programa principal;

SOLGJ parte principal del algoritmo, lleva a cabo la eliminacion
Gauss-Jordan con cierto modulo dado, sobre la matriz aumentads, y
mediante esta calcula Ia solucion del sistema A x = h, este llama a su
vez a los siguientes tres subprogramas:

ASIGOM asigna a un nimero entero dado, su respectiva clase residual
modulo un modulo dado;

SOLCON resuelve Ia congruencia z w = 1 modulo un modulo dado,
con z un entero dado, w es Ia solucion si esta existe,

CLASIM asigna a una clase residual modulo un modulo dado, con su
respectiva clase simétrica;

SOLAMR calcula la solucion con aritmética multiresidual, mediante
¢l Teorema Chino del residuo, llama a los tres subprogramas siguientes:
ASIGOM, SOLCON y CLASIM;

CHECA lleva a cabo el chequeo, esto es, se cumple o no la ecuacion A
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y = d b, si se cumple entonces la solucion es x = (1 / d) y.

A continuacion se presenta un listado completo del programa
SSLAMR.FOR.

SDEBUG
PROGRAM CLAMAR

CLAMAR: § - SOLUCION, S - SISTEMAS, L - LINEALES, A - ARITMETICA,

M« MULTI, R - RESIDUAL.
CALCULA LA SOLUCION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES CON
ENTRADAS ENTERAS, TANTO EN LA MATRIZ COMO EN EL LADO DERECHO;
USANDO ARITMETICA MULTI-RESIDUAL.
SUBPROGRAMAS
LLAMADOS: COPIAS, SOLGJ, SOLAMR Y CHECA.

oo n

INTEGER AB(50,51),PRIMOS(1000),YD(10),MY(50,10),D,DUR

INTEGER A(50,50),B(50),X(50),S,MODULO(10)

CHARACTER*2 CHECASMATSIN

CHARACTER*12 ARCHI,ARCH2

NREN=50

WRITE(",Y)

WRITE(",) : ,

WRITE(*,*)ESTA ES UNA CORRIDA DEL PROGRAMA "CLAMAR®, SOLUCION'
WRITE(*,*) DEL SISTEMA LINEAL A*XeB, CON ENTRADAS ENTERAS TANTO'
WRITE(*,*)PARA LA MATRIZ CUADRADA °A" DEL SISTEMA, COMO PARA'
WRITE(*,*)EL LADO DERECHO *B*, USANDO ARITMETICA MULTI-RESIDUAL,
mz(t.t)l '

WRITE(,*)

SE LEE NOMBRE DEL ARCHIVO DE DATOS Y SE ABRE ARCHIVO DE LECTURA,

WRITE(*,*)

WRITE(*,*) DAME NOMBRE DEL ARCHIVO DE DATOS DEL PROBLEMA'
WRITE(*,*)(MAXIMO 12 ALFANUMERICOS)

WRITE(*,*)

READ(*/'(A12))ARCHI

OPEN(LFILE=ARCHI)

REWIND(I)

SE LEE NOMBRE DEL ARCHIVO PARA LOS RESULTADOS Y SE ABRE EL
ARCHIVO DE IMPRESION.

(e Xz KXo

acan

WRITE(**)

WRITE(*,*) DAME NOMBRE DEL ARCHIVO PARA GRABAR LA SOLUCION'
WRITE(*,*) (MAXIMO 12 ALFANUMERICOS)'

WRITE(*,*)

READ(*,'(A12))ARCH2

OPENQ,FILE=ARCH2)
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aca

10

oo

concnnayg

REWIND(2)
SE LEEN LOS NUMEROS PRIMOS,

OPEN(3 FILE=PRIMOS")
REWIND(Y)

READ(3,*)NUMPRI
READQ,*)(PRIMOS(D,I=1 NUMPRD)

SE LEEN LOS DATOS DEL PROBLEMA,

READ(1*)N

IF (N .GT, 50) OR, (N LT, INTUEN
WRITE(2,*)
WRITE(2,*) ORDEN DEL SISTEMA MENOR QUE 1!
WRITE(2,*) O MAYOR QUE 50, N= "N
WRITEQ2,")
STOP

ENDIF

DO 10 [=1N
READ(L,* (AR I=1.N),B(D)

CONTINUE

SE IMPRIMEN LOS DATOS LEIDOS DEL PROBLEMA,

CALL COPIAS(NRENN.A,BAB)
WRITEQ,*)
WRITE(2,*) . :
WRITE(2,*VESTA ES UNA CORRIDA DEL PROGRAMA *CLAMAR®, SOLUCION
WRITE(2,*)DEL SISTEMA LINEAL A*X=B, CON ENTRADAS ENTERAS TANTO'
WRITE(2,YPARA LA MATRIZ CUADRADA *A* DEL SISTEMA, COMO PARA'
WRITE(2,*) EL LADO DERECHO *B*, USANDO ARITMETICA MULTI-RESIDUAL
WRITE(2,%)
WRITE(2,") NOMBRE DEL ARCIIVO DE DATOS!
WRITEQ,*)
WRITE(2,(16X,A12))ARCHI
WRITEQR,*)
WRITE(2,*) :
WRITE(2,*)
WRITE(2,") MATRIZ AUMENTADA LEIDA: *
WRITER,*)
DO 30 I=IN
WRITE,*) RENGLON NO, |
WRITEQ,*)
WRITE(2,*)(AB(L) = I N+1)
CONTINUE

SE CALCULA LA SOLUCION DE A*X=B, MODULO MODULO(, I=l, ...,
INDMOD(INDMOD <= [0); DESPUES SE CALCULA LA SOLUCION DE A*X=B,
CON MODULO M=MODULO(I)*MODULO(2)* ... *MODULO(INDMOD)

UASTA QUE SE CUMPLA LA IGUALDAD A*X=1)*B,

EMPEZAMOS CON EL PRIMO NUMERO S$+1, EN ESTE CASO ES S, 81 SE°
REQUIERE EMPEZAR CON OTRO, DEBE CAMBIARSE EL YALOR INICIAL DE S,
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Qo

c

C

o R >N

oo

C

S=4

INDMOD=

Sa8+1

IF (S .GT. NUMPRDTHEN
WRITEQ.")
WRITER,*)  LISTA DE NUMEROS PRIMOS AGOTADA L/
WRITEQR"
TF (D ,EQ, MWRITER*Y  MATRIZ SINGULAR ../
WRITER"
stop

ENDIF

SE RESUELYFE EL PROBLEMA PLANTEADO CON MODULO PRIMOS(S),

CALL SOLGIPRIMOSG)NREN.NABDURMATSINY
IF (MATSIN .EQ. 'NOTHEN
INDMIOD=INDMON+H
MODULOINDMOM=PRIMOSS)

SE COPIA LA SOLUCION MODULOANDMOD),

DO 20 J=1.N
MYLINDMOD)=ABAN+D
CONTINCE
YDONDMOD)=BUR
ELSE
CALL COPIASINREN,N,A,B,AB)
GO TOd
ENDIF

SE CALCULAN M, D, X,

IF (INDMOD .G T, IOHTHEN
WRITER,*) :
WRITER2,*Y TAMANO DEL SISTEMA MOWULAR > 10
WRITEQ,*)
stop
ENDIF
CALL SOLAMRINNREN,INDMOD,YD,MY MODULOMD.X}

SE VERIFICA St SE CUMPLE O NO, LA IGUALDAD A*X=D*B,

CALL CHECAINRENNA, X B,D.CHECAS)
IF (CHECAS .EQ. 'NO'THEN
CALL COPIASINREN.N,A,B.AB)
GOTO
ENDIF

SE IMPRIMEN 1,08 RESULTADOS ENCONTRADOS,

WRITE(2,*)" !
WRITEQ,")
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WRITEQ,*) RESULTADOS'
WRITEQ,*)
WRITE(2,*)  MODULOS TRABAJADOSY
WRITEQ.*)
WRITE, ) MODLLOME=LINDMOD)
WRITE@2,*)
WRITER,*) MULTEMODULO =M
WRITER,*)
WRITE(2,*)  VECTOR D-MODULO() TRABAJADOS?
WRITER,*
WRITER:NVDIDI=LINDMOD)
WRITE2,")
WRITE(2,*)  MATRIZ Y-MODULO() TRABAJADOSY
WRITER2,*)
DO 20 I=4.N
WRITE(2,') RENGLON NO. '}
WRITE(2,")
WRITEQ UMY (L) J=LINDMOD)
0 CONTINUE
WRITE2,*)
WRITE(2,*) SOLUCIONY
WRITE(2,*)
WRITE(2,*)INIDE=1,N)
WRITE2,")
WRITE(2,*)  CON DENOMINADOR ='.b
WRITE(2,*)
WRITER,*)
WRITEQ2,")

C
C  FIN DEL PROGRAMA PRINCIPAL.
C
sTop
END
C
Conm = -

C

SUBROUTINE SOLGS(M,NREN,N,AB.DUR MATSIN)
INTEGER ABINRENN+I),DUR
CHARACTER*2 MATSIN
C
(Coa (13 =
C  SOLGJ: CALCULA LA SOLUCION DEL SISTEMA LINEAL A*X=B, MEDIANTE EL
C ALGORITMO DE GAUSS-JORDAN USANDO ARITMETICA RESIDUAL MODULO
C M
Cc

]

ENTRADA

M MODULO A TRABAJAR

NREN  NUMERO DE RENGLONES DECLARADOS EN EL PROGRAMA PRINCIPAL
PARA EL ARREGLO BIDIMENSIONAL “AB®,

N DIMENSION A TRABAJAR,

AB  MATRIZ AUMENTADA,

cocoaaa
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SALIDA

AB  CONTIENE EN LA COLUNNA N+1 AL VECTOR SOLUCION DEL
SISTEMA MODULO "M*,

DUR  DETERMINANTE DEL SISTEMA MODULO *M*,

MATSIN IGUAL A 'NO' ST LA MATRIZ DEL SISTEMA ES NO-SINGULAR,
IGUAL A 'SI' EN CASO CONTRARIO,

SUBPROGRAMAS LLAMADOS: ASIGOM ¥ SOLCON,

cococaonaoacae

C

o

(23

0
0

INTEGER W SIGNOD.PIVOTE(50),AUX
MATSIN=NO
SIGNOD=

SE CAMBIAN LAN ENTRADAS DE LA MATRIZ AUMENTADA, POR SUS RESPEC-
TIVAS CLASES RESIDUALES (0, 1, 2, 3, o s M-I

DO 10 121N
DO 20 J= 1N+
CALL ASIGOMIMAB(LD AN
CONTINUE
CONTINUE

ELIMINACION DE GAUSS-JORDAN.
DO 30 [=1N
SE BUSCA ENTRADA DIFERENTE DE CERO EN LA I-ESIMA COLUMNA.,

DO 40 §=1N
IF (AB(J.1) .NE. 0) GO TO 50
CONTINUE

SE CHECA SI SE ENCONTRO ENTRADA DIFERENTE DE CERO O NO,

IF U EQ. N«)THEN

WRITE(2,")
WRITE(2,*)' SISTEMA SINGULAR DETECTADO EN "SOLGJ" ../
WRITEQ,*)' CON EL MODULO =M
WRITEQ2.*)
MATSIN='ST'
RETURN

ENDIF

IF (3 .GT. DTUEN

SE INTERCAMBIAN RENGLONES I-ESIMO POR J-ESIMO,
DO 70 K=I,N+|
INTER=AB(1,K)

AB(LK)=AB(J K)
AB(UJK)=INTER
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10 CONTINUE
SIGNOD=-1*SIGNOD
ENDIF

C  SE RESURLVE CONGRUENCEA PARA TENER PIVOTE [GUAL A UNO Y SE

C TRANSFORMA EL RENGLON EESIMO,

PIVOTE=ABILD
CALL SOLCONIMLABILDW)
DO 80 J=i,N+)
CALL ASIGOMIMABLI WANLY
81 CONTINUE

€ ELIMINACION POR DEBAJO DE LA DIAGONAL,

IF (LT NITHEN
DO 9 K=t+1,N
AUN=ABR.D
XD 98 J=L N+l
AR =ABKDAUNABILD
CALL ASIGOMIMABIR D ABIK YY)

05 CONTINUE
L] CONTINUVE
ENDF
¢
€ ELIMINACION POR ARRIBA DE LA DIAGONAL,
¢
tF (1.GT. 1 THEN
DO 160 J=1.1-1
AU,\'-;\H(J.I)
DO 110 K=iN+| '
ABULK)=AB(S K)- AUX* AB(IK
CALL ASIGOM(M,AB(S,K),AB(J,R))
1o CONTINUE
160 CONTINUE
ENDIF
30 CONTINUE
DUR=I
DO 120 1=LN
DURsDUR*PIVOTE()

CALL ASIGOM(M,DUR,DUR)
120 CONTINUE
DURsSIGNOD*DUR
DO 130 1=1 N
ABON +H=DUR*AB(LN+1)
CALL ASIGOMNMABULN+),ABAON+1)
130 CONTINUE
RETURN
C
€ FINDE SOLGY,
c

END
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c
SUBROUTINE SOLAMRNNRENINDMOD.VD.MY,MODULOMD.X)
INTEGER VDONDMOD),MY(NREN,INDMOD),MODULO(NDMOD),D,NINREN)
¢
((ssusussussenunEsnscORRES T PP
C  SOLAMR: CALCULA LA SOLLCION RACIONAL DE A*XsB, MEDIANTE ARITMETICA
c MULTI-RESIDUAL.

C  ENTRADA

C N TAMANO DEL SISTEMA.

€ NREN NUMERO DE RENGLONES DECLARABOS PARA "AB* EN EL PROGRAMA
C PRINCIPAL.,

¢ INDMON NUMERO DE MODULOS TRABAJANDO.,

C VD DETERMINANTES DE *A* MODULOQ), 1=1, ..., INDMOD,

MY MATRIZ, VECTORES *Y* MODULG(D), 121, ... . INDMOD.

MODULO VECTOR CON 1,08 MODULOS TRABAJANDO,

SALIDA

M PRODUCTO DE LOS MODULO 1=), ... . INDMOD,

D DETERMINANTE DE “A* MOBULO “M",

X SOLUCION RACIONAL DE A*X=B, ESTO ES, A*X=D*B,

SUBPROGRAMAS LLAMADOS: ASIGOM, SOLCON Y CLASIM.

cocoaocacnonos

INTEGER AUXMG(50)INYMG(50),Y(50)
M=t
DO 60 J=1INDMOD
MaM*MODULOWG)
60 CONTINUE
DO 50 J=1LINDMOD
MG=M/MODULO(D)
CALL ASIGOM(MODULONMGH), AUX)
CALL SOLCON(MOBULO(),AUXINYMG(I)
CALL ASIGOMMODULOUNMNYMG(I)INVMGL))
50 CONTINUE
Det
1O 10 J=LINDMOD
AUX=VD(J)*INVMGU)
CALL ASIGOM(MODULO(J),AUX,AUX)
D=D+MGU*AUX
10 CONTINUE
CALL ASIGOMMDLD)
DO 20 t=4N
Y(l)=0
DO 30 J=1 INDMOD
AUX=MY{LJ)*INVMG(I)
CALL ASIGOMIMODULOI)AUX,AUX)
Y=Y (N +MGI)*AUX
30 CONTINUE

60




CALL ASIGOMIMY(B,Y(N
CONTINUE

SE CALCULA LA SOLUCION RACIONAL DEL SISTEMA MODULO *M

CALL CLASIMMD.)
DO 40 1= N
CALL CLASIMOM.Y(M.X()
CONTINUE
RETURN

FIN DE SOLAMR
END

EEmEEaRRY

SUBROUTINE ASIGOMIM,Z,W)
INTEGER M.2,W

cooooaocaonacnnan

]

ASIGOM: ASIGNA A UN ENTERO DADO () SU CLASE RESIBUAL (W),
MODULO (M), EN EL. CONJUNTO BE CLASES RESIDUALES
10, 5,2, 3 w0, (M-I,

ENTRADA

M PRIMO, MODULO A TRABAJAR,

{/ ENTERO, AL CUAL SE LE ASIGNA LA CLASE RESIDUAL,
CORRESPONDIENTE.

SALIDA

W ENTERO, EN {0, 1, 2,3, ... , (M-}

oo

INTEGER §

IF ((-M LE. Z) .AND. (Z LT, O)THEN
Wah+Z
RETURN

ENDIF

IF (0 .LE. Z) ,AND. (Z LE. M-1)) THEN
\Ye?,
RETURN

ENDIF

IF (2 .EQ. M) THEN
W=0

RETURN
ENDIF
I¥(Z GT, M) THEN
S=Z/M
WaZM*S
RETURN
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(
C
C

C

ENDIF

IF (Z LT, M) THEN
S=LM
727-M*S
GOTO 1

ENDIF

FIN DE ASIGOM,

END

(rusesus [T nun

Y

SUBROUTINE SOLCONONLZW)
INTEGER M.ZW

SOLCON: RESUELVE Z*W=1, MODULO *M*, MEDIANTE EL ALGORITMO
DE EUCLIDES, O SEA, "W* ES EL INVERSO MULTIPLICATIVO
DE *Z* MODULO *\I*

ENTRADA

M PRIMO, MODULO A TRABAJAR,

7 MENOR QUE "M* Y MAYOR QUE 1, A CALCULARLE SU
INVERSO MULTIPLICATIVO MODULO “M",

SALIDA

W INVERSO MULTIPLICATIVO DE Z MODULO "N,

Canssusnusszens unw [ - w

C

INTEGER B0.81,B2N.RO.RIR2
IF (Z .EQ. HTHEN
WsZ
RETURN
ENDIF
IF (Z .GE. MVTHEN
WRITEQ.*)
WRITE(2,*)Z ES MAYOR O IGUAL A M, EN SOLCON..
WRITEQ,*)
sTop
ENDIF
IF (Z .EQ. 0)THEN
WRITEQ2,*)
WRITE(2,*)Z ES IGUAL A CERO, NO EXISTE INVERSO'
WRITEQ,*) MULTIPLICATIVO MODULO "M
WRITEQ,*)
sTop
ENDIF
NoM/Z
RO=M-Z*N
B0=-N
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1

e rlie]

IF (R0 ,EQ. DTHEN
R2=R0
B2=110
GO TO
ENIF
N"'IRD

RI=Z-RO*N

B1=-N*R0+1

IF (R1LEQ. HTIHIEN
Ri=R1
Bi=B}

GO TO 20

ENDIF

NRO/RI

R2=RO-RI'N

B2=H0-N*B}

IF (R2.EQ. NTHEN
W=i2
RETURN

ENMIF

B0=B1

=2

Ro=R!

Ri=R2

GOTO N

FIN DE SOLCON,

END

ooe

SUBROUTINE CLASIM(MZ,W)
INTEGER M.Z,WY

cacao

CLASIM: CONVIERTE A LAS CLASES RESIDUALES 10, 1, 2,3, ..., M-1}
A LAS CLASES RESIDUALES SIMETRICAS (-M/2, -Mj2+1, ...,
L0 1 200 MR

ENTRADA

M PRIMO, MODULO A TRABAJAR,
7 ENTERO, EN LAS CLASES RESIDUALES {0, 1, 2, 3, .., M-11.

SALIDA

W ENTERO, EN LAS CLASES RESIDUALES SIMETRICAS (-M}2, -M/2+1,
weredy 0, 00200 s MA2L,

C
C
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(axswonusnsssrenann

C

C

Ceszunn

C

acacCcaSaocaon

C
C

IF (RO.EQ. NTHEN
R2=R0
B2=B0
GOTO 2

ENDIF

N=//R0

R1=Z-RO*N

B1=-N*H8+)

IF (R1,EQ. DTHEN
R2=R})
2=
GOTO 20

ENDIF

N=RO/RE

R2=RO-RI*N

12=80-N*11

IF (R2EQ. DTHEN
W2
RETURN

ENDIF

no=B1

=82

RO=R1

Ri=R2

GO TO 10

FIN DE SOLCON,

END

SUBROUTINE CLASIM(M,Z,W)

INTEGER M\Z,\Y

CLASIM: CONYIERTE A LAS CLASES RESIDUALES {0, 1, 2,3, ..., M-I}
A LAS CLASES RESIDUALES SIMETRICAS [-M£2, -M/2¢1, ...,

L0 1 2w MRL

ENTRADA

M PRIMO, MODULO A TRABAJAR.
7 ENTERO, EN LAS CLASES RESIDUALES {0,1,2, 3, .., M-1),

SALIDA

W ENTERO, EN LAS CLASES RESIDUALES SIMETRICAS {-M/2, -M/2+1,

woasly Oy 142000, MI2)

C
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INTEGER MSIM

MSIM=M/2

IF (0 \LE, 2) .AND, (Z .LE, MSIMNTUEN
Wei

ELSE
W=7-M

ENDIF

RETURN

C  FIN DE CLASIM,
END

SUBROUTINE CHECANRENN.AXB.D,CIECAS)
INTEGER AINREN.N),X(N),B(N),D
CHARACTER*2 CHECAS

CIECA: YERIFICA 51 SE CUMPLE LA IGUALDAID:  A*X=D'*B,
ENTRADA

NREN RENGLONES DECLARADOS PARA LA MATRIZ A EN EL PROGRAMA
PRINCIPAL.

N TAMANO DEL SISTEMA,

A MATRIZ DEL SISTEMA,

X  SOLUCION DEL SISTEMA CALCULADA,

B LABO DERECHO DEL SISTEMA,

D DENOMINADOR PARA X.

SALIDA

CHECAS IGUAL A 'SI" O *NO* DE ACUERDO A SI SE CUMPLE O NO LA
IGUALDAD,

nnnncnnnnnnncnnnnnqn
]

INTEGER AUX,AX(50),DB(50)

CHECAS='SI’
C
C  SECALCULAN A*X Y D*B,
Cc
DO 110 I=IN
AUX=0
DO 120 §= LN
AUX=AUX+A(13)*X(3)
120  CONTINUE
AX(D=AUX
DB()=D*B(1)
110 CONTINUE
Cc

C  SE VERIFICA SI SE CUMPLE O NO LA IGUALDAD A*X=D'B,
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C

DO 140 {=4,N

IF (AX(H NE, DBINTHEN
CHECAS='NO'
RETURN

ENDIF

140 CONTINUE

C
(M
C

C

RETURN

FIN DE CHECA,
END

C-- NeREgEREER

C

C

SUBROUTINE COPIASINREN,N,AB,AB)

INTEGER ANNREN.N),B(N),ABINREN.N+1)

(anunu

COPIAS: COPIA LA MATRIZ "A* DEL SISTEMA LINEAL Y "B" LADO DERECHO
EN LA MATRIZ AUMENTADA "AB*,

ENTRADA

NREN  RENGLONES DECLARADOS PARA A Y AB EN EL PROGRAMA PRINCIPAL,
N TAMANO DEL SISTEMA,

A MATRIZ DEL SISTEMA.

4] LADO DERECUO DEL SISTEMA,

SALIDA

AB  MATRIZ AUMENTADA,

[rEe Rl rErloNrRo ool ol N ol e el

20

C
C
C

DO 10 1=1N
DO 20 J=iN
AB(IJ)=ALLY)
CONTINUE
AB(LN+1)=B(1)
CONTINUE
RETURN

FIN DE COPIAS
END

Manual de uso para SSLAMR.

Para ejecutar el programa, se requiere crear dos archivas, a saber:
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PRIMOS debe de contener la lista de los primeros m niimeros primos,
en su primer linea dehe darse m, esta es leida por el programa
SSLAMR.

PROBLEMA este nombre de archivo, puede cambiarse por cualquier
otro, con Ia dnica restriccion que no ocupe mis de 12 posiciones
alfanuméricas: 8 para la base del nombre, 1 para el punto y 3 para la
extension, Contiene los datos del problema, en la primer linea se da el
orden del sistena, de la segunda en adelante la matriz aumentada por
renglones,

Pasos para [a ejecucion de SSLAMR:

Supaonemos que yu se ha compilado el programa fuente SSLAMR.FOR
con un compilador Fortran77, ereindose ¢l archivo ejecutable
SSLAMR.EXE residente en disco duro, en disco duro y en algin
subdirectorio o en disco flexible, Estando en el lugar de residencia del
archivo SSLAMR.EXE.

1. Teclear: SSLAMR <enter>;
2. Teclear: PROBLEMA <enter>;;
3. Teclear: SOLUCION <enter>;

SSLAMR crea ef archivo SOLUCION, el cual contiene grabados los
datos del problema y los datos de la solucion del problema planteado,
SOLUCION puede ser camblado por cualquier otro nombre, con la
unica restriecion que no ocupe mas de 12 posiciones alfanuméricas: 8
pura fa base del nombre, 1 para el punto y 3 para la extension,

A manera de ejemplo: hemos usado el programa GENPRLFOR (del
cual damos un listado al final de este capitulo) para generar los
primeros 1000 niimeros primos, los cuales son grabados en el archivo
PRIMOS, debido a la extension de este ultimo archivo, no damos un
listado de su contenido, A contlnuacion presentamos el contenido del
archivo PROBLEMA.006,
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3

31672 359
-24 -10 -57 281
-§ -4 17 85

Ahora presentamos un listado del archivo de salida producido por
SSLAMR, el cual llamamos SOLAMR.006.

ESTA ES UNA CORRIDA DEL PROGRAMA "SSLAMR’, SOLUCION
DEL SISTEMA LINEAL A*X=B, CON ENTRADAS ENTERAS TANTO
PARA LA MATRIZ CUADRADA "A’ DEL SISTEMA, COMO PARA

EL LADO DERECHO "B", USANDO ARITMETICA MULTI-RESIDUAL.

NOMBRE DEL ARCHIVO DE DATOS:

problema.006

MATRIZ AUMENTADA LEIDA:

RENGLON NO. 1

3 16 72 -359
RENGLON NO. 2

214 -10 -57 281
RENGLON NO, 3 v

-8 -4 17 88

RESULTADOS

MODULOS TRABAJADOS:

11 k] 17

MULTI-MODULO = 243
VECTOR D-MODULO(1) TRABAJADOS:
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S 6 6

MATRIZ Y-MODULO(I) TRABAJADOS:

RENGLON NO. 1
S 6 6
RENGLON NO. 2
1 1 §
RENGLON NO. 3
L 9 4
SOLUCION:

215 430 1075
CON DENOMINADOR = 215

Para terminar este capitulo, presentamos un listado del programa
GENPRILFOR.

SDEBUG
PROGRAM GENPRI

[sRekel

GENPR{: GENERA LOS FRIMEROS 1000 NUMEROS PRIMOS, Y LOS
GRABA EN EL ARCHIVO CUYO NOMBRE ES "PRIMOS’,

c
C
C
INTEGER PRIMOS(1000)
OPEN(1,FILE~'PRIMOS')
REWIND()
NUMPR{=1000
CALL NPRIMO(NUMPRI,PRIMOS)

WRITE(1,*)NUMPRI
WRITE(),*)(PRIMOS(1),J=) NUMPRY)

FIN DEL PROGRAMA PRINCIPAL,

ocao

STOP
END

aoan
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SUBROUTINE NPRIMONUMPR{,PRIMOS)
INTEGER PRIMOSINUMPRI)

ESTA SUBRUTINA CALCULA 1.0S PRIMEROS NUMPRI-NUMEROS PRIMOS, LOS
CUALES SON GUARDADOS EN EL VECTOR ENTERQ PRIMOS DE TAMANO NUMPR!,

ENTRADA

NUMPR! NUMERO DE PRIMOS A GENERAR.

SALIDA

PRIMOS VECTOR DE TAMANO NUMPRI, CONTIENE A 1.OS PRIMOS GENERADOS,

oo acaccaoacacon

1]

30

40

aco

Este ultimo programa puede sustituirse por cualquier otro. Incluso por
una lista de m numeros primos cualesquiera, no necesariamente en

INTEGER QR
PRIMOS(1)=2
In|

Nwd

Jaj+i
PRIMOS()=N

IF (3 .EQ. NUMPRD GO TO 40
NuN+2

K=2

Q=N/PRIMOS(K)}
R=N-Q*PRIMOS(K)

IF(R EQ. ) GOTO 20
IF (Q .LE. PRIMOS(K)) GO TO (0

KeK¢|
GOTO X
RETURN

FIN DE NPRIMO.

END

orden ascendente y no necesariamente los primeros,

En el capitulo siguiente presentamos resultados obtenidos por estos dos
codigos para 17 problemus, las ejecuciones fueron realizadas en una

computadora personal HP-Vectra 486/33U,
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CAPITULO §

PROBLEMAS DE PRUEBA, RESULTADOS Y
CONCLUSIONES.

Los primeros cinco ejemplos para probar nuestros programas en
Fortran77: SSLAUR . FOR y SSLAMR . FOR se tomaron del texto [1);
los problemas del seis al doce se obtuvieron de [2]; los restantes ¢inco
problemas son con la matriz de Hilbert escalada de ordenes tres a siete,
A continuacion describimos con detalle estos problemas de prueba que
consisten en resolver Ax = b, Presentando después de cada uno de ellos
los resultados obtenidos con los dos programas.

Problema no, 1,

Dimension del problema n = 2, Con la matriz de coeficientes:
12 3
A=
[ 3 -1 ] ’

y lado derecho:

-

)

Resultados generados por SSLAUR:

.l
""—‘3‘[-27]’




con modulo 39,

Resultados generados por SSLAMR:

con modulos: 11 y 13, multi-modulo 143,

Problema no. 2,

Dimension del problema n = 3, Con matriz de coeficientes:

22 1
A={30 2|,
4 -5 -1

y lado derecho:

con madulo 7.
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Resultados generados por SSLAMR:

con modulos: 11, multi-médulo 11.
Problema no. 3.

Dimension del problema n = 4, Con matriz de coeficientes:

AT I N B ]
P I
U3 -
= ¢ - wm

y lado derecho:

23
2
‘3
i

Resultados generados por SSLAUR:

-
L

- gus s pus
-
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con modulo 3,

Resultados generados por SSLAMR:

-
1
S gt pea pem

con médulos: 11, multi-modulo 11,
Problema no, 4.

Dimension del problema n = 10, Con matriz de coeficientes:

0987654321
9 987654321
8 BRT654321
7777654321
6666654321
A=l s 555554321/
44444448321
3333333321
212222222121
'NEEEEEREE

y lado derecho:
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Resultados generados por SSLAUR:

“con modulo 43,

Resuitados generados por SSLAMR:
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con modulos: 11 y 13, multi-maduio 143,
Problema no. §.

Dimension del problema n = 8, Con matriz de coeficientes:

2 10 0 00 0 0
4210000 0
0 -12-1606000
A_oo-nz~~1ooo
1oo0oo0o-12100]|
000 0°12 -0
00000 -2 -1
00000O0TCO0 -2

y lado derecho:
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Resultados generados por SSLAUR:

C| -
|
>

con mddulo 19,

Resultados generados por SSLAMR:

-
n
O] -
U
~
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con modulos: 11 y 13, multi-modulo 143,
Problema no. 6. (Matriz de Hilbert)

Dimension del problema n = 3, Con la matriz de coeficientes:

3 16 N
A=124 10 57§,

8 4 17

y lado derecho:

-359
b=} 281 },
85

Resultados generados por SSLAUR:

6
-2 1,

-30

O

con modulo 61,

Resultados generados por SSLAMR:

| -218
X = 430 |,
-218 s




con modulos: 11, 13 y 17, multi-mérdulo 2431,
Problema no. 7.

Dimension del problema n = 4, Con la matriz de coeficientes:

1 231
(22
Tl o2 s |
1 -1 5§13
y lado derecho:
3
-4
b - 7
]
Resultados generados por SSLAUR:
-1
1t
YU
-1

con modulo 3,

Resultados generados por SSLAMR:
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:—l-—
Yiog| g

con modulos: 11, multi-modulo 11,
Problema no. 8,

Dimension del problema n = 8. Con matriz de coeficientes:

¢
—

—
e ——— 0D
—

--0 0 o
—

y lado derecho:

O N = N = N

Resultados generados por SSLAUR:
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con maodulo 3.

Resultados generados por SSLAMR:

con madulos: 11, multi-modulo ll.‘

Problema no. 9.

Dimensién del problema n = 4, Con la matriz de coeficientes:

-—k W &

™ W S W

w & W N

o b B e
-

y lado derecho:
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10
12
12
10

Resultados generado§ por SSLAUR:

- g -

con modulo 7,

Resultados generados por SSLAMR:

{-2
o
Y T

2

con madulos: 11, multi-modulo 11.
Problema no. 10.

Dimension del problema n = 4, Con la matriz de coeficientes:

— g e
o W N w=
EOU—
2z .-
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y lado derecho:

10
120
35

Resultados generados por SSLAUR:

L

con maodulo 2.

SSLAMR:

s e g s

con mddulos: 11, multi-madulo 11.

Problema no. 11,

Dimension del problema n = 4. Con matriz de coeficientes:
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-1 -1 10
1410 1
Al 01
01 -1 -l
y lado derecho:
0
5
b=,
-5

Resuitados generados por SSLAUR:

con mddulo 41,

Resultados generados por SSLAMR:

5

-1
YE5s |

20

con madulos: 11 y 13, multi-modulo 143,
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Problema no, 12,

z de coeficientes:

.
1

del probiema n = 11, Con la matr

mension

D

+

W n o n N S
v N NS n
W w N nnwmaan S nwnm
v n o 2w
W wwnn S wownoanon
W v n S nnmn nn
W NN B nwmn n N
W S wwnn o ownoan
wn S wvwnnwnn oW
WS v W an N
Swwwmwnnwmn n W

W

=

y lado derecho;

10

10

10

b=

Resultados generados por SSLAUR:

84




W -
wn (".'Il w w Y W

i
w

n g,

con modulo 13,

Resultados generados por SSLAMk:

w o, n

-
n
unf e
3 1} 1
th NG B B

W

con modufos: 11, multi-modulo 11,
Problema no. 13, (Matriz de Hilbert)

Tamuiio del problema n = 3, Con fa matriz de coeficientes:
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30 20 15

60 30 20
A= '
20 15 12

y lado derecho:

b:

50
2 |.

11

Resultados generados por SSLAUR:

Resultados generados por SSLAMR:

con modulo 11,

con modulos: 11, multi-modulo 11,

Problema no. 14, (Matriz de Hilbert)

Tamaiio del problema n = 4. Con matriz de coeficientes;
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420 210 140 108
210 140 105 84
14 105 84 70
105 84 70 60

y lado derecho:

245
9a
49
R} |

Resultados generados por SSLAUR:

-3

|3
Y 3laq

3

con madulo 11,

Resultados generados por SSLAMR:

-3

24

i
X = ——
-3

Do)
-

con modulos: 11, multi-médulo 11,
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Problema no. 15, (Matriz de Hilbert)

Orden del problema n = 5, Con la matriz de coeficicntes:

2520 1260 840 630 504
1260 840 630 504 420
A= B40 630 504 420 360 |,
630 504 420 360 3iS
504 420 360 315 280

y lado derecho:

1386
336
bh=1 68
45
9

Resultados generados por SSLAUR:

-
0
l....

mu o

con madulo 11,

Resultados generados por SSLAMR:
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con modulos: 11, multi-maodulo 11,
Problema no. 16,

Orden del problema n = 6, Con la matriz de coeficientes:

27720 13860 9240 6930 5544 4620
13860 9240 6930 5544 4620 3960
9240 6930 5544 4620 3960 3465
6930 5544 4620 3960 3465 3080
5544 4620 3960 3465 3080 2772
4620 3960 3465 3080 2772 2520

y lado derecho:

7854
726
-429
-649
-649
-593

Resultados generados por SSLAUR:
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con modulo 13,

Resultados generados por SSLAMR:

=
- S

con modulos: 13, multi-modulo l3.‘
Problema no. 17, (Matriz de Hilbert)

Orden del problema n = 7. Con matriz de coeficientes:

360360 180180 120120 90090 72072 60060
180180 120120 90090 72072 60060 - 51480
120120 90090 72072 60060 51480 45048
A= 90090 72072 60060 51480 45045 40040
72072 60060 51480 45045 40040 16036
60060 51480 45045 40040 36036 32760
SI1480 45045 40040 36036 32760 30030

y lado derecho:

90

51480
45045
40040
36036
32760
30030
27720




-360360
~228657
-183326
bho=| -157443 |,
-139516
-125905
-115026

Resultados generados por SSLAUR:

con modulo 23,

Resultados generados por SSLAMR:

X 0 40 |,

con modulos: 17 y 19, multi-modulo 323,




CONCLUSIONES

- Para este conjunto de 17 problemas, podemos observar que no hay
ventajas de uno de los programas sobre el otro,

- En todos los problemas se obtuvieron los mismos resultados.

- Hay que continuar experimentando con problemas de dimension mas
alta y mas mal condicionados, conto la matriz de Hilbert o la matriz de
Vandermonde, ete..

- Una limitante ¢s el nimero primo mis grande que pueda almacenarse
en la maquina huésped o el producto de varios nimeras primos en el
caso de aritmética multiresidual, Una posibilidad para explorar es la
representacion con un nimero de digitos infinita,
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